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Résumé

Dans cette these nous avons traité le probleme de la commande des véhicules marins
sous-actionnés. Ce travail de recherche est motivé par les défies aussi bien théoriques
que pratiques posés pour l'ingénieur automaticien. En effet, ces systemes ne peuvent
pas étre stabilisés par des commandes lisses invariantes dans le temps. De plus, en dépit
du nombre de méthodes disponibles pour la commande des systemes mécaniques sous-
actionnés, peu ont traité des points pratiques importants tels que I'inclusion explicite de
la dynamique dans la formulation du probleme de commande et le besoin de faire face
aux perturbations environnementales résultants des courants des vagues, par exemple.
Cette these s’attaque a certains de ces problemes, formule et résout les problemes de
commande de positionnement dynamique, de la poursuite de trajectoire et du suivi de
chemin des véhicules marins sous-actionnés.

La premiére partie de cette these (chapitres 3 et 4) constitue les éléments théoriques
fondamentaux pour I’analyse du modele et la synthese des commandes pour les véhicules
marins sous-actionnés. Particulierement, nous montrons au chapitre 3 que le modele
de véhicule marin sous-actionné ne satisfait pas la condition nécessaire de Brockett
pour la stabilisation par des actions continues et invariantes dans le temps. Cepen-
dant, nous montrons qu’il est possible d’atteindre la stabilisation en utilisant une com-
mande discontinue ou variable dans le temps. Le chapitre 4 consiste a appliquer les
résultats récents sur les systemes en cascades nonlinéaires pour résoudre le probleme de
la détermination des lois de commande qui stabilisent la position et 1’orientation d vais-
seau sous-actionnés a l'origine. Deux transformations sont introduites pour représenter
le systeme dans une forme en cascade. Par quelques propriétés du modele, nous mon-
trons en premier que la stabilisation globale et asymptotique du systeme se réduit a sta-
biliser une forme chainée du premier ordre. Une approche discontinue par backstepping
est ensuite employée pour la stabilisation du systeme sous forme chainée via un retour
d’état partiel. Nous montrons que la loi de commande proposée stabilise exponentielle-
ment le modele réduit dans un ensemble défini, assurant le stabilisation asymptotique,
locale et uniforme du modele de vaisseau marin sous-actionné. Pour assurer la stabilité
uniforme globale la technique du backstepping combinée avec une commande variant
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dans le temps est donc donc employée. Nous exploitons ensuite la structure en cas-
cade pour construire une trajectoire convenable produite par les équations dynamiques
d’un véritable bateau sous-actionnés. Nous montrerons que la stabilisation globale peut
étre assurée par une combinaison de la commande par backstepping et une commande
variable dans le temps. Enfin nous abordons le probleme de poursuite de trajectoire
dans lequel la trajectoire de référence est générée par un navire sous-actionné virtuel.
Nous montrerons qu’il existe une commande qui force exponentiellement le navire a la
poursuite de la trajectoire partant d’une condition initiale quelconque.

La deuxiéme partie de cette these (chapitre 5 et 6 et 7) est consacrée au probleme
de la manoeuvre du vaisseau sous-actionné le long d’un chemin désiré avec une dyna-
mique prescrite. La conception de la loi de commande est abordée par deux approches.
La premiere vient d’une observation qu’il est plausible en pratique de manoeuvrer le
véhicule tel que sa vitesse totale soit tangent a son de référence chemin. Il sera aussi
supposé que le véhicule voyage le long du chemin avec une vitesse de poussée constante.
La seconde approche ne conditionne pas la vitesse de poussée pour étre constante.

Dans le chapitre 5, nous exploitons I’approche abordée pour le suivi de chemin pour
résoudre le probleme de coordinations d'un groupe de véhicules marins. Il est possible
de manoeuvrer le mouvement de chaque véhicule tel que le mouvement du groupe soit
inscrit dans un comportement désiré. Ainsi, les mouvements indépendant des véhicules
sont coordonnés de fagon a avoir un mouvement d’ensemble unique. Dans ce chapitre
nous considérerons le probleme des formations ou plusieurs véhicules sont synchronisés
de maniere a se comporter comme une formation de structure virtuelle.

Le chapitre 6, est dédié au probleme général de la commande par retour de sortie
pour la stabilisation globale des véhicules marins sous-actionnés. Une application de
cet observateur est ensuite présentée au probleme de la poursuite de trajectoire d'un
vaisseau sous-actionné.

Mots clés Systemes sous-actionnés, Bateaux, Commandabilité, Stabilité, Poursuite
de trajectoires, Suivi de chemins, Controle de Formation, Commande non-linéaire, Com-
mande adaptative, Commande par retour de sortie, Systemes en cascades, Méthode
directe de Lyapunov, Technique du Backstepping.



Abstract

This thesis addresses the problem of controlling an underactuated marine vehicle
system. The key motivation for this research topic stems from the fact that underac-
tuated systems pose considerable challenges to control system designers since those
systems cannot be stabilized by smooth, time-invariant, state-feedback control laws.
Furthermore, in spite of the number of methods available for the control of underac-
tuated mechanical systems, few address important practical topics such as the explicit
inclusion of dynamics in the control problem formulation and the need to cope with
environmental disturbances due to wind and wave currents. This thesis tackles some
of this issues, formulates and solves control problems related to dynamic positioning,
trajectory tracking and path following, and discusses the application of the new control
methodologies derived to marine vehicles like surface vessel-type ships.

The first part of the thesis (Chapter 3 and 4) focuses on showing that the underac-
tuated marine vehicle model does not satisfy Brockett’s necessary condition, i.e. it can
not be stabilized by a continuous time-invariant state feedback. However, it is possible
to achieve stabilization using discontinuous or time varying controllers which makes the
purpose of the third chapter. Chapter 4 consists to apply recent results on cascade non-
linear systems to solve the open problem of determining controllers that stabilize the
position/heading of the underactuated surface vessel at the origin. Two transformations
are introduced to represent the system into a pure cascade form. First we show through
some key properties of the model that the global and uniform asymptotic stabilization
problem of the resulting cascade system can be reduced to the stabilization problem of
a third order chained form. A discontinuous backstepping approach is then employed
for the stabilization of the chained form system via a partial state feedback. We show
that the proposed control law exponentially stabilizes the reduced model in a defined
set, ensuring the uniform local asymptotic stabilization of the underactuated surface
vessel model. To ensure the global uniform stability however, a combined backstepping
and time varying control approach is therefore employed. Next, we exploit the cascade
structure to construct a suitable defined trajectory generated by the dynamic equations
of a virtual underactuated ship. We show that we can find a feedback controller that



forces the ship to exponentially follow the desired trajectory from any initial conditions.
Using a cascade approach, we show that the tracking error dynamics of the ship can
be decomposed as a cascade interconnection of one nonlinear system and a third order
chained form system with integrator.

The second part of the thesis is devoted to the problem of steering the underactuated
ship along a desired path with prescribed dynamic. Controller design relies on two
different approaches, the former comes from an observation that it is reasonable in
practice to steer a vessel such that it is on the reference path, and its total velocity
is tangent to the path. It is also realistic to assume that the vessel travels along the
path with a constant forward speed controlled by the main thruster control system. The
latter approach relaxes this observation to let the desired forward speed, be adjusted
on-line. These two problems are resolved in Chapter 5.

In Chapter 6, we exploit the path following approach for reason to consider the
problem of coordinating a group of marine vehicles that is, we want to steer the motion
of each vehicle such that the group’s overall motion is governed by a desired behavior.
Thus, independent motion is coordinated as a formation according to the behavior
decided by the designer. Such control problems have attracted increasing attention
during the last decade due to the many benefits of distributed vehicles controlled as a
formation. Chapter 6 looks into the formation problem where several marine vehicles are
synchronized such that they are controlled as a virtual structure formation. The paths
are synchronized such that equal path parameters imply correct vessels configuration.

Chapter 7, is devoted to the general problem of output feedback for global partial-
state feedback controller for general marine model systems. Our result is facilitated by
deriving a coordinate transformation to cancel the velocity cross terms in the marine
model system dynamics to design global exponential velocity observers. An application
of such observer is applied to the case of path following problem of an underactuated
surface vessel.

Finally, Chapter 8 contains the conclusions and discusses challenging issues that
warrant further research.

Keywords Underactuated Systems, Surface Ship, Controllability, Stabilizability, Tra-
jectory Tracking, Path Following,Formation Control, Nonlinear and Adaptive Control,
Output Feedback Controller, Cascade Systems, Lyapunov’s Direct Method, Backstep-
ping, Stability Analysis.
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Chapitre 1

Introduction générale

7 J’ai seulement eu en vue d’exposer dans cet Quurage ce que je Suis parvenu a
faire en ce moment et ce qui, peut-étre, pourra servir de point de départ pour
d’autres recherches de méme genre.” M. A. Lyapunov

1.1 Problématique associées aux véhicules marins

sous-actionnés

La diversité des systemes sous-actionnés en robotique est une source de développem-
ents importants pour 'automatique, dans la mesure ou la commande de ces systemes
donne souvent lieu a des problemes qu’on ne peut pas résoudre avec des techniques
classiques. En outre, les applications dédiées aux véhicules marins et nécessitant un
niveau d’autonomie élevé sont de plus en plus nombreuses. En effet, I'intrusion de ces
systemes en milieu tres perturbé nécessite une bonne robustesse et de fortes capacités
de mouvement.

La place importante réservée aux véhicules non-holonomes et sous-actionnés dans
les applications robotiques repose en partie sur l'existence de stratégies de commande
simples et robustes pour stabiliser des trajectoires de référence. Les applications de type
platooning par exemple, ot il s’agit de controler la position d'un véhicule par rapport
au véhicule précédant se déplacant en marche avant, sont essentiellement basées sur des
techniques d’automatique linéaire. Cependant, d’autres applications nécessitent d’uti-
liser des outils plus élaborés, notamment lorsque le controle de la situation complete
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(i.e. position et orientation) du véhicule est nécessaire. Les études consacrées a ce type
d’applications sont nombreuses, ce qui ne facilite pas toujours leur lisibilité en terme
d’intéréet applicatif. Un premier objectif de cette introduction est d’exposer les prin-
cipaux problemes étudiés dans la littérature consacrée a la stabilité a l'origine et la
stabilisation de trajectoires, et de donner un apergu des approches existantes pour la
synthese de retours d’état.

La commande des véhicules non-holonomes et des véhicules sous-actionnés fait
généralement 'objet d’études distinctes. Ceci est en partie justifié par la différence de
structure des modeles associés. Pour les systémes non-holonomes, la difficulté (du point
de vue de automaticien) se situe au niveau du modele cinématique, alors qu’elle est liée
a la dynamique pour les systemes sous-actionnés. Cette distinction implique également
une hiérarchie en ce qui concerne la difficulté a synthétiser des lois de commande : alors
que des méthodes assez générales ont été proposées pour la commande des systemes
non-holonomes (et plus généralement des systemes de commande nonlinéaires ”sans
dérive”), les systemes sous-actionnés ont jusqu’a présent été étudiés au cas par cas, en
raison de la difficulté a mettre en évidence des propriétés structurelles suffisamment
générales et exploitables pour la synthese. Malgré cela, ces deux classes de systemes
possedent de nombreux points communs, rarement explicités, dont la compréhension
peut permettre de progresser vers un traitement unifié des problemes de commande.

L’objectif principal de cette these est de contribuer a la commande des systemes non-
linéaires qui ne peuvent pas étre rigoureusement commandé par des méthodes linéaires.
L’objectif final de ce projet de recherche est d’entreprendre une étude compréhensive
du probleme de la stabilisation, de la poursuite de trajectoire et du suivi de chemin qui
surgit dans le contexte de la commande autonome des véhicules marins sous-actionnés.
La stabilisation des véhicules marins, implique les applications de stationnement dans
les ports et le positionnement dynamique dans les mers, soit pour le ravitaillement
stationnaire soit pour exécuter des taches de pointes sous marines. La poursuite de
trajectoire consiste a générer une commande permettant au véhicule de poursuivre une
trajectoire admissible a celui-ci. Le suivi de chemin, est une opération plus délicate que
celui de la poursuite de trajectoire. En effet, le chemin est défini a priori et le véhicule
consiste a garder sa direction tangente au chemin, la commande qui va étre générée
doit assurer 'auto réglage de la vitesse linéaire du véhicule le long du chemin (selon la
courbure). En général pour étre manoeuvrés, les véhicules sous-actionnés exigent des
opérations manuelles d'un opérateur habile et expérimenté méme pour des simples ma-
noeuvres. L’automatisation de ces opérations, va nous permettre de couper le cordon
ombilical entre 'opérateur et le véhicule marin, et par la méme occasion, d’élargir le
champ d’application du véhicule ainsi que 'amélioration de ses performances.
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Avant de couper ce lien qui existe entre le véhicule et 'opérateur, nous devons cepen-
dant trouver une solution adéquate au probleme de combiner la non-linéarité et le sous-
actionnement dans un unique cadre. Les techniques développées pour les applications de
la commande des véhicules marins pleinement actionnés sont désormais non adéquates
pour les véhicules non-linéaires sous-actionnés. En résolvant ce type probleme, nous
devons tout d’abord connaitre les limites des techniques précédemment étudiés pour les
systemes pleinement actionnés. puis nous devrons étendre ces techniques pour concevoir
des solutions simples et pratiques pour les véhicules sous-actionnés.

Le reste de ce chapitre décrit les principales motivations qui ont engendré les travaux
présentés dans cette these, ainsi nous présentons quelques uns de ceux qui ont été menés
dans le domaine des véhicules non-holonomes et sous-actionnés. L’objectif n’est pas de
donner un bilan complet des travaux dans le domaine rapporté dans la littérature, mais
simplement de mettre en lumiere les principales contributions qui ont été sources de
notre réflexion.

1.2 Cadre applicatif et motivation de ce travail

De nos jours de nombreux navires naviguent sur les océans propulsés avec un simple
propulseur et un gouvernail. Ils disposent ainsi de deux controles indépendants. Par
conséquent ils sont considérés comme sous actionnés dans la mesure ou ils ne peuvent
pas atteindre simultanément les trois degrés de liberté dans le plan par l'usage des
actionneurs. De plus, pour ce type de navires le cotit nécessaire pour les équiper d’ac-
tionneurs supplémentaires, afin de les rendre entierement actionnés, est supérieur au
gain en matiere de stabilité. Ces facteurs économiques sont a considérer lors de la
réalisation d’un nouveau navire. Cependant la tendance actuelle pousse a équiper ces
navires avec un propulseur monté transversalement au navire (voir Figure 1.1), c’est
a dire en supplément de leur configuration habituelle. Ce qui permet un ”actionne-
ment” complet pour des applications a faible vitesse lors des manoeuvres dans les ports
ou dans des espaces confinés. Mais puisque ces propulseurs transversaux perdent leurs
performances lors de grandes vitesses, ils ne constituent pas une solution pour I'ac-
tionnement complet des navires. Par ailleurs un navire complétement actionné pourrait
étre exposé a la panne d'un de ses moteurs, diminuant ainsi sa mobilité. Il serait alors
nécessaire d’envisager des solutions, soit de redondance matérielle, soit une solution al-
gorithmique de commande. Il est évident qu'une solution basée sur la commande serait
plus rentable économiquement que I'ajout d’actionneurs redondants. Ainsi, les bateaux
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F1G. 1.1 — Propulseurs transversaux réalisant le plein actionnement du bateau.

sous-actionnés s’inscrivent dans la catégorie des systemes non-holonomes, objet de la
section suivante.

1.3 Systemes non-holonomes et sous-actionnés

Au cours des dernieres années, il y a eu un intérét considérable dans 1’étude des
systemes non-holonomes et sous-actionnés. Du point de vue théorique, cet intérét a été
suscité par le fait que ces systemes posent des défis mathématiques dans la théorie de
la commande. Dans le méme temps, ces problemes apparaissent dans beaucoup d’ap-
plications pratiques du domaine de robotique mobile, en particulier dans la robotique
terrestre et marine, lorsque le nombre d’actionneurs d’un véhicule mobile est inférieur
au nombre de degrés de libertés. (e.g. un bateau sous-actionné est considéré comme
non-holonome car il ne possede pas de propulseur transversal). Enfin, le désir d’auto-
matisation de certaines manoeuvre des véhicules sous-actionnés. En effet, cette auto-
matisation permettant d’élargir le champ d’application de ces véhicules et améliorera
leurs performances. La littérature sur les systemes non-holonomes et sous-actionnés est
extrémement vaste, et mérite un tres long apergu. Le lecteur pourra trouver dans (Kol-
manovsky et McClamroch, 1995) une excellente étude sur ce domaine. On pourra aussi
voir (Wen, 1996) pour un exposé plus rapide des concepts clés sur les types de com-
mande des systemes non-holonomes. La référence (Wen, 1996), guide le lecteur a travers
les différentes définitions de non-holonomie, en commencant par le plus classique des
concepts du domaine de la mécanique pure, exposent les problemes liés a la cinématique
des systemes non-holonomes. Dans ce qui suit est développée une breve introduction a
ce domaine fascinant.
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1.3.1 Travaux antérieurs sur les systemes non-holonomes

Un systeme mécanique est dit étre non-holonome si ses vitesses généralisées satisfont
une égalité et que de plus celle ci ne peut pas étre écrite sous une condition équivalente
sur les positions généralisées du systéme' (Wen, 1996). Une contrainte non-holonome
ne réduit pas forcément I'espace de configuration du systeme mécanique. Les classes de
systemes suivants sont dit systemes non-holonomes :

1. Roulement sans glissement dans le cas des véhicules sur roues, ces contraintes
cinématiques résultent de 'hypothese de roulement sans glissement. Considérons
une roue en contact avec le sol plan et qui roule sans glisser sur ce sol, (voir Figure
1.2) le roulement sans glissement se traduit par la vitesse nulle du point I de la

El|

O p

=1

Fi1G. 1.2 — Roulement sans glissement.

roue en contact avec le sol.

2. Conservation du moment angulaire : soit un systeme Lagrangien, si un sous en-
semble ¢, de '’ensemble des coordonnées généralisées n’apparait pas dans la ma-
trice M(q), alors g, est appelé 'ensemble des coordonnées cycliques. Dans ce cas,
I'équation de Lagrange associée a ¢, s’écrit %(%) = % = 0 ou L est le La-
grangien et ¢,; sont les vitesses généralisées. Il s’avere que, dans plusieurs cas que
cette équation et non-integrable. Un exemple typique a ce cas de figure est celui
d’un corps rigide flottant dans ’espace sans qu’il y ait de couples externes qui lui

soient appliqués.

3. Systeme mécanique sous-actionné : un systeme sous-actionné est un systeme dont
la dimension de son espace de configuration dépasse en nombre ’espace de ses

1Une définition formelle d'un systéme non-holonome sera donnée au chapitre 2
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entrées de commandes. Les conditions de non-intégrabilités, peuvent se manifes-
ter pour les systemes sous-actionnés comme des contraintes d’accélération qui ne
peuvent pas étre intégrées pour avoir des conditions équivalentes en vitesse. Ces
contraintes sont appelées contraintes non-holonomes de second ordre. Le lecteur
pourra trouver dans les travaux de (Oriolo.G. et Nakamura, 1991) les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'un systeme mécanique sous-actionné, abrite des
contraintes non-holonomes de second ordre ou de premier ordre ou tout simple-
ment des contraintes holonomes.

Une grande variété de modeles mathématiques de systemes non-holonomes a été étudiée
dans la littérature. En particulier, la classification des systéemes non-holonomes se-
lon leurs catégories ainsi que des transformations permettant d’écrire leurs modeles
sous formes canoniques. A titre d’exemple, la cinématique de plusieurs systémes non-
holonomes comme les véhicules a roues peut étre transformée sous la forme connue dite
forme chainée, (Murray et Sastry, 1993b). D’autres exemples intéressants de systemes
non-holonomes s’écrivent sous la forme chainée. Nous citons parmi eux le tricycle, le
véhicule remorqueur qui tire plusieurs wagons, sans oublier bien stir les robots manipu-
lateurs non-holonomes, (Murray et Sastry, 1993b; Kolmanovsky et McClamroch, 1995;
Nakamura et Sordalen, 2001).

Un certain nombre de stratégies de commande ont été proposés pour différentes classes
de systemes non-holonomes. Ces propositions se divisent en deux grandes catégories :
la commande en boucle ouverte et la commande en boucle fermée. Dans la premiere, la
commande est pré-calculée en se basant sur la connaissance des configurations initiales
et finales du systeme. Ces stratégies sont souvent associées a des problemes de planifica-
tion de mouvement. C’est-a-dire la nécessite d’obtenir une commande en boucle ouverte
permettant de diriger un systeme non-holonome le long d'une trajectoire admissible et
réalisable entre deux points de ’espace de travail. Cette configuration s’effectue sous
réserve de plusieurs criteres, tels que I’évitement d’obstacles, le plus court chemin, la
commande optimale, le nombre minimum de manoeuvres. Plusieurs méthodes de plani-
fications de mouvement pour les véhicules non-holonomes ont été mises au point. Elles
peuvent étre classé selon trois catégories : la technique de la géométrie différentielle,
la technique algébrique différentielle et I'approche de la commande basée sur la pa-
ramétrisation du chemin (Kolmanovsky et McClamroch, 1995). Par leur nature, les
stratégies en boucle ouverte ne peuvent pas compenser les perturbations et les erreurs
de modélisation. D’ou la nécessité de considérer la stratégie de commande en boucle
fermée afin de fournir une bonne robustesse vis a vis des incertitudes et des perturba-
tions.

Le probleme de suivi de chemin en boucle fermée est sans doute chronologiquement
le premier a avoir été étudié. En particulier dans le cadre de la conduite automatisée
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étant donnée une courbe du plan et une vitesse d’avancement non nulle pour le véhicule
commandé. Il s’agit simplement d’annuler la distance d’'un point du véhicule a cette
courbe en commandant uniquement ’orientation du véhicule (pour un véhicule de type
unicycle), ou 'angle du volant (pour un véhicule de type voiture). Parmi les travaux
précurseurs dans ce domaine, on peut citer (Dickmanns et Zapp, 1987). Une étude
plus détaillée de la synthese de ce type de commande est donnée dans (Samson, 1995;
Canudas-de Wit et al., 1996).

Le probleme de stabilisation de trajectoire non-stationnaire se distingue du précédent
par le fait que la vitesse d’avancement n’est plus fixée a I'avance. Ceci revient essen-
tiellement a définir un repere se déplagant le long d’une courbe et a réguler 'erreur de
situation entre ce repere et le véhicule commandé. En raison du fait que le linéarisé
le long d'une trajectoire de référence des modeles de commande des véhicules non-
holonomes est génériquement controlable (au sens par exemple de (Sontag, 1990)), de
nombreuses trajectoires de référence peuvent étre asymptotiquement stabilisées en utili-
sant des retours d’états « classiques ». C’est-a-dire linéaires ou localement assimilables
a des retours d’état linéaires. La plupart des résultats sur la stabilisation asymptotique
de trajectoire (Kanayama et al., 1990; Samson et Ait-Abderrahim, 1991) consistent a
utiliser de tels retours d’état. Toutefois, ces commandes n’assurent la convergence de
I'erreur de suivi vers zéro que sous des conditions de non convergence de la trajectoire
vers un point fixe (conditions qualifiées aussi « d’excitation persistante »). Il n’est donc
pas possible de garantir une telle convergence sans une connaissance a priori de la tra-
jectoire de référence.

Le probleme de stabilisation de configuration fixe ne peut étre résolu par des méthodes
de linéarisation, du fait de la non commandabilité du linéarisé autour d'un point fixe.
En outre, le théoréeme de (Brockett, 1983), une des contributions les plus marquantes
dans ce domaine, implique qu’il n’existe pas de retour d’état continu et dépendant uni-
quement de 'état - retour d’état continu autonome qui stabilise asymptotiquement la
configuration des véhicules non-holonomes a une valeur de référence fixe. Différents
types de retours d’état ont alors été proposés afin d’éviter cette difficulté. Les re-
tours d’états instationnaires hybrides, c’est-a-dire continus par rapport au temps mais
échantillonnés en 1'état (Sordalen et Egeland, 1995; Bennani et Rouchon, 1995), four-
nissent une premiere possibilité. L’utilisation de retours d’état discontinus a aussi été
proposée (Canudas-de Wit et Sordalen, 1992), bien qu’elle ne permette pas de garantir
une stabilité asymptotique (A et Rosier, 2001). Une autre possibilité, proposée dans
(Samson et Ait-Abderrahim, 1991), consiste a utiliser des retours d’état réguliers ins-
tationnaires (périodiques par rapport au temps). De nombreuses méthodes de synthese
de telles commandes ont été développées (Pomet, 1992; Coron, 1992; M’Closkey, 1994;
Morin et al., 1997) et testées expérimentalement (M’Closkey et Murray, 1997). Toute-
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fois, quel que soit le type de retour d’état utilisé, il semble impossible de contourner le
dilemme pratique suivant (voir (Morin, 2004) pour plus de détails) : 'utilisation de re-
tours d’état ” réguliers ” (au moins Lipschitz-continus) peut éventuellement permettre
d’obtenir des propriétés de robustesse (aux dynamiques non-modélisées, aux retards,
a I’échantillonage) satisfaisantes (Maini et al., 1999), mais conduit a des convergences
lentes (de type polynomiale). A I'opposé, une convergence exponentielle peut étre ob-
tenue avec des retours d’état seulement continus (M’Closkey et Murray, 1997; Morin
et al., 1997), mais ce type de commande ne possede pas de bonnes propriétés de robus-
tesse et conduit a une forte sensibilité aux bruits de mesure.

Le dilemme précédent est une premiere illustration des difficultés pratiques liées a la
stabilisation asymptotique de certaines trajectoires, pour les véhicules non-holonomes.
Une deuxieme illustration est donnée par un résultat récent de (Lizarraga, 2003). La
question abordée dans cet article est la suivante : existe-t-il un retour d’état régulier
qui permette de stabiliser asymptotiquement toute trajectoire admissible d’un systeme
nonlinéaire 7 Evidemment, ce retour d’état peut dépendre de la trajectoire de référence,
et il peut aussi étre non-stationnaire (sinon, le théoreme de Brockett impliquerait direc-
tement la non-existence de tels retours d’état puisque les configurations fixes ne pour-
raient étre asymptotiquement stabilisées). Il est montré dans (Lizdrraga, 2003) modulo
quelques hypotheses techniques assez faibles, que de tels retours d’état n’existent pas
pour les véhicules non-holonomes classiques (unicycle, véhicules ... ). Ce résultat ex-
plique en particulier pourquoi, pour un méme systeme de commande, différents retours
d’état doivent etre utilisés pour stabiliser asymptotiquement différentes trajectoires de
référence

Toutes ces difficultés de commande suggerent que 'objectif de stabilisation asympto-
tique est sans doute trop contraignant pour la commande des véhicules non-holonomes.

1.3.2 Travaux antérieurs sur les véhicule sous-actionné

Un systeme mécanique sous actionné est défini par le fait que ’espace constitué par
le vecteur commande est inférieur a la dimension de I’espace de configuration du systeme
mécanique. En d’autre termes, un systeme mécanique est dit sous-actionné lorsque le
nombre de commandes est inférieure au nombre de degrés de libertés du systeme. Une
caractéristique équivalente des systemes sous-actionnés est qu’ils possedent une dyna-
mique non-intégrable décrivant une accélération.

Différentes recherches ont été menées dans ce domaine. La premiere concerne I’amélioration
de la commande de systemes de véhicules sous-actionnés. Tout d’abord, pour le méme
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espace de configuration, un systeme pleinement actionné nécessite plus de commandes
que s’il est sous-actionné. Ce qui augmente le prix et le poids du systeme. Trouver un
moyen pour commander une version d’un systeme sous-actionné, permettrait d’éliminer
certains des dispositifs de commande d’améliorer la performance globale, ou de réduire
le cotit de construction du véhicule. La deuxieme raison pratique pour laquelle nous
étudions les systemes sous-actionnés est que le sous-actionnement fournit une technique
de commande pour la sauvegarde des systemes sous-actionnés. Si par exemple le systeme
pleinement actionné se trouve endommagé et que nous disposons d’un controleur sous-
actionné, alors nous pouvons l'utiliser en cas d’urgence afin d’échapper a 1’échec de tout
le systeme. Ces raisons poussent a la conception des commandes pour les systemes sous-
actionnés et peuvent étre considérablement utiles pour les avions, les fusées et engins
spatiaux ou les pannes des propulseurs pourraient provoquer des accidents catastro-
phiques pour le véhicule ou pour la mission.

Il est important de souligner que certaines lois de commande développées jusqu’ici pour
les systemes véhicules marins sous-actionnés ne prennent pas en compte explicitement
leur dynamique. Ignorer la dynamique des véhicules est totalement irréaliste. De plus,
méme si la dynamique est prise en compte, les résultats obtenus par des commandes en
boucles fermées ne sont pas satisfaisantes.

Le second axe de recherche concerne la manoeuvrabilité. En effet, la difficulté de ma-
noeuvrer un véhicule sous-actionné a une destination bien spécifique avec une orienta-
tion souhaitée a récemment recu une attention particuliere dans la littérature. Cette
tache souleve des défis au niveau du systeme de commande du véhicule, parce que, en
plus d’étre sous-actionné, ce type de véhicule abrite des effets hydrodynamiques com-
plexes qui doivent nécessairement étre pris en compte lors de la phase de conception du
controleur. Les travaux les plus reconnus dans ce domaine sont ceux de (Leonard, 1995).
Dans ces travaux, une stratégie de commande en boucle ouverte a été utilisée en ex-
ploitant une commande périodique variant dans le temps afin de pouvoir positionner et
orienter le véhicule sous-actionné a la configuration désirée. Une loi de commande lisse
et continue permettant d’aboutir exponentiellemnt & une position/orientation donnée
a été introduite par (Egeland et al., 1996). Dans (Pettersen et Egeland, 1995), une
loi de commande périodique qui stabilise asymptotiquement le véhicule a l'origine a
été présentée. Inspiré par les travaux de (Morin et Samson, 1995), (Pettersen et Ege-
land, 1997) a proposé une commande périodique non-stationnaire permettant d’avoir
une stabilité exponentielle du véhicule marin sous-actionné. Ce résultat ne dépend en
aucun cas de la connaissance a priori des parametres du modele et par conséquent, la
stabilité exponentielle est robuste aux variations paramétriques du modele. Dans (Pet-
tersen et Nijmeijer, 1998), une loi de commande variant dans le temps a été proposée
et qui a aboutit a une stabilisation/poursuite globale et pratique du véhicule marin
sous-actionné.
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1.4 Contributions de la theése

La contribution primordiale de cette these est d’avoir fourni un travail sur ’étude et
I'utilisation d’une nouvelle approche de commande des véhicules marins sous-actionnés
non-linéaires, ainsi que le développement d’outils en vue de I'implémentation de ces
commandes sur des systemes physiques. Plus précisément, les principales contributions
portent sur les points suivants

e Stabilisation du véhicule marin sous-actionné
La stabilisation des véhicules marins, implique les applications de stationnement
dans les ports et le positionnement dynamique dans les océans, soit pour le ra-
vitaillement stationnaire, soit pour exécuter des taches de pointes sous-marines
(voir Figure 1.3).
Le controle de la position et de 'orientation d’un navire sans la présence de pro-

Fi1c. 1.3 — Positionnement dynamique d’un navire.

pulseurs latéraux est traité. Ce type de navire appartient a la classe des véhicules
sous-actionnés pour lesquels une configuration constante ne peut pas étre sta-
bilisable asymptotiquement par un retour d’état continu ni par une commande
discontinue par retour d’état pur. Nous proposons a cet effet une transforma-
tion de coordonnées permettant d’écrire le modele du systeme véhicule marin
sous la forme d’une cascade de deux sous-systemes en maitre esclave, pour le-
quels la commande du maitre suffira pour garantir la stabilité de la totalité du
systeme. Cependant le sous-systeme maitre n’a pas la forme classique sur laquelle
nous pouvons appliquer une commande continue par retour d’état. A cet effet
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nous avons proposé une commande discontinue par l'utilisation de la technique
du backstepping. Cette méthode permet d’aboutir a une stabilité exponentielle
locale de tout le systeme. Afin de rendre la stabilité de ce systeme par cette
méthode globale, nous faisons intervenir une commande par feedforward pour
que le systeme puisse sortir du domaine de singularité puis nous basculons vers
la technique de la commande discontinue par le backstepping. Néanmoins cette
solution est souvent sensible aux perturbations extérieures ainsi qu’aux variations
des parametres du modele qui pourra induire a un dysfonctionnement de la com-
mande. Nous améliorons cette commande en développant une nouvelle version de
la commande précédente en assurant la convergence asymptotique et uniforme de
tous les états du systeme a 'origine comme suit.

e Poursuite de trajectoires du véhicule marin sous-actionné

La poursuite de trajectoire s’impose des lors que 'on doit prendre en compte des
contraintes dynamiques, i.e., dépendant du temps. Ces contraintes dynamiques
sont de deux types : celles qui concernent 'environnement (présence de mobiles)
que nous n’allons pas traiter dans cette these, et celles qui concernent le systeme
robotique (sa dynamique). A l'instar de la plupart des méthodes de navigation,
la poursuite de trajectoire, pose le probleme de la forme de la trajectoire que le
véhicule sous-actionné doit suivre, sachant que le véhicule marin sous-actionné
n’a pas la possibilité de se déplacer en un temps optimal dans sa direction sous-
actionnée, nous devons dans tous les cas assurer la convergence du véhicule a
sa trajectoire désirée sans aucune difficulté. A cet effet, nous considérons que
la trajectoire a poursuivre est générée par un véhicule marin fictif de référence
sous-actionné, mais de méme cinématique et dynamique que le véhicule marin
sous-actionné réel. Nous exprimons alors 'erreur dynamique résultante entre les
véhicules réel et virtuel apres quelques transformations sous la forme de cascade de
deux sous-systemes, la stabilité exponentielle est assurée en imposant une condi-
tion d’excitation persistante sur la vitesse angulaire du véhicule.

e Suivi de chemin du véhicule marin sous-actionné
Dans cette these nous avons traité deux approches différentes pour le suivi de
chemin, la premiere consiste a remarquer que le bateau sous-actionné peut, a
'aide de ses propres propulseurs (i.e. en gardant la vitesse de poussée constante),
converger vers le chemin désiré. Cette approche est semblable a celle de (Samson,
1995) dans laquelle celui-ci a utilisé le principe de la base de Serret-Frenet afin de
décrire l'erreur géométrique du bateau relativement au chemin. Cependant, dans
cette approche, I’auteur considere une seule erreur cinématique, qui est la distance
du centre de gravité du robot mobile a la tangente {7'} du repere de Serret-Frenet.
L’objectif sera donc d’annuler cette erreur (distance), mais I’analyse de la conver-
gence montre que cette erreur doit toujours rester bornée inférieure a un nombre
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tres petit afin d’éviter une division par zéro dans la loi de commande qui peut
engendrer une sursaturation des couples moteurs. Dans cette these nous avons pu
éliminer ce probleme en considérant non pas une seule erreur cinématique mais
plutot deux erreurs qui constituent l'erreur transversale et latérale. Le but est
d’annuler ces deux erreurs et non plus une seule. La singularité dans la com-
mande est dans ce cas disparue. En seconde approche, nous avons cherché une
écriture plus générale de I'erreur cinématique entre le bateau et le chemin a suivre.
Nous avons proposé, une transformation globale permettant d’exprimer l'erreur
cinématique dans un repere attaché au bateau tel que les axes de celui ci sont
paralleles respectivement aux vecteurs vitesses linéaires, transversale et latérale.

e Controle de Formation
Dans ce travail nous abordons une nouvelle application au mouvement d’ensemble
des véhicules marins, c¢’est un probleme de coordination de mouvement entre plu-
sieurs véhicules. (voir Figurel.4).
Une extension du suivi de chemin est développée pour la formation d’un groupe

Fi1G. 1.4 — Formation d'un groupe de bateaux.

de véhicules marins sous-actionnés. Tout d’abord, une configuration pour la for-
mation des véhicules est définie, qui conduit a générer un chemin pour chaque
véhicule, membre du groupe. Ensuite, en se basant sur le concept de la com-
mande adopté pour le suivi de chemin, nous proposons une schéma de commande
permettant de synchroniser les véhicules le long de leurs chemins. Ce schéma
de commande est montré pour une classe de systemes pouvant se mettre sous
une forme dite forme triangulaire. Nous appliquons ce schéma de commande a la
structure triangulaire de la dynamique des erreurs du véhicule sous-actionné.

e Observateur d’état pour véhicule marin sous-actionné
La mesure des vitesses pour un véhicule marin en général n’est pas disponible.
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L’estimation de ces vitesses est donc nécessaire pour la commande. La position et
lorientation d’un bateau sont mesurable et sont données par le systeme NAVS-
TAR (i.e.un DGPS : Differential Global Positioning System) et un gyrocompas.
Puisque les mesures de la position du bateau sont souvent corrompues par les
perturbations, la détermination numérique des vitesses ne sera pas effective. Une
alternative sera de construire un observateur permettant, a partir de la mesure de
position ainsi que de l'orientation du bateau, de déterminer une estimation des
vitesses de ce bateau. Nous adressons dans ce travail le probleme de la non dispo-
nibilité de la mesure des vitesses pour un bateau sous-actionné. Nous proposons
a cet effet deux schémas d’observation. Le premier se sert de la mesure de la posi-
tion/orientation du bateau et de la vitesse de rotation du bateau que 'on appelle
observateur par retour d’état partiel. Le second schéma se sert uniquement de la
mesure de position/orientation du bateau.

1.5 Contenu des chapitres

Outre cette introduction qui fait office a la fois de motivation et de présentation
générale du probleme, le manuscrit se compose de huit chapitres organisés comme suit.

Chapitre 2 Ce chapitre présente un préliminaire mathématique dans lequel, nous donne-
rons quelques notations utilisées dans ce manuscrit ainsi que les principales définitions,
et théoremes sur la stabilité au sens de Lyapunov. Nous présentons aussi quelques
résultats concernant la stabilité des systemes cascades non-linéaires. Ensuite afin de fa-
miliariser le lecteur sur le sous-actionnement et la non-holonomie nous avons consacré
toute une partie pour définir les différents résultats et théoremes concernant ce domaine.
Nous finirons par donner des définitions et la relation entre la poursuite de trajectoire
et le suivi de chemin.

Chapitre 3 Ce chapitre décrit qualitativement le modele cinématique et dynamique
d’un bateau. Nous présentons la dynamique générale d’un bateau a 6 degrés de libertés
(ddl). Ensuite nous fournirons des hypotheses simplificatrices afin de décrire le modele
cinématique et dynamique en 3 ddl. Nous finirons par donner les raisons pour lesquelles
un bateau devient sous-actionné, puis de tester la non-holonomie du bateau suite a son
sous-actionnement.

Chapitre / Ce chapitre se divise en deux parties, la premiere concerne la stabilisa-
tion d’un véhicule marin de type bateau a l'origine, la premiere approche utilisée dans
cette approche est celle de la commande discontinue, la deuxieme approche celle de la
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commande variant dans le temps. La deuxieme partie de ce chapitre sera consacré a la
poursuite de trajectoire d’un bateau sous-actionné.

Chapitre 5 Ce chapitre traite le probleme de suivi de chemin par deux approches
différentes. La premiere est de considérer que le véhicule marin sous-actionné est pro-
pulsé avec une vitesse d’avancement constante. La seconde considere que cette vitesse
(d’avancement) ne peut pas étre constante mais variable selon la nature du chemin
adopté.

Chapitre 6 Nous présentons dans ce chapitre une nouvelle approche de commande pour
la coordination et la synchronisation d’un ensemble de systemes mécaniques. En effet,
ce chapitre contient une introduction a la notion de formation de groupe ainsi que la
théorie que nous avons proposée a une classe de systemes mécaniques pouvant s’écrire
sous la forme triangulaire. Cette théorie est par la suite étendue au cas des bateaux
sous-actionnés.

Chapitre 7 Ce chapitre donne une solution pour la reconstruction d’état par un retour
d’état partiel et retour de sortie pour les véhicules marins sous-actionnés. Le résultat
du schéma d’observation est appliqué au suivi de chemin pour un véhicule marin sous-
actionné.

Chapitre 8 Ce chapitre conclut ce manuscrit et propose quelques perspectives.

1.6 Publications

Ce qui suit est une liste des publications rédigées au cours des quatres dernieres
années, qui sont soit publiées, soit acceptées pour publications, soit en cours de révision.

Articles de revues

i/ J.Ghommam, F.Mnif, A.Benali & N.Derbel , Asymptotic Backstepping Stabilization
of an Underactuated Surface Vessel, In IEEE Transactions on Control Systems
Technology, Volume : 14, Issue : 6.

ii/ J.Ghommam, F.Mnif, A.Benali & N.Derbel,On the dynamic properties and control
of underactuated surface vessels,Int. J. Modelling, Identification and Control, Vol.
2, No. 1, 2007.



Chapitre 1. Introduction générale 15

iii/ J.Ghommam, F.Mnif & N.Derbel, Global Stabilization and Tracking control of Un-
deractuated Surface Vessels, a soumettre.

iv/ J.Ghommam, F.Mnif, A.Benali & N.Derbel, Nonsingular Serret-Frenet-based path
following control for an underactuated surface vessel, soumis a Journal of Dynamic
Systems, Measurement and Control (ASME).

Articles de conférences
- 2007

i/ J.Ghommam, F.Mnif, A.Benal & G.Poisson, Observer design for Euler La-
grange system : Application to path following control of an underactuated
surface vessel, in IEEE/RSJ International conference on intelligent robots
and systems, IROS’07, October 2007.

ii/ J.Ghommem, F.Mnif, G.Poisson & N.Derbel, Nonlinear Formation Control
of a Group of Underactuated Ships, in Proceedings of IEEE/OES Oceans 07
Aberdeen Conference. 2007.

iii/ J.Ghommam, F.Mnif, A.Benali & G.Poisson, Guidance based path following
control for an underactuated ship, in Proceedings of IEEE International
Multi-Conference on Systems, Signals & Devices. 2007.

iv/ J.Ghommam, F.Mnif & N.Derbel, Robust path following control of underac-
tuated ship, in Proceedings of IEEE International Multi-Conference on Sys-
tems, Signals & Devices. 2007.

v/ J.Ghommam, F.Mnif & N.Derbel, Formation Control based Path Following :
Application to a Double Integrator, in Proceedings of IEEE International
Multi-Conference on Systems, Signals & Devices. 2007.

- 2006

i/ J.Ghommam, F.Mnif, N.Derbel, G.Poisson & A.BenAli, Backstepping Tech-
nique for the tracking control of an underactuated surface vessel, in Procee-
dings of the 7th International Conference on Marine Control of Marine Craft,
IFAC 2006, Lisbon, Portugal.
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ii/ J.Ghommam, A.Benali & G.Poisson, Stabilisation par la méthode du backs-
tepping d’un navire sous-actionné, in Proceedings of the Conférence Inter-
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iii/ J. Ghommem, F. Mnif, & N. Derbel, Backstepping Technique for tracking
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in Proceedings of the 6th International Philadelphia Engineering Conference
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- 2005
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International Multi-Conference on Systems, Signals & Devices. 2005.



Chapitre 2

Préliminaires

Quelques définitions sur la stabilité au sens de Lyapunov sont rappelées brievement.
La notion de stabilité doit ici étre comprise dans le sens de Lyapunov. Pour une
synthese de la stabilité des systemes dynamiques, le lecteur est appelé a consulter
les références (Khalil, 1996) et (Sastry, 1999). Nous expliquons ensuite le concept
de sous-actionnement de robots mobiles ainsi que la définition des contraintes non-
holonomes, tout en donnant la nuance qui peut exister entre la non-holonomie et le
sous-actionnement de ces derniers. Une discussion sur les concepts d’accessibilité, de
controllabilité et de stabilité de systemes marins sous-actionnés. Finalement nous pro-
posons une vue globale sur les différents schémas de controle du mouvement d’un objet
mécanique.

2.1 Outils mathématiques et concept de stabilité

2.1.1 Notations

Certaines notations seront utilisées tout au long de cette these que nous listons
ci-dessous.

— Les dérivées totales par rapport au temps d'une fonction x(f) sont notées par

AR AR AC O
L’indice d’une fonction z(1, 3, t) par rapport a un argument, représente la dérivée
partielle de cette fonction par rapport a cet argument e.g x*(¢, 5, t) := %, 6% —

foak
007 *
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Le gradient 2% (1), 3,t) avec ¢ € R™ est toujours un vecteur ligne.

— Pour une fonction f définie par f: X — Y, nous dirons que f est de classe C", si
f‘”k(a:), k= {0,1,...,r} est définie et continue pour tout x € X. f est continue
si f €C° f est contintiment differentiable si f € C!, et f est dite lisse si f € C™.

— La norme-p d'un vecteur ||z||, := (31, [2;?)'/?, la norme 2 ou dite encore la
norme euclidienne est par contre la plus utilisée dans ce manuscrit, notée par
||| == ||z]]2 = (2 T2)"/2. Ceci se réduit par une valeur absolue pour des scalaires
.

— La norme-£,, d'un signal z(t) est définie par ||z||., = (ftzo |x(t)|pdt>, en parti-
culier la norme infinie est définie par ||z||... = esssup{|z(t)|:t > 0}.

— La norme-2 induite d’une matrice A est donnée par

IAl = sup [[Az]| = \/Amaa(ATA)

[lz]l=1

— Pour une matrice P = PT > 0, notons par Ay, (P) et Ao (P) respectivement
les valeurs minimale et maximale des valeurs propres de la matrice P.

Remarque 2.1 La notation utilisée pour la dérivée partielle, par exemple z*(0, 3, )
est une notation compacte qui permet de donner une bonne lecture des équations
mathématiques. Cependant, 'indice de cette dérivée partielle peut étre confondue avec
d’autres opérations mathématiques, comme celle de la puissance d’une fonction. Pour
enlever cette ambiguité, nous écrivons la liste des argument de la fonction en question
et la dérivé partielle se met juste avant la liste des arguments et les autres opérations

Symboles Signification
€ élément de
v pour tout
= il existe

= défini comme
implique que
converge vers
associé a
tend vers une limite a droite

SN L

tend vers une limite a gauche
USVvV Underactuated Surface Vessel
ie. ce qui signifie

TAB. 2.1 — Abbreviations mathématiques.
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. 2
mathématiques se placent apres la liste. Par exemple, f!(z,0,t)* = <%) et

;
2 (ot
& (0.0)7 = (%)

Définition 2.1  Une fonction f : RxR™ — R" est définie pour tout (t, ) estlipschitzienne
en x, si pour deur vecteurs xy et xo et pour tout t, nous avons

[f(t, 1) — f(t 22) || < 7llzn — a2

si cette condition est vraie pour tout x1, o € R™ alors la fonction f(t, ) est dite globa-
lement lipschitzienne. FElle est dite localement lipschitzienne quand la condition
est satisfaite dans une région de R™.

Définition 2.2  Une fonction continue « : [0,a) — [0,00) est dite de classe K si elle
est strictement croissante et si a(0) = 0.

Définition 2.3 Une fonction continue o : R>g — Rxq est dite de classe L(o € L) si
elle est décroissante et si elle tend vers zéro lorsque son argument tend vers [infina.

Définition 2.4 Une fonction continue (3 : [0,a) x [0,00) — [0,00) est dite fonction de
classe KL(B € KL) si 5(.,t) € K pour tout t € Rxq et B(s,.) € L pour tout s € Rxo.

2.1.2 Notion de stabilité au sens de Lyapunov

Le concept de stabilité est tres intuitif dans le contexte des systemes mécaniques.
Considérons, par exemple, une bille sur une surface non plane (voir Figure 2.1-a)). Une
position d’équilibre sera dite stable si, apres toute perturbation suffisamment petite sur
la position de la bille, celle ci reste a jamais arbitrairement proche de cette position
d’equilibre.

Définition 2.5 (définition formelle) Un systéme est stable au sens de Lyapunov,
si VR > 0,3r > 0 tel que ||xo|| <r = |z(t)| < R.

Cette définition signifie que, quelle que soit la boule d’exigence de taille R il est
toujours possible de choisir une certaine sous-boule de taille r telle que, pour toutes les
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stable instable

Fia. 2.1 — Ilustration de la définition intuitive de la stabilité.

conditions initiales comprises dans cette sous-boule, les trajectoires résultantes seront,
en tout temps, comprises dans la boule d’exigence de taille R.

Lorsque le systeme est stable, il est toujours possible de trouver une telle sous-boule,
méme lorsque le rayon R de la boule d’exigence est diminué de maniere a le rendre
arbitrairement petit, augmentant ainsi les contraintes sur les conditions initiales.

(i) (it (iii)

Fi1a. 2.2 — Ilustration de la définition formelle de la stabilité. (i) Pour tout choix de
la boule d’exigence ||z|| < R il doit étre possible de construire (ii) une sous boule de
conditions initiales ||zo|| < 7. telle que (iii) pour toute condition initiale appartenant

a cette sous boule, la trajectoire résultante reste emprisonnée dans la grande boule de
taille R.

Ceci corrobore la définition intuitive de la stabilité. En effet, en considérant la bille
captive dans un bol, une hauteur de référence arbitraire de la bille peut étre considérée
comme étant une mesure de la boule d’exigence R. Maintenant, s’il existe toujours une
certaine hauteur suffisamment petite (correspondant a r), de telle sorte que, si la bille
est lachée a n’importe quelle hauteur comprise dans 'intervalle défini par cette hauteur
(associée a ), elle ne pourra jamais dépasser la hauteur d’exigence de référence (associée
a R), alors la bille sera stable au sens de Lyapunov. Ceci ne signifie pas pour autant
que la bille revienne asymptotiquement a son point d’équilibre. Ainsi, la bille est stable
dans le cas d’un bol convexe et instable lorsque le bol est concave.
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L’instabilité est définie des lors que la stabilité n’a pas lieu.

Définition 2.6 Un systéme est instable au sens de Lyapunov lorsque il n’est pas stable
au sens de la définition 2.5

D’une maniere générale, le systeme véhicule marin considéré tout au long de ce
document est représenté par une équation différentielle de dimension finie de la forme

T = f(t,x) (2.1)

olt t € Ry représente le temps, x € RS est 'état et f: Ry x RS — RS est considérée lo-
calement de Lipschitz en x. Nous supposons que 'origine x = 0 est un point d’équilibre
pour le systeme (2.1). Pour étudier la stabilité du point d’équilibre z = 0 nous intro-
duisons les définitions suivantes

Définition 2.7 Le point d’équilibre x = 0 de (2.1) est dit localement stable s’il
existe une constante positive r > 0 tel que pour tout (to, xo(to)) € Rso X B, il eziste une
fonction o € K telle que

lz@] < alllz(t)l)), Vi = 0,Va(to) € B, (2.2)

Si Uinégalité (2.2) est vérifiée pour tout (to,zo(to)) € Rso x R™ alors origine est
globalement stable.

Définition 2.8 Le point d’équilibre x =0 de (2.1) est dit

— (Localement) asymptotiquement stable s’il existe une constante r > 0 telle
que pour toute paire (to,zo(ty)) € Rso X By, il existe une fonction § € KL telle
que

le@I < Blle(to)ll,t —to), V¥t =to 2 0,Va(ty) € By (2.3)

— Semi-globalement asymptotiquement stable Si pour toute constante r > 0
et pour toute paire (to, xo(ty)) € R X B,., il existe une fonction € KL telle que
(2.3) est vérifiée.

— Globalement asymptotiquement stable (GAS) s'il existe une fonction g €
KL telle que pour toute paire (to, zo(to)) € Rso x R™ I'inégalité (2.3) est vérifié.
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Définition 2.9 Le point d’équilibre x = 0 de (2.1) est dit (localement) exponen-
tiellement stable s’il est (localement) asymptotiquement stable et (2.3) est vérifiée

avec !

B(rys) =kre™ ", k>0,r>0,v>0

Dans le méme contexte, nous pouvons définir pour le point d’équilibre x = 0 de (2.1)
la notion de semi globalement exponentiellement stable et globalement expo-
nentiellement stable (GES)

Définition 2.10 Le point d’équilibre x = 0 de (2.1) est dit uniformément stable
s’il existe une constante positive r > 0 et une fonction o € IC indépendantes de tg, telle
que Yt > to > 0,Vz(ty) € B,

l@I < a(llz(o)) (2.4)

Si Uinégalité (2.4) est vérifiée pour tout (to,x(to)) € Rso x R™, alors lorigine est
globalement uniformément stable

Définition 2.11 Le point d’équilibre x = 0 de (2.1) est dit (localement) uni-
formément et exponentiellement stable/ semi-globalement et uniformément
exponentiellement stable/globalement et uniformément exrponentiellement
stable(GUES), s’il est (localement ) uniformément et asymptotiquement stable/semi-
globalement et uniformément asymptotiquement stable/globalement et uniformément
asymptotiquement stable et (2.4) est satisfaite avec

B(r,s) =kre ", k>0,r>0,7>0

Pour prouver les propriétés de stabilité d'un systeme, de nombreuses méthodes sont
basées sur le théoreme de Lyapunov (Khalil, 1996), qui est énoncé comme suit

Théoréme 2.1 Soit x = 0 un point d’équilibre de (2.1) et soit le domaine D C R™
contenant = 0. Soit la fonction V : D — R™ de class C*, telle que

V() = 0et V(z)>0dans D
V(;E) < 0Odans D
alors x = 0 est stable. De plus, si

V(xz) <0dans D — {0}

alors x = 0 est asymptotiquement stable.
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Notons que pour avoir une stabilité asymptotique du point d’équilibre x = 0, il
est nécessaire de prouver que V(z) < 0dans D — {0}. Cela dit, il existe d’autres
théoremes qui permettent de montrer la stabilité asymptotique quand V(I) < 0. Pour
les systemes autonomes, il est possible de prouver la stabilité asymptotique quand
V(a:) < 0 en considérant le théoreme de LaSalle, alors que pour les systemes non-
autonomes le Lemme de Barbalat est employé pour prouver la stabilité asymptotique.

Théoréme 2.2 (Théoréme de LaSalle), (Khalil, 1996) Le point d’équilibre z = 0
de (2.1) est asymptotiquement stable s’il existe une fonction V(x) : D — R contintiment
differentiable ayant les propriétés suivantes :

— D est un ouvert de R" et z € D ;
- V(x) >V(z) Vx#2z dans D (V(x) est minimum en 7)

V(z) <0, VexeD

~ Pensemble S C D tel que V(z) = 0 ne contient pas de trajectoires du systeme

autre que x(t) = .
U

Lemme 2.1 (Lemme de Barbalat), (Khalil, 1996) Soit ¢ : R — R une fonction
uniformément continue sur [0, 00). Supposons que lim;_, f(f ¢(7)dT existe et est finie.
Alors

¢ — 0 quand t — o0

O

En combinant la méthode directe de Lyapunov et le Lemme de Barbalat, nous
obtenons le théoreme de LaSalle et Yoshizawa

Théoreme 2.3 (Théoréme de LaSalle et Yoshizawa), (Khalil, 1996) Soit 2 =0
un point d’équilibre de (2.1), avec f est localement de Lipschitz en z et uniforme en ¢.
Soit V' : R" x R>y — R une fonction contintiment différentiable tels que :

n(lz)) < Viz,t) < va(lzf)
V o= V4 VEf(z,t) < -W(z) <0

ou 7 et v, sont des fonctions de classes Ko et W est une fonction continue. Alors,
toutes les solutions de (2.1) sont globalement uniformément bornées et satisfont

tlggo Wi(z(t)) =0

De plus, si W(z) est définie positive, alors le point d’équilibre x = 0 est GUAS. 0]
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2.1.3 Stabilité des systemes perturbés

Considérons le systeme décrit par :

T = f(t,z)+ g(t,x) (2.5)

avec f : [0,00) x D — R™ et g : [0,00) x D — R" sont des fonctions continues en
t et localement de Lipschitz en z sur : [0,00) x D, et D C R" est un domaine qui
contient l'origine x = 0. Nous traitons ce systeme comme une perturbation du systeme
nominal (2.1). Le terme perturbateur g(¢,z) est du aux erreurs de modélisation ou
a des incertitudes. Dans la majorité des cas, nous n’avons pas la forme explicite de
g(t, ) mais nous pouvons avoir quelques informations sur g(¢, z), comme par exemple
la borne supérieure de ||g(t, z)||. Supposons que l'origine z = 0 est exponentiellement
stable pour le systéeme nominal (2.1). Si le terme perturbateur disparait a l'origine
i.e. g(t,0) = 0,Vt, alors il existe des conditions sur g(t,z) permettant de montrer que
I'origine reste exponentiellement stable pour le systeme perturbé (2.5). (Voir Khalil,
1996, Théoreme 5.1).

Dans le cas général, nous ne pouvons pas savoir si g(¢,0) = 0. Dans ce cas, le point
x = 0 peut ne pas étre le point d’équilibre du systéme perturbé (2.5). Le meilleur que
I'on peut espérer est que si g(t,x) est petit, alors x(t) sera borné par une valeur petite.
Ceci nous amene au concept de la bornitude finale.

Définition 2.12 Les solutions de © = f(t,x) sont dites uniformément finalement
bornées s’il existe des constantes b et ¢ telles que, pour tout o € [0, ¢|, il existe un temps
positif T = T'(«) tel que, pour tout xy € B, et tout ty € R>g, on a :

lzto)| < a = [e@)] <b, V>t +T (2.6)

Lorsque ceci est vrai pour toute constante positive o, les solutions sont dites globalement
uniformément finalement bornées

2.1.4 Stabilité de cascades non-linéaires variantes dans le temps

Lors de I'étude des systemes complexes, il est courant, de simplifier I'analyse de
stabilité par une décomposition du systeme en un ensemble de sous-systemes inter-
connectés. Parmi les différents types d’interconnections, la structure de cascade est par-
ticulierement intéressante. Dans cette situation, les sous-systemes sont inter-connectés
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de maniere unilatérale. A savoir la sortie d’'un sous-systeme amont constitue 'entrée
d’un sous-systeme aval. La modularité qu’offre cette approche a donné lieu a des
résultats performants, du point de vu analytique et de la mise au point de lois de com-
mandes. Dans la pratique nous considérons les types de systemes pouvant se mettre
sous la forme suivante

i = filt,z) +9(t 2,9y (2.7a)
y = falt,y) (2.7b)
ounz € Ry € R™ fi(t,z) est une fonction continument differentiable en (¢, z) et

fa(t,y), g(t, z,y) sont continues en fonction de leurs arguments et sont respectivement
Lipschitz en y et (x,y).

Le systéme (2.7) peut étre interprété comme le systéme
21 ST = fl(t,l’)
perturbé par I’état du systeme
Z2 : ?J - f2(tay)

a travers la matrice d’interconnection g(t,z,y) € R™™. Pour I'analyse de stabilité du
systeéme en cascade (2.7), nous avons les résultats suivants

Lemme 2.1 (Panteley et Loria, 1998) La cascade (2.7) est GUAS, si les condi-
tions suivantes sont satisfaites :
— Condition sur le sous systeme > : Le systeme & = f;(t, z) est GUAS et s'il existe
une fonction continument differentiable V (¢, x) : R>o x R" — R qui satisfait
W) < V(ta)
Vit )+ Vo(tx).filt,z) < 0 Y|z >0
Velllzl < eVt ), vile] > 7
avec W (z) une fonction définie positive et ¢ > 0 et 7 > 0 sont des constantes,

— Condition sur le terme d’interconnection : La fonction g(t, x, y) satisfait I'inégalité
suivante pour tout ¢ty > 0

lg(t 2, ) I < Or(llyll) + O=(lly D ||

ou 1,05 : R>g — R, sont des fonctions continues.

— Condition sur le sous-systeme Yo : Le systeme y = fo(t,y) est GUAS et pour
tout tg > 0 nous avons

/ Tyt tory(to)) It < w(ly(Eo))

to

avec k(.) est une fonction de classe K.
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Lemme 2.2 (Panteley et Loria, 1998) Si les les conditions Théoreme 2.3 sont
satisfaites, et si les deux sous-systemes @ = fi(t,z) et § = f(t,y) sont GES, alors le
systeme en cascade (2.7) est également GES. O

Toutefois les résultats de (Panteley et Loria, 1998) ne traitent que des propriétés de
stabilité locale ou globale de 'origine. Ils ne s’appliquent donc pas aux concepts, pour-
tant courants, de stabilité semi-globale. Pour illustrer ces propos, considérons I’exemple

suivant :
. €1 X122
T, = - + 2.8a
' Vit 1+ (2.80)
Ty = —mxo+d(t) (2.8b)

En I'absence de la perturbation d(t), par application directe du Théoreme 2.4 la cas-
cade (2.8) est bien globalement asymptotiquement stable a I’origine. Cependant, quand
|d(t)] > 1, Iétat de la variable z; diverge malgré du fait que xy est bornée. En
conséquence, pour analyser la stabilité de systemes en cascades perturbés, nous présentons
un Lemme qui complete celui de 2.2.

Lemme 2.3 (Do, 2004) Considérons le systeme décrit par ’équation non-linéaire
suivante

&= f(t,2) +g(t,z,&(1)) (2.9)

oux € R" &(t) € R™, f(t,x) est une fonction continue en ¢ et localement Lipschitz en
x. Il existe g > 0 et les constantes positives ¢;,1 <1 < 4,X;,1 < 7 < 2,¢,¢ep, o, ¢o €t
une fonction ag de classe K, tels que les conditions suivantes sont satisfaites

C1 1l existe une fonction de Lyapunov tel que
allz|* <V(te) < el [V 2)] < el

2
Vit 2) + Vo) flte) < ——il2l it

< - +
V1tcz)? 1+

C2 Le terme g(t,x,&(t)) satisfait 'inégalité suivante :

1
lg(t, 2, &) < T”:EHQ(AI + Aol z[IIE@)]]

C3 &(t) converge globalement et asymptotiquement au voisinage de 'origine :

€@ < aollé(to) e + &g, ¢ > to > 0.
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C4 La condition sur les gains satisfait

A
cy — c380(A2 + —) >0
i s+ o)

alors la solution z(t) de (2.9) converge asymtotiquement a une boule centrée a l'origine,

1.e.

lz(®)]] < all€(to), £(to) e + e(ll€(to), E(to)ll), V¢ =to >0 (2.10)

avec €(s) = \/(a4/cla1) 1+ cx? (s), o et a sont donnés par :
si =

—4L___ — g,
1+cz2 (s)

M@::Vlw@m@ﬁ+&ﬁﬁé1+wmm@

. o
U irean (o) 7 0

1 as\/1 2
a(s) = 4] —ew)/o (0232 + (a3( a1+ ax(s i \/ 1+ ca2 ( )
1 a|ay —00\/1+C5U72n ‘

ai ay

V14 e ( )"\/1—1—01:,271(3) _00’)

o(s) = —m’m(

4

az(s) = %O‘O(S)a ay = ¢+ Aiczeopto, 0 < d < ay,

¢ > (t—to)e ™) WL > 1 >0,

Tn(s) = 2 (2 + IW(5)),

avec a; = é(c4 — AaC3Eg — Alifjo), az(s) = 2(A1 + lambdaz)ao(s),

B ay (2(@(3) + asz(s) + az(s)as/ay) as(s) + as(s)as/ay
Win(s) = (V(s) ——)e
a o 8(az(s) + az(s) + az(s)ag/aq)
<2<a2(s)+a3<s>+a2<s)a4/a1>71>
xe 70
quand ¢y = 0 et g9 = 0, nous aurons ¢ = 0 est le systéme (2.9) est globalement
asymptotiquement stable. 0

Demonstration Voir I’Appendice B.1. [l
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2.2 Principe de comparaison

Le lemme de comparaison est un moyen permettant ’analyse du comportement des
solutions de I'équation différentielle & = f(x,t). Ce lemme peut étre utilisé dans des
situations ou la dérivé d'une fonction scalaire v(t) satisfait I'inégalité v(t) < f(v(t),1).
Dans ce cas, le principe du lemme nous permet de comparer les solutions de 1’équation
différentielle o(t) < f(v(t),t) avec les solutions de I'équation différentielle & = f(z,1).
De plus le principe de comparaison est utilisé quand v(t) n’est pas differentiable mais
ayant une dérivée a droite DT ou(t) qui satisfait une inégalité differentiable. Pour étre
plus précis, la dérivé a droite d'un signal x(t) est définie’ par

t+h)—x(t
D*z(t) = lim sup 2t +h) = o)
h—0*+ h

Y

et satisfait les propriétés suivantes
1. Si z(t) est differentiable en ¢, alors DV x(t) = &(t)
2. Si ]
E|x(t +h) —x(t)| < g(h,t), Yhe (0,

et

Jim g(h,t) = go(t)

alors DY (t) < go(t).

Lemme 2.4 (Lemme de comparaison) (Khalil, 1996) Considérons I'équation
différentielle scalaire suivante

= f(u,t), u(ty) =uop

avec f(u,t) une fonction continue et localement Lipschitz en u, pour tout t > 0 et
u € J C R. Soit [ty,T) lintervalle contenant les solutions de u(t). Supposons que
u(t) € J pour tout t € [tg,T') et soit v(t) une fonction continue dont sa dérivée a droite
DTu(t) satisfait I'inégalité différentielle suivante

DYo(t) < f(u(t),t), v(te) < ug

avec v(t) € J pour tout t € [ty, T), alors v(t) < u(t) pout tout ¢ € [to, T). O

Demonstration (Khalil, 1996). O

ILa limite h — 07 veut dire que h approche zéro de droite
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2.3 Inégalité de Gronwall-Bellman

Lemme 2.5 Considérons une fonction continue p : [tg, T) — R, : [to,T) — RT et
v [to,T) — R. Si une fonction continue x(t) : [to, 7) — R satisfait I'inégalité

x@éMﬂﬁ/MWﬁMﬂm

to

pour tout tg <t < T, alors sur le méme interval nous avons

o) S0+ [ OIS N g

to

En particulier, si u(t) = p, avec p une constante et v(t) = 1, alors

o(t) < pelo T <t <T

Demonstration Voir I’Appendice B.2. 0J

2.4 Non-holonomie et Sous-actionnement

2.4.1 Définitions de la Non-holonomie et du Sous-actionnement

Dans ce paragraphe, nous donnons une définition formelle des systemes mécaniques
sous-actionnés et non-holonomes décrits par un modele général régit par des équations
différentielles du second ordre.

Définition 2.13 (Systéme Sous-actionné)(Goldstein, 1980)(Wen, 1996) Soit le
systeme mécanique affine en la commande décrit par [’équation suivante

q=f(g.9) +G(qu (2.11)

avec q le vecteur des positions généralisées, f(.) est le champ de vecteur traduisant
la dynamique du systeme, ¢ est le vecteur des vitesses généralisées, G est la matrice
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d’entrée et u est le vecteur des entrées généralisées. Le systéme (2.11) est dit sous-
actionné si les entrées généralisées ne peuvent pas commander les accélérations instan-
tanées dans toutes les directions de [’espace des configurations. Ceci s’explique quand
rang(G) < dim(q), ot dim(q) est généralement défini comme étant le nombre de degré
de libertés de (2.11).

Definition 2.14 (Systéme Non-holonome)(Goldstein, 1980)(Wen, 1996) Considérons
un systeme mécanique décrit par

G=f(g:4u) (2.12)

avec q le vecteur des états indépendants généralisées, f(.) est le champ de vecteur tra-
dutsant la dynamique du systéme et u est le vecteur des entrées généralisés. Supposons
qu’il eziste des contraintes empéchant le mouvement de (2.12) dans toutes les direc-
tions de l’espace de configuration. Si ces contraintes satisfont la propriété d’intégrabilité
complete, c’est a dire, si elles peuvent étre écrites sous la forme suivante

h(q,t) =0

alors selon la terminologie utilisé dans (Goldstein, 1980), ces contraintes sont appelées
contraintes holonomes. Si ces contraintes ne peuvent étre exprimées sous cette forme,
alors elles sont dites contraintes non-holonomes. En particulier, ces contraintes sont
dites non-holonomes de second ordre si elles sont non-intégrables en accélérations, c’est
a dire si ces contraintes s’écrivent sous la forme suivante :

2.4.2 Controllabilité

Le probleme de caractériser la controllabilité locale et globale des systemes non-
linéaires est difficile et fait partie des problemes critiques du domaine de la théorie des
systemes non-linéaires. (voir (Lee et Markus., 1976) pour une présentation lucide des
travaux dans ce domaine). Un résultat fondamental sur la controllabilité d’un systeme
non-linéaire provient d’un théoreme qui énonce que si la linéarisation d’un systeme non-
linéaire autour d’un point d’équilibre est controllable alors le systeme non-linéaire est
lui méme localement controllable (Lee et Markus., 1976). L’approche de la géométrie
différentielle pour I'analyse de controllabilité a été développée dans laquelle un systeme
non-linéaire est considéré comme étant une famille de champs de vecteurs. Dans ce
contexte, une large théorie sur la commande de tels systemes est basée sur ’algebre de
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Lie (Hermann, 1968); (Sussmann et Jurdjevic., 1972). Le lecteur pourra se référer a
(Bullo et al., 2000) pour quelques travaux récents dans lesquels les auteurs présentent
une technique de test de controllabilité ainsi qu'un algorithme de commande pour le
mouvement de systemes mécaniques sous-actionnés. Une tres bonne introduction a la
commande des systemes non-linéaires, incluant le concept de la géométrie différentielle
est présenté dans (Isidori, 1989) et (Nijmeijer et van der Schaft, 1990).

Considérons un systeme non-linéaire affine en la commande donné par I’équation

suivante : .
x)+ Z:gl(x)uZ (2.13)

i=1
avec ¥ = [r1,...,7,]" € R" sont les coordonnées locales pour une variété M donnée,
u = [uy,...,u,]" € U C R™ sont les variables de commande, f,gi,...,gn sont des
champs de vecteurs de M. Le champ de vecteur f est dit sans dérive et g;,2=1,...,m

sont les champs de vecteurs d’entrées.

Soit deux points quelconques xg et x; dans M. Notre but est de savoir si on peut
faire modifier I’état de zy au point x; en utilisant une commande admissible dans un
intervalle de temps fini. Avant de répondre a cette question, nous donnons quelques
définitions utiles.

Definition 2.15 (Controllabilité) (Nijmeijer et van der Schaft, 1990) Le systeme
non-linéaire (2.13) est dit controllable, si pour tous points xg, x; dans M, il existe un
temps fini T > ¢y > 0 et une commande admissible u : [ty, T] — U, telle que I'unique
solution de (2.13) au temps ¢t = T avec la condition initiale xy(ty) = zo et pour une
commande u(.) donnée x(t) satisfait z(7) = x;.

Considérons le systeme (2.13) et désignons par xy un point arbitraire dans M. Soit
un voisinage V' de xo dans M et un temps T > 0, RV (x,T) désigne 'ensemble des
points qui peuvent étre atteint autour de xy dans un temps fini 7" en suivant une
trajectoire admissible qui y reste dans V' pour ¢ < T'. Mathématiquement on 'exprime
de la fagon suivante :

RY (20, T) ={x € M : Ju:[0,T] — U tel que I’évolution de (2.13) de z¢(to) = o
satisfait z(t) € Vitg <t <T, et x(T) =1}

Une extension de cette définition, conduit au concept d’ensemble atteignable a partir
de zy durant une période ¢ € [0, T] comme suit

RV (20, <T) = URV o, 1)

t<T
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Définition 2.16 (Accessibilité) (Nijmeijer et van der Schaft, 1990) Le systeme
(2.13) est dit localement accessible a partir de zg si RY (xg, < T) contient un sous
ensemble non vide de M pour tout voisinage V' de xq et pour tout 7" > 0. Si cela est
vrai pour tout xg € M, alors le systeme est dit localement accessible.

Le test d’accessibilité locale, est effectué en utilisant a ce qu’on appelle I'algebre
d’une accessibilité C. Nous notons par la suite, par V°>°(M) 'algebre de Lie d'un champs
de vecteur d'une variété M.

Definition 2.17 (Algeébre d’une accessibilité) L algébre d’accessibilité C pour (2.13)
est le plus petit sous-algébre de V(M) contenant f, g1, ..., Gm-

L’algebre d’une accessibilité C est aussi appelé algebre de Lie, (Isidori, 1989). Un
élément de C est une combinaison linéaire finie d’éléments de la forme

[V, [Vk—1, [ - -, [v2,01] . . ]]]

, ou v,1 € {1,...,k} est un élément de I'ensemble {f, ¢gi,...,gm}. L’algebre d’une
accessibilité peut aussi étre utilisée pour définir ’accessibilité d’une distribution.

Définition 2.18 (Accessibilité d’une distribution) L accessibilité d’une distribu-

tion C de (2.13) est une distribution générée par l'algébre d’une accessibilité C, e.g.,

C(z) = span{v(z) :v€C}, xzeM

Compte tenu des définitions précédemment données, nous pouvons énoncer un pre-
mier théoréme sur 'accessibilité d’un systéeme pouvant se mettre sous la forme (2.13)

Théoreme 2.5 Le systeme (2.13) est localement accessible a partir de z si et seule-
ment si

dim[C(zo)] =n (2.14)

(cette condition est aussi appelée condition de rang d’accessibilité). De plus, si cette
condition est vraie pour tout x € M, alors le systeme est localement accessible. 0]

Demonstration La preuve de ce théoreme est disponible dans 'une des références
suivantes : (Sussmann et Jurdjevic., 1972) ou (Nijmeijer et van der Schaft, 1990) O



Chapitre 2. Préliminaires 33

Définition 2.19 (Forte accessibilité locale) Le systéme (2.13) est dit fortement
localement accessible a partir de g, si pour tout voisinage V de xq, l'ensemble RY (xq,T')
contient un ouvert non vide pour tout T > 0 suffisamment petit. St cela est vrai pour
tout xg, alors le systeme est dit fortement localement accessible.

Pour que nous ayons une condition de rang d’accessibilité plus forte que celle de
(2.14), nous introduisons la notion de sous-algebre comme suit

Définition 2.20 (Algebre d’une forte accessibilité) Soit C ’algébre d’une accessi-
bilité pour (2.13). Définissons Cy comme le plus petit sous-algébre qui contient gy, . .., gm
qui satisfait [f,v] € Cy pour tout v € Cy. Définissons la distribution involutive suivante

Co(z) = spanf{v(z) : v € Co}

Alors, Cy est appelé algebre d’une forte accessibilité et Cy est appelé distribution d’une
forte accessibilité.

Un élément de Cy est une combinaison linéaire finie d’éléments de la forme
[k, [Vk—1, [- - [v1,0i] -], ouw @ = 1,... om et B = 0,1,2,... et v;, i € {1,...,k}
est dans 'ensemble {f, g1,...,gm}-

Exemple 2.2  Pour un systéme linéaire de la forme
T = Ax+2biui, reR"
i=1

avec by, ..., b, sont les colonnes d’une matrice d’entrée B. Nous pouvons facilement
vérifier que
Co = span{b;, Ab;, ..., A" 0} i=1,....m

et par conséquent
Co(z) = Im[B:AB:... A" 'B]

Pour les systemes sans dérive e.g. f = 0, leur controllabilité peut étre vérifiée en testant
la condition suffisante donnée par le théoreme de Chow (Hermann, 1968)

Théoreme 2.6 Soit le systeme donné par 1’équation suivante

x':Zg,-(x)ui, U= (Uy...,Uy) CU (2.15)
i=1
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est controllable si la condition de rang d’accessibilité est satisfaite. O

Il est souvent intéressant de renforcer la définition de la controllabilité locale du
systeéme (2.13). Un nouveau concept de controllabilité est introduit par (Sussmann,
1987) qui représente la controllabilité locale en temps faible (Small Time Locally
Controllable : STLC system)

Définition 2.21 (STLC) (Sussmann, 1987) le systéme (2.13) est dit STLC (Small
Time Locally Controllable) d’un point xo € M s’il est localement accessible a partir de
To et si g est a Uintérieure de RV (xo, < T) pour tout T > 0 et pour tout voisinage V
de xqy. Si cela est valable pour tout xo € M, alors le systeme est dit STLC

Cependant, on peut employer un résultat plus simple pour 'application de cette
définition qui peut étre brievement expliqué comme suit : Un crochet de Lie formé
d’une combinaison de champ de vecteurs {f, g1, ..., gn} est dit mauvais s’il contient un
nombre pair ¢° de chaque champ de vecteurs g;,7 = 1,...,m et un nombre impaire ¢°
de champ de vecteur f. Un crochet de Lie est dit bon s’il n’est pas mauvais.

Par exemple :

[[f, 9], [f, gj]] est bon et de degré 4
19, [f, 9:]] est mauvais et de degré 3

2.4.3 Stabilisabilité

Le concept de la stabilisabilité est fortement lié au concept de 'existence d’une loi
de commande pour un systeme donné qui pourra rendre le systeme en boucle fermée
asymptotiquement stable autour d’un point d’équilibre. Pour les systemes linéaires,
la controllabilité implique la stabilisabilité du systeme. Cependant ceci n’est pas vrai
pour les systemes non-linéaires. Le théoreme de Brockett (Brockett, 1983) donne une
condition nécessaire sur la stabilité des systemes non-linéaire par une loi de commande
continue.

Théoreme 2.7 Considérons le systeme donné par

&= f(x,u) (2.16)
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avec f(0,0) =0 et f(.,.) est définie continue dans un voisinage autour de 'origine. Si
(2.16) est stabilisable par une commande continue (e.g sl existe une fonction continue
u = k(z) tels que lorigine est un point d’équilibre asymptotiquement stable de & =
f(z,k(z)), ou la stabilité est définie au sens de Lyapunov), alors 'image de f doit
contenir un ouvert au voisinage de l'origine. 0

En général, il est impossible de stabiliser par le moyen d’une commande continue,
tout systeme vérifiant m < n et rang[gi(0), ..., gn(0)] = m. En effet sous cette condi-
tion, la variété (z,y) — G(x)u ne peut contenir un voisinage de zéro dans son image,
quand nous nous limitons a un infiniment petit du voisinage de zéro. Récrivons G sous

o~ (G0 )

dans ce cas G (z) est de dimensions m X m et est non singuliere pour tout x appartenant

la forme vectorielle suivante

a un voisinage N de l'origine. Alors
0 m n
< ) e Im{N xR"™ - R": (z,u) —» G(z)u} = a=0
a

(puisque G1(x)u =0 = u = 0= Go(x)u =0).
Si la condition rang[gi(0),...,9m(0)] = m est non satisfaite, nous ne pouvons pas
conclure qu’il n’existe pas une loi de commande continue.

Exemple 2.3 Soit le systéme décrit par les équations suivantes

T = Uy
.j]g = —ur

avec (x1,79)" est 'état du systéme, u est son entrée. Supposons que ce modéle est
caractérisé par une contrainte sur les vitesses e.g.

mlx'l + $2$'2 =0

Cette contrainte est connue sous le nom de contrainte holonome puis que [’on peut
intégrer, on obtient
0.5(z] + x3) = constante

Nous pouvons réduire ainsi le systeme du second ordre en un systeme de premaier ordre,
par le changement de coordonnées suivant
2 2
= x|+ x5

¢ = arctan(ﬂ)
X2
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et on obtient le systeme réduit suivant
d=u, r=r(0)

puis que le systeme de départ (non réduit), nous avons m = 1 < 2 = n, nous nous
ne pouvons pas dire qu’il n’est pas stabilisable par le moyen d’une commande continue,
en effet puisque le changement de variable est un difféomorphisme global, il garde les
propriétés de la stabilité du systéme d’origine, le systeme réduit peut étre stabilisable

par le moyen de la commande uw = —k1¢ = —k; arctan i—;)

2.4.4 L’intégrateur non-holonome

Brockett a introduit la notion de systeme d’intégrateur nonholonome pouvant se
mettre sous la forme suivante (Brockett, 1983) :

jl'l = Uy
3'72 = U2 (217)
Ty = Tjup — Taly

ot ¥ = (1,29,23)" € R3 est le vecteur d’état et u = (uj,uz)’ € R? est le vec-

teur d’entrée. Nous pouvons montrer que tout modele cinématique complétement non-
holonome (e.g le modele cinématique d’un robot mobile & deux roues) ayant trois états
et deux entrées peuvent se transformer sous la forme (2.17) via un changement de
coordonnées locales (Murray et Sastry, 1993b). L’intégrateur non-holonome abrite pra-
tiquement toutes les propriétés de base d’un systeme non-holonome. Celui ci est connu
comme le " benchmark” pour la commande non-linéaire des des systemes automatiques
(Brockett, 1983); (Bloch et Drakunov, 1994); (Hespanha, 1994); (Murray et Sastry,
1993a).

Considérons la linéarisation autour d'un point d’équilibre (21¢q, T2eq, T3¢) qui cor-
respondrait a une entrée nominale nulle u = 0. Dans ce cas le systeme (2.17) linéarisé

est donné par
&= Az + Bu (2.18)

avec A = %(xeq’yeq>73 - %(xemyeq) et

0 0 0 1 0

f(w,w) 1 g o 2w |y
ox ’ ou

U2 —Up 0 —To X1



Chapitre 2. Préliminaires 37

Le systeme invariant dans le temps équation de (2.18) est controlable si et seulement si la
matrice de controlabilité C = [B, AB, ..., A" ! B] satisfait la condition de controlabilité
suivante

rang|B,AB, ..., A" 'B] =n

puis que
1 0 0000
C= 0 1 0000
—Toeq Tieqg 0 0 0 O

est de rang 2 pour tout point d’équilibre (Z1eq, Taeqs T3eq, Uteq, U2eq), alors le systeme
linéaire résultant de la linéarisation autour du point d’équilibre de l'intégrateur non-
holonome n’est pas controllable.

Cependant, en réécrivant (2.17) sous la forme standard (2.13), on obtient :
& = gr(x)ur + ga(x)us

avec g; = (1,0, —2) ", et go = (0,1, 2;) . Calculons les crochets de Lie de g; et go. Nous

— %gg(:ﬁ) = [0,0,2]". Nous pouvons donc conclure que

obtenons [g1, ga] = %gl(m)
I'intégrateur nonholonome est controlable puisque la condition du rang d’accessibilité
est satisfaite, ce qui veut dire que C'(z) = span{gi, g2, [g1, 92]} = 3 pour tout z € R3.
Il faut par contre noter qu’il ne peut pas exister une loi de commande continue qui
stabilise asymptotiquement I'origine de (2.17). Ceci s’explique du fait que les conditions
de Brockett ne sont plus valides, car il n’y a aucun point de la forme (0,0,¢)", pour

tout € # 0 est dans I'image de la variété (z,u)" — (u1, ug, T1us — 2oup) .

2.4.5 Double intégrateur non-holonome

Dans de nombreuses applications nous sommes amené a décrire le mouvement d’un
systeme non-holonome par la cinématique et la dynamique. Le modele d’intégrateur cité
dans le paragraphe 2.4.4 est insuffisant. Afin de prévenir cette insuffisance, le modele
d’intégrateur non-holonome doit étre étendu a un modele sous la forme suivante

L'U.l = U
T3 = T1Tg — T102

avec ¥ = (x1,T9,T3,01,42) € R’ est le vecteur d’état et u = (uy,uz)’ € R? est le
vecteur d’entrée. La forme (2.19) est appelé le double intégrateur non-holonome étendu
(extended nonholonomic double integrator : ENDI). Ce dernier sera utilisé pour montrer
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les différentes propriétés de la controlabilité d’un systeme non-holonome pouvant se
mettre sous la forme (2.19). En effet, pour montrer la controllabilité du systeme sous-
actionné comme un bateau, il nous faut passer par une forme semblable a celle de
(2.19).

Propriétés de Stabilisabilité et de controllabilité de (2.19) Le systeme ENDI,
appartient a la classe des systemes non-linéaire affine en commande comme le montre

I’équation suivante
m

&= f(x)+ Zgl(x)ul
i=1
oux € M, M est une variété a n—dimension, u € R™ est le vecteur d’entré. f, g1,...,9n
sont les champs de vecteurs de M. Le théoreme suivant résume les propriétés de control-
labilité et de stabilisabilité d’un systeme ENDI.

Théoreme 2.4 Considérons le systeme du double intégrateur non-holonome étendu,
donné par (2.19). Soit M, I'ensemble des points d’équilibres, solutions de (2.19) corres-
pondant & u = 0. Nous avons, M, = {x € R® : iy = @y = 0}. Alors le systeme (2.19)
satisfait les conditions suivantes :

1. Il n’existe pas de commande par feedback invariante dans le temps qui stabilise
asymptotiquement le systéme (2.19) en boucle fermé z, € M..

2. Le systéme (2.19) est localement fortement accessible pour tout = € R®

3. Le systeme (2.19) est STLC pour tout point d’équilibre z, € M..

Démonstration Nous commencons par montrer chaque point du théoreme a part :

1. Le systeme ENDI, équation (2.19), peut étre écrit sous la forme & = f(x,u), avec
v = (21,20, 73,24,75) ,u = (ug,us)", et f(x,u) est définie de R® x R? — R>.
Une condition nécessaire pour 'existence d’une loi de commande par feedback
continue qui stabilise asymptotiquement le systeme (2.19), est qu’il faut que
I'image de l'application f(z,u) contient un voisinage de zéro. En particulier, il
faut qu’elle contient des points de la forme e = (0,0,7,0,0)", avec v est une
constante arbitraire non nulle. Remarquons que I'équation f(q,u) = € implique
que (z4, s, T105 — Toy, Uy, uz) = (0,0,7,0,0)T qui n’a pas de solution (z,u)
puisque v est non nulle. Par conséquent, les conditions nécessaires de Brockett
ne sont pas valides. Par suite le systeme ENNDI ne peut étre asymptotiquement
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stabilisable au point z, € M, par le moyen d’'une commande continue invariant
dans le temps par feedback.

2. Réécrivons le systeme (2.19) comme suit
&= f(2) + gru1 + g2us

avec v = (21,2, T3, T4,75) ", les champs de vecteurs, f, g; et go sont définis comme

suit : ~ _ o o
Ty 0 0
Ty 0 0
f@)=| s —2024 |, u=|0], g=|0
0 1 0
i 0 ] | 0 |1
Considérons les Crochets de Lie suivantes :
1] [0 ] [0 ]
0 1 0
[gl7f] = —Z2 ) [g2,f] = x1 ) [g2>[f> [91,fm = -2
0 0 0
| 0] | 0 | 0

Remarquons que span (g1, gs. [g1, f, [92, /1, [92, [f, g1, ]]]) = 5 pour tout = € R®.
Donc la condition du rang de forte accessibilité est satisfaite, et par suite le

systeéme (2.19) est localement fortement accessible pour tout = € R”.

3. Notons que le systeme (2.19) satisfait la condition du rang de la forte accessibilité,
a partir de la Définition 2.9 (I’aspect applicatif). Nous pouvons montrer que tous
les mauvais Crochets peuvent étre exprimés comme une combinaison linéaire de
bon Crochets, il s’ensuit que le systeme ENDI est STLC

O

2.5 Différentes approches de poursuite de trajec-

toires

Dans ce paragraphe, nous classifions les différentes approches de poursuite de tra-
jectoires selon leur utilisation dans les applications.

La définition formelle du concept de poursuite peut étre établi en conformité avec
la définition donnée par (Fossen, 2002).
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Définition 2.22  Quand l'objectif est de forcer la sortie du systéme y(t) € R™ pour
le suivi d’une sortie désirée yu(t) € R™, il sera défini comme un probléme de suivi.

Le probleme de commander la sortie d’'un systeme a suivre une référence donnée,
peut étre traité avec différentes applications. Une des approches est celle du probleme de
la stabilisation en un point, ou le probleme de stationnement (Frezza, 1999), qui consiste
a faire diriger un objet a un point de configuration fixe, peut importe le comportement
du systeme entre 1’état initial et ’état finale. Dans ce cas, le signal de référence y4 est
stationnaire. Ce probleme est connu sous le nom de probleme de régulation (Khalil,

1996).

Dans le probleme de suivi de chemin, le signal de référence est non-stationnaire.
L’objectif est de parvenir a faire approcher puis de faire suivre 'objet une courbe
géométrique pré-définie. Dans la définition de (Encarnacao et Pascoal, 2001), le chemin
est indiqué sans aucune spécification temporelle, tandis que dans la définition de (Sk-
jetne et Fossen, 2004), (Aguiar et Hespanha, 2004), (Frezza, 2000) et (Fossen, 2002), le
chemin est paramétré avec une variable continue. La définition d'un chemin paramétré
donnée par (Fossen, 2002) est :

Définition 2.23 Un chemin paramétré est défini comme une courbe géométrique
ya(0) € R™ avec m > 1 paramétré par une variable de chemin 0

L’objectif de suivi de chemin d’un systeme pour un chemin désiré
ya(0),0 € [0,00)
est de faire tendre I'erreur

ep(t) = y(t) —ya(t), t=0

vers zéro (Aguiar et Kokotovic, 2004). Notons qu’il peut y avoir des contraintes sur ¢ qui
reflete les limitations physiques de la vitesse et de ’accélération de ’objet. Le probleme
de poursuite de trajectoires est un cas spécial du probleme de suivi de chemin, ou le
chemin est paramétré en terme de temps (0(t) = t) et lerreur de poursuite s’écrit
comme

er(t) = y(t) —ya(t), >0
Inspiré des travaux de (Hauser et Hindman, 2000), (Skjetne et Fossen, 2004) a défini le
probleme de manoeuvre, ou ’action de la manoeuvre d’un systeme est définie par une
courbe dans l'espace des entrées/états tout en restant compatible avec la dynamique

du systeme.
Yg = {(xd(e),ud(ﬁ)) ceR"xR":60¢ R}
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Le probleme de manoeuvre selon (Skjetne, 2005) se décompose en deux taches princi-
pales : la tache géométrique qui consiste a forcer ’erreur de poursuite a converger vers
7610

lim [y(t) = ya(0())| = 0, 0(t) € R

et la tache dynamique qui consiste a forcer la vitesse de l'objet a une vitesse désirée

lim [0(t) — vs(,0,1)] =0, 6(t) eR

t—o00

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donnés quelques notations mathématiques qui seront
utilisées dans les chapitres suivants. Nous avons ensuite présentés les notions de stabilité
asymptotique, des systemes non-linéaire s’écrivant sous une forme canonique ou sous une
forme cascade. Les notions de non-holonomie et de sous-actionnement qui constituent
les themes de cette these ont été aussi présenté. Le dernier paragraphe de chapitre cerne
le context de la manoeuvre des bateaux le long des trajectoires et donne des définitions
adoptée a la poursuite et le suivi de chemins qui vont étre traités dans les chapitres
suivants.
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Chapitre 3

Modélisation d’un véhicule marin

Dans ce chapitre, nous présentons un résumé des principales propriétés du modele
dynamique d’un véhicule marin a 6 degrés de libertés (DDL). Dans la premieére partie
du chapitre, la cinématique et la dynamique d’un bateau a 6DDL est présentée suivi
de quelques notations. Ensuite le modele du bateau a 3 DDL utilisé pour les opérations
de suivi et de la poursuite de trajectoire est déduit a partir du modele complet a 6
DDL. Nous présentons aussi les différentes forces externes qui entrent en jeux dans la
structure de commande du véhicule marin. La deuxieme partie de ce chapitre explicite
le modele sous-actionné qui va étre utilisé tout au long de cette these. Le test de non-
holonomie ainsi que le teste de controllabilité sont ensuite présentés pour le véhicule
marin sous-actionné.

3.1 Modele Cinématique et Notations

3.1.1 Description générale

Le mouvement dynamique dun objet doit étre décrit par rapport a certaines
références ou systemes de coordonnées. En effet nous sommes principalement intéressé
a la dynamique du véhicule marin dans une zone tres limitée ou les opérations hydro-
dynamiques et les forces appliquées aux propulseurs sont dominantes, nous pouvons
négliger les effets de la rotation de la terre et de laisser les reperes géographiques locaux
approximativement confondus avec le référentiel d’inertie.

Les différents reperes que nous allons utiliser sont illustrés dans la figure 3.1 et sont
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présentés ainsi

NEB (rpére-n) Ce repere est appelé repere Nord-Est-Bas (0, Ty, Yn, 2n). Ce repere
est choisi fixé a la terre. L’axe x,, est dirigé vers le Nord terrestre, ’axe y,, vers le
I'esst et I'axe z, est dérigé vers le centre de la terre. L’origine o,, est placé dans le
repere géodésique ellipsoide (WGS84).

BODY (repére-b) C’est un repere (0p, Ty, Ys, 25) attaché au véhicule marin. L’axe
est dirigé vers 'avant du bateau, ¥, est dirigé vers le tribord et I'axe z;, complete le
systeme de référence orthogonal dextral. L’origine o0, est souvent placé au centre
de gravité du bateau. Cependant selon les applications cet origine peut étre placé
dans d’autres endroits.

RP (repere-s) C’est le référentiel parallele, le repere-s est fixé au bateau avec une
orientation horizontale, mais tourné d’un angle 14 autour de 'axe z. L’angle 14
est I’angle d’orientation désiré du véhicule marin.

FiG. 3.1 — Systemes de coordonnés utilisés pour décrire le mouvement d’un bateau.

Les notations suivantes seront utilisées pour décrire la position, la vitesse linéaire et la

vitesse angulaire du bateau :
— p% :Distance (position) du point ¢ au point b exprimé dans le repere a

— 04,9 : L'orientation du repere b relativement a ¢ exprimée en fonction respecti-
vement des angles d’Euler et des unités quaterniennes.

— v% : La vitesse linéaire d'un point du repere b relativement au repere ¢ exprimé
dans le repere a

— wY : vitesse angulaire d'un point dans le repere b relativement au repere ¢ exprimé
dans le repere a.

— f* : Force linéaire exprimée dans le repere a

— mj : Le moment autour d’un point du repere b exprimé dans le repere a
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Une unité quaternienne q est une alternative pour contrer les singularités retrouvées en
utilisant les angles d’Euler, et est définie par

Q= {quTq =1,q=[ng.eq] ;g ER,eq € R?’} (3.1)

La transformation (rotation) d’un repere b a un repere a est noté par R = R(6,) =
R(qa), tel que pour tout vecteur ¢® exprimé dans le repere b, son expression dans le
repere a s’écrit

¢ = R (3.2)
Notons que la matrice de rotation R} implicitement prend l'orientation 6,, comme
argument. L’ensemble des matrices de rotation de dimensions 3 x 3 sont notées SO(3).

Propriété 3.1 (Matrice de Rotation) Une matrice de rotation R € SO(3) satisfait

R' = R' (3.3)
IR[z = det(R) =1 (3.4)

Le produit vectoriel de deux vecteurs ¢, d € R? s’écrit sous la forme
¢ xd=S(c)d=-S(d)c (3.5)
avec S : R? — R3*3 est une matrice anti-symétrique
0 —Q3 Qo

S(a)=-ST(a)=| a3 0 o
— Q9 aq 0

Propriété 3.2 (Dérivée d’une matrice de rotation) La dérivée d’une matrice de
rotation R € SO(3) est

d a Sa a
%(Rb) =y = RbS(ng) (3-6)

La transformation a partir d’'un repere n a un autre repere b est effectuée selon trois
rotations successives, nous suivons la convention de rotations successives autour des
axes z,y et z en terme d’angles d’Euler 6,;, = [¢,0,]"

y =R(0n) =R.,R,4R.y < RI=R'(0u)=R, R ,R], (3.7)
En utilisant ¢(.) = cos(.) et s(.) = sin(.), les matrices R, 4, Ry ¢ et R, 4 s’écrivent

1 0 0 cd 0 sb cp —sy 0
Rog= |0 co —s¢ Ryo=1 0 1 0 R.,=1|sv e 0] (38)

)

0 s¢ co —s¢ 0 co 0 0 1
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soit donc la matrice R}

chep  sep 4 cpsfsod  ssp — cipshed
yo= | —swcop chedp — sshsp  cso + shsbep (3.9)
s6 —clso clco

3.1.2 Modele cinématique

La position d'un point arbitraire dans un repere fixe a, exprimé dans le repere n est
donné par
Pha = Pl + R Py, (3.10)

ot p”, est la position du véhicule et p?, est la position du point a relativement &
I'origine du repere fixe. La dérivé de p!, est la vitesse v, relativement au repere fixe
de la terre, ainsi nous écrivons

nga = V?La = Rgvfw - RZS(pll;a)wa (311>
Si dans le cas, olt nous avons p), = 0, nous aurons la vitesse linéaire habituelle
p=Rjv,, (3.12)

La propriété 3.2 contient une équation différentielle permettant de déterminer une rela-
tion entre les vitesses de rotation du repere n et du repere b. Cependant, dans diverses
applications, il est plus pratique d’utiliser directement les angles d’Euler 6,,. Il est
montré dans (Fossen, 2002) que la relation entre les vitesses de rotation est

A (3.13)
avec
1 singtanf cos¢tanf -
To=10 cos ¢ —sing , 0#+—
0 sinﬁ cosz 2

Notons que Ty est singuliere pour la valeur de 6 = £7. Afin d’éviter cette singula-
rité nous pouvons faire appel a la représentation quaterienne plutot que celle de la
représentation par les angles d’Euler. Cependant 'utilisation de la représentation d’Eu-
ler pour caractériser la cinématique étant donnée la restriction physique empéchant le
bateau d’opérer dans une région proche de la singularité 6 = 7.

(Fossen, 2002) a suggéré de regrouper la position et l'orientation du véhicule marin
exprimées dans le repere attaché a la terre dans un vecteur n et les vitesses linéaires et
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angulaires exprimées dans le repere attaché au bateau dans un autre vecteur v comme

n b
pnb Vb

En utilisant ce résultat, nous pouvons écrire que

suit :

n=J(O0w)v (3.15)
avec J : R — R6*C est 1a matrice diagonale

J<9nb) = diag(RIT;(Hnb)v T9(9nb)) (316)

3.2 Modele Dynamique d’un bateau a 6 DDL

En utilisant la notation (n,v) de (3.14), (Fossen, 1994) a montré que 'on peut écrire
sous une forme compacte la dynamique et la cinématique d’un véhicule marin & 6 DDL
sous la forme :

n = Jnv (3.17a)
M+ Cw)v+DW)v+g(n) = Tpop + Tenw (3.17b)

avec M € R%*6 désigne la matrice des inerties, qui est la somme des masses du corps
rigide et la masse hydrodynamique ajoutée.

M=M¢cr+ My (318)
La masse du corps-rigide, exprimée dans le repere b est donnée par

ml —mS(rbs)

1
() L >0 (3.19)

MCR = MgR =

avec m la masse du corps rigide, rf, la position de son centre de gravité et I, = b' le
tenseur d’inertie de celui ci par rapport a ’origine du repere b.

Ly Loy Iy
L=1, = | L, I, I, (3.20)
Loy I I.
(1.0 0
I = (010
001
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3.2.1 DMasse ajoutée

Contrairement aux volumes submergés, la masse ajoutée M, est constante. Par
contre, la masse ajoutée due a l'effet hydrodynamique des bateaux dépend de la
fréquence du mouvement de ’eau. Si nous considérons les basses fréquences du mou-
vement de ’eau, nous pouvons donc supposer que M4 est constante. Elle est calculée
quand la limite de la fréquence est proche de zéro i.e.

w—00
Pour les bateaux admettant une symétrie par rapport au plan (zoz) (basbord/tribord
symétriques), nous avons :

~X, 0 -X, 0 -—X; 0
0 -Y, 0 =Y, 0 -V

~Zy 0 —Zy 0 —Z; 0
0 -K, 0 -K, 0 -K;

~M; 0 M, 0 —M; 0
0O —-N, 0 —N, 0 -—N;

M, = (3.22)

3.2.2 Termes de Coriolis et Centrifuges

La matrice C(.) contient des termes non-linéaires dis aux effets de Coriolis et des
forces Centrifuges. Les forces de Coriolis et centrifuges sont des forces qui ne dissipent
pas d’énergie. La matrice C est anti-symétrique, i.e.

C(v) = -C'(v) (3.23)
une représentation de cette matrice est donnée par

O —S(Ml]_Vl + M12V2) ] (3 24)

C p—
¥) [ —S(Mi1v1 + My21s) _S<M12TV1 + Moaars)

ou les matrices M;; sont des blocs de dimensions 3 x 3 formant la matrice M

Mll M12
M = [ M, Moy, ] (3.25)
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3.2.3 Forces d’amortissements

Dans I'équation (3.17), la matrice D(v) représente les forces d’amortissement. Cette
matrice est souvent exprimée par la somme d’une matrice constante D, et d’une matrice
Dy fonction de la vitesse v.

D(l/) = DL + DN(V) (326)

Dans cette représentation, Dy, représente les forces d’amortissements linéaires tandis
que Dy (v) représente les effets des forces non-linéaires, telles que les forces visqueuses
turbulentes. Un bateau qui navigue a tres faible vitesse et soumis a des accélérations
continues, subit un amortissement faible proportionnel a la vitesse. Par conséquent pour
un bateau qui navigue a une vitesse importante, il est raisonnable de supposer que les
forces d’amortissement linéaires de type visqueux sont présentes et sont dominantes
par rapport aux amortissement non-linéaires D (v). Les accélérations dans ce cas sont
petites. Méme si la recherche d’une matrice universel D(v) est nontrivial, les forces
d’amortissement sont toujours dissipatives.

JT [D(m + DT(V)] v>0, Yv#£0 (3.27)

3.2.4 Forces de poussée

Outre, la masse et les forces d’amortissements, les véhicules marins subissent
également des forces de gravité et de flottabilité. Dans la terminologie hydrodyna-
mique, la gravitation et la flottabilité produisent les forces de poussée. Ces forces
sont équivalentes aux forces de raideur d’un systeme ”masse-ressort-amortisseur”. Dans
I'équation (3.17) le terme g(n) représente le vecteur des forces de poussée.

Poussée d’Archimeéde

La Poussée d’Archimedes est un effet statique du a la présence d’un solide immergé
dans un fluide. Elle est égale a la force opposée au poids que subit le volume de fluide
contenu dans ’enveloppe immergée du systeme.

B = pgV (3.28)

oll p est la densité du fluide, ¢ est 'accélération de la pesanteur, V est le volume de
fluide déplacé, ou volume du solide, donné par I’expression suivante

V= %(27‘)21 = 7r?]
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avec 1 le rayon et [ la longueur du volume immergé du systeme.

Forces de Pesanteur

Le poids engendre des effets opposés a ceux de la poussée d’Archimede et s’ap-
pliquent au centre de gravité du solide. On le modélise ainsi :

W =mg (3.29)

ou m est la masse du solide

Les équations (3.28) et (3.30) permettent d’établir une relation d’équilibre hydro-
statique exprimée par G = W — B, appelée aussi résultante hydrostatique. Le compor-
tement du solide immergé dépend du signe de GG. Nous allons distinguer trois situations,
(Figure 3.2). a)- Flottaison : le solide remonte en surface. b)- Flottabilité neutre : ou
équilibre hydrostatique, le solide reste a la profondeur voulue. ¢)- Immersion : le solide
est en plongée permanente, a une vitesse définie par les caractéristiques du fluide. Dans
la Figure 3.2, C'r est le centre de flottabilité, Cg est le centre gravité et C); est le centre

de masse.
B B
& Zone
immergée
B £
&
CM. X
W 1Ca
A 4
W W
(a) G=0 (b) G=0 (c) G=0

Fic. 3.2 - Equilibre hydrostatique.

Finalement le couple résultant de la gravité (effet de la pesanteur) et de la flottabilité
(Poussée d’Archimede) dans le cas d'un véhicule marin de type bateau s’exprime par
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(Fossen, 2002) :

—rY foz Ayp(C)d( sind
P9 Jo Aup(C)dC cos Osin ¢
R I S P9 J; Aup(C)d¢ cos b cos ¢
g(ﬁ) - [ b ] B ngG—MT sin ¢ cos 8 cos qb (330>
pgV G M, sin 6 cos 6 cos ¢
| pgV(—GMp cosf + GMry)singsing |

avec G M et GM [, les hauteurs méta-centrique d'un bateau, et qui désignent la distance
entre le centre de caréne' M;,i = {T, L} et le centre de gravité Cg. A,, représente le
plan transversal limitant le volume du fluide statique. voir Figure 3.3.

(8]

Fic. 3.3 — Plan A, délimitant le volume du fluide statique.

3.2.5 Propulseurs

Par les termes propulseurs, nous considérons un dispositif fournissant une force
d’amplitude F; et de direction «; dans le plan xoy du bateau. Les forces résultantes le
long des axes x et y, sont notées respectivement w;, et u;. qui constituent une partie
du vecteur des forces issues des propulseurs

ub = [ iz ] (3.31)

1La carene étant la partie immergée de la coque d’un navire. Le centre de caréne est le centre
géométrique du volume immergé (volume du fluide déplacé), la position du centre de caréne varie avec
les tirants d’eau (la hauteur de la partie immergée du bateau), Vassiette (I’état d’équilibre du bateau
dans Ueau par rapport au plan horizontal) et la gite (inclinaison transversale d’un navire).
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Considérant également le basculement des gouvernes, qui n’est autre que l'angle que
font les forces produites avec le plan xy du repere b. Nous obtenons le vecteur des forces
de propulsion suivant :

Wig COS ¢/

_b .

u; = | wy | = Ficosp, | sinq (3.32)
Uiz tan p;

avec Fj la force produite et p; # F5 I'angle de basculement produit par les gouvernes
avec le plan zoy du repere b. Si 'on suppose que u; = 0 alors il y a uniquement les
forces le long des axes x et y qui soient produites. i.e. pour tout propulseurs i :

Uiy
)= | w, (3.33)

Nous supposons également que le i€ propulseur est localisé dans le repere b par
b bbb T
Tor, = [Tors Yor,» Zot,] (3.34)

qui traduit la distance qui sépare 'origine du repere b de la position du propulseur i
dans le repere b. L’ensemble des forces résultantes issues de chaque propulseur i est 7;

ui? I b
e [ i, x ] - [ S(rt,) ] " (339

la troisieme composante de u? est nulle. Nous pouvons alors écrire

sont données par

S 0
0 1
0 0 [ Uy ]
T = b
0 —Zpp, Uiy
thi 0
L _yll))tL xlgti |
= B(r),)w (3.36)

Si I'on suppose également que les propulseurs sont positionnés a la méme profondeur
b
2y, alors

n
T = ZB@zti)ui
i=1
u
Us

= [B(rh,), B(ry,),... . B(ry,)] : (3.37)

U,
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avec
-
100 0 =z _y(l;ti
B(rp,)=1010 -2, 0 zf (3.38)
000 O 0 1
Ce qui implique que les moments en roulis et en tangage sont donnés par les expressions
suivantes
TI = —zyT (3.39a)
Ts = 24T (3.39Db)

Puis que nous n’avons pas 'intention de mettre des hélices pour avoir un mouvement de
roulis, de tangage et de lacet, le couple 7 résultant peut étre réduit & 7 = 71, 79,0, 0, 7] "

Y

ainsi pour une bateau & 3 DDL, le couple des forces appliquées est Tsppr, = [Tu, To, 7] |
Ainsi nous écrivons le couple de forces appliqué 7 :

T = BuTu (3.40)
avec
.
100 0 2, 0
B,=|010 =2, 0 0 (3.41)
000 0 01

3.3 Forces environnementales

Dans ce paragraphe, nous traitons les perturbations environnementales 7.,, que le
bateau peut subir. L’origine de ces forces est dii principalement aux courants océaniques,
aux vents et aux vagues. Nous considérons, dans cette these, uniquement les effets dus
aux vents et aux courants océaniques.

3.3.1 Courants océaniques

Les effets des courants océaniques sont souvent simulées en boucle fermée du
systeme, en introduisant la relation vectorielle suivante

Up=V—1, (3.42)

avec v, € R? la vitesse du courant exprimée dans le repere b par

Ve = [ U, v, 0 ]T = [ Vecos(B. — ) Vesin(B. — ) 0 ]T (3.43)
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et V. est Pamplitude de la vitesse du courant et . la direction du courant. Ainsi, on
extrait la vitesse relative du bateau, par rapport a un repere horizontal lié au fluide,

par :
.
vp=|u—u, v—uv. 0 (3.44)

3.3.2 Forces du vent

Le vent est défini comme le mouvement de 'air relatif a la surface de la terre. Les
modeles mathématiques décrivant les forces et les moments du vent sont utilisés dans les
techniques de commandes du bateau afin d’améliorer les performances et la robustesse
du systeme dans des conditions extrémes. Nous présentons ici un modele simplifié du
vent. Identiquement au courant d’eau, le vent est caractérisé par une vitesse V,, et une
orientation 1,,. Les composantes du vecteur vent exprimées dans le repere terrestre sont
données par

un COS Uy,
vl | =V | sint, (3.45)
0 0
relativement au repere bateau, (i.e. le repere b), le vecteur vent s’exprime de la fagon
suivante :
U = Vycos(th, — ) —u (3.46)
v, = Vysin(vy, —¢) —v (3.47)

Dans le repere b, I'amplitude et la direction du vecteur vent sont calculées par les
relations suivantes

V, = uZ+o? (3.48)

v = tan! [”—} = by — b (3.49)
uT

La vitesse du vent V,, et sa direction peuvent étre mesurées par un anémometre. Ces
mesures doivent étre correctement filtrées. Seules les moments moyens et les forces du
vent sont compensés par I’autopilot. En effet, puisque I'inertie du bateau est importante,
Il est inutile que le systeme de commande de 'autopilot compense les petites rafales
de vents. Afin de pouvoir implémenter un compensateur pour un bateau a 3 DDL par
une action d’anticipation, un modele de vent a 3 DDL fonction de la vitesse V, et
I'orientation -, s’avere étre utile. Pour ce faire, nous proposons le vecteur des forces

généralisées suivant :
-

Tenv = [ Xvent Y;)ent Nvent (350)
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(Isherwood, 1972) a suggéré que l'on peut exprimer les composantes des forces du vent
(Xvents Yoent) dans les directions x et y ainsi que le moment (en lacet Nye,¢) par les
relations empiriques :

Xvent - O5C’X (7r)pa%=2AT (N)
}/vent - 0'5OY(77’)/)(1‘/;*2AL (N) (351)
Nvent = Of)CN(’%‘)pa‘/rZALL (Nm)

Cx et Cy sont des coefficients de forces, Cy est un coefficient de moment, p,(kg/m?)
est la densité de I'air, Ap(m?) et Ar(m?) sont respectivement les surfaces de projection
et transversale et latérale. L(m) est la longueur du bateau. La vitesse V. est en m/s.

3.4 Modele du bateau a 3 DDL

Nous traiterons tout au long de cette these, le mouvement planaire d'un véhicule
marin. Dans ce mode d’opération, nous avons besoin uniquement de la dynamique
dans les directions respectives d’avancement (I'axe u), de glissement (I'axe v) et de
lacet (autour de I'axe r). Les mouvements dans les directions verticale (c’est a dire en
descente), en tangage et en roulis sont négligées. Le modele du bateau a 3 DDL s’obtient
a partir du modele complet a 6 DDL (3.17). Le modele planaire s’obtient en regroupant
les éléments représentatifs du mouvement d’avancement de glissement et du lacet, et
en annulant les autres éléments qui représentent le mouvement en descente, en roulis et
en tangage. Le modele résultant est décrit en terme du vecteur position n = [x,y, ]
et le vecteur vitesse v = [u,v,r]". Le modele s’écrit (Fossen, 2002)

n = R (3.52a)
Mv+Cv)v+DW)r = 74 Tem (3.52b)

R(7) est la matrice de rotation obtenue en faisant une rotation par rapport a 'axe z
du repere b
cosyy —siny 0
R(y) = | sinyy cosyp 0 (3.53)
0 0 1

Tout au long de cette these, nous supposons que le modele du bateau admet une symétrie
par rapport a I’axe xz du repere b. On a alors les expressions des matrices suivantes :

m—Xu 0 0
M = MRB“‘MA = 0 m—Y;', 0 (354)
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0 0 —MyV
C, =Cgp(v) + Cu(v) = 0 0 MU (3.55)
MYV —MyU 0
—Xu - X|u|u\u] 0 0
D(v) = 0 Y, — Yl 0 (3.56)
0 0 _NT_N\T\T|T|

A titre de simplification, nous considérons les notations suivantes :

m, = m— Xg, dy = =Xy = Xjujulul
my, = m—Y;'), dv = _Y;)_}/|U|'U|U|
m, = ]Z—N,: dT:—Nr—N‘T|r|T|

Myy = My — Ny

Différentes missions sont attribuées aux bateaux selon leur taille et leur poids. A cet
effet, nous classifions les missions selon leur modes de navigation. Le premier mode
de navigation est la navigation a faible vitesse. Ce mode est commun pour les bateaux
pétroliers. Le deuxieme mode est celui de la navigation des bateaux a une grande vitesse
telles que les bateaux de transit.

Pour chaque mode de navigation, nous présentons le modele associé avec lequel
nous pouvons traiter la loi de commande permettant d’exécuter la mission attribuée au
bateau en question.

3.4.1 DModele du bateau naviguant a petite vitesse

Les applications de navigation a faibles vitesses, sont (i) celles connues sous le nom
de stationnement statique (Mooring systems) des bateaux, (Voir Figure 3.4), et (ii)
celles connues sous le nom de positionnement dynamique des bateaux. Pour de telles
applications, la vitesse linéaire totale des bateaux U = +u? + v? est presque nulle
(U =~ 0); ce qui implique une matrice de Coriolis C(v) approximativement nulle. Le
modele (3.52) se réduit alors a la forme suivante

n = R@)v (3.57a)
My +DW)v = T+ Tenw (3.57b)



Chapitre 3. Modélisation d’un véhicule marin Y

F1a. 3.4 — Positionnement dynamique des bateaux.

3.4.2 Modele du bateau naviguant a grande vitesse

La navigation des bateaux a grande vitesse, implique que la vitesse linéaire totale
U # 0. Par conséquent, le modele a 3 DDL s’écrit comme (3.52). De plus, la majorité des

-E."r.ﬂ:ﬂ.ﬂ‘
T GRTOME - --
e o Ao ' -

Fi1G. 3.5 — Bateau navigant a grande vitesse.

navires sont équipés d’un propulseur monté transversalement ; ¢’est a dire en supplément
de leur configuration habituelle. Ce qui permet un actionnement complet pour des
applications a faible vitesse lors des manoeuvres dans les ports ou dans des espaces
confinés. Mais ces propulseurs transversaux perdent leurs performances lors de grandes
vitesses. En effet, le flux d’eau pénétrant les tunnels, ou ces propulseurs sont installés,
freine la force transversale permettant au navire de se déplacer dans la direction de
glissement. Ceci conduit au sous actionnement du navire. Par conséquent, nous pouvons
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considérer la force dans la direction de glissement pratiquement nulle, soit 7, = 0. Nous
écrivons, ainsi, le modele (3.52) sous la forme suivante

N = R (3.58)
Tu

My + Cv)r+ D)y = 0 | + Tens (3.58Db)
Tr

Ainsi en 'absence des forces environnementales, le modele dynamique (3.59) s’écrit sous
une forme développée comme suit

T = wcosy —ovsiny (3.59a)

Yy = wusiny + vcos (3.59D)

Y = r (3.59¢)

u = mLU(Tu + myur — dyu) (3.59d)
1

v = —E(muur + dyv) (3.59)

s Mt — dor) (3.591)

s

Nous remarquons que, suite a I’absence du controle 7, dans la direction du glissement,
la cinquiéme équation du systeme (3.59) représente une contrainte non-holonome.

Dans le paragraphe suivant, nous discuterons les différentes propriétés du modele
du bateau sous-actionné en termes d’holonomie, de controllabilité, et de stabilabilité du
modele.

3.5 Test de non-holonomie du véhicule marin sous-

actionné

Quand le véhicule marin est sous-actionné, la dynamique non-actionnée implique
I'existance d’une contrainte en accélération. Les travaux de (Oriolo.G. et Nakamura,
1991) et (Wichlund et Egeland, 1995) montrent des conditions nécessaires et suffisantes
sur 'accélération pour que le systeéme soit non-holonome du second ou du premier ordre
ou tout simplement holonome. Présentons en bref, ces différentes conditions.
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Considérons une classe de systeme décrit par

My + C(v)v+D(v)v +g(n) = [T]

n = Rnv

avecn € R v € R", 7 € R™, m < n, M = 0 et M et R sont des matrices non-
singulieres. Cette classe de systemes comprend les systemes sous-actionnés comme les
véhicules marins (bateaux en particulier). Soit la matrice M, qui désigne les derniers
n — m lignes de la matrice M. Définissons les matrices C,(v), D,(v) et g,(n) de la
méme maniere. Dans ce cas, la contrainte résultante du sous actionnement du modele
s’écrit de la maniere suivante

M,v + C,(v)v +D,(v)r =0 (3.60)
La contrainte (3.60) est dite partiellement intégrable si elle peut se mettre sous la forme
hp(yv 777 t) = 0

ou hy : R" x R" x R — R"™™. Elle est dite totalement integrable si elle peut se mettre
sous la forme

ht(% t) =0

ou hy : R"xR — R™ ™. Si la contrainte (3.60) n’est pas partiellement intégrable, alors le
systeme est non-holonome de second ordre. Si la contrainte est partiellement intégrable
mais n’est pas totalement intégrable, alors le systeme est dit non-holonome de premier
ordre (e.g. le systéme a uniquement une contrainte sur sa vitesse). Quand la contrainte
est totalement intégrable, alors le systeme est dit holonome. Pour un véhicule sous
actionné, ses contraintes ne sont pas en général partiellement intégrable. Le théoreme
suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que (3.60) soit partiellement
ou totalement intégrable.

Théoréme 2.5 La contrainte (3.00) est partiellement integrable si et seulement si
1. g, est une constante.
2. (Cu(v) +D(v)) est une matrice constante.

3. La distribution Q7 définie par QT = Ker((Cyu(v) + D(v))R7(n)) est
completement integrable.

Théoréme 2.6 La contrainte (3.60) est totalement intégrable si et seulement si

1. Elle est partiellement integrable
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2. (Cyu(v) +D(v)) = 0.
3. La distribution A définie par A(n) = ker[MuRfl(n)} est completement

intégrable.

Démonstration Les preuves de ces deux théorémes sont disponibles dans (Wichlund
et Egeland, 1995)

A partir des Théoremes 2.5 et 2.6, nous pouvons appliquer le test de non-holonomie
a notre modele de bateau sous-actionné (3.59).

Proposition 2.1 (Ghommam et al., 2007b) Le modéle du bateau sous-actionné
(3.59) est un systéme non-holonome de second ordre.

Démonstration Nous pouvons écrire la contrainte de 'équations (3.59) sous la forme
suivante

[O,m _ Yi,,o} D+ [0,0, —m + Xouvy, + [0, —m + Yy — Yigu|v], 0v = 0

Nous remarquons que cette contrainte ne satisfait pas la deuxieme condition du
Théoreme 2.5 car la matrice de Coriolis C,(n,) = [0,0, —m + Xyu] et la matrice
d’amortissement D, () = [0, —=m + Y, — Y}y»|v], 0] dépendent de v}. Par conséquent,
la contrainte de la cinquieme équation de (3.59) n’est pas partiellement intégrable et
dans ce cas le sous-actionnement signifie la non-holonomie du systeme.

3.5.1 Controllabilité et stabilisabilité du véhicule sous-

actionné

Pour pouvoir appliquer les notions de controllabilité et de stabilisabilité du véhicule
marin sous-actionné, nous devons transformer le systeme (3.59) sous une forme similaire
a un double intégrateur étendu. Pour cela considérons le difféomorphisme global donné
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par le changement de coordonnées suivant :

xry = Ip
To = xcost + ysiny
r3 = xsinty — ycosy (3.61)

L My d, 1
U = 1= Uy — —1r+ —7T3

m, m, m,

. 2 My du 1 2

Uy = U—UWT3+Ur —1r°r9 = —Vr — —U+ —T1 —UIT3 + VI — 77Ty
My My, My,

ce qui donne apres une double dérivation
T = w
To = X cosy — xw sin ¢ + (—ﬂm/J — xzﬂ) sty — x¢2 cos 1
+ijsin 1 + gah cos ) + (yi/} + yw) cos i — yh? sin 1
= U
T3 = Tsiny —ycosy + rag
= T1T9 —V
ou sous une forme plus compacte :
T =w
To = U (3.62)
T3 = T1Ty — U

En appliquant un deuxieme changement de coordonnées donné par

Z1 = T
Z9 = T9 (363)
Z3 = —21‘3 + 2129

nous pouvons écrire la dynamique du véhicule sous-actionné dans le nouveau systeme
de coordonnés comme suit

,.2:1 = U

2:'3 = 2122 — 222:'1 + 2v
avec la contrainte non-holonome (3.59) pour la vitesse de glissement v dans le nouveau
systeme de coordonnées qui s’écrit sous la forme :

Z1%2 — 23
2

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a 1’étude de controllabilité et de stabilisabilté du

systeme décrit par (3.64)-(3.65) afin de déduire celles du bateau sous-actionné (3.59).
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Théoreme 2.7 Considérons le modéle du véhicule marin sous-actionné décrit par
(3.59). Soit M, l'ensemble des points d’équilibres solutions de 3.59) pour 1, = 0, e.g.
M, = {(z,y,¥,u,v,r)T € R :u=v=1r =0} Alors le véhicule marin sous-actionné
satisfait les propriétés suivantes :
1. Il n’existe pas de commande par feedback, continue et invariante dans le temps qui
stabilise asymptotiquement le systéme (5.64) en un point (Teg, Yeq, Yeq, 0,0,0)T €
M.
2. Le véhicule marin sous-actionné est localement fortement accessible pour tout
point (x,y,¢,u,v,r)" € RS,
3. Le wéhicule  marin  sous-actionné est STLC  pour tout  point

(l’eq, yeqa weqa O; O; 0>T S Me.

Démonstration

1. Réécrivons le modele équivalent du bateau sous-actionné (3.64)-(3.65) sous la
forme ¢ = f(q,u) avec q = (21,22, 23,%1,%0,0) ", u = (u,us)’ et f(q,u) :
RS x R? — RS, La condition nécessaire et suffisante pour l'exitances d’'une com-
mande continue par feedback qui stabilise asymptotiquement (3.64)-(3.65) est que
I'image de I'application f(g,u) : R® x R* — R® doit contenir un voisinage de 1’ori-
gine. Puisqu’il n’y a pas de points de la forme (0,0,,0,0,0),7v # 0 qui sont dans
I'image de f(q,u), il s’ensuit d’apres Brockett que (3.59) ne peut pas étre stabili-
sable asymptotiquement en (Teg, Yeg; Yeq; 0,0,0) " € M, via une loi de commande
continue invariante dans le temps.

2. Considérons le systeme (3.64)-(3.65), que 1'on peut écrire sous la forme suivante

q= f(q) + gru1 + gauz (3.66)
avec

44
a5

195 — @244 + 2¢6
f(Q) = 0 ) g1

0
i _% (% + Q4q1q227q3)Q4 — i—”v% |

O O = O O O
SO =R O O O O

Nous pouvons conclure que 'accessibilité de la distribution C' de (3.66) est donnée
par :

C(q) = span{gi. g2. (g1, f1, [92: f]: lgv, (92 f1, [lgn, £1, [g2s f11}(q)

est de dimension 6 pour tout ¢ € RS Par conséquent, la condition du rang de
forte accessibilité est vérifiée.
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3. Notons que le systeme (3.66) satisfait la condition du rang de la forte accessibilité,
a partir de la définition 2.9 (I’aspect applicatif). Donc, nous pouvons montrer que
chaque mauvais crochet peut étre exprimé comme une combinaison linéaire de
bons crochets. Il s’en suit que le véhicule marin sous-actionné (3.59) est STLC.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le modele général d’un véhicule marin a
6 DDL. A partir de ce modele, nous avons donné le modele d'un bateau a 3 DDL
pouvant se déplacer sur une surface plane de 'océan en exposant les différents modes
de navigation de celui ci. En effet, nous avons analysé la situation ou le bateau navigue
dans l'océan avec une grande vitesse, ce qui entraine un sous-actionnement au niveau
de son controle dans la direction du glissement. Pour s’assurer de la possibilité de
sa commande, nous avons eu recours aux techniques de tests de controllabilité et de
stabilisabilité avancés des systemes non-holonomes. A cet effet, nous avons montré qu’'un
bateau sous-actionné ne peut pas étre stabilisable en utilisant une loi de commande lisse
et continue dans le temps. Par contre, il est toujours possible de le stabiliser en utilisant
des lois de commandes discontinues variant dans le temps, ce qui fera I'objet du chapitre
suivant.



Chapitre 4

Systemes en cascades pour la
stabilisation et la poursuite

Dans ce chapitre, nous résolvons le probleme de la stabilisation asymptotique glo-
bale et uniforme des véhicules marins sous-actionnés, en premier au moyen d’un retour
d’état discontinu puis au moyen d’un retour lisse et variant dans le temps. Ce résultat
est présenté en application d’une théorie récente des systemes en cascades. Nous ex-
ploitons la structure cascade du véhicule marin sous-actionné, pour construire une loi
de commande permettant d’exécuter le suivi de trajectoires.

4.1 Modele en forme cascade du véhicule marin

sous-actionné

Afin de simplifier la conception de la loi de commande pour la stabilisation du
bateau sous-actionné, un changement de coordonnées est considéré (Pettersen et Fosse,
2000) pour transformer la cinématique issue de (3.59) en une simple représentation
polynomial. Définissons le vecteur z = [z1, 23, 23] T € R? comme suit :

z=R'n="T(n) (4.1)
La fonction réciproque de 7 (n) est obtenue comme suit :
n="7"'n) =Rz (4.2)

Puis que 7 et 7! existent et que leurs dérivées existent pour tout 5 et z, le chan-
gement de coordonnées (4.1) est un difféomorphisme global. De plus nous remarquons
I’équivalence z = 0 < n = 0.
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La dérivée par rapport au temps de z est donnée par

z=R'n+R"7 (4.3)
sachant que
R = R?
avec
0 —r 0
r=|r 0 0
0 0 O

L’équation (4.3) s’écrit comme suit
z = TR'p+R™p
= T R'p+R'Rv (4.4)

En se servant de la transformation (4.1), la représentation d’état du bateau sous-
actionné (3.59) s’écrit comme suit :

z | /I.\TRTn ,
[”]_[M1(T—C(u)y—D(y)y)]+[0] (4.5)

Ou bien sous une forme plus explicite I’équation (4.4) s’écrit comme suit :

Z1 = U+ zor
Z9 = v—zT (4.6a)
23 = T
. My, d, 1
u = ur — —u+ —7T
My My My
, m d
v o= ——ur — —v (4.6b)
m’U mU
Moy 1
r o= Uy — —1r 4+ —7T3
m?” s (s

m d
Posons A = —, B = — et
m m

My, d, 1
Ty, = —Ur——u+—T (4.7)
My My My
uv d?“ 1
T = m w — —1r+ —73 (4.8)
my m. - m,
Le systeme (4.6) devient
o= Ty

v = —Aur— Bv (4.9)
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La stabilisation de z = [z1, 22, z3] | autour de l'origine s’effectue en utilisant la technique
de backstepping, et en considérant les variables u,v et r comme des commandes vir-
tuelles. Cependant, puisque la direction du vecteur porté par v est sous-actionnée, nous
ne pouvons pas considérer v comme une commande virtuelle permettant de stabiliser
z5. Une solution consisterait alors a éliminer la variable de Z5, Proposons pour cela le
changement de variables suivant :

(Y

La dynamique du sous-systeme (z1, Zs) s’exprime sous la forme :

o= u+ Zoyr — %r (4.11)
. A
Zy = —gur —Aar (4.12)
Nous introduisons une nouvelle variable « telle que :
B
u=-—— (71 + ) (4.13)

Le modele du bateau sous-actionné apres les transformations (4.1), (4.7),(4.8) et (4.13)
s’écrit comme suit

Z ) 21 = —gzl—%&+(22—%)T
"1v = —Bv+B(zx+a)r
Zy = or (4.14)
. zZ3 = T
2o & = T,
ro= T
avec B A
v
a = 1 —r(Zy— =) — = u
T, A(zl+oz) r(Z B) 57
Notons que le systéme (4.14) a une structure en cascade comme le montre la figure 4.1,
avec
é - [227Z37a7T]T
= [Zla U]T
Ua,r = [7_047 TT]T

Dans le but de proposer une commande par retour d’état partiel, seuls les états du
sous-systeme ), sont utilisés. L’interconnection entre le sous-systeme) , et celui de
>, est considérée comme un élément de perturbation. Le systeme (4.14) s’écrit alors
sous la forme cascade évoquée en paragraphe 2.1.3

= f(2) + (2,6 (4.15)
= a(& u) (4.16)
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u - §

— {=al& u)

¢ = f(2) +(2,6) | °—r

F1G. 4.1 — Modele en cascade du bateau sous-actionné.

avec Y(z, &) le terme d’interconnection. Dans ce cas, nous allons montrer que la stabi-

lisation du sous-systeme en £ assure la stabilisation de toute la cascade. Cette propriété
est due au fait que le terme d’interconnection ¢ (z, ) aui abrite une condition de crois-
sance par rapport a la variable z.

4.2 Commande pour la stabilisation du modele du

bateau sous-actionné

Dans ce paragraphe, nous proposons deux approches de commande permettant la
stabilisation autour de l'origine du systéeme (4.15,4.16). La premiere étape consiste
a trouver une loi de commande discontinue par retour d’état partiel qui stabilise
localement et exponentiellement le sous-systeme en &. La stabilisation de celui-ci
garantit la stabilité de tout le systeme en cascade. La deuxiéeme étape consiste a
trouver une loi de commande variant dans le temps permettant la stabilité uniforme et
globale de toute la cascade (4.15,4.16).

4.2.1 Conditions de stabilité pour la structure en cascade

Dans la structure cascade (4.15,4.16), nous remarquons que seul le sous-systeme ¢
contient la commande u. L’idée de la commande de ce systeme est inspirée de (Panteley
et Loria, 1998). Cette idée consiste a remarquer que si le systéeme nominal Z = f(z,0)
est exponentiellement stable et s’il existe une commande u = k(§) tel que le sous-
systeme en £ est exponentiellement stable et si de plus ¥(z, &) vérifie la condition d’
accroissement, :

19 (8, 2, ) < 01 ([[€]]) + 02 ([€1]) =] (4.17)

ou 61,0, sont des fonctions continues de R>y — Rsq, alors le systeme (z,&) est globa-
lement exponentiellement stable.
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Proposition 3.1 Le sous-systéme nominal (4.15) (i.e ¥(z,§) = 0) est exponentielle-
ment stable

Démonstration Le systéme nominal (4.15) s’écrit de la fagon suivante
B

_|a !
0 -B

Le systeme (4.18) est un systeme linéaire, ou les valeurs propres de la matrice associée

B
_ZZ]-

4.18
—Bv - ( )

Z =

sont Ay = —B/A et \y = —B, ce qui montre que z est exponentiellement stable. 0

Proposition 3.2 Le terme ¢(z,£) donné par l’expression :

v
—%a—l— (Zg — E) r

B(zx+a)r (419)

U(z,8) =

satisfait la condition (4.17).

Démonstration La fonction ¢(z,7n) peut étre écrite sous la forme suivante

v
ro -2 2
U(z,§) = 4 B
0 0 Br Bxny
ou encore
(2,6 = Gi(2)+ G2 (x)
B
000 —= =
_ [ Blel” 0 1 0
0 00 Bz 0 0 Br O
avec x = [z,£]T, nous avons
1
1G1 ()l = max(B, )/ (=7 +v?)
1

= max(B, )

= 01 [|a,
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et

B B
1G:X¥)[l, < (B+DIrlly+ 7 < (B+D gl +

A A
= 2 (l¢ll,)
et par conséquent nous avons d’apres la propriété de la somme des normes que :

19 (2, Ol < G ()l + [1G2 (%)l -

Par conséquent le systeme (4.15,4.16) est stable autour de I'origine U

4.2.2 Commande discontinue

Dans cette partie, nous désirons déterminer une loi de commande u = k(§) qui
stabilise exponentiellement le sous-systeme (4.16), sachant que la forme de £ = a(&, u)
est donnée par :

ZQ = qar
23 = r
a = T,

T = T

cette forme ne satisfait pas la condition nécessaire de Brockett (Brockett, 1983). Nous
ne pouvons donc pas trouver une loi de commande u(§) continue, lisse et invariante
dans le temps. A cet effet, nous proposons de concevoir une loi discontinue permettant
la stabilité exponentielle locale de (4.16). Notons par ailleurs que le sous-systeme (4.16)
peut se mettre sous la forme chainée suivante, en posant le changement de variables
suivant :

Si=23 Sa=a =2y ui=r up=r,

Ce qui permet d’aboutir a la forme chainée d’ordre 3 suivante

51 = w
52 = U2
& o= Hu (4.20)
U = T

Afin de stabiliser autour de l'origine £ = (&1, &>, &3] " et uy, nous proposons d’utiliser la
technique de backstepping en trois étapes.
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Stabilisation de £; Afin de rendre &; exponentiellment stable, nous utilisons le retour
d’état linéaire uy = —k1& avec kp un gain positif. Le systeme (4.20) s’écrit alors sous
la forme suivante

& = k&

52 = U2

& = —ki&& (4.21)
Uy = Tp

Le probleme consiste maintenant a trouver une loi de commande us, telle que si pour
toutes conditions initiales appartenant a Pensemble Q = {(&1, &2, &3) € R3|&; (fg) # 0},
les états &1, &9, &3 et uy en boucle fermée reste bornés et convergent exponentiellement
vers zéro. Procédons maintenant par 'application du backstepping en trois étapes :

Etape 1 : stabilisation du sous systéme &3 Définissons une fonction de Lyapunov
pour la dynamique de la troisieme équation de (4.21) en considérant & comme une
commande virtuelle pour stabiliser le sous-systeme &;.

Vi(&) = 0.5¢; (4.22)

Si nous choisissons & = Uy (&3,&;) telle que

ks &
v === 4.23
la dérivée par rapport au temps de la fonction de Lyapunov (4.22) devient
Vi=—ks€2, ky>0 (4.24)

Etape 2 : stabilisation du sous systeme & Dans cette étape nous introduisons
la nouvelle variable wy = & — Wy (&5,&) qui représente la déviation de 1'état & par
rapport a Wy (£3,&;1). Considérons la troisieme équation de (4.21), ou la variable & est

remplacée par wy = & — ¥y (&3,&1)

Es = —ki(me+ V)& (4.25)

’('DQ = Uy + k’g (’ZDQ + \Ifl) - k’g% (426)
1

Soit la nouvelle fonction de Lyapunov définie par :

Va (§3,@09) = Vi (€3) + %wg (4.27)
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En dérivant la fonction de V; (&3, w02) par rapport au temps et en choisissant la loi de
commande uy :

uy = Wy (&,62,6) (4.28)
= k18386 — k3 (o + V1) — koo + kgg—?’ (4.29)
1
on peut écrire :
Vy = —ks&s — ka3, k>0 (4.30)

Proposition 3.3  Soit le systeme (/.21), si nous choisissons pour expressions des lois
de commande uy et uy :

Uy = —kflgl (431)
Uy = klfgfl — kg (WQ + \Ifl) — kg’@'g + kg% (432)
1

avec kg > 0, ko > 0 et k3 > ky. Alors nous avons les propriétés suivantes :

1. Les états &,1 = 1...3 sont bornés et convergent exponentiellement vers l’origine

pour tout § € Q= {(&1,&2, &) € R(& (o) # 0} .
2. Les commandes (4.31) et (4.32) sont bien définies et bornées pour tout t > 0.

Démonstration

1. Pour montrer la convergence des états &3 et wy ainsi que leurs bornitudes, nous
intégrons la relation (4.30) :

Vao(t) — Va(to) = —krg/t €§(T)d7' — kg/t wa(T)dr (4.33)

en utilisant le fait que V,(t) > 0 pour tout ¢ > t(, nous avons

Wa(t) = ks / t E2(T)dT + ky / t wa(T)dr < Va(ty) (4.34)

Puisque W5(t) est une fonction uniformément continue, alors d’apres le Lemme
de Barbalat (Khalil, 1996) &3 et @y sont bornées. De plus lim;_.., Wy = 0, et par
conséquent lim; .o, £3(t) = 0 et lim;_ o, wo(t) = 0.

2. Puisque wy(t) converge vers zéro, nous pouvons conclure que &;(t) — Wy (€3,&1) =

k&
k3 &1
tout d’abord la convergence et la bornitude de £3/&; quand ¢ — oo. Notons que

, pour garantir la convergence ainsi que la bornitude de &;, nous devons assurer

Vi = —2ksW; (4.35)
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d’apres (4.35), nous pouvons conclure que V; converge exponentiellement vers zéro

—2kst —kst

, par consequent &3 converge vers zéro selon la loi e™"3*. Puisque

kit

selon la loi e

, nous concluons que le
k‘3—k‘1)t

& converge exponentiellement vers zéro selon la loi e~
rapport (£3/&;) est borné et tend vers zéro selon la loi e~ , si et seulement
si ks >k et fl(to) 7é 0. OJ

Puisque u; n’est pas la vraie commande permettant la stabilisation de tout le systeme
(4.21), nous procédons par une étape supplémentaire de backstepping.

Etape 3 : Commande 7. Notons par x(t,£) = u; = —k1&;, et définissons la nouvelle
variable :

i =u — x(t,§) (4.36)

et considérons la fonction de Lyapunov V3 = V; + 0.54%. A partir de I’équation (4.30),
la dérivée de la fonction de Lyapunov V3 s’écrit comme suit :

Va = —ks&3 — kowi + a(7 — X(t,€)) (4.37)
Pour rendre (4.37) définie négative, nous choisissons 7, telle que :
T = —ksti + X(t,€), ks >0 (4.38)
Ce qui donne 'expression suivante :
Vs = —ks€2 — kyw? — kyi®> <0 (4.39)

Nous pouvons ainsi résumer la construction de la loi de commande pour le sous-systeme

¢ = a(&,u) dans le théoreme suivant

Théoréme 3.1 Considérons le systeme (4.20). Si les lois de commandes 7, et T, sont
choisies telles ques

o st &(0)=0 Vi to <t <t (4.40)
Ta - . .
k1£3&1 — ks (g + W) — kewog + /{:35—‘:’ sinon
TF sl 51(0) =0 vt,to S t S tl
. = " . ) 4.41
! { —kyuq + kax(t,€) + x(t,€) sinon ( )

ot t; > tg, 75 € R— {0}, 77 € R — {0} sont deuz constantes, alors les états (£1,&y,63) "
et la commande u; convergent vers zéro quand t — +o0 pour toute condition initiale

&1(to)
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Démonstration En utilisant le Lemme de Barbalat appliqué a (4.39), nous montrons
que (£1,&,&3,u1) " est borné et converge vers zéro quand ¢ — +o0. De plus & partir de
(4.39), nous pouvons écrire que :

Va(t) < —2min{ks, ko, ks} Va(2)
Va(t) < Vi(tg)e ott) (4.42)

avec o = 2min{ks, ko, k4}, ce qui implique que le vecteur d’état (€7, u;)" converge
exponentiellement vers zéro quand ¢ — oo selon la loi suivante

IE@), u (@] < [1(&(to), un(to))[le™27071), Wei(t) #0 (4.43)

Reste maintenant a traiter le cas ou la variable d’état & (ty) = 0. Dans ce cas la
commande (4.32) ne peut plus étre utilisée car celle-ci divergera a I'infinie. L’idéal serait
de faire éloigner 1'état & du point singulier (&;(tg), &2(t0), E3(t0)) T = (0,&5,€5) T de fagon
a ce que £(ty) € Q. Physiquement cela s’interprete par un changement de conditions
initiales du bateau. Nous appliquons, a cet effet, une propulsion 7 et 7 pendant un
temps ¢, faisant de sorte que le bateau se déplace & une position & = (&5,&5,&5)" #
(0,&,€5)7, une fois que le bateau se trouve éloigné du point singulier, nous appliquons
de nouveau la commande (4.31) et (4.32) et le bateau se stabilise a I'origine. O

Corollaire 3.1 Awvec la convergence exponentielle du sous-systéme & et ayant vérifié
les conditions des propositions 3.1 et 3.2, alors (z1,v, Zy, z3,c,7) " convergent vers zéro
quand t — +00.

Discussion Malgré la simplicité de la commande (4.40) et (4.41) en termes
d’implémentation et d’exécution numérique, celle-ci n’est pas robuste vis-a-vis des per-
turbations. En effet, nous pouvons rencontrer des situations ou 'angle d’orientation du
bateau 1)(t), est perturbé §(¢). Dans ce cas nous aurons &' (t) = & (t) + 6(t). Il peut
exister un temps 7' > ¢y > 0 tels que & (T") = —40(T). Dans ce cas, la commande (4.32)
diverge vers l'infinie et peut causer la destruction du moteur propulseur. L’une des
solutions pour éviter ce probleme est d'utiliser un prédicteur empéchant que &7°"(T)
soit égale a zéro. Cette solution n’est cependant pas facile a mettre en oeuvre. Dans
le paragraphe suivant, nous proposons une solution robuste faisant usage d’une loi de
commande variant dans le temps.
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4.2.3 Commande variant dans le temps

Dans ce paragraphe, nous proposons une solution globale a la stabilisation du sous-
systeme décrit par (4.20), qui représente une méthode basée sur une combinaison entre
la technique du backstepping et une commande variant dans le temps. Rappelons que
dans la technique précédente, nous avons eu recours a une division par 1’état 1) dans la
construction de la commande en utilisant le backstepping. Dans la présente technique
nous allons éviter cette division en définissant une fonction ¢(u;) lisse de classe C*
comme suit

d(ur) = ui™! (4.44)

avec | un nombre supérieur ou égal a 1. Puisque (4.20) est de dimension 3 avec
intégrateur, nous utiliserons quatre étapes du backstepping pour la détermination de la
loi de commande.

Etape 1 : Considérons les sous-systemes & et & de (4.20), ie.,

53 = S
& = uy (4.45)

ol uy est considérée comme la commande de (4.45), alors que u; est une fonction lisse
dépendant du temps. Considérons les variables suivantes :

T = &
T2 = fg—w (446)

avec w une fonction stabilisante que nous allons déterminer. Soit alors la fonction
Lyapunov V| = %x%, sa dérivé le long des trajectoires (4.45) est :

Vi = zyus (@ + 22) (4.47)
Choisissons comme fonction stabilisante @
w=—cr1¢(uy), ¢ >0 (4.48)
L’équation (4.47) devient alors :
Vi = —c122u?? 4 zyzouy (4.49)
En vertu de (4.46) et (4.48) la dynamique de z; s’écrit comme suit

i’l = —Cl.fL'l'LL%l+2 + ol (450)

Notons que pour une valeur arbitraire de u;(¢) nous aurons w = 0 si z; = & = 0.
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Etape 2 : La dérivée par rapport au temps de la deuxieme équation de (4.46) est
donnée par

Tg = ug — @ (xy, ur)(zy + w)uy — @t (21, u1)P(uy) (4.51)

avec 17 = ¢(uq). Soit la fonction de Lyapunov V, = 1V + %x% Sa dérivée le long des
trajectoires de (4.46) est donnée par

Vy = —clycfufpr2 + z129u; + 2o(ug — W (21, uy) (2o + w)uy — @ (21, up)p(uy)) (4.52)

A cette étape nous choisissons 1'expression de la commande u, comme suit :

Uy = —Coy — Tuy + W (2, ur) (T2 + w)uy + @t (x1, ur)P(ur), co >0  (4.53)
L’équation (4.52) devient :
Vo = —c122u?*? — cya (4.54)

Dans le nouveau systeme de coordonnées x = (1, x2), le sous-systeme (4.46) en boucle
fermée est donné par :

. 2142
Ty = —C1r1U; * + Touq
Ty = —Ca%g — T1lUy

(4.55)

Remarque 3.1 La dérivée de la fonction de Lyapunov (/.54) est négative, s’il existe
une fonction uy(t) lisse et continue de la variable t.

Etape 3 : Comme nous venons de mentionner dans la remarque 3.1, les étapes
précédentes du backstepping n’imposent aucune condition sur wu(t) sauf peut étre
qu’elle soit lisse en fonction du temps ¢. Afin d’obtenir la convergence et la bornitude
de l'état & de I'équation (4.45), nous faisons en sorte que u; soit la sortie du systeme
(variant dans le temps) suivant :

ho= Y
Y2 = ao&i +aryr + azye + (21, 22)0(1)
up = Y

= x(y.1)

(4.56)

3

— (IQSZ

a;,t = 0...2 sont des constantes telles que le polynomes s — a18 — ag est de
Hurwitz, v est une fonction telle que "7y (z1,22) = 0 < 1 = x5 = 0”. Nous choisissons
y(x1,15) égale a tanh(x? + x3), §(t) est une fonction bornée et périodique que I'on peut

choisir comme §(t) = sint.
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Proposition 3.3 :  Le point d’équilibre £ = (£1,£2,&3) = 0 et y1 = yo = 0 du systéme
variant dans le temps construit par (4.45) et (4.56) est globalement uniformément
asymptotiquement stable (GUAS).

Démonstration Le systéme composé de & = u; et (4.56) peut s’écrire sous la forme :

y = Ay + h(l, 1, 22) (4.57)
&1 0 0 1 0
avecy=| y |, h= 0 et A= 0 0 1
Y2 V(@1, 22)0(1) ap ar ap

Pour montrer que le systeme (4.57) est GUAS, nous devons tout d’abord montrer la
bornitude uniforme globale puis 'attractivité uniforme de la solution.

1. Bornitude uniforme globale : Pour montrer la bornitude de y(t), nous utilisons
la fonction de Lyapunov V(y) = y' Py, avec P une matrice symétrique définie
positive et satisfaisant PA+ AT P = —I. La dérivée de V (y) par rapport au temps
satisfait 'inégalité :

Vo= —lyl*+2y"Ph
hi
< 24 l—
< Il + =l
Puisque y(x1,25) = tanh(z? + 23), nous avons
[v(w1, 29)6(2)| < 1
et par conséquent, il existe 0 tel que :
Vo<l + eyl
- W o (AT A)
1
< —(1-90 20|yl + ———|lyll; 0<b<1
< =l O+
< —(1=0)yl* Vvl > ¢
_ 1 -
avec ( = SRR Puisque
)‘min<P)HyH2 <V(y) < )‘max(P)||yH2>
alors
: 1-46
V<V Yyl > ¢

Amaz (P)
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et par conséquent nous en déduisons que

)\max(P) -
B < o[ Lmar” ) [— — (t—t ] toll, >
(o)) < |32 S ean| — =] o). Vil > €
Définissons ( = :\\ZG’;((I;))C , soit W5 I'ensemble défini par

Vs ={y € R*: V(y) < Ain(P)5%}

L’ensemble W4 contient la boule B:(0) = {y € R?® : ||x|| < ¢} puisque

mﬁ = Amaz(P)]|2]” <

lyll < ¢ =
= V(y) < )‘min(P>ﬁ2

Ce qui permet de conclure que toute solution de Wg reste dans cet ensemble, d’ou
pour tout ¢ > £y nous avons

Iyl < 6

En vertu de (4.54), il existe une constante ¢ indépendante de ¢, tels que x2(t) +
23(t) < 23(ty) +23(ty) < ¢, et par consequent nous montrons la bornitude globale
et uniforme de de £(t) et y(t).

2. Attractivité uniforme et globale : Pour montrer 'attractivité de la solution,
nous utilisons le principe des inavriants de LaSalle (Khalil, 1996). Considérons le
terme §(t) = sint dans (4.57) comme le premier élément de I’équation différentielle

) 0 1 0
(5 e - (2)

avec ¢ = [0(t),0(t)]T. Considérons maintenant le systéme autonome en cascade

suivante

suivant
.i?l = —Cl.TlU%H_Q + ZToUq
j?g = —CoX9 — T1Uq
y = Ay+h(t,zq,z0) ( 10 > ¢ (4.58)

: 0 1
C- (N0

En appliquant le théoreme de LaSalle, toute trajectoire (x(t), x2(t), y(t), ((t)) tend vers
le plus grand sous-ensemble invariant M C FE, ou E est ’ensemble de tous les points
vérifiant V5 = 0. E/ est donné par

E=E UE, (4.59)
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E1 = {(l’l(t),l’g(t),y(t),C(t)) S R7|U1 = Ty = 0} (460)
et
E2 = {(ﬂfl(t), xg(t),y(t), C(t)) S R7|$1 = X9 = 0} (461)

Nous pouvons a cet effet, prouver la convergence de x; et x5 de deux fagons : d'une
part en montrant que Fs est le plus grand sous-ensemble de F et d’autre part quand
~v(x1,29) = 0, et par consequent, en vertu de I’équation (4.57), y — 0 quand ¢t — +o0,
et enfin I'état € = (£1,&,&) T tend vers zéro quand ¢ — +oo.

Il est donc clair que F5 est le plus grand sous-ensemble invariant de E. Si ce n’est pas
vrai, alors il existe des trajectoires (z1(t),z2(t),y(t),((t)) € E pour tout ¢ > 0 et un
intervalle non-vide Z tel que (z1(t),x2(t)) # (0,0) pour tout ¢t € Z. Ceci implique que
uy(t) = 0 pour tout t € Z. A partir des équations (4.55), nous pouvons remarquer que
xr1 et x9 sont des constantes sur Z puisque leurs dérivées sont nulles. De plus en se
référant a ’équation (4.56), nous vérifions que pour tout ¢t € 7 :

& =0
0 = aoli + a1yr + asys + (21, 22)d(t)
(4.62)

qui mene a une contradiction entre (4.62) et la propriété qui affirme que y(zq,x2) = 0
si et seulement si 2y = x5 = 0. O

Etape 4 : Commande 7, Puisque u; est une commande virtuelle qui ne peut pas
étre utilisée sur le systeme (4.45). A cet effet nous définissons la nouvelle variable

i=u —x(t,y) (4.63)

Soit, la fonction de Lyapunov Vi = Vi + 0.5a2. A partir de 'équation (4.45), la dérivée
de la fonction de Lyapunov V3 s’écrit comme suit :

‘./3 = —01$%U%l+2 — CQQ?% + ﬂ/(TT - X(ta y)) (464>

Pour rendre (4.64) définie négative, il suffit de choisir 7, telle que

T, = —csu+ x(t,y), ¢3>0 (4.65)
Ce qui donne
Vs = —crau™? — cyal — et (4.66)

Nous pouvons, ainsi, résumer la construction de la loi de commande pour le sous-systeme

¢ = a(&,u) par le théoréme suivant
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Théoréme 3.2 (?) Le systéme (4.20) est GUAS autour du point d’équilibre
(&1,&9,&3,u1) = (0,0,0,0) lorsque les lois de commandes T, et T, sont exprimées par :

Fw, s 22

Toa = —C& — (coc1(ur) + up)és + 8—6352“1 + I ¢(U1) (4.67)

7. = —cyur +eax(ty) + x(t,y) (4.68)

Démonstration Posons I'état © = (zyu1, 9, %) . A partir de 'équation (4.66), nous
pouvons écrire que
Vs < —min{cy, e, c3} ||z|?

en utilisant le théoreme de LaSalle-Yoshizawa (Khalil, 1996), le point d’équilibre xz = 0
est alors GUAS. En vertu de la Proposition 3.3 x(¢,y) = y1 = 0 et £ sont GUAS et
par conséquent l'origine (&1, &a, &3, 1) est également GUAS. O

Corollaire 3.2 La convergence uniforme et globalement asymptotique du sous-systeme
€ et au vu des propositions 3.1 et 3.2, 'ensemble du vecteur (z1,v, Zy, 23, c, 1) converge
globalement et uniformément asymptotiquement vers zéro quand t — +00.

4.3 Poursuite de trajectoires pour le modele sous-
actionné du bateau

Dans ce paragraphe nous présentons une technique simple pour le controle du modele
sous-actionné du bateau en vue du suivi de trajectoires. L’idée de base est de considérer
le systeme comme constitué de plusieurs sous-systemes plus simples inter-connectés en
cascade. L’analyse de stabilité s’appuie alors sur la théorie des cascades. Le probleme
de suivi de trajectoires consiste a considérer un bateau fictif de référence de méme
caractéristique que le bateau réel, avec 1'état [y, v4] ", doit étre suivi par le bateau réel
(voir figure 4.2). Si nous considérons les mémes transformations appliquées au bateau
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Virtual ship

T T, X

F1G. 4.2 — Bateau sous-actionné : probleme de poursuite de trajectoires.

réel (4.14), la trajectoire désirée est générée par le modele :

) B B Vg
A= Ty AT S d + (sz - E) Td
Vg = —Bug+ B(z1a+ aq) 74
Zsq = agry
Z3g = T4 (4.69)
g = Toy
Td = Trd

Nous supposons que les signaux de références (x4, Ya, g, Va, Tq) €t (T14, Toq) sont bornés
sur l'interval [0, 00). Afin de simplifier I’écriture du modele de poursuite, nous définissons
les variables d’erreurs suivantes

€1 =21 — 214 €2 =V —Vq e3= Ly — Ly

€4 = 23 — 230 €5 = Q& — Qy €g =T —Tq

L’équation dynamique des erreur s’écrit comme suit

(¢ = —Bei — Beg + (e3eq + rae3 — Zaaes)
Z/ . —%(6266 + €9 — v4€6)
L éz = —B€2 + B(65€6 + rq€s + 0q€s
> +ejeg + ra€1 — 214€6) (4.70)
€3 = ese6+ Trges + Qqep '
Z/ . é4 — €p
2] b5 = Ta— Tay
L €6 = Tr—Trd
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Le probleme de poursuite est par conséquent transformé en un probleme de stabilisation
du modele d’erreur (4.70) autour de zéro.

Proposition 3.4 Les états du sous-systeme Z; sont bornés et exponentiellement
convergent si et seulement si les états de ) ., sont bornées et exponentiellement
convergent.

/
Démonstration Pour le sous-systeme ), considérons la fonction de Lyapunov sui-
vante

Vi =0.5¢"Ze (4.71)

avec e = (er,e2)" et Z = diag(B, 5). La dérivée de la fonction (4.71) le long des

solutions de 2/1 est

. ) I .
‘/1 = B€1€1 + —e969
B
B? B?
2 2
= [ e + Bej(eseg + rgez — Zages)
—e1€265 — €1€27°q + Vg€s€1 + €2€5€66 + €2T¢€5
+ageaes + €a€1€6 + Tge162 — 2146266 (4.72)
Puisque (x4, Ya, tg, Va,7q) €t (T1a, T2q) sont bornés, alors les variables (214, Zog, atg) sont
également bornées. D’ou

Vi < —aVi+a(t)VW (4.73)
ou

B
a; = Zmin{B,Z}

B2
as(t) = \/QBQX% +’B63€6 —|—’Brde5
‘I"‘BZQd@G + |vg€g| + ‘Oéd€6 + 6665)

Il faut noter que si I'on suppose que les états du sous-systeme Z; sont bornés et
exponentiellement convergent alors ay(t) I'est aussi. Soit le changement de variable

©(t) = +/V1, sachant que ¢ = QL\/IVl alors si V; # 0, nous avons la relation suivante

a 1
—5190 + 50a(1) (4.74)

IN

@

Quand V; = 0, nous montrons que (Voir appendice B.3) la dérivée a droite DT ¢ satisfait
¥

Dty < “22—\%) et par conséquent 'inégalité (4.74) est satisfaite pour toute valeur de V;.
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En appliquant le Lemme de comparaison (Khalil, 1996), ¢ satisfait

a 1 [t .
o(t) < plto)e™ 2 70 4 / e 2D ay(6)|de (4.75)

2 to

et par conséquent

(0 = (0 et gl [ bopio
)

€1 — 3 (t—to) 1 — &L (t—to)
< o+ —[1- D (4.76
< (|21 e+ ot - Pl a7

t>to

Puisque a; > 0 et en supposant que as(t) est bornée et converge exponentiellement vers
zéro, et d’apres la relation (4.76), il existe op > 0 et une fonction ~y de classe-K tels que

(

avec e = (e1,e0)" et e = (e3,€4,€5,66)" . O

28 1) < (e (t0). ey ()l ) et (4.77)

Remarque 3.2 Notons que d’aprées la Proposition 3.4, il suffit de choisir une loi de
commande qui stabilise exponentiellemnt le sous-systéme ) .. Une application de la
technique du backstepping permet d’aboutir a ce critére.

4.3.1 Conception de la loi de commande

Définissons le changement de variables :
Ty — €3 —0€yqy T9g — €5 T3 = €4
Uy =T Upg =Tqg U = Ty
Upg = Ty Ul = Up — Upg Uz = Uy — Uq

/
Le sous-systeme ), peut étre réécrit sous la forme triangulaire suivante

Ty = UpgTy — U3

.fil'g - 112

by = @ (4.78)
al = Tr — Trd

Comme dans la section 2.3, nous définissons une fonction lisse ¢(u14) comme suit
O(urq) = ufy! (4.79)

La technique du backstepping pourra étre appliquée pour le sous-systeme (4.79) en 4
étapes :
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Etape 1 : Commencons par le sous-systeme z; de (4.78)
Ztl = U1qT2 — UT3 (480)

Nous considérons la variable x5 comme une commande virtuelle servant a stabiliser ;.
Les variables u14 et x3 sont des fonctions variantes dans le temps. Soit la fonction de
Lyapunov suivante

1
Vi = 53:% (4.81)

La dérivée de (4.81) le long des solutions de (4.78) satisfait :

Vi = uig1 s — T1UsTs (4.82)
Observons quand z3 = 0, pour ¢; > 0,1 (21, ¢(u14)) = —c19(ug)x; est une fonction
stabilisante permettant de rendre (4.82) négative. Pour cela, introduisons la nouvelle
variable
z =z — wi(21, $(u1a)) (4.83)
alors (4.82) devient :
Vi = —c1ug¢(u1g)? + urgmi 2 — T1us3 (4.84)

Etape 2 : La variable z est maintenant considérée comme une commande virtuelle.
Soit la fonction de Lyapunov V5 définie par

1
Vo=Vi+ 522 (4.85)
Sa dérivée satisfait :
Vo = —crtngd(uia)r? + ugrrz — v1usxs
d - dx
+z (U2 - Uzd) - wf(xh ¢(“1d))—¢ - wll(xla ¢(U1d))—1]

dt dt

En choisissant la commande uy comme suit
do(u -
Uy = Ugd — U1 — C2Z + w%(xh ¢(U1d)) gbiﬁld) + w11($1, ¢(U1d)>uld$2

(4.86)

avec ¢ > 0, nous obtenons I'expression pour V5 suivante

% = —cluld(b(uld)x% — 0222 — |:$1 — zwl(xl, ¢(U1d)>xl U2 X3 (487)
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Etape 3 : A ce stade, nous allons définir la fonction de Lyapunov V3 pour les trois
premieres équations du systeme (4.78) comme suit

1
Vi =Vy+ 536% (4.88)

En vertu de I'équation (4.88), la dérivée de V5 donne

Vs = —Cluldcb(uld)xf - 0222 + ZE3(U1 - Uld) - [Il - wal(ﬂch ¢(U1d))] U3
En choisissant la command u; comme

up = uyg+ [—e3xs + (11 — 2wy (11, d(u1a)) ) ug]

= Ug+ wg(xh Tg, T3, Ug, Urq) (4-89)

avec c3 > 0 et

@y = [—csws + (21 — 2@y (21, §(vaa)) us]

nous obtenons ’expression suivante pour V5 :

Vg = —cluldgb(uld)xf — 2% — c;»,m% (4.90)

Etape 4 : Puisque la commande u; n’est pas la vrai commande pour le sous-systeme
(4.78), nous introduisons la nouvelle variable u;. comme suit

Ure = Ial - WQ<LU1, T2, T3, U2, U’ld)
La dérivée de la fonction de Lyapunov V3 le long des solutions (4.78) devient
Vs = —C1u19p(urg) T — co2® — c3h + T3UL, (4.91)

Considérons maintenant la fonction de Lyapunov V, définie par

1
Vi=Va+ gui, (4.92)

Sa dérivée le long des solutions de (4.78) donne :
Vi = —crunag(ug)at — p2® — e3® + Wie(@3 + (77 — Tra) — @2) (4.93)
En choisissant la commande 7, suivante :
Ty = Trd — T3 + T — C4lUre, €4 >0 (4.94)

Nous obtenons

2

Vi = —crunad(ug)a] — c22° — ez — equif, (4.95)
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4.3.2 Analyse de stabilité

Dans ce paragraphe, nous énongons notre résultat par rapport au probleme de pour-
suite exponentielle de (4.78)

Proposition 3.5 (?), (?) Le point d’équilibre (es, ey, es,¢eq) de la boucle fermée ob-
tenue par (4.94), (4.86) et (4.78), est exponentiellement stable si la vitesse angulaire de
référence satisfait la relation suivante

lim inf |rg(t)] > 0 (4.96)

t——+o0

Démonstration La condition sur la vitesse angulaire de référence r4 de (4.96), im-
plique qu’il existe un temps fini t* > 0 tel que |ry(t)| > K et par suite |u1q| > K pour
tout £ > t*.
Soit

B = min {ek7, 09, 03,4}

alors (4.95) implique
Vi(t,z) < —20Vi(t,z), Vt>1t* (4.97)

En appliquant I'inégalité de Gronwall-Bellman (Khalil, 1996) a (4.97), nous obtenons
la relation suivante

Vi(t, z(t)) < e 2PU0V (10, x(tg)) VE > to > t* (4.98)

Par construction V4(t,z) = Vi(t,7(6.)), avec 0, = (es, eq,e5,66) " est bornée par une
fonction quadratique de la variable 6,. Plus précisément, il existe deux constantes po-
sitive 31, B2 tels que

Bul0c|* < Vi(t, m(0e)) < Bolbe|* VE>0 (4.99)

Ce qui implique que

[0e] < \/%eﬂ“t“!ee(toﬂ VE>tg >t (4.100)
1

alors Vt > ty > 0, nous obtenons la relation :

10.(¢)] < \/gi e e PG, (1)) (4.101)
1
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Corollaire 3.3 En vertu de la proposition 3.4 et 3.5, nous pouvons conclure que le
systéme formé par >, et Y, est globalement exponentiellement stable pour tout t > t*.

4.4 Résultats de simulations

Dans ce paragraphe, nous considérons deux cas de simulations afin d’illustrer le
comportement asymptotique du modele sous-actionné du bateau autour de 'origine
d’une part et en utilisant la loi de commande discontinue et la commande variante
dans le temps. Nous illustrons a la fin notre proposition par une simulation montrant
I'efficacité de la commande pour la poursuite de trajectoires du modele sous-actionné.

La premiere partie de la simulation décrit une application de la loi de commande
discontinue et une commande variant dans le temps développées respectivement en sec-
tions 4.2.2 et 4.2.3 pour stabiliser la bateau sous-actionné a l'origine. L’objectif est
de stationner le véhicule marin sous-actionné a la position (x,y) = 0 avec une orien-
tation ¢ = 0. Apres application du changement de coordonnés de la section 4.1, les
parametres de la commande (4.40,4.41) sont choisis tels que ky = 10,ky = 5, k3 =5 et
ks = 5. Les conditions initiales sont comme suit [2(0),y(0),%(0),u(0),v(0),r(0)]" =
[—25.50, 15.64,%,200,0.1,—10.5O]T. La figure 4.3.a, montre la trajectoire effectuée
par le bateau sous-actionné afin qu’il puisse stationner a la position (x,y) = 0 et
¥ = 0. Les figures 4.3.b, 4.3.c et 4.3.d montrent respectivement 1’évolution asymp-
totique des trois variables x,y et v vers zéro. La figure 4.4 montre la convergence
des vitesses linéaires u et v et angulaire r vers zéro, ce qui traduit le stationne-
ment statique du bateau au point d’équilibre (z,y,v) = (0,0,0). Nous effectuons
les simulations dans le cas ou la commande variant dans le temps de la section
4.2.3. Nous avons changé les conditions initiales afin de diversifier le champ d’appli-
cations des deux commandes. Ainsi nous considérons les conditions initiales suivantes
[2(0),y(0),4(0),u(0),v(0),7(0)]" = [-24.75,—37,%,3.65,0,0]". Les parametres de la
commande (4.67,4.68) sont tels que ¢; = 10, ¢co = 10, ¢3 = 15, ag = =2, a; = —7 et
as = —0.5.

Comme pour la commande discontinue, nous tracons ’évolution de la trajectoire du
bateau avant de se stabiliser a 'origine a la figure 4.5.a. Les figures 4.5.b,4.5.c et 4.5.d
montrent la convergence des variables x,y et l'orientation 1. Nous remarquons ainsi
que la dynamique de l'orientation 1 est moins rapide que celle de la position (z,y) : elle
se stabilise apres certaines oscillations. Ceci est du au fait que la commande 7, (per-
mettant la stabilisation de la dynamique r et donc de l'orientation 1) est dépendante

d’une fonction périodique du temps qui est la fonction sint. Ceci est visible a la figure
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F1G. 4.3 — (a) Trajectoire du bateau dans le plan XY, (b,c-d) Convergence respective
de z,y et ¢ a l'origine

4.6 quant a la variation de la dynamique de la vitesse angulaire r.

La deuxieme partie de la simulation décrit une application de la loi de commande
(4.94), (4.86) pour la poursuite d'une trajectoire circulaire d’un bateau sous-actionné.
Nous considérons les conditions initiales suivantes [z(0)y(0)1(0)u(0)v(0)r(0)] =
[8.7,7.48,0.5,0.1,0,0]. La trajectoire de référence circulaire est générée par le modele
(4.69), out nous avons considéré les conditions initiales pour le modele de référence :
29 =0,y =0, =0 rad, ug(0) = Ims™t, v4(0) = Ims~!, rd(0) = 0.5rads™'. Les
gains des commandes (4.94), (4.86) sont choisis tels que ¢; = 50,0 = 80,¢3 = 5,¢4 =
10,¢5 = 3.
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F1G. 4.4 — Convergence des vitesses linéaires et angulaire a zéro

La figure 4.7.a montre ’évolution de la position et 'orientation du bateau dans un
plan XY. Ainsi, nous remarquons que le bateau sous-actionné poursuit parfaitement
(exponentiellement) la trajectoire circulaire de référence. Les figures 4.7.b, 4.7.c et 4.7.d
montrent la convergence exponentielle des vitesses linéaires et angulaires respectivement
u,v et r vers leurs vitesses désirés.

4.5 Conclusion

Comme nous I’avons montré dans le chapitre précédent, qu’'un systeme sous-actionné
ne satisfait pas les conditions de Brockett par concéquent il n’est pas possible de le
controler via une commande continue lisse et invariante dans le temps. Nous avons,
a cet effet, résolu le probleme de la stabilisation d’un bateau sous-actionné par deux
approches différentes. Notre approche repose sur une transformation permettant de
décrire le modele du bateau sous-actionné sous la forme d’une cascade de deux sous-
systemes, un sous-systeme que l'on appelle systeme gouverneur et l'autre sous-systeme
gouverné. L’idée est d’assurer la stabilisation a l'origine du sous-systeme gouverneur.
En obtenant cette stabilité et par 'application directe du théoreme énoncé par (Pante-
ley et Loria, 1998), nous pouvons conclure a la stabilité de tout le systeme en cascade.
Le sous-systeme gouverneur est décrit par une structure de systeme chainé. Pour le
commander, nous avons proposé deux types de commandes, i.e. une commande discon-
tinue et une commande variant dans le temps. Dans les deux types de commandes, nous
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Fi1a. 4.5 — (a) Trajectoire du bateau dans le plan XY, (b,c-d) allures de z,y et ¢

avons réussi a obtenir un comportement asymptotique a l'origine.

La structure en cascade du systeme a permis d’étendre le principe de la stabilisation
au concept de la poursuite de trajectoires, en faisant une restriction sur la nature de
la vitesse angulaire de référence ry. Ainsi, nous avons pu montrer la convergence expo-
nentielle du bateau sous-actionné vers sa trajectoire désirée.

Cependant, il est certainement utile de généraliser cette étude, et de trouver une
stratégie de commande pour la poursuite de trajectoire ou le suivi de chemin quand la
connaissance du modele du bateau sous-actionné est incertaine, dans ce cas 'approche
des systemes en cascades ne peuvent plus étre utilisés a cause du fait que la structure
cascade sera certainement détruite. Une résolution a ce probleme est exposée dans le
chapitre suivant ou le probleme de suivi de chemin est considéré.

50
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F1G. 4.6 — Allures des vitesses linéaires et angulaire a zéro
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Chapitre 5

Différentes Approches pour le Suivi
de Chemins des USV

Les problemes de la poursuite de trajectoires (trajectory tracking) et le suivi
de chemins (path following) des bateaux sous-actionnés ont eu un grand intérét de
la part de la communauté des automaticiens durant la derniere décenie. Le premier
probleme se rapporte au cas ou le bateau doit suivre une trajectoire de référence pro-
duite par un véhicule virtuel comme nous ’avons détaillé dans le chapitre 4. Le second
probleme consiste a faire naviguer le bateau en suivant un chemin predéfini, qui n’est
pas nécessairement généré par un modele virtuel donné. La difficulté principale d’ap-
plication de ces deux méthodes de navigation provient du fait que seules le lacet et la
montée sont actionnés alors que 1'axe de glissement ne 1’est pas. Cette configuration est
la plus commune pour les véhicules marins.

Dans l'approche de la poursuite de trajectoires, le modele de référence a suivre
dépend principalement des parametres physiques du bateau; ce qui d'une part réduit
considérablement la robustesse de la commande vis-a-vis des variations paramétriques
et d’autre part complique la nature des lois de commande. Ceci a motivé les chercheurs
a s’intéresser plutot aux probléemes de suivi de chemins qui sont plus pratique en terme
d’implémentation sur un systeme réel.

L’un des travaux de référence utilisé dans I'approche de suivi de chemins est celui
de (Samson, 1992). L’auteur propose la stratégie de projeter la position actuelle d'un
robot mobile sur le chemin désiré, en s’assurant qu’il existe toujours un véhicule virtuel
sur la trajectoire tout prét du véhicule réel. Ceci est réalisé en appliquant le principe
du repere de Serret-Frennet (SF) qui n’est autre que le repére tangent au point de
la projection du chemin. Le probleme de suivi de chemins est par suite résolu dans
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I'espace d’erreurs de la base (SF). Cependant, cette approche n’est pas tout a fait
globale en terme de solutions. En effet, elle présente une singularité. Considérons une
trajectoire paramétrée par une variable s. Pour tout point de la trajectoire, il existe
un cercle de rayon r(s) = 1/¢(s) tangent associé a celui ci, avec ¢(s) la courbure de
la trajectoire. Si a un instant donné, le véhicule se trouve au centre de ce cercle, alors
le point projeté orthogonal du véhicule sur la trajectoire se déplacera avec une vitesse
infinie i.e. ¢(s) = 0. Samson (1992) a résolu ce probleme en imposant au véhicule
d’étre toujours dans une région (tube) qui entoure la trajectoire de rayon inférieure au
minimum des rayons des plus grandes courbures de la trajectoire. Une telle restriction
fait que les résultats obtenus ne sont pas globaux du point de vue théorique. Un travail
portant sur l'utilisation de la base Serret-Frennet pour le suivi de trajectoires sur les
bateaux sous actionnés a été présenté dans la référence (Do, 2004) en imposant la méme
condition que celle de Samson (1992) pour les robots mobile.

Dans ce chapitre, nous présentons différentes approches pour le suivi de chemins
des bateaux sous actionnés. La premiere approche consiste a améliorer I’approche de
(Samson, 1992), au lieu de considérer une base SF attachée au point de projection
sur le chemin qui est le plus proche du véhicule. Nous considérons que l'origine de
la base SF évolue dynamiquement selon une fonction convenablement choisie, ce qui
nous permet de surmonter la singularité trouvée dans I'approche adoptée par Samson
(1992) et Do (2004). Notons que cette solution présente une limitation. En effet, afin
de simplifier notre approche, nous avons considéré que la vitesse linéaire totale est
constante. Mais, il est toujours possible de relaxer notre supposition dans le cas ou la
vitesse linéaire totale est dépendante du temps. La seconde approche suit pratiquement
le méme raisonnement que celui de la base de (SF) a la différence que le repeére attaché
au point de la trajectoire n’est pas tangent a ce chemin. De plus nous avons fait en sorte
que la vitesse linéaire du bateau évolue en fonction du changement de la courbure de la
trajectoire. Pour plus de détails le lecteur pourra consulter les références (Ghommem
et al., 2007¢e) et (Ghommem et al., 2007¢).

5.1 Paramétrisation d’un chemin

Dans le probleme de navigation, le principal objectif est de faire converger le bateau a
un chemin paramétré C. Deux méthodes de paramétrisation d’un chemin sont possibles :
Par paramétrage discret ou continu.
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Destination

F1G. 5.1 — Un bateau navigue d'un point vers un autre en suivant une ligne droite

5.1.1 Paramétrisation discrete

Une paramétrisation discrete d’un chemin est définie comme suit. Soit 7 =
{1,2,...,n} l'ensemble des indices permettant d’identifier chaque segment [;,i € T
du chemin (voir figure 5.1). A chaque segment /;, nous désignons un repere local R;
dont l'origine est placé au point p; et 'axe = est dirigé vers le point p;; 1. Désignons par
e1 = [1,0]T,es = [0,1]" et ¢; angle d’orientation du repere R par rapport a un repere
de référence &, ce qui permet d’écrire :
e;r(pm - pz)>
el (pis1 — pi)

Soit le vecteur position p € £. Exprimons le vecteur p dans chaque repere local R;. Ce

1; = arctan <

qui permet d’écrire la relation suivante

n(p,i) = R(¥i)(p —pi), et R(Yy) = [ cost; —sing ]

siny;  cos;

Nous obtenons la relation du projeté de la position p sur le segment I; par : e/ n(p, ),
le module |e] n(p,i)| représente la distance Euclidienne de p & I;. Ainsi le chemin est
défini par ’ensemble des points pour lesquels nous avons

P = {p €R3 FiecZavec ey R(W:) (p—pi)|= O}

5.1.2 Paramétrisation continue

Cette méthode, consiste a générer un chemin a partir d’'un ensemble de (n + 1)
points, et a construire une courbe suffisamment differentiable permettant de relier les
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différents points en utilisant les techniques d’interpolations polynomial et des splines.

Afin de construire le chemin désiré py(f), nous subdivisons le chemin en n sous-
chemins pg;,i = 1,...,n. Chaque sous-chemin est représenté par un polynoéme P(0)
d’un certain degré. Puis, nous concaténons les expressions de chaque sous chemin pour
en construire une expression générale pour le chemin global, afin d’assurer que le chemin
construit est suffisamment differentiable en chaque point, les polynémes doivent avoir
le plus haut degré.

Pour plus de clarté, considérons un chemin planaire C € R?. Soit Z = {1,2,...,n}
I’ensemble des indices de sous-chemin de C. Un point de C a pour coordonnés p; =
[24(0),y4(0)]T, 0 € [0,n]. Soit pg = [24:(0),y4;(0)]" avec i € Z un point se trouvant sur
un sous-chemin 4. Désignons par p; = [z, y:]", i € ZU{n + 1} les coordonnées d’un
point du chemin. La condition de différentiabilité du chemin py(0) € C", c’est a dire, la
condition entre deux sous-chemins de C doit satisfaire les conditions suivantes

01/1{.1}1 Tai-1(0) = 01\1?}1 4,i(0) 91/11;1}1 Yai-1(0) = 91\1?}1 Ya.i(0)
1 0 _ : 0 . 0 T 0

01/111‘1}1 Tai1(0) = 01\1{&1 %a:(0) 91/1?}1 Yai-1(0) = 91\1?}1 Ya,:(0)
. or o . or . or . . or

e%r—ll Taia0) = 91\1?711 7ai(0) 91/1?}1 Yai-1(0) = 91\1?711 Ya:(0)

pour ¢ € Z — {1}. Soit les polynémes d’ordres k suivants :

zq;(0) = ak,iek + .o anf 4 aoy
yd,i(g) = bkﬂ'ek + ...+ bl,ig + bO,i

avec {aj;, b;;} sont des coefficients a déterminer. Pour chaque sous-chemin, il y a 2(k+1)
inconnus, soit 2n(k 4 1) coefficients inconnus a déterminer pour la totalité du chemin.
Plusieurs méthodes existent pour calculer ces coefficients. La plus pratique est de formu-
ler le probleme de recherche des coefficients inconnus a un probleme algébrique linéaire
a résoudre, e.g. Ap = b, olt ¢ = A7'b est le vecteur de tous les coefficients inconnus.
Cependant, cette méthode peut rencontrer un probléme numérique quand le nombre de
sous-chemins augmentent et qui se manifeste dans l'inversion de la matrice A.

Exemple 3.1 Nous désirons tracer a partir de quatres points un chemin par la
méthode présentée ci-dessus. Nous fixons les coordonnés de ces quatres points comme

suit (zq(0),y4(0)) = [(0,0),(2,2),(3,3),(5,2.5)] ce qui donne le chemin de la figure 5.2.



Chapitre 5. Différentes Approches pour le Suivi de Chemins des USV 97

Chemin désiré par la méthode d'interpollation cubique

35
3t |
WP,
2.5 (]
2 L.
)
o
>
15+
1t |
0.5 |
WP,
o ;
0 4 5

x,(6)

F1G. 5.2 — Interpolation cubique de quatre points

Dans la figure 5.2, nous remarquons que la solution entre deux points successifs est
donnée par :

l‘d(@) = CL363 + CL292 + a(f + ag
ya(0) = D30 + 0260 + b7 + by

cette solution est indépendante du temps. Le chemin peut en effet étre transformé en
une trajectoire qui varie en fonction du temps et cela en définissant un profil de vitesse
uq(t) sur le chemin. Sachant que la vitesse d’un point sur le chemin pouvant étre calculée
par la formule suivante

Pa(6(2))] = \/@“3(9(?5))2 +y(0(6))%10] = [ua(t)|
d’ou la dynamique assignée au parametre 6 est

_ ud(t)
Vag(0(1)? + y3(0(t))?

En choisissant u4(t) = 0, ceci permettra a un objet en déplacement le long d’un chemin,

0

de s’arréter. Pour une valeur de uy(t) > 0, I'objet se déplace dans la direction positive
du chemin. Quand u,(t) < 0, celui ci se déplace dans la direction négative du chemin.

En général, dans les problemes de navigation (suivi de chemins), nous désirons avoir
une certaine dynamique le long du chemin c’est a dire assigner une vitesse désirée au
parametre # du chemin. Selon le type de commande utilisée et suivant la forme du
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systeme a commander, la dynamique assigné 0 se déduit a partir de la conception de
la loi de commande (c’est a dire : utiliser la variable 0 comme étant une commande
intermédiaire dans la conception de la loi de commande). Afin d’illustrer ceci nous
donnons un exemple d’un robot dessinateur que 'on désire commander afin qu’il puisse
dessiner une forme géométrique représenté par un chemin y; = [0, tanh ()] ".

Exemple 3.2 Pour le robot manipulateur de la figure 5.3, (celui ci peut étre un robot
dessinateur ou robot de soudage), l'objective de la commande de ce robot est de ma-
neouvrer son extrémité le long d’un chemin donné avec une certaine dynamique. Nous

imposons a la vitesse de manoeuvre de ne pas dépasser une vitesse de 3ms=*

Fi1G. 5.3 — Robot Manipulateur Staubli de L’ENSI-Bourges

Afin de simplifier 'implémentation de la commande, supposons que [’on ne peut
commander que deux degrés de libertés de ce robot. Le mouvement du robot est donc
représenté par

jjl = T3
M.’i)g + D(LEQ)J?Q + K($1)Q?1 = Uu
avec T = [w1, 25" est le vecteur position/vitesse de son extrémité, u € R? est le vecteur

commande, M = M" > 0 est la matrice d’inertie du robot, D(x5) > 0 est I'amortisse-
ment du systeme et K(x1) est la raideur du systéme. Nous désirons que la position de
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Pextrémité du robot y = xy suit un chemin défini par yq4(0) avec une erreur inférieur
a 1073m. Pour ceci, nous appliquons la technique du backstepping, en définissant les

variables suivantes :

21
22

Qq

Ty — yd(é’)
2y — ay (1, ya(0), y3(0), wo (0, 1))
= —Kiz +y5(0)we(0, 1)

Les commandes employées dans la procédure du backstepping sont les suivants :

-
|

0+ w6, 1)
e tanh (2] y5(6) + 2, a(6))
— Koz + K(x1)z1 + D(22);1(6)

+M(=21 + o' (0) + lwy(0,1) + o™ x5)

Nous montrons alors par lusage du lemme de Barbalat (Khalil,

limy o 21(t) =

1996) que

0, lim; o 22(t) = 0 et limy_oo @ = 0. Par conséquent, la position de

Pextrémité du robot converge vers le chemin désiré avec une dynamique 6 = wy(0,t).

1 1

08 0.8
—

S° 0.6 i, 0.6
] oy

> 04 3 04
>

_yd

i’

X7y

-0.02

le

-0.04

-0.06

0.8

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.2 0.4 0.6
Temps [s] Temps [s] Temps [s]
25 3 0
20 2.8
= -1
B 15 = 26 .
> 2 R
3 10 © 24
-2
5 2.2
0 2 -3
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.2 0.4 0.6

Temps [s]

(a)

Fic. 5.4 - (a)zy

Les différentes erreurs : z;

Temps [s]

et 2.

Temps [s]

0.8

(b)

0.2 0.4 0.6 0.8
Temps [s]

—

0.2 0.4 0.6 0.8
Temps [s]

: chemin parcouru, yg chemin désiré, et les vitesses de parcours, (b)

L’approche que nous avons adoptée pour le suivi de chemins d’un robot manipulateur
a deux degrés de libertés, suppose que l'on a un actionneur pour chaque direction
(i.e.span(u) = 2), ce qui permet de faciliter le choix des variables d’erreurs utilisées
dans la procédure de backstepping pour exprimer la position de I'extrémité du robot
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relative au chemin. Certes, ce choix n’est pas global quand le systéeme est sous-actionné
(i.e. span(u) < 3ddl ). Un changement de coordonnées s’avere important, afin de faciliter
la détermination de la commande permettant au systeme d’une part de converger vers
le chemin désiré et d’autre part de lui assigner une certaine dynamique de parcours.
Dans (Fossen et al., 2003) et (Breivik et Fossen, 2004), ce probleme a été résolu pour
les véhicules marins sous-actionnés en réduisant ’espace des degrés de liberté (i.e. de 3
ddl a 2 ddl), afin d’avoir span(7) = 2ddl. Dans ces travaux, le chemin a suivre est un

ensemble de lignes droites reliées entre elles. L’approche adoptée est celle de I'algorithme
de (Line of Sight LOS).

Afin de donner une flexibilité a la construction de chemins, nous proposons deux ap-
proches de suivi de chemins pour bateaux sous-actionné. La premiere approche est celle
basée sur la représentation des coordonnées dans la base de Serret-Frenet en considérant
que la vitesse de transit du bateau est constante. La deuxieme approche est similaire a
la premiere : nous exigeons en plus que la vitesse de transit du bateau soit ajustée en
fonction de la courbure du chemin.

5.2 Suivi de Chemins : Premiere Approche

5.2.1 Systeme de coordonnées dans le repere de Serret-Frenet

Dans ce paragraphe, nous allons présenter brievement les notions de base des coor-
donnés de Serret-Frenet. Pour plus de détails concernant les éléments théoriques de ce
systeme de coordonnées, voir (Egeland et Gravdahl, 2002).

Soit une courbe C(z4,y4) avec xq = x4(0) et yg = ya(f) ou € est une variable de
paramétrisation de la courbe C' (Voir figure 5.5). Soit le vecteur position d'un point
sur la courbe & un instant donné ¢ noté par ry = [x4(0(t)), ya(0(t))]. Nous supposons
que r4(6) est régulierement paramétré sur la courbe C, i.e. rqg € Ct et r9 # 0 dans un
intervalle 6 € I. Le vecteur vitesse le long de la courbe C' est donné par vg(t) = 74(t).
Nous pouvons calculer I'expression de la longueur d’un arc s de la courbe C' comme

0 . 0 ~
oo [ [ () ()

Par conséquent, la variable # et/ou la variable s peuvent étre utilisées pour représenter

suit

d’une maniere précise une courbure de C'. L’expression du vecteur unitaire tangent 7'(¢)
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ATe
N(O)
C(xaq(0),va(0))
7(0)
2T
o)
- >y

Fi1a. 5.5 — Courbe C(0) sur laquelle un point est représenté par une variable 6, un
vecteur de position 74(f) et les vecteurs unitaires tangent et normal 7'(0) et N(6).

est donné par ’expression suivante

Ud(t) Ud(t)

T(t) = =
0= Tl ~ 3
Oou encore d 9
T = — = —
¥ =45 =1y

Dans ce qui suit nous allons utiliser la variable s comme variable de paramétrisation de
la courbe C'. Soit ¥gr la direction de T'(s), qui est 'angle entre 'axe x. et la tangente
T'(s). Puisque le vecteur T'(s) a deux composantes i.e. [T}, T}, nous pouvons donc écrire

que Ygp = tan™! <%8) et

Il est intéressant de voir le taux d’accroissement du vecteur 7' par rapport a s,.i.e
‘i—f. Nous trouvons le résultat suivant

dI" — dT' dipsp | —sin(ysr) | dipsr
ds  digp ds cos(Ysr) ds

Notons que [4L] = |d1fl§F |. Nous définissons le vecteur courbure par K(s) = 4T et la
courbure par x(s) = |K(s)| = |d7’2%|. Par ailleurs nous constatons que le vecteur T et

K (s) sont perpendiculaires. En effet, le produit scalaire de (TT%—Z) = 0. Ainsi, nous

pouvons écrire que N(s) = ég‘

,Ou encore :

k(s) = K(s) N(s)
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De la méme facon nous pouvons établir I'expression du taux d’accroissement de la
normale N (s) par rapport a la longueur de l'arc s :

AN(Gs) _ AN dysr o [ ~ cos(vsr) ]

ds dpsp ds —sin(¢gr)
et par conséquent, on obtient les équations suivantes de Serret Frennet :

dT

— = &N

ds

dN

— = —kT

ds
Ysp = KS$

5.2.2 Formulation du probleme pour le suivi de chemin

Dans ce qui suit, nous allons considérer le probleme de suivi de chemins pour un ba-
teau sous-actionné en se basant sur les coordonnées des erreurs cinématiques exprimées
dans le repere de Serret-Frennet. Nous considérons les notations suivantes : ¥gp = g4,
la normale a la trajectoire du repere (SF), N est portée par 'axe Qy. et la tangente au
chemin 7" est portée par 'axe Qz. (Voir figure 5.6).

Y A

{B} I

>
B

X

Fi1G. 5.6 — Modele de bateau et repere de Serret-Frennet.

Les objectifs du suivi de chemins pour un bateau sous-actionné se déplacant avec
une vitesse linéaire totale constante le long d’un chemin © donné, sont : a) Réduire a
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zéro erreur transversale y, et longitudinale x, respectivement. b) Réduire a zéro I’angle
que fait le vecteur de la vitesse linéaire du bateau et la tangente a la trajectoire.

Nous proposons donc de développer la cinématique du bateau (3.52) dans le repeére
de Serret-Frennet {F}. Contrairement a ce qui a été présenté dans le travail de (Do,
2004), le repere (SF) n’est pas attaché a un point de la trajectoire qui se trouve a
proximité du bateau, mais son origine est variable dans le temps sur la trajectoire Q.

Equations Cinématiques

Considérons la figure 5.6. Soit () un point arbitraire sur la trajectoire a suivre et
considérons le repere (SF), {F} attaché a ce point. Le parametre s est la distance
curveligne entre le point ) et un point quelconque de la trajectoire. Soit P le centre
de gravité du bateau dont les coordonnées peuvent étre exprimées soit dans le repere
d’inertie {I} comme [z,y]; ou dans le repere de Frenet {F} comme [z.,v.] ;. La courbure
de la trajectoire au point () est notée par r(s), 1y désigne 'angle que fait 'axe Qz,
avec OTB , ¥ désigne 'angle que fait ’axe O—XB> avec le vecteur vitesse u. Notons par
Ve = Y — 1y Vécart entre ¢ et 4. Soit U = vu? + v? Iexpression de la vitesse linéaire
totale du bateau. La vitesse d’avancement u est supposée constante.

La vitesse du point P exprimée dans le repere de base {I} est donnée par :
QP
dt

avec &d = k(s)$, vp et vg sont les vitesses des point P et () exprimés respectivement

vp=vo +R(Z) L + R x QP) (5.1)

dans le repere de base {I}. R est la matrice de rotation de changement de repere (e.g.
du repere de base {I} au repere de Frennet {F}), donnée par

cos(va)  sin(hg) 0

R = | —sin(¢y) cos(yy) 0
0 0 1
La multiplication & gauche de ’équation (5.1) par la matrice R, donne
—
dQP ~ —
En utilisant les coorﬂnnées suivants, vp = [i,7,0]", Rvg = [$,0,0]7, (?){F} =
[Fe, e, 0] T et (g X QP) = [—r(8)5ye, k(5)57,,0]", puis en résolvant P'equation (5.2)

pour z. et 9., nous obtenons la relation matricielle suivante
Te iy $(1 — k(s)ye)
g | =R | gy | — SK(S)x, (5.3)
0 0 0
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En substituant les équations cinématiques du bateau (3.52) dans 1'équation (5.3) et en
utilisant I'expression de la dynamique de ., on obtient :

Te = (ucosy —wvsiniy)costhy + (usiny + vcosyh)sinyy — § [1 — f@(s)ye]
Yo = —(ucosy) —uvsiny)siniy + (ucosy) + vsin) coshy — k(s)z.
Ve = r—r(s)s
(5.4)

Pour plus de clarté, nous réécrivons I’équation (5.4) sous une forme plus compacte en
définissant la nouvelle variable

V. =ve+ X (5.5)

avec x l'angle fait par le vecteur vitesse d’avancement avec celui de la vitesse totale du
bateau. Selon la figure 5.6, x peut étre calculé de la fagon suivante

X = arctan (%) (5.6)

u est défini comme étant une vitesse constante. En utilisant 'expression (5.5), ’équation
(5.4) devient
te = Ucosyl —35 [1 - m(s)ye]
Ye = Usint} — $k(s)x, (5.7)
gr o= X R(9)8

Equation Dynamique

Le modele dynamique du véhicule marin est obtenu en superposant les équations
(5.7) par les équations dynamiques du véhicule dans la direction du glissement et du
lacet comme suit

te = Ucosyl — 3 [1 - /{(s)ye}
Ye = Usinel — sk(s)x,

U= r4 X —K(s)$ (5.8)
d, 1
o o= Wy U+ —— Ty (t)
mag Mmoo mao
— d, 1 1
- (M1 = ma») uv — r+ Tp——Tp (1)
ma3 ma3 Moz 1M33

Tuww(t) et 7., (t) sont des perturbations environnementales dues aux vents et supposées
bornées :
|Tuwo ()] < T%ma | Twr ()] < Terax
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Remarquons que 'on ne dispose pas d'une dynamique dans la direction d’avancement,
étant donnée qu’on a supposé que la vitesse dans cette direction u est constante.

En ayant le modele dynamique du bateau sous-actionné (5.8), nous pouvons énoncer
le principal objectif du suivi de chemins le long d'une trajectoire {2 donnée.

Etant données un profil de la vitesse angulaire rq et une trajectoire paramétrée par

sa longueur de courbure s, nous désirons déterminer une loi de commande T, par retour
)y , . .
d’état qui permet la convergence a zéro de T, y. et Vy.

5.2.3 Conception de la Loi de Commande

La structure triangulaire du modele dynamique (5.8), nous permet de concevoir la
loi de commande 7, en deux étapes. Dans la premiere étape, nous déterminons une
loi de commande virtuelle qui permet de stabiliser la dynamique z.,y. et .. Dans
la seconde étape, et en utilisant la technique du backstepping nous stabilisons I'erreur 7..

Etape 1 : Stabilisation de la dynamique (z.,y.). La loi de commande virtuelle per-
mettant la stabilisation de l'erreur cinématique de (5.8) est inspirée par le changement
de variable effectué par (Do, 2004). Considérons alors la variable suivante

Ve =V} — ay (5.9)

avec o une commande virtuelle pour ;. Substitutions (5.9) dans les deux premieres
équations de (5.8); ce qui permet d’écrire les équations suivantes :

te = Ucosoy —§ [1 - %(S)ye} + Pz
Ye = Usinoy — K(8)sz. + py
(5.10)

avec
Pr = U[(cos@e — 1) cos s + sin ¢, sin awg}

Dy = U[sin@e cos a: — (cosyp, — 1) sin awg}
(5.11)
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De la seconde equation de (5.11), nous pouvons facilement choisir la commande virtuelle
oy afin de stabiliser la dynamique y, comme suit

vy = — arcsin ( 2), ke >0 (5.12)

La substitution de I'équation (5.12) dans (5.10), donne :
i = Uwmi'my—3[1—a(s)y] +ps

Yo = —kQUyewfl — K(s)sz. + py
(5.13)

avec wy = /1 + 22 + y2 et @y = /1 + 22 + (1 — k?)y2. Nous pouvons utiliser § comme
une commande auxiliaire afin de stabiliser la dynamique x. comme suit

$ = kizew;t + Uy ‘oo (5.14)
avec k; une constante positive, par conséquent (5.13) devient
To = —kimewwt + $K5(8)Ye + Do
U = —koUyew;' — k(s)$z. + p,
(5.15)

Notons que si 'on considére la fonction de Lyapunov Vi = 0.5(z? + y?), sa dérivée le
long des trajectoires de (5.15) ne contiendra pas les termes r(s)sz. et $k(s)y., ce qui
simplifiera considérablement 'analyse de stabilité.

Afin de stabiliser la dynamique de 1),, nous définissons la nouvelle variable suivante

Te =T — Qp (5.16)

ou «, est une commande virtuelle pour la vitesse angulaire r. La différenciation de
I'équation par rapport au temps (5.9), donne

- Uu dgg 1 .
e = Te+0,) — —=(—v— —Tu(t)) — K(S)s
de = Blretar) = g5 (520 = ——n(0) — k()
+koxoye o] 2oy (k:lxewfl — SK(S)Ye — px)
—ko(1 4 22)wwy *wy ! (kaUyewor ' + K(s)xe$ — py) (5.17)
avec (§ = ( — 5—22—;) Ceci permet de choisir la commande virtuelle comme suit
]{?3 - H(S) . u dgg
ap = ——=Ye+ s+ v
B v B pU? (m22 ) -
I . ‘ U l]l\){]ax . l](\]{]aw
_kQ:/Eeyewl TWo (klxewl — SH(S)ye — px) — W —_ tanh g—lm—ﬂ

+ho(1+ 22)w) 2wy ' (ke Uyewwy ' + k(8)zes — py)
(5.18)
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ks et €1 sont des constantes positives. La dynamique en boucle fermée de 1), est donnée

par :
v Maz o (Lo T 5.19
o (Tw,u(t) — 7, tan (5_1 o )) (5.19)

e = _kZﬂZe + fre +

Etape 2 : Stabilisation de la dynamique r. La différenciations de 1'équation (5.16) par

rapport au temps, permet d’écrire :

- d t
o= (mn m22)uv 48 Tr + Tur (1) _ a:ﬂpe (7" _ /43(8)5)
mss ma3 ma3 m3s3

oy (ke — K(8)yes — po) + oV (k1 Uyewy ' + K(s)xes — py)
mi1 das 1

Fa (—ur + ——v + ——— Ty (t 5.20
T(m22 mag Mmoo ( )) ( )

A partir de 'équation (5.20), nous choisissons la commande 7, comme suit

- mip —m d ,
T, = m33( — kyre — Bi)e — (%)uv + mi;ar +al (r — k(s)s$)
—a? (ke — K(5)yes — po) — o (kiUyeoy + K(s)aes — py)
d Mazx Mazx Max Max
—&;’(@ur + 2 v) ~Tor tanh (ET“” ) — OszTw” tanh (Ea;’—Tw” )
ma2 ma2 ma3 €2 33 mag €3 Moo
(5.21)

En substituant 'expression de la commande (5.21) dans (5.20), la dynamique en boucle
fermée de r, s’écrit comme suit :

Mazx

d - T 7 Maz TeT, T,
re = —(k4+ﬁ)re—ﬁ¢e+ <L — M tanh (=) — ay —
mas3 ma3 mas3 €2 33 mas
Max Max
T, r T,
—al—— tanh (o ) (5.22)
mo2 €3 mog

en rassemblant les équations (5.15), (5.19) et (5.22), on écrit la dynamique en boucle
fermée du bateau sous-actionné comme suit :

j:e = —k1$ewf1+éf€(8)ye + Da
. —1 .
Ue = —hkoUyew;  — K(s)sz. + py
. B o _e +Maz
= —kgtpe + Bre + Twu(t) — Ty tanh (———
we 3we ﬁ e U2m22( wv( ) wv (81 Mo
) m d 1
b= ——ur — — o+ —— 1 ()
mao mao mag
d - T, rMaz r, TMaz T,
re = —(kat+ —2)re — Bihe + —L — T tanh () — 2
ma3 ma3 ma3 €2 33 mas3
Max Max
T, r T,
mag €3 ma2

(5.23)
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Analyse de stabilité

L’objectif de la commande (5.21) est de rendre le véhicule sous-actionnée capable
de suivre la trajectoire €2 paramétrée par son abscisse curveligne s. Nous montrons, par
le biais du théoreme suivant, que le systeme (5.23) en boucle fermée est stable.

Théoréme 3.1 (Ghommam et al., 2007a) Supposons que le modeéle du véhicule
marin décrit par la dynamique (5.8) se déplacant avec une wvitesse d’avancement
constante, tangentiellement a une trajectoire lisse paramétrée par son abscisse cuveligne
s, la commande T, donnée par (5.21), ultimement satabilise les erreurs transversales et
longitudinales (i.e. x. et y, respectivement) ainsi que 1., en ajustant convenablement les
parametres kq, ko, k3, ky et €1,9. En outre, la vitesse de glissement v est rendue bornée.
Plus de détails de la demonstration du Théoreme 3.1 sont donnés en Annexe B.4.

Démonstration du Théoréme 3.1 : grandes lignes Le systeme (5.23) possede
une forme particuliere que 'on peut classer parmis les systemes en cascades comme
le montre la (Figure 6.15). Pour montrer 'ultime stabilité de tout le systeéme, nous

Zl chdje 22 xevye -
v
23 —

F1G. 5.7 — Forme en cascade du systeme (5.23)

procédons par prouver la stabilité du sous-systeme (7., 1, ), puis celui du sous-systéme
(Ze,ye) et finalement on montrera la bornitude du sous-systeme v. Pour ceci, nous
considérons en premier lieu la fonction de Lyapunov associée au sous systéme (7, ),)
comme suit :

1 _
Vs = 502 +?) (5.24)
sa dérivée par rapport au temps, nous permet d’écrire 'inégalité suivante :
’ d
Vo < —cVi+ ngi’ avec ¢; = min(ks, ky + ﬁ)
ms3s

=1

(5.25)



Chapitre 5. Différentes Approches pour le Suivi de Chemins des USV 109

1 nou rm nclure qu % ur X, = r.| véri inégalité suivante :
ceci nous permet de conclure que le vecteur X, e, T'e| Vérifie, I'inégalité suivante

3
[Xeell - < 2m<t0)60~5cmtto>+\/@
C1

< a(.)e 0Balt=t) g (5.26)
ou nous définissons a(.) = /2Vi(tg) et b = 4/ % En choisissant convenablement

k1, k4, €5, la constante b peut étre réduite aussi faible que possible.

Pour la stabilité du sous-systeme (z., y. ), nous écrivons les deux premieres équations

de (5.23) sous la forme matricielle comme suit
X2e = f(t,X2e) +g(t7X2e7§(t)) (527)
avec Xoe = [Te,ve| ", £(t) = 1(t). Les fonctions f(t, Xa.) et g(t, Xoe, £(t)) sont définies

par :

[t Xse) = ~hizew; o+ Sn(s)ye ] (5.28)

—koUyetoy t — k(s)s,

g(t, Xoe, £(t)) = gw ] (5.29)

Nous pouvons montrer que le systéme nominal (5.27), i.e. X0 = f(t, X5.) est expo-
nentiellement stable, puisque le terme perturbateur g(¢, Xs.,&(t)) est majoré par une
fonction linéaire de 1),. Nous pouvons conclure que Xs, est ultimement borné.

Afin de montrer que la vitesse de glissement est bornée, nous considérons la fonction
de Lyapunov suivante
Vs = 0.507 (5.30)

La dérivée de V3 par rapport au temps, permet d’écrire
Vs < 71(0) (Vs + 72())e ") + py (o)

avec 1 () et 72 (e) sont des fonctions non-décroissantes de ||(z, Ve, Ve, ) ||, p1(®) est une
constante positive qui dépend des valeurs maximales des perturbations environmentales.

4

5.3 Suivi de Chemins : Deuxieme Approche

Dans l'approche que nous venons de présenter, nous avons exprimé l’erreur
cinématique du bateau dans un repere tangent au chemin dont ’origine évolue dynami-
quement en fonction du temps au fur et a mesure que le bateau approche la trajectoire
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désirée. Dans cette approche, nous avons supposé que la vitesse linéaire de poussée
du bateau est constante. Cela limite les applications potentielles marines des bateaux.
L’approche que nous allons présenter dans ce paragraphe assouplie en quelque sorte
cette limitation en ajustant la vitesse de poussée en ligne en fonction de la forme du
chemin a suivre. L’idée se repose sur un changement de coordonnées global proposé par
(Lefeber et al., 2001) pour la poursuite de trajectoire des robots mobiles.

Td T X

FiG. 5.8 — Interprétation de l'erreur cinématique dans un repere attaché au bateau.

Equations des erreurs cinématiques

Nous interprétons les erreurs cinématiques exprimées dans un repere attaché au
bateau (Lefeber et al., 2001) (Voir figure 5.8) comme suit

e=R"(¥)(1n— ) (5.31)
ou
cos(¢) —sin(yy) 0
R() = | sin(¥) cos(®) 0
0 0 1
-
e = [ Te Ye Ye ] est le vecteur des erreurs exprimée dans le repere (O, X3, Y}),

.
n = [ x oy Y } est le vecteur définissant la position/orientation du bateau dans
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-
le repere de référence (O, X,Y) et ng = [ g Ya WY ] est le vecteur définissant la

position et 'orientation désirées sur le chemin €2, avec

1y = arctan (i‘;z;)

Nous choisissons le repere (Ogy, Xj,Y;) attaché au bateau, tels que I'axe O,X}, soit pa-
rallele a la direction de poussée et I'axe O,Y; soit parallele la direction de glissement

(5.32)

du bateau. Nous voulons que la vitesse désirée de poussée uy soit tangente au chemin
). Dans cette configuration, la differentiation de (5.31) par rapport au temps donne :

Te = U— UgCOSYe + IYe
Ve U+ ugsin, — ra, (5.33)
¢e r—"Trgq

avec ug et rg sont données par les expressions suivantes :

S teraze, e Tal9)yi () — 3 ()uils)
ua = /2332 + ()28, v P (5.34)

Equations dynamiques

On pourra regrouper les équations nécessaire pour exprimer le modele dynamique
du véhicule marin dans la direction de poussée, du glissement et de lacet :

Te = u—ugcos(e) + 1Y
Ve v+ ugsin(Ye) — re.
e = T—14 (5.35)
d, 1 1
0 o= e U+ Tu + Twu(t)
mi1 mi1 mi1 mi
. miy d, 1
v = ——ur — U+ ——Tu(t)
ma2 ma2 ma2
— d, 11
o= (M m22)uv — r+ Tp——Towr(t)
ms33 ms3 mg33 133

Twus Two(t) €t T (t) sont des perturbations environnementales dues aux vents et aux
courants d’eau, supposées bornées :

‘TwU(tN < T%axa ‘va(t)‘ < T%axa Twr(t)| < Tu%ax
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A partir du modele (5.35), nous pouvons énoncer le principal objectif de suivi de
chemins le long d’une trajectoire €2 donnée par la seconde approche.

Déterminer les lois de commandes T, et 7, afin de forcer le bateau sous-actionné
(5.35) a suivre un chemin donné Q0 paramétré par (xq(s),ya(s)), avec s l'abscisse cur-
viligne du chemin. Nous désirons également que la vitesse de poussée du bateau soit
ajustée en ligne en fonction de la forme du chemin.

5.3.1 Conception de la Loi de Commande

Le forme du systeme (5.35) est semblable a celle du systeme (5.8) sauf que nous
possédons en plus une autre équation différentielle décrivant la dynamique du mouve-
ment le long de la direction de poussée. Comme nous ’avons décrit pour la premiere
approche, nous décomposons la conception de la loi de commande en deux étapes en
utilisant la technique de Backstepping.

Etape 1 : Stabilisation de la dynamique (Te, Ve, Ve)

Définissons les variables suivantes
Ue =U— Qyy, Yo =1V —Qp,, Te=T—0, (5.36)

avec Qu,, oy, et a, sont des commandes virtuelles pour u, . et r respectivement. En
substituant (5.36) dans les deux premieres équations de (5.35), on aboutit a :

Te = Ue~+ Qy — UgCOSYe + T,
Ye = U+ ugsinoy, +ugA —rx.
(5.37)

avec A = (sin e cos oy, + (cos b, — 1) sin 04%)- De la premiere équation (5.37), nous

choisissons 'expression de «, comme suit

y = —¢1 + ug cos, (5.38)

avec ¢ = —=%__ [ est un parametre positif que 'on déterminera lors de 'analyse
V 1+x24y2

de stabilité. La seconde équation de (5.37), peut étre stabilisée en considérant la variable
v comme une commande virtuelle a condition que la dynamique v soit actionnée : ce
qui n’est pas le cas pour les bateaux sous-actionnés. Nous ne pouvons pas utiliser cette
variable. Une alternative permettant la stabilisation de la dynamique y. est d’utiliser
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I’abscisse curviligne s comme une commande auxiliaire pour la stabilisation de y.. Pour
cela, nous choisissons la commande virtuelle o, comme suit :

ay, = — arctan (M) (5.39)
(1)
et la commande auxiliaire s,
\/ z3(s)? + ya(s)?

koye

qui vérifie :

avec ¢ = et vy est une valeur filtrée! de v & déterminer, |y(f)| est une valeur

[val <ug™ < 7| < ug™”

Avec l'expression (5.39), nous concluons que la vitesse désirée de poussé uy est donnée
par l'expression suivante

= V/7(t)> + (¢2 + va)? (5.41)

Remarquons que si x, — 0 alors uq — /72 + v2. Si 7 est nulle, alors la vitesse de
poussée sera égale a la vitesse de glissement. Or en général dans le cas de la non-
holonomie des véhicules, la vitesse transversale doit étre physiquement supérieure a la
vitesse de glissement. Ce qui explique la présence de v dans 'expression (5.40).

Remarque 3.1 En adoptant la méme approche de suivi de chemins que dans les
chapitres 6 et 7, la stabilisation de y. se fait directement en éliminant le terme uy de
I'expression ugsinay, : simplement en choisissant pour la commande virtuelle ay,,

expression oy, = — arcsin 22794 ) sachant que la vitesse ug ne peut jamais étre nulle.
Ve o

Substituons les expressions (5.38) et (5.39) respectivement dans les équations (5.37).
Nous obtenons la dynamique en boucle fermée suivante :

ie - _¢1 + Ue + TYe
Ye = —¢2+ Ve +usA —ra,
(5.42)

Il est important de noter que si ug est borné, et (u.,v.) — (0,0), alors z., y. sont bornés
et tendent asymptotiquement vers zero quand ¢ — +o00.

Pour construire une erreur v, = v — vqg qu'on essayera de la stabiliser & ’origine
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Pour stabiliser v, & I'origine, nous différencions la deuxieme équation de (5.36), ce

qui donne :
- kory(t)z. 0. + ug sin(te
Ve = <1 — 72Z§(wm )(re +ay) —rg+ % [vd - kQ(Ud u;sm(w )
_ye<$e(0‘u — Uq COS(%)) + ye(vd + Uqg Sin(%))) )] _ k27(t)xeye
w3 wied  °
+k27<t)(1 + ajg)l)e o V(t) (¢2 + Ud) (543)

2_3 2
Ugw d

oil nous avons défini la variable w = /1 + 22 + y2. Afin de rendre la dynamique ),

stable a 'origine, nous choisissons la commande virtuelle o, comme suit

A = (FWV( kSwe‘i‘rd_?[d‘i‘kQ(w

o(Te(0ty, — g COSYe) + Yo(Vg + g SIN Y, ) ug\
_ Yelae( d ¢)Sy(d d ¢))>] 7<)(¢2+“d)_ d y€>
w Ve
(5.44)
Le dernier terme de l'équation (5.44) sert & éliminer le produit mixte “dAye

ultérieurement lors de l'utilisation de fonction de Lyapunov quadratique en y., we et
Ze. Le rapport w—é est défini pour tout 1/, € R. Pour que a, soit également défini, il faut

que 1 — % # 0. En effet en choisissant ko tel que
d

(g

mzn
Ug

k‘2<

(5.45)

le terme 1 — 2( devient strictement positif et par conséquent «, est défini dans R.
ugw
En remplagant (5.44) dans (5.43), la dynamique en boucle fermée de v, devient

2
kﬂ(t)xe>re udAy kzv(t)xeyeu N Koy () (1 + 27)

;e =—k e T (1 - e
4 3 uiw e uieo’ uieo’

ve  (5.46)

Pour déterminer 'expression de vy, nous différencions v, = v — vg4, nous obtenons

. d, mi1 1 .
Ve = — v — ur + Tuw(t) — Vg
mag ma2 Moz
d, m 1 .
= — v — —11(ueoz,~ + et + ) + ——Tuw(t) — g (5.47)
Mag Mag ma2

ce qui permet de choisir I'expression pour 4, comme suit

Max

dv k (1 2\ Mazx .
Vg = — Vg — @auar + 27 )2< :xﬁ)we — T tanh <U L) (5.48)
mag mag U, ma2 Ev M22
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Substituons (5.48) dans 1'équation (5.47), nous obtenons la dynamique suivante de v,

. d, m kory(t)(1 + 22) - 1
be = ——0p — —L(ure + uetr) + 2l >2( 3 )we + T (t)
Mag Mag Ugt Ma2
Max Max
o g (2T ) (5.49)
mM22 Ey M22

Notons que a, dépend explicitement de v,. Pour dégager ’expression de 04, nous sub-
stituons (5.44) dans (5.48). Nous obtenons alors :

1 dy m koy(t)(1 + 22) - gMaz v, TMaz
Vg = —< - Vg — —=a,alt + chll >2( 5 e)we — 22— tanh (——“’” >) (5.50)
5 Mmoo mag wa Moo Ep Mg

avec 3 = (1 + M (1 — m) 7(5)041,,) et :

mog ugw

“dz(LJHQEYX—m%+m—”?@U”W”m%

r T Ug w
(o (g — e) T Ye(Vqg + ugsin i, y(t
_ Ye(@e(u — ua cos ) + Ye(va + uasiny )))] + %(gbg +v4) —

w3

=

I est facile de vérifier que 8 # 0, ainsi que a¢. Par consequent, il n’y aura pas de
singularité dans ’expression de v,.

Etape 2 : Stabilisation de la dynamique (u.,r.). Dans cette étape, nous allons déterminer
les lois de commandes 7, et 7, permettant la stabilisation de u. et r. a l'origine.
Différencions alors la premiere et la derniere équation de (5.36). Nous obtenons :

d m 1 1
U = ——u+ 2 0r + Ty + Twu(t) —
miy miy miy miy
d mip —m 1 1
Fo = ——0 r—l—( 1 22)uv—|— T, + Twr(t) — ¢,
mss mss mss mss
(5.51)
ce qui permet de choisir les commandes 7, et 7, comme suit
Max
Ue T, k
Tu = —kate + dyor, — mogur + duy, — Tﬁaw tanh (—6&> + mqy 27( ) eye Ve + U 0,
Eu M11 U mog
Maz
mip — m T M3
T, = —ksre +dyo, — —( L 22)uv + ¢, — T%‘w tanh ( e ) + 33 Huve
ms3s Er 33 mo2
kary
—Mma33 (1 ( )e )1% (5.52)

dw
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Ainsi, la dynamique en boucle fermée du systeme (5.35), s’écrit sous la forme suivante :

fte - _¢1 + Ue + TYe
Yo = —0o+ Ve + ugA —rx,
- koy(t)x U A k t)x koy(t)(1 + 22
i = —k3w6+(1— 2725) e)re d 2'7(2)3eyeue+ 27( )2( : )y
wa we udw udw
be = ——p — —L(ure + uetr,) + Mwe + ——Tuu (1)
Mmoo Mmoo wa Ma2
Mazx Max
~Twv tanh (Ue Tuw )
mMag Ey Ma2
k d, oy (t)eye 1
Ue = _( ! + ) e 27( ) Y ¢e + — QU + —Twu
mi mi wa mog mia
Max U Ma:v
_ 'wu t h( eT )
mi Eu Mi11
k d, m k 1
Fo = —(—— 4 —)re + —uv, — (1 27( ) )we —— T (1)
m33  M33 Moo Ud ms33
Mawt . Mazx
_Tw(t) tanh (r L) (5.53)
mss3 Er M33

Nous présentons maintenant notre résultat principal pour le suivi de chemins par la
seconde approche dont on donne la preuve a I’Annexe B.5

Théoréme 3.2 (Ghommem et al., 2007c) Soit une trajectoire ) paramétrée par
son abscisse curviligne s. Le bateau sous-actionné est modélisé par ’erreur cinématique
et la dynamique (5.35). Si Uapplication de la commande (5.52) au systéme (5.35), permet
l'existance de conditions initiales acceptables tels que les erreurs de suivi de chemins
(Te, Yo, Ve, Ve, Ue, Te) convergent exponentiellement & une boule centrée a lorigine, en
choisissant convenablement les constantes ki, ko, k3,4 ,Eu, €y, Er-

5.3.2 Résultats de simulation

Afin d’illustrer notre approche pour le suivi de chemins, nous testons notre
commande (5.21) sur le véhicule marin. Les parametres de la commande sont
ky = 10, ks = 10, ks = 15, ky = 5, &, = 0.02,7 = 1,2,3 et ¢ = 0.2785. Les
conditions initiales pour le bateau sont [x(()) y(0) ¥(0) »(0) r(0) s(0) | =

Im —2m 1.62rad Oms~! Orads™' 0 } Le chemin suivi est défini par x4 = s

et yg = 10 x tanh(0.5s). Nous supposons que l'amplitude de la perturbation est
Tww = LN et 7, = 1IN + 6, avec 6 un nombre aléatoire (0 < § < 1). En premier
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lieu, nous supposons que les perturbations sont nulles pour montrer la convergence
exponentielle du véhicule vers la trajectoire désirée i.e. x.,y. et .. La figure 5.3.2.a
montre ’évolution de la trajectoire du bateau dans le plan (x,y), les figure 5.3.2.b,
5.3.2.c et 5.3.2.d montrent la convergence exponentielle des erreur z.,y. et 1. vers
I'origine : ce qui prouve l'efficacité de "approche.
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F1G. 5.9 — (a) Evolution de la trajectoire du véhicule dans le plan (z,y), (b) convergence
des erreur de positions ., y. (c¢) vitesse de glissement, (d) erreur d’orientation 1,

En second lieu, nous introduisons les perturbations dans la direction du lacet ainsi
que dans la direction de glissement. Il est clair que dans la figure 5.3.2.b 5.3.2.d le
véhicule marin tend d’une fagon asymptotique vers la trajectoire désirée. Cependant la
réponse transitoire de la vitesse de glissement v est plus lente comparée au cas ou les
perturbations due aux effet de la composante 7, sont absentes.
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F1a. 5.10 - (a) Evolution de la trajectoire du véhicule dans le plan (z,y) en présence
des perturbations environementales, (b) convergence des erreurs de positions z., y. en
présence des perturbations environementales (c) vitesse de glissement en présence des
perturbations environementales, (d) erreur d’orientation v, en présence des perturba-
tions environementales



Chapitre 6

Controle de Formation

Dans ce chapitre, nous traitons le probleme du controle de formation pour la coor-
dination de navires, appelés tout le long de ce chapitre ”véhicules marins”. L’objectif
de la commande de chaque véhicule marin est de converger puis de maintenir sa po-
sition dans le groupe, sachant que la structure entiere de la formation doit suivre une
trajectoire donnée avec une vitesse désirée.

F1G. 6.1 — Flotte de la marine Américaine en formation.

6.1 Introduction

L’idée de la coordination d’un ensemble d’objets en mouvement, a pris naissance
dans les applications militaires. En effet, cette coordination est utilisée dans des appli-
cations aériennes, aquatiques et terrestres (voir Figure 6.1), pour un exemple d’appli-
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cations marines. Différents types de structures pour la coordination d’engins mobiles,
sont utilisées : la formation en pointe de fleche ou forme de V, en carré, en colonne
ou en une ligne cote a cote (voir Figure 6.2). L’apport de cette idée sur les applica-
tions était d’assurer la stureté et 'armement défensif du corps militaire de ’armé, et
qui faisaient partie de la motivation pour laquelle on a employé le mouvement d’en-
semble de bateaux, également connu sous le nom de convoyer pour le transport des
approvisionnements pendant la seconde guerre mondiale.

Il y a quelques années, 'armée de ’air américaine a utilisé de plus en plus souvent
les engins de types ” Unmanned Aerial Vehicles” (UAVs) équipés par des capteurs et des
caméras pour des fins d’exploration, de surveillance et de reconnaissance automatique.
De nos jours, un ensemble de groupes de UAVs sont utilisés tels qu'un parmi de ces
véhicules s’investit dans une région particuliere tandis que les autres s’occupent de
la sécurisation de l'espace d’exploration. Toutefois la NASA envisage un autre type
d’application pour le vaisseau spatial ” Terrestrial Planet Finder” (prévu pour étre
lancé en 2014). Celle ci considere la navigation en coordination de vaisseaux comme
étant un seul engin jouant le role d'un grand telescope spatial. Ces vaisseaux seront
virtuellement connectés et peuvent se positionner d’'une maniere automatique dans la
structure de la formation. (Wang, 1996), (Beard et al., 1996).

Pendant les saisons froides, il est courant d’observer une troupe d’oiseaux volant en
formation. La forme en V de la formation montrée dans la Figure 6.3, est utilisé par les
oiseaux de grandes tailles, tels que les canards et les oies. Ce type de formation permet
aux oiseaux de réduire la dépense énergétique et la puissance de vol. Voler en formation
favorise également la communication et la coordination dans le groupe et peut expliquer
I’avantage de migrer ensemble plutot qu’en solitude.

Les écologistes et les socio-biologistes évolutionnistes essaient de comprendre la co-
ordination et le groupement naturel en modélisant le comportement social de chaque
individu : un tel comportement dépend essentiellement de la structure du groupe, des
obstacles voisins et des prédateurs (a détectez et a évitez). Quelques travaux sur la
modélisation du comportement individuel par rapport a son proche voisin sont détaillés
dans les références (Partridge, 1982), (Okubo, 1986), (Vicsek et al., 1982), ect. Ces ob-
servations ont motivé les ingénieurs automaticiens de développer des lois de commande
par rétroaction qui synchronisent et controlent la coordination de véhicules autonomes.
Dans la littérature, différentes applications couvrent actuellement un tres large domaine
d’opération, telle que la coordinations des robots manipulateurs, des robots mobiles, des
satellites et des véhicules (aériens et sous-marins). (Sheikholeslam et Desoer, 1992a)
précise que dans ce types d’applications, les contraintes de communication et les per-
turbations environnementales posent des défis pour la conception des lois de commande.
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Fi1G. 6.2 — Force de I'aire Royal Groupe aerobatique en V.

Nous présentons, ainsi, quelques applications marines afin d’expliquer 'importance du
concept de coordination de bateaux. Une explication détaillée du controle de formation
et aux problemes confrontés est présentée dans le paragraphe suivant.

F1G. 6.3 — Mouvement en groupe d’oies

Exemple 4.1 (Brise-glace escorteur) Pendant [’hiver, la mer de Boscina géle.
Ainsi des navires non €équipés doivent étre escortées par un brise-glace a des ports
finlandais et estoniens (voir Figure 6.4). Les plus gros bateauz comme les pétroliers
nécessitent deux brises-glace au plus. Le navire et ’escorte doivent étre situés a une
distance déterminée afin d’éviter des collisions possibles. Deux méthodes permettent
d’escorter le navire vers les eaux non gelées : 1) Tracer une trajectoire désirée le long
de la glace puis manoeuvrer le groupe de navires et escorter celui-ci. 2) Commander le
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navire afin qu’il garde une distance constante auz brises-glaces.

F1G. 6.4 — Brise-glace et navire de forage dans les eaux de Beaufort.

Exemple 4.2 (Ravitaillement des navires) C’est une méthode de transfert de fuel,
munitions, provisions d’un bateau d’approvisionnement vers un autre bateau quand ce
dernier est en mission (voir Figure 0.5).

Fi1c. 6.5 — Ravitaillement entre deux navires.

Exemple 4.3 (Manipulation coopérative) C’est l'action de coordonner le mou-
vement d’un ensemble de bateaux appelés “tugboats” afin de manipuler la position et
l'orientation d’un grand navire, comme par exemple une platforme de submersible, un
porte avion (voir Figure 0.6). Une telle opération nécessite une haute précision de posi-
tionnement. Dans ce cas l'utilisation d’un systeme de commande globale qui permet de

contrer rapidement tout mouvement non-désiré, améliore considérablement la sécurité
du navire.
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F1G. 6.6 — 2 tugboats aident un porte avion a entrer dans le port de J.F.Kennedy.

Les problemes traités dans la littérature, et le nombre de systemes de commande
développés dans le domaine de coordination d’objets en mouvement sont variés. Dans ce
qui suit, nous donnons un bref apercu du point de vu théorique, des différentes approches
adoptées. Sur cette base, nous commentons notre choix sur 'approche adopter pour la
coopération de véhicules marins sous-actionnés.

6.2 Controle et Coordination de Groupe

Il existe de nombreux travaux sur le controle par retour de la sortie des formations
des systemes autonomes. Des résultats récents peuvent étre trouvés dans les références
(Beard et al., 1996), (Nijmeijer et Rodriguez-Angelez, 2003), (Fax et Murray, 2004),
(Spry et Hedrick, 2004), (Ogren, 2004), (Kingston et al., 2005), (Kumar et al., 2005). Les
applications présentées sont toutes différentes les unes des autres. Par ailleurs, il existe
trois méthodes fondamentales sur lesquelles les différentes approches ont été fondées.

L’approche Leader-Follower

L’architecture de la méthode Leader-Follower, définit un leader de la formation, tan-
dis que les autres membres du groupe suivent la position et 'orientation du leader avec
un certain offset donné. Les premiers travaux sur cette méthode, appliquée a la coordi-
nation de robots mobiles, sont reportés dans (Wang, 1996). (Sheikholeslam et Desoer,
1992b), ont élaboré une loi de commande décentralisée pour le controle de congestion
d’autoroute en utilisant des informations en provenance de la dynamique du leader et de
la distance. L’avantage de cette approche est que la stabilité du groupe est directement
déduite de la stabilité individuelle des véhicules. Elle est également tres dépendante
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de I’évolution du leader vers I'objectif imposé par la loi de commande. Dans un autre
sens, si 'un des suiveurs est perturbé, la formation ne sera plus maintenue. En outre,
le leader est considéré comme un point de rupture de la formation, si le leader tombe
en panne la formation est alors corrompue.

L’approche comportementale

La méthode comportementale est souvent utilisée pour la coordination de robots mo-
biles. Cependant le controle des robots mobiles représente un défi en lui méme. En effet,
ces dernier doivent traiter beaucoup de données en temps réel tout en travaillant dans
un espace (dans la plupart des cas) non structuré, et doivent exécuter plusieurs taches a
la fois telle que la manipulation, 'exploration, le tracage, ou bien de pouvoir se déplacer
en suivant des points predefines, évidement tout en évitant des obstacles (statiques et
dynamique) . Un robot autonome doit donc réaliser plusieurs buts en méme temps.
Cependant, ceci peut causer un conflit entre un robot et un autre dans la formation.
Un degré d’importance entre les robots de la formation est donc assigné. L’avantage
de cette approche est qu’il sera facile de déterminer une stratégie de commande quand
les véhicules ont différents objectifs a atteindre. Par contre, I'inconvenient de cette ap-
proche est qu’il n’est pas évident de définir le comportement de tout le groupe de la
formation. De plus il est difficile d’analyser le comportement du groupe et d’assurer la
sa stabilité théoriquement.

Structure Virtuelle

Dans ’approche de la structure virtuelle, la formation entiere est considérée comme un
seul élément virtuel jouant le role d’un corps rigide. La loi de commande est congue pour
chaque véhicule en définissant une dynamique pour la structure virtuelle. Le mouvement
de celle-ci est, par conséquent, traduit en un mouvement désiré pour chaque véhicule. La
stratégie adoptée afin de réaliser la formation sur la base de cette approche est d’assigner
a chaque membre de la formation une trajectoire a suivre en respectant une certaine
configuration dans I’espace du mouvement, puis d’utiliser une commande par rétroaction
afin d’interdire aux membres de la formation de dévier de la trajectoire voulue. Une
application est traitée par (Beard et al., 1996) et (Ren et W., 2004). (Egerstedt et
Hu, 2001), considerent que chaque membre de la formation poursuit un élément virtuel
défini par une fonction qui spécifie la géométrie désirée de la structure de la formation.

L’avantage de cette approche est qu’il est facile de prescrire un comportement en
coordination avec les membres du groupe. En conséquence, la formation est maintenue
tout au long de la manoeuvre. Cependant, imposer a la formation, de se comporter
comme un seul corps rigide limite les différents types d’applications i.e quand la forme de
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la formation varie dans le temps ou bien lors qu’on demande qu’elle soit reconfigurable
durant la manoeuvre. Cette approche peut donc ne pas étre un choix optimal pour
certaines applications.

6.3 Architecture de Commande pour la Coordina-
tion du groupe

(Beard et al., 1996), considerent que le controle de coordination de systémes
indépendants fait intervenir au moins deux couches d’abstraction comme le montre
la figure 6.7. La couche de supervision est un mécanisme qui coordonne le mouvement
de chaque sous-systeme afin de synchroniser le comportement désiré du groupe. En
revanche, la couche ”bas niveau”, chaque sous-systeme pour étre compatible avec le
mécanisme de coordination. La "loi de commande” locale, doit résoudre différents ob-
jectifs locaux tels que le suivi de trajectoires, la planification de trajectoires avec ou
sans évitement d’obstacles.

Cette représentation englobe, la centralisation et la décentralisation de
I'implémentation et la conception de la loi de commande. La commande centralisée
possede un superviseur (Schéma de coordination) a un point centralisé de la structure
de formation. Par contre la commande décentralisée, suppose qu’une version locale du
schéma de coordination soit implémentée pour chaque systeme. La technique centralisée
est totalement dépendante de 1’état du systeme. Elle exige une grande bande-passante
pour la communication d’information. Pour la commande décentralisée, le schéma local
de coordination doit étre synchronisé, souvent avec les voisins proches du groupe. Une
solution ne demandant qu’une basse bande-passante, peut étre accomplie en construi-
sant un observateur local (les états requis pour la formation).

Communication et partage d’informations

Quand plusieurs systemes doivent étre coordonnés, les informations décrivant 1’état
de ces systemes doivent étre échangés pour que la tache de la commande puisse étre
exécutée correctement. (Ren et Atkins, 2005) énonce 1'axiome intuitif suivant

Axiome 4.1 Le partage dinformation est une condition nécessaire pour accomplir la
coordination du groupe.
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Superviseur
Contrdle de Formation

Cmd Locale

Cmd Locale

1

F1G. 6.7 — Architecture a 2 niveaux pour la coordination de N systemes

La quantité de I'information communiquée dépend de la tache de coordination ef-
fectuée. Sil'on veut synchroniser la position de deux systemes, dans ce cas l'information
sur la position de ces deux systemes doivent étre connues. Si maintenant le but est de
synchroniser le mouvement de deux systemes (position et vitesse), alors les informations
sur la vitesse et sur la position doivent étre partagées.

Exemple 4.4  Considérons, une approzimation du modele de Nomoto d’un pilote
automatique du bateau (Fossen, 2002). Cette approximation donne lieu a une fonction
de transfert liant la vitesse angulaire du lacet et l’action du gouvernail exprimée par :

r(s) _ K
d(s) 1+4+Ts

avec T et K sont respectivement la constante de temps et le gain de Nomoto. Soit donc
les modeles du pilote automatique de deux bateaux

K.
= S =1,2
1+E3 (8)72 9

ri(s)

sachant que 1; = r;, ou 9; est 'orientation du i-eme bateau. Nous pouvons écrire alors

G K

0 s(1+4+T;s)
St nous fizons l'objectif de coordination qui est d’avoir une méme orientation des deux
bateaux, e.g. W = 1y, dans ce cas les bateaux doivent échanger entre eux [’informa-

tion de leur orientation. Nous choisissons une action proportionnelle-dérivée comme
commande issue de l'action du gouvernail o; :

0 = —ky(thi — ;) — kathi, 4,5 =1,2,i#j
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k, et kq sont des constantes positives. Nous fizons une condition initiale de 'orienta-
tion pour le premier bateau 1), = —20° et 1)y = —40°. La synchronisation est montrée
a la figure 6.8. 1l est aisé de constater que les bateauz se déplacent parallélement avec
une méme orientation en se communiquant leurs orientations. Dans cet exemple, seule
l'orientation du bateau est controlée. Pour avoir la position du bateau, d’autres modeéles
plus complezes et d’autres stratégies de commandes employées pouvant fournir les in-
formations sur la position du bateau.
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Fia. 6.8 — Synchronisation de deux modeles d’autopilot de Nomoto

L’objectif de la coordination de groupe peut se traduire par : (i) se rassembler dans
une configuration donnée, (ii) finir le mouvement & un point de rendez vous en un temps
désigné, ou (iii) tout simplement synchroniser le mouvement des différents membres
du groupe. Une alternative permettant le partage d’informations sur la position et la
vitesse durant la manoeuvre est de considérer le cas de la synchronisation des chemins
qui incorpore non seulement 'information sur la position mais aussi I'information sur
la vitesse et l'accélération. Le mouvement du groupe peut donc étre coordonné avec
un minimum d’informations, puisque la connaissance de la position du membre sur le
chemin implique la connaissance de sa vitesse. Pour réaliser une bonne synchronisation,
les chemins doivent donc étre coordonnés depuis le début de la manoeuvre. D’ou le
choix de synchroniser un ensemble de navires manoeuvrant dans un espace largement
ouvert est d’utiliser 'approche de la structure virtuelle précédemment exposée pour
laquelle les navires peuvent uniquement échanger leurs positions relatives au centre de
la structure virtuelle durant I'opération de synchronisation.

Afin d’illustrer notre approche, nous généralisons le développement de la loi de
commande sur une classe de fonctions pouvant se mettre sous la forme normale de
(Isidori, 1989). Cette forme est commune & plusieurs systémes mécaniques pleinement
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actionnés. Toutefois, cette forme n’est pas toujours apparente pour les systémes sous-
actionnées. Cependant, il est toujours possible, a partir d'un difféomorphisme ou un
changement de variables adéquats, de re-écrire les équations décrivant la dynamique des
systemes sous-actionnés sous une forme normale. La loi de commande de tels systemes
s’effectue itérativement en utilisant la technique standard du backstepping (Kristi¢
et al., 1995). Le paragraphe suivant est consacrée a la généralisation du probleme de
synchronisation d’un ensemble de systemes mécaniques pouvant s’écrire sous une forme
normale, sur la base de la méthode de la structure virtuelle et le suivi de trajectoires.
Une application de cette approche sur un ensemble de véhicules marins sous-actionnées
est ensuite détaillée.

6.4 Loi de Commande pour la Synchronisation

En général, un systeme mécanique peut étre représenté par le modele de second
ordre, suivant

T = fu(z) + Gri(ey) e,
Ty = fai(wi) + Goi(wa)u; (6.1)
Yi = hi(ffli)

Ou l'indice 7 représente le i¢me systeme du groupe. x;; € R™ sont les états, x; représente
le vecteur de tous les états z; = [z];, x5,]T € R™ avec n = 2m, y; € R™ est la sortie du
systeme ¢, u; € R™ est sa commande. Les fonctions G1;, G;, f1; et fo; sont des supposées
continues. Les matrice Gy;, Gy, h{" sont de rang plein.

L’objectif de la commande, est de résoudre le probleme de synchronisation pour
un groupe de 7 véhicules marins, décrit chacun par le modele (6.1), qui consiste a faire
converger et maintenir chaque véhicule a sa position dans la formation. Ceci est possible
en définissant un chemin du centre de la structure virtuelle. Les autres chemins décrits
par les membres du groupe doivent se synchroniser avec celui-ci, en d’autres termes
les parametres des chemins 6; doivent se synchroniser avec le parametre du chemin du
centre de la structure virtuelle 6. Mathématiquement, on formalise le principe de la
formation d'un groupe de r membres comme suit.

Définition 4.1 (Probleme de Synchronisation) Soit un groupe de r membres
poursuivant chacun une trajectoire désirée &(60;),i = 1...r, ou 0; est le paramétre
du chemin ©. Trouver la loi de commande u; permettant de résoudre les deux taches
sutvantes :
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1. Pour toute fonction continue 0;(t), forcer la sortie y; a converger vers le chemin
désiré £(0(t))
lim [5:(t) — &(6,(1)] = 0 (6.2)

2. Forcer les parametres des chemins v a se synchroniser avec le chemin du centre
de la structure.

lim |6;(t) — 6p(t)] =0, i=1...r (6.3)

t—o00

Avant de procéder a la résolution du probleme (6.2) et (6.3), nous imposons les hy-
potheses suivantes

Hypothese 4.1
1. Pour chaque valeur de 0;, il existe une valeur unique de y;(0;).
2. Pour un chemin £(6) € C™ il existe un entier K fini tels que {91'(0)‘ <K Ve

R,i={0,1...7}.

La premiere hypothese signifie que 'on a toujours une solution de xy; par rapport au

parametre ¢; de chaque chemin 7. La deuxieme hypothese signifie que 'on a toujours
un chemin régulier, et que la structure virtuelle se déplace toujours vers ’avant.

Passons maintenant a la conception de la loi de commande pour chaque membre de la
formation par I'utilisation de la technique du backstepping en trois étapes (Kristi¢ et al.,
1995). La premiere partie de la conception de la loi de commande résout la tache (6.2).
La tache (6.3) est résolue en employant la dérivée par rapport au temps du parametre du
chemin ¢ comme une commande intermédiaire afin de pouvoir synchroniser les chemins
1 avec celui de la structure virtuelle.

Etape 1 Nous commencons par définir les variables d’erreurs suivantes

21 = yi_fi(ei)

R2i = X2 — Qi
ot on définit x = |21, 9;, ..., 2] ", wi(t, z) est une fonction strictement positive qui

spécifie a quelle vitesse, le i—eme membre de formation doit avancer afin de maintenir
la synchronisation. «ay; est une variable de commande virtuelle associée a I’état xo; qu’on
va fixer un peu plus tard dans la conception. Dérivons (6.4) par rapport au temps. Nous
obtenons :

Z"li = yz — ffl(éz -+ wi(t, l’)) = hf“Gu(l’li)Qﬁgi + hfllfll(ib'h) — ffz(él + wi(t, l’)) (67)
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Choisissons une matrice A;; ”"Hurwitzienne” solution de 1’équation de Riccati. Pour
toute matrice Py; = PlTi >0:

P Ay + AlTZ-Pu = —Qu, Qu-= QL >0 (6.8)

Définissons la fonction candidate suivante de Lyapunov :
T
Vi= Z ZEPMZM (6-9)
i=1
Sa dérivée par rapport au temps est donnée par :

i=1 i=1 i=1
R fra(n) — Ewilt, x)] (6.10)
Nous choisissons la commande virtuelle a; comme suit :

ay; = Gy (h7) ™ [Alizlz‘ — WY fri(wn) + Erwilt, f)] (6.11)

ce qui permet d’écrire :

Vl = - Z ZI;Qlizli + Z QZIiplihfiGliZzi - Z QZE;Puffiéi (6.12)
i=1 i=1 i=1

Etape 2 La dérivée par rapport au temps de (6.5), est donnée par :
Zog = Tgp — Gy = GQi(il?i)Ui + fzz(%) - Oéii - Oé%(éi + wz’(t, iC))

=Y ajy (Glj(xlj)ij + flj(%’)) (6.13)
=1

De méme, choisissons une matrice Ay; " Hurwitzienne” solution de I’équation de Riccati.
Alors pour toute matrice Py; = P, > 0 :

Py Agi + A;Pzi = —Q2, Qu= Qle >0 (6.14)

puis choisissons la fonction candidate suivante de Lyapunov :

Vo=Vi+ Z ZQTiPQiZ% (6.15)

i=1
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Sa dérivée par rapport au temps est la suivante :
r r r .
Vo = — Z ZlTiniZu + Z QZEPuh?Guzzi - Z 2251311-51-9"91-
i=1 i=1 i=1

+ Z 22;;P2i [ng(xl)ul + fzz(fﬂl) - O/L- - a?;(éz + wi(t, ZB))

i=1

B ZT: ayy’ (Glj (215)225 + frj (flflj)ﬂ (6.16)

Le choix de la loi de commande suivante :

u = G [ — Py G (W) T Py + Asizas — foi() + o + afiw; (t, x)

+3 ay¥ (Glj(xlj)@j + flj(xlj)ﬂ (6.17)
j=1
permet d’écrire :
i=1 i=1 i=1

avec z; = [2;,29:] | et Q; = diag(Q1;, Q2;). Remarquons ici, que si 6; = 0 dans ce cas
Nnous aurons

Vo < — ZZiTQiZi (6.19)
i—1

Etape 3 L’équation (6.17) résout donc le premier objectif de la tache (6.2). Pour que
I'on puisse terminer la résolution de la deuxieme tache (6.1), nous devons procéder par

trouver une loi de mise & jour de 6; afin de rendre négatif le second membre de (6.17).
Pour cela, considérons la fonction de Lyapunov augmentée suivante :

1 < )
V=V, + 5 2%(@ —th) (6.20)
Sa dérivée par rapport au temps donne :
i=1 i=1 i=1

+2T:%(9i — 00)(6; + w; — ) (6.21)

i=1
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A partir de (6.21), nous pouvons tout d’abord choisir la vitesse de formation w;, sui-

vante : '
w; = by (6.22)
Le choix de 90, peut étre considéré comme celui de dans (Do, 2004), soit :
fo = wo(t)(1 — kye"20-t0)) =" A2 (6.23)
ot wp(t) est une fonction bornée définie positive, z = [z]}, 2(5,..., 2,7, A est une

matrice définie positive, et k1 et kg sont deux constantes positives, avec k1 > 1. Le
choix de ce type de fonctions s’explique comme suit : quand l'erreur entre la position
du membre et la trajectoire a suivre est grande, le centre de la structure virtuelle attend
a ce que le reste des membres de la formation 'attrape. Quand cette erreur converge
vers zero alors 6 se rapproche de la valeur wo(t), la vitesse avec laquelle la formation
se déplace.

Nous pouvons donc ré-écrire I’équation (6.21) comme suit :

=1 i=1

avec o; = 2ZEPM§Z-9 s QZ;P%O(%@Z- — %(0; — 6p). 11 est clair que pour rendre négatif le

second membre de (6.23), il suffit de choisir :
Par conséquent, on a :
V; < — Z’Z;I—lel - 201-2 (6.26)
1 i=1

1=

Ainsi, nous ennoncons le Théoréeme suivant :

Théoreme 4.1  Le systeme (6.1), bouclé avec la commande (6.17) devient :

zi = E(xi)zi+gi(taxi>9i)§i

Ay hi" Gy,
Fi(x;) = B _ v 6.27
(@) —Py'GL(h§) TPy Ay (6.27)
- o
i(t, 2, 0;) = L
gi(t, i, 6;) —afg

En choisissant pour éz Uexpression (6.25) et pour w;(t, x) l'expression (6.23), les objectifs
(6.2) et (6.3) sont atteints.
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Démonstration : Prenons la fonction de Lyapunov définie par V3 = Y7 2 Pz +
%_ > 7i(0:—00)%. Sa dérivée par rapport au temps, donne 'inégalité (6.26), donc on a :
V3 <0, 1.e (2(t),0;(t) — 0p(t)) est borné. En appliquant le lemme de Barbalat, (Khalil,

1996) a ’équation (6.26), nous en déduisons que :

tlim oo = 0 (6.29)

A partir de de (6.28) et (6.29), il est claire que 'on a satisfait les conditions (6.2) et
(6.3). O

Le théoreme 4.1 établit que tous les parametres des chemins 6; se synchronisent et
que le groupe se déplace le long du chemin dans une configuration donnée. Pour un
membre de la formation, la loi et la mise a jour du parametre du chemin sont comme
suit :

u = Gy [ — Pyt GRS ) T Puzy + Asizo; — foi() + oy + alfiw;(t, )
+> aiy (Glj(l’lj)ﬂfzj + fij (mlj)ﬂ (6.30)
j=1
éi = o;+wo(t)(1— I<L1€_H2(t_t°))€_ZTHZ

On note que la loi de commande pour un membre de la formation dépend non seulement
de I'information sur ses états mais aussi de I'information sur les états des autres membres
du groupe.

6.5 Introduction d’une action intégrale

Le controleur généré par le backstepping sur le modele (6.1), suppose que le modele
n’est pas soumis a des perturbations. Par conséquent, celui-ci ne permet pas d’éliminer
les perturbations externes a moyennes non nulles a moins qu’elles ne soient a la sortie
d’un procédé intégrateur. Afin d’étre en mesure d’éliminer ces erreurs, une solution
consiste a doter le controleur obtenus d'une action intégrale (Lorfa, 2001). L’idée de
principe se résume a introduire, d’une maniere virtuelle, un intégrateur dans le modele
et a procéder a 1’élaboration de la loi de commande de facon conventionnelle a ’aide de
la méthode du backstepping. Ensuite, cet intégrateur sera transféré dans le controleur.
Cela permettra de garantir une erreur nulle due aux perturbations a moyennes non
nulles a I'entrée et/ou a la sortie du procédé.
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Considérons le systeme non-linéaire de (Skjetne, 2005), pouvant se mettre sous la
forme normale (6.1) suivante

&t = flx)+T [g(m, u) + O(z)b
b = 0 (6.31)
y = h(x) (6.32)

avec ®(z) € R™" b € R™ est une constante (ou a moyenne non nulle) provenant des
perturbations externes. Le biais b est dépendant de la commande u par I'intermédiaire
de la matrice I' qui est de rang plein. Si b = 0 alors le systeme est non-perturbé et
pouvant s’écrire sous la forme (6.1).

Une étape supplémentaire dans la concéption du controleur s’avere donc nécessaire
pour obtenir une loi d’adaptation pour b. La loi d’adaptation est dérivée selon (Skjetne,
2005) comme suit :

b=2ld(z) Tz (6.33)

avec lerreur d’estimation b = b — b, Il = IT" > 0 est une matrice de gain, ®(z) est la
matrice de régression adaptative et T satisfait la relation suivante :

YF(x)+ F(z)"T < —I (6.34)

ou F(x) est celle donnée par (6.27). En boucle fermée, I’équation (6.27) avec perturba-
tion s’écrit comme suit

Z; = Fi(xi)zi—i‘gi(taﬂ?i,ei)éi—Fi@i(mi)bi
b = —200&(2)'TTT;2 (6.35)

91 = o, +w(t)(1— H1€7”2(t7t0))67’gnz

Le schéma bloc du systeme (6.1) bouclé est représenté par la figure 6.9.

Théoréme 4.2  Considérons la boucle fermé avec le biais de perturbation di aux
perturbations environnementales (6.35), montrée a la figure 6.9 pour i = 1,...,n. La
loi de commande (06.17) ainsi que la loi d’adaptation (6.33) utilisées, permettent de
stabiliser (z, o, 5) autour de l'origine, d’une maniére uniformément bornée, avec

lim |(z(t), 0 (t),b)| = 0

t—o0
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4 = Fi(wi)z + gi(t, wi, 9,)5, = Tui

\ J 2Tz

| | T I (I E)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

F1a. 6.9 — Systeme (6.1) en boucle fermée (cas perturbé)

Démonstration : Afin d’analyser la stabilité du systeme perturbé en boucle fermé
(6.35), nous proposons la fonction de Lyapunov candidate suivante

n

V=D b

i=1
Sa dérivé par rapport au temps donne :
Vo= 0T = —23 b @(x) T Yz (6.36)
i=1 i=1

Considérons maintenant la fonction de Lyapunov V_; constituée par la fonction de
Lyapunov V3 augmentée par la fonction de Lyapunov V, comme suit

Vap = Va + V4

Sa dérivée par rapport au temps donne l'inégalité suivante :
T T
Vap < =) 5 Qizi = Y o] (6.37)
i=1 i=1

L’inégalité (6.37) est négative ou nulle ce qui implique que la solution (z(t), o (t), b(t))
est bornée. En appliquant le méme argument que celui employé dans la preuve du
théoréme 4.1, nous concluons que l'origine (z(t),o(t)) converge asymptotiquement vers
zéro; c’est a dire :

lim

t—o00

(=(t), o(t))]| = 0
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Exemple Pour illustrer notre approche sur le controle de formation, nous proposons
de simuler le résultat obtenue sur un modele simple de type double intégrateur, (Ghom-
mem et al., 2007b), donnée comme suit

Fi=w, i=1...n (6.38)

que l'on peut écrire sur la forme (6.1), comme suit

Ty, = T
Yi = Ty

avec fli(wli) = fgl(l'l) = 0, Gli(:[li) = Ggl(l'l) =1 et h(a:h) = T1;- La technique du
backstepping appliquée a chacun des doubles intégrateurs donne les lois de commande
d’adaptation suivantes :

wi = —kaze — 2 + o, + ofiwi(t, T) + Z oy’ @ (6.40)
j=1
6 = —7(0 — 00) + (afizai + €1 (00)215) +wp(t) (1 — mye201710))emasThs

ou ko; sont des constantes scalaires. Les fonctions stabilisantes aq; sont données par
Pexpression suivante aq; = —ki;21; + 5?"(91)%(@1:). Les variables d’erreurs zj; et 2o
sont indiquées dans les équations (6.4) et (6.5).

Nous considérons la simulation dun groupe de trois agents® afin d’illustrer 'efficacité
de ce controleur. Les conditions initiales ainsi que les parametres qui rentrent en jeux
dans ce controleurs sont données comme suit :

kii=05, ky=5 ~=1
K1 = 05, Ko = ].0, R3 = 10

A=

O O =
o = O

0
0 y 01(0) - 1, 92(0) - 05
1

La trajectoire de référence, que le centre de la structure virtuelle doit suivre, est choisie
tel que & = 0. Pour les autres agents, les trajectoires choisies sont :

&(0,) = 5+3cos<%>

&(0) = —5—3cos <92—2>

! Agent pour dire que tout un systéme mobile est modélisé par un double intégrateur
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La position pour chaque agent est donnée par :
11 = 0, 192 = 4, T3 = -3

Les choix faits pour les chemins &; signifient que le premier agent est contraint pour

Time [s]

F1G. 6.10 — Poursuite de trajectoire pour les trois agents

suivre une ligne droite. Par contre les deux autres agents se déplacent sur deux chemins
sinusoidaux. L’évolution des positions des agents en fonction du temps sont tracés a la
figure 6.10. Les variables d’erreurs sont tracées a la figure 6.11, tandis que les erreurs
sur les parametre des chemins sont tracées a la figure 6.12. Il est clair que, d’apres ces
figures, chaque agent suit asymptotiquement son chemin désiré produit par la structure
virtuelle. Par conséquent la formation est ainsi réussie.

6.6 Controle de Formation de Navires Sous-

Actionnés

Nous allons pouvoir appliquer cette théorie sur la coopération d’un ensemble de
bateaux sous-actionnées. Considérons le modele d'un tugboat (figure 6.13) équipé de
deux hélices/gouvernails en arriere et d’'une hélice transversale. Celle-ci est rendue non
opérationnelle durant la manoeuvre. Comme au chapitre 1, nous simplifions les modeles
mathématiques des bateaux pour les écrire sous la forme suivante :

o= R(¥i)v; (6.41)
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Fia. 6.11 — Convergence des variables z;,2 =1...2
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F1G. 6.12 — Synchronisation de 6, et 65 avec 6,

ou b; est le vecteur qui rassemble les constantes inconnues issues des perturbations
environnementales, que nous considérons nulles en premier temps. i.e. b; = [0]3x;.

6.6.1 Configuration du groupe de la formation

Pour un nombre de n-bateaux, on associe n chemins paramétrés. Quand ces derniers
sont synchronisés, les bateaux sont dit en formation. Nous adoptons la structure virtuelle
décrite précédemment pour réaliser cette formation. Le centre de cette structure se
déplace le long d'un chemin de référence &(6y) = [240(00), yao(Po)] ", avec Oy le parametre
de ce chemin.
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[ 4

0

Fic. 6.14 — Configuration des bateaux durant la formation.

Nous désignons par l;(zq(0;),ya0(0;)), la distance entre le centre de la structure
virtuelle et chaque bateau de la formation (figure 6.14). Quand le centre de la structure
virtuelle se déplace le long du chemin &y(6y), le reste des bateaux vont se déplacer le
long de leurs chemins &(6;)1<i<n = [24i(0:), yai(0;)] ", on 0; est le parametre du i-eme
chemin.

§i(0:) = &o(0o) + R(vao(0:))li(wao(6s), yao(0i)) (6.43)

R(140(0;)) est la matrice de rotation du repere lié au centre de la structure virtuelle du
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repere fixe OXY donnée par

cospo(f;) —sinyp(b;) 0
R(Yao(0:)) = | singo(0;) costho(6;) 0 (6.44)
0 0 1
0;
N o — Yao
Yao(0:) arctan <:r;gi ) (6.45)

6.6.2 Formulation du probleme

Afin de simplifier la conception du controleur pour la formation, nous supposons
que tous les états des bateaux sont mesurés et qu’il n’y a pas de retard de transmission
entre les bateaux. Nous considérons également que les conditions de I'Hypothese 4.1
sont vérifiées. En suivant la définition 4.1, le probleme de synchronisation des bateaux
se résume en deux conditions, a savoir :

Jim [, () = na(@)|| = 0 (6.46a)
lim [6;(2) = 6o(t)] = 0 (6.46Db)

L’objectif que nous devons atteindre est double : i) Poursuite de la position et orienta-
tion des bateaux (chaque bateau doit se déplacer avec une vitesse linéaire tangente au
chemin). 4i) Synchronisation des parametres de l’ensemble des chemins.

6.6.3 Suivi de chemins et lois de commandes

Identiquement au chapitre 5, nous interprétons l'erreur de poursuite du chemin pour
chaque véhicule marin exprimée dans un repere attaché au chemin & comme suit :

Tei Ty — Tdi
Yei | = RT(%‘) Yi — Ydi (6.47)
Vei Vi — Yas
avec g4 I'angle entre le chemin et I'axe X défini par
v
bas = arctan( gé> (6.48)
& gi

Dans la figure 6.14, (O, X,Y") désigne un repere fixe attaché a la terre; (Oei, Xei, Yei)
est un repere attaché au chemin &;, tels que (OgXei) et (OgYe;) sont respective-
ment paralleles aux vecteurs vitesses linéaires d’avancement u et de glissement v. La
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différentiation par rapport au temps de I’équation (6.47), donne le modele d’erreurs
cinématiques suivant :

Tei = Ui — Ugi COSPei + TiYe;
Yei = Ui+ UgiSINYe; + Tie; (6.49)
¢ez‘ = Ti—Tdi
ou,
Ugy = \/xié(é)i)%yg;i(&i)?éi (6.50)
0 (0% (0) — 2% (0% (6,) -
re = i (0i)yq; (6:) xdz(el)ydz(ez>9i (6.51)

0; 0;
q;(0:)? + yg; (0:)?
Les équations (6.50) et (6.51) expriment respectivement les vitesses linéaires et angu-
laires désirées de chaque bateau. Il faut noter que ces vitesses sont ajustées par 6;. Le

modele d’erreurs cinématiques avec la deuxieme équation dynamique (6.42) permettent
de ré-écrire le modele dynamique pour chaque véhicule marin comme suit :

Tej = Ui — Ugi COS Vej + TiYei
Yei = Ui+ Ugi SINYe; + 7T
wez‘ = Ty —Tq
U = Ty
Ti = Tri
avec :
My b — da2;
a; = s T )
Mmag; Mma2;
_ Moy dii 1
Tui = —— VT — Ui + ——Tui
mi; maii; maiy;
_ M1 — Ma2; d33; 1
Tri = ————————UV; — T+ Tr
mss; mss; mss;

Nous avons a 'aide de la transformation (6.47), converti le probléeme de suivi de chemins
en un probleme de régulation de (6.52).

Puisque la structure (6.52) est sous la forme triangulaire , semblable a celle de (6.1),
nous pouvons donc utiliser la technique du backstepping afin de déterminer le controleur
pour le systeme (6.52). Cependant, étant donné que celui-ci présente une contrainte de
second-ordre, nous ne pouvons pas appliquer directement la technique du backstepping
vectorielle précédemment détaillée, Nous apportons donc quelques modifications légeres
a la technique standard.
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Idée de la commande : La technique du backstepping consiste a trouver une fonction
stabilisante pour chaque sous-systéme jusqu’a parvenir a déterminer la vraie commande
du systéme. Pour notre systeme (6.52), nous commengons par la stabilisation de la
dynamique de x.;. Ceci s’effectue en considérant u; comme une entrée de commande
a celui-ci. Par contre pour stabiliser la dynamique ye;, nous ne pouvons pas considérer
v; comme une entrée de commande. En effet, celle-ci est de nature non commandable
(sous-actionnée). Une solution est de considérer la dérivée par rapport au temps du
parameétre 0; comme une entrée intermédiaire servant a la stabilisation de y.;. Toutefois,
cette méthode n’est pas directement applicable puisque nous voulons utiliser cette variable
comme une entrée de commande pour synchroniser le mouvement du groupe. Pour y
remédier, nous définissons la variable suivante :

0; = 0; — wi(t, Te, Ye, Ve) (6.53)

avec Te = [$617x627 cee 7xen]T7 Ye = [yelaye% cee 7yen]T7 we - [¢617 we% cee 7wen]T-
wi(t, Te, Yo, Ve) est une fonction définie positive, définissant la vitesse pour laquelle le

véhicule marin se déplace, afin de maintenir sa position dans la formation.

Avant de procéder a la conception du controleur, nous définissons les variables sui-

vantes :
Ue; = Uj — Oy
Vei = Yei — uy,, (6.54)
Tei = Ti— Qi

Qui, Qp, et ap, sont des commandes virtuelles que 'on déterminera plus tard dans le
développement de la loi de commande. Afin d’étre cohérent dans la présentation, nous
procéderons au développement en quatre étapes en commencant par la dynamique de

Lej-

Etape 1 : Stabilisation de la dynamique de x.; En substituant la premiere équation
de (6.54) dans la premiere équation de (6.52) avec 'utilisation de la relation (6.53),
nous obtenons I’équation suivante :

Tei = Uei + Qi — Ug; COS Yei + TiYes (6.55)

En utilisant I’expression de la vitesse linéaire désirée définie en (6.50) tout en définissant

Uy = \/x2§(9¢)2 +4/5(6;)2, I'équation (6.55) se ré-éerit de la fagon suivante :

Tej = Uei + i — Ugi (0 + w;) COS Yei + TiYei (6.56)
Choisissons maintenant la commande virtuelle a,,; comme suit :

Qi = — P15 + Ugiw; COS Ye; (6.57)
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avec p; = k;’f, ki > 0et wy; = /1 + 22, + y2. La dynamique de z,; en boucle fermée
est donnée par :

Goi = — P15 — Tail; COS Vi + Ues + Ti%Yei (6.58)

E’tape 2 : Stabilisation de la dynamique de ye;.
Imposons une vitesse désirée dans la direction non-actionnée vy. L’erreur de la vitesse
de glissement est donnée par

Vei = Vj — Vg

Choisissons pour la commande virtuelle o, comme suit

. . + Vs
Qy,; = — arcsin (M> (6.59)
Udg;
avec pg; = k;—?j‘”, koi > 0 and ug,, = Ugw;. En substituons (6.59) dans la deuxieme

équation de (6.52), nous obtenons la dynamique suivante en boucle fermée de y,; :

Yei = —P2i + Vei + Ugy; Ai + Uil SN i — T30 (6.60)

ou nous avons défini A; = sin ¢),; cos v, + ((COS the; — 1) sin a%i).

E’tape 3 : Stabilisation de la dynamique de ;.
En dérivant par rapport au temps la deuxieme équation de (6.54)

- it e E2iYeiTe; koi(1 4 2%) P2i + Vs .
i = (1- )TeH'Oém'—Ti— Uei + Ve — Uy,
¢ ( qui ( ) d W%ZUZ wiUl udOiUi dot
Vai koi [V + g SNV Y2 (Vai + ai SIN Vi) — Yeilei(Qui — Ugs COS e;)
+—+ — — 2
Ui Ul T, Wi
(6.61)
avec : U; = \/ u?im — (¢2; + va;)?. A partir de ’équation (6.61), nous pouvons choisir ko;
tel que
koi < |min(ug,,) — maz(vg)| == k;z
koi < min(Uy) := ky,
Soit :

ki = min(k;i, kgz)
La commande virtuelle «a,; peut donc étre choisie afin de stabiliser la dynamique de

(6.61) comme suit :

@ Udy; AilYei  P2i + Vai .

%) -1 < _ k3ﬂzez’

oy = <1 — + Tgiw; — - - + Udy,
w1 U; Wo; Ui Ve Uy, Ui '
. 2 .
B @ |:Udi + Ugy, SINPe; B Yo (Vai + Ugs SN Vi) + Yeiei (i — Udg, COS Vi) D
3
U; w1, Wy

(6.62)
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O 00wt (0035 (0w (0,

’ . _ x b (0; L )—x ; b :

pour laquelle nous avons définie 74 = =4 ye‘jl(a )’2+ g;(el)fdl ~. Remarquons que le terme
Zqi\Yi)"TYq; \Yi

est inclus dans 'expression de la commande virtuelle «,; afin d’éliminer le

Udg; DiYei
hei
produit mixte dans lexpressmn de la dynamlque de y.;. Par ailleurs ce terme est bien

définie car “w fo cos t) dt et <2 we = fo sin t1),dt sont définies pour toute valeur

de 1),
La dynamique de 1, en boucle fermée est par suite donnée par I'expression suivante

- k i _ei k iLei k iYeilei k i 1+ xQ Uu Az ei
wd - 3 w + (1 + 2 )7“62- 21 y 2 ( ) o do; y

- Uej Vei -
T2; qui wlZU th ¢ei

ﬂdiéik% SIN Qe Y2 SIN i — Teilfes COS e (6.63)

3
Ui W1ii TW1;

Afin de déterminer 'expression de vy, nous différencions par rapport au temps
Vei = V; — Vg On obtient

Vei = —a;U; — bjur; — Vgj

= —a;V; — bjuciay; — bireiu; — bjow,i 0y — Vg (6.64)

ce qui nous permet de choisir I’expression de 04 comme suit

kgl(l + $31)

Dei 6.65
=i 0 (6.65)

Vi = —a;Va; — bioicu; +
le dernier terme de I'expression (6.65) est inclus pour éliminer le produit mixte dans
'expression de la dynamique de ;. Ceci permet d’écrire

k21<1 +$2>
@} U;

7

Vi (6.66)

Vei = —QiVei — biTeitly — Ditlei0ty —
FEtape j : Stabilisation de la dynamique (Ue;, Te;)
Dans cette étape, les commandes 7,; et 7,; seront déterminées. A partir de la premiere

équation (6.54), il est facile de déterminer la dérivée par rapport au temps de u.;. Ainsi,
on obtient ’expression suivante

Uei = Tui — (9 +w;) — 0ol — Z s ( — Tigi (0; + w;) cos he; + ijej)

— Z ol <ﬂd] (0, + w;) sintbe; — 75Te; + Uj) Z awe] <7“ej +

—Fdj(ﬁj + w]')) (667>
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L’équation (6.67), nous motive a choisir la loi de commande 7,; comme suit

Tui = —kutle; + i +al, + Z o, ( — Udy; COS Pej + rjyej>

+ Z Qe <udol SN Ye; — TjTej + vd]> + Z a% (Tej +oay — 'Fdjwj>

7=1
ki eiter T
et Vei + bVt — Tei (6.68)

" @y, U;

avec ky; une constante positive que l'on déterminera dans I'analyse de la stabilité. Les
deux derniers termes de I’équation (6.68) sont utilisés afin d’éliminer les produits mixtes
en T, e; et ve;. La substitution de (6.68) dans (6.67) permet d’écrire la dynamique en
boucle fermée de u.; comme suit

Uei = —Kkaille; — a 9 — Za udJQ COS Ve — Zam Tdﬂ + b Vei Otpi — T
Jj=1 j=1
_Zaye] (v © g sing )+ Paileiei (6.69)
€] vy €] w:l))ZUZ el

De méme, a partir de la derniere équation de (6.54), la dérivée de r,; par rapport au
temps donne :

Fei = Tri—al (0 +w;) — o, Z s < — Tgi(0; + w;) cos e, + rjyej)

— Z a, (ud] (0, 4 w;) sine; — 1jTej + Uj) Z ale <7~6j + ay;

(05 +wy)) (6.70)
La loi de commande 7,; est ainsi déduite a partir de I'’équation (6.70). Elle s’écrit comme
suit
= = _k Tej Koiei \ ~
Tei = 5iTei + a fwi + ozm + Z a, — Udy; COSYej + TYej ) — (1 + —) Vi

+ Z a;’ (udoi SIN the; — 1'j%ej + Vg > Z a%] (rej + O Tl > - biveius
(6.71)

avec kj; une constante positive. Substituions (6.71) dans I’équation (6.70). On extrait,
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ainsi, la dynamique en boucle fermée de r.; suivante

Foi = —hsire — a6, — Z o5 g cos ey — Z i’ (Uej + tig; sin %j)
Yej — k?z Lej
- Z Qg de <1 + U >¢ez +b; i Vei Ug (672)

Le systeme (6.52) avec la loi de commande en boucle fermée (6.68)-(6.71) peut s’écrire
sous la forme suivante :

iei = —P1— adiei COS ¢ei + Ue; + TiYei
Yei = —P2i + Vei + Uagy, Ni + Ugi0; SiNYe; — 7T
) 2
o koite; kzzyezl’ez koi(1 + 22,) ©a2i + Vi .
Yei = (1— (Tei + Qi) = Tai — ei Vei — ———57 Udy,
qui U th udOiUi
_‘_% 42 k2@ [Udz + Ug; sin wez - yei(vdi + Ug; sin wei> - yeixei(@ui — Ugq; COS wei)]
3
U, U, T4 Wi
. k‘gl(l + T )
Vi = —QiVej — biTeitly — bitleitry — —¢ez
th
. n
. 0; )
Ui = —kyue — a0, — E a udﬂ COS Yej — g am Tdﬂ + Vi Otpi — T
— o
3 k AT —
Yej — . 2iYeiLei
— E o, (Uej + tUg;0; sin ¢ej> + = Ve
. 9, = Y _ = .
Tei = —ksiTei— 0,i0; — E a, udjﬁ COS Yej — E a,s’ (vej + Ug;0; sin z/}ej)

FoiTei\ +
- Z T Tdy (1 + = i )1/)&' + biveits

(1%
(6.73)

Remarquons que pratiquement dans chaque équation de (6.73), il apparait le terme 0.

Si I'on considére ce terme est nul (6; = 0), le systéme (6.73) est dit, systéme en cascade
comme le montre la figure 6.15. Dans cette structure, la dynamique du systeme »_,,
U = (Uei, Te;) est considérée comme entrée respective pour le sous systeme ) , et > o
dans ce cas, le systeme (6.73) peut étre ré-écrit sous la forme suivante

1 = fi(z1, e, u)

Ty = foz2,u)
(6.74)

Pour ce type de systéme en cascade, il est établi dans (Chaillet, 2006), le résultat
suivant : Si le systeme aval @7 = fi(x1, 29, u) est iISS(Sontag, 1990) et si de plus
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Uejy Tei

L.

=
Ueis Tei 2 Vei

Les Ye, 1/}8
23 L

*1

F1a. 6.15 — Systeme (6.73) est sous la forme cascade quand 01 =0.

le systeme amont @y = fo(za,u) est également iISS alors la cascade (6.74) est ilISS.
D’autre part si 'entrée u converge exponentiellement vers zéro alors la cascade 1'est
aussi.

Ainsi, on a montré le premier point de notre objectif de controle de formation (6.46),
qui représente la convergence de la position de chaque membre de la formation vers la
trajectoire spécifiée. Cependant, la synchronization n’étant pas encore réalisée. En effet,
il faut que le parametre de chaque trajectoire puisse étre synchronisé avec celui de la
structure virtuelle. Il faut donc continuer la dérivation du controleur en considérant que
dans le systeme (6.73) le terme 0; n'est pas nul et il faut, par conséquent, chercher une

expression pour 6; afin de satisfaire le second point de 1’ob jectif (6.46). Ainsi considérons
la fonction de Lyapunov suivante :

Vi="Vig+ Y 8i(6; — 6o)* (6.75)
i=1

avec Vig = 0.5 30 (22 + v% + % + u? + v% +12) et §; est une constante positive. La

dérivée par rapport au temps de la fonction (6.75) donne

Vi = —W+ Z@u + Z@m’éi + Zzg&'jéj
i=1 i=1

i=1 j=1

+i5i(9i — 00)(6; + wi — o) (6.76)
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ou l'on défini
n _
kiux k?my k’3z‘¢2~
2 2 2
W = ci < + 1{541'?1/6@- + k5irei + CLZ'Uei
Wi W1i TWai
=1

_ ye] ye]
®1i = YeiVei — E o7 vejrez E (67 Uejuei

O — s _ Ugiko; [SIN e;
92i = Ugi SN VeilYe; — Ugi COSVeiTe; +
Ui W1ii
2 .
Yei S11L wei — TeilYei COS ¢ei 0; 0;
wry;
_ Tej — Yej — : ¢ej
Ozij = —,; Ugj COS PVejUe; — Oy Ugj SINYejlle; — vy

- Tej — Yej — :
XTgjllei — i Ugy COS YejTei — 0.5 Ugy SIN YejTe;

1/)51
—Q; T e

Remarque 4.1 : 1l est important de noter que l'expression » ;" > 7", 632-]-5]- est
équivalente a I'expression » i > 77, Os;i0;.

D’apres la remarque 4.1, I'expression (6.76) est ré-écrite de la fagon suivante

= = j=

+ Xn: 5:(6; — 00)(6; + w; — 6o) (6.77)

i=1

L’objectif est de rendre négative la dérivée de la fonction de Lyapunov V;. De ce fait,
nous pouvons choisir d’annuler le terme w; — 6y, puis de choisir convenablement le terme
0; de facon a rendre les deux derniers termes de (6.77) négatifs ou nuls. Ainsi, choisissons

w; et 01 comme suit :
wi = By =wp(t)(1 — e m2t))eXTAX (6.78)

e, (@Qi n ; Oy + 0i(0; — 90)) (6.79)

>
S
I

oll &, est une constante positive, X = [z, ye, V]| et A = diag(Il;, Il,, I13) une matrice
définie positive tel que les II;,2 = 1...3 sont aussi des matrices définies positives de
dimensions 3n x 3n. k;,7 = 1...2 sont des constantes positives avec r; < 1.

Le choix des expressions (6.78) et (6.79), permet d’écrire la dérivée de la fonction de
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Lyapunov (6.77) comme suit :

n

"/1 = —W—EUZ <@21+Z@3Jz+71 9 _90 ) +Z@1l <680)

i=1 j=1

Nous pouvons a ce stade résumer le principal concept de formation de groupe de
bateaux par le théoreme suivant.

Théoréme 4.3 (Ghommem et al., 2007d) Supposons que le i-éme bateau sous-
actionné suit une trajectoire donnée par &;, sous l’action du controleur 7,; et T,.; donné
par (6.08) et (6.71) et la loi d’adaptation du parametre de la trajectoire donnée par
(6.79), Uobjectif (6.46) est donc atteint.

Preuve : Pour démontrer le théoreme 4.3, nous devons montrer que la dérivée de la
fonction de Lyapunov (6.80) est négative. Nous commengons par trouver une majoration
du terme ©4; en appliquant 'inégalité de Young. Nous obtenons, apres un calcul simple,
le résultat suivant

1 1 /=0a,; \2
Ou] < envd+ —ul + (Z—,Uen) + oo,

- 481 4821' 1 3y,3j
1 Gam- 2
e + ( v > 6.81
3iUes 4531’ Zl ayej ej ( )
avec €,k = 1...3 des constantes positives arbitraires. Choisissons ey; et e3; assez
grand. Nous garantissons I'inégalité suivante
1

2 2 2 2

|@1,| S E1iVg; 4811 -+ 482@ —+ E2iT¢; + E3ilUy;
(6.82)

En substituant (6.82) dans (6.80), nous obtenons l'inégalité suivante

. "kt ko 1 ks -
i < —Z(l—xm+( 2 - )Yz + 3#’31

W1 Wi 4eq; W2

=1

+(kai — e50)uls + (ksi — 20)12% + (a; — €1,)v%

—&y Z (@QZ + ]ZI @3]'1‘ + 71(92 — 90))2 (683)

=1

Choisissons la constante €q; tel que

4
— <eu<a (6.84)
15
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et les constantes e4; et e5; tels que
ky > e3; et ks; > e9; (685)

L'inégalité (6.83) implique que Vi < 0. Par conséquent les états
(Teis Yeis Veis Ueis Veiy Teis 0 — 0p) sont bornés, en utilisant les arguments du théoreme 4.1.
Nous concluons le résultat suivant

thm (xeh Yeis &ei: Ueiy Veis Tez') =0 (686)

En utilisant la limite donnée par (6.87) et compte tenu des expressions de Oq; et O3,
nous obtenons la limite suivante

lim S (€2 + Zn:@gﬁ> ~0 (6.88)
=1

t—oo
=1

Par conséquent nous obtenons le résultat voulu.

Jim (6; — 6) = 0 (6.89)

6.6.4 Robustesse vis a vis des perturbations environnemen-
tales

Dans ce paragraphe, nous allons considéré que chaque membre de la formation su-
bit une perturbation environnementale issues des forces de vent et de courant d’eau.
Ces perturbations sont inconnues et évoluent lentement dans le temps. Dans notre
cas, ces perturbations sont considérées des constantes inconnues. Quand ces pertur-
bations sont présentes, le modele dynamique du bateau a la forme de (6.42). Avec
bi = [Tudis, Tvdisi,Trdisi]T est le vecteur des perturbations respectivement dans la direc-
tion d’avancement, de glissement et du lacet. Les trois dernieres équations de (6.52) en
présence des perturbations sont ré-écrites de la fagon suivante :

ui = Tyt 7iudisi
’[Ji = —Q;U; — blUﬂ"l + %vdisi (690)

ry = 7_—ri+7_—rdisi
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— Tudis; _ Tudis; _ Tudis; . .
avec Tydis, = :l;:, Todis; = % et Trais, = % Pour vaincre les perturbations de la

direction de glissement (la dynamique non-actionnée), nous proposons un observateur
pour la composante 7,4 de la perturbation comme suit

ivi = /fxlﬂjz‘ — biuir; — a;0; + Todis (6.91)
Todis; — kxgivi
avec 0; = v;—0;. Il est clair que les erreurs d’estimation ¥; et 7,45, sont exponentiellement
stable si toutes les racines du polynome caractéristique H(p) = p? + kg, p + kg, associé
au systeme
v | ke, 1 U;

7L_fudisi _kdfgi 0 7:-vdisi

ont toutes une partie réelle strictement négative. La dynamique de la vitesse de glisse-
ment est donc choisie comme suit

kgz(l + 'TZz)

_ei Av 1S4 6.92

Vg = —Q;Vai — b0 +

Le choix de vy4; est évident, car I'erreur de vitesse de glissement comportera l'erreur d’es-
timation de la perturbation qui est exponentiellement stable comme le montre I’équation

suivante )
]{321(1 + 'rei)
wil)’iU i

Puisque les constantes T,q4is, €t Tr4is; sont directement reliées aux entrées de commandes

1;61' + 7:-vdisi (693>

Ve = —QiV¢i — biTeitt; — bitle;0try —

Tui €t T4, les expressions de ces commandes différent 1égerement de celles définies dans
les équations (6.68) et (6.71) :

n
_ 0; t Tej
Tui = —kaille; + 0w + o, + E o’ <uj — Udy, COS Pej + 'rjyej)
j=1
n n
E:yej : e . E:wea‘ . L E
+ o, (udm SIN Ye; — TjTej + Udj> + QL (rej + oy rd]w]>
j=1 j=1
kZiyeixei -
+ 3 ¢ez’ + bivei@ri — Lei — Tudis;
wliUi
- kosx
= 0; t Tej 2itei 7
Tri = —ksilei + 0w +og,; + E a,;’ (Uj — Udy,; COS Yej + Tj?Jej) - (1 + —>77Z}ei
— @1, U;
7j=1
n n
Yej : wej =
+ E Qg (udm‘ SINYPe; — Tjie; +’0dj) + E Qyi (Tej +ar — de%’)
j:l j:l
+biVeitli — Trais, (6.94)

Tudis;» Trdis; Sont les estimées respectives de T4, €t Trais, qui sont calculées par la loi
d’adaptation suivante
b =X, (6.95)
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avec Xoi = [Uei, Ves, Tei] | et Ty est une matrice définie positive. Nous pouvons ainsi
énoncer le théoreme suivant résumant les points importants développés pour le controle
de formation robuste.

Théoréme 4.4 (Ghommem et al., 2007d) Supposons que le i-éme bateau sous-
actionné suit une trajectoire donnée par &; et soumis aux perturbations environnemen-
tales constantes et inconnues, sous l'action du contréleur T,; et T,; donné par (6.94),
la loi d’adaptation donnée par (6.55) ainsi que la loi d’adaptation du paramétre de la
trajectoire 0; donnée par (6.79), objectif (6.46) est atteint.

Démonstration : Considérons la fonction de Lyapunov augmentée suivante
1o s
Vo=Vi+ Zl LR (6.96)

Sa dérivée par rapport au temps de (6.96) est exprimée par :

. . n 1~ X
Va=Vi—)_ 51{1“—1@. (6.97)

i=1

En utilisant la loi de commande donnée par (6.94), 'équation (6.97) devient

W = _w_gvj(@ﬁzew% = 00)) +Z@M+Zm& Zwr 1,
=1
- _W_€UZ<@21+Z@331+’YZ i 0) +Z@11 ZbT< ez_r_lgi)
i=1

(6.98)

Notons que dans I’équation (6.98), tous les termes en b; ont été regroupés, afin qu’ils
puissent étre éliminés. Nous choisissons la loi d’adaptation donnée par (6.95). Ceci
permet d’écrire I'equation (6.98) identiquement a 1’équation (6.80). Le reste de la
démonstration suit le méme argument utilisé dans la preuve du théoreme 4.3. 0J

6.7 Simulations

Afin d’illustrer efficacité de 'algorithme de commande proposé pour la coordina-
tion d'un groupe de bateaux, nous présentons dans ce paragraphe quelques résultats
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de simulations effectuées dans I’environnement Matlab/Simulink pour le controle de
formation d'un groupe de trois bateaux sous-actionnés identiques. Les simulations ont
été réalisées sur un modele de tugboat (Fossen, 2002). Le bateau a une longueur de
1.19m, une masse de 17.6kg et les parametres numériques suivant : my; = 19,moy =
35.2,m33 = 4.2,dy1 = 4,dy = 1,d33 = 10. Les parametres du controleurs ont été choisis
comme suit : ky; = 10, koy = 2, k3; = 20, kyy = 10 et ks; = 15,6, =1, 0; =2, k1 = 0.5
et ko = 1, les matrices II;, = 1...3 sont des matrices unitaires I5ys.

La trajectoire de référence du centre de la structure virtuelle est choisie tels que
& = (o, 0). La distance de chaque membre du groupe au centre de la structure virtuelle
est choisie telle que

li(zao(00), Yao(6o)) = (0,0)
l2(za0(61), yao(01)) = (0,3 + 2cos(61))
l3(a0(02), yao(02)) = (0, =3 — 2cos(62))
Il est clair qu’a partir de ces choix, le premier véhicule coincide avec le centre de

la structure virtuelle et se déplace le long d'une ligne droite, alors que les autres
membres du groupe se déplacent sur deux trajectoires sinusoidales. La figure 6.16

¥(m)

[Trajectoir de
0 Reference

5 1] 5 1a 15

F1G. 6.16 — Position et orientation des bateaux pendant la formation.

présente I’évolution de la position et de l'orientation des bateaux dans le plan (XY)
durant le processus de formation. La figure 6.17 donne I’évolution de 'erreur de po-
sition/orientation en fonction du temps, ce qui explique que chaque bateau converge
asymptotiquement vers sa trajectoire désirée. La figure 6.18 montre la synchronisation
entre chaque parametre de la trajectoire avec le parametre de la trajectoire générée par
structure virtuelle. Il clair que le processus de coordination entre les bateaux est réussi.
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F1c. 6.17 — Erreur de poursuite de position.

25F

F1G. 6.18 — Synchronisation des parametres des trajectoires.

6.8 Conclusion

Temps[s]

154

Dans ce chapitre, nous avons développé une commande décentralisée pour le suivi de
chemins d'un groupe de bateaux sous-actionnés. La synchronisation entre les bateaux
est accomplie en communiquant le minimum d’informations portant sur I’évolution des
parametres de la trajectoire de chaque bateau. Des simulations ont été effectuées afin de
montrer l'efficacité du controleur. Cependant, le controleur que nous avons développé
considere qu’il n’existe pas de perturbations de communication entre les bateaux. De
meéme, il ne tient pas compte du retard de communication entre chaque membre du
groupe de la formation. Une étude plus approfondie sur la robustesse de la commande
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vis-a-vis des perturbations et le retard de communication doit étre analysée. Ce travail
fait donc l'objet d’une étude ultérieure.



Chapitre 7

Observateur pour véhicule marin
sous-actionné : Application au suivi
de chemins

Dans plusieurs travaux récents, beaucoup de résultats pratiques permettant d’avoir
une solution globale asymptotique de ’erreur d’observation pour un véhicule marin sous-
actionné ont été développés. Certains n’assurent q’une stabilité semi-globale de 1’obser-
vateur. Ce qui empéche ces résultats d’étendre la région d’attraction sur tout l'espace
d’état. Cette limitation est due a la présence des termes cubiques qui apparaissent dans
la dérivée de la fonction de Lyapunov. Ces termes sont originaires des forces de Coriolis
et centrifuges, qui ne peuvent pas étre compensés par des termes stabilisant, et qui
sont en général des termes quadratiques. Les termes cubiques peuvent étre compensés
dans un compact autour de l'origine en choisissant le gain de 1’observateur suffisamment
grand. Cependant, nous ne pouvons pas trouver un gain constant pouvant assurer la
stabilité asymptotique de I'observateur. Dans ce chapitre, nous proposons de concevoir
un observateur par retour de sortie, en suivant deux méthodes basées sur une trans-
formation permettant d’annuler les termes de Coriolis dans la dynamique du véhicule
marin. Cette transformation permet d’aboutir a une stabilité exponentielle globale de
I'observateur.

Définition 5.1 (Probleme de retour de sortie globale) Le probléeme de retour
de sortie globale pour les systemes Fuler-Lagrange, en particulier les véhicules marins,
consiste a concevoir une commande par rétro-action, en mesurant uniquement la posi-
tion q, sachant que pour toute condition initiale (q(to), 4(to)) € R™ x R", et pour toute
tragectoire désirée qq(t) € C*, on a ||qa|| < Va < oo, avec :
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(q(t),4(r)) — (qa(t),4a(t)) as t— oo

Le probleme de commande par retour d’état est double : D’une part, la synthese
d’un retour d’état, et d’autre part, la reconstruction de 1’état non mesuré a utiliser dans
la commande. La commande résultante est alors dite par retour de sortie dans la mesure
ou elle n'utilise que I'information de la sortie mesurée. Pour les systemes linéaires, les
deux problémes peuvent étre traités séparément, puis combinés (principe de séparation).
Une telle approche ne garantit pas systématiquement les mémes résultats dans le cas
de systemes non linéaires.

Quelques travaux sur la commande par retour de sortie ont été appliqués sur les
robots manipulateurs par (Berghuis et Nijmeijer, 1993), ou la structure de commande
a donnée une stabilité exponentielle semi-globale de tout le systeme. Une extension
de ce résultat aux systemes Euler-Lagrange a été proposée par (Paulsen et Egeland,
1995). Cependant, ni Berghuis et Nijmeijer (1993) ni Paulsen et Egeland (1995)
n’ont résolu le probleme global de la stabilité de la commande par retour de sortie.
La raison réside dans le fait que les termes de Coriolis et centrifuges ont causé des
composantes de troisieme ordre dans la dérivée de la fonction de Lyapunov; ce qui a
permit d’aboutir a une stabilité locale. Cependant, il est toujours possible d’élargir la
région d’attraction du systeme en choisissant les gains de la commande suffisamment
grands pour garantir une stabilité semi-globale du systeme. (Loria, 1996), a proposé
une solution qui permet d’élargir de facon automatique la région d’attraction en
fonction du taux d’accroissement des différents états du systeme, et ce en utilisant des
fonctions hyperboliques et trigonométriques. L’auteur a résolu le probleme de retour
d’état global pour un systeme d’Euler-Lagrange a 1-DDL. Or cette méthode n’est pas
extensible a un systeme a n-DDL. (Zhang et al., 1997) ont proposé un retour de sortie
dynamique pour un systeme a n-DDL en utilisant un changement de coordonnées
non-linéaires. Cependant, ce changement de coordonnées n’est pas réciproque, et par
conséquent la commande n’est pas implementable sans la mesure des vitesses.

Dans ce chapitre, nous exposons une méthode simple et pratique permettant d’avoir
un retour de sortie/états qui permet d’aboutir a une stabilité exponentielle globale du
systeme. Cette méthode consiste a faire éliminer les termes non-désirés du systeme dans
la dérivée de la fonction de Lyapunov. Cette méthode consiste a trouver un changement
de coordonnées adéquat pouvant éliminer les termes de Coriolis et centrifuges dans la
dynamique du bateau.
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7.1 Illustration de ’approche

Pour mieux exposer ’approche adoptée dans ce chapitre, nous considérons le systeme
non-linéaire décrit par les équations différentielles suivantes

jﬂ'l = X2 (71&)
Ty = —x9— 3+ u (7.1b)

Nous supposons dans ce qui suit que x; est la position et x5 est une vitesse non mesu-

rable. Pour reconstruire les états de (7.1), nous choisissons un observateur d’ordre plein

pour le systéme (7.1). La présence du terme non-linéaire 23 va causer un probléme quant

a la construction de la fonction de Lyapunov. Pour cela nous choisissons d’éliminer ce
terme dans (7.1). A cet effet, nous posons le changement de variable suivant :

21 = (1) 22 (7.2)

((z1) est une variable scalaire qui dépend que de la position z1, qui sera déterminée
plus tard. La dérivée par rapport au temps de (7.2) est

4 = () + ()i
= ((z1)a2 + (1) (—22 — 5 + )
= |C(z1) = C(z1)a2 |72 — 2 + ((21)u (7.3)

Nous voulons que le terme entre crochet de (7.3) soit nul. Dans ce cas le terme non-
linéaire 22 sera éliminé de la dynamique z. Choisissons ¢(z;) tels que

(1) = (1) =0 (7.4)
soit alors

a (z1) T
—Cil')g = lEQdiCl, = / dxq
¢ ¢(z1(t0)) C z1(to)

Pour une condition initiale nulle, nous obtenons la solution suivante :
C(zq) = e™® (7.5)
Ainsi le systeme (7.3), devient
' ~1
T = [C (xl)} z
21 = —z1+ C(xl)u (76)

Le systeme (7.6) possede une structure remarquable a savoir, qu'il est linéaire en fonc-
tion de I’état non-mesuré z;. En utilisant un observateur d’ordre plein pour reconstruire
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les états xq et z1, nous choisissons 'observateur suivant

i = [C(xl):| _12’1 + Ko(x1 — 21)
A —21 -+ C(xl)u + K2($1>(.T1 — 2%1) (77)

avec Iy et Z; sont les estimés respectives de 1 et z;, Ky est un gain d’observateur,
strictement positif. K5(x1) est une fonction de x1, que 'on déterminera.
L’erreur dynamique d’observation est déterminée a partir de (7.6) et (7.7), donnée par

5= [C(xl)]lél—Kofl (7.82)
5 o= =% — Ky(z))# (7.8b)

Afin de montrer que l'erreur d’estimation de 'observateur (7.7) est exponentiellement
stable, nous considérons la fonction de Lyapunov suivante

Vi = 0.5(3* + 2}) (7.9)
Sa dérivée par rapport au temps donne
) ~1

Afin de rendre (7.10) négative, nous choisissons 'expression pour Ks(x) comme suit

1
Ko(z1) = [C(fﬂl)] (7.11)

Ainsi nous aurons Vi = —Ky#? — 22 < 0 et par conséquent
[0, 2D < G, 2™, 0<t<t<oo  (112)

Ainsi les erreurs d’estimation Z; et Z; sont globalement exponentiellement convergentes
vers zéro. Or, d’apres 1’équation (7.2), nous avons la relation suivante

= C(a1) i (7.13)

et admettons que la solution de z;(t) ne diverge pas vers 'infinie, car notre but est de
faire converger la position x(t) vers une position désirée ou trajectoire désirée que 'on
suppose bornée. Puisque Z; est exponentiellement convergent, nous concluons alors la
convergence exponentielle de z vers zéro.

En se basant sur cette idée, nous proposons de construire un observateur par retour
de sortie pour un véhicule marin de la forme donnée par (3.52).
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7.2 Structure de navigation des véhicules marins

La plupart des systemes de commande sont construits sur la base des capteurs,
des signaux de référence et la commande par rétroaction. Un systeme marin tel que le
véhicule marin est également construit sur la base de trois blocs indépendants qui sont
le systeme de guidage, le systeme de navigation et le bloc commande. En terminologie
marine ces trois blocs sont appelés GNC (voir figure7.1).(Fossen, 2002)

Perturbations Q@:} Information externe
Cﬂ% ) S
\\::‘.

AN

Control System Nauigation System

Commandd—*| Allocation * —*] | Mesures [—*|Observateug

Position et Vitesses

i Signal de Référence
) Intervention  hu-
44— maine
~

F1G. 7.1 — La structure GNC' pour un systeme marin(Ihle, 2006)

Les blocs GNC représentent trois systemes inter-connectés :

— Le systeme de Guidage. Ce bloc fournit, les informations nécessaires pour la com-
mande du systeme, a savoir : les signaux de référence, (la position désirée du
véhicule, la vitesse et l'accélération). Ces informations sont introduites par un
opérateur humain.

— Le systeme de Navigation. Ce bloc est essentiel pour la commande et la naviga-
tion du véhicule marin, destiné a estimer la position, ['orientation et la distance
effectuée par le véhicule durant la manoeuvre. Dans plusieurs cas, le systeme de
navigation est chargée d’estimer les vitesses du véhicule. L’estimateur permettant
de reconstruire les états non mesurables du véhicule marin est appelé observateur.

— Le systeme de Controle. Ce bloc détermine la commande en force et en mo-
ments nécessaires afin de satisfaire un certain objectif. Ce bloc est lui méme
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composé de deux sous-blocs, a savoir, la loi de commande et le controle de
puissance. Le sous-bloc loi de commande consiste a fournir des forces et des
moments généralisées, tandis que le sous-bloc de controle d’allocation consiste
a distribuer ces forces généralisées aux différents actionneurs d'une fagcon optimale.

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressé a 1’établissement des lois
de commande pour le véhicule afin d’accomplir une certaine tache dont le bloc systeme
de controle est chargé d’y fournir les consignes utiles pour la navigation. Dans ce qui
suit, nous nous intéressons plutot par le bloc ”Navigation” pour la détermination d’'un
observateur permettant de reconstruire les états non-mesurables du véhicule marin.

7.3 Conception d’observateur pour le véhicule ma-

rin

Dans ce chapitre, nous considérons que le véhicule marin est décrit par la dynamique
(3.52) sans perturbations. Ainsi la dynamique du véhicule est donnée comme suit

n = R (7.14a)
My = —C(v)vr—D)v+r (7.14b)

7.3.1 Retour d’état partiel

Dans cette partie, nous considérons que seule la position et 1'orientation du bateau
7 ainsi que la vitesse angulaire r autour de 'axe vertical z du véhicule sont mesurables.
Les vitesses u, v sont, par contre, non-mesurables. Selon ces hypotheses, nous devons
résoudre un probleme par retour d’état partiel, car nous avons déja 1’état r mesurable
que nous pouvons introduire dans la commande.
Bien que l'état r soit disponible, nous avons toujours des termes en produit mixte
uv qui se manifestent dans la dynamique du véhicule marin et sont non désirables
pour la construction d'un observateur expeonentiellement convergent. Pour cela, nous
proposons un changement de variables permettant d’annuler les termes de Coriolis
C(v)v de la dynamique du véhicule.

7 =Xty (7.15)
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avec x(t,n) une matrice que 1’on souhaite déterminer afin d’annuler le terme C(v)v de
(7.14). La dérivée de (7.15) par rapport au temps donne :

5 = XM 4 x(t,n)eXtMy (7.16)
En substituant 'expression v de (7.14) dans (7.16), nous obtenons :
5 = eXtMM! [ —C(v)v —D(v)v + 7‘] + x(t, n)eXEmy (7.17)
Réécrivant(7.17) sous la forme suivante
5 = eXEMM! [7’ - D(V)I/i| + ex(tm) [X(t, n) —M'C(v)|v (7.18)

Nous remarquons que, pour éliminer les termes de Coriolis, nous devons choisir la
matrice x(t,n) telle que :
X(tm) = M™'C(v) = 0 (7.19)

La résolution de (7.19) n’est pas évidente, mais il est toujours possible de trouver
une solution particuliere pour cette équation. Nous remarquons a partir de (7.14) les
relations suivantes

u = xcosy+ ysiny

v = ycosy — xsiny

alors nous proposons une solution particuliere a (7.19)

0 0 —TMMy€13
x(t,n) =M 0 0 My €3 (7.20)
My€13  —My€23 0

avec
€13 = ycosty —xsiny + & (t), €3 =ysiny + xcosh + ()
E(t) = yrsineg +arcostp,  E(t) = —yrcosh + xrsini (7.21)

Nous remarquons que la matrice x(¢,7) ne dépend que des états qui sont mesurables a
savoir x, y, 1 et r. Ainsi en utilisant le changement de coordonnées (7.15), la dynamique
du bateau (7.14) dans le nouveau systeme de coordonnées s’écrit comme suit :

o= R()e Xtz
5 = XEDMIDe XM 5 4 XEMN[Lr (7.22)

Ainsi, nous proposons l'observateur suivant :

R()e X0z — Ko(n — 7)
2 = XM TIDe XM 5 4 XEDM L — K (8, 7) (1 — ) (7.23)

TS
I
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avec 1) et 2; les estimées respectives de n et z;; Ko = K| est une matrice diagonale
positive et Kj(t,7n) est une matrice que I'on désire déterminer. L’erreur d’estimation de
I'observateur (7.23) est donné par

ﬁ = R(Qﬁ)@iX(t’n)il—Koﬁ
5 o= —eXIMTDe Xz — K (8 n)i (7.24)

Nous voulons déterminer la matrice K (¢,7) telle que 7 et Z; convergent expeonentiel-
lement vers zéro. Pour cela, nous posons la fonction de Lyapunov suivante

Voo = 0.5(0" Porij + 2 P ) (7.25)

avec Pyi, Pyp deux matrices symétriques définies positives. La dérivée de (7.25) par
rapport au temps donne :

Vips = —ii' PuKoij + 7' PuR(y)e XMz,
— 7] PooeX M De X2, — 2 P K (¢, )] (7.26)

En regroupant les termes quadratiques, nous obtenons la forme suivante :

"/obs = _ﬁTP()lKOﬁ — 2IP026X(t:W)M*1D€*X(t7W)21
7 (PR~ Ky(tn) " P ) 2 (7.27)

Afin de rendre négative, V,,,, nous choisissons une expression pour K; de sorte que le
dernier terme de (7.27) soit nul, soit alors :

Ki(t,n) = (P! PuR(s)e )" (7.28)

Ce qui permet de conclure qu’ en ayant I'expression de K (¢,n) comme 'indique (7.28),
la dérivée de la fonction de Lyapunov Vs s’écrit

Vips = —i1' PpKoii — 2] PpeXMIDe Xz <0, Vi #0,% #0
< —Xnin(PorKo) T 1 = Amin(Po2) Amin (M ™' D) 2] 7 (7.29)
Posons les vecteurs suivants :
x=[n", %]

P = diag{Pgl, POQ}
Q = diag{\min(PoiKo), Amin(Po2) Amin(M D)}

et notons la relation suivante

Vops = 0.57" Py + 0.5 P2,

Amaz (P> x ' x
2

< 0.5x'Px < (7.30)
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ainsi que
Vips < —x | Qx (7.31)

en combinant (7.30) et (7.31), nous obtenons la relation suivante

‘/obs — Amax<P)

Vobs (7.32)

ce qui permet de conclure a partir de (7.32) que 77 et Z; convergent exponentiellement
vers z€ro i.e.

G(E), 2D < 11 Gitto), 21 (to) e~

Désignons par v 'estimée du vecteur vitesse v. L’erreur d’estimation de v est v = v —1.
D’apres (7.15), nous avons :

p=e XMz = p=e Xtz (7.33)

Il est facile de montrer que les éléments de la matrice e X" sont bornés, alors
converge exponentiellement vers zéro et par conséquent il existe une constante 7, telle

que
172, DI < Yoll (7(to), (to)) e (7.34)

En utilisant (7.33), (7.24) la dynamique du systeme (7.14) se ré-ecrit de la fagon sui-
vante :

7? _ R(n)v n O3x3  Ai2 1

v —M_IC(I;>Z> - M_lDﬁ + M_lT A21 A22 21

il _ [ Ko R i
o o —K(t,n) _ ex(tmM ™ Demx(tm % (7.35)

avec A, = R®@)e Xt Ay = e XED (P PyR(W)e XEMNT ot Ay =
M~'C(d)e XM A partir de (7.33), nous pouvons construire un retour d’état partiel
permettant de faire converger le bateau vers un chemin pré-défini. Le développement
de la loi de commande sera élaboré par la suite.

7.3.2 Retour de sortie

Dans le cas du retour d’état partiel, nous avons supposé que les états x,y, v et
r sont mesurables. En général, dans la plus part des cas pratiques, seule la position
et I'orientation du bateau sont mesurables, alors que le vecteur vitesse ne I'est pas. La
résolution de I’équation différentielle (7.19) a permis de trouver une solution particuliere
faisant intervenir la connaissance de la mesure de la vitesse angulaire r. Dans le cas du
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retour de sortie, nous proposons de trouver une solution globale ne faisant pas intervenir
les variables d’états non-mesurables. Considérons le changement de coordonnées (7.15),
en remplacant la matrice et eX(“") par la matrice (7). Si nous parvenons & trouver une
solution globale pour chaque élément w;;,7 = 1,2,3,7 = 1,2,3 de la matrice €2, alors
nous pouvons conclure que le changement de coordonnées z; = Q(n)v est global.
Ré-écrivant I’équation (7.17) en fonction de Q(n). Ceci donne 1’équation suivante

4 o= Q)M [ — C(v)v - D) + T] + Q)
= Qv - QM ICE| + M T = DE)Q ()|
(7.36)

Comme précédemment nous voulons que le premier terme entre crochet, contenant la
matrice de Coriolis soit compensé, e.g

Q(n)y - QM Cv)v =0
\
Wil w2 w3 u Wil Wiz w13 0 0 _Z:_ZU u
W1 Waz Wa3 U T | W21 W22 Wa3 0 0 :Z—: v =0
W31 w3z W33 r W31 W3y W33 v —peu 0
(7.37)

L’équation matricielle, (7.37) représente un systeme d’équations différentielles que nous
proposons de résoudre. En effet on peut ré-écrire (7.37) de la fagon suivante

mUu mU mu .
WitV — —wi U+ —wppur =0, i=1,...,3 Y(n,u,v,r)€RC

' b ’ (7.38)

Sachant €(n) dépend explicitement de la position z,y et l'orientation v, alors il est

Wi U+wipV+wisr+

evident que w;;(n) dépend explicitement de z,y et 1. Nous pouvons en consequence
transformer 1’équation différentielle (7.38) en une équation différentielle a dérivée par-
tielle comme suit

(oot ks (= s ot cosy)t e
T T T
i e T

(aawf 85)13 . - S¢+Z_Zwﬂ>w:o (7.39)
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Pour que Iéquation & dérivée partielle (7.39) soit vraie pour tout (n,u,v,r) € R, il

suffit que :
Owin Owit . _ aW'LZ . _ wis _
o sy + ay siny = 0, osy =0, a¢ =0
Owit | Owiy (9
~ gy S sy
awwl—l— ;3 os Y+ E;dy?) sml/z—l—:—vwig =0, 5:; 5)3 s¢+ uwﬂ =0

(7.40)

Ainsi, une famille de solutions au systeme d’équations aux dérivées partielles (7.40) est
donnée par

1
wip = — ((mu/%?)x + mykin) SinY — (Mykigy — Mykiz) COS ¢>
m,
Wia = My ((munigx + myKi1) cos Y + (Mykizy — MyKiz) sin w)
My My
Wiz = K3 (7.41)

avec K1, ks et k3 sont des constantes arbitraires. Nous pouvons choisir ces constantes
tels que la matrice 2(n) soit inversible. Nous pouvons choisir k33 = k91 = k12 = 1. Les
autres constantes sont nulles. Ainsi, nous obtenons la matrice (n) :

cos Y — e sing 0
Qn) = sin v e cos 1 0 (7.42)
mu(zsing —ycostp) e (xcos w +ysiny) 1

Remarquons que la matrice Q(n) de (7.42), (au contraire de la matrice x(¢,7) de (7.20)
et par consequent de eX(“7)) ne fait pas intervenir la connaissance de la mesure de la
vitesse angulaire r. Nous pouvons, par consequent, construire un observateur pour le
systeme décrit par (7.22) comme celui de (7.23)avec la matrice K(n) donnée par

Ki(n) = (P PaR(¥)Q(n) )" (7.43)

En utilisant les mémes arguments de la démonstration du paragraphe précédent, nous
montrons qu’avec le changement de coordonnées z; = Q(n)v, l'erreur d’observation
sur les vitesses linéaire et angulaire convergent exponentiellement vers zéro. De méme,
nous montrons que la dynamique (7.14) pouvant se mettre sous la forme (7.35) avec

A= R(¢)Q_1(U)> Ay = 9_1(77)(130_21P01R(¢)Q_1(77)>T et Agy = M_IC(@)Q_I(U)-
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7.4 Observateur pour le suivi de chemin d’un USV

Nous reprenons le schémas de suivi de chemins par la deuxieme approche du chapitre
5. Nous interprétons les erreurs cinématiques exprimées dans un repere lié au bateau
par (5.31) voir (figure 7.2). En utilisant (7.33), nous ré-écrivons les trois équations des

O v e

F1G. 7.2 — Interprétation de lerreur cinématique attaché au USV.

erreurs cinématiques (5.33) comme suit

Te = U—ugcosthe+ (7 +T)ye + U
Yo = U4 ugsinge — (' +7)xe + 0 (7.44)
lbe = r—r d -+ T

Ainsi, en combinant la cinématique et la nouvelle dynamique du véhicule marin sous-

actionné en introduisant les composantes de l'observateur (7.33), nous obtenons le
systeme suivant :

Te = U—ugcosthe + (F+T)ye + U

Yo = U+ ugsin, — (F +7)xe+0
77[]8 - 'F_rd‘l'f

. My .. dy . 1
u« = —or——u+—m1+ P, (7.45)
My My My
My .. dy
U = ——ur — —0+ D,
my my
X My « - d, . 1
ro= U — —7 4+ —7 + P,

my m, m,
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avec ®,, P, et @, sont respectivement les composantes du vecteur Ay 1n+ Assz;. Comme
dans le chapitre 5, et afin de stabiliser z. et y., nous définissons les variables d’erreur

suivantes
Ue ::/a — Oy, 156 - @be __(waJ Te = f — (7.46”
avec
u = —¢1 + UugCos., ay, = —arctan <¢2 —(:)Ud> (7.47)
f‘)/

ou nous avons choisi pour la vitesse linéaire u, ’expression suivante

ug = V()2 + (¢ + va)?

klxe k2ye

avec ¢ = — 2+yg’ = e

déterminer ultérieurement. La quantité |y(t)| est choisie de telle sorte que :

k1 > 0,ky > 0, et vy est une valeur filtrée de v a

[val <ug™ < |y| < ug™”

Par la suite, et afin de stabiliser 1., nous choisissons une fonction stabilisante «, donnée
par la méme expression que celle de (5.44). La dynamique de 1, est alors définie par

- kory(t)z, . uA k(D) zeye o ke (H)(1 + 22 .
we = _k?’we_"(l_#) (Te‘i_r) :Z : ’u,(?l?)ﬂ3 (ue+u)+%(ve+v)

udw
(7.48)

La valeur filtrée de v peut étre obtenue d'une fagon similaire a (5.50) sans le terme

de compensation —T " tanh (”” %) Ansi la dynamique de erreur de la vitesse de

glissement s’écrit de la maniere suivante

dy u kay()(1
Ve = ——Vp— m—(ure + uer,) + M#Je + o, (7.49)
My My uiw

Les commandes 77 et 79, s’obtiennent en différenciant la premiere et la derniere équation
de (7.46) pour obtenir les expressions suivantes

™ = mu< — kqu, + du oy — 22 5 + kﬂeye@e + @vear —x dan,
myy miy w U Mmoo Jug
8au< i )+8au(A+ in AHaau(A )+>
U — Ug COS Ve + TYe U+ ugsiny, — 7 F—r
o, T Ye) T g 0T awe ‘
Ty = mr< — k57”e + &@T — Muv 'Il?} — (1 k27( ) )'@D + — + aar(A
m, my, uAw 0z,
oo, da, Jday, .
—Ug COS Ve + TYe) + aze (0 + ugsinp, — 1) + 826( —71q) + azd g
oo, oo, ..
U — 7.50
oot audud) (7.50)
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Ainsi en utilisant les commandes (7.50), erreur cinématique ainsi que la dynamique
en boucle fermée du bateau s’écrit comme suit :

i'e = _(bl—i_(?ﬁ_'_f)ye"i_ue"i_a
e = —¢2— (F+7)xe+ ugA +v,+ 0
- k27(t>xe - UdA
e — —k e <]- - —> e - 7 e
v et (1= =527 ) 0ot 7) = ==
kay (D) zeye L ke (8)(1 4 2?) .
—W(ue + U) + W(Ue + ’U)
d d
d
Uy = —— v, — @reﬂ — m—ueozr (7.51)
m’U m’U m’U
koy(t)(1 4+ 22)—
i 27( )2< - xe)we _I_ (I)v
ugw
d
ue - _(k4 - —u>ue (Q)xeyewe + —Uear — Te
U d m
ooy, Oa, _
_ e D,
I (Tye + 1) + ( —0) — 8%7“4—
Te = —(k'g, - &>7“e - <1 k27( ) )@De + @Ueﬁ
m, udw My
0 day, Do, _
836 (TYe + @) + %(f% —0) — azer + O,

Nous pouvons ainsi énoncer le théoreme suivant pour le suivi de chemins dans le cas
d’un observateur par retour de sortie ou bien par retour partiel d’état.

Théoréme 5.1 (Ghommem et al., 2007a) Soit le chemin £(0) défini par son
parametre 6. Supposons qu’ils n’existe pas de perturbations environnementales agissant
sur le bateau, le modéle dynamique est donné par (7.14), Si l'on applique au bateau les
lois de commandes 1 et o décrites par les équations (7.50) et en reconstituant les états
non mesurés par l'observateur (7.33), alors les erreurs cinématiques et dynamiques
convergent exponentiellement vers zéro.

Démonstartion Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V=W + Vs (7.52)

avec
W = 0.5(z2 4 %) + 0.5(2 + v + u? + 1) (7.53)
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D’abord, exprimons la dérivée par rapport au temps de la fonction W :

. 2 2 —
W ke kaye kegth? — ﬁvg — (kg — &)ug
w w my, My,
d 3
— (ke — )2 , 54
(ks mr>r6+yeve+;@z (7.54)
avec
Oy = ur.+ Uy,
0, = v.P, +u.P, +7r.P,
O, = —%M@—%me (7.55)
. N Oy, day, - _ [0y, ooy,
koy(t)xeN .- koy(O)weye . - koy(t)(1 + 22) _ -
+(1- Fat)ze )~ Ry (Oete | k(O ¥ 2e) 5
wa udw udw

Vue la forme de V et afin de conclure de la stabilité de (7.51), nous devons trouver une
borne supérieure a (7.54). Apres un calcul simple en utilisant la regle de I'inégalité de
Young, nous obtenons la relation suivante :

3
U] = yeve + | < poll Xell® + pa | Vel* + p2| 7)1 (7.56)

i=0
avec Xe = [To, Ve, Vo], Yo = [Ue,ve, 7| €t 7 = [4,0,7] 7. po, pt1, pto et 1 sont des

constantes positives arbitraires. En substituant (7.56) and (7.54), nous obtenons :

k

W < —(5 — puo)x? — (52 — p0)yZ — (ks — po)?
dy dy,
_(m_v — m)v; — (ks — e p)u
d, N
—(ky — i p)r2 + pol|7||? (7.57)

r

Nous pouvons calculer 7 en fonction de la nouvelle variable Z; de deux facon, selon ce
que nous voulons faire (un retour de sortie ou un retour partiel d’état). En effet, nous
pouvons écrire la relation suivante

172 = 2/ Q"5 (7.58)
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En utilisant les inégalités (7.29) et (7.57), nous pouvons écrire la relation suivante

. k k k -
Vo< —(= = po)r? — (= — o)yl — (— — po)¥?
w1 w1 ()
d22 dll
22 L (fp 2L
(m22 pa)v; — (ks it 1) ug
d .
— (kg — == — 1)1 — Ain(Por Ko) |77
ma3
= (Amin (Po2)Amin(M'D) = piz) 121 (7.59)

avec fi5 est choisi tels que A\ (Po2) Amin(MTD) — g > 0. L’inégalité (7.59), peut étre
ré-écrite de la facon suivante :

V<-W<0 (7.60)
avec W = kia? + kiy? + kiv? + ko2 4+ kiu? + kir? + k2||7]12 + k5| 2112, A partir de la
définision de la fonction de Lyapunov (7.52), nous concluons que V'(t) est bornée, alors
les variables (2, Ye, e, Ve, Ue, Te, 7], 71) sont également bornées pour tout ¢ >ty > 0. En
intégrant 'inégalité (7.60), nous obtenons

/ Wrydr < Vite) - V(E) < V(o) (7.61)

Nous remarquons d’apres (7.61) que V(tg) existe et est borné. De méme W est uni-
formément continue et sa dérivée est également bornée. Donc, en utilisant le lemme de
Barbalt (Khalil, 1996), nous avons lim; .., W (t) = 0. ce qui implique que

1m (e, ye, e, Ve, e, e, 7, 1) = 0 (7.62)

Comme z. et y. convergent exponentiellement vers zéro, nous pouvons en conclure que
xr — xp, et y — 1 avec xp, et 1y, sont deux fonctions continues bornées. Ainsi, I'erreur
d’observation 7 — 0, puisque Z; I'est aussi d’apres (7.62). O

7.5 Conception d’un observateur en présence de
perturbations environnementales

En présence de perturbations environnementales, la dynamique (7.14) s’écrit de la
facon suivante
Mv = —C(v)v — D()v + 7 + Tas (7.63)

En conservant le méme changement de coordonnées z; = 2(n)r, un observateur pour
(7.63) peut étre construit de la fagon suivante

4 = —Q(M D) 12 + QM — Q)0 (7.64)
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avec © = [Tyis,, Taisys Tdis,] €St le vecteur estimé du vecteur des perturbations 74. La
dynamique de I'erreur des estimés du vecteur z; s’écrit

i = —QnM'DQ(n) 'z + Q)M 1O (7.65)

A partir de (7.65), nous devons choisir une loi adaptative pour O. Pour cela, nous
proposons la fonction de Lyapunov suivante

Vo=05(3 % +0'T7'0) (7.66)
avec I est une matrice définie positive. La dérivée par rapport au temps de (7.66) donne
Uy = — 5 QM 'DQ(n) "% — 81710 + 7 Q)M 'O (7.67)
Ce qui permet de choisir la loi adaptative pour (:) comme suit
6 =TM'Q() 2 (7.68)
ce qui permet de conclure que
Vo < =Amin(M™'D)||ZJ? (7.69)

Par consequent, lim; ., 2; = 0. Cependant, il est important de remarquer que la loi
adaptative (7.68) ne peut étre implementée sur le controleur. En effet celle ci contient le
vecteur incertain 2, qui dépend du vecteur incertain 74. Le seul moyen de contourner
ce probleme est de substituer 'expression de Z; = z; — Z; dans 'expression (7.68). En
intégrant ’équation (7.68), nous obtenons :

O(t) = O(ty) + TM ™ /t Q)" (z1(z) — 21 (z))dz (7.70)

Or, d’apres la transformation z; = Q(n)v et la premiere équation de (7.14) nous avons

21 = (R(¥)Q(n))n (7.71)
En substituant (7.71) dans (7.70), nous obtenons :

~ ~

B(t) = Blty) — TM-! T (¢)de + TM- / OT(ROQO) 0 (7.72)

Notons que le terme de droite de (7.72) ne contient que des termes connues. L’estimé
© ne peut pas étre calculé a partir de (7.68), mais plutdt a partir de (7.72).
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7.6 Résultats de Simulation

Dans cette partie, nous simulons la commande (7.50), sur le modele de bateau (7.14),
en se basant sur la structure d’observateur (7.35). Le chemin adopté pour cette simula-
tion est un chemin hyperbolique donné par z4(s) = s et y4(s) = 10 tanh(0.1s). Les condi-
tions initiales sont (1(0),r(0)) = (—10,2,7/3,1,0,0) et (7(0),2(0)) = (0,0,0,0,0,0).
La figure 7.3 montre que le mouvement du bateau dans un plan (o, z,y) est entrain de
suivre le chemin hyperbolique. La figure 7.4.a illustre bien la convergence exponentielle
vers zéro des erreurs cinématiques. Tandis que les figures 7.4.b,7.4.c et 7.4.d montrent
que les estimés des vitesses linéaires et angulaires convergent vers leurs valeurs désirées.

chemin désiré
= = = chemin réel |-

y(m)

0 1 1 1 1 1
-10 0 10 20 30 40 50 60

x(m)

Fic. 7.3 — Mouvement du bateau dans un plan x —y

7.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode permettant de concevoir un
observateur par retour d’état partiel pour un modele de bateau décrit par (7.14). Cet
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observateur est construit sur la base d’'un changement de coordonnées donné par (7.15)
tout en supposant que la vitesse angulaire est toujours disponible (mesurable). Cette
solution cependant n’est pas tout a fait pratique, car en général, dans diverses applica-
tions, les vitesses linéaires et angulaire sont non mesurables. Nous avons, donc considéré
un autre changement de coordonnées plus général que celui de (7.15), qui a permis de
concevoir une loi de commande par feedback ne contenant que des informations dis-
ponibles en fonction des états estimés et de la position du bateau. Néanmoins, cette
approche reste uniquement valable dans le cas d’'un modele de bateau sans étre soumis
a des perturbations environnementales. Nous avons, donc proposé un schéma d’un ob-
servateur adaptatif, qui permet de considérer les termes incertains des composantes du
vecteur des perturbations environnementales.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

8.1 Conclusion

Dans cette these différentes méthodes de commande des véhicules marins sous-
actionnés ont été élaborées. L’accent a été particulierement mis sur cing types de
problemes :

— La stabilisation du véhicule marin sous-actionné a l’origine en adoptant ’approche
des systemes en cascades,

— La poursuite de trajectoire. Abordée via le probleme de suivi de la position et en
de I'orientation, d’une cible mobile ayant les mémes propriétés cinématiques et dy-
namiques du véhicule marin sous-actionné. L’analyse de stabilité de la commande
est faite en ayant recours aux propriétés de systemes en cascades,

— Le suivi de chemin paramétré abordé par deux méthodes différentes. La premiere
consiste a considérer la vitesse de parcours du véhicule constante le long du che-
min. La seconde consiste a faire varier cette vitesse en fonction de la courbure du
chemin,

— La coopération et synchronisation des véhicules marins. Par la proposition d'une
nouvelle technique permettant de maintenir le mouvement de I’ensemble des
véhicules en formation,

— Le dernier probleme a consisté a considérer 'observateur des vitesses du véhicule
marin. D’un point de vue théorique, nous avons démontré qu'une stabilisation a
une configuration fixe (1'origine dans notre cas) peut étre obtenue par deux fagons
possibles pour les véhicules marins sous-actionnés.

En ce qui concerne la poursuite de trajectoire engendrée par le mouvement de la cible,
nous avons montré que la convergence du véhicule marin sous-actionné est exponen-
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tielle a condition que 'on garantisse la propriété d’excitation persistante de la vitesse
angulaire du véhicule marin. En ce qui concerne Le suivi de chemins, nous avons défini
a priori géométrie de la trajectoire que le bateau doit suivre. La technique que nous
avons employé est celle des chemins paramétrés. En effet, puisque la dérivée par rapport
au temps du parametre du chemin représente en quelque sorte la vitesse pour la quelle
le véhicule utilise pour avancer sur le chemin, nous avons utilisé cette variable afin de
la considérer comme une commande auxiliaire pour simplifier les lois de commandes
appliquées au véhicule marins. Pour le suivi du chemin, nous avons considéré le cas
ou le véhicule marin sous-actionné subi des perturbations environmentales, des tech-
niques de compensations de ces perturbations ont été employées tels que la commande
adaptative.

Les problemes de coordination des véhicules marins sont des applications tres
récentes et différentes techniques ont été utilisées dans la literature. Nous avons
contribué dans ces applications avec une technique simple qui se base sur la struc-
ture virtuelle et le suivi de chemin afin de coordonner la position, 'orientation ainsi que
les vitesses des véhicules. L’analyse de stabilité de la coordination est principalement
basée sur la théorie de Lyapunov.

Les applications citées ci-dessus, supposent que l'on a acces au mesures des vitesse
des véhicules marins. En général ceci n’est pas possible. En effet, nous mesurons unique-
ment les positions et orientation du véhicule puis une dérivation numérique permettrait
I'obtention des ces vitesses. Puisque la mesure des positions et orientation n’est parfaite,
la mesure des vitesses sera donc aberrantes. Pour cela nous avons proposé de faire une
estimation des états de vitesses via la construction d’un observateur pour les véhicules
marins sous-actionnés. Nous avons a cet effet proposé deux types d’observateurs, le pre-
mier est un observateur par retour d’état partiel, ou 1'on suppose que nous avons une
mesure de la vitesse de rotation du véhicule, le deuxieme schéma d’observateur suppose
que nous disposons de la mesure des positions/orientation du véhicule.

8.2 Perspectives

A Tissue de ce travail de these, plusieurs problemes demeurent ouverts et d’autres
investigations restent a développer. Nous présentons ici ce qui nous semble étre le cadre
des travaux ou des avancées importantes sont tout a fait envisageables.

L’extension de I’approche de commande pour la stabilisation. En effet, la poursuite
de trajectoire ainsi que le suivi de chemins dans le cas du véhicule a 6 DDL est sans doute
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le probleme auquel il faudrait porter un intérét particulier. Ce probléeme de commande
est totalement différent quand la configuration des actionneurs est différente du cas
sous-actionné a 3DLL. Tout particulierement quand le véhicule se déplace dans un
espace de dimensions 3, doté d’actionneurs pouvant donner des forces dans la direction
d’avancement, en rotation, en lacet et en tangage mais pas de mouvement dans les
directions de déscente et de glissement. Un autre probleme qui semble aussi intéressant,
c’est quand le véhicule marin ne dispose pas d’actionneurs pouvant donner une force
en roulis.

Les principaux exemples traités dans les différents chapitres exigent une parfaite
connaissance du modele du véhicule marin sous-actionné. Des extensions de ces résultats
auront pour objet de ne plus imposer de telles hypothese et de généraliser la commande
a un modele incertain du véhicule sous-actionné. Aussi le mouvement des véhicules été
considéré dans des milieu libres (sans obstacles), une stratégie d’évitement d’obstacles
et de collision pourrait aussi étre implantée.

L’exemple illustratif du chapitre 6 consiste en une démonstration alternative du
suivi de chemin pour la formation d’une flotte de véhicules sous-actionné. Jusqu'ici,
nous n’avons pas considéré les contraintes de communications ainsi que le retard de
transmission d’information entre véhicules. Peu d’auteurs ont traité ce probleme pour
la coordination et la synchronisation des systemes mécaniques, quelques résultats sur ce
sujet peuvent étre trouvé dans le récent travail de (Ihle, 2006) et (Arrichiello.F., 2006).
Ce domaine de recherche demeure cependant a explorer.

Différentes questions surgissent lors de la tentative de combler le fossé entre la théorie
et la pratique. En dépit de I'énorme effort en matiere de commande des systemes non-
linéaires, il y a encore un manque d’applications pratiques qui peuvent illustrer comment
la théorie développée peut étre utilisée pour controler une catégorie de systemes tels
que les véhicule marins. Les simulations menées indiquent que les types de stratégies
de commandes développés sont de bonnes approches pour des applications pratiques.
Toutefois, des travaux supplémentaires sont nécessaires pour passer de la théorie a la
pratique et a mettre en oeuvre les stratégies élaborées sur des véhicules réels. A cet
effet, nous proposons comme travail de recherche futur, de tester nos algorithmes de
commande sur un prototype pétrolier expérimentale le seabex I (Voir Figure 8.1) apres
avoir équipé ce prototype par les instruments nécessaires pour pouvoir le commander.
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Fi1G. 8.1 — Prototype experimental, le bateau pétrolier seabex 1.
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Annexe A

Astuces Mathématiques

A.1 Inégalité de Young.

Lemme A.1 Pour tout réel p > 1 et tou réel a et b, on a :

1 1,
abl < Z|alP + L= pppt Al
|

P P

Preuve Du fait de la concavité de la fonction logarithme, nous avons pour tout réel
strictement positif x et y

1 op-1 1 p—1
log(zry ») = ];log(x) + log(y) (A.2)

1 p—1
< log(—z + —y), A3
(p P ) (A.3)

ou encore ) 1 1
wry'T < —x+ Py (A.4)
p p

On obtient ce résultat en prenant :

r=laP, y=b7"T

Corollaire A.1 1l s’en suit de I'inégalité de Young que pour p = 2
1 1
ab| < =a% + =? A5
ab| < 2%+ 2y (A.5)
Nous pouvons ainsi énoncer la proposition suivante qui se trouve étre tres utile dans
I’analyse de stabilité par les fonctions de Lyapunov



Annexe A. Astuces Mathématiques 189

Proposition A.1 Pour tout, aet b>0,A>0et p>1,¢g >0, nous avons

q

Ap—1

ap_lyq < \a? +

Proposition A.2 Pour \ >0

A 1
ab S 5@2 + ﬁbZ <A7>

Ce qui coincide avec le Corollaire A.1 pour A =1

A.2 Formules trigonométriques

Les relations trigonométriques utilisées dans les chapitres 5, 6 et 7 s’expriment

comme suit :

cos(arctan(x)) = L sin(arctan(x)) = _r (A.8)

V1+ 22 V1422

ainsi que les dérivés des fonctions arcsin, arccos et arctan sont

/ ]_ ’ !/ ]_
arcsin (r) = ——, arccos (r) = ————, arctan (z) = (A.9)

V1—2? V1—22 1+ 22

Propriété A.1 La propriété suivante servira pour montrer la bornitude des fonctions

de Lyapunov. Pour tout z € R et A > 0, nous avons
x

|z| — xtanh()\) < 0.2785\ (A.10)

Cette relation peut étre démontrée en faisant le tableau de variation de la fonction
fa(x) = |z| — ztanh(F).



Annexe B

Demonstrations des lemmes et
théoremes

B.1 Preuve du Lemme 2.3

Nous commencons par montrer que x est borné. A partir des conditions C1, C2 et
C3, nous avons
A1

Vo= —<c4—0350()\2+4—#0)>

Il el

_|_
Vitdz[? o /1+cllz]?

A1C3€0 o + Co

X (A Aol ([[€(to) [ e ) + > (B.1)
1+ ¢zl
en utilisant 'inégalité de Young, I’équation (B.1) réécrit
. . —Uo(t—to)
V< —(ag — age 0lT10)) v + 2 + u
Vitdzl? yI+cfz2 1+
_ —oo(t—to)
_ _(al _ CLQeiUO(tito)) (V a4/a1) 4 (a3 + CL26L4/CL1)€ 0 0 <B2>
V14 elz|? V14 elz|?
Considérons maintenant 1’équation différentielle suivante
—oo(t—to)
fo = —(ay — age™°t10)) i (@3 + asas/m)e T (B.3)

V1l V1l

soit alors la fonction de Lyapunov

W = 0.5k (B.4)
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La dérivé de (B.4) le long des solutions de (B.3) et par l'utilisation de la condition C4,
nous avons

K2 (a3 + asay/ay)ke=o0tt0)
V14 c|z|? V14 c|z|?
(a3 + azas/ar) —o0(t—to)

4

W = age o0t

< 2(0,2 + a3 + CLQCL4/CL1)W€7€O(titO) +
= Wm

(B.5)

A partir de (B.5), en utilisant le principe de comparaison, nous vérifions que V' (t) <
as/ay ++/2W,,, et puis que ||z|| < x,,, nous aurons apres substitution de cette inégalité
dans (B.2) I'inégalité suivante
3]

1+ cx?,

En résolvant I'inégalité (B.6), nous obtenons le résultat (2.10).

V< —( — ape T ggemo0ltt0) 4 g, (B.6)

B.2 Preuve du Lemme 2.5

Soit .
o) = [ otryatrir

et i

2(t) = p(t) + v(t)y(t) —x(t) 2 0
Alors, y(t) est differentiable et I'on a

y@t) = o(t)=(t)

= oB)u(t) + o) (t)y(t) — o(t)z(t)

c’est une équation différentielle linéaire avec sa fonction d’état transitoire donnée par

D(t, ) = el V(@)3(0)do

Puisque y(ty) = 0, alors

avec le terme

Par consequent

yms/¢mmwwmm

to

et puisque z(t) < pu(t) + v(t)y(t), nous avons alors le résultat du lemme 2.5 O
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B.3 Preuve de la dérivée a droite de ¢(t)

Nous montrons que la dérivé a droite Dto(t) satisfait DTo(t) < YFas(t).
Considérons les deux propriétés suivantes (Khalil, 1996)
1. Si ¢(t) est différentiable en t, alors Dtop(t) = ¢(t)
2. Si et + h) — @) < g(t,h), Vh € (0,b] et limy_o+ g(t,h) = go(t) alors
DTp(t) < go(t).

Considérons, le cas ou ¢(£(t)) = 0, nous pouvons vérifier que

Lot + 1) — ple@)] = XEE@+MI

h
< |/ )dr|

< 1 Lru0)+ ‘/ — F(t.&(1))]dr]

2
t+h
5;%%w0+——/ F(r,€(r)) — F(t,(¢))dr
avec £(t) = (v Bey + %62) — 2eje5 et
Pt £(0)] < —5amt(t) + 5as(t)

Puis que F(¢,£(t)) est une fonction continue en ¢, pour tout réel donné e > 0, il existe
d > 0 tel que pour tout |7 —t| <6, |F(7,&(7)) — F(t,£(t))| < €. Donc, pour tout h < 9,

7 [ FEEr) —Fso)lir <o

et par conséquent
t+h
lim 3 [ IF(.€(r) = Ple.0)ldr = 0
t

D’ou, d’apres la propriété 2 de la dérivée a droite, nous concluons que

D¥p(t) < 27@2( )

B.4 Preuve du Théoréme 3.1

Afin de Montrer la stabilité du systeme (5.23) , nous considérons tout d’abord le
sous-systéme (7, .) ensuite nous traitons le sous-systéme (x,,) et puis enfin nous
prouvons la bornitude de la vitesse de glissement v.
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— Stabilité de (r, 1) : Considérons la fonction candidate de Lyapunov définie par

Vo= 5002+ %) (B.7)

sa dérivé par rapport au temps le long des solutions (5.22) et (5.19) satisfait

: d, _ 5
Vo < —(k4+m_)7“g_k3¢g+CZEi

IN

(k?4+—) 3__¢ +CZ&

IN

d,
— Vi + ¢ E i, where ¢ = min(ks, ky + —)
—1

r

(B.8)
ou nous avons utilisé la propriété A.2. En intégrant 'inégalité (B.8), nous obtenons

Vilt) < Viltp)e—rt-) 4 ST € (B.9)

&

Soit X1, = [the, 7], alors & partir de (B.9), nous montrons que :

[ Xiel| < 2V; (tg)e 0-Pert=to) 4 \/ﬁ

< a(.)e 0Palt=t) g (B.10)

Nous notons par a(.) = /2V;(tg) et b = 4/ CZZ L=t En choisissant convenablement

les parametres k1, k4, €;, la constante b peut étre étre réduite aussi petit que désiré

— Stabilité de (z.,y.) : Pour étudier la stabilité de (z.,y.), nous ré-écrivons (5.23)
sous la forme suivante

X2e = f<t7X2e) + g<t7X2eaf(t)) (B'll)

avec Xoe = [Te,ye] T, E(t) = e(t). Les fonctions f(t, Xo.) and g(t, Xoc, £(t)) sont
définies comme suit

—k e - ‘ e
f(t, Xoe) = _ngygfltS:((j))gxe] (B.12)
ot Xon6®) = [ py | (B.13)

Dans ce qui suit nous montrons que si le sous-systéme Xy, = f(t, X5.) est expo-
nentiellement stable, et le terme perturbateur g(¢, Xo, {(t)) converge exponentiel-
lement dans une boule centré a l'origine de dimension tres petite, alors 1’origine
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du systeme (5.23) converge exponentiellment a une boule centré a l'origine. Afin
de montrer cette convergence, nous utiliserons le Lemma 2.1.4, nous commencons
par montrer que le sous-systéme nominal Xy, = f(t, X.) est globallement expo-
nentiellement stable, nous pouvons le montrer en prenant la fonction de Lyapunov
suivante

Vo = 0.5(z +2)

Il est aisé ensuite de vérifier que

|| Xoel? < Vo < | Xael?
Vo < —oywy || Xiel? + oy !
Vs
< X
||0X26|| > 043|| 2e||

avec o = 0,01 = 0.5, = 1,03 = 1 et ay = min{ky, koU,ae }- La condition C1
du lemme 2.1.4 est par suite vérifiée.

Nous vérifions ensuite que le terme perturbateur g(¢, X, &(t)) a fonction linéaire
de &(t) = 1(t). Les propriétés de la norme Euclidinne, permettent d’avoir

lg(t, Xae, SO < lpall + [lpy]l - < Umax<|008(¢e) — 1] cos(ay; ) + | sin(ve )| sin(ow;)

+[sin(th)| cos(ays) + | cos(i) — 1]sin(ay))

Remarquons que | cos(tp,) — 1| < |1, et | sin(¢.)| < ||, nous pouvons écrire alors

lg(t, Xoe, EEDI < 2Wnaoeor” (1+ 2kalyel ) I

La condition de linéarité de la condition C2 est par suite vérifiée.
Nous allons aussi montrer que 1).(t) converge exponentiellement a une boule
centrée a l'origine, il est claire qu’en utilisant (6.31) nous avons

|the| < ype~0Perlt=t) 4 gy

donc la condition C3 du lemme est aussi vérifée. Nous devons en plus des condi-
tions précédentes, montrer la condition des gains présentée dans la condition C4
du lemme et donnée par

A
Oy — a3p0(>\2 + 4—;) >0

Pour montrer que cette condition est vérifiée, nous choisissons les parametres de
la commande tels que

2po Po
by > — o P
Y U —po) Tz
ko1
ky € 5=

2p0 8e
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et les constantes (, g; tels que

Nous concluons d’apres le Lemma 2.1.4, l'origine de la cascade (5.22) converge
globalement et asymptotiquement a une boule centrée a l'origine.i.e.,

1 Xaell < 71 (1Xae(to), €(to) [N ") + (|| Xae(to), £(t0)]) (B.14)

Il reste a montrer que la vitesse de glissement v reste bornée. Considérons la fonction
de Lyapunov suivante
Vs = 0.50

sa dérivée par rapport au temps le long des trajectoires de la quatrieme équation de
(5.7) permet d’obtenir ’égalité

v, = —ﬁ<1+

My U 5 My ks
v:— —u(re + —
My

m, BU? My B
K(s)

(—(klxewfl + Uwy ') — kaweyewy oy ' (kizewy ' — $6(8)ye — D)

3
+ko(1 + xi)wf2w51)v + (

2

Ve )v

Tww (t) U Max _6 T%ax
- T tanh (—*%— >U
My psu? v (51 My )

Par la suite nous posons 2 = (“(;) (kizewy ! + Uy 'w2) — kozeyew; “wy ' (krzewy ' —

2 1

$6(8)Ye = Pa) + k(14 22)
pour cela nous calculons la valeur absolue de celle-ci comme suit :

R\ S
90 X2 k] -+ 0) -+ o s+ (5 el ]+ 0) + I+ a1+ )

Ainsi, en utilisant I'inégalité de Young, du corollaire A.1 nous obtenons la relation

wy ) Nous désirons chercher une borne supérieure de (2,

suivante

k 1 1
Qo] < (20 o (ke + 252+ ag?U + ko) + 5 (U2 +13)

1
+5 <k1k2x§y§ + 2292k3k(8)? + koy?U|k(s) |22 + kowy? + kox? + k%a:‘é)

Tww (1) .

Nous appliquons de méme pour les termes —E—:u(re + %@Z_Je)v et <m22

7 Max
5—527'%(” tanh (f—f%))v I'inégalité de Young, nous obtenons le résultat suivant

Vs = —pVa+ filE()Vs + fol€(t)) + pr(rae™)
< fil&(@0)Vs + f2(€() + o1 (B.15)
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avecu:%+i—(1+:z“ﬂ%2) (1+§) o (1+(262)),oilnousavonschoisi,kgtels
que
d m, u? k3.~ m?
0 < hy < (———“1 T+ (L 2) + k)
P = mﬁQ mv<+mvﬁU2)+(+2)+2m%u

p1(TMaz) est une constante qui dépend des perturbations environnementales. Les fonc-

tions f1(£(t)) et f2(&(t)) sont définies comme suit :

@) = (kukaa? +a2y? + kay2U + kop + 12 + 7

PaAelt) = 5 (kakor?y? + 22235 + RagPU ()2 + bya?y? o+ ya? + K
Nous remarquons que les fonctions f1(£(t)) et fo(€(t)) satisfont les propriétés suivantes

y1(E(to))e~ 7t
Y22(€ (to))e 727

J1(&(1))
f2(&())

IA A

avec 11 et Yoo sont des fonctions de classe IC, et 01 et 05 sont des constantes positives.
Nous pouvons ainsi ré-écrire (B.15) sous la forme suivante

Vs < 71(0)(Va + 72(e))e 7 + pi (o) (B.16)

Résolvons 'inégalité (B.15). Pour cela nous posons z = V3 et nous écrivons 1’équation
différentielle suivante

&= f1(§(@)z + fo(E(@) + o (B.17)

Notons par ®(t,d) = e~ Js L€M) 14 fonction de transition de I’équation différentielle
(B.17). La solution de celle-ci est donnée comme suit

t

() = Bt to)r(ty) + / B(t,6) fal£(5))d5 + / (1, 6)d6

to to

t
= a(tg)est M=) L (¢(tg))em 0 / emTITEeT (e e () g

to
¢ 1 (t—tg)
+/)1/ e0 yi(l—em Tt g

to

Sachant que f1(£(t)) > 0 pour tout t, alors ®(¢,0) = e~ Js fieydr < gorlmi(Eto)) | Fp
appliquant le principe de comparaison (Khalil, 1996), nous pouvons en conclure que

t
V) = Valto)eT 60D (et [ e

to

tprect D) (p _ ¢0)
< 3(e) (B.18)
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avec 7y3(e) est une fonction de classe K. Remplacant (B.18) dans (B.16), nous obtenons

IN

Vs < (o) (r3(e) +7a(e))e ") + pi(e)

74(0)6_U(t_t0) + pi1(e) (B.19)

IN

ce qui permet de conclure que la vitesse v converge exponentiellement a une boule
centrée a l'origine. i.e.,
vl < a([l§(o)l])e™* (t —to) + 6

B.5 Preuve du Théoréme 3.2

La forme du systeme (5.53) est connue sous le nom de systéme en cascade. Afin
de simplifier 'analyse de la stabilité, remarquons qu’il est constitué de deux cascades,
une cascade formée par les états (1, Ve, Ue, 7 ), qui est indépendante de I'autres cascade
constituée de x, et y.. Donc pour montrer la stabilité de x. et v, il suffit de garantir celle
des variables (1, Ve, Ue, 7). Pour cela, considérons la fonction de Lyapunov associée &
la premiere cascade formée par &, = (@Ee, Ve, Ue, Te) | comme suit

1 -
Vi = 5(?/}3 + 02+ 12 +u?) (B.20)

la dérivée de (B.20) par rapport au temps, en se servant de la propriété A.2 nous
pouvons écrire

— d, k dy k d,
g — L — (= — (= )12+ p
my My, My, my my.

< —dV + P2 (B21)

Vi

IN

avec o = 2min<k‘3 G (Esoy o dy (ks ﬂ))) et py = 0.2785(e,, + €, + €,). Ainsi nous

7 My Y Nmy, My’ \Mmy my

pouvons écrire a partir de (B.21) I'inégalité suivante

P2

Vi(t) < Va(to)e 7tt) 4
o

. 2 L
J€1ell < V/2VAGE)e 3070 4 /=2 = allen(to)lDe 5 + pg

La constante p3 peut étre rendue tres petite, si nous choisissons ¢, g, et €, infiniment
petit. Nous pouvons a cet effet faire I'approximation suivante

[cos(e) — 1| = [thel,  [sin(te)] & ||
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Pour analyser la stabilité de (z., y.), nous considérons la fonction de Lyapunov suivante

1 1
= 5:53 + §y§ + 0V (B.22)

avec  est une constante positive qui sera déterminée plus tard. La dérivée de (B.22)

Vs

par rapport au temps le long des trajectoires de (5.53), apres utilisation de I'inégalité
de Young est donnée par

. 1 _
Vo < —(k1— N2 — (ks — 2092 + — (02 + 02 +.°)

4\
o dy ke d, ks d,
—O(—kg)? — —? — (— =) — (= )r2) +6p,  (B.23)
m’l) mu mu mr mT

Si nous choisissons la constante A tels que A < 0.5min(ky, ka) et 6 suffisamment grand,
nous concluons a (Ze, Ye, Ve, Ve, Ue, Te) la convergence exponentielle du vecteur a une
boule centrée a l'origine.



Annexe C

Technique du Backstepping

Cet annexe donne un apercu sur la technique du Backstepping pour la stabilisation.
Voir la référence (Kristi¢ et al., 1995) pour plus de détails.

Considérons le probleme de la stabilisation du systeme non linéaire sous la forme

triangulaire suivant

T = x4+ fi(z)

Ty = w3+ foz1,22),
jﬁ'i = l’i+1—|—fi($’1,$2,...,$i)
Tn = folxy,22,...,2,) +u

L’idée derriere la technique du backstepping est, de considerer 1’état x5 comme une
”commande virtuelle” pour x;. Donc, s'il est possible de rendre xo = —z1 — fi(x1), alors

I'etat x, sera stabilisé. Ceci pourra étre vérifié en considérant la fonction de Lyapunov

Vi = %x% Mais puisque xo n’est pas la vraie commande pour x, nous désignons le

changement de variables suivant

1 = I
z = Ty — ()
avec a(w1) = —xy — f(a1). Introduisant la fonction de Lyapunov Vi(z) = 327, nous
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obtenons
21 = —21+ 2
2y = a3+ folwr, 1) — ' (z1) (w2 + fi(z1)) i= 23 + fa(21, 22)
‘71 = —Z% + 2122

En Procédant récursivement, nous définissons les variables suivantes

zZ3 = X3 — 042(21722),
1
Vo = Vi+ 52’%

Pour déterminer Iexpression de ay(z1, 22), observons que

Z = 23+ (21, 22) + falz1, 22)
‘/2 = —Z% —+ 2'2(21 + z3 + 062(21, 22) —+ f_Q(Zl, ZQ))
Choisissons (21, 20) = —21 — 23 — f2(21, 22), nous obtenons
21 = —z1+t 2
22 = —Z1%29 + %3
‘./2 = —Z% — Zg +2223

Récursivement, a I’étape i, définissons
Zit1 = Tig1 — ai(zla S ,Zi)

Vi = %Zzi
k=1

pour obtenir

Zi = ziptailz .o zm) + filz, e 2)
i1
V;' = — Zzi + Zi—1%; + Zi<Zi+1 + OZZ'<21, . >Zi) + fz‘(Zl, - ,ZZ‘))
k=1
En utilisant 1’expression o;(21,...,2) = —z_1 — 2z — fi(1,..., %), nous obtenons
Zi = —Zi-1—Zi+Zin
i
Vi = — Zzi + ZiZit1
k=1

A T’étape n, nous obtenons

20 = falz1,...,2) +u
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En choisissant

U= 0ap(z1,...,20) = —2Zp_1— 2n — fn(zl, ey Zn)

pour la fonction de Lyapunov suivante

il s’en suit que

Zn = TZn-1 " Zn
n
s § 2
Vn - - Zk?
=1

Le développent qui suit la technique du Backstepping, est de trouver une transforma-
tion globale (un diffeomorphism) permettant de passer des coordonnés en z aux coor-
donnés en x. La stabilité du systeme est prouvée en recourant a de simples fonctions
de Lyapunov quadratiques. Il faut aussi noter que la dynamique obtenue en fonction
des coordonnés en z est linéaire. L’avantage de la technique du Backstepping est sa
flexibilité pour le choix des fonctions stabilisantes «; qui sont choisies simplement sans
éliminer toutes les non-linéarités afin de rendre la fonction V; négative.



