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Introdution
L'objet de ette thèse est l'étude d'équations de réation-di�usion de type KPP (pourKolmogorov, Petrovsky et Piskunov) en milieu périodique et plus partiulièrement l'exis-tene, les propriétés qualitatives et la stabilité des solutions ondes pulsatoires. On donneà la �n une appliation au système de la SHS (Self-propagating High-temperature Syn-thesis) en ombustion solide.La thèse est divisée en quatre hapitres. Dans le premier, nous donnons, pour uneéquation d'advetion-réation-di�usion à oe�ients périodiques posée sur un ylindrein�ni et ave une nonlinéarité de type ignition, une nouvelle preuve de l'existene d'ondespulsatoires, résultat déjà démontré par Xin [95℄ puis Berestyki et Hamel [6℄.Nous démontrons ensuite l'existene d'ondes pulsatoires au omportement préisé àl'in�ni pour une équation de réation-di�usion unidimensionnelle dont la nonlinéarité estde type KPP et périodique en espae.Nous nous intéressons au hapitre 3 à l'existene de omportements nouveaux entemps grand pour ette équation en milieu périodique et nous montrons que ertainesdonnées initiales donnent lieu à une dynamique non triviale au sens où elle ne se réduitpas à la simple onvergene vers une onde pulsatoire.On démontre en�n au hapitre 4 l'existene d'ondes pulsatoires pour un système deréation-di�usion en dimension une modélisant la ombustion solide.I ContexteI.1 Ondes progressivesLes équations de réation-di�usion sont des équations aux dérivées partielles para-boliques qui servent de modèles dans de nombreux domaines omme la ombustion (fWilliams [92℄) ou la dynamique des populations (f Murray [61℄). Elles permettent derendre ompte et de mieux omprendre les phénomènes de propagation (propagation de�ammes, invasion d'espèes, . . .) grâe à l'existene de solutions partiulières de l'équa-tion appelées ondes progressives. L'équation type de la théorie

ut − uxx = f(u) sur R, (1)a été introduite à la �n des années 30 par Fisher [28℄ omme modèle de génétique despopulations (f(u) = u(1−u)) et par Zeldovih et Frank-Kamenetskii [97℄ en ombustion.L'inonnue u représente une densité de gêne dominant dans le premier as et la tempéra-ture en ombustion. Elle a donné lieu au travail mathématique pionnier de Kolmogorov,1



2 IntrodutionPetrovsky et Piskunov [53℄ qui ont posé les bases de la théorie de la réation-di�usion.Les nonlinéarités f ∈ C1([0, 1],R) onsidérées ii véri�ent les propriétés générales
f ≥ 0 et f(0) = f(1) = 0,et sont lassées en deux atégories (f �gure 1)(i) Nonlinéarité de type KPP. La fontion f véri�e de plus les propriétés suivantes :

f > 0 sur ]0, 1[, f ′(1) < 0 < f ′(0), f(u) ≤ f ′(0)u ∀u ∈ [0, 1].(ii) Nonlinéarité de type ignition. Il existe θ ∈ (0, 1) tel que
f = 0 sur [0, θ], f > 0 sur ]θ, 1[, f ′(1) < 0.Préisons qu'il existe une troisième atégorie de nonlinéarités qui ne sera pas étudiéeii : les nonlinéarités de type bistable. Elles sont telles qu'il existe un zéro intermédiaire

a ∈]0, 1[ tel que f < 0 sur ]0, a[ et f > 0 sur ]a, 1[.

Fig. 1 � Nonlinéarités de type KPP et ignition
Premiers résultats sur l'existene d'ondes progressivesPour e type de nonlinéarités, l'équation (1) possède des solutions partiulières detype ondes progressives. Il s'agit des solutions de la forme u(t, x) = φc(x + ct), ave
c 6= 0, où φc véri�e l'équation di�érentielle

{
−φ′′

c + cφ′
c = f(φc),

φc(−∞) = 0, φc(+∞) = 1.
(2)Ces ondes progressives représentent l'invasion de l'état 0 par l'état 1 et onsistent enla propagation d'un pro�l onstant φc à vitesse c (f �gure 2). Si f est de type KPP,Kolmogorov, Petrovsky et Piskunov [53℄ ont montré que e problème possède une solutionsi et seulement si c ≥ c∗ = 2

√
f ′(0) et que le pro�l φc est stritement roissant et unique àtranslation près. Si f est par ontre de type ignition, Johnson et Nahbar [49℄ ont prouvél'uniité de la vitesse de propagation. Préisons que la vitesse est également unique dansle as bistable.



Introdution 3

Fig. 2 � Pro�l et vitesse d'une onde progressivePropriétés qualitatives et stabilité des ondes progressivesUne fois résolue la question de l'existene des ondes progressives, il vient elle de leurstabilité a�n de omprendre dans quelle mesure es solutions partiulières gouvernent ladynamique en temps grand de l'équation (1). On étudie ainsi le problème de Cauhy
{
ut − uxx = f(u),
u(0, x) = u0(x).

(3)Dans le as de nonlinéarités de type ignition ou bistable, l'unique onde progressive(à translation près) dérit le omportement en temps grand pour une vaste lasse dedonnées initiales. Il s'agit des données exponentiellement déroissantes en −∞ dans leas ignition et possédant des limites à l'in�ni de part et d'autre du zéro intermédiairedans le as bistable (f Kanel [50, 51℄, Fife et MLeod [27℄). Pour étudier la stabilitéloale, il est possible dans e as de se plaer dans un espae à poids pour déplaer lespetre dans le demi-plan ℜez < 0. Sattinger a ainsi montré la stabilité loale des ondesdans de tels espaes ave un taux de déroissane exponentiel en temps [76, 77℄.Le as d'une nonlinéarité de type KPP est plus di�ile du fait de l'existene d'unontinuum de vitesses. Cependant, les ondes de vitesse supérieures (c > c∗) sont loale-ment stables dans un espae à poids omme dans le as ignition [76, 77℄. Mais pour desdonnées initiales plus générales, il se pose le déliat problème de la séletion de la vitesse :si la solution du problème de Cauhy (3) onverge vers une onde progressive φc(x+ ct)en temps grand, quelle est la vitesse c de ette onde et omment est-elle séletionnée ?Pour le résoudre, il est néessaire de onnaître le omportement en −∞ des ondesprogressives φc. Le résultat est le suivant (f [1, 2℄) : quand x → −∞,� si c > c∗, φc(x) = Aeλcx +O(e(λc+δ)x), ave A > 0, δ > 0 et λc =
c−

√
c2 − 4f ′(0)

2
,� si c = c∗, φc∗(x) = (Ax+B)e

c∗

2
x +O(e(

c∗

2
+δ)x), ave A < 0, B ∈ R et δ > 0.Le taux de déroissane exponentiel apparaît de la manière suivante. Le omportementen −∞ de l'onde est donné par une exponentielle eλx solution de l'équation linéarisée en

φ = 0
−φ′′ + cφ′ − f ′(0)φ = 0,e qui revient à herher λ solution de l'équation λ2 − cλ + 1 = 0. C'est la plus petiteraine
λc =

c−
√
c2 − 4f ′(0)

2



4 Introdutionqui est séletionnée et elle est double pour c = c∗, e qui engendre un omportementdi�érent.Les prinipaux résultats sur la question de la séletion de la vitesse dans le as KPPont été obtenus par Uhiyama [84℄, Bramson [17℄ et Lau [55℄. Ils disent d'une part quesi u0 déroît su�samment en −∞, alors 'est la vitesse c∗ qui est séletionnée, maissi u0(x) ∼ eλcx quand x → −∞ et u0(+∞) = 1, alors u(t, x) onverge vers une ondeprogressive de vitesse c. Le as de la vitesse ritique c = c∗ est déliat. Contrairement auas des vitesses supérieures, auun poids ne permet de déplaer le spetre dans le demi-plan ℜez < 0. Deux types de résultats ont été démontrés. Les premiers portent sur desdonnées initiales de type Heaviside [53, 17, 84℄ et montre la onvergene en temps grandvers l'onde de vitesse c∗ dans le sens suivant : il existe un shiftm(t) se omportant omme
m(t) = c∗t+ 3

2
c∗ log(t) + o(1) tel que u(t, x−m(t)) onverge vers φc∗(x). Autrement dit,la solution a un pro�l qui onverge vers elui de l'onde de vitesse c∗ mais en di�ère d'unshift dont la dérivée onverge vers c∗, et qui est ependant non borné. D'autres travauxs'intéressent à des données initiales u0 très prohes de l'onde progressive à l'in�ni : parexemple, quand u0 − φc∗ est à support ompat ou bien telle que u0 − φc∗

φc∗
∈ L1(R−).On a alors dans e as onvergene vers l'onde de vitesse c∗ ave taux de onvergenealgébrique ; Kirhgässner a montré un taux de onvergene de t−1/4 [52℄, puis Gallay aobtenu le taux optimal de t−3/2 [33℄.Existene et stabilité d'ondes progressives plisséesLa notion d'onde progressive se généralise en plusieurs dimensions. En milieu homo-gène, représenté typiquement par l'équation suivante

ut − ∆u = f(u) dans RN , (4)la généralisation est immédiate en onde progressive plane de la forme
u(t, x) = φc(x · e+ ct)se propageant dans la diretion −e ave un pro�l onstant en temps φ, solution del'équation (2). Notons que les ensembles de niveaux de tels solutions sont des plans.La situation est di�érente en milieu inhomogène. Prenons le as du ylindre Σ =

{(x, y) ∈ R × ω}, ave ω borné de RN−1, et de l'équation de réation-di�usion suivante
{
ut − ∆u+ α(y)ux = f(u), (x, y) ∈ Σ,
∂νu = 0, (x, y) ∈ ∂Σ,

(5)où α ∈ C0(ω,R), ν désigne le veteur normal unitaire sortant de ∂Σ = R × ∂ω et ∂νu ladérivée normale. La dépendane en y onduit à herher des solutions partiulières sousla forme
u(t, x, y) = φc(x+ ct, y),appelées ondes progressives plissées et dont les ensembles de niveaux ne sont plus plansmais ourbes. Le pro�l φ satisfait alors l'équation elliptique suivante :





−∆φc + (c+ α(y))∂xφc = f(φc), (x, y) ∈ Σ,
∂νφc = 0, (x, y) ∈ ∂Σ,
φc(−∞, y) = 0 et φc(+∞, y) = 1.

(6)



Introdution 5Ce problème a été étudié par Berestyki, Larrouturou, Lions et Nirenberg [13, 16℄.Ils ont montré que le problème (6) admet une unique solution (c, φ) si f est de typeignition tandis que si f est de type KPP, il existe une solution (c, φc) si et seulement si
c ≥ c∗. Dans les deux as, le pro�l est unique à translations près en la variable x, et il eststritement roissant en x. Dans le as ignition, Berestyki, Larrouturou et Roquejo�re[14, 69℄ ont ensuite montré la stabilité loale de es ondes ave onvergene exponentielleen temps. Les résultats de onvergene globale ont été obtenu ensuite par Roquejo�re[70℄. Dans le as KPP, la situation est plus déliate. Mallordy et Roquejo�re [58℄ ontétudié le as des ondes de vitesses supérieures : ils ont montré la stabilité loale avedéroissane exponentielle en temps ainsi que la onvergene globale vers les ondes pourdes données initiales ayant le même omportement en −∞. La onverge globale s'étudiedans e as en obtenant une inéquation linéaire sur la di�érene |u− φc|.I.2 Ondes pulsatoiresL'étude de la propagation en milieu périodique, 'est à dire pour des équations de laforme

ut − uxx = f(x, u) sur R, (7)où f(x, u) est une fontion 1-périodique en x telle que pour tout x l'appliation u 7→
f(x, u) est une des nonlinéarités lassiques, a été onsidéré dans les années 80 en tant quemodèle d'éologie par Shigesada, Kawasaki et Teramoto [80℄. Les auteurs ont montré quela propagation se faisait alors sous la forme plus générale d'ondes progressives pulsatoiresdont voii la dé�nition :Dé�nition 1. Une onde pulsatoire u(t, x) de l'équation (7) est une solution pour laquelleil existe une vitesse c 6= 0 telle que

u(t+
1

c
, x) = u(t, x+ 1), (8)

u(t,−∞) = 0, u(t,+∞) = 1. (9)Pour faire le lien ave les notions préédentes, notons qu'une onde pulsatoire est unesolution de la forme
u(t, x) = φ(t, x+ ct), (10)où la fontion φ(t, y) est 1/c périodique en t et véri�e φ(t,−∞) = 0 et φ(t,+∞) = 1.Autrement dit, une onde pulsatoire est aratérisée par un pro�l qui est périodique entemps (au lieu de onstant dans le as homogène) et qui avane à une ertaine vitesse c(f �gure 3). Une autre façon lassique de représenter une onde pulsatoire est de la voiromme une solution de la forme
u(t, x) = φ(x+ ct, x), (11)où φ(τ, x) est une fontion 1-périodique en x et véri�ant φ(−∞, x) = 0 et φ(+∞, x) = 1.Nous privilégions ii le premier point de vue.Les premiers résultats d'existene d'ondes pulsatoires ont été établi par Xin pour desnonlinéarités de type bistable et ignition dans RN [93, 94, 95℄. L'auteur a montré qu'ilexiste une unique solution (c, u) à translation en temps près en temps et que la solution



6 Introdution

Fig. 3 � Pro�l et vitesse d'une onde pulsatoireest roissante en temps. Les nonlinéarités f(x, u) de type KPP ont été onsidéré ensuitepar Hudson et Zinner [48℄ qui ont montré l'existene d'ondes pulsatoires pour une demi-droite de vitesse [c0,+∞[. Ces résultats ont été généralisés par Berestyki et Hamel [6℄dans des domaines périodiques généraux. Quand f est de type ignition, la vitesse estunique tandis que pour des nonlinéarités de type KPP, il existe des ondes pulsatoiressi et seulement c ≥ c∗ > 0. De plus, les ondes pulsatoires sont roissantes en tempset dans le as ignition sont uniques à translation près en temps. Berestyki, Hamel etNadirashvili [9℄ ont obtenu une formule variationnelle sur la vitesse minimale :
c∗ = min

λ>0

k(λ)

λ
> 0, (12)où k(λ) désigne la valeur propre prinipale d'un opérateur Lλ qui est donné par la relationsuivante dans le as de l'équation (7)

Lλv = v′′ + 2λv′ + (λ2 + f ′
u(x, 0))v. (13)Cet opérateur apparaît en herhant des solutions de l'équation linéarisée en 0 de la forme

u(t, x) = eλ(x+ct)φ(x) (f setion II.2). Cette formule variationnelle permet d'étudier ladépendane de la vitesse de l'onde en fontion des paramètres de l'équation. Les régimesd'homogénéisation de es fronts de type KPP sont étudiés quant à eux par El Smaily[26℄. Le as d'ondes pulsatoires reliant un état stable périodique à l'état 0 a été étudiépar Berestyki, Hamel, Roques [10, 11℄ dans le adre d'un modèle d'invasion biologiquepour lequel fu(x, 0) peut hanger de signe en fontion de x. Les fronts pulsatoires dansdes milieux périodiques en temps ont également été étudiés par Fréjaques [32℄, Nolenet Xin [62℄ (voir aussi l'artile de revue [96℄).De nombreux résultats d'existene d'ondes pulsatoires (ou ondes modulées) ont étéégalement obtenus pour divers problèmes par des méthodes de bifuration, notammenteux de Shneider et al [24, 37, 36, 44℄. Mentionnons également dans la même thématiquel'étude des fronts de solidi�ation périodiques (oarsening fronts) pour l'équation deAllen-Cahn par Sheel [78℄. La stabilité de es ondes est également étudié, voir parexemple les travaux de Sandstede et Sheel [72, 73℄.Mentionnons pour terminer que les propriétés qualitatives des fronts de type KPPsont atuellement ativement étudié : Hamel a obtenu réemment, dans un adre trèsgénéral, la monotonie en temps ainsi que le omportement spatial exponentiel en −∞[39℄, ave des onséquenes sur l'uniité et la stabilité de es fronts (Hamel, Roques).



Introdution 7I.3 Bref aperçu des travaux onnexesI.3.1 Réation-di�usion dans des milieux générauxLa notion d'ondes progressives a été généralisée très réemment par Matano ainsi quepar Berestyki et Hamel [5℄ pour donner un sens à la notion de propagation dans desdomaines très généraux (onnexes réguliers de RN) ainsi qu'un adre uni�é aux nom-breuses notions d'ondes progressives existantes (planes, ourbes, oniques, pulsatoires).Les auteurs utilisent pour ela le point ommun de tous es fronts : ils onvergent uni-formément vers 0 ou 1 loin de leurs ensembles de niveaux. Des propriétés qualitativesont été établies pour es ondes généralisées et l'étude de leur existene ouvre un vastehamp de reherhe.Quand le milieu de propagation est peu onnu, elui-i peut être représenté par unmilieu aléatoire. La propagation de fronts pulsatoires dans de tels milieux est étudié enpartiulier par Nolen et Xin [63, 96℄.I.3.2 Systèmes de réation-di�usionL'étude des systèmes de réation-di�usion a donné lieu à une vaste littérature. Il esthors de propos ii de faire une bibliographie exhaustive du sujet. Nous mentionnons justequelques sujets de reherhe en plein essor.Le modèle thermodi�usif est ativement étudié. Sous des ontraintes de pertes dehaleur, l'étude du système est déliate puisque elle-i ne se ramène pas à l'étude d'uneéquation salaire. Berestyki, Hamel, Kiselev et Ryzhik [8℄ ont montré que e systèmepossède des fronts progressifs par une demi-droite de vitesses admissibles.Un enjeu essentiel en ombustion est de omprendre l'in�uene du hamp de vitessesur la propagation des �ammes. L'étude du ouplage des équations de réation-di�usionave elles de la méanique des �uides est ainsi d'un enjeu majeur. Ce problème esttrès di�ile et est étudié atuellement pour des ouplages faibles de type Boussinesq.Citons notamment les travaux de Berestyki, Constantin et Ryzhik [4℄, et de Constantin,Roquejo�re, Ryzhik et Vladimirova [23℄ sur les problèmes d'existene et d'extintion,ainsi que elui de Constantin, Kiselev et Ryzhik [22℄ sur les questions d'instabilités.L'étude de l'existene d'ondes pulsatoires pour des systèmes de réation-di�usiongénéraux est très omplexe. De nombreux résultats ont ependant été obtenu par desméthodes de bifuration. Voir par exemple les travaux de Haragus et Sandstede [41℄,de Sandstede et Sheel [73, 74℄ et de Texier-Piard et Volpert [83℄. Le seul résultat denature non perturbative a été obtenu par Constantin, Domelevo, Roquejo�re et Ryzhik[21℄ pour l'existene de fronts pulsatoires d'un modèle de ombustion dyphasique.Nous mentionnons un dernier axe de reherhe très prometteur, elui des systèmesgénéraux de la forme ut = ∆u+ f(u) qui possède deux états u− (stable) et u+ (instable)tels que par exemple la matrie jaobienne Jf(u+) possède au moins une valeur proprede partie réelle stritement positive et Jf(u−) uniquement des valeurs propres de partiesréelles stritement négatives, et en partiulier des fronts linéaires (pulled fronts) pourlesquels la dynamique dépend diretement de l'équation linéarisée au voisinage de l'étatinstable u−. Des résultats de nature formelle ont été obtenus par Elbert et Van Saarlos ;ils ont établi d'une part un ritère général de prédition de la vitesse de propagationen fontion de la donnée initiale et ont donné des termes d'ordres supérieurs dans le



8 Introdutiondéveloppement asymptotique m(t) = c∗t + 3
2
c∗ log(t) + o(1) du terme de dérive m(t)[86, 87, 88, 25℄.II Présentation des résultats obtenusNotre travail se situe dans e ontexte, et son but est d'obtenir l'existene ainsi quedes propriétés qualitatives �nes des ondes pulsatoires d'équations de réation-di�usion.Nous dérivons ii les résultats prinipaux obtenus dans la thèse. Leur motivation et leurontexte ne sont pas repris dans les hapitres suivants.II.1 Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitiondans un ylindre : une nouvelle preuveOn s'intéresse au hapitre 1 à l'existene d'ondes pulsatoires pour une équationd'advetion-réation-di�usion suivante posée sur un ylindre in�ni Σ = {(x, y) ∈ R×ω}dont la setion ω ⊂ RN−1 est un ouvert onnexe régulier et borné. L'équation est lasuivante {

ut − ∆u+ q(x, y).∇u = f(u), (x, y) ∈ Σ,
∂νu = 0, (x, y) ∈ ∂Σ,

(14)où ν désigne le veteur normal unitaire sortant de ∂Σ = R×∂ω et ∂νu la dérivée normale.De plus, le terme soure non linéaire f est ii de type ignition.L'équation (14) représente un modèle lassique de ombustion d'un milieu réatif dansun ylindre. Il s'agit plus préisément du modèle thermodi�usif (ave nombre de Lewiségal à un) de propagation de �amme prémixée [12℄. L'inonnue u désigne la températurenormalisée du milieu réatif et q son hamp de vitesse.Le hamp q(x, y) = (q1(x, y), . . . , qN(x, y)) est supposé de lasse C2 sur Σ et véri�eles hypothèses suivantes :




div q = 0 dans Σ,
∀(x, y) ∈ Σ, q(x+ L, y) = q(x, y),∫

(0,L)×ω

q1(x, y)dxdy = 0,

q.ν = 0 sur ∂Σ.La première hypothèse signi�e que le milieu est onsidéré omme inompressible. Deplus, q est L-périodique en x et sa première omposante est de moyenne nulle. On peutreprésenter e hamp de vitesse omme une �utuation turbulente par rapport à unhamp de vitesse moyen.La périodiité du hamp de vitesse onduit à herher des solutions partiulières detype ondes pulsatoires : il s'agit des solutions de (14) qui se propagent vers la gauhesont les solutions u ∈ C1,2(Σ) telle qu'il existe c 6= 0 véri�ant :
u(t+

L

c
, x, y) = u(t, x+ L, y) ∀t ∈ R, (x, y) ∈ Σ,et telle que :

∀t ∈ R, u(t,−∞, y) = 0, u(t,+∞, y) = 1, uniformément par rapport à y.Nous donnons une nouvelle preuve du résultat suivant



Introdution 9Théorème 1. [6, 95℄ L'équation (14) possède une solution d'onde pulsatoire (c, u).Les deux preuves atuelles de Xin [95℄ et de Berestyki et Hamel [6℄ partent duhangement de variables (11) :
u(t, x, y) = φ(x+ ct, x, y) = φ(τ, x, y),qui onduit à étudier les solutions φ(τ, x, y) dé�nies sur R×R×ω de l'équation elliptiquedégénérée suivante :





∆φ+ 2φτx − q(x, y).∇x,yφ− (q1(x, y) + c)φτ + f(φ) = 0 dans R × R × ω,
∂νφ = 0 sur R × R × ∂ω,
φ(−∞, ., .) = 0, φ(+∞, ., .) = 1 uniformément en (x, y),
φ(τ, x+ L, y) = φ(τ, x, y) pour tout (τ, x, y).

(15)Cette équation est bien dégénérée puisque la matrie des oe�ients des termes de plushaut degré est la suivante en les variables (τ, x, y1, . . . , yN−1) :



1 1 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0

0 0 1
...... ... . . . 0

0 0 . . . 0 1


et elle est de déterminant 0. Pour l'étudier, Xin utilise ensuite une méthode de onti-nuation [95℄ tandis que Berestyki et Hamel utilisent une méthode de régularisation-tronature [6℄. Dans les deux as, les preuves font appel à un résultat de régularitéd'équations elliptiques dégénérées qui est utilisé sans démonstration par Xin [95℄ et dé-montré et utilisé par Berestyki et Hamel. Ces derniers démontrent e�etivement dansun artile indépendant [7℄ un résultat de régularité C1 uniformément en ε sur la solution

φε de l'équation régularisée assoiée à (15)
εφττ + ∆φ+ 2φτx − q(x, y).∇x,yφ− (q1(x, y) + c)φτ + f(φ) = 0.En raison de l'importane de e résultat, il nous a semblé intéressant d'en présenterune autre preuve, ne faisant pas appel à la régularité elliptique, et onduisant à mon-trer l'existene de solutions périodiques en temps pour une équation parabolique nonlinéaire. Nous utilisons pour ela une méthode de ontinuation et les outils employéssont les résultats lassiques sur les équations paraboliques. Toutefois, un ertain nombrede propriétés qualitatives à priori, démontrées par Berestyki et Hamel, seront utiliséessans être redémontrées.Voii les grandes lignes de la démarhe utilisée ii. Elle repose sur le hangement devariables (10) qui onsiste à se plaer dans le repère mobile à la vitesse c

ξ = x+ ct.Plus préisément, on pose
u(t, x, y) = v(t, x+ ct, y), v(t, ξ, y) = u(t, ξ − ct, y). (16)



10 IntrodutionLa fontion v est L/c - périodique en temps puisque
v(t+

L

c
, ξ, y) = u(t+

L

c
, ξ − ct− L, y) = u(t, ξ − ct, y) = v(t, ξ, y),





vt − ∆v + q(ξ − ct, y).∇v + cvξ = f(v) dans Σ,
∂νv = 0 sur ∂Σ,
v(t,−∞, y) = 0, v(t,+∞, y) = 1, ∀t, uniformément en y,
v(t+

L

c
, ξ, y) = v(t, ξ, y).

(17)Pour travailler ave des fontions 1-périodiques en temps, on e�etue ensuite le hange-ment de variable :
w(τ, ξ, y) = v

(
L

c
τ, ξ, y

)
= v(t, ξ, y). (18)La fontion w est ainsi 1-périodique en temps et véri�e le problème :





c

L
wτ − ∆w + q(ξ − Lτ, y).∇w + cwξ = f(w) dans Σ,

∂νw = 0 sur ∂Σ,
w(τ,−∞, y) = 0, w(τ,+∞, y) = 1, ∀τ, uniformément en y,
w(τ + 1, ξ, y) = w(τ, ξ, y).

(19)La question de l'existene d'ondes pulsatoires revient ainsi à montrer que le problème(19) possède une solution (c, w). On utilise pour ela une méthode de ontinuation quionsiste à introduire un paramètre s ∈ [0, 1] dans l'équation en onsidérant les problèmes
(Pbm)s





c(s)

L
w(s)

τ − ∆w(s) + sq(ξ − Lτ, y).∇w(s) + c(s)w
(s)
ξ = f(w(s)) dans Σ,

∂νw
(s) = 0 sur ∂Σ,

w(s)(τ,−∞, y) = 0, w(s)(τ,+∞, y) = 1,

w(s)(τ + 1, ξ, y) = w(s)(τ, ξ, y).Pour s = 0, on obtient l'équation
c(0)

L
w(0)

τ − ∆w(0) + c(0)w
(0)
ξ = f(w(0)).En revenant à la variable initiale par le hangement inverse

u(t, x, y) = v(t, x+ ct, y) = w(
c

L
t, x+ ct, y),on est ramené à l'équation de réation-di�usion lassique

u
(0)
t − ∆u(0) = f(u(0)).Cette équation possède une unique solution d'onde progressive unidimensionnelle de laforme u(t, x, y) = φ(x + ct), qui est don aussi une onde pulsatoire. Pour s = 1, onobtient l'équation étudiée. On souhaite alors montrer que le problème (Pbm)s possèdeune solution pour tout s ∈ [0, 1] en ontinuant la solution existante pour s = 0 parrapport au paramètre s. On proède pour ela en 3 étapes :



Introdution 111. En partant du fait que l'équation admet une solution pour s = 0, on montre qu'ilexiste δ > 0 tel que le problème (Pbm)s admette une solution (c(s), w(s)), ∀s ∈ [0, δ[.2. On pose smax = sup {τ ∈ [0, 1] tel que l'équation a une solution pour tout s ∈
[0, τ [}. On montre alors que smax est atteint, 'est-à-dire qu'on a une solution en
smax.3. Si smax < 1, on montre qu'il existe δ > 0 tel que l'équation a une solution ∀s ∈
[smax, smax +δ[ et ei ontredit la dé�nition de smax. Ainsi, smax = 1 et par l'étape2 on a une solution pour s = 1.Les étapes 1 et 3 sont identiques, il s'agit de ontinuer loalement la solution parrapport au paramètre. Pour ela, on linéarise l'équation autour d'une solution ondepulsatoire et on utilise le théorème des fontions impliites. L'étape 2 onsiste à passerà la limite dans le paramètre de ontinuation et une suite de solutions (c(sn), w(sn))n. Ilest important pour ela d'obtenir un enadrement à priori sur la vitesse pour pouvoirextraire de la suite (c(sn))n une sous-suite onvergente. On montrera que la suite (w(sn))nonverge loalement vers w∞ qui véri�e l'équation, les onditions au bord et aux limites,e dernier point étant le plus déliat.II.2 Existene d'ondes pulsatoires de type KPP au omportementpréiséNous avons rappelé dans la première partie l'importane de onnaître le ompor-tement des ondes progressives en −∞ pour étudier le problème de Cauhy en milieuhomogène. Cei est dû au fait que pour une nonlinéarité de type KPP, 'est le omporte-ment au voisinage de l'état instable 0 qui pilote la dynamique du système. Les résultatsatuels sur l'existene d'ondes pulsatoires ne préisaient pas le omportement en l'in�nijusqu'à un travail, très réent et di�ile mené en parallèle par Hamel [39℄ (nous détaillonsplus loin les di�érenes ave notre ontribution).L'objet du hapitre est l'étude du omportement exponentiel en −∞ des ondes pul-satoires pour l'équation de réation di�usion (7). Pour ela, nous onstruisons des ondespulsatoires qui possèdent le omportement exponentile attendu en −∞. Nous onsidéronsune nonlinéarité f ∈ C2(R × [0, 1],R+) de type KPP qui a les propriétés suivantes :(i) f est 1-périodique en x,(ii) ∀x ∈ R, f(x, 0) = f(x, 1) = 0 et f(x, u) > 0 pour u ∈ (0, 1),(iii) ∀x ∈ R, f ′

u(x, 0) := lim
u→0+

f(x, u)

u
> 0 et f ′

u(x, 1) = lim
u→1−

f(x, u)

u− 1
< 0,(iv) ∀x ∈ R, ∀u ∈ (0, 1), f ′

u(x, u) ≤ f ′
u(x, 0).Pour onstruire nos ondes pulsatoires, nous nous plaçons dans le repère en mouvementde l'onde ξ = x+ ct en posant en posant

ũ(t, ξ) = u(t, ξ − ct); u(t, x) = ũ(t, x+ ct).L'équation (7) s'érit alors dans e repère
ũt − ũξξ + cũξ = f(ξ − ct, ũ). (20)



12 IntrodutionLa fontion ũ représente le pro�l de l'onde pulsatoire et est 1/c-périodique en temps.Elle est solution du problème




ũt − ũξξ + cũξ = f(ξ − ct, ũ),

ũ(t+
1

c
, ξ) = ũ(t, ξ),

ũ(t,−∞) = 0, ũ(t,+∞) = 1.

(21)On herhe ii une solution du problème (21) dont le omportement en −∞ est donnépar une fontion p(t, ξ) solution de l'équation linéarisée au voisinage de u = 0

pt − pξξ + cpξ − f ′
u(ξ − ct, 0)p = 0 (22)de la forme suivante

p(t, ξ) = eλξψ(ξ − ct),ave λ > 0 et ψ > 0 1-périodique. La forme de p généralise le omportement exponentieldes ondes progressives en tenant ompte de la périodiité en temps de la solution àl'aide du terme ψ. En injetant l'ansatz préédent dans l'équation linéarisée, on est ainsiramené à herher λ et ψ solution de l'équation
Lλψ := ψ′′ + 2λψ′ + (λ2 + f ′

u(x, 0))ψ = cλψ,

Lλ agissant dans C2
per(R) l'ensemble des fontions v ∈ C2(R) 1-périodique. Pour ela, ononsidère la valeur propre prinipale k(λ) de l'opérateur Lλ ; il s'agit de l'unique valeurpropre pour laquelle il existe une fontion propre stritement positive. On érit alorsle problème préédent sous la forme k(λ) = cλ, la fontion ψ étant hoisie omme lafontion propre assoiée à k(λ) ; on la notera ψλ dans la suite.La fontion k(λ) a été étudiée par Berestyki, Hamel et Nadirasvili [9℄ pour obtenirla formulation variationelle suivante sur la vitesse minimale

c∗ = min
λ>0

k(λ)

λ
> 0. (23)En partiulier, la fontion k(λ) est onvexe et stritement positive ; la fontion onti-nue positive k(λ)/λ atteint son minimum sur R∗

+ en c∗ et l'image de ette fontion est
[c∗,+∞[. Cei permet de dé�nir le taux de déroissane exponentielle de la façon suivante

λc = min{λ > 0 tel que k(λ) = cλ}, λ∗ = λc∗ .La valeur λc représente ainsi le premier point d'intersetionn de k(λ) ave la doite cλ (f�gure 4).Une attention partiulière est à porter au as c = c∗ où λ∗ est alors une rainedouble de l'équation k(λ) = c∗λ. Le omportement exponentiel est alors de la forme
−ξeλ∗ξψ∗(ξ − ct), où ψ∗ > 0 est une fontion propre de Lλ∗ assoiée à k(λ∗). Nousmontrons alors l'existene d'ondes pulsatoires ave e omportement préis quand ξ →
−∞ :Théorème 2. Soient c > c∗ et ψλc > 0 une fontion propre de Lλc assoiée à k(λc) = cλc.Alors il existe une onde pulsatoire ũc solution de (21) telle que

ũc(t, ξ) = eλcξψλc(ξ − ct) +O(e(λc+δ)ξ), quand ξ → −∞,
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Fig. 4 � Taux de déroissane exponentielle λc de l'onde ũc.ave δ > 0. Soient c = c∗ et ψ∗ > 0 une fontion propre de Lλ∗ assoiée à k(λ∗) = c∗λ∗.Alors il existe une onde pulsatoire ũc∗ solution de (21) telle que
ũc∗(t, ξ) = −ξeλ∗ξψ∗(ξ − c∗t) +O(eλ∗ξ), quand ξ → −∞.Nous utilisons deux approhes di�érentes pour traiter les deux as. Dans elui desvitesses supérieures c > c∗, nous utilisons un théorème de point �xe dans l'espae à poidsdes fontions ayant le omportement exponentiel souhaité. La onstrution du poids estpossible grâe au fait que k(λ) < cλ pour λ supérieur mais prohe de λc. Pour c = c∗, ona l'inégalité k(λ) > c∗λ pour λ prohe de λ∗. Cei permet de onstruire l'onde de vitessesupérieure par la méthode des sur et sous solutions, hoisies ave le même omportementen −∞ (elui de l'onde).Remarque 1. (i) Pour l'onde de vitesse c∗, le omportement plus préis attendu en −∞et qui généralise elui des ondes progressives est le suivant :

ũc∗(t, ξ) = eλ∗ξ(−ξψ∗(ξ − c∗t) + Ψ∗(ξ − c∗t)) + o(eλ∗ξ), quand ξ → −∞,où p(t, ξ) = eλ∗ξ(−ξψ∗(ξ − ct) + Ψ∗(ξ − ct)) est solution de l'équation linéarisée (22).Cei revient à herher ψ∗ et Ψ∗ 1-périodiques et solutions des équations
−ψ′′ − 2λ∗ψ′ + (c∗λ∗ − λ∗2 − f ′

u(x, 0))ψ = 0, (24)
−Ψ′′ − 2λ∗Ψ

′ + (c∗λ∗ − λ∗2 − f ′
u(x, 0))Ψ = −2ψ∗′ + (c∗ − 2λ∗)ψ∗. (25)(ii) Notre approhe est généralisable en plusieurs dimensions d'espae, au moins pour leas c > c∗.Terminons par préiser que Hamel [39℄ a démontré dans un adre très général quetoute onde pulsatoire (notamment elles onstruites dans [6℄) est équivalente en −∞a eλcξψλc(ξ − ct). Nous obtenons ii que le di�érene entre uc et son équivalent a unedéroissane plus rapide que uc. De plus, nous donnons ii une preuve auto-ontenue del'existene d'ondes pulsatoires ayant e omportement préisé. Redisons que les résultatsde e hapitre ne ontiennent pas [6℄ et [39℄, son intérêt étant plut�t dans la simpliitédes preuves données.



14 IntrodutionII.3 Dynamique non triviale en temps grand pour une équationde type KPP en milieu périodiqueNous étudions ii la dynamique en temps grand pour le problème de Cauhy en milieupériodique {
ut − uxx = f(x, u),
u(0, x) = u0(x).

(26)pour une lasse de données initiales prohes des ondes pulsatoires uc onstruites prée-demment dont on onnait le omportement préis en −∞.Le as homogèneNotre travail a été motivé par l'obtention de omportements nouveaux en temps granddans le as homogène, 'est à dire le problème de Cauhy (3). Les résultats lassiques dedynamique en temps grand que nous avons rappelés portent sur la onvergene vers lesondes progressives pour des données initiales ayant en−∞ le même omportement qu'uneonde progressive, ou bien une déroissane très rapide. On se demande naturellement equi se passe si on a�aiblit es hypothèses sur la donnée initiale.On s'interesse ii à des données initiales u0 omprises entre deux translatées d'uneonde progressive de vitesse c > c∗ :
φc(x) ≤ u0(x) ≤ φc(x+M),ave M > 0. Ce type de données initiales a été onsidéré très réemment par Roque-jo�re et Roussier [71℄ pour une équation de type bistable en dimension deux ave desdonnées initiales omprises entre deux translatées d'ondes planes ou de fronts oniques.Les auteurs ont montré que la solution du problème de Cauhy a une dynamique nontriviale en temps grand : le pro�l de la solution onverge vers elui de l'onde mais endi�ère d'un shift qui peut ne onverger vers auune onstante. Le problème de l'étudede la dynamique dans le as KPP était une question ouverte. Nous la résolvons ii pourune nonlinéarité f de lasse C2 et véri�ant f ′′(u) < 0 ; le résultat obtenu est le suivantThéorème 3. Soient c > c∗ = 2

√
f ′(0), M > 0 et u(t, x) la solution du problème deCauhy {

ut − uxx = f(u),
φc(x) ≤ u0(x) ≤ φc(x+M).

(27)Soit m(t, x) la solution du problème
{
mt −mxx − 2λcmx − λcm

2
x = 0,

m(0, x) = φ−1
c (u0(x)) − x.

(28)Alors(i) La fontion m véri�e les propriétés suivantes quand t→ +∞

0 ≤ m(t, x) ≤ M, ‖mt(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
, ‖mx(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
.



Introdution 15(ii) Il existe γ > 0 tel que si v(t, x) = |u(t, x) − φc(x + ct + m(t, x))|, alors ṽ(t, ξ) =
v(t, ξ − ct) véri�e

sup
ξ∈R

|e−γξṽ(t, ξ)| = O

(
1√
t

)
.Remarque 2. On peut montrer en fait que la onvergene en (ii) est uniforme

sup
x∈R

|u(t, x) − φc(x+ ct+m(t, x))| = O

(
1√
t

)
.Ce résultat dit que la solution u(t, x), qui reste omprise entre les deux translatéesde l'onde

φc(x+ ct) ≤ u(t, x) ≤ φc(x+M + ct),voit son pro�l onverger loalement vers elui de l'onde progressive puisque mx → 0 maiselle en di�ère d'un shift qui varie de plus en plus lentement en temps grand (mt → 0)(f �gure 5). Il est important de omprendre que la dynamique est réellement non tri-viale : l'équation du shift se ramène par une transformée de Hopf-Cole à une équationd'advetion-di�usion à oe�ients onstants pour laquelle il existe de nombreuses solu-tions qui ne onvergent vers auune onstante (et même ertaines qui osillent indé�-niment en temps grand [19, 89℄), e qui montre que la solution peut ne onverger versauune translatée de l'onde uc.Notons que puisque la solution est omprise entre deux translatées de l'onde, l'idée dedépart pour étudier le problème de Cauhy est de herher diretement u sous la forme
φc(x+ct+m(t, x)), e qui donne une équation di�ile à étudier. On utilise la onnaissanedu omportement de φc en −∞ pour herher m de sorte que φc(x + ct + m(t, x)) soitpresque solution de (1), la di�érene étant petite au sens où elle déroit plus vite que φcen −∞ ; ei permet de montrer la onvergene asymptotique en hoisissant m solutionde (28). L'équation du shift se ramenant à une équation d'advetion-di�usion, la solutionexpliite de la solution donne le taux de déroissane optimal en t−1/2 sur les dérivées.

Fig. 5 � Dynamique non triviale en milieu homogèneLe as périodiqueLe résultat prinipal du hapitre 3 est l'extension du résultat préédent au adre pé-riodique du problème de Cauhy (26). Notons qu'il n'existe auun résultat sur la stabilité



16 Introdutiondes ondes pulsatoires de type KPP. Nous onsidérons une nonlinéarité f appartenant à
C2(R × [0, 1],R+) et qui possède les propriétés suivantes :(i) f est 1-périodique en x,(ii) ∀x ∈ R, f(x, 0) = f(x, 1) = 0 et f(x, u) > 0 pour u ∈ (0, 1),(iii) ∀x ∈ R, f ′

u(x, 0) := lim
u→0+

f(x, u)

u
> 0 et f ′

u(x, 1) = lim
u→1−

f(x, u)

u− 1
< 0,(iv) ∀x ∈ R, ∀u ∈ [0, 1], f ′′

u (x, u) ≤ 0.Avant détudier la dynamique non triviale, ommençons par noter que les ondes pul-satoires de vitesse supérieure c > c∗ onstruites préedemment sont stables ave taux dedéroissane exponentielle. Le résultat qui utilise essentiellement les mêmes tehniquesque la setion préédente est le suivant :Théorème 4. Soient c > c∗ et u(t, x) la solution du problème de Cauhy (26) où u0(x) ∈
[0, 1] satisfait les propriétés suivantes ave ε > 0(i) u0(ξ) = uc(0, x) +O(e(λc+ε)x) quand x→ −∞,(ii) lim infx→+∞ u0(x) > 0.Il existe alors γ > 0 tel que ‖u(t, ·) − uc(t, ·)‖∞ = O(e−γt).L'objetif du hapitre 3 est d'étudier la lasse plus large de données initiales omprisesentre deux translatées en temps d'une onde pulsatoire uc de vitesse c > c∗

uc(0, x) ≤ u(0, x) ≤ uc(M,x).Cei est possible ar ∂tuc > 0 [6℄. On obtient alors l'équivalent du théorème 3 dans leas périodiqueThéorème 5. Soient c > c∗,M > 0, uc l'onde pulsatoire du théorème 2 et u(t, x) lasolution du problème de Cauhy (26) telle que
uc(0, x) ≤ u(0, x) ≤ uc(M,x),Soit m(t, x) la solution du problème de Cauhy





mt −mxx − 2
(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
mx − cλcm

2
x = 0,

m(0, x) = uc(·, x)−1(u0(x)).
(29)Alors(i) La fontion m(t, x) possède les propriétés suivantes quand t→ +∞ :

0 ≤ m(t, x) ≤ M, ‖mt(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
, ‖mx(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
.(ii) Il existe γ > 0 tel que si v(t, x) = |u(t, x) − uc(t + m(t, x), x)|, alors ṽ(t, ξ) =

v(t, ξ − ct) véri�e
sup
ξ∈R

|e−γξṽ(t, ξ)| = O

(
1√
t

)
.



Introdution 17Remarque 3. On peut montrer en fait que la onvergene en (ii) est uniforme
sup
x∈R

|u(t, x) − uc(t+m(t, x), x)| = O

(
1√
t

)
.Si la donnée initiale est omprise entre deux translatées de l'onde pulsatoire uc, lethéorème nous dit omme préedemment que le pro�l de la solution onverge loalementvers elui de l'onde puisque mx → 0 la solution di�ère de l'onde d'un shift m(t, x) quivarie de plus en plus lentement en temps (mt → 0). Notons que nous obtenons un tauxde déroissane optimal sur les dérivées du shift puisque e taux est le même que le tauxoptimal du as homogène.La preuve de e résultat est déliate. L'obtention de l'équation sur le shift et laonvergene en temps grand s'obtient omme dans le as homogène grâe à la onnais-sane préise du omportement en −∞ de l'onde uc (théorème 2). L'étude des propriétésdu shift m est le plus di�ile et est basée sur des estimations �nes d'un noyau de typehaleur sous-jaent. Tout d'abord, l'équation du shift se ramène, par une transformationde Hopf-Cole, à l'équation parabolique linéaire à oe�ients périodiques suivante

{
wt − wxx − 2λcwx + (cλc − λ2

c − ζ(x))w = 0,
w(0, x) = w0(x) bornée . (30)Contrairement au as homogène, on ne onnait plus expliitement la solution. On uti-lise l'approhe semi-groupe qui permet d'obtenir une formule pour w ; sa transforméede Laplae est solution d'une équation di�érentielle linéaire d'ordre 2 à oe�ients pé-riodiques ; ette équation se résout grâe aux exposants de Floquet assoiés ; on revientensuite à w par transformation de Laplae inverse, et on estime ette formule intégralepar des tehniques d'analyse omplexe (déformation de ontour, singularités) et d'analysede Fourier (noyau de la haleur, Fourier inverse).Remarque 4. (i) Ce résultat est spéi�que à la dimension un puisqu'il est basée surl'étude de l'équation di�érentielle véri�ées par la transformatée de Laplae du shift.(ii) Préisons que les estimations �nes obtenues sur le noyau de la haleur ne peut pas êtreobtenu par les résultats atuels de la littérature sur les problèmes linéaires à oe�ientspériodiques [64℄.Nous obtenons en�n un résultat de stabilité pour l'onde pulsatoire de vitesse c∗ aveun taux de déroissane algébrique. L'étude du as c = c∗ est bien plus déliat que eluides ondes de vitesse supérieure du fait de la présene de 0 dans le spetre essentiel. Lerésultat obtenu utilise les outils développés dans la preuve du théorème 5 ; notons que letaux optimal dans le as homogène est t−3/2 et a été obtenu par Gallay [33℄.Théorème 6. Soit u(t, x) la solution du problème de Cauhy

{
ut − uxx = f(x, u),
u(0, x) = u0(x),où u0 ∈ [0, 1] est de la forme u0(x) = uc∗(0, x) + h(x), ave h à support ompat. Alors

‖u(t, ·) − uc∗(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
.



18 IntrodutionII.4 Ondes pulsatoires pour le système de la SHS ave termesoure monostableOn étudie au hapitre 4 l'existene d'ondes pulsatoires pour le système de réation-di�usion en dimension un suivant
{
Tt − Txx = TY,
Yt = −TY. (31)Il s'agit d'un modèle simple de ombustion solide utilisé en partiulier pour étudier lesproessus de synthèse de matériaux par ombustion auto-propagée (SHS, 'Self-propagatingHigh-temperature Synthesis'). La fontion T (t, x) représente la température et Y (t, x)la fration massique du réatant solide.Ce système s'obtient à partir du modèle termodi�usif lassique dans l'étude de lapropagation de �amme prémélangée en milieu gazeux [12℄ :

{
Tt − Txx = f(T )Y,

Yt −
1

Le
Yxx = −f(T )Y.Notons que le hamp de vitesse est nul omparé au hapitre 1. Le nombre de Lewisest le quotient de la di�usivité thermique par la di�usivité moléulaire ; ette dernièreétant nulle dans le as de la ombustion solide, on obtient le système (31) à la limite

Le → +∞. Notons que nous onsidérons ii f(T ) = T ; La dépendane du taux deréation f par rapport à T est omplexe ; l'hypothèse f(T ) = T que nous faisons ii esttrès simpli�atrie du point de vue physique mais permet une étude mathématique dusystème.Le système (31) étant homogène, il est naturel de se demander omment apparaissentde telles ondes pulsatoires. Celles-i vont jouer un r�le dans l'étude de la dynamique entemps grand du système, pour une distribution initiale Y0(x) périodique du réatant.Quand la distribution initiale est uniforme, autrement dit quand on onsidère deslimites à l'in�ni de T et Y sont uniformes, on est onduit à étudier les solutions globalesen temps de type ondes progressives T (t, x) = T̃ (x+ ct), Y (t, x) = Ỹ (x + ct), le triplet
(c, T̃ , Ỹ ) étant alors solution du problème





−T̃ ′′ + cT̃ ′ = T̃ Ỹ ,

cỸ ′ = −T̃ Ỹ ,
T̃ (−∞) = 0, T̃ (+∞) = 1,

Ỹ (−∞) = 1, Ỹ (+∞) = 0.

(32)L'existene et l'uniité d'ondes progressives pour une demi-droite de vitesses admissiblesont été obtenus par Logak [56℄ pour des nonlinéarités plus générales de la forme f(T )Yave f de type KPP. Dans le as de nonlinéarités de type ignition, le problème avait étérésolu par Berestyki, Niolaenko et Sheurer [15℄. Nous retrouvons le résultat de Logakpar la méthode présentée ii.Les ondes pulsatoires apparaissent en onsidérant une distribution périodique duréatant dans la zone fraîhe ; ei revient à onsidérer les limites suivantes quend x →
−∞ :

T (t,−∞) = 0 et lim
x→−∞

(Y (t, x) − Yp(x)) = 0,



Introdution 19où Yp(x) est une fontion 1-périodique stritement positive. Les onditions aux limitesdans la zone brûlée, 'est à dire quand x→ +∞, sont les suivantes. Si on impose que laombustion est omplète en +∞, 'est à dire Y (t,+∞) = 0, alors la température de �nde ombustion est
T (t,+∞) = 〈Yp〉 :=

∫ 1

0

Yp(x)dx.Une onde pulsatoire (T (t, x), Y (t, x)) solution de (31) et ave une distribution pério-dique Yp en −∞ est alors une solution lassique dé�nie pour tout t, x ∈ R, telle qu'ilexiste c 6= 0 pour lequel
T (t+

1

c
, x) = T (t, x+ 1), Y (t+

1

c
, x) = Y (t, x+ 1),et telle que pour tout t ∈ R,

T (t,−∞) = 0, T (t,+∞) = 〈Yp〉,

lim
x→−∞

(Y (t, x) − Yp(x)) = 0, Y (t,+∞) = 0.On onsidère ainsi au �nal le système :




Tt − Txx = TY,
Yt = −TY,
T (t+

1

c
, x) = T (t, x), Y (t+

1

c
, x) = Y (t, x),

T (t,−∞) = 0, lim
x→−∞

(Y (t, x) − Yp(x)) = 0,

T (t,+∞) = 〈Yp〉, Y (t,+∞) = 0.

(33)
Bien que de nombreux travaux portent sur les systèmes en milieu homogène, peude résultats mathématiquement rigoureux existent sur e type de systèmes en milieuinhomogène . Citons par exemple le travail de Haragus et Shneider [44℄ et eux Sandstedeet Sheel [72, 73℄ sur l'étude de l'existene de fronts par des tehniques de bifuration.L'asymptotique "hautes énergies d'ativation" a été étudiée en détail par des méthodesde développements raordés (Matkowsky, Sivashinsky [59℄). Lorsque la donnée en −∞est périodique, les seuls travaux existants à notre onnaissane sont eux de Monneauet Weiss [60℄ qui portent sur l'existene d'ondes pulsatoires pour l'équation de Stefan enles variables limites T∞ et Y∞ :

∂tT∞ − Y 0∂tχ = ∆T∞,où Y 0 désigne la donnée initiale de Y∞ et
χ(t, x)





= 0, esssup(0,t) T∞(·, x) < 1,
∈ [0, 1], esssup(0,t) T∞(·, x) = 1,
= 1, esssup(0,t) T∞(·, x) > 1.Nous montrons au hapitre 4 que le problème (33) est de type KPP et nous araté-risons l'ensemble des vitesses admissibles :



20 IntrodutionThéorème 7. Le système (33) possède une solution lassique (T, Y ) telle que T > 0 et
Y > 0 si et seulement si c ≥ c∗ ; de plus,

c∗ = min
λ>0

k(λ)

λ
,où k(λ) est la valeur propre prinipale de l'opérateur

Lλv = v′′ + 2λv′ + (λ2 + Yp(x))v,agissant sur les fontions v ∈ C2(R) 1-périodiquePour étudier le problème (33), nous nous plaçons dans le repère mobile en posant
T̃ (t, ξ) = T (t, ξ − ct), Ỹ (t, ξ) = Y (t, ξ − ct).Les ondes pulsatoires sont alors les solutions (T̃ , Ỹ ) 1/c-périodiques en temps du pro-blème suivant :





T̃t − T̃ξξ + cT̃ξ = T̃ Ỹ ,

Ỹt + cỸξ = −T̃ Ỹ ,
T̃ (t+

1

c
, ξ) = T̃ (t, ξ), Ỹ (t+

1

c
, ξ) = Ỹ (t, ξ),

T̃ (t,−∞) = 0, lim
ξ→−∞

(Ỹ (t, ξ) − Yp(ξ − ct)) = 0,

T̃ (t,+∞) = 〈Yp〉, Ỹ (t,+∞) = 0.

(34)
Un outil important dans l'étude de l'existene d'ondes pulsatoires est le prinipedu maximum pour les équations paraboliques, mais il n'est pas véri�é en général pourles systèmes. Il existe des exeptions, omme les systèmes monotones qui possèdent unprinipe de omparaison (f [90℄). Toutefois, notre système n'est pas monotone. La non-linéarité spéi�que f(T ) = T onsidérée ii nous permet de ramener la reherhe d'ondespulsatoires du système (31) en la reherhe d'ondes pulsatoires de l'équation salaire

ut − uxx = Yp(x)(1 − e−u), (35)grâe au nouveau hangement de variables
T (t, x) = ut(t, x) et Y (t, x) = Yp(x)e

−u(t,x). (36)Cei explique que la vitesse minimale est la même que préédemment. Notons que lanonlinéarité 1− e−u ne possède ii qu'un point �xe u = 0. Une onde pulsatoire u(t, x) de(35) est alors une solution de lasse C1,2(R2) telle qu'il existe c 6= 0 pour lequel
u(t+

1

c
, x) = u(t, x+ 1),mais qui relie ette fois les états 0 et +∞ :

u(t,−∞) = 0, u(t,+∞) = +∞.Pour obtenir des ondes du système à l'aide des relations (36), il est néessaire deonstruire des ondes positives de (35) qui ont un omportement linéaire bien préis



Introdution 21en +∞. Pour formuler notre résultat, nous nous plaçons omme préédemment dans lerepère mobile en posant ũ(t, ξ) = u(t, ξ−ct), les ondes pulsatoires étant alors les solutions
(c, ũ) du problème





ũt − ũξξ + cũξ = Yp(ξ − ct)(1 − e−ũ),

ũ(t+
1

c
, ξ) = ũ(t, ξ),

ũ(t,−∞) = 0, ũ(t,+∞) = +∞.

(37)Ave les notations de la setion II-2, nous obtenons le résultat suivantThéorème 8. Pour tout c ≥ c∗, le problème (37) possède une solution ũ > 0 qui a lespropriétés suivantes : pour tout t,
∀c ≥ c∗, ũ(t, ξ) = α +

〈Yp〉
c
ξ + Zp(ξ − ct) +O(e−βξ) quand ξ → +∞,

∀c > c∗, ũ(t, ξ) = eλcξψλc(ξ − ct) +O(e(λc+δ)ξ) quand ξ → −∞,où α ∈ R, β > 0, δ > 0 et Zp est une fontion régulière et 1-périodique.On obtient ensuite des solutions de (34) grâe aux relations
T̃ (t, ξ) = ũt(t, ξ) + cũξ(t, ξ) et Ỹ (t, ξ) = Yp(ξ − ct)e−ũ(t,ξ),équivalentes de (36) dans le repère mobile.Notons que la di�ulté est ii d'obtenir des ondes non bornées qui possèdent unomportement bien préis à l'in�ni. Pour ela, nous proédons de la façon suivante. Pourles vitesses supérieures c > c∗ nous nous ramenons aux nonlinéarités lassiques possédantdeux points �xes en tronquant la nonlinéarité 1 − e−u en une fontion régulière fM(u)qui est égale à 1 − e−u sur [0,M/2] mais qui s'annule pour u ≥ M . Il existe ainsi grâeau théorème 2 une onde pulsatoire uM pour tout M > 0 reliant les états 0 en −∞ et

M en +∞. On obtient ensuite à la limite M → +∞ une solution de (37) pour laquelleon montre qu'elle possède le bon omportement linéaire quand ξ → +∞ grâe à undéveloppement en série de Fourier en t. Pour l'onde de vitesse minimale, on raisonnediretement sur une suite d'ondes de vitesse cn > c∗ de puis on passe à la limite cn → c∗.Remarque 5. La preuve de l'existene d'ondes pulsatoires pour l'équation (35) se gé-néralise en dimension supérieure, ainsi que l'ensemble de ette démarhe.
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Chapitre 1Existene d'ondes pulsatoires d'uneéquation de type ignition dans unylindre : une nouvelle preuve
1.1 IntrodutionDans e hapitre, nous proposons une nouvelle preuve de l'existene d'ondes pulsa-toires pour l'équation (1.1). On onsidère un ylindre in�ni Σ = {(x, y) ∈ R×ω} dont lasetion ω ⊂ RN−1 est un ouvert onnexe régulier et borné et on s'intéresse aux solutionslassiques de l'équation parabolique semi-linéaire suivante :

{
ut − ∆u+ q(x, y).∇u = f(u), t ∈ R, (x, y) ∈ Σ,
∂νu = 0, t ∈ R, (x, y) ∈ ∂Σ,

(1.1)où ν = ν(x) désigne le veteur normal unitaire sortant de ∂Σ = R × ∂ω et ∂νu = ∂u
∂νla dérivée normale. Par solution lassique, nous entendons une fontion u ∈ C1,2(Σ)(une fois dérivable en t, deux fois dérivables en (x, y)). Le hamp de vitesse q(x, y) =

(q1(x, y), . . . , qN(x, y)) est supposé de lasse C2 sur Σ et véri�e les hypothèses suivantes :




div q = 0 dans Σ,
∀(x, y) ∈ Σ, q(x+ L, y) = q(x, y),∫

(0,L)×ω

q1(x, y)dxdy = 0,

q.ν = 0 sur ∂Σ. (1.2)Ainsi, q est périodique en x de période L > 0. Le terme soure non linéaire f est de typeignition ave les propriétés suivantes : f ∈ C2([0, 1],R), il existe θ ∈ (0, 1) tel que f = 0sur [0, θ], f > 0 sur ]θ, 1[, f(1) = 0 et f ′(1) < 0 (f �gure 1.1).Au vu de la périodiité du hamp de vitesse, les solutions partiulières qui nousintéressent sont les ondes pulsatoires qui se propagent, par onvention, vers la gauhe duylindre :Dé�nition 1.1.1. Une onde progressive pulsatoire u(t, x, y) de l'équation (1.1) est unesolution lassique u telle qu'il existe c 6= 0 (vitesse de l'onde) véri�ant :
u(t+

L

c
, x, y) = u(t, x+ L, y) ∀t ∈ R, (x, y) ∈ Σ,23



24 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitionet telle que :
∀t ∈ R, u(t,−∞, y) = 0, u(t,+∞, y) = 1, uniformément par rapport à y.L'objetif de e hapitre est de donner une preuve alternative du résultat suivantThéorème 1.1.1. [6, 95℄ L'équation (1.1) possède une solution d'onde pulsatoire (c, u).1.2 La démarhe utiliséeNotre preuve repose sur le hangement de variables naturel qui onsiste à se plaerdans le repère mobile à la vitesse c. Cei onduit à étudier l'existene de solutions pério-diques en temps pour une équation parabolique non linéaire. Pour ela, nous utiliseronsune méthode de ontinuation ainsi que les outils lassiques des équations paraboliques.Nous ommençons ainsi par nous plaer dans le repère mobile

ξ = x+ cten e�etuant le hangement de fontions suivant :
v(t, ξ, y) = u(t, ξ − ct, y) = u(t, x, y). (1.3)La fontion v est L/c - périodique en temps puisque

v(t+
L

c
, ξ, y) = u(t+

L

c
, ξ − ct− L, y) = u(t, ξ − ct, y) = v(t, ξ, y),et elle véri�e le problème :





vt − ∆v + q(ξ − ct, y).∇v + cvξ = f(v) dans Σ,
∂νv = 0 sur ∂Σ,
v(t,−∞, y) = 0, v(t,+∞, y) = 1, ∀t, uniformément en y,
v(t+

L

c
, ξ, y) = v(t, ξ, y).

(1.4)La vitesse c étant une inonnue du problème, nous e�etuons un nouveau hangementde variables pour travailler ave des fontions 1-périodique en temps :
w(τ, ξ, y) = v

(
L

c
τ, ξ, y

)
= v(t, ξ, y). (1.5)

Fig. 1.1 � Nonlinéarité de type ignition



1.2. La démarhe utilisée 25L'appliation w est alors 1-périodique en temps et véri�e le problème :




c

L
wτ − ∆w + q(ξ − Lτ, y).∇w + cwξ = f(w) dans Σ,

∂νw = 0 sur ∂Σ,
w(τ,−∞, y) = 0, w(τ,+∞, y) = 1, ∀τ, uniformément en y,
w(τ + 1, ξ, y) = w(τ, ξ, y).

(1.6)La question de l'existene d'ondes pulsatoires revient ainsi à montrer le résultat suivantThéorème 1.2.1. Le problème (1.6) possède une solution (c, w).On onsidère les problèmes suivants paramétrés par s ∈ [0, 1] :
(Pbm)s





c(s)

L
w(s)

τ − ∆w(s) + sq(ξ − Lτ, y).∇w(s) + c(s)w
(s)
ξ = f(w(s)) dans Σ,

∂νw
(s) = 0 sur ∂Σ,

w(s)(τ,−∞, y) = 0, w(s)(τ,+∞, y) = 1,

w(s)(τ + 1, ξ, y) = w(s)(τ, ξ, y).Pour s = 0, on obtient l'équation
c(0)

L
w(0)

τ − ∆w(0) + c(0)w
(0)
ξ = f(w(0)).En revenant à la variable initiale par le hangement inverse

u(t, x, y) = v(t, x+ ct, y) = w(
c

L
t, x+ ct, y),on est ramené à l'équation de réation-di�usion lassique

u
(0)
t − ∆u(0) = f(u(0)).Cette équation possède une unique solution d'onde progressive unidimensionnelle de laforme u(t, x, y) = φ(x+ ct) [49℄, qui est don aussi une onde pulsatoire. Pour s = 1, onobtient l'équation étudiée. On souhaite alors montrer que le problème (Pbm)s possèdeune solution pour tout s ∈ [0, 1] en ontinuant la solution existante pour s = 0 parrapport au paramètre s. On proède pour ela en 3 étapes :1. En partant du fait que l'équation admet une solution pour s = 0, on montre qu'ilexiste δ > 0 tel que le problème (Pbm)s admette une solution (c(s), w(s)), ∀s ∈ [0, δ[.2. On pose smax = sup {τ ∈ [0, 1] tel que l'équation a une solution pour tout s ∈

[0, τ [}. On montre alors que smax est atteint, 'est-à-dire qu'on a une solution en
smax.3. Si smax < 1, on montre qu'il existe δ > 0 tel que l'équation a une solution ∀s ∈
[smax, smax +δ[ et ei ontredit la dé�nition de smax. Ainsi, smax = 1 et par l'étape2 on a une solution pour s = 1.Les étapes 1 et 3 sont identiques, il s'agit de ontinuer loalement la solution parrapport au paramètre. Pour ela, on linéarise l'équation autour d'une solution ondepulsatoire et on utilise le théorème des fontions impliites. L'étape 2 onsiste à passerà la limite dans le paramètre de ontinuation et une suite de solutions (c(sn), w(sn))n. Il



26 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitionest important pour ela d'obtenir un enadrement à priori sur la vitesse pour pouvoirextraire de la suite (c(sn))n une sous-suite onvergente. On montrera que la suite (w(sn))nonverge loalement vers w∞ qui véri�e l'équation, les onditions au bord et aux limites,e dernier point étant le plus déliat.Après avoir rappeler les propriétés qualitatives à priori des ondes pulsatoires, noustraitons dans les setions suivantes suessivement des estimations sur la vitesse c, dupassage à la limite, puis de la ontinuation de la solution périodique.1.3 Résultats prérequisNous nous intéressons ii uniquement à l'existene d'ondes pulsatoires et non auxpropriétés qualitatives. Celles-i sont néanmoins des informations préliminaires indispen-sables pour étudier l'existene d'ondes ; nous les rappelons ainsi sans les redémontrer. leproblème aux valeurs propres présenté i-dessous permet de onstruire des sur-solutionsexponentielles qui seront néessaires pour la suite.1.3.1 Propriétés qualitatives des ondesProposition 1.3.1. [6, 95℄ Si (c, u) est une solution onde pulsatoire de (1.1), alors ona les propriétés suivantes(i) l'onde véri�e 0 < u < 1 et est stritement roissante par rapport à t,(ii) la vitesse c est stritement positive et unique,(iii) l'onde u est unique à translation en t près.Remarque 1.3.1. Il est naturel que la vitesse c soit positive : l'état 1 stable envahitl'état 0 instable et vu les onditions aux limites, l'onde se propage ainsi vers la gauhedu ylindre.1.3.2 Problèmes aux valeurs propresProposition 1.3.2. [6℄ 1) Pour tout (s, c, λ) ∈ R3, il existe un unique µ = µ(s, c, λ) ∈ R(valeur propre prinipale) et une fontion stritement positive φ = φs,c,λ ∈ C2(Σ), uniqueà une onstante multipliative près, tels que :




Ls,c,λφ = µφ dans Σ,
∂νφ = 0 sur ∂Σ,
φ(x+ L, y) = φ(x, y),

(1.7)où l'opérateur Ls,c,λ est dé�ni par
Ls,c,λφ = −∆φ + sq(x, y).∇φ− 2λφx + λ(sq1(x, y) + c)φ.2) La fontion µ est C2 en (s, c, λ) et elle véri�e

µ(s, c, 0) = 0, et ∂λµ(s, c, 0) = c.3) Il existe λ > 0 tel que pour tout c ∈ [c, c] et s ∈ [0, 1],
δ(s, c, λ) := µ(s, c, λ) − λ2 > 0.



1.4. Estimations sur c 27Démonstration. 1) Les points 1) et 2) sont démontrés dans [6℄. Notons que la régularitéde µ déoule de la simpliité de la valeur propre prinipale.3) On déduit du point 2) que ∂λµ(s, c, 0) = c ≥ c et qu'il existe M > 0 tel que
|∂2

λµ(s, c, λ)| ≤M pour (s, c, λ) ∈ [c, c] × [0, 1] × [0, 1]. On a ainsi pourλ ∈ [0, c
2M

]

∂λµ(s, c, λ) ≥ c−Mλ ≥ c/2,et don µ(s, c, λ) ≥ cλ/2. Il existe alors λ su�samment petit tel que pour c ∈ [c, c] et
s ∈ [0, 1], on ait δ(s, c, λ) := µ(s, c, λ) − λ2 > 0.1.4 Estimations sur cDans ette setion, on onsidère une solution onde pulsatoire (c, u) de (1.1) et onétablit des estimations à priori sur la vitesse. On établit d'abord une borne supérieurepuis ensuite une borne inférieure. Ces estimations permettront de passer à la limite surla vitesse c dans la setion suivante. Ces deux étapes sont assez semblables à elles de[6℄, la di�érene étant qu'elles sont faites diretement sur le domaine non borné.1.4.1 Borne supérieure sur la vitesseProposition 1.4.1. Il existe c > 0 (ne dépendant que de θ, f et ||q1||∞) tel que pourtoute onde pulsatoire (c, u) de (1.1), on ait c < c.Démonstration. Soit (c, u) une onde pulsatoire de (1.1), elle véri�e ainsi le problème





ut − ∆u+ q(x, y).∇u = f(u) dans Σ,
∂νu = 0 sur ∂Σ,
∀t ∈ R, u(t,−∞, y) = 0, u(t,+∞, y) = 1, uniformément par rapport à y.On onsidère alors une fontion f̄ ave les mêmes propriétés que f mais stritementpositive sur ]θ/2, 2[ (au lieu de ]θ, 1[) et stritement supérieure à f . Soit alors (c̄, φ̄) une

Fig. 1.2 � Les nonlinéarités f et f̄onde unidimensionnelle assoiée à f̄ , 'est à dire une solution de l'équation :
{

−φ̄′′ + c1φ̄
′ = f̄(φ̄),

φ̄(−∞) = θ/4, φ̄(+∞) = 2.



28 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitionLa fontion U(t, x, y) = φ̄(x+ (c1 + ‖q1‖∞)t) est alors solution de :




Ut − ∆U − ‖q1‖∞Ux = f̄(U),
∂νU = 0,
∀t ∈ R, U(t,−∞, y) = θ/4, U(t,+∞, y) = 2, uniformément par rapport à y,
U(0, x, y) = φ̄(x).Puisque u0 est à valeurs dans [0, 1] et que φ̄ est unique à translation près et est àvaleurs dans [θ/4, 2], on peut la translater de telle sorte que U0(x, y) = φ̄(x) ≥ u0(x, y).Considérons maintenant la di�érene U − u. Elle véri�e l'équation :





(U − u)t − ∆(U − u) − ‖q1‖∞Ux − q.∇u = f̄(U) − f(u),
∂ν(U − u) = 0,
(U − u)(0, x, y) = U0 − u0 ≥ 0.En posant
k(t, x, y) =

f̄(U) − f̄(u)

U − u
=

∫ 1

0

f̄ ′(u+ σ(U − u))dσet en remarquant que U ne dépend pas de y, on obtient le problème :




(U − u)t − ∆(U − u) + q(x, y).∇(U − u) − k(t, x, y)(U − u)
= (f̄(u) − f(u)) + (q1 + ‖q1‖∞)Ux ≥ 0,
∂ν(U − u) = 0,
(U − u)(0, x, y) = U0 − u0 ≥ 0,
U − u bornée,puisque f(u) ≤ f̄(u) et Ux = φ̄′ > 0 (propriété de monotonie de l'onde φ̄).Ainsi, par le prinipe du maximum faible parabolique, on a U − u ≥ 0. D'où

u(t, x, y) ≤ U(t, x, y) = φ̄(x+ (c1 + ‖q1‖∞)t), ∀t ≥ 0, ∀(x, y) ∈ Σ.On a alors :
u(t, x+NL, y) = u(t+N

L

c
, x, y) ≤ φ̄

(
x+ (c1 + ‖q1‖∞)(t+N

L

c
)

)
.On onsidère maintenant (xθ, yθ) ∈ Σ tel que u(0, xθ, yθ) = θ. En prenant x := xθ −NL,on obtient

θ = u(0, xθ, yθ) ≤ φ̄

(
xθ +N

(
(c1 + ‖q1‖∞)

L

c
− L

))
.Puisque φ̄(x) tend vers θ/4 quand x→ −∞, on en déduit, en faisant N → +∞, quel'on doit avoir (c1 + ‖q1‖∞)

L

c
− L ≥ 0, 'est à dire :

c ≤ c := c1 + ‖q1‖∞,e qui orrespond à notre estimation.



1.4. Estimations sur c 291.4.2 Borne inférieure sur la vitesseProposition 1.4.2. Il existe c > 0 tel que pour tout onde pulsatoire (c, u) de (1.1), onait c > c.Démonstration. On travaille dans la variable v ; on intègre d'abord l'équation véri�éepar v puis on établit l'estimation inférieure.Étape 1 - Intégration de l'équation. On travaille sur l'équation véri�ée par v :
vτ − ∆v + q(ξ − ct, y).∇v + cvξ = f(v),qu'on intègre sur [0, L/c] × [−M,M ] × ω :

∫ L/c

0

∫

[−M,M ]×ω

(vτ − ∆v + q(ξ − ct, y).∇v + cvξ) dtdξdy =

∫ L/c

0

∫

[−M,M ]×ω

f(v)dtdξdy.Regardons haun des termes du membre de gauhe :� Le premier terme donne par périodiité
∫ L/c

0

vt(t, ξ, y)dt = v(L/c, ξ, y)− v(0, ξ, y) = 0.� Pour le deuxième, on a
∫

[−M,M ]×ω

∆v dxdy =

∫

∂([−M,M ]×ω)

∂νv =

∫

[−M,M ]×∂ω

∂νv +

∫

{−M,M}×ω

∂νv.On a d'une part ∂νv = 0 sur ∂ω et d'autre part
∫

{−M,M}×ω

∂νv =

∫ L/c

0

∫

ω

(vξ(t,M, y) − vξ(t,−M, y))dtdy
M→+∞−−−−−→ 0.En e�et, |vξ(t, ξ)| → 0 quand |ξ| → +∞ grâe aux estimations paraboliques et auxlimites �nies de v quand |ξ| → +∞.� Le troisième terme donne∫

[−M,M ]×ω

q(ξ−ct, y).∇v = −
∫

[−M,M ]×ω

v divq(ξ−ct, y)+∫
∂([−M,M ]×ω)

vq(ξ−Lτ, y).ν.Comme div(q) = 0 dans Σ et q.ν = 0 sur ∂Σ, e terme est égal à :
∫

{−M,M}×ω

vq(ξ−Lτ, y).ν =

∫

ω

[v(t,M, y)q1(M−ct, y)−v(t,−M, y)q1(−M−ct, y)] → 0quand M → +∞ ar v(t, ξ, y) a pour limites 0 et 1 en ξ → ±∞ et q1 est demoyenne nulle sur la ellule [0, L] × ω.� Finalement, quand M → +∞
∫

[−M,M ]×ω

cvξ = c

∫

ω

(v(t,M, y)− v(t,−M, y))dy −→ c|ω|.En e�et,
c|ω|−c

∫

ω

(v(t,M, y)−v(t,−M, y))dy = c

∫

ω

v(t,−M, y)dy+c

∫

ω

(1−v(t,M, y))dy.On onlut par onvergene uniforme en y de v(t,−M, y) vers 0 et de v(t,M, y)vers 1.



30 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitionEn passant à la limite M → +∞, on en déduit �nalement que :
∫ L/c

0

∫

Σ

f(v(t, ξ, y))dtdξdy = L|ω|.Étape 2 - Borne inférieure. Montrons qu'il existe une borne inférieure stitementpositive sur la vitesse. Par l'absurde, on suppose qu'il existe une suite de solutions (cn, vn)telle que cn → 0. Érivons l'équation de vn sous la forme
vn,t − ∆vn + q(ξ − ct, y).∇vn + cnvn,ξ −

f(vn)

vn
vn = 0.Puisque les oe�ients de ette équation (cn, ‖q‖∞ et f(vn)/vn) sont bornés, les esti-mations paraboliques de type Shauder [54℄ donnent l'existene d'une onstante Cunivindépendante de n telle que pour tout N > 0

‖vn‖C1/2,1([1,2]×[N,N+1]×ω) ≤ Cuniv‖vn‖∞ ≤ Cuniv.En utilisant la périodiité en temps, on obtient que
‖vn‖C1/2,1(R×Σ) ≤ Cuniv.D'autre part, il existe ε assez petit tel que f(u) ≥ f(θ1)

2
, ∀u ∈ [θ1 − ε, θ1 + ε], où

θ1 = 1+θ
2
. Pour tout t, il existe (ξt, yt) tel que tel que vn(t, ξt, yt) = 1+θ

2
. Les estimationsparaboliques donnent alors :

|vn(t, ξ, y)− vn(t, ξt, yt)| ≤ Cuniv‖(ξ, y)− (ξt, yt)‖.Considérons alors un ouvert Bt de volume γ, ave γ �xé assez petit, tel que
Bt ⊂ {(ξ, y)/‖(ξ, y)− (ξt, yt)‖ ≤ ε

Cuniv
}.Ainsi, pour tout (ξ, y) ∈ Bt, |vn(t, ξ, y) − vn(t, ξt, yt)| ≤ ε et don f(vn(t, ξ, y)) ≥ f(θ1)

2
.Par onséquent, pour tout n, on a :

L|ω| =

∫ L/cn

0

∫

Σ

f(vn(t, ξ, y))dtdξdy ≥
∫ L/cn

0

(∫

Bt

f(vn(t, ξ, y))dξdy

)
dt

≥
∫ L/cn

0

γ
f(θ1)

2
dt =

Lγf(θ1)

2cn
,e qui est absurde puisque cn → 0. Ainsi il existe c > 0 tel que c < c pour toute solution

(c, v).1.5 Passage à la limiteOn s'intéresse dans ette setion à l'étape 2 de passage à la limite. Il s'agit de montrerque si pour une suite de paramètres sn onvergeant vers s il existe une suite de solutions
(cn, wn) := (c(sn), w(sn)) du problème (Pbm)sn , alors on peut passer à la limite n→ +∞dans ette suite de solutions et obtenir une solution de (Pbm)s.



1.5. Passage à la limite 311.5.1 Extration d'une sous-suite onvergenteConsidérons ainsi une suite de paramètres sn → s et montrons que (Pbm)s possèdeune solution. La suite de fontions (cn, wn) est solution du problème
(Pbm)sn





cn
L
wn,τ − ∆wn + snq(ξ − Lτ, y).∇wn + cnwn,ξ = f(wn) dans Σ,

∂νwn = 0 sur ∂Σ,
wn(τ,−∞, y) = 0, wn(τ,+∞, y) = 1,
wn(τ + 1, ξ, y) = wn(τ, ξ, y),Pour obtenir une fontion limite non triviale, on impose la ondition de normalisationsuivante

max
R×R−×ω

wn(τ, ξ, y) = θ.Cei est possible puisque wn est dé�nie à translation près. En e�et, si wn est solution de
(Pbm)sn, alors

Wn(τ, ξ, y) := wn(τ + r, ξ + Lr, y),ave r ∈ R, est aussi solution. Ces éléments su�sent pour montrer que (cn, wn) →
(c∞, w∞) solution de (Pbm)s.Tout d'abord, d'après les estimations de la setion 1.2, on a 0 < c ≤ cn ≤ c, ∀n.La suite (cn)n est don bornée et on peut en extraire une sous-suite onvergeant vers
c := c∞ ave 0 < c ≤ c ≤ c. On note enore (cn)n ette sous-suite. D'après les résultatsprérequis, on a 0 ≤ wn ≤ 1. Les oe�ients de l'équation

cn
L
wn,τ − ∆wn + snq(ξ − Lτ, y).∇wn + cnwn,ξ −

f(wn)

wn
wn = 0,étant bornés, il existe pour tout N ∈ N une onstante CN telle que pour 0 < α < 1, ona l'estimation parabolique suivante :

‖wn‖C1+α/2,2+α([1,2]×[−N,N ]×ω) ≤ CN ,

CN étant indépendant de n. Ces estimations sont valables sur R × [−N,N ] × ω parpériodiité de wn. Par le théorème d'Asoli et le proédé d'extration diagonale, on peutextraire de wn une sous-suite, notée enore wn, qui onverge dans C1,2
loc (R × Σ) vers

w := w∞. Montrons alors le résultat suivant :Proposition 1.5.1. La fontion limite w est solution de (Pbm)s.Vu la onvergene de wn vers w, ette dernière véri�e




c

L
wτ − ∆w + sq(ξ − Lτ, y).∇w + cwξ = f(w) dans Σ,

∂νw = 0 sur ∂Σ,
w(τ + 1, ξ, y) = w(τ, ξ, y).

(1.8)Le point déliat est de montrer qu'elle véri�e les onditions à la limite. Pour ela, on abesoin de sur-solutions exponentielles.



32 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignition1.5.2 Solutions exponentiellesPuisque wn véri�e la ondition de normalisation
max

R×R−×ω
wn(τ, ξ, y) = θ,

wn véri�e l'équation suivante pour ξ ≤ 0

cn
L
wn,τ − ∆wn + snq(ξ − Lτ, y).∇wn + cnwn,ξ = 0.On note par la suite Pn l'opérateur parabolique suivant

Pn(w) :=
cn
L
wτ − ∆w + snq(ξ − Lτ, y).∇w + cnwξ.On herhe alors des sur-solutions pn > 0 de es équations véri�ant

Pn(pn) = δnpn,ave δn > 0. Les pn sont herhées sous forme exponentielle :
pn(τ, ξ, y) = eλnξφn(ξ − Lτ, y).Le triplet (δn, λn, φn(x, y)) doit alors véri�er l'équation suivante :





−∆φn + snq(x, y).∇φn − 2λnφn,x + λn(snq1(x, y) + cn)φn = (λ2
n + δn)φn,

∂νφn = 0 sur ∂Σ,
φn(x+ L, y) = φn(x, y).

(1.9)La proposition 1.3.2 donne alors l'existene pour tout n du triplé
(δn, λn, φn) := (δ(sn, cn, λ), λ, φn)qui satisfait les onditions. Notons qu'on a alors
pn(τ, ξ, y) = eλξφn(ξ − Lτ, y),'est à dire que le terme exponentiel ne dépend pas de n.1.5.3 Conditions à l'in�niPour terminer ette setion, montrons que l'appliation w := w∞ véri�e les onditionsà l'in�ni. Nous ommençons par la limite en −∞.Proposition 1.5.2. La fontion limite véri�e w(τ,−∞, y) = 0.Pour montrer e résultat, nous ommençons par établir la déroissane exponentielledes fontions wn en les majorant par
pn(τ, ξ, y) = eλξφn(ξ − Lτ, y),puis nous estimons φn indépendamment de n. Nous avons besoin pour ela de �xer laondition de normalisation suivante sur φn

min
Σ
φn = 1.



1.5. Passage à la limite 33Lemme 1.5.3. Soit n ∈ N. On a l'estimation suivante
∀τ, ∀ξ ≤ 0, ∀y, wn(τ, ξ, y) ≤ pn(τ, ξ, y). (1.10)Démonstration. Soit ε > 0 �xé. On onsidère la fontion
p̄n(τ, ξ, y) := (1 +mne

−δnτ )pn(τ, ξ, y) + ε,où mn est une onstante à déterminer. On a alors
Pn(p̄n − wn) = Pn(p̄n) = −δnmne

−δnτpn + (1 +mne
−δnτ )δnpn,

= δnpn ≥ 0.De plus, pn(τ, 0, y) = φn(−Lτ, y) ≥ 1, don si on hoisit mn > 0, on a
(p̄n − wn)(τ, 0, y) ≥ 1 − wn(τ, 0, y) ≥ 0.En�n, ompte-tenu du fait que wn(0, ξ, y) → 0 quand ξ → −∞, on a

(p̄n − wn)(0, ξ, y) ≥ mne
λξ + ε− wn(0, ξ, y) ≥ 0, ∀ξ ≤ 0, y ∈ ω,si on hoisit mn assez grand. On onlut en appliquant le prinipe du maximum parabo-lique sur le demi-ylindre (−∞, 0) × ω. Puisque





Pn(p̄n − wn) ≥ 0,

(p̄n − wn)(τ, 0, y) ≥ 0,

(p̄n − wn)(0, ξ, y) ≥ 0,

p̄n − wn bornéela fontion p̄n − wn est toujours positive ou nulle. Ensuite, on �xe τ ∈ (0, 1) et ononsidère l'inégalité wn(τ + n, ξ, y) ≤ p̄n(τ + n, ξ, y). En utilisant la périodiité de pn et
wn, on voit en faisant n→ ∞ que

wn(τ, ξ, y) ≤ pn(τ, ξ, y) + ε,et ei est vrai pour tout ε > 0, don
wn(τ, ξ, y) ≤ pn(τ, ξ, y),qui est l'estimation souhaitée.Démonstration de la proposition 1.5.2. Les fontions φn véri�ent les estimations suivantesave R > 0 :

1 ≤ φn ≤ Rd'après la normalisation hoisie, min
Σ
φn = 1, et l'inégalité de Harnak jusqu'à la frontière.On a ainsi l'inégalité suivant, pour tout ξ ≤ 0,

wn(τ, ξ, y) ≤ Reλξφn(ξ − Lτ, y).On obtient ainsi à la limite
w(τ, ξ, y) ≤ Reλξ,pour tout ξ ≤ 0, et don w(τ,−∞, y) = 0.



34 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitionRegardons maintenant la limite en +∞.Lemme 1.5.4. La fontion limite véri�e w(τ,+∞, y) = 1.Démonstration. Nous allons d'abord montrer que
∀y, w(t, Lt, y) → 1, quand t→ +∞,'est à dire que, à y �xé, w tend vers 1 dans la diretion R.(1, L, 0) + (0, 0, y). Nousreviendrons ensuite à la diretion R.(0, 1, 0) grâe à la périodiité de w en t.Le hoix de la diretion (1, L, 0) provient du fait que w(t, Lt, y) = u(L

c
t, 0, y), u étantla variable initiale de l'équation. Puisque ∂tun > 0, on obtient à la limite ∂tu ≥ 0. Enfait, ∂tu > 0. En e�et, U := ut est une solution positive de l'équation

{
Ut − ∆U + q.∇U − f ′(u)U = 0,
∂νU = 0.Par le prinipe du maximum fort, soit U = 0, soit U > 0. Si U = ut = 0, alors u(t, x)est onstante et u(N/c, 0, 0) = u(0, N, 0) ne dépend pas de N . Cei est absurde au vudes limites di�érentes quand ξ → ±∞. De plus, 0 < u(t, x, y) < 1, don u(t, x, y) admetune limite ū(x, y) quand t → +∞. Cette fontion ū est périodique puisqu'en passantà la limite t → +∞ dans la relation d'onde pulsatoire u(t + L/c, x, y) = u(t, x,+L, y),on obtient ū(x + L, y) = ū(x + L, y) en passant à la limite t → +∞. De plus, ū véri�el'équation {
−∆ū+ q.∇ū = f(ū) dans Σ,
∂ν ū = 0 sur ∂Σ. (1.11)Nous allons montrer que ū = 1. La première étape est de prouver que

f(ū) = 0.Pour ela, on intègre l'équation (1.11) sur C = [0, L] × ω et on montre que
∫

C

f(ū)dxdy =

∫

C

(−∆ū+ q.∇ū)dxdy = 0.En e�et, on a d'une part, par périodiité de v̄.
∫

[0,L]×ω

∆ū dxdy =

∫

∂([0,L]×ω)

∂ν ū dS

=

∫

[0,L]×∂ω

∂ν ū dS +

∫

{0,L}×ω

∂ν ū dS

=

∫

ω

(ūx(L, y) − ūx(0, y))dy = 0,D'autre part,
∫

[0,L]×ω

q.∇ū dxdy = −
∫

[0,L]×ω

ū divq dxdy +

∫

∂([0,L]×ω)

ūq.ν dS,



1.5. Passage à la limite 35Puisque div q = 0 dans Σ et q.ν = 0 sur ∂Σ, il reste
∫

[0,L]×ω

q.∇ū dxdy =

∫

{0,L}×ω

ūq.ν dS

=

∫

ω

(ū(L, y)q1(L, y) − ū(0, y)q1(0, y))dy = 0,par périodiité de ū et de q.La deuxième étape onsiste à montrer que
∫

Σ

|∇ū|2 dxdy = 0.Pour ela, on multiplie l'équation (1.11) par ū et on intègre sur C. On obtient
∫

C

(−ū∆ū+ ūq.∇ū) dxdy =

∫

C

ūf(ū)dxdy = 0,puisque f(ū) = 0. Développons le membre de gauhe. On a d'une part
−
∫

C

ū∆ū dxdy =

∫

C

|∇ū|2dxdy −
∫

∂C

ū∂ν ū dS =

∫

C

|∇ū|2,par périodiité de ū et le fait que ∂ν ū = 0 sur ∂Σ. D'autre part,
∫

C

ūq.∇ū dxdy = −
∫

C

ū div(ūq)dxdy +

∫

∂C

ū2q.ν dS

= −
∫

C

(q.∇ū+ ū divq)dxdy +

∫

∂C

ū2q.ν dS = 0.On déduit que ū(x, y) = ū est onstante.En�n, la ondition de normalisation
max

R×R−×ω
w(τ, ξ, y) = θet le fait que wτ + Lwξ = ut > 0 implique que ū > θ, d'où ū = 1 d'après les propriétésde f .

Fig. 1.3 � Limite dans la diretion (1, L) en (τ, ξ)Revenons au repère initial. On �xe τ0 ∈ [0, 1] et y0 ∈ ω et on montre que w(τ0,+∞, y0) =
1. On e�etue pour ela le hangement de variable v = 1 − w et on montre que



36 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignition
v(τ0,+∞, y0) = 0. la fontion v véri�e 0 < v < 1 et par périodiité de w par rapport à
τ , on a

v(τ0, L(τ0 + n), y0) = 1 − w(τ0, L(τ0 + n), y0)

= 1 − w(τ0 + n, L(τ0 + n), y0) → 0 quand n→ +∞.Soit ε > 0, il existe alors n assez grand tel que
0 ≤ v(τ0, L(τ0 + n), y0) ≤ ε et 0 ≤ v(τ0, L(τ0 + n + 1), y0) ≤ ε.L'inégalité de Harnak implique qu'il existe CL ne dépendant que de L tel que pour

ξ ∈ Dn = [L(τ0 + n), L(τ0 + n+ 1)],
v(τ0, ξ, y0) ≤ sup

[τ0−1,τ0+1]×D0×ω

v(τ, ξ, y) ≤ CL inf
[τ0,τ0+1]×D0×ω

v(τ, ξ, y) ≤ CLε,e qui onlut la démonstration.1.6 Continuation loale de solutionsOn s'intéresse maintenant à la ontinuation loale, 'est à dire les étapes 1 et 3 denotre preuve. Il s'agit de montrer le résultat suivant :Théorème 1.6.1. Soit s0 ∈ [0, 1[ tel que le problème (Pbm)s0 admette une solution
(c(s0), w(s0)). Alors il existe δ tel que le problème (Pbm)s possède une solution (c(s), w(s))pour tout s ∈ [s0, s0 + δ[.Rappelons tout d'abord le problème (Pbm)s :

(Pbm)s





c

L
wτ − ∆w + sq(ξ − Lτ, y).∇w + cwξ = f(w) dans Σ,

∂νw = 0 sur ∂Σ,
w(τ,−∞, y) = 0, w(τ,+∞, y) = 1,
w(τ + 1, ξ, y) = w(τ, ξ, y).En partant d'une solution (c0, w0) := (c(s0), w(s0)) de (Pbm)s0, on herhe à onstruireune solution (c, w) = (c(s), w(s)) de (Pbm)s pour tout s prohe de s0. En posant

d := c− c0, z := w − w0,on est ramené à herher une solution (d, z) = (d(s), z(s)) du problème
(P̃ bm)s





c0

L
zτ − ∆z + s0q(ξ − Lτ, y).∇z + c0zξ − f ′(w0)z + d(

1

L
w0

τ + w0
ξ)

= (s0 − s)q(ξ − Lτ, y).∇(w0 + z) + g(w0, z, d) dans Σ,
∂νz = 0 sur ∂Σ,
z(τ,−∞, y) = z(τ,+∞, y) = 0,
z(τ + 1, ξ, y) = z(τ, ξ, y),où

g(w0, z, d) := −d( 1

L
zτ + zξ) + f(w0 + z) − f(w0) − f ′(w0)z.Nous allons utiliser le théorème des fontions impliites pour montrer l'existene d'unesolution pour tout s prohe de s0.



1.6. Continuation loale de solutions 371.6.1 Desription formelle de la méthodeNotre méthode pour déterminer la solution (d, z) onsiste à étudier le problème deCauhy
(PB)s





c0

L
zτ − ∆z + s0q(ξ − Lτ, y).∇z + c0zξ − f ′(w0)z + d(

1

L
w0

τ + w0
ξ)

= (s0 − s)q(ξ − Lτ, y).∇(w0 + z) + g(w0, z, d) dans Σ,
∂νz = 0 sur ∂Σ,
z(τ,−∞, y) = z(τ,+∞, y) = 0,
z(0, ξ, y) = z0(ξ, y),

(1.12)et à déterminer la donnée initiale z0 telle que la solution du problème soit 1-périodique.On onsidère pour ela l'appliation
F : R × R × Y1 → Y2, (s, d, z0) 7→ z(1) − z0,où z est la solution du problème de Cauhy (PB)s. Les espaes fontionnels Y1, Y2 sontdeux espaes de Banah qui seront préisés par la suite. Puisqu'on part d'une solution w01-périodique, on a F (s0, 0, 0) = 0. Notre problème se ramène à herher (d, z0) prohesde (0, 0) tels que F (s, d, z0) = 0. Notons que puisque les oe�ients de (PB)s sont1-périodiques, on obtient bien une solution 1-périodique.Pour obtenir un tel ouple (d, z0), on va appliquer le théorème des fontions impliitesà la fontion F . Le point important est de montrer que Dd,z0F (s0, 0, 0) est un isomor-phisme si on hoisit bien les espaes Y1 et Y2. Dans ette setion d'introdution, nousnous proposons juste de aluler formellement Dd,z0F (s0, 0, 0) · (d, z0). Dans la suite, onnote

ψ0 =
1

L
w0

τ + w0
ξ , (1.13)ainsi que l'opérateur parabolique

Pz := zτ −
L

c0
∆z +

Ls0

c0
q(ξ − Lτ, y).∇z + Lzξ −

L

c0
f ′(w0)z. (1.14)Pour aluler la di�érentielle, on utilise la solution z du problème de Cauhy (PB)s0.Ave les notations préédentes, (PB)s0 s'érit sous la forme





c0

L
Pz + dψ0 = g(w0, d, z) dans Σ,

∂νz = 0 sur ∂Σ,
z(τ,−∞, y) = 0 = z(τ,+∞, y),

z(0, ξ, y) = z0(ξ, y).

(1.15)On introduit ensuite l'opérateur d'évolution T (τ, s) assoié à l'opérateur parabolique P .Il est dé�ni de la façon suivante : à la fontion G(ξ, y), il assoie la solution z(τ, ξ, y) :=
T (τ, s)G(ξ, y) du problème





Pz = 0 dans (s,+∞) × Σ,

∂νz = 0 sur ∂Σ,
z(τ,−∞, y) = 0 = z(τ,+∞, y),

z(s, ξ, y) = G(ξ, y).

(1.16)



38 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitionLa formule de Duhamel dit alors que la solution z de (1.15) véri�e :
z(1) = T (1, 0)z0 +

∫ 1

0

T (1, s)

(
L

c0
g(w0(s), d, z(s)) − d

L

c0
ψ0(s)

)
ds. (1.17)Nous verrons que ψ0 est 1-périodique en temps et véri�e





Pψ0 = 0 dans Σ,

∂νψ
0 = 0 sur ∂Σ,

ψ0(τ,−∞, y) = 0 = ψ0(τ,+∞, y),

(1.18)d'où on déduit
T (1, s)

(
d
L

c0
ψ0(s)

)
= d

L

c0
ψ0(1) = d

L

c0
ψ0(0).En notant ψ0

0 = ψ0(0), on a par onséquent,
F (s0, d, z0) − F (s0, 0, 0) = F (s0, d, z0) = z(1) − z0,

= (T (1, 0) − I)z0 − d
L

c0
ψ0

0 +

∫ 1

0

T (1, s)

(
L

c0
g(w0, d, z)

)
ds.Comme g(w0, d, z) est quadratique en (d, z0), on aura ainsi

Dd,z0F (s0, 0, 0) · (d, z0) = (T (1, 0)− I)z0 − d
L

c0
ψ0

0 . (1.19)La di�érentielle Dd,z0F (s0, 0, 0) est alors un isomorphisme de R × Y1 sur Y2 si on aexistene et l'uniité de la solution (d, z0) de l'équation :
(I − T (1, 0))z0 + d

L

c0
ψ0

0 = h ∈ Y2. (1.20)Pour étudier ette équation, on est ainsi amené à étudier les propriétés de l'opérateur
I −T (1, 0). On montrera que I −T (1, 0) est un opérateur de Fredholm, en déomposantl'opérateur T (1, 0) en T +K un opérateur ontratant plus un opérateur ompat, et que
0 est une valeur propre simple algébrique et géométrique de T (1, 0) assoiée à la fontionpropre ψ0

0 :
N(I − T (1, 0)) = N(I − T (1, 0))2 = Rψ0

0.Le plan de ette setion est alors le suivant. Nous ommençons par nous plaer dansun espae à poids (e sera l'espae Y2) qui permet de travailler ave un nouvel opéra-teur parabolique Q qui possède de meilleures propriétés que P vis à vis de l'utilisationdu prinipe du maximum, un outil utilisé dans toute la setion. Après avoir étudié lespropriétés de ψ0, nous établirons que le problème de Cauhy (PB)s est bien posé dansl'espae à poids. La suite de la setion détaille les étapes énonées i dessus, 'est à direle alul de la di�érentielle puis l'étude des propriétés de I − T (1, 0). Nous onluronsalors en montrant que (1.20) possède une unique solution ; ei est rendu possible par unhoix judiieux de Y1 omme hyperplan de Y2. Une dernière sous-setion synthétise en�nla démarhe utilisée.



1.6. Continuation loale de solutions 391.6.2 Détermination du poidsLe oe�ient d'ordre 0 de l'opérateur parabolique P de notre problème, dé�ni par(1.14), est −L/c0f ′(w0). Ce oe�ient tend vers −L/c0f ′(1) qui est stritement positifquand ξ → +∞ mais vers 0 quand ξ → −∞. Ces propriétés ne sont pas satisfaisantespour étudier notre problème. On souhaiterait travailler ave un opérateur dont le oe�-ient d'ordre zéro ait des limites stritement positives quand ξ → ±∞, e qui permettraitvia le prinipe du maximum la onstrution de sur-solutions très utile pour la suite. Pourremédier à ei, on va travailler dans un espae à poids. On herhe pour ela une fontionpoids p(τ, ξ, y) telle que si on pose
Pz = P (pz(p)) = pQ(z(p)),alors l'opérateur parabolique Q possède les propriétés souhaitées.En remplaçant z par pz(p), on obtient :

Pz =
(
pτ −

L

c0
∆p+

Ls0

c0
q(ξ − Lτ, y).∇p+ Lpξ

)
z(p)

+
(
z(p)

τ − L

c0
∆z(p) +

(Ls0

c0
q(ξ − Lτ, y) − 2

∇p
p

)
.∇z(p) + Lz

(p)
ξ − L

c0
f ′(w0)z(p)

)
p.La di�ulté est alors de trouver δ0 > 0 et p̃ stritement positive et 1-périodique en τtels que :

P̃ p̃ := p̃τ −
L

c0
∆p̃ +

Ls0

c0
q(ξ − Lτ, y).∇p̃+ Lp̃ξ = δ0p̃.Lemme 1.6.2. Il existe δ0 > 0 et p̃ stritement positive telle que

P̃ p̃ = p̃τ −
L

c0
∆p̃+

Ls0

c0
q(ξ − Lτ, y).∇p̃+ Lp̃ξ = δ0p̃. (1.21)De plus, p̃ est de la forme suivante :

p̃(τ, ξ, y) = eλξφ0(ξ − Lτ, y), (1.22)ave λ > 0, et φ0 stritement positive et L-périodique en sa première variable.Démonstration. On herhe le poids p̃ de la forme (1.22). Le triplet (δ0, λ, φ0(x, y)) doitalors véri�er l'équation suivante :




−∆φ0 + s0q(x, y).∇φ0 − 2λφ0
x + λ(s0q1(x, y) + c0)φ0 − λ2φ0 =

δ0c0

L
φ0,

∂νφ
0 = 0 sur ∂Σ,

φ0(x+ L, y) = φ0(x, y).

(1.23)L'existene d'une telle solution est une onséquene de la proposition 1.3.2.La limite en +∞ du oe�ient d'ordre 0 étant déjà stritement positive, on a justebesoin d'un poids exponentiel en −∞. On tronque pour ela la fontion p̃ à la valeur 1pour ξ ≥ 1. Pour ela, on onsidère une fontion positive χ(ξ) ∈ C∞(R,R) valant 1 pour
ξ ≤ 0, 0 pour ξ ≥ 1 et déroissante entre 0 et 1, et on pose

p = χp̃+ (1 − χ).



40 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitionOn a alors Pz = pQ(z(p)) ave
Q(z(p)) = z(p)

τ − L

c0
∆z(p)+

(
Ls0

c0
q − 2

∇p
p

)
.∇z(p)+Lz

(p)
ξ +

(
P̃ p

p
− L

c0
f ′(w0)

)
z(p), (1.24)où P̃ p(τ, ξ, y) vaut δp si ξ ≤ 0 et 0 si ξ ≥ 1. Ainsi, l'opérateur parabolique Q a lespropriétés voulues :





P̃ p

p
− L

c0
f ′(w0) → δ0 > 0 quand ξ → −∞,

P̃ p

p
− L

c0
f ′(w0) → −L

c0
f ′(1) > 0 quand ξ → +∞.La fontion φ0 étant L-périodique en x, on peut la hoisir telle que

inf
Σ
φ0 = 1.On onsidère alors la fontion poids régulière

p0(ξ, y) = p(0, ξ, y) =

{
eλξφ0(ξ, y) pour ξ ≤ 0,
1 pour ξ ≥ 1,et les espaes qui seront fondamentaux dans la suite :

X := UC0(Σ) = {z ∈ C0(R × ω,R), z(ξ, y) −−−−→
|ξ|→∞

0, uniformément en y ∈ ω},muni de la norme
‖z‖∞ = sup

(ξ,y)∈Σ

|z(ξ, y)|,et l'espae à poids
Xλ := UC0

λ(Σ) = {z ∈ C0(R × ω,R),
z

p0
∈ UC0(Σ)},muni de la norme

‖z‖λ :=

∥∥∥∥
z

p0

∥∥∥∥
∞
.Ces espaes sont des espaes de Banah.Cet espae à poids est l'espae d'arrivée de la fontion F ; on dé�nit ainsi

Y2 := Xλ.L'espae Y1 sera un hyperplan de Y2 que l'on déterminera à la �n de la setion.1.6.3 Les propriétés de w0Rappelons que la fontion w0 est solution du problème (Pbm)s0 . Il est essentiel pourla suite de montrer que w0 véri�e l'estimation suivante



1.6. Continuation loale de solutions 41Lemme 1.6.3. Il existe β > 0 tel que pour M assez grand,
∀τ, ∀ξ ≤ −M, ∀y, |w0(τ, ξ, y)| ≤ ‖w0(·,−M, ·)‖∞e(β+λ)Meβξp(τ, ξ, y). (1.25)Ainsi, ψ0 = 1

L
w0

τ + w0
ξ et ∇w0 sont dans Xλ.Démonstration. Soit ε > 0 �xé. Soit β > 0 assez petit tel que
δ0 − L

c0
β2 + β

Ls0

c0
q1 + Lβ − L

c0
(λ+

φ0
x

φ0
)β ≥ 0.(Un tel hoix est possible puisque δ0 > 0). On onsidère la fontion

p̄(τ, ξ, y) := (‖w0(·,−M, ·)‖∞e(β+λ)Meβξ +m0e
−δ0τ )p(τ, ξ, y) + ε.On se plae sur le demi-ylindre (−∞,−M) × ω de sorte que w0 ≤ θ et ainsi

w0
τ −

L

c0
∆w0 +

Ls0

c0
q(ξ − Lτ, y).∇w0 + Lw0

ξ = 0.On va alors montrer que sur (−∞,−M) × ω

p̄− ψ0 ≥ 0à l'aide du prinipe du maximum faible parabolique. Tout d'abord,
(p̄− w0)(τ,−M, y) ≥ ‖w0(·,−M, ·)‖∞e(β+λ)Me−βMe−λM − w0(τ,−M, y) ≥ 0.Ensuite, ompte-tenu du fait que w0

0 → 0 quand ξ → −∞, on a
(p̄− w0)(0, ξ, y) ≥ m0e

λξ + ε− w0(0, ξ, y) ≥ 0,si on hoisit m0 assez grand. En�n,
P (p̄− w0) = P (p̄)

= −m0δ
0e−δ0τp− ‖w0(·,−M, ·)‖∞e(β+λ)Meβξ

(L
c0
β2 + β

Ls0

c0
q1(ξ − Lτ, y) + Lβ

)
p

+(‖w0(·,−M, ·)‖∞e(β+λ)Meβξ +m0e
−δ0τ )δ0p− L

c0
‖w0(·,−M, ·)‖∞e(β+λ)Meβξβpξ

=
(
δ0 − L

c0
β2 + β

Ls0

c0
q1 + Lβ − L

c0
(λ+

φ0
x

φ0
)β
)
‖w0(·,−M, ·)‖∞e(β+λ)Meβξp ≥ 0.On onlut en appliquant le prinipe du maximum faible parabolique sur le demi-ylindre (−∞,−M) × ω. Puisque





P (p̄− w0) ≥ 0,

(p̄− w0)(τ,−M, y) ≥ 0,

(p̄− w0)(0, ξ, y) ≥ 0,

p̄− w0 bornée,la fontion p̄−w0 est positive sur (−∞,−M)×ω. On raisonne de même ave la fontion
p̄+w0, et on en déduit que |w0| ≤ p̄. Ensuite, on �xe τ ∈ (0, 1) et on onsidère l'inégalité
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|w0(τ + n, ξ, y)| ≤ p̄(τ + n, ξ, y). En utilisant la périodiité de p et ψ0, on voit en faisant
n→ ∞ que

|w0(τ, ξ, y)| ≤ ‖w0(·,−M, ·)‖∞e(β+λ)Meβξp(τ, ξ, y) + ε.Cei étant vrai pour tout ε > 0, on obtient �nalement
|w0(τ, ξ, y)| ≤ ‖w0(·,−M, ·)‖∞e(β+λ)Meβξp(τ, ξ, y),le résultat attendu.On obtient ainsi les mêmes estimations exponentielles sur les dérivées de w0 grâe auxestimations paraboliques. De plus, puisque w0(τ,+∞, y) = 1, ses dérivées ont une limitenulle quand ξ → +∞ par les estimations paraboliques. On en déduit que ψ0

0 = 1
L
w0

τ +w0
ξet ∇w0 sont dans Xλ.1.6.4 Etude du problème de Cauhy (PB)s.Nous montrons dans ette setion que l'appliation F est bien dé�nie dans l'espae

Xλ. Nous étudions pour ela le problème de Cauhy (1.12) et prouvons qu'il est bienposé dans l'espae Xλ.Lemme 1.6.4. Soit (s, d, z0) ∈ R × R ×Xλ. Alors le problème de Cauhy (1.12) admetune unique solution z(τ, ξ, y) qui est globale en τ et qui véri�e z(τ) ∈ Xλ pour tout τ ≥ 0.En partiulier, l'appliation
F : (s, d, z0) ∈ R × R ×Xλ 7→ z(1) − z0 ∈ Xλ, (1.26)où z est la solution de (1.12), est bien dé�nie, puisque z(1) ∈ Xλ.Démonstration. Nous allons étudier le problème (1.12) en l'érivant sous la forme équi-valente suivante





c

L
zτ − ∆z + sq(ξ − Lτ, y).∇z + czξ

= f(w0 + z) − f(w0) − (c− c0)ψ0 − (s− s0)q(ξ − Lτ, y).∇w0,

∂νz = 0 sur ∂Σ,
z(τ,−∞, y) = 0 = z(τ,+∞, y),

z(0, ξ, y) = z0(ξ, y).

(1.27)
Commençons par travailler dans l'espae X. L'opérateur −∆ muni du domaine

D(−∆) = {u ∈ X;−∆u+ u ∈ X, ∂νu = 0 sur ∂Σ}est setoriel sur X [57℄. De plus, si pour α > 1/2 �xé, on note Xα = D((−∆)α) [45℄,alors l'appliation
τ 7→ B(τ) : R → L(Xα, X)dé�nie par

B(τ)z := sq(ξ − Lτ, y) · ∇z + czξ,



1.6. Continuation loale de solutions 43est de lasse C1 puisque q est C1. Ainsi, si z0 ∈ X, le problème Cauhy homogène




c

L
zτ − ∆z + sq(ξ − Lτ, y).∇z + czξ = 0 dans Σ,

∂νz = 0 sur ∂Σ,
z(τ,−∞, y) = 0 = z(τ,+∞, y),

z(0, ξ, y) = z0(ξ, y) ∈ X,

(1.28)possède une unique solution z globale en temps et à valeurs dans X [45℄. Quand z0 ∈ X,le problème de Cauhy non linéaire (1.27) admet ainsi une solution loale en temps ar leseond membre est régulier en temps et à valeurs dans X ; la solution est en fait globaleen temps ar le seond membre est à roissane au plus linéaire en z [45℄. On peut dononsidérer la valeur de z au temps 1. Il reste à montrer que si z0 ∈ Xλ alors z(1) ∈ Xλ.Pour ela, on va érire z = p(s)z∗, ave une nouvelle fontion poids p(s) stritementpositive et adaptée au problème onsidéré et montrer que z∗(1) ∈ X. On a
c

L
zτ − ∆z + sq(ξ − Lτ, y).∇z + czξ

=
( c
L
p(s)

τ − ∆p(s) + sq(ξ − Lτ, y).∇p(s) + cp
(s)
ξ

)
z∗

+
( c
L
z∗τ − ∆z∗ + sq(ξ − Lτ, y).∇z∗ − 2

∇p(s)

p(s)
+ cz∗ξ

)
p(s).De façon similaire à la onstrution de p, on pose

p(s)(τ, ξ, y) := χ(ξ)eλξφ(s)(ξ − Lτ, y) + (1 − χ(ξ)),ave φ(s) stritement positive, L-périodique en sa première variable, et solution du pro-blème




−∆φ(s) + sq(x, y).∇φ(s) − 2λφ
(s)
x + (cλ+ sλq1(x, y) − λ2)φ(s) = δ(s)φ(s),

∂νφ
(s) = 0 sur ∂Σ,

φ(s)(x+ L, y) = φ(s)(x, y).

(1.29)Ce problème admet une solution (δ(s), φ(s)) ave φ(s) stritement positive d'après la pro-position 1.3.2. Le problème en z∗ devient alors




c

L
z∗τ − ∆z∗ + sq(ξ − Lτ, y).∇z∗ − 2

∇p(s)

p(s)
+ cz∗ξ + δ(s)z∗

=
1

p(s)

(
f(w0 + z) − f(w0) − (c− c0)ψ0 − (s− s0)q(ξ − Lτ, y).∇w0

)
,

∂νz
∗ = 0 sur ∂Σ,

z∗(0, ξ, y) =
z0(ξ, y)

p(s)(0, ξ, y)
∈ X.

(1.30)
On note que
f(w0 + z) − f(w0)

p(s)
=
f(w0 + p(s)z∗) − f(w0)

p(s)
=
(∫ 1

0

f ′(w0 + σp(s)z∗) dσ
)
z∗.



44 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitionDe plus, on sait d'après le lemme 1.6.3 que
ψ0

p(s)
,
∇w0

p(s)
∈ X.On peut alors résoudre le problème en z∗ loalement puis globalement pour obtenirune solution z∗ telle que z∗(τ) ∈ X pour tout τ ≥ 0. On en déduit que si z0 ∈ Xλ, alorsla solution de (1.27) véri�e z(τ) ∈ Xλ pour tout τ ≥ 0.1.6.5 La di�érentiabilité de l'appliation FLemme 1.6.5. L'appliation F dé�nie par (1.26) est de lasse C1 sur un voisinage de

(s0, 0, 0) et Dd,z0F (s0, 0, 0) est dé�nie par
Dd,z0F (s0, 0, 0) · (d, z0) = (T (1, 0) − I)z0 − d

L

c0
ψ0(0). (1.31)Démonstration. Pour voir que l'appliation F est de lasse C1 sur un voisinage de

(s0, 0, 0), on montre que ses di�érentielles partielles par rapport à s, d et z0 sont ontinues.Ii on va aluler expliitement les di�érentielles partielles en (s0, 0, 0) par rapport à
d et z0 et montrer que

F ′
d(s

0, 0, 0) = −L

c0
ψ0(0) et Dz0F (s0, 0, 0) · z0 = (T (1, 0) − I)z0.� Di�érentiabilité par rapport à z0. Rappelons que

F (s0, 0, z0) = (T (1, 0) − I)z0 +
L

c0

∫ 1

0

T (1, s)g(z)ds,ave
g(z) = f(w0 + z) − f(w0) − f ′(w0)z.On doit don montrer que

∥∥∥∥
∫ 1

0

T (1, s)(f(w0 + z) − f(w0) − f ′(w0)z)ds

∥∥∥∥
λ

= o(‖z0‖λ).Notons que ‖z0‖λ = ‖z0
p0
‖∞. Posons alors omme préédemment z = pz(p), ave z(p)solution de {

Qz(p) = 0,

z(p)(0) = z
(p)
0 .On onsidère ensuite Zs(1) = T (1, s)g(pz(p)) la valeur au temps 1 de la solution duproblème {

PZ = 0,

Z(s) = g(p(s)z(p)(s)).Puisqu'on doit estimer Zs(1)

p0
=
Zs(1)

p(1)
, posons Zs = pZ

(p)
s , Z(p)

s étant solution de



QZ(p)

s = 0,

Z(p)
s (s) =

g(p(s)z(p)(s))

p(s)
=
f(w0 + pz(p)) − f(w0) − f ′(w0)pz(p)

p
(s).
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∥∥∥∥
∫ 1

0

T (1, s)g(z)ds

∥∥∥∥
λ

=

∥∥∥∥
1

p0

∫ 1

0

Zs(1)ds

∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥
∫ 1

0

Zs(1)

p(1)
ds

∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥
∫ 1

0

Z(p)
s (1)ds

∥∥∥∥
∞par rapport à

‖z0‖λ = ‖z(p)
0 ‖∞.On a l'estimation suivante sur Z(p)

s (1) :
‖Z(p)

s (1)‖∞ ≤ C

∥∥∥∥
f(w0 + pz(p)) − f(w0) − f ′(w0)pz(p)

p(s)
(s)

∥∥∥∥
∞
.De plus, d'après l'inégalité de Taylor-Lagrange

∣∣∣∣
f(w0 + pz(p)) − f(w0) − f ′(w0)pz(p)

p(s)
(s)

∣∣∣∣ ≤M |z(p)(s)|2,ave M = max
[0,1]

|f ′′|. On utilise en�n que
‖z(p)(s)‖∞ ≤ C‖z(p)(0)‖∞.On a don �nalement

‖
∫ 1

0

Z(p)
s (1)ds‖∞ ≤ C‖z(p)(0)‖2

∞,et don
Dz0F (s0, 0, 0) · z0 = (T (1, 0) − I)z0.� Dérivabilité par rapport à d. On �xe ii z0 = 0. On réérit di�éremment l'équationvéri�ée par z = z(d) de la façon suivante

zτ −
L

c
∆z +

s0L

c
q.∇z + Lzξ −

L

c
f ′(w0)z =

L

c
(g(z) − dψ0),ave c = c0 + d. En utilisant les opérateurs

Az := −L

c0
∆z et Bd(τ)z :=

s0L

c0 + d
q.∇z + Lzξ −

L

c0 + d
f ′(w0)z,ette équation s'érit

zτ + (1 − d

c0 + d
)Az +Bd(t)z =

L

c0 + d
(g(z) − dψ0).En érivant �nalement l'équation par rapport à l'opérateur parabolique P , on obtient

Pz := zτ + (A+B0(t))z =
d

c0 + d
Az + (B0(t) −Bd(t))z +

L

c0 + d
(g(z) − dψ0).Puisque l'opérateur d'évolution assoié à P est T (t, s), la formule de Duhamel donne

z(1) =

∫ 1

0

T (1, s)

(
d

c0 + d
Az(s) + (B0(s) − Bd(s))z(s) +

L

c0 + d
g(z(s)) − dL

c0 + d
ψ0(s)

)
ds.
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F ′

d(s
0, 0, 0) = lim

d→0

z(d)(1)

d
,ave

z(d)(1)

d
=

∫ 1

0

T (1, s)

(
Az(d)

c0 + d
+
B0(t) −Bd(t)

d
z(d) +

Lg(z(d))

d(c0 + d)
− Lψ0

c0 + d

)
ds.Par périodiité de ψ0, on a

T (1, s)ψ0(s) = ψ0(1) = ψ0(0).Ainsi,
z(d)(1)

d
= − L

c0 + d
ψ0(0) +

∫ 1

0

T (1, s)

(
Az(d)

c0 + d
+
B0(t) − Bd(t)

d
z(d) +

Lg(z(d))

d(c0 + d)

)
ds.On est ainsi ramené à prouver que

∥∥∥∥
∫ 1

0

T (1, s)

(
Az(d)

c0 + d
+
B0(t) − Bd(t)

d
z(d) +

Lg(z(d))

d(c0 + d)

)
ds

∥∥∥∥
λ

−−→
d→0

0,soit
∥∥∥∥

1

p(0)

∫ 1

0

T (1, s)

(
Az(d)

c0 + d
+
B0(t) −Bd(t)

d
z(d) +

Lg(z(d))

d(c0 + d)

)
ds

∥∥∥∥
∞

−−→
d→0

0.Pour ela, on ommene d'abord par noter que puisque z(d) est solution de l'équation
zτ −

L

c
∆z +

s0L

c
q.∇z + Lzξ −

L

c
f ′(w0)z +

L

c

g(z)

z
z = −Ld

c
ψ0,ave z(d)

0 = 0, les estimations paraboliques donnent l'existene de C > 0 indépendant de
d tel que

‖z(d)‖C1,2([0,1]×R) ≤ Cd.Cei nous dit en partiulier que z(d) → 0 dans C1,2([0, 1]×R) quand d→ 0 . Pour ξ ≤ 0,montrons que nous avons l'estimation suivante
|z(d)(τ, ξ, y)| ≤ C ′dp(τ, ξ, y) = C ′deλξφ0(ξ − Lτ, y).On a tout d'abord

P
(
C ′deλξφ0(ξ − Lτ, y) − z(d)(τ, ξ, y)

)

= C ′deλξφ0(ξ − Lτ, y) − d

c0 + d
Az(d) − (B0(t) − Bd(t))z

(d) − L

c0 + d
(g(z(d)) − dψ0)

= d
(
C ′eλξφ0(ξ−Lτ, y)+ L

c0 + d
ψ0
)
− d

c0 + d
Az(d)−(B0(t)−Bd(t))z

(d)− L

c0 + d
g(z(d)).



1.6. Continuation loale de solutions 47On peut hoisir C et d assez petit tel que l'expression préédente soit positive. On hoisitd'abord C de sorte que le premier terme soit positif, e qui est possible ar d'après lespropriétés de ψ0, il existe C tel que
∣∣∣ L

c0 + d
ψ0
∣∣∣ ≤ Ceλξφ0(ξ − Lτ, y).On note ensuite que les autres termes sont quadratiques en d. On a en e�et tout d'abord

∥∥∥d 1

c0 + d
Az(d)

∥∥∥
∞

≤ Cd
1

c0 + d
‖z(d)‖∞ ≤ C ′d2.Ensuite, puisque

(B0(t) − Bd(t))z
(d) = d

( s0L

c0(c0 + d)
q.∇z(d) − L

c0(c0 + d)
f ′(w0)z

(d)
)
,on a ∥∥∥(B0(t) − Bd(t))z

(d)
∥∥∥
∞

≤ Cd‖z(d)‖∞ ≤ C ′d2.En�n, g(z) = O(z2) pour z prohe de 0 don pour d petit
|g(z(d))| ≤ Cz(d)2 ≤ C ′d2.Finalement, si d est assez petit, on a

P
(
C ′deλξφ0(ξ − Lτ, y) − z(d)(τ, ξ, y)

)
≥ 0.Quitte à prendre C ′ plus grand, on a de plus les onditions suivantes

C ′dφ0(−Lτ, y) − z(d)(τ, 0, y)) ≥ 0,et
C ′deλξφ0(ξ, y)− z(d)(0, ξ, y)) = C ′deλξφ0(ξ, y) ≥ 0.Le prinipe du maximum donne alors l'estimation pour ξ ≤ 0

|z(d)(τ, ξ, y)| ≤ C ′deλξφ0(ξ − Lτ, y).D'après les estimations paraboliques, les dérivées de z(d) ont la même déroissaneexponentielle, ainsi il existe C > 0 tel que
∣∣∣∣
Az(d)

c0 + d
+
B0(t) − Bd(t)

d
z(d) +

Lg(z(d))

d(c0 + d)

∣∣∣∣ ≤ Cdp(τ, ξ, y).On onsidère alors
Zs(1) = T (1, s)

(
Az(d)(s)

c0 + d
+
B0(t) −Bd(t)

d
z(d)(s) +

Lg(z(d)(s))

d(c0 + d)

)
,qui est la valeur au temps 1 de la solution du problème




PZ = 0,

Z(s) =
Az(d)(s)

c0 + d
+
B0(t) −Bd(t)

d
z(d)(s) +

Lg(z(d)(s))

d(c0 + d)
.
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p0

=
Zs(1)

p(1)
, posons Zs = pZ

(p)
s , Z(p)

s étant solution de



QZ(p)

s = 0,

Z(p)
s (s) =

1

p(s)

(
Az(d)(s)

c0 + d
+
B0(t) −Bd(t)

d
z(d)(s) +

Lg(z(d)(s))

d(c0 + d)

)Les estimations paraboliques donnent ainsi l'existene de C > 0 tel que
‖Z(p)

s (1)‖∞ ≤ C

∥∥∥∥
1

p(s)

(
Az(d)(s)

c0 + d
+
B0(t) − Bd(t)

d
z(d)(s) +

Lg(z(d)(s))

d(c0 + d)

)∥∥∥∥
∞

≤ C ′d.On en déduit que
∥∥∥∥

1

p(0)

∫ 1

0

T (1, s)

(
Az(d)(s)

c0 + d
+
B0(t) − Bd(t)

d
z(d)(s) +

Lg(z(d))(s)

d(c0 + d)

)
ds

∥∥∥∥
∞

−−→
d→0

0.

1.6.6 La déomposition T (1, 0) = T +K ave T ontratant et KompatCompte-tenu de la formule de Dd,z0F (s0, 0, 0) donnée par (1.31), on est amené àétudier les propriétés de l'opérateur
T (1, 0) : Xλ → Xλ, z0 7→ z(1),où z est la solution de




Pz = 0 dans Σ,

∂νz = 0 sur ∂Σ,
z(τ,−∞, y) = 0 = z(τ,+∞, y),

z(0, ξ, y) = z0(ξ, y).

(1.32)Le lemme suivant permet d'a�rmer que T (1, 0)Xλ ⊂ Xλ :Lemme 1.6.6. Si z0 ∈ Xλ, le problème (1.32) admet une unique solution z(τ, ·, ·) telleque pour tout τ ≥ 0, z(τ, ·, ·) ∈ Xλ.Démonstration. Le problème (1.32), ave z0 ∈ X, admet une solution unique, notée z.Cette fontion z est aussi la solution unique du problème suivant posé dans le demi-ylindre (−∞, 0) × ω :




Pz∗ = 0 dans (−∞, 0) × ω,

∂νz
∗ = 0 sur ∂Σ,

z∗(τ,−∞, y) = 0,

z∗(τ, 0, y) = z(τ, 0, y),

z∗(0, ·, ·) = z0.

(1.33)



1.6. Continuation loale de solutions 49Mais le problème suivant, posé dans le demi-ylindre (−∞, 0) × ω





Qz̃ = 0 dans (−∞, 0) × ω,

∂ν z̃ = 0 sur ∂Σ,
z̃(τ,−∞, y) = 0,

z̃(τ, 0, y) = z(τ,0,y)
p(τ,0,y)

,

z̃(0, ·, ·) = z̃0 := z0

p
∈ X,

(1.34)
admet aussi une solution unique z̃ telle que z̃(τ) ∈ X pour τ ≥ 0, et la fontion pz̃ véri�e(1.33). Par uniité de la solution de (1.33), on en déduit que z = pz̃, don z(τ, ·, ·) ∈
Xλ.Le but de ette partie est de prouver la déomposition suivanteProposition 1.6.7. On peut déomposer l'opérateur T (1, 0) : Xλ → Xλ sous la forme

T (1, 0) = T +K,ave T : Xλ → Xλ ontratant et K : Xλ → Xλ ompat.Démonstration. Pour démontrer e résultat, on proède ainsi : on ommene par �xer
M assez grand tel que w0 ≤ θ pour ξ ≤ −M , et w0 assez prohe de 1 de sorte que
f ′(w0) ≤ f ′(1)/2 pour ξ ≥M . Ensuite, on rappelle que z(p) := z/p est solution de





Qz(p) = 0,

∂νz
(p) = 0,

z(p)(τ,−∞, y) = 0 = z(p)(τ,+∞, y),

z(p)(0, ξ, y) =
z0
p0

∈ X.

(1.35)On note T̃ (1, 0) : X → X l'opérateur période assoié à ette équation. On herhe alorsà déomposer T̃ (1, 0) sous la forme T̃ (1, 0) = T̃ + K̃ ave T̃ ontratant et K̃ ompat.Pour ela, on érit z(p) sous la forme : z(p) = ṽ+ v∗, ave ṽ et v∗ solutions des problèmessuivants : 



Q1ṽ = 0,

∂ν ṽ = 0,

ṽ(τ,−∞, y) = 0 = ṽ(τ,+∞, y),

ṽ(0, ξ, y) = v0 =
z0
p0

∈ X,

(1.36)et 



Q2v
∗ = (ã− a)ṽ,

∂νv
∗ = 0,

v∗(τ,−∞, y) = 0 = v∗(τ,+∞, y),

v∗(0, ξ, y) = 0,

(1.37)où
Q1v := vτ −

L

c0
∆v +

(
Ls0

c0
q(ξ − Lτ, y) − 2

∇p
p

)
.∇v + Lvξ + ã(τ, ξ, y)v,
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Q2v := vτ −

L

c0
∆v +

(
Ls0

c0
q(ξ − Lτ, y) − 2

∇p
p

)
.∇v + Lvξ + a(τ, ξ, y)v,les fontions a et ã étant dé�nies par

a(τ, ξ, y) :=
P̃ p

p
− L

c0
f ′(w0(τ, ξ, y)),et̃

a(τ, ξ, y) :=





a(τ, ξ, y) = δ0 > 0 pour ξ ≤ −M,régulière, minorée par une onstante positive pour −M ≤ ξ ≤M,

a(τ, ξ, y) = −L

c0
f ′(w0(τ, ξ, y)) ≥ − L

2c0
f ′(1) > 0 pour ξ ≥ M.On dé�nit alors

T̃ : X → X, T̃ v0 = ṽ(1),où ṽ est la solution de (1.36) assoiée à la donné initiale v0, et
K̃ : X → X, K̃v0 = v∗(1),où v∗ est la solution de (1.37), dont le seond membre utilise la solution ṽ de (1.36)assoiée à la donné initiale ṽ0.On admet pour l'instant que T̃ et K̃ sont respetivement ontratant et ompat,ave ||T̃ z0||∞ ≤ C||z0||∞ et C < 1. On onsidère alors les opérateurs :

T : Xλ → Xλ, T z0 = p(1)T̃
z0
p0

= p0T̃
z0
p0
,et

K : Xλ → Xλ, Kz0 = p(1)K̃
z0
p0

= p0K̃
z0
p0
.Notons que T et K sont bien à valeurs dans Xλ. En e�et, si z0 ∈ Xλ, z0/p0 ∈ X, don

T̃ (z0/p0) ∈ X, don p0T̃ (z0/p0) ∈ Xλ.Montrons alors que les opérateurs T,K : Xλ → Xλ sont respetivement ontratantet ompat, et que T (1, 0)z0 = Tz0 +Kz0. On a d'abord
T (1, 0)z0 = z(1) = p(1)T̃ (1, 0)

z0
p0

= p(0)

(
T̃
z0
p0

+ K̃
z0
p0

)
= Tz0 +Kz0,d'où T (1, 0) = T +K. Ensuite, on suppose que ||T̃ z0||∞ ≤ C||z0||∞ ave C < 1, alors ona

||Tz0||λ =

∥∥∥∥
Tz0
p0

∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥T̃
z0
p0

∥∥∥∥
∞

≤ C

∥∥∥∥
z0
p0

∥∥∥∥
∞

= C||z0||λ,d'où T est ontratant. Montrons en�n que K est ompat. Soit z0,n une suite bornée de
Xλ, 'est à dire ||z0,n||λ ≤ C, et montrons que l'on peut extraire de (Kz0,n)n une sous-suite onvergente. Puisque K̃ est ompat dans X et que la suite (z0,n

p0

)

n

est bornéedans X, on peut extraire de (K̃ z0,n

p0

)

n

une sous-suite (notée de la même façon) quionverge vers z̃0 dans X, d'où
||Kz0,n − p0z̃0||λ = ||K̃ z0,n

p0

− z̃0||∞ −−−−→
n→+∞

0.Ainsi, K est ompat.



1.6. Continuation loale de solutions 51Pour onlure, il reste à montrer le résultat suivantLemme 1.6.8. Les opérateurs T̃ , K̃ : X → X sont respetivement ontratant et om-pat.Démonstration. 1) T̃ est ontratant. Pour α > 0 assez petit, la fontion
v̄(τ, ξ, y) = ‖v0‖∞e−ατest une sur-solution de l'équation (1.36) véri�ée par ṽ. En e�et, si α est assez petit,

Q1v̄ = (−α + ã)‖v0‖∞e−ατ ≥ 0,puisque ã est stritement positif et minoré. On a alors :




Q1(v̄ − ṽ) = Q1v̄ ≥ 0,

∂ν(v̄ − ṽ) = 0,

(v̄ − ṽ)(0, ξ, y) ≥ 0,

v̄ − ṽ bornée,ainsi le prinipe du maximum faible parabolique nous assure que v̄ − ṽ ≥ 0. De même,
v̄ + ṽ ≥ 0, ainsi

|ṽ(τ, ξ, y)| ≤ v̄(τ, ξ, y),don
‖T̃ v0‖∞ = ‖ṽ(1, ξ, y)‖∞ ≤ e−α‖v0‖∞,d'où T̃ : X → X est ontratant.2) K̃ est ompat. L'opérateur K̃ est bien dé�ni. Pour montrer qu'il est ompat,on va onsidérer une suite de données initiales (v0,n)n bornée dans X et montrer qu'onpeut en extraire une sous-suite qui onverge dans X.On note T2(t, s) l'opérateur d'évolution assoiée à l'opérateur Q2 : à une donnéeinitiale V0, on assoie V (t, ξ, y) = T2(t, s)V0(ξ, y) la solution du problème de Cauhy




Q2V = 0,

∂νV = 0,

V (τ,−∞, y) = 0 = V (τ,+∞, y),

V (s, ξ, y) = V0(ξ, y).

(1.38)On a alors la formule suivante :
v∗(1, ξ, y) =

∫ 1

0

T2(1, s)(ã− a)(s, ξ, y)ṽ(s, ξ, y)ds.L'extration d'une sous-suite onvergente néessite les 2 étapes suivantes :1. Montrer que la suite (v∗n(1))n déroît uniformément exponentiellement à l'in�ni,plus préisément qu'il existe C et α indépendants de n tels que pour |ξ| assezgrand,
v∗n(1, ξ, y) ≤ Ce−αξ.



52 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignition2. En partant de données initiales ontinues v0,n, on montre que les fontions v∗n(1)sont C1 et que la suite (v∗n(1))n est bornée en norme C1.Montrons, si on admet les deux points i dessus, que l'on peut onlure. Puisque
||v∗n(1)||C1 ≤ C, on peut extraire, d'après le théorème d'Asoli et le proédé d'extrationdiagonale, une sous suite onvergeant uniformément sur tout ompat de Σ vers v∗1 . Laquestion est de savoir si v∗1 ∈ UC0(Σ) et si la onvergene est uniforme.Soit ε > 0. Prenons M0 assez grand tel que |v∗n(1, ξ, y)| ≤ ε pour |ξ| ≥ M0. Ainsi
|v∗1(ξ, y)| ≤ ε pour |ξ| ≥ M0 et don v∗1 ∈ UC0(Σ). De plus, |v∗n(1, ξ, y) − v∗1(ξ, y)| ≤ 2εpour |ξ| ≥M0. Ensuite, puisqu'on a onvergene loale, on hoisit n0 assez grand tel que
|v∗n(1, ξ, y)− v∗1(ξ, y)| ≤ ε pour ξ ∈ [−M0,M0], ∀n ≥ n0. Ainsi,

||v∗n(1, ·, ·)− v∗1(·, ·)||∞ ≤ ε.Étape 1 - Déroissane exponentielle uniforme. On ommene par remarquer que




Q1(‖v0,n‖∞ − ṽn) ≥ 0 sur Σ,

∂ν(‖v0,n‖∞ − ṽn) = 0,

(‖v0,n‖∞ − ṽn)(0, ξ, y) ≥ 0,

(1.39)don
|ṽn(τ, ξ, y)| ≤ ‖v0,n‖∞ ≤ m0.On en déduit que pour β assez grand





Q2(m0e
βτ − v∗n) = (β + a)m0e

βτ − (ã− a)ṽn ≥ 0 sur Σ,

∂ν(m0e
βτ − v∗n) = 0,

(m0e
βτ − v∗n)(0, ξ, y) ≥ 0,

(1.40)don par le prinipe du maximum faible parabolique
|v∗n| ≤ m0e

βτ .Ensuite, l'équation véri�ée par v∗n est :
Q2v

∗
n = (ã− a)ṽn.Soit M hoisi omme préédemment tel que ã = a pour |ξ| ≥ M . On va montrerla déroissane exponentielle pour ξ → +∞ et on se plae pour ela sur le ylindre

ΣM = [M,+∞[×ω (la déroissane en −∞ se montrant de la même façon). On pose
V (τ, ξ, y) = Ce−αξ ave α,C > à �xer. Alors :

Q2V =
(
−L

c0
α2 − α

(Ls0

c0
q1 − 2

pξ

p

)
+ a
)
Ce−αξ ≥ 0,pour α assez petit. La di�érene V − v∗n véri�e alors :





Q2(V − v∗n) ≥ 0 sur ΣM ,

∂ν(V − v∗n) = 0,

(V − v∗n)(τ,M, y) = Ce−αM − v∗n(τ,M, y),

(V − v∗n)(0, ξ, y) = Ce−αξ ≥ 0.

(1.41)



1.6. Continuation loale de solutions 53Ainsi, si on hoisit C = eαMm0e
β, on obtient que

∀n, ∀τ ≤ 1, v∗n(τ, ξ, y) ≤ Ce−αξ, ∀ξ ≥M.Étape 2 - Régularité. On va ouper l'intégrale en deux :
v∗n(1, ξ, y) =

∫ 1/2

0

T2(1, s)((ã−a)ṽn)ds+

∫ 1

1/2

T2(1, s)((ã−a)ṽn)ds =: V ∗
1,n(ξ, y)+V ∗

2,n(ξ, y).On onsidère :
V ∗

n := T2(1, s)((ã− a)ṽn),la valeur au temps 1 de la solution du problème




Q2V
∗
n = 0,

∂νV
∗
n = 0,

V ∗
n (τ,−∞, y) = 0 = V ∗

n (τ,+∞, y),

V ∗
n (s, ξ, y) = (ã− a)ṽn(s).

(1.42)Dans la suite, on utilisera l'espae d'interpolation réel (X,D)β,p entre l'espae X (ii
UC0(Σ)) et le domaine D de l'opérateur (ii UC0(Σ)) ainsi que les estimations de l'opé-rateur d'évolution suivantes [57℄ : si 0 ≤ s < t,1) Il existe C > 0 tel que pour tout x ∈ X, ‖T (t, s)x‖ ≤ C‖x‖.2) Soit 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < β < 1. Il existe C > 0 tel que

‖T (t, s)x‖(X,D)β,p
≤ C

(t− s)β
‖x‖.3) Soit 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < β < 1. Il existe C > 0 tel que pour x ∈ (X,D)β,p, alors

‖T (t, s)x‖(X,D)β,p
≤ C‖x‖(X,D)β,p

.Regardons d'abord V ∗
1,n(ξ, y) : dans e as, s ∈ [0, 1/2], don on résout le problème(1.42) sur l'intervalle de temps [s, 1], qui est de longueur au moins 1/2 : ela nous ditque la fontion V ∗

n est bien de lasse C1, et va nous permettre de borner uniformémentpar rapport à s sa norme C1 en fontion de ‖v0,n‖∞. Plus préisément, les estimationsitées i-dessus impliquent que
‖V ∗

n (1)‖(X,D)β,p
≤ C‖(ã− a)ṽn(s)‖X ≤ C‖ṽn(t)‖X ≤ C‖v0,n‖X ≤ C,d'où �nalement par intégration

‖V ∗
1,n‖(X,D)β,p

≤ C.On regarde maintenant V ∗
2,n(ξ, y) : à présent, s ∈ [1/2, 1], don ṽn est la solutiondu problème parabolique (1.36) résolu à partir de la donnée initiale ontinue v0,n surl'intervalle de temps [0, s] don de longueur au moins 1/2, don on va pouvoir majoreruniformément par rapport à s la norme C1 de ṽn par ‖v0,n‖∞. Ensuite on résout leproblème parabolique (1.42) à partir de la donnée initiale (ã− a)ṽn(s) sur l'intervalle detemps [s, 1], qui est de longueur très petite lorsque s est prohe de 1, mais ette fois on



54 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitiona juste besoin de dire que la solution garde la même régularité que la ondition initiale.Les estimations donne :
‖V ∗

n (1)‖(X,D)β,p
≤ C‖(ã− a)ṽn(s)‖(X,D)β,p

≤ C‖ṽn(t)‖(X,D)β,p
≤ C‖v0,n‖X ≤ C,d'où �nalement par intégration

‖V ∗
2,n‖(X,D)β,p

≤ C.Pour onlure, il reste à véri�er qu'il existe β > 0 tel que (X,D)β,p →֒ C1(Σ). Or, si
0 < θ < 1, m ∈ N et θm non entier alors [57℄ :

(C(Σ), Cm(Σ))θ,∞ = Cθm(Σ).Il su�t don de prendre m = 2 et θ > 1
2
.1.6.7 Le noyau de I − T (1, 0)On va de nouveau utiliser la fontion ψ0 := 1

L
w0

τ + w0
ξ . En se ramenant au repèreinitial

u0(t, x, y) = w0(
c0

L
t, x+ c0t, y),on remarque que ψ0 = 1

c0
u0

t . Or, u0 est roissante en temps, d'où ψ0 = 1
c0
u0

t ≥ 0. Leprinipe du maximum fort parabolique permet de onlure que ψ0 > 0.Comme w0 est 1-périodique, ψ0 aussi et don
ψ0

0(ξ, y) := ψ0(0, ξ, y) ∈ N(I − T (1, 0)).Montrons que le noyau est en fait engendré par ψ0
0 :Lemme 1.6.9. Le noyau de I − T (1, 0) est l'espae vetoriel engendré par ψ0

0 :
N(I − T (1, 0)) = R.ψ0

0.Démonstration. Soit z0 ∈ N(I − T (1, 0)). La démonstration se fait en deux étapes :1. On montre qu'il existe C tel que z0 ≤ Cψ0
0.2. Soit C ′ le plus petit C véri�ant l'inégalité i-dessus, on montre alors que z0 = C ′ψ0

0 .Étape 1. Commençons par �xer M tel que w0(τ, ξ, y) ≤ θ pour ξ ≤ −M et tel que
−f ′(w0(τ, ξ, y) ≥ β > 0 pour ξ ≥M . Soit z la solution de l'équation issue de z0 :





Pz = 0 dans Σ,

∂νz = 0 sur ∂Σ,
z(τ,−∞, y) = 0, z(τ,+∞, y) = 0,

z(0, ξ, y) = z0(ξ, y).

(1.43)La fontion ψ0 est stritement positive don minorée positivement sur [0, 1]×[−M,M ]×ω.Il existe don C > 0 assez grand tel que Cψ0 − z ≥ 0 sur [0, 1] × [−M,M ] × ω.



1.6. Continuation loale de solutions 55On travaille ensuite sur le demi-ylindre de droite : [M,+∞[×ω. Sur e demi-ylindre,on a : 



P (Cψ0 − z) = 0,

∂ν(Cψ
0 − z) = 0,

(Cψ0 − z)(τ,M, y) ≥ 0,

(Cψ0 − z)(0, ξ, y) = Cψ0
0 − z0.

(1.44)On onsidère maintenant les deux as suivants :- soit Cψ0
0 − z0 ≥ 0, ∀ξ ≥M, ∀y, et dans e as on a bien z0 ≤ Cψ0

0 sur le demi-ylindrede droite,- soit Cψ0
0 − z0 n'est pas positive partout. Dans e as, soit −k := inf(Cψ0 − z0) < 0,

Cψ0 − z0 étant borné puisque ψ0
0 et z0 tendent vers 0 quand ξ → ±∞ . Posons alors

V (τ, ξ, y) = ke−ατ , ave α > 0 à déterminer. On a alors, à ondition de hoisir α assezpetit :




P (Cψ0 − z + V ) = PV = (−α− L

c0
f ′(w0))ke−ατ ≥ 0,

∂ν(Cψ
0 − z + V ) = 0,

(Cψ0 − z + V )(τ,M, y) ≥ 0,

(Cψ0 − z + V )(0, ξ, y) = (Cψ0
0 − z0) − inf(Cψ0

0 − z0) ≥ 0.

(1.45)Le prinipe du maximum faible parabolique implique alors que Cψ0 − z + V ≥ 0. Enutilisant le fait que z0 ∈ N(I − T (1, 0)), et plus préisément que z est 1-périodique entemps, on a pour tout n ≥ 0,
Cψ0

0 − z0 = (Cψ0 − z)(τ = n) ≥ −ke−αn.En faisant n→ +∞, on a Cψ0
0 − z0 ≥ 0.On travaille en�n sur le demi-ylindre de gauhe : ] − ∞,−M ] × ω. Sur e demi-ylindre, on ne travaille pas diretement sur l'équation véri�ée par par Cψ0 − z mais onprend en ompte le poids et on travaille sur l'équation véri�ée par (Cψ0 − z)/p :





Q

(
Cψ0 − z

p

)
= 0,

Cψ0 − z

p
(τ,−M, y) ≥ 0,

Cψ0 − z

p
(0, ξ, y) =

Cψ0
0 − z0

p(0, ξ, y)
.

(1.46)
On onsidère à nouveau les deux as suivants :- soit Cψ0

0 −z0 ≥ 0, ∀ξ ≤ −M, ∀y, et dans e as on a bien z0 ≤ Cψ0
0 sur le demi-ylindrede gauhe,- soit Cψ0

0 − z0 n'est pas positive partout. Dans e as, soit
−k = inf

ξ≤−M,y∈ω

(
Cψ0 − z

p

)
(0, ξ, y) < 0.



56 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitionPosons alors V (τ, ξ, y) = ke−ατ , ave α > 0 à déterminer. On a alors :




Q

(
Cψ0 − z

p
+ V

)
= QV = (−α + δ)ke−ατ ≥ 0,

∂ν

(
Cψ0 − z

p
+ V

)
= 0,

(
Cψ0 − z

p
+ V

)
(τ,−M, y) ≥ 0,

(
Cψ0 − z

p
+ V

)
(0, ξ, y) ≥ 0.

(1.47)
Alors

Cψ0 − z

p
+ V ≥ 0.En utilisant la périodiité de ψ0

0 , z0 et p(0), on en déduit que, pour tout n ≥ 0, on a
(Cψ0

0 − z0)(ξ, y) ≥ −kp(0, ξ, y)e−αn,don Cψ0
0 − z0 ≥ 0 sur le demi-ylindre de gauhe.Étape 2. D'après l'étape 1, il existe C tel que z0 ≤ Cψ0

0. Soit alors C ′ le plus petit
C véri�ant l'inégalité préédente. On a alors z0 ≤ C ′ψ0

0 et le but est de montrer que
z0 = C ′ψ0

0. Supposons par l'absurde que C ′ψ0
0 − z0 est positive mais non identiquementnulle. On regarde alors l'équation véri�ée par C ′ψ0 − z :





P (C ′ψ0 − z) = 0,

∂ν(C
′ψ0 − z) = 0,

(C ′ψ0 − z)(0, ξ, y) ≥ 0, 6= 0.

(1.48)Le prinipe du maximum faible nous donne d'abord que C ′ψ0 − z ≥ 0. On peut donappliquer le prinipe du maximum fort. Ainsi, soit C ′ψ0 − z = 0 sur [0, 1] × Σ, soit
C ′ψ0 − z > 0 sur ]0, 1]×Σ. Puisque C ′ψ0(0)− z0 est non identiquement nulle, on a don
C ′ψ−z > 0 sur ]0, 1]×Σ, et en partiulier (C ′ψ0

0−z0)(ξ, y) = (C ′ψ−z)(1, ξ, y) > 0 sur Σ.En�n, d'après le lemme de Hopf, on a (C ′ψ0 −z)(τ, ξ, y) > 0 sur ]0, 1]×Σ, puisque sinonil existerait (τ0, ξ0, y0) ∈]0, 1]×∂Σ tel que ∂ν(C
′ψ0−z)(τ0, ξ0, y0) < 0, e qui est absurde.Par périodiité, on a don la positivité strite sur le ompat [0, 1] × [−M,M ] × ω. Onpeut don trouver C ′′ < C ′ tel que (C ′′ψ0 − z)(τ, ξ, y) ≥ 0 sur [0, 1]× [−M,M ] × ω puissur R × Σ d'après l'étape 1 et la périodiité en τ . Cei ontredit la minimalité de C ′ etpar onséquent z0 = C ′ψ0.Puisque (I−U)2z0 = z0−z(2), un élément du noyau de (I−U)2 est 2-périodique. Ona don le même résultat sur le noyau de (I − U)2 en onsidérant dans la démonstrationpréédente les temps entiers pairs τ = 2n. AinsiLemme 1.6.10. N(I − T (0, 1))2 = R.ψ0

0 .



1.6. Continuation loale de solutions 571.6.8 Fin de la ontinuation loaleCommençons par tirer quelques onséquenes des setions préédentes. Rappelons que
T (1, 0) se déompose sous la forme T (1, 0) = T +K ave T ontratant et K ompat.Ainsi, I − T est un isomorphisme et on érit I − T (1, 0) sous la forme

I − T (1, 0) = I − T −K,

= (I − T ) −K,

= (I − T )(I − (I − T )−1K),

= (I − T )(I − k),ave k = (I − T )−1K ompat. Puisque I − k est un opérateur de Fredholm, il en est demême de I − T (1, 0) et don
R(I − T (1, 0)) = N(I − T (1, 0)∗)⊥et

dimN(I − T (1, 0)∗) = dimN(I − T (1, 0)) = dim(R.ψ0
0) = 1.On note alors e∗ un générateur de N(I − T (1, 0)∗). On a alors le résultat suivantLemme 1.6.11. On peut hoisir e∗ tel que 〈e∗, ψ0

0〉 = 1.Démonstration. Si 〈e∗, ψ0
0〉 6= 0, il su�t de normaliser orretement e∗. Supposons donpar l'absurde que 〈e∗, ψ0

0〉 = 0. Ainsi,
ψ0

0 ∈ (R.e∗)⊥ = N(I − T (1, 0)∗)⊥ = R(I − T (1, 0)).Il existe don ψ1 ∈ Xλ tel que ψ0
0 = (I − T (1, 0))ψ1. Alors

(I − T (1, 0))2ψ1 = (I − T (1, 0))ψ0
0 = 0,d'où

ψ1 ∈ N(I − T (1, 0))2 = N(I − T (1, 0)) = R.ψ0
0 .On en déduit que ψ0

0 = (I − T (1, 0))ψ1 = 0, e qui est absurde.Revenons maintenant à la ontinuation loale. Il reste à montrer que Dd,z0F (s0, 0, 0) :
R × Y1 → Xλ dé�nie par

Dd,z0F (s0, 0, 0).(d, z0) = (I − T (1, 0))z0 + d
L

c0
ψ0

0est un isomorphisme. Pour ela, on se donne h ∈ Xλ, et on herhe à montrer quel'équation
(I − T (1, 0))z0 + d

L

c0
ψ0

0 = h. (1.49)possède une unique solution (d, z0) ∈ R × Y1, qui véri�e de plus
|d| + ‖z0‖λ ≤ c‖h‖λ.



58 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitionSi (d, z0) véri�e (1.49) alors, en projetant sur R.e∗, on a d'une part
〈e∗, (I − T (1, 0))z0 + d

L

c0
ψ0

0〉 = 〈e∗, h〉.D'autre part,
〈e∗, (I − T (1, 0))z0 + d

L

c0
ψ0

0〉 = 〈e∗, (I − T (1, 0))z0〉 + 〈e∗, d L
c0
ψ0

0〉

= 〈(I − T (1, 0)∗)e∗, z0〉 + d
L

c0
〈e∗, ψ0

0〉

= 〈0, z0〉 + d
L

c0
= d

L

c0
.Ainsi,

d =
c0

L
〈e∗, h〉,et on est ramené à résoudre l'équation

(I − T (1, 0))z0 = h− 〈e∗, h〉ψ0
0.Or, 〈e∗, h− 〈e∗, h〉ψ0

0〉 = 〈e∗, h〉 − 〈e∗, h〉〈e∗, ψ0
0〉 = 0 don

h− 〈e∗, h〉ψ0
0 ∈ (R.e∗)⊥ = R(I − T (1, 0)).Il existe don z0 tel que (I − T (1, 0))z0 = h− 〈e∗, h〉ψ0

0. Si z1 est un autre solution, alors
z1 − z0 ∈ N(I − T (1, 0)) = R.ψ0

0 et don z1 est de la forme z1 = z0 + γψ0
0 ave γ ∈ R.Pour assurer l'uniité de la solution, on dé�nit l'espae Y1 suivant

Y1 := {z0 ∈ Xλ, 〈e∗, z0〉 = 0}.Cei �xe l'uniité puisqu'il existe un seul γ ∈ R tel que
〈e∗, z0 + γψ0

0〉 = 0.De plus, puisque d = c0

L
〈e∗, h〉 et z0 = (I − T (1, 0))−1(h− 〈e∗, h〉ψ0

0), on a
|d| + ‖z0‖λ =

∣∣∣c
0

L
〈e∗, h〉

∣∣∣+ ‖(I − T (1, 0))−1(h− 〈e∗, h〉ψ0
0)‖λ

≤ c0

L
‖e∗‖.‖h‖λ + C‖h− 〈e∗, h〉ψ0

0‖λ

≤ c0

L
‖e∗‖.‖h‖λ + C(‖h‖λ + ‖e∗‖.‖h‖λ‖ψ0

0‖λ)

≤
(
c0

L
‖e∗‖ + C + C‖e∗‖.‖ψ0

0‖λ

)
‖h‖λ

≤ C ′‖h‖λ.Ainsi, Dd,z0F (s0, 0, 0) : R × Y1 → Xλ est bien un isomorphisme.Le théorème des fontions impliites donne alors l'existene d'une solution (c, w) de
(Pbm)s de la forme (c(s), w(s)) pour s prohe de s0.



1.6. Continuation loale de solutions 591.6.9 Synthèse de l'étape ontinuation loalePour lari�er les idées, nous reprenons dans l'ordre les éléments de l'étape de onti-nuation loale. Rappelons qu'à partir d'une solution (c0, w0) de (Pbm)s0, nous voulionsonstruire une solution (c(s), w(s)) de (Pbm)s pour s prohe de s0. En posant, d := c− c0et z := w − w0, nous avons ramener le problème à elui de la reherhe d'une solution
(d, z) = (d(s), z(s)) de

(P̃ bm)s





c0

L
Pz + dψ0 = g(w0, d, z) dans Σ,

∂νz = 0 sur ∂Σ,
z(τ,−∞, y) = z(τ,+∞, y) = 0,
z(τ, ξ, y) = z(τ + 1, ξ, y),Pour étudier les solutions périodiques de e problème, nous onsidérons le problème deCauhy assoié

(PB)s





c0

L
Pz + dψ0 = g(w0, d, z) dans Σ,

∂νz = 0 sur ∂Σ,
z(τ,−∞, y) = z(τ,+∞, y) = 0,
z(0, ξ, y) = z0(ξ, y),le but étant alors de trouver un ouple (d, z0) tel que la solution z de (PB)s soit 1-périodique. On introduit ainsi naturellement la fontion
F : (s, d, z0) 7→ z(1) − z0,où z est la solution du problème (PB)s. Un ouple (d, z0) tel que la solution z de (PB)ssoit 1-périodique véri�e alors F (s, d, z0) = 0. Puisque F (s0, 0, 0) = 0, nous utilisons lethéorème des fontions impliites. On est ainsi ramené à montrer que la di�érentielle

Dd,z0F (s0, 0, 0), qui est donné par la relation
Dd,z0F (s0, 0, 0) · (d, z0) = (T (1, 0) − I)z0 − d

L

c0
ψ0

0,est un isomorphisme, 'est à dire que l'équation :
(I − T (1, 0))z0 + d

L

c0
ψ0(0) = hpossède une unique solution. Cela néessite une étude préise de l'opérateur période

T (1, 0). On hoisit pour ela judiieusement les espaes Y1 et Y2 tels que
F : R × R × Y1 → Y2.Pour Y2, on hoisit l'espae à poids Xλ de sorte que l'opérateur parabolique P soitremplaé par un opérateur dont le oe�ient d'ordre 0 ait des limites stritement positivesquand ξ → −∞. Cei permet, via le prinipe du maximum, de onstruire des sur-solutions indispensables pour obtenir les propriétés de T (1, 0). On obtient �nalementque I − T (1, 0) est un opérateur de Fredholm d'indie 0 de noyau R.ψ0

0. On hoisit alorspour Y1 un hyperplan de Xλ qui permet d'obtenir l'uniité dans l'équation
(I − T (1, 0))z0 + d

L

c0
ψ0

0 = h.



60 1. Existene d'ondes pulsatoires d'une équation de type ignitionLe théorème des fontions impliites donne alors l'existene de δ > 0 et d'une fontion
(d(s), z0(s)) dé�nie sur ]s0 − δ, s0 + δ[ et véri�ant

F (s, d(s), z0(s)) = 0,'est à dire que la solution z du problème de Cauhy (PB)s assoiée à z0(s) est 1-périodique.



Chapitre 2Existene d'ondes pulsatoires de typeKPP au omportement préisé
2.1 Introdution et résultat prinipalDans e hapitre, on étudie l'équation de réation-di�usion en milieu périodique 1Dsuivante

ut − uxx = f(x, u), (2.1)où f ∈ C2(R × [0, 1],R+) a les propriétés suivantes :(i) f est 1-périodique en x,(ii) ∀x ∈ R, f(x, 0) = f(x, 1) = 0 et f(x, u) > 0 pour u ∈ (0, 1),(iii) ∀x ∈ R, f ′
u(x, 0) := lim

u→0+

f(x, u)

u
> 0 et f ′

u(x, 1) = lim
u→1−

f(x, u)

u− 1
< 0,(iv) ∀x ∈ R, ∀u ∈ (0, 1), f ′

u(x, u) ≤ f ′
u(x, 0).On note alors ζ(x) := f ′

u(x, 0) ; il s'agit d'une fontion C1 et 1-périodique.Rapellons qu'une onde pulsatoire de (2.1) est dé�nie de la façons suivanteDé�nition 2.1.1. Une onde pulsatoire u(t, x) de l'équation (2.1) est une solution las-sique de lasse C1,2(R2) dé�nie pour tout t, x ∈ R, telle qu'il existe c 6= 0 pour lequel
∀t, x ∈ R, u(t+

1

c
, x) = u(t, x+ 1),et telle que pour tout t ∈ R,

u(t,−∞) = 0, u(t,+∞) = 1.Berestyki et Hamel ont montré l'existene d'ondes pulsatoires de vitesse c ≥ c∗ [6℄.On s'intéresse ii plus préisément à l'étude du omportement préis en −∞ en montrantmontrer l'existene d'ondes pulsatoires dont le omportement en −∞ généralise eluides ondes progressives. Pour ela, nous travaillerons par la suite dans le repère mobilede l'onde, e qui onsiste à e�etuer le hangement de variable ũ(t, ξ) = u(t, ξ − ct).L'équation (2.1) s'érit alors dans e repère
ũt − ũξξ + cũξ = f(ξ − ct, ũ). (2.2)61



62 2. Existene d'ondes pulsatoires au omportement préiséLa fontion ũ est 1/c-périodique en temps et solution du problème




ũt − ũξξ + cũξ = f(ξ − ct, ũ),

ũ(t+
1

c
, ξ) = ũ(t, ξ),

ũ(t,−∞) = 0, ũ(t,+∞) = 1.

(2.3)On herhe ii une solution du problème (2.3) dont le omportement en −∞ est donnépar une fontion pλ(t, ξ) solution de l'équation linéarisée au voisinage de u = 0

pt − pξξ + cpξ − ζ(ξ − ct)p = 0,et dont la forme généralise elle des ondes progressives en prenant en ompte le périodiitéde l'équation
pλ(t, ξ) = eλξψλ(ξ − ct),ave λ > 0 et ψ > 0 fontion 1-périodique. Cei revient à herher λ et ψ solution del'équation

Lλψ := ψ′′ + 2λψ′ + (λ2 + ζ(x))ψ = cλψ,

Lλ agissant dans C2
per(R) l'ensemble des fontions v ∈ C2(R) 1-périodique. Pour ela,on onsidère la valeur propre prinipale k(λ) de l'opérateur Lλ. Il s'agit de l'uniquevaleur propre de l'opérateur Lλ pour laquelle il existe une fontion propre stritementpositive, et elle est bien dé�nie par la théorie de Krein-Rutman. On érit alors le problèmepréédant sous la forme k(λ) = cλ, ψλ étant hoisie omme fontion propre (1-périodique)de l'opérateur Lλ assoiée à k(λ). La fontion k a été étudié par Berestyki, Hamel etNadirashvili [9℄ pour obtenir la formulation variationelle suivante sur la vitesse minimale

c∗ = min
λ>0

k(λ)

λ
> 0.La fontion ontinue positive k(λ)/λ atteint son minimum c∗ sur R∗

+ ; de plus, l'imagede k(λ)/λ est [c∗,+∞[, e qui permet de dé�nir le taux de déroissane exponentielle (f�gure 2.1)
λc = min{λ > 0 tel que k(λ) = cλ}, λ∗ = λc∗ .Une attention partiulière est à porter au as c = c∗ où λ∗ est alors une raine doublede l'équation k(λ) = c∗λ. Les solutions exponentielles sont alors de la forme

eλ∗ξ(−ξψ∗(ξ − c∗t) + Ψ∗(ξ − c∗t)),ave ψ∗ > 0 et Ψ∗ sont solutions 1-périodiques des équations
−ψ∗′′ − 2λ∗ψ∗′ + (c∗λ∗ − λ∗2 − ζ(x))ψ∗ = 0, (2.4)

−Ψ∗′′ − 2λ∗Ψ∗′ + (c∗λ∗ − λ∗2 − ζ(x))Ψ∗ = −2ψ∗′ + (c∗ − 2λ∗)ψ∗. (2.5)On montre alors le résultat suivantThéorème 2.1.1. Soient c > c∗ et ψλc > 0 une fontion propre de Lλc assoiée à
k(λc) = cλc, alors il existe une onde pulsatoire ũc solution de (2.3) telle que

ũc(t, ξ) = eλcξψλc(ξ − ct) +O(e(λc+δ)ξ), quand ξ → −∞,ave δ > 0. Soient c = c∗ et ψ∗ > 0 une fontion propre de Lλc∗
assoiée à k(λ∗) = c∗λ∗,alors il existe une onde pulsatoire ũc∗ solution de (2.3) telle que

ũc∗(t, ξ) = −ξeλ∗ξψ∗(ξ − c∗t) +O(eλ∗ξ), quand ξ → −∞.



2.2. Propriétés de la valeur propre prinipale k(λ) 63Remarque 2.1.1. Pour l'onde de vitesse c∗, le omportement plus préis attendu en
−∞ et qui généralise elui des ondes progressives est le suivant :

ũc∗(t, ξ) = eλ∗ξ(−ξψ∗(ξ − c∗t) + Ψ∗(ξ − c∗t)) + o(eλ∗ξ), quand ξ → −∞.Nous utilisons deux approhes di�érentes pour traiter les deux as. Dans elui desvitesses supérieures, nous utilisons un théorème de point �xe dans l'espae à poids desfontions ayant le omportement exponentiel souhaité. La onstrution du poids estpossible grâe au fait que k(λ) < cλ pour λ supérieur mais prohe de λc. Pour c = c∗, ona k(λ) > c∗λ pour λ prohe de λ∗. Cei permet de onstruire l'onde de vitesse supérieurepar la méthode des sur et sous solutions. On onstruit pour ela une sur-solution et unesous-solution de (2.2) qui ont le même omportement exponentiel souhaité pour l'onde.La mise en oeuvre de ette démarhe est rendue possible par l'étude de la valeur propreprinipale k(λ) que nous détaillons dans la setion suivante.2.2 Propriétés de la valeur propre prinipale k(λ)Nous détaillons dans ette setion quelques propriétés de la fontion k(λ) qui sontindispensables pour onstruire les ondes pulsatoires. Rappelons que k(λ) est la valeurpropre prinipale de l'opérateur
Lλv := v′′ + 2λv′ + (λ2 + ζ(x))v,agissant dans C2

per(R) l'ensemble des fontions v ∈ C2(R) 1-périodique, où ζ(x) =
f ′

u(x, 0) > 0 est une fontion de lasse C1, stritement positive et 1-périodique.2.2.1 Convexité de k(λ) et onstrution du poidsNous ommençons par un premier lemme qui rappelle les propriétés établies dans [9℄ :Lemme 2.2.1. [9℄ 1) La fontion k(λ) est une fontion onvexe sur R minorée par uneonstante stritement positive. Plus préisément, il existe une fontion onvexe k0 telleque k0(0) = k′0(0) = 0 et
∀λ ∈ R, 0 < min ζ ≤ min ζ + k0(λ) ≤ k(λ) ≤ max ζ + k0(λ).2) La fontion k(λ)

λ
est ontinue sur R∗

+ et a les limites suivantes :
lim

λ→0+

k(λ)

λ
= +∞ et lim inf

λ→+∞

k(λ)

λ
> 0.De plus, k(λ)

λ
atteint son minimum sur R∗

+.Le lemme permet de dé�nir la vitesse minimale de propagation
c∗ = min

λ>0

k(λ)

λ
.



64 2. Existene d'ondes pulsatoires au omportement préiséOn déduit du fait que c∗ est le minimum et de la limite in�nie en 0+ que la fontionontinue k(λ)
λ

atteint toutes les valeurs c ≥ c∗ sur R∗
+, autrement dit pour tout c ≥ c∗, ilexiste λ > 0 tel que k(λ) = cλ. On dé�nit alors les taux de déroissane exponentielle(f �gure 2.1)

λc = min{λ > 0 tel que k(λ) = cλ}, λ∗ = λc∗ .On onsidère ψλc une fontion propre stritement positive assoiée à λc. On note pour

Fig. 2.1 � Taux de déroissane exponentielle λc de l'onde ũc.�nir
pλc(t, ξ) = eλcξψλc(ξ − ct),le terme qui sera dominant dans le omportement en −∞ des ondes de vitesse c > c∗.Celles-i vont être onstruite grâe à un point �xe dans un espae à poids. L'existenedu poids est une onséquene du résultat suivant qui déoule de la onvexité de k :Lemme 2.2.2. Soit c > c∗. Alors il existe δ > 0 tel que k(λ) < cλ sur ]λc, λc + δ[.Démonstration. Raisonnons par l'absurde et supposons don que le résultat est faux.Pour tout ε, il existe don δε ave 0 < δε < ε tel que k(λc + δε) ≥ c(λc + δε). Or,

lim
ε→0

k(λc + δε) − k(λc)

δε
= k′d(λc) et k(λc + δε) − k(λc)

δε
≥ c(λc + δε) − cλc

δε
= c.On en déduit que

k′d(λc) ≥ c.Puisque k est onvexe, on a l'inégalité suivante pour tout δ ∈ R :
k(λc + δ) ≥ k(λc) + k′d(λc)δ = cλc + k′d(λc)δ.Appliquons ei à δ = λ∗−λc. Notons que δ > 0 puisque λc est une fontion stritementdéroissante de c. On obtient k(λ∗) ≥ cλc + c(λ∗ − λc) = cλ∗. On en déduit que c∗ =

k(λ∗)
λ∗

≥ c, d'où la ontradition.D'après le lemme préédent, il existe δ > 0 tel que
qδ := c(λc + δ) − k(λc + δ) > 0.



2.3. Existene d'ondes de vitesse c > c∗ par point fixe 65En notant ψλc+δ la fontion propre assoiée à k(λc + δ), on dé�nit le poids de la façonsuivante
pλc+δ(t, ξ) = e(λc+δ)ξψλc+δ(ξ − ct).La fontion pλc+δ est hoisie omme sur-solution de l'équation linéarisée en 0 ; en e�et,
pt − pξξ + cpξ − ζ(ξ − ct)p = qδp,ave qδ > 0. Cei va permettre de onstruire une solution ũ(t, ξ) de l'équation telle quepour ξ → −∞
ũ(t, ξ) = pλc(t, ξ) +O(pλc+δ(t, ξ)).2.2.2 Analytiité de k(λ)Pour onstruire l'onde de vitesse minimale, on a besoin au ontraire de montrer qu'onpeut hoisir δ > 0 su�samment petit tel que k(λ∗ + δ) > c∗(λ∗ + δ). On utilise pour elal'analytiité de la fontion k(λ) qui provient du théorème de Kato-Rellih (f [67℄).Lemme 2.2.3. La fontion k(λ) est analytique.On en déduit le résultat suivantCorollaire 2.2.4. Pour tout ε > 0, il existe 0 < δ ≤ ε tel que k(λ∗ + δ) > c∗(λ∗ + δ).Démonstration. Raisonnons par l'absurde. On suppose que k(λ) = c∗λ sur un intervalle

[λ∗, λ∗+ε]. Or, par dé�nition de λ∗, k(λ) > c∗λ à gauhe de λ∗. Cei ontredit l'analytiitéde k en λ∗.2.3 Existene d'ondes de vitesse c > c∗ par point �xeDans ette setion, on onstruit pour haque vitesse c > c∗, une solution du problème(2.3) telle que pour tout t,
ũ(t, ξ) = eλcξψλc(ξ − ct) +O(e(λc+δ)ξ) quand ξ → −∞,où δ > 0. Pour ela, nous allons utiliser un théorème de point �xe dans l'espae defontions ayant le bon omportement exponentiel en −∞, 'est à dire des fontions utelle que u(ξ) − pλc(0, ξ) soit omprise entre deux multiples de pλc+δ(0, ξ).2.3.1 Point �xe dans l'espae à poidsNous allons travailler par la suite dans l'espae à poids suivant :
Xδ := {u ∈ BUC(R), 0 ≤ u ≤ 1,

u(ξ) − pλc(0, ξ)

pλc+δ(0, ξ)
∈ L∞(R)},où BUC(R) est l'ensemble des fontions bornées uniformément ontinues sur R. Munide la distane

dδ(u, v) := ‖u− v‖δ =

∥∥∥∥
u− v

pλc+δ(0, ξ)

∥∥∥∥
∞
,



66 2. Existene d'ondes pulsatoires au omportement préisé
(Xδ, dδ) est un espae métrique omplet.On regarde alors l'opérateur T suivant : soit ũ0 ∈ Xδ, on dé�nit T (ũ0)(ξ) = ũ(1/c, ξ),où ũ(t, ξ) est la solution du problème de Cauhy :

{
ũt − ũξξ + cũξ = f(ξ − ct, ũ),
ũ(0, ξ) = ũ0(ξ).

(2.6)Lemme 2.3.1. Soit ũ0 ∈ Xδ et ũ la solution de (2.6). Alors, pour tout t ≥ 0, l'appliation
ξ 7−→ ũ(t, ξ) − pλc(t, ξ)

pλc+δ(t, ξ)est bornée pour ξ ∈ R. En partiulier, l'opérateur T est bien dé�ni : si ũ0 ∈ Xδ, alors
T (ũ0) ∈ Xδ.Démonstration. Tout d'abord, si ũ0 ∈ BUC(R), le problème (2.6) admet une uniquesolution ũ(t, ξ) ∈ BUC(R), régulière et globale en temps ar le seond membre f(ξ−ct, ũ)est à roissane au plus linéaire en ũ [45℄. De plus, par le prinipe du maximum faibleparabolique, 0 ≤ ũ(t, ξ) ≤ 1.On suppose ensuite que ũ0 ∈ Xδ. Montrons alors que dans e as

ũ(t, ξ) − pλc(t, ξ)

pλc+δ(t, ξ)
,est bornée. C'est le as pour ξ ≥ 0, on se restreint don à ξ ≤ 0. On ommene parmontrer que la fontion est majorée. Puisque ũ0 ∈ Xδ et que ũ, pλc et pλc+δ sont bornéspour ξ ≤ 0, il existe C > 0 tel que pour ξ ≤ 0

ũ(0, ξ) − pλc(0, ξ) ≤ Cpλc+δ(0, ξ),et pour t ≥ 0
ũ(t, 0) − pλc(t, 0) ≤ Cpλc+δ(t, 0).On onsidère par la suite les opérateurs paraboliques

P ũ := ũt − ũξξ + cũξ,et
P̃ ũ := ũt − ũξξ + cũξ − ζ(ξ − ct)ũ.On a ainsi

P (ũ− pλc − Cpλc+δ) = f(ξ − ct, ũ) − ζ(ξ − ct)pλc − C(ζ(ξ − ct) + qδ)pλc+δ

≤ ζ(ξ − ct)(ũ− pλc − Cpλc+δ) − Cqδpλc+δ,d'où
P̃ (ũ− pλc − Cpλc+δ) ≤ −Cqδpλc+δ ≤ 0.On a �nalement





P̃ (ũ− pλc − Cpλc+δ) ≤ 0,
ũ(0, ξ) − pλc(0, ξ) − Cpλc+δ(0, ξ) ≤ 0 pour ξ ≤ 0,
ũ(t, 0) − pλc(t, 0) − Cpλc+δ(t, 0) ≤ 0 pour t ≥ 0,
ũ− pλc − Cpλc+δ bornée ,



2.3. Existene d'ondes de vitesse c > c∗ par point fixe 67don par le prinipe du maximum on a pour t ≥ 0 et ξ ≤ 0

ũ(t, ξ) − pλc(t, ξ) ≤ Cpλc+δ(t, ξ).Montrons ensuite qu'il existe un minorant. On sait déjà qu'il existe une onstante
C ′ > 0 telle que pour ξ ≤ 0

ũ(0, ξ) − pλc(0, ξ) ≥ −C ′pλc+δ(0, ξ),et pour t ≥ 0

ũ(t, 0) − pλc(t, 0) ≥ −C ′pλc+δ(t, 0).Ainsi,
P (ũ− pλc + C ′pλc+δ) = f(ξ − ct, ũ) − ζ(ξ − ct)pλc + C ′(ζ(ξ − ct) + qδ)pλc+δ

= ζ(ξ − ct)(ũ− pλc + C ′pλc+δ) + f(ξ − ct, ũ) − ζ(ξ − ct)ũ+ C ′qδpλc+δ.La formule de Taylor donne
f(ξ − ct, ũ) = f(ξ − ct, 0) + f ′

u(ξ − ct, 0)ũ+

∫ ũ

0

(v − ũ)f ′′
u (ξ − ct, v)dv,soit

f(ξ − ct, ũ) − ζ(ξ − ct)ũ =

∫ ũ

0

(v − ũ)f ′′
u (ξ − ct, v)dv ≥ − max

R×[0,1]
|f ′′

u |
ũ2

2
.Cependant, puisque on a montré que 0 ≤ ũ ≤ pλc + Cpλc+δ, on a

− ũ
2

2
≥ −1

2
(pλc + Cpλc+δ)

2,d'où
P̃ (ũ− pλc + C ′pλc+δ) ≥ −1

2
max

R×[0,1]
|f ′′

u |(pλc + Cpλc+δ)
2 + C ′qδpλc+δ.Puisque pλc(t, ξ) = φ(ξ − ct)eλcξ et δ < λc, il existe A >,B > 0 tels que pour tout t et

ξ ≤ 0,
(pλc(t, ξ) + Cpλc+δ(t, ξ))

2 ≤ Ae2λcξ,

Be(λc+δ)ξ ≤ pλc+δ(t, ξ).On en déduit qu'ave δ < λc et C ′ assez grand, on a alors
P̃ (ũ− pλc + C ′pλc+δ) ≥ 0.On onlut ainsi par le prinipe du maximum que pour t ≥ 0 et ξ ≤ 0

ũ(t, ξ) − pλc(t, ξ) ≥ −C ′pλc+δ(t, ξ).Cei onlut la preuve du lemme.Montrons maintenant que l'opérateur T est ontratant dans (Xδ, dδ) :



68 2. Existene d'ondes pulsatoires au omportement préiséLemme 2.3.2. l'opérateur T est ontratant dans (Xδ, dδ) : si ũ1
0, ũ

2
0 ∈ Xδ, alors

dδ(T ũ
1
0, T ũ

2
0) ≤ e−qδ/cdδ(ũ

1
0, ũ

2
0), ave e−qδ/c < 1.Démonstration. Soient ũ1

0 et ũ2
0 dans Xδ et ũ1 et ũ2 les solutions des problèmes de Cauhy(2.6) assoiés. On a alors

(∂t − ∂ξξ + c∂ξ − f ′
u(ξ − ct, a(t, ξ)))(ũ1 − ũ2) = 0,où a(t, ξ) est ompris entre ũ1(t, ξ) et ũ2(t, ξ). On pose ensuite

(ũ1 − ũ2)(t, ξ) = pλc+δ(t, ξ)v(t, ξ).Sur v, on obtient l'équation
Qv := vt − vξξ +

(
c− 2

∂ξpλc+δ,ξ

pλc+δ

)
vξ + (ζ(ξ − ct) − f ′

u(ξ − ct, a(t, ξ)) + qδ) v = 0.Par hypothèse, on a f ′
u(ξ − ct, a) ≤ ζ(ξ − ct), d'où

ã(t, ξ) := ζ(ξ − ct) − f ′
u(ξ − ct, a(t, ξ)) + qδ ≥ qδ > 0.Montrons qu'on a alors

‖v(1/c, ξ)‖∞ ≤ e−qδ/c‖v0‖∞.On onsidère pour ela la fontion v̄(t, ξ) = ‖v0‖∞e−qδt ; elle-i est sur-solution del'équation Qv = 0 puisque
Qv̄ = (−qδ + ã)‖v0‖∞e−qδt ≥ 0.On a alors : 




Q(v̄ − v) = Qv̄ ≥ 0,

(v̄ − v)(0, ξ) = ‖v0‖∞ − v0(ξ) ≥ 0,

v̄ − v bornée.Le prinipe du maximum faible parabolique assure ainsi que v(t, ξ) ≤ v̄(t, ξ) pour tout
t ≥ 0 et ξ ∈ R. De même,





Q(v̄ + v) = Qv̄ ≥ 0,

(v̄ + v)(0, ξ) = ‖v0‖∞ + v0(ξ) ≥ 0,

v̄ + v bornée,d'où v(t, ξ) ≥ −v̄(t, ξ). Finalement, |v(t, ξ)| ≥ v̄(t, ξ), e qui donne pour t = 1/c,
‖v(1/c, ξ)‖∞ ≤ e−qδ/c‖v0‖∞ .Cei nous permet de montrer que T est ontratant : en e�et, e−qδ/c < 1 et

dδ(T ũ
1
0, T ũ

2
0) = ‖ũ1(1/c, ξ) − ũ2(1/c, ξ)‖δ

= ‖pλc+δ(1/c, ξ)v(1/c, ξ)‖δ

=

∥∥∥∥
pλc+δ(1/c, ξ)v(1/c, ξ)

pλc+δ(0, ξ)

∥∥∥∥
∞

= ‖v(1/c, ξ)‖∞
≤ e−qδ/c‖v0‖∞

= e−qδ/c

∥∥∥∥
ũ1

0 − ũ2
0

pλc+δ(0, ξ)

∥∥∥∥
∞

= e−qδ/cdδ(ũ
1
0, ũ

2
0).



2.3. Existene d'ondes de vitesse c > c∗ par point fixe 69Ainsi, T a un unique point �xe ũ0 dans Xδ, et la solution ũ du problème de Cauhyassoié véri�e 



ũt − ũξξ + cũξ = f(ξ − ct, ũ),
ũ(t,−∞) = 0,

ũ(t+
1

c
, ξ) = ũ(t, ξ).De plus, par le prinipe du maximum fort parabolique, on a 0 < ũ < 1.2.3.2 Comportement de ũ en +∞Pour que la fontion ũ qu'on vient de onstruire soit une onde pulsatoire, il resteà montrer qu'elle véri�e ũ(t,+∞) = 1. Montrons tout d'abord que ũ est stritementpositive et bornée inférieurement par une onstante stritement positive pour ξ ≥ 0. Lelemme suivant permet de montrer qu'il existe M > 0 et γ > 0 tels que ũ(0, ξ) ≥ γ > 0pour ξ ≥M :Lemme 2.3.3. La fontion ũ véri�e lim inf

ξ→+∞
ũ(0, ξ) > 0.Démonstration. Par l'absurde, on suppose qu'il existe ξn → +∞ telle que ũ(0, ξn) → 0.On suppose aussi que ξn ≥ 1. Soit ε > 0, alors il existe N tel que pour tout n ≥ N ,

ũ(0, ξn) ≤ ε. D'après l'inégalité de Harnak et les estimations paraboliques, il existe
C > 0 tel que pour t ∈ [0, 1/c], ũ(t, ξn) ≤ Cε et ũξ(t, ξn) ≤ Cε. On intègre alorsl'équation sur [0, 1/c] × [−M, ξn] :

∫ 1/c

0

∫ ξn

−M

(ũt − ũξξ + cũξ)dtdξ =

∫ 1/c

0

∫ ξn

−M

f(ξ − ct, ũ(t, ξ))dtdξ.Par périodiité en t de ũ, il reste
∫ 1/c

0

(−ũξ(t, ξn)+ũξ(t,−M)+cũ(t, ξn)−cũ(t,−M))dtdξ =

∫ 1/c

0

∫ ξn

−M

f(ξ−ct, ũ(t, ξ))dtdξ.Passons alors à la limite M → +∞. Puisque ũ(t,−M) → 0, on a aussi ũξ(t,−M) → 0par les estimations paraboliques. On obtient ainsi à la limite
zn :=

∫ 1/c

0

∫ ξn

−∞
f(ξ − ct, ũ(t, ξ))dtdξ =

∫ 1/c

0

(−ũξ(t, ξn) + cũ(t, ξn))dt ≤ C(1 + 1/c)ε.On en déduit que zn → 0 quand n → +∞. Or, ũ(t, ξ) ≥ a > 0 sur [0, 1/c] × [0, 1] dond'après les propriétés de f
zn ≥

∫ 1/c

0

∫ 1

0

f(ξ − ct, ũ(t, ξ))dtdξ := b > 0,

b étant indépendant de n. On obtient ainsi une ontradition.D'après le lemme, il existe α > 0 et M > 0 tels que ũ(0, ξ) ≥ α pour ξ ≥ M .Puisque ũ > 0, il existe β > 0 tel que ũ(t,M) ≥ β pour tout t ∈ [0, 1/c]. Posons alors
P ũ := ũt − ũξξ + cũξ et γ = min(α, β), on a alors :





P (ũ− γ) = f(ξ − ct, ũ) ≥ 0,
(ũ− γ)(0, ξ) ≥ 0,
(ũ− γ)(t,M) ≥ 0.



70 2. Existene d'ondes pulsatoires au omportement préiséLe prinipe du maximum donne alors que ũ(t, ξ) ≥ γ > 0 pour t ∈ [0, 1/c] et ξ ≥ M .Cei permet d'obtenir la limite en +∞.Lemme 2.3.4. Pour tout t ∈ R, ũ(t,+∞) = 1.Démonstration. On pose U = 1 − ũ et f(x, ũ) = (1 − ũ)h(x, ũ). Comme f ′
u(x, 1) < 0,

h(x, ũ) ne s'annule pas en ũ = 1 et don h(x, ũ) ≥ h0 > 0 pour 0 < γ ≤ ũ ≤ 1. On seplae don dans la suite dans le domaine ξ ≥ M . U véri�e l'équation
QU := Ut − Uξξ + cUξ + h(ξ − ct, ũ)U = 0.On onstruit alors une sur-solution de ette équation de la manière suivante : soient

C > 0 et µ > 0 des onstantes à déterminer, on pose
V (t, ξ) = ‖U0‖∞e−h0t + Ce−µξ.On a en e�et

QV = ‖U0‖∞e−h0t(h(ξ − ct, ũ) − h0) + Ce−µξ(h(ξ − ct, ũ) − µ2 − cµ).Puisque h ≥ h0 > 0, on hoisit µ > 0 su�samment petit pour que µ(µ + c) ≤ h0 et on�xe C = eµM . On a alors :




Q(V − U) ≥ 0,
(V − U)(0, ξ) ≥ ‖U0‖∞ − U(0, ξ) ≥ 0,
(V − U)(t,M) ≥ 1 − U(t,M) ≥ 0.Le prinipe du maximum dit alors que U(t, ξ) ≤ V (t, ξ) pour t ≥ 0 et ξ ≥ M . Comme

U est périodique, on évalue l'inégalité préédente en t = t + N/c puis on fait tendre
N → +∞. On réupère U(t, ξ) ≤ Ce−µξ → 0 quand ξ → +∞. Ainsi, ũ(t,+∞) = 1.2.4 Existene d'ondes de vitesse c∗ par sur et sous-solutionsNous allons onstruire dans ette setion une solution du problème (2.3) pour c = c∗telle que pour tout t,

ũc∗(t, ξ) = −ξeλ∗ξψ∗(ξ − c∗t) +O(eλ∗ξ), quand ξ → −∞.Les ondes de vitesse supérieure c > c∗ ont été onstruites grâe à un point �xe dans unespae à poids. Rappelons que l'existene de e poids pλc+δ vient du fait que k(λ) < cλquand λ est prohe et stritement supérieur à λc. Cette inégalité n'est plus valable quand
c = c∗. En fait, on a même le ontraire puisque du fait de l'analytiité, il existe des valeursde δ > 0 aussi petites que l'on veut pour lesquelles k(λ∗ + δ) > c∗(λ∗ + δ). Néanmoins,ette nouvelle inégalité permet d'obtenir une sur-solution u et une sous solution u del'équation qui ont le omportement i-dessus en −∞ et qui véri�ent u ≤ u. Cei donnel'existene d'une solution omprise entre les deux et qui possède le bon omportementexponentiel en −∞.



2.4. Existene d'ondes de vitesse c∗ par sur et sous-solutions 71Notons que nous montrons ii plus préisément que le omportement en −∞ est dela forme
ũc∗(t, ξ) = −eλ∗ξ(−ξψ∗(ξ − c∗t) + Ψ∗(ξ − c∗t)) +O(eλ∗ξ), quand ξ → −∞,où φ∗ > 0 et ψ∗ sont solutions des équations

−ψ∗′′ − 2λ∗ψ∗′ + (c∗λ∗ − λ∗2 − ζ(x))ψ∗ = 0,

−Ψ∗′′ − 2λ∗Ψ∗′ + (c∗λ∗ − λ∗2 − ζ(x))Ψ∗ = −2ψ∗′ + (c∗ − 2λ∗)ψ∗.Dans ette setion, nous ommençons par montrer que les problèmes i-dessus possèdentune solution puis nous onstruisons les sur et sous-solution.2.4.1 Le omportement exponentielL'équation k(λ) = c∗λ possède une raine double en λ∗ > 0. Cei amène à regarderdes solutions de l'équation linéarisée
ũt − ũξξ + c∗ũξ − ζ(ξ − c∗t)ũ = 0,sous la forme

ũ(t, ξ) = eλ∗ξ(−ξψ∗(ξ − ct) + Ψ∗(ξ − c∗t)).En injetant et ansatz dans l'équation linéarisée, l'identi�ation des termes en eλ∗ξ eten ξeλ∗ξ donnent respetivement les équations
−ψ∗′′ − 2λ∗ψ∗′ + (c∗λ∗ − λ∗2 − ζ(x))ψ∗ = 0,

−Ψ∗′′ − 2λ∗Ψ∗′ + (c∗λ∗ − λ∗2 − ζ(x))Ψ∗ = −2ψ∗′ + (c∗ − 2λ∗)ψ∗.La première équation est Lλ∗ψ∗ = c∗λ∗ψ∗ ; on hoisit alors ψ∗ omme fontion proprestritement positive assoiée à la valeur propre prinipale k(λ∗) = c∗λ∗ de l'opérateur
Lλ∗ . La deuxième équation s'érit quant à elle

(Lλ∗ − k(λ∗))Ψ∗ = (2λ∗ − c∗)ψ∗ + 2ψ∗′.Nous allons montrer que ette équation possède une solution qui est −v∗ ave
v∗ :=

dψλ

dλ

∣∣∣
λ=λ∗

.Pour ela, onsidérons la fontion
vλ =

ψλ − ψ∗

λ− λ∗
,où φλ est fontion propre de l'opérateur Lλ pour la valeur propre k(λ). La fontion vλvéri�e alors l'équation di�érentielle

Lλvλ − k(λ)vλ =
k(λ) − k(λ∗)

λ− λ∗
ψ∗ − 2ψ∗′ − (λ+ λ∗)ψλ.



72 2. Existene d'ondes pulsatoires au omportement préiséNous allons passer à la limite λ → λ∗ dans ette équation. Tout d'abord, k estanalytique et on a
k(λ) − k(λ∗)

λ− λ∗
→ k′(λ∗) = c∗.En e�et, puisque

c∗ = min
λ>0

k(λ)

λ
> 0,On a

0 =

(
k(λ)

λ

)′ ∣∣∣
λ=λ∗

=
k′(λ∗)λ∗ − k(λ∗)

λ∗2 =
k′(λ∗)λ∗ − c∗λ∗

λ∗2 =
k′(λ∗) − c∗

λ∗
.Par di�érentiabilité de ψλ, vλ onverge dans C2 vers v∗ quand λ→ λ∗, et v∗ est solutionde l'équation

(Lλ∗ − k(λ∗))v∗ = (c∗ − 2λ∗)ψ∗ − 2ψ∗′.Autrement dit, en prenant Ψ∗ = −v∗, on obtient bien une solution.2.4.2 Existene par sous-solution et sur-solutionLes fontions u et u vont être onstruite à partir des fontions suivantes
u(0)(t, ξ) = (−ξψ∗(ξ − c∗t) + Ψ∗(ξ − c∗t))eλ∗ξ,

u(1)(t, ξ) = ψ∗(ξ − c∗t)eλ∗ξ,

u(2)(t, ξ) = ψλ∗+δ(ξ − c∗t)e(λ
∗+δ)ξ,où δ sera hoisi su�samment petit. On note par la suite

NL(u) = ut − uξξ + c∗uξ − f(ξ − c∗t, u),l'opérateur non-linéaire et
L(u) = ut − uξξ + c∗uξ − ζ(ξ − c∗t)u,l'opérateur linéarisé au voisinage de u = 0.La sur-solutionConsidérons la fontion,
U(t, ξ) = u(0)(t, ξ) + Cu(1)(t, x),où C > 0 est hoisi tel que

U(t, 0) = Ψ∗(−c∗t) + Cψ∗(−c∗t) ≥ 1, ∀t.Cei est possible ar Ψ∗ est bornée et ψ∗ > 0. Remarquons que U est solution de l'équa-tion linéarisée Lu = 0, et véri�e don
NL(U) ≥ 0,



2.4. Existene d'ondes de vitesse c∗ par sur et sous-solutions 73puisque f(x, u) ≤ ζ(x)u d'après l'hypothèse (iv). C'est don un andidat pour la sur-solution. Mais U(t, ξ) → −∞ quand ξ → +∞ don nous devons modi�er U pour ξ ≥ 0.On introduit alors l'absisse
ξ(t) := inf{ξ ∈ R, U(t, ξ) = 1} ≤ 0,et on dé�nit la fontion C2 par moreaux u par
u(t, ξ) =

{
U(t, ξ) pour ξ ≤ ξ(t),

1 pour ξ ≥ ξ(t).Nous avons NL(u) ≥ 0 pour (t, ξ) 6= (t, ξ(t)) ; de plus, le saut de la dérivée spatiale de uest négatif. Don u est sur-solution faible, au sens des distributions :
NL(u) ≥ 0 dans D′([0, 1/c∗] × R),'est à dire que pour toute fontion test positive φ ∈ D([0, 1/c∗] × R), on a

∫

0,1/c∗

∫

R

NL(u)φ dtdξ ≥ 0.La sous-solutionOn onsidère maintenant la fontion U
U(t, ξ) = u(0)(t, ξ) −Au(1)(t, ξ) + u(2)(t, ξ),où δ et A sont deux onstantes ; on prend δ ∈]0, λ∗/2[, et A sera �xé dans la suite pouravoir NL(U ) ≤ 0. Comme pour la sur-solution, nous avons besoin de modi�er U pourobtenir une sous-solution intéressante. Notons que

U(t, 0) = Ψ∗(−c∗t) − Aψ∗(−c∗t) + ψλ∗+δ(−c∗t) ≤ 0, ∀t,si A est su�samment grand. On dé�nit alors l'absisse
ξ(t) := inf{ξ ∈ R, u(t, ξ) = 0} ≤ 0,et la fontion u par
u(t, ξ) =

{
U(t, ξ) pour ξ ≤ ξ(t),

0 pour ξ ≥ ξ(t).Nous montrerons plus loin que pour A su�samment grand, on a
NL(U ) ≤ 0,pour ξ ≤ ξ(t). Par onséquent, NL(u) ≤ 0 si ξ 6= ξ(t) ; de plus, U a un saut de dérivéepositif au point ξ(t). Cei montre que u est une sous-solution faible.Le point important est don de montrer que
NL(U ) ≤ 0,



74 2. Existene d'ondes pulsatoires au omportement préisépour ξ ≤ ξ(t) si on hoisit A su�samment grand. Puisque
U(t, ξ) = (−ξ − A)ψ∗(ξ − c∗t)eλ∗ξ + Ψ∗(ξ − c∗t)eλ∗ξ + ψλ∗+δ(ξ − c∗t)e(λ∗+δ)ξ,on a ξ(t) > −A. De plus, il existe C indépendant de A tel que U(t, ·) s'annule sur

[−A,−A + C] pour tout t. On en déduit que
ξ(t) = −A + C(t),où C(t) est bornée en t et indépendante de A. Rappelons que u(2) véri�e l'égalité
L(u(2)) = −qδu(2),ave qδ > 0. On a alors

NL(U) = L(U) + ζ(ξ − c∗t)U − f(ξ − c∗t, U)

= −qδu(2) + ζ(ξ − c∗t)U − f(ξ − c∗t, U).On herhe alors à montrer que pour ξ ≤ ξ(t).
ζ(ξ − c∗t)U − f(ξ − c∗t, U) ≤ qδu

(2).Notons d'une part qu'il existe C1 > 0 tel que pour ξ ≤ 0,
|U(t, ξ)| ≤ C1Ae

3λ∗ξ/4,et ainsi
ζ(ξ − c∗t)U − f(ξ − c∗t, U) ≤ CU 2 ≤ C2

1A
2e3λ∗ξ/2.D'autre part,

qu(2)(t, ξ) ≥ qC2e
(λ∗+δ)ξ.Ainsi, NL(U) ≤ 0 dès que

qC2e
(λ∗+δ)ξ ≥ C2

1e
3λ∗ξ/2,'est dire si

ξ ≤ ξA :=
1

λ∗/2 − δ

(
−2 lnA+ ln

qC2

C2
1

)
.Puisque ξ(t) = −A + C(t) ave C(t) bornée, on en déduit que ξ(t) ≤ ξA si on hoisit Asu�samment grand.Existene de la solutionA l'aide de notre sur solution u et de notre sous-solution u véri�ant u ≤ u, on peutonstruire une solution ũ du problème (2.3) telle que

u ≤ ũ ≤ u.On onsidère pour ela l'opérateur période T dé�ni par T (ũ0)(ξ) = ũ(1/c∗, ξ), où
ũ(t, ξ) désigne la solution du problème de Cauhy :

{
ũt − ũξξ + c∗ũξ = f(ξ − c∗t, ũ),
ũ(0, ξ) = ũ0(ξ).



2.4. Existene d'ondes de vitesse c∗ par sur et sous-solutions 75On note alors u0(ξ) = u(0, ξ) et u0(ξ) = u(0, ξ), qui véri�ent u0 ≤ u0. On onsidère alorsla suite
un = T n(u0).Alors la suite un est déroissante et minorée : pour tout n ≥ 0,

u0 ≤ un+1 ≤ un ≤ u0,et pour n ≥ 1 un est C2.En e�et, u1 = T (u0) = u(1/c∗, ξ), u étant la solution de
{
ut − uξξ + c∗uξ = f(ξ − c∗t, u),
u(0, ξ) = u0(ξ).Notons tout d'abord qu'à partir de u(0, ξ) = u0(ξ) C2 par moreaux, on obtient u1 =

u(1/c∗, ξ) qui est C2+α par régularité. De plus, rappelons que
{
NL(u) ≥ 0,
u(0, ξ) = u0(ξ)au sens des distributions. Si on note v = u− u, on a alors

vt − vξξ + c∗vξ ≥ f(ξ − c∗t, u) − f(ξ − c∗t, u)

=
f(ξ − c∗t, u) − f(ξ − c∗t, u)

u− u
(u− u)

= f ′
u(ξ − c∗t, a(t, ξ))voù a est ompris entre u et u. Ainsi,

{
vt − vξξ + c∗vξ − f ′

u(ξ − c∗t, a(tξ)v ≥ 0,
v(0, ξ) = 0,au sens des distributions. Le prinipe du maximum assure alors que v ≥ 0, 'est à dire

u ≤ u et don
u1(ξ) = u(1/c∗, ξ) ≤ u(1/c∗, ξ) = u0(ξ).On obtient de la même façon que u0 ≤ u1. Ainsi

u0 ≤ u1 ≤ u0.On obtient alors par réurrene la propriété souhaitée.On peut ainsi extraire de un une sous-suite qui onverge dans C2
loc et on note φ ettelimite. Notons qu'alors toute la suite onverge vers φ par monotonie. L'opérateur T étantontinu, le passage à la limite n→ +∞ dans la relation T (un) = un+1 donne

Tφ = φ.On onsidère alors la solution ũc∗ du problème de Cauhy assoié à φ(ξ)

{
ũt − ũξξ + c∗ũξ = f(ξ − c∗t, ũ),
ũ(0, ξ) = φ(ξ).



76 2. Existene d'ondes pulsatoires au omportement préiséMontrons qu'il s'agit de l'onde pulsatoire de vitesse c∗. La relation Tφ = φ dit que ũc∗est 1/c∗-périodique en t. Par l'inégalité u0 ≤ φ ≤ u0 et le prinipe du maximum, onobtient que pour tout t
u(t, ξ) ≤ ũc∗(t, ξ) ≤ u(t, ξ).Ainsi, ũc∗(t,−∞) = 0 et on a plus préisément

ũc∗(t, ξ) = −ξeλ∗ξψ∗(ξ − c∗t) +O(eλ∗ξ), quand ξ → −∞.En�n, la limite ũ(t,+∞) = 1 s'obtient omme dans le as des vitesses supérieures. Ceionlut la preuve du théorème 2.1.1.



Chapitre 3Dynamique non triviale en temps grandpour une équation de type KPP en milieupériodique
3.1 Introdution et résultats prinipauxOn s'intéresse dans e hapitre au problème de Cauhy

{
ut − uxx = f(x, u),
u(0, x) = u0(x),

(3.1)pour une nonlinéarité f périodique en x et de type KPP. Plus préisément, on étudiela stabilité des ondes pulsatoires uc onstruites au hapitre préédent. Ces ondes étantroissantes en t (f [6℄), on onsidère également la dynamique de (3.1) pour des donnéesinitiales omprises entre deux translatées en t. Cei est possible grâe à la onnaissanedu omportement préis en −∞ de es ondes. Notons que déjà dans le adre homogène,l'étude de la dynamique de onditions initiales omprises entre deux translatées d'uneonde progressive est nouvelle dans le as KPP ; nous ommençons par présenter lesrésultats obtenus dans e as.3.1.1 Dynamique en milieu homogèneEn milieu homogène, le problème de Cauhy s'érit
{
ut − uxx = f(u),
u(0, x) = u0(x),

(3.2)Préisons que nous onsidérons une nonlinéarité f ∈ C2([0, 1]) qui véri�e f(0) = f(1) =
0, f(u) > 0 pour u ∈ (0, 1) et f ′′(u) ≤ 0.Les résultats lassiques de dynamique en temps grand pour (3.2) porte sur la sta-bilité et la onvergene globale vers les ondes progressives pour des données initiales seomportant omme l'onde en −∞ [33, 84℄. On s'interesse ii à des données initiales u0omprises entre deux translatées d'une onde progressive de vitesse c > c∗. On obtient unomportement nouveau en temps grandThéorème 3.1.1. Soient c > c∗,M > 0 et u(t, x) la solution du problème de Cauhy(3.2) ave

φc(x) ≤ u0(x) ≤ φc(x+M).77



78 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueSoit m(t, x) la solution du problème
{
mt −mxx − 2λcmx − λcm

2
x = 0,

m(0, x) = φ−1
c (u0(x)) − x.

(3.3)Alors(i) La fontion m véri�e les propriétés suivantes quand t→ +∞

0 ≤ m(t, x) ≤ M, ‖mt(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
, ‖mx(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
.(ii) Il existe γ > 0 tel que si v(t, x) = |u(t, x) − φc(x + ct + m(t, x))|, alors ṽ(t, ξ) =

v(t, ξ − ct) véri�e
sup
ξ∈R

|e−γξṽ(t, ξ)| = O

(
1√
t

)
.Remarque 3.1.1. On peut montrer en fait que la onvergene en (ii) est uniforme

sup
x∈R

|u(t, x) − φc(x+ ct+m(t, x))| = O

(
1√
t

)
.Ce résultat dit que le pro�l de u(t, x) onverge loalement vers elui de l'onde progres-sive puisquemx → 0 mais u di�ère de l'onde d'un shift qui varie de plus en plus lentementen temps grand (mt → 0). Il est important de omprendre que la dynamique est réel-lement non triviale et que la solution ne onverge pas à priori vers auune translatéede l'onde progressive. L'équation du shift se ramène en e�et à une équation d'advetiondi�usion pour laquelle il existe de nombreuses données initiales pour laquelle la solutionne onverge même loalement vers auune onstante ; ertaines solutions osillent mêmeindé�niment en temps grand [19, 89℄.

Fig. 3.1 � Dynamique non triviale en milieu homogène
3.1.2 Dynamique en milieu périodiqueL'objetif de e hapitre est d'étendre le résultat préédent au milieu périodique (3.1).La nonlinéarité f est hoisie C2(R × [0, 1],R+) ave les propriétés suivantes :(i) f est 1-périodique en x,



3.1. Introdution et résultats prinipaux 79(ii) ∀x ∈ R, f(x, 0) = f(x, 1) = 0 et f(x, u) > 0 pour u ∈ (0, 1),(iii) ∀x ∈ R, f ′
u(x, 0) := lim

u→0+

f(x, u)

u
> 0 et f ′

u(x, 1) = lim
u→1−

f(x, u)

u− 1
< 0,(iv) ∀x ∈ R, ∀u ∈ [0, 1], f ′′

u (x, u) ≤ 0.On note alors ζ(x) := f ′
u(x, 0). La preuve de l'existene de dynamiques non trivialess'appuie sur elle des ondes pulsatoires au omportement préisé en −∞ onstruites auhapitre 2. Nous rappelons les notations et les résultats obtenus.Rappel : existene d'ondes pulsatoires au omportement préiséUne onde pulsatoire est, via le hangement de variables ũ(t, ξ) = u(t, ξ − ct), unesolution (c, ũ) du problème




ũt − ũξξ + cũξ = f(ξ − ct, ũ),

ũ(t+
1

c
, ξ) = ũ(t, ξ),

ũ(t,−∞) = 0, ũ(t,+∞) = 1.

(3.4)On note Lλ l'opérateur
Lλv = v′′ + 2λv′ + (λ2 + ζ(x))v, (3.5)agissant sur les fontions v ∈ C2(R) 1-périodique, et k(λ) la valeur propre prinipale deet opérateur, qui est l'unique valeur propre assoiée à une fontion propre stritementpositive. La vitesse minimale de propagation des ondes pulsatoires c∗ est alors donnéepar la formule suivante :

c∗ = min
λ>0

k(λ)

λ
. (3.6)On note également λc le plus petit λ > 0 tel que k(λ) = cλ et ψλc une fontion proprestritement positive de l'opérateur Lλc assoiée à la valeur propre k(λc) = cλc. On amontré que pour tout c > c∗, le problème (3.4) possède une solution (c, ũc) qui a leomportement suivant quand ξ → −∞ : il existe δ > 0 tel que

ũc(t, ξ) = eλcξψλc(ξ − ct) +O(e(λc+δ)ξ).On note alors
uc(t, x) = ũc(t, x+ ct)l'onde pulsatoire de vitesse c dans le repère initial.Dynamique non triviale en milieu périodiqueNous onsidérons le problème de Cauhy (3.1) pour des données initiales omprisesentre deux translatées en temps d'une onde pulsatoire de vitesse c > c∗ au omportementpréisé à l'in�ni

uc(0, x) ≤ u0(x) ≤ uc(M,x),où M > 0. Nous montrons que la solution du problème de Cauhy u(t, x), qui resteoinée entre les deux translatées de l'onde pour tout t ≥ 0

∀t ≥ 0, uc(t, x) ≤ u(t, x) ≤ uc(t+M,x),possède une dynamique similiare à elle obtenue en milieu homogène :



80 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueThéorème 3.1.2. Soient c > c∗,M > 0 et u(t, x) la solution du problème de Cauhy
{
ut − uxx = f(x, u),
uc(0, x) ≤ u(0, x) ≤ uc(M,x).

(3.7)Soit m(t, x) la solution du problème de Cauhy




mt −mxx − 2
(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
mx − cλcm

2
x = 0,

m(0, x) = uc(·, x)−1(u0(x)).
(3.8)Alors(i) La fontion m(t, x) possède les propriétés suivantes quand t→ +∞ :

0 ≤ m(t, x) ≤ M, ‖mt(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
, ‖mx(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
.(ii) Il existe γ > 0 tel que si v(t, x) = |u(t, x) − uc(t + m(t, x), x)|, alors ṽ(t, ξ) =

v(t, ξ − ct) véri�e
sup
ξ∈R

|e−γξṽ(t, ξ)| = O

(
1√
t

)
.Remarque 3.1.2. On peut montrer en fait que la onvergene en (ii) est uniforme

sup
x∈R

|u(t, x) − uc(t+m(t, x), x)| = O

(
1√
t

)
.Si la donnée initiale est omprise entre deux translatées de l'onde pulsatoire uc, lethéorème nous dit que le pro�l de la solution onverge loalement vers elui de l'ondepuisque mx → 0 mais la solution di�ère de l'onde via le shift m(t, x) qui varie de plus enplus lentement en temps (mt → 0). Notons que nous obtenons un taux de déroissaneoptimal sur les dérivées du shift puisque e taux est le même que le taux optimal du ashomogène.Stabilité des ondes pulsatoiresNous omplétons e hapitre par des résultats de stabilité des ondes pulsatoires.Nous ommençons par la stabilité globale des ondes pulsatoires de vitesses supérieuresave taux de onvergene exponentiel en temps. Ce résultat lassique ne fait appel qu'àl'utilisation d'un espae à poids. Le deuxième résultat est plus intéressant puisqu'il portesur l'onde de vitesse minimale qui est beauoup plus déliate à étudier. Il établit quesi on perturbe initialement l'onde pulsatoire de vitesse c∗ par une fontion à supportompat, alors la solution onvergene vers l'onde en t−1/2. Ce résultat apporte unepremière ontribution à l'étude du as ritique. C'est une onséquene de l'étude �ne del'équation (3.8).Théorème 3.1.3. Soient c > c∗ et ũ(t, ξ) la solution du problème de Cauhy

{
ũt − ũξξ + cũξ = f(ξ − ct, ũ),
ũ(0, ξ) = ũ0(ξ),où ũ0(x) ∈ [0, 1] satisfait les propriétés suivantes ave ε > 0



3.2. Le as homogène : preuve direte 81(i) ũ0(ξ) = ũc(0, ξ) +O(e(λc+ε)ξ) quand ξ → −∞,(ii) lim infξ→+∞ ũ0(ξ) > 0.Il existe alors γ > 0 tel que
‖ũ(t, ·) − ũc(t, ·)‖∞ = O(e−γt).Théorème 3.1.4. Soit ũ(t, ξ) la solution du problème de Cauhy
{
ũt − ũξξ + c∗ũξ = f(ξ − c∗t, ũ),
ũ(0, ξ) = ũ0(ξ),où

ũ0(ξ) = ũc∗(0, ξ) + w̃0(ξ) ∈ [0, 1],ave w̃0(ξ) à support ompat. Alors,
‖ũ(t, ·) − ũc∗(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
.3.1.3 Plan du hapitreNous présentons dans la setion suivante la preuve du as homogène. Cette démons-tration ne se généralise qu'en partie au milieu périodique ar l'étude de l'équation dushift est alors bien plus di�ile que dans le as homogène où elle se ramène à une équa-tion d'advetion-di�usion à oe�ients onstants. Nous présentons ainsi dans la setion3.3 notre stratégie d'étude du shift en ommençant par le as simpli�é du milieu ho-mogène pour lequel les aluls sont expliites. Nous généralisons ensuite e résultat aumilieu périodique en ommençant par montrer la onvergene en temps grand vers lepro�l attendu (setion 3.4) puis en établissant les propriétés du shift dans la setion 3.5.3.2 Le as homogène : preuve direteDans ette setion, nous démontrons le théorème 3.1.1. On onsidère ainsi pour c > c∗et M > 0 la solution u(t, x) du problème de Cauhy

{
ut − uxx = f(u),
φc(x) ≤ u0(x) ≤ φc(x+M).On herhe le omportement en temps grand de la solution u(t, x) sous la forme U(t, x) =

φc(x + ct + m(t, x)). Nous ommençons par déterminer l'équation et les propriétés dushift m puis nous montrons la onvergene en temps grand de u vers U .3.2.1 L'équation et les propriétés du shiftLa fontion U(t, x) = φc(x+ ct+m(t, x)) est solution de l'équation
Ut − Uxx = (−φ′′

c + cφ′
c) + (φ′

c(mt −mxx) − φ′′
c (2mx +m2

x)),'est à dire
Ut − Uxx − f(U) = φ′

c(mt −mxx) − φ′′
c (2mx +m2

x).



82 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueNotons qu'on pourrait herher la solution du problème de Cauhy diretement sous laforme
u(t, x) = φc(x+ ct+m(t, x)),e qui revient à annuler le membre de droite dans l'équation préédente. On aurait alorsl'équation suivante sur le shift
{
mt −mxx − φ′′

c

φ′
c
(2mx +m2

x) = 0,

m0(x) = φ−1
c (v0(x)) − x.Cette équation est parabolique, nonlinéaire et à oe�ients variables et il est don di�iled'obtenir des propriétés �nes de la solution d'une telle équation.Nous allons proéder di�éremment en obtenant une équation plus simple sur le shiftqu'on pourra étudier mais en ontrepartie il faudra montrer la onvergene en tempsgrand vers le pro�l U . Nous érivons l'équation de U plut�t sous la forme suivante

Ut − Uxx − f(U) = φ′
c(mt −mxx − 2λcmx − λcm

2
x) − (φ′′

c − λcφ
′
c)(2mx +m2

x).L'idée est de hoisir m(t, x) de sorte que le membre de droite de l'équation préédente aitune déroissane exponentielle plus rapide que l'onde progressive φc. Cei permettra demontrer la onvergene vers le pro�l U en temps grand dans un espae à poids. Rappelonspour ela que si c > c∗, alors il existe A > 0 et δ > 0 tels que pour x → −∞,
φc(x) = Aeλcx +O(e(λc+δ)x),

φ′
c(x) = Aλce

λcx +O(e(λc+δ)x),

φ′′
c (x) = Aλ2

ce
λcx +O(e(λc+δ)x).Ainsi, le terme φ′′

c −λcφ
′
c est un O(e(λc+δ)x), mais e n'est pas le as de φ′

c qui se omporteomme φc. On hoisit don m(t, x) qui annule le terme en φ′
c, 'est à dire qui véri�el'équation

mt −mxx − 2λcmx − λcm
2
x = 0.On hoisit de plus m0 de sorte que U(0, x) = φc(x +m0(x)) = u0. Cei est possible ar

φc est stritement roissante don inversible et don on hoisit m0(x) = φ−1
c (u0(x)) − x.Le shift m véri�e l'équation parabolique non-linéaire

{
mt −mxx − 2λcmx − λcm

2
x = 0,

m0(x) = φ−1
c (u0(x)) − x.Notons que, d'après les hypothèses, m0(x) est bornée ave 0 ≤ m0(x) ≤ M . Pour étudierune telle équation, on e�etue la transformation de Hopf-Cole w(t, x) = eλcm(t,x), w étantalors solution de l'équation d'advetion-di�usion

{
wt − wxx − 2λcwx = 0,
w0(x) = w(0, x) = exp (λc(φ

−1
c (u0(x)) − x)) ,ave w0 bornée. La fontion w a alors les propriétés suivantes quand t→ +∞

‖wx(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
, ‖wt(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
.



3.2. Le as homogène : preuve direte 83Pour montrer ei, on peut e�etuer le nouveau hangement de variable
W (t, x) = w(t, x− 2λct),qui permet d'obtenir l'équation de la haleur

{
Wt −Wxx = 0,
W0(x) = w0(x) ≥ 0 et bornée .Puisque wt = Wt + 2λcWx et wx = Wx, il su�t alors d'appliquer le résultat suivantLemme 3.2.1. La solution W (t, x) de l'équation de la haleur est bornée ‖W (t, ·)‖∞ ≤

‖W0‖∞ et et véri�e les estimations suivantes :
‖Wt(t, ·)‖∞ = O

(
1

t

)
, ‖Wx(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
.Démonstration. La solution s'érit grâe au noyau de la haleur

W (t, x) =
1√
4πt

∫

R

e−(x−y)2/4tW0(y)dy.La dérivée en x est
Wx(t, x) =

1√
4πt

∫

R

y − x

2t
e−(x−y)2/4tW0(y)dy

=
1√
πt

∫

R

ze−z2

W0(x+ 2
√
tz)dz,par le hangement de variable y = x+ 2

√
tz. Ainsi,

|Wx(t, x)| ≤
‖W0‖∞√

πt

∫

R

|z|e−z2

dz ≤ ‖W0‖∞√
πt

=
C√
tPassons à la dérivée en t. On obtient

Wt(t, x) =
1√
4π

∫

R

( −1

2t3/2
+

(y − x)2

4t2

)
e−(x−y)2/4tW0(y)dy.

=
1√
4π

∫

R

2z − 1

t
e−z2

W0(x+ 2
√
tz)dz.Ainsi,

|Wt(t, x)| ≤
‖W0‖∞
t
√

4π

∫

R

(2|z| + 1)e−z2

dz ≤ C

t
.Revenons à l'équation sur U . Elle s'érit

Ut − Uxx − f(U) = −g(t, x),ave
g(t, x) = (2mx +m2

x)(φ
′′
c − λcφ

′
c).Puisque λcmx = wxe

−λcm et m ≥ 0, on a |mx| ≤ |wx|/λc, d'où le seond membre del'équation a les propriétés fondamentales suivantes :
|2mx +m2

x| = O

(
1√
t

) et |φ′′
c − λcφ

′
c| = O(e(λc+δ)(x+ct)).



84 3. Dynamique non triviale en milieu périodique3.2.2 Convergene dans l'espae à poidsMontrons maintenant la onvergene de u vers U .Lemme 3.2.2. Soit v(t, x) = u(t, x) − U(t, x). Alors il existe γ > 0 tel que ṽ(t, ξ) =
v(t, ξ − ct) véri�e

sup
ξ∈R

|e−γξṽ(t, ξ)| = O

(
1√
t

)
.Démonstration. On va estimer la di�érene v = u−U , l'autre di�érene U−u s'estimantde manière identique. La fontion v véri�e l'équation

vt − vxx = f(u) − f(U) + g(t, x).Un développement de Taylor à l'ordre deux donne
f(u) = f(U) + f ′(U)(u − U) +

1

2
f ′′(a)(u− U)2,pour un ertain u ≤ a ≤ U . Puisque f ′′ ≤ 0 et f ′(U) ≤ f ′(0), on a alors

f(u) − f(U) ≤ f ′(0)v.Ainsi, {
vt − vxx − f ′(0)v ≤ g(t, x),
v(0, x) = 0,ave

g(t, x) = (2mx +m2
x)(φ

′′
c − λcφ

′
c).On se plae ensuite dans le repère de l'onde en posant ṽ(t, ξ) = v(t, ξ−ct), ṽ véri�antalors {

ṽt − ṽξξ + cṽξ − f ′(0)ṽ ≤ g(t, ξ − ct),
ṽ(0, x) = 0,où g(t, ξ − ct) = (2mx +m2

x)(φ
′′
c − λcφ

′
c), ave

|2mx +m2
x| = O

(
1√
t

) et |φ′′
c − λcφ

′
c| = O(e(λc+δ)ξ).Pour montrer la onvergene de ṽ vers 0, on se plae dans l'espae à poids :

Xγ := {u ∈ BUC(R), e−γxu(x) ∈ BUC(R)}, ‖u‖γ = ‖e−γxu(x)‖∞.Le poids est hoisi a�n de travailler ave un nouvel opérateur dont le terme d'ordre 0 eststritement positif. L'inéquation sur ṽ s'érit
ṽt + Lṽ ≤ g(t, ξ − ct)ave

L := − d2

dξ2
+ c

d

dξ
− f ′(0)Id.



3.2. Le as homogène : preuve direte 85Se plaer dans l'espae à poids revient à e�etuer le hangement de variables z(t, ξ) =
e−γξṽ(t, ξ). On obtient alors

zt + Lz ≤ e−γξg(t, ξ − ct)où le nouvel opérateur L est
L := − d2

dξ2
+ (c− 2γ)

d

dξ
+ (−γ2 + cγ − f ′(0))Id.On hoisit alors γ pour que qγ := −γ2 + cγ − f ′(0) > 0, e qui revient à prendre

λc =
c−

√
c2 − 4f ′(0)

2
< γ <

c+
√
c2 − 4f ′(0)

2
.Le problème omplet sur z est

{
zt + Lz ≤ G(t, ξ) := e−γξg(t, ξ − ct),
z(0, x) = 0.Notons que

G(t, ξ) ≤ |2mx +m2
x|e−γξ|φ′′

c − λcφ
′
c|où |2mx + m2

x| est borné et |φ′′
c − λcφ

′
c| = O(e(λc+δ)ξ). On en déduit que si on hoisit

γ < λc + δ alors G est bornée. On hoisit dé�nitivement γ dans l'intervalle ]λc, λc + δ[.Il existe ainsi C > 0 tel que
G(t, ξ) ≤ C√

t
.On onsidère alors la solution de l'équation di�érentielle





Zt + qγZ =
C√
t
,

Z(0) = 0,qui est donnée par la formule
Z(t) = C

∫ t

0

e−qγ(t−s)

√
s

ds.Notons que 



(Z − z)t + L(Z − z) ≥ C√
t
−G(t, ξ) ≥ 0,

(Z − z)(0, x) = 0,don d'après le prinipe du maximum, nous avons z(t, ξ) ≤ Z(t) pour tout ξ ∈ R, 'està dire
ṽ(t, ξ) ≤ eγξZ(t).On proède de même ave −v = U − u en remplaçant f et g par −f et −g. On obtientainsi
−ṽ(t, ξ) ≤ eγξZ(t),



86 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueIl reste à montrer que Z(t) déroît omme 1√
t
. Pour étudier Z(t), on l'érit sous laforme

Z(t) = e−qγt

∫ t

0

eqγs

√
set on remarque que

d

ds

(
eqγs

√
s

)
= qγ

eqγs

√
s
− eqγs

2s3/2
.Ainsi,

eqγs

√
s
∼ 1

qγ

d

ds

(
eqγs

√
s

)quand s→ +∞. Puisque ∫ +∞

1

eqγs

√
s
ds = +∞,on a équivalene des sommes partielles 'est à dire que pour t→ +∞

∫ t

1

eqγs

√
s
ds ∼ 1

qγ

∫ t

1

d

ds

(
eqγs

√
s

)
ds =

1

qγ

(
eqγt

√
t
− eqγ

)
.Finalement, puisque

∫ t

0

e−qγ(t−s)

√
s

ds = e−qγt

∫ 1

0

eqγs

√
s

+ e−qγt

∫ t

1

eqγs

√
s
ds,on a bien le omportement souhaité

∫ t

0

e−qγ(t−s)

√
s

ds = O

(
1√
t

)
.

3.3 Le as homogène : étude du shift par la méthodegénéraleLa démonstration préédente ne se généralise qu'en partie au as périodique. Nousverrons dans la setion suivante qu'on montre de la même façon la onvergene vers lebon pro�l dans un espae à poids bien hoisi. Cependant l'étude des propriétés du shiftest bien plus di�ile en milieu périodique. En e�et, l'équation du shift




mt −mxx − 2
(
λc +

φ′
c

φc

)
mx − cλcm

2
x = 0,

m(0, x) = uc(·, x)−1(u0(x)) bornée,se ramène par la transformation de Hopf-Cole
w(t, x) = φc(x)e

cλcm(t,x), m(t, x) =
1

cλc
log

(
w(t, x)

φc(x)

)
,



3.3. Le as homogène : étude du shift par la méthode générale 87à l'équation linéaire suivante
{
wt − wxx − 2λcwx + (cλc − λ2

c − ζ(x))w = 0,
w(0, x) = φc(x) exp(cλcuc(·, x)−1(u0(x))) bornée. (3.9)Cette équation est linéaire mais à oe�ients périodiques, don on ne onnaît pas ex-pliitement le semi-groupe d'évolution assoié à l'équation. L'étude des propriétés de lasolution est ainsi déliate et nous la détaillons dans la setion 3.5. Dans ette setiond'introdution au as périodique, nous ommençons par mettre en oeuvre notre stratégied'étude du shift dans le as homogène Yp = 1 pour lequel les aluls sont expliites.Dans le as homogène, l'équation sur le shift se réduit à

{
mt −mxx − 2λcmx − cλcm

2
x = 0,

m(0, x) = uc(·, x)−1(u0(x)).Nous avons vu que la transformation de Hopf-Cole
w(t, x) = ecλcm(t,x), m(t, x) =

1

cλc
log(w(t, x))permet de se ramener à l'équation linéaire suivante sur w :

{
wt − wxx − 2λcwx = 0,
w(0, x) = φc(x) exp(cλcuc(·, x)−1(u0(x))).Le but de ette setion est de montrer les estimations suivantes sur w en temps grand,sans utiliser la solution expliite de l'équation, mais ave une stratégie qui se généraliseau as périodique.Proposition 3.3.1. On a les estimations suivantes quand t→ +∞ :

‖wt(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
, ‖wx(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
.Pour étudier le omportement en temps grand du shift, on utilise la théorie des semi-groupes. L'opérateur elliptique assoié à l'équation d'évolution

L := − d2

dx2
− 2λc

d

dx
,est un opérateur setoriel dans l'espae BUC(R) des fontions bornées uniformémentontinues. Nous verrons qu'un point important est que le spetre de et opérateur nepossède pas d'éléments de partie réelle négative à l'exeption de 0. Ii on onnaît en faitexpliitement le spetre de L : il est donné par la parabole dans le plan omplexe [45℄

P = {ξ2 − 2λciξ, ξ ∈ R}.Puisque L est setoriel, l'opérateur −L engendre ainsi un semi-groupe analytique e−tL[45℄ et don le shift s'érit
w(t, x) = e−tLw0(x) =

1

2iπ

∫

γ

etλ(λI + L)−1w0(x)dλ,
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Fig. 3.2 � hemin d'intégration γ.où γ est un hemin lassique qui entoure le spetre de −L (f �gure 3.2).Dans la suite , on pose
u(λ, x) := (λI + L)−1w0(x).qui est solution de l'équation di�érentielle
−u′′ − 2λcu

′ + λu = w0. (3.10)La fontion u est la transformée de Laplae en t de w dé�nie de manière lassique par
u(λ, x) =

∫ +∞

0

e−tλw(t, x)dt.Il existe un lien étroit entre le omportement à l'in�ni d'une fontion réelle u(t) et eluide sa transformée de laplae au voisinage de λ = 0. On est ainsi amené à étudier u(λ, x)au voisinage de λ = 0 en tant qu'unique solution bornée de l'équation di�érentielle (3.10).Pour étudier les propriétés de w
w(t, x) =

1

2iπ

∫

γ

etλu(λ, x)dλ,on herhe à apter le terme dominant qui s'obtient en déformant le ontour γ en ladroite iR et en remplaçant u(λ, x) par son terme dominant au voisinage de λ = 0. Cettedéformation est néanmoins déliate du fait de la non intégrabilité de u(λ, x) au voisinagede λ = 0. Nous travaillerons ainsi sur la dérivée wtt

wtt(t, x) =
1

2iπ

∫

γ

etλλ2u(λ, x)dλqui permet un gain d'intégrabilité et montrerons que ‖wtt(t, ·)‖∞ = O(1/t). En intégranten temps et en utilisant l'équation, ei permettra d'obtenir les informations sur lesdérivées de w.



3.3. Le as homogène : étude du shift par la méthode générale 893.3.1 Etude de l'équation di�érentielleL'équation homogène.L'équation homogène
−u′′ − 2λcu

′ + λu = 0possède deux solutions indépendantes
u1(λ, x) = e−λc(1−δ(λ))x,

u2(λ, x) =
u1(x, λ)

2λcδ(λ)
e−2λcδ(λ)x =

1

2λcδ(λ)
e−λc(1+δ(λ))x,où

δ(λ) =

√
1 +

λ

λ2
c

.Ii, √z = eln(z)/2, où ln désigne la détermination du logarithme dé�nie sur C\R− et telleque ln(1) = 0. Le oe�ient devant u2 sert de normalisation pour pouvoir érire u2 sousla forme intégrale
u2(λ, x) = u1(λ, x)

∫ +∞

x

e−2λcδ(λ)ydy.Dans le as général, nous n'aurons plus expliitement les solutions u1 et u2, mais juste
u2 en fontion de u1 par une formule intégrale (variation des onstantes). L'importanten vu d'étudier la dynamique en temps grand de w(t, x) est d'obtenir un développementlimité de u1(λ, x) à l'ordre deux en λ quand λ→ 0. Ii, puisque

δ(λ) = 1 +
1

2λ2
c

λ− 1

8λ4
c

λ2 +O(λ3),nous avons
u1(λ, x) = exp

(( 1

2λc
λ− 1

8λ3
c

λ2 +O(λ3)
)
x

)
.Un autre point essentiel est de noter que si λ 6= 0 est tel que ℜe(λ) ≥ 0, alors

ℜe(δ(λ)) > 1 et don
u1(λ, x) = eµ1x et u2(λ, x) =

1

2λcδ(λ)
eµ2x,ave ℜe(µ1) > 0 et ℜe(µ2) < −2λc puisque µ1 + µ2 = −2λc.L'équation non homogène.Nous montrons ii que le spetre de−L n'a pas d'éléments de partie réelle positive saufen λ = 0. On onstruit pour ela l'unique solution bornée de l'équation non homogène :Lemme 3.3.2. Soient w0 ∈ BUC(R) et λ 6= 0 tel que ℜe(λ) ≥ 0. Alors il existe uneunique solution bornée de l'équation di�érentielle

−u′′ − 2λcu
′ + λu = w0donnée par la relation

u(λ, x) = u1(λ, x)

∫ +∞

x

u2(λ, y)w0(y)e
2λcydy + u2(λ, x)

∫ x

−∞
u1(λ, y)w0(y)e

2λcydy.



90 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueRemarque 3.3.1. Le résultat reste vrai pour toute valeur λ ∈ ρ(−L) mais le résultati-dessus est su�sant pour la suite.Démonstration. On herhe la solution par variation de la onstante
u(λ, x) = α(λ, x)u1(λ, x) + β(λ, x)u2(λ, x).Notons tout d'abord que le wronskien est donné par

W (x) = u1u
′
2 − u2u

′
1 = −e−2λcx.Le ouple (α′, β ′) est solution du système linéaire

{
α′u1 + β ′u2 = 0,
α′u′1 + β ′u′2 = −w0.On obtient ainsi que

α′(λ, x) = −u2(λ, x)w0(x)e
2λcx = − w0(x)

2λcδ(λ)
e(µ2+2λc)x,

β ′(λ, x) = u1(λ, x)w0(x)e
2λcx = w0(x)e

(µ1+2λc)x,ave ℜe(µ2+2λc) < 0 et ℜe(µ1+2λc) > 0. Ainsi, α′(λ, x) est intégrable sur R+ et β ′(λ, x)sur R−, d'où
α(λ, x) = α0 +

∫ +∞

x

u2(λ, y)w0(y)e
2λcydy.

β(λ, x) = β0 +

∫ x

−∞
u1(λ, y)w0(y)e

2λcydy.Finalement,
u(λ, x) = α0u1(λ, x) + u1(λ, x)

∫ +∞

x

u2(λ, y)w0(y)e
2λcydy

+β0u2(λ, x) + u1(λ, x)

∫ x

−∞
u1(λ, y)w0(y)e

2λcydy.Notons que |α0u1(λ, x)| → +∞ quand x → +∞ et que |β0u2(λ, x)| → +∞ quand
x→ −∞. Les deux autres termes sont bornés. On obtient par exemple pour le premier

|u1(λ, x)

∫ +∞

x

u2(λ, y)w0(y)e
2λcydy| ≤ Ceℜe(µ1)x

∫ +∞

x

|u2(λ, y)|e2λcydy

≤ Ceℜe(µ1)x

∫ +∞

x

e(ℜ(µ2)+2λc)ydy

≤ Ce(ℜe(µ1+µ2)+2λc)x ≤ C,puisque µ1 + µ2 = −2λc. On en déduit que l'unique solution bornée s'obtient pour
α0 = β0 = 0.



3.3. Le as homogène : étude du shift par la méthode générale 91D'après le lemme préédent, on a la formule intégrale suivante sur u(λ, x) :
u(λ, x) = u1(λ, x)

∫ +∞

x

u2(λ, y)w0(y)e
2λcydy + u2(λ, x)

∫ x

−∞
u1(λ, y)w0(y)e

2λcydy.En remplaçant u1 par e−λc(1−δ(λ))x et u2 par
u2(λ, x) = u1(λ, x)

∫ +∞

x

e−2λcδ(λ)ydy = e−λc(1−δ(λ))x

∫ +∞

x

e−2λcδ(λ)ydy,on obtient �nalement :
u(λ, x) =

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

−λcδ(λ)(2z−y−x)eλc(y−x)dzdy. (3.11)3.3.2 Approximation de u et estimationsPour étudier le omportement en temps grand du shift w, il est néessaire d'étudierle omportement au voisinage de λ = 0 de sa transformée de Laplae. A�n d'obtenir uneapproximation de u(λ, x) au voisinage de λ = 0, on remplae dans l'expression (3.11)
δ(λ) par son développement limité jusqu'à l'ordre deux en λ = 0

δ(λ) ∼ 1 +
1

2λ2
c

λ− 1

8λ4
c

λ2,on obtient l'expression tronquée utq de u au voisinage de λ = 0

utq(λ, x) :=

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

2λc(y−z)e
(− λ

2λc
+ λ2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dzdy. (3.12)Nous ommençons par une remarqueRemarque 3.3.2. La fontion ω → utq(iω, x) n'est pas à priori intégrable au voisinagede ω = 0. Pour voir ei, on prend le as w0 = 1. On a alors
utq(iω, x) :=

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
e2λc(y−z)e

(− iω
2λc

− ω2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dzdy.Regardons séparément les deux intégrales. La première donne
I1 =

∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

e2λc(y−z)e
(− iω

2λc
− ω2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dzdy

=

∫ +∞

y=x

(∫ +∞

z=y

e
−( iω

λc
+ ω2

4λ3
c
+2λc)z

dz

)
e
(x+y)( iω

2λc
+ ω2

8λ3
c
)
e2λcydy

=

∫ +∞

y=x


− e

−( iω
λc

+ ω2

4λ3
c
+2λc)z

( iω
λc

+ ω2

4λ3
c

+ 2λc)




+∞

z=y

e
(x+y)( iω

2λc
+ ω2

8λ3
c
)
e2λcydy
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=

∫ +∞

y=x

e
−( iω

λc
+ ω2

4λ3
c
+2λc)y

( iω
λc

+ ω2

4λ3
c

+ 2λc)
e
(x+y)( iω

2λc
+ ω2

8λ3
c
)
e2λcydy

=
e
( iω
2λc

+ ω2

8λ3
c
)x

( iω
λc

+ ω2

4λ3
c

+ 2λc)

∫ +∞

y=x

e
−( iω

2λc
+ ω2

8λ3
c
)y
dy

=
e
( iω
2λc

+ ω2

8λ3
c
)x

( iω
λc

+ ω2

4λ3
c

+ 2λc)


−e

−( iω
2λc

+ ω2

8λ3
c
)y

iω
2λc

+ ω2

8λ3
c




+∞

y=x

=
1

iω
2λc

+ ω2

8λ3
c

1
iω
λc

+ ω2

4λ3
c

+ 2λc

= 32λ6
c

(
1

ω

)(
1

ω + 4λ2
ci

)(
1

ω2 + 4λ2
ciω + 8λ4

c

)
.On a don une explosion en 1/ω au voisinage de ω = 0. Notons que ette singularitén'apparaît pas pour la deuxième intégrale puisqu'on obtient

I2 =

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

e2λc(y−z)e
(− iω

2λc
− ω2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dzdy

= e
( iω
2λc

+ ω2

8λ3
c
)x
∫ x

y=−∞
e
(2λc+

iω
2λc

+ ω2

8λ3
c
)y
dy

∫ +∞

z=x

e
−(2λc+

iω
λc

+ ω2

4λ3
c
)z
dz

=
1

2λc + iω
2λc

+ ω2

8λ3
c

1

2λc + iω
λc

+ ω2

4λ3
c

= 32λ6
c

(
1

16λ4
c + 4λ2

ciω + ω2

)(
1

8λ4
c + 2λ2

ciω + ω2

)
.Lemme 3.3.3. La fontion ω → ω2utq(iω, x) est L1(R).Démonstration. Puisque w0 est bornée, on a

|ω2utq(iω, x)| ≤ Cω2

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
e2λc(y−z)e

− ω2

8λ3
c
(2z−y−x)

dzdy.On reprend les mêmes aluls que préédemment mais sans les termes omplexes. Onobtient �nalement
|ω2utq(iω, x)| ≤ 32λ6

cCω
2

(
1

ω2

1

ω2 + 8λ4
c

+
1

16λ4
c + ω2

1

8λ4
c + ω2

)

= 32λ6
cC

(
1

ω2 + 8λ4
c

+
ω2

(16λ4
c + ω2)(8λ4

c + ω2)

)On a majoré |ω2utq(iω, x)| par une fontion qui est bien L1 puisque elle est bornée auvoisinage de ω = 0 et est équivalente C ′/ω2 quand ω → ±∞.Lemme 3.3.4. Pour tout δ > 0, l'appliation ω → d
dω

(ω2utq(iω, x)) ∈ L1([δ,+∞)).



3.3. Le as homogène : étude du shift par la méthode générale 93Démonstration. Tout d'abord,
ω2utq(iω, x)) = ω2

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

2λc(y−z)e
(− iω

2λc
− ω2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dzdy.Ainsi,
d

dω
(ω2utq(iω, x)) = 2ωutq(iω, x) −

(2λ2
ci+ 2ω)(ω2)

4λ3
c

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)

w0(y)(2z − y − x)e2λc(y−z)e
(− iω

2λc
− ω2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dzdy.La fontion ωutq(iω, x) est intégrable, regardons l'autre terme. Pour la première intégrale,on a
| − (2λ2

ci+ 2ω)(ω2)

4λ3
c

∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

w0(y)(2z − y − x)e2λc(y−z)e
(− iω

2λc
− ω2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dzdy|

≤ C(2λ2
c + ω)ω2

∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

(2z − y − x)e2λc(y−z)e
− ω2

8λ3
c
(2z−y−x)

dzdy.On a tout d'abord
∫ +∞

z=y

(2z − y − x)e2λc(y−z)e
− ω2

8λ3
c
(2z−y−x)

dz

= eλc(y−x)

∫ +∞

z=y

(2z − y − x)e−λc(2z−y−x)e
− ω2

8λ3
c
(2z−y−x)

dz

=
eλc(y−x)

2

∫ +∞

s=y−x

se
−(λc+

ω2

8λ3
c
)s
ds par le hangement s = 2z − y − x.Puisque

∫ +∞

a

se−αsds =

(
a

α
+

1

α2

)
e−αa,on a alors

eλc(y−x)

2

∫ +∞

s=y−x

se
−(λc+

ω2

8λ3
c
)s
ds

=
eλc(y−x)

2

(
y − x

λc + ω2

8λ3
c

+
1

(λc + ω2

8λ3
c
)2

)
e
−(λc+

ω2

8λ3
c
)(y−x)

=
1

2

(
y − x

λc + ω2

8λ3
c

+
1

(λc + ω2

8λ3
c
)2

)
e
− ω2

8λ3
c
(y−x)

.
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∣∣∣∣−

(2λ2
ci+ 2ω)(ω2)

4λ3
c

∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

w0(y)(2z − y − x)e2λc(y−z)e
(− iω

2λc
− ω2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dzdy

∣∣∣∣

≤ C(2λ2
c + ω)ω2

∫ +∞

y=x

(
y − x

λc + ω2

8λ3
c

+
1

(λc + ω2

8λ3
c
)2

)
e
− ω2

8λ3
c
(y−x)

dy

= C(2λ2
c + ω)ω2

∫ +∞

0

(
s

λc + ω2

8λ3
c

+
1

(λc + ω2

8λ3
c
)2

)
e
− ω2

8λ3
c

s
ds

= C(2λ2
c + ω)ω2

(
1

( ω2

8λ3
c
)2(λc + ω2

8λ3
c
)

+
1

(λc + ω2

8λ3
c
)2( ω2

8λ3
c
)

)
= O(1/ω3)On proède de même pour la deuxième intégrale.Lemme 3.3.5. On a |u(λ, x) − utq(λ, x)| = O

(
1

|λ|

).Démonstration. Rappelons tout d'abord que
u(λ, x) =

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

−λcδ(λ)(2z−y−x)eλc(y−x)dzdy,

utq(λ, x) :=

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

2λc(y−z)e
(− λ

2λc
+ λ2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dzdy.Si on note
δ(λ) = 1 + δ0(λ) +O(λ3), ave δ0(λ) =

1

2λ2
c

λ− 1

8λ4
c

λ2,alors on a
u(λ, x) − utq(λ, x)

=

(∫∫
+

∫∫ )
w0(y)

(
e−λcδ(λ)(2z−y−x)eλc(y−x) − e2λc(y−z)e(−λcδ0(λ))(2z−y−x)

)
dzdy

=

(∫∫
+

∫∫ )
w0(y)e

2λc(y−z)e−λcδ0(λ)(2z−y−x)
(
e−λcO(λ3)(2z−y−x) − 1

)
dzdy.On va utiliser l'inégalité suivante ave a, b ∈ R

|ea+ib − 1| ≤ C(e|a+ib| − 1).Pour la montrer, on érit tout d'abord que
|ea+ib − 1| = |ea+ib − eib + eib − 1|

≤ |ea+ib − eib| + |eib − 1|
≤ |ea − 1| + +|eib − 1|.
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|ea − 1| ≤ C1(e

|a| − 1) et |eib − 1| ≤ C2(e
|b| − 1),puisque les quotients sont bornés. On en déduit alors que

|ea − 1| ≤ C1(e
|a| − 1) ≤ C1(e

|a+ib| − 1),

|eib − 1| ≤ C2(e
|b| − 1) ≤ C2(e

|a+ib| − 1),d'où le résultat.On déduit de ette inégalité l'estimation suivante
|u(λ, x) − utq(λ, x)|

≤ C

(∫∫
+

∫∫ )
e2λc(y−z)e−λcℜeδ0(λ)(2z−y−x)

(
eC′|λ|3(2z−y−x) − 1

)
dzdy

= C

(∫∫
+

∫∫ )
e2λc(y−z)e

−λc

(
ℜeλ

2λ2
c
− (ℜeλ)2−(ℑmλ)2

8λ4
c

)
(2z−y−x)

(
eC′|λ|3(2z−y−x) − 1

)
dzdy.On onsidère alors la fontion

F (σ) =

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
e2λc(y−z)e−σ(2z−y−x)dzdyde sorte que

|u(λ, x) − utq(λ, x)| ≤ C(F (σ1) − F (σ2)),ave
σ1 := −ℜeλ

2λc
− (ℜeλ)2

8λ3
c

+
(ℑmλ)2

8λ3
c

+ C ′|λ|3,

σ2 := −ℜeλ
2λc

− (ℜeλ)2

8λ3
c

+
(ℑmλ)2

8λ3
c

.La fontion F (σ) se alule expliitement. On obtient ainsi
F (σ) =

1

2σ(λc + σ)
+

1

2(λc + σ)(2λc + σ)
.Par onséquent, si on note I1,2(λ) les σ ompris entre σ1(λ) et σ2(λ), on a

|u(λ, x) − utq(λ, x)| ≤ C(F (σ1) − F (σ2))

≤ C sup
σ∈I1,2(λ)

|F ′(σ)|.|σ1(λ) − σ2(λ)|

≤ C sup
σ∈I1,2(λ)

|F ′(σ)|.|λ|3.Au voisinage de σ = 0, F ′(σ) ∼ −1
4λcσ2 . Remarquons qu'on ne peut pas espérer mieuxqu'une estimation en 1/|λ|. En e�et, pour λ = iω, ω ∈ R on a |λ| = |ℑmλ| = |ω| et

ℜeλ = 0, d'où σ1(iω) = − ω2

8λ3
c

+ C ′|ω|3 et σ2(iω) = − ω2

8λ3
c
. On obtient ainsi

|u(iω, x) − utq(iω, x)| ≤ C
|ω|3
|ω|4 ≤ C ′

|ω| .Dans tous les as, |σ2(λ)| ≥ C|λ|2 pour λ prohe de 0 et on obtient l'estimation annonée.



96 3. Dynamique non triviale en milieu périodique3.3.3 Déformation du ontourRappelons que l'objetif est d'étudier les propriétés en temps grand du shift qui estdonné par la formule
w(t, x) =

1

2iπ

∫

γ

etλu(λ, x)dλ.Pour ela, nous herhons à expliiter ette intégrale. L'idée est de déformer le ontour
γ en l'axe iR et remplaer u(λ, x) par son terme dominant utq au voisinage de λ = 0.L'intérêt est que l'intégrale

w(t, x) =
1

2iπ

∫

iR

etλutq(λ, x)dλpossède une expression plus expliite que nous étudierons ensuite. Cependant, nous avonsvu que utq(λ, x) n'est pas intégrable au voisinage de λ = 0. Pour remédier à ei, nousappliquerons ette proédure sur la dérivée seonde en temps
wtt(t, x) =

1

2iπ

∫

γ

λ2etλu(λ, x)dλ,le gain du λ2 nous permettant de travailler ave la fontion ω2utq(iω, x) intégrable.Déformation du ontour.Puisque la fontion λ → λ2etλu(λ, x) est holomorphe sur l'ouvert ρ(−L) et qu'il n'ya pas de spetre de −L dans le demi-plan ℜeλ ≥ 0 à l'exeption de λ = 0, le théorèmede Cauhy dit que pour tout ε > 0, on a
wtt(t, x) =

1

2iπ

∫

γδ,ε

λ2etλu(λ, x)dλ,où le hemin γδ,ε est dé�ni par (f �gure 3.3)
γδ,ε := D−

δ ∪ [−iδ,−iε] ∪ Cε ∪ [iε, iδ] ∪D+
d ,ave

D−
δ = {−iδ + t(−1 −mi), t ≥ 0}, D+

d = {iδ + t(−1 +mi), t ≥ 0},
Cε = {εeiθ,−π/2 ≤ θ ≤ π/2}est homotope au hemin γ dans ρ(−L). La quantité m > 0 est telle que e heminontourne bien le spetre et ε est amené à tendre vers 0.On note alors γ̃δ,ε := [−iδ,−iε] ∪ Cε ∪ [iε, iδ], de telle sorte que

wtt(t, x) =
1

2iπ

∫

γ̃δ,ε

λ2etλu(λ, x)dλ+
1

2iπ

∫

D−

δ ∪D+
δ

λ2etλu(λ, x)dλ.On note alors γε :=] − i∞,−iε] ∪ Cε ∪ [iε, i∞[, de sorte que
wtt(t, x) =

1

2iπ

∫

γ̃δ,ε

λ2etλutq(λ, x)dλ+
1

2iπ

∫

γ̃δ,ε

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ

+
1

2iπ

∫

D−

δ ∪D+
δ

λ2etλu(λ, x)dλ
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Fig. 3.3 � Contour d'intégration γδ,εOn déompose �nalement wtt sous la forme
wtt(t, x) =

1

2iπ

∫

γε

λ2etλutq(λ, x)dλ+
1

2iπ

∫

γ̃δ,ε

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ

− 1

2iπ

∫

]−i∞,−iδ]∪[iδ,i∞[

λ2etλutq(λ, x)dλ+
1

2iπ

∫

D−

δ ∪D+
δ

λ2etλu(λ, x)dλ, (3.13)ette égalité étant vraie pour tout ε > 0.Passage à la limite ε → 0.Il s'agit ensuite de passer à la limite ε→ 0. Pour le deuxième terme de (3.13), on a
1

2iπ

∫

γ̃δ,ε

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ −−→
ε→0

1

2iπ

∫ iδ

−iδ

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ

=
−1

2π

∫ δ

−δ

eiωtω2(u− utq)(iω, x)dωEn e�et,
∫

γ̃δ,ε

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ−
∫

[−iδ,iδ]

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ

=

∫

Cε

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ−
∫

[−iε,iε]

λ2etλu(λ, x)dλ,et les deux dernières intégrales tendent vers 0 quand ε → 0 ar on intègre la fontionbornée λ2(u− utq)(λ, x) sur des hemins Cε et [−iε, iε] dont la longueur tend vers 0.Grâe au terme λ2, on peut passer à la limite ε→ 0.



98 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueLemme 3.3.6. Nous avons
1

2iπ

∫

γε

λ2etλutq(λ, x)dλ,−−→
ε→0

−1

2π

∫

R

ω2eiωtutq(iω, x)dω.Démonstration. Rappelons que
f(t, x) :=

−1

2π

∫

R\[−ε,ε]

ω2eiωtutq(iω, x)dλ+
1

2iπ

∫

Cε

λ2etλutq(λ, x)dλ.Puisque λ→ λ2etλutq(λ, x) est ontinue au voisinage de λ = 0, quand ε→ 0,
∫

Cε

λ2etλutq(λ, x)dλ→ 0.De la même façon,
∣∣∣∣
∫

R

ω2eiωtutq(iω, x)dλ−
∫

R\[−ε,ε]

ω2eiωtutq(iω, x)dλ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ ε

−ε

ω2eiωtutq(iω, x)dλ

∣∣∣∣→ 0.En passant à la limite ε→ dans (3.13), on a ainsi
wtt(t, x) = − 1

2π

∫

R

ω2eiωtutq(iω, x)dω − 1

2π

∫ δ

−δ

eiωtω2(u− utq)(iω, x)dω

+
1

2π

∫

]−∞,−δ]∪[δ,∞[

ω2eiωtutq(iω, x)dω +
1

2iπ

∫

D−

δ ∪D+
δ

λ2etλu(λ, x)dλ. (3.14)Estimation des termes.Estimons d'abord le quatrième terme de (3.14)Lemme 3.3.7. On a ∣∣∣∣∣

∫

D−

δ ∪D+
δ

λ2etλu(λ, x)dλ

∣∣∣∣∣ = O

(
1

t

)
.Démonstration. Puisque L est setoriel, il existe M > 0 et ω > 0 tels que

‖(λI + L)−1‖ ≤ M

|λ− ω| ≤M ′On en déduit que puisque w0 est bornée |(λI+L)−1w0(x)| ≤M ′. Considérons l'intégralesur le hemin D+
δ = {iδ + s(−1 +mi), s ≥ 0}, l'autre se traitant de la même façon. Ene�etuant le hangement de variable λ = iδ + s(−1 +mi), on a alors

∣∣∣∣∣
1

2iπ

∫

D+
δ

λ2etλ(λI + L)−1w0(x)dλ

∣∣∣∣∣ ≤ C

∫ +∞

0

((m+ δ)2 + 2(m+ δ)s+ s2)e−tsds ≤ C ′

t
,d'où le résultat.



3.3. Le as homogène : étude du shift par la méthode générale 99L'étude de la deuxième et troisième intégrale de (3.14) se fait par intégration parpartiesLemme 3.3.8. On a
∣∣∣∣I2 :=

1

2π

∫ δ

−δ

eiωtω2(u− utq)(iω, x)dω

∣∣∣∣ = O

(
1

t

)
,

∣∣∣∣I3 :=
1

2iπ

∫

]−i∞,−iδ]∪[iδ,i∞[

λ2etλutq(λ, x)dλ

∣∣∣∣ = O

(
1

t

)Démonstration. Estimation de I2. Rappelons que la fontion ω2(u−utq)(iω, x) est régu-lière en dehors de ω = 0 et lipshitzienne en ω = 0 d'après le lemme 3.3.5. La fontion
d

dω
(ω2(u− utq)(iω, x)) est ainsi bornée et on peut e�etuer une intégration par parties
1

2π

∫ δ

−δ

eiωtω2(u− utq)(iω, x)dω = − 1

2π

∫ δ

−δ

d

dω

(
eiωt

it

)
ω2(u− utq)(iω, x)dω

= − 1

2πit

(
[ω2eiωt(u− utq)(iω, x)]

δ
−δ −

∫ δ

−δ

eiωt d

dω
(ω2(u− utq)(iω, x))dω

)
.Le terme entre parenthèses étant borné par rapport à t, on en déduit l'estimation.Estimation de I3. Regardons l'intégrale sur [iδ, i∞[. En e�etuant le hangement devariable λ = iω, on a

1

2iπ

∫ i∞

iδ

λ2etλutq(λ, x)dλ = − 1

2π

∫ ∞

δ

ω2eiωtutq(iω, x)dω

= − 1

2π

∫ ∞

δ

d

dω

(
eiωt

it

)
ω2utq(iω, x)dω

= − 1

2πit

(
[ω2eiωtutq(iω, x)]

+∞
δ −

∫ ∞

δ

eiωt d

dω
(ω2utq(iω, x))dω

)
.Pour onlure, il reste à montrer que la parenthèse est bornée. On rappele pour ela que

ω → ω2utq(iω, x) est bornée et que ω → d
dω

(ω2utq(iω, x))dω ∈ L1(R).La première intégrale de (3.14) est plus di�ile à estimer. Nous ommençons parl'expliiter grâe à une inversion de FourierLemme 3.3.9. On a
− 1

2π

∫

R

ω2eiωtutq(iω, x)dω

=
1√
2π

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

2λc(y−z) d
2

dt2

(
e−

(t−A)2

4B

√
2B

)
dzdy, (3.15)ave

A(x, y, z) =
2z − x− y

2λc
, B(x, y, z) =

2z − x− y

8λ3
c

.



100 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueDémonstration. Nous herhons à estimer
−1

2π

∫

R

ω2eiωtutq(iω, x)dω,où
utq(iω, x) =

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

2λc(y−z)e
(− iω

2λc
− ω2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dzdy.Nous onsidérons seulement par la suite le premier terme
−1

2π

∫

R

ω2eiωt

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

w0(y)e
2λc(y−z)e

(− iω
2λc

− ω2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dzdy

)
dω,l'autre se traitant de manière identique. L'idée est de faire apparaître une transforméede Fourier inverse. Pour ela, nous avons besoin d'intervertir l'intégration en ω et l'inté-gration en (y, z) à l'aide du théorème de Fubini. Cei est possible ar la fontion

ω → ω2eiωte
(− iω

2λc
− ω2

8λ3
c
)(2z−y−x)

e2λc(y−z)est L1 en (ω, y, z) d'après les remarques préédentes. On peut alors permuter les intégralespour obtenir
1√
2π

∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

w0(y)

(
1√
2π

∫

R

eiωt(−ω2)e
(− iω

2λc
− ω2

8λ3
c
)(2z−y−x)

dω

)
e2λc(y−z)dzdy.Entre parenthèse on a fait apparaître une transformée de Fourier inverse onnue, puisque,en notant

A(x, y, z) =
2z − x− y

2λc
, B(x, y, z) =

2z − x− y

8λ3
c

.et ave la onvention
Fg(ω) =

1√
2π

∫

R

e−iωtg(t)dω,on a
F
(
e−

(t−A)2

4B

√
2b

)
(ω) = e−iAω−Bω2

, F
(
d2

dt2
e−

(t−A)2

4B

√
2B

)
(ω) = −ω2e−iAω−Bω2

.On obtient ainsi le résultat annoné.On pose alors par la suite
W (t, x) =

1√
2π

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

2λc(y−z) e
− (t−A)2

4B

√
2B

dzdy, (3.16)où
A(x, y, z) =

2z − x− y

2λc

, B(x, y, z) =
2z − x− y

8λ3
c

.



3.3. Le as homogène : étude du shift par la méthode générale 101L'intégrale W est onvergente et on obtient en dérivant
Wtt(t, x) =

1√
2π

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

2λc(y−z) d
2

dt2

(
e−

(t−A)2

4B

√
2B

)
dzdy.Nous pouvons onlure que

wtt(t, x) = Wtt +O

(
1

t

)
.L'étude des propriétés de W fait l'objet des deux setions suivantes dans lesquelles nousmontrons en partiulier que Wtt = O

(
1
t

).3.3.4 Lemmes tehniquesL'étude de la partie dominante W repose sur des estimations intégrales que nousdétaillons dans le as homogène.Lemme 3.3.10. Soient a > 0, b > 0. On a les estimations suivantes :
I1(t) :=

∫ +∞

0

e−a
(t−x)2

x

√
x

dx est bornée, (3.17)
I2(t) :=

∫ +∞

0

|t− x|e
−a

(t−x)2

x

x3/2
dx = O

(
1√
t

)
, (3.18)

I3(t) :=

∫ +∞

0

((t− x)2 + x)
e−a

(t−x)2

x

x5/2
dx = O

(
1

t

)
. (3.19)Remarque 3.3.3. La première intégrale est même onstante en t et on a la relation

I1(t) =

∫ +∞

0

e−a (t−x)2

x

√
x

dx =

√
π

a
.Démonstration. L'idée pour estimer es intégrales est de déouper R+ en [0, t]∪ [t,+∞[et de faire le hangement de variables

u =
(t− x)2

2xsur haune des deux intégrales. Les trois intégrales s'estiment de la même façon.Nous ommençons par détailler l'estimation de I3. On oupe ainsi en
I3(t) =

∫ t

0

((t− x)2 + x)
e−a

(t−x)2

x

x5/2
dx+

∫ +∞

t

((t− x)2 + x)
e−a

(t−x)2

x

x5/2
dx.Pour l'intégrale sur [0, t] le hangement de variables orrespond à

x = t+ u−
√
u2 + 2ut,



102 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueave
dx =

(
t+ u−

√
u2 + 2ut√

u2 + 2ut

)
du.On a alors

∫ t

0

(t− x)2 + x

x5/2
e−a (t−x)2

x dx =

∫ +∞

0

(2u+ 1)t+ 2u2 + u− (2u+ 1)
√
u2 + 2ut√

u2 + 2ut(t+ u−
√
u2 + 2ut)3/2

e−2audu.Pour montrer que ette intégrale est en O(1
t
), on fatorise par 1/t :

1

t

∫ +∞

0

(2u+ 1) + 2u2/t+ u/t− (2u+ 1)
√
u2/t2 + 2u/t√

u2/t+ 2u(1 + u/t−
√
u2/t2 + 2u/t)3/2

e−2audu.Il reste alors à montrer que l'intégrale restante est bornée. On va montrer pour elaqu'elle onverge quand t→ +∞ vers
∫ +∞

0

2u+ 1√
2u

e−2audu.La onvergene pontuelle dans l'intégrande est laire. Il reste à dominer par une fontionintégrable indépendante de t. On se limite pour ela à t ≥ 1. On a tout d'abord
(2u+ 1) + 2u2/t+ u/t− (2u+ 1)

√
u2/t2 + 2u/t√

u2/t+ 2u

≤ (2u+ 1) + 2u2 + u+ (2u+ 1)
√
u2 + 2u√

2u
.Le terme 1+u/t−

√
u2/t2 + 2u/t dans le dénominateur est plus gênant. On utilise pourela l'estimation suivante : si on note g(s) = 1 + s−

√
s2 + 2s, alors il existe C > 0 telque

∀s > 0, g(s) ≥ C

1 + s
.Cela déoule du fait que pour la fontion h(σ) = σ −
√
σ2 − 1 il existe C > 0 tel que

h(σ) ≥ C/σ pour tout σ ≥ 1. On en déduit que pour t ≥ 1,
1 + u/t−

√
u2/t2 + 2u/t = g(u/t) ≥ C

1 + u/t
≥ C

1 + u
.On a alors la majoration suivante pour t ≥ 1 :

(2u+ 1) + 2u2/t+ u/t− (2u+ 1)
√
u2/t2 + 2u/t√

u2/t+ 2u(1 + u/t−
√
u2/t2 + 2u/t)3/2

e−2au

≤
(
(2u+ 1) + 2u2 + u+ (2u+ 1)

√
u2 + 2u

)
(1 + u)

C
√

2u
e−2au,ette fontion étant bien intégrable sur R+.



3.3. Le as homogène : étude du shift par la méthode générale 103L'intégrale sur [t,+∞] amène au hangement de variables
x = t+ u+

√
u2 + 2ut,ave

dx =

(
t+ u+

√
u2 + 2ut√

u2 + 2ut

)
du.On a alors

∫ +∞

t

(t− x)2 + x

x5/2
e−a

(t−x)2

x dx =

∫ +∞

0

(2u+ 1)t+ 2u2 + u+ (2u+ 1)
√
u2 + 2ut√

u2 + 2ut(t+ u+
√
u2 + 2ut)3/2

e−2audu.Pour montrer que ette intégrale est en O(1
t
), on fatorise par 1/t :

1

t

∫ +∞

0

(2u+ 1) + 2u2/t+ u/t+ (2u+ 1)
√
u2/t2 + 2u/t√

u2/t+ 2u(1 + u/t+
√
u2/t2 + 2u/t)3/2

e−2audu.Il reste alors à montrer que l'intégrale restante est bornée. On va montrer pour elaqu'elle onverge quand t→ +∞ vers
∫ +∞

0

2u+ 1√
2u

e−2audu.La onvergene pontuelle dans l'intégrande est laire. Il reste à dominer par une fontionintégrable indépendante de t. Dans e as la majoration est direte puisque pour t ≥ 1on a
(2u+ 1) + 2u2/t+ u/t+ (2u+ 1)

√
u2/t2 + 2u/t√

u2/t+ 2u(1 + u/t+
√
u2/t2 + 2u/t)3/2

e−2audu

≤ (2u+ 1) + 2u2 + u+ (2u+ 1)
√
u2 + 2u√

2u
e−2audu.L'intégrale I1 s'estime de la même façon

I1(t) =

∫ +∞

0

e−a (t−x)2

x

√
x

dx =

∫ t

0

e−a (t−x)2

x

√
x

dx+

∫ +∞

t

e−a (t−x)2

x

√
x

dx

=

∫ +∞

0

√
t+ u−

√
u2 + 2ut+

√
t+ u+

√
u2 + 2ut√

u2 + 2ut
e−2audu

=

∫ +∞

0

√
1 + u/t−

√
u2/t2 + 2u/t

√
u2/t+ 2u

e−2audu

+

∫ +∞

0

√
1 + u/t+

√
u2/t2 + 2u/t

√
u2/t+ 2u

e−2audu

≤ 2

∫ +∞

0

√
1 + u+

√
u2 + 2u√

2u
e−2audu ≤ C,les dernières inégalités étant véri�ées pour tout t ≥ 1.



104 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueIl reste à étudier la deuxième intégrale :
I2(t) =

∫ +∞

0

|t− x|e
−a (t−x)2

x

x3/2
dx =

∫ t

0

|t− x|e
−a (t−x)2

x

x3/2
dx+

∫ +∞

t

|t− x|e
−a (t−x)2

x

x3/2
dx

=

∫ +∞

0

√
u2 + 2ut− u

√
u2 + 2ut

√
t+ u−

√
u2 + 2ut

e−2audu

+

∫ +∞

0

√
u2 + 2ut+ u

√
u2 + 2ut

√
t+ u+

√
u2 + 2ut

e−2audu.Les deux dernières intégrales sont des O ( 1√
t

). Prenons le as de la deuxième (le signe −dans le dénominateur de la première se traitant ave les inégalités introduites pour I3).Si on fatorise les puissanes de t, on obtient
1√
t

∫ +∞

0

√
u2/t+ 2u+ u/

√
t

√
u2/t+ 2u

√
1 + u/t+

√
u2/t2 + 2u

e−2audu,où l'intégrale restante est bornée puisque pour t ≥ 1

∫ +∞

0

√
u2/t+ 2u+ u/

√
t

√
u2/t+ 2u

√
1 + u/t+

√
u2/t2 + 2u

e−2audu ≤
∫ +∞

0

√
u2 + 2u+ u√

2u
e−2audu ≤ C.

Lemme 3.3.11. Si a > 0, b > 0, c > 0 alors il existe d > 0 tel que
J1(t) :=

∫ +∞

0

e−ax e
−b

(t−x)2

x

√
x

dx = O(e−dt), (3.20)
J2(t) :=

∫ +∞

0

|t− x|e−ax e
−b

(t−x)2

x

x3/2
dx = O(e−dt), (3.21)

J3(t) :=

∫ +∞

0

((t− x)2 + x)e−ax e
−b

(t−x)2

x

x5/2
dx = O(e−dt). (3.22)Remarque 3.3.4. La première intégrale possède la formule expliite suivante

J1(t) =

∫ +∞

0

e−ax e
−b

(t−x)2

x

√
x

dx =

√
π

a+ b
e−2

√
b(
√

a+b−
√

b)t.Démonstration. Pour montrer le omportement exponentiel, nous adaptons la preuvedu lemme préédent. Nous détaillons l'estimation sur J1, les deux autres intégrales setraitant de la même façon.On herhe don à estimer
J1(t) :=

∫ +∞

0

e−ax e
−b

(t−x)2

x

√
x

dx = O(e−dt).



3.3. Le as homogène : étude du shift par la méthode générale 105Pour ela, on va e�etuer le hangement de variables
u = ax+ b

(t− x)2

x
.On note que la fontion x→ ax+ b (t−x)2

x
atteint son minimum au point x =

√
b

a+ b
t etque e minimum vaut

2bt

(√
a+ b

b
− 1

)
.On oupe alors l'intégrale J1 en deux :

J1(t) =

∫ √
b

a+b
t

0

e−ax e
−b

(t−x)2

x

√
x

dx+

∫ +∞
√

b
a+b

t

e−ax e
−b

(t−x)2

x

√
x

dx.Pour l'intégrale sur [0,
√

b
a+b

t], le hangement de variables orrespond à
x =

1

2

(
2bt+ u−

√
u2 + 4but− 4abt2

)
,

dx

du
=

1

2

(
1 − u+ 2bt√

u2 + 4but− 4abt2
)

)
.Ainsi,

∫ √
b

a+b
t

0

e−ax e
−b

(t−x)2

x

√
x

dx

=

∫ +∞

2bt
(√

a+b
b

−1
)

(
u+ 2bt√

u2 + 4but− 4abt2
− 1

)
e−udu

√
2
(
2btu−

√
u2 + 4but− 4abt2

)1/2
.On e�etue alors un seond hangement de variables

v = u− 2bt

(√
a + b

b
− 1

)
.En posant

α :=
a

b
> 0 ε :=

√
1 +

a

b
− 1 > 0,on a

2u+ 4bt = 2v + 4b
√

1 + αt.Ainsi,
∫ √

b
a+b

t

0

e−ax e
−b

(t−x)2

x

√
x

dx

=

∫ +∞

0


 v + 4bt

√
1 + α√

v(v + 4bt
√

1 + α)
− 1


 e−ve−2bεtdv

√
2

(
v + 2bt

√
1 + α−

√
v(v + 4bt

√
1 + α)

)1/2
.



106 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueSi on sort le terme exponentiel e−2bεt, il reste à montrer que l'intégrale restante est bornée.On a en e�et
∫ +∞

0


 v + 4bt

√
1 + α√

v(v + 4bt
√

1 + α)
− 1


 e−vdv

√
2

(
v + 2bt

√
1 + α−

√
v(v + 4bt

√
1 + α)

)1/2

=

∫ +∞

0

(
v + 4bt

√
1 + α−

√
v(v + 4bt

√
1 + α)

)
e−vdv

√
2
√
v(v + 4bt

√
1 + α)

(
v + 2bt

√
1 + α−

√
v(v + 4bt

√
1 + α)

)1/2

=

∫ +∞

0

t

(
v/t+ 4b

√
1 + α−

√
v/t(v/t+ 4b

√
1 + α)

)
e−vdv

√
t
√
t
√

2
√
v(v/t+ 4b

√
1 + α)

(
v/t+ 2b

√
1 + α−

√
v/t(v/t+ 4b

√
1 + α)

)1/2L'intégrale préédente est bien onvergente en v = 0 grâe à l'estimation suivante de lepreuve du lemme préédent : il existe C > 0 tel que pour tout s > 0,
1 + s−

√
s2 + 2s ≥ C

1 + s
.Ainsi l'intégrale sur [0,

√
b

a+b
t] déroît exponentiellement vite. On proède de même avel'intégrale sur [

√
b

a+b
t,+∞] mais ette fois-i ave le hangement de variables

x =
1

2

(
2bt+ u+

√
u2 + 4but− 4abt2

)
.L'absene de signe − supprime la subtilité sur le dénominateur.3.3.5 Etude de la partie dominante du shiftNous nous intéressons maintenant à l'expression

W (t, x) =
1√
2π

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

2λc(y−z) e
− (t−A)2

4B

√
2B

dzdy,ave
A(x, y, z) =

2z − x− y

2λc
, B(x, y, z) =

2z − x− y

8λ3
c

.On note par la suite
W1(t, x) =

1√
2π

∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

w0(y)e
2λc(y−z) e

− (t−A)2

4B

√
2B

dzdy,et
W2(t, x) =

1√
2π

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

w0(y)e
2λc(y−z) e

− (t−A)2

4B

√
2B

dzdy.Nous alors voir que les deux intégrales donnent des omportements di�érents.



3.3. Le as homogène : étude du shift par la méthode générale 107Etude de W1On e�etue tout d'abord le hangement de variables z′ = z−y, y′ = y−x de jaobien
1. On obtient alors

W1(t, x) =
1

2
√
π

∫ +∞

y′=0

∫ +∞

z′=0

w0(y
′ + x)e−2λcz′ e

− (t−Ã)2

4B̃

√
B̃

dy′dz′,ave
Ã(y′, z′) =

2z′ + y′

2λc
, B̃(y′, z′) =

2z′ + y′

8λ3
c

.On e�etue ensuite le hangement de variables
Y = Ã(y′, z′) =

2z′ + y′

2λc
, Z = z′.de jaobien 2λc. Celui-i envoie le quart de plan (R+)2 sur le domaine

D1 = {(Y, Z), Y ≥ 0, 0 ≤ Z ≤ λcY }.Ainsi,
W1(t, x) =

2λ2
c√
π

∫∫

D1

w0(2λcY − 2Z + x)e−2λcZ e
−λ2

c
(t−Y )2

Y

√
Y

dY dZ.Les dérivées par rapport à t donnent
∂tW1(t, x) =

−4λ4
c√
π

∫∫

D1

w0(2λcY − 2Z + x)e−2λcZ(t− Y )
e−λ2

c
(t−Y )2

Y

Y 3/2
dY dZ,

∂ttW1(t, x) =
−4λ4

c√
π

∫∫

D1

w0(2λcY − 2Z + x)e−2λcZ(Y − 2λ2
c(t− Y )2)

e−λ2
c

(t−Y )2

Y

Y 5/2
dY dZ.On a alors les estimations suivantesLemme 3.3.12. La fontion W1 est bornée et quand t→ +∞, on a

|∂tW1(t, x)| = O

(
1√
t

) et |∂ttW1(t, x)| = O

(
1

t

)
.Démonstration. Regardons d'abord W1. Puisque l'intégrande est positive et w0 bornée,on peut majorer l'intégrale sur D1 par l'intégrale sur (R+)2. Cei permet de déouplerles variables Y et Z. On obtient ainsi

W1(t, x) ≤ C

∫ +∞

0

e−2λcZdZ

∫ +∞

0

e−λ2
c

(t−Y )2

Y

√
Y

dY.L'estimation (3.17) permet alors de onlure.Pour ∂tW1(t, x), on a
|∂tW1(t, x)| ≤ C

∫ +∞

0

e−2λcZdZ

∫ +∞

0

|t− Y |e
−λ2

c
(t−Y )2

Y

Y 3/2
dY.



108 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueOn onlut ave l'estimation (3.18).Pour ∂ttW1(t, x), on majore omme préédemment
|∂ttW1(t, x)| ≤ C

∫ +∞

0

e−2λcZdZ

∫ +∞

0

(Y + 2λ2
c(t− Y )2)

e−λ2
c

(t−Y )2

Y

Y 3/2
dY,puis on utilise l'estimation (3.19).Etude de W2On ommene par e�etuer le hangement de variables z′ = z − x, y′ = y − x dejaobien 1. On obtient

W2(t, x) =
1

2
√
π

∫ 0

y′=−∞

∫ +∞

z′=0

w0(y
′ + x)e2λc(y′−z′) e

− (t−A)2

4B

√
2B

dz′dy′,ave
A(y′, z′) =

2z′ − y′

2λc

, B(y′, z′) =
2z′ − y′

8λ3
c

.On e�etue alors le deuxième hangement de variable
Y = y′, Z = A(y′, z′) =

2z′ − y′

2λcde jaobien λc et qui envoie le domaine ] −∞, 0] × [0,+∞[ en le domaine
D2 = {(Y, Z), Y ≤ 0, Z ≥ − Y

2λc
}.Ainsi,

W2(t, x) =
2λc√
π

∫∫

D2

w0(Y + x)eλcY e−2λ2
cZ e

−λ2
c

(t−Z)2

Z

√
Z

dY dZ.En dérivant par rapport à t, on obtient suessivement
∂tW2(t, x) =

−2λ3
c√
π

∫∫

D2

w0(Y + x)eλcY e−2λcZ(t− Z)
e−λ2

c
(t−Z)2

Z

Z3/2
dY dZ,

∂ttW2(t, x) =
−2λ3

c√
π

∫∫

D2

w0(Y + x)eλcY e−2λcZ(Z − 2λ2
c(t− Z)2)

e−λ2
c

(t−Z)2

Z

Z5/2
dY dZ.On a alors les estimations suivantesLemme 3.3.13. Il existe a > 0 tel que

|W2(t, x)|, |∂tW2(t, x)|, |∂ttW2(t, x)| = O(e−at).Démonstration. Puisque l'intégrande est positive et w0 bornée, on peut majorer l'inté-grale sur D2 par l'intégrale sur (R+)2. Cei permet de déoupler les variables Y et Z. Onobtient ainsi
W2(t, x) ≤ C

∫ 0

−∞
eλcY dZ

∫ +∞

0

e−λcZ e
−λ2

c
(t−Z)2

Z

√
Z

dZ.On onlut à l'aide de l'estimation (3.20) ave a = λc et b = λ2
c . Pour les dérivées,on proède omme dans le lemme préédent puis on utilise les estimations (3.21) et(3.22).



3.3. Le as homogène : étude du shift par la méthode générale 1093.3.6 Comportement des dérivées du shiftNous pouvons onlure maintenant sur les propriétés du shift et montrer que quand
t→ +∞,

‖wx(t, ·)‖∞, ‖wt(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
.1) Dérivée temporelle. D'après les setions préédentes nous avons wtt = Wtt+O(1/t).Puisque Wtt = O(1/t), on en déduit que

|wtt(t, x)| = O

(
1

t

)
.Puisque w est bornée, montrons qu'on a alors

|wt(t, x)| = O

(
1√
t

)
.Il su�t pour ela d'érire un développement de Taylor à l'ordre deux en t :

w(t+
√
t, x) = w(t, x) + w′(t, x)

√
t+ w′′(τ, x)

t

2
, τ ∈ [t, t+

√
t].Ainsi,

w′(t, x) =
w(t+

√
t, x) − w(t, x)√

t
− w′′(τ, x)

√
t

2
.On en déduit que

|w′(t, x)| ≤ 2√
t

sup
[t,t+

√
t]

|w(·, x)| +
√
t

2
sup

[t,t+
√

t]

|w′′(·, x)|.Finalement, |w′(t, x)| ≤ C/
√
t.2) Dérivée spatiale. Nous revenons ensuite à l'équation

wt − wxx − 2λcwx = 0.L'estimation sur wt permet alors de montrer que
|wx(t, .)| = O

(
1√
t

)
.Pour montrer ela, on érit d'abord l'équation sous la forme

d

dx
(wxe

2λcx) = e2λcxwt.On a ainsi
wx(t, x) =

(
wx(t, 0) +

∫ x

0

e2λcywt(t, y)dy

)
e−2λcx.



110 3. Dynamique non triviale en milieu périodiquePuisque w est bornée, il en est de même pour wx grâe aux estimations paraboliques.Par onséquent
wx(t, 0) +

∫ x

0

e2λcywt(t, y)dy −−−−→
x→−∞

0.Ainsi, wx(t, 0) =

∫ 0

−∞
e2λcywt(t, y)dy et
wx(t, x) =

(∫ x

−∞
e2λcywt(t, y)dy

)
e−2λcx.D'après l'estimation sur wt on obtient �nalement

|wx(t, x)| ≤
C√
t

(∫ x

−∞
e2λcydy

)
e−2λcx ≤ C ′

√
t
.3.4 Convergene en milieu périodiqueVenons en maintenant au as périodique. Si c > c∗ et M > 0, rappelons que nousétudions le omportement en temps grand de la solution u(t, x) du problème de Cauhy

{
ut − uxx = f(x, u),
uc(0, x) ≤ u(0, x) ≤ uc(M,x).Dans ette setion, nous montrons le point (ii) du théorème 3.1.2. Pour ela, nous éta-blissons l'équation du shift m qui permet de prouver la onvergene de u(t, x) vers lepro�l uc(t + m(t, x), x) dans un espae à poids. Nous admettrons pour le moment lespropriétés sur le shift m(t, x) dont l'étude fait l'objet de la setion 3.5.3.4.1 Equation du shiftPour l'étude du omportement en temps grand de u, on onsidère l'ansatz
U(t, x) = uc(t+m(t, x), x)qui véri�e l'équation

Ut − Uxx − f(x, U) = uc,t(mt −mxx) − uc,ttm
2
x − 2uc,txmx.Comme dans le as homogène, remarquons que si nous herhons diretement la solutionsous la forme u(t, x) = uc(t + m(t, x), x), ei revient à annuler le seond membre del'équation i-dessus. On obtient alors une équation sur le shift trop omplexe à étudier.L'idée est plut�t de hoisir m(t, x) pour que le terme de droite ait une déroissane expo-nentielle supérieure à elle de l'onde pulsatoire uc quand x+ ct → −∞. Cei permettrade montrer la onvergene dans un bon espae à poids.Pour ela, on utilise le fait que pour x+ ct→ −∞,

uc(t, x) = ψλc(x)e
λc(x+ct) +O(e(λc+β)(x+ct)).



3.4. Convergene en milieu périodique 111Les mêmes types d'estimations sont valables pour les dérivées grâe aux estimationsparaboliques. On a notamment uc,t = cλcuc +O(e(λc+β)(x+ct)), d'où
uc,tt = λcuc,t +O(e(λc+β)(x+ct)), uc,tx = (λc +

ψ′
λc

ψλc

)uc,t +O(e(λc+β)(x+ct)).On érit alors l'équation sur U sous la forme
Ut − Uxx − f(x, U) = uc,t

(
mt −mxx − 2

(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
mx − cλcm

2
x

)

+2mx

(
(λc +

ψ′
λc

ψλc

)uc,t − uc,tx

)
+m2

x (cλcuc,t − uc,tt) .D'après les estimations préédentes,
(
λ+

ψ′
λc

ψλc

)
uc,t − uc,tx = O(e(λc+β)(x+ct)), cλcuc,t − uc,tt = O(e(λc+β)(x+ct)).Ainsi, seul le premier terme du membre de droite pose problème puisque uc,t se omporteomme l'onde pulsatoire. On hoisit alors m pour annuler e terme là. On obtient ainsil'équation

mt −mxx − 2
(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
mx − cλcm

2
x = 0.On �xe m0(x) de sorte que U(0, x) = u(0, x) 'est à dire tel que uc(m0(x), x) = u0(x).Cei est possible ar uc est stritement roissante en t et on a alors

m0(x) = uc(·, x)−1(u0(x)).Ave un tel hoix de shift m(t, x) l'équation sur U devient
Ut − Uxx − f(x, U) = g(t, x),ave

g(t, x) = 2mx((λc +
ψ′

λc

ψλc

)uc,t − uctx) +m2
x(cλcuc,t − uc,tt).L'étude des propriétés de m montrera que mx = O(t−1/2) quand t→ +∞. Ainsi, quand

τ → +∞ et x+ ct→ +∞, on a
g(t, x) = O(t−1/2e(λc+β)(x+ct)).3.4.2 ConvergeneMontrons maintenant la onvergene de u vers U . Cette étape est similaire au ashomogène.Lemme 3.4.1. On a

sup
x∈R

|u(t, x) − uc(t+m(t, x), x)| = O

(
1√
t

)
.



112 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueDémonstration. Nous allons estimer la di�érene v = u− U , l'opposé U − u se traitantde la même manière. La fontion v véri�e l'équation
vt − vxx = f(x, u) − f(x, U) + 2mx((λc +

ψ′
λc

ψλc

)uc,t − uc,tx) +m2
x(cλcuc,t − uctt).Un développement de Taylor à l'ordre deux donne

f(x, u) = f(x, U) + f ′
u(x, U)(u− U) +

1

2
f ′′

u (x, a)(u− U)2,ave U ≤ a ≤ u. Puisque f ′
u(x, U) ≤ f ′

u(x, 0) = ζ(x) et f ′′
u (x, c) ≤ 0, on obtient �nalement

{
vt − vxx − ζ(x)v ≤ −g(t, x),
v(0, x) = 0.On se plae ensuite dans le repère mobile ξ = x+ ct en posant

ṽ(t, ξ) = v(t, ξ − ct), ũ(t, ξ) = u(t, ξ − ct), Ũ(t, ξ) = U(t, ξ − ct).On obtient ainsi
ṽt − ṽξξ + cṽξ − ζ(ξ − ct)ṽ ≤ −g(t, ξ − ct),ave pour τ → +∞ et ξ → +∞,

g(t, ξ) = O(t−1/2e(λc+β)ξ).On se plae ensuite dans l'espae à poids.
Xδ := {u ∈ BUC(R),

u(ξ)

pδ(0, ξ)
∈ BUC(R)}, ‖u‖δ =

∥∥∥∥
u

pδ(0, ·)

∥∥∥∥
∞
,où

pδ(t, ξ) = e(λc+δ)ξψλc+δ(ξ − ct).Rappelons que p véri�e l'équation
pt − pξξ + cpξ − ζ(ξ − ct)p = qδp,où qδ := c(λc + δ) − k(λc + δ) > 0 pour δ assez petit. Le poids permet de travailler aveun opérateur ave un terme d'ordre 0 stritement positif. En e�et, si on pose ṽ(t, ξ) =

pδ(t, ξ)z(t, ξ), on obtient l'inéquation suivante sur z :




zt − zξξ + (c− 2
pδ,ξ

pδ
)zξ + qδz ≤ −g(t, ξ − ct)

pδ
,

z(0, ξ) = 0,Pour que g(t, ξ − ct)

pδ
soit borné en ξ, il faut alors hoisir δ < β. On a alors

|g(t, ξ − ct)|
pδ

≤ C√
t
.



3.5. Propriétés du shift en milieu périodique 113On onsidère alors la solution de l'équation di�érentielle




Zt + qδZ =
C√
t
,

Z(0) = 0,qui est donnée par la formule
Z(t) = C

∫ t

0

e−qδ(t−s)

√
s

ds.D'après le prinipe du maximum, nous avons
z(t, ξ) ≤ Z(t) ≤ C√

tpour tout ξ ∈ R. On en déduit �nalement que pour γ = λc + δ,
sup
ξ∈R

|e−γξṽ(t, ξ)| = O

(
1√
t

)
.

3.5 Propriétés du shift en milieu périodiqueDans ette setion nous démontrons le point (i) du théorème 3.1.2, que nous énonçonsii sous forme de théorèmeThéorème 3.5.1. La solution m(t, x) du problème de Cauhy (3.8)




mt −mxx − 2
(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
mx − cλcm

2
x = 0,

m0(x) = uc(·, x)−1(u0(x)) bornée,véri�e les estimations suivantes quand t→ +∞ :
‖mx(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

) et ‖mt(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
. (3.23)Préisons que l'étude de ette équation est insensible au fait que c > c∗ ou c = c∗.Cei servira dans la setion suivante pour étudier la stabilité à vitesse ritique.Pour étudier ette équation non-linéaire, on e�etue la transformation de Hopf-Cole

w(t, x) = ψλc(x)e
cλcm(t,x), m(t, x) =

1

cλc
log

(
w(t, x)

ψλc(x)

)
,a�n d'obtenir l'équation linéaire suivante sur w :

{
wt − wxx − 2λcwx + (cλc − λ2

c − ζ(x))w = 0,
w(0, x) = ψλc(x) exp(cλcuc(·, x)−1(u0(x))),

(3.24)



114 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueave w0(x) bornée.En e�et, si on note a(x) = cλc − λ2
c − ζ(x), alors on a

−ψ′′
λc

− 2λcψ
′
λc

+ a(x)ψλc = 0,et
wt = cλcψλce

cλcmmt,

wx = ecλcm(ψ′
λc

+ cλcψλcmx),

wxx = ecλcm(ψ′′
λc

+ 2cλcψ
′
λc
mx + cλcψλcmxx + c2λ2

cψλcm
2
x).Par onséquent,

wt − wxx − 2λcwx + a(x)w

= ecλcm
(
cλcψλcmt − ψ′′

λc
− 2cλcψ

′
λc
mx − cλcψλcmxx − c2λ2

cψλcm
2
x

−2λc(ψ
′
λc

+ cλcψλcmx) + a(x)φ
)

= ecλcm
(
cλcψλcmt − 2cλcψ

′
λc
mx − cλcψλcmxx − c2λ2

cψλcm
2
x − 2cλ2

cψλcmx

)

= cλcψλce
cλcm

(
mt −mxx − 2

(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
mx − cλcm

2
x

)
= 0.Finalement, puisque 0 ≤ m ≤M , 1 ≤ w ≤ ecλcM et que

mt =
1

cλcw
wt, mx =

ψλc

cλcw

∂

∂x

(
w(t, x)

ψλc(x)

)
,On est don ramené à montrer que la solution w(t, x) de (3.24) véri�e

‖wt(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
,

∥∥∥∥
∂

∂x

(
w(t, x)

ψλc(x)

)∥∥∥∥
∞

= O

(
1√
t

)
. (3.25)Pour étudier l'équation (3.24), on onsidère l'opérateur elliptique sous-jaent

Lu := −u′′ − 2λcu
′ + a(x)u. (3.26)C'est un opérateur setoriel dans BUC(R) [82℄. Il engendre ainsi un semi-groupe analy-tique e−tL [45℄, d'où

w(t, x) = e−tLw0(x) =
1

2iπ

∫

γ

etλ(λI + L)−1w0(x)dλ,où γ est un hemin lassique qui entoure un seteur Σ ontenant le spetre de −L (f�gure 3.4).L'objetif est de montrer qu'en déformant le ontour γ en la droite iR, on apte lapartie dominante de w. La déformation du ontour se fait en plusieurs étapes. La premièreest de mieux loaliser le spetre de L. On montre ainsi que si λ ∈ σ(L), alors λ = 0 ou
ℜe(λ) > 0. Cei permet de ramener le problème à l'étude de u(λ, x) := (λI +L)−1w0(x)



3.5. Propriétés du shift en milieu périodique 115au voisinage de λ = 0. Notons que u(λ, x) n'est autre que la transformée de Laplae en
t de w dé�nie lassiquement pour ℜe(λ) > 0 par

u(λ, x) =

∫ +∞

0

e−tλw(t, x)dt.On est ainsi ramené à étudier les solutions bornées de l'équation di�érentielle véri�ée par
u :

−u′′ − 2λcu
′ + a(x)u = −λu+ w0. (3.27)Nous verrons que le omportement en temps grand de w est guidé par elui de sa trans-formée de Laplae u au voisinage de λ = 0. Pour ela, nous dériverons un développementà l'ordre 2 de u(λ, x) au voisinage de λ = 0 et nous déformerons le ontour γ en iR.Cette déformation est déliate du fait de la non intégrabilité de u(λ, x) au voisinage de

λ = 0. Nous travaillerons ainsi sur la dérivée wtt :
wtt(t, x) =

1

2iπ

∫

γ

etλλ2u(λ, x)dλet montrerons que wtt = O(1/t). En intégrant en temps et en utilisant l'équation, eipermettra d'obtenir les informations sur les dérivées.3.5.1 Généralités sur l'équation di�érentielleNous rappelons ii quelques généralités sur les équations di�érentielles linéaires àoe�ients périodiques que nous appliquons à notre équation (3.27), plus préisémentles exposants de Floquet et l'existene de solutions bornées. L'équation di�érentielle(3.27) peut s'érire sous la forme vetorielle suivante où U = (u, u′)

U ′ = Aλ(x)U + F,ave
Aλ(x) =

(
0 1

a(x) + λ −2λc

) et F (x) =

(
0

−w0

)
.

Fig. 3.4 � Contour d'intégration γ



116 3. Dynamique non triviale en milieu périodiquePuisque A(x) est 1-périodique, le théorème de Floquet [18℄ dit que pour toute matriefondamentale Mλ(x) solution de l'équation homogène
M ′

λ = Aλ(x)Mλ,il existe une fontion Sλ : R → GL2(C) de lasse C1 et 1-périodique et une matrie Bλtelles que
Mλ(x) = Sλ(x)e

xBλ .On note alors µ1(λ) et µ2(λ) les exposants de Floquet de l'équation qui sont les valeurspropres de Bλ et sont dé�nies à 2iπ prés. Si les deux exposants sont distints, les solutionsde l'équation homogène sont engendrées par deux fontions Ui(λ, x) de la forme
Ui(λ, x) = vi(λ, x)e

µi(λ)x,où les fontions vi sont 1-périodiques.Une première remarque importante est que
ℜe(µ1(λ)) + ℜe(µ2(λ)) = −2λc. (3.28)En e�et, onsidérons pourMλ la matrie fondamentale engendrée par les olonnes (U1, U

′
1)et (U2, U

′
2) et Wλ(x) = detMλ(x) son wronskien. On a d'une part

Wλ(x) = (v1v
′
2 − v2v

′
1 + (µ2 − µ1)v1v2) e

(µ1(λ)+µ2(λ))x,qu'on érit sous la forme
Wλ(x) = −bλ(x)e(µ1(λ)+µ2(λ))x,ave

bλ(x) := v2v
′
1 − v1v

′
2 + (µ1(λ) − µ2(λ))v1v2bornée et 1-périodique. D'autre part

Wλ(x) = Wλ(0)e
∫ x
0

tr(Aλ(s))ds = Wλ(0)e−2λcx.D'où le résultat.Le seond point qui sera utile par la suite est de donner une ondition su�sante souslaquelle l'équation (3.27) possède une solution bornéeLemme 3.5.2. Si w0 est bornée et si ℜe(µ1(λ)) et ℜe(µ2(λ)) sont de signes opposés,alors il existe une unique solution bornée de l'équation
−u′′ − 2λcu

′ + a(x)u+ λu = w0qui est donnée par la relation suivante où on prend la onvention �xe ℜe(µ1(λ)) > 0

u(λ, x) = U1(λ, x)

∫ +∞

x

w0(y)

bλ(y)
U2(λ, y)e

2λcydy + U2(λ, x)

∫ x

−∞

w0(y)

bλ(y)
U1(λ, y)e

2λcydy.



3.5. Propriétés du shift en milieu périodique 117Démonstration. On herhe la solution générale de l'équation par variation de la onstante
u(λ, x) = α(λ, x)U1(λ, x) + β(λ, x)U2(λ, x).Le ouple (α′, β ′) est ainsi solution du système linéaire

{
α′U1 + β ′U2 = 0,
α′U ′

1 + β ′U ′
2 = −w0,qui se résout en

α′(λ, x) =
U2(λ, x)w0(x)

Wλ(x)
, β ′(λ, x) = −U1(λ, x)w0(x)

Wλ(x)
.On obtient ainsi

α′(λ, x) = −w0(x)

bλ(x)
U2(λ, x)e

2λcx, β ′(λ, x) =
w0(x)

bλ(x)
U1(λ, x)e

2λcx.Puisque on a �xé ℜe(µ1(λ)) > 0 la relation implique que ℜe(µ2(λ)) < −2λc. Ceinous dit que |α′| se omporte omme une exponentielle déroissante et |β ′| omme uneexponentielle positive. On intègre alors en
α(λ, x) = α0 +

∫ +∞

x

u2(λ, y)w0(y)e
2λcydy.

β(λ, x) = β0 +

∫ x

−∞
u1(λ, y)w0(y)e

2λcydy.L'unique solution bornée s'obtient alors ave α0 = β0 = 0.3.5.2 Etude de l'équation homogène au voisinage de λ = 0Le omportement en temps grand de w étant guidé par elui de sa transformée deLaplae u(λ, x) au voisinage de λ = 0, il est important d'étudier les solutions de l'équation(3.27) au voisinage de λ = 0. On ommene dans ette setion par l'équation homogène
−u′′ − 2λcu

′ + a(x)u+ λu = 0. (3.29)pour laquelle on détermine pour λ prohe de 0 une nouvelle base de solutions u1(λ, x), u2(λ, x)dont on onnaît la dépendane préise en λ.Détermination des ui(0, x)Pour λ = 0, l'équation (3.29)qui est alors
−u′′ − 2λcu

′ + a(x)u = 0admet 2 solutions indépendantes que sont
u1(0, x) = ψλc(x) et u2(0, x) = ψλc(x)

∫ +∞

x

e−2λcy

ψ2
λc

(y)
dy.



118 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueEn e�et, la solution ψλc est déjà onnue et la deuxième s'obtient par variation de laonstante sous la forme u2(0, x) = v(x)u1(0, x) = v(x)ψλc(x). On obtient alors l'équation
v′′ + 2

(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
v′ = 0,et on hoisit

v′(x) =
e−2λcx

ψ2
λc

(x)
, puis v(x) =

∫ +∞

x

e−2λcy

ψ2
λc

(y)
dy.Pour λ 6= 0, λ petit, on herhe deux solutions prohes de elles pour λ = 0.Détermination de u1(λ, x) pour λ prohe de 0Cherhons d'abord une solution u1(λ, x) prohe de ψλc(x). Nous allons montrer lerésultat suivantProposition 3.5.3. Pour λ prohe de 0, l'équation homogène (3.29) possède une solution

u1(λ, x) qui admet le développement asymptotique suivant, uniforme en x, quand λ→ 0 :
u1(λ, x) = ψλc(x) exp

(∫ x

0

(
λδw1 − λ2δw2 +O(λ3)

))
, (3.30)où δw1 et δw2 sont les fontions stritement positives et 1-périodiques :

δw1(x) =

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
e−2λc(x−y)dy =

∫ 0

−∞

ψ2
λc

(z + x)

ψ2
λc

(x)
e2λczdz, (3.31)

δw2(x) =

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
δw2

1(y)e
−2λc(x−y)dy =

∫ 0

−∞

ψ2
λc

(z + x)

ψ2
λc

(x)
δw2

1(z + x)e2λczdz. (3.32)Démonstration. Pour λ prohe de 0, on herhe la solution u1(λ, x) sous la forme u1(λ, x) =
ev(λ,x). L'équation véri�ée par w = v′ est alors

−w′ − 2λcw + a(x) + λ = w2. (3.33)On va montrer que pour λ prohe de 0, w(λ, x) admet le développement asymptotiquesuivant, uniforme en x
w(λ, x) =

ψ′
λc

ψλc

+ λδw1(x) − λ2δw2(x) +O(λ3). (3.34)L'équation (3.33) est une équation de Riati. Notons que w0 = ψ′
λc
/ψλc est solution deette équation pour λ = 0. On onsidère alors δw = w − w0 qui est solution de

δw′ + 2

(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
δw = λ− δw2. (3.35)Cette équation est non-linéaire. On va herher une solution prohe de la solution bornée

δwlin de l'équation linéaire orrespondante
z′ + 2

(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
z = λ (3.36)
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δwlin = λ

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
e−2λc(x−y)dy.En e�et, les solutions de l'équation homogène assoiée à (3.36) sont de la forme C e−2λcx

ψ2
λc

(x)
;on herhe ensuite une solution bornée de (3.36) sous la forme α(x)

e−2λcx

ψ2
λc

(x)
, e qui donnel'équation α′ = λψ2

λc
(x)e2λcx. Le seul hoix de α est alors

α(x) = λ

∫ x

−∞
ψ2

λc
(y)e2λcydy.On érit alors δwlin = λδw1, ave

δw1 =

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
e−2λc(x−y)dy.Notons que δw1 est 1-périodique ; il su�t pour ela d'e�etuer le hangement de variable

z = x− y pour obtenir
δw1(x) =

∫ 0

−∞

φ2
c(z + x)

ψ2
λc

(x)
e2λczdz.Cette fontion δw1 est le premier terme dans le développement de δw. Puisque ψλc estbornée ave m ≤ ψλc ≤M , on a l'enadrement

m2

2λcM2
≤ δw1 ≤

M2

2λcm2
,et don δwlin est d'ordre λ. Le théorème de point �xe permet alors de montrer l'existenede δw :Lemme 3.5.4. Pour λ assez petit, il existe une solution δw de l'équation non-linéaire(3.35)

δw′ + 2

(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
δw = λ− δw2,qui véri�e ‖δw − δwlin‖∞ = O(|λ|2).Démonstration du lemme. Commençons par noter que l'unique solution bornée de l'équa-tion di�érentielle

z′ + 2

(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
z = f,où f est bornée, est donnée par

z(x) =

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
e−2λc(x−y)f(y)dy.On érit alors l'équation non-linéaire (3.36) sous la forme d'un point �xe Tδw = δw, où

T est l'opérateur
Tu :=

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
e−2λc(x−y)(λ− u2(y))dy,



120 3. Dynamique non triviale en milieu périodiquedé�ni sur l'espae métrique
Eλ = C0

(
R, D̄(0, (‖δw1‖∞ + 1)|λ|)

)
.Muni de la distane d∞ assoiée à la norme in�nie, Eλ est un espae omplet.Véri�ons tout d'abord que l'opérateur est bien dé�ni pour λ petit, 'est à dire que

T (Eλ) ⊂ Eλ. On a en e�et
‖Tu‖∞ ≤ ‖δw1‖∞(|λ| + ‖u‖2

∞)

≤ ‖δw1‖∞(|λ| + (‖δw1‖∞ + 1)2|λ|2)
= |λ|(‖δw1‖∞ + (‖δw1‖∞ + 1)2|λ|).Or pour λ assez petit, (‖δw1‖∞ + 1)2|λ| ≤ 1, d'où ‖Tu‖∞ ≤ (‖δw1‖∞ + 1)|λ|.Montrons que T est ontratant pour λ petit. On a

Tu− Tv =

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
e−2λc(x−y)(v − u)(v + u)dy.Ainsi, ‖Tu−Tv‖∞ ≤ 2‖δw1‖∞(‖δw1‖∞+1)|λ|‖u−v‖∞ ave 2‖δw1‖∞(‖δw1‖∞+1)|λ| < 1pour λ petit.D'après le théorème de point �xe de Piard, l'opérateur T a alors un unique point�xe noté δw qui véri�e la relation

δw =

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
e−2λc(x−y)(λ− δw2(y))dy.C'est don l'unique solution de l'équation non linéaire. De plus,

δw − δwlin =

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
e−2λc(x−y)δw2(y)dy,d'où puisque δw ∈ Eλ, ‖δw − δwlin‖∞ = O(|λ|2).Terminons la preuve de la proposition 3.5.3. D'après e qui préède, on a un déve-loppement de la forme

δw = λδw1 +O(|λ|2).Pour ontinuer le développement, on onsidère la di�érene
δ̃w = δw − λδw1qui est solution de l'équation di�érentielle

δ̃w
′
+ 2

(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
δ̃w = −δ̃w

2
− λ2δw2

1 − 2λδ̃wδw1. (3.37)Nous herhons δ̃w prohe de la solution bornée de
z′ + 2

(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
= −λ2δw2

1



3.5. Propriétés du shift en milieu périodique 121qui est donnée par
z = −λ2

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
δw2

1(y)e
−2λc(x−y)dy.On pose alors par la suite

δw2(x) =

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
δw2

1(y)e
−2λc(x−y)dyde sorte que z = −λ2δw2. Notons que δw2 est 1-périodique puisque si on e�etue lehangement de variable z = x− y, on obtient

δw2(x) =

∫ 0

−∞

ψ2
λc

(z + x)

ψ2
λc

(x)
δw2

1(z + x)e2λczdz.Le résultat suivant permet de montrer que
δw = λδ1 − λ2δw2 +O(|λ|3),e qui permet d'obtenir le développement (3.34) et de onlure la preuve de la proposition.Lemme 3.5.5. Pour λ assez petit, il existe une solution δ̃w de l'équation non-linéaire(3.37)

δ̃w
′
+ 2

(
λc +

ψ′
λc

ψλc

)
δ̃w = −δ̃w

2
− λ2δw2

1 − 2λδ̃wδw1qui véri�e ‖δ̃w + λ2δw2‖∞ = O(|λ|3).Démonstration du lemme. On raisonne omme dans le lemme préédent en onsidérantii l'opérateur
Tu :=

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
e−2λc(x−y)(−u2 − λ2δw2

1 − 2λuδw1)dy,dé�ni sur l'espae métrique
Eλ = C0

(
R, D̄(0, (‖δw1‖2

∞ + 1)|λ|2)
)
.Sur l'espae omplet (Eλ, d∞), T est ontratant pour λ petit. Il possède ainsi un uniquepoint �xe δ̃w qui véri�e la relation

δ̃w =

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
e−2λc(x−y)(−δ̃w

2
− λ2δw2

1 − 2λδ̃wδw1)dy.et qui est ainsi solution de (3.37). On a de plus
δ̃w + λ2δw2 =

∫ x

−∞

ψ2
λc

(y)

ψ2
λc

(x)
e−2λc(x−y)(−δ̃w

2
− 2λδ̃wδw1)dy,d'où puisque δ̃w ∈ Eλ et δw1 est bornée, ‖δ̃w + λ2δw2‖∞ = O(|λ|3).



122 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueDétermination de u2(λ, x) pour λ prohe de 0On herhe ensuite une deuxième solution u2(λ, x) prohe de u2(0, x). Puisque u1(λ, x)ne s'annule pas pour λ petit, on herhe u2(λ, x) sous la forme u2(λ, x) = u1(λ, x)v(λ, x),
v véri�ant l'équation

−v′′ − 2

(
u′1
u1

+ λc

)
v′ = 0.Une solution est alors donnée par la formule

u2(λ, x) = u1(λ, x)

∫ +∞

x

e−2λcy

u2
1(λ, y)

dy. (3.38)3.5.3 Exposants de Floquet pour λ prohe de 0Le développement asymptotique (3.30) de u1(λ, x) permet de montrer qu'au voisinagede λ = 0 les parties réelles des exposants de Floquet µi(λ) sont de signes opposésLemme 3.5.6. Pour λ prohe de 0, λ 6= 0 et ℜe(λ) ≥ 0, les ℜe(µi(λ)) > 0 sont de signeopposé.Démonstration. Nous supposons par l'absurde que ℜe(µi(λ)) ≤ 0. Puisque (U1(λ, x), U2(λ, x))forme une base de solutions de (3.29), on en déduit que toute solution de (3.29) s'éritsous la forme
u(λ, x) = α1(λ)U1(λ, x) + α2(λ)U2(λ, x)

= α1(λ)v1(λ, x)e
µ1(λ)x + α2(λ)v2(λ, x)e

µ2(λ)x,où les vi sont périodiques, et est don bornée quand x → +∞. Nous allons obtenir uneontradition en montrant que
|u1(λ, x)| −−−−→

x→+∞
+∞à l'aide du développement asymptotique (3.30).Rappelons e développement ; on a

u1(λ, x) = ψλc(x) exp

(∫ x

0

(λδw1 − λ2δw2 +O(λ3))

)
.Ainsi,

|u1(λ, x)| = ψλc(x) exp

(∫ x

0

ℜe(λδw1 − λ2δw2 +O(λ3))

)
.Si on pose λ = λ1 + iλ2, on a alors

λδw1 − λ2δw2 = (λ1δw1 + (λ2
2 − λ2

1)δw2) + i(λ2δw1 − 2λ1λ2δw2).Ainsi,
ℜe(λδw1 − λ2δw2) = λ1δw1 + (λ2

2 − λ2
1)δw2.Distinguons deux as : λ1 = 0 et λ1 > 0.



3.5. Propriétés du shift en milieu périodique 123(i) Si λ1 = 0, alors λ2 6= 0 et alors pour λ ≃ 0

ℜe(λδw1 − λ2δw2 +O(λ3)) = λ2
2δw2 +O(|λ|3).(ii) Si λ1 > 0, alors pour λ ≃ 0,

ℜe(λδw1 − λ2δw2 +O(λ3)) = λ1δw1 +O(|λ|2).Dans les deux as, puisque les fontions δwi sont positives et périodiques elles sontminorées par des onstantes stritement positives et don il existe m > 0 tel que si λ estprohe de 0,
ℜe(λδw1 − λ2δw2 +O(λ3)) ≥ m.On en déduit que |u1(λ, x)| ≥ ψλc(x)e

mx → +∞ quand x→ +∞.3.5.4 Loalisation du spetre de LA�n de rabattre le ontour d'intégration γ sur l'axe des imaginaires purs, il est né-essaire de montrer qu'il n'y a pas d'éléments du spetre de −L de partie réelle postivehormis 0 :Proposition 3.5.7. Soit λ ∈ σ(−L). Alors λ = 0 ou ℜe(λ) < 0.Démonstration. On onsidère λ tel que ℜe(λ) > 0 ou λ ∈ iR∗ et on veut montrer que
λ ∈ ρ(−L), 'est à dire que si f ∈ BUC(R), alors il existe une unique solution bornée ude −Lu− λu = f , autrement dit de

−u′′ − 2λcu
′ + a(x)u+ λu = −f.L'ériture vetorielle, en posant U = (u, u′), est alors

U ′ = A(x)U + F,ave
A(x) =

(
0 1

a(x) + λ −2λc

) et F (x) =

(
0
f

)
.On note µ1(λ) et µ2(λ) les exposants de Floquet. D'après le lemme 3.5.2, on sait qu'il estsu�sant de montrer que lesℜe(µ1(λ)) sont de signes opposés, puisqu'alors, siℜe(µ1(λ)) >

0, l'unique solution est donnée par la formule
u(λ, x) = U1(λ, x)

∫ +∞

x

w0(y)

b(y)
U2(λ, y)e

2λcydy + U2(λ, x)

∫ x

−∞

w0(y)

b(y)
U1(λ, y)e

2λcydy.Le point important pour ela est de montrer que ℜeµi(λ) ne s'annule pas quand dansl'ensemble des λ 6= 0 tels que ℜe(λ) ≥ 0. Supposons par l'absurde qu'il existe λ̄ tel que
µ1(λ̄) soit de partie réelle nulle. Alors la fontion U1(λ̄, x) = v1(λ̄, x)e

µ1(λ̄)x est bornée etvéri�e l'équation
Lu+ λ̄u = 0.



124 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueNous allons voir que ei est impossible à ause de l'existene de ψλc > 0 solution de
Lψλc = 0. On suppose dans la suite que ℜeU1(λ̄, x) 6= 0 ; on remplae sinon U1 par iU1.L'idée est de onsidérer le problème de Cauhy

{
vt + Lv = 0,
v(0, x) = ℜeU1(λ̄, x).La solution de ette équation est v(t, x) = ℜe(eλtU1(λ̄, x)). Puisque U1(λ̄, x) est bornéeet ψλc > 0 il existe C > 0 tel que

−Cψλc ≤ ℜeU1(λ̄, x) ≤ Cψλc .On traite ensuite les deux as ℜeλ̄ > 0 et ℜeλ̄ = 0 séparément.(i) Le as ℜeλ̄ > 0. D'après le prinipe du maximum, on en déduit que
∀t ≥ 0, −Cψλc ≤ ℜe(eλtU1(λ̄, x)) ≤ Cψλc .Puisque ℜeλ̄ > 0, on obtient une ontradition en passant à la limite t→ +∞.(ii) Le as ℜeλ̄ = 0. On pose λ̄ = iσ ave σ 6= 0. On suppose, quitte à remplaer

U1(λ̄, x) par −U1(λ̄, x), que
q0 := inf{q > 0, ℜeU1(λ̄, ·) ≤ qψλc} > 0.On distingue à nouveau deux as(α) Il existe x0 tel que ℜeU1(λ̄, x0) = q0ψλc(x0). D'après le prinipe du maximum, ona alors pour t > 0, ℜe(e−iσtU1(λ̄, x0)) ≤ q0ψλc(x0). Le prinipe du maximum fort imposeque soit l'inégalité est strite, soit les deux fontions ℜe(eiσtU1(λ̄, x)) et q0ψλc(x) sontégales. En prenant t0 = 2π/σ, on a bien l'égalité au point (t0, x0), don �nalement

ℜe(eiσtU1(λ̄, x)) = q0ψλc(x).En notant U1 = u+ iv, on a d'une part
ℜe(eiσtU1(λ̄, x)) = ℜe((u+ iv)(cos(σt) + i sin(σt)) = u cos(σt) − v sin(σt).D'autre part, on a l'égalité en t = 0

ℜe(U1(λ̄, x)) = u = q0ψλc(x).On en déduit que pour tout t > 0, on a
u cos(σt) − v sin(σt) = u,'est à dire
u

cos(σt) − 1

t
= v

sin(σt)

t
.En passant à la limite t → 0, on obtient σv = 0 d'où v = u = 0, 'est à dire U1 = 0, equi est absurde.(β) Il existe xn → +∞ tel que ℜeU1(λ̄, xn) − q0ψλc(xn) → 0 quand n → +∞. On seramène au premier as par le proédé suivant. On regarde le problème de Cauhy

{
vn

t − vn
xx − 2λcv

n
x + an(x)vn = 0,

vn(0, x) = ℜeun(x),



3.5. Propriétés du shift en milieu périodique 125ave an(x) = a(x+xn) et un(x) = U1(λ̄, x+xn). La solution est vn(t, x) = ℜe(e−λtun(x)).La suite de fontions an étant bornée dans C1, on peut en extraire par Asoli et le proédéd'extration diagonale une sous suite onvergeant uniformément sur tout ompat. Onnote a∞ la limite qui est 1-périodique. On proède de même pour un(x) qui onvergevers u∞(x) et ψλc(x+xn) qui onverge vers ψ∞(x). Par régularité parabolique, on extraitensuite de vn une sous suite qui onverge loalement dans C1,2 vers la solution v del'équation {
vt − vxx − 2λcvx + a∞(x)v = 0,
v(0, x) = ℜeu∞(x),qui est v(t, x) = ℜe(e−λtu∞(x)). De plus, puisque ℜeU1(λ̄, xn) − q0ψλc(xn) → 0, onobtient que ℜeu∞(0) = q0ψ∞(0). On est don ramené au as (α).Montrons pour onlure que les ℜeµi(λ) sont de signes opposés. Pour |λ0| assez petit,on sait que ℜeµ1(λ0) et ℜeµ2(λ0) sont de signes opposés d'après le lemme 3.5.5. On�xe ℜeµ1(λ0) > 0. Supposons ensuite par l'absurde qu'il existe λ1 tel que les deuxmultipliateurs soient de partie réelle stritement négative. On note enore λ1 le nombreomplexe de plus petit module qui véri�e ette propriété. Puisque µ1(λ)+µ2(λ) = −2λc,les fontions ℜeµ1(λ) et ℜeµ2(λ) ne se roisent pas sur le segment [λ0, λ1] don sontrégulières. La fontion ℜeµ1(λ) doit don s'annuler sur [λ0, λ1], e qui est absurde d'aprèsle raisonnement préédent.3.5.5 Approximation de u(λ, x) au voisinage de λ = 0Formule intégrale de u pour λ prohe de 0Pour λ 6= 0, ℜe(λ) ≥ 0, l'équation non homogène (3.27)

−u′′ − 2λcu
′ + a(x)u+ λu = w0possède une unique solution bornée qui est donnée d'après le lemme 3.5.2 par une formuleintégrale faisant intervenir la base (U1, U2) de solutions de l'équation homogène. Pour

λ prohe de 0, on souhaite érire ette solution bornée en fontion de la nouvelle base
(u1, u2).D'après la preuve du lemme , on sait que u1 s'érit sous la forme

u1(λ, x) = α1(λ)U1(λ, x) = α1(λ)v1(λ, x)e
µ1(λ)x,e qui veut dire que

|u1(λ, x)| = |α1(λ)v1(λ, x)|eℜe(µ1(λ))x.De même, puisque ℜeµ2 = −2λc −ℜeµ1 < 0, on a
|u2(λ, x)| = |α2(λ)v2(λ, x)|eℜe(µ2(λ))x.On remarque ensuite que le wronskien de (u1(λ, x), u2(λ, x)) est égal

Wλ(x) = −e−2λcx,'est à dire que pour ette base, bλ(x) = 1. En e�et, puisque d'après la relation (3.38)
u2(λ, x) = u1(λ, x)

∫ +∞

x

e−2λcy

u2
1(λ, y)

dy,



126 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueon a bien la relation
Wλ(x) = u1(λ, x)u

′
2(λ, x) − u2(λ, x)u

′
1(λ, x)

= u1(λ, x)

(
u′1(λ, x)

∫ +∞

x

e−2λcy

u2
1(λ, y)

dy +
e−2λcx

u1(λ, x)

)

−u′1(λ, x)u1(λ, x)

∫ +∞

x

e−2λcy

u2
1(λ, y)

= −e−2λcx.En reprenant la preuve du lemme 3.5.2, les éléments préédant permettent de montrerle résultat suivantProposition 3.5.8. Soit w0 ∈ BUC(R). Pour λ prohe de 0, λ 6= 0 et ℜe(λ) ≥ 0, ilexiste une unique solution bornée de l'équation di�érentielle (3.27) donnée par la relation
u(λ, x) = u1(λ, x)

∫ +∞

x

u2(λ, y)w0(y)e
2λcydy+u2(λ, x)

∫ x

−∞
u1(λ, y)w0(y)e

2λcydy. (3.39)Approximation de u pour λ prohe de 0Si on remplae u2 en fontion de u1

u2(λ, x) = u1(λ, x)

∫ +∞

x

e−2λcy

u2
1(λ, y)

dydans la relation (3.39), on obtient l'expression suivante de u :
u(λ, x) = u1(λ, x)

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
u1(λ, y)

u2
1(λ, z)

w0(y)e
2λc(y−z)dzdy. (3.40)Pour λ prohe de 0, puisque

u1(λ, x) = ψλc(x) exp

(∫ x

0

(
λδw1 − λ2δw2 +O(λ3)

))
,on peut approher u1 par son expression tronquée

u1,tq(λ, x) = ψλc(x) exp

(∫ x

0

(λδw1 − λ2δw2)

)
. (3.41)a�n d'obtenir l'expression tronquée de u

utq(λ, x) = u1,tq(λ, x)

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
u1,tq(λ, y)

u2
1,tq(λ, z)

w0(y)e
2λc(y−z)dzdy.(3.42)On obtient ainsi l'approximation suivante de u :

utq(λ, x) = ψλc(x) exp

(∫ x

0

(λδw1 − λ2δw2)

)(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
ψλc(y)

ψ2
λc

(z)

exp

(∫ y

0

(λδw1 − λ2δw2) − 2

∫ z

0

(λδw1 − λ2δw2)

)
w0(y)e

2λc(y−z)dzdy,



3.5. Propriétés du shift en milieu périodique 127soit
utq(λ, x) = ψλc(x)

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)ψλc(y)

ψ2
λc

(z)
e−λA+λ2Be2λc(y−z)dzdy,(3.43)où les fontions A(x, y, z) et B(x, y, z) sont dé�nies par

A(x, y, z) =

∫ z

x

δw1 +

∫ z

y

δw1, B(x, y, z) =

∫ z

x

δw2 +

∫ z

y

δw2.Comme nous l'avons remarqué dans le as homogène, la fontion ω → utq(iω, x), où
utq(iω, x) = ψλc(x)

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)ψλc(y)

ψ2
λc

(z)
e−iωA−ω2Be2λc(y−z)dzdy,n'est pas à priori intégrable au voisinage de ω = 0 : le as ψλc = δw1 = δw2 = 1 ramèneà la situation du milieu homogène et donne une explosion en 1

ω
au voisinage de ω = 0.Puisque 0 < m0 ≤ ψλc ≤ M0, les fontions δwi véri�ent le même type d'estimations

0 < mi ≤ δwi ≤Mi.Ainsi,
m1(2z − y − x) ≤ A(x, y, z) ≤ M1(2z − y − x),

m2(2z − y − x) ≤ B(x, y, z) ≤ M2(2z − y − x).On retrouve ainsi les estimations suivantesLemme 3.5.9. La fontion ω → ω2utq(iω, x) est L1(R).Démonstration. Puisque w0 est bornée, on a
|ω2utq(iω, x)| ≤ Cω2

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
e2λc(y−z)e−miω2(2z−y−x)dzdy.Le membre de droite est L1 en ω d'après les aluls du as homogène.Lemme 3.5.10. L'appliation ω → d

dω
(ω2utq(iω, x)) ∈ L1([δ,+∞)), ave δ > 0.Démonstration. On a tout d'abord,

ω2utq(iω, x)

= ω2ψλc(x)

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)ψλc(y)

ψ2
λc

(z)
e−iωA−ω2Be2λc(y−z)dzdy.Ainsi,

d

dω
(ω2utq(iω, x)) = 2ωutq(iω, x)

+ω2ψλc(x)

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

2λc(y−z)(−iA−2ωB)e−iωA−ω2Be2λc(y−z)dzdy.



128 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueLa fontion ω2utq(iω, x) est intégrable, on regarde l'autre terme. Notons qu'il existe
m > 0 et M > 0 tels que

m(2z − y − x) ≤ A(x, y, z), B(x, y, z) ≤M(2z − y − x),d'où
| − iA− 2ωB| ≤ A+ 2ωB ≤M(1 + 2ω)(2z − y − x).On a ainsi

∣∣∣∣
(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

2λc(y−z)(−iA− 2ωB)e−iωA−ω2Be2λc(y−z)dzdy

∣∣∣∣

≤ C(1+2ω)

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
e2λc(y−z)(2z−y−x)e−mω2(2z−y−x)e2λc(y−z)dzdy.On est ramené ainsi à la même estimation que dans le as homogène (f lemme 3.3.4).Lemme 3.5.11. On a |u(λ, x) − utq(λ, x)| = O

(
1

|λ|

).Démonstration. Notons tout d'abord que
u1(λ, x) = u1,tq(λ, x)e

∫ x
0 O(λ3),où

u1,tq(λ, x) = ψλc(x) exp

(∫ x

0

(λδw1 − λ2δw2)

)
.On obtient ainsi l'égalité

u(λ, x) − utq(λ, x)

= ψλc(x)

(∫∫
+

∫∫ )(
(e
∫ y

z O(λ3)+
∫ x

z O(λ3) − 1
)
w0(y)

u1,tq(λ, y)

u2
1,tq(λ, z)

e2λc(y−z)dzdy

= ψλc(x)

(∫∫
+

∫∫ )(
e
∫ y
z

O(λ3)+
∫ x
z

O(λ3) − 1
)
w0(y)

ψλc(y)

ψ2
λc

(z)
e−λA+λ2Be2λc(y−z)dzdy,ave

A(x, y, z) =

∫ z

x

δw1 +

∫ z

y

δw1, B(x, y, z) =

∫ z

x

δw2 +

∫ z

y

δw2.Notons que puisque
0 < A ≤ A(x, y, z)

2z − y − x
≤ A, 0 < B ≤ B(x, y, z)

2z − y − x
≤ B,l'inégalité pour a, b ∈ R

|ea+ib − 1| ≤ C(e|a+ib| − 1)permet d'avoir l'estimation
|u(λ, x) − utq(λ, x)|

≤ C

(∫∫
+

∫∫ )(
eC|λ|3(2z−y−x) − 1

)
e−AℜeλeB((ℜeλ)2−(ℑmλ)2)e2λc(y−z)dzdy

≤ C

(∫∫
+

∫∫ )(
eC|λ|3(2z−y−x) − 1

)
e−Aℜeλ(2z−y−x)eB(ℜeλ)2(2z−y−x)e−B(ℑmλ)2(2z−y−x)dzdy.



3.5. Propriétés du shift en milieu périodique 129En onsidérant la
F (σ) =

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
e2λc(y−z)e−σ(2z−y−x)dzdyde sorte que

|u(λ, x) − utq(λ, x)| ≤ C(F (σ1) − F (σ2)),ave
σ1 := Aℜeλ− Bℜe2λ+Bℑm2λ− C|λ|3,

σ2 := Aℜeλ−Bℜe2λ+Bℑm2λ,on onlut omme dans le as homogène (f lemme 3.3.5).3.5.6 Déformation du ontourRappelons que l'objetif est d'étudier les propriétés en temps grand du shift qui estdonné par la formule
w(t, x) =

1

2iπ

∫

γ

etλu(λ, x)dλ.Pour ela, nous herhons à expliiter ette intégrale. L'idée est de déformer le ontour
γ en l'axe iR et remplaer u(λ, x) par son terme dominant utq au voisinage de λ = 0.L'intérêt est que l'intégrale

w(t, x) =
1

2iπ

∫

iR

etλutq(λ, x)dλpossède une expression plus expliite que nous étudierons. Cependant, nous avons vuque utq(λ, x) n'est pas intégrable au voisinage de λ = 0. Pour remédier à ei, nousappliquerons ette proédure sur la dérivée seonde en temps
wtt(t, x) =

1

2iπ

∫

γ

λ2etλu(λ, x)dλ,le gain du λ2 nous permettant de travailler ave la fontion ω2utq(iω, x) intégrable.Déformation du ontour.Puisque la fontion λ → λ2etλu(λ, x) est holomorphe sur l'ouvert ρ(−L) et qu'il n'ya pas de spetre de −L dans le demi-plan ℜeλ ≥ 0 à l'exeption de λ = 0 la théorèmede Cauhy dit que pour tout ε > 0, on a
wtt(t, x) =

1

2iπ

∫

γδ,ε

λ2etλu(λ, x)dλ,où le hemin γδ,ε dé�ni par (f �gure )
γδ,ε := D−

δ ∪ [−iδ,−iε] ∪ Cε ∪ [iε, iδ] ∪D+
d ,ave

D−
δ = {−iδ + t(−1 −mi), t ≥ 0}, D+

d = {iδ + t(−1 +mi), t ≥ 0},
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Fig. 3.5 � Contour d'intégration γδ,ε

Cε = {εeiθ,−π/2 ≤ θ ≤ π/2}est homotope au hemin γ dans ρ(−L). La quantité m > 0 est telle que e heminontourne bien le spetre et ε est amené à tendre vers 0.On note alors γ̃δ,ε := [−iδ,−iε] ∪ Cε ∪ [iε, iδ], de telle sorte que
wtt(t, x) =

1

2iπ

∫

γ̃δ,ε

λ2etλu(λ, x)dλ+
1

2iπ

∫

D−

δ ∪D+
δ

λ2etλu(λ, x)dλ.On note alors γε :=] − i∞,−iε] ∪ Cε ∪ [iε, i∞[, de sorte que
wtt(t, x) =

1

2iπ

∫

γ̃δ,ε

λ2etλutq(λ, x)dλ+
1

2iπ

∫

γ̃δ,ε

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ

+
1

2iπ

∫

D−

δ ∪D+
δ

λ2etλu(λ, x)dλOn déompose �nalement wtt sous la forme
wtt(t, x) =

1

2iπ

∫

γε

λ2etλutq(λ, x)dλ+
1

2iπ

∫

γ̃δ,ε

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ

− 1

2iπ

∫

]−i∞,−iδ]∪[iδ,i∞[

λ2etλutq(λ, x)dλ+
1

2iπ

∫

D−

δ ∪D+
δ

λ2etλu(λ, x)dλ, (3.44)ette égalité étant vraie pour tout ε > 0.Passage à la limite ε→ 0Il s'agit ensuite de passer à la limite ε → 0. Pour le deuxième terme de (3.44), on a
1

2iπ

∫

γ̃δ,ε

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ −−→
ε→0

1

2iπ

∫ iδ

−iδ

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ

=
−1

2π

∫ δ

−δ

eiωtω2(u− utq)(iω, x)dω
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∫

γ̃δ,ε

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ−
∫

[−iδ,iδ]

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ

=

∫

Cε

λ2etλ(u− utq)(λ, x)dλ−
∫

[−iε,iε]

λ2etλu(λ, x)dλ,et les deux dernières intégrales tendent vers 0 quand ε → 0 ar on intègre la fontionbornée λ2(u− utq)(λ, x) sur des hemins Cε et [−iε, iε] dont la longueur tend vers 0.Pour le premier terme de (3.44), on peut passer à la limite ε→ 0 grâe au terme λ2Lemme 3.5.12. Nous avons
1

2iπ

∫

γε

λ2etλutq(λ, x)dλ,−−→
ε→0

−1

2π

∫

R

ω2eiωtutq(iω, x)dω.Démonstration. Rappelons que
f(t, x) :=

−1

2π

∫

R\[−ε,ε]

ω2eiωtutq(iω, x)dλ+
1

2iπ

∫

Cε

λ2etλutq(λ, x)dλ.Puisque λ→ λ2etλutq(λ, x) est ontinue au voisinage de λ = 0, quand ε → 0,
∫

Cε

λ2etλutq(λ, x)dλ→ 0.De la même façon,
∣∣∣∣
∫

R

ω2eiωtutq(iω, x)dλ−
∫

R\[−ε,ε]

ω2eiωtutq(iω, x)dλ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ ε

−ε

ω2eiωtutq(iω, x)dλ

∣∣∣∣→ 0.

En passant à la limite ε → dans (3.44), on a ainsi
wtt(t, x) = − 1

2π

∫

R

ω2eiωtutq(iω, x)dω − 1

2π

∫ δ

−δ

eiωtω2(u− utq)(iω, x)dω

+
1

2π

∫

]−∞,−δ]∪[δ,∞[

ω2eiωtutq(iω, x)dω +
1

2iπ

∫

D−

δ ∪D+
δ

λ2etλu(λ, x)dλ. (3.45)Estimation des termesEstimons d'abord le quatrième terme de (3.45)Lemme 3.5.13. On a
∣∣∣∣∣

∫

D−

δ ∪D+
δ

λ2etλu(λ, x)dλ

∣∣∣∣∣ = O

(
1

t

)
.



132 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueDémonstration. Puisque L est setoriel, il existe M > 0 et ω > 0 tels que
‖(λI + L)−1‖ ≤ M

|λ− ω| ≤M ′On en déduit que puisque w0 est bornée |(λI+L)−1w0(x)| ≤M ′. Considérons l'intégralesur le hemin D+
δ = {iδ + s(−1 +mi), s ≥ 0}, l'autre se traitant de la même façon. Ene�etuant le hangement de variable λ = iδ + s(−1 +mi), on a alors

∣∣∣∣∣
1

2iπ

∫

D+
δ

λ2etλ(λI + L)−1w0(x)dλ

∣∣∣∣∣ ≤ C

∫ +∞

0

((m+ δ)2 + 2(m+ δ)s+ s2)e−tsds ≤ C ′

t
,d'où le résultat.L'étude de la deuxième et de la troisième intégrale de (3.45) se fait par intégrationpar parties omme dans le as homogène (f lemme 3.3.8)Lemme 3.5.14. On a

∣∣∣∣
1

2π

∫ δ

−δ

eiωtω2(u− utq)(iω, x)dω

∣∣∣∣ = O

(
1

t

)
,

∣∣∣∣
1

2iπ

∫

]−i∞,−iδ]∪[iδ,i∞[

λ2etλutq(λ, x)dλ

∣∣∣∣ = O

(
1

t

)La première intégrale de (3.45) est plus di�ile à estimer. Nous ommençons parl'expliiter grâe à une inversion de FourierLemme 3.5.15. On a
− 1

2π

∫

R

ω2eiωtutq(iω, x)dω

=
ψλc(x)√

2π

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)ψλc(y)

ψ2
λc

(z)

d2

dt2


 e−

(t−A(x,y,z))2

4B(x,y,z)

√
2B(x, y, z)


 e2λc(y−z)dzdy,(3.46)ave

A(x, y, z) =

∫ z

x

δw1 +

∫ z

y

δw1, B(x, y, z) =

∫ z

x

δw2 +

∫ z

y

δw2.Démonstration. Nous herhons à estimer
f(t, x) =

−1

2π

∫

R

ω2eiωtutq(iω, x)dω,ave
utq(iω, x) = ψλc(x)

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)ψλc(y)

ψ2
λc

(z)
e−iωA(x,y,z)−ω2B(x,y,z)e2λc(y−z)dzdy.



3.5. Propriétés du shift en milieu périodique 133Nous onsidérons seulement par la suite la première intégrale
ψλc(x)

∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

w0(y)ψλc(y)

ψ2
λc

(z)
e−iωA(x,y,z)−ω2B(x,y,z)e2λc(y−z)dzdy,l'autre se traitant de manière identique. L'idée est de faire apparaître une transforméede Fourier inverse. Pour ela, nous avons besoin d'intervertir l'intégration en ω et l'inté-gration en (y, z) à l'aide du théorème de Fubini. Cei est possible ar la fontion

ω → ω2eiωte−iωA(x,y,z)−ω2B(x,y,z)e2λc(y−z)est L1 en (ω, y, z) d'après les remarques préédentes. On peut alors permuter les intégralespour obtenir
ψλc(x)√

2π

∫ +∞

x

∫ +∞

y

w0(y)
ψλc(y)

ψ2
λc

(z)

(
1√
2π

∫

R

eiωt(−ω2)e−iωA(x,y,z)−ω2B(x,y,z)dω

)
e2λc(y−z)dzdy.Entre parenthèse on a fait apparaître une transformée de Fourier inverse onnue, puisque,ave la onvention Fg(ω) = 1√

2π

∫
R
e−iωtg(t)dω, on a

F
(
e−

(t−a)2

4b

√
2b

)
(ω) = e−iaω−bω2

, F
(
d2

dt2
e−

(t−a)2

4b

√
2b

)
(ω) = −ω2e−iaω−bω2

.On obtient ainsi le résultat annoné.On pose alors par la suite
W (t, x) =

ψλc(x)√
2π

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)ψλc(y)

ψ2
λc

(z)

e−
(t−A(x,y,z))2

4B(x,y,z)

√
2B(x, y, z)

e2λc(y−z)dzdy,(3.47)où
A(x, y, z) =

∫ z

x

δw1 +

∫ z

y

δw1, B(x, y, z) =

∫ z

x

δw2 +

∫ z

y

δw2.La onlusion de ette setion est que
wtt(t, x) = Wtt(t, x) +O

(
1

t

)
,Dans la setion suivante, nous étudions la fontion W et montrons en partiulier que

Wtt = O
(

1
t

).3.5.7 Le terme dominant du shiftNous étudions dans ette setion le terme W dé�ni par (3.47). Nous l'érivons par lasuite sous la forme
W (t, x) = W1(t, x) +W2(t, x),ave

W1(t, x) =
ψλc(x)√

2π

∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

w0(y)ψλc(y)

ψ2
λc

(z)

e−
(t−A(x,y,z))2

4B(x,y,z)

√
2B(x, y, z)

e2λc(y−z)dzdy (3.48)



134 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueet
W2(t, x) =

ψλc(x)√
2π

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

w0(y)ψλc(y)

ψ2
λc

(z)

e−
(t−A(x,y,z))2

4B(x,y,z)

√
2B(x, y, z)

e2λc(y−z)dzdy (3.49)Nous allons voir que es deux intégrales donnent des omportements di�érents en tempsgrand. Le premier termeW1 est borné, tandis que le seondW2 déroît exponentiellementvite en temps.Étude du terme W1.Pour étudier W1, on e�etue le hangement de variables z′ = z − y, y′ = y − x. Onobtient alors
W1(t, x) =

ψλc(x)√
2π

∫ +∞

0

∫ +∞

0

w0(x+ y)ψλc(x+ y)

ψ2
λc

(x+ y + z)

e
− (t−Ã(x,y,z))2

4B̃(x,y,z)

√
2B̃(x, y, z)

e−2λczdzdy,avẽ
A(x, y, z) =

∫ x+y+z

x

δw1 +

∫ x+y+z

x+y

δw1, B̃(x, y, z) =

∫ x+y+z

x

δw2 +

∫ x+y+z

x+y

δw2.On e�etue ensuite le seond hangement de variables
Y = y, Z = Ã(x, y, z) =

∫ x+y+z

x

δw1 +

∫ x+y+z

x+y

δw1.Le hangement de variables est di�érent du as Yp = 1 ar ii Ã n'est pas roissant en
y mais il l'est enore par rapport à z. Si F désigne une primitive de δw1, on a alors
Ã(x, y, z) = 2F (x+ y + z) − F (x) − F (x+ y). On pose ainsi

Z = 2F (x+ y + z) − F (x) − F (x+ y),

z = F−1

(
1

2
(Z + F (x) + F (x+ y))

)
− x− y.De plus,

dz

dZ
=

1

2δw1(F−1(Z/2 + (F (x) + F (x+ y))/2))
=

1

2δw1(x+ y + z)
.On a ainsi

W1(t, x) =
ψλc(x)√

2π

∫ +∞

0

∫ +∞

Ã(x,y,0)

w0(x+ y)ψλc(x+ y)

ψ2
λc

(x+ y + Z)

e−2λcz

2δw1(x+ y + z)

√
Ã

2B̃

e−
Ã

4B̃

(t−Z)2

Z

√
Z

dydZ.On note ensuite c̃(x, y, z) = Ã(x,y,z)

B̃(x,y,z)
qui est minoré et majoré. En inversant la relation

Z = Ã(x, y, 0) = F (x+ y)−F (x) en y = F−1(Z +F (x))− x, Fubini permet d'érire W1sous la forme suivante
W1(t, x) =

∫ +∞

0

V1(x, Z)
e−c̃(x,y,Z)

(t−Z)2

4Z

√
Z

dZ,
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V1(x, Z) =

ψλc(x)

2
√
π

∫ F−1(Z+F (x))−x

0

w0(x+ y)ψλc(x+ y)

ψ2
λc

(x+ y + z)

e2λc(x+y)e−2λcF−1( 1
2
(Z+F (x)+F (x+y)))

2δw1(x+ y + z)

√
c̃dy.De plus (en se restreignant à des ompats en temps), on peut dériver sous le signeintégral. On a ainsi

∂tW1(t, x) =

∫ +∞

0

c̃(x, y, Z)V1(x, Z)(Z − t)
e−c̃(x,y,Z)

(t−Z)2

4Z

Z3/2
dZ,et

∂ttW1(t, x) =

∫ +∞

0

1

2
c̃(x, y, Z)V1(x, Z)

(
c̃

2
(Z − t)2 − Z

)
e−c̃(x,y,Z)

(t−Z)2

4Z

Z5/2
dZ.Les estimations sur W1 et ses dérivées déoulent du résultat suivantLemme 3.5.16. La fontion V1(x, Z) est bornée.Démonstration. Puisque w0, ψλc , δw1 et c̃ sont des fontions bornées, on a

V1(x, Z) ≤ C

∫ F−1(Z+F (x))−x

0

e2λc(x+y)e−2λcF−1( 1
2
(Z+F (x)+F (x+y)))dy.Le point important est que δw1 est 1-périodique. L'idée est alors de l'érire sous la forme

δw1(x) = M + ε(x), sa moyenne plus une fontion périodique de moyenne nulle. Ainsi,
F (x) = Mx+ g(x), ave g bornée. En inversant, on obtient que F−1 s'érit sous la forme
F−1(y) = y

M
+ h(y), ave h bornée. En e�et, si on pose

h(y) := F−1(y) − y

M
,alors on a

y = F
( y
M

+ h(y)
)

= M
( y
M

+ h(y)
)

+ g
( y
M

+ h(y)
)

= y +Mh(y) + g
( y
M

+ h(y)
)
.Ainsi,

h(y) = − 1

M
g
( y
M

+ h(y)
)
,et est don bornée.Revenons à l'intégrale. Notons que

F−1(Z + F (x)) − x = F−1(Z +Mx+ g(x)) − x

=
1

M
(Z +Mx + g(x)) + h(Z +Mx + g(x)) − x

=
Z

M
+H(x, Z),



136 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueave H bornée. De la même façon, on a
F−1

(
1

2
(Z + F (x) + F (x+ y))

)

= F−1

(
Z

2
+

1

2
(Mx + g(x)) +

1

2
(M(x+ y) + g(x+ y))

)

= F−1

(
Z

2
+Mx+

M

2
y +

1

2
(g(x) + g(x+ y))

)

=
1

M

(
Z

2
+Mx +

M

2
y +

1

2
(g(x) + g(x+ y))

)

+ h

(
Z

2
+Mx +

M

2
y +

1

2
(g(x) + g(x+ y))

)
.Au �nal,

F−1

(
1

2
(Z + F (x) + F (x+ y))

)
=

Z

2M
+ x+

y

2
+G(x, y, Z),ave G bornée. Ainsi,

e2λc(x+y)e−2λcF−1( 1
2
(Z+F (x)+F (x+y))) = eλcye−λcZ/Me−2λcG(x,y,Z) ≤ Ceλcye−λcZ/M .Au �nal,
V1(x, Z) ≤ Ce−λcZ/M

∫ Z/M+H(x,Z)

0

eλcydy,d'où
V1(x, Z) ≤ Ce−λcZ/M(eλc(Z/M+H(x,Z)) − 1) = C(eλcH(x,Z) − e−λcZ/M) ≤ C(eλcH(x,Z)).On en déduit que V1 est bornée.Corollaire 3.5.17. La fontion W1 est bornée. De plus, quand t→ +∞,

|∂tW1(t, x)| = O

(
1√
t

) et |∂ttW1(t, x)| = O

(
1

t

)
.Démonstration. Puisque V1 est bornée et c̃ ≥ m > 0, on a

|W1(t, x)| ≤ C

∫ +∞

0

e−m
(t−Z)2

4Z

√
Z

dZ.La fontion W1 est ainsi bornée grâe à l'estimation (3.17). Pour les dérivées, on utiliseles estimations (3.18) et (3.19).



3.5. Propriétés du shift en milieu périodique 137Étude du terme W2.Pour W2, on e�etue le hangement de variables z′ = z − x, y′ = y − x :
W2(t, x) =

ψλc(x)√
2π

∫ 0

−∞

∫ +∞

0

w0(x+ y)ψλc(x+ y)

ψ2
λc

(x+ z)

e
− (t−A(x,y,z))2

4B(x,y,z)

√
2B(x, y, z)

e2λc(y−z)dydz,ave
A(x, y, z) =

∫ x+z

x

δw1 +

∫ x+z

x+y

δw1, B(x, y, z) =

∫ x+z

x

δw2 +

∫ x+z

x+y

δw2.On e�etue ensuite le hangement de variables
Y = y, Z = A(x, y, z) =

∫ x+z

x

δw1 +

∫ x+z

x+y

δw1.Si F désigne une primitive de δw1, on a alors A(x, y, z) = 2F (x+ z)− F (x)− F (x+ y).On pose alors
Z = 2F (x+ z) − F (x) − F (x+ y),

z = F−1

(
1

2
(Z + F (x) + F (x+ y))

)
− x.De plus,

dz

dZ
=

1

2δw1(F−1(Z/2 + (F (x) + F (x+ y))/2))
=

1

2δw1(x+ z)
.On a ainsi

W2(t, x) =
ψλc(x)√

2π

∫ 0

−∞

∫ +∞

A(x,y,0)

w0(x+ y)ψλc(x+ y)

ψ2
λc

(x+ z)

e2λc(y−z)

2δw1(x+ z)

√
A

2B

e−
A
4B

(t−Z)2

Z

√
Z

dydZ.On note ensuite c(x, y, z) = A(x,y,z)

B(x,y,z)
qui est minoré et majoré. Fubini permet alors d'érire

W2 sous la forme
W2(t, x) =

∫ +∞

0

V2(x, Z)
e−c(x,y,Z) (t−Z)2

4Z

√
Z

dZ,ave
V2(x, Z) =

ψλc(x)

2
√
π

∫ 0

F−1(F (x)−Z)−x

w0(x+ y)ψλc(x+ y)

φ2
c(x+ z)

e2λc(x+y)e−2λcF−1( 1
2
(Z+F (x)+F (x+y)))

2δw1(x+ z)

√
cdy.Dérivons W2 en temps, on obtient

∂tW2(t, x) =

∫ +∞

0

c(x, y, Z)V1(x, Z)(Z − t)
e−c(x,y,Z) (t−Z)2

4Z

Z3/2
dZ,et

∂ttW2(t, x) =

∫ +∞

0

1

2
c(x, y, Z)V1(x, Z)

( c
2
(Z − t)2 − Z

) e−c(x,y,Z) (t−Z)2

4Z

Z5/2
dZ.A�n d'estimer W2 et ses dérivées, on a besoin du résultat suivant



138 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueLemme 3.5.18. Il existe C, α > 0 tels que |V2(x, Z)| ≤ Ce−aZ .Démonstration. Puisque w0, ψλc , δw1 et c̃ sont des fontions bornées, on a
V2(x, Z) ≤ C

∫ 0

F−1(F (x)−Z)−x

e2λc(x+y)e−2λcF−1( 1
2
(Z+F (x)+F (x+y)))dy.On reprend les mêmes notations que pour V1. On obtient ette fois que

F−1(F (x) − Z) − x = Z/M +H(x, Z),

F−1

(
1

2
(Z + F (x) + F (x+ y))

)
=

Z

2M
+ x+ y/2 +G(x, y, Z),ave H et G bornée. On a ainsi

e2λc(x+y)e−2λcF−1( 1
2
(Z+F (x)+F (x+y))) ≤ Ceλcye−λcZ/M .Au �nal,

V2(x, Z) ≤ Ce−λcZ/M

∫ 0

−Z/M+H(x,Z)

eλcydy,d'où
V2(x, Z) ≤ Ce−λcZ/M(1 − e−λcZ/MeλcH(x,Z)) ≤ Ce−λcZ/M .Corollaire 3.5.19. Il existe C, a > 0 tels que pour t→ +∞,

|W2(t, x)|, |∂tW2(t, x)|, |∂ttW2(t, x)| = O(e−at).Démonstration. D'après l'estimation préédente, et le fait que c ≥ m > 0, on a
|W2(t, x)| ≤ C

∫ +∞

0

e−aZ e
−m

(t−Z)2

4Z

√
Z

dZ.L'estimation (3.20) permet alors de onlure sur W2. Pour les dérivées, on utilise lesestimations (3.21) et (3.22).3.5.8 Comportement des dérivées du shift en temps grandNous pouvons maintenant démontrer le point (i) du théorème 3.1.2 qui nous dit quequand t→ +∞,
‖mx(t, ·)‖∞, ‖mt(t, ·)‖∞ = O

(
1√
t

)
.1) La dérivée temporelle. Les deux setions préédentes nous disent au �nal que

|wtt(t, x)| = O

(
1

t

)
.Puisque w est bornée, on en déduit que

|wt(t, x)| = O

(
1√
t

)
.



3.5. Propriétés du shift en milieu périodique 139Pour montrer ela, il su�t d'érire un développement de Taylor à l'ordre deux en t :
w(t+

√
t, x) = w(t, x) + w′(t, x)

√
t+ w′′(τ, x)

t

2
, τ ∈ [t, t+

√
t].Ainsi,

w′(t, x) =
w(t+

√
t, x) − w(t, x)√

t
− w′′(τ, x)

√
t

2
.On en déduit que

|w′(t, x)| ≤ 2√
t

sup
[t,t+

√
t]

|w(·, x)| +
√
t

2
sup

[t,t+
√

t]

|w′′(·, x)|.Finalement, |w′(t, x)| ≤ C/
√
t.2) La dérivée spatiale. On onsidère ensuite

z(t, x) =
w(t, x)

ψλc(x)solution de l'équation
zt − zxx − 2

(
λc +

ψ′
λc

(x)

ψλc(x)

)
zx = 0.La onlusion préédente nous dit que

|zt(t, .)| = O

(
1√
t

)
.On a alors

|zx(t, .)| = O

(
1√
t

)
.On érit pour ela l'équation d'abord sous la forme

zxx + a(x)zx = zt,ave a(x) = 2

(
λc +

ψ′
λc

(x)

ψλc(x)

) fontion 1-périodique, puis
d

dx
(zxe

A(x)) = eA(x)zt,ave A(x) =
∫ x

0
a(y)dy une primitive de a(x). Ainsi,

zx(t, x) =

(
zx(t, 0) +

∫ x

0

eA(y)zt(t, y)dy

)
e−A(x).Notons que ∫ 1

0

ψ′
λc

(y)

ψλc(y)
dy = lnψλc(1) − lnψλc(0) = 0,



140 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqued'où ∫ x

0

ψ′
λc

(y)

ψλc(y)
dy est bornée en x. Il existe don M > 0 tel que

2λcx−M ≤ A(x) ≤ 2λcx+M.Puisque zx est bornée par les estimations paraboliques, quand x→ −∞

zx(t, 0) +

∫ x

0

eA(y)zt(t, y)dy → 0.Ainsi, zx(t, 0) =

∫ 0

−∞
eA(y)zt(t, y)dy et don

zx(t, x) =

(∫ x

−∞
eA(y)zt(t, y)dy

)
e−A(x).On en déduit que

|zx(t, x)| ≤
C√
t

(∫ x

−∞
eA(y)dy

)
e−A(x) ≤ C ′

√
t
.3.6 Stabilité des ondes pulsatoiresNous terminons e hapitre en démontrant les résultats de stabilité des ondes pulsa-toires.Démonstration du théorème 3.1.3. On proède en deux étapes. On montre d'abord laonvergene simple sur R et uniforme sur tout ensemble de la forme ] − ∞, ξ0] puis laonvergene uniforme en +∞. Dans toute la suite, nous poserons

ṽ(t, ξ) = |ũ(t, ξ) − ũc(t, ξ)|.Étape 1 : la onvergene uniforme en −∞. On établit tout d'abord omme dans lasetion 3.4 l'inéquation
ṽt − ṽξξ + cṽξ − ζ(ξ − ct)ṽ ≤ 0.On pose ensuite ṽ(t, ξ) = pλc+δ(t, ξ)z̃(t, ξ), ave
pλc+δ(t, ξ) = e(λc+δ)ξψλc+δ(ξ − ct),et δ hoisi assez petit tel que
qδ := c(λc + δ) − k(λc + δ) > 0.On a l'inéquation suivante sur z̃ :

Qz̃ := z̃t − z̃ξξ +

(
c− 2

∂ξpλc+δ

pλc+δ

)
z̃ξ + qδζ ≤ 0.De plus, il existe C > 0 tel que

z̃(0, ξ) =
ṽ(0, ξ)

pλc+δ(0, ξ)
≤
{
Ce(ε−δ)ξ pour ξ ≤ 0,
Ce−λcξ pour ξ ≥ 0



3.6. Stabilité des ondes pulsatoires 141En hoisissant δ < ε, z̃(0, ξ) est alors bornée et déroît de façon exponentielle en −∞.On onsidère alors Z(t) = ‖z0‖∞ e−qδtde sorte que
{
Q(z̃ − Z) = Qz̃ ≤ 0,
z̃(0, ξ) − Z(0) ≤ 0.Le prinipe du maximum assure alors que z̃(t, ξ) ≤ Z(t) = ‖z̃0‖∞ e−qδt pour tout t et

ξ ∈ R. On obtient don
ṽ(t, ξ) = pλc+δ(t, ξ)z̃(t, ξ) ≤ ‖z̃0‖∞ ψλc+δ(ξ − ct)e(λc+δ)ξe−qδt.Ainsi, pour tout ξ0 ∈ R,

sup
ξ≤ξ0

|ṽ(t, ξ)| = O(e−qδt).Étape 2 : la onvergene uniforme en +∞. On a besoin d'abord de montrer que
ũ(t, ξ) onverge uniformément vers 1 sur [M,+∞[. D'après l'étape 1, ũ(t,M) → 1 quand
t→ +∞ ; par l'hypothèse (ii), on en déduit alors qu'il existe k > 0 tel que ũ0(ξ) ≥ k sur
[M,+∞[ et ũ(t,M) ≥ k. Puisque

(ũ− k)t − (ũ− k)ξξ + c(ũ− k)ξ = f(ξ − ct, ũ) ≥ 0,le prinipe du maximum dit alors que u(t, x) ≥ k pour tout t ≥ 0 et x ≥ M . Ceiimplique la onvergene uniforme vers 1 (f lemme 3.3 de [58℄).On revient ensuite à la di�érene
ṽ(t, ξ) = |ũ(t, ξ) − ũc(t, ξ)|.L'idée est d'érire ette fois une équation sur ṽ qui tient ompte de la situation en

ξ → +∞, 'est à dire quand ũ est prohe de 1 et f ′
u(ξ − ct, ũ) < 0. On va montrer qu'ilexiste α > 0 et t0 tel que pour t ≥ t0, on ait pour ξ ∈ [M,+∞[

ṽt − ṽξξ + cṽξ + αṽ ≤ 0.On érit pour ela
ṽt − ṽξξ + cṽξ ≤ sign(ũ− ũc)(f(ξ − ct, ũ) − f(ξ − ct, ũc)).Supposons que ũ ≥ ũc, alors on érit

f(ξ − ct, ũ) = f(ξ − ct, ũc) + f ′
u(ξ − ct, ũc)(ũ− ũc) +

1

2
f ′′

u (ξ − ct, a)(ũ− ũc)
2,ave ũc ≤ a ≤ ũ. Alors d'une part f ′′

u (ξ−ct, a) ≤ 0. D'autre part, soit ε > 0 su�sammentpetit tel que f ′
u(ξ − ct, 1 − ε) ≤ −α < 0 et M > 0 assez grand pour que pour ξ ≥ M ,

ũc(0, ξ) ≥ 1 − ε. Alors puisque f ′
u est déroissante en u, et ũc roissante en t, on a pourtout ξ ≥M ,

f ′
u(ξ − ct, ũc(t, x)) ≤ f ′

u(ξ − ct, 1 − ε) ≤ −α < 0,d'où le résultat. Dans le as ũ ≤ ũc, on proède de façon symétrique en estimant f ′
u(ξ −

ct, ũ(t, x)) au lieu de f ′
u(ξ− ct, ũc(t, x)). Puisque ũ(t, x) onverge uniformément vers 1, il



142 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueexiste t0 tel que pour t ≥ t0, on ait ũc(t, x) ≥ 1 − ε pour x ≥ M . L'estimation est alorsvalable pour t ≥ t0.Pour t ≥ t0, on ainsi
ṽt − ṽξξ + cṽξ + αṽ ≤ 0.De plus ṽ(t0, ξ) est bornée et ṽ(t,M) ≤ Ce−qδt par l'étape 1. Considérons la fontion

v(t, x) = ‖ṽ(t0, ·)‖∞e−α(t−t0) + Ce−qδt.On note
Lṽ := ṽt − ṽξξ + cṽξ + αṽ.Ainsi,
Lv = (α− qδ)Ce

−qδt.On hoisit alors δ tel que qδ < α. Cei est possible ar qδ = c(λc + δ) − k(λc + δ),
k(λc) = cλc et k est ontinue. On a ainsi





L(v − ṽ) = L(v) − Lṽ ≥ 0,
(v − ṽ)(t,M) ≥ Ce−qδt − ṽ(t,M) ≥ 0,
(v − ṽ)(t0, ξ) ≥ ‖v(t0, ·)‖∞ − ṽ(t0, ξ) ≥ 0.Le prinipe du maximum donne ainsi que pour t ≥ t0 et ξ ≥M

ṽ(t, ξ) ≤ ‖ṽ(t0, ·)‖∞e−α(t−t0) + Ce−qδt.On a ainsi la onvergene uniforme de ṽ vers 0 sur [M,+∞[, exponentielle en t. Ceionlut la preuve de la proposition.Démonstration du théorème 3.1.4. On proède en deux étapes. On montre d'abord laonvergene simple sur R et uniforme sur tout ensemble de la forme ] − ∞, ξ0] puis laonvergene uniforme en +∞. Nous onsidérons omme préédemment
ṽ(t, ξ) = |ũ(t, ξ) − ũc(t, ξ)|.Étape 1 : la onvergene uniforme en −∞. On établit tout d'abord omme dans lasetion 3.4 l'inéquation

ṽt − ṽξξ + cṽξ − ζ(ξ − ct)ṽ ≤ 0.L'idée est de se ramener à l'équation linéaire étudiée dans la setion 3.5. Le hangementde variables z̃(t, ξ) = e−λcξṽ(t, ξ) donne l'inéquation
z̃t − z̃ξξ + (c− 2λc)z̃ξ + a(ξ − ct)z̃ ≤ 0,ave a(x) = cλc − λ2

c − ζ(x) et z̃0 = w̃0 est à support ompat. Ainsi, par le prinipe dumaximum, z̃(t, ξ) ≤ w̃(t, ξ) où w̃(t, ξ) est la solution du problème de Cauhy
{
w̃t − w̃ξξ + (c− 2λc)w̃ξ + a(ξ − ct)w̃ = 0,
w̃(0, ξ) = z̃0(ξ).En posant w(t, x) = w̃(t, x+ ct), on obtient la solution w(t, x) du problème de Cauhy
{
wt − wxx − 2λcwx + a(x)w = 0,
w(0, x) = z̃0(x).



3.6. Stabilité des ondes pulsatoires 143On est ainsi ramené à étudier l'équation de la setion 3.5. La di�érene majeure est quela donnée initiale w0 est maintenant à support ompat au lieu de bornée omme dans lasetion préédente. Cette di�érene va nous permettre d'établir tout d'abord l'équivalenten temps grand
w(t, x) = W1(t, x) +O

(
1

t

)
,où W1 est dé�nit en (3.48), puis que ‖W1(t, ·)‖∞ = O(t−1/2).Pour étudier le omportement en temps grand de w, nous raisonnons diretement surla formule

w(t, x) = e−tLw0(x) =
1

2iπ

∫

γ

etλ(λI + L)−1w0(x)dλ. (3.50)Le fait que w0 soit à support ompat permet ii d'utiliser l'approhe de la setion 3.5diretement sur w au lieu de
wtt(t, x) =

1

2iπ

∫

γ

λ2etλ(λI + L)−1w0(x)dλ.La raison est la suivante : la transformée de Laplae
u(λ, x) =

∫ +∞

0

e−tλw(t, x)dtainsi que son approximation utq sont alors bornés au voisinage de λ = 0 et n'ont plus desingularités. Regardons le as de utq(iω, x) au voisinage de ω = 0 ; rappelons pour elaque nous avons l'estimation
|utq(iω, x)| ≤ C

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)e

−mω2(2z−y−x)e2λc(y−z)dzdy.C'est la première intégrale qui pose problème : le hangement de variables z′ = z−y, y′ =
y − x la transforme ii en
∫ +∞

0

w0(y + x)e−mω2ydy

∫ +∞

0

e−2(λc+mω2)zdz ≤ 1

2λc + 2mω2

∫ +∞

0

w0(y + x)dy

≤ C

2λc + 2mω2
.Ces propriétés permettent de déformer le ontour dans la formule (3.50) en proédanten deux temps omme dans la setion préédente : on déforme tout d'abord le ontourde sorte que pour tout ε > 0, on ait omme dans (3.44)

w(t, x) =
1

2iπ

∫

γε

etλutq(λ, x)dλ+
1

2iπ

∫

γ̃δ,ε

etλ(u− utq)(λ, x)dλ

− 1

2iπ

∫

]−i∞,−iδ]∪[iδ,i∞[

etλutq(λ, x)dλ+
1

2iπ

∫

D−

δ ∪D+
δ

etλu(λ, x)dλ. (3.51)On passe ensuite à la limite ε→ 0 omme pour (3.45)
w(t, x) = − 1

2π

∫

R

eiωtutq(iω, x)dω − 1

2π

∫ δ

−δ

eiωt(u− utq)(iω, x)dω

+
1

2π

∫

]−∞,−δ]∪[δ,∞[

eiωtutq(iω, x)dω +
1

2iπ

∫

D−

δ ∪D+
δ

etλu(λ, x)dλ. (3.52)



144 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueOn onlut alors de la même manière : puisque les trois derniers termes sont en O(1/t),et le premier terme est égal grâe à une inversion de Fourier à
W (t, x) =

ψλc(x)√
2π

(∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

+

∫ x

y=−∞

∫ +∞

z=x

)
w0(y)ψλc(y)

ψ2
λc

(z)

e−
(t−A(x,y,z))2

4B(x,y,z)

√
2B(x, y, z)

e2λc(y−z)dzdy,ave
A(x, y, z) =

∫ z

x

δw1 +

∫ z

y

δw1, B(x, y, z) =

∫ z

x

δw2 +

∫ z

y

δw2,on a l'estimation
w(t, x) = W (t, x) +O

(
1

t

)
,uniforme en x. On rappelle ensuite que W = W1 +W2 oùW1 et W2 représentent haunedes intégrales doubles. Puisque ‖W2(t, ·)‖∞ déroît exponentiellement vite dès que w0est bornée, on obtient bien le développement

w(t, x) = W1(t, x) +O

(
1

t

)
.On est ainsi amené à étudier le omportement de

W1(t, x) =
ψλc(x)√

2π

∫ +∞

y=x

∫ +∞

z=y

w0(y)ψλc(y)

ψ2
λc

(z)

e−
(t−A(x,y,z))2

4B(x,y,z)

√
2B(x, y, z)

e2λc(y−z)dzdyquand t→ +∞. Pour ela, nous l'érivons sous la forme
W1(t, x) =

∫ +∞

0

V1(x, Z)
e−c̃(x,y,Z) (t−Z)2

4Z

√
Z

dZ,ave
V1(x, Z) =

ψλc(x)

2
√
π

∫ F−1(Z+F (x))−x

0

w0(x+ y)ψλc(x+ y)

ψ2
λc

(x+ y + z)

e2λc(x+y)e−2λcF−1( 1
2
(Z+F (x)+F (x+y)))

2δw1(x+ y + z)

√
c̃dy.Si nous reprenons l'étude du terme V1(x, Z) omme dans la setion préédente, nousobtenons que

V1(x, Z) ≤ Ce−λcZ/M

∫ Z/M+B(x,Z)

0

w0(y+x)eλcydy ≤ Ce−λcZ/M

∫ Z/M+B

0

w0(y+x)eλcydy,où B(x, Z) ≤ B est une fontion bornée. Par la suite, nous noterons [a, b] le support de
w0. Nous avons alors

∫ Z/M+B

0

w0(y + x)eλcydy ≤ ‖w0‖∞
∫ Z/M+B

0

1(a,b)(x+ y)eλcydy,

≤ ‖w0‖∞
∫

R

1(a−x,b−x)(y)1(0,Z/M+B)(y)e
λcydy.



3.6. Stabilité des ondes pulsatoires 145Notons que si max(a− x, 0) ≤ min(b− x, Z/M +B), alors
1(a−x,b−x)(y)1(0,Z/M+B)(y) = 1(max(a−x,0),min(b−x,Z/M+B))(y),tandis que si max(a− x, 0) > min(b− x, Z/M +B),

1(a−x,b−x)(y)1(0,Z/M+B)(y) = 0.La �gure 3.6 représente le domaine d'intégration dans l'intégrale
∫

R

1(a−x,b−x)(y)1(0,Z/M+B)(y)e
λcydy,en fontion de (x, Z) ∈ R × R+.

Fig. 3.6 � Domaine d'intégration en fontion de (x, Z)On montre ainsi en partiulier que pour x ≥ a−B, on a
V1(x, Z) ≤ C(a, b, B)e−λcZ/M ,tandis que pour x ≤ a− B, on a

V1(x, Z) ≤ C(a, b, B)e−λcxe−λcZ/M .On en déduit que W1(t, x) onverge vers 0 exponentiellement vite quand t → +∞ surtout ompat en x (le terme W1 possède les mêmes propriétés que le terme W2 de lasetion préédente). A�n d'obtenir une onvergene uniforme, on utilise que
V1(x, Z) ≤ C(a, b, B)e−λcxe−λcZ/M ,pour tout z ≥M(a−B − x). Puisque c̃ ≥ m > 0, on a alors

W1(t, x) ≤ e−λcx

∫ +∞

M(a−B−x)

e−lcz/M e−c̃(x,y,Z) (t−Z)2

4Z

√
Z

dZ

≤ e−λcx

∫ +∞

M(a−B−x)

e−λcz/M e−m
(t−Z)2

4Z

√
Z

dZ.



146 3. Dynamique non triviale en milieu périodiqueDe plus, il existe C > 0 tel que pour tout Z ≥ 0,
e−m (t−Z)2

4Z

√
Z

≤ C√
t
,on en déduit �nalement qu'il existe C ′ > 0 tel que

‖W1(t, ·)‖∞ ≤ C ′
√
t
.Finalement, puisque

ṽ(t, ξ) ≤ eλcξ z̃(t, ξ) ≤ eλcξw̃(t, ξ) = eλcξw(t, ξ − ct),on en déduit que pour tout ξ0 ∈ R, on a
max
ξ≤ξ0

|ũ(t, ξ) − ũc(t, ξ)| = O

(
1√
t

)
.Étape 2 : la onvergene uniforme en +∞. La démonstration est similaire à elle dela proposition préédente et on reprend ii les mêmes notations. On obtient que pour unertain t0 > 0, on a pour t ≥ t0

ṽt − ṽξξ + cṽξ + αṽ ≤ 0.La di�érene est que ette fois, on a ṽ(t,M) ≤ Ct−1/2. On onsidère alors la sur-solution
v(t, x) = ‖ṽ(t0, ·)‖∞e−α(t−t0) +

C√
t
.On note

Lṽ := ṽt − ṽξξ + cṽξ + αṽ.Ainsi, dès que t ≥ 1

2α
, on a

Lv =
C(−1/2 + αt)

t3/2
≥ 0,On a ainsi pout t ≥ t1 := max{t0,

1

2α
} et ξ ≥M





L(v − ṽ) = L(v) − Lṽ ≥ 0,
(v − ṽ)(t,M) ≥ Ct−1/2 − ṽ(t,M) ≥ 0,
(v − ṽ)(t0, ξ) ≥ ‖ṽ(t0, ·)‖∞ − ṽ(t0, ξ) ≥ 0.Le prinipe du maximum donne ainsi que pour t ≥ t1 et ξ ≥M

ṽ(t, ξ) ≤ ‖v(t0, ·)‖∞e−α(t−t0) +
C

t
.On a ainsi la onvergene uniforme de ṽ vers 0 sur [M,+∞[. Cei onlut la preuve duthéorème



Chapitre 4Ondes pulsatoires pour le système de laSHS ave terme soure monostable
4.1 Introdution : les systèmes onsidérésOn étudie dans e hapitre le système de réation-di�usion en dimension un suivant

{
Tt − Txx = TY,
Yt = −TY, (4.1)qui est un modèle simple de ombustion de solide réatif. Il est utilisé en partiulier pourétudier les proessus de synthèse de matériaux par ombustion auto-propagée (modèleSHS, 'Self-propagating High-temperature Synthesis'). La fontion T (t, x) représente latempérature et Y (t, x) la fration massique du réatant solide.Nous onsidérons ii une distribution périodique du réatant dans la zone fraîhe.Cei onduit aux onditions aux limites suivantes quand x→ −∞ :

∀t, T (t,−∞) = 0 et lim
x→−∞

(Y (t, x) − Yp(x)) = 0,où Yp(x) est une fontion 1-périodique stritement positive. Les onditions aux limitesdans la zone brûlée, 'est à dire quand x→ +∞, sont les suivantes. On impose d'abordla ondition Y (t,+∞) = 0, e qui signi�e que la ombustion est omplète en +∞. Nousverrons que ei �xe la température de �n de ombustion à la valeur suivante (voir 4.3.1)
T (t,+∞) = 〈Yp〉 :=

∫ 1

0

Yp(x)dx.La ondition au bord périodique onduit à herher des solutions partiulières sous laforme d'ondes pulsatoires :Dé�nition 4.1.1. (Onde pulsatoire du système) Une onde pulsatoire (T (t, x), Y (t, x))solution de (4.1) dont la fontion Y possède une distribution périodique Yp en −∞, estune solution lassique, 'est à dire de lasse C1,2(R2), dé�nie pour tout t, x ∈ R, tellequ'il existe c 6= 0 pour lequel
∀t, x ∈ R, , T (t+

1

c
, x) = T (t, x+ 1), Y (t+

1

c
, x) = Y (t, x+ 1),et telle que pour tout t ∈ R,

T (t,−∞) = 0, T (t,+∞) = 〈Yp〉,147



148 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHS
lim

x→−∞
(Y (t, x) − Yp(x)) = 0, Y (t,+∞) = 0.On onsidère ainsi au �nal le système :





Tt − Txx = TY,
Yt = −TY,
T (t+

1

c
, x) = T (t, x), Y (t+

1

c
, x) = Y (t, x),

∀t, T (t,−∞) = 0, lim
x→−∞

(Y (t, x) − Yp(x)) = 0,

∀t, T (t,+∞) = 〈Yp〉, Y (t,+∞) = 0.

(4.2)Nous nous plaçons ii dans le repère
T̃ (t, ξ) = T (t, ξ − ct), Ỹ (t, ξ) = Y (t, ξ − ct).Le système (4.1) devient alors

{
T̃t − T̃ξξ + cT̃ξ = T̃ Ỹ ,

Ỹt + cỸξ = −T̃ Ỹ . (4.3)Les ondes pulsatoires sont alors les solutions 1
c
-périodiques en temps du problème sui-vant : 




T̃t − T̃ξξ + cT̃ξ = T̃ Ỹ ,

Ỹt + cỸξ = −T̃ Ỹ ,
T̃ (t+

1

c
, ξ) = T̃ (t, ξ), Ỹ (t+

1

c
, ξ) = Ỹ (t, ξ),

∀t, T̃ (t,−∞) = 0, lim
ξ→−∞

(Ỹ (t, ξ) − Yp(ξ − ct)) = 0,

∀t, T̃ (t,+∞) = 〈Yp〉, Ỹ (t,+∞) = 0.

(4.4)
4.2 Les résultats4.2.1 Théorème prinipalNotre résultat prinipal montre que le problème (4.4) est de type KPP, 'est direqu'il existe une demi-droite de vitesses admissibles [c∗,+∞[ pour lesquelles le systèmepossède une solution. Dé�nissons e qui va être la vitesse minimale :Dé�nition 4.2.1. (Vitesse minimale c∗) On onsidère le réel c∗ donné par la formulesuivante :

c∗ = min
λ>0

k(λ)

λ
, (4.5)où k(λ) est la valeur propre prinipale de l'opérateur

Lλv = v′′ + 2λv′ + (λ2 + Yp(x))v, (4.6)agissant sur les fontions v ∈ C2(R) 1-périodique.On sait d'après [9℄ que c∗ > 0 ar Yp > 0. On prouve alors le résultat suivant :Théorème 4.2.1. Le système (4.4) possède une solution lassique (T̃ , Ỹ ) telle que T̃ > 0et Ỹ > 0 si et seulement si c ≥ c∗.



4.2. Les résultats 1494.2.2 L'équation salaire reliée au système et ses propriétésNotre démarhe onsiste à ramener l'étude du système (4.1) à elle de l'équationsalaire
ut − uxx = Yp(x)(1 − e−u). (4.7)Dans la setion 4.3, nous ommençons par établir un lien formel entre le système (4.1)et l'équation (4.7). Le lien rigoureux apparaît en onsidérant les ondes pulsatoires del'équation dont voii la dé�nition :Dé�nition 4.2.2. (Onde pulsatoire de l'équation) Une onde pulsatoire u(t, x) solu-tion de (4.7) qui se propage vers la gauhe est une solution lassique de lasse C1,2(R2)dé�nie pour tout t, x ∈ R, telle qu'il existe c 6= 0 pour lequel

∀t, x ∈ R, u(t+
1

c
, x) = u(t, x+ 1),et telle que pour tout t ∈ R,

u(t,−∞) = 0, u(t,+∞) = +∞.Si on e�etue le hangement de fontion ũ(t, ξ) = u(t, ξ − ct), l'équation (4.7) devient
ũt − ũξξ + cũξ = Yp(ξ − ct)(1 − e−ũ), (4.8)et les ondes pulsatoires de (4.7) sont alors les solutions (c, ũ) du problème




ũt − ũξξ + cũξ = Yp(ξ − ct)(1 − e−ũ),

ũ(t+
1

c
, ξ) = ũ(t, ξ),

ũ(t,−∞) = 0, ũ(t,+∞) = +∞.

(4.9)On établit ensuite dans la setion 4.5 quelques propriétés qualitatives des ondes pul-satoires de l'équation (4.7) ainsi que la non existene pour c < c∗. Les résultats sontregroupés i dessous :Proposition 4.2.2. (i) Il n'existe pas d'ondes pulsatoires ũ > 0 de (4.9) de vitesse
c < c∗.(ii) Soit (c, ũ) une onde pulsatoire de (4.9) stritement positive qui a une roissanesous-exponentielle quand ξ → +∞, alors la roissane est linéaire : il existe α ∈ R et
β > 0 tels que

ũ(t, ξ) = α +
〈Yp〉
c
ξ + Zp(ξ − ct) +O(e−βξ),où Zp est régulière et 1-périodique (f la formule expliite (4.26)).Dans la setion 4.6, on onstruit des ondes pulsatoires pour l'équation (4.7) ayant unomportement exponentiel préis quand ξ → −∞ et un omportement linéaire quand

ξ → +∞. En notant λc le plus petit λ > 0 tel que k(λ) = cλ et ψλc > 0 une fontionpropre de l'opérateur Lλc assoiée à la valeur propre k(λc) = cλc, on a le résultat suivantThéorème 4.2.3. Pour tout c ≥ c∗, le problème (4.9) possède une solution ũ > 0 qui ales propriétés suivantes : pour tout t,
∀c ≥ c∗, ũ(t, ξ) = α +

〈Yp〉
c
ξ + Zp(ξ − ct) +O(e−βξ) quand ξ → +∞,

∀c > c∗, ũ(t, ξ) = eλcξψλc(ξ − ct) +O(e(λc+δ)ξ) quand ξ → −∞,où α ∈ R, β > 0, δ > 0 et Zp est une fontion régulière et 1-périodique.



150 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHS4.2.3 Relation entre les ondes de l'équation et du systèmeOn établit en�n dans la setion 4.7 le lien préis entre les solutions d'ondes pulsatoiresde l'équation (4.9) et du système (4.4). Les résultats sont regroupés dans la propositionsuivante qui permet de remonter aux ondes pulsatoires du systèmeProposition 4.2.4. (i) Soit c ≥ c∗ et ũ la solution de (4.9) du théorème 4.2.3. Alors sion pose
T̃ (t, ξ) = ũt(t, ξ) + cũξ(t, ξ) et Ỹ (t, ξ) = Yp(ξ − ct)e−ũ(t,ξ), (4.10)le triplet (c, T̃ , Ỹ ) est solution de (4.4).(ii) Inversement, soit (c, T̃ , Ỹ ) une solution de (4.4) telle que T̃ > 0. Alors c > 0 et

Ỹ > 0. De plus,
s 7−→ T̃ (t+

s− ξ

c
, s) ∈ L1(R−),et si on pose

ũ(t, ξ) =
1

c

∫ ξ

−∞
T̃ (t+

s− ξ

c
, s)ds =

∫ 0

−∞
T̃ (t+ σ, ξ + cσ)dσ, (4.11)le ouple (c, ũ) est solution de (4.9).4.3 Relation formelle entre le système et l'équation4.3.1 Condition aux limitesLemme 4.3.1. Soit (T (t, x), Y (t, x)) une solution lassique bornée du système (4.1) telleque

T (t+
1

c
, x) = T (t, x+ 1), Y (t+

1

c
, x) = Y (t, x+ 1), ∀t, x ∈ R,et telle que pour tout t ∈ R,

T (t,−∞) = 0, lim
x→−∞

(Y (t, x) − Yp(x)) = 0, Y (t,+∞) = 0.Si T (t, x) possède une limite �nie quand x → +∞ indépendante de t alors ette limiteest
T (t,+∞) = 〈Yp〉.Démonstration. On se plae ii dans le repère (t, ξ) et on raisonne ave le système (4.3).En ajoutant les deux équations de e système et en intégrant sur (0, 1/c)×R, on obtient

∫

R

∫ 1/c

0

(T̃t + Ỹt − T̃ξξ + c(T̃ξ + Ỹξ))dξdt = 0.Puisque T̃ et Ỹ sont 1/c-périodiques en t, il reste
∫

R

∫ 1/c

0

(−T̃ξξ + c(T̃ξ + Ỹξ))dξdt = 0.



4.3. Relation formelle entre le système et l'équation 151Puisque T̃ξ(t,+∞) = T̃ξ(t,−∞) = 0 par régularité parabolique, on obtient
T∞ = −c

∫

R

∫ 1/c

0

Ỹξ dξdt,d'après les limites �xées en −∞. On a alors
T∞ = −c lim

N→+∞

∫ 1/c

0

(Ỹ (t, N) − Ỹ (t,−N))dt = c lim
N→+∞

∫ 1/c

0

Ỹ (t,−N)dt,puisque Ỹ (t,+∞) = 0. Or,
∫ 1/c

0

Ỹ (t,−N)dt =

∫ 1/c

0

(Ỹ (t,−N) − Yp(−N − ct))dt+

∫ 1/c

0

Yp(−N − ct)dt.Or, Ỹ (t,−N)−Yp(−N − ct) → 0 quand N → +∞ et les fontions Ỹ et Yp sont bornées,don la première intégrale du membre de droite tend vers 0 par onvergene dominée.De plus, Yp(−N − ct) = Yp(−ct), on obtient alors
T∞ = c

∫ 1/c

0

Yp(−ct)dt =

∫ 1

0

Yp(τ)dτ,qui est bien la limite souhaitée.Remarque 4.3.1. On peut failement montrer ave les estimations paraboliques que lalimite de T (t, x) quand x→ +∞ est indépendante de t.4.3.2 Relation formelle entre le système et l'équationNous expliquons ii de manière formelle omment l'équation (4.7) apparaît à partirdu système (4.1). Considérons ainsi une solution (T, Y ) du système (4.1). L'idée est deposer
U(t, x) =

∫ t

0

T (s, x)ds,et d'intégrer la deuxième équation Yt = −TY en temps. On obtient
Y (t, x) = Y0(x)e

−
∫ t
0 T (s,x)ds = Y0(x)e

−U(t,x).La première équation de (4.1) permet alors d'obtenir l'équation véri�ée par U . En e�et,
Ut(t, x) − Uxx(t, x) = T (t, x) −

∫ t

0

Txx(s, x)ds,

=

∫ t

0

Tt(s, x)ds+ T (0, x) −
∫ t

0

Txx(s, x)ds,

=

∫ t

0

(Tt(s, x) − Txx(s, x))ds+ T (0, x),

= −
∫ t

0

Yt(s, x)ds+ T (0, x),

= Y0(x) − Y (t, x) + T (0, x).

= T0(x) + Y0(x)(1 − e−U(t,x)).



152 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSEn prenant en ompte les onditions aux limites sur T , U(t, x) véri�e �nalement leproblème suivant :




Ut − Uxx = T0(x) + Y0(x)(1 − e−U),
∀t, U(t,−∞) = 0, U(t,+∞) = 〈Yp〉t,
U(0, x) = 0.

(4.12)Le bon repère étant elui qui se déplae ave l'onde, nous travaillerons essentiellementdans le système de oordonnées (t, ξ) dans la suite. Regardons alors l'équivalent de l'équa-tion (4.12) pour le système (4.3) : il su�t de poser Ũ(t, ξ) = U(t, ξ − ct), Ũ véri�antalors le problème




Ũt − Ũξξ + cŨξ = T0(ξ − ct) + Y0(ξ − ct)(1 − e−Ũ),

Ũ(t,−∞) = 0, Ũ(t,+∞) = 〈Yp〉t,
Ũ(0, ξ) = 0.

(4.13)Notons qu'on passe diretement de l'équation préédente au système (4.3) par les han-gements de fontions suivants :
Ũ(t, ξ) =

∫ t

0

T̃ (s, ξ − ct+ cs)ds,

T̃ = Ũt + cŨξ et Ỹ (t, ξ) = Y0(ξ − ct)e−Ũ(t,ξ).L'équation (4.7) qui nous intéresse vraiment ii n'apparaît qu'en onsidérant les so-lutions ondes pulsatoires (T̃ , Ỹ ) et elle s'obtient en passant formellement à la limite
t → +∞. En e�et, si (T̃ , Ỹ ) est une onde pulsatoire du système, alors la fontion
Ũ(t, ξ) :=

∫ t

0
T̃ (s, ξ − ct + cs)ds tend à être 1/c-périodique en temps grand. On a ene�et

Ũ(t+
1

c
, ξ) =

∫ t+1/c

0

T̃ (s, ξ − ct− 1 + cs)ds,

=

∫ 1/c

0

T̃ (s, ξ − ct− 1 + cs)ds+

∫ t+1/c

1/c

T̃ (s, ξ − ct− 1 + cs)ds,

=

∫ 1/c

0

T̃ (s, ξ − ct− 1 + cs)ds+

∫ t

0

T̃ (s′ + 1/c, ξ − ct+ cs′)ds′,

=

∫ 1/c

0

T̃ (s, ξ − ct− 1 + cs)ds+

∫ t

0

T̃ (s′, ξ − ct+ cs′)ds′,

=

∫ 1/c

0

T̃ (s, ξ − ct− 1 + cs)ds+ Ũ(t, ξ),ave ∫ 1/c

0
T̃ (s, ξ − ct− 1 + cs)ds→ 0 quand t→ +∞. De plus, en passant formellementà la limite t → +∞ dans l'équation (4.13), on obtient le problème suivant pour ũ :=

limt→+∞ Ũ(t, ξ) {
ũt − ũξξ + cũξ = Yp(ξ − ct)(1 − e−ũ),
ũ(t,−∞) = 0, ũ(t,+∞) = +∞.

(4.14)



4.4. Existene d'ondes progressives 153Combiné à la périodiité ũ(t + 1/c, ξ) = ũ(t, ξ), il s'agit bien des ondes pulsatoires del'équation (4.7).Notons de plus qu'en passant formellement à la limite t→ +∞ dans les égalités
T̃ = Ũt + cŨξ et Ỹ (t, ξ) = Y0(ξ − ct)e−Ũ(t,ξ).on obtient les relations 4.10 entre ondes de l'équation et du système.Remarque 4.3.2. Dans le as partiulier Yp = 1, on est amené à étudier les solutionsd'ondes progressives T (t, x) = T̃ (x + ct), Y (t, x) = Ỹ (x + ct) du système (4.1), 'est àdire les solutions du problème





−T̃ ′′ + cT̃ ′ = T̃ Ỹ ,

cỸ ′ = −T̃ Ỹ ,
T̃ (−∞) = 0, T̃ (+∞) = 1,

Ỹ (−∞) = 1, Ỹ (+∞) = 0.Dans e as, l'équation (4.7) devient
{
ut − uxx = 1 − e−u,
u(t,−∞) = 0, u(t,+∞) = +∞,et les solutions qui nous intéressent sont les ondes progressives u(t, x) = ũ(x+ ct), 'està dire les solutions de l'équation di�érentielle
{

−ũ′′ + cũ′ = 1 − e−ũ,
ũ(−∞) = 0, ũ(+∞) = +∞.Cette étude est détaillée dans la setion 4.44.4 Existene d'ondes progressivesDans ette setion, nous prouvons l'existene d'ondes progressives pour le système(4.1) ave notre démarhe qui onsiste à réduire le problème à elui de l'existene d'ondesprogressives pour une équation salaire. Nous retrouvons ii, par une méthode di�érente,le résultat de Logak [56℄.Les ondes progressives de (4.1), sont les solutions de la forme T (t, x) = T̃ (x + ct),

Y (t, x) = Ỹ (x+ct). Complété des onditions aux limites uniformes, le problème ompletest le suivant 



−T̃ ′′ + cT̃ ′ = T̃ Ỹ ,

cỸ ′ = −T̃ Ỹ ,
T̃ (−∞) = 0, T̃ (+∞) = 1,

Ỹ (−∞) = 1, Ỹ (+∞) = 0.

(4.15)Nous allons prouver le résultat i-dessousProposition 4.4.1. Il existe une vitesse minimale c∗ = 2 telle que :- si c ≥ 2, le problème (4.15) possède une solution (T̃ , Ỹ ) ave T̃ , Ỹ > 0.- si c < 2, le problème (4.15) ne possède pas de solutions (T̃ , Ỹ ) telles que T̃ , Ỹ > 0.



154 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSRemarque 4.4.1. Nous verrons que si (T̃ , Ỹ ) est solution de (4.15), alors Ỹ > 0 maison ne peut rien dire à priori sur le signe de T̃ . On se limite ependant ii aux solutionspositives du système.Notre démarhe onsiste à réduire l'étude de (4.1) à elle des ondes progressives
u(t, x) = ũ(x+ ct) de l'équation salaire

ut − uxx = 1 − e−u,qui sont les solutions du problème
{

−ũ′′ + cũ′ = 1 − e−ũ,
ũ(−∞) = 0, ũ(+∞) = +∞.

(4.16)Nous étudions d'abord l'équation (4.16), puis nous établissons les relations
T̃ = cũ′, Ỹ = e−ũ et ũ(x) =

1

c

∫ x

−∞
T̃ (s)ds. (4.17)qui permettent de relier les problèmes (4.1) et (4.16).Sur l'équation (4.16), on montre le résultat suivant :Proposition 4.4.2. Il existe une vitesse minimale c∗ = 2 telle que :- si c ≥ 2, le problème (4.16) possède une solution u > 0, stritement roissante, et quiroît linéairement en t/c quand t→ +∞.- si c < 2, le problème (4.16) ne possède pas de solution u > 0.
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Fig. 4.1 � Plan de phase pour c = c∗ = 2



4.4. Existene d'ondes progressives 155Démonstration. Nous montrons d'abord que la ondition c ≥ 2 est néessaire, puis qu'elleest su�sante. Nous travaillons dans le plan de phase (u, u′). En posant v = u′, on obtientla formulation équivalent de (4.16)




u′ = v,
v′ = cv + e−u − 1,
u(−∞) = 0, u(+∞) = +∞,

(4.18)La ondition c ≥ 2 est néessaire. Si on pose U = (u, v), le système (4.18) s'éritsous la forme U ′ = F (U) ave
F (U) = F (u, v) = (v, cv + e−u − 1).On s'intéresse ii au omportement des solutions autour du seul point ritique (0, 0).Pour ela, on étudie les valeurs propres de la matrie jaobienne :

DF (0, 0) =

(
0 1
−1 c

)
,'est à dire les raines du polyn�me aratéristique P (λ) = λ2−cλ+1 dont le disriminantest ∆ = c2 − 4.Si ∆ < 0, 'est à dire |c| < 2, les raines sont omplexes onjuguées. Les trajetoiresspiralent autour de (0, 0) en se rapprohant. Ainsi, u devient négatif, e qui est à exlure.Si ∆ > 0, 'est à dire |c| > 2, on a deux raines réelles distintes. Le point (0, 0) estalors un noeud stable ou instable. Si c < −2, les raines sont stritement négatives etle noeud est stable : auune trajetoire ne tend vers 0 en −∞. Par ontre si c > 2, lesraines sont stritement positives et le noeud est instable.La ondition c ≥ 2 est su�sante. Les trajetoires dans le plan de phase ont unepente :

dv

du
=
v′

u′
= c+

e−u − 1

v
. (4.19)Étape 1 : rédution à une équation salaire. On herhe alors une trajetoire dans leplan de phase qui s'érit sous la forme v(u), solution de l'équation (4.19) variant de 0 à

1/c. On érit e problème sous la forme
{
v′ = g(u, v),

v(−∞) = 0, v(+∞) =
1

c
,

(4.20)ave
g(u, v) = c+

e−u − 1

v
.Pour montrer l'existene de solutions, nous allons utiliser le théorème de l'anti-entonnoir[47℄. Nous onstruisons un anti-entonnoir pour u ∈]0,+∞[ à l'aide des barrières

v1(u) =
1 − e−u

c
, et v2(u) =

1 − e−2u

c
.Tout d'abord, v1 est une barrière supérieure strite ar

v′1(u) =
e−u

c
> g(u, v1(u)) = 0.



156 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSPour v2, on obtient une barrière inférieure strite pour u > 0 :
g(u, v2(u)) = c− c

1 − e−u

1 − e−2u
= c

e−u − e−2u

1 − e−2u
= ce−u 1 − e−u

(1 − e−u)(1 + e−u)
= ce−u 1

1 + e−u

=
2

c
e−2u c2/2

e−u(1 + e−u)
≥ 2

c
e−2u c

2/2

2
≥ 2

c
e−2u = v′2(u)puisque c ≥ 2. On a don onstruit une barrière inférieure strite au dessus d'une barrièresupérieure strite : l'ensemble

E := {(u, v), v1(u) ≤ v ≤ v2(u)}est par dé�nition un anti-entonnoir. De plus, E est étroit ar v2(u) − v1(u) tend vers 0quand u tend vers 0 et +∞ et
∂g

∂v
= c+

1 − e−u

v2
> 0.Le théorème de l'anti-entonnoir [47℄ dit alors qu'il existe une unique solution v(u) del'équation di�érentielle (4.20) telle que v1(u) < v(u) < v2(u) d'où v(u) → 0 quand u→ 0et v(u) → 1/c quand u→ +∞. En�n, v est stritement roissante puisque

v′(u) = c +
e−u − 1

v(u)
> c +

e−u − 1

v1(u)
= 0.Étape 2 : retour au système dans le plan de phase. L'étape 1 a permis de onstruireune solution φ : R∗

+ → R∗
+ du problème




φ′(x) = c +
1 − e−x

φ(x)
,

φ(x) −−−→
x→0+

0, φ(x) −−−−→
x→+∞

1

c
,

1 − e−x

c
≤ φ(x) ≤ 1 − e−2x

c
, ∀x > 0.

(4.21)On onsidère alors un ouple (x0, y0) ave y0 = φ(x0) et on onsidère la solution (u(t), v(t))du problème de Cauhy




u′(t) = v(t),

v′(t) = cv(t) + e−u(t) − 1,
u(0) = x0, v(0) = y0.

(4.22)dé�nie sur l'intervalle ]T∗, T
∗[. On va montrer que la solution (u(t), v(t)) est en fait globaleet se déplae sur le graphe de φ, et que par onséquent la fontion u(t) stritement positiveest solution de 4.16.On onsidère l'intervalle maximal ]Tmin, Tmax[ sur lequel (u(t), v(t)) ∈ Q1 := (R∗

+)2('est vrai pour t = 0). On herhe d'abord à montrer que (u(t), v(t)) se déplae sur legraphe de φ, 'est à dire que
v(t) = φ(u(t)).



4.4. Existene d'ondes progressives 157Pour ela, on regarde l'appliation F :]Tmin, Tmax[×R∗
+ → R dé�nie par

F (t, w) = cv(t) + (e−u(t) − 1)
v(t)

w
.On s'aperçoit alors d'une part que

F (t, v(t)) = cv(t) + (e−u(t) − 1)
v(t)

v(t)
= cv(t) + (e−u(t) − 1) = v′(t),et que d'autre part si w(t) = φ(u(t)), alors

F (t, w(t)) = cv(t) + (e−u(t) − 1)
v(t)

w(t)
,et

w′(t) = φ′(u(t))u′(t) = φ′(u(t))v(t)

=

(
c+

e−u(t) − 1

φ(u(t)
v(t)

)
= cv(t) + (e−u(t) − 1)

v(t)

w(t)
.Ainsi, les fontions v et φ ◦ u sont égales sur ]Tmin, Tmax[ par uniité de la solution duproblème de Cauhy (F est bien loalement lipshitzienne)

{
z′(t) = F (t, z(t)),
z(0) = y0.Ainsi, le point (u(t), v(t)) se déplae sur le graphe de la fontion φ. Montons ensuite que

T∗ = Tmin et T ∗ = Tmax. Supposons par l'absurde que Tmax < T ∗, alors (u(Tmax), v(Tmax)) ∈
∂Q1, 'est à dire que (u(Tmax), v(Tmax)) = (0, 0), e qui est impossible ar (x0, y0) 6= (0, 0)et (0, 0) est un point d'équilibre du système. On raisonne de même pour T∗ = Tmin. Lasolution (u, v) reste ainsi dans Q1 pendant tout son intervalle d'existene.Regardons le omportement près de T∗. Puisque u′(t) = v(t) > 0, u est stritementroissante et stritement positive. Ainsi, v(t) = φ(u(t)) est roissante par omposition etminorée don (u(t), v(t)) est bornée quand t → T∗, d'où T∗ = −∞. De plus, (u(t), v(t))tend vers une limite quand t → T∗ qui vaut (l, φ(l)), ave l ≥ 0. Ce point (l, φ(l)) estnéessairement un point d'équilibre, 'est à dire (0, 0) Ainsi,

(u(t), v(t)) −−−−→
t→−∞

(0, 0).Regardons en�n le omportement en T ∗. Puisque u′(t) = v(t) = φ(u(t)) ≤ 1/c, ona 0 < u(t) ≤ x0 + t/c et 0 < v(t) ≤ 1/c. Ainsi, (u(t), v(t)) ne peut pas exploser entemps �ni et don T ∗ = +∞. Par monotonie, on en déduit que quand t → +∞, oubien u(t) → L, ou bien u(t) → +∞. Dans le premier as, on a alors v(t) → φ(L) etnéessairement (L, φ(L)) = (0, 0), e qui est absurde par strite monotonie de u et v.Ainsi,
u(t) −−−−→

t→+∞
+∞, v(t) −−−−→

t→+∞
1/c,d'où u(t) ∼ t/c en +∞.



158 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSNous démontrons maintenant la proposition 4.4.1. C'est une onséquene du lemmesuivant qui établit le lien entres les ondes du système et de l'équation :Lemme 4.4.3. (i) Soit c ≥ 2 et ũ la solution du problème (4.16) onstruite dans laproposition 4.4.2. Alors si on pose
T̃ = cũ′, Ỹ = e−ũ,le triplet (c, T̃ , Ỹ ) est solution de (4.15).(ii) Inversement, si (c, T̃ , Ỹ ) est une solution de (4.15) ave T̃ > 0, alors c > 0, Ỹ > 0et T̃ ∈ L1(R−). De plus, si on posẽ
u(x) =

1

c

∫ x

−∞
T̃ (s)ds,alors le ouple (c, ũ) est solution de (4.16).Démonstration. (i) De l'équation au système. Considérons une solution ũ > 0 de (4.16)et posons

T̃ = cũ′, Ỹ = e−ũ.La solution est de lasse C3 et on a
−T̃ ′′ + cT̃ ′ = (−T̃ ′ + cT̃ )′ = c(−ũ′′ + cũ′)′ = c(1 − e−ũ)′ = cũ′e−ũ = T̃ Ỹ .De même,

cỸ ′ = c(e−ũ)′ = −cũ′e−ũ = −T̃ Ỹ .Le ouple (T̃ , Ỹ ) véri�e bien les deux équations de (4.15). Les onditions aux limitesdéoulent de elles de ũ et ũ′.(ii) Du système à l'équation. Soit (c, T̃ , Ỹ ) une solution (4.15) telle que T̃ > 0.Commençons par montrer le positivité de c et de Ỹ . La deuxième équation de (4.15)s'intègre en
Ỹ (x) = Ỹ (x′) exp

(
− 1

c

∫ x

x′

T̃ (s)ds
)
, (4.23)ave x′ ∈ R. Montrons tout d'abord que c > 0. Puisque Ỹ (−∞) = 1, on peut hoisir x′tel que Ỹ (x′) > 0. La formule (4.23) implique que c > 0 pour obtenir les bonnes limites

Ỹ (−∞) = 1 et Ỹ (+∞) = 0. On en déduit aussi que Ỹ > 0. En e�et, si Ỹ s'annule enun point x′ alors elle est identiquement nulle, e qui ontredit la limite Ỹ (−∞) = 1.Montrons ensuite que T̃ ∈ L1(R−). En intégrant la première équation de (4.15) sur
[a, b], on obtient

∫ b

a

T̃ (s)Ỹ (s)ds = T̃ ′(a) − T̃ ′(b) + c(T̃ (b) − T̃ (a)).On prend d'abord a = 0 et b = +∞. Puisque T̃ Ỹ > 0, ∫ b

0
T̃ (s)Ỹ (s)ds a une limite quand

b→ +∞ (qui peut être +∞), et don la relation préédente implique que T̃ ′(b) possède



4.5. Propriétés qualitatives des ondes pulsatoires de l'équation 159une limite quand b → +∞ qui est forément 0 puisque T̃ (+∞) = 1. En proédant demême ave a = −∞ et b = 0, on obtient au �nal
T̃ ′(±∞) = 0.En prenant a = −∞ et b = +∞, on obtient alors

∫

R

T̃ (s)Ỹ (s)ds = c.Puisque Ỹ (−∞) = 1, on déduit que Ỹ (x) ≥ 1/2 pour x ≤ α et ainsi la relation préédentenous dit que T̃ ∈ L1(R−).Revenons maintenant à la relation (4.23). Puisque T̃ ∈ L1(R−), on peut passer à lalimite x′ → −∞, e qui donnẽ
Y (x) = exp

(
− 1

c

∫ x

−∞
T̃ (s)ds

) (4.24)On pose alors
ũ(x) =

1

c

∫ x

−∞
T̃ (s)ds.La première équation du système donne alors

−T̃ ′′ + cT̃ ′ = T̃ e−ũ,e qui donne
−ũ′′′ + cũ′′ = ũ′e−ũ.En intégrant, on obtient

−ũ′′ + cũ′ = −e−ũ + A,ave A ∈ R. Le fait que T̃ ∈ L1(R−) entraîne ũ(−∞) = 0 et les onditions T̃ > 0et T̃ (+∞) = 1 impliquent que ũ(+∞) = +∞. Vu les limites de T̃ , on obtient aussi
ũ′(−∞) = 0 et ũ′(+∞) = 1/c. En�n, puisque T̃ ′(±∞) = 0, ũ′′(±∞) = 0. On déduit dees limites que A = 1 et don par onséquent

−ũ′′ + cũ′ = 1 − e−ũ.Le ouple (c, ũ) est don bien solution de (4.16).4.5 Propriétés qualitatives des ondes pulsatoires de l'équa-tion4.5.1 Positivité de la vitesseNous nous intéressons en premier lieu à la positivité de la vitesseLemme 4.5.1. Soit (c, ũ) une solution de (4.9). Alors c > 0.



160 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSDémonstration. Supposons par l'absurde que c < 0. Puisque ũ(0, ξ) → +∞ quand ξ →
+∞, il existe pour tout N un rang ξ′N pour lequel ũ(0, ξ) ≥ N pour tout ξ ≥ ξ′N .L'inégalité de Harnak dit alors qu'il existe une onstante C > 0 indépendante de ξ telleque pour tout ξ ≥ ξ′N

sup
[0,2/c]×[ξ,ξ+1]

ũ ≤ C inf
[1/c,2/c]×[ξ,ξ+1]

ũ.Puisque ũ est 1/c-périodique en t, on en déduit que supDξ
ũ ≤ C infDξ

ũ, où Dξ =
[0, 1/c]× [ξ, ξ+ 1]. Ainsi, ũ(t, ξ) ≥ N/C pour tout ξ ≥ ξ′N . Par onséquent, pour tout Nil existe ξN tel que ũ(t, ξ) ≥ N pour tout t et ξ ≥ ξN .L'onde pulsatoire ũ(t, ξ) est 1/|c| périodique par rapport à t, son oe�ient de Fourierd'ordre 0 est

ũ0(ξ) = |c|
∫ 1/|c|

0

ũ(t, ξ)dt.Puisque ũ(t,+∞) = +∞, on a ũ0(+∞) = +∞. On va obtenir une ontradition sur ettelimite si c < 0. À partir de l'équation véri�ée par ũ(t, ξ), dérivons l'équation di�érentiellevéri�ée par ũ0. On a
ũ′′0(ξ) − cũ′0(ξ) = |c|

∫ 1/|c|

0

(ũξξ(t, ξ) − cũξ(t, ξ))dt,

= |c|
∫ 1/|c|

0

(
ũt(t, ξ) − Yp(ξ − ct)(1 − e−ũ(t,ξ))

)
dt.Or ũ est 1/|c| périodique en t et

|c|
∫ 1/|c|

0

Yp(ξ − ct)dt =

∫ 1

0

Yp(τ)dτ = 〈Yp〉.Il reste don au �nal
ũ′′0(ξ) − cũ′0(ξ) = −〈Yp〉 + |c|

∫ 1/|c|

0

Yp(ξ − ct)e−ũ(t,ξ)dt,dont la solution générale s'érit :
ũ0(ξ) = A0 +B0e

cξ +
〈Yp〉
c
ξ + U0(ξ),ave

U0(ξ) =

∫ ξ

ξN

(1 − ec(ξ−s))

(∫ 1/|c|

0

Yp(s− ct)e−ũ(t,s)dt

)
ds ≥ 0.D'après l'estimation obtenue plus haut, on a pour tout ξ ≥ ξN :

∫ 1/|c|

0

Yp(s− ct)e−ũ(t,s)dt ≤ ‖Yp‖∞
|c| e−N .On obtient ainsi que

U0(ξ) ≤
‖Yp‖∞
|c| e−N

∫ ξ

ξN

(1 − ec(ξ−s))ds =
‖Yp‖∞
|c| e−N (ξ − ξN +

1

c
(1 − ec(ξ−ξN ))).



4.5. Propriétés qualitatives des ondes pulsatoires de l'équation 161Puisque c < 0, les termes en ecξ tendent vers 0 quand ξ → +∞. Les termes dominantssont les termes linéaires. Choisissons alors N assez grand pour que ‖Yp‖∞e−N < 〈Yp〉.On en déduit l'équivalent suivant quand ξ → +∞ :
ũ0(ξ) ∼

(〈Yp〉
c

+
‖Yp‖∞
|c| e−N

)
ξ.Puisque c < 0, le oe�ient est négatif, e qui est en ontradition ave la limite

ũ0(+∞) = +∞.4.5.2 Comportement linéaire des ondes pulsatoiresAu vu des relations (4.10), une onde pulsatoire ũ de l'équation ne peut donner uneonde du système que si elle possède un omportement linéaire quand ξ → +∞. Nousonstruirons d'ailleurs de telles ondes à la setion suivante. Nous montrons ii que touteonde pulsatoire de l'équation a un omportement linéaire de la forme
ũ(t, ξ) ∼ 〈Yp〉

c
ξ,à ondition que la roissane en +∞ est supposée sous exponentielle, 'est à dire que

ũ(t, ξ) = O(eαξ) pour tous α > 0. Pour montrer e résultat, nous avons besoin aupréalable de savoir que la roissane est au moins linéaire :Lemme 4.5.2. Soit (c, ũ) une solution stritement positive de (4.9) à roissane sousexponentielle quand ξ → +∞. Alors ũ(t, ξ) a une roissane au moins linéaire, pluspréisément il existe A > 0 tel que ũ(t, ξ) ≥ A
c
ξ pour tout t ≥ 0 et ξ ≥ 0.Démonstration. Commençons par noter qu'il existe ε > 0 tel que ũ(t, ξ) ≥ ε pour tout

t et ξ ≥ 0. Cette assertion est vraie pour ũ(0, ξ) puisque ũ(0, ξ) est stritement positiveet véri�e ũ(0,+∞) = +∞. Puisque ũ est périodique en t, on obtient le résultat enappliquant l'inégalité de Harnak omme dans la démonstration du lemme préédent.Vu que Yp est minoré inférieurement, il existe Ã > 0 tel que Yp(ξ − ct)(1 − e−ũ) ≥ Ãpour ξ ≥ 0. On va onstruire une sous-solution qui a un omportement linéaire en ξquand t→ +∞. Pour ela, on onsidère la fontion h dé�nie pour ξ ≥ 0 par
h(ξ) := λ arctan(µξ),

λ et µ étant deux paramètres à �xer pour que w soit sous-solution. Notons que
h′(ξ) =

λµ

1 + µ2ξ2
, h′′(ξ) = −2λµ2 µξ

(1 + µ2ξ2)2
.La fontion h a les propriétés suivantes :





h(0) = 0, h′(0) = λµ, h′′(0) = 0,
maxh = λπ/2,
h′′ ≤ 0,

max(−h′′) = 2λµ2M0, M0 := max
R+

s

(1 + s2)2
.



162 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSLa grandeur ε étant �xé telle que ũ(t, ξ) ≥ ε pour tout t et ξ ≥ 0, on hoisit les paramètres
λ et µ de sorte que

λ ≤ 2ε

π
, µ ≤ c

2M0
, A := cλµ ≤ Ã.On onstruit alors la sous-solution en onsidérant le problème de transport suivantposé pour t ≥ 0 et ξ ≥ 0 : 




wt + cwξ = A,
w(0, ξ) = h(ξ),
w(t, 0) = 0,La solution de e problème est alors

w(t, ξ) =

{
h(ξ − ct) + At si ξ ≥ ct,
A
c
ξ si ξ ≤ ct.Montrons tout d'abord que w est C2. Elle est tout d'abord ontinue du fait que h(0) = 0.Pour voir qu'elle est C1, il su�t de voir wξ et wt existent et sont ontinues. Puisque

h′(0) = A/c, wξ et wt existent et sont ontinues puisque
wξ(t, ξ) =

{
h′(ξ − ct) si ξ ≥ ct,
A
c

si ξ ≤ ct,

wτ (t, ξ) =

{
A− ch′(ξ − ct) si ξ ≥ ct,
0 si ξ ≤ ct.L'existene et la ontinuité des dérivées seondes déoulent en�n de h′′(0) = 0.Si on note L l'opérateur

Lu := ut − uξξ + cuξ,alors la fontion w véri�e
Lw = −wξξ ≤ 2λµ2M0 ≤ cλµ× 2µM0

c
≤ A.On a ainsi





L(ũ− w) = Lũ− Lw ≥ Ã−A ≥ 0,
(ũ− w)(0, ξ) ≥ ε− h(ξ) ≥ ε− λπ/2 ≥ 0,
(ũ− w)(t, 0) = ũ(t, 0) ≥ 0,
|ũ− w| a une roissane sous exponentielle à l'in�ni.D'après le prinipe du maximum, ũ(t, ξ) ≥ w(t, ξ) pour t ≥ 0 et ξ ≥ 0. Soient t ≥ 0 et

ξ ≥ 0. Soit n ≥ ξ − ct, alors on a
ũ(t, ξ) = ũ(t+ n/c, ξ) ≥ w(t+ n/c, ξ) =

A

c
ξ,puisque ξ ≤ c(t + n/c) = ct + n. On a don la minoration linéaire ũ(t, ξ) ≥ A

c
ξ pour

ξ ≥ 0.



4.5. Propriétés qualitatives des ondes pulsatoires de l'équation 163Proposition 4.5.3. Soit (c, ũ) une solution stritement positive de (4.9) à roissanesous exponentielle quand ξ → +∞. Alors il existe α ∈ R, β > 0 tels que pour ξ → +∞

ũ(t, ξ) = α +
〈Yp〉
c
ξ + Zp(ξ − ct) +O(e−βξ), (4.25)où

Zp(x) :=
∑

n∈Z∗

Ŷp(−n)

4π2n2
e−2iπnx, (4.26)est une fontion réelle, régulière, 1-périodique et véri�e Z ′′

p (x) = 〈Yp〉 − Yp(x).Démonstration. Nous allons développer la solution en série de Fourier par rapport à lavariable t et montrer que le omportement linéaire est donné par le oe�ient ũ0 tandisque les autres apportent une ontribution à déroissane exponentielle.1) Développement en série de Fourier. L'onde pulsatoire ũ(t, ξ) est 1/c périodique parrapport à t, on peut don la développer en série de Fourier :
ũ(t, ξ) =

∑

n∈Z

un(ξ)e2iπnct ave un(ξ) = c

∫ 1/c

0

ũ(t, ξ)e−2iπnctdt.En remplaçant ũ par sa série dans l'équation (4.9), on obtient
∑

n∈Z

(
− u′′n(ξ) + cu′n(ξ) + 2iπncun(ξ)

)
e2iπnct = Yp(ξ − ct)(1 − e−ũ(t,ξ)).Cette égalité représente le développement en série de Fourier de la fontion 1/c-périodique

t 7→ Yp(ξ − ct)(1 − e−ũ(t,ξ)).Cei donne les équations di�érentielles suivantes sur un :
u′′n(ξ) − cu′n(ξ) − 2iπncun(ξ) = −c

∫ 1/c

0

Yp(ξ − ct)(1 − e−ũ(t,ξ))e−2iπnctdt.On oupe alors le seond membre sous la forme
−c
∫ 1/c

0

Yp(ξ − ct)e−2iπnctdt+ c

∫ 1/c

0

Yp(ξ − ct)e−ũ(t,ξ)e−2iπnctdt.En e�etuant le hangement de variables τ = ξ − ct dans la première intégrale, on aalors, puisque Yp est 1-périodique
−
( ∫ 1

0

Yp(τ)e
2iπnτdτ

)
e−2iπnξ + c

∫ 1/c

0

Yp(ξ − ct)e−ũ(t,ξ)e−2iπnctdt.Ainsi, si on pose h(t, ξ) = Yp(ξ − ct)e−ũ(t,ξ), on a l'équation
u′′n(ξ) − cu′n(ξ) − 2iπncun(ξ) = −Ŷp(−n)e−2iπnξ + ĥn(ξ).



164 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHS2) Le terme dominant u0. Le omportement linéaire est donné par le terme u0. Cedernier véri�e l'équation
u′′0(ξ) − cu′0(ξ) = f0(ξ) := −〈Yp〉 + c

∫ 1/c

0

Yp(ξ − ct)e−ũ(t,ξ)dt.L'équation aratéristique étant x2 − cx de raines 0 et c, les solutions de l'équationhomogène sont de la forme A0 + B0e
cξ. On obtient ensuite la solution partiulière 〈Yp〉

c
ξpour le seond membre −〈Yp〉. On obtient la solution partiulière pour l'autre terme parvariation de la onstante ; au �nal, la solution générale est

u0(ξ) = A0 +B0e
cξ +

〈Yp〉
c
ξ + U0(ξ),ave

U0(ξ) =

∫ +∞

ξ

(1 − ec(ξ−s))

(∫ 1/c

0

Yp(s− ct)e−ũ(t,s)dt

)
ds.D'après le lemme 4.5.2, on a l'estimation

∫ 1/c

0

Yp(s− ct)e−ũ(t,s)dt ≤ ‖Yp‖∞
c

e−
A
c

s.On déduit l'enadrement suivant sur U0(ξ) :
U0(ξ) ≤ Ce−

A
c

ξ,ave C > 0. Puisque u0(ξ) = c
∫ 1/c

0
ũ(t, ξ)dt, u0 a une roissane sous-exponentielle quand

ξ → +∞. On en déduit que B0 = 0.3) Estimation des oe�ients un. Pour n 6= 0, on a l'équation di�érentielle
u′′n(ξ) − cu′n(ξ) − 2iπncun(ξ) = −Ŷp(−n)e−2iπnξ + ĥn(ξ).Étudions tout d'abord l'équation homogène. L'équation aratéristique x2 − cx −

2iπnc = 0 a pour disriminant
∆n = c2 + 8iπnc = ρne

iθn ,ave θn ∈] − π/2, π/2[ et don les raines sont les suivantes
r−n =

c−
√

∆n

2
=
c−√

ρne
iθn/2

2
, r+

n =
c+

√
∆n

2
=
c+

√
ρne

iθn/2

2
.Montrons tout d'abord que

ℜe(r+
n ) > 0, ℜe(r−n ) < 0.On note pour ela que puisque θn/2 ∈] − π/4, π/4[, on a cos(θn/2) ≥

√
2/2, et don

ℜe(r+
n ) =

c+
√
ρn cos(θn/2)

2
≥ c

2
> 0.
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ℜe(r−n ) =

c−√
ρn cos(θn/2)

2
≤ 1

2

(
c−

√
ρn

2

)
.Or, ρ2

n = c4 + 64π2n2c2 ≥ 64π2n2c2, don √ρn

2
≥ 8πc√

2
et ainsi

ℜe(r−n ) ≤ −1

2

( 8π√
2
− 1
)
c < 0.Les solutions de l'équation homogène sont ainsi de la forme

un(ξ) = Ane
r+
n ξ +Bne

r−n ξ,ave An et Bn des onstantes quelonques. Une solution partiulière pour le seondmembre −Ŷp(−n)e−2iπnξ est donné par
u(1)

n (ξ) =
Ŷp(−n)

4π2n2
e−2iπnξ.Pour l'autre terme ĥn(ξ), on montre le résultat suivantLemme 4.5.4. Il existe α > 0, C > 0 tels que :(i) Le oe�ient ĥn(ξ) véri�e pour tout n 6= 0 et tout ξ ≥ 0 :

|ĥn(ξ)| ≤ C

n2
e−αξ,(ii) il existe une solution partiulière u(2)

n (ξ) de
u′′n(ξ) − cu′n(ξ) − 2iπncun(ξ) = ĥn(ξ)qui véri�e

|u(2)
n (ξ)| ≤ C

n2
|ξ|e−αξ.Démonstration. (i) Pour estimer

ĥn(ξ) = c

∫ 1/c

0

h(t)e−2iπnctdt,on e�etue deux intégrations par parties. On obtient ainsi
ĥn(ξ) =

c

(2iπnc)2

∫ 1/c

0

htt(t, ξ)e
−2iπnctdt,où

htt(t, ξ) = e−ũ((−c)2Y ′′
p + 2cY ′

p ũt − Ypũtt + Ypũ
2
t ).Notons que d'après le lemme 4.5.2, on a l'estimation e−ũ ≤ e−Aξ/c. On herhe alors àmontrer que le terme entre parenthèse a une roissane sous-exponentielle. La fontion

Yp est C2 et périodique don elle est bornée ainsi que ses dérivées première et seonde.



166 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSRegardons les dérivées de ũ. Les estimations paraboliques loales permettent de dire quepuisque u est à roissane sous-exponentielle, il en est de même de ut. En réitérant etargument, on obtient que utt est également à roissane sous-exponentielle. Il existe ainsiau �nal α > 0 tel que
|ĥn(ξ)| ≤ C

n2
e−αξ.(ii) On herhe une solution partiulière par la méthode de variation des onstantes ;on obtient ainsi

u(2)
n (ξ) =

(
En +

∫ ξ

0

1√
∆n

e−r+
n sĥn(s)ds

)
er+

n ξ +

(
Fn −

∫ ξ

0

1√
∆n

e−r−n sĥn(s)ds

)
er−n ξ.Il s'agit ensuite de bien hoisir les oe�ients En et Fn.Choix de En. Puisque ℜe(r+

n ) > 0, la fontion e−r+
n sĥn(s) est intégrable sur R+ ; onpose alors

En = −
∫ ∞

0

1√
∆n

e−r+
n sĥn(s)ds.Le premier terme de u(2)

n véri�e alors
|er+

n ξ

∫ ∞

ξ

1√
∆n

e−r+
n sĥn(s)ds| ≤ C

n2|
√

∆n|
eℜe(r+

n )ξ

∫ ∞

ξ

e−(ℜe(r+
n )+α)sds,

≤ C

n2|
√

∆n|(α+ ℜe(r+
n ))

e−αξ ≤ C ′

n2
e−αξ.Choix de Fn. Le hoix de Fn dépend du fait que e−(ℜe(r−n )+α)s est intégrable sur

R+ ou non, 'est à dire si ℜe(r−n ) + α > 0 ou non. Si 'est le as, on hoisit ommepréédemment
Fn = −

∫ ∞

0

1√
∆n

e−r−n sĥn(s)ds,et on obtient alors le même type d'estimation exponentielle que préédemment. Siℜe(r−n )+
α ≤ 0, alors on hoisit Fn = 0. On distingue alors deux as : si ℜe(r−n ) + α < 0, alors

|er−n ξ

∫ ξ

0

1√
∆n

e−r−n sĥn(s)ds| ≤ Ce−αξ

−n2|
√

∆n|(α + ℜe(r−n ))
≤ C ′

n2
e−αξ,tandis que si ℜe(r−n ) + α = 0,

|er−n ξ

∫ ξ

0

1√
∆n

e−r−n sĥn(s)ds| ≤ C

|
√

∆n|
|ξ|e−αξ ≤ C ′

n2
|ξ|e−αξ.On a montré ainsi qu'il existe une solution partiulière u(2)

n telle que
|u(2)

n (ξ)| ≤ C

n2
|ξ|e−αξ.



4.5. Propriétés qualitatives des ondes pulsatoires de l'équation 167Finalement, toute solution de l'équation di�érentielle s'érit
un(ξ) = Ane

r+
n ξ +Bne

r−n ξ +
Ŷp(−n)

4π2n2
e−2iπnξ + u(2)

n (ξ),ave ℜe(r+
n ) > 0, ℜe(r−n ) < 0 et |u(2)

n (ξ)| ≤ C
n2 |ξ|e−αξ. Puisque ũ est à roissane sous-exponentielle, alors

un(ξ) = c

∫ 1/c

0

ũ(t, ξ)e−2iπnctdtaussi et on en déduit que An = 0 puisque er+
n ξ est le terme dominant. Ainsi,

un(ξ) = Bne
r−n ξ +

Ŷp(−n)

4π2n2
e−2iπnξ + u2

n(ξ).4) Sommation et onlusion. D'après le théorème de onvergene normale, on a toutd'abord ∑

n∈Z

|un(ξ)| < +∞.De plus,
∑

n∈Z

∣∣∣ Ŷp(−n)

4π2n2
e−2iπnξ

∣∣∣ < +∞,
∑

n∈Z

|u2
n(ξ)| < +∞.On en déduit que ∑

n∈Z

|Bne
r−n ξ| < +∞.Pour ξ = 0, on obtient ∑ |Bn| < +∞. Ainsi,

∣∣∣
∑

n∈Z

Bne
r−n ξ
∣∣∣ ≤

(
∑

n∈Z

|Bn|
)
e−βξ,ave β = −maxℜe(r−n ) > 0.Puisque ∑n∈Z

un(ξ) onverge , on en déduit �nalement que
ũ(t, ξ) =

∑

n∈Z

un(ξ)e
2iπnct

= A0 +
〈Yp〉
c
ξ +

∑

n∈Z∗

Ŷp(−n)

4π2n2
e−2iπn(ξ−ct) + U0(ξ) +

∑

n∈Z∗

(
Bne

r−n ξ + u(2)
n (ξ)

)
e2iπnct.On dé�nit alors

Zp(x) :=
∑

n∈Z∗

Ŷp(−n)

4π2n2
e−2iπnx.Notons que Zp est une fontion réelle, régulière, 1-périodique et que sa dérivée seondeest

Z ′′
p (x) = 〈Yp〉 − Yp(x).



168 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSDe plus,
|U0(ξ) +

∑

n∈Z∗

(
Bne

r−n ξ + u(2)
n (ξ)

)
e2iπnct| ≤ |U0(ξ)| +

∑

n∈Z∗

∣∣∣Bne
r−n ξ + u(2)

n (ξ)
∣∣∣

≤ Ce−αξ +
(∑

n∈Z∗

|Bn|
)
e−βξ + C ′|ξ|e−αξ.On en déduit le développement asymptoyique souhaité pour ξ → +∞

ũ(t, ξ) = A0 +
〈Yp〉
c
ξ + Zp(ξ − ct) +O(e−γξ),ave A > 0, γ > 0 et Zp 1-périodique.4.5.3 Non existene et déroissane exponentielle en −∞La non existene d'ondes de vitesse c < c∗ et la déroissane exponentielle en −∞déoulent du lemme suivant démontré dans [6℄ et que nous utiliserons de nouveau dansla dernière setion :Lemme 4.5.5. [6℄ Soient (c, u) une onde pulsatoire de (4.7) telle que u > 0. Soit

Λ := lim inf
t→−∞,x∈[0,1]

ut(t, x)

u(t, x)
.Alors 0 < Λ < +∞ et k(Λ/c) = Λ.Démonstration. Montrons d'abord que les fontions ut

u
et ux

u
sont globalement bornées.Pour ela, érivons l'équation de u sous la forme

ut − uxx −
(
Yp(x)

1 − e−u

u

)
u = 0,'est à dire une équation linéaire à oe�ients bornés. Montrons que ut

u
est bornée (onproède de même pour ux

u
). Il s'agit de montrer qu'il existe une onstante C telle quepour tout (t0, x0), |ut(t0, x0)| ≤ Cu(t0, x0). Nous allons utiliser pour ela les estimationsparaboliques et l'inégalité de Harnak. Les estimations W 2,p

loc nous disent qu'il existe uneonstante C telle que sur des domaines du type Kα = [t0 − t0 +α]× [x0 −α/2, x0 +α/2],on a
||ut||Lp(K1/2) + ||uxx||Lp(K1/2) ≤ C sup

K1

u.Ainsi, u ∈ W 2,p(K1/2) et don par les injetions de Sobolev pour p assez grand, on a
u ∈ Cα/2,α(K1/2). On peut alors appliquer les estimations de Shauder qui donnent

||ut||Cα/2,α(K1/2)
+ ||uxx||Cα/2,α(K1/2) ≤ C ′ sup

K1

u.Par onséquent, il existe C1 telle que pour tout (t0, x0)

|ut(t0, x0)| ≤ C1 sup
t∈[t0−1,t0+1]

x∈[x0−1/2,x0+1/2]

u(t, x).



4.5. Propriétés qualitatives des ondes pulsatoires de l'équation 169On utilise ensuite l'inégalité de Harnak qui nous dit qu'il existe une onstante C2 telleque
sup

t∈[t0−1,t0+1]
x∈[x0−1/2,x0+1/2]

u(t, x) ≤ C2 inf
t∈[t0−1/2,t0+1/2]
x∈[x0−1/2,x0+1/2]

u(t, x) ≤ C2u(t0, x0).Au �nal, on a don |ut(t0, x0)| ≤ C1C2u(t0, x0). On peut proéder de la même façon pour
ux/u. Ainsi, la quantité Λ est bien dé�nie.Considérons une suite (tn, xn) ave xn ∈ [0, 1] et tn → −∞ telle que

ut(tn, xn)

u(tn, xn)
→ Λ quand n→ +∞.Quitte à extraire, on peut supposer que xn → x∞ ∈ [0, 1] quand n → +∞. Notons qued'après la limite u(t,−∞) = 0 et la propriété de périodiité u(t + 1/c, x) = u(t, x + 1),on a u(t, x) → 0 quand t → −∞ loalement en x. On onsidère alors les fontionsstritement positives

wn(t, x) =
u(t+ tn, x)

u(tn, xn)qui sont loalement bornées puisque ut/u et ux/u sont globalement bornées. Elles satis-font les équations linéaires
∂twn − ∂xxwn − Yp(x)

f(u(t+ tn, x))

u(t+ tn, x)
wn = 0.Par les estimations paraboliques standards, les fontions stritement positives wn onvergentdans C1

loc(R
2), à extration près d'une sous-suite, vers une fontion positive w(t, x) ∈

C1(R2) solution de l'équation
wt − wxx − Yp(x)w = 0.De plus, w(0, x∞) = 1 d'où w est stritement positive d'après le prinipe du maximumfort. Notons que w véri�e aussi la ondition d'ondes pulsatoires w(t+1/c, x) = w(t, x+1).Montrons que wt(t, x) = Λw(t, x). Notons tout d'abord que

∂twn(t, x) =
ut(t+ tn, x)

u(t+ tn, x)
wn(t, x).D'après la dé�nition de Λ et le hoix de (tn, xn), on en déduit que wt(0, x∞) = Λw(0, x∞) =

Λ et que wt(t, x) ≥ Λw(t, x) pour tout t ∈ R et x ∈ [0, 1]. Cette inégalité est valablepour tout x au vu de la propriété de périodiité de w. De plus, puisque ∂twn/wn =
ut(t+ tn, x)/u(t+ tn, x) et ∂xwn/wn = ux(t+ tn, x)/u(t+ tn, x) et puisque ut/u et ux/usont globalement bornées, alors wt/w et wx/w sont globalement bornées. On onsidèrealors la fontion z = wt/w. Elle est solution de l'équation

zt − zxx − 2
wx

w
zx = 0.et véri�e z ≥ Λ ave z(0, x∞) = Λ. Puisque w(1/c, x∞ − 1) = w(0, x∞) = Λ, le prinipedu maximum fort assure que z(t, x) = Λ pour tout (t, x) ∈ R2, 'est à dire que wt(t, x) =

Λw(t, x). Ainsi, la fontion w(t, x)e−Λt ne dépend pas de t.



170 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSOn onsidère alors la fontion ψ(x) = w(0, x)e−λx ave λ = Λ/c. C'est une fontionde lasse C2, stritement positive, solution de l'équation
−ψ′′ − 2λψ′ + (cλ− λ2 − Yp(x))ψ = 0.Autrement dit, λ véri�e k(λ) = cλ, soit k(Λ/c) = Λ. Puisque k(λ) est minorée par uneonstante stritement positive, on en déduit que Λ > 0.Le lemme dit que pour toute solution (c, u) stritement positive de (4.7), il existe

λ = Λ/c > 0 tel que k(λ) = cλ. Puisque ei n'est possible que pour c ≥ c∗, on a lerésultat suivantCorollaire 4.5.6. Il n'existe pas d'ondes pulsatoires stritement positives de (4.7) devitesse c < c∗.On déduit également du lemme la déroissane exponentielle de toute onde pulsatoireen −∞Corollaire 4.5.7. Soit (c, ũ) une solution de (4.9) stritement positive. Alors il existe
C et δ > 0 tels que ũ(t, ξ) ≤ Ceδξ pour tout t ∈ R et ξ ≤ 0.4.6 Existene d'ondes pulsatoires pour l'équationDans ette setion, nous démontrons le théorème d'existene 4.2.3. Il s'agit de prouverque pour tout c ≥ c∗, il existe une solution (c, ũ) du problème (4.9) ayant les propriétéssuivantes :

∀c ≥ c∗, ũ(t, ξ) = α +
〈Yp〉
c
ξ + Zp(ξ − ct) +O(e−βξ) quand ξ → +∞.

∀c > c∗, ũ(t, ξ) = eλcξψλc(ξ − ct) + o(e(λc+δ)ξ) quand ξ → −∞.Notre démarhe est la suivante. Pour onstruire une onde pulsatoire de vitesse c > c∗,on approhe le problème (4.9) par des problèmes de type KPP lassiques. On tronquepour ela la nonlinéarité f(u) = 1 − e−u en une fontion régulière positive fM(u) desupport [0,M ], inférieure ou égale à f , égale à f(u) sur [0,M/2[ et nulle pour u ≥ M .On regarde alors le problème approhé suivant :
(PB)M





ũt − ũξξ + cũξ = Yp(ξ − ct)fM(ũ),

ũ(t+
1

c
, ξ) = ũ(t, ξ),

ũ(t,−∞) = 0, ũ(t,+∞) = M.

(4.27)Nous onsidérons alors la solution (c, ũM) de (PB)M que nous avons onstruite au ha-pître 2. Nous montrerons que la suite ũM est roissante en M et est bornée par pλc . Ceipermettra de passer à la limite M → +∞ a�n d'obtenir une solution (c, ũ) de (4.9) quipossède le omportement souhaité en −∞.Pour l'onde de vitesse c∗, nous proédons di�éremment ar la onstrution de l'ondede vitesse minimale au hapitre 2 ne permet pas de réupérer es informations. Nousapprohons plut�t l'onde de vitesse minimale à l'aide des ondes de vitesse supérieure.



4.6. Existene d'ondes pulsatoires pour l'équation 171Nous onsidérons ainsi une suite cn qui onverge vers c∗ par valeurs supérieures et ũnla solution de (4.9) que nous onstruisons. Nous imposons alors une ondition de nor-malisation sur ũn (véri�ée quitte à translater) e qui permettra à l'aide des estimationsparaboliques de passer à la limite n → +∞. Cependant, e proédé ne permet pas depréiser le omportement en −∞.Nous onluons ette setion en montrant le omportement linéaire en +∞ des ondespulsatoires onstruites.4.6.1 Existene d'ondes pulsatoires pour c > c∗Nous onsidérons ainsi la solution (c, ũM) de vitesse supérieure de (PB)M onstruiteau hapitre 2 et nous herhons à passer à la limite M → +∞ sur ũM . Rappelons quepar onstrution, ũM est dans l'espae
Xδ,M := {u ∈ BUC(R), 0 ≤ u ≤M,

u(ξ) − pλc(0, ξ)

pλc+δ(0, ξ)
∈ L∞(R)},où BUC(R) est l'ensemble des fontions bornées uniformément ontinues sur R. Mon-trons tout d'abord que pλc(t, ξ) = eλcξψλc(ξ − ct) est une borne supérieure de ũM :Lemme 4.6.1. Pour tout M , on a ũM(t, ξ) ≤ pλc(t, ξ).Démonstration. L'équation véri�ée par U = ũM − pλc est la suivante :

Ut − Uξξ + cUξ = Yp(ξ − ct)(fM(ũM) − pλc),ave fM(ũM) − pλc = (fM(ũM) − ũM) + U ≤ U ar fM(ũM) ≤ f(ũM) ≤ ũM , d'où
Ut − Uξξ + cUξ − Yp(ξ − ct)U ≤ 0.On pose alors U(t, ξ) = pλc+δ(t, ξ)V (t, ξ) ave δ tel que qδ := k(λc + δ) − c(λc + δ) > 0.On veut montrer que V (t, ξ) ≤ 0. On obtient l'équation suivante sur V :

QV := Vt − Vξξ +

(
c− 2

∂ξpλc+δ

pλc+δ

)
Vξ + qδV ≤ 0.De plus, par onstrution, il existe une onstante CM telle que

V (0, ξ) =
ũM(0, ξ) − pλ(0, ξ)

pλ+δ(0, ξ)
≤ CM .On pose ensuite W (t, ξ) = CMe

−qδt qui véri�e QW = 0, d'où
{
Q(V −W ) = QV −QW ≤ 0,

(V −W )(0, ξ) ≤ 0.Le prinipe du maximum faible parabolique nous assure alors que
V (t, ξ) ≤W (t, ξ) = CMe

−qδt.Or, V (t, ξ) est 1/c-périodique en t don en évaluant l'inégalité en t = t + N/c puis enpassant à la limite N → +∞, on obtient V ≤ 0. Cei donne �nalement ũM(t, ξ) ≤
p(t, ξ).



172 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSOn a ainsi une borne supérieure des ũM indépendante de M . Les estimations para-boliques de type Shauder donnent pour tout N ∈ N :
‖ũM‖C1+α/2,2+α([1/c,2/c]×[−N,N ]) ≤ CN ,

CN étant indépendant de M . Par périodiité de ũM , on a alors
‖ũM‖C1+α/2,2+α(R×[−N,N ]) ≤ CN .D'après le théorème d'Asoli, pour tout ompat [−m,m] de R, il existe une suiteMm,n →

+∞ quand n→ +∞ telle que ũMm,n onverge dans C1,2
loc ([0, 1/c]×[−m,m]). Par le proédéd'extration diagonale, on peut alors extraire de ũMm,n une sous suite, notée de la mêmefaçon, qui onverge dans C1,2

loc ([0, 1/c]×R) vers une fontion ũ, 1/c périodique en t et quivéri�e l'équation
ũt − ũξξ + cũξ = Yp(ξ − ct)f(ũ).De plus, puisque pour tout Mm,n, ũMm,n(t, ξ) ≤ pλc(t, ξ), on obtient à la limite

ũ(t, ξ) ≤ pλc(t, ξ) = eλcξψλc(ξ − ct),d'où ũ(t,−∞) = 0.Il nous reste don à montrer que ũ(t,+∞) = +∞. Pour ela, on utilise le résultatsuivant :Lemme 4.6.2. La suite ũM est roissante.Démonstration. On suit le même raisonnement que préédemment. On veut monter que
ũM+1 − ũM ≥ 0. On a l'équation suivante sur U = ũM+1 − ũM :

Ut − Uξξ + cUξ = Yp(ξ − ct)(fM+1(ũM+1) − fM(ũM)).Or,
fM+1(ũM+1) − fM (ũM) = (fM+1(ũM+1) − fM(ũM+1)) + (fM(ũM+1) − fM(ũM)),

≥ fM (ũM+1) − fM(ũM),

= f ′
M (a(t, ξ))Uave a(t, ξ) une fontion omprise entre ũM(t, ξ) et ũM+1(t, ξ). On obtient ainsi

Ut − Uξξ + cUξ − Yp(ξ − ct)f ′
M(a(t, ξ))U ≥ 0.On pose alors U(t, ξ) = pλc+δ(t, ξ)V (t, ξ) ave omme préédemment δ tel que qδ :=

k(λc + δ)− c(λc + δ) > 0. On veut montrer que V (t, ξ) ≥ 0. On a l'équation suivante sur
V :

QV := Vt − Vξξ +

(
c− 2

∂ξpλc+δ

pλc+δ

)
Vξ +

(
Yp(ξ − ct)(1 − f ′

M(a(t, ξ))) + qδ
)
V ≥ 0.De plus, il existe des onstantes positives CM et CM+1 et des onstantes négative C ′

M et
C ′

M+1 telles que
C ′

M ≤ ũM(0, ξ) − pλc(0, ξ)

pλc+δ(0, ξ)
≤ CM et C ′

M+1 ≤
ũM+1(0, ξ) − pλc(0, ξ)

pλc+δ(0, ξ)
≤ CM+1.



4.6. Existene d'ondes pulsatoires pour l'équation 173On a alors
V (0, ξ) =

ũM+1(0, ξ) − ũM(0, ξ)

pλ+δ(0, ξ)
≥ C ′

M+1 − CM :=: −AM ave AM > 0.Soit W (t, ξ) = −AMe
−qδt, alors QW = −Yp(ξ − ct)(1 − f ′

M(a(t, ξ)))AMe
−qδt ≤ 0. Ainsi,

{
Q(V −W ) = QV −QW ≥ 0,

(V −W )(0, ξ) ≥ 0.Du prinipe du maximum, on en déduit que
V (t, ξ) ≥W (t, ξ) = −AMe

−qδt.Or, V (t, ξ) est 1/c-périodique en t don en évaluant l'inégalité i-dessous en t = t+N/cpuis en prenant N → +∞, on obtient V ≥ 0. Cei donne la roissane de la suite ũM .Comme ũM(t,+∞) = M , on en déduit �nalement que
ũ(t,+∞) = +∞.En e�et, soient t ∈ [0, 1/c] et M > 0, alors il existe ξM tel que ũM+1(t, ξ) ≥ M pour

ξ ≥ ξM et don par roissane de ũM on obtient à la limite que ũ(t, ξ) ≥M pour ξ ≥ ξM .Il reste à noter que pour ξ → −∞, on a le omportement souhaité :
ũ(t, ξ) = pλc(t, ξ) +O(pλc+δ(t, ξ)).En e�et, d'une part ũ(t, ξ) ≤ pλc(t, ξ). D'autre part, pour un M0 �xé, il existe paronstrution une onstante C0 > 0 telle que ũM0(t, ξ) ≥ pλc(t, ξ)−C0pλc+δ(t, ξ)). Puisquela suite ũM est roissante, on a la même estimation pour la limite u.4.6.2 Existene d'ondes pulsatoires pour c = c∗Nous allons onstruire une onde de vitesse minimale en passant à la limite cn → c∗sur la suite de solutions (cn, ũn) de (4.9) que nous venons de onstruire. Soit don cn unesuite déroissant vers c∗ et ũn la solution assoiée. On a l'estimation suivante
ũn(t, ξ) ≤ eλcnξψλcn

(ξ − cnt).Si impose la normalisation φλc ≤ 1, alors, puisque λc∗ ≤ λcn ≤ λc1, on la majorationsuivante indépendante de n,
ũn(t, ξ) ≤ eλc∗ξ pour ξ ≤ 0 et ũn(t, ξ) ≤ eλc1ξ pour ξ ≥ 0.Cette borne permet d'extraire une sous-suite onvergente mais elle n'assure pas que lafontion limite obtenue n'est pas identiquement nulle.On doit don proéder di�éremment en imposant une ondition de normalisation.Pour ela, on joue sur le fait qu'une solution est dé�nie à translation près, 'est à direque si ũn(t, ξ) est solution alors

Ũn(t, ξ) = ũn(t+ τn, ξ + cnτn)l'est aussi. Nous allons normaliser de sorte qu'il existe tn ∈ [0, 1/cn] tel que
max

t∈R, ξ≤0
Ũn(t, ξ) = 1 = Ũ(tn, 0).Cei est possible grâe au résultat suivant



174 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSLemme 4.6.3. Il existe t′n ∈ [0, 1/c] et ξn ∈ R tels que
max

t∈R, ξ≤ξn

ũn(t, ξ) = 1 = ũ(t′n, ξn).Démonstration. Puisque ũn(1/c,−∞) = 0, pour tout ε il existe An tel que pour ξ ≤ An,
un(1/c, ξ) ≤ ε. Par périodiité en t et par Harnak il existe ainsi C tel que

max
t∈R, ξ≤An

ũn(t, ξ) = Cε ≤ 1

2en hoisissant ε su�samment petit. Puisque ũn(1/c,+∞) = +∞, on montre de mêmequ'il existe Bn tel que
inf

t∈R, ξ≥Bn

ũn(t, ξ) ≥ 2.Par ontinuité, la fontion ũn prend la valeur 1 sur [0, 1/c] × [An, Bn] et par ompaitéon peut poser
ξn := min{ξ ∈ [An, Bn], ∃t ∈ [0, 1/c], u(t, ξ) = 1}.Il existe ainsi t′n ∈ (0, 1/c] tel que

max
t∈R, ξ≤ξn

ũn(t, ξ) = 1 = ũ(t′n, ξn).On hoisit alors τn := ξn/c de sorte que Ũ(t, ξ) = ũ(t+ ξn/c, ξ + ξn) véri�e
Ũn(tn − ξn/c, 0) = ũn(tn, ξn) = 1,et

max
t∈R, ξ≤0

Ũn(t, ξ) = 1 = Ũ(t′n, 0).Nous allons montrer qu'on peut alors extraire de ette suite une sous-suite onvergeantvers une fontion ũ∗ non identiquement nulle, 1/c∗-périodique en t et solution de
ũt − ũξξ + c∗ũξ = Yp(ξ − c∗t)f(ũ).Nous montrerons ensuite que ette fontion véri�e bien les onditions aux limites ũ∗(t,−∞) =

0 et ũ∗(t,+∞) = +∞.1) Extration d'une sous-suite. Considérons d'abord T un majorant des périodes 1/cnet ε un minorant. Vu la ondition de normalisation et le fait que la suite (cn)n est bornée,l'inégalité de Harnak donne l'existene pour tout N d'une onstante CN indépendantede n telle que Ũn(t, ξ) ≤ CN pour t ∈ [0, 2T ], ξ ∈ [−N,N ]. Les estimations paraboliquesdonnent alors l'existene pour tout N ∈ N d'une onstante CN (indépendante de n) telleque
‖Ũn‖C1+α/2,2+α([ε,2T ]×[−N,N ]) ≤ CN .La périodiité de ũn en temps implique que ‖Ũn‖C1+α/2,2+α(R×[−N,N ]) ≤ CN . Par le théo-rème d'Asoli et le proédé d'extration diagonale, on peut extraire de (Ũn)n une sous-suite, notée enore (Ũn)n, qui onverge dans C1,2

loc (R × R) vers ũ∗. Cette fontion ũ∗ est
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t∈R, ξ≤0

ũ∗(t, ξ) = 1, 1/c∗-périodique en t, et solution del'équation
ũt − ũξξ + c∗ũξ = Yp(ξ − c∗t)f(ũ).Il reste à montrer que ũ∗ véri�e bonnes onditions aux limites ũ∗(t,−∞) = 0 et ũ∗(t,+∞) =

+∞ .2) La limite en −∞. Nous revenons aux variables initiales (t, x) en posant u∗(t, x) =
ũ∗(t, x + ct). Puisque ∂tun > 0, on a à la limite ∂tu∗ ≥ 0. On peut ainsi onsidérer lafontion

u(x) := lim
t→−∞

u∗(t, x)dé�nie pour tout x ∈ [0, 1]. La relation d'onde pulsatoire u(t+1/c, x) = u(t, x+1) donneà la limite u(x+ 1) = u(x). De plus u est solution de l'équation di�érentielle
−u′′ = Yp(x)(1 − e−u).En intégrant ette équation sur [0, 1], on obtient

0 = −
∫ 1

0

u′′(x)dx =

∫ 1

0

Yp(x)(1 − e−u(x))dx.Puisque Yp > 0, on en déduit que u = 0. Ainsi, pour tout x, ũ∗(t, x + ct) → 0 quand
t→ −∞. La limite ũ∗(t,−∞) = 0 s'obtient par périodiité (f preuve du lemme 1.5.4).3) La limite en +∞. On travaille enore dans les variables ii (t, x) de sorte que
∂tu∗ ≥ 0. On va montrer qu'il existe x0 ∈ [0, 1] tel que u∗(t, x0) → +∞ quand t→ +∞.On raisonne pour ela par l'absurde en supposant que pour tout x ∈ [0, 1], u(t, x) estborné en t. Dans e as, la limite

ū(x) = lim
t→+∞

u∗(t, x) = lim
t→+∞

ũ∗(t, x+ ct)existe pour tout x ∈ [0, 1]. De plus, puisque u(t + 1/c, x) = u(t, x + 1), on obtient à lalimite t→ +∞ que ū(x+ 1) = ū(x). En�n, ū est solution de l'équation
−ū′′ = Yp(x)(1 − e−ū).En intégrant ette équation sur [0, 1], on obtient par périodiité et le fait que u estpositive et non nulle que

0 =

∫ 1

0

−ū′′(x)dx =

∫ 1

0

Yp(x)(1 − e−ū(x))dx > 0,d 'où la ontradition.Par onséquent, il existe x0 tel que u∗(t, x0) → +∞ quand t → +∞. En revenantaux variables (t, ξ), ela veut dire que pour t→ +∞

ũ∗(t, x0 + ct) → +∞.



176 4. Ondes pulsatoires pour le système de la SHSMontrons qu'alors que pour tout t, ũ∗(t, ξ) → +∞ quand ξ → +∞. Soit t0 ∈ R, on a
ũ∗(t0, x0 + ct+N) = ũ∗(t0 +

N

c
, x0 + c(t0 +

N

c
)) = ũ∗(t0 +

N

c
, x0) → +∞quand N → +∞. Soit alors M > 0, il existe N assez grand tel que

ũ∗(t0, x0 + ct0 +N) ≥M, ũ∗(t0, x0 + ct0 +N + 1) ≥M.L'inégalité de Harnak dit alors qu'il existe une onstante C indépendante de N telleque si on note D0 = [x0 + ct+N, x0 + ct+N + 1], on a
sup

[t0−1,t0+1]×D0

ũ∗(t, ξ) ≤ C inf
[t0,t0+1]×D0

ũ∗(t, ξ).Ainsi, si ξ ∈ D0,
ũ∗(t0, ξ) ≥ inf

[t0,t0+1]×D0

ũ∗(t, ξ) ≥ 1/C sup
[t0−1,t0+1]×D0

ũ∗(t, ξ) ≥M/C,d'où le résultat.4.6.3 Comportement linéaire des ondes en +∞On herhe ii à montrer que pour c ≥ c∗, l'onde onstruite véri�e
ũ(t, ξ) = α +

〈Yp〉
c

ξ + Zp(ξ − ct) +O(e−βξ) quand ξ → +∞.D'après la proposition 4.5.3, il su�t de montrer que ũ(t, ξ) est à roissane sous-exponentielle.Nous allons montrer pour ela que ũ est à roissane au plus linéaire.Lemme 4.6.4. Si c > c∗, alors pour tout t et ξ ≥ 0,
ũ(t, ξ) ≤ ||ψλc||∞ +

‖Yp‖∞
c

ξ.Si c = c∗, alors il existe M tel que pour tout t et ξ ≥ 0,
ũ∗(t, ξ) ≤ M + 2

‖Yp‖∞
c∗

ξ.Démonstration. Nous traitons d'abord les ondes de vitesse c > c∗ puis l'onde de vitesseminimale.1) Les ondes de vitesses supérieures. On �xe ii une vitesse c > c∗ et on note
Ac := maxR ψλc . Rappelons d'abord que ũ est onstruite omme limite de solutions ũMdu problème approhé (PB)M qui véri�ent l'inégalité suivante pour ξ ≤ 0

ũM(t, ξ) ≤ pλc(t, ξ) ≤ Ac.De plus, puisque 0 ≤ ũM ≤M , on a en partiulier l'estimation
ũM(t, ξ) ≤M +

‖Yp‖∞
c

ξ



4.6. Existene d'ondes pulsatoires pour l'équation 177pour ξ ≥ 0. On veut obtenir une majoration linéaire indépendante de M pour pouvoirpasser à la limite M → +∞ et réupérer une majoration linéaire pour ũ. Par la suite,
M est �xé et on onsidère

γM = inf{γ > 0 tel que ũM(t, ξ) ≤ γ +
‖Yp‖∞
c

ξ, ∀ξ ≥ 0}.Notons que γM < +∞ puisque γM ≤M . On veut montrer que γM ≤ Ac. Supposons parl'absurde que γM > Ac On a tout d'abord par dé�nition que pour tout ξ ≥ 0

ũM(t, ξ) ≤ γM +
‖Yp‖∞
c

ξ.Nous allons montrer qu'il y a égalité quelque part du fait que ũM est bornée. On onsidèrepour ela la suite γn = γM − 1/n pour laquelle il existe pour tout n un ouple (tn, ξn),ave tn ∈ [0, 1/c[ et ξn ≥ 0 véri�ant
ũM(tn, ξn) ≥ γn +

‖Yp‖∞
c

ξn.Les suites tn et ξn sont bornées puisque 0 ≤ γn +
‖Yp‖∞

c
ξn ≤ ũM(tn, ξn) ≤ M . On peutdon en extraire une sous suite qui onverge vers (tM , ξM), ave :

ũM(tM , ξM) ≥ γM +
‖Yp‖∞
c

ξM .On a ainsi égalité au point (tM , ξM). Notons que ξM > 0 puisque en ξ = 0 on a ũM(t, 0) ≤
Ac < γM . On onsidère alors la fontion

U(t, ξ) = γM +
‖Yp‖∞
c

ξ.Si on pose Lũ := ũt − ũξξ + cũξ, on a alors pour tout t et ξ ≥ 0

{
L(U − ũM) = ‖Yp‖∞ − Yp(ξ − ct)(1 − e−ũM ) ≥ 0,

U − ũM ≥ 0.Le prinipe du maximum fort parabolique dit alors que soit ũM < U , e qui est impossiblevu qu'il y a un point d'égalité à l'intérieur du domaine [0, 1/c[×R∗
+ (qu'on peut étendre à

[−1/c, 2/c[×R∗
+ par périodiité si tM = 0), soit ũM = U , e qui est ontraditoire ave lefait que ũM(t, 0) ≤ Ac < γM = U(t, 0). Par onséquent, γM ≤ Ac et à la limiteM → +∞on réupère bien ũ(t, ξ) ≤ Ac +

‖Yp‖∞
c

ξ.2) L'onde de vitesse minimale. Par onstrution l'onde de vitesse minimale ũ∗ estla limite quand cn → c∗ de la suite Ũn normalisée par Ũn(t, ξ) = ũn(t+ ξn/c, ξ + ξn) desorte que
max

t∈R, ξ≤0
Ũn(t, ξ) = 1 = Ũn(t′n, 0).En appliquant l'estimation linéaire à la suite initiale ũn, on obtient que pour ξ ≥ 0,

ũn(t ξ) ≤ ||ψλcn
||∞ +

‖Yp‖∞
cn

ξ.
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Ũn(t ξ) ≤ ||ψλcn

||∞ +
‖Yp‖∞
cn

(ξ + ξn) ≤ Cn +
‖Yp‖∞
cn

ξ.On en déduit qu'il existe C ′
n tel que pour tout t et ξ ≥ 0, on a

Ũn(t ξ) ≤ C ′
n +

‖Yp‖∞
cn

ξ.On dé�nit alors
Cn := inf{C tel que Ũn(t, ξ) ≤ C + 2

‖Yp‖∞
cn

ξ pour ξ ≥ 0}.Par dé�nition de Cn, pour tout p ≥ 0, il existe (tp, ξp) tel que
ũn(tp, ξp) ≥ Cn − 1

p
+ 2

‖Yp‖∞
cn

ξp.Puisque ũn(tp, ξp) ≤ Cn +
‖Yp‖∞

cn
ξp, la suite (ξp)p est bornée, de même pour (tp)p quiest hoisie dans [0, 1/c] par périodiité. On peut don extraire une sous suite telle que

tp′ → t∞ et ξp′ → ξ∞ ave
Ũn(t∞, ξ∞) ≥ Cn + 2

‖Yp‖∞
cn

ξ∞.Notons qu'on a ainsi l'inégalité
Ũn(t, ξ) ≤ Cn + 2

‖Yp‖∞
cn

ξ,pour tout ξ ≥ 0 ave égalité au point (t∞, ξ∞). On onsidère alors la fontion
Vn(ξ) := Cn + 2

‖Yp‖∞
cn

ξainsi que l'opérateur L omme préédemment. On a alors pour tout t et ξ ≥ 0
{
L(Vn − Ũn) = 2 ‖Yp‖∞ − Yp(ξ − ct)(1 − e−ũn) > 0,

Vn − Ũn ≥ 0.Le prinipe du maximum fort parabolique dit alors que sur ξ > 0, on a soit Vn − Ũn > 0,soit Vn − Ũn = 0. L'égalité est impossible puisque LVn > LŨn. On a don Vn > Ũn pourtout ξ > 0 et par onséquent ξ∞ = 0. On en déduit que
Cn = Ũn(t∞, 0).La ondition de normalisation et l'inégalité de Harnak impliquent qu'il existe M indé-pendant de n tel que
Ũn(t∞, 0) ≤M.On déduit que pour ξ ≥ 0, on a

Ũn(t, ξ) ≤ Cn + 2
‖Yp‖∞
cn

ξ ≤M + 2
‖Yp‖∞
c∗

ξ.Cette estimation étant indépendante de n, elle est valable pour la limite ũ∗.



4.7. Relation entre les ondes du système et de l'équation 1794.7 Relation entre les ondes du système et de l'équa-tionNous terminons e hapitre par la démonstration de la proposition 4.2.4 établissantdes relations algébriques entre les ondes pulsatoires du système (4.4) et elles de l'équa-tion (4.9). Nous ommençons par le point (ii) pour expliquer omment apparaissent esrelations.(ii) Passage du système à l'équation. Considérons une solution (c, T̃ , Ỹ ) du système(4.4). La deuxième équation du système s'intègre en
Ỹ (t, ξ) = Y0(ξ − ct) exp

(
−
∫ t

0

T̃ (s, ξ − ct+ cs)ds
)
.En e�et, il su�t d'intégrer l'équation Yt = −TY (dans le repère initial en (t, x)) en

Y (t, x) = Y0(x) exp
(
−
∫ t

0

T (s, x)ds
)
,puis d'e�etuer le hangement Ỹ (t, ξ) = Y (t, ξ − ct). On e�etue ensuite le hangementde variables s′ = ξ − ct+ cs qui donne

Ỹ (t, ξ) = Y0(ξ − ct) exp
(
− 1

c

∫ ξ

ξ−ct

T̃ (t+
s′ − ξ

c
, s′)ds′

)
.Montrons ensuite que c > 0 et Ỹ > 0. Puisque Y0(x) ∼ Yp(x) > 0 quand x → −∞, ilexiste x0 tel que Y0(x0) > 0. Ainsi,

Ỹ (t, x0 + ct) = Y0(x0) exp
(
− 1

c

∫ x0+ct

x0

T̃ (
s′ − x0

c
, s′)ds′

)
.Si on suppose par l'absurde que c < 0 alors puisque T̃ > 0, on a Ỹ (t, x0+ct) ≥ Y0(x0) > 0pour tout t ≥ 0, e qui est par périodiité en ontradition ave la limite Ỹ (t,+∞) = 0et ainsi c > 0. Pour montrer que Ỹ > 0, il su�t de montrer que Y0 > 0. On supposealors par l'absurde qu'il existe x′ tel que Y0(x

′) = 0. On en déduit que pour tout t
Ỹ (t, x′ + ct) = Y0(x

′) exp
(
− 1

c

∫ x′+ct

x′

T̃ (
s′ − x′

c
, s′)ds′

)
= 0,e qui ontredit que Ỹ (t, ξ) ∼ Yp(ξ − ct) > 0 quand ξ → −∞. Ainsi, Ỹ > 0.Puisque Ỹ (t, ξ) est 1/c-périodique en temps, on a alors, pour tout N :

Ỹ (t, ξ) = Ỹ (t+
N

c
, ξ) = Y0(ξ − ct−N) exp

(
− 1

c

∫ ξ

ξ−ct−N

T̃ (t+
N

c
+
s− ξ

c
, s)ds

)
,

= Y0(ξ − ct−N) exp
(
− 1

c

∫ ξ

ξ−ct−N

T̃ (t+
s− ξ

c
, s)ds

)
,Il s'agit ensuite de passer à la limite N → +∞. Pour ela, il faut montrer que l'intégralepréédente est onvergente. On érit pour ela que

∫ ξ

ξ−ct−N

T̃ (t+
s− ξ

c
, s)ds = −c ln

(
Ỹ (t, ξ)

Y0(ξ − ct−N)

)
≤ −c ln

(
Ỹ (t, ξ)

2||Yp||∞

)
=: M > 0,
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0 ≤ Ỹ (t, ξ)

2||Yp||∞
≤ Ỹ (t, ξ)

Y0(ξ − ct−N)
≤ 1.Puisque T̃ > 0 et que M est un majorant pour tout N , on peut passer à la limite pourobtenir

Ỹ (t, ξ) = Yp(ξ − ct) exp
(
− 1

c

∫ ξ

−∞
T̃ (t+

s− ξ

c
, s)ds

)
.On pose alors

ũ(t, ξ) =
1

c

∫ ξ

−∞
T̃ (t+

s− ξ

c
, s)ds =

∫ 0

−∞
T̃ (t+ σ, ξ + cσ)dσ,par le hangement de variables s = ξ + cσ. C'est bien une fontion 1/c-périodique entemps.A�n de dériver par rapport à t et ξ sous le signe intégrale, on a besoin de l'estimationsuivante :Lemme 4.7.1. il existe C > 0 et α > 0 tels que pour tout t et ξ ≤ 0,

T̃ (t, ξ) ≤ Ceαξ.Démonstration. On proède omme dans la sous-setion 4.5.3 en prouvant tout d'abordque si T (t, x) = T̃ (t, x+ ct), alors
Λ := lim inf

t→−∞,x∈[0,1]

Tt(t, x)

T (t, x)véri�e 0 < Λ < +∞. La preuve de e résultat est identique à elle du lemme 4.5.5 etrepose sur le fait que T > 0 est une onde pulsatoire solution de l'équation
Tt − Txx − Y T = 0,où Y (t, x) est bornée ave |Y | ≤ ‖Yp‖∞ et onverge vers Yp(x) pour t → −∞. On endéduit ensuite la déroissane exponentielle en ξ.La même estimation exponentielle étant valable sur les dérivées de T̃ par les estima-tions paraboliques, on peut dériver par rapport à t et ξ sous le signe intégrale dans ladé�nition de ũ. On a ainsi

ũt − ũξξ + cũξ =

∫ 0

−∞
(T̃t − T̃ξξ + cT̃ξ)(t+ σ, ξ + cσ)dσ, (4.28)

=

∫ 0

−∞
T̃ (t+ σ, ξ + cσ)Ỹ (t+ σ, ξ + cσ)dσ,

= Yp(ξ − ct)

∫ 0

−∞
T̃ (t+ σ, ξ + cσ)e−ũ(t+σ,ξ+cσ)dσ.Notons que T̃ = ũt + cũξ. En e�et, si on pose

cV (ξ) := cũ(t+ ξ/c, ξ) =

∫ ξ

−∞
T̃ (t+ s/c, s)ds,
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cV ′(ξ) = T̃ (t+ ξ/c, ξ) = ũt(t+ ξ/c, ξ) + cũξ(t+ ξ/c, ξ).Nous avons alors

d

dσ
(−e−ũ(t+σ,ξ+cσ)) = −(ũt+cũξ)(t+σ, ξ+cσ)e−ũ(t+σ,ξ+cσ) = −T̃ (t+σ, ξ+cσ)e−ũ(t+σ,ξ+cσ).On retrouve �nalement l'équation (4.8)

ũt − ũξξ + cũξ = Yp(ξ − ct)(1 − e−ũ).Notons que la limite ũ(t,−∞) = 0 déoule de l'intégrabilité sur R− de l'appliation
s 7−→ T̃ (t+

s− ξ

c
, s).Pour la limite en +∞, on utilise le fait que T̃ (0,+∞) = 〈Yp〉 d'où T̃ (0,+∞) ≥ 〈Yp〉/2pour ξ ≥ M . D'après les inégalités de Harnak et la périodiité en temps de T̃ , il existe

C > 0 tel que T̃ (t, ξ) ≥ 〈Yp〉/2C pour tout t et ξ ≥M . On a don pour ξ ≥M ,
ũ(t, ξ) =

1

c

∫ ξ

−∞
T̃ (t+

s− ξ

c
, s)ds =

1

c

∫ M

−∞
T̃ (t+

s− ξ

c
, s)ds+

1

c

∫ ξ

M

T̃ (t+
s− ξ

c
, s)ds.Puisque la première intégrale est 1-périodique en ξ, elle est bornée et on en déduit que

ũ(t, ξ) ≥ C ′ +
〈Yp〉
2Cc

(ξ −M),d'où
ũ(t, ξ) −−−−→

ξ→+∞
+∞.Montrons qu'en fait ũ a exatement le omportement linéaire ũ(t, ξ) ∼ 〈Yp〉

c
ξ quand

ξ → +∞. D'après la proposition 4.5.3, il su�t de montrer que ũ a une roissane sousexponentielle. On utilise ette fois qu'il existe M tel que T̃ (0, ξ) ≤ 2〈Yp〉 pour ξ ≥ M .Puisque T̃ est périodique en t, l'inégalité de Harnak donne l'existene d'une onstante
C telle que T̃ (t, ξ) ≤ C〈Yp〉 pour tout t et ξ ≥M . Ainsi,
ũ(t, ξ) =

1

c

∫ M

−∞
T̃ (t+

s− ξ

c
, s)ds+

1

c

∫ ξ

M

T̃ (t+
s− ξ

c
, s)ds ≤ C ′ +

C〈Yp〉
c

(ξ −M),et ũ a une roissane sous exponentielle et don linéaire.(i) Passage de l'équation au système. Considérons la solution ũ de (4.9) onstruiteau théorème 4.2.3 et montrons que le ouple
T̃ = ũt + cũξ, Ỹ (t, ξ) = Yp(ξ − ct)e−ũ(t,ξ)forme une solution (T̃ , Ỹ ) du système (4.4). Notons tout d'abord que T̃ et Ỹ sont 1/c-périodique en t puisque ũ l'est et que T̃ et Ỹ sont stritement positives par onstrution.Ensuite, si on applique l'opérateur ∂t + c∂ξ à l'équation (4.9), on obtient

(∂t + c∂ξ)
(
ũt − ũξξ + cũξ

)
= (∂t + c∂ξ)

(
Yp(ξ − ct)(1 − e−ũ)

)
,
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T̃t − T̃ξξ + cT̃ξ = −(ũt + cũξ)Ype

−ũ = T̃ Ỹ .On obtient également la seonde équation
Ỹt + cỸξ = −(ũt + cũξ)Ype

−ũ = −T̃ Ỹ .Il reste à véri�er les onditions aux limites. Pour Ỹ , on a d'une part
|Ỹ (t, ξ)| ≤ ‖Yp‖∞ e−ũ(t,ξ) −−−−→

ξ→+∞
0puisque ũ(t,+∞) = +∞ et d'autre part

Ỹ (t, ξ) − Yp(ξ − ct) = Yp(ξ − ct)(e−ũ(t,ξ) − 1) ≤ ‖Yp‖∞ (e−ũ(t,ξ) − 1) −−−−→
ξ→−∞

0ar ũ(t,−∞) = 0. Conernant T̃ , on a tout d'abord T̃ (t,−∞) = 0. En e�et, ũ(t,−∞) = 0don d'après les estimations paraboliques |ũt(t, ξ)|, |ũξ(t, ξ)| → 0 quand ξ → −∞. Il resteà montrer que pour tout t, T̃ (t, ξ) = (ũt + cũξ)(t, ξ) → 〈Yp〉 quand ξ → +∞. On éritpour ela ũ sous la formẽ
u(t, ξ) = α +

〈Yp〉
c
ξ + Zp(ξ − ct) + v(t, ξ).La fontion v(t, ξ) véri�e alors l'équation

vt − vξξ + cvξ = −Yp(ξ − ct)e−ũ,ainsi que l'estimation v(t, ξ) = O(e−βξ) quand ξ → +∞ (f proposition 4.5.3). Par lesestimations paraboliques, on en déduit que |vt(t, ξ)|, |vξ(t, ξ)| → 0 quand ξ → +∞. Paronséquent,
ũt + cũξ = (−cZ ′

p(ξ − ct) + vt) + c(〈Yp〉 + Z ′
p(ξ − ct) + vξ),

= 〈Yp〉 + vt + cvξ −−−−→
ξ→+∞

〈Yp〉.Cei onlut la démonstration de la proposition 4.2.4.
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