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INTRODUCTION

L’objet de cette thése est ’étude d’équations de réaction-diffusion de type KPP (pour
Kolmogorov, Petrovsky et Piskunov) en milieu périodique et plus particuliérement I’exis-
tence, les propriétés qualitatives et la stabilité des solutions ondes pulsatoires. On donne
a la fin une application au systéme de la SHS (Self-propagating High-temperature Syn-
thesis) en combustion solide.

La thése est divisée en quatre chapitres. Dans le premier, nous donnons, pour une
équation d’advection-réaction-diffusion & coefficients périodiques posée sur un cylindre
infini et avec une nonlinéarité de type ignition, une nouvelle preuve de I'existence d’ondes
pulsatoires, résultat déja démontré par Xin [95] puis Berestycki et Hamel [6].

Nous démontrons ensuite I'existence d’ondes pulsatoires au comportement précisé a
I’infini pour une équation de réaction-diffusion unidimensionnelle dont la nonlinéarité est
de type KPP et périodique en espace.

Nous nous intéressons au chapitre 3 a l'existence de comportements nouveaux en
temps grand pour cette équation en milieu périodique et nous montrons que certaines
données initiales donnent lieu & une dynamique non triviale au sens ou elle ne se réduit
pas a la simple convergence vers une onde pulsatoire.

On démontre enfin au chapitre 4 ’existence d’ondes pulsatoires pour un systéme de
réaction-diffusion en dimension une modélisant la combustion solide.

I Contexte

I.1 Ondes progressives

Les équations de réaction-diffusion sont des équations aux dérivées partielles para-
boliques qui servent de modéles dans de nombreux domaines comme la combustion (cf
Williams [92]) ou la dynamique des populations (cf Murray [61]). Elles permettent de
rendre compte et de mieux comprendre les phénoménes de propagation (propagation de
flammes, invasion d’espéces, ...) grace a l’existence de solutions particuliéres de 1’équa-
tion appelées ondes progressives. L.’équation type de la théorie

Up — Upy = f(u) sur R, (1)

a été introduite a la fin des années 30 par Fisher [28] comme modéle de génétique des
populations (f(u) = u(1—u)) et par Zeldovich et Frank-Kamenetskii [97] en combustion.
L’inconnue u représente une densité de géne dominant dans le premier cas et la tempéra-
ture en combustion. Elle a donné lieu au travail mathématique pionnier de Kolmogorov,
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Petrovsky et Piskunov [53] qui ont posé les bases de la théorie de la réaction-diffusion.
Les nonlinéarités f € C'([0,1],R) considérées ici vérifient les propriétés générales

F20 et f(0)=F(1)=0,

et sont classées en deux catégories (cf figure 1)

(i) Nonlinéarité de type KPP. La fonction f vérifie de plus les propriétés suivantes :
f>0sur 0,1, f'(1)<0< f(0), f(u)<f(0)u Yuel0,l].
(ii) Nonlinéarité de type ignition. Il existe 6 € (0, 1) tel que
f=0sur[0,60], f>O0sur]f,1], f'(1)<O.
Précisons qu’il existe une troisiéme catégorie de nonlinéarités qui ne sera pas étudiée

ici : les nonlinéarités de type bistable. Elles sont telles qu’il existe un zéro intermédiaire
a €]0,1] tel que f < 0 sur ]0,a] et f > 0 sur |a, 1].

A A

F1G. 1 — Nonlinéarités de type KPP et ignition

Premiers résultats sur I’existence d’ondes progressives

Pour ce type de nonlinéarités, I’équation (1) posséde des solutions particuliéres de
type ondes progressives. Il s’agit des solutions de la forme u(t,x) = ¢.(z + ct), avec
c # 0, ou ¢, vérifie I'équation différentielle

— ¢, + gl = f(de),
{ Pe(—00) =0,  ¢(+00) = 1. (2)

Ces ondes progressives représentent l'invasion de 1’état 0 par I’état 1 et consistent en
la propagation d’un profil constant ¢. a vitesse ¢ (cf figure 2). Si f est de type KPP,
Kolmogorov, Petrovsky et Piskunov [53] ont montré que ce probléme posséde une solution
si et seulement si ¢ > ¢* = 24/ f/(0) et que le profil ¢, est strictement croissant et unique a
translation prés. Si f est par contre de type ignition, Johnson et Nachbar [49] ont prouvé
I'unicité de la vitesse de propagation. Précisons que la vitesse est également unique dans
le cas bistable.
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F1G. 2 — Profil et vitesse d’une onde progressive

Propriétés qualitatives et stabilité des ondes progressives

Une fois résolue la question de ’existence des ondes progressives, il vient celle de leur
stabilité afin de comprendre dans quelle mesure ces solutions particuliéres gouvernent la
dynamique en temps grand de I’équation (1). On étudie ainsi le probléme de Cauchy

Ut — Ugy = f(u>7
{ u(0, z) = ug(x). (3)

Dans le cas de nonlinéarités de type ignition ou bistable, I'unique onde progressive
(a translation preés) décrit le comportement en temps grand pour une vaste classe de
données initiales. Il s’agit des données exponentiellement décroissantes en —oo dans le
cas ignition et possédant des limites & l'infini de part et d’autre du zéro intermédiaire
dans le cas bistable (cf Kanel [50, 51|, Fife et McLeod [27]). Pour étudier la stabilité
locale, il est possible dans ce cas de se placer dans un espace a poids pour déplacer le
spectre dans le demi-plan Rez < 0. Sattinger a ainsi montré la stabilité locale des ondes
dans de tels espaces avec un taux de décroissance exponentiel en temps [76, 77].

Le cas d’une nonlinéarité de type KPP est plus difficile du fait de 'existence d’un
continuum de vitesses. Cependant, les ondes de vitesse supérieures (¢ > ¢*) sont locale-
ment stables dans un espace a poids comme dans le cas ignition |76, 77]. Mais pour des
données initiales plus générales, il se pose le délicat probléme de la sélection de la vitesse :
si la solution du probléme de Cauchy (3) converge vers une onde progressive ¢.(z + ct)
en temps grand, quelle est la vitesse ¢ de cette onde et comment est-elle sélectionnée ?

Pour le résoudre, il est nécessaire de connaitre le comportement en —oo des ondes
progressives ¢.. Le résultat est le suivant (cf [1, 2]) : quand z — —o0,

| ¢~ JE—T)

—sic> ¢, do(x) = Aer +0(ePet) avec A > 0,6 > 0et \. = 5 ,

—sic=c", ¢(2) = (Az + B)eT" + O(eTH%) avec A <0, BER et § > 0.

Le taux de décroissance exponentiel apparait de la maniére suivante. Le comportement
en —oo de I'onde est donné par une exponentielle e’* solution de I’équation linéarisée en

=0

—¢" +c¢’ — f'(0)¢ =0,

ce qui revient & chercher \ solution de I’équation A2 — e\ + 1 = 0. C’est la plus petite

racine
y = ¢~ 2 —4f(0)

2
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qui est sélectionnée et elle est double pour ¢ = ¢*, ce qui engendre un comportement
différent.

Les principaux résultats sur la question de la sélection de la vitesse dans le cas KPP
ont été obtenus par Uchiyama [84], Bramson [17] et Lau [55]. Ils disent d’une part que
si ug décroit suffisamment en —oo, alors c’est la vitesse ¢* qui est sélectionnée, mais
si ug(z) ~ e*® quand z — —o0 et ug(+o00) = 1, alors u(t,x) converge vers une onde
progressive de vitesse c. Le cas de la vitesse critique ¢ = ¢* est délicat. Contrairement au
cas des vitesses supérieures, aucun poids ne permet de déplacer le spectre dans le demi-
plan Rez < 0. Deux types de résultats ont été démontrés. Les premiers portent sur des
données initiales de type Heaviside [53, 17, 84| et montre la convergence en temps grand
vers l'onde de vitesse ¢* dans le sens suivant : il existe un shift m(¢) se comportant comme
m(t) = 't + 3c¢* log(t) + o(1) tel que u(t,z —m(t)) converge vers @ (). Autrement dit,
la solution a un profil qui converge vers celui de I’onde de vitesse ¢* mais en différe d'un
shift dont la dérivée converge vers c*, et qui est cependant non borné. D’autres travaux
s’intéressent & des données initiales ug trés proches de 'onde progressive a l'infini : par
exemple, quand uy — ¢ est & support compact ou bien telle que Yo = e € LY(R").

c*

On a alors dans ce cas convergence vers 'onde de vitesse ¢* avec taux de convergence
algébrique ; Kirchgiissner a montré un taux de convergence de ¢t~'/* [52], puis Gallay a
obtenu le taux optimal de ¢t~%/2 [33].

Existence et stabilité d’ondes progressives plissées

La notion d’onde progressive se généralise en plusieurs dimensions. En milieu homo-
géne, représenté typiquement par I’équation suivante

uy — Au = f(u) dans RY, (4)
la généralisation est immédiate en onde progressive plane de la forme
u(t,x) = g(x - e+ ct)

se propageant dans la direction —e avec un profil constant en temps ¢, solution de
'équation (2). Notons que les ensembles de niveaux de tels solutions sont des plans.

La situation est différente en milieu inhomogéne. Prenons le cas du cylindre ¥ =
{(z,y) € R x w}, avec w borné de RY~! et de 'équation de réaction-diffusion suivante

{ u — Au+ a(y)u, = f(u), (z,y) €, (5)
ou=0, (x,y) €%,

ot a € C°(w,R), v désigne le vecteur normal unitaire sortant de 0¥ = R x dw et d,u la
dérivée normale. La dépendance en y conduit a chercher des solutions particuliéres sous
la forme

u(t, z,y) = ¢l + ct, y),

appelées ondes progressives plissées et dont les ensembles de niveaux ne sont plus plans
mais courbes. Le profil ¢ satisfait alors I’équation elliptique suivante :

_A¢C + (C + a(y))aa:gbc = f(¢0)’ (:L‘vy) € 27
au¢c = 07 (l‘, y) S 827 (6)
(bc(_ooay) =0 et ¢c(+ooa y) =1L
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Ce probléme a été étudié par Berestycki, Larrouturou, Lions et Nirenberg [13, 16].
IIs ont montré que le probléme (6) admet une unique solution (¢, ¢) si f est de type
ignition tandis que si f est de type KPP, il existe une solution (¢, ¢.) si et seulement si
¢ > c¢*. Dans les deux cas, le profil est unique a translations prés en la variable z, et il est
strictement croissant en x. Dans le cas ignition, Berestycki, Larrouturou et Roquejoffre
[14, 69] ont ensuite montré la stabilité locale de ces ondes avec convergence exponentielle
en temps. Les résultats de convergence globale ont été obtenu ensuite par Roquejoffre
[70]. Dans le cas KPP, la situation est plus délicate. Mallordy et Roquejoffre [58] ont
étudié le cas des ondes de vitesses supérieures : ils ont montré la stabilité locale avec
décroissance exponentielle en temps ainsi que la convergence globale vers les ondes pour
des données initiales ayant le méme comportement en —oo. La converge globale s’étudie
dans ce cas en obtenant une inéquation linéaire sur la différence |u — ¢.|.

I.2 Ondes pulsatoires

L’étude de la propagation en milieu périodique, c’est a dire pour des équations de la
forme
U — Uz = f(z,u) sur R, (7)

ou f(x,u) est une fonction 1-périodique en z telle que pour tout z 'application u +—
f(z,u) est une des nonlinéarités classiques, a été considéré dans les années 80 en tant que
modéle d’écologie par Shigesada, Kawasaki et Teramoto [80]. Les auteurs ont montré que
la propagation se faisait alors sous la forme plus générale d’ondes progressives pulsatoires
dont voici la définition :

Définition 1. Une onde pulsatoire u(t, x) de ’équation (7) est une solution pour laquelle
il existe une vitesse ¢ # 0 telle que

u(t+%,x) =u(t,x + 1), (8)

u(t,—o0) =0, wu(t,+o0)=1. 9)

Pour faire le lien avec les notions précédentes, notons qu’une onde pulsatoire est une
solution de la forme
u(t,z) = ¢(t, x + ct), (10)

ou la fonction ¢(t,y) est 1/c périodique en t et vérifie ¢(t, —o0o) = 0 et ¢(t, +00) = 1.
Autrement dit, une onde pulsatoire est caractérisée par un profil qui est périodique en
temps (au lieu de constant dans le cas homogéne) et qui avance & une certaine vitesse ¢
(cf figure 3). Une autre facon classique de représenter une onde pulsatoire est de la voir
comme une solution de la forme

u(t,z) = ¢(x + ct, x), (11)

ou ¢(7,x) est une fonction 1-périodique en x et vérifiant ¢p(—oo, ) = 0 et ¢(+o00,x) = 1.
Nous privilégions ici le premier point de vue.

Les premiers résultats d’existence d’ondes pulsatoires ont été établi par Xin pour des
nonlinéarités de type bistable et ignition dans RY [93, 94, 95]. L ’auteur a montré qu’il
existe une unique solution (c,u) a translation en temps prés en temps et que la solution
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A u(t+lle,.) u,lt,.)
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F1G. 3 — Profil et vitesse d’une onde pulsatoire

est croissante en temps. Les nonlinéarités f(z,u) de type KPP ont été considéré ensuite
par Hudson et Zinner [48] qui ont montré I’existence d’ondes pulsatoires pour une demi-
droite de vitesse [cy, +00[. Ces résultats ont été généralisés par Berestycki et Hamel [6]
dans des domaines périodiques généraux. Quand f est de type ignition, la vitesse est
unique tandis que pour des nonlinéarités de type KPP, il existe des ondes pulsatoires
si et seulement ¢ > ¢* > 0. De plus, les ondes pulsatoires sont croissantes en temps
et dans le cas ignition sont uniques a translation prés en temps. Berestycki, Hamel et
Nadirashvili [9] ont obtenu une formule variationnelle sur la vitesse minimale :

S {0))

oy o 1)
ou k() désigne la valeur propre principale d’un opérateur L qui est donné par la relation
suivante dans le cas de ’équation (7)

Lyv ="+ 2\ + (A + f.(z,0))v. (13)

Cet opérateur apparait en cherchant des solutions de I’équation linéarisée en 0 de la forme
u(t,r) = @t p(z) (cf section I1.2). Cette formule variationnelle permet d’étudier la
dépendance de la vitesse de I'onde en fonction des paramétres de ’équation. Les régimes
d’homogénéisation de ces fronts de type KPP sont étudiés quant & eux par El Smaily
[26]. Le cas d’ondes pulsatoires reliant un état stable périodique a I’état 0 a été étudié
par Berestycki, Hamel, Roques [10, 11] dans le cadre d’'un modéle d’invasion biologique
pour lequel f,(z,0) peut changer de signe en fonction de x. Les fronts pulsatoires dans
des milieux périodiques en temps ont également été étudiés par Fréjacques [32], Nolen
et Xin [62] (voir aussi I'article de revue [96]).

De nombreux résultats d’existence d’ondes pulsatoires (ou ondes modulées) ont été
également obtenus pour divers problémes par des méthodes de bifurcation, notamment
ceux de Schneider et al [24, 37, 36, 44]. Mentionnons également dans la méme thématique
I'étude des fronts de solidification périodiques (coarsening fronts) pour ’équation de
Allen-Cahn par Scheel [78]. La stabilité de ces ondes est également étudié, voir par
exemple les travaux de Sandstede et Scheel [72, 73].

Mentionnons pour terminer que les propriétés qualitatives des fronts de type KPP
sont actuellement activement étudié : Hamel a obtenu récemment, dans un cadre tres
général, la monotonie en temps ainsi que le comportement spatial exponentiel en —oo
[39], avec des conséquences sur I'unicité et la stabilité de ces fronts (Hamel, Roques).
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I.3 Bref apercu des travaux connexes
I.3.1 Reéaction-diffusion dans des milieux généraux

La notion d’ondes progressives a été généralisée treés récemment par Matano ainsi que
par Berestycki et Hamel [5] pour donner un sens a la notion de propagation dans des
domaines trés généraux (connexes réguliers de RY) ainsi qu’un cadre unifié aux nom-
breuses notions d’ondes progressives existantes (planes, courbes, coniques, pulsatoires).
Les auteurs utilisent pour cela le point commun de tous ces fronts : ils convergent uni-
formément vers 0 ou 1 loin de leurs ensembles de niveaux. Des propriétés qualitatives
ont été établies pour ces ondes généralisées et 1’étude de leur existence ouvre un vaste
champ de recherche.

Quand le milieu de propagation est peu connu, celui-ci peut étre représenté par un
milieu aléatoire. La propagation de fronts pulsatoires dans de tels milieux est étudié en
particulier par Nolen et Xin [63, 96].

I.3.2 Systémes de réaction-diffusion

L’étude des systéemes de réaction-diffusion a donné lieu a une vaste littérature. Il est
hors de propos ici de faire une bibliographie exhaustive du sujet. Nous mentionnons juste
quelques sujets de recherche en plein essor.

Le modéle thermodiffusif est activement étudié. Sous des contraintes de pertes de
chaleur, I’étude du systéme est délicate puisque celle-ci ne se raméne pas a I’étude d’une
équation scalaire. Berestycki, Hamel, Kiselev et Ryzhik [8] ont montré que ce systéme
posséde des fronts progressifs par une demi-droite de vitesses admissibles.

Un enjeu essentiel en combustion est de comprendre I'influence du champ de vitesse
sur la propagation des flammes. L’étude du couplage des équations de réaction-diffusion
avec celles de la mécanique des fluides est ainsi d’'un enjeu majeur. Ce probléme est
trés difficile et est étudié actuellement pour des couplages faibles de type Boussinesq.
Citons notamment les travaux de Berestycki, Constantin et Ryzhik [4], et de Constantin,
Roquejoffre, Ryzhik et Vladimirova [23] sur les problémes d’existence et d’extinction,
ainsi que celui de Constantin, Kiselev et Ryzhik [22] sur les questions d’instabilités.

L’étude de l'existence d’ondes pulsatoires pour des systémes de réaction-diffusion
généraux est trés complexe. De nombreux résultats ont cependant été obtenu par des
méthodes de bifurcation. Voir par exemple les travaux de Haragus et Sandstede [41],
de Sandstede et Scheel [73, 74| et de Texier-Picard et Volpert [83]. Le seul résultat de
nature non perturbative a été obtenu par Constantin, Domelevo, Roquejoffre et Ryzhik
[21] pour Dexistence de fronts pulsatoires d’'un modéle de combustion dyphasique.

Nous mentionnons un dernier axe de recherche trés prometteur, celui des systémes
généraux de la forme u, = Au+ f(u) qui posséde deux états u~ (stable) et u™ (instable)
tels que par exemple la matrice jacobienne Jf(u™) posséde au moins une valeur propre
de partie réelle strictement positive et J f(u~) uniquement des valeurs propres de parties
réelles strictement négatives, et en particulier des fronts linéaires (pulled fronts) pour
lesquels la dynamique dépend directement de 1’équation linéarisée au voisinage de 1’état
instable u~. Des résultats de nature formelle ont été obtenus par Elbert et Van Saarlos ;
ils ont établi d’une part un critére général de prédiction de la vitesse de propagation
en fonction de la donnée initiale et ont donné des termes d’ordres supérieurs dans le
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développement asymptotique m(t) = c¢*t + 3c*log(t) + o(1) du terme de dérive mi(t)
86, 87, 88, 25].

IT Présentation des résultats obtenus

Notre travail se situe dans ce contexte, et son but est d’obtenir ’existence ainsi que
des propriétés qualitatives fines des ondes pulsatoires d’équations de réaction-diffusion.
Nous décrivons ici les résultats principaux obtenus dans la thése. Leur motivation et leur
contexte ne sont pas repris dans les chapitres suivants.

I1.1 Existence d’ondes pulsatoires d’une équation de type ignition
dans un cylindre : une nouvelle preuve

On s’intéresse au chapitre 1 & l'existence d’ondes pulsatoires pour une équation
d’advection-réaction-diffusion suivante posée sur un cylindre infini ¥ = {(z,y) € R x w}
dont la section w C RN~! est un ouvert connexe régulier et borné. L’équation est la

suivante

{ u — Au+q(z,y).Vu = f(u), (x,y) €, (14)
Ou=0, (z,y)€ 0%,

oul v désigne le vecteur normal unitaire sortant de 9% = R x 0w et 0, u la dérivée normale.

De plus, le terme source non linéaire f est ici de type ignition.

L’équation (14) représente un modéle classique de combustion d’un milieu réactif dans
un cylindre. 11 s’agit plus précisément du modéle thermodiffusif (avec nombre de Lewis
égal 4 un) de propagation de flamme prémixée [12|. L’inconnue u désigne la température
normalisée du milieu réactif et ¢ son champ de vitesse.

Le champ q(z,y) = (q1(x,%), ..., qn(x,y)) est supposé de classe C2 sur ¥ et vérifie
les hypothéses suivantes :

B divg = 0 dans Y,
V(z,y)eX, qle+Ly) = qlzy),
a(z,y)dzdy = 0,
(0,L)xw
qv = 0 sur 0.

La premiére hypothése signifie que le milieu est considéré comme incompressible. De
plus, q est L-périodique en x et sa premiére composante est de moyenne nulle. On peut
représenter ce champ de vitesse comme une fluctuation turbulente par rapport a un
champ de vitesse moyen.

La périodicité du champ de vitesse conduit a chercher des solutions particuliéres de
type ondes pulsatoires : il s’agit des solutions de (14) qui se propagent vers la gauche
sont les solutions u € CH2(X) telle qu’il existe ¢ # 0 vérifiant :

L _
ut+—wy) =ult,r+ Ly) VieR (vy) e,
et telle que :
Vi e R, wu(t,—o00,y) =0, wu(t,+oo,y)=1, uniformément par rapport a y.

Nous donnons une nouvelle preuve du résultat suivant
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Théoréme 1. [6, 95] L’équation (14) posséde une solution d’onde pulsatoire (c,u).

Les deux preuves actuelles de Xin [95] et de Berestycki et Hamel [6] partent du
changement de variables (11) :

u(t’ x) y) = gb(l' + Ct7 ‘/L" y) = ¢(T7 ‘/L" y)’

qui conduit a étudier les solutions ¢(7, z, y) définies sur R x R x W de I’équation elliptique
dégénérée suivante :

Ad+ 20, — q(2,y).Voyd — (a1(z,y) + ) + f(¢) =0 dans RX R X w,
0,0 =0 sur R xR x dw,

¢(—00,.,.) =0, ¢(4+00,.,.) =1 uniformément en (x,y),

o(r,x + L,y) = ¢(7,z,y) pour tout (7,z,y).

(15)

Cette équation est bien dégénérée puisque la matrice des coefficients des termes de plus

haut degré est la suivante en les variables (7, z,y1,...,yn—_1) :
11 0 ... 0
11 0 ... 0
0 0 1 :
Do 0
00 ... 0 1

et elle est de déterminant 0. Pour I'étudier, Xin utilise ensuite une méthode de conti-
nuation [95] tandis que Berestycki et Hamel utilisent une méthode de régularisation-
troncature [6]. Dans les deux cas, les preuves font appel a un résultat de régularité
d’équations elliptiques dégénérées qui est utilisé sans démonstration par Xin [95] et dé-
montré et utilisé par Berestycki et Hamel. Ces derniers démontrent effectivement dans
un article indépendant [7] un résultat de régularité C'! uniformément en ¢ sur la solution
¢° de 'équation régularisée associée a (15)

Ebrr + Ad + 207, — q(2,Y).Vayd — (a1(2,y) + )d- + f() = 0.

En raison de I'importance de ce résultat, il nous a semblé intéressant d’en présenter
une autre preuve, ne faisant pas appel a la régularité elliptique, et conduisant & mon-
trer 'existence de solutions périodiques en temps pour une équation parabolique non
linéaire. Nous utilisons pour cela une méthode de continuation et les outils employés
sont les résultats classiques sur les équations paraboliques. Toutefois, un certain nombre
de propriétés qualitatives a priori, démontrées par Berestycki et Hamel, seront utilisées
sans étre redémontrées.

Voici les grandes lignes de la démarche utilisée ici. Elle repose sur le changement de
variables (10) qui consiste a se placer dans le repére mobile a la vitesse ¢

E=x+ct

Plus précisément, on pose

u(t,z,y) =v(t,z +ct,y), v(t, & y)=u(t,é—cty). (16)
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La fonction v est L/c - périodique en temps puisque

L L
U(t—f—ngvy) :u(t—f—ng_Ct_Lvy) :u(tag_Ctay) :U(t,g,y),

v — Av+q(€§ —ct,y).Vu+cve = f(v) dans X,
0,v =0 sur 0%,
v(t, —oo,y) = 0,v(t,+o00,y) =1, Vt, uniformément en y, (17)

v(t+%,§,y)=v(t,§,y)'

Pour travailler avec des fonctions 1-périodiques en temps, on effectue ensuite le change-
ment de variable :

w(r&) = v (£r.6) = vlt. &) (18)

La fonction w est ainsi 1-périodique en temps et vérifie le probléme :

%wT — Aw+q(& — L7,y).Vw + cwe = f(w) dans X,

o,w =0 sur d%, (19)
w(r,—00,y) =0, w(r,+00,y) =1, V7, uniformément en y,

w(T + 17579) = w(Tvgvy)'

La question de l'existence d’ondes pulsatoires revient ainsi & montrer que le probléme
(19) posséde une solution (¢, w). On utilise pour cela une méthode de continuation qui
consiste & introduire un paramétre s € [0, 1] dans ’équation en considérant les problémes

(s)
%wﬁs) — Aw® + s5q(€ — L7,y).Vu' + c(s)wés) = f(w®) dans X,

(Pbm)s o,w® =0 sur 0%,
’LU(S)(T, —00,y) =0, w(s)(T, +00,y) =1,
w (T +1,&,y) = w (1, y).

Pour s = 0, on obtient I’équation

O)
%w@ — Aw© +C(o>w§0> = f(w©).

En revenant a la variable initiale par le changement inverse
u(t,z,y) =v(t,z + ct,y) = w(%t, x4+ ct,y),
on est ramené a I’équation de réaction-diffusion classique
u? — Au® = f(u®).

Cette équation posséde une unique solution d’onde progressive unidimensionnelle de la
forme u(t,z,y) = ¢(x + ct), qui est donc aussi une onde pulsatoire. Pour s = 1, on
obtient 1’équation étudiée. On souhaite alors montrer que le probléme (Pbm)s posséde
une solution pour tout s € [0,1] en continuant la solution existante pour s = 0 par
rapport au paramétre s. On procéde pour cela en 3 étapes :
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1. En partant du fait que I’équation admet une solution pour s = 0, on montre qu’il
existe § > 0 tel que le probléme (Pbm), admette une solution (c*), w®)), ¥s € [0, §[.

2. On pose Spa: = sup {7 € [0, 1] tel que I’équation a une solution pour tout s €
[0,7[}. On montre alors que $,,., est atteint, c’est-a-dire qu’on a une solution en

Smaac .

3. Si Spae < 1, on montre qu’il existe > 0 tel que I’équation a une solution Vs &€
[Smazs Smaz + 0] €t ceci contredit la définition de $,,4,. Ainsi, S;,qe = 1 et par 'étape
2 on a une solution pour s = 1.

Les étapes 1 et 3 sont identiques, il s’agit de continuer localement la solution par
rapport au paramétre. Pour cela, on linéarise I’équation autour d’une solution onde
pulsatoire et on utilise le théoréme des fonctions implicites. L’étape 2 consiste a passer
a la limite dans le paramétre de continuation et une suite de solutions (c**), w(n),. Il
est important pour cela d’obtenir un encadrement & priori sur la vitesse pour pouvoir
extraire de la suite (c(*")),, une sous-suite convergente. On montrera que la suite (w*")),
converge localement vers w,, qui vérifie I’équation, les conditions au bord et aux limites,
ce dernier point étant le plus délicat.

I1.2 Existence d’ondes pulsatoires de type KPP au comportement
précisé

Nous avons rappelé dans la premiére partie 'importance de connaitre le compor-
tement des ondes progressives en —oo pour étudier le probléme de Cauchy en milieu
homogéne. Ceci est dii au fait que pour une nonlinéarité de type KPP, c’est le comporte-
ment au voisinage de 1’état instable 0 qui pilote la dynamique du systéme. Les résultats
actuels sur ’existence d’ondes pulsatoires ne précisaient pas le comportement en l'infini
jusqu’a un travail, trés récent et difficile mené en paralléle par Hamel [39] (nous détaillons
plus loin les différences avec notre contribution).

L’objet du chapitre est 1’étude du comportement exponentiel en —oo des ondes pul-
satoires pour I’équation de réaction diffusion (7). Pour cela, nous construisons des ondes
pulsatoires qui possédent le comportement exponentile attendu en —oo. Nous considérons
une nonlinéarité f € C%(R x [0, 1],RT) de type KPP qui a les propriétés suivantes :

(i) f est 1-périodique en z,
(ii) Vz € R, f(x,0) = f(x,1) =0et f(x,u) > 0 pour u € (0,1),

(i) vz € R, £1(,0) = lim 12 S g et iz, 1) = tim {12

u—0t u u—l1— U —
(iv) Vo € R, Vu € (0,1), fy(z,u) < f(z,0).

Pour construire nos ondes pulsatoires, nous nous placons dans le repére en mouvement
de 'onde & = x + ct en posant en posant

<0,

W(1,€) = ult € —ct) ult,x) = W(t,a +ct).
L’équation (7) s’écrit alors dans ce repére

Uy — Uge + cug = f(€ — ct,u). (20)
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La fonction u représente le profil de 'onde pulsatoire et est 1/c-périodique en temps.
Elle est solution du probléme

ﬁt - ’1755 + Cﬁg = f(f —ct, ﬁ),

e+ -,6) = T(t,6), 21)
Ut —00) = 0, (t, +oo) = 1.

On cherche ici une solution du probléme (21) dont le comportement en —oco est donné
par une fonction p(t, &) solution de 1’équation linéarisée au voisinage de u =0

Pt — Pee + cpe — f1(E—ct,0)p =0 (22)

de la forme suivante
p(t, &) = MY(E —ct),

avec A > 0 et ¢ > 0 1-périodique. La forme de p généralise le comportement exponentiel
des ondes progressives en tenant compte de la périodicité en temps de la solution a
I’aide du terme 7). En injectant I’ansatz précédent dans I’équation linéarisée, on est ainsi
ramené a chercher \ et ¢ solution de I’équation

Lyt := " 420" + (N + f1(2,0))1h = X,

L) agissant dans C7,.(R) 'ensemble des fonctions v € C*(R) 1-périodique. Pour cela, on
considére la valeur propre principale k(\) de 'opérateur L, ; il s’agit de 'unique valeur
propre pour laquelle il existe une fonction propre strictement positive. On écrit alors
le probléme précédent sous la forme k(A\) = c, la fonction v étant choisie comme la
fonction propre associée a k(M) ; on la notera 1, dans la suite.
La fonction k(M) a été étudiée par Berestycki, Hamel et Nadirasvili [9] pour obtenir
la formulation variationelle suivante sur la vitesse minimale
o _ k(A
¢" = min —= > 0. (23)
En particulier, la fonction k(\) est convexe et strictement positive; la fonction conti-
nue positive £(\)/A atteint son minimum sur R en ¢* et I'image de cette fonction est
[c*, +00[. Ceci permet de définir le taux de décroissance exponentielle de la fagon suivante

Ae = min{A > 0 tel quek(\) = cA}, A" = A,

La valeur \. représente ainsi le premier point d’intersectionn de k() avec la doite e (cf
figure 4).

Une attention particuliére est a porter au cas ¢ = ¢* oi A\* est alors une racine
double de I'équation k(M) = c¢*A. Le comportement exponentiel est alors de la forme
—£eM Y (€ — ct), out P* > 0 est une fonction propre de Ly- associée a k(\*). Nous
montrons alors 'existence d’ondes pulsatoires avec ce comportement précis quand £ —
—00 :

Théoréme 2. Soient c > c¢* et 1y, > 0 une fonction propre de Ly, associée a k(\.) = cA..
Alors il eziste une onde pulsatoire u, solution de (21) telle que

Ue(t, €) = Xy (€ —ct) + O™, quand & — —oo,
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F1G. 4 — Taux de décroissance exponentielle A\, de 'onde ..

avec 6 > 0. Soient ¢ = c¢* et * > 0 une fonction propre de Ly« associée a k(\*) = c¢*\*.
Alors il eziste une onde pulsatoire U solution de (21) telle que

e (1,€) = —€eM Y7 (§ — 1) + O(e),  quand § — —c0.

Nous utilisons deux approches différentes pour traiter les deux cas. Dans celui des
vitesses supérieures ¢ > ¢*, nous utilisons un théoréme de point fixe dans ’espace a poids
des fonctions ayant le comportement exponentiel souhaité. La construction du poids est
possible grace au fait que k(\) < ¢\ pour A supérieur mais proche de \.. Pour ¢ = ¢*, on
a l'inégalité k(\) > ¢*X pour A proche de \,. Ceci permet de construire I'onde de vitesse
supérieure par la méthode des sur et sous solutions, choisies avec le méme comportement
en —oo (celui de l'onde).

Remarque 1. (i) Pour l'onde de vitesse c*, le comportement plus précis attendu en —oo
et qui généralise celui des ondes progressives est le suivant :

U (8, €) = €M (=€W" (€ — ™) + W (€ — ¢'t)) + o(e™),  quand § — —o0,

ot p(t, &) = eNE(=&* (€ — ct) + U* (€ — ct)) est solution de I'équation linéarisée (22).
Ceci revient a chercher ¥* et U* 1-périodiques et solutions des équations

—p" — 2N 4 (N = NP — f(2,0))h =0, (24)

—U =2 (N = NP — f(2,0)) T = =207 4 (¢ — 20", (25)

(ii) Notre approche est généralisable en plusieurs dimensions d’espace, au moins pour le
cas ¢ > c*.

Terminons par préciser que Hamel [39] a démontré dans un cadre trés général que
toute onde pulsatoire (notamment celles construites dans [6]) est équivalente en —oo
a e*fhy (€ — ct). Nous obtenons ici que le différence entre u, et son équivalent a une
décroissance plus rapide que u.. De plus, nous donnons ici une preuve auto-contenue de
I’existence d’ondes pulsatoires ayant ce comportement précisé. Redisons que les résultats
de ce chapitre ne contiennent pas [6] et [39], son intérét étant plutot dans la simplicité
des preuves données.
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II.3 Dynamique non triviale en temps grand pour une équation
de type KPP en milieu périodique

Nous étudions ici la dynamique en temps grand pour le probléme de Cauchy en milieu
périodique
Ut — Ugy = f(x,u),
{ u(0, ) = up(x). (26)

pour une classe de données initiales proches des ondes pulsatoires u,. construites préce-
demment dont on connait le comportement précis en —oo.

Le cas homogéne

Notre travail a été motivé par I'obtention de comportements nouveaux en temps grand
dans le cas homogéne, c’est a dire le probléme de Cauchy (3). Les résultats classiques de
dynamique en temps grand que nous avons rappelés portent sur la convergence vers les
ondes progressives pour des données initiales ayant en —oo le méme comportement qu'une
onde progressive, ou bien une décroissance trés rapide. On se demande naturellement ce
qui se passe si on affaiblit ces hypothéses sur la donnée initiale.

On s’interesse ici & des données initiales uy comprises entre deux translatées d'une
onde progressive de vitesse ¢ > ¢* :

(bc(x) S UO(x) S (bc(x + M)7

avec M > 0. Ce type de données initiales a été considéré trés récemment par Roque-
joffre et Roussier [71] pour une équation de type bistable en dimension deux avec des
données initiales comprises entre deux translatées d’ondes planes ou de fronts coniques.
Les auteurs ont montré que la solution du probléme de Cauchy a une dynamique non
triviale en temps grand : le profil de la solution converge vers celui de 'onde mais en
difféere d’un shift qui peut ne converger vers aucune constante. Le probléme de 1’étude
de la dynamique dans le cas KPP était une question ouverte. Nous la résolvons ici pour
une nonlinéarité f de classe C? et vérifiant f”(u) < 0; le résultat obtenu est le suivant

Théoréme 3. Soient ¢ > ¢* = 2,/f'(0), M > 0 et u(t,z) la solution du probléeme de
Cauchy

U — Uge = f(u)a
{@ws%ms@@+m. (27)

Soit m(t,x) la solution du probléme

(28)

{ My — Mag — 2Memy — Aem2 =0,
m(0,x) = ¢ (ug()) — .
Alors

(i) La fonction m vérifie les propriétés suivantes quand t — +o00

0<mit) <M, ft)lle =0 ()0 Imnalt )l =0 ().
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(11) 1l existe v > 0 tel que si v(t,z) = |u(t,z) — ¢.(z + ct + m(t,z))|, alors v(t,&) =
v(t, € — ct) vérifie

—YE755 — i)
igﬂgle u(t, €)| O(ﬁ '

Remarque 2. On peut montrer en fait que la convergence en (ii) est uniforme

ilelg lu(t, ) — ¢z + ct +m(t,x))| = O (%) :

Ce résultat dit que la solution u(¢, ), qui reste comprise entre les deux translatées
de I'onde
de(x +ct) <u(t,z) < de(x+ M + ct),

voit son profil converger localement vers celui de ’'onde progressive puisque m, — 0 mais
elle en différe d’un shift qui varie de plus en plus lentement en temps grand (m; — 0)
(cf figure 5). Il est important de comprendre que la dynamique est réellement non tri-
viale : I’équation du shift se raméne par une transformée de Hopf-Cole a une équation
d’advection-diffusion & coefficients constants pour laquelle il existe de nombreuses solu-
tions qui ne convergent vers aucune constante (et méme certaines qui oscillent indéfi-
niment en temps grand [19, 89]), ce qui montre que la solution peut ne converger vers
aucune translatée de ’onde u,.

Notons que puisque la solution est comprise entre deux translatées de 'onde, I’idée de
départ pour étudier le probléeme de Cauchy est de chercher directement u sous la forme
¢c(x+ct+m(t, x)), ce qui donne une équation difficile a étudier. On utilise la connaissance
du comportement de ¢. en —oo pour chercher m de sorte que ¢.(z + ct + m(t, x)) soit
presque solution de (1), la différence étant petite au sens ou elle décroit plus vite que ¢,
en —oo; ceci permet de montrer la convergence asymptotique en choisissant m solution
de (28). L’équation du shift se ramenant & une équation d’advection-diffusion, la solution
explicite de la solution donne le taux de décroissance optimal en ¢~/2 sur les dérivées.

b (x+M+ct)

b (x+ct)

u(t,x)

x+ct X

F1G. 5 — Dynamique non triviale en milieu homogéne

Le cas périodique

Le résultat principal du chapitre 3 est I’extension du résultat précédent au cadre pé-
riodique du probléme de Cauchy (26). Notons qu’il n’existe aucun résultat sur la stabilité
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des ondes pulsatoires de type KPP. Nous considérons une nonlinéarité f appartenant a
C?(R x [0,1], R") et qui posséde les propriétés suivantes :

(i) f est 1-périodique en z,

(ii) Vz € R, f(x,0) = f(z,1) =0et f(x,u) >0 pour u € (0,1),

- fla,u) [z, u)

iii) Vo € R, f/(2,0) := lim >0et f/(x,1) = lim

(iif) » ful#,0) u—0t U Jul@; 1) u—l- u—1
(iv) Vz € R, Yu € [0, 1], f//(z,u) <0.

Avant détudier la dynamique non triviale, commencons par noter que les ondes pul-

satoires de vitesse supérieure ¢ > ¢* construites précedemment sont stables avec taux de

décroissance exponentielle. Le résultat qui utilise essentiellement les mémes techniques
que la section précédente est le suivant :

<0,

Théoréme 4. Soient ¢ > ¢* et u(t, x) la solution du probléme de Cauchy (26) ot ug(z) €
0, 1] satisfait les propriétés suivantes avec € > 0

(i) uo(€) = us(0,) + O(e+) quand & — —oo,
(i1) liminf, ., ug(z) > 0.

11 existe alors v > 0 tel que ||u(t,-) — uc(t,)||eo = O(e™).

L’objectif du chapitre 3 est d’étudier la classe plus large de données initiales comprises
entre deux translatées en temps d’une onde pulsatoire u. de vitesse ¢ > c*

ue(0, ) < u(0,2) < u (M, ).

Ceci est possible car dyu, > 0 [6]. On obtient alors ’équivalent du théoréme 3 dans le
cas périodique

Théoréme 5. Soient ¢ > ¢*, M > 0, u. l'onde pulsatoire du théoréme 2 et u(t,x) la
solution du probléeme de Cauchy (26) telle que

ue(0,2) < wu(0,2) < wu (M, z),
Soit m(t,x) la solution du probléme de Cauchy
A,

My — Mgy — Q(AC +
m(0,x) = u(-, )" (uo())-

— 2 _
)mz cAemy = 0, (29)

Alors

(i) La fonction m(t,x) posséde les propriétés suivantes quand t — +00 :

0<mitia) < M, et =0 (7)ol =0 ().

(11) Il existe v > 0 tel que si v(t,x) = |u(t,z) — uc(t + m(t,x),x)|, alors v(t,§) =
v(t, & — ct) vérifie

€% — L)
igﬂgle o(t,§)] O(\/E :
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Remarque 3. On peut montrer en fait que la convergence en (ii) est uniforme

sup |u(t, x) — u.(t + m(t,x),x)| = O (i) .
zeR \/7_5

Si la donnée initiale est comprise entre deux translatées de ’onde pulsatoire wu., le
théoréme nous dit comme précedemment que le profil de la solution converge localement
vers celui de 'onde puisque m, — 0 la solution différe de 'onde d’un shift m(¢,z) qui
varie de plus en plus lentement en temps (m; — 0). Notons que nous obtenons un taux
de décroissance optimal sur les dérivées du shift puisque ce taux est le méme que le taux
optimal du cas homogéne.

La preuve de ce résultat est délicate. L’obtention de I’équation sur le shift et la
convergence en temps grand s’obtient comme dans le cas homogéne grace a la connais-
sance précise du comportement en —oo de onde u, (théoréme 2). L’étude des propriétés
du shift m est le plus difficile et est basée sur des estimations fines d’un noyau de type
chaleur sous-jacent. Tout d’abord, ’équation du shift se raméne, par une transformation
de Hopf-Cole, a I’équation parabolique linéaire a coefficients périodiques suivante

{ Wi — Way — 2AWy + (che — A2 — ((2))w = 0, (30)

w(0, x) = wo(z) bornée .

Contrairement au cas homogéne, on ne connait plus explicitement la solution. On uti-
lise I’approche semi-groupe qui permet d’obtenir une formule pour w; sa transformée
de Laplace est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients pé-
riodiques ; cette équation se résout grace aux exposants de Floquet associés; on revient
ensuite & w par transformation de Laplace inverse, et on estime cette formule intégrale
par des techniques d’analyse complexe (déformation de contour, singularités) et d’analyse
de Fourier (noyau de la chaleur, Fourier inverse).

Remarque 4. (i) Ce résultat est spécifique a la dimension un puisqu’il est basée sur
I’étude de I’équation différentielle vérifiées par la transformatée de Laplace du shift.

(ii) Précisons que les estimations fines obtenues sur le noyau de la chaleur ne peut pas étre
obtenu par les résultats actuels de la littérature sur les problémes linéaires a coefficients
périodiques [64].

Nous obtenons enfin un résultat de stabilité pour I’onde pulsatoire de vitesse ¢* avec
un taux de décroissance algébrique. L’étude du cas ¢ = ¢* est bien plus délicat que celui
des ondes de vitesse supérieure du fait de la présence de 0 dans le spectre essentiel. Le
résultat obtenu utilise les outils développés dans la preuve du théoréme 5; notons que le
taux optimal dans le cas homogéne est /2 et a été obtenu par Gallay [33].

Théoréme 6. Soit u(t,x) la solution du probléme de Cauchy

{losds”

ot ug € [0, 1] est de la forme ug(z) = ue(0,2) 4+ h(x), avec h a support compact. Alors
1

it ) — 11 (£, Yoo = O (%) |
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II.4 Ondes pulsatoires pour le systéme de la SHS avec terme
source monostable

On étudie au chapitre 4 I’existence d’ondes pulsatoires pour le systéme de réaction-
diffusion en dimension un suivant

Y, =-TY.

Il s’agit d’'un modéle simple de combustion solide utilisé en particulier pour étudier les
processus de synthése de matériaux par combustion auto-propagée (SHS, "Self-propagating
High-temperature Synthesis’). La fonction T'(¢,z) représente la température et Y (¢, x)
la fraction massique du réactant solide.

Ce systéme s’obtient & partir du modéle termodiffusif classique dans I'étude de la
propagation de flamme prémélangée en milieu gazeux [12] :

Notons que le champ de vitesse est nul comparé au chapitre 1. Le nombre de Lewis
est le quotient de la diffusivité thermique par la diffusivité moléculaire; cette derniére
étant nulle dans le cas de la combustion solide, on obtient le systéme (31) a la limite
Le — +o00. Notons que nous considérons ici f(T)) = T'; La dépendance du taux de
réaction f par rapport a T est complexe; I’hypothése f(T') = T que nous faisons ici est
trés simplificatrice du point de vue physique mais permet une étude mathématique du
systeme.

Le systéme (31) étant homogeéne, il est naturel de se demander comment apparaissent
de telles ondes pulsatoires. Celles-ci vont jouer un role dans I’étude de la dynamique en
temps grand du systéme, pour une distribution initiale Yy(x) périodique du réactant.

Quand la distribution initiale est uniforme, autrement dit quand on considére des
limites a I'infini de T" et ¥ sont uniformes, on est conduit a étudier les solutions globales
en temps de type ondes progressives T'(t,z) = T(z + ct), Y(t,x) = Y (x + ct), le triplet
(c, T, }7) étant alors solution du probléme

1"+ =TY,
&Y' = —TY, 52)
T(—00) =0, T(+o00)=1,

Y(—o0)=1, Y(+o00)=0.

L’existence et 'unicité d’ondes progressives pour une demi-droite de vitesses admissibles
ont été obtenus par Logak [56] pour des nonlinéarités plus générales de la forme f(7)Y
avec [ de type KPP. Dans le cas de nonlinéarités de type ignition, le probléme avait été
résolu par Berestycki, Nicolaenko et Scheurer [15]. Nous retrouvons le résultat de Logak
par la méthode présentée ici.

Les ondes pulsatoires apparaissent en considérant une distribution périodique du
réactant dans la zone fraiche; ceci revient a considérer les limites suivantes quend z —
—00 :

T(t,—o00) =0 et lim (Y(t,2) —Y,(x)) =0,

r——00
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ot Y,(z) est une fonction 1-périodique strictement positive. Les conditions aux limites
dans la zone briilée, c’est a dire quand x — +oo, sont les suivantes. Si on impose que la
combustion est compléte en +oo, c’est a dire Y (¢, +00) = 0, alors la température de fin
de combustion est

T(t,+00) = (Y,) ::/0 Y, (z)dx.

Une onde pulsatoire (T'(t, ), Y (¢,x)) solution de (31) et avec une distribution pério-
dique Y, en —oo est alors une solution classique définie pour tout ¢,z € R, telle qu’il
existe ¢ # 0 pour lequel

1 1
Tit+—,x)=T(t,z+1), Y(it+-,2)=Y(tz+1),
c c
et telle que pour tout t € R,
T(t,—00) =0, T(t,+00) = (Yp),

lim (Y(t,z) —Y,(x)) =0, Y(t,+o0)=0.

On considére ainsi au final le systéme :
( T =T = TYa
Y, = _TY7

1 1
T(t+ Eax> = T(t,.%’), Y(t_'_ Eax> = Y(t,.%’), (33)
T(t =) =0, lim (V(t,7) = Yy()) = 0,
T(t,+00) = (Y;), Y (t,+00) = 0.

\

Bien que de nombreux travaux portent sur les systémes en milieu homogéne, peu
de résultats mathématiquement rigoureux existent sur ce type de systémes en milieu
inhomogeéne . Citons par exemple le travail de Haragus et Schneider [44] et ceux Sandstede
et Scheel |72, 73] sur I’étude de I'existence de fronts par des techniques de bifurcation.
L’asymptotique "hautes énergies d’activation" a été étudiée en détail par des méthodes
de développements raccordés (Matkowsky, Sivashinsky [59]). Lorsque la donnée en —oo
est périodique, les seuls travaux existants a notre connaissance sont ceux de Monneau
et Weiss [60] qui portent sur 'existence d’ondes pulsatoires pour I’équation de Stefan en
les variables limites T, et Y :

atT‘oo - YoatX - ATyooa
ou Y désigne la donnée initiale de Y, et
=0, esssup(py Tool-, 1) < 1,
x(t,x) ¢ €0,1], esssup g ) Tl x) =1,

=1, esssupgy Too(:, ) > 1.

Nous montrons au chapitre 4 que le probléme (33) est de type KPP et nous caracté-
risons I'ensemble des vitesses admissibles :
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Théoréme 7. Le systéeme (33) posséde une solution classique (T,Y) telle que T > 0 et
Y > 0 si et seulement si ¢ > ¢* ; de plus,

ot k(X) est la valeur propre principale de l'opérateur
Lyv =" 4+ 2\ + (\? + Y, (7)),
agissant sur les fonctions v € C*(R) 1-périodique

Pour étudier le probléme (33), nous nous placons dans le repére mobile en posant
T(t,6) = T(t,& —ct), V(1,6 =Y(t,€ —ct).

Les ondes pulsatoires sont alors les solutions (f, }7) 1/c-périodiques en temps du pro-
bléme suivant :

Tt — ng + CT& = T?,

Y, +cYe=-TY,

~ 1 ~ ~ 1 ~

T(t, —o0) =0, Jim (Y(t,€) = Y,(€ —ct)) =0,

T(t,+00) = (Y,), Y(t,+00)=0.

\

Un outil important dans 1’étude de l'existence d’ondes pulsatoires est le principe
du maximum pour les équations paraboliques, mais il n’est pas vérifié en général pour
les systémes. Il existe des exceptions, comme les systémes monotones qui possédent un
principe de comparaison (cf [90]). Toutefois, notre systéme n’est pas monotone. La non-
linéarité spécifique f(7) = T considérée ici nous permet de ramener la recherche d’ondes
pulsatoires du systéme (31) en la recherche d’ondes pulsatoires de I’équation scalaire

Ut — Uy = Yp(x)(1 —€e7"), (35)
grace au nouveau changement de variables
T(t,z) = w(t,x) et Y(t,x)="Y,(x)e ®, (36)

Ceci explique que la vitesse minimale est la méme que précédemment. Notons que la
nonlinéarité 1 — e~ ne posséde ici qu'un point fixe u = 0. Une onde pulsatoire u(t, z) de
(35) est alors une solution de classe C?(IR?) telle qu'’il existe ¢ # 0 pour lequel

1
u(t+ —,z) =u(t,x + 1),
c
mais qui relie cette fois les états 0 et 400 :
u(t,—o0) =0, wu(t,400) = +o0.

Pour obtenir des ondes du systéme a l'aide des relations (36), il est nécessaire de
construire des ondes positives de (35) qui ont un comportement linéaire bien précis
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en +o00. Pour formuler notre résultat, nous nous plagons comme précédemment dans le
repére mobile en posant u(t,£) = u(t, £ —ct), les ondes pulsatoires étant alors les solutions
(c,u) du probléme

Up — Tge + clig = Yy(§ —ct)(1—e™™),

e+ 2,6) = (k) (7)
u(t,—o0) =0, u(t,+o00) =—+o0.

Avec les notations de la section I1-2, nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 8. Pour tout ¢ > c*, le probléeme (37) posséde une solution uw > 0 qui a les
propriétés sutvantes : pour tout t,

Ve>c*, u(t,é) =a+ <Yp>§ + Z,(& —ct) +O0(e™ ) quand & — +oo,

¢
Ve >t a(t, €) = e (€ —ct) + 0P8 quand € — —oo,

ou v €R, 3>0,0 >0 et Z, est une fonction réguliere et 1-périodique.

On obtient ensuite des solutions de (34) grace aux relations
f(t, §) = uy(t, &) + cue(t,§) et )7(15, £) =Y, (¢ - ct)e 1O,

équivalentes de (36) dans le repére mobile.

Notons que la difficulté est ici d’obtenir des ondes non bornées qui possédent un
comportement bien précis a I'infini. Pour cela, nous procédons de la facon suivante. Pour
les vitesses supérieures ¢ > ¢* nous nous ramenons aux nonlinéarités classiques possédant
deux points fixes en tronquant la nonlinéarité 1 — e~ en une fonction réguliére fy,(u)
qui est égale & 1 — e sur [0, M/2] mais qui s’annule pour u > M. Il existe ainsi grace
au théoréme 2 une onde pulsatoire u; pour tout M > 0 reliant les états 0 en —oo et
M en +o0. On obtient ensuite a la limite M — +oo une solution de (37) pour laquelle
on montre qu’elle posséde le bon comportement linéaire quand ¢ — +oo grace a un
développement en série de Fourier en ¢. Pour l'onde de vitesse minimale, on raisonne
directement sur une suite d’ondes de vitesse ¢,, > ¢* de puis on passe a la limite ¢, — ¢*.

Remarque 5. La preuve de l'existence d’ondes pulsatoires pour I’équation (35) se gé-
néralise en dimension supérieure, ainsi que l’ensemble de cette démarche.
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CHAPITRE 1

EXISTENCE D’ONDES PULSATOIRES D’UNE
EQUATION DE TYPE IGNITION DANS UN
CYLINDRE : UNE NOUVELLE PREUVE

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle preuve de ’existence d’ondes pulsa-
toires pour I’équation (1.1). On considére un cylindre infini ¥ = {(z,y) € R xw} dont la
section w C RV~ est un ouvert connexe régulier et borné et on s’intéresse aux solutions
classiques de 1I’équation parabolique semi-linéaire suivante :

ut—Au—i—q(x,y).Vu:f(u), t €R, (l',y) €3, (1 1)
du=0, teR (z,y) €L, ’
ou v = v(z) désigne le vecteur normal unitaire sortant de 90X = R X dw et d,u = %

la dérivée normale. Par solution classique, nous entendons une fonction v € C%?(%)
(une fois dérivable en ¢, deux fois dérivables en (x,y)). Le champ de vitesse ¢(x,y) =
(q1(z,y), ..., qn(x,y)) est supposé de classe C? sur X et vérifie les hypothéses suivantes :

divg = 0 dans X,
V(z,y) € X, qlz+Ly) = qlz,y),
¢1(z,y)dzdy = 0,
(0,L)xw
qv = 0 sur 0%.

(1.2)

Ainsi, ¢ est périodique en z de période L > 0. Le terme source non linéaire f est de type
ignition avec les propriétés suivantes : f € C?([0,1],R), il existe 8 € (0,1) tel que f =0
sur [0,60], f > 0sur |0,1], f(1) =0et f'(1) <0 (cf figure 1.1).

Au vu de la périodicité du champ de vitesse, les solutions particuliéres qui nous
intéressent sont les ondes pulsatoires qui se propagent, par convention, vers la gauche du
cylindre :

Définition 1.1.1. Une onde progressive pulsatoire u(t,z,y) de 'équation (1.1) est une
solution classique u telle qu’il existe ¢ # 0 (vitesse de ['onde) vérifiant :

L
U(t+z’x7y):u(t7x+L’y) VteR’<x’y)ez7

23
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et telle que :
Vi e R, wu(t,—o0,y) =0, wu(t,400,y)=1, wuniformément par rapport a y.
L’objectif de ce chapitre est de donner une preuve alternative du résultat suivant

Théoréme 1.1.1. [6, 95] L’équation (1.1) posséde une solution d’onde pulsatoire (c,u).

1.2 La démarche utilisée

Notre preuve repose sur le changement de variables naturel qui consiste a se placer
dans le repére mobile a la vitesse c. Ceci conduit & étudier ’existence de solutions pério-
diques en temps pour une équation parabolique non linéaire. Pour cela, nous utiliserons
une méthode de continuation ainsi que les outils classiques des équations paraboliques.

Nous commencons ainsi par nous placer dans le repére mobile

E=x+ct
en effectuant le changement de fonctions suivant :
v(t, & y) =u(t, & —ctyy) = u(t,z,y). (1.3)

La fonction v est L/c - périodique en temps puisque

L L
U(t+ Z)é)y) = U(t+ ;ag_Ct _Lvy) = u(tag_Ctay) = U(tagay)a
et elle vérifie le probléme :

v — Av+q(€ —ct,y).Vu+cve = f(v) dans X,
0,v =0 sur 0%,
v(t, —oo,y) = 0,v(t,+o0,y) =1, Vt, uniformément en y, (1.4)

v(t+§,§,y)=v(t,§,y)'

La vitesse ¢ étant une inconnue du probléme, nous effectuons un nouveau changement
de variables pour travailler avec des fonctions 1-périodique en temps :

w(r&o) = v (£r6w) =vlt. &) (1.5

o;
ot
—_

F1G. 1.1 — Nonlinéarité de type ignition
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L’application w est alors 1-périodique en temps et vérifie le probléme :

%wT — Aw +q(& — L7,y).Vw + cwe = f(w) dans 3,

c‘Lw =0 sur 82, (16)
w(r,—00,y) =0, w(r,+00,y) =1, V7, uniformément en y,

’LU(T + 17€7y> = w(T7€7y>'

La question de I'existence d’ondes pulsatoires revient ainsi & montrer le résultat suivant
Théoréme 1.2.1. Le probleme (1.6) posséde une solution (c,w).
On considére les problémes suivants paramétrés par s € [0, 1] :

(s)
%wf) — Aw® 4+ sq(€ — L7, y).Vw'® + C(S)wés) = f(w®) dans X,
(Pbm), dw® =0 sur 9%,

(
w(s)(T, —00,y) =0, w(s)(T, +o0,y) =1,
w (T +1,€y) = w(r,&,y).

Pour s = 0, on obtient I’équation

0
%w@ — Aw® + C<o>w§0> = f(w ).

En revenant a la variable initiale par le changement inverse
c

t t
L 7'%.+C7y>7

u(t,z,y) =v(t,x + ct,y) = w(

on est ramené a ’équation de réaction-diffusion classique
u? — Au© = FuO).

Cette équation posséde une unique solution d’onde progressive unidimensionnelle de la
forme wu(t, z,y) = ¢(x + ct) [49], qui est donc aussi une onde pulsatoire. Pour s = 1, on
obtient 1’équation étudiée. On souhaite alors montrer que le probléme (Pbm)s posséde
une solution pour tout s € [0,1] en continuant la solution existante pour s = 0 par
rapport au paramétre s. On procéde pour cela en 3 étapes :

1. En partant du fait que I’équation admet une solution pour s = 0, on montre qu’il
existe & > 0 tel que le probléme (Pbm), admette une solution (c*), w®)), Vs € [0, d[.

2. On pose Spa: = sup {7 € [0, 1] tel que I’équation a une solution pour tout s €
[0,7[}. On montre alors que $,,4, est atteint, c’est-a-dire qu’on a une solution en
Sma-

3. Si Spae < 1, on montre qu’il existe > 0 tel que I’équation a une solution Vs &€
[Smazs Smaz T+ 0[ €t ceci contredit la définition de $,,4,. Ainsi, S;,q. = 1 et par 'étape
2 on a une solution pour s = 1.

Les étapes 1 et 3 sont identiques, il s’agit de continuer localement la solution par
rapport au paramétre. Pour cela, on linéarise I’équation autour d’une solution onde
pulsatoire et on utilise le théoréme des fonctions implicites. L’étape 2 consiste a passer
a la limite dans le paramétre de continuation et une suite de solutions (c**), w(n),. Il
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est important pour cela d’obtenir un encadrement a priori sur la vitesse pour pouvoir
extraire de la suite (c(*")),, une sous-suite convergente. On montrera que la suite (w*)),
converge localement vers w,, qui vérifie I’équation, les conditions au bord et aux limites,
ce dernier point étant le plus délicat.

Aprés avoir rappeler les propriétés qualitatives a priori des ondes pulsatoires, nous
traitons dans les sections suivantes successivement des estimations sur la vitesse ¢, du
passage a la limite, puis de la continuation de la solution périodique.

1.3 Reésultats prérequis

Nous nous intéressons ici uniquement a l'existence d’ondes pulsatoires et non aux
propriétés qualitatives. Celles-ci sont néanmoins des informations préliminaires indispen-
sables pour étudier I’existence d’ondes ; nous les rappelons ainsi sans les redémontrer. le
probléme aux valeurs propres présenté ci-dessous permet de construire des sur-solutions
exponentielles qui seront nécessaires pour la suite.

1.3.1 Propriétés qualitatives des ondes

Proposition 1.3.1. [6, 95/ Si (c,u) est une solution onde pulsatoire de (1.1), alors on
a les propriétés suivantes

(i) Uonde vérifie 0 < u < 1 et est strictement croissante par rapport a t,
(i1) la vitesse c est strictement positive et unique,

(111) 'onde u est unique a translation en t prés.

Remarque 1.3.1. Il est naturel que la vitesse ¢ soit positive : I’état 1 stable envahit
I’état O instable et vu les conditions aux limites, I’onde se propage ainsi vers la gauche
du cylindre.

1.3.2 Problémes aux valeurs propres

Proposition 1.3.2. [6] 1) Pour tout (s,c, \) € R3, il existe un unique p = u(s,c,\) € R
(valeur propre principale) et une fonction strictement positive ¢ = ¢ .\ € C*(X), unique
a une constante multiplicative pres, tels que :

Ls,c)\¢ = /'Lgb dans 27
0,6 =0 surdx, (1.7)
o(x+ L,y) = ¢(x,y),

ot l'opérateur L. x est défini par
Lgexd = —A¢ + 5q(x,y).Vo — 2Xd, + A(squ(,y) + ¢)o.
2) La fonction p est C? en (s,c,\) et elle vérifie
(s, c,0) =0, et Oyu(s,c0)=c.
3) 1l existe X > 0 tel que pour tout ¢ € [¢,c] et s € [0,1],
5(s,e,A) i= p(s, ¢, \) — A% > 0.



1.4. ESTIMATIONS SUR ¢ 27

Démonstration. 1) Les points 1) et 2) sont démontrés dans [6]. Notons que la régularité
de p découle de la simplicité de la valeur propre principale.

3) On déduit du point 2) que d\pu(s,c,0) = ¢ > c et qu'il existe M > 0 tel que
|03u(s, ¢, N)| < M pour (s,c,\) € [¢,7] x [0,1] x [0,1]. On a ainsi pourA € [0, 557]

(s, e, ) > c— M > ¢/2,

et donc p(s,c, A) > cA/2. 1l existe alors A suffisamment petit tel que pour ¢ € [c,¢] et
s €[0,1], on ait §(s,c, \) := u(s,c, A) — A2 > 0. O

1.4 Estimations sur c¢

Dans cette section, on considére une solution onde pulsatoire (¢,u) de (1.1) et on
établit des estimations a priori sur la vitesse. On établit d’abord une borne supérieure
puis ensuite une borne inférieure. Ces estimations permettront de passer a la limite sur
la vitesse ¢ dans la section suivante. Ces deux étapes sont assez semblables a celles de
[6], la différence étant qu’elles sont faites directement sur le domaine non borné.

1.4.1 Borne supérieure sur la vitesse

Proposition 1.4.1. Il existe ¢ > 0 (ne dépendant que de 6, f et ||q1]|) tel que pour
toute onde pulsatoire (c,u) de (1.1), on ait ¢ < C.

Démonstration. Soit (c,u) une onde pulsatoire de (1.1), elle vérifie ainsi le probléme

u — Au+q(z,y).Vu= f(u) dans X,
d,u=0 sur 0%,
vVt € R, u(t, —oo,y) =0, u(t, +00,y) = 1, uniformément par rapport a y.

On considére alors une fonction f avec les mémes propriétés que f mais strictement
positive sur |0/2,2[ (au lieu de ], 1[) et strictement supérieure a f. Soit alors (¢, ¢) une

FIG. 1.2 — Les nonlinéarités f et f

onde unidimensionnelle associée a f, c’est a dire une solution de 1’équation :

{ T(EH +a¢ = f( _27
B(—00) = /4 o(+00) = 2.
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La fonction U(t,z,y) = ¢(z + (c1 + ||q1]|o0)t) est alors solution de :

Uy — AU = [lq1]leUs = F(U),
0,U =0
Vit e R,U(t, —o0,y) = 0/4, U(t,+00,y) = 2, uniformément par rapport a vy,

U0, ,y) = ¢(x).

Puisque ug est & valeurs dans [0,1] et que ¢ est unique & translation prés et est
valeurs dans [0/4, 2], on peut la translater de telle sorte que Uy(x,y) = ¢(z) > ug(x,y).
Considérons maintenant la différence U — u. Elle vérifie I’équation :

(U —u)e =AU —u) = |q1]locUz — ¢.Vu = f(U) = f(u),
0,(U —u) =0,
(U =u)(0,2,y) = Uy —up > 0.

En posant B
bitg) = P [ o - o

et en remarquant que U ne dépend pas de y, on obtient le probléme :

(U —u)y = AU —u) + q(z,y).V(U = u) = k(t, z,y)(U — u)
= (f(u) — f(w) + (¢ + a1lloo) Uz > 0,

9,(U —u) =0,

(U —u)(O:py) Uy —ug >0,

U — u bornée,

Qj

puisque f(u) < f(u) et U, = ¢’ > 0 (propriété de monotonie de 'onde ¢).
Ainsi, par le principe du maximum faible parabolique, on a U — u > 0. D’ou

u(t,,y) S U(tz,y) = oz + (e + aille)t), VE 2 0,V(z,y) € X.

On a alors :
L - L
u(t,x + NL,y) :U(t‘FN?%y) <ola+(a+ ||91||oo)(t+N;) '

On considére maintenant (zg, yg) € X tel que u(0, g, y9) = 0. En prenant = := xy — NL,
on obtient

6= u(0. 20, 95) < & (xg N (<C1 o) 2 - L)) |

Puisque ¢(z) tend vers #/4 quand x — —oo0, on en déduit, en faisant N — +oo, que

'on doit avoir (¢; + ||g1]|ee)— — L > 0, c’est a dire :
c

c<t:=c1+ ||g1] oo,

ce qui correspond & notre estimation. ]



1.4. ESTIMATIONS SUR ¢ 29

1.4.2 Borne inférieure sur la vitesse

Proposition 1.4.2. [l existe ¢ > 0 tel que pour tout onde pulsatoire (c,u) de (1.1), on
ait ¢ > c.

Démonstration. On travaille dans la variable v; on intégre d’abord I'équation vérifiée
par v puis on établit 'estimation inférieure.
Etape 1 - Intégration de I’équation. On travaille sur I’équation vérifiée par v :

v, — Av+q(€ —ct,y).Vu+ cve = f(v),
qu’on intégre sur [0, L/c] x [-M, M] X w :

L/c L/c
/ / (v — Av 4 q(€ — ct,y). Vo + cve) dtdédy = / / f(v)dtdedy.
0 [—M,M]xw 0 [—M,M]Xxw

Regardons chacun des termes du membre de gauche :
— Le premier terme donne par périodicité

L/c
/0 ot & y)dt = v(L/c,€,5) — 0(0,€,y) = 0.

— Pour le deuxieme, on a

/ Avdxdy = / o,v = / d,v + / o,v.
[—M,M]xw N[—M,M]xw) [—M,M]x 0w {—-M,M}xw

On a d’une part d,v = 0 sur Jw et d’autre part

L/c
/ 0,0 = / /(’Ug(t, M, y) — ve(t,— M, y))dtdy Moo )
{—-M,M}xw 0 w

En effet, |ve(t,€)| — 0 quand |£| — +oo grace aux estimations paraboliques et aux
limites finies de v quand || — +o0.
— Le troisiéme terme donne

/ q(§—ct,y).Vv = —/ vdiVQ(f—ct,yH/ vq(E—Lt,y).v.
[— M, M]xw [— M, M]xw A([—M,M]xw)

Comme div(q) = 0 dans ¥ et q.v = 0 sur 0%, ce terme est égal a :

/ zM&anw:/wmeMMme»w@—Mwmwﬂﬁmwneo
{—M,M}xw

w

quand M — +oo car v(t,&,y) a pour limites 0 et 1 en & — 400 et ¢ est de
moyenne nulle sur la cellule [0, L] x w.
— Finalement, quand M — 400

[ = [0 M) = M)y — el
[—M,M]xw w
En effet,

c|w|—c/(v(t, M, y)—uv(t, —M,y))dy:c/v(t, —M,y)dy—i—c/(l—v(t, M, y))dy.

w

On conclut par convergence uniforme en y de v(t,—M,y) vers 0 et de v(t, M,y)
vers 1.
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En passant a la limite M — 400, on en déduit finalement que :

L/c
/ / F(o(t, €, y))dtdédy = L.
0 b

Etape 2 - Borne inférieure. Montrons qu’il existe une borne inférieure stictement
positive sur la vitesse. Par I’absurde, on suppose qu’il existe une suite de solutions (¢, v,)
telle que ¢, — 0. Ecrivons I’équation de v,, sous la forme

f(v,)

n

Unt — Avp + (€ — ct,y).Vu, + cpvp e —

v, = 0.

Puisque les coefficients de cette équation (¢, ||q||e €t f(vn)/v,) sont bornés, les esti-
mations paraboliques de type Schauder [54] donnent 'existence d’une constante Cl,;,
indépendante de n telle que pour tout N > 0

||vn||Cl/2a1([1,2]><[N,N—i—l}xw) < OuniUHUnHoo < Ouniv'

En utilisant la périodicité en temps, on obtient que
”Un”Cl/QJ(]RXE) < Cuniv-

D’autre part, il existe € assez petit tel que f(u) > @, Yu € [0; —e,0; + €], on
0, = izﬁ_ Pour tout ¢, il existe (&, y;) tel que tel que v, (¢, &, y) = 12ﬁ. Les estimations
paraboliques donnent alors :

|Un(t7 57 y) - Un(t, gta yt)| S CUTLWH(ga y) - (gta yt)”

Considérons alors un ouvert B; de volume ~, avec v fixé assez petit, tel que

).

g
Cuniv

By c{&w)/I1Ey) — (& m)ll <

AinSia pour tout (gay) € Bt7 |Un(t’§ay) - vn(tagtayt” S € et dOIlC f(vn(tagay)) Z f(gl)
Par conséquent, pour tout n, on a :

L/cn L/cn
tol = [ [ sttt s onazay > [ (Bf(vn(té,y))dfdy)dt

Hee 0y, Lyf(6)
Z \/0\ ’7 2 dt— 2(3” )

ce qui est absurde puisque ¢, — 0. Ainsi il existe ¢ > 0 tel que ¢ < ¢ pour toute solution
(c,v). O

1.5 Passage a la limite

On s’intéresse dans cette section a I’étape 2 de passage a la limite. Il s’agit de montrer
que si pour une suite de parameétres s, convergeant vers s il existe une suite de solutions
(Cn,wy) := (cB#) w)) du probléme (Pbm),, , alors on peut passer a la limite n — +o0
dans cette suite de solutions et obtenir une solution de (Pbm)s.
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1.5.1 Extraction d’une sous-suite convergente

Considérons ainsi une suite de paramétres s,, — s et montrons que (Pbm)s posséde
une solution. La suite de fonctions (c,,w,) est solution du probléme
CTL

fwna'r - Awn + STLQ(£ - LT’ y)vwn + ann7§ - f(wn) danS E,

(Pbm), O, w, =0 sur 0%,
! wn(Ta —OO,y) = 07 wn(Ta +oo,y) = 17
wn(T + 17 é-a y) = wn(Ta é-a y)’

Pour obtenir une fonction limite non triviale, on impose la condition de normalisation
suivante

n b b :9
plhax w (7.&,y)

Ceci est possible puisque w,, est définie a translation prés. En effet, si w,, est solution de
(Pbm)s,,, alors

Wn(Ta f, y) = wn(T =+ Taf + LT? y)?

avec 7 € R, est aussi solution. Ces éléments suffisent pour montrer que (c,,w,) —
(Coos Weo) solution de (Pbm)s.

Tout d’abord, d’apres les estimations de la section 1.2, on a 0 < ¢ < ¢, < ¢, Vn.
La suite (¢,), est donc bornée et on peut en extraire une sous-suite convergeant vers
€= Cx avec 0 < ¢ < ¢ < ¢ On note encore (c,), cette sous-suite. D’aprés les résultats
prérequis, on a 0 < w, < 1. Les coefficients de I’équation

%wnﬁ — Awy, + $,q9(§ — L7, y).Vw, + cyw, e — f(w”)wn =0,
Wn,

étant bornés, il existe pour tout N € N une constante C'y telle que pour 0 < a < 1, on
a l'estimation parabolique suivante :

”wnH01+04/2»2+a([1,2}><[7N,N}><w) < Cy,

Cy étant indépendant de n. Ces estimations sont valables sur R x [-N, N| x @ par

périodicité de w,,. Par le théoréme d’Ascoli et le procédé d’extraction diagonale, on peut
) . , . 1,2

extraire de w, une sous-suite, notée encore w,, qui converge dans C, (R x X) vers

W = Wso. Montrons alors le résultat suivant :

Proposition 1.5.1. La fonction limite w est solution de (Pbm)s.

Vu la convergence de w,, vers w, cette derniére vérifie

%wT — Aw+ sq(§ — L7,y).Vw + cwe = f(w) dans X,
d,w =0 sur J%, (1.8)

w(T+1,&,y) = w(r,§,y).

Le point délicat est de montrer qu’elle vérifie les conditions a la limite. Pour cela, on a
besoin de sur-solutions exponentielles.
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1.5.2 Solutions exponentielles

Puisque w,, vérifie la condition de normalisation

max w,(7,£,y) =0,
RXR— xw

w,, vérifie ’équation suivante pour £ < 0
Cn
L

On note par la suite P, I'opérateur parabolique suivant

Wn,r — Awn + SnQ(f - LTa y)vw" + CnWne = 0.

P,(w) = %wT — Aw + 5,9(§ — L7,y).Vw + cpwe.

On cherche alors des sur-solutions p,, > 0 de ces équations vérifiant

Pn(pn) = 5npn7

avec 6, > 0. Les p, sont cherchées sous forme exponentielle :

pu(7,6,y) = e¢u(§ — LT, y).

Le triplet (8,,, An, ¢n(z,y)) doit alors vérifier I’équation suivante :

_A¢n + an(ZL‘, y)v¢n - 2)\n¢n,x + )\n(sn(h (xa y) + Cn)gbn = ()‘721 + 5n)¢n7
Oyon, =0 sur 0%, (1.9)

On(r + L,y) = on(2,y).
La proposition 1.3.2 donne alors I'existence pour tout n du triplé
(Ons An, @n) := (0(8n, €n, A), A, )
qui satisfait les conditions. Notons qu’on a alors
Pa(T,€,y) = ¥¢,(€ — L1,y),

c’est a dire que le terme exponentiel ne dépend pas de n.

1.5.3 Conditions a I'infini

Pour terminer cette section, montrons que ’application w := w, vérifie les conditions
a l'infini. Nous commencons par la limite en —oo.

Proposition 1.5.2. La fonction limite vérifie w(t, —oo,y) = 0.

Pour montrer ce résultat, nous commencons par établir la décroissance exponentielle
des fonctions w, en les majorant par

pn(T7 57 y) = €A§¢n(€ - LTa y)a

puis nous estimons ¢,, indépendamment de n. Nous avons besoin pour cela de fixer la
condition de normalisation suivante sur ¢,

min ¢,, = 1.
s
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Lemme 1.5.3. Soit n € N. On a lestimation suivante

VT, VE < 0,Vy,  we(T,6,y) < palT, & 0). (1.10)

Démonstration. Soit € > 0 fixé. On considére la fonction

Pa(7.6,y) = (1 +mae™ T)pa(7,6,y) + e,

oll m,, est une constante & déterminer. On a alors

Po(pn = wa) = Pu(pn) = —6umae™ py + (1 + mne™""")8upn,

= 0,pn > 0.
De plus, p,(7,0,y) = ¢,(—L7,y) > 1, donc si on choisit m,, > 0, on a
(P — wy)(7,0,9) > 1 —wy(7,0,y) > 0.

Enfin, compte-tenu du fait que w,(0,¢,y) — 0 quand £ — —o0, on a

(B — wn)(0,€,9) > mae™ +2 —wn(0,6,9) >0, ¥ <0,y €w,

si on choisit m,, assez grand. On conclut en appliquant le principe du maximum parabo-
lique sur le demi-cylindre (—o0,0) X w. Puisque

(ﬁn - wn)(Ta 07 y) > 07

(ﬁn - wn)(()) 57 y) Z 07

Dn — W, bornée

la fonction p, — w, est toujours positive ou nulle. Ensuite, on fixe 7 € (0,1) et on
considére I'inégalité w,, (7 + n,&,y) < po(7 +n, &, y). En utilisant la périodicité de p,, et
w,, on voit en faisant n — oo que

wn(7,8,9) < palT,8,9) + ¢,

et ceci est vrai pour tout € > 0, donc

wa(7,&,y) < pa(7, €, ),
qui est I’estimation souhaitée. O

Démonstration de la proposition 1.5.2. Les fonctions ¢,, vérifient les estimations suivantes
avec R > 0:
l<¢n<R

d’aprés la normalisation choisie, min ¢,, = 1, et I'inégalité de Harnack jusqu’a la frontiére.
D
On a ainsi 'inégalité suivant, pour tout £ <0,

wn(Tv 57 y) < Re)\ggbn(g - LT) y)

On obtient ainsi a la limite

pour tout & < 0, et donc w(r, —o0,y) = 0. O
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Regardons maintenant la limite en +o0.
Lemme 1.5.4. La fonction limite vérifie w(r, +o0,y) = 1.
Démonstration. Nous allons d’abord montrer que
Yy, w(t, Lt,y) — 1, quand t — +o0,

c’est a dire que, a y fixé, w tend vers 1 dans la direction R.(1,L,0) + (0,0,y). Nous
reviendrons ensuite a la direction R.(0, 1,0) grace a la périodicité de w en ¢.

Le choix de la direction (1, L, 0) provient du fait que w(t, Lt,y) = u(%t, 0,y), u étant
la variable initiale de I’équation. Puisque dyu,, > 0, on obtient a la limite d;u > 0. En
fait, ;u > 0. En effet, U := u,; est une solution positive de I’équation

Ui — AU +q.VU — f'(u)U =0,
{620
Par le principe du maximum fort, soit U = 0, soit U > 0. Si U = u; = 0, alors u(¢, x)
est constante et u(N/c,0,0) = u(0,N,0) ne dépend pas de N. Ceci est absurde au vu
des limites différentes quand £ — +o00. De plus, 0 < u(t, z,y) < 1, donc u(t, x,y) admet
une limite @(x,y) quand ¢ — 4o00. Cette fonction u est périodique puisqu’en passant
a la limite ¢ — +oo dans la relation d’onde pulsatoire u(t + L/c,z,y) = u(t,x,+L,y),
on obtient w(xz + L,y) = u(x + L,y) en passant a la limite ¢ — +o0. De plus, u vérifie
I’équation

(1.11)

—Au+¢q.Vu= f(u) dans X,
o, =0 sur 0X.

Nous allons montrer que w = 1. La premiére étape est de prouver que
f(u) = 0.
Pour cela, on intégre 'équation (1.11) sur C' = [0, L] X w et on montre que
/ f(a)dzdy = /(—Aa + ¢.Vau)dzdy = 0.
c c

En effet, on a d’une part, par périodicité de v.

/ Audxdy = / d,udS
[0,L] xw 8([0,L] xw)

= / d,udS + / d,udS
[0,L] x 0w {0,L}xw

= /(’I_LI(L, y) - ’I_LI(O, y))dy =0,

D’autre part,

/ q.Vudrxdy = — / udivg dxdy + / uq.vds,
[0,L]xw [0,L]xw 9([0,L] xw)
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Puisque div ¢ = 0 dans ¥ et g.v = 0 sur 9%, il reste

/ q-Vudzdy = / uq.vdS
[O,L}Xw {O,L}Xw

= / (a(L,y)qi(L,y) — u(0,9)q:(0,y)) dy = 0,

par périodicité de u et de q.
La deuxiéme étape consiste a montrer que

/ |Vi|* dedy = 0.
>

Pour cela, on multiplie I'équation (1.11) par @ et on intégre sur C. On obtient
/ (—uAu + uq.Vu) dedy = / uf(a)dzdy =0,
c c

puisque f(u) = 0. Développons le membre de gauche. On a d’une part

—/'&Aadxdy:/ \V'a|2da:dy—/ a&,,adS:/ \Val?,
C C oC C

par périodicité de u et le fait que d,u = 0 sur 0X. D’autre part,

/ﬂq.Vﬂdwdy = —/Ediv(ﬂq)dxdy—l—/ w’q.vdS
c c e

= —/(q.Vu—i—udivq)dxdy—I—/ w?q.vdS = 0.
c aC

On déduit que u(x,y) = u est constante.
Enfin, la condition de normalisation

max w(r,&,y) =0
RXR™ Xw

et le fait que w; + Lwe = u; > 0 implique que @ > 0, d’ott u = 1 d’aprés les propriétés
de f.

\J

F1G. 1.3 — Limite dans la direction (1, L) en (7,¢)

Revenons au repére initial. On fixe 7y € [0, 1] et yg € w et on montre que w(7y, +00,yy) =
1. On effectue pour cela le changement de variable v = 1 — w et on montre que
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v(70, +00,90) = 0. la fonction v vérifie 0 < v < 1 et par périodicité de w par rapport a
7,00 a
v(t0, L(10 +1),90) = 1 —w(70, L(70 4+ n),Y0)
1 —w(ro 4+ n, L(mo +n),yo) — 0 quand n — +o0.

Soit € > 0, il existe alors n assez grand tel que
0 <wv(rg, L(to+mn),10) <e et 0<v(r,Lito+n+1),y) <e.

L’inégalité de Harnack implique qu’il existe C; ne dépendant que de L tel que pour
e D,=[L(to+n),L(to+n+1)],

U(T()afay()) S sup U(T7€7y> S CL inf /U(Tagay) S CLEa

[r0—1,70+1]x Do Xw [70,704+1]x Do xw

ce qui conclut la démonstration.

1.6 Continuation locale de solutions

On s’intéresse maintenant & la continuation locale, c’est a dire les étapes 1 et 3 de
notre preuve. Il s’agit de montrer le résultat suivant :

Théoréme 1.6.1. Soit sy € [0,1] tel que le probléme (Pbm)s, admette une solution

(ct50) w0, Alors il existe & tel que le probléme (Pbm), posséde une solution (ct®),w®)
pour tout s € [sg, o + 0.

Rappelons tout d’abord le probléme (Pbm), :

%wT —Aw+sq(§ — L1,y).Vw + cwg = f(w) dans X,
(Pbm), o,w =0 sur J%,

UJ(T, — 00, y) = Oa w(Ta 00, y) = ]-7

w(r+1,&,y) =w(r,§y).

En partant d’une solution (¢, w°) := (c*), w(0)) de (Pbm), on cherche a construire
une solution (¢, w) = (¢, w®)) de (Pbm), pour tout s proche de s’. En posant

di=c—7, z:=w-—u’

on est ramené & chercher une solution (d, z) = (d®, 2(*)) du probléme
( 0 0 10,0 Lo 0
T Az+s5q(§ —Lt,y).Vz+c'ze — f'(w”)z + d(sz + wg)
— = (so — $)q(§ — L7,y).V(wy + 2) + g(w°, 2,d) dans %,
(Pbm)s 0,z =0 sur 0%,
2(1, —00,y) = 2(7,+00,y) =0,
2T+ 1,6,y) = 2(7,6,y),

ou
g0, 2,d) 1= —d( 32+ 2) + F@”+2) — f(u) — )z

Nous allons utiliser le théoréme des fonctions implicites pour montrer I’existence d’une
solution pour tout s proche de s°.
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1.6.1 Description formelle de la méthode

Notre méthode pour déterminer la solution (d, z) consiste a étudier le probléme de
Cauchy
¢ 0 1
T Az + 8% (6 — L1,y). Ve + 2z — f/(w”)2 + d(wa + wy)
= (so — 8)q(§ — L7,y).V(wy + 2) + g(w°, 2,d) dans ¥,
0,z =0 sur 0%,
2(1, —00,y) = 2(1, +00,y) = 0,
\ Z(Oa ga y) = ZO(& y),

et a déterminer la donnée initiale zy telle que la solution du probléme soit 1-périodique.
On considére pour cela 'application

(PB)s (1.12)

F:RxRxY, =Yy (s,d,z2)— 2(1)— 2,

ou z est la solution du probléme de Cauchy (PB);. Les espaces fonctionnels Y7, Y5 sont
deux espaces de Banach qui seront précisés par la suite. Puisqu’on part d’une solution w®
1-périodique, on a F(s°,0,0) = 0. Notre probléme se raméne a chercher (d, z5) proches
de (0,0) tels que F'(s,d,z) = 0. Notons que puisque les coefficients de (PB), sont
1-périodiques, on obtient bien une solution 1-périodique.

Pour obtenir un tel couple (d, z;), on va appliquer le théoréme des fonctions implicites
a la fonction F. Le point important est de montrer que Dy, F(s°, 0,0) est un isomor-
phisme si on choisit bien les espaces Y; et Y5. Dans cette section d’introduction, nous
nous proposons juste de calculer formellement D, ., F (s 0,0) - (d, 29). Dans la suite, on
note

1
P = Ew? + wy, (1.13)
ainsi que 'opérateur parabolique
L Ls® L
Pz =z — EAZ + Fq(f — L7,y).Vz+ Lz — Ef’(wo)z. (1.14)

Pour calculer la différentielle, on utilise la solution z du probléme de Cauchy (PB)o.
Avec les notations précédentes, (PB) 0 s’écrit sous la forme

(0

%Pz +dy® = g(w®,d,z) dans X,
0,z=0 sur 0%, (1.15)

2(7, —00,y) = 0 = 2(7, +00,y),
2(07€7y> = ZO(€7y>'
On introduit ensuite 'opérateur d’évolution 7T'(7, s) associé a I'opérateur parabolique P.

Il est défini de la facon suivante : a la fonction G(&,y), il associe la solution z(7,&,y) :=
T(r,s)G(&,y) du probléme

\

Pz=0 dans (s,+00) X X,
0,z =0 sur 9%,

2(1, —00,y) = 0 = 2(7, +00,y),
2(s,&y) = G(&y).

(1.16)
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La formule de Duhamel dit alors que la solution z de (1.15) vérifie :

! L L
2(1) =T(1,0)2 —|—/ T(1,s) (—Og(wo(s),d, 2(s)) — d—owo(s)) ds. (1.17)
0 c c
Nous verrons que 9° est 1-périodique en temps et vérifie

Py? =0 dans X,
o,° =0 sur 9%, (1.18)
wO(Ta _Ooay) = O = wO(Ta —|—OO,y),
d’ou on déduit
T(1

L L L
) (450°)) = a0P) = a50(0)
c c c
En notant 1§ = ¢°(0), on a par conséquent,
F(s%d,2) — F(s°,0,0) = F(s°d,z)=2(1) — 2,

= (T(1,0) ~ D)z — d§w8+/01T(1,s> (£g(w0,d, z)> ds.

0

Comme g(w®, d, 2) est quadratique en (d, 2), on aura ainsi
0 L,
Dy, F(s°,0,0) - (d, z0) = (T'(1,0) — I)zp — dc_o%‘ (1.19)

La différentielle D, ., F(s° 0,0) est alors un isomorphisme de R x ¥; sur Y3 si on a
existence et l'unicité de la solution (d, zp) de 1’équation :

L
(I —T(1,0))z + dc—owg =heY,. (1.20)

Pour étudier cette équation, on est ainsi amené a étudier les propriétés de 1'opérateur
I —T(1,0). On montrera que I —7'(1,0) est un opérateur de Fredholm, en décomposant
l'opérateur 7'(1,0) en T'+ K un opérateur contractant plus un opérateur compact, et que
0 est une valeur propre simple algébrique et géométrique de 7'(1,0) associée a la fonction
propre ¥ :

N(I —T(1,0)) = N(I —T(1,0))* = Ryg.

Le plan de cette section est alors le suivant. Nous commencons par nous placer dans
un espace a poids (ce sera 'espace Ys) qui permet de travailler avec un nouvel opéra-
teur parabolique () qui posséde de meilleures propriétés que P vis a vis de I'utilisation
du principe du maximum, un outil utilisé dans toute la section. Aprés avoir étudié les
propriétés de 1y, nous établirons que le probléme de Cauchy (PB); est bien posé dans
I’espace a poids. La suite de la section détaille les étapes énoncées ci dessus, c’est a dire
le calcul de la différentielle puis ’étude des propriétés de I — T'(1,0). Nous conclurons
alors en montrant que (1.20) posséde une unique solution ; ceci est rendu possible par un
choix judicieux de Y; comme hyperplan de Y5. Une derniére sous-section synthétise enfin
la démarche utilisée.
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1.6.2 Détermination du poids

Le coefficient d’ordre 0 de I'opérateur parabolique P de notre probléme, défini par
(1.14), est —L/®f"(w®). Ce coefficient tend vers —L/c”f'(1) qui est strictement positif
quand ¢ — 400 mais vers 0 quand £ — —oo. Ces propriétés ne sont pas satisfaisantes
pour étudier notre probléme. On souhaiterait travailler avec un opérateur dont le coeffi-
cient d’ordre zéro ait des limites strictement positives quand ¢ — 400, ce qui permettrait
via le principe du maximum la construction de sur-solutions trés utile pour la suite. Pour
remédier & ceci, on va travailler dans un espace a poids. On cherche pour cela une fonction
poids p(7, &, y) telle que si on pose

Pz = P(pz") = pQ(:%),

alors 'opérateur parabolique () posséde les propriétés souhaitées.
En remplacant z par pz®, on obtient :

L Ls0
Pz:(pT—EAer = q(¢ — L, y)Vp+Lpg) ®)

L L Vp L,
+ < 2P — Az(p <—8q(£ Lt,y) — 2?> V2P 4 Lzép) — Ef (wo)z(p)>p.

La difficulté est alors de trouver 6° > 0 et p strictement positive et 1-périodique en 7
tels que :

Pp = pr — —Ap+ Q(S L7,y).Vp + Lpe = 0°p.
Lemme 1.6.2. 1] existe 0° > 0 et p strictement positive telle que

~_ L _ LS
Pp:pT—EAp+ —q(& — LT,y). Vp+Lp£—(5p. (1.21)

De plus, p est de la forme suivante :

13(7—7 57 y) = 6A5¢0(£ - LT) y)v (122)

avec A > 0, et @0 strictement positive et L-périodique en sa premiére variable.

Démonstration. On cherche le poids p de la forme (1.22). Le triplet (6°, A, ¢°(x,y)) doit
alors vérifier ’équation suivante :

—A¢" + 5%q(x,y). Vo = 2087 + A" qu(x,y) + )¢” — N’ = ?cﬁo,
9,6° =0 sur 0%, (1.23)
¢z + L,y) = ¢°(x,y).

L’existence d’une telle solution est une conséquence de la proposition 1.3.2. O

La limite en 400 du coefficient d’ordre 0 étant déja strictement positive, on a juste
besoin d’un poids exponentiel en —oo. On tronque pour cela la fonction p & la valeur 1
pour £ > 1. Pour cela, on considére une fonction positive y(§) € C*°(R,R) valant 1 pour
£ <0, 0 pour £ > 1 et décroissante entre 0 et 1, et on pose

p=xp+(1-x).
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On a alors Pz = pQ(z)) avec
L Ls Pp L
(p)—i—( P 2%) .Vz(p)—l—Lzép)—i— (?p - Ef’('uﬂ)) 2P (1.24)

ol ]Sp(T,f,y) vaut op si & < 0 et 0 si &€ > 1. Ainsi, I'opérateur parabolique ) a les

propriétés voulues :

P L
L —f'(w’) —6°>0 quand & — —oo,

p

P L L

?p — Ef’(wo) — _Ef,(l) >0 quand & — +oo.
La fonction ¢° étant L-périodique en z, on peut la choisir telle que

inf ¢° = 1.
by

On considére alors la fonction poids réguliére
e*¢%(,y) pour £ <0,
pO(gay) _p(oagay) - { 1 pour g Z 17

et les espaces qui seront fondamentaux dans la suite :

X =UC'X) = {2 € C°R x w,R), 2(£,y) —— 0, uniformément en y € W},

|§]—o0

muni de la norme
= sup |z(£,v)l,

2] o
(&y)ex

et I’espace a poids

X, = UOY(E) = {2 € C°(Rx BR), - e UC(D)},
0

z

muni de la norme

Izl =
oo

Ces espaces sont, des espaces de Banach.
Cet espace a poids est ’espace d’arrivée de la fonction F'; on définit ainsi

Yé = X)\.

L’espace Y] sera un hyperplan de Y5 que I’on déterminera & la fin de la section.

1.6.3 Les propriétés de w’

Rappelons que la fonction w? est solution du probléme (Pbm)o. Il est essentiel pour

la suite de montrer que w” vérifie 'estimation suivante
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Lemme 1.6.3. Il existe 3 > 0 tel que pour M assez grand,

VT VE < =MWy, Jw(r & y)l < flul(, =M, Y (T, 6 y). (1.25)
Ainsi, Y° = Tw? + wg et Vw® sont dans X.
Démonstration. Soit € > 0 fixé. Soit 3 > 0 assez petit tel que

——52+5—0 - Lo s
Oql—‘f_ ﬁ (+¢0

(Un tel choix est possible puisque 6° > 0). On considére la fonction

)3 = 0.

p(Ta ga y) = (”wO(’ _Ma ')Hooe(ﬁJr)\)Jweﬁ£ + moeiéoT)p(Ta fa y) +e.
On se place sur le demi-cylindre (—oo, —M) x w de sorte que w® < 6 et ainsi

L Ls®
w? ——Aw —i——q(§ L7, y).Vu® + Lwl = 0.

On va alors montrer que sur (—oo, —M) X w
p— 1 >0

a 'aide du principe du maximum faible parabolique. Tout d’abord,

(P —w) (1, =M, y) 2 [[w’(-, =M, ) [sce! VM e MMM — (7, =M, y) > 0.
Ensuite, compte-tenu du fait que w) — 0 quand £ — —o0, on a

(P — w*)(0,&,y) = moe™ + e —w’(0,&,y) >0,

si on choisit mq assez grand. Enfin,

P(p—w") = P(p)

=m0 — [, ~M. oI (L2 4 20 e~ L g) 4 L)

(=M, ) oM e )% — (=M, ) eV e

¢O
= ( - _ﬁ2 + ﬁ 611 + Lﬁ - _( ¢0) )Hwo(a _Ma .)Hooe(ﬁ—l—)\)Me,@fp Z 0.
On conclut en appliquant le principe du maximum faible parabolique sur le demi-
cylindre (—oo, —M) x w. Puisque

P(p—w®) >0,
ﬁ_w )(T’_May)zoa

ﬁ - wo)(07£7y) Z 07
p — w” bornée,

la fonction p—w? est positive sur (—oo, —M) X w. On raisonne de méme avec la fonction
p+w®, et on en déduit que |w®| < p. Ensuite, on fixe 7 € (0, 1) et on considére I’inégalité
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[w (7 +n, & y)| < p(T+n, & y). En utilisant la périodicité de p et 1%, on voit en faisant
n — 0o que

w0 (m, & )| < W', =M, ) sce TV e p(r, €, y) + <.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on obtient finalement
|w0(7—’ ga y)| < ||w0('a _Ma ')||006(6+)\)M€ﬂ§p(7—7 57 y))

le résultat attendu.

On obtient ainsi les mémes estimations exponentielles sur les dérivées de w® grace aux
estimations paraboliques. De plus, puisque w’(7, +00,y) = 1, ses dérivées ont une limite
nulle quand € — 400 par les estimations paraboliques. On en déduit que 1§ = 7w?+w¢
et Vw® sont dans X,. O

1.6.4 Etude du probléme de Cauchy (PB);.

Nous montrons dans cette section que 'application F' est bien définie dans I'espace
X. Nous étudions pour cela le probléme de Cauchy (1.12) et prouvons qu’il est bien
posé dans 'espace X,.

Lemme 1.6.4. Soit (s,d,z) € R x R x X,. Alors le probléme de Cauchy (1.12) admet
une unique solution z(1,&,y) qui est globale en T et qui vérifie z(T) € X, pour tout T > 0.
En particulier, ['application

F:(s,d,z) ERXxRx Xy 2(1) — 20 € X, (1.26)
ou z est la solution de (1.12), est bien définie, puisque z(1) € X,.

Démonstration. Nous allons étudier le probléme (1.12) en I’écrivant sous la forme équi-
valente suivante

( %ZT — Az +5q(§ — L1,y).Vz+cz

= f(w” +2) — f(w°) — (c — )’ — (s — s°)q(& — L7, y).Vu®,
0,z =0 sur 0%, (1.27)
z(1, —00,y) = 0 = z(7,4+00,9),

(2(0,&,y) = 20(&, y).

Commencons par travailler dans 'espace X. L’opérateur —A muni du domaine
D(-A)={ue X;-Au+u € X, d,u =0 sur 90X}

est sectoriel sur X [57]|. De plus, si pour a > 1/2 fixé, on note X* = D((—A)*) [45],
alors I'application

T+ B(1) : R — L(X X)

définie par
B(7)z :=sq({ — LT,y) - Vz + cz,
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est de classe C'! puisque ¢ est C'. Ainsi, si zg € X, le probléme Cauchy homogéne

%ZT — Az+5q(§ — L1,y).Vz+cze =0 dans X,
0,z =0 sur 0%,

z(1, —00,y) = 0 = z(1,4+00,9),

2(0,&,y) = 20(§,y) € X,

(1.28)

posséde une unique solution z globale en temps et & valeurs dans X [45]. Quand zy € X,
le probléme de Cauchy non linéaire (1.27) admet ainsi une solution locale en temps car le
second membre est régulier en temps et a valeurs dans X ; la solution est en fait globale
en temps car le second membre est & croissance au plus linéaire en z [45]. On peut donc
considérer la valeur de z au temps 1. Il reste & montrer que si zp € X, alors z(1) € X,,.
Pour cela, on va écrire z = p(®z* avec une nouvelle fonction poids p(®) strictement
positive et adaptée au probléme considéré et montrer que z*(1) € X. On a

— Az +5q(§ — L71,y).Vz + cz

& s «
( TP = ApY + sq(€ — Lr,y). Vp') + cp} ))z

C Vp(s) (s)
+<L 2 — Az" +sq(§ — L1,y).Vz* —2p() +czé)p .

De facon similaire & la construction de p, on pose

P, &) == x(£)eXo® (€ — Lr,y) + (1 — x(€)),

avec ¢®) strictement positive, L-périodique en sa premiére variable, et solution du pro-
bléme

—AGY + 5q(2,y). Vo) — 2268 + (A + sAqi (2, y) — A)o®) = 56,
0,6) =0 sur 9%, (1.29)
(x4 L,y) = ¢¥)(z,y).

Ce probléme admet une solution (), ¢{*)) avec ¢(*) strictement positive d’aprés la pro-
position 1.3.2. Le probléme en z* devient alors

(¢ Vpl®)
EZ —Az"+5sq(&—Lt,y).Vz* —2—— e

= p(ls) (f(wo + z) — f(wo) — (C — CO)wO _ (S N SO)q(£ ~ Lr, y)'vwo)’
0,2" =0 sur 0%,

+cz§+(58) *

(1.30)

(£, y)
7080 = ey <
On note que
_ (s) *)
f(w°+;()s) f(wo):f(w0+ppi) / [+ op2") do ) ="
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De plus, on sait d’aprés le lemme 1.6.3 que

¢0 vwo

]@’ p(s)
On peut alors résoudre le probléme en z* localement puis globalement pour obtenir
une solution z* telle que z*(7) € X pour tout 7 > 0. On en déduit que si z; € X, alors
la solution de (1.27) vérifie z(7) € X pour tout 7 > 0. O

1.6.5 La différentiabilité de ’application F

Lemme 1.6.5. L’application F définie par (1.26) est de classe C' sur un voisinage de
(5°,0,0) et Dy, F(s°,0,0) est définie par

Dy, F(5°,0,0) - (d, 20) = (T(1,0) — I)zp — d6%¢°(0). (1.31)

Démonstration. Pour voir que I'application F est de classe C' sur un voisinage de
(s°,0,0), on montre que ses différentielles partielles par rapport a s, d et 2 sont continues.

Ici on va calculer explicitement les différentielles partielles en (s°,0,0) par rapport a
d et zy et montrer que

L
Fi(s,0,0) = =—<4°(0) et D, F(s°,0,0) - 29 = (T(1,0) — I)z.
c
— Différentiabilité par rapport a zy. Rappelons que

F(s°,0,2) = (T(1,0) — Iz + C£O/o T(1,s)g(z)ds,

9(2) = f(w" + 2) — f(w°) — f'(w’)z.

On doit donc montrer que

Notons que ||z][x = H@HOO. Posons alors comme précédemment z = pz® | avec 2
Do
QzP) =0,
2P)(0) = z((]p).

On considére ensuite Z,(1) = T(1,s)g(pz®) la valeur au temps 1 de la solution du
probléme

. = o([lzol[»)-

/0 T(L,)(F(0® 4 2) — F(u®) — f'(w®)2)ds

solution de

{PZ — 0,
Z(s) = g(p(s)z®)(s)).

Z(1) _ Z,(1)

=0 posons Z, = pZﬁp), 7% atant solution de
Po p

Puisqu’on doit estimer

QZY =0,

$)2(0 (g w? + pz®Y — £(w°) = f(w)pzP)
2095 = L) _ 0 pe0) - 107) = alpe
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On est donc amené & estimer

o] =[5 Lz [ [/ 5554]. -

z0llx = 1125 |oo-

1
/ ZW(1)ds
0

A ’ 00

par rapport a

On a l'estimation suivante sur Z{ (1) :

0 )y — 0y — £ () pz®P)
||Zs(p)(1)||oo§C'Hf(w +p2?) — f(w’) — f/(w’)pz (s)

p(s

o0

De plus, d’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange

'f (w° + pz®)) — f(w®) = f'(w®)pz)
p(s

SIS
avec M = max |f”]. On utilise enfin que
0,1

127 (8)lloo < ClI2"(0)|
On a donc finalement
I [ 29l < P O,
0
et donc

D, F(5°,0,0) - 2o = (T(1,0) — I)2.

— Dérivabilité par rapport a d. On fixe ici zg = 0. On réécrit différemment 1’équation
vérifie par z = 2(9 de la facon suivante

L L L L
Zr — ;Az + SOTQ.Vz + Lze — Ef’(wo)z = E(g(z) —dyY),

avec ¢ = ¢y + d. En utilisant les opérateurs

S()L

L
Az = ——=A t B = . Lz — !
z o Z e a(T)z P 74 Vz+ Lz oY df (wo)z,
cette équation s’écrit
+(1 )Az + Bq(t) t (9(2) — dy®)
Zr — z z= z) — .
Co —f- d d Co —|— d g

En écrivant finalement 1’équation par rapport a 'opérateur parabolique P, on obtient

A1 (By(t) — Balt))= +

2=z + (A4 Bolt))z co+d co+d

(9(2) — dv®).

Puisque 'opérateur d’évolution associé a P est T'(t, s), la formule de Duhamel donne

2(1):/0 T(l,s)( ©A2(5) + (Bo(s) — Ba(s))2(s) + ——g(x(s)) - —= WS)) ds.

Co"‘d C0+dg Co"‘d
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Pour d = 0, la solution est 2(%) = 0, on calcule donc

(@1
F(,0.0) = tim =11,

avec

otd d dco+d) co+d

(d) 1 (d) —_ (d)
S [ (A PO B0 DL D g
Par périodicité de 1", on a

T(1,5)9°(s) = ¢°(1) = ¢°(0).

Ainsi,

2D (1) L ! Az D By(t) — By(t) Lg(29)
__ (1 @ 29 g
d ot d” (0)+/0 (’S)(co+d+ i +d(c0+d))ds

On est ainsi ramené a prouver que

|09 (22 4 BO= B0 10 Lo,

co+d d d(co+ d)
1 ! Az D By(t) — By(t) Lg(29)
— [ 11 (@ d
HP(O)/O (1) (c:o+d+ d : +d(cO+d>> ’

— 0,
d—0

A

soit

— 0.
d—0
0

Pour cela, on commence d’abord par noter que puisque z® est solution de 1’équation

L L L L Ld
zr — —Az 4+ SO—q.Vz + Lze — — f'(wo)z + —Mz =0
c c c c z c
avec zéd) = 0, les estimations paraboliques donnent I’existence de C' > 0 indépendant de
d tel que
”Z(d)HCLQ([O,l}X]R) S Cd

Ceci nous dit en particulier que (¥ — 0 dans C*2([0, 1] x R) quand d — 0 . Pour ¢ < 0,
montrons que nous avons l’estimation suivante

12D (7, €, y)| < C'dp(r, €, y) = C'de*¢° (€ — L, y).

On a tout d’abord

P(C'de%o(g — Lr,y) — 29(1,¢€, y))

d
— "M (€ — Lr.y) — Az D _ (Bo(t) — By(t))2® — — = (g(2 D) — gy
CUPSOE ~ L) — 40— (Bt) — Bu0)2 — o) )
L d L
—d(ceXe (e —L T o) - Az D _(Bo(#)— By(#))2® — 2 (@
<C€ o T’y)+c0+dw> wt+d " (Bo(t) = Ba(t))> c0+dg(z )
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On peut choisir C' et d assez petit tel que I'expression précédente soit positive. On choisit
d’abord C' de sorte que le premier terme soit positif, ce qui est possible car d’apreés les
propriétés de 1, il existe C' tel que
’ L
Co + d

V| < cee(e — ).

On note ensuite que les autres termes sont quadratiques en d. On a en effet tout d’abord

1
Co-'-d

1
Hd Az(d)H < Cd—— |2 < C'd2

oo Co +
Ensuite, puisque

SoL

Ui v S COR
CQ(CO—f-d)q &

(Bo(t) = Ba(t)= = d(

on a

H(Bo(t) - Bd(t))z(d)Hoo < Cd||2 9P| < C'd?.
Enfin, g(z) = O(2?) pour z proche de 0 donc pour d petit
lg(2)| < C2D* < '
Finalement, si d est assez petit, on a
P(C"dekggbo(f — L1,y) — 29(7,€, y)) > 0.
Quitte & prendre C’ plus grand, on a de plus les conditions suivantes
C'd¢°(—Lt,y) — 29 (7,0,y)) > 0,

et
C'de*d° (€, y) — 2(0,€, 1)) = C'de* ¢’ (€, y) > 0.

Le principe du maximum donne alors I’estimation pour £ < 0
29 (r, &, y)| < C'de¢’(€ — Lt y).

D’aprés les estimations paraboliques, les dérivées de 29 ont la méme décroissance
exponentielle, ainsi il existe C' > 0 tel que
AD | Bo(t) = Balt) o, Lo(=)
Co —|— d d d(CO —|— d)

< Cdp(7,&,y).

On considére alors

B AZD(s)  Bo(t) = Bult) (o), . La(z9(s))
Zs(l)_T(l,s)( T d + - d ZU(SH_W)’

qui est la valeur au temps 1 de la solution du probléme
PZ =0,

Az9(s)  Bo(t) — Ba(t) Lg(2'(s))
wid T O T

Z(s) =
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Zs(1) _ Z,(1)

Puisqu’on doit estimer , posons Z, = pZP . 7P stant solution de

Po p 1)
QzP =0,
b1 (A(s) Bt = Balt) i, . Loz (s))
Z, )(S)—p(s) ( cotd I ORs d(co + d) )

Les estimations paraboliques donnent ainsi ’existence de C' > 0 tel que

20l < 0| (584 PO Bl L) < g

On en déduit que

H; ) (Az<d><s> y Bo®) = Bal®) 0, Lg<z<d>><s>) i

Co+d d

O

1.6.6 La décomposition 7'(1,0) =7 + K avec T contractant et K
compact

Compte-tenu de la formule de D, ., F(s° 0,0) donnée par (1.31), on est amené a
étudier les propriétés de 'opérateur

T(1,0): Xy — Xy, 2+ 2(1),
ou z est la solution de

Pz=0 dans X,
0,z =0 sur 0%,

2(1, —00,y) = 0 = 2(1, +00,y), (1.32)
2(0,€,y) = 20(&,y)-

Le lemme suivant permet d’affirmer que 7'(1,0)X, C X :

Lemme 1.6.6. Si zy € X, le probléme (1.32) admet une unique solution z(r,-,-) telle

que pour tout T > 0, z(1,-,-) € X,.

Démonstration. Le probléme (1.32), avec zg € X, admet une solution unique, notée z.
Cette fonction z est aussi la solution unique du probléme suivant posé dans le demi-
cylindre (—o00,0) X w

(Pz* =0 dans (—00,0) X w,

0,2 =0 sur 0%,

Z*(1, —00,y) =0, (1.33)
2(7,0,y) = 2(7,0,9),

2*(0, -, ) = 2.
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Mais le probléme suivant, posé dans le demi-cylindre (—o0,0) X w

(7 =0 dans (—00,0) X w,
0,2 =0 sur 9%,

2(7—7 —00, y) - 07 (134)
2(r,0,y) = 52,

20,,) =% =2 €X,

\ ’

admet aussi une solution unique 2 telle que Z(7) € X pour 7 > 0, et la fonction pZ vérifie
(1.33). Par unicité de la solution de (1.33), on en déduit que z = pZ, donc 2(7,-,-) €
X O

Le but de cette partie est de prouver la décomposition suivante

Proposition 1.6.7. On peut décomposer l'opérateur T(1,0) : X\ — X, sous la forme
T(1,0) =T + K,
avec T : X\ — X, contractant et K : X\, — X, compact.

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, on procéde ainsi : on commence par fixer
M assez grand tel que w® < 0 pour & < —M, et w® assez proche de 1 de sorte que
f'(w®) < f'(1)/2 pour € > M. Ensuite, on rappelle que 2 := z/p est solution de

Qz(p) =0,
9,2®) =0,
2P (7, —00,y) = 0 = 2P (1, 400, y),
A0,¢,y) = 2 € X.
Do

(1.35)

On note T(l, 0) : X — X Dopérateur période associé a cette équation. On cherche alors
a décomposer T(1,0) sous la forme 7(1,0) = T + K avec T contractant et KX compact.
Pour cela, on écrit 2 sous la forme : z®) = ¢+ v*, avec ¥ et v* solutions des problémes
suivants :

Qlﬁ — 0,
0,0 =0,
o(1, —00,y) = 0 = 0(T, +00,¥), (1.36)
6(07§7y) =V = @ € Xa
Do
et
Q20" = (a — a)?,
ov* = 0,
Y (1.37)
v (1, —00,y) = 0 = v*(1,+00,y),
U*(Oa ga y) = Oa
ol

L Ls® \Y%
Qv = v, — EAU + (C—iQ(g —Lt,y) — 2?29) Vv + Lve +a(r,§, y)v,
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L Ls® Vp
ng::vT—EAv—i—( iq(f L, y)—27) Vv + Lve + a(1,€,y)v,

les fonctions a et a étant définies par
Pp

a(t,&,y) = )

- S E),
et
a(t,&,y) = 6% > 0 pour £ < —M,
a(r,&,y) == réguliére, rninLorée par une constan’za positive pour — M <& < M,
a(7,&,y) = =5/ (7§ 9)) = —55/'(1) > 0 pour £ > M.
On définit alors . .
T:X — X, Tv=1(1),
ou ¥ est la solution de (1.36) associée a la donné initiale vy, et
K:X =X, Kuvy=0v"(1),
ou v* est la solution de (1.37), dont le second membre utilise la solution ¢ de (1.36)
associée a la donné initiale 7.

On admet pour I'instant que T et K sont respectivement contractant et compact,
avec ||Tzo||o0 < Cll20]]00 €t C' < 1. On considére alors les opérateurs :

T: X)\ — X)u TZQ (1)T@ = pOT@

Do Po

et .
K:Xy— Xy, Kz=p1)K2 = p,K2.

Po Po

Notons que 7" et K sont bien a valeurs dans X,. En effet, si 29 € X, 20/po € X, donc
T(z0/po) € X, donc poT'(20/po) € X».

Montrons alors que les opérateurs 7', K : X, — X, sont respectivement contractant
et compact, et que T(1,0)zg = Tzgp + K zy. On a d’abord

T(1,0)20 = 2(1) = p(1)T(1,0)22 = p(0) (TZO + KZO> Tz + Kz,
Po Po Po

d’ott T(1,0) = T + K. Ensuite, on suppose que ||T%]||s < C||20||oe avec C' < 1, alors on

TZO
1T 20l[x = || — T— —
d’ott T' est contractant. Montrons enfin que K est compact. Soit 2y, une suite bornée de

Xy, c’est a dire ||z0.,][x < C, et montrons que l'on peut extraire de (Kzp,), une sous-

<C = Cllzollx,

HNZO

. . ~ ) z
suite convergente. Puisque K est compact dans X et que la suite (ﬂ) est bornée
Po /.,

zO,n

dans X, on peut extraire de (f(
Po

) une sous-suite (notée de la méme fagon) qui
n

converge vers Zy dans X, d’ou
Z
1K 200 — poZollx = [[K =2 = Z||og —— 0.
Do n—-+o0

Ainsi, K est compact. O
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Pour conclure, il reste & montrer le résultat suivant

Lemme 1.6.8. Les opérateurs T, K: X — X sont respectivement contractant et com-
pact.
Démonstration. 1) T est contractant. Pour o > 0 assez petit, la fonction

T

T)(Tv 57 y) - ||UO||0067
est une sur-solution de ’équation (1.36) vérifiée par 0. En effet, si « est assez petit,
Ql’lj = (—Oé + d)”UoHooeiaT Z 0,

puisque a est strictement positif et minoré. On a alors :

0,(v— ) =0,

(/U - 6)(07 ga y) > 07

v — v bornée,
ainsi le principe du maximum faible parabolique nous assure que v — v > 0. De méme,
v+ v > 0, ainsi

10(7, & y)| < 0(7, €, y),
donc )

[Tvolloe = [[9(1,& ¥)lloo < € *[lvol|oc,

d’ott T : X — X est contractant.

2) K est compact. Lopérateur K est bien défini. Pour montrer qu’il est compact,
on va considérer une suite de données initiales (vg,), bornée dans X et montrer qu’on
peut en extraire une sous-suite qui converge dans X.

On note Ty(t,s) 'opérateur d’évolution associée a 'opérateur (); : & une donnée
initiale Vp, on associe V(t,&,y) = Tu(t, s)Vo(&, y) la solution du probléme de Cauchy

@2V =0,

0,V =0,

V(r,—o0,y) =0=V(r,+00,y),
Vs, & y) =Vo(&y)-

On a alors la formule suivante :

(1.38)

(1€ y) = / Ty(1,5)(@ — a) (s, €, 4)0(s, £, y)ds.

L’extraction d’une sous-suite convergente nécessite les 2 étapes suivantes :

*

1. Montrer que la suite (v}(1)), décroit uniformément exponentiellement & l'infini,
plus précisément qu’il existe C' et « indépendants de n tels que pour |£| assez
grand,

vi(1,€,y) < Ce ™,
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2. En partant de données initiales continues vg,, on montre que les fonctions v} (1)
sont C'! et que la suite (v}(1)), est bornée en norme C.

Montrons, si on admet les deux points ci dessus, que ’on peut conclure. Puisque
llvE(1)||cr < C, on peut extraire, d’aprés le théoréme d’Ascoli et le procédé d’extraction
diagonale, une sous suite convergeant uniformément sur tout compact de X vers v}. La
question est de savoir si v} € UCY(X) et si la convergence est uniforme.

Soit £ > 0. Prenons M, assez grand tel que |[v}(1,&,y)| < € pour [¢| > M,. Ainsi
03 (&, y)| < e pour |¢] > My et donc vi € UCY(X). De plus, |[vf(1,£,y) — vi(&, )] < 2¢
pour [£| > M,. Ensuite, puisqu’on a convergence locale, on choisit ng assez grand tel que
v (L&, y) — vi(& )| < e pour § € [—Mo, Mo, Vn > no. Ainsi,

||U';kz(1’ 5 ) - UT(" )HOO <e.

Etape 1 - Décroissance exponentielle uniforme. On commence par remarquer que

Q1([[vonllee — Tn) >0 sur X,
A ([[vomllse = Tn) =0, (1.39)

(”UO,n”oo —0,)(0,&,y) >0,
donc
|7~Jn(7—7€7y>| S HUO,n”oo S my.

On en déduit que pour 3 assez grand

Qulmoe® — v2) = (B + a)ymoe® — (@ — a)in >0 sur X,
9, (mee’™ — ) =0, (1.40)
(moeﬁT - U;’kl)(()? 57 y) > 0,

donc par le principe du maximum faible parabolique
[vf | < mee”.
Ensuite, ’équation vérifiée par v} est :
Qv = (a — a)vy,.

Soit M choisi comme précédemment tel que @ = a pour |{] > M. On va montrer
la décroissance exponentielle pour & — 400 et on se place pour cela sur le cylindre
Yy = [M,4+o0o[xw (la décroissance en —oo se montrant de la méme fagon). On pose
V(& y) = Ce ¢ avec o, C' > a fixer. Alors :

L o) s a) e 20,
c p

pour « assez petit. La différence V' — v} vérifie alors :

Q2(V —0vf) >0 sur Xy,
0,(V —uk) =0,
( TaMay) :Ce_aM_U::(T7May)a

)( (1.41)
(V= 03)(0,§,y) = Ce™ = 0.

V—-wv
V—-wv
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M

Ainsi, si on choisit C' = e*™mye?, on obtient que

Vn, V1 < 1, vi(1, &, y) < Ce ™, VE > M.

Etape 2 - Régularité. On va couper I'intégrale en deux :

1

1/2
o (1,6, y) = / Ty(1, 8)((@—a)5,)ds+ / L) (@ )ds =2 Vi (€0) 4V (6 0)

On considére :

V= Ty(1,s)((a — a)vy,),

la valeur au temps 1 de la solution du probléme

@2V, =0,

oV =0,

Vo7, —00,y) = 0= V3(1,400,y),
Vi(s,&y) = (a— a)on(s).

Dans la suite, on utilisera I'espace d’interpolation réel (X, D)g,, entre 'espace X (ici
UC’(X)) et le domaine D de Popérateur (ici UC?(X)) ainsi que les estimations de 1'opé-
rateur d’évolution suivantes [57] : si 0 < s < ¢,

1) Il existe C' > 0 tel que pour tout = € X, ||T(t, s)z| < Clz||.

2) Soit 1 < p < o0, 0< (< 1. Ilexiste C > 0 tel que

(1.42)

1T, s)xlx,p),,, < WH%H-

3) Soit 1 <p < o0, 0< < 1. Ilexiste C' > 0 tel que pour z € (X, D)g,, alors

1T, s)zllxp)s, < Clllix,pys,-

Regardons d’abord V7, (£, y) : dans ce cas, s € [0,1/2], donc on résout le probléme
(1.42) sur l'intervalle de temps [s, 1], qui est de longueur au moins 1/2 : cela nous dit
que la fonction V¥ est bien de classe C*, et va nous permettre de borner uniformément
par rapport & s sa norme C' en fonction de ||vg,|leo. Plus précisément, les estimations
citées ci-dessus impliquent que

Ve (Wl x.pys, < Cll@—=a)in(s)lx < Cllon®)lx < Clloonllx < C,
d’ou finalement par intégration
IViallxpys, < €

On regarde maintenant V5, (&, y) : a présent, s € [1/2,1], donc @, est la solution
du probléme parabolique (1.36) résolu a partir de la donnée initiale continue v, sur
'intervalle de temps [0, s] donc de longueur au moins 1/2, donc on va pouvoir majorer
uniformément par rapport a s la norme C' de @, par ||vg,|/. Ensuite on résout le
probléme parabolique (1.42) & partir de la donnée initiale (@ — a)9,(s) sur 'intervalle de
temps [s, 1], qui est de longueur trés petite lorsque s est proche de 1, mais cette fois on
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a juste besoin de dire que la solution garde la méme régularité que la condition initiale.
Les estimations donne :

IV (Wl x.pys, < Cli(@ = a)in(s)llx.0)5, < Cllonllx.0)5, < Cllvonllx < C,
d’ou finalement par intégration
IVaullox.pys, < C.

Pour conclure, il reste & vérifier qu'’il existe 3 > 0 tel que (X, D)3, — CY(Z). Or, si
0 <6 <1, méeN et §m non entier alors [57] :

(C(i)v Cm(§>>9,oo = Cem(i)

Il suffit donc de prendre m =2 et 6 > % O

1.6.7 Le noyau de I —7(1,0)
1

On va de nouveau utiliser la fonction ¢° := Lw? + wg. En se ramenant au repére
initial
By
u(t, z,y) = wo(ft, x + A t,y),
on remarque que ¥° = Guf. Or, u® est croissante en temps, d’on ¢° = éug > 0. Le
principe du maximum fort parabolique permet de conclure que 1° > 0.
Comme w" est 1-périodique, 1° aussi et donc

Y6(&:y) = 10(0,&,y) € N(I —T(1,0)).
Montrons que le noyau est en fait engendré par ¢ :

Lemme 1.6.9. Le noyau de I —T(1,0) est l'espace vectoriel engendré par 1§ :
N(I —T(1,0)) = Rag.

Démonstration. Soit zg € N(I —T(1,0)). La démonstration se fait en deux étapes :
1. On montre qu'il existe C' tel que 2o < C).
2. Soit C” le plus petit C' vérifiant I'inégalité ci-dessus, on montre alors que 2z = C"1)).

Etape 1. Commencons par fixer M tel que wy(7,&,y) < 6 pour £ < —M et tel que
—f(wo(1,&,y) > B > 0 pour £ > M. Soit z la solution de I'équation issue de z :

Pz=0 dans X,

0,z =0 sur 9%,

z(1,—00,y) =0, z(1,400,y) =0,
2(0,&,y) = 20(§,y)-

(1.43)

La fonction ¢° est strictement positive donc minorée positivement sur [0, 1]x[—M, M| Xxw.
Il existe donc C' > 0 assez grand tel que Cy)° — 2 > 0 sur [0,1] x [-M, M] x w.



1.6. CONTINUATION LOCALE DE SOLUTIONS 55

On travaille ensuite sur le demi-cylindre de droite : [M, 400[xw. Sur ce demi-cylindre,
on a:

P(Cy° — 2) =0,

9, (CY° — 2) =0,

(C¥° = 2)(r, M, y) >0,

(CY° = 2)(0,€,y) = Cvp — 2.

(1.44)

On considére maintenant les deux cas suivants :
- soit CYd — z9 > 0,V > M, Vy, et dans ce cas on a bien 25 < CJ sur le demi-cylindre
de droite,
- soit C'h) — 2o n’est pas positive partout. Dans ce cas, soit —k := inf(Chy — zp) < 0,
Cty — 7y étant borné puisque 1) et 2z tendent vers 0 quand ¢ — +oo . Posons alors
V(r, & y) = ke™®7, avec a > 0 a déterminer. On a alors, a condition de choisir «a assez
petit :
0 L / 0 —aTt

P(Cvy —Z—i—V):PV:(—a—C—Of(w))k:e >0,

O, (CY° — 2+ V) =0, (1.45)

(CU0 — 24+ V)(r, M, y) >0,

(CY? =2+ V)(0,&,y) = (CYg — 20) — inf(Chg — 20) > 0.
Le principe du maximum faible parabolique implique alors que C¢° — z +V > 0. En
utilisant le fait que zp € N(I — T'(1,0)), et plus précisément que z est 1-périodique en
temps, on a pour tout n > 0,

Cy — 20 = (CY° — 2)(1 = n) > —ke ™"
En faisant n — 400, on a Cy§ — z > 0.
On travaille enfin sur le demi-cylindre de gauche : | — co, —M] X w. Sur ce demi-

cylindre, on ne travaille pas directement sur I’équation vérifiée par par C° — 2z mais on
prend en compte le poids et on travaille sur I'équation vérifiée par (Cy° — 2)/p :

0 (Lw - Z) =0,
Cy ?
%m M.y) >0, (1.46)
CY® —z B C’@/)g — 20

\ p (07 é-a y) - p(o’ g’ y) .

On considére & nouveau les deux cas suivants :

- soit O — 29 > 0,VE < —M, Vy, et dans ce cas on a bien zg < C'¢ sur le demi-cylindre
de gauche,

- soit C'Y) — zy n’est pas positive partout. Dans ce cas, soit

—k= inf (%) (0,€,) < 0.

§<—Mycw
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Posons alors V (7,&,y) = ke™®7, avec a > 0 a déterminer. On a alors :

2 0 _
Q (% + V) =QV = (—a+ ke " >0,
0 __
8,, %"‘V) :0,
;| (1.47)
(% +V) (r, =M, 1) > 0,
0 __
(Ow z+v) (0.6,9) >0
. D
Alors
0 __
(MP SLv>o0

En utilisant la périodicité de 1, zo et p(0), on en déduit que, pour tout n > 0, on a

(Cog — 20)(&.y) = —kp(0, &, y)e ™",
donc Cy§ — zg > 0 sur le demi-cylindre de gauche.

Etape 2. D’aprés Iétape 1, il existe C' tel que 2o < Cq)§. Soit alors C’ le plus petit
C vérifiant l'inégalité précédente. On a alors 2o < C'¢)Y et le but est de montrer que
20 = C"J). Supposons par absurde que C’1)§ — 2y est positive mais non identiquement
nulle. On regarde alors I’équation vérifice par C'y)° — z :

P(C"° —2) =0,
9,(C0 — 2) = 0, (1.48)
(C"¥° = 2)(0,€,y) = 0,# 0.

Le principe du maximum faible nous donne d’abord que C"9° — z > 0. On peut donc
appliquer le principe du maximum fort. Ainsi, soit C'¢° — z = 0 sur [0,1] x X, soit
C'Y? — 2z > 0 sur |0, 1] x 3. Puisque C"¢°(0) — zy est non identiquement nulle, on a donc
C'p—z > 0sur |0, 1] x X, et en particulier (C'Y) —29) (&, y) = (C"v—2)(1,&,y) > 0 sur .
Enfin, d’aprés le lemme de Hopf, on a (C"¢° — 2)(7,&,y) > 0 sur |0, 1] x ¥, puisque sinon
il existerait (79, &, ¥0) €]0, 1] x 9% tel que 9, (C'° — 2) (70, o, yo) < 0, ce qui est absurde.
Par périodicité, on a donc la positivité stricte sur le compact [0, 1] x [-M, M] X w. On
peut donc trouver C” < C’ tel que (C"¢° — 2)(7,&,y) > 0 sur [0,1] x [-M, M| x w puis
sur R x ¥ d’aprés I'étape 1 et la périodicité en 7. Ceci contredit la minimalité de C’ et
par conséquent z, = C")°. O

Puisque (I —U)%*zp = 29— 2(2), un élément du noyau de (I —U)? est 2-périodique. On
a donc le méme résultat sur le noyau de (I — U)? en considérant dans la démonstration
précédente les temps entiers pairs 7 = 2n. Ainsi

Lemme 1.6.10. N(I — T(0,1))* = R.¢0.
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1.6.8 Fin de la continuation locale

Commencons par tirer quelques conséquences des sections précédentes. Rappelons que
T'(1,0) se décompose sous la forme T'(1,0) = T+ K avec T contractant et K compact.
Ainsi, I — T est un isomorphisme et on écrit I — 7'(1,0) sous la forme

[-T(1,0) = I-T-K,

(I-T)-K,
= (I-T)I-(I-T)"K),
(I =T)(I =),

avec k = (I —T)"'K compact. Puisque I — k est un opérateur de Fredholm, il en est de
méme de [ —T'(1,0) et donc

R(I —T(1,0)) = N(I —T(1,0)")*

et
dim N(I — T(1,0)*) = dim N(I — T(1,0)) = dim(R.¢§) = 1.

On note alors e* un générateur de N(I — T'(1,0)*). On a alors le résultat suivant

Lemme 1.6.11. On peut choisir e* tel que (e*,9) =

Démonstration. Si (e*,43) # 0, il suffit de normaliser correctement e*. Supposons donc
par Pabsurde que (e*,v9) = 0. Ainsi,

Y e (Re*)t = N(I —T(1,0)) = R(I —T(1,0)).
Il existe donc ¥; € X tel que ) = (I — T(1,0))1);. Alors
(1 = T(1,0))*1 = (I = T(1,0))1) =0,

d’ou
Yy € N(I —T(1,0))> = N(I —T(1,0)) = R.a).
On en déduit que ¥y = (I — T(1,0))1); = 0, ce qui est absurde. O

Revenons maintenant & la continuation locale. Tl reste & montrer que Dy, F'(s°,0,0) :
R x Y] — X, définie par

L
Dz, F(s°,0,0).(d, 20) = (I = T(1,0))20 +d 4

est un isomorphisme. Pour cela, on se donne h € X,, et on cherche a montrer que
I’équation

(I —T(1,0))z + dgwg = h. (1.49)

posseéde une unique solution (d, zg) € R x Y, qui vérifie de plus

ldl + [[20llx < cl[]]-
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Si (d, zo) vérifie (1.49) alors, en projetant sur R.e*, on a d’une part
* L 0 *
(e*, (I —T(1,0))z —I—dC—O@ZJO> = (e", h).
D’autre part,

(€ 1 =T 0)z0+d508) = (5, (1 = T(1,0)2) + (", 5 00)

L
= (I =T(1,0))e", ) +d 5 (e", uf)
L L
= <O,Zo> + dC_O = dg
Alinsi,
CO
d = f<€*, h>,

et on est ramené a résoudre I'équation
(I —T(1,0))z = h — {e*, h)1yg.
Or, (e*,h — (e*, h)vd) = (e*, h) — (e*, h){e*,¥§) = 0 donc
h—{(e*, W)y € (R.e®): = R(I —T(1,0)).

Il existe donc z tel que (I —T(1,0))z0 = h — {e*, h)1. Si 21 est un autre solution, alors
21— 20 € N(I —T(1,0)) = R et donc z; est de la forme 21 = 25 + 1) avec v € R.
Pour assurer 1'unicité de la solution, on définit 'espace Y7 suivant

Y1 = {20 € X, (€", 29) = 0}.
Ceci fixe 'unicité puisqu’il existe un seul v € R tel que
<€*, 20 + ’)/1/18> = 0.

De plus, puisque d = S (e*, h) et 2o = (I — T(1,0))~"(h — (e*, h)13), on a

A+l = )]+ 10 =T 0) = (e Ayl
< I+l — (e Ryl
< Wl + COIA + 11Dl gl
< (Shell+C+ el ) ol
< C'||h]lx

Ainsi, D, F(s°,0,0) : R x Y} — X, est bien un isomorphisme.
Le théoréme des fonctions implicites donne alors I'existence d’une solution (¢, w) de
(Pbm), de la forme (c®),w®®)) pour s proche de s.
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1.6.9 Synthése de I’étape continuation locale

Pour clarifier les idées, nous reprenons dans l'ordre les éléments de I’étape de conti-
nuation locale. Rappelons qu’a partir d’une solution (c°, w®) de (Pbm),,, nous voulions
construire une solution (¢, w®)) de (Pbm), pour s proche de so. En posant, d := ¢ —
et z := w — w", nous avons ramener le probléme a celui de la recherche d’une solution

(d,z) = (d®), 2%)) de

0
%Pz +dy® = g(w’,d,z) dans X,
(Pbm), 0,z =0 sur 0%,
2(1, —00,y) = z(1,+00,y) = 0,
2(7—7 57 y) = Z(T + 1757 y))

Pour étudier les solutions périodiques de ce probléme, nous considérons le probléme de

Cauchy associé
0

%Pz +dy? = g(w’,d,z) dans X,
(PB), 0,z =0 sur 0%,
2(1, —00,y) = z(1,+00,y) = 0,
2(0,£,y) = 20(&, y),
le but étant alors de trouver un couple (d, zp) tel que la solution z de (PB), soit 1-
périodique. On introduit ainsi naturellement la fonction

F:(s,d, z) — z(1) — 2,

ou z est la solution du probléme (PB),. Un couple (d, z) tel que la solution z de (PB);
soit 1-périodique vérifie alors F(s,d, zg) = 0. Puisque F(s°0,0) = 0, nous utilisons le
théoréme des fonctions implicites. On est ainsi ramené a montrer que la différentielle
Dy ., F(s°,0,0), qui est donné par la relation

L
Dd,ZoF(Soa 0, O) ' (da ZO) = (T(17 O) - I)ZO - dgwga
est un isomorphisme, c’est a dire que I’équation :
L,
(I —T(1,0))z0 + dC—O@/) 0)=nh

posséde une unique solution. Cela nécessite une étude précise de 'opérateur période
T'(1,0). On choisit pour cela judicieusement les espaces Y] et Y3 tels que

F:RxRxY, — Y.

Pour Y5, on choisit ’espace a poids X, de sorte que l'opérateur parabolique P soit
remplacé par un opérateur dont le coefficient d’ordre 0 ait des limites strictement positives
quand £ — —oo. Ceci permet, via le principe du maximum, de construire des sur-
solutions indispensables pour obtenir les propriétés de 7'(1,0). On obtient finalement
que I —T(1,0) est un opérateur de Fredholm d’indice 0 de noyau R.1)J. On choisit alors
pour Y; un hyperplan de X, qui permet d’obtenir I'unicité dans 1’équation

L
(I —T(1,0))z + dgwg = h.
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Le théoréme des fonctions implicites donne alors I'existence de § > 0 et d’une fonction
(d(s), zo(s)) définie sur |sg — 0, s + 0| et vérifiant

F(s,d(s), 20(s)) = 0,

c’est a dire que la solution z du probléme de Cauchy (PB), associée a zp(s) est 1-
périodique.



CHAPITRE 2
EXISTENCE D’ONDES PULSATOIRES DE TYPE
KPP AU COMPORTEMENT PRECISE

2.1 Introduction et résultat principal

Dans ce chapitre, on étudie I’équation de réaction-diffusion en milieu périodique 1D
suivante

Up — Uge = f(x,u), (2.1)
o f € C*(R x [0,1],R") a les propriétés suivantes :
(i) f est l-périodique en z,
(ii) Vz € R, f(x,0) = f(z,1) =0et f(x,u) >0 pour u € (0,1),

7f<3;’ u) >0et fl(z,1) = lim 7‘7[(96’”)

u—1= U —

(iii) Vz € R, f!(x,0) := h%l+ <0,
(iv) Vo € R, Vu € (0,1), fi(z,u) < fi(z,0).

On note alors ((z) := f!(x,0); il s’agit d’une fonction C! et 1-périodique.
Rapellons qu’une onde pulsatoire de (2.1) est définie de la fagons suivante

Définition 2.1.1. Une onde pulsatoire u(t,z) de l’équation (2.1) est une solution clas-
sique de classe C%(R?) définie pour tout t,x € R, telle qu’il existe c # 0 pour lequel

1
Vi,v € R, wu(t+ -, 2) =u(t,z+1),
c
et telle que pour tout t € R,
u(t,—o0) =0, wu(t,4o00)=1.

Berestycki et Hamel ont montré ’existence d’ondes pulsatoires de vitesse ¢ > ¢* [6].
On s’intéresse ici plus précisément a I’étude du comportement précis en —oo en montrant
montrer ’existence d’ondes pulsatoires dont le comportement en —oo généralise celui
des ondes progressives. Pour cela, nous travaillerons par la suite dans le repére mobile
de l'onde, ce qui consiste a effectuer le changement de variable u(t,&) = u(t, & — ct).
L’équation (2.1) s’écrit alors dans ce repére

at - ﬂgg + Cﬂg = f(g — ct, ﬁ) (2.2)

61
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La fonction u est 1/c-périodique en temps et solution du probléme
ﬂt - agg + Cﬂg = f(g - Ct, ﬂ),
~ 1 ~
u(t,—o0) =0, u(t,+o0)=1.

On cherche ici une solution du probléme (2.3) dont le comportement en —oo est donné
par une fonction py(t, §) solution de I’équation linéarisée au voisinage de u = 0

Pt — pee + cpe — C(§ — ct)p =0,
et dont la forme généralise celle des ondes progressives en prenant en compte le périodicité
de I’équation
pa(t,€) = (€ — ct),
avec A > 0 et v > 0 fonction 1-périodique. Ceci revient & chercher X\ et v solution de
I’équation
Ly =" + 20" + (N + (@)Y = Mo,
L agissant dans C7, (R) I’ensemble des fonctions v € C*(R) 1-périodique. Pour cela,
on considére la valeur propre principale k(\) de lopérateur Ly. Il s’agit de 'unique
valeur propre de l'opérateur L, pour laquelle il existe une fonction propre strictement
positive, et elle est bien définie par la théorie de Krein-Rutman. On écrit alors le probléme
précédant sous la forme k(\) = ¢, ¥, étant choisie comme fonction propre (1-périodique)
de l'opérateur L, associée a k(). La fonction k a été étudié par Berestycki, Hamel et
Nadirashvili [9] pour obtenir la formulation variationelle suivante sur la vitesse minimale
o k(Y
¢ = min —= > 0.
A>0 A
La fonction continue positive £(A)/A atteint son minimum c* sur R ; de plus, I'image
de k(N\)/ X est [¢*, +00], ce qui permet de définir le taux de décroissance exponentielle (cf
figure 2.1)
Ae = min{A > 0 tel quek(\) = cA}, A" = A,

Une attention particuliére est & porter au cas ¢ = ¢* ot A* est alors une racine double

de I’équation k(\) = ¢*\. Les solutions exponentielles sont alors de la forme

N (€Y (€ — 1) + WH(E — ),
avec ¢* > 0 et U* sont solutions 1-périodiques des équations
—w*"—QA*¢*/+(C*)\*—)\*2—C(ﬂf))w* :0’ (2.4)
— T N (N = NP = ()T = =20+ (¢F — 2\ ). (2.5)
On montre alors le résultat suivant

Théoréme 2.1.1. Soient ¢ > c* et ¢Y,, > 0 une fonction propre de L), associée a
k(A.) = ¢\, alors il existe une onde pulsatoire u. solution de (2.3) telle que

U(t, &) = ekcfzp&(g —ct) + O(e()‘c+5)5), quand & — —o0,

avec 6 > 0. Soient ¢ = c* et ¢* > 0 une fonction propre de L . associée a k(\*) = c*\*,
alors il existe une onde pulsatoire t. solution de (2.3) telle que

Uer (1,€) = =€V ™ (€ = 1) + O(eM?),  quand & — —o0.
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Remarque 2.1.1. Pour 'onde de vitesse ¢*, le comportement plus précis attendu en
—o0 et qui généralise celui des ondes progressives est le suivant :

s (1,€) = €M (=€W" (€ — ") + W7 (§ — 1)) + o(e™),  quand £ — —oo.

Nous utilisons deux approches différentes pour traiter les deux cas. Dans celui des
vitesses supérieures, nous utilisons un théoréme de point fixe dans I'espace a poids des
fonctions ayant le comportement exponentiel souhaité. La construction du poids est
possible grace au fait que k(\) < ¢\ pour A supérieur mais proche de \.. Pour ¢ = ¢*, on
a k() > ¢*A pour A proche de A\*. Ceci permet de construire 'onde de vitesse supérieure
par la méthode des sur et sous solutions. On construit pour cela une sur-solution et une
sous-solution de (2.2) qui ont le méme comportement exponentiel souhaité pour ’onde.
La mise en oeuvre de cette démarche est rendue possible par ’étude de la valeur propre
principale k() que nous détaillons dans la section suivante.

2.2 Propriétés de la valeur propre principale k()\)

Nous détaillons dans cette section quelques propriétés de la fonction k(A) qui sont
indispensables pour construire les ondes pulsatoires. Rappelons que k() est la valeur
propre principale de I'opérateur

Lyv =" + 200" + (A + ((2))v,

agissant dans C? (R) l'ensemble des fonctions v € C?*(R) 1-périodique, ou ((z) =

per
f1(z,0) > 0 est une fonction de classe C'!, strictement positive et 1-périodique.

2.2.1 Convexité de k(\) et construction du poids

Nous commengons par un premier lemme qui rappelle les propriétés établies dans [9] :

Lemme 2.2.1. [9] 1) La fonction k(\) est une fonction conveze sur R minorée par une
constante strictement positive. Plus précisément, il existe une fonction convexe ko telle

que ko(0) = k((0) =0 et

VAeR, 0<min¢ <min¢+ ko(A) < k(X)) <max( + ko(N).

k(A
2) La fonction ¥ est continue sur R% et a les limites suiantes :

lim @ =400 et liminf@ > 0.
A—0t A A—-+o0
k(A
De plus, ()\ ) atteint son minimum sur RY .

Le lemme permet de définir la vitesse minimale de propagation
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On déduit du fait que ¢* est le minimum et de la limite infinie en 0% que la fonction
continue @ atteint toutes les valeurs ¢ > ¢* sur R, autrement dit pour tout ¢ > ¢*, il
existe A > 0 tel que k(\) = cA. On définit alors les taux de décroissance exponentielle
(cf figure 2.1)

Ae = min{A > 0 tel quek(A) = cA}, A= Ao
On consideére ), une fonction propre strictement positive associée a A.. On note pour

*

A c>c

A, A

c *

F1G. 2.1 — Taux de décroissance exponentielle \. de 'onde .

finir
Pa(t,§) = €5 (€ — ct),

le terme qui sera dominant dans le comportement en —oo des ondes de vitesse ¢ > c*.
Celles-ci vont étre construite grace a un point fixe dans un espace a poids. L’existence
du poids est une conséquence du résultat suivant qui découle de la convexité de k :

Lemme 2.2.2. Soit ¢ > c¢*. Alors il existe § > 0 tel que k(X) < cA sur [A., A\c + 4.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde et supposons donc que le résultat est faux.
Pour tout ¢, il existe donc §. avec 0 < . < ¢ tel que k(A + 0.) > c(A. + 6¢). Or,
k()\c + 55) B k()‘c)

FOw +6.) — E(A) _ (Ao +82) — ch

Jimg 5. = ka(Ae) et 5. = 5. = ¢
On en déduit que
ki(A\e) > c.

Puisque k est convexe, on a l'inégalité suivante pour tout § € R :
E(Ae +0) > k(Xe) + kL(Me)d = cAe + k(A0

Appliquons ceci a § = A\, — \.. Notons que § > 0 puisque A, est une fonction strictement
décroissante de c. On obtient k(\.) > cA. + c¢(A. — Ac) = cA.. On en déduit que ¢* =
@ > ¢, d’ou la contradiction. O

*

D’aprés le lemme précédent, il existe > 0 tel que

g5 :=c(Ae+9) — k(A + ) > 0.
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En notant ¢, s la fonction propre associée a k(\. + ¢), on définit le poids de la fagon
suivante

Pacra(t,§) = €XT05, L5(E — ).
La fonction py, s est choisie comme sur-solution de I’équation linéarisée en 0; en effet,

Pt — Pee + cpe — C(€ — ct)p = ¢sp,

avec gs > 0. Ceci va permettre de construire une solution u(¢,¢) de ’équation telle que
pour £ — —00

ﬁ(ta g) = DPx (ta E) + O(p)\chJ(ta g))
2.2.2 Analyticité de k()

Pour construire 'onde de vitesse minimale, on a besoin au contraire de montrer qu’on
peut choisir 6 > 0 suffisamment petit tel que k(A +0) > ¢* (A« +6). On utilise pour cela
I'analyticité de la fonction k() qui provient du théoréme de Kato-Rellich (cf [67]).

Lemme 2.2.3. La fonction k(\) est analytique.
On en déduit le résultat suivant
Corollaire 2.2.4. Pour tout € > 0, il existe 0 < § < ¢ tel que k(A +60) > c* (A + 6).

Démonstration. Raisonnons par ’absurde. On suppose que k(A) = ¢*\ sur un intervalle
[As, Aite]. Or, par définition de A,, k() > ¢*\ a gauche de A.. Ceci contredit I'analyticité
de £ en \,. 0

2.3 Existence d’ondes de vitesse ¢ > ¢* par point fixe

Dans cette section, on construit pour chaque vitesse ¢ > ¢*, une solution du probléme
(2.3) telle que pour tout t,

Ut, &) = ey (€ —ct) + O(e™T%)  quand € — —o0,

ot 6 > 0. Pour cela, nous allons utiliser un théoréme de point fixe dans ’espace de
fonctions ayant le bon comportement exponentiel en —oo, c’est a dire des fonctions u
telle que u (&) — pa.(0,&) soit comprise entre deux multiples de p,,14(0,&).

2.3.1 Point fixe dans ’espace a poids

Nous allons travailler par la suite dans I’espace a poids suivant :

(f) B pAc(07 f)
p)\c+5(07 f)

ou BUC(R) est ’ensemble des fonctions bornées uniformément continues sur R. Muni
de la distance

X;:={ue BUCR),0<u<1," € L*(R)},

e e
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(X5, ds) est un espace métrique complet.
On regarde alors I'opérateur 7" suivant : soit ug € Xy, on définit T'(ug) (&) = u(1/c, &),
ou u(t,§) est la solution du probléme de Cauchy :

Lemme 2.3.1. Soituy € X et u la solution de (2.6). Alors, pour tout t > 0, l'application
ﬂ(ta E) — D (ta E)

est bornée pour & € R. En particulier, 'opérateur T est bien défini : si ug € Xs, alors
T(ao) € X;.

E—s

Démonstration. Tout d’abord, si uy € BUC(R), le probléme (2.6) admet une unique
solution u(t, &) € BUC(R), réguliére et globale en temps car le second membre f(§—ct, u)
est & croissance au plus linéaire en u [45]. De plus, par le principe du maximum faible
parabolique, 0 < u(t, &) < 1.

On suppose ensuite que ug € X5. Montrons alors que dans ce cas

’lj(t, g) — DX (ta g)
p)\chzS(ta E)

est bornée. C’est le cas pour & > 0, on se restreint donc & & < 0. On commence par
montrer que la fonction est majorée. Puisque uy € Xj et que u, py, et py,4s sont bornés
pour ¢ < 0, il existe C' > 0 tel que pour £ <0

a(oa g) — Px (Oa g) < Cp)\c-f—&(oa 5),

)

et pourt > 0
ﬁ(t, O) —Px (tv O) < Cp)\chzS(ta O)'

On considére par la suite les opérateurs paraboliques

Pﬂ:: ﬂt —agg—f-cag,

et
Pl = Ty — Tee + clie — C(€ — et
On a ainsi
P(u—px, — Cpays) = [f(§—ct,u) —((€—ct)pr. — C(C(€ — ct) + q5)Pac+s
< (€ —ct)(u—pr, — Cpacts) — Casprc+s,
d’ou

P(u—py, — Cprts) < —Cgspr.+s < 0.

On a finalement

P(u—px. — Cpr.ss) <0,

a(oa g) - p)\c(o’ g) - Cp>\c+6(07£) <0 pour g < O,
u(t,0) — py,(t,0) — Cpar.+s(t,0) <0 pourt >0,
t—px. —Cpr.qs bornée
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donc par le principe du maximum on a pour t > 0 et £ <0

a(ta g) — Px (ta g) < Cp)\c+5(t> 5)

Montrons ensuite qu’il existe un minorant. On sait déja qu’il existe une constante
C'" > 0 telle que pour £ <0

u(0,€) — pa.(0,8) > —C'pr,+5(0, ),
et pour t > 0
a(ta O) — P (t7 0) Z _C/pkc-l-(s(ta O)

Alinsi,

Pt — pa, + C'pays) = f(E = ct,u) — C(§ — ct)pa, + C'(C(€ — ct) + q5)Pacts
= (& —ct) (U —pr, + C'pagrs) + [(€ —ct,u) — (€ — ct)u + C'gspa,v5-

La formule de Taylor donne

F(E = b, 0) = f(€ — ct,0) + 1 — ct, 0)ii + / "o~ W FE — et v)dv,

soit = 2
f(€ = ct,w) = C(§ — ct)u = / (v =) L€ = ct,v)dv > — max |f]—-.
o 2

Rx[0,1]

Cependant, puisque on a montré que 0 < u < py, + Cpy, 15, ON a

— > Cprss)?
d’ou

N 1
P(u — px, + C'pacss) = —5 Jnax, | fil(Pa. 4+ Cpacrs)? + C'aspacs-

Puisque py,(¢,&) = ¢(& — ct)e?d et § < ), il existe A >, B > 0 tels que pour tout ¢ et
£ <0,
(p)\c (ta g) + Cp)\c+6(t7 5))2 < A62>\C§,

Beet08 < py 1 5(t,€).

On en déduit qu’avec § < A. et C' assez grand, on a alors

P — px, + C'parcss) > 0

On conclut ainsi par le principe du maximum que pour t > 0 et £ <0

ﬁ(ta g) — D (ta g) > _C/p/\chJ(ta g)
Ceci conclut la preuve du lemme. O

Montrons maintenant que 'opérateur 7" est contractant dans (X, ds) :
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Lemme 2.3.2. l'opérateur T est contractant dans (Xs,ds) : si uj, ug € X5, alors
ds(Tig, Tug) < e 9/°ds(ug, ),  avec e ®/° < 1.

Démonstration. Soient uj et uf dans X et u' et u? les solutions des problémes de Cauchy
(2.6) associés. On a alors

(0 — Dee + O — fo(€ — ct,alt, €)@ — %) =0,
ot a(t, &) est compris entre u!'(t, &) et u?(t,£). On pose ensuite

(@' — @) (¢, €) = prcts(t, E)v(t, €).
Sur v, on obtient ’équation
0,
Qu = vy — vge + (c - 2%) ve + (C(§ —ct) — f1(€ —ctya(t,§)) +gs)v = 0.
ot
Par hypothése, on a f/ (£ — ct,a) < ((§ — ct), d’ou

d(t7£) = g(g - Ct) - f;(g - Cta a’(ta g)) + s > qs > 0.
Montrons qu’on a alors
lo(1/¢,)lloe < ™%l oo-
On considére pour cela la fonction o(t,&) = ||vg|lece™ %" ; celle-ci est sur-solution de
I’équation Qv = 0 puisque
Qv = (—g5 + @)]|volloce™" > 0.

On a alors :

Qv —v)=Quv >0,

(0 =20)(0,8) = [[vollc = v0(&) =0,

v — v bornée.

Le principe du maximum faible parabolique assure ainsi que v(t,&) < 9(¢,&) pour tout
t>0et £ € R De méme,

Qv +v)=Quv >0,

(04 0)(0,&) = [lvolloc + v0(&) = 0,

U + v bornée,
d’on v(t,&) > —o(t,€). Finalement, |v(t,€)| > o(t,§), ce qui donne pour t = 1/c,
lo(L/e, )lloo < 7%/[Jvo]|os -

Ceci nous permet de montrer que 7" est contractant : en effet, e=%/¢ < 1 et
ds(Ty, Tthg) = ||u'(1/c, &) = u*(1/e, €)lls
= [Ipr+s(1/c;E)v(1/c, €5

B ’PAC+6(1/C>§)U(1/C,§)’

Prc+5(0,€) o
= lv(1/e, &)l
< e v
—qs/c ﬂé — ag ' —qg/cd (~1 ~2)
= e = € ) u ,u .
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Ainsi, T a un unique point fixe ug dans Xy, et la solution u du probléme de Cauchy
associé vérifie
ﬂt - ﬁgg + C’ljg = f(f —ct, ﬁ),
u(t, —o0) =0,

u(t + %,f) = u(t,§).

De plus, par le principe du maximum fort parabolique, on a 0 < u < 1.

2.3.2 Comportement de u en 400

Pour que la fonction u qu’on vient de construire soit une onde pulsatoire, il reste
a montrer qu’elle vérifie u(¢,+o00) = 1. Montrons tout d’abord que @ est strictement
positive et bornée inférieurement par une constante strictement positive pour & > 0. Le
lemme suivant permet de montrer qu’il existe M > 0 et v > 0 tels que u(0,£) > v > 0
pour £ > M :
Lemme 2.3.3. La fonction u vérifie lim inf u(0,£) > 0

£-+oo

Démonstration. Par 1’absurde, on suppose qu'il existe &, — +oo telle que u(0,&,) — 0.
On suppose aussi que &, > 1. Soit € > 0, alors il existe N tel que pour tout n > N,
u(0,&,) < e. D’aprés l'inégalité de Harnack et les estimations paraboliques, il existe
C > 0 tel que pour t € [0,1/c], u(t,&,) < Ce et ug(t,§,) < Ce. On intégre alors
I'équation sur [0,1/c] x [-M,&,] :

//gnut—u&—l—cugdtd& / /gnf (€ — et a(t, €))dtde.

Par périodicité en t de w, il reste

1/c 1/c  rén
|t 64~y eite &) -t ~anyieds = [ [ fle-et (e, )
0 0 -M

Passons alors a la limite M — +o00. Puisque u(t, —M) — 0, on a aussi ug(t, —M) — 0
par les estimations paraboliques. On obtient ainsi a la limite

/e rén 1/c
= /0 /_ F(€ —ctu(t,€))dtdg = /0 (—tg(t, &) + cu(t, &))dt < C(1+1/c)e.

On en déduit que z, — 0 quand n — +oo. Or, u(t,&) > a > 0 sur [0,1/c] x [0,1] donc
d’aprés les propriétés de f

1/c rl
Zn 2 / / f(&—ct,u(t,§))dtds :=b >0,
0 0
b étant indépendant de n. On obtient ainsi une contradiction. 0

D’aprés le lemme, il existe a > 0 et M > 0 tels que u(0,§) > « pour £ > M.
Puisque © > 0, il existe § > 0 tel que u(t, M) > 3 pour tout t € [0,1/c]. Posons alors
Pu = Uy — Uge + cug et v = min(a, (), on a alors :

Plu—v) = f(€—ctu) 20,

(u=7)(0,£) >0,
(u—=7)(t, M) > 0.
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Le principe du maximum donne alors que @(¢,£) > v > 0 pour ¢t € [0,1/c] et £ > M.
Ceci permet, d’obtenir la limite en +oo.

Lemme 2.3.4. Pour tout t € R, u(t,4+00) = 1.

Démonstration. On pose U = 1 —w et f(z,u) = (1 —u)h(z,u). Comme f](x,1) <0,
h(xz,u) ne s’annule pas en u = 1 et donc h(x,u) > hg > 0 pour 0 < 7y <u < 1. On se
place donc dans la suite dans le domaine £ > M. U vérifie I’équation

QU :=U; — Uge + cUg + h(§ — ct,u)U = 0.

On construit alors une sur-solution de cette équation de la maniére suivante : soient
C >0 et p > 0 des constantes & déterminer, on pose

V(t, &) = ||U0||ooe_h°t + Ce M,
On a en effet
QV = ||Up|lece™ ™ (R(€ — ct, @) — ho) + Ce ™ (h(€ — ct, ) — p* — cp).

Puisque h > hg > 0, on choisit x> 0 suffisamment petit pour que p(u + ¢) < hy et on
fixe C' = e*M. On a alors :

Q( U) =0,
(V )(0 ) 2 1Uolloe = U0,
(V=U)(t, M) > 1=U(t, M)

>0
3 §) =
> 0.
Le principe du maximum dit alors que U(t,§) < V(¢,£) pour t > 0 et £ > M. Comme

U est périodique, on évalue 'inégalité précédente en t = t + N/c puis on fait tendre
N — +00. On récupére U(t, &) < Ce ™ — 0 quand & — +oo. Ainsi, u(t, +o0) = 1. O

2.4 Existence d’ondes de vitesse ¢* par sur et sous-
solutions

Nous allons construire dans cette section une solution du probléme (2.3) pour ¢ = ¢*
telle que pour tout ¢,

Uer(t,€) = —56”9&*(5 —c't) + O(e)‘*g), quand £ — —oo.

Les ondes de vitesse supérieure ¢ > ¢* ont été construites grace a un point fixe dans un
espace a poids. Rappelons que l'existence de ce poids p,, .5 vient du fait que k(\) < cA
quand A est proche et strictement supérieur a \.. Cette inégalité n’est plus valable quand
¢ = ¢*. En fait, on a méme le contraire puisque du fait de ’analyticité, il existe des valeurs
de § > 0 aussi petites que 'on veut pour lesquelles k(A" + 6) > ¢*(\* + §). Néanmoins,
cette nouvelle inégalité permet d’obtenir une sur-solution @ et une sous solution u de
I’équation qui ont le comportement ci-dessus en —oo et qui vérifient u < u. Ceci donne
I’existence d’'une solution comprise entre les deux et qui posséde le bon comportement
exponentiel en —oo.
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Notons que nous montrons ici plus précisément que le comportement en —oo est de
la forme

Uer(t,€) = =V (=EU* (€ = ") + WH (€ = ")) + O(eM?),  quand € — —o0,
ou ¢, > 0 et 1), sont solutions des équations
_w*// o 2)\*w*/ + (C*)\* . )\*2 . C(x))iﬂ* — O,

— U 2N (A = NP = ()T = =20 (¢ = 20 )y

Dans cette section, nous commencons par montrer que les problémes ci-dessus possédent
une solution puis nous construisons les sur et sous-solution.

2.4.1 Le comportement exponentiel

L’équation k(A) = ¢*A posséde une racine double en \* > 0. Ceci améne a regarder
des solutions de I’équation linéarisée

ﬂt — agg —f- C*ag — C(g — c*t)ﬂ = 0,

sous la forme
Uty €) = (=€ (€ — o) + W (E — 1)),

M b ’, . . ’ . " . . . *
En injectant cet ansatz dans I’équation linéarisée, I'identification des termes en e*'¢ et
en £eN'¢ donnent respectivement les équations

_w*// o 2)\*w*/ + (C*)\* . )\*2 . C(x))iﬂ* — O,

— U 2N (A = N = ()T = =20 (¢ — 20yt

La premiére équation est Ly«* = ¢*A** ; on choisit alors ¢* comme fonction propre
strictement positive associée a la valeur propre principale k(\*) = ¢*A\* de lopérateur
Ly-. La deuxiéme équation s’écrit quant a elle

(L — E()T* = (20° — )" + 20™.

Nous allons montrer que cette équation posséde une solution qui est —v* avec

o
CdA bea
Pour cela, considérons la fonction
L Sl
AT A

ou ¢, est fonction propre de I'opérateur L, pour la valeur propre k(\). La fonction v
vérifie alors I’équation différentielle

kA = k()

L)\U,\ — ]i]()\)’l])\ = N — 0\

P* — 20 — (A 4+ Xy



72 2. EXISTENCE D’ONDES PULSATOIRES AU COMPORTEMENT PRECISE

Nous allons passer a la limite A — A* dans cette équation. Tout d’abord, k est
analytique et on a

EA) —kA) e s
Y —kK(\)=c
En effet, puisque
¢* = min ) > 0,
A>0 A

On a

. kQ)" KON — k(A7) KOOM — A KO — ¢
o A=\* A*2 )\*2 )\* '

. _
Par différentiabilité de 1y, vy converge dans C? vers v* quand A — \*, et v* est solution

de I’équation
(Lae — k(X))0* = (" — 20" )" — 2¢0*.

Autrement dit, en prenant V* = —v*, on obtient bien une solution.

2.4.2 Existence par sous-solution et sur-solution

Les fonctions @ et u vont étre construite a partir des fonctions suivantes

uO(t,6) = (=& (€ —ct) + (€ — ct))es,
u(t,6) = P& -,
uD(t,6) = yeis(€ — )N TIE

ot § sera choisi suffisamment petit. On note par la suite
NL(u) = up — uge + c'ug — f(§ — ', u),
I’opérateur non-linéaire et
L(u) = uy — uge + c*ue — (€ — c"t)u,

Iopérateur linéarisé au voisinage de u = 0.
La sur-solution

Considérons la fonction,

U(t, &) =u9(t,&) + CuV(t, 2),
ou C' > 0 est choisi tel que
U(t,0) = U*(—c*t) + Cy*(—c*t) > 1, Vi,

Ceci est possible car U* est bornée et ¢/* > 0. Remarquons que U est solution de 1’équa-
tion linéarisée Lu = 0, et vérifie donc

NL(U) > 0,
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puisque f(z,u) < ((x)u d’aprés I'hypothése (iv). C’est donc un candidat pour la sur-
solution. Mais U(t,£) — —oo quand £ — 400 donc nous devons modifier U pour £ > 0.
On introduit alors ’abscisse

£(t) == nf{¢ e R, U(t,&) =1} <0,
et on définit la fonction C? par morceaux u par
U t, our & < &(t ,
1 pour £ > £(2).

Nous avons NL(u) > 0 pour (¢,€) # (t,£(t)); de plus, le saut de la dérivée spatiale de u
est négatif. Donc u est sur-solution faible, au sens des distributions :

NL(w) >0 dans D'([0,1/c¢"] x R),

c’est & dire que pour toute fonction test positive ¢ € D([0,1/c*] x R), on a

/0,1 e /R NL(w)¢ dtd€ > 0.

La sous-solution

On considére maintenant la fonction U
U(t,€) = u(t,€) — AulV(t,€) +u?(2,€),

ou d et A sont deux constantes; on prend § €]0, \./2[, et A sera fixé dans la suite pour
avoir NL(U) < 0. Comme pour la sur-solution, nous avons besoin de modifier U pour
obtenir une sous-solution intéressante. Notons que

U(t,0) = U*(—c't) — AY™(—ct) + Yarps(—C't) <0, Vi,
si A est suffisamment grand. On définit alors I’abscisse
£(t) ==inf{{ € R, u(t,§) = 0} <0,

et la fonction u par
uft. ) = {Owt,é) pour € < &(1),
pour & > {(t).

Nous montrerons plus loin que pour A suffisamment grand, on a
NL(U) <0,

pour § < £(t). Par conséquent, NL(u) < 0si § # {(t); de plus, U a un saut de dérivée
positif au point £(¢). Ceci montre que u est une sous-solution faible.
Le point important est donc de montrer que

NL{U) <0,
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pour § < {(t) si on choisit A suffisamment grand. Puisque
U(t,€) = (=€ = AU (€ — ct)es + (€ — )eE + . ys(€ — )™,

on a {(t) > —A. De plus, il existe C' indépendant de A tel que U(t,-) s’annule sur
[—A, —A + C] pour tout ¢. On en déduit que

(1) = —A+CQ),
oil O(t) est bornée en ¢ et indépendante de A. Rappelons que u(® vérifie ’égalité
L(u®) = —gsu®,
avec ¢gs > 0. On a alors
NLU) = LU)+(E—-c)U - f(§—ct,U)
= —gsu® +{(E — DU~ [(§ =L, U).

On cherche alors & montrer que pour ¢ < {(t).

C—ct)U — f(E—ct,U) < gsu'?.
Notons d’une part qu’il existe C'; > 0 tel que pour £ <0,
U(t, )] < CrAe 1,
et ainsi
(6 — U — f(€ — ', U) < CU? < C2A%ME/2,

D’autre part,
qu(Q)(t, 5) > q02e()\*+6)§.

Ainsi, NL(U) < 0 dés que
qcv2e()\*+5)§ > 01263>\*§/2,

c’est dire si

1 qCs
< =——— | 2InA+1In—= ).
$=b A*/z—a( " “0%)

Puisque {(t) = —A + C(t) avec C(t) bornée, on en déduit que {(t) < §4 si on choisit A
suffisamment grand.
Existence de la solution

A T’aide de notre sur solution u et de notre sous-solution u vérifiant u < %, on peut
construire une solution @ du probléme (2.3) telle que

u<u<.

On considére pour cela opérateur période 7" défini par T'(ug)(§) = u(l/c*, &), on
u(t, &) désigne la solution du probléme de Cauchy :

{ Uy — ﬂgg + C*ag = f(f — ', 77)7
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On note alors u°(€) = u(0,€) et u®(&) = u(0, &), qui vérifient u° < w°. On considére alors
la suite
" = T"(a).

Alors la suite u"™ est décroissante et minorée : pour tout n > 0,

Ogﬂ’nrl’l SE’HSEO

et pour n > 1 u" est C2.
En effet, 7' = T'(u’) = u(1/c*,€), u étant la solution de

{ up — uge + cFug = f(§ — 't u),
u(0,8) =7°(¢).

Notons tout d’abord qu’a partir de u(0,&) = u°(¢) C? par morceaux, on obtient u' =
u(l/c*, &) qui est C*T* par régularité. De plus, rappelons que

{ NL(@) >0,
u(0,¢) =u’(¢)

au sens des distributions. Si on note v =u — u, on a alors

v —vee + e > f(E—Cta) — f(E—Ctu)
_ f(& —ctu) 2]:( —c*t,u)(ﬂ_u)
= fqi(g_c taa(tag))v

oll a est compris entre u et u. Ainsi,

vt — vee + Cvg — fo(§ — 't a(tE)v > 0,
U(O’ 5) = 07

au sens des distributions. Le principe du maximum assure alors que v > 0, c’est a dire
u < 7 et donc

a' (&) = u(l/c, &) <u(l/e,§) =u"(€).
On obtient de la méme fagon que u, < u'. Ainsi
uy <u' <a’

On obtient alors par récurrence la propriété souhaitée.

On peut ainsi extraire de @" une sous-suite qui converge dans C7, et on note ¢ cette
limite. Notons qu’alors toute la suite converge vers ¢ par monotonie. L’opérateur 7" étant
continu, le passage a la limite n — +oo dans la relation T'(a") = "' donne

Té = .

On consideére alors la solution %, du probléme de Cauchy associé a ¢()

{ Uy — uge + c*ug = f(§ — 't u),
u(0,€) = ¢(&)-
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Montrons qu’il s’agit de 'onde pulsatoire de vitesse c¢*. La relation T¢ = ¢ dit que .-
est 1/c*-périodique en t. Par I'inégalité u® < ¢ < w° et le principe du maximum, on
obtient que pour tout ¢

Q(ta f) S 776* (ta f) S E(ta f)

Ainsi, U+ (t, —00) = 0 et on a plus précisément
T (1,€) = —€V €07 (€ — ) + O(eM),  quand € — —ox.

Enfin, la limite u(¢, +00) = 1 s’obtient comme dans le cas des vitesses supérieures. Ceci
conclut la preuve du théoréme 2.1.1.



CHAPITRE 3

DYNAMIQUE NON TRIVIALE EN TEMPS GRAND
POUR UNE EQUATION DE TYPE KPP EN MILIEU
PERIODIQUE

3.1 Introduction et résultats principaux

On s’intéresse dans ce chapitre au probléme de Cauchy

Ut — Ugy = f(fE, u),
{ u(0, z) = up(x), (3.1)

pour une nonlinéarité f périodique en x et de type KPP. Plus précisément, on étudie
la stabilité des ondes pulsatoires u,. construites au chapitre précédent. Ces ondes étant
croissantes en ¢ (cf [6]), on considére également la dynamique de (3.1) pour des données
initiales comprises entre deux translatées en t. Ceci est possible grace a la connaissance
du comportement précis en —oo de ces ondes. Notons que déja dans le cadre homogéne,
I’étude de la dynamique de conditions initiales comprises entre deux translatées d’une
onde progressive est nouvelle dans le cas KPP ; nous commencons par présenter les
résultats obtenus dans ce cas.

3.1.1 Dynamique en milieu homogéne

En milieu homogeéne, le probléme de Cauchy s’écrit

Ut — Ugy = f(u),
{ u(0, ) = up(z), (3.2)

Précisons que nous considérons une nonlinéarité f € C?([0,1]) qui vérifie f(0) = f(1) =
0, f(u) > 0 pour u € (0,1) et f"(u) <O.

Les résultats classiques de dynamique en temps grand pour (3.2) porte sur la sta-
bilité et la convergence globale vers les ondes progressives pour des données initiales se
comportant comme 'onde en —oo [33, 84]. On s’interesse ici a des données initiales
comprises entre deux translatées d’une onde progressive de vitesse ¢ > ¢*. On obtient un
comportement nouveau en temps grand

Théoréme 3.1.1. Soient ¢ > ¢*; M > 0 et u(t,z) la solution du probléme de Cauchy
(3.2) avec

be(w) < ug(z) < de( + M).

7
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Soit m(t, x) la solution du probléme

{ My — Mag — 2NeMy — Aem2 = 0,
m(0,x) = ¢7 (ug()) — .

Alors

(i) La fonction m vérifie les propriétés suivantes quand t — +o00

0<mit) <M, )l =0 (). Imalt )l =0 (7).

(it) Il existe v > 0 tel que si v(t,z) = |u(t,z) — ¢.(z + ct + m(t,z))|, alors v(t,&) =
v(t, & — ct) vérifie

Tt €)] = L)
igﬂgk%(t,fﬂ O(\/E :

Remarque 3.1.1. On peut montrer en fait que la convergence en (ii) est uniforme

ilelg lu(t, ) — ¢z + ct +m(t,x))| = O (%) :

Ce résultat dit que le profil de u(t, ) converge localement vers celui de I’'onde progres-
sive puisque m, — 0 mais u différe de I'onde d’un shift qui varie de plus en plus lentement
en temps grand (m; — 0). Il est important de comprendre que la dynamique est réel-
lement non triviale et que la solution ne converge pas a priori vers aucune translatée
de 'onde progressive. L’équation du shift se raméne en effet & une équation d’advection
diffusion pour laquelle il existe de nombreuses données initiales pour laquelle la solution
ne converge méme localement vers aucune constante ; certaines solutions oscillent méme
indéfiniment en temps grand [19, 89].

b, (x+M+ct)

\J

x+ct X

F1iG. 3.1 — Dynamique non triviale en milieu homogéne

3.1.2 Dynamique en milieu périodique

L’objectif de ce chapitre est d’étendre le résultat précédent au milieu périodique (3.1).
La nonlinéarité f est choisie C*(R x [0,1],RT) avec les propriétés suivantes :

(i) f est 1-périodique en z,
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(ii) Vz € R, f(x,0) = f(z,1) =0et f(x,u) >0 pour u € (0,1),

(iii) Vo € R, [/(2,0) = lim 25 S gt (1) = 1im L&Y <o,
u—0t u u—1=- U —
(iv) Vz € R, Yu € [0, 1], f//(z,u) <O.
On note alors ((z) := f.(z,0). La preuve de l'existence de dynamiques non triviales

s’appuie sur celle des ondes pulsatoires au comportement précisé en —oo construites au
chapitre 2. Nous rappelons les notations et les résultats obtenus.

Rappel : existence d’ondes pulsatoires au comportement précisé

Une onde pulsatoire est, via le changement de variables u(t,&) = wu(t,§ — ct), une
solution (c,u) du probléme

ﬁt - ﬂgg + Cﬁg = f(f —ct, ’17),

(t + % &) = T(t,6), (3.4)
i(t, —00) = 0, (L, +00) = 1.

On note L, 'opérateur
Lyv =v" + 2\ + (\* + ((2))v, (3.5)

agissant sur les fonctions v € C%(R) 1-périodique, et k()) la valeur propre principale de
cet opérateur, qui est I'unique valeur propre associée a une fonction propre strictement
positive. La vitesse minimale de propagation des ondes pulsatoires ¢* est alors donnée
par la formule suivante :

o k(A

i e )
On note également A. le plus petit A > 0 tel que k(\) = cX et 1), une fonction propre
strictement positive de 'opérateur L,  associée a la valeur propre k(A.) = cA.. On a
montré que pour tout ¢ > c¢*, le probléme (3.4) posséde une solution (c¢,u.) qui a le

comportement suivant quand £ — —oo : il existe § > 0 tel que
Uc(t,€) = €U, (€ — ct) + O (%),

On note alors
ue(t, x) = uc(t, x + ct)

I’onde pulsatoire de vitesse ¢ dans le repére initial.

Dynamique non triviale en milieu périodique

Nous considérons le probléme de Cauchy (3.1) pour des données initiales comprises
entre deux translatées en temps d’une onde pulsatoire de vitesse ¢ > ¢* au comportement
précisé a I'infini

ue(0, ) < wup(z) < uo(M,x),
ou M > 0. Nous montrons que la solution du probléme de Cauchy w(t,x), qui reste
coincée entre les deux translatées de ’onde pour tout ¢ > 0

Ve 0, ult,r) <ult,x) < ult+ M),

posséde une dynamique similiare a celle obtenue en milieu homogéne :
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Théoréme 3.1.2. Soient ¢ > ¢*, M > 0 et u(t, x) la solution du probléme de Cauchy

Up — Uy = f(x,u),
{ ue(0,2) < u(0,z) < uo(M,x). (3.7)

Soit m(t,x) la solution du probléme de Cauchy
UA,

my — Mgz — 2()\0 +
Ac
m(0, ) = ue(-, )~ (uo(w))-

)mm — c/\cmi =0,

(3.8)

Alors

(i) La fonction m(t,x) posséde les propriétés suivantes quand t — +00 :

0<mit) <M, )l =0 () Imalt )l =0 ().
(11) Il existe v > 0 tel que si v(t,x) = |u(t,z) — uc(t + m(t,x), x)|, alors v(t,§) =
v(t, & — ct) vérifie

e N L)
igﬂgk%(t,fﬂ 0(\/1—f :

Remarque 3.1.2. On peut montrer en fait que la convergence en (ii) est uniforme

sup |u(t, z) — u.(t + m(t,x), z)| = O (L> :
zeR \/l_f

Si la donnée initiale est comprise entre deux translatées de l'onde pulsatoire wu., le
théoréme nous dit que le profil de la solution converge localement vers celui de ’onde
puisque m, — 0 mais la solution différe de I'onde via le shift m(¢, z) qui varie de plus en
plus lentement en temps (m; — 0). Notons que nous obtenons un taux de décroissance
optimal sur les dérivées du shift puisque ce taux est le méme que le taux optimal du cas
homogéne.

Stabilité des ondes pulsatoires

Nous complétons ce chapitre par des résultats de stabilité des ondes pulsatoires.
Nous commengons par la stabilité globale des ondes pulsatoires de vitesses supérieures
avec taux de convergence exponentiel en temps. Ce résultat classique ne fait appel qu’a
I’'utilisation d’un espace a poids. Le deuxiéme résultat est plus intéressant puisqu’il porte
sur ’onde de vitesse minimale qui est beaucoup plus délicate a étudier. Il établit que
si on perturbe initialement ’onde pulsatoire de vitesse ¢* par une fonction a support
compact, alors la solution convergence vers 'onde en ¢~/2. Ce résultat apporte une
premiére contribution a ’étude du cas critique. C’est une conséquence de I’étude fine de
’équation (3.8).

Théoréme 3.1.3. Soient ¢ > ¢* et u(t,&) la solution du probleme de Cauchy

{ Uy — Uge + cug = f(§ — ct,u),
u(0,8) = uo(§),

ot up(x) € [0, 1] satisfait les propriétés suivantes avec € > 0
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(i) o (€) = U (0,€) + O(e*)%) quand £ — —oo,
Il existe alors v > 0 tel que

1t ) — Tt e = O(e~).
Théoréme 3.1.4. Soit u(t,§) la solution du probléeme de Cauchy

{ Uy — Uge + C*Ue = f(€ — c*t, ),
u(0, ) = uo(§),
ol

a0(5) = ac* (Ov 5) + {170(5) € [0’ 1]a

avec wo(§) a support compact. Alors,

fii(t, -) — G- (£, oo = O (%) |

3.1.3 Plan du chapitre

Nous présentons dans la section suivante la preuve du cas homogéne. Cette démons-
tration ne se généralise qu’en partie au milieu périodique car ’'é¢tude de 1’équation du
shift est alors bien plus difficile que dans le cas homogeéne ot elle se raméne & une équa-
tion d’advection-diffusion & coefficients constants. Nous présentons ainsi dans la section
3.3 notre stratégie d’étude du shift en commencant par le cas simplifié du milieu ho-
mogeéne pour lequel les calculs sont explicites. Nous généralisons ensuite ce résultat au
milieu périodique en commencant par montrer la convergence en temps grand vers le
profil attendu (section 3.4) puis en établissant les propriétés du shift dans la section 3.5.

3.2 Le cas homogeéne : preuve directe

Dans cette section, nous démontrons le théoréme 3.1.1. On considére ainsi pour ¢ > ¢*
et M > 0 la solution u(t,z) du probléme de Cauchy

{ Ut — Ugy = f(U),
¢e(x) < uo(x) < Pe(x + M).

On cherche le comportement en temps grand de la solution u(t, z) sous la forme U(t, z) =
¢c(x + ct + m(t,x)). Nous commengons par déterminer 1’équation et les propriétés du
shift m puis nous montrons la convergence en temps grand de u vers U.

3.2.1 L’équation et les propriétés du shift
La fonction U(t,x) = ¢.(x + ct + m(t, z)) est solution de I’équation
Up = Upe = (=07 + c¢) + (de(my — myy) — ¢7(2m, + mi)),

c’est & dire
Uy —Upe — f(U) = Qb/c(mt — Myy) — Qb/c/(me + mi)
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Notons qu’on pourrait chercher la solution du probléme de Cauchy directement sous la
forme

u(t, x) = ¢e(x + ct +mf(t, v)),

ce qui revient & annuler le membre de droite dans I’équation précédente. On aurait alors
I’équation suivante sur le shift

My — My — %/?/(sz +m?2) =0,
mo(z) = ¢, (vo(z)) — .

Cette équation est parabolique, nonlinéaire et a coefficients variables et il est donc difficile
d’obtenir des propriétés fines de la solution d’une telle équation.

Nous allons procéder differemment en obtenant une équation plus simple sur le shift
qu’on pourra étudier mais en contrepartie il faudra montrer la convergence en temps
grand vers le profil U. Nous écrivons I'équation de U plutot sous la forme suivante

U — Uz — f(U) = gb,c(mt — Mgz — 2Acmy — /\cmi) - ( c ¢ )(me + m?a)

L’idée est de choisir m(¢, x) de sorte que le membre de droite de I’équation précédente ait
une décroissance exponentielle plus rapide que 'onde progressive ¢.. Ceci permettra de
montrer la convergence vers le profil U en temps grand dans un espace a poids. Rappelons
pour cela que si ¢ > ¢*, alors il existe A > 0 et > 0 tels que pour xr — —oo,

<Z5c(37) Ae Acz+0( (Act0)x ),

¢/ (l’) — A\ 6A0$+O(e(>\c+6)m)
(b”( ) A}\2 Acz+0( (Act0)x )

[

Ainsi, le terme ¢ — \ ¢, est un O(e*<+9)?) mais ce n’est pas le cas de ¢/, qui se comporte
comme ¢.. On choisit donc m(t,z) qui annule le terme en ¢/, c’est a dire qui vérifie
I’équation
My — Mgy — 2Ny — )\Cmi =0.
On choisit de plus myq de sorte que U(0,x) = ¢.(x + mo(z)) = up. Ceci est possible car
¢, est strictement croissante donc inversible et donc on choisit mg(z) = ¢ (ug(z)) — .
Le shift m vérifie ’équation parabolique non-linéaire

{ My — May — 2AeMy — Aem2 = 0,
mo(z) = ¢, ' (uo(2)) — .

Notons que, d’aprés les hypothéses, mg(x) est bornée avec 0 < mg(z) < M. Pour étudier
une telle équation, on effectue la transformation de Hopf-Cole w(t, ) = e*<™ %) étant
alors solution de I’équation d’advection-diffusion

wo(r) = w(0,z) = exp (A(d7 ' (uo(x)) — x)),

avec wgy bornée. La fonction w a alors les propriétés suivantes quand ¢t — +o00

st e =0 () ute e =0 ().

{ Wy — Wey — 2 W, = 0,
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Pour montrer ceci, on peut effectuer le nouveau changement de variable
W(t,z) =w(t,z —2A\:t),
qui permet d’obtenir ’équation de la chaleur

Wy = Wee = 0,
Wo(z) = wo(x) > 0 et bornée .

Puisque w; = W, + 22 W, et w, = W,, il suffit alors d’appliquer le résultat suivant

Lemme 3.2.1. La solution W (t,z) de [’équation de la chaleur est bornée |W (t,-)]|c0 <
|Wolleo €t et vérifie les estimations suivantes :

Wit e =0 (1) It =0 (2.

Démonstration. La solution s’écrit grace au noyau de la chaleur

1 2
Wita) = —— [y
La dérivée en x est
1 Y—T 2
Waltr) = o [ By

= \/_/ FWolx + 2Vtz)dz

par le changement de variable y = x + 2v/tz. Ainsi,

””0”00/ - ”HOHOO C
|/[/£I) t) Z d < = —

Passons a la dérivée en t. On obtient

y — .I')2 —(z—y)? /4t

t = Y dy.

Wilt,2) \/E/ (2153/2 412 )e Woly)dy
z—1

= e F Wolx + 2Vt2)dz
\/47r/ ol )
Alinsi,

[Wolloo

Revenons a I’équation sur U. Elle s’écrit
Ut - U:v:v - f(U) = _g(t7 l‘),

avec
g(t,ZL’) = (me +m325)( c c¢ )

Puisque A\;m, = wze ™ et m > 0, on a |m,| < |w,|/A., d’ou le second membre de

I’équation a les propriétés fondamentales suivantes :

1
|2m, +m?2| = O (%) et [¢) — Aol = O(ePetD@ten)),
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3.2.2 Convergence dans ’espace a poids

Montrons maintenant la convergence de u vers U.

Lemme 3.2.2. Soit v(t,x) = u(t,z) — U(t,x). Alors il existe v > 0 tel que v(t,§) =
v(t, & — ct) vérifie

3t €)] — L)
zlelﬂgk”v(t,&)\ O(\/E :

Démonstration. On va estimer la différence v = u— U, 'autre différence U — u s’estimant
de maniére identique. La fonction v vérifie I’équation

Un développement de Taylor & ’ordre deux donne

Flu) = F(U) + F )~ U) + 5 (@)~ U
pour un certain v < a < U. Puisque f” <0et f'(U) < f/(0), on a alors

fw) = f(U) < f(O)v.

Alinsi,
UVt — VUga — f/(O)U S g(t>$)a
v(0,x) =0,

avec

g(t,x) = (2mq + my) (¢ — Achl).

On se place ensuite dans le repére de I'onde en posant v(t, &) = v(t,§ —ct), v vérifiant
alors

Uy — Ve + cvg — ['(0)v < g(t,§ — ct),
v(0,x) =0,
ot g(t, & — ct) = (2m, +m2) (¢! — \gl.), avec

1

Pour montrer la convergence de v vers 0, on se place dans ’espace & poids :
Xy :={u e BUC(R),e "u(z) € BUCR)}, |lully = [le7 u(z)] .

Le poids est choisi afin de travailler avec un nouvel opérateur dont le terme d’ordre 0 est
strictement positif. L'inéquation sur v s’écrit

v+ Lo < g(t, € — ct)

avec
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Se placer dans 'espace a poids revient a effectuer le changement de variables z(¢,&) =
e %7(t, ). On obtient alors

2+ Lz < e Pg(t, & —ct)

ol le nouvel opérateur L est

2

d d
L= et (c— 27)d—§ + (=¥ + ey — f(0))1d.

On choisit alors y pour que ¢, :== —v* + ¢y — f/(0) > 0, ce qui revient a prendre

N :c—\/c2—4f’(0) - c+ /2 —4f'(0)

< .
2 " 2

Le probléeme complet sur z est

2+ Lz <G E) =e gt € — ct),
2(0,z) =0.

Notons que
G(t,€) < |2m, +m3|e 6] — A

ol |2m, + m2| est borné et |¢! — A\.gl| = O(ePt9¢). On en déduit que si on choisit
v < A + ¢ alors G est bornée. On choisit définitivement  dans Uintervalle |A., A, + 0]

Il existe ainsi C' > 0 tel que

C
G(t, &) < N

On considére alors la solution de I’équation différentielle

C
i+ q Z = —,
t Q’Y \/E
Z(0) =0,
qui est donnée par la formule
t o= ay(t—s)
Z(t) = ‘ s

Notons que
C
Z—zhw+L(Z—2)>——G(t,§) >0,
( )e + L( ) = i (t,€)
(Z —2)(0,z) =0,
donc d’aprés le principe du maximum, nous avons z(t,£) < Z(t) pour tout £ € R, c’est
a dire
(L, &) < e*Z(1).
On procéde de méme avec —v = U — u en remplacant f et g par —f et —g. On obtient

ainsi
—o(t,&) < e Z(1),



86 3. DYNAMIQUE NON TRIVIALE EN MILIEU PERIODIQUE

1
Il reste & montrer que Z(t) décroit comme —=. Pour étudier Z(t), on I’écrit sous la

Vi
t eQ’YS

o

forme
Z(t) = e 9"

et on remarque que

d [et® et es
as (f) =05 T g

Alinsi,

et 1 d etrs
NCRE (f)
+o0 edrs

Vs

on a équivalence des sommes partielles c’est a dire que pour t — +o00

/t e‘”sd 1 [d (qu“’) p 1 (e‘“t . >
§n~ — — | —F=|ds=— —e ).
1 Vs ¢y J1 ds \ Vs ¢ \ Vi

Finalement, puisque

quand s — +o00. Puisque

ds = +00,

t efqﬁ(tfs) " 1 eq"/s : t qu's
ds=¢e — 4 e v ds,
1

o Vs 0o Vs

on a bien le comportement souhaité

t o—ar(t—s) ( 1 )
——ds=0 | — ).
SVE Vi
O

3.3 Le cas homogeéne : étude du shift par la méthode
générale

La démonstration précédente ne se généralise qu’en partie au cas périodique. Nous

verrons dans la section suivante qu’on montre de la méme facon la convergence vers le

bon profil dans un espace & poids bien choisi. Cependant 1’étude des propriétés du shift
est bien plus difficile en milieu périodique. En effet, ’équation du shift

/
My — Mgy — 2()\C + ﬂ)mz — c)\cmi =0,
m(0,2) = (-, )~ (up(x)) bornée,

se raméne par la transformation de Hopf-Cole

w(t, x) = ge(w)e™™ ) m(t, x) = ci\ log (/L;(t(’:c:;)) ;
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a l’équation linéaire suivante

{ Wy — Wag — 2Aewy + (che — A2 — ((z))w = 0, (3.9)

w(0, 1) = ¢o(z) exp(eAeue(-, ) " (ug(x))) bornée.

Cette équation est linéaire mais a coefficients périodiques, donc on ne connait pas ex-
plicitement le semi-groupe d’évolution associé a I’équation. L’étude des propriétés de la
solution est ainsi délicate et nous la détaillons dans la section 3.5. Dans cette section
d’introduction au cas périodique, nous commencons par mettre en oeuvre notre stratégie
d’étude du shift dans le cas homogeéne Y, = 1 pour lequel les calculs sont explicites.

Dans le cas homogeéne, I’équation sur le shift se réduit a

{ My — May — 2AeMy — cAem? = 0,

m(0,x) = te(-, 2) ™ (uo(x)).

Nous avons vu que la transformation de Hopf-Cole

1
wit,z) = e, mt, ) = — log(u(t,v))

C

permet de se ramener a 1’équation linéaire suivante sur w :

{ Wy — Wyy — 2 W, = 0,
w(0,7) = ¢c(x) exp(eAcuc(-, 2) " (uo(w))).

Le but de cette section est de montrer les estimations suivantes sur w en temps grand,
sans utiliser la solution explicite de I’équation, mais avec une stratégie qui se généralise
au cas périodique.

Proposition 3.3.1. On a les estimations suivantes quand t — 400 :

e N =0 (2 )+ st =0 (2.

Pour étudier le comportement en temps grand du shift, on utilise la théorie des semi-
groupes. L’opérateur elliptique associé a 1’équation d’évolution

@

L:=— —2).—,
dx? dx

est un opérateur sectoriel dans I'espace BUC(R) des fonctions bornées uniformément
continues. Nous verrons qu’un point important est que le spectre de cet opérateur ne
posséde pas d’éléments de partie réelle négative a ’exception de 0. Ici on connait en fait
explicitement le spectre de L : il est donné par la parabole dans le plan complexe [45]

P ={& - 2)\i&, £ €R}.
Puisque L est sectoriel, 'opérateur —L engendre ainsi un semi-groupe analytique e **

[45] et donc le shift s’écrit

w(t,r) = e Twy(x) = L /et’\(z\l + L) two(z)dA,

v
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\

F1G. 3.2 — chemin d’intégration .

ou v est un chemin classique qui entoure le spectre de —L (cf figure 3.2).
Dans la suite , on pose

u(X\, z) = (M + L) 'wg(z).
qui est solution de I’équation différentielle
—u" — 22’ + M = wy. (3.10)

La fonction w est la transformée de Laplace en ¢ de w définie de maniére classique par

+oo
u(A, z) = / e Pw(t, x)dt.
0

Il existe un lien étroit entre le comportement & l'infini d’une fonction réelle u(t) et celui

de sa transformée de laplace au voisinage de A = 0. On est ainsi amené a étudier u(\, x)

au voisinage de A = 0 en tant qu’unique solution bornée de I’équation différentielle (3.10).
Pour étudier les propriétés de w

1
w(t,x) = —/et)‘u()\,x)d/\,

2 J,
on cherche a capter le terme dominant qui s’obtient en déformant le contour v en la
droite iR et en remplacant u(\, z) par son terme dominant au voisinage de A = 0. Cette
déformation est néanmoins délicate du fait de la non intégrabilité de u(\, z) au voisinage
de A = 0. Nous travaillerons ainsi sur la dérivée wy

1
wy(t,x) = P / e AN2u(\, x)d\
v

qui permet un gain d’intégrabilité et montrerons que ||wy(, )|l = O(1/t). En intégrant
en temps et en utilisant I’équation, ceci permettra d’obtenir les informations sur les
dérivées de w.
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3.3.1 Etude de I’équation différentielle
L’équation homogéne.

L’équation homogéne
—u" =224+ =0

posséde deux solutions indépendantes

w(\,z) = eI,
ur(z,A) oy 5\ 1 “A(1486(N)
)\ — c ey — c x
w2 =35 220N ’

ol

5(A):,/1+%.

Ici, \/z = €™(®)/2 ol In désigne la détermination du logarithme définie sur C\ R~ et telle
que In(1) = 0. Le coefficient devant uy sert de normalisation pour pouvoir écrire us sous

la forme intégrale
“+o0o

us(A, z) = ul()\,x)/ e~ Ny gy,

x
Dans le cas général, nous n’aurons plus explicitement les solutions u; et us, mais juste
us en fonction de u; par une formule intégrale (variation des constantes). L’important
en vu d’étudier la dynamique en temps grand de w(t, z) est d’obtenir un développement,
limité de uq (A, z) & l'ordre deux en A quand A — 0. Ici, puisque

B 1 1, ,
5 =1+ 35A = X+ OO

nous avons . .
u1 (A, x) = exp ((2)\ A — w)\z + O()\B))x).

Un autre point essentiel est de noter que si A # 0 est tel que Re(A\) > 0, alors
Re(d(N)) > 1 et donc

1
ur(A, x) = e et wuy(\ x) = ) 5()\)6”2“,

avec Re(u1) > 0 et Re(pz) < —2A, puisque g + o = —2..

L’équation non homogéne.

Nous montrons ici que le spectre de —L n’a pas d’éléments de partie réelle positive sauf
en A = 0. On construit pour cela I'unique solution bornée de ’équation non homogéne :

Lemme 3.3.2. Soient wy € BUC(R) et A\ # 0 tel que Re(\) > 0. Alors il eziste une
unique solution bornée de l’équation différentielle

—u" =224 4+ M= wy

donnée par la relation

T

400
U()\, .’L’) = ul()‘a .1') / U2()\, y)wo(y)ez’\cydy + UQ()\, %’) / ul()\, y)wo(y)QQAcydy,

—00
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Remarque 3.3.1. Le résultat reste vrai pour toute valeur A € p(—L) mais le résultat
ci-dessus est suffisant pour la suite.

Démonstration. On cherche la solution par variation de la constante
u()‘a l‘) = Oé()‘a x)“l()‘a l‘) + ﬁ()‘a x>u2()‘7 %’)

Notons tout d’abord que le wronskien est donné par

W(x) = ugul — ugt) = —e= 2",
Le couple (o, 3') est solution du systéme linéaire
&/Ul + /B,u2 —= O’
O/ull + B,Ué = —Wyp.
On obtient ainsi que
O/()‘ x) - _UQ()\ x)w (x)ez)‘cx = _Me(u2+2)\c)x
) 9 0 2)\05()\> ,
BN z) = u( N 2)w(x)e?e® = w(x)elr T2,

avec Re(pa+2X.) < 0 et Re(pug +2A.) > 0. Ainsi, o/ (A, x) est intégrable sur RT et 5/(\, x)
sur R™, d’ou

+o0
Mm@=%+/ us (A, y)woly)ePvdy.

T

mxw=m+/ wr (A, y)wo(y)e?Vdy.

—00

Finalement,

+o0
u(Ax) = agui(A )+ ur(\ ) / us(\, y)woly) eV dy

WO“?(A"’J)*W(AJ)/ ur(A, y)wo(y)e*Vdy.

— 00

Notons que |agui(A, x)] — +oo quand x — 400 et que |Boua(A,x)| — 400 quand
xr — —o00. Les deux autres termes sont bornés. On obtient par exemple pour le premier

+o0 100
|u1()\,x)/ U2(>\,y)wo(y)e%ydy| S Oe?Re(Ml)J»’/ |uQ()\,y)|62ACydy

IN

+o0
O Relin)e / e (R(m2) 120y g

< (CeMelnitpz)+2Ac)z C,

puisque p; + po = —2A.. On en déduit que I'unique solution bornée s’obtient pour
Qp = ﬁo =0. [
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D’aprés le lemme précédent, on a la formule intégrale suivante sur u(\, z) :
+00 x
u(A ) = ur(\ @) / us (N, y)wo(y)e*Vdy + ug (N, z) / ur (N, y)wo(y)e* Vdy.

—0o0

Ae(1=8(\)z

En remplacant u; par e~ et uy par

+oo +00
us(\, ) = ui(\, ) / =28y = g re(1=6)a / P gy

xT

on obtient finalement :

400 400 T 400
= (/ / -I—/ / ) wo(y)e AN Ey=2) A=) gy (3.11)
y=x Jz=y y=—o0 J z=x

3.3.2 Approximation de u et estimations

Pour étudier le comportement en temps grand du shift w, il est nécessaire d’étudier
le comportement au voisinage de A = 0 de sa transformée de Laplace. Afin d’obtenir une
approximation de u(\,x) au voisinage de A = 0, on remplace dans I'expression (3.11)
d(A) par son développement limité jusqu’a 'ordre deux en A =0

I U O
5(N) 1+2>\2>\ 8)\4)\

on obtient ’expression tronquée wu;, de u au voisinage de A = 0

+o0 +o0 +o0 a2 vz
HalX2) = (/ / / / ) Jerew=2) TRV g gy, (3.19)

Nous commencons par une remarque

Remarque 3.3.2. La fonction w — uy,(iw, x) n’est pas & priori intégrable au voisinage
de w = 0. Pour voir ceci, on prend le cas wy = 1. On a alors

+oo  ptoo 400
utq iw, ) (/ / / / ) 2Xe(y—2) ( Prv A3)( y_x)dzdy.

Regardons séparément les deux intégrales. La premiére donne

Il — / / 2/\C(y z (_2)\C 8)\3)(2Z Yy— Jj)dzdy
y z
y=x 2=y

(e iw | w? +2>\ ) +oo

+o00 \ 3 c)z ) 2

e c 4)\ w w

_ / . — — e(z+y)(2>\c'+48)\;cg)62)\cydy
z=y
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Lty o HE T2y

+o0 iw w2
_ / ew e(ery)(er@)ez)\cy dy

iw

( 2X¢ 3)33 +oo iw w
- zwe 8>\ / 67(2kc+8)‘3 ydy
(5 + 53 +2))

W w2 +0o0

(2Ac 3% e*(nc vl

s+ | sty

y=x

1 1
iw iw w?
B T a2

P ! !
B ‘Nw/) \w+4X2i ) \w? +4)\Ziw +8)\4 )7

On a donc une explosion en 1/w au voisinage de w = 0. Notons que cette singularité
n’apparait pas pour la deuxiéme intégrale puisqu’on obtient

I, = / / e2e(y=2) v 8)\3 )(22—y—z) dzdy

—+o0
— (2Ac )“/ (2’\°+2ZAW +8A3 ydy/ e (2/\°+W+4A_3 dz
Yy=—00 z

=T

1 1
et g+ g et ¥ iy

320 ! !
C\L6AE + 402w + w? ) \ 8N + 202w +w? )
Lemme 3.3.3. La fonction w — w?uy,(iw, x) est L'(R).

Démonstration. Puisque wy est bornée, on a

400 400 x —+oc0o w2 R
|wugy (iw, 7)| < Cw? (/ / +/ / ) o2Acly—2) " 5xg 22y )dzdy.
y=z Jz=y y=—o00 J z=x

On reprend les mémes calculs que précédemment mais sans les termes complexes. On
obtient finalement

11 | 1
2 . 6 2
(i, 2)| < 3220w (Euﬂ T80 T T60 + w2l —|—w2)

CL)2
= 32)¢C
‘ (w2 T8N (160 + o?) (38X +w2))

On a majoré |w?uy,(iw, )| par une fonction qui est bien L' puisque elle est bornée au
voisinage de w = 0 et est équivalente C’'/w? quand w — +oo. O

Lemme 3.3.4. Pour tout 6 > 0, lapplication w — -L(wuy,(iw, z)) € L*([0, +00)).
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Démonstration. Tout d’abord,

“+o00 +o0 T +oo (- i 7“}72)(227?;71)
u}2utq(iuJ, l’)) = uﬂ (/ / +/ / > wo(y)e2>\c(y—z)e 2xc 8A3 dzdy.
y=x 2=y y=—00 J z=x

Ainsi,

%(w%m(iw,x)) = 2wy (iw, T) — (2 Z,\Q:sw (/y /+OO / oo /+OO>

wo(y) (22 — y — x)ePe=2)el 2% o) @ya) "

La fonction wu,(iw, x) est intégrable, regardons 'autre terme. Pour la premiére intégrale,
on a

2; +o0 +o0
- & Zfﬁu / / §)(2z — y — )Pl B EE D gy

too oo —W—Q(Qz—y—z)
< C@2N + w)wz/ / (22 —y — 2)e2)e 5N dzdy.
Y= =Y
On a tout d’abord

e A (2z—y—x)
/ (22 —y — x)eP=2)e” SAS dz

=Y

+oo W2
— ekc(y—l‘) / (22 —y - x)e—kc(Qz—y—z)e—m(%—y—x)dz
2=y

Ae(y—z) +oo

e

=3 / se” Ot 8*3 ds par le changement s=2z—y — .
s=y—x

Puisque

on a alors

Ae(y—z) 400 2

e et 2s
/ se (s
S
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On a donc
202 + 2 oo oo - )
) y—x 1 & )
< C2N + w)w? + e 7 dy
y=x )\ _'_ 8)\3 ()\ _'_ 8/\3)
Foo S 1 7is
= CO(2\? —|—w)w2/ =+ e ds
= C(2\2 + w)w? ! + ! = 0(1/w?)

‘ (532 +55) et 53)2 ()

On procéde de méme pour la deuxiéme intégrale. O

1
Lemme 3.3.5. On a |[u(\, z) — uy (A, z)| = O (W)

Démonstration. Rappelons tout d’abord que

+0c0 00 T +00
y=r Jz=y Yy=—00 J z=r
+oo  ptoo N )

Uy (A, ) (/ / / / ) 2>\c(y_2)€( 2>\c+8)\3)(2 y— dzdy.

Si on note

1 1
) ——

SA) =146\ +0(\), avec do(\) = 3% SN

alors on a

— Ug(N, )

= (// //> wO —ACS()\)(2z—y—m)€)\c(y—z) . 62)\c(y—z)6(—>\c(50()\))(22—y—w)) dZdy
([ //) 1 (AN 1) iy

On va utiliser I'inégalité suivante avec a,b € R
|€a+ib . 1| < C(e\aJrib\ o 1).
Pour la montrer, on écrit tout d’abord que

a+ib 1‘ — |€a+ib _ ez'b_'_ez'b_ 1‘
|€a+ib _ 6z‘b| + |€ib o 1|

e — 1] + +|e® —1].

e

VANVAN
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Ensuite, on a les inégalités suivantes
le? — 1] < Cy(elh —1) et [e® —1] < Cy(el” — 1),
puisque les quotients sont bornés. On en déduit alors que
e — 1] < Cy(ell — 1) < Oy (elet®l — 1),
e — 1| < Cy(el’l — 1) < Cy(elat® — 1),

d’otu le résultat.
On déduit de cette inégalité I'estimation suivante

[u(A, ) — ugg (A, )

<C (// //) 2Xc(y—2) —>\C§Re<50(>\)(22 y—x) < C'|\ N3 (2z—y—z) _ 1) dZdy
€ 2— M 2
_C(// // ) anctyn) e (B3 B Yoo (e 1) dady,

On considére alors la fonction

“+00 —+00 x —+00
_ (/ / +/ / >e2)\c(yz)ea(2zyz)dzdy
y=x Jz=y y=—o0 J z=zx

[u(A; ) = ug(A, )| < C(F(o1) = F(a2)),

de sorte que

e Red  (Red)?  (SmA)?
e e Sm
= — — C'I\?
= on T e s TORR
Red (Re)? n (SmA)?
2. 8 83
La fonction F'(o) se calcule explicitement. On obtient ainsi
1 1

20 t0) 20wt o)At o)
(A

) les o compris entre o1(\) et g9(A), on a

09 = —

F(o) =

Par conséquent, si on note I o

u(A, 2) —wy (A, 2)] < C(F(01) = F(o2))
< C swp |F0) () — o)
0'61172(/\)
< C sup |F'(o)] M
o€l 2(N)
Au voisinage de o = 0, F'(0) ~ g-+z- Remarquons qu’on ne peut pas espérer mieux
qu’'une estimation en 1/|A|. En effet, pour A = iw, w € R on a Al = |SmA| = |w] et
Rel =0, d’ou 0y (iw) = —% + C’|w\3 et og(iw) = — 55 On obtient ainsi
. . lw
lu(iw, ) — uyy(iw, z)| < Cr—F < —.
! jwlt ™ ]

Dans tous les cas, |09(\)| > C|A|? pour A proche de 0 et on obtient I’estimation annoncée.
U
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3.3.3 Déformation du contour

Rappelons que 'objectif est d’étudier les propriétés en temps grand du shift qui est

donné par la formule
1
w(t,x) = —,/et)‘u()\,x)d/\.
2 ),
Pour cela, nous cherchons a expliciter cette intégrale. L’idée est de déformer le contour
v en Paxe iR et remplacer u(A, ) par son terme dominant u, au voisinage de A = 0.

L’intérét est que l'intégrale

1
w(t,z) = —/ Mgy (N, 2)d\
iR

i

posséde une expression plus explicite que nous étudierons ensuite. Cependant, nous avons
vu que u, (A, x) n’est pas intégrable au voisinage de A = 0. Pour remédier a ceci, nous
appliquerons cette procédure sur la dérivée seconde en temps

/ NePu(N, z)dA,

o

wtt(t, .%') = %

le gain du A? nous permettant de travailler avec la fonction w?us,(iw, z) intégrable.

Déformation du contour.

Puisque la fonction A — A2e®u(\, z) est holomorphe sur 'ouvert p(—L) et qu'il n’y
a pas de spectre de —L dans le demi-plan ReX > 0 a I'exception de A = 0, le théoréme
de Cauchy dit que pour tout € > 0, on a

1
wy(t,z) = —/ NP u(\, z)d),

2Z7T Yé,e
ott le chemin ;. est défini par (cf figure 3.3)
Vs := Dy U[—id, —ie] U C. U [ig,i6] U D,

avec
Dy ={—id +t(—=1 —mi),t >0}, DI ={id +t(—1+mi),t >0},
C. ={ee?, —71/2 <0 < 7/2}

est homotope au chemin  dans p(—L). La quantité m > 0 est telle que ce chemin
contourne bien le spectre et € est amené a tendre vers 0.

On note alors 75 := [—id, —ie] U C. U [ig, id], de telle sorte que
1 1
wy(t,x) = —/ NP u(\, 2)d\ + —— Meu(\, x)d.
2im J5,. T JpyuD}
On note alors 7, :=| — 100, —ie| U C. U [ig, ico[, de sorte que
1 1
wy(t,r) = 2in ) MePu, (N, 2)d\ + 2in ) Me (u — ugy) (N, 2)dA
1
+—= NePu(N, z)dA

2 -up*+
UT J Dy uD]
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\/

F1G. 3.3 — Contour d’intégration ;.

On décompose finalement wy; sous la forme

1
wy(t, ) = 5 /% ey, (N, x)d + % - MNe (u — ugy) (N, 2)dA
1 1
~ 5 Ny (N, 2)dN 4+ —— NePu(N, z)d), (3.13)
7r

o DYE )
|—i00,—48]U[id,i00] Dy uD|

cette égalité étant vraie pour tout € > 0.

Passage a la limite ¢ — 0.

Il s’agit ensuite de passer a la limite ¢ — 0. Pour le deuxiéme terme de (3.13), on a

1 1 )
% - MNe (v — Upg) (A, 2)dA = % » Ne (v — Ugg) (A, )dA
—1 /9

= — | e“w(u—upy)(iw, z)dw
27 _5

En effet,

/ MNe (u — ugg) (N, 2)d\ — / A2e (u — ugg) (N, 7)dA

¥s,e [—i6,id]
— / MNe (u — ugg) (N, 2)d\ — / NP u(\, z)d),
e [—ie,ig]

et les deux derniéres intégrales tendent vers 0 quand € — 0 car on intégre la fonction
bornée A?(u — uy,) (A, x) sur des chemins C. et [—ig, ic] dont la longueur tend vers 0.
Grace au terme A%, on peut passer a la limite ¢ — 0.
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Lemme 3.3.6. Nous avons

1 —1 ~
/ NePu, (N, 2)d\, — —/wQBW'futq(iw,x)dw.
Ve R

2w e—0 27

Démonstration. Rappelons que

—1 4 , 1
f(t,x) = 5 /R\[_E’E} w?e™ g, (iw, T)d\ + 5 . MNePuy, (N, w)dA.

Puisque A — A2e"uy, (), z) est continue au voisinage de A = 0, quand € — 0,

/ MUy, (N, ) d\ — 0.

€

De la méme facon,

€

/w2ewutq(iw,x)d)\—/ wQewutq(iw,x)d)\‘ = '/ w?e™ iy, (iw, 2)d\| — 0.
R R\[—¢,¢]

—&

U
En passant a la limite € — dans (3.13), on a ainsi
wy(t,z) = _1 / we™tuy, (iw, x)dw — 1 ’ e“'w? (U — gy ) (iw, 7)dw
2ANE o " tq ) o s tq )
1 - 1
+ — w?e™tuy, (iw, 7)dw + —— NePu(\, x)dN. (3.14)
27T )] —oo,—5]Ul5,00] T JpyuD}

Estimation des termes.

Estimons d’abord le quatriéme terme de (3.14)

Lemme 3.3.7. On a

1
/ NePu(\, x)d\| = O (—> :
DyuDf t

Démonstration. Puisque L est sectoriel, il existe M > 0 et w > 0 tels que

IAL+ L)~ < <M

A=l

On en déduit que puisque wy est bornée |(A + L) twy(x)| < M’. Considérons I'intégrale
sur le chemin Dy = {id + s(—1 + mi), s > 0}, I'autre se traitant de la méme fagon. En
effectuant le changement de variable A = i) 4+ s(—1 + mz), on a alors

!/

1 e 2 2y ,—t ¢
<C (m+0)*+2(m+9)s+s)e SdSST,
0

2im

/ N2 + L) wo(z)dA
D

d’ou le résultat. O
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L’étude de la deuxiéme et troisiéme intégrale de (3.14) se fait par intégration par
parties

Lemme 3.3.8. On a

1[0,
IL=— [ e“'w(u— uy)(iw, z)dw
27 -5

of))

1
I3 = — Azet’\utq()\,x)d)\' =0 (?)

20T )| oo, —i8)Ufi6,i00]

Démonstration. Estimation de I,. Rappelons que la fonction w?(u — uy) (iw, z) est régu-
liere en dehors de w = 0 et lipschitzienne en w = 0 d’aprés le lemme 3.3.5. La fonction

L (w?(u — ) (iw, )) est ainsi bornée et on peut effectuer une intégration par parties

L% gt — )i, ) = — = [ (E 2 — g i, )
_— (& wlu—1Uu w., T w = —— —_— wlu—Uu w., T w
or |5 P o J_sdw \ it P/

— 1 ([w%w(u — Uyy) (iw, 7)]° 5 — /6 ew%(wQ(u — Ugy) (Iw, x))dw) )

 omit s

Le terme entre parenthéses étant borné par rapport a t, on en déduit ’estimation.
FEstimation de I3. Regardons l'intégrale sur [id, ico[. En effectuant le changement de
variable A = iw, on a

— NePu (N, 2)d\ = —— w?e™ g, (iw, ) dw
27/7'(' 5 tCI( ) ) 27T p tq( ’ )
1 [~d (et ,
= —— — W Uy (1w, ) dw
2w Js  dw ( it ) 1 )
ot (W™, (iw, )] — Ooemi(w% (iw, x))dw
2mit AT s 5 dw P '
Pour conclure, il reste & montrer que la parenthése est bornée. On rappele pour cela que
w — w?u(iw, ) est bornée et que w — 4= (wuyy(iw, z))dw € L'(R). O

La premiére intégrale de (3.14) est plus difficile a estimer. Nous commengons par
I’expliciter grace a une inversion de Fourier

Lemme 3.3.9. On a

1 .
~ 5 Rw2e“"tutq(iw,x)dw
2
N T N T
_ ely=2) Z_ dzd 3.15
Van (/y: /z:y +/y:oo /z:z )wO(y)e i\ g ) v B1)
avec ) )
Z2—x—y z—x—y
A(xayaz):Ta B(xayaz>:87)\g
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Démonstration. Nous cherchons & estimer

— [ W™ uy,(iw, 7)dw,
27 Jr

+oo +o0 T +o0 (—i—“’—“’—Q)(2z— )
talio, 2) = (/ / +/ / ) w(y)e vl ET g g,
y=x z=y y=—00 Jz=x

Nous considérons seulement par la suite le premier terme

-1 A too  ptoo _dw _wiyoo o
et (/ / wo(y)e2)\c(y—z)e( 2X¢ 8,\%)(2 Y )dzdy) dw,
y=x Z=y

21 Jg

ol

Iautre se traitant de maniére identique. L’idée est de faire apparaitre une transformée
de Fourier inverse. Pour cela, nous avons besoin d’intervertir 'intégration en w et 'inté-
gration en (y, z) a I'aide du théoréme de Fubini. Ceci est possible car la fonction
. (_i_w_i)(gz_ —)
W —s wlewte!T2x T Y78 2Ae(y—2)

est L' en (w,y, 2) d’apreés les remarques précédentes. On peut alors permuter les intégrales
pour obtenir

+o0 iw

1 e 1 it 2y (- E5)2e—y—a) 2Xe(y—2)
Nor: wo(y) Nor: Re (—w)e e 83 dw | e dzdy.
y=z Jz=y

Entre parenthése on a fait apparaitre une transformée de Fourier inverse connue, puisque,

en notant
22 —x—vy

2\,

Fofw) = —= [ e attya,

22 —x —vy

A(x7y72) = 8)\2

B(x,y,z) =

et avec la convention

on a
o (t;g)Q 2o (t;g)Q
. 2 . 2
F ( o ) (w) — e—zAw—Bw ’ F <@ — ) (w) — _WZG—ZAw—Bw )
On obtient ainsi le résultat annoncé. O

On pose alors par la suite

1 400 poo x +00 6—“;;‘)2
W(t,xz)= Nor: (/yx /Zy +/y_oo /ZI > wo(y)eQ’\C(y’Z)Wdzdy, (3.16)
ou
Atwy) = 5 By = St
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L’intégrale W est convergente et on obtient en dérivant

400 ptoo 400 d2 e—gigﬁ
Walt 2) (/ / / _oo/ >w0 8 v Riaa

Nous pouvons conclure que

1
wy(t,x) = Wy + O (;) .

L’étude des propriétés de W fait 'objet des deux sections suivantes dans lesquelles nous

montrons en particulier que Wy, = O (%)

3.3.4 Lemmes techniques

L’étude de la partie dominante W repose sur des estimations intégrales que nous
détaillons dans le cas homogeéne.

Lemme 3.3.10. Soient a > 0,b > 0. On a les estimations suivantes :

2
+00 e —alt=2) z)

L(t) = ———dx est bornée, (3.17)
1 0 Vi

+00 e—a—(t_m)2 1

I(t) == /O+Oo((t —z)* + x)%dx =0 (%) : (3.19)

Remarque 3.3.3. La premiére intégrale est méme constante en ¢ et on a la relation

+o00 e—a—(tﬂ”)Q T
Li(t) = ———dr =/ —.
1) 0 VT ! \/;

Démonstration. L'idée pour estimer ces intégrales est de découper R* en [0, ¢] U [t, +00]
et de faire le changement de variables

(t—2)
2x

u =
sur chacune des deux intégrales. Les trois intégrales s’estiment de la méme facon.

Nous commencons par détailler ’estimation de I3. On coupe ainsi en

(= mQ eiau7m2

t a “+o00
Pour l'intégrale sur [0, t] le changement de variables correspond a

r=1t+u— vVu?+ 2ut,
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avec
J t4+u—Vu?+2ut J
T = u.
Vu? + 2ut
On a alors

ey,

/t (t—2)*+ xe_a(t—ac)Q dr — /+°° (2u + 1)t + 2u® +u — (2u + 1)vu? + 2ut
0 z5/2 0 Vu? + 2ut(t + u — Vu? + 2ut)3/?

Pour montrer que cette intégrale est en O(7), on factorise par 1/t :

e 2 dy.

1/“’0 (2u+1) + 2u?/t +u/t — (2u + 1)\/u?/t2 + 2u/t
tJo Vu?/t+2u(l + u/t — \Ju?/t? + 2u/t)3/?

Il reste alors & montrer que l'intégrale restante est bornée. On va montrer pour cela
qu’elle converge quand ¢t — 400 vers

T+ 1

0 vV 2u

La convergence ponctuelle dans I'intégrande est claire. Il reste & dominer par une fonction
intégrable indépendante de t. On se limite pour cela a ¢ > 1. On a tout d’abord

e 2 dy.

(2u+1) + 2u?/t +u/t — (2u + 1)\/u?/t2 + 2u/t

Vu?/t+ 2u

< Qu+1)+2u® +u+ (2u+ 1)vVu? +2u
N V2u .
Le terme 1+u/t — \/u?/t? + 2u/t dans le dénominateur est plus génant. On utilise pour

cela 'estimation suivante : si on note g(s) = 1+ s — v/s? 4 2s, alors il existe C' > 0 tel
que

C
1+s

Cela découle du fait que pour la fonction h(c) = 0 — Vo2 — 1 il existe C' > 0 tel que
h(c) > C/o pour tout o > 1. On en déduit que pour t > 1,

14w/t — Ju?/t?2 4+ 2u/t = g(u/t) > ¢ > ¢

T 1w/t T 14

Vs >0, g(s)>

On a alors la majoration suivante pour ¢t > 1 :

(2u+ 1) + 2u?/t + u/t — (2u + 1)\ /u2/t2 + 2u/t

—2au
Vu/t+2u(l 4+ u/t — \Ju?/t? + 2u/t)3/?
< (Qu+1)+2u®+u+ 2u+D)Vu?+2u) (1+u) .
e

= Cm )

cette fonction étant bien intégrable sur RY.
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L’intégrale sur [t, +0c] améne au changement de variables

r=1t+u+ vVu?+ 2ut,

avec
p t+u+ Vu? + 2ut p
T = u.
vu? + 2ut
On a alors

e 2 dy.

/+°° (t—x)*+x _a(t—x)2d /+°° (2u + 1)t + 2u® + u + (2u + 1)vu? + 2ut
—_—€ x xr =
: 25/ 0 VuZ 4 2ut(t 4 u + Vu? + 2ut)3/?

Pour montrer que cette intégrale est en O(7), on factorise par 1/¢ :

—2au

1/+°° (2u+ 1) + 2u?/t + u/t + (2u + 1)y /u2/t2 + 2u/t
tJo VU2t 4 2u(l + u/t + Ju? /12 + 2u/t)3/?

Il reste alors a montrer que l'intégrale restante est bornée. On va montrer pour cela
qu’elle converge quand ¢ — +o00 vers

to2u 41

0 vV 2u
La convergence ponctuelle dans I'intégrande est claire. Il reste & dominer par une fonction
intégrable indépendante de ¢. Dans ce cas la majoration est directe puisque pour ¢t > 1

e (2u + 1) 4 2u?/t 4+ u/t + (2u + 1)\/me*mdu
VU4 2u(1 A+ u/t 4 A u [ 2u/t)3/?
cQutD+ 2u? 4 u + (2u + 1)\/m6_2%
< Nom :

L’intégrale I; s’estime de la méme fagon

e 2 dy.

+o0 e,au—x)? te,au—x)? too  _glt=2)?
L(t) = Cdr = | 4 £ 4
O A il vy B
B /+°° Vit +u— vV + 2ut + \/t+u+\/u2+2ut€_QWdu
0 Vu? + 2ut
+oo \/1+u/t—\/u2/t2+2u/t »
= e
/0 Vu?/t+2u
+oo \/1 +u/t+\Ju?/t? + 2u/t
+/ e 2 dy
0 Vur/t+2u
2/+°° V14 u+ Vi +2u
0 V2u

les derniéres inégalités étant vérifiées pour tout ¢ > 1.

au

< e 2%y < C,
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Il reste a étudier la deuxiéme intégrale :

+o0 e_aw = z) too e_aosfz)?
Vu? +2ut —u ouu
= e du

0 \/u2—|—2ut\/t—|—u—\/u2—|—2ut
Feo Vu? 4 2ut +u

+ e 2 dy.

0 VUt 2ulvt+u+ Va2 +2ut

Les deux derniéres intégrales sont des O (%) Prenons le cas de la deuxiéme (le signe —

dans le dénominateur de la premiére se traitant avec les inégalités introduites pour I3).
Si on factorise les puissances de t, on obtient

1 /+oo VUQ/t—FQU—FU/\/Z_f —2aud
— e u,
Vi \/u2/t+2u\/l+u/t+\/u2/t2+2u

ou l'intégrale restante est bornée puisque pour ¢ > 1

Yoo 3 5 +oo 2
[ V@ T 2u+ u/ Vi gy < [TVER A gy
0 u2/t+2u\/1+u/t+ u? [t + 2u ’ .
U

Lemme 3.3.11. Sia > 0,b > 0,¢ > 0 alors il existe d > 0 tel que

(t—a)?
—b=

T(t) = /0 o = O, (3.20)

+oo 647“*””)2
L —azr * _ —dt
Jo(t) := /0 |t — xle de =0(e™ "), (3.21)
+oo efbi(t z)
J3(t) == /0 ((t—2)*+ x)e_amwdx = O(e™ ™). (3.22)

Remarque 3.3.4. La premiére intégrale posséde la formule explicite suivante

2
+oo b p
T (1) = —ax dr = —2\/1_7(\/a+b—\/l;)t.
1(0) /0 ‘ N3 v \V a+ b°

Démonstration. Pour montrer le comportement exponentiel, nous adaptons la preuve
du lemme précédent. Nous détaillons ’estimation sur Ji, les deux autres intégrales se
traitant de la méme facon.

On cherche donc a estimer

(t—a)?
—bi=r

Ji(t) = /o e"‘deaz = O(e™™).
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Pour cela, on va effectuer le changement de variables

(t—2)*

u=axr+b

t et

On note que la fonction r — ax + b@ atteint son minimum au point x =

a+b
2bt —-1].

On coupe alors l'intégrale J; en deux :

a+b

que ce minimum vaut

(t=x)? too e,b(t—zzﬁ

Ji(1) / Valt e d d
= e W —odr+ | e ———dx.
1 0 \/E \/ b 4 \/E

a+b

Pour U'intégrale sur [0, 4/ aLert], le changement de variables correspond a

1
T=3 <2bt—|—u — Vu? + dbut — 4abt2) ,

dr 1 ( u + 20t )
—==(1- ) ).
du 2 Vu2 + 4but — 4abt?

Alinsi,

b (t—a)?
\/a+bt e e 0
e W ———dx
0 VT

/+oo ( u + 2bt _ ) e “du
20t (/%2 -1) Vu? + 4but — 4abt? V2 (2btu — Vu2 + dbut — 4abt2)1/ ?

On effectue alors un second changement de variables

v=u—2bt< a—g—b_1>.

En posant
a / a
=—=>0 =4/1+-—1>0,
« b € + b
on a
2u + 4bt = 2v + 4bv'1 + ot.
Alinsi,

(t—a)?

/\/abert _ame*b J
e —— dx
0 VT

B /+°° v+ 4bty/1 + « e Ve 2bet gy
ANY

—1

v(v+4btv/1 + ) V2 (fu +2btv1+a — \/’U(U + 4bt\/1 + 04)) .
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—2bet

Si on sort le terme exponentiel e , il reste & montrer que 'intégrale restante est bornée.

On a en effet

—1

v(v+4btv1 + «) V2 (fu +20tv/1 +a — \/’U(U + 4bt\/1 + 04)) v

/

0
400

\A

L’intégrale précédente est bien convergente en v = 0 grace a ’estimation suivante de le
preuve du lemme précédent : il existe C' > 0 tel que pour tout s > 0,

1+s—Vs2+2s5> .

/+oo v+ 4bty/1 + « e Ydv
AN

(’U +4bty/1 + o — \/’U(U + 4bt\/1 + 04)) e dv

ﬂ\/v(v + 4bt\/T + «) (v + 2bt\/T + o — \/v(v + 4bt\/1+—a)> -
t (v/t + 4by/1+ o — \/v/t(v/t + 4b\/1+—oz)> e

1/2
\/E\/E\/i\/v(v/t +4bv/1 + ) (v/t + 2071 + o — \/v/t(v/t + 4by/1 + a))

o
Ainsi 'intégrale sur [0, 4/ a%bt] décroit exponentiellement vite. On procéde de méme avec

'intégrale sur | a%bt, +o00] mais cette fois-ci avec le changement de variables

1
= 5 (2615 +u+ Vu2 + dbut — 4abt2> )

L’absence de signe — supprime la subtilité sur le dénominateur. O

3.3.5 Etude de la partie dominante du shift

Nous nous intéressons maintenant a I’expression

400 oo e—i(tzgﬁ
Wit ) / / / / ) P L )
(t 27T ( o0 J2 V2B Y
avec 5 5
22—z —y 22—z -y
A(xayaz)—Ta B(xayaz)_T'
On note par la suite
+00 e_(t;g)Q
Wi(t, x) / / YePel=2) —dzdy,
=, vam
et
(t—A)

Wio(t, / /+Oo e2Ae(y— e 8 dzd
x) W2 dzdy.
\/27‘(‘ S V2B Y

Nous alors voir que les deux intégrales donnent des comportements différents.
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Etude de W,

On effectue tout d’abord le changement de variables 2’ = z —y,y’ = y — x de jacobien
1. On obtient alors

1 Yoo _=A)?
/€ 4B
Wi(t,z) = / oy + x)e 2 —————dy/d?,
2\/_ y'=0 \/E
avec 2 1y 20 1y
AV VA E Iy '
(y ) z ) 2)\0 ) (y Y z ) 8A§

On effectue ensuite le changement de variables

22/+y/

7=
™, :

Y = g(y’, Z) =

de jacobien 2).. Celui-ci envoie le quart de plan (R*)? sur le domaine
Dy ={(V,2),Y >20,0< Z <A\Y}

Alinsi,
A2 (t= Y)

Wi(t, z) //szY 907 + x)e~ Y yvaz
)= b, S —

Les dérivées par rapport a t donnent

a2 =y)?
e "¢ Y
&ng t .T . wo 2)\ Y — 2Z—|—x> —2XcZ ( _ Y)WdeZ,
1
_az=y)?
OuWi(t, z) Wo(2AY — 27 + z)e 2 Z (Y — 2\2(t — Y)2)€YWdeZ
Dy

On a alors les estimations suivantes

Lemme 3.3.12. La fonction Wy est bornée et quand t — +oo, on a

|0, W1 (t, )| = O (%) et |0uWi(t,x)| = O (%) :

Démonstration. Regardons d’abord W;. Puisque l'intégrande est positive et wy bornée,
on peut majorer I'intégrale sur D; par l'intégrale sur (RT)2. Ceci permet de découpler
les variables Y et Z. On obtient ainsi

+o0 +00 e%%
Wi(t,r) < C / e 2qy ————dY.
0 0 VY

L’estimation (3.17) permet alors de conclure.
Pour 0,W;(t,z), on a

t—y)2
_)%( Y)

+oo B +oo e
|0 Wi (L, )| SC/O e 2ACZalZ/O [t = Y|—5p—dY.
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On conclut avec I'estimation (3.18).
Pour 0, W;(t, ), on majore comme précédemment

+00 +o00 _xze=n?
ey
|0 W1 (t, 7)| < 0/ e 2z / (Y +2X\3(t — Y)Q)Wdy,
0 0
puis on utilise 'estimation (3.19). O

Etude de W,

On commence par effectuer le changement de variables 2’ = z — z,y = y — = de
jacobien 1. On obtient

_(t=A)?
/€ 4B
Wy(t, ) / / oy + x)eP V=) ——d2/dy
2\/_ '=—00 V2B
avec ) . ) )
22—y ——— 22—y

Ay, ) = STV B(y'.7) =

On effectue alors le deuxiéme changement de variable

o 22’—3/
Y=y, Z=AW, 7)= 3

de jacobien \. et qui envoie le domaine | — 0o, 0] x [0, +o0o[ en le domaine

Y
D2:{(Y7Z)7Y§0722 _2)\ }

Alinsi,
o2 Z>2
2 c
wy(Y + z)erYe Pl qYdZ.
D> vz

En dérivant par rapport a t, on obtient successivement

_2)‘3 AcY 72)\ Z >\2 = Z)
&gWg t l’ //DQ’UJO Y"—x (t—Z)WdeZ,
—2/\3 e (t_ZZ)2
OuWs(t, ) // wo(Y + x)erY e (7 — 202(t — Z)Q)dez.
Do

On a alors les estlmamons suivantes

Lemme 3.3.13. [] existe a > 0 tel que
(Wat, )|, [0:Wa(t, 2)], |[0aWa(t, )| = Oe™™).

Démonstration. Puisque l'intégrande est positive et wy bornée, on peut majorer l'inté-
grale sur Dy par l'intégrale sur (R*)2. Ceci permet de découpler les variables Y et Z. On

obtient ainsi
2 =22

0 AY e A
Wo(t, x gC/ eCdZ/ et ———dJ.
o(t, ) - i G

On conclut a l'aide de Pestimation (3.20) avec a = A. et b = 2. Pour les dérivées,

on procéde comme dans le lemme précédent puis on utilise les estimations (3.21) et
(3.22). O
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3.3.6 Comportement des dérivées du shift

Nous pouvons conclure maintenant sur les propriétés du shift et montrer que quand
t — 400,
1

2t loos e, >||oo=o(%).

1) Dérivée temporelle. D’apres les sections précédentes nous avons wy, = Wy +O(1/t).
Puisque Wy = O(1/t), on en déduit que

wnlt0)] =0 ).

Puisque w est bornée, montrons qu’on a alors

w0 =0 ().

Il suffit pour cela d’écrire un développement de Taylor a ’ordre deux en ¢ :

wt + Vi, ) = wlt, 2) + w'(t, 2 )VE+ ' (7, x)g, et t+ V.

Alinsi,
t t —w(t t
w/(t71’): w( +\/_’x) w( 737) _w//(T’x)i.
Vit
On en déduit que
Vit
W't 2)] < — sup |w(,z)| + 5 sup (2]
\/_ [t,t+/1] [t,t+V/1]

Finalement, |w'(t,z)| < C//t.
2) Dérivée spatiale. Nous revenons ensuite a 1’équation
W — Way — 2A W, = 0.

L’estimation sur w; permet alors de montrer que

st =0 ().

Pour montrer cela, on écrit d’abord 1’équation sous la forme

d
e

2)\cx> 2Aex

Wy€ = e“Mwy.

On a ainsi

w1, 7) = (wx@, 0+ [P, y)dy)
0
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Puisque w est bornée, il en est de méme pour w, grace aux estimations paraboliques.
Par conséquent

r——00

w(t,0)+ [ Pt g)dy ——0,
0

0
Ainsi, w,(t,0) = / e* Yy (t, ) dy et

— o0
xr
we(t,x) = (/ eQAcywt(t,y)dy) e~
—0o0
D’aprés 'estimation sur w; on obtient finalement

|wx(t,x)| < % (/_Oo 62/\cydy) 672/\61 < %

3.4 Convergence en milieu périodique

Venons en maintenant au cas périodique. Si ¢ > ¢* et M > 0, rappelons que nous
étudions le comportement en temps grand de la solution u(t, z) du probléme de Cauchy

{ Ut — Ugy = f(xau)a
uc(0,2) < u(0,2) < u (M, x).

Dans cette section, nous montrons le point (i) du théoréme 3.1.2. Pour cela, nous éta-
blissons I’équation du shift m qui permet de prouver la convergence de u(t,z) vers le
profil u.(t + m(t,z),xz) dans un espace a poids. Nous admettrons pour le moment les
propriétés sur le shift m(¢, z) dont I’étude fait I'objet de la section 3.5.

3.4.1 Equation du shift

Pour I’étude du comportement en temps grand de u, on considére I'ansatz
U(t,z) = uc(t +m(t, x), x)
qui vérifie I’équation
Up = Upa — [(2,U) = tey(my — Miag) — ey’ — Ui 1z

Comme dans le cas homogéne, remarquons que si nous cherchons directement la solution
sous la forme u(t,z) = wu.(t + m(t,x),z), ceci revient a annuler le second membre de
I’équation ci-dessus. On obtient alors une équation sur le shift trop complexe a étudier.
L’idée est plutot de choisir m(t, x) pour que le terme de droite ait une décroissance expo-
nentielle supérieure a celle de 'onde pulsatoire u,. quand x + ¢t — —oco. Ceci permettra
de montrer la convergence dans un bon espace a poids.

Pour cela, on utilise le fait que pour x 4+ ¢t — —oo,

U/c(t, l‘) = @Z)XC (l.)e/\c(ﬁ?+ct) + O(e()\c‘i’,@)({l“i’m‘/))'
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Les mémes types d’estimations sont valables pour les dérivées grace aux estimations
paraboliques. On a notamment u.; = cAu, + O(eP+AE+D) " on

DA
U,

Ueytt = )\CuCt + O( (AetB) (erCt))a Uetx = ()\c + )Uc + O( (Aet5) (IJFCt))

On écrit alors I’équation sur U sous la forme

U= U — f(2,U) = ey (mt — Mgy — ()\ + zi)‘) c)\cmi)
Ac
ws‘c 2 )\
w}\ )uc,t - uc,tz + mz (C cuc,t - uc,tt) .

+2m,, (()\C +

D’apreés les estimations précédentes,

( Z)\c> Uey — U e = O(e(kc-i-,@)(x-i-ct))’ C)\cuc,t — Upy = O(e(kc-i-,@)(x-i-ct)).
Ac

Ainsi, seul le premier terme du membre de droite pose probléme puisque u.; se comporte
comme 'onde pulsatoire. On choisit alors m pour annuler ce terme 1a. On obtient ainsi
I’équation

%C)

(O
On fixe my(z) de sorte que U(0,x) = u(0,x) c’est a dire tel que u.(mg(z), ) = up(x).
Ceci est possible car u,. est strictement croissante en ¢ et on a alors

My — Mgy — ()\ +

—cAem? = 0.

mo (@) = (", 7) " (uo ().
Avec un tel choix de shift m(¢, z) 'équation sur U devient
Ut - Uzz - f(xa U) = g(t,m),

avec

(&%
(O

L’étude des propriétés de m montrera que m, = O(t~*/?) quand ¢ — 4-o0. Ainsi, quand
T — +ooet x+ct — 400, 0n a

g(t,x) = 2mu (Ao + == )tet — Ueyn) + mi(c)\cuqt — Ueyt)-

g(t, ) = Ot V2eLetDarer)y

3.4.2 Convergence

Montrons maintenant la convergence de u vers U. Cette étape est similaire au cas
homogeéne.

Lemme 3.4.1. On a

sup ult. ) = w(t +mt, ). ) = O (%) |
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Démonstration. Nous allons estimer la différence v = u — U, 'opposé U — u se traitant
de la méme maniére. La fonction v vérifie I’équation

U
(O

Un développement de Taylor a ’ordre deux donne

UV — Vg = f(z,u) — fx,U) + 2my (A +

)uc,t - UC,tJ:) + mi(C/\cuc,t - Uctt)-

/ ]' "
avec U < a < u. Puisque f/ (x,U) < f!(z,0) = ((z) et f/(z,c) < 0, on obtient finalement

{ UVt — Ugx — C(ZL‘)U S —g(t,l’),
v(0,z) = 0.

On se place ensuite dans le repére mobile £ = x + ¢t en posant

Bt &) =v(t,E—ct), Ut,E)=ult,&—ct), U E) =U(tE—ct).

On obtient ainsi
Uy — Vge + e — ((§ — c)v < —g(t,§ — ct),

avec pour 7 — 400 et £ — 400,
g(t, f) _ O(tfl/Qe()\chﬁ)i).
On se place ensuite dans I’espace a poids.

u(é)

X5 = {U S BUC(R), p(;(O 5)

€ BUC(R)}, |lulls = Hpg(léa ) Hoo

ou
ps(t, €) = ePTapy L 5(€ — ct).

Rappelons que p vérifie I’équation

Pt — Pee + cpe — C(E — ct)p = 5D,

ou g5 := c(A.+ ) — k(A +0) > 0 pour § assez petit. Le poids permet de travailler avec
un opérateur avec un terme d’ordre 0 strictement positif. En effet, si on pose v(¢,§) =
ps(t, €)z(t,€), on obtient I'inéquation suivante sur z :

t,& —ct

bs Ps
Z(O7 5) - 0’

g(taf - Ct)
Ps

Pour que soit borné en &, il faut alors choisir 6 < 5. On a alors

lg(t,§—ct)] _ C
DPs = \/l_f
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On considére alors la solution de I’équation différentielle

C
i+ qsZ = —,
t qs \/g
Z(0) =0,
qui est donnée par la formule
t e_Q5(t_S)
Z(t)=C ds.

o Vs
D’aprés le principe du maximum, nous avons

2(t,8) < Z(t) <

SlQ

pour tout £ € R. On en déduit finalement que pour v = A, + 9,

&5y — i)
itelﬂgle u(t, €)] 0(\/% :

3.5 Propriétés du shift en milieu périodique

Dans cette section nous démontrons le point () du théoréme 3.1.2, que nous énongons
ici sous forme de théoréme

Théoréme 3.5.1. La solution m(t,x) du probléme de Cauchy (3.8)

/
My — Mgy — Q(Ac + D

)mx — c)\cmi =0,

mo(x) = ue(- )" (u()) bornée,

vérifie les estimations suivantes quand t — 400 :

)l =0 () et (el =0 (). (3.23)

Précisons que I'étude de cette équation est insensible au fait que ¢ > ¢* ou ¢ = ¢*.
Ceci servira dans la section suivante pour étudier la stabilité a vitesse critique.
Pour étudier cette équation non-linéaire, on effectue la transformation de Hopf-Cole

zwmzmwwmwﬁm@@=$b4ﬁﬁo’

afin d’obtenir ’équation linéaire suivante sur w :

0,

{ Wy — Way — 2A:Wy + (C)‘C - )‘g - C(x))w (324)

w(0, ) = i, (z) exp(chette( 2) " (uo(x))),
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avec wy(x) bornée.
En effet, si on note a(z) = cA. — A2 — ((z), alors on a

_¢KC - 2)\077Z)i\C + CL(.I')@Z))\C = Oa
et

cAem
Wy = CA €7y,

Wy = 60/\0m(¢;c + C/\cw)\cma:)a
Wy = €M (PN 4 2eAAE My + AN M + NP0y, M),

Par conséquent,

Wy — Wap — 2\ W, + ax)w

= e (cAcwcmt — U5, = 2eAH) M — AN Mg — AP,
DA, + Aetham) + a(2)0)

_ porem (c)\chcmt = 2eA A 1y — CAAr My — Ny mE — 2cA§wAcm$)

= C)\cw)\c€C/\Cm <mt — Mgy — ()\ + ¢AC) — C)\cmi> = 0.
(%
Finalement, puisque 0 < m < M, 1 < w < e?M et que

1 B @Z),\cg w(t, x)
SRS Wi mx_c)\cw(’?x y(z) )’

On est donc ramené a montrer que la solution w(t, z) de (3.24) vérifie

wimo(h). [ -o(l) o

Pour étudier I’équation (3.24), on considére I'opérateur elliptique sous-jacent

Lu = —u" =2\ u' + a(x)u. (3.26)

C’est un opérateur sectoriel dans BUC(R) [82]. Il engendre ainsi un semi-groupe analy-
tique e~F [45], d’ou

1
w(t,z) = e Fwy(r) = — / e + L) wo(z)d,
2 ),

ou v est un chemin classique qui entoure un secteur X contenant le spectre de —L (cf
figure 3.4).

L’objectif est de montrer qu’en déformant le contour ~ en la droite R, on capte la
partie dominante de w. La déformation du contour se fait en plusieurs étapes. La premiére
est de mieux localiser le spectre de L. On montre ainsi que si A € o(L), alors A = 0 ou
Re(A) > 0. Ceci permet de ramener le probléme a I'étude de u(\, ) := (A + L) wy(x)
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au voisinage de A = 0. Notons que u(\, x) n’est autre que la transformée de Laplace en
t de w définie classiquement pour Re(\) > 0 par

+o0
u(A, z) = / e Pw(t, z)dt.
0

On est ainsi ramené a étudier les solutions bornées de I’équation différentielle vérifiée par
u:
—u" = 2 ' + a(z)u = —Au + wy. (3.27)

Nous verrons que le comportement en temps grand de w est guidé par celui de sa trans-
formée de Laplace u au voisinage de A = 0. Pour cela, nous dériverons un développement
a lordre 2 de u(\, z) au voisinage de A = 0 et nous déformerons le contour ~ en iR.
Cette déformation est délicate du fait de la non intégrabilité de u(\, x) au voisinage de
A = 0. Nous travaillerons ainsi sur la dérivée wy :
wi(t,z) = — [ N2\, z)d\
ol = gz [ PN 2)
et montrerons que wy = O(1/t). En intégrant en temps et en utilisant ’équation, ceci
permettra d’obtenir les informations sur les dérivées.

3.5.1 Généralités sur I’équation différentielle

Nous rappelons ici quelques généralités sur les équations différentielles linéaires a
coefficients périodiques que nous appliquons & notre équation (3.27), plus précisément
les exposants de Floquet et 'existence de solutions bornées. L’équation différentielle
(3.27) peut s’écrire sous la forme vectorielle suivante ot U = (u, u)

U = A,\(.%')U-FF,

avec

b= (oler b) @ mo-(5)

FiG. 3.4 — Contour d’intégration



116 3. DYNAMIQUE NON TRIVIALE EN MILIEU PERIODIQUE

Puisque A(z) est 1-périodique, le théoréeme de Floquet [18] dit que pour toute matrice
fondamentale M) (x) solution de ’équation homogéne

M//\ = AA(.I')M)\,

il existe une fonction Sy : R — GLy(C) de classe C! et 1-périodique et une matrice By
telles que
My (z) = Sy(z)e"Br.

On note alors 1 (\) et ua(\) les exposants de Floquet de ’équation qui sont les valeurs
propres de B, et sont définies & 2¢7 prés. Si les deux exposants sont distincts, les solutions
de I’équation homogéne sont engendrées par deux fonctions U; (A, x) de la forme

Ui\, x) = v;( A, :v)e”"()‘)x,

ou les fonctions v; sont 1-périodiques.
Une premiére remarque importante est que

Re(1 (X)) + Re(pz(N)) = —2A.. (3.28)

En effet, considérons pour M, la matrice fondamentale engendrée par les colonnes (Uy, U})
et (U, Uj) et Wy(x) = det M, (z) son wronskien. On a d’une part

Wi(z) = (0105 — va0] + (pa — p1)v10g) eVt V)T,
qu’on écrit sous la forme
Wi(z) = —by(x)emr N+,

avec
bA(w) := vavy — v1vy + (1 (A) — p2(N))v1vs

bornée et 1-périodique. D’autre part
W)\(l') _ W)\(O)@fox tr(Ax(s))ds _ W)\(O)672)\cz.

D’ou le résultat.
Le second point qui sera utile par la suite est de donner une condition suffisante sous
laquelle I’équation (3.27) posséde une solution bornée

Lemme 3.5.2. Si wy est bornée et si RNe(py(N)) et Re(uz(X)) sont de signes opposés,
alors il existe une unique solution bornée de [’équation

—u" = 2 ' + a(x)u + Au = wy

qui est donnée par la relation suivante ot on prend la convention fize Re(ui(A)) >0

u(A x) = Ul()\,;c)/ Tw Us(, y)eP¥dy + Up(\, ) /a: wo(y)

Ui(\, y)e<vdy.
b(y) ) Y
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Démonstration. On cherche la solution générale de I’équation par variation de la constante
u()‘a .Z') = Oé()\, x)Ul()‘a %’) + ﬁ()‘a x)UQ()‘a .Z')
Le couple (¢/, 3’) est ainsi solution du systéme linéaire

O/Ul + ﬁ/UQ = 0,
O/U{ + ﬁ/Ué = —Wo,

qui se résout en

Us (X, z)wo(z)

O/()\,l’) = WA(.I') )

On obtient ainsi

wo(z)

ba()

Puisque on a fixé Re(ui(A)) > 0 la relation implique que Re(uz(A)) < —2A.. Ceci
nous dit que |&'| se comporte comme une exponentielle décroissante et |3’| comme une
exponentielle positive. On intégre alors en

o'\ x) = Us(\, z)e? ™ B\ z) = Ui(\, z)e? e,

+oo
(A7) = ap + / ws(\ y)woly)e?vdy.

xT

B\ z) = fo + / (A, y)w(y)ePdy.

—00

L’unique solution bornée s’obtient alors avec ag = 3y = 0. 0

3.5.2 Etude de I’équation homogéne au voisinage de A =0

Le comportement en temps grand de w étant guidé par celui de sa transformée de
Laplace u(\, x) au voisinage de A = 0, il est important d’étudier les solutions de ’équation
(3.27) au voisinage de A = 0. On commence dans cette section par I’équation homogéne

—u" = 22’ + a(x)u + Au = 0. (3.29)
pour laquelle on détermine pour A proche de 0 une nouvelle base de solutions u; (A, z), us(A, x)
dont on connait la dépendance précise en \.

Détermination des u;(0, z)

Pour )\ = 0, 'équation (3.29)qui est alors
—u" =22 + a(z)u =0

admet 2 solutions indépendantes que sont

+o0 6—2>\cy

ui(0,2) = () et wun(0,2) =y, (x) mdy.
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En effet, la solution v, est déja connue et la deuxiéme s’obtient par variation de la
constante sous la forme us(0, z) = v(x)uy (0, 2) = v(z)x.(z). On obtient alors I’équation

1 wg\c /
V2 A+ =2 v =0,
(W

et on choisit
672)\61 +oo 672/\Cy

Vv'(r) = ———, puis v(z)= ———dy.

U3 () ()

Pour X\ #£ 0, A petit, on cherche deux solutions proches de celles pour A\ = 0.

Détermination de u;(\, x) pour A proche de 0

Cherchons d’abord une solution wu; (A, z) proche de ¥, (z). Nous allons montrer le
résultat suivant

Proposition 3.5.3. Pour \ proche de 0, l’équation homogéne (3.29) posséde une solution
ui (A, x) qui admet le développement asymptotique suivant, uniforme en x, quand A\ — 0 :

(O, 2) = s () exp ( /0 ' (Adwr — X5, + O(A?’))) , (3.30)

ot dwy et dwsy sont les fonctions strictement positives et 1-périodiques :

T 2 0 2
dwi(x) :/ %6_2)‘0(“3’)6@ =/ %62’\0%2, (3.31)
@ 2 0,2
dws(x) = 3 z@gii Sw?(y)e PV dy = } %(51{}%(2 + z)e***dz.  (3.32)

Démonstration. Pour A proche de 0, on cherche la solution u; (A, ) sous la forme u; (A, x) =
e*™) 1équation vérifice par w = v’ est alors

—w' — 2\ w + a(z) + X = w?. (3.33)

On va montrer que pour A proche de 0, w(A, z) admet le développement asymptotique
suivant, uniforme en x

w(A, x) = zi—i + Aow (1) — N wy(x) + O(N?). (3.34)

L’équation (3.33) est une équation de Riccati. Notons que wy = v, /1y, est solution de
cette équation pour A = 0. On considére alors dw = w — wy qui est solution de

Y,

Ac

ow' + 2 (/\c + ) Sw = \ — dw? (3.35)

Cette équation est non-linéaire. On va chercher une solution proche de la solution bornée
owy;, de I’équation linéaire correspondante

2 +2 ()\c - ﬁ) z=A (3.36)
(W
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qui est
T 2
Owyin = A Lgc (v) e~ D@y gy
—00 ¢AC (l’)

—2Aex
U3 (z)’
672/\6:1:

on cherche ensuite une solution bornée de (3.36) sous la forme a(x)———, ce qui donne

3. (@)

En effet, les solutions de 1’équation homogéne associée a (3.36) sont de la forme C

Péquation o = A3 (x)e***. Le seul choix de « est alors

a0) = [ v ey,
On écrit alors dwy;, = Adwq, avec

R (W) on e
ow :/ D2 T2 o= 2A@Y) gy
'R () Y

Notons que dw; est 1-périodique ; il suffit pour cela d’effectuer le changement de variable
z = x — y pour obtenir

0 .2
zZ+x
dw(x) = We%czdz.
—00 ¢Ac (1’)
Cette fonction dw; est le premier terme dans le développement de dw. Puisque vy, est
bornée avec m < ¢, < M, on a ’encadrement

m2 M2
<

N s <
oMz == e

et donc dwy;, est d’ordre . Le théoréme de point fixe permet alors de montrer I'existence
de dw :

Lemme 3.5.4. Pour \ assez petit, il existe une solution dw de [’équation non-linéaire
(3.35)
VA,

Ac

(5w'+2<)\c+ )(5w:)\—5w2,

qui vérifie || 0w — dwiin||oo = O(|A?).

Démonstration du lemme. Commencons par noter que I'unique solution bornée de I’équa-

tion différentielle )
2 +2 ()\c+&) z=f,
(W

ou f est bornée, est donnée par

T 2
o) = [ DB

On écrit alors I’équation non-linéaire (3.36) sous la forme d’un point fixe 70w = Jw, o

T est 'opérateur

¢ wg\c (y) —2Ac(z—y)

Tu = B (x)e (A — 4% (y))dy,
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défini sur 'espace métrique
E,=C" (]R, D(0, (||0w1 |0 + 1)|)\|))

Muni de la distance d,, associée & la norme infinie, £\ est un espace complet.
Veérifions tout d’abord que I'opérateur est bien défini pour A petit, c’est a dire que
T(E)) C E\. On a en effet

1Tu]loo 10w [loo (IA] + [Jull2)
1w [loo (IA] + (ll0ws [loo + 1)%[A)

IAl(llwn ]l + (l0ws [loo + 1)%[A])-

VARVAN

Or pour A assez petit, (||0w;]|oo + 1)}A| < 1, Aot ||Tul|oe < (||6w1]|oo + 1)[A]-
Montrons que T est contractant pour A petit. On a

T U)o
Tu—"Tv = / —2e T2 g Rhe(e y)(v —u)(v+u)dy.
oo U3 (2)
Ainsi, [|[Tu—Tv||0o < 2||0w1 |00 (||0w1 ||oo+1)|Al[Ju—v||0o avec 2]|dw || so (|| w1 ||eo+1)|A| < 1
pour A\ petit.
D’aprés le théoréme de point fixe de Picard, 'opérateur T" a alors un unique point
fixe noté dw qui vérifie la relation

_ ‘ wg\c(y) —2Xc(z—y) 2
ow = /OO me (A — ow*(y))dy.

C’est donc 'unique solution de I’équation non linéaire. De plus,

v ¢§C(y) e—QAC(;L'—y)
oo Y3, (2)

d’ott puisque dw € Ey, ||0w — dwiinlleo = O(A[%). O

5w — 5wlm = 5w2(y)dy7

Terminons la preuve de la proposition 3.5.3. D’aprés ce qui précéde, on a un déve-
loppement de la forme

Sw = Aow; + O(|\]%).
Pour continuer le développement, on considére la différence
Sw = dw — Aowq
qui est solution de I’équation différentielle

Ve

Sw +2 ()\C *3 ) Sw = —bw — N2ow? — 2\wdws. (3.37)
)\c

Nous cherchons dw proche de la solution bornée de

/ @Z)i\c o 2 2
22 A+ =2 = =A0w
(W
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qui est donnée par
2 (7 V3 (Y)
oo Y3, ()

z==A Sw?(y)e PV gy,

On pose alors par la suite

T 2

de sorte que z = —A\2dw,. Notons que dw, est 1-périodique puisque si on effectue le
changement de variable z = x — y, on obtient

" Y3 (2 + )
o Y3.(2)

Le résultat suivant permet de montrer que

dwy(x) = Swi(z + x)e**dz.

Sw = Ad; — A\2dwy + O(|A]?),

ce qui permet d’obtenir le développement (3.34) et de conclure la preuve de la proposition.
O

Lemme 3.5.5. Pour )\ assez petit, il existe une solution Sw de I’équation non-linéaire
(3.37)

U,
(W
qui vérifie ||(§:U + A0ws|l = O(JA]?).

50 12 (Ac N ) Fu = —5w” — A26w? — 2AFwow,

Démonstration du lemme. On raisonne comme dans le lemme précédent en considérant
ici 'opérateur

T 2
Tu:= w’\ci(y)e*”‘c(“’y)(—ﬁ — \20w? — 2 udw, )dy,

oo U3, (%)
défini sur 'espace métrique
Ey = C°(R, D(0, (||6w:]% + 1)|A]%)).

Sur 'espace complet (F), d), T est contractant pour A petit. Il posséde ainsi un unique
point fixe dw qui vérifie la relation

—_— z 2 o Sw
S — Me—mc(a@—y)(_gw2 - )\25w% — 2X0wdwy ) dy.

S U3 (@)

et qui est ainsi solution de (3.37). On a de plus

Sw + N20w, = Me’z\c(“’y)(—&uz — 2X\dwowy )dy,

—o0 Y3, (%)

d’ott puisque dw € Ey et dw; est bornée, ||6w + A20ws]|oe = O(|A2). O
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Détermination de uy(\, x) pour A proche de 0

On cherche ensuite une deuxiéme solution us(A, x) proche de us(0, z). Puisque u; (A, x)
ne s’annule pas pour A petit, on cherche uy(\, z) sous la forme us(A, x) = uy (A, z)v(A, x),

v vérifiant 1’équation
u/
—" =2 (—1 + /\C) v = 0.
Uy

Une solution est alors donnée par la formule

o~ 2Aey

(A, 2) = 1 (A, 7) / h S (3.39)

3.5.3 Exposants de Floquet pour )\ proche de 0

Le développement asymptotique (3.30) de ui(\, z) permet de montrer qu’au voisinage
de A = 0 les parties réelles des exposants de Floquet p;(\) sont de signes opposés

Lemme 3.5.6. Pour X proche de 0, A # 0 et Re(\) > 0, les Re(u;(A)) > 0 sont de signe
OPPOSE.

Démonstration. Nous supposons par ’absurde que $e(u;(A\)) < 0. Puisque (U (A, x), Us(\, z))
forme une base de solutions de (3.29), on en déduit que toute solution de (3.29) s’écrit
sous la forme

uNz) = ar(NUL(N, ) + aa(N)Us (A, )
= ar(A)vg (A, x)e‘”(’\)“ + ag(N)va(A, x)e’”()‘)x,

ol les v; sont périodiques, et est donc bornée quand x — +o00. Nous allons obtenir une
contradiction en montrant que

|U1()\, .1')‘ m +00

a I'aide du développement asymptotique (3.30).
Rappelons ce développement ; on a

Ul()\, J,‘) = w,\c(l') exXp (/ ()\5w1 - )\2(5’11]2 + O()\g))> .
0
Alinsi,
lur(\, )| = ¥y, () exp (/ Re(Adw; — Nwq + O()\B))) :
0
Si on pose A = \; + i\g, on a alors
)\5'[1}1 — )\2511}2 = ()\15'(1}1 + ()\g - )\f)&wg) -+ Z()\Qéwl — 2)\1)\2511}2).

Alinsi,
%e(/\cSwl - )\2(521]2) = )\1511]1 + ()\% — )\%)511}2

Distinguons deux cas : Ay =0 et Ay > 0.
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(i) Si Ay =0, alors Ay # 0 et alors pour A ~ 0

Re(Adw; — N6wy + O(N?)) = A3dw, + O(|A]%).
(ii) Si Ay > 0, alors pour A ~ 0,

Re(Adw; — N 6wq + O(N?)) = M\jdw; + O(JA]?).

Dans les deux cas, puisque les fonctions dw; sont positives et périodiques elles sont
minorées par des constantes strictement positives et donc il existe m > 0 tel que si A est
proche de 0,

Re(Adw; — N6wq + O(N?)) > m.

On en déduit que |ui (A, )| > ¢y, (x)e™ — +o00 quand & — +00. O

3.5.4 Localisation du spectre de L

Afin de rabattre le contour d’intégration v sur ’axe des imaginaires purs, il est né-
cessaire de montrer qu’il n’y a pas d’éléments du spectre de —L de partie réelle postive
hormis 0 :

Proposition 3.5.7. Soit A € o(—L). Alors A =0 ou Re(\) < 0.

Démonstration. On considére A tel que Re(A\) > 0 ou A € iR* et on veut montrer que
A € p(—L), c’est a dire que si f € BUC(R), alors il existe une unique solution bornée u
de —Lu — A\u = f, autrement dit de

—u" =2 ' + a(z)u + \u = —f.
L’écriture vectorielle, en posant U = (u, u’), est alors

U' = A(z)U + F,

i (ly 4) o ro=(9)

On note p11(A) et pa(A) les exposants de Floquet. D’aprés le lemme 3.5.2, on sait qu’il est
suffisant de montrer que les Re(u1(\)) sont de signes opposés, puisqu’alors, si Re(p1(A)) >
0, 'unique solution est donnée par la formule

avec

u(A x) = Ul()\,x)/ b U;(E:(gy)) Us(\, y)ePVdy + Us(\, x) /_x U;(E:(gy)) U (A, y)ePvdy.

Le point important pour cela est de montrer que Rey;(\) ne s’annule pas quand dans
’ensemble des A # 0 tels que Re(A\) > 0. Supposons par I'absurde qu'il existe A tel que
p1(X) soit de partie réelle nulle. Alors la fonction Uy (X, z) = vy (A, z)e” M7 est bornée et
vérifie I’équation

Lu+ Au=0.
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Nous allons voir que ceci est impossible a cause de I'existence de ¥, > 0 solution de
Ly, = 0. On suppose dans la suite que ReU; (A, ) # 0; on remplace sinon U; par iU;.
L’idée est de considérer le probléme de Cauchy

v+ Lv=0,
v(0,z) = ReU; (A, x).

La solution de cette équation est v(t,7) = Re(eMU; (A, x)). Puisque U (), z) est bornée
et 1y, > 0 il existe C' > 0 tel que

—CQ/J)\C S %6[]1(5\,1‘) S CQ/J)\C.

On traite ensuite les deux cas el > 0 et Rel = 0 séparément.
(i) Le cas ReX > 0. D’aprés le principe du maximum, on en déduit que

vVt >0, —Ciy, < Re(eMUL(N z)) < Cihy,.

Puisque Rel > 0, on obtient une contradiction en passant a la limite ¢ — +o0.
(ii) Le cas ReA = 0. On pose A\ = io avec 0 # 0. On suppose, quitte a remplacer
Ui(A, z) par —U;(\, ), que

Qo := inf{q > 0, ReU, (A, -) < qn,} > 0.

On distingue & nouveau deux cas

(o) Tl existe zq tel que RelU; (N, x0) = qots, (70). D’aprés le principe du maximum, on
a alors pour t > 0, Re(e U, (X, 20)) < qotba, (70). Le principe du maximum fort impose
que soit l'inégalité est stricte, soit les deux fonctions Re(e?tU; (A, x)) et gotby, (7) sont
égales. En prenant ¢ty = 27w /0, on a bien ’égalité au point (o, ), donc finalement

Re(e'UL (N, x)) = qoto, (7).

En notant U; = u + v, on a d’une part
Re (e Uy (N, x)) = Re((u + iv)(cos(ot) + isin(ot)) = ucos(at) — vsin(ot).

D’autre part, on a 1’égalité en t = 0

Re(Uy(\, x)) = u = qoba, ().
On en déduit que pour tout ¢ > 0, on a

ucos(ot) — vsin(ot) = u,

clest a dire cos(at) — 1 sin(ot)

U =0
t t

En passant a la limite ¢ — 0, on obtient cv =0 d’ot v = u = 0, c’est a dire U; = 0, ce
qui est absurde.

(B) 1l existe x,, — +oo tel que ReU; (N, 7,) — qotba, (7,) — 0 quand n — +o0. On se
raméne au premier cas par le procédé suivant. On regarde le probléme de Cauchy

{ vt — ol = 2200 + a,(z)o™ = 0,

v"™(0, z) = Reu,(x),
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avec a,(v) = a(r+m,) et u,(v) = Ui (\, v+z,). La solution est v™(t, x) = Re(e Mu,(1)).
La suite de fonctions a,, étant bornée dans C*, on peut en extraire par Ascoli et le procédé
d’extraction diagonale une sous suite convergeant uniformément sur tout compact. On
note a., la limite qui est 1-périodique. On procéde de méme pour wu,(z) qui converge
VIS Uso () et ¥y, (z+x,) qui converge vers ¥, (x). Par régularité parabolique, on extrait
ensuite de v™ une sous suite qui converge localement dans C'? vers la solution v de
I’équation
Vp — Vg — 20Uz + aoo(T)v = 0,
{ v(0, ) = Reuoo (),

qui est v(t,z) = Re(e Muy(z)). De plus, puisque RelU;(\, z,) — qor.(z,) — 0, on
obtient que Reto(0) = Go1oo(0). On est donc ramené au cas ().

Montrons pour conclure que les Rep; () sont de signes opposés. Pour |\g| assez petit,
on sait que Repuq(Ng) et Repa(Ao) sont de signes opposés d’aprés le lemme 3.5.5. On
fixe Repq(Ng) > 0. Supposons ensuite par I'absurde qu’il existe A; tel que les deux
multiplicateurs soient de partie réelle strictement négative. On note encore \; le nombre
complexe de plus petit module qui vérifie cette propriété. Puisque 1 (A) + pu2(A) = =2,
les fonctions Repq(N) et Repa(A) ne se croisent pas sur le segment [\, A;] donc sont
réguliéres. La fonction Repy (A) doit donc s’annuler sur [Ag, A1], ce qui est absurde d’aprés
le raisonnement précédent. O

3.5.5 Approximation de u(\, z) au voisinage de A =0
Formule intégrale de u pour )\ proche de 0
Pour A # 0, Re(A\) > 0, I'équation non homogéne (3.27)
—u" =2 " + a(x)u + Au = wy

posséde une unique solution bornée qui est donnée d’aprés le lemme 3.5.2 par une formule
intégrale faisant intervenir la base (U, Us) de solutions de 1’équation homogéne. Pour
A proche de 0, on souhaite écrire cette solution bornée en fonction de la nouvelle base

(uly Ug) .
D’aprés la preuve du lemme , on sait que u; s’écrit sous la forme

ur(\, ) = ar(NUL (N, ) = ag (Mo (\, x)err VT,

ce qui veut dire que
lui(\, )| = [ar (V)vr (A, @) Rt e,

De méme, puisque Reps = —2X. — Repy < 0, on a
[us (X, )| = Jaz(A)vz (A, @) "=,
On remarque ensuite que le wronskien de (u1(A, z), us(A, z)) est égal
Wi(z) = —e 2,

c’est & dire que pour cette base, by(z) = 1. En effet, puisque d’aprés la relation (3.38)

6—2)\cy

+oo0
us(\, ) = ul()\,x)/ m

dy,
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on a bien la relation

W)\(l') = ul()‘ax)ué()‘ax) —UQ()\,l')Ull()\,l')
\ ( 'O )/+OO 6—2)\cy J e—2>\ca: )
= wmAx) | u (A +
1( ) 1( T ’u%(A,y) Y Ul()\,l')

+oo
—uy (A, x)ur (A, x) / 5

—2Acx

= —e

En reprenant la preuve du lemme 3.5.2, les éléments précédant permettent de montrer
le résultat suivant

Proposition 3.5.8. Soit wy € BUC(R). Pour X proche de 0, A # 0 et Re(\) > 0, il
existe une unique solution bornée de ’équation différentielle (3.27) donnée par la relation

xT

u(A, x) :ul()\,x)/ Oou2()\,y)wo(y)emcydy—i—m(/\,x)/ ur(\, y)wo(y)e* Ydy. (3.39)

—0o0

Approximation de u pour \ proche de 0

Si on remplace uy en fonction de wuq

+00 6—2)\cy
() =mo) [ Ly
T 1\

dans la relation (3.39), on obtient I'expression suivante de u :

o —woa ([T [ [T)

Pour A\ proche de 0, puisque

O(y)e”‘C(y_Z)dzdy. (3.40)

ur (A, z) = ¥y (z) exp (/ </\5w1 — N6w, + O()\g))) ,
0
on peut approcher u; par son expression tronquée
Uy tg(A, ) = Py () exp (/ (Aowy — )\25w2)> . (3.41)
0

afin d’obtenir ’expression tronquée de u

+o0 +o0
Utg (A, ) = uq44(N, ) (/ / / / ) Ut g (A )wo(y)eQ’\c(y_z)dzdy.
—o0 Jz=T ul tq )

(3.42)
On obtient ainsi I’approximation suivante de w :

u (A, ) = Py (x)exp (/ (Adw; — A2dwy) ) </+oo /+OO /_OO/Z ) :/2 3;

Yy
exp (/ (Adw; — A2dwy) — 2/ (Aowy — A (5w2)) wo(y)e?¥ =2 dzdy,
0 0
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soit

“+00 “+00 “+00
th()\ x w}\c (/ / / / > w0¢ %\c)( )67,\A+>\23€2,\C(y7z)dzdy,
—00 )\C

(3.43)
ou les fonctions A(z,y, z) et B(x,y, z) sont définies par

A(z,y, z /5w1+/5w1, B(z,y, z) /5102—1—/5102

Comme nous ’avons remarqué dans le cas homogene, la fonction w — uy,(iw, x), ot

+o0 +o0 +o0
th(lw ZL‘ @Z)AC (/ / / / ) de) ¢k3( ) —zwA—wQBe2)\c(y—z)dzdy’
—00 /\C

n’est pas a priori intégrable au voisinage de w = 0 : le cas 1), = dw; = dwy = 1 raméne
a la situation du milieu homogéne et donne une explosion en % au voisinage de w = 0.
Puisque 0 < my < ¢y, < My, les fonctions dw; vérifient le méme type d’estimations

Alinsi,
mi (22 —y —x) < A(w,y,2) < Mi(22 —y — ),
my(2z —y — ) < B(x,y,2) < My(22z —y — ).
On retrouve ainsi les estimations suivantes

Lemme 3.5.9. La fonction w — w?uy,(iw, ) est L*(R).

Démonstration. Puisque wy est bornée, on a

+oo +oo T +oo )
|y (iw, z)| < Cw?® (/ / +/ / ) e2AeW=2) pmmiw” Q2=y=2) g Jyy.
y=z Jz=y y=—00 J z=x

Le membre de droite est L' en w d’aprés les calculs du cas homogéne. O
Lemme 3.5.10. L application w — - (w?uy,(iw, z)) € L*([6,+00)), avec § > 0.

Démonstration. On a tout d’abord,

Wity (iw, 1)

Alinsi,

d
dw

+o0 +o0 +o0 ) )
+w?y, () (/ / / / ) 2)‘C(y’z)(—z’A—2wB)e’“"A"" Be2Aey=2) 2 dy.

— (wWPugy (iw, 7)) = 2wy, (iw, )
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La fonction w?uy,(iw, ) est intégrable, on regarde lautre terme. Notons qu'il existe
m > 0et M > 0 tels que

m(2z—y—x) S A(:c,y,z),B(x,y,z) S M(QZ—y—.’L’),

d’ou
| —1A—2wB| < A+2wB < M(1+2w)(2z —y — x).

On a ainsi

“+00 “+00 x “+00
' (/ / +/ / > wo(y)e ) (—id — wB)e AT dzdy
“+00 jroo 5
< C(142w) (/ / / / ) e(y=2) (2z—y—z)e ™ (2z=y=2) 22 (V=2) ]2 .

On est ramené ainsi a la méme estimation que dans le cas homogéne (cf lemme 3.3.4). O
1

Lemme 3.5.11. On a |u(\, z) — uy(A, )] = O (W)

Démonstration. Notons tout d’abord que

U (A, ) = g 4q(A, z)elo O,
ou N
U11g(A, ) = Yy, () exp (/ (Nowy — )\25w2)) :
On obtient ainsi I’égalité O

u(A, ) — ugg (A, )

=y, (z (// //) f'zy O3 +[Z0N3) _ 1) wo(y)%ew\c(y—z)dzdy
oo () o g

avec
A(z,y, z /5w1+/ owy, B(z,y,2) /5102—1—/ dws.

Notons que puisque

0< A< A(z,y, 2) B(z,y, 2)

< B,
T T 2z—y—x 22 —y—x

I'inégalité pour a,b € R A A
|ea+zb . 1| < C(e|a+zb| i 1)

permet d’avoir ’estimation

[u(A, ) — ugg (A, )|

<C (// //) cw (2z—y—z) 1) e—A?ReAeB((S?eA)2—(%mk)2)e2)\c(y—z)dzdy
<C (// + //) €C|/\\3(2zfyfz) . 1) eféﬁée/\@zfyfz)eﬁ(%ex\ﬂ(2zfyfz)efﬁ(gm)\y@zfyfz)dzdy.
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En considérant la

“+00 “+o00 x +00
F(O‘) = (/ / _|_/ / > 62)\c(y—z)e—a(2z—y—m)dzdy
y=z Jz=y y=—o0 Jz=x

[u(A, ) = ug(A, )| < C(F(01) — F(02)),

de sorte que

avec B
o1 = AReX — BRe*\ + BIm*\ — O\,
oy i = AReX — BRe*\ + BSm? )\,
on conclut comme dans le cas homogéne (cf lemme 3.3.5). O

3.5.6 Déformation du contour

Rappelons que 1'objectif est d’étudier les propriétés en temps grand du shift qui est
donné par la formule

1
w(t,xr) = P /et’\u()\,x)d)\.

Z7'('7

Pour cela, nous cherchons a expliciter cette intégrale. L’idée est de déformer le contour
v en Paxe iR et remplacer u(\, x) par son terme dominant u,, au voisinage de A = 0.
L’intérét est que l'intégrale

1
w(t,x) = —/ e ugg (N, 2)d\
iR

2

posséde une expression plus explicite que nous étudierons. Cependant, nous avons vu
que uy (A, z) n'est pas intégrable au voisinage de A = 0. Pour remédier a ceci, nous
appliquerons cette procédure sur la dérivée seconde en temps

1
wy(t,x) = % /)\Qe“‘u()\,x)d}\,
0l

le gain du A? nous permettant de travailler avec la fonction w?uy,(iw, ) intégrable.

Déformation du contour.

Puisque la fonction A — A2eu(\, x) est holomorphe sur 'ouvert p(—L) et qu’il n’y
a pas de spectre de —L dans le demi-plan ReX > 0 a I'exception de A = 0 la théoréme
de Cauchy dit que pour tout € > 0, on a

1
wy(t,x) = oy /%s Meu(\, x)d\,
ou le chemin ;. défini par (cf figure )

Yse := Dy U [—id, —ie] U C. U [ig, 6] U D,

avec
Dy ={—id +t(-1—mi),t >0}, DF ={id +t(—1+mi),t > 0},
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F1G. 3.5 — Contour d’intégration ;.

C. ={ee”, —m/2 <0 <72}

est homotope au chemin v dans p(—L). La quantité m > 0 est telle que ce chemin
contourne bien le spectre et € est amené a tendre vers 0.

On note alors 75 := [—id, —ie] U C. U [ig, id], de telle sorte que

1 1
wy(t, z) = —/ MePu(\, 2)d\ + — e u(\, x)d.
2im J5,. 2im Jpsupy
On note alors 7, :=] — ioco, —ie] U C. U [ig, ioco|, de sorte que
1 2 tA 1 2 tA
wy(t,z) = 5 | A Mg (N, z)d\ + 5 | Ae M (U — ugg) (A, x)dA
Yé,e Yé,e
1
+-— Neu(\, x)dA

21T = pt
Dy uD;
On décompose finalement wy; sous la forme

1 1

wy(t, ) = Dy /% NPy, (N, w)d + %ir - N (u — ugy) (N, 7)dA
1 1

- NePu (N, 2)d\ + — Neu(\, x)d), (3.44)

20T J) oo, —is)Uis,ic0] T JpyuD}

cette égalité étant vraie pour tout € > 0.

Passage a la limite ¢ — 0

Il s’agit ensuite de passer a la limite ¢ — 0. Pour le deuxiéme terme de (3.44), on a

1 1 i
— N (u — u) (N, 2)dN  —— — A2e (U — ugg) (N, ) dA

207 Fs.e e—0 207 —is

-1 9
= — [ W (u— uy)(iw, z)dw
27 )
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En effet,
/ N (U — ugy) (N, 2)d\ — / MNe (u — ugy) (N, 7)d\
aé,s [_i67i6]

= / N (U — ugy) (N, 7)d\ — / NP u(N, z)d),

- [—ie,e]

et les deux derniéres intégrales tendent vers 0 quand € — 0 car on intégre la fonction
bornée A%(u — uy,) (A, x) sur des chemins C. et [—ig, ic] dont la longueur tend vers 0.
Pour le premier terme de (3.44), on peut passer a la limite ¢ — 0 grace au terme \?

Lemme 3.5.12. Nous avons

1 —1 ,
/ NePu, (N, 2)d\, — —/w2ewfutq(iw,x)dw.
Ve R

2w e—0 27

Démonstration. Rappelons que

-1 . 1
f(t,z) = /R\[ ]wQe“’tutq(iw,x)d/\ +— [ N2ePug (N z)dA.

2m 1T Je.

Puisque A — A2e"uy, (A, z) est continue au voisinage de A = 0, quand € — 0,

/ MePu, (N, 2)d\ — 0.

€

De la méme facon,

€

/w2emutq(iw,x)d)\ —/ w2emutq(iw,x)d)\' = '/ w?e™ iy, (iw, )dA| — 0.
R R\[—¢,¢]

—&

U
En passant a la limite ¢ — dans (3.44), on a ainsi
1 2wt : 1 ’ iwt, 2 :
wy(t,r) = —— [ we™ uy(iv, 2)dw — — | e“'w(u — wy)(iw, z)dw
2 R 2 -5
1 - 1
+ w?e™tuy, (iw, 7)dw + —— NePu(\, x)d\. (3.45)
27 1 oo,—5)Ul5,00] T Jpyup;t

Estimation des termes

Estimons d’abord le quatriéme terme de (3.45)

Lemme 3.5.13. On a

/ NePu(N, z)dA
Dy uDf
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Démonstration. Puisque L est sectoriel, il existe M > 0 et w > 0 tels que

M
A=l

1A+ L) < <M

On en déduit que puisque wy est bornée |(A + L) twy(x)| < M’. Considérons I'intégrale
sur le chemin D = {id + s(—1 + mi), s > 0}, I'autre se traitant de la méme fagon. En
effectuant le changement de variable A = i) 4+ s(—1 + mz), on a alors

!/

1 e 2 2y ,—t ¢
<C (m+0)*+2(m+9)s+s)e SdSST,
0

— / N2 + L) wo(z)dA
D

2w

d’ou le résultat. O

L’étude de la deuxiéme et de la troisiéme intégrale de (3.45) se fait par intégration
par parties comme dans le cas homogéne (cf lemme 3.3.8)

-of)
t

1 1

_/ )\2€t)\utq()‘ax>d)" =0 (_)

20T J]ioo,—is)Ufis,ico| t

La premiére intégrale de (3.45) est plus difficile a estimer. Nous commengons par
I’expliciter grace & une inversion de Fourier

Lemme 3.5.14. On a

1 /0
ﬂ/ e w? (u — ugy) (iw, ) dw

Lemme 3.5.15. On a

1
- g/wzemutq(iw,x)dw

t—A(w,y,2))?

+oo +oo *(4317312
L) () e
—oo0 Jz w,\c dt? QB(ZL‘,y,Z)
(3.46)
Az, y, 2 /5w1+/ owr, Bxy,z):/5w2+/ Ows.
x y

Démonstration. Nous cherchons & estimer

avec

2

—1
ft,x) = —/RwQe“’tutq(zw x)dw,

avec

u ( o oe +<>o @Z)Xc( ) —iwA(x,y,2)—w? B(x,y,2) 2)\c(y*2)d d
tq(lw, ) = Py (2) w e D e zdy.
y=x Y=—00 J 2= >\c
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Nous considérons seulement par la suite la premiére intégrale

+oo +oo
w}\c / / w0¢ wx\c ) —zwA(a:,y,z)—wQB(x,y,z) 62)\c(y—z) dZdy,
/\c

I’autre se traitant de maniére identique. L’idée est de faire apparaitre une transformée
de Fourier inverse. Pour cela, nous avons besoin d’intervertir 'intégration en w et 'inté-
gration en (y, z) a I'aide du théoréme de Fubini. Ceci est possible car la fonction

W — w261wt6—zwA(x,y z)—w B(m,y,z)eZXC(y—z)

est L' en (w, y, 2) d’apres les remarques précédentes. On peut alors permuter les intégrales
pour obtenir

7va\c /+Oo/+oo ¢>\c —zwA(x,y,z)—w2B(x,y,z)dw 62)\c(y—z)dzdy
w;w vV 27T .

Entre parenthése on a fait apparaitre une transformée de Fourier inverse connue, puisque,
avec la convention Fg(w) W Jee ' g(t)dw, on a

67% b d? e “2?2 9 —iaw—bw?
F w)=e " F - w) = —w e T
Vi )@ i v )@

On obtient ainsi le résultat annoncé. O

On pose alors par la suite

t—A(x,y,2))?

0o 0o 00 _(43357%
Wi(t,x) = (/ + / + / / + )wo ey
27T —00 ¢AC ) QB(‘I’ Y, 2)
(3.47)
A(z,y, z / 5w1—|—/ owy, B(z,y,z / 5w2—|—/ dws.

La conclusion de cette section est que

ol

Wﬁwpﬂm@@+o(9,

Dans la section suivante, nous étudions la fonction W et montrons en particulier que

Wy =0 (1),

t

3.5.7 Le terme dominant du shift

Nous étudions dans cette section le terme W défini par (3.47). Nous I’écrivons par la
suite sous la forme
Wi(t,x) = Wi(t,x) + Wa(t, x),
avec

(t—A(z,y,2))?

+00 +oo T AdB(zy.2)
Wi(t, ) %C / / woly %C v e 22 dzdy (3.48)
w)\c 28(1‘, Y, Z)
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et
_ P (y) e TEDT
Wa(t, x) 2% / / )‘c e W=2) d 2 dy (3.49)
V27 oo 2= Qﬁ)\c 2B(z,y, 2)

Nous allons voir que ces deux intégrales donnent des comportements différents en temps
grand. Le premier terme W, est borné, tandis que le second W5 décroit exponentiellement
vite en temps.

Etude du terme ;.

Pour étudier Wi, on effectue le changement de variables 2/ = z —y,y' = y — x. On
obtient alors

_(t—A(x,y.2))?

+00 +OO 4B(z,y,z)
Ciane 2B(r,y, )

avec

- r+y+z r+y+z - T+y+z r+y+z
A(:c,y,z):/ (5w1+/ owr, B(x,y,z):/ 5w2+/ ows.

+y +y

On effectue ensuite le second changement de variables
- rt+y+z z+y+z
Y =y, Z:A(x,y,z):/ (5w1+/ ows.
x T+y

Le changement de variables est différent du cas Y, = 1 car ici A nest pas croissant en
y mais il 'est encore par rapport a z. Si F' désigne une primitive de dw;, on a alors
Alx,y,z) =2F(x +y+z2) — F(z) — F(z +y). On pose ainsi

Z=2Fx+y+z) —F(zx)— F(z+vy),

z=F"! (%(Z—I—F(w)—FF(:E-i—y))) —x—y.
De plus,

dz 1 1
dZ ~ 26w (FYZ/2+ (F(z) + F(z +9))/2)) 20w (z+y+2)

On a ainsi

e 2
+o0 —9.z 2{ _%(i—ZZ)
Wit z) = 2 / / wlT Tyl ty) e LY T gyaz.
V21 Awwo) Ui(lr+y+Z) 20w(z+y+2)\2B VZ
On note ensuite ¢(z,y, z) = % qui est minoré et majoré. En inversant la relation

Z = A(z,y,0) = F(z+y) — F(z) en y = F~Y(Z + F(x)) — , Fubini permet d’écrire W,
sous la forme suivante

~ t—2)2
—C mayvz)%

+oo e (
Wi(t, z) =/ Vi(e, 2)———=——
0

dz,
VZ
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avec
‘/1(1‘7 Z) =
() / FRHZAF@)=2 0 (2 + )y, (1 4 y) e @T) el T G (ZHF @)+ (@4y))) -
2V Jo Vi (r+y+2) 20wy (x +y + 2) '

De plus (en se restreignant a des compacts en temps), on peut dériver sous le signe
intégral. On a ainsi

+00 efE(x,y,Z)%
AW (1, ) — / &y, 2)Vilw, 2)(Z = ) ——dZ,
et
400 1. I 9 e_E(QC’y?Z)%
owi(ta) = [ e 2t 2) (52 -0 - 2) S az

Les estimations sur W et ses dérivées découlent du résultat suivant
Lemme 3.5.16. La fonction Vi(x,Z) est bornée.

Démonstration. Puisque wy, ¥, dw; et ¢ sont des fonctions bornées, on a
F~YZ+F(z))—z )
Vi(z,Z) < C/ 62)\c(m+y)6—2)\CF_1(5(Z+F(ac)+F(ac+y)))dy'
0

Le point important est que dw; est 1-périodique. L’idée est alors de 1’écrire sous la forme
dwq(x) = M + e(x), sa moyenne plus une fonction périodique de moyenne nulle. Ainsi,
F(x) = Mz + g(z), avec g bornée. En inversant, on obtient que F'~! s’écrit sous la forme
F~!(y) = & + h(y), avec h bornée. En effet, si on pose

alors on a

yzF(%ﬂLh(y)) ZM(iﬂLh(y))Jrg(iﬂLh(y)) =y+Mh(y)+g(i+h(y)>-

Alinsi,

et est donc bornée.
Revenons a I'intégrale. Notons que
FY Z+F@)—-2 = FYZ+Mz+gx)—x

_ %(z + Mz + g(2)) + MZ + Mz + g(x)) —

Z
= M—FH(.%',Z),
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avec H bornée. De la méme facon, on a

o (%(Z + F(2)+ Fz + y))>
=F! (g

+
:F1<

1 (z
M\ 2

—_

(M + g(x)) + 2(M(z +y) + glo + y>>)

N[N o) =
[\
—_

# Mz 4+ 300+ glo )

# M+ G+ 0+ glo+0))

+h<§+A@w4¥y+%@@y+mx+w0.

Au final,

F! (%(Z+F(x)+F(x+y))) = %—I—x—l—%—f—G(w,y,Z),

avec GG bornée. Ainsi,

62)‘0(73+y)6_2>\CF_1(%(Z+F(m)+F(m+y))) — ekcye—)\cZ/Me—%cG(l‘,y,Z) S C’eAcye_)\cZ/M.

Au final,
Z/M+H (x,7)
Vi(z,Z) < o2 / vy,
0
d’ou
Vi(z,2) < Ce—AcZ/M(eAc(Z/M+H(m,Z)) —1)= C(e)\cH(m,Z) _ e—/\cZ/M> < C(e)\cH(a:,Z)>.
On en déduit que V; est bornée. O

Corollaire 3.5.17. La fonction Wy est bornée. De plus, quand t — 400,

@Wﬁwﬂ:0<%) d\@Wﬁwﬂ:O<D.

Démonstration. Puisque V) est bornée et ¢ > m > 0, on a

(t—2)*
+oo Ly

W(t,z)| < C S——
Wil <o [

La fonction Wi est ainsi bornée grace a l'estimation (3.17). Pour les dérivées, on utilise
les estimations (3.18) et (3.19). O
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Etude du terme W;.

Pour W, on effectue le changement de variables 2/ =z —z, ¢/ =y — z :

_ (t—A(xy.2))?

+OO 4B(x,y,z)
WQ( l’ %\c / / ZL‘ +y @Z))\c(l' + y) — 62’\C(y_z)dydz,
REE 9By, 2)

_ Ttz Ttz o x4z T+z
A(l’,y,Z) = / 5w1 +/ (511)1, B(xvyaz) = / 5w2 +/ 5w2.
x Tty z x4y

On effectue ensuite le changement de variables

T+z T+z
Y =y, Z:X(x,y,z):/ 5w1+/ owy.
x T+y

avec

Si F désigne une primitive de dwy, on a alors A(z,y, 2) = 2F(z + 2) — F(x) — F(x +vy).
On pose alors
Z=2F(x+z2)—F(z)— F(z+vy),

s = 1 (%(Z + F(z) + F(z + y))) -

De plus,
dz 1 1
iZ " Bu(F 22+ F@) + Fla+9)/2)  2wna+2)’
On a ainsi
Wa(t, x %c / /+Oo (z+ (e +y) b2 T e m"F B 7 Lz
Y3, (z + 2) 2wy (z+2)\ 2B VZ

(2,9,2)

On note ensuite ¢(x,y, z) = %(z 2 qui est minoré et majoré. Fubini permet alors d’écrire

W sous la forme

_ t—2)2
—C ma:’/?Z)( 42)

+o0 e~
Wg(t,x):/o Vg(x,Z)T

dz,

/0 wo(x + y)a.(x +y) e2Ae(@4y) =20 FL (3 (Z4+F(2)+F(a-+y)) \/édy
YF(x)-2)~=

P2 (x + 2) 20wy (z + 2)

Dérivons W5 en temps, on obtient

+o0 e c@.2) “Z?Q
O Ws(t, x) :/ &(x,y, 2)Vi(z, 2)(Z — t)TdZ’
0
et
+o<>1 c e C(Iyz)(t 2)?
Quat.) = [ Seley 2Vile,2) (52— 08 - 2) "z
0

n imer Wy Arivé n in du résu uivan
Afin d’estimer W5 et ses dérivées, on a besoin du résultat suivant
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Lemme 3.5.18. [l existe C,a > 0 tels que |Va(x, Z)| < Ce 2.

Démonstration. Puisque wy, ¥y, dw; et ¢ sont des fonctions bornées, on a

0
Vg(x, Z) < C/ ezAc(ery)672)\ch1(%(Z+F(z)+F(z+y)))dy.
F-Y(F(z)-2)—x

On reprend les mémes notations que pour V;. On obtient cette fois que

FYF(x)-2)—x=2Z/M+ H(x,7),
4 (1 A
F §(Z+F(x)+F(x+y)) =m+x+y/2+G(x,y,Z),
avec H et G bornée. On a ainsi

Ae(0) =2AF (F(ZHF@+F@+y) < Cphevp=AeZ/M.

Au final,
0
Va(z, Z) < Ce_ACZ/M/ e*vdy,
~Z/M+H(x,2)
d’ou
Va(z, Z) < Qe ZIM(1 — e AZ/MAH@2)) < o2/,

Corollaire 3.5.19. Il existe C,a > 0 tels que pour t — 400,
|W2(t> ZL’)|, |atW2(t> ZL’)|, |attW2(t’ :L‘)| = O(eiat)'

Démonstration. D’aprés ’estimation précédente, et le fait que ¢ > m > 0, on a

(t—2)2
4z

+o0 —
Ws(t, SC/ efazeidZ.
‘ 2( )| o \/E

L’estimation (3.20) permet alors de conlure sur Ws. Pour les dérivées, on utilise les
estimations (3.21) et (3.22). O

3.5.8 Comportement des dérivées du shift en temps grand

Nous pouvons maintenant démontrer le point (i) du théoréme 3.1.2 qui nous dit que

quand t — 400,
1

10t loos 0t oo = O (%) .

1) La dérivée temporelle. Les deux sections précédentes nous disent au final que

lwu(t, z)| = O (%) :

Puisque w est bornée, on en déduit que

0 =0 ().
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Pour montrer cela, il suffit d’écrire un développement de Taylor a I'ordre deux en ¢ :
t
w(t + vVt z) = w(t,z) +w'(t,z)Vt +w"(r, x)a, T E [t t+ V1.
Alinsi,

w(t + V1, z) —w(t,x)
Vi

IS

w'(t,x) = — (7, 2)

On en déduit que

Vit
w'(t,x)] < 7 sup. \w( o)+ 5 sup |w'(,z)|.
[t,t [t,t+V1]

Finalement, |w'(t,z)| < C/+/t.

2) La dérivée spatiale. On considére ensuite

w(t, )
z(t,z) =
TN
solution de I'équation
Us (33))
2t — Zpw — 2| Ae + == | 2, = 0.
t ( Ua ()

La conclusion précédente nous dit que

5t ) = O (%)

(el =0 ().

On écrit pour cela I’équation d’abord sous la forme

On a alors

Zew + a(T) 2z = 2,

avec a(x) = 2 ( Z)‘C Exi) fonction 1-périodique, puis
A (2
d
d_(zzeA(:v)) =A@y,
x

avec A(z) = [ a(y)dy une primitive de a(x). Ainsi,

(b ) = (zx@, 0+ [, y)dy) )
0

Notons que

P ()
0 Un(y)

dy =Iny, (1) —Iny (0) = 0,
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[T ()
d7 C
o )

dy est bornée en z. Il existe donc M > 0 tel que
20 — M < A(z) < 2A.z + M.
Puisque z, est bornée par les estimations paraboliques, quand x — —o0

(60 + [ AWzt )y — o
0

0
Ainsi, 2,(t,0) = / AWz, (t,y)dy et donc

—00

—00

(o) < ( | eA<y>dy) < &

aatya) = ( / A0 1, y)dy) oA

On en déduit que

3.6 Stabilité des ondes pulsatoires

Nous terminons ce chapitre en démontrant les résultats de stabilité des ondes pulsa-
toires.

Démonstration du théoréeme 3.1.3. On procéde en deux étapes. On montre d’abord la
convergence simple sur R et uniforme sur tout ensemble de la forme | — 0o, & puis la
convergence uniforme en 4+o0o0. Dans toute la suite, nous poserons

5(757 5) = |a(ta g) - ac(ta §)|

Etape 1 : la convergence uniforme en —oo. On établit tout d’abord comme dans la
section 3.4 I'inéquation
,17,5 —,7755 +C,17§ - g(f - Ct)fﬁg 0.

On pose ensuite v(t,&) = px,4o(t, )Z(L, §), avec

Pacts(t, &) = eXTy L 5(€ —ct),

et 0 choisi assez petit tel que
gs == c(Ae+9) — k(A + ) > 0.
On a l'inéquation suivante sur z :
o Oepris) -
Q7 =2 — Zge + | c— 2= ) Zze + ¢5¢ < 0.
DPre+s

De plus, il existe C' > 0 tel que

v(0,¢)

0.8 =009

IN

Cel==9¢  pour & <0,
Ce ¢  pour £ >0
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En choisissant § < ¢, z(0,¢) est alors bornée et décroit de facon exponentielle en —oo.
On considére alors Z(t) = || 29| e %"de sorte que

{ QF—-2)=Qz<0,
2(0,§) = Z(0) < 0.

Le principe du maximum assure alors que z(¢,§) < Z(t) = ||Zo|| e~ %" pour tout ¢ et
¢ € R. On obtient donc

U(t,€) = pacs(t, )Z(4,€) < 0l Yarrs(€ — ct)ePe e,

Ainsi, pour tout & € R,
sup [7(t,€)| = Ofe ).
£<&o
Etape 2 : la convergence uniforme en +o0o. On a besoin d’abord de montrer que
u(t, &) converge uniformément vers 1 sur [M, +oo[. D’aprés I'étape 1, u(t, M) — 1 quand
t — 400 par I'hypothése (ii), on en déduit alors qu'’il existe k > 0 tel que uy(§) > k sur
[M, 4o00[ et u(t, M) > k. Puisque

(U —k)e = (@ —k)ee + c(t = k)e = f(§ — ct,u) >0,

le principe du maximum dit alors que wu(t,z) > k pour tout t > 0 et z > M. Ceci
implique la convergence uniforme vers 1 (cf lemme 3.3 de [58]).
On revient ensuite a la différence

6@7 f) = |77(t7 f) - ac(ta f)‘

L’idée est d’écrire cette fois une équation sur v qui tient compte de la situation en
£ — 400, c’est a dire quand u est proche de 1 et f/ (£ — ct,u) < 0. On va montrer qu’il
existe o > 0 et to tel que pour t > g, on ait pour £ € [M, +o0|

5t—5§§+05§+a5§0.
On écrit pour cela
Uy — Uge + cUe < sign(u — u.)(f(§ —ct,u) — f(§ —ct,u.)).

Supposons que u > ., alors on écrit

f(£ - Ctva) = f(£ - Ctaac) + fqi(g - Ct,ﬂc)(a - ac) + %fz/[(g - Ctaa)(a_ ac)2a

avec U. < a < u. Alors d’une part f//(§ —ct,a) < 0. D’autre part, soit € > 0 suffisamment
petit tel que f/(§ —ct,1 —¢) < —a < 0et M > 0 assez grand pour que pour { > M,
u:(0,€) > 1 — €. Alors puisque f! est décroissante en u, et u. croissante en ¢, on a pour
tout & > M,

f,(g - Ct,ﬂc(t,l’)) < f;(g —ct,1— 5) < —a <0,

u

d’ou le résultat. Dans le cas u < %, on procéde de fagon symétrique en estimant f/ (& —
ct,u(t,z)) au lieu de f! (€ — ct, u.(t, x)). Puisque u(t, z) converge uniformément vers 1, il
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existe ¢y tel que pour ¢t > g, on ait u.(t,x) > 1 — e pour x > M. L’estimation est alors
valable pour t > t,.
Pour t > ¢y, on ainsi
@—5&5+C§5+0¢5§0.

De plus 0(tg, &) est bornée et v(t, M) < Ce~ %" par I'étape 1. Considérons la fonction
B(t,z) = |[T(to, -)|| e *E1) 4+ Ce™t.
On note
Ly =70 — 655 + Cﬁg + av.
Alinsi,
Lv = (o — q5)Ce %"

On choisit alors 0 tel que g5 < a. Ceci est possible car g5 = c¢(A. + 0) — k(A + 6),
k(A.) = cAc et k est continue. On a ainsi

L(v—v)= L) — Lv >0,
(T —0)(t, M) > Ce~ %" —(t, M) > 0,
(0 = 0)(to,€) = llv(to,)llec — V(t0, §) 2 0.

Le principe du maximum donne ainsi que pour t > ty et £ > M
o(t, &) < |[o(to, ~)Hooe*a(t*t°) + Ce™ %1,

On a ainsi la convergence uniforme de v vers 0 sur [M, +oo[, exponentielle en ¢. Ceci
conclut la preuve de la proposition. O

Démonstration du théoréeme 3.1.4. On procéde en deux étapes. On montre d’abord la
convergence simple sur R et uniforme sur tout ensemble de la forme | — 0o, & puis la
convergence uniforme en 4+o00. Nous considérons comme précédemment

5(t7 f) = ‘ﬁ(t, f) - ac(ta f)‘

Etape 1 : la convergence uniforme en —oo. On établit tout d’abord comme dans la
section 3.4 I'inéquation
Uy —71755 —|—C”17£ - C(f — Ct)ﬁg 0.

L’idée est de se ramener a I’équation linéaire étudiée dans la section 3.5. Le changement
de variables z(t, &) = e *¢0(t, £) donne I'inéquation

2 — 555 + (C - 2)\(:)25 + a(§ - ct)? <0,

avec a(x) = cA, — A2 — ((z) et Zy = Wy est a support compact. Ainsi, par le principe du
maximum, z(¢, &) < w(t, &) o w(t, &) est la solution du probléme de Cauchy

{ @t — 1’1755 + (C — 2)\0)21’7§ + a(S - Ct){lj = O,

En posant w(t,z) = w(t, z + ct), on obtient la solution w(¢,z) du probléme de Cauchy

Wy — Wap — 2\ W, + a(x)w = 0,
w(0, x) = Zo(z).
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On est ainsi ramené a étudier ’équation de la section 3.5. La différence majeure est que
la donnée initiale w, est maintenant & support compact au lieu de bornée comme dans la
section précédente. Cette différence va nous permettre d’établir tout d’abord 1’équivalent
en temps grand

w(t, ) = Wi(t, ) + O (%) ,

oit Wy est définit en (3.48), puis que ||[Wi(t,-)|le = O(t71/2).
Pour étudier le comportement en temps grand de w, nous raisonnons directement sur

la formule .
w(t,r) = e Twy(z) = — /et’\(z\l + L) wo(x)dA. (3.50)
v

20T

Le fait que wq soit a support compact permet ici d’utiliser I’approche de la section 3.5
directement sur w au lieu de
1
wy(t, ) = / M2 + L) Mwg(z)d.

227‘(‘ -

La raison est la suivante : la transformée de Laplace

+o0
u(A, z) = / e Pw(t, z)dt
0

ainsi que son approximation wu;, sont alors bornés au voisinage de A = 0 et n’ont plus de
singularités. Regardons le cas de uy,(iw, x) au voisinage de w = 0; rappelons pour cela
que nous avons |’estimation

T +oo
[ug, (iw, )| < C (/ / / / ) ,wo(y)efmwQ(szy*x)€2Ac(yfz)dzdy.
Yy z Yy=—00 J z2=T

C’est la premiére intégrale qui pose probléme : le changement de variables 2/ = z—y, 9y’ =
y — x la transforme ici en

+oo “+o0o 1 “+o0o
fmwad 72()\c+mw2)zd < / d
| by [ I el R
C
<
= 2+ 2mw?
Ces propriétés permettent de déformer le contour dans la formule (3.50) en procédant

en deux temps comme dans la section précédente : on déforme tout d’abord le contour
de sorte que pour tout € > 0, on ait comme dans (3.44)

(s

1 1
w(t,r) = 2—/ Mgy (N, 2)d\ + %[ e (u — ugg) (N, ) dA
Ve Yé,e

1 1
- e gy (N, 2)dN + —— e u(\, x)d\. (3.51)

207 ]—i00,—id]U[id,ico| 2im bs UD+

On passe ensuite a la limite € — 0 comme pour (3.45)

t:p———/ utqzwxdw——/ et (u — ugy) (iw, T)dw

Pu(\, z)d\. (3.52)

ey, (iw, r)dw + ——
Rz T 2im Jp-upy
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On conclut alors de la méme maniére : puisque les trois derniers termes sont en O(1/t),
et le premier terme est égal grace & une inversion de Fourier a

(z,y,2))?

—+00 —+00 “+00 _(439071/2
L ) S e
27T —00 77Z)>x0 ) QB(Z', Y, Z)
:L‘ Y, 2 / (511}1 +/ 6wla B :L‘ Y, 2 / (511}2 +/ (511}2,

on a l'estimation

W (t,x)

avec

w(t,x) =W(t,z)+ O (%) ,

uniforme en x. On rappelle ensuite que W = W7+ W5 ou Wi et W représentent chacune
des intégrales doubles. Puisque ||[Wa(¢,+)|ls décroit exponentiellement vite dés que wy
est bornée, on obtient bien le développement

w(t, ) = Wi(t, ) + O G) |

On est ainsi amené a étudier le comportement de

(t—A(z,y,2))>

’ 27r @/),\C 2B(z,y, 2)

quand ¢t — 4oo. Pour cela, nous I’écrivons sous la forme

+o0 o~z 2) 52"
Wit z) Z/O ‘G(%Z)sz
avec
Vi(z, Z) =
dr(a) /F”ZW”* ol + Do+ 3) eI DI BT
2\/m Vi (x+y+2) 20wy (x 4+ y + 2) '

Si nous reprenons ’étude du terme Vi(x, Z) comme dans la section précédente, nous
obtenons que

Z/M+B(x,7) Z/M+B
Vi(z, Z) < CG_ACZ/M/ wo(y +x)e*¥dy < CG_ACZ/M/ wo(y +x)e vdy,
0 0

oit B(x,Z) < B est une fonction bornée. Par la suite, nous noterons [a, b] le support de
wp. Nous avons alors

Z/M+B Z)MAB
/ woly +w)e*vdy < Jlwollos / Lo (2 + y)e ¥ dy,
0 0

IN

o]l / Vaas o)) 020153 W)y,
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Notons que si max(a — z,0) < min(b — z, Z/M + B), alors
La—opa) (9)1(0,2/M+§)(y) = 1(max(af:v,O),min(bf:v,Z/MJrF)) (y),
tandis que si max(a — x,0) > min(b — z, Z/M + B),
1(“*17b*$)(y)1(0,Z/M+§) (y) =0.
La figure 3.6 représente le domaine d’intégration dans 'intégrale

\/R 1(a7:v,bfz) (y> 1(0,Z/M+§) (y)e/\cydya

en fonction de (z,7) € R x RT.

B-x) Z=M(b—B—x) Z=Ma =M,
\x Z\ —x,b—x) (0,b—x) o
Ma Mb X

F1G. 3.6 — Domaine d’intégration en fonction de (z, Z)

On montre ainsi en particulier que pour x > a — B, on a
Vi(z,Z) < C(a,b, B)e 4/M
tandis que pour x < a — B, on a
Vi(z, Z) < C(a, b, B)e e A2/,

On en déduit que Wi(t,x) converge vers 0 exponentiellement vite quand ¢ — +oo sur
tout compact en x (le terme W; posséde les mémes propriétés que le terme Wy de la
section précédente). Afin d’obtenir une convergence uniforme, on utilise que

Vi(z, Z) < C(a,b, B)e *Fe M,

pour tout z > M(a — B — x). Puisque ¢ > m > 0, on a alors

+00 fE(z,y,Z)( )
Wl(t,flf) < 6—)\0&:/ e_lcz/MudZ
M(a—B-x) \/E

(t—2)2

+00 —-m
Az “Xez/M € 42
e e —dz.
\/]\/[(Q—E—a}) \% A

IN
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De plus, il existe C' > 0 tel que pour tout Z > 0,

on en déduit finalement qu’il existe C’ > 0 tel que
Cl

Wity )|eo < —.

Wit i

Finalement, puisque
0(t, &) < 21, €) < Mt €) = Fw(t, € — et),

on en déduit que pour tout & € R, on a

w16 - 70,1 = 0 ()

Etape 2 : la convergence uniforme en +oc. La démonstration est similaire & celle de
la proposition précédente et on reprend ici les mémes notations. On obtient que pour un
certain ty > 0, on a pour t > t,

@—5&5+C§5+0¢5§0.
La différence est que cette fois, on a o(t, M) < Ct~/2. On considére alors la sur-solution

C
T(t, x) = ||[0(ty, -)||ece @10 4+ —.
(t, z) = |[v(to, )| i
On note
LV = vy — Uge + cvg + av.

1
Ainsi, dés que t > —, on a
2a

_O(-1/2 4 at)
Lv = 4753/2 Z 07

1
On a ainsi pout ¢ > t; := max{t, 2—} et E> M
Q

L(v —v) = L(v) — Lv > 0,
@ —0)(t,M) > CtY2 —3(t,M) >0,
(v =0)(t0, &) = [[V(to, )lloo — V(to, &) = 0.

Le principe du maximum donne ainsi que pour t >ty et £ > M

~ C
0t €) < [lo(to, )llooe™™ 71 + —.
On a ainsi la convergence uniforme de v vers 0 sur [M, +oo][. Ceci conclut la preuve du

théoréme O



CHAPITRE 4

ONDES PULSATOIRES POUR LE SYSTEME DE LA
SHS AVEC TERME SOURCE MONOSTABLE

4.1 Introduction : les systémes considérés

On étudie dans ce chapitre le systéme de réaction-diffusion en dimension un suivant

{ Ty =Ty = TY7

Y, = Ty (4.1)

qui est un modéle simple de combustion de solide réactif. Il est utilisé en particulier pour
étudier les processus de synthése de matériaux par combustion auto-propagée (modéle
SHS, ’Self-propagating High-temperature Synthesis’). La fonction T'(¢, x) représente la
température et Y (¢, z) la fraction massique du réactant solide.

Nous considérons ici une distribution périodique du réactant dans la zone fraiche.
Ceci conduit aux conditions aux limites suivantes quand x — —oo :

Vt, T(t,—o0) =0 et xlimoo(Y(t,x) - Y, (x)) =0,

ou Y,(z) est une fonction 1-périodique strictement positive. Les conditions aux limites
dans la zone brilée, c’est a dire quand © — +o0, sont les suivantes. On impose d’abord
la condition Y (¢, +00) = 0, ce qui signifie que la combustion est compléte en +o0o. Nous
verrons que ceci fixe la température de fin de combustion a la valeur suivante (voir 4.3.1)

T(t,+00) = (Y)) ::/0 Y, (z)dx.

La condition au bord périodique conduit a chercher des solutions particuliéres sous la
forme d’ondes pulsatoires :

Définition 4.1.1. (Onde pulsatoire du systéme) Une onde pulsatoire (T'(t,x),Y (t,))
solution de (4.1) dont la fonction Y posséde une distribution périodique Y, en —oo, est

une solution classique, c’est a dire de classe C1?(R?), définie pour tout t,x € R, telle

qu’il existe ¢ # 0 pour lequel

1 1
Vi,e e R,, T+ —,z)=T(t,x+1), Y{t+—,z)=Y(t,z+1),
c c
et telle que pour tout t € R,
T(t,—o00) =0, T(t, +o0)=(Y,),

147
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lim (Y(t,2) —Y,(z)) =0, Y(t,+00)=0.

On considére ainsi au final le systéme :

(T,~ T =TV,

Yi = -TY,

T(t+ % ) =T(tz), Y(t+ % z) =Y(t,x), (4.2)
Vt, T(t,—oo)=0, lim (Y(¢,2)—Y,(z)) =0,

Vi, T(t,+o00) = (%),IH}?t, +00) = 0.

\

Nous nous placons ici dans le repére
T(t,8) =Tt —ct), Y(t,6) =Y (1, —ct).

Le systéme (4.1) devient alors

{ Ty~ T + T =TV, (3)

Y, + Yy =-TY.

Les ondes pulsatoires sont alors les solutions %—périodiques en temps du probléme sui-

vant : )

ﬁ — ng —|—CT§ = T?,

}2 + 0175 = —f?,

T(t+5,6 = T8, V(t+5.0 =719, (4.4)
vt T(t,—00) =0,  lim (V(1,€) = V(£ —ct)) =0,

Vi, T(t,+o00)=(Y,), Y(t,+o0)=0.

\

4.2 Les résultats

4.2.1 Théoréme principal

Notre résultat principal montre que le probléme (4.4) est de type KPP, c’est dire
qu'’il existe une demi-droite de vitesses admissibles [¢*, +o00[ pour lesquelles le systéme
posséde une solution. Définissons ce qui va étre la vitesse minimale :

Définition 4.2.1. (Vitesse minimale ¢*) On consideére le réel ¢* donné par la formule
suivante :

S {0))
M cr Y (4:5)
ot k(\) est la valeur propre principale de [’opérateur
Lyv =" 4+ 2\ + (A + Y, (7)), (4.6)

agissant sur les fonctions v € C*(R) 1-périodique.
On sait d’apres [9] que ¢* > 0 car Y, > 0. On prouve alors le résultat suivant :

Théoréme 4.2.1. Le systéme (4.4) possede une solution classique (Tv, 37) telle que T > 0
et Y > 0 si et seulement si ¢ > c*.
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4.2.2 L’équation scalaire reliée au systéme et ses propriétés

Notre démarche consiste a ramener 1’étude du systéme (4.1) a celle de I’équation
scalaire
Up — Ugy = Yp(x)(1 —e7"). (4.7)
Dans la section 4.3, nous commengons par établir un lien formel entre le systéme (4.1)
et I’équation (4.7). Le lien rigoureux apparait en considérant les ondes pulsatoires de
I’équation dont voici la définition :

Définition 4.2.2. (Onde pulsatoire de I’équation) Une onde pulsatoire u(t,z) solu-
tion de (4.7) qui se propage vers la gauche est une solution classique de classe C1?(R?)
définie pour tout t,x € R, telle qu’il existe ¢ # 0 pour lequel

Vi,x € R, u(t+ %,x) =u(t,z+ 1),
et telle que pour tout t € R,
u(t,—o0) =0, u(t,+00) = +o00.
Si on effectue le changement de fonction u(t, &) = u(t, £ — ct), ’équation (4.7) devient
Up — Tge + clig = Yy (€ — ct)(1 —e™), (4.8)
et les ondes pulsatoires de (4.7) sont alors les solutions (¢, u) du probléme
Uy — Tge + clig = Yy (§ — ct) (1 —e ™),
(e + -, €) =, ©), (4.9)
u(t,—oo0) =0, u(t,+00) = —+o00.
On établit ensuite dans la section 4.5 quelques propriétés qualitatives des ondes pul-

satoires de 1'équation (4.7) ainsi que la non existence pour ¢ < c¢*. Les résultats sont
regroupés ci dessous :

Proposition 4.2.2. (i) Il n’existe pas d’ondes pulsatoires uw > 0 de (4.9) de vitesse
c<ch

(ii) Soit (c,u) une onde pulsatoire de (4.9) strictement positive qui a une croissance
sous-exponentielle quand & — —+00, alors la croissance est linéaire : il existe « € R et

B >0 tels que
(Yp)

ut, &) =a+ —E Z,(& — ct) + O(e™),

ot Z, est réquliere et 1-périodique (cf la formule explicite (4.26)).

Dans la section 4.6, on construit des ondes pulsatoires pour 1’équation (4.7) ayant un
comportement, exponentiel précis quand £ — —oo et un comportement linéaire quand
¢ — +o0o. En notant A, le plus petit A > 0 tel que k(\) = cA et ¥, > 0 une fonction
propre de opérateur Ly, associée a la valeur propre k(\.) = cA., on a le résultat suivant

Théoréme 4.2.3. Pour tout ¢ > c*, le probléme (4.9) posséde une solution uw > 0 qui a
les propriétés suivantes : pour tout t,

()
c
Ve >t a(t, €) = e (€ —ct) + 0P8 quand € — —oo,
oua €R, 3>0,0>0 et Z, est une fonction réguliere et 1-périodique.

Ve> ", u(t,é) =a+ E+ Zy(6—ct) +0(e™™) quand € — +oo,
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4.2.3 Relation entre les ondes de I’équation et du systéme

On établit enfin dans la section 4.7 le lien précis entre les solutions d’ondes pulsatoires
de ’équation (4.9) et du systéme (4.4). Les résultats sont regroupés dans la proposition
suivante qui permet de remonter aux ondes pulsatoires du systéme

Proposition 4.2.4. (i) Soit ¢ > ¢* et u la solution de (4.9) du théoréeme 4.2.3. Alors si
on pose

T(t,€6) = Uy(t, €) + clig(t,€) et Y(t,€) =Y, (€E — ct)e ™", (4.10)

le triplet (¢, T,Y) est solution de (4.4).
(i1) Inversement, soit (c, T,Y) une solution de (4.4) telle que T > 0. Alors ¢ > 0 et

Y > 0. De plus,
—¢

s— T(t+2==,5) € L'R"),
c
et st on pose
~ 1[5 ~ s—¢& 0 _
u(t,§) = - T(t+ - ,8)ds = T(t+ 0,& + co)do, (4.11)

le couple (c,u) est solution de (4.9).

4.3 Relation formelle entre le systéme et ’équation

4.3.1 Condition aux limites

Lemme 4.3.1. Soit (T'(t,x), Y (t,z)) une solution classique bornée du systéme (4.1) telle
que

1 1
Tit+—,2)=T(t,z+1), Y{it+—-,2)=Y(t,xz+1), VtzeR,
c c
et telle que pour tout t € R,

T(t,—00) =0, lim (Y(t,z)— Yy(x)) =0, Y(t +o0)=0.

r— —00

Si T(t,z) posséde une limite finie quand x — 400 indépendante de t alors cette limite
est
T(t’ +OO) = <Y;7>

Démonstration. On se place ici dans le repére (¢,£) et on raisonne avec le systéme (4.3).
En ajoutant les deux équations de ce systéme et en intégrant sur (0,1/c) x R, on obtient

// (Ti + Y, — Tee + o(Te + Ye))dedt = 0.
RJO

Puisque T et Y sont 1/c-périodiques en t, il reste

/ / ~Tee + (T + Ye))dédt = 0.
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Puisque fg(t, +00) = fg(t, —o0) = 0 par régularité parabolique, on obtient

/e _
Tm:—c// Y, dedt,
RJO

d’aprés les limites fixées en —oo. On a alors

/e _ " /e _
Tw = —c lim (Y(t, N) =Y (t,—N))dt = c¢ lim Y (t,—N)dt,

N—+o0 0 N—+4o00 0

puisque ?(t, +00) = 0. Or,

/UC Y (t,—N)dt = /1/0(37(15, —N) = Y, (=N — ct))dt + /UCYP(—N — ct)dt.

Or, Y(t,—N) = Y,(—N —ct) — 0 quand N — +oc et les fonctions Y et Y, sont bornées,
donc la premiére intégrale du membre de droite tend vers 0 par convergence dominée.
De plus, Y,(—N — ct) = Y,(—ct), on obtient alors

1/c 1
Ty = c/ Y, (—ct)dt = / Y, (7)dr,
0 0

qui est bien la limite souhaitée. O

Remarque 4.3.1. On peut facilement montrer avec les estimations paraboliques que la
limite de T'(¢,z) quand  — 400 est indépendante de t.

4.3.2 Relation formelle entre le systéme et I’équation

Nous expliquons ici de maniére formelle comment 1’équation (4.7) apparait a partir
du systéme (4.1). Considérons ainsi une solution (7,Y") du systéme (4.1). L’idée est de
poser

t
Ult,z) = / T(s,z)ds,
0
et d’'intégrer la deuxiéme équation Y; = —TY en temps. On obtient
Y(t,x) = Yo(x)e™ ho TE0ds — yj(g)eUe),

La premiére équation de (4.1) permet alors d’obtenir I’équation vérifiée par U. En effet,
t
U(t,z) — Up(t,x) = T(t,z)— / Tor(s, x)ds,
t ’ t
= / Ti(s,x)ds + T(0,x) —/ Tow(s, x)ds,
0

(Tt x) — Thu(s,x))ds + T(0, z),

I
c\

= /Y}sxds—i—T(Ox)

]

xz)=Y(t,z)+T(0,x).
z) + Yo(z)(1 — e V),

S &

()
(
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En prenant en compte les conditions aux limites sur 7', U(t,z) vérifie finalement le
probléme suivant :

Ut — Uzz = To(.%') + }/E)(x)(l — G_U),
VUt —o0) = 0, U(t,4+00) = (Y,)t. (4.12)
U(0,z) = 0.

Le bon repére étant celui qui se déplace avec 'onde, nous travaillerons essentiellement
dans le systéme de coordonnées (¢, £) dans la suite. Regardons alors ’équivalent de I’équa-
tion (4.12) pour le systéme (4.3) : il suffit de poser U(t,&) = U(t, & — ct), U vérifiant
alors le probléme

Uy — Uge + cUg = To(€ — ct) + Yo(€ — ct) (1 — e7Y),

U(t,—00) =0, U(t,+00) = (Y,)t, (4.13)
U(0,¢) = 0.

Notons qu’on passe directement de I’équation précédente au systéme (4.3) par les chan-
gements de fonctions suivants :

Ut, &) = /Ot T(s,& — ct 4 cs)ds,

T = ﬁt + Cﬁg et ?(t, é-) = }/E](é- — Ct)efﬁ(tvé).

L’équation (4.7) qui nous intéresse vraiment ici n’apparait qu’en considérant les so-
lutions ondes pulsatoires (f, }7) et elle s’obtient en passant formellement a la limite
t — +o0o. En effet, si (f, 57) est une onde pulsatoire du systéme, alors la fonction
Ut,€) = f(f T(s,€ — ct + cs)ds tend & étre 1/c-périodique en temps grand. On a en
effet

~ 1 t+l/e _
Ult+-,§) = / T(s,& —ct — 1+ cs)ds,
¢ 0
/e _ t+1/c _
= / T(s,ﬁ—ct—1+cs)ds+/ T(s,&—ct—1+cs)ds,
0 1/c
/e _ 12
= / T(s,&—ct—1+cs)ds —I—/ T(s'+1/c,& —ct+ cs')ds',
0 0
/e _ t
= / T(s,E—ct—1+cs)ds+ [ T(s',&—ct+cs')ds,
0 0
/e _ _
= / T(s, & —ct—1+cs)ds+ U(t,¢§),
0

avec fol/c Tv(s,ﬁ —ct — 1+ ¢s)ds — 0 quand t — +o00. De plus, en passant formellement
a la limite ¢ — +oo dans I’équation (4.13), on obtient le probléme suivant pour u :=
limt—>+oo U(ta g)

Uy — Uge + Cug = Y},(f — Ct)(l _ e‘ﬂ),
{ u(t, —ci) = 06, U(t, +00) = +oo. (4.14)
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Combiné a la périodicité u(t + 1/¢, &) = u(t,§), il s’agit bien des ondes pulsatoires de
I'équation (4.7).
Notons de plus qu’en passant formellement a la limite ¢ — 400 dans les égalités

T=U + Cﬁg et ?(t, £) =Yo(€— ct)e—ﬁ(t,f)'
on obtient les relations 4.10 entre ondes de I’équation et du systéme.

Remarque 4.3.2. Dans le cas particulier Y, = 1, on est amené a étudier les solutions
d’ondes progressives T'(t,x) = T(x + ct), Y(t,z) = Y(x + ct) du systéme (4.1), c’est a
dire les solutions du probléme

T+ T =TY,
&Y' =-TY,
T(—o00) =0, T(+o00)=1,

Y(—o0)=1, Y(+o00)=0.
Dans ce cas, I'équation (4.7) devient

Up — Ugy = 1 — 7Y,
u(t,—o0) =0, wu(t,+00) = +00,

et les solutions qui nous intéressent sont les ondes progressives u(t,z) = a(x + ct), c’est
a dire les solutions de 1’équation différentielle

0+ =1—e",
u(—o0) =0, u(+o0) = +o0.

Cette étude est détaillée dans la section 4.4

4.4 Existence d’ondes progressives

Dans cette section, nous prouvons l'existence d’ondes progressives pour le systéme
(4.1) avec notre démarche qui consiste a réduire le probléme a celui de I'existence d’ondes
progressives pour une équation scalaire. Nous retrouvons ici, par une méthode différente,
le résultat de Logak [56].

Les ondes progressives de (4.1), sont les solutions de la forme T'(t,z) = T(z + ct),
Y(t,z) = ?(x—i—ct). Complété des conditions aux limites uniformes, le probléme complet
est le suivant e

—T" + T = TY,
&Y' =-TY,
T(—00) =0, T(+o0)=1,

Y(—o0) =1, Y(+o00)=0.

(4.15)

Nous allons prouver le résultat ci-dessous

Proposition 4.4.1. Il existe une vitesse minimale c* = 2 telle que :
- si ¢ > 2, le probleme (4.15) posséde une solution (T,Y) avec T,Y > 0.

- si ¢ < 2, le probléeme (4.15) ne posséde pas de solutions (T Y) telles que T,Y > 0.
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Remarque 4.4.1. Nous verrons que si (T,Y) est solution de (4.15), alors Y > 0 mais
on ne peut rien dire a priori sur le signe de T". On se limite cependant ici aux solutions
positives du systéme.

Notre démarche consiste a réduire ’étude de (4.1) a celle des ondes progressives
u(t,x) = u(z + ct) de 'équation scalaire
u

Up — Uge = 1 — €™,

qui sont les solutions du probléme

W+ =1—e",
{ H(—00) = 0, (+00) = +00. (4.16)
Nous étudions d’abord 1’équation (4.16), puis nous établissons les relations
~ o = s _ 1 [* ~
T=ci,Y=e et  u(r) = - T(s)ds. (4.17)
& —0oQ

qui permettent de relier les problémes (4.1) et (4.16).
Sur ’équation (4.16), on montre le résultat suivant :

Proposition 4.4.2. Il existe une vitesse minimale ¢* = 2 telle que :

- si ¢ > 2, le probleme (4.16) posséde une solution u > 0, strictement croissante, et qui
croit linéairement en t/c quand t — +oc.

- 51 ¢ < 2, le probléme (4.16) ne posséde pas de solution u > 0.
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Démonstration. Nous montrons d’abord que la condition ¢ > 2 est nécessaire, puis qu’elle
est suffisante. Nous travaillons dans le plan de phase (u,u'). En posant v = v/, on obtient
la formulation équivalent de (4.16)

u =,
V=cv+e -1, (4.18)
u(—o0) = 0, u(+o00) = 400,

La condition ¢ > 2 est nécessaire. Si on pose U = (u,v), le systéme (4.18) s’écrit
sous la forme U’ = F(U) avec

FU)=F(u,v)=(v,cv+e*—1).

On s’intéresse ici au comportement des solutions autour du seul point critique (0,0).
Pour cela, on étudie les valeurs propres de la matrice jacobienne :

DF(0,0):( 0 1),

-1 ¢

c’est & dire les racines du polynome caractéristique P(\) = A2—cA+1 dont le discriminant
est A = c? — 4.

Si A <0, c’est a dire |¢| < 2, les racines sont complexes conjuguées. Les trajectoires
spiralent autour de (0, 0) en se rapprochant. Ainsi, u devient négatif, ce qui est a exclure.

Si A > 0, c’est a dire |¢| > 2, on a deux racines réelles distinctes. Le point (0,0) est
alors un noeud stable ou instable. Si ¢ < —2, les racines sont strictement négatives et
le noeud est stable : aucune trajectoire ne tend vers 0 en —oo. Par contre si ¢ > 2, les
racines sont strictement positives et le noeud est instable.

La condition ¢ > 2 est suffisante. Les trajectoires dans le plan de phase ont une

pente :

dv v e
AL . (4.19)

du u v

Etape 1 : réduction & une équation scalaire. On cherche alors une trajectoire dans le
plan de phase qui s’écrit sous la forme v(u), solution de I’équation (4.19) variant de 0 a
1/c. On écrit ce probléme sous la forme

{ v = g(u, U),
1 (4.20)

o(=50) = 0, v(+0) = -,

avec
e v —1

g(u,v) =c+

Pour montrer ’existence de solutions, nous allons utiliser le théoréme de I’anti-entonnoir
[47]. Nous construisons un anti-entonnoir pour u €0, +00o[ a 'aide des barriéres

1—e ¢ 1 — —2u
vi(u) = Ce , et vg(u):%.

Tout d’abord, v; est une barriére supérieure stricte car

() = = > gluw(w) =0
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Pour vy, on obtient une barriére inférieure stricte pour u > 0 :

1 —e U —u __ ,—2u 1— e ¥ 1
g, va(u)) = c— e =S T C e ¢ — et

1 —e2u 1 —e2u (I—ev)(1+e™) ¢ 14+eu

2 2
2 —2u C/2 de—Quc /2 226_2u /(U)
c e (l4+e™) ~ ¢ 2 c

puisque ¢ > 2. On a donc construit une barriére inférieure stricte au dessus d’une barriére
supérieure stricte : ’ensemble

E :={(u,v),v1(u) <v <wvy(u)}

est par définition un anti-entonnoir. De plus, E est étroit car vy(u) — vi(u) tend vers 0
quand u tend vers 0 et +o00 et
dg 1—e™
— = _I._
ov v?

> 0.

Le théoréme de I'anti-entonnoir [47] dit alors qu'il existe une unique solution v(u) de
'équation différentielle (4.20) telle que vy (u) < v(u) < vz(u) d’ott v(u) — 0 quand u — 0
et v(u) — 1/c quand u — +o0o. Enfin, v est strictement croissante puisque

-1 -1
v'(u):c+67>c+e

o) (@

Etape 2 : retour au systéme dans le plan de phase. L’étape 1 a permis de construire
une solution ¢ : R% — R du probléme

SN - 5z 4.21
$@) ——=0, o) —— -, (4.21)
1—e® 1 —e 2

<

< o(x) <

Vo > 0.

On consideére alors un couple (zo, yo) avec yo = ¢(xo) et on considére la solution (u(t),v(t))
du probléme de Cauchy

u'(t) = v(t),
V'(t) = cv(t) + e 0 — 1, (4.22)
u(0) = zo,v(0) = yo.

définie sur l'intervalle | T, 7*[. On va montrer que la solution (u(t), v(t)) est en fait globale
et se déplace sur le graphe de ¢, et que par conséquent la fonction u(t) strictement positive
est solution de 4.16.

On considére I'intervalle maximal |Tonin, Tiax| sur lequel (u(t),v(t)) € Q1 := (R%)?
(c’est vrai pour t = 0). On cherche d’abord & montrer que (u(t),v(t)) se déplace sur le
graphe de ¢, c’est a dire que
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Pour cela, on regarde I'application F' :)Tiin, Tmax[ <R — R définie par

F(t,w) = cv(t) + (e7® — 1)%

On s’apercoit alors d’une part que

F(t,v(t)) = cv(t) + (70 — 1) =2 = co(t) 4+ (e7¥) — 1) = v/(2),

et

w'(t) = ¢ (u®)u'(t) = ¢ (u(t))v(t)

= (¢ &U — o oult) v(t)
- (+ ol (t)>‘ O+ e =Dy

Ainsi, les fonctions v et ¢ o u sont égales sur [Ty, Tmax| par unicité de la solution du
probléme de Cauchy (F est bien localement lipschitzienne)

{ Z(t) = F(t,2(t)),
z(0) = wo.

Ainsi, le point (u(t), v(t)) se déplace sur le graphe de la fonction ¢. Montons ensuite que
T, = Tiin et T* = Tiax- Supposons par I’absurde que Th,. < T, alors (u(Thnax), V(Tmax)) €
0Q)1, c’est a dire que (u(Tmax), V(Tmax)) = (0,0), ce qui est impossible car (xg, yo) # (0,0)
et (0,0) est un point d’équilibre du systéme. On raisonne de méme pour T, = Ty,;,. La
solution (u,v) reste ainsi dans @); pendant tout son intervalle d’existence.

Regardons le comportement prés de T.. Puisque u/(t) = v(t) > 0, u est strictement
croissante et strictement positive. Ainsi, v(t) = ¢(u(t)) est croissante par composition et
minorée donc (u(t),v(t)) est bornée quand ¢ — T, d’ou T, = —oo. De plus, (u(t),v(t))
tend vers une limite quand ¢ — 7, qui vaut ([, ¢(l)), avec [ > 0. Ce point (I, ¢()) est
nécessairement un point d’équilibre, c¢’est a dire (0,0) Ainsi,

(u(t), o(t) —— (0,0).

Regardons enfin le comportement en 7. Puisque /(t) = v(t) = ¢(u(t)) < 1/¢, on
a0 <u(t) <zg+t/cet 0 <v(t) < 1/c. Ainsi, (u(t),v(t)) ne peut pas exploser en
temps fini et donc T* = +o00. Par monotonie, on en déduit que quand ¢t — +o00, ou
bien u(t) — L, ou bien u(t) — +oo. Dans le premier cas, on a alors v(t) — ¢(L) et
nécessairement (L, »(L)) = (0,0), ce qui est absurde par stricte monotonie de u et v.
Alinsi,

u(t) —— +oo, v(t) —— 1/c,

t——+o0 t——+o0

d’ott u(t) ~ t/c en +oo. O
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Nous démontrons maintenant la proposition 4.4.1. C’est une conséquence du lemme
suivant qui établit le lien entres les ondes du systéme et de I’équation :

Lemme 4.4.3. (i) Soit ¢ > 2 et u la solution du probléeme (4.16) construite dans la
proposition 4.4.2. Alors si on pose

T=ct, Y=¢F
le triplet (¢, T,Y) est solution de (4.15).

(it) Inversement, si (c, T,Y) est une solution de (4.15) avec T > 0, alors ¢ > 0,Y > 0
et T € LY(R™). De plus, si on pose

o) =1 [ Tlo)is

alors le couple (c,u) est solution de (4.16).

Démonstration. (i) De I’équation au systéme. Considérons une solution u > 0 de (4.16)
et posons

T=cu, Y=ec¢"

La solution est de classe C? et on a
T+ T = (T +cT) =c(—0" 4+ ct) =c(l—e ™ =cle " =TY.

De méme,
cY'=cle™) =—cue ™ =-TY.

Le couple (T,Y) vérifie bien les deux équations de (4.15). Les conditions aux limites
découlent de celles de uw et o'

(ii) Du systeme a Uéquation. Soit (¢,T,Y) une solution (4.15) telle que 7' > 0.
Commencons par montrer le positivité de ¢ et de Y. La deuxiéme équation de (4.15)
s’intégre en

Y(z) = Y(') exp ( — %/: f(s)ds), (4.23)

’

avec 2’ € R. Montrons tout d’abord que ¢ > 0. Puisque 57( o0) = 1, on peut choisir 2
tel que Y( ) > 0. La formule (4.23) implique que ¢ > 0 pour obtenir les bonnes limites
Y(— )=1et Y(+oo) = 0. On en déduit aussi que Y > 0. En effet, si ¥ s’annule en
un point 2’ alors elle est identiquement nulle, ce qui contredit la limite Y( o0) = 1.

Montrons ensuite que 7' € L*(R™). En intégrant la premiére équation de (4.15) sur
la, b], on obtient

/ T(s)V (s)ds = T'(a) — T'(b) + c(T(b) — T(a)).

On prend d’abord a = 0 et b = +o00. Puisque TY > 0, fo ( )ds a une limite quand
b — 400 (qui peut étre +00), et donc la relation precedente implique que T’(b) posséde
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une limite quand b — +oo qui est forcément 0 puisque T(+oo) = 1. En procédant de

méme avec a = —oo et b = 0, on obtient au final
T'(+00) = 0.
En prenant a = —oo et b = +00, on obtient alors

Puisque Y (—o00) = 1, on déduit que Y () > 1/2 pour z < « et ainsi la relation précédente
nous dit que T € LY(R™).

Revenons maintenant a la relation (4.23). Puisque T € L*(R™), on peut passer a la
limite 2/ — —oo, ce qui donne

Y(z) = exp < - %/_:; Tv(s)ds) (4.24)

On pose alors

La premiére équation du systéme donne alors
—T" +¢T" =Te ™,

ce qui donne

_,a//// + C’lj// — a/efu.

En intégrant, on obtient
"+ cu = —e "+ A,

avec A € R. Le fait que T € L'(R™) entraine u(—oo) = 0 et les conditions 7 > 0
et T(+00) = 1 impliquent que @i(+00) = +oco. Vu les limites de T, on obtient aussi
W(—00) = 0 et @ (400) = 1/c. Enfin, puisque T"(d00) = 0, @ (+00) = 0. On déduit de
ces limites que A = 1 et donc par conséquent,

"+ =1—e"

Le couple (¢, u) est donc bien solution de (4.16). O

4.5 Propriétés qualitatives des ondes pulsatoires de I’équa-
tion

4.5.1 Positivité de la vitesse

Nous nous intéressons en premier lieu a la positivité de la vitesse

Lemme 4.5.1. Soit (c,u) une solution de (4.9). Alors ¢ > 0.
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Démonstration. Supposons par I’absurde que ¢ < 0. Puisque u(0,&) — 400 quand & —
+o0, il existe pour tout N un rang &y pour lequel u(0,£) > N pour tout & > &Y.
L’inégalité de Harnack dit alors qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de £ telle
que pour tout & > &y

sup u<C inf u.
[0,2/c]x [€,6+1] [1/e,2/c]x[§,6+1]

Puisque u est 1/c-périodique en ¢, on en déduit que sungﬂ < Cinfp, u, ou D¢ =
[0,1/c] x [£,€+1]. Ainsi, u(t,§) > N/C pour tout £ > &}. Par conséquent, pour tout N
il existe &y tel que u(t,&) > N pour tout ¢ et £ > Ey.

L’onde pulsatoire u(t, £) est 1/|c| périodique par rapport a ¢, son coefficient de Fourier
d’ordre 0 est

1/]e]
7(6) = | / alt, €)dt.

Puisque @(t, +00) = +00, on a up(+00) = 4+00. On va obtenir une contradiction sur cette
limite si ¢ < 0. A partir de I’équation vérifiée par u(t, §), dérivons I’équation différentielle
vérifiée par 1. On a

1/le]
W) = i) = Il [ (et ©) = cielt. )

1le .
= |c|/0 (Ue(t, &) — Yy (& — ct) (1 — e ™59)) dt.

Or u est 1/|c| périodique en ¢ et

1/]el 1
¥ / V(€ — et)dt = / Y,(r)dr = (¥,).

Il reste donc au final

~ - 1/|¢| N
up (&) — ctip(§) = —(Yy) + ] /0 Y, (€ — ct)e "9 gy,

dont la solution générale s’écrit :

T0(6) = Ao + Boe't + 22 1 Up(e),

P
c

3 /lel
Uo(§) = / (1 —ee79)) (/01 Y,(s — ct)ea(t’s)dt> ds > 0.

éN

avec

D’apres l'estimation obtenue plus haut, on a pour tout £ > &y -

1/le ) v
0

On obtient ainsi que

Yolloo ¢ _ Yol _ 1 B
UO(&) S ” p” e N/ (1 _ ec(f S))dS — Me N(£ . §N + _(1 . ec(f EN)))
] en c] c
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Puisque ¢ < 0, les termes en e tendent vers 0 quand ¢ — +o00. Les termes dominants
sont les termes linéaires. Choisissons alors N assez grand pour que ||V, |le™ < (V}).
On en déduit I’équivalent suivant quand £ — +o0 :

)~ ()4 Mol v

¢ ]

Puisque ¢ < 0, le coefficient est négatif, ce qui est en contradiction avec la limite
Uo(+00) = +00. O

4.5.2 Comportement linéaire des ondes pulsatoires

Au vu des relations (4.10), une onde pulsatoire u de 1’équation ne peut donner une
onde du systéme que si elle posséde un comportement linéaire quand & — +oo. Nous
construirons d’ailleurs de telles ondes & la section suivante. Nous montrons ici que toute
onde pulsatoire de I’équation a un comportement linéaire de la forme

~ (¥p)
U(t, 5) ~ L ga

c
a condition que la croissance en 400 est supposée sous exponentielle, c’est a dire que
u(t, &) = O(e*®) pour tous a > 0. Pour montrer ce résultat, nous avons besoin au

préalable de savoir que la croissance est au moins linéaire :

Lemme 4.5.2. Soit (¢,u) une solution strictement positive de (4.9) & croissance sous
exponentielle quand § — +oo. Alors u(t,§) a une croissance au moins linéaire, plus
précisément il existe A > 0 tel que u(t,&) > éf pour tout t >0 et £ > 0.

Démonstration. Commencons par noter qu’il existe € > 0 tel que u(t,£) > ¢ pour tout
t et £ > 0. Cette assertion est vraie pour u(0, &) puisque u(0, &) est strictement positive
et vérifie u(0,4+00) = +oo. Puisque u est périodique en ¢, on obtient le résultat en
appliquant I'inégalité de Harnack comme dans la démonstration du lemme précédent.

Vu que Y, est minoré inférieurement, il existe A > 0 tel que Y, (£ —ct)(1 —e %) > A
pour £ > 0. On va construire une sous-solution qui a un comportement linéaire en &
quand t — 4o00. Pour cela, on considére la fonction h définie pour £ > 0 par

h(§) := Aarctan(ué),

A et p étant deux paramétres a fixer pour que w soit sous-solution. Notons que

pé

/ Ap " _

1+ 12620
La fonction h a les propriétés suivantes :

h(0) =0, '(0) = A, h"(0) = 0,
max h = A /2,
hl/ S 0’

"y 2 R S
max(—h") = 2A\u"My, My = max At se
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La grandeur ¢ étant fixé telle que u(¢, &) > e pour tout ¢ et £ > 0, on choisit les paramétres

A et p de sorte que

2e c ~
A< — < — A:=cl\u<A
= M_2M0> CAU =

On construit alors la sous-solution en considérant le probléme de transport suivant
posé pourt >0et &£ >0:

wy + cwe = A,
w(0,8) = h(&),
w(t,0) =0,

La solution de ce probléme est alors

h(§ —ct) + At si &> ct,
w(t, &) = {gg si &<t

Montrons tout d’abord que w est C?. Elle est tout d’abord continue du fait que h(0) = 0.
Pour voir qu’elle est C*, il suffit de voir we et w; existent et sont continues. Puisque
h'(0) = A/c, we et w, existent et sont continues puisque

welt, €) = {h’(f—ct) si & >ct,

4 5 €<et,

C

A—ch'(§—ct) si & >ct,
wrlt,€) = {0 §io£<dt.

L’existence et la continuité des dérivées secondes découlent enfin de 2”(0) = 0.
Si on note L l'opérateur
Lu = up — uge + cug,

alors la fonction w vérifie

2/,LMO

Lw = —wee < 2M\u* My < chp ¥
c

< A.

On a ainsi

L —w)=Li—Lw>A—A>0,

(U —w)(0,8) > & = h(€) > e—An/2>0,
(w—w)(t,0) =u(t,0) >0,

|t — w| a une croissance sous exponentielle a I'infini.

D’aprés le principe du maximum, u(¢,&) > w(t, &) pour t > 0 et £ > 0. Soient £ > 0 et
&> 0. Soit n > & — ct, alors on a

(1, ) =Tt + n/e,) 2 wlt +nfe€) =S¢,

puisque { < ¢(t +n/c) = ct + n. On a donc la minoration linéaire u(t,&) > 2¢ pour
€>0. O
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Proposition 4.5.3. Soit (c,u) une solution strictement positive de (4.9) a croissance
sous exponentielle quand & — +oo. Alors il existe « € R, 3 > 0 tels que pour & — +oo

At = a+ @g + Zy(€ — ct) + O(e™), (4.25)
ot ~
Y. (— .
Zy(z) =Y LS%? ¢ (4.26)
nezL*

est une fonction réelle, réquliere, 1-périodique et vérifie Z)(x) = (Y,) — Y, ().

Démonstration. Nous allons développer la solution en série de Fourier par rapport a la
variable ¢t et montrer que le comportement linéaire est donné par le coefficient 1 tandis
que les autres apportent une contribution a décroissance exponentielle.

1) Développement en série de Fourier. I’onde pulsatoire u(t, &) est 1/c périodique par
rapport a t, on peut donc la développer en série de Fourier :

/c
’lj(t, E) = Zun(€>€2mn6t avec un(f) = C/Ol a’(t’ €>€*2i7rnctdt.

nel

En remplagant @ par sa série dans ’équation (4.9), on obtient

Z ( —ul (&) + cul, (&) + 2i7rncun(§))62”m = Y, (€ — ct)(1 — e 09,

nez

Cette égalité représente le développement en série de Fourier de la fonction 1/¢-périodique

t— Y, (6 —ct)(1— e"j(t’g)).
Ceci donne les équations différentielles suivantes sur u,, :

1/c N A
ul (&) — cul (&) — 2imncu, (§) = —c/ Y, (€ — ct)(1 — e "B 2imnet gy
0
On coupe alors le second membre sous la forme
1/c ‘ 1/c _ '
—C/ Y;;(g . ct)efzmnddt + C/ }/p(g . Ct)efu(t,g)efmfrnctdt.
0 0

En effectuant le changement de variables 7 = £ — ¢t dans la premiére intégrale, on a
alors, puisque Y), est 1-périodique

L . . 1/c ~ '
_ (/ Y};(T)ezmanT) €—2z7rn£ 4 C/ Y};(f o Ct>€fu(t,£)672mnctdt.
0 0
Ainsi, si on pose h(t,&) =Y,( — ct)e 509 on a I'équation

ul(€) — culy (€) — 2imncu, (€) = —Yy(—n)e 2™ 4 R, (€).
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2) Le terme dominant ug. Le comportement linéaire est donné par le terme ug. Ce
dernier vérifie I’équation

1/c B
) = () = (€)=~ e [ e =)

[’équation caractéristique étant 22 — cx de racines 0 et ¢, les solutions de ’équation
homogéne sont de la forme Ay + Boe®s. On obtient ensuite la solution particuliére <YTP)§

pour le second membre —(Y},). On obtient la solution particuliére pour I'autre terme par
variation de la constante; au final, la solution générale est

ug(€) = Ao + Boe™ + @5 + Uo (&),

C

() 1/c
Up(€) = /: (1-— 60(5_5)) (/0 Y,(s — ct)e_a(t’s)dt> ds.

D’apres le lemme 4.5.2, on a I’estimation

avec

1/c - v
/ Yy (s — ct)e " dt < Yol -
0 C

On déduit 'encadrement suivant sur Up(€) :
Up(€) < Ce™ <4,

avec C' > 0. Puisque uy(§) = ¢ 01/6 u(t, &)dt, up a une croissance sous-exponentielle quand
¢ — 400. On en déduit que By = 0.

3) Estimation des coefficients u,. Pour n # 0, on a ’équation différentielle

ull(€) — culy(€) — 2imncu, (€) = — Y (—n)e 2™ 4 T, (€).

Etudions tout d’abord I’équation homogéne. L’équation caractéristique z> — cx —

2imnc = 0 a pour discriminant
A, =+ 8irnc = pnew",
avec 0, €] — /2, m/2] et donc les racines sont les suivantes

c—VA, c— /pneiinl? L c+VA, ot NN
B 2 ’ 2 B 2 ’

7”_:

T —_=
" 2

Montrons tout d’abord que
Re(r) >0, Re(r,) <0.
On note pour cela que puisque 6,,/2 €] — 7/4,7/4[, on a cos(#,/2) > v/2/2, et donc

Re(ry) = Sy Preoslul?

> —->0.

n

o
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D’autre part,

¢ — +/pncos(6,,/2 1 n
Re(r,) = P ( /)§—<c— p_)
2 2 2
Or, p2 = c* + 6472n%c? > 647*n%c?, donc '0" > STC et ainsi

\/_
Re(r,) < —%(% - 1>c < 0.

Les solutions de I’équation homogéne sont ainsi de la forme
un(g) = Aner;fﬁ + Bnerﬁf’

avec A, et B, des constantes quelconques. Une solution particuliere pour le second

membre —Y,(—n)e 2™¢ est donné par

p

— YLVD(_TL) 672i7rn§
4m2n?
Pour I'autre terme ﬁn(ﬁ), on montre le résultat suivant

Lemme 4.5.4. [ existe a« > 0, C' > 0 tels que :
(i) Le coefficient ﬁn(f) vérifie pour tout n # 0 et tout £ >0 :

~ C a
()] < et

)

(i1) il existe une solution particuliére u) (&) de

Ul (€) — cul(€) — 2imncun(€) = ha(€)
qui vérifie .
(O] < —lele.

Démonstration. (i) Pour estimer

- /e |
Ton(€) = ¢ / h(t)e~%met gy,
0

on effectue deux intégrations par parties. On obtient ainsi

~ C

1/c .
hn(f) — )2 /0 htt(t> 5)6_2mn0tdt,

(2imnc
ou B
htt(t, é-) = eiu((—C)Q}/;)” -+ QC}/;)/'IZt — Y},ﬂtt -+ )/;)?7?)

Notons que d’aprés le lemme 4.5.2, on a I’estimation e % < e~4¢/¢. On cherche alors a
montrer que le terme entre parenthése a une croissance sous-exponentielle. La fonction
Y, est C? et périodique donc elle est bornée ainsi que ses dérivées premiére et seconde.



166 4. ONDES PULSATOIRES POUR LE SYSTEME DE LA SHS

Regardons les dérivées de u. Les estimations paraboliques locales permettent de dire que
puisque u est a croissance sous-exponentielle, il en est de méme de u;. En réitérant cet
argument, on obtient que uy est également a croissance sous-exponentielle. Il existe ainsi
au final o > 0 tel que

~ C

n(©)] < e

(77) On cherche une solution particuliére par la méthode de variation des constantes;

on obtient ainsi

S| —~ & 1
ul (&) = (En + e (s ds) et 4 (Fn —/ — e ds) e
© o VAT o VB )

Il s’agit ensuite de bien choisir les coefficients F,, et F),.
Choiz de E,. Puisque Re(r;") > 0, la fonction e~"**h,,(s) est intégrable sur R* ; on

pose alors
* 1 +
E, = —/ e " hy(s)ds.
0 Vv An

(2)

Le premier terme de u,,’ vérifie alors

3 /OO 1 ij{Sﬁ ( )d ‘ < C Re(r})e /OO —(Re(ry )+a 5d
e e a(8)ds — ¢ s
¢ Vg 2[4y ¢
C !/
e~ < I_pmal
VA Re(r).

Choiz de F,. Le choix de F, dépend du fait que e~ Re(m)+a)s ost intégrable sur
R* ou non, c’est a dire si Re(r,,) + @ > 0 ou non. Si c’est le cas, on choisit comme

précédemment
[e'¢) 1 N
P / e T (s)ds,
o VA,

et on obtient alors le méme type d’estimation exponentielle que précédemment. Si Re(r,, )+
a < 0, alors on choisit F,, = 0. On distingue alors deux cas : si Re(r,,) +a < 0, alors

YA _ o~ Ce ¢ '
(3 —rnshn dsl < < ~ o
5 [ e S ey S e

tandis que si Re(r, ) +a =0,

e ¢ e R () l€le™>¢ < |f|e'a5

3 1 J
I S'—|F\

On a montré ainsi qu’il existe une solution particuliére ug) telle que

C —
[u? (] < 5l
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Finalement, toute solution de I’équation différentielle s’écrit

A~

it T Y,(—n —2imn,
un(€) = At 4 Bt T oy 01(e)

avec Re(rt) > 0, Re(r;,) < 0 et \ug) (&)] < S[¢le°. Puisque U est a croissance sous-
exponentielle, alors

/c
un(§) = 0/01 u(t, &)e 2mmetdt

aussi et on en déduit que A,, = 0 puisque e € est le terme dominant. Alinsi,

~

n Yo(=n) _ i
(€)= Do e i)

4) Sommation et conclusion. D’aprés le théoréme de convergence normale, on a tout

d’abord
> fua(€)] < +o0.

nez
De plus,
Y, (—n) o~ 2imng

Z 47202 < +00, Z |ui(§)| < +00.

neZ ne”L

On en déduit que
5B, < oo

ne”L

Pour £ = 0, on obtient ) |B,| < +o0. Ainsi,

’2:/3716’"55 < (ZI&\) e ™,

neZ ne”L

avec # = —max Re(r,,) > 0.
Puisque ), u,(§) converge , on en déduit finalement que

U, 8) =D un(§)e e

nez
Y, {/\ —N) girn(e—c T iTne
= Ay + %u 3 %e 2 4 Up(€) + D (Bae™ €+ ud (€) ) e,
nez* nez*
On définit alors R
. Y}’(_n) —2iTnx
Zy(x) = Z e :

Notons que Z, est une fonction réelle, réguliere, 1-périodique et que sa dérivée seconde
est
Zi(x) = (Y,) — Yy(a).
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De plus,

00(&) + 3 (Bae™ +u@(€) )™ < [Up(€)] + Y |Bue™€ + u2(€)|

nez* nez*

< Ce ot (30 |Bl) e+ Clgle,

nez*

On en déduit le développement asymptoyique souhaité pour & — 400

~ Y,
u(t, &) = Ao + <—Cp>£ + Z,(& —ct) + O(e ),
avec A >0, v > 0 et Z, 1-périodique. O
4.5.3 Non existence et décroissance exponentielle en —oo

La non existence d’ondes de vitesse ¢ < ¢* et la décroissance exponentielle en —oo
découlent du lemme suivant démontré dans [6] et que nous utiliserons de nouveau dans
la derniére section :

Lemme 4.5.5. [6] Soient (c,u) une onde pulsatoire de (4.7) telle que u > 0. Soit

A:= liminf ut(t,x).
t——oo,z€[0,1] u(t, x)

Alors 0 < A < +00 et k(A/c) = A.

Démonstration. Montrons d’abord que les fonctions “* et “= sont globalement bornées.
Pour cela, écrivons I’équation de u sous la forme

1—e ¥
Up — Ugy — (Y},(x) ¢ )u:O,

u

c’est a dire une équation linéaire & coefficients bornés. Montrons que ** est bornée (on
procéde de méme pour “=). Il s’agit de montrer qu’il existe une constante C' telle que
pour tout (to,xo), |us(to, zo)| < Culty, xo). Nous allons utiliser pour cela les estimations
paraboliques et 'inégalité de Harnack. Les estimations ngcp nous disent qu’il existe une
constante C' telle que sur des domaines du type K, = [to — to+ o] X [vg — /2, 20 + /2],
on a

el | Lo (e, o) + ezl Lo, ) < CsUP .
1

Ainsi, u € W2’p(K1/2> et donc par les injections de Sobolev pour p assez grand, on a
u € C“/Z’G(Kl/Q). On peut alors appliquer les estimations de Schauder qui donnent

HutHCO‘/QvO‘(Kl/Q) + Hum||ca/2,a(;<l/2) < C'supu.
1

Par conséquent, il existe C telle que pour tout (g, zo)

|[ue(to, zo)| < Ci sup u(t, z).
te[to—1,t0+1]
z€[ro—1/2,20+1/2]



4.5. PROPRIETES QUALITATIVES DES ONDES PULSATOIRES DE L’EQUATION 169

On utilise ensuite I'inégalité de Harnack qui nous dit qu’il existe une constante C telle
que

sup u(t,x) < Cy inf u(t, z) < Coulto, o).
t€[to—1,t0+1] telto—1/2,t0+1/2]
z€[ro—1/2,x0+1/2] z€[xo—1/2,20+1/2]

Au final, on a donc |u(tg, zo)| < C1Chu(ty, xp). On peut procéder de la méme fagon pour
u,/u. Ainsi, la quantité A est bien définie.
Considérons une suite (t,, z,) avec x, € [0,1] et t,, — —oo telle que

Uy (tna xn)

— A quand n — +oo.
w(ty, T,)

Quitte & extraire, on peut supposer que z,, — Ty € [0,1] quand n — 4o00. Notons que
d’aprés la limite u(t, —o0o) = 0 et la propriété de périodicité u(t + 1/c,z) = u(t,x + 1),
on a u(t,z) — 0 quand t — —oo localement en z. On considére alors les fonctions
strictement positives
w(t, ) = u(t + t,, )

u(tn, Tn)

qui sont localement bornées puisque u;/u et u,/u sont globalement bornées. Elles satis-
font les équations linéaires

flu(t +t,, 7))
u(t +tn, )

0wy, — Opzwy, — Y, (2) w, = 0.
Par les estimations paraboliques standards, les fonctions strictement positives w,, convergent
dans C} (R?), a extraction prés d’une sous-suite, vers une fonction positive w(t,z) €

oc

C'(R?) solution de I'équation
Wy — Wyy — Yy(x)w = 0.

De plus, w(0,z+) = 1 d’oit w est strictement positive d’aprés le principe du maximum
fort. Notons que w vérifie aussi la condition d’ondes pulsatoires w(t+1/c,x) = w(t,x+1).
Montrons que wy(t,z) = Aw(t, x). Notons tout d’abord que

Ut(t + tn, .T)

Orwn(t, x) = u(t +tn, )

wy(t, ).

D’apreés la définition de A et le choix de (t,,, z,,), on en déduit que w:(0, ) = Aw(0, 2) =
A et que wi(t,x) > Aw(t,x) pour tout ¢t € R et x € [0,1]. Cette inégalité est valable
pour tout x au vu de la propriété de périodicité de w. De plus, puisque dyw,/w, =
w(t +tn, ) /u(t + t,, x) et Opwy,/wy, = uy(t + tn, x)/u(t + t,, x) et puisque u;/u et u,/u
sont globalement bornées, alors w;/w et w,/w sont globalement bornées. On considére
alors la fonction z = w;/w. Elle est solution de I’équation

Wy
2y — Zpp — 2—2, = 0.
w
et vérifie z > A avec 2(0,25) = A. Puisque w(1/c, 20 — 1) = w(0,2+) = A, le principe

du maximum fort assure que z(¢, z) = A pour tout (¢, z) € R?, c’est a dire que wy(t, z) =
Aw(t, z). Ainsi, la fonction w(t, x)e~*! ne dépend pas de t.
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On considére alors la fonction ¥ (z) = w(0,z)e™** avec A = A/c. C’est une fonction
de classe C?, strictement positive, solution de I’équation

—p" =20+ (A — N = Y, (2))h = 0.

Autrement dit, A vérifie k(A) = ¢, soit k(A/c) = A. Puisque k(\) est minorée par une
constante strictement positive, on en déduit que A > 0. O

Le lemme dit que pour toute solution (c,u) strictement positive de (4.7), il existe
A= A/e > 0 tel que k(X)) = cA. Puisque ceci n’est possible que pour ¢ > ¢*, on a le
résultat suivant

Corollaire 4.5.6. Il n'eriste pas d’ondes pulsatoires strictement positives de (4.7) de
vitesse ¢ < c*.

On déduit également du lemme la décroissance exponentielle de toute onde pulsatoire
en —oo

Corollaire 4.5.7. Soit (¢, u) une solution de (4.9) strictement positive. Alors il existe
C et 6§ >0 tels que u(t, &) < Ce® pour tout t €R et £ < 0.

4.6 Existence d’ondes pulsatoires pour I’équation

Dans cette section, nous démontrons le théoréme d’existence 4.2.3. Il s’agit de prouver
que pour tout ¢ > ¢*, il existe une solution (¢, w) du probléme (4.9) ayant les propriétés
suivantes :

(Yp)

Ve> e, u(t§) =a+ Tf + Z,(& —ct) + O0(e™) quand € — +oo0.

Ve > ¢, Tt &) = ety (€ — ct) 4+ o(eP %) quand € — —oo0.

Notre démarche est la suivante. Pour construire une onde pulsatoire de vitesse ¢ > c*,
on approche le probléme (4.9) par des problémes de type KPP classiques. On tronque
pour cela la nonlinéarité f(u) = 1 — e ™ en une fonction réguliére positive fy/(u) de
support [0, M], inférieure ou égale & f, égale a f(u) sur [0, M/2[ et nulle pour v > M.
On regarde alors le probléme approché suivant :

U — ﬁﬁs + ctig = Y, (§ — ct) fu(u),
(PB)m at+ =, &) =ult,€), (4.27)
u(t,—o0) =0, u(t,+o0)= M.

Nous considérons alors la solution (¢, wys) de (PB)js que nous avons construite au cha-
pitre 2. Nous montrerons que la suite u,; est croissante en M et est bornée par py, . Ceci
permettra de passer a la limite M — +o0 afin d’obtenir une solution (¢, u) de (4.9) qui
posséde le comportement souhaité en —oo.

Pour I'onde de vitesse ¢*, nous procédons différemment car la construction de I'onde
de vitesse minimale au chapitre 2 ne permet pas de récupérer ces informations. Nous
approchons plutot ’onde de vitesse minimale & I'aide des ondes de vitesse supérieure.
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Nous considérons ainsi une suite ¢, qui converge vers ¢* par valeurs supérieures et 1,
la solution de (4.9) que nous construisons. Nous imposons alors une condition de nor-
malisation sur u, (vérifiee quitte a translater) ce qui permettra a ’aide des estimations
paraboliques de passer a la limite n — +oo. Cependant, ce procédé ne permet pas de
préciser le comportement en —oo.

Nous concluons cette section en montrant le comportement linéaire en +o0o des ondes
pulsatoires construites.

4.6.1 Existence d’ondes pulsatoires pour ¢ > ¢*

Nous considérons ainsi la solution (¢, uys) de vitesse supérieure de (PB)); construite
au chapitre 2 et nous cherchons a passer a la limite M — 400 sur u;;. Rappelons que
par construction, u; est dans ’espace

(f) B p/\c(07 f)
p)\c+5(07 f)

ou BUC(R) est ’ensemble des fonctions bornées uniformément continues sur R. Mon-
trons tout d’abord que py, (t,€) = e*%9), (€ — ct) est une borne supérieure de iy :

Xsar = {u € BUC(R),0 < u< M, "~ e L*(R)},

Lemme 4.6.1. Pour tout M, on a up(t, &) < pa.(,§).
Démonstration. L’équation vérifiée par U = uy; — p), est la suivante :
Up = Uge + cUg = Yp(§ — ct)(fu(Unr) — pa.),
avee far(iin) — pr, = (far(as) — Tae) + U < U car fg(ng) < f(ing) < g, d'on
U — Uge + cUg — Y, (€ — ct)U < 0.
On pose alors U(t, &) = pa.+s(t, )V (¢, €) avec § tel que g5 := k(A +6) — c(A. +6) > 0.

On veut montrer que V(¢,&) < 0. On obtient 1’équation suivante sur V :

0)
QV :=V; — Vee + (0—2M>Vg+q5\/§0.

DPrc+s

De plus, par construction, il existe une constante C; telle que

up(0,€) — pa(0

UM( 7€> p/\( 7€> S CM

p/\+5(07 f)
On pose ensuite W (t,£) = Cypre” %" qui vérifie QW = 0, d’ou

(V =W)(0,§) <0.

V(0,8) =

Le principe du maximum faible parabolique nous assure alors que
V(t,&) <W(t,§) = Cye ™",

Or, V(t,£) est 1/c-périodique en ¢ donc en évaluant 'inégalité en t = t + N/c puis en
passant a la limite N — 400, on obtient V' < 0. Ceci donne finalement uy,(¢,&) <
p(t,§). O
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On a ainsi une borne supérieure des u,; indépendante de M. Les estimations para-
boliques de type Schauder donnent pour tout N € N :

[@ar ]l crearzataijezsax—nny < O,

Cy étant indépendant de M. Par périodicité de wy, on a alors

||aM||Cl+@/2a2+@(Rx[—N,N]) < Cy.

D’apreés le théoréme d’Ascoli, pour tout compact [—m, m] de R, il existe une suite M,, , —
+00 quand n — +oo telle que %y, ,, converge dans Cj2%([0, 1/¢] x [—m,m]). Par le procédé
d’extraction diagonale, on peut alors extraire de w,y,, , une sous suite, notée de la méme
facon, qui converge dans Cllo’f([O, 1/c] x R) vers une fonction u, 1/¢ périodique en t et qui
vérifie I'’équation

Uy — Uge + cuig = Yp(§ — ct) f(u).

De plus, puisque pour tout M, ,,, U, . (t,£) < pa.(t,€), on obtient a la limite

a(ta 5) < Px. (t7 5) = eACETﬁAc (g - Ct),

d’ott u(t, —o00) = 0.
I nous reste donc a montrer que u(t,+o0c0) = +o00. Pour cela, on utilise le résultat
suivant :

Lemme 4.6.2. La suite uy; est croissante.

Démonstration. On suit le méme raisonnement que précédemment. On veut monter que
Upre1 — uypr > 0. On a I'équation suivante sur U = U1 — Uy -

Up = Uge + cUg = Yp(§ — ct)(far1 (1) — fur(uar))-
Or,
Srupi(nren) = fu(an) = (Fae (W) = far(Uare)) + (Fr(Uaren) — far(uar)),

> fu(nre) = far(Uar),

= fula(t,)U
avec a(t,§) une fonction comprise entre @y (t, &) et wpr1(t,€). On obtient ainsi
U = Use + cUe = Yy (& — ct) fi(alt, §))U = 0.

On pose alors U(t,£) = pa1s(t,§)V(t,€) avec comme précédemment 0 tel que g5 :=
k(Ac+0) —c(Ae +d) > 0. On veut montrer que V' (¢,£) > 0. On a ’équation suivante sur
Vo

OV = Vi — Ve + ( - zaj—) Ve + (Y€ — et)(1 — fisla(t, €))) +a5)V = 0.
ct

De plus, il existe des constantes positives Cy; et Cpr11 et des constantes négative (', et

Ch4 telles que
I < UM(Oa f) B p/\c(oa f) < CM et j\/l—f—l < uMJrl(Oa f) B p/\c(oa f)

M= p>\c+6(0’ g) N

< Chri1-
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On a alors
o aM—f—l(Oa 5) - aM(O’ 5)
Vi0.¢) = Pa+s(0,6)

Soit W (t,&) = —Ape %, alors QW = =Y, (£ — ct)(1 — fi(a(t,€))) Ape %" < 0. Ainsi,

QV —W)=QV -QW >0,
(V =W)(0,£) = 0.

> C;erl — OM = —AM avec AM > 0.

Du principe du maximum, on en déduit que
V(t,&) > W(tE) = —Apye .
Or, V(t,€) est 1/c-périodique en ¢ donc en évaluant 'inégalité ci-dessous en t =t + N/c
puis en prenant N — 400, on obtient V' > 0. Ceci donne la croissance de la suite uy,. [
Comme 1y, (t, +00) = M, on en déduit finalement que
u(t, +00) = +00.

En effet, soient t € [0,1/c] et M > 0, alors il existe &y, tel que up41(¢,£) > M pour
€ > &y et donce par croissance de wy, on obtient a la limite que w(¢,£) > M pour £ > &y,.
Il reste & noter que pour £ — —o0, on a le comportement souhaité :

a(ta g) = Pxc (t7 5) + O(p)\c-i-é(ta g))

En effet, d'une part u(t,£) < p, (t,€). D’autre part, pour un M, fixé, il existe par
construction une constante Cy > 0 telle que @y, (£, ) > pa.(t, ) —Copa.ts(t, €)). Puisque
la suite u,, est croissante, on a la méme estimation pour la limite u.

4.6.2 Existence d’ondes pulsatoires pour ¢ = ¢*

Nous allons construire une onde de vitesse minimale en passant a la limite ¢, — ¢*
sur la suite de solutions (c,, @,) de (4.9) que nous venons de construire. Soit donc ¢, une
suite décroissant vers ¢* et u, la solution associée. On a ’estimation suivante

Un(t,€) < e’\cngw)\m (& — cnt).

Si impose la normalisation ¢,, < 1, alors, puisque Ao« < A, < A, on la majoration
suivante indépendante de n,

Uy (t, &) < e pour £ <0 et y(t,€) < e*1¢ pour € > 0.

Cette borne permet d’extraire une sous-suite convergente mais elle n’assure pas que la
fonction limite obtenue n’est pas identiquement nulle.

On doit donc procéder différemment en imposant une condition de normalisation.
Pour cela, on joue sur le fait qu’une solution est définie a translation prés, c’est a dire
que si u,(t, ) est solution alors

Un(t,€) = Tnt + 70, € + caTn)
’est aussi. Nous allons normaliser de sorte qu’il existe t,, € [0,1/¢,] tel que

max U, (t,€) =1 = Ul(t,,0).

tER, £<0

Ceci est possible grace au résultat suivant
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Lemme 4.6.3. Il existe t], € [0,1/c] et &, € R tels que

u,(t,6)=1=u(t,¢&,).

hax, Un(t,§) Uu(ty &n)

Démonstration. Puisque u,(1/c, —00) = 0, pour tout ¢ il existe A, tel que pour & < A,
un(1/c, &) < e. Par périodicité en ¢ et par Harnack il existe ainsi C' tel que

1
U, (t, &) =Ce < =
T, () =Ce <5
en choisissant ¢ suffisamment petit. Puisque u,(1/¢,+00) = 400, on montre de méme
qu’il existe B,, tel que

inf w0, (¢ &) > 2.
. un(t,§) >

Par continuité, la fonction w,, prend la valeur 1 sur [0,1/c] x [A,,, B,] et par compacité
on peut poser
&, = min{{ € [A,, B,],3t € [0,1/c],u(t, &) = 1}.

Il existe ainsi ¢, € (0,1/c] tel que

un(t, &) =1=7u(t )
te%,l?%{gnu”( €) u(ty,, &n)

On choisit alors 7, := &,/c de sorte que U(t, &) = u(t + &, /c, € + &,) vérifie

ﬁn(tn —&n/¢,0) = un(tn, &) = 1,

et
max U,(t,&) =1=U(t,,0).

teR, £<0

Nous allons montrer qu’on peut alors extraire de cette suite une sous-suite convergeant
vers une fonction u, non identiquement nulle, 1/c¢*-périodique en ¢ et solution de

’ljt - a&‘ + C*’ljg = Y;,(f — c*t)f(ﬁ)

Nous montrerons ensuite que cette fonction vérifie bien les conditions aux limites @, (t, —o0) =
0 et . (t, +00) = +o0.

1) Extraction d’une sous-suite. Considérons d’abord 7" un majorant des périodes 1/c,
et € un minorant. Vu la condition de normalisation et le fait que la suite (¢, ), est bornée,
'inégalité de Harnack donne 'existence pour tout N d’une constante Cy indépendante
de n telle que U, (t,§) < Cn pour t € 0,27, £ € [-N, N]. Les estimations paraboliques
donnent alors 'existence pour tout N € N d’une constante Cy (indépendante de n) telle
que B

[Unl|gr+ar2.24a e 211 x (- NN < ON-

La périodicité de w, en temps implique que Hﬁncha/g,ua(RX[_N,ND < Cy. Par le théo-

réme d’Ascoli et le procédé d’extraction diagonale, on peut extraire de (U, ), une sous-
suite, notée encore (U, ),, qui converge dans C,.>(R x R) vers @,. Cette fonction , est
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non identiquement nulle puisque rﬂgz?io us(t,&) = 1, 1/c*-périodique en t, et solution de
te y S
I’équation
Uy — Uge + g = Yp(§ — 1) f (w).
Il reste & montrer que u, vérifie bonnes conditions aux limites @, (t, —0o) = 0 et u.(t, +00) =
+00 .

2) La limite en —oo. Nous revenons aux variables initiales (¢, x) en posant u.(t,z) =
U«(t, x + ct). Puisque Oyu, > 0, on a a la limite dyu, > 0. On peut ainsi considérer la
fonction

u(z) = lim wu(t,x)

t——o0

définie pour tout = € [0, 1]. La relation d’onde pulsatoire u(t+1/c,x) = u(t,z+1) donne
a la limite u(z + 1) = u(x). De plus u est solution de ’équation différentielle

—u = Yy ()(1— ).

En intégrant cette équation sur [0, 1], on obtient

0=— /Olg"(:c)dx = /01 Y, (z)(1 — e @) dz,

Puisque Y, > 0, on en déduit que u = 0. Ainsi, pour tout z, u.(t,z + ct) — 0 quand
t — —o0. La limite u.(t, —00) = 0 s’obtient par périodicité (cf preuve du lemme 1.5.4).

3) La limite en +oo. On travaille encore dans les variables ici (t,2) de sorte que
Oyuy > 0. On va montrer qu’il existe zq € [0, 1] tel que wu.(t,z9) — +00 quand t — +o0.
On raisonne pour cela par l'absurde en supposant que pour tout z € [0, 1], u(t, x) est
borné en t. Dans ce cas, la limite

u(z) = tliinoo u(t, ) = tlifrnoo U (t, x + ct)

existe pour tout x € [0, 1]. De plus, puisque u(t + 1/¢,x) = u(t,z + 1), on obtient a la
limite ¢ — 400 que @(x + 1) = u(z). Enfin, u est solution de I'équation

—i" = Yy ()(1 - 7).

En intégrant cette équation sur [0, 1], on obtient par périodicité et le fait que @ est
positive et non nulle que

1 1
0= / _@(z)dx = / Y,(2)(1 — e ™@)dz > 0,
0 0

d ’ou la contradiction.
Par conséquent, il existe xg tel que wu,(t,z9) — 400 quand t — +oco. En revenant
aux variables (¢, ), cela veut dire que pour ¢ — +oo

Uy (t, zg + ct) — +00.
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Montrons qu’alors que pour tout ¢, u,(t,£) — +oo quand £ — +o00. Soit {y € R, on a

~ - N N _ N
Uy (to, zo + ct + N) = u,(to + %0 + c(to + ?)) = U, (to + ?,xo) — 400
quand N — 4o00. Soit alors M > 0, il existe N assez grand tel que
ﬂ*(to,:po—i—cto—i—N)ZM, a*(to,l'o—f-cto—f—N—f—l)ZM

L’inégalité de Harnack dit alors qu’il existe une constante C' indépendante de N telle
que si on note Dy = [xg + ¢t + N, zg +ct + N + 1], on a

sup G(LE)<C  inf  w(tE).
[to—1,to+1]x Do ( ) [to,to+1]x Do ( )

Ainsi, si £ € Dy,

Wit €)= inf W€ =10 swp (€)= M/C,

" [tosto+1]x Do [to—1,t0+1]x Do

d’ou le résultat.

4.6.3 Comportement linéaire des ondes en +oo

On cherche ici & montrer que pour ¢ > ¢*, 'onde construite vérifie

- Y, _
u(t, ) =a+ % E+Z,(6—ct) +0(e™™) quand € — +oo0.
D’aprés la proposition 4.5.3, il suffit de montrer que u(t, £) est a croissance sous-exponentielle.
Nous allons montrer pour cela que u est & croissance au plus linéaire.

Lemme 4.6.4. Si c > c*, alors pour tout t et £ > 0,

Yol o
c

a(ta E) < ||¢,\c oo T

.

St c=c*, alors il existe M tel que pour tout t et £ > 0,
- Y,
a(t. 6 < M+ 2l
c

Démonstration. Nous traitons d’abord les ondes de vitesse ¢ > ¢* puis I'onde de vitesse
minimale.

1) Les ondes de vitesses supérieures. On fixe ici une vitesse ¢ > ¢* et on note
A. = maxg ¥,,. Rappelons d’abord que u est construite comme limite de solutions
du probléme approché (PB),; qui vérifient I'inégalité suivante pour £ < 0

aM(ta g) < p/\c(ta E) < AC‘

De plus, puisque 0 < up; < M, on a en particulier I’estimation

un(t,€) SM—F%&
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pour £ > 0. On veut obtenir une majoration linéaire indépendante de M pour pouvoir
passer a la limite M — +oco et récupérer une majoration linéaire pour u. Par la suite,
M est fixé et on considére

Yol o
C

yu = inf{y > 0 tel que up (¢, &) < v+ &, V¢ >0}

Notons que vy, < +00 puisque vy, < M. On veut montrer que vy, < A.. Supposons par
I’absurde que vy, > A. On a tout d’abord par définition que pour tout & > 0

- Y,

Nous allons montrer qu’il y a égalité quelque part du fait que u,; est bornée. On considére
pour cela la suite v, = vy — 1/n pour laquelle il existe pour tout n un couple (t,,&,),
avec t,, € [0,1/c[ et &, > 0 vérifiant

Yol

Cc

Les suites t, et &, sont bornées puisque 0 < ,, + %fn < ups(tn, &) < M. On peut
donc en extraire une sous suite qui converge vers (tyr,&ny), avec :

~ Y,

s (tars Enr) > Y + %&u

On a ainsi égalité au point (¢, £pr). Notons que £y, > 0 puisque en & = 0 on a wy(¢,0) <
A. < vp- On considére alors la fonction

Y,
U@Q:7M+ﬂ%&§
Si on pose Lu := u; — Uge + cug, on a alors pour tout ¢ et £ > 0

LU ~Tpr) = Yyl — Yo(€ — et)(1 = e0) > 0,
U — 1wy > 0.

Le principe du maximum fort parabolique dit alors que soit u,; < U, ce qui est impossible
vu qu’il y a un point d’égalité a I'intérieur du domaine [0, 1/c[xR% (qu’on peut étendre a
[—1/c,2/c[xR? par périodicité si ty; = 0), soit up = U, ce qui est contradictoire avec le
fait que up(t,0) < A. < vy = U(t,0). Par conséquent, vy, < A, et ala limite M — +oo
on récupére bien u(t, &) < A. + %5

2) L’onde de vitesse minimale. Par construction I'onde de vitesse minimale u, est
la limite quand ¢,, — ¢* de la suite ﬁn normalisée par ﬁn(t, £) = Up(t+ &/, &+ &) de
sorte que ~ _

max U,(t,§) =1=U,(t,,0).

teR, £<0

En appliquant I'estimation linéaire a la suite initiale u,,, on obtient que pour & > 0,
Yol
c

n
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Ainsi, pour tout £ > —&,, on a

Yl Yl o
Cp, Cn 5

Ua(t€) < |t |loo + (€+&) < Cn+

On en déduit qu’il existe C!, tel que pour tout t et £ > 0, on a
Uure) < ¢+ ol
On définit alors
C, == inf{C tel que U,(t,€) < C + 2” p”°°§ pour £ > 0}.

Par définition de C,, pour tout p > 0, il existe (¢,,&,) tel que

ity &) 2 Gy — 3 -+ 21 g,

Yol

Puisque u,(ty,&,) < Cp + —£2E,, la suite (&), est bornée, de méme pour (¢,), qui
est choisie dans [0, 1/c] par perlodlclte On peut donc extraire une sous suite telle que
ty — oo €t {y — & avec

Uoftr) > O+ 212l

n

Notons qu’on a ainsi 'inégalité

N pll

pour tout £ > 0 avec égalité au point (foo, £oo)- On considére alors la fonction

v6) 4 2l

Cn

ainsi que 'opérateur L comme précédemment. On a alors pour tout ¢t et £ > 0

L(Vy — U,) =2Vl — Y(€ = et)(1 — ™) >0,

Le principe du maximum fort parabolique dit alors que sur § > 0, on a soit V,, —gn > 0,
soit V,, — U, = 0. L’égalité est impossible puisque LV,, > LU,. On a donc V,, > U,, pour
tout & > 0 et par conséquent &, = 0. On en déduit que

Cp = Uy (too, 0).

La condition de normalisation et I'inégalité de Harnack impliquent qu’il existe M indé-
pendant de n tel que

Up(tos,0) < M.
On déduit que pour £ > 0, on a

N p||

Un(t,€) < Cu+

Cette estimation étant indépendante de n, elle est valable pour la limite . O
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4.7 Relation entre les ondes du systéme et de I’équa-
tion
Nous terminons ce chapitre par la démonstration de la proposition 4.2.4 établissant
des relations algébriques entre les ondes pulsatoires du systéme (4.4) et celles de 1'équa-
tion (4.9). Nous commengons par le point (ii) pour expliquer comment apparaissent ces
relations.

(ii) Passage du systéme a ’équation. Considérons une solution (c, T, }7) du systéme
(4.4). La deuxiéme équation du systéme s’intégre en

t
V(1,€) = Yole — ety exp ( ~ / T(s.€ — ct + cs)ds).
0
En effet, il suffit d’intégrer I’équation Y; = —TY (dans le repére initial en (¢, x)) en
t
Y (t,z) = Yo(x) exp ( - / T(s, x)ds),
0

puis d’effectuer le changement Y (¢,£) = Y (¢, & — ct). On effectue ensuite le changement
de variables s’ = £ — ¢t + ¢s qui donne

C Je_e c

Y(t,€) = Yy(€ — ct) exp < ! /; T(t+ il é,sl)ds’)

Montrons ensuite que ¢ > 0 et Y > 0. Puisque Yy(z) ~ Y,(z) > 0 quand z — —o0, il
existe zo tel que Yo(xo) > 0. Ainsi,

s' — xg

~ xo+ct -
V(1,0 + t) = Yo(ao) exp (- _/ 7(
C

o

. ,3’)ds’>.

Si on suppose par absurde que ¢ < 0 alors puisque 7' > 0, on a }7(15, xo+ct) > Yo(zg) > 0
pour tout ¢t > 0, ce qui est par périodicité en contradiction avec la limite Y (¢, +00) = 0
et ainsi ¢ > 0. Pour montrer que Y > 0, il suffit de montrer que Yy > 0. On suppose
alors par I’absurde qu'il existe 2’ tel que Yy(z') = 0. On en déduit que pour tout ¢

_ ) ) 1 x'fct s — 7 ) )
Y(t,x +ct):YO(x)eXp<—— T( ,3)ds>=0,
c x

’ &

ce qui contredit que }7(15, §) ~Y,(§ —ct) >0 quand £ — —oo. Ainsi, Y > 0.
Puisque Y (¢,&) est 1/c-périodique en temps, on a alors, pour tout N :

. . e _
Y(t,g):Y(Hg,g) = Yo(g—ct—N)exp<—1/ T(t+ﬁ+scg,s)ds),

€ Je—ct—N ¢

- Yo(g—ct—z\f)em(-1/g f(t+s_§,s)ds>,

c E—ct—N c

Il s’agit ensuite de passer a la limite N — —+o00. Pour cela, il faut montrer que I'intégrale
précédente est convergente. On écrit pour cela que

L Fus s _ Y(t,€) Y6\
/g_ct_NT(” g ods=—cln (%(5_@—N>> = <2||Yp||oo> —aeh
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pour N assez grand puisque alors

Y(t,€) Y(t,€)
O SV —a N

Puisque T>0et que M est un majorant pour tout NN, on peut passer a la limite pour

obtenir 5
?mazn@—dmm(_%/ T

—00

,s)ds).

Cc

On pose alors

ﬂ(t,g):l/é f(t—f—s_g,s)ds:/o T(t + 0,& + co)do,

C C

— 00 —0o0

par le changement de variables s = £ + co. C’est bien une fonction 1/c-périodique en
temps.

Afin de dériver par rapport a t et £ sous le signe intégrale, on a besoin de I'estimation
suivante :

Lemme 4.7.1. il existe C > 0 et a > 0 tels que pour tout t et £ <0,
T(t,€) < Ce.

Démonstration. On procéde comme dans la sous-section 4.5.3 en prouvant tout d’abord

que si T'(t,x) = T(t,z + ct), alors

A := liminf Lt )
t——oo,ze(0,1] T'(t, x)

vérifie 0 < A < +o00. La preuve de ce résultat est identique a celle du lemme 4.5.5 et
repose sur le fait que 7' > 0 est une onde pulsatoire solution de 1’équation

ou Y (t,x) est bornée avec |Y| < [|Y,]|c et converge vers Y,(z) pour ¢ — —oo. On en
déduit ensuite la décroissance exponentielle en &. O

La méme estimation exponentielle étant valable sur les dérivées de T par les estima-
tions paraboliques, on peut dériver par rapport a ¢t et £ sous le signe intégrale dans la
définition de u. On a ainsi

0
Up — Uge + CUg = / (Th — Tee + cTe)(t + 0,€ + co)do, (4.28)

—00

= /0 f(t +o0,&+ ca)?(t +0,& + co)do,

—00

0
= Y:'D(g - Ct) / T(t + o, g + CO')G_’E(t—i_O-’&—FCJ)dO'.

—0o0
Notons que T="1+ ctg. En effet, si on pose

& L
cV(¢) = cﬂ(t—i—f/c,f):/ T(t+ s/c,s)ds,

—00
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V(€)= T(t+&/c,€) = Wlt + &/, &) + clig(t + £/c, ).

Nous avons alors

d _ L _ _ _
d—(—e‘“(t’L“’erw)) = —(Up+cle) (t+0,E+co)e 08T — _T(t4 g E4co)e UtHotter),
o

On retrouve finalement I’équation (4.8)
Uy — ﬂgg + Cﬁg = Y},(g — Ct)(l — 6717).
Notons que la limite u(t, —oo) = 0 découle de I'intégrabilité sur R~ de I’application

5s—¢

C

s— T(t+ ,S).

Pour la limite en +oo, on utilise le fait que 7(0,4+00) = (V) d’ott T(0,4+00) > (V,)/2
pour £ > M. D’apreés les inégalités de Harnack et la périodicité en temps de T', il existe
C > 0 tel que T'(t,&) > (Y,)/2C pour tout ¢t et £ > M. On a donc pour £ > M,

a(t,g):%/é T(t + 58 )ds:l/MT(t—I—S_g,s)ds%—%/gf(t—l—S_g,s)ds.

oo & cJ c M c

Puisque la premiére intégrale est 1-périodique en &, elle est bornée et on en déduit que

Vo)
2

W(t,€) > O+ L2 (€~ M),

d’out

t — +-00.

() —
Montrons qu’en fait u a exactement le comportement linéaire wu(t,&) ~ @5 quand
§ — +oo. D’aprés la proposition 4.5.3, il suffit de montrer que % a une croissance sous
exponentielle. On utilise cette fois qu’il existe M tel que 7°(0,&) < 2(Y}) pour & > M.
Puisque T' est périodique en ¢, I'inégalité de Harnack donne l'existence d’une constante
C telle que T(t,&) < C(Y, ») pour tout t et £ > M. Ainsi,

C(Yp)

M _ £ —
R R B L e ]

o] c M

et uw a une croissance sous exponentielle et donc linéaire.

(i) Passage de l’équation au systéme. Considérons la solution u de (4.9) construite
au théoreme 4.2.3 et montrons que le couple

T =0+ clig, Y(t,€) =Y, (€ — ct)e "9

forme une solution (T,Y) du systéme (4.4). Notons tout d’abord que T et Y sont 1/c-
périodique en ¢ puisque u l'est et que T et Y sont strictement positives par construction.
Ensuite, si on applique opérateur 0; 4+ c0¢ a I’équation (4.9), on obtient

(8 + ;) (at — T + cag) = (B + %) <Yp(§ —et)(1 - e—ﬂ)),
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ce qui donne o B -
T‘t — ng —f- CTE = —(ﬂt —|— Cﬂg)Y;;G_u = TY

On obtient également la seconde équation
Y, + ci— = —(Ty + clig) Yo " = ~TY.
Il reste a vérifier les conditions aux limites. Pour }7, on a d’une part

Y(t, )| < ||V, e ™ ——0
9 Plloo £ 400

puisque u(t, +00) = +oo et d’autre part

Y(t,€) = V(& = ct) = V(€ = et)(e™™ = 1) [Vl (79 = 1) ——0
car U(t, —o0) = 0. Concernant T, on a tout d’abord T(t, —co) = 0. En effet, @(t, —o0) = 0
donc d’apres les estimations paraboliques |u; (¢, §)|, |ug(t, )| — 0 quand & — —oo. Il reste
a montrer que pour tout t, T'(t,&) = (us + cug)(t, &) — (Y,) quand & — +oo. On écrit
pour cela u sous la forme

(Yp)

ut, &) =a+ —EE Z,(& — ct) +v(t, ).

La fonction v(t, ) vérifie alors I’équation

vy — Ve + cvg = =Y, (€ —ct)e ™,
ainsi que Pestimation v(t,£) = O(e %) quand ¢ — +oo (cf proposition 4.5.3). Par les
estimations paraboliques, on en déduit que |v(t,§)|, |ve(t, )| — 0 quand § — +o0. Par

conséquent,

U +cug = (—cZ)(§—ct) + ) +c((Yp) + Z,(§ — ct) + ve),
= (Yp) + v+ cug p— (Yp).

Ceci conclut la démonstration de la proposition 4.2.4.
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