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Simulation multi-échelles des solides par une approche cou-
plée dynamique moléculaire/éléments nis.
De la modélisation a la simulation haute performance.

Résumé : Cette theése porte sur I'étude de la simulation des solides par des méthodes de couplage
multi-échelles (méthode atomique/continue ACM). Dans ce travail de thése, nous abalons des
modéles mathématiques jusqu'a la réalisation informatique dans un contexte de tauls hautes
performances paralléles. Aprés avoir rappelé le fonctionnement des méthodes numériquedisées
dans le cadre de la simulation des solides, tels que la dynamique moléculaire et laéoanique
des milieux continus, nous présentons les di érentes méthodes de couplage existantes &des
pour les coupler. Nous considérons la méthod@ridging Method développée par T. Belytschko
et S. Xiao qui utilise une zone de recouvrement spatiale entre les deux modéles pour réalis
le couplage des degrés de libertés. Aprés avoir présenté une modi cation améliorara ktabilité

de cette solution, nous ferons une analyse spectrale d'un cas unidimensionel couplé par cette
méthode. Nous présenterons ensuite les techniques informatiques qui ont été mise en place de
réaliser I'implémentation d'un prototype. La plateforme informatique est basé sur une philosophie
de composants des entités logicielles qui autorise, in ne, de coupler des codes génériques dans un
environnement logiciel. Notamment on s'intéressera a l'implémentation desautines qui permettent

de paralléliser le couplage. Nous présenterons en n les résultats numériques obtenus sur des ca
tests en dimension 2 et 3 pour des cas de propagations d'ondes et de propagation de ssures.
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Multiscale simulation of solids by coupling molecular dyna-
mics with nite elements.
From numeric model to high performance simulation.

Abstract :  This thesis is about the study of simulation of solids by multiscale coupling nethods
(atomic method/continuum ACM). In this thesis, we present from mathematical models to data-
processing implementations in an HPC parallel context. After having pointed at the various
numerical methods used for solid simulations, such as molecular dynamics and the minuum
mechanics, we present a state of the art of the existing methods used to couple togetheontinuum
et atomic models. We then consider theBridging Method developed by T. Belytschko and S. Xiao
which uses a bridging zone where both models exists and where degrees of freedom are coupled.
After having presented a modi cation of the integration scheme that improves the stability of
this solution, we will make a spectral analysis of a unidimentional coupling cae. Then, we will
present the data-processing techniques which were used in order to carry out the implemerttan
of one prototype. The data-processing framework is based on a component softreaphilosophy
which allows, in ne, to couple generic codes in a software environment. In pargular, we will
present the algorithms and routines used to perform the parallel coupling. We will nally present
the numerical results obtained on cases in dimension 2 and 3, for waves propagat® and cracks
propagations.
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Premiere partie

Introduction, positionnement et
contributions de |'étude







Introduction

URANT la derniere décennie, I'e ort de recherche dédié a I'étude du comportement des

matériaux au travers d'études a I'échelle atomique s'est considérablement intensi éLe

terme de nano-technologie peut généralement étre utilisé pour quali er la recherche et
l'utilisation technologique des propriétés de la matiere a des échelles inférieures a umillier de
nano-metres. Les microscopes électroniques a haute résolution qui sont aujourd'hui gisnibles
permettent de discerner les atomes. De plus la manipulation de ces di érents atomes est d#mais
rendue possible par l'utilisation des techniques de sonde a balayage. Les techniques pettant
de synthétiser des objets nanométriques existent bel et bien et la technologie nécessapeur
concevoir des systemes tels que de petites molécules est aujourd'hui une réalité. Par exemple,
en électronique, I'étude des systemes micro-électromecaniques (MEMS) et des systemes nano-
électromecaniques (NEMS) ont permis d'augmenter considérablement la capacité de stoade des
disques durs d'ordinateur grace aux matériaux magnétiques dont I'épaisseur est maintena de
l'ordre du nanometre. Le milieu médical est un autre secteur dans lequel les dispositifSEMS et
MEMS conduiront a de grandes innovations par exemple dans le domaine de la visualisah des
systemes biologiques.

Le terme nano-mécanique est typiquement associé a I'étude et a la caractérisation du roe
portement mécanique d'un groupe d'atomes, a des systémes a l'échelle atomique et stuuctures
résultantes de I'application de divers types de force ou de condition de charge. La thae spéci que
de la recherche en nano mécanique varie généralement en fonction de la discipline étudiée. On peut
citer I'étude de I'impact de la ssuration sur les matériaux, I'étude des propriétés mécanjues des
nano-composites, I'étude des écoulements & I'échelle atomique ou encore I'étude des membranes
des cellules biologiques.

En science des matériaux des progrés importants ont pu étre réalisés en combinant &mu-
lation numérique a plusieurs échelles et les expérimentations. En e et, grace a lmymentation
permanente de la puissance des super-calculateurs ainsi que de la connaissance grandigsdes
comportements des matériaux, les méthodes multi-échelles ont récemment émergé commenéta
un outil de choix pour relier le comportement mécanique des matériaux a I'échelle atoique la
plus ne avec I'échelle macroscopique. Les méthodes multi-échelles permettront certainemedtal-
lier approche expérimentale, approche théorique et simulation numériques dans le but deaieux
comprendre le comportement des matériaux.

En ce qui concerne les solides, les recherches sur le comportement a I'échelle atomiqué o
d'ores et déja conduit a certains succes dans la conception de composants nanométriques, dont
les nanotubes de carbone en sont un exemple. Les approches tout atomique , valables po
des objets isolés (nanotubes, nanocomposants, ...) ne sont en général pas uiililes pour déduire
par la simulation le comportement des matériaux homogenes, qu'ils soient ciiallins ou amorphes.



Bien que I'échelle pertinente soit I'échelle atomique pour la plupart des mécanismeampliqués dans

le comportement de ces matériaux (par exemple la formation de micro ssures, la ppagation de
défauts du cristal, etc) I'échelle nécessaire pour obtenir un comportement moyen repesen-
tatif est en général bien supérieure aux capacités de calculs actuelles. En e et, les méthodes de
dynamique moléculaire classiques permettent tout juste d'atteindre le micromete cube (quelques
dizaines de milliards d'atomes) sur les calculateurs les plus puissants (nombre de CPx)1000),
une échelle encore inférieure a celle nécessaire pour décrire un comportement représentatitip

la plupart des matériaux (> quelques dizaines de micrométres cubes).

La plupart des défauts impliqués dans le comportement des matériaux font intervenir ad fois
des mécanismes a l'échelle atomique et des champs a trés longue portée, a I'échelle de plusi
microns. C'est par exemple le cas des micro ssures dans les matériaux cristallins, abla propa-
gation se fait par une modi cation complexe de la structure atomique en pointede ssure mais
dont les champs rayonnent bien au dela de la zone perturbée atomiquement. De tels sstémes,
qui ne peuvent pas étre modélisés ni de maniére 100% atomique (en raison du poids duced) ni
de maniére 100% continue (le mécanisme étant fondamentalement atomique et digt)y peuvent
cependant étre abordée par des techniques récemment développées de couplage d'échelles.

Dans le cadre de cette thése sur laimulation multi-échelles des solides par une approche cou-
plée dynamique moléculaire/éléments niset avec une démarche allantde la modélisation a la
simulation haute performance nous avons collaboré avec le CEA-DAM lle-de-France/DPTA pour
concevoir un prototype d'un environnement de simulation informatique de couplage deodes qui
permettrait de tirer parti de logiciels génériques déja existants an de réaliser unesimulation
multi-échelles de solides. Nous présenterons dans la premiére partie un état de I'art deséthodes
de couplage multi-échelles dédiées a la simulation des solides, ce qui nous aménera a considé-
rer une méthode particuliere comme base de notre étude. Ainsi, dans la deuxieme partie, nous
nous concentrerons sur la méthode de couplage Bridging Method qui est la plus appropriée
pour modéliser un couplage sur tout type de matériaux et nous introduirons un certain nmbre
d'améliorations sur cette derniére avant de I'étudier en profondeur. Il est apparu rapiderent que
le calcul (tres) hautes performances était incontournable pour mettre en ceuvre e cacemenles
simulations induites par notre modele de couplage. Nous décrirons donc les structures de données
informatiques et les algorithmes séquentiels, puis paralléles, que nous avons déymiés dans ce
cadre. Dans la derniére partie, on présentera divers résultats qui valideront I'approhe générale
gue nous avons choisie sur un ensemble de cas test. Nous nous sommes intéressés en paetiéula
problématique de la propagation d'onde et & la ssuration de la matiére condensée. It noter le
caractere tres multidisciplinaire de ce travail qui a nécessité d'investir dans des doaines comme la
physique des matériaux, la modélisation mathématique et l'informatique du c&ul hautes perfor-
mances (algorithmique, mise en ceuvre de codes paralléles couplés). Cette thése a étdiséa dans
le cadre d'un contrat de recherche entre le CEA lle-de-France (collaboration avec iBes Zerah et
Christophe Denoual du DPTA) et I'INRIA Futurs (projet ScAlApplix E commun avec I'MB et le
LaBRI) site de Bordeaux.

Shttp ://www.labri.fr/projet/scalapplix/
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Dans ce chapitre nous allons présenter un état de I'art des techniques utilisées pour larsilation
des solides et plus particulierement les techniques multi-échelles qui permettent de coupler la
dynamique moléculaire avec la mécanique des milieux continus discrétisés par la méthodes
éléments nis.

1.1 La modélisation des matériaux

La modélisation des matériaux est donc utile a di érents niveaux comme nous l'avonprésenté
dans l'introduction. On peut représenter un matériau de di érentes maniéres, avec di érens mo-
deles. Selon la propriété que I'on désire observer et le degré de précision voulu, il faadchoisir
parmi les deux grands types de représentation des matériaux. La distinction porte rtarellement
sur I'échelle a laquelle on modélise le matériau sachant que chacune des représeiatas possede
des défauts et des avantages.

L'échelle macroscopique, qui est I'échelle de I'observable, posséde une description doné
de la matiere. En e et, les propriétés de la matiére convergent vers une telle descrigin pour
des phénomeéenes macroscopiques. On utilise couramment cette vision dans l'industrie. Dans ce



Chapitre 1 Etat de l'art

domaine, on utilise un modeéle continu d'élasticité que I'on discrétise par la mathode des éléments
nis.

A une échelle plus ne, comme I'échelle microscopique, on décrit la matiére de maniére dis-
créte pour obtenir une meilleure précision indispensable si on veut capturer les phénoménes de
déformations tels les ssures ou les dislocations. Dés lors, les simulateurs géat chaque atome et
les déplacent a I'aide d'un champ de force tiré de la physique. Mais I'échelle atomie n'est pas
actuellement utilisable pour des objets réels a cause des temps de calcul prohibitifs compienue
de la taille des échantillons utilisés dans l'industrie. Par exemple, un cristal d'agon a une tem-
pérature de 0O Kelvin (zéro absolu) d'un centimétre cube comporte 20 atomes. Néanmoins la
précision apportée par la dynamique moléculaire se révéle incontournable. Par exenepl'étude des
ssures, des nano structures, ou encore des problemes de frictions ne peuvent trouver actuellement
une précision adéquate que dans la dé nition atomique. A cause des codts de calcul important
on se dirige naturellement vers des solutions couplant ces deux échelles. On voudrait usiéir les
béné ces des deux : la précision de la dynamique moléculaire et le traitement d'échantillonde
taille réelle pour la mécanique des milieux continus.

Dans ce qui suit, nous rappelons dans un premier temps les principes de la dynamique mo-
léculaire, puis ceux de la mécanique des milieux continus. Pour chacune des deux approches, on
spéci era les limitations qui nous amenent a trouver des solutions par une approche muk&chelle.
Enn nous fournirons un état de l'art des principales méthodes multi-échelles connues, ce qui
nous permettra de choisir I'une d'entre elles comme point de départ de notre étude. En n nous
aborderons les contraintes informatiques inhérentes aux couplage de codes. On décrira &wi-
ronnements existant pour les couplages génériques. On indiquera notamment quelques soduts
logicielles basées sur des architectures en composants et dédiées a la simulation métthelle des
matériaux.

1.1.1 La dynamique moléculaire

Dans cette section, nous présentons en tout premier lieu les di érentes formes que prennent
les matériaux discrets. En particulier on abordera la description idéale cristdine. Puis on décrira
les équations de la dynamique moléculaire (MD) qui permettent de déplacer les atomes. Qrerra
les équations Hamiltoniennes et le schéma d'intégratiorvelocity Verlet [?, ?] qui est un des plus
couramment utilisé.

1.1.1.1 Reéseau cristallin

Un matériau est constitué d'un ensemble de noyaux et d'électrons. Dans le cadre de la dy-
namique moléculaire, on considére I'approximation deBorn-Oppenheimer [?] qui considére les
mouvements des électrons comme s'adaptant instantanément au mouvements des noyaux. On
pose alors que les inconnues du systéme sont les positions des noyaux ou directend®® atomes.
Les interactions entre ces atomes sont modélisées par une fonction mathématique, petentiel
d'interaction, que nous décrirons dans la prochaine section.

A l'état initial des simulations de dynamique moléculaire, il faut donc établir la position de
'ensemble des atomes. Une grande classe de matériaux traite des réseaux cristali Il s'agit
d'une structure périodique qui permet de dé nir les cristaux. On dé nit un réseau cristallin grace
a une base. Cette base permet de dé nir une zone de l'espace qui sera répliquée. Sdit)(=1 ::3
trois vecteurs de l'espace qui forment la base du réseau. Cette base n'est pas nécessaingm
normée ou orthogonale. Le parallélépipéde que forme ces trois vecteurs est appeléliealu cristal.
Cette maille peut contenir un nombre arbitraire d'atomes. Des exemples de maillesonnues sont
présentées a la gureg 1.1.
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La maille va étre dupliquée dans les directions de la base pour dé nir le réseau cristall Si on

considére que la maille contientm atomes, alors le réseau cristallin est I'ensemble suivant :
a

©
R= Xk =iA1+jA+KkAz+a = (i;j;k)22% et 12[Lm]

ou les @)1:m sont les coordonnées des atomes d'une seule maille. Il existe des matériaux qui
n'‘ont pas de propriété périodique. Par exemple la silice posséde des propriétés stdtfjues mais
pas de propriété périodique. On qualie de tels matériaux d'amorphes. La simulationde tels
matériaux nécéssite donc le positionnement de chaque atome par des méthodes appropriées. D
telles conditions initiales peuvent étre fournies par thermalisation d'une structure initialement
cristalline [?].

Cubique

Cubique face centrée (CFC)

Diamant

Graphite

Beta cristobalite

Fig. 1.1 Présentation de mailles pour di érents cristaux. On présente la maillecubique et cubique
face centrée, la structure du diament et du graphite. La silice en structure (Beta-crisbbalite) sert
notamment a produire des matériaux aux propriétés proches de la silice. On consultera lé&e web
[?] pour plus d'information
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1.1.1.2 Formulation du probléme

Pour un systéme dem atomes, on peut écrire I'Hamiltonien
1 .
H(p:x)= 5 <M1 ipip > +W(x)+ < x>

ou M estla matrice des massess le vecteur des positions atomiques ep la quantité de mouvement
dé nie par :

p=Mx=Md:
On utilise ici une description Lagrangienne peu commune qui dé nitd a l'instant t tel quex; = X +
d: ou X est le vecteur des positions atomiques initiales, ety est donc le vecteur des déplacements
atomiques.
N.B. : On utilisera cette quantité dans le cadre du couplage yhamique moléculaire-mécanique des
milieux continus, car la mécanique des milieux continus, gufera I'objet de la prochaine section
utilise fortement cette notion de déplacement.

L'énergie potentielle interne W (x) a une expression tirée d'une description de la nature des
interactions entre les atomes, et la densité électronique. Elle fait intervenir depotentiels d'inter-
action a deux corps, trois corps, ou plus. On peut donc décomposer I'énergie potentiek termes
dépendants des positions atomiqueg;, des interactions par paires d'atomes, par triplets et ainsi
de suite :

X X X X X X
W (x) = As(xi) + Ao (Xi; xj) + Ag(Xi; Xj;Xk) + 1ot
i i i i ki

Ces potentiels sont construits le plus souvent de maniére empirique an que les sirtations
e ectuée avec un potentiel donné respectent au maximum les propriétés du matériau tirées -
périence réelles?, ?, ?]. En pratique, on se limite a un nombre ni de termes. Il existe également
des potentiels faisant intervenir les anglesd] entre les atomes plutdt que les positions directement.
On peut citer les potentiels d'interaction les plus connus :Lennard-Jones|[?], Stillinger-Weber [?]
ou EAM [?]. La gure L.2]présente quelques potentiels couramment utilisés.

Suivant la forme des potentiels utilisés, on parle de potentiel a courte ou aohgue portée. Les
potentiels qui comportent des termes de I'électrostatique, comme le potentiel d€oulomb, sont
typiquement des potentiels a longue portée. On utilisera dans ce cas des techniques de découpage
hiérarchique de I'espace et des composantes du potentié?,[?]. Les potentiels deLennard-Jones,
Stillinger-Weber et EAM sont a courte portée. Dans ce cas, on annule les interactions entre atomes
qui sont séparés par une distanc&y,; qui est communément appelée rayon de coupure. En e et,
on suppose que les atomes n'interagissent plus au-dela de cette derniére.

A partir de la forme fondamentale des équations du mouvement de Lagrangé| ?], on obtient
le systéme hamiltonien suivant, en formulation lagrangienne :

( B i Q(p;d)=i &F(d)i P
d = @p;d)=Mip
La premiére équation admetd et x comme degrés de liberté (DDL) étant donné que
e_od
@ a g

=l

(1.1)

ou I, est la matrice identité de taille m. Ce qui montre que les variations dex et d sont équiva-
lentes. On retrouve alors I'équation de Newton classique
@W

Md:p_:i@+fe’“:i fr+fet = F (1.2)
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PP . £ o
Lennard Jones | W = A (kxi xk) A(r)y=42(2)12; @)°

=i

PP rep——
EAM [?] W = A(kxii X K)i Ad(kxii %k

i i

A(ry=aexp(i p(=6i 1) A(r)=[»exp (i qrsn 1)f

P P
EAM tabulé[?, ?] | W = % ig; V() +  F(%A) ou F est une fonction embarquée,
% est la densité électronique de l'atomd,
et V est un potentiel d'interaction a deux corps choisi.

P . PP P ; &
Akxi xk+ gkxii % Kg(kxii %K) cospyk + 3

i i ki

— (xji x)¢ &i %)

Hik = k?(l‘i :ikkx:xi xXlkk

Stilinger-Weber [?]

N[

PP
_ 1 g 9
Coulomb W = - A2 kxii %K

Fig. 1.2 Formules analytiques de quelques potentiels. Chacun posséde des parameétres quivamt
étre ajustés en fonction du type de matériau a simuler et des conditions expérimentas comme la
température ou la pression.

1.1.1.3 Intégration en temps

Le schéma d'intégration en temps généralement utilisé en dynamique moléculaire elgt schéma
appelé Velocity Verlet [?]. Il permet de calculer I'évolution du systéme de particules dans I'espace
des phases. Ce schéma est découpé en quatre étapes :

8 1

% pn+ 5 = pn + 7tI:n

X" = x4+ tM i pntz

3 évaluation de F"*t = jr  W(X*1)+ f

©opntt = pn+% + 7t|:n+1
Sil'on veut imposer une contrainte sur le systéeme de particules, comme par exemple mouvement
global ou encore un angle sur les liaisons atomiques, il faut contraindre les degr de liberté du
systeme. Pour ce faire, on étend le formalisme de I'Hamiltonien a celui du Lagngien; a l'aide de
multiplicateurs de Lagrange, i, on force le systéme a suivre la contrainte désirée. Soit le systéme
de contraintes dé ni par

8i 2 [1,C] g(x)=0

ou C est le nombre de contraintes que I'on impose sur le systéeme. Le Lagrangieleésit alors :

X
L(X;p;, )= HX;p)+ g,
i=1
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Les équations de mouvement contraint qui en découlent sont :

X 99 N
@’

mie; = £ "

i

Le schéma d'intégration couramment utilisé pour les dynamiques sous contratas est l'algorithme
de SHAKE [?] :

8 n+% — n ten . t @grnn r
%p 2—p+7FI7@(q)¢(n)
ou les, [n)sont choisis an queg(q"*) =0

XM= x" 4+ M Ttz
g évaluation de F"*1 = jr W(*+1)+ fex
1 — % t 1. t @ 1
pn+ - pn+2 + 7I:n+ i 7@g(qn+ )¢ En)

1.1.1.4 Limitations

La principale di culté concernant la dynamique moléculaire réside dans la manipulation in-
formatique du nombre d'atomes nécessaires pour faire des simulations de taille®nséquentes.
Les techniques de parallélisation, comme la décomposition de domaine, permettentadteindre
des simulations avec un nombre d'atomes toujours plus important ?]. Bien sir, le type de po-
tentiel utilisé joue énormément sur les performances mesurées et donc sur le nombre d'ates
simulés. Le record du monde actuel dépasse la centaine de milliards d'atomes?] ?] pour les
potentiels de Lennard-Jones ou EAM coupés a quelques distances inter-atomiques. La prengér
limitation porte sur le fait qu'on est encore loin de simulations compotant le nombre d'atomes
d'un échantillon macroscopique. La contrainte est donc informatique, dans le sickage des données
en particulier. Un pas de temps de simulation qui nécessite de stocker tous les atomes leurs
propriétés génére un volume de l'ordre de © 1D octets' 94 Gigas Octets. En considérant que
I'on veut sauvegarder 3 champs de données tridimensionnelles en double précision, on obtient une
taille de I'ordre de 6,5 Teras Octets par pas de temps. Ces volumes de données interdisent le
stockage des trajectoires complétes. De plus, il devient tres di cile d'analyser etde visualiser les
résultats obtenus parallelement au déroulement de la simulation. Des algorithmegiérarchiques
[?] permettent de traiter des problémes de cette taille mais il s'agit bien |a, et par longtemps, de
la plus grande limitation de la dynamique moléculaire.

Une autre contrainte porte sur le fait que la décomposition de domaine sembl étre la seule
technique de parallélisation des codes de dynamique moléculaire. Or un goulot d'étranglemt de
ce type d'algorithme porte également sur le nombre de pas de temps nécessaires pobiemir de
bons résultats. En e et, le pas d'intégration est de l'ordre de la femto-seconde eh'autorise que
des simulations de période de temps n'excédant pas quelques nano-secondes. On note certains
travaux concernant la parallélisation de l'intervalle de temps de simulatian [?]. Ces approches ne
peuvent traiter que des problemes trés particuliers et réguliers. Le principe de fonctionneent
est basé sur un systéme de prédicteurs correcteurs. Ceci impliqgue que I'on est capable de mett
en place des prédicteurs susamment bons car dans le cas contraire on doit recalculer chaque
prédiction fausse. En fait la solution a ce probléeme complexe, mais cela permet deaeourcir les
phases de calculs ou I'on connait & une incertitude prés les résultats fournis. Par exemple rda
[?], le cas test présenté porte sur la simulation d'un test de traction qui a pourbut de calculer
les propriétés élastiques du matériau. Lorsque I'on étire un échantillon de matiau, celui-ci suit
un étirement linéaire jusqu'a un certain seuil. Une fois ce dernier atteint, le matéirau suis une
évolution propre a la taille de I'échantillon et au particularités du matériau. Par cette méthode, on
va pouvoir paralléliser le calcul des intervalles de temps de la simulation de cegtphase d'étirement
linéaire car elle peut étre déja connue par des calculs déja e ectué sur un échantillon plus petit
mais su sement similaire pour obtenir une prédiction assez ne.
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Ces fortes contraintes liées a I'utilisation de la dynamique moléculaire amnent a considérer des
méthodes moins codteuses en calcul; notamment I'utilisation d'une méthode traitant uneautre
échelle en espace et en temps semble plus adaptée a des problémes de dimensions macroscopiques.
Nous présentons dans ce qui suit la mécanique des milieux continus qui modélise la mage&zomme
un domaine continu de l'espace.

1.1.2 La mécanique des milieux continus
1.1.2.1 Formulation du probléme

On souhaite modéliser un solideS dont on se donne le contour . Le solide est alors dé ni
par la matiére contenue dans l'espace délimité par ce contour. La matiere est supp&es avoir des
propriétés continues dans cet espace. Chaque volume in nitésimal du solide est déplacé dans le
temps par les contraintes propres au matériau étudié. On dé nit donc naturellement la foncton
d'évolution du solide par  qui varie en fonction de tempst (c.f. gure L.3) :

t
X x= t(X)

ou x¢ est la position au tempst du point initialement placé en X . Cette application décrit I'évolu-
tion de la matiere au cours du temps. Par convention, dans toute la suite du documendn utilisera
les minuscules pour se référer aux coordonnées de la con guration actuelle et les majusculesipo
les coordonnées initiales. Par exemple, on utilisera I'abus de langage qui consiste@fondref (X)
etf + {(X), ce quiva grandement simpli er les notations. Grace a l'application ¢, on peut dé nir

Con guration de référence Con guration actuelle

Fig. 1.3 Description lagrangienne du mouvement d'un milieu continu.

le champ de déplacement. Si on not& ce champ, la relation qui le relie a I'application d'évolution
est:

gx 2 © (X)) = x¢ = X + u(X):

On se donne les équations de la conservation des moments et de la masse qui régissappli-
cation { en manipulant le champ de déplacement comme inconnue :
Y2 .
&L+ div(%v) =0

(¢ _ % thi Yy dans (1.3)
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ou ¥ est la densité volumique,v le champ des vitesses de déplacement i.e. la dérivée en temps
deu et ¥ le tenseur des contraintes de Cauchy eb une force extérieure. La relation de contrain-
te/déformation est une fonction d'une évaluation de la déformation locale du maériau. Une telle
déformation est communément mesurée par le gradient de déformation ou le tenseur des déha-
tions de Green-Lagrange?; :

_ _ @ (X) _ @x
Fi = gr3ad = ~@x - ax (1.4)
1:% Fo' Fei | (1.5)

ol E est la matrice jacobienne de I'application . et ou le tenseur de Cauchy? mesure les defor-
mations du matériau. On remarquera que les déformations de Green Lagrange s'expréent dans
la con guration de référence et les contraintes de Cauchy dans la con guration actuelle, défmée.
Pour changer de référentiel (par exemple pour passer de la con guration actuelle a la con gation

de référence), on utilise le changement de variable suivant :
z z

8f: foatd (= det(F) ¢ f((X):t)d o (1.6)

t 0

Dans la suite du document, on note] = det(E). Avec cette relation, on montre (cf. [?]) les relations
importantes suivantes :

Yo
P

det(Fy) ¢ ¥ t) (1.7)
det(Fy) ¢_iF 1¢:t~°/4 (1.8)

La premiére équation donne le lien entre la masse volumique instantanée et la sse volumique ini-
tiale. La seconde relation permet de dé nir le tenseurP; appelécontrainte nominale ou le premier
tenseur de Kirchho . Il s'agit d'un tenseur de contrainte utile pour la formulation Lagrangienne.

A n de garantir une solution aux équations que nous étudions, il faut dé nir la loi de com-
portement. Cette derniéere relie le tenseur des contraintes aux déplacements. Nous ald@ns donc
dans ce qui suit deux méthodes courantes de dé nition de ce tenseur de contrainte.

1.1.2.2 Lois de comportements

Loi linéaire

L'approximation linéaire de la mécanique des milieux continus consiste a dire quée tenseur

de déformation et le tenseur des e orts sont liés par :
X

Zi i.e: i = Cijkl 24
ki

o

avec le tenseur des contraintes dé ni dans la con guration de référence et? les déformations
de Green-Lagrange. En supposant de plus que les déformations sont petites (on a@lo % ¥ et
2 Ya %(g—;‘ + %), puis par utilisation de diverses symétries, on peut en déduire la loi de Hooke

(7] :
Ya =, Tr(2 )l +212

Les coe cients de Lamé [?] de, et! sont dé nis par:

— Eo
@+ )1 2)
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ou E est le module d'élasticité ou module de Young, ef est le coe cient de Poisson du matériau.
Le module de Young est homogene a une pression (unité Pascal) tandis que le coe cient de
Poisson est sans dimension. En fait ceci est valable pour un matériau totalemerisotrope.
Sinon, pour un matériau a symétrie cubique il y a 3 constantes élastiques indépendante€n
peut supposer que deux d'entre elles sont égales. Si on considére une simulation de dynameiq
moléculaire dont le potentiel d'interaction est Lennard Jones le matériau simulé véri era cela

tandis que I'utilisation du potentiel EAM non.

Ce comportement linéaire du matériau n'est donc valide que pour de faibles défornians.
Nous justi erons plus en détail I'utilité d'une approche non linéaire aprés avoir présemé une loi
de comportement qui utilise un potentiel atomique de la dynamique moléculaire a d'évaluer
I'énergie interne.

Loi non linéaire : utilisation d'un pseudo-cristal

La regle de la Cauchy-BornP] utilise une structure cristalline virtuelle et un potentiel inter-
atomique pour calculer la contrainte résultante du matériau. Cette approche éomique permet de
capturer les e ets non linéaires du matériau liés a de forte déformations.

L'approximation de la régle de la Cauchy-Born consiste a dire que les atomese déplacent
uniformément selon le gradient de déformation. On peut trouver une description assez neale
cette méthode dans P] et [?]. Soit un réseau cristallin de vecteurs directeurdA| ;1 2 [1;3]; lorsque
I'on déforme uniformément le cristal, les vecteurs directeurs du réseau cristallisont modi és selon
le gradient de déformation. A n de simpli er les notations on pose m = (i;j;k;| ) pour obtenir :

Xm

Xm

iA1+jA2+ kA3+ a
iIEA; +JEA>+ kEA3 + Ea

ou F est le gradient de déformation local au point ou I'on évalue le tenseur des cordintes. On
dé nit un rayon de coupure du potentiel R¢,; et S I'ensemble des quadrupletsij; k; 1 ) tels que X,
soit contenu dans la sphére de rayorRcut et centrée sur un atome choisi comme le point origine
du cristal et de I'espace. La déformation du cristal est illustrée par la gure[1.4 On notera :
0 [ 1
Mm = jXmj €t xm = @ r A 8m2 S:
rg

L'énergie volumique au centre du cristal sera donnée par la somme des potentiels crégar les
autres atomes dans le rayon de coupure. Cela permet de tenir compte de la non linéarité éveelle
du comportement en calculant cette énergie a partir d'un potentiel de dynamique moléculiae. On
approche I'énergie locale en un point comme I'énergie potentielle percue par un ate choisi dans
un cristal in ni et ayant une déformation uniforme donnée par un tenseur F :

em:ixvm
werm) = g V(™)
m2S

ot VO est le volume élémentaire d'un atome, i.e. le volume occupé dans une maille atomuie.

Lemme 1.1.1. [?]: On relie I'énergie intérieure au tenseur de Piola-Kirchho P dans le cas d'un
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Fig. 1.4 Deéformation du cristal sous jacent pour I'approximation de Cauchy-Born.
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Cette expression permet de déterminer la loi de comportement non linéaire du matéria

Comparaison entre la loi de Hooke et la loi de Cauchy-Born

le-10 7 T 1
! Loi de Cauchy Borr—

/ Loi de Hooke----

y (Pas

5e-11 , -

-5e-11

Tenseur des contraintes de Cauch

- - 1 | | | | |
1e-1043 1 12 1.4 16 18

Gradient de deformation

Fig. 1.5 Comparaison entre la contrainte calculée par la loi de comportementihéaire de Hooke
et la loi de comportement non linéaire de Cauchy-Born.

On montre ici la nécessité d'utiliser une loi non linéaire basée sur un pseudo-cristal.redimen-
sion 1, on remarque que les tenseurs sont des scalaires et que le tenseur de Cauchy est &g
tenseur de Piola Kirchho . On montre en annexe[A.4.2 que la formule du tenseur des contiates
déduit de la loi de Cauchy-Born pour le potentiel de Lennard-Jones est :
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a6 a12

Ya (F) = 24DW3 (6) i Wg (12)

ou a et b sont des constantes homogénes a une distance et a une énergie respectivement choisie

en fonction de la nature du cristal. On note égalementt la fonction x ! ki On en déduit
k=1
I'approximation linéaire de % au voisinage de I'équilibre :

B

Y (F)= % () +9®(F i 1)= % (1) +24h ?33 (6)+2§i—23 A2)(Fi 1):
0 0

La gure 1.5 présente sur la méme gure la courbe linéaire et la courbe non linéaire deelation de
comportement. Ce qu'il faut remarquer c'est le fait que si I'on sort de la zoneles petites déforma-
tions, les deux courbes s'averent totalement di érentes. Ceci s'explique par le faigue I'expression
non linéaire du potentiel exprime la cohésion du systeme. Par exemple une dilatatiouniforme du
matériau au dela d'un certain seuil induit nécessairement une rupture qui se traduit par le dit que
les atomes n'interagissent plus, d'ou le maximum de la courbe non linéaire d&. . Inversement, une
compression induit tres rapidement une résistance a l'interpénétration des noyaux qui e'st pas
représentée par la loi linéaire. Ces notions peuvent étre importantes dans I'étatdsement d'une
situation d'équilibre. E. Tadmor explique plus nement les diverses contraintes liéesa I'utilisation
de cette loi de comportement dans 7).

On notera également que dans l'approche initiale de la loi de Cauchy-Born, il n'est pa fait
mention de température. Ce qui veut dire que dans une utilisation visant des simuldons de
dynamique des matériaux, une telle loi de constitution sera incompléte. En e et la temgrature
induit un mouvement vibratoire sur les atomes, ce qui se traduit par une pression irgrne au
matériau. Pour prendre en compte les e ets de la température, on doit modi er I'expressio de la
loi de constitution. Un tel enrichissement pourra étre trouvé dans Xiao [?].

1.1.2.3 Forme faible Lagrangienne

Nous avons maintenant dé ni toutes les équations nécessaires pour obtenir une solution a
notre systeme. Pour pouvoir résoudre les équations locales (1.3), on peut uskr une technique
d'interpolation des champs comme la méthode des éléments nis. Tres classiquementy enultiplie
I'équation (1.3) par une fonction test w et on intégre sur la totalité du domaine .

A £ 5
(r¢ _%)t w+»%b¢ wid®%n¥¢ 8wv =w =0 sur :

La formule de Green nous permet d'écrire :
z c o z z
(rx¢ wy_o%+%vé w we¢td= %b¢ wd: (1.9)
Pour que I'équation 1.9 possede une solution, il faut se donner des conditions aux lites sur le
contour . 8

2 t\ oy ;
t [ u =
ou n est la normale au contour . Les conditions aux limites sont couramment diviséesen deux
types. Une partie sera sous forme de force exercée suy. L'autre partie verra son déplacement
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imposé sur . Les fonctionst et U sont des paramétres du probléme. En reportant les intégrales
sur le domaine de référence a l'aide du Jacobiedet(F ), on obtient :

R R _ R
0[(rxw)(I: P B Vve wd | OJw¢o'[d: ol/gb¢ w ¢y

1.10
8w tel quew=0sur @, ,, (1.10)

Pour démontrer ce résultat, on exprimer yx ¢ w en coordonnées Lagrangiennes :
rew=(ryxw)e F! (1.11)

et on reprend/1.9 a l'aide de 1.6, 1.7 €t 1.11 pour obtenir le résultat désiré.

1.1.2.4 Approximation par éléments nis

On discrétise le domaine ¢ par une triangulation M constituée par un ensembleN de nceuds
et un ensembleE d'éléments qui interconnectent les précédents nceud8[?, ?, ?, ?]. Le principe des
éléments nis utilise le maillage pour approcher de maniére discréte tout champ de lI'espace. On
utilise des fonctions d'interpolations associées a chaque nceud. Il est commun d'usier des fonctions
polynomiales comme fonctions d'interpolation. Pour des polynémes de degré 1ngarle d'éléments
nis P;. Ces fonctions forment une base de l'espace vectoriéiP* qui décrit un ensemble de
fonctions linéaires a l'intérieur de chaque élément. Toute fonction de I'espace serdoss approximée
par une fonction dansF par : X
fx)=" " 10()f

|
ou f est la valeur du champ interpolé sur le nceud | et | la fonction de base associée au nceud
En appliquant I'approximation des éléments nis, on peut discrétiser le champ des déﬁgaements
et des vitesses. Comme fonction test on prend une fonction de déplacement de la forme, ' | w,
et on obtient :

X % @ . x £ ~ x £
W — ¢ P +t4" Vi d oi W “1¢ td) = W 1/@b ¢ |'d 0- (112)
| 0 @( | 0 | 0
Comme cette équation est indépendante par rapport au parametrev, on peut écrire :
z - @ . Z Z
=1 ¢ P +01/23' %] d oi ' | ¢7 td) = 1/@b ¢ |'d 0- (113)
0 @( 0 0

Il nous reste a discrétiser le calcul des intégrales. Nous ne détaillerons pas dans cet édatl'art les
méthodes d'intégration discrétes existantes. Nous signalons simplement queritégration discrete
basée sur les points dé&sauss[?, ?] au premier ordre est celle qui sera utilisée dans nos travaux.

Aprés intégration numérique de [1.13), on obtient alors une équation newtonienngui permet
de faire évoluer le systéme des degrés de libertés représentant le solide. Il nous eedbnc a faire
évoluer le systéme dans le temps a partir de cette équation de mouvement, ce qui va étdécrit
dans la section suivante.

1.1.2.5 Intégration en temps

La formulation faible des équations de la mécanique des milieux continus nous améne doac
un systeme newtonien qu'il faut discrétiser en temps. Comme nous allons coupler ce modéleec
celui de la dynamique moléculaire, nous souhaitons avoir le méme formalisme et pocela nous
dé nissons I'Hamiltonien suivant :

HC-}X
)
1J

Mg v ¢ v+ WE(up)
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ol M,; est la matrice de masse dé nie par :

z

My = Y%' '3 d o
’ P
On se limite & une approximation de la matrice de masse condensé®l( = ; M,; ). Cela permet
de donner & I'Hamiltonien HC une forme similaire & celui d'un systéme de particules de masse
M, = M,,; . On a alors le systeme Hamiltonien suivant :
X

1
HE = o pr+ W©

en dé nissant p; = M, v, on a le systeme Hamiltonien suivant :

(

2

1
9.

R .
. (1.14)

1.1.2.6 Limitations

La principale diculté de ce type de méthode provient de la gestion des discontinuités.En
e et, la méthode originale des éléments nis modélise les champs mathématiques nécessaira la
simulation comme des fonctions continues dans un élément. Par exemple, les surfaces dibrd'une
ssure ne peuvent pas étre représentées si elles traversent un élément. On peut éventuellement
utiliser une technique de maillage adaptatif [?] pour assurer que les discontinuités des grandeurs
ne traversent pas d'élément. Mais la méthode s'avere tres coliteuse et di cile a mette en ceuvre. On
peut également étendre les éléments nis par la méthodXFEM [?] ou encore utiliser une approche
sans maillagemeshlesq?]. Ces deux approches permettent de décrire les discontinuités, mais pas
de décrire la progression ou la création de telles discontinuités. Par exemple, sh considére le
probléeme de la propagation de ssure, il est di cile de décrire la direction que va prendrela pointe
de la ssure ou la vitesse a laquelle cette derniere se propage. Dans une approche coué, on
utilise des modéles empiriques qui utilisent la valeur du tenseur de contrainte pour déteniner
ces caractéristiques. Méme si cette approche a montré des résultats, il est claiug la loi utilisée
dépend du cas étudié. La dynamique moléculaire dans ce cas de gure donne une précision accrue
qui ne nécessite pas de modéliser la propagation de pointe de ssure puisque la ssurdéeeméme
est un espace sans atomes. En revanche, la mécanique des milieux continus permet de #aitles
probléemes de ssuration de taille inabordable par la dynamique moléculaire.

1.2 Les meéthodes de couplage Multi-échelles

Dans le cadre d'une approche multi-échelle, on couple une description atomique qui modélise
le matériau a I'échelle la plus ne avec un modéle macroscopique qui modélise le néaiau a
l'aide des propriétés moyennées ou continues de ce dernier. La représentation macroscopiaiue
matériau permet de réduire considérablement le nombre d'inconnues & manipuler. Le formame
de couplageHeterogenous Multiscale MethodHMM) [ ?] est un environnement générique pour le
traitement de simulations nécessitant des approches multi-échelles. Dang,[?] les auteurs donnent
une classi cation des problemes multi-échelles et leur contexte. On reprend cette terminologie
qui se base principalement sur la distinction des échelles microscopiques et macroscopiqyes
rapport a ce que l'on désire observer.

La premiere classe, notée A, considere I'étude des probléemes pour lesquels on connait une
modélisation macroscopique, mais qui cesse d'étre valide dans certains cas, compa exemple



18 Chapitre 1 Etat de l'art

lorsque le matériau est tres fortement déformé induisant des discontinuitées &s marquées des
propriétés de ces matériaux. Ces problémes sont typiquement relatifs aux études de défautslg
que les fractures et a la vitesse de propagation des pointes de ssures. Dans ces casda méthodes
atomiques sont requises au voisinage des défauts tandis que le modeéle continurfut des conditions
aux limites.

La deuxieme classe de probleme appelée B concerne les modeéles ou I'on ne connait pas de
description macroscopique satisfaisante mais on sait seulement comment ahéliser les propriétés
intéressantes . Cette classe concerne plus volontiers les problémes de simulatides uides ou I'on
n'a pas de description exacte du uide. On utilisera alors un couplage uide-structure a n de tenir
compte des e ets non linéaires de la matiére dans le calcul des bilans de ux de matiere nécessair
aux méthodes conservatives employées pour la résolution des équations de Navier-Stokes.

Le formalisme permet alors d'aborder les couplages de type uide-structure avec degsultats
satisfaisants [?]. En revanche, le formalisme mathématique concernant les problémes liés a des
défauts nanométriques et nécessitant une mémoire des structures atomiques et des conditions
limites complexes n'est étudié que depuis trés récemment.

La méthode HMM nous permet toutefois d'introduire ici les enjeux majeurs de tels couplages
comme la di érence de nature entre les champs manipulés et les distributions discrétes de la
dynamique moléculaire qui ne sont a priori pas compatibles ce qui rend la formulatin du couplage
di cile.

Pour faire le lien entre la MD et un modele continu, on doit spéci er un opérateur quitrans-
forme des valeurs discretes en une fonction continue. Par exemple, a partir de valeurs slas sites
atomiques, un tel opérateur peut dé nir toute fonction continue f comme la fonction linéaire dif-
férentiable par morceaux qui relie linéairement les valeurs aux points. Si on se doe f; la valeur
def au site atomiquei de coordonnée Lagrangienn&, alors on peut dé nir la fonction continue
f par:

H | (LR T n T
K1 X+ h= g om0 ey 2L gy o X gix)
Xivzi X Xir1i X
(1.15)
On pourra dans le formalisme utiliser d'autres fonctions polynomiales, teks les polynémes de
Lagrange ou encore des fonctions splines. Inversement on dé nit de maniére trés simpkslvaleurs
sur les sites atomiques a partir d'une fonction continuef a valeurs réelles par :

fi = £(Xi)

On a donc dé ni les deux opérateurs qui nous permettent de faire le lien entre une distribution
atomique et des champs continus de l'espace. Ceci nous permet de décrire tesux modeéles par
des fonctions continues.

En revanche, on doit maintenant dé nir une séparation des deux échelles. Ceci donnera un
sens au motmulti-échelle et fournira une base solide dans I'analyse des méthodes de couplage
existantes dédiées aux matériaux. Pour relier la matiére atomique/discrete avecel modele de la
mécanique des milieux continus, on suppose que les valeurs observées sont des fonctioniraees
de l'espace. On pourra convertir ces fonctions par l'opérateur que nous avons dé ni. On décompe
toute fonction f comme suit :

8f; f=F+%=Proj(f)+(fi Proj(f)) (1.16)

ou f est la fonction la plus précise de notre modeéle. Pour xer les idées, il s'agit de la fonin
continue tirée de la dynamique moléculaire via l'opérateuf 1.16F est dé nie pour représenter
la description macroscopique, et I'opérateur ~ permettra de décrire la contributionde I'échelle
microscopique. Cette échelle microscopique est déduite d'une projection qu'il faudra dé nirEn
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Fig. 1.6 On présente sur cette gure la décomposition de I'échelle ne et grossiere. On obént
la description grossiére par minimisation au sens des moindres carrés pour obtenine projection
de la fonction totale sur I'espace des fonctions continues et dérivables par morceauf {).

e et, le sens donné a I'échelle ne est la contribution qu'il faut ajouter aux champs macioscopiques
pour obtenir la fonction de précision maximale. Par exemple, dans le cas d'un couplage tea la
dynamique moléculaire et les éléments nis, la contribution macroscopique est la paie discrétisée

sur le maillage. La totalité de l'information est contenue dans la descripton atomique et les
valeurs sur les sites atomiques. La séparation d'échelle peut étre construite par urgrojection

de la fonction continue tirée de la dynamique moléculaire sur I'espace des fonctions mues

et dérivables par morceaux F 1) par la méthode des moindre carrés. La gure 1.6 illustre cette
séparation dans le cas 1D. Le but recherché dans le couplage sera de déterminer une méthode
qui va pouvoir séparer les échelles et établir des critéres selon lesquels la contributide I'échelle

ne n'est pas nécessaire. On parle desuppression de degrés de liberté . Dans les méthodes
gue nous présentons maintenant, lorsque I'échelle ne est supprimée du modeéle, c'est un moelel
d'éléments nis basé sur les équations de la mécanique des milieux continus qui va régir ldegrés

de libertés macroscopiques. Comme nous allons le voir dans les sections suivanies di érentes
méthodes de couplage multi-échelles se distinguent par leur méthode de séparation des échelles et
de suppression des degrés de liberté.

La plupart des méthodes de couplage multi-échelles abordent cette décomposition dans le but
d'améliorer la qualité des transmissions d'informations entre un macro-modé& qui ne gere plus
I'eéchelle ne et un micro-modele qui contient I'information la plus précise que I'onpuisse calculer.
Le fait de retirer des degrés de liberté diminue la précision avec laquelle on peut re@senter
un phénomeéne dans le matériau. Comme on le voit sur la guré 1J6, I'échelle ne est nonuile
en général. Le fait de retirer des degrés de libertés annule la contributiof et fait donc passer
d'une solution a priori lisse a une solution grossiére, ce qui va inévitablemen engendrer des
e ets non désirables. La conséquence la plus néfaste en dynamique est certainement la di culté
gu'a ce type de couplage de transférer les ondes mécaniques du modéle atomique vers le n@dél
macroscopique. On parle de ré exion d'ondes?, ?, ?]. An de contourner toutes ces di cultés,
plusieurs voies d'élimination des DDLs ont été explorées.

La premiéere correspond aux méthodes les plus anciennes (1996) et aborde le probleme de la
décomposition des échelles en considérant que les modeles a précision macroscopique etasior
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Couplage sans couture

A C

|:| Zone Atomique
|:| Zone Continue
B recouvremen Couplage par recouvremer

A C

Fig. 1.7 Schéma d'une zone de couplage sans couture (en haut) et d'une zone de couplage par
recouvrement (en bas).

pigue et qui sont associés a des zones spatiales disjointes. On nommg (resp. ¢) le domaine
microscopique (resp macroscopique). On parlera de couplage sans coutures§¢amless| ?]). Dés
lors, le principe[1.16, prend la forme :

1

2
ax 2 (0= FOO 8X 2 ¢

FIX)+f 8X 2 4

La deuxieme équation veut tout simplement dire que les valeurs des DDLs de la zone mickas
pique sont extraits des distributions de la dynamique moléculaire. L'interaction entre les deux
modéles est donc matérialisée par un échange de type conditions limites. La diculté dsici
centrée sur la di érence de nature des forces (ou des énergies) subies par les atomes et celles
subies par les nceuds du maillage des éléments nis. Comme nous l'avons dit dans les sections
précédentes, le potentiel d'interaction entre les atomes modélise une force d'atiction/répulsion

qui s'applique par paires, triplets, etc. En revanche, la mécanique des milieux continusonsidére
une relation entre la déformation locale du matériau et sa contrainte locke. A cause de cette

di érence il est dicile, voire impossible, de dé nir une frontiere séparant un modéle de nature
atomique d'un modele de nature continue sans engendrer des e ets indésirables. En pratique o
observera l'apparition de forces fantdmes?] conséquence de la di culté d'obtenir un bilan des
forces nul dans toute la zone frontiére.

Les méthodes plus récentes considérent au moins une zone ou les deux modéles sont valides.
La description des inconnues met en jeu les contributions nes et grossieres en méme temps. Une
autre maniére de le voir est de considérer une zone de recouvrement ou les deux modeéles seront
liés par des opérateurs de projection plus ol moins complexes :

8X 2 cn,  f(X)= F(X)

8X 2 an . f(X)= F(X)+ Proj (f)
8X 2 A\ ¢ f(X)= A(Proj (f);F)
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ou A est une relation a dé nir entre les domaines du modele continu et du modeéle atomique. La
suppression des inconnues peut étre modulée par cet opérateur qui traitera les échelles d'espace,
de temps, et éventuellement les deux (méthodes spectrales) pour rendre cette suppression aussi
progréssive que possible. Ce type de méthode tente de dé nir une suppression de DDLs au& soit
pas brutale a n de limiter en méme temps les e ets des forces fantdbmes et des ré exions d'ondes.
Ces deux types de couplage sont présentés schématiqguement sur la gure [1.7. Nous allons
passer en revue, dans les sections suivantes, les méthodes les plus connues pour ces deux grandes
familles de couplage, commencant par les méthodes sans couture vers celles par recouvrement.

1.2.1 Approche sans couture

Dans un couplage sans couture, I'espace est divisé en deux parties disjointes par une frien¢
donnée. On se donne une interface qui sépare les deux domaines. Le couplage fonctionne par un jeu
d'échange de conditions limites entre les deux modeles que I'on formalise ci dessoua. Qure 1.8
illustre un tel couplage de modeles. Sur cette gure, on remarque que le maillage esh né jusqu'a
I'échelle atomique dans le but d'associer chaque nceud proche de la frontieére a unesiatomique.

En e et, de maniere classique on considére que la premiére ligne d'atomes avantfiantiére forme

des nceuds ctifs du maillage. Inversement les nceuds du maillage proches (a une distand®,; )

de la frontiere sont des atomes ctifs pour le modele continu. C'est sur la base d'un tel systeme
que le couplage échange des conditions aux limites entre les deux modeles.

Q
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Fig. 1.8 Schéma d'un couplage sans couture entre des éléments nis et des atomes. Les atomes de
la zoneP sont des atomes ctifs qui sont les nceuds du maillage positionnés sur les sitesoabiques.

lIs servent a fournir une condition aux limites pour le domaine atomique et éviten les e ets de
surfaces qui n'ont pas lieu d'étre au coeur du matériau.

Pour xer les notations, on identi e les zones de la gure[1.8 : les atomes de I'ensemblf sont
des atomesctifs . Par leur présence, ils exercent une force sur les vrais atomes qui constituent la
condition aux limites du domaine atomique. En e et, il est nécessaire de faire membn d'un e et
caractéristique des modéles atomiques. Comme la zone de couplage se trouve en pleilieon du
matériau que I'on modélise, le fait de retirer les atomes de la zone continue \@éer une surface qui
n'a pas lieu d'étre. Le bilan de force sur ces atomes n'est plus équilibré symétriquemeat cause
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de I'élimination des DDLs. Si la force n'est pas compensée, on introduit ce que l'oappelle un

e et de surface. Ce terme désigne le phénoméne qui déplace tous les atomes qui sont su sement
proches de la surface (a une distancBc; ). Dés lors, pour que les atomes possédent une condition
limite valide on simule par les atomes deP des atomes ctifs qui fourniront des conditions
limites du domaine atomique. Le choix classique consiste a prendre des nceuds du meglé comme
atomes ctifs mais les atomes ctifs pouraient également étre ceux contenus dans un élémnt plus
grand, dont les propriétés seraient obtenues par interpolation élément nis.

La zone B fait référence aux atomes qui ne font intervenir dans le calcul de leur potentiel
aucun atome deP (le rayon de coupure du potentielR¢,; permet de dé nir ce découpage spatial)
tandis que la zoneB identi e les atomes su samment proches de la zone de couplage pour faire
intervenir les atomes deP. Du coté du modeéle continu, on découpe le domaine en deux partie : la
partie C identi e les éléments sur la condition limite du maillage qui sont également danda zone
de couplage et © constitue le reste du domaine. Il faut remarquer que pour un rayon de coupure
de I'ordre d'une seule distance inter-atomique, la zond ° ne contient aucun atome et seule la zone
| ferait partie du couplage. De méme la zond® ne contient qu'une seule rangée d'atomes ctifs.
Ce qui voudrait dire que la quantité de DDLs nécessaire dans chaque modéle pour assr un
échange d'information bilatéral sera du méme ordre : une rangée de nceuds/atomes- ctifface a
une rangée d'atomes/nceuds- ctifs. Si on augmente le rayon de coupure, nous n‘avons plus cette
propriété et il faudra davantage d'atomes dansP. Ceci est la manifestation du probléeme de non
localité de I'énergie des modéles atomiques dont nous avons parlé dans la section précédent

A n d'éclaircir ces notions, nous allons baser le formalisme sur les Hamiltoniensle chaque
sous modele, dé nis en 1.1 et 1.14. Les deux domaines vont étre dans un premier temps considé-
rés comme deux matériaux di érents. La contribution énergétique de la zone voisine fone une
condition aux limites par le mécanisme de DDLs ctifs que nous venons de décrire. A n de sm-
pli er les notations, pour une zone de l'espacel, on noteraq., u., p., I'ensemble des positions
atomiques, des déplacements des nceuds éléments nis et des quantités de mouvement concernés
par la zoneL. Soit EA I'Hamiltonien du domaine microscopique :

X X
EA = Ei(de;dso;ps)+ Ei(ds;ds0;qi;Up;Pso) (1.17)
%B i2§(0 T
+  Ei(deoidisUp;pi)+  Ei(Up;ri;deoipe) (1.18)
i2l i2P

ou E; est la contribution énergétique de I'atomei a I'énergie totale. Pour chacune des contributions

a I'énergie, les dépendances soulignées sont des parametres conditions limites pour chaque zone.
De méme pour le domaine de la mécanique des milieux continugy est I'énergie contenue dans
I'éelément K et I'Hamiltonien du domaine microscopique est :

o X X
E~ = Ex (U o;p o)+ Ex (Uc;qi;pc):
K2 0 K2C

Dans cette approche, la dynamique résultante a la propriété suivante :

Propriété 1.2.1. Les atomes des zonek et B subissent I'in uence des atomes ctifs deP. Mais
la réciproque n'est pas vraie. Les forces qui s'appliqguentux atomes deP sont uniquement le fait
d'un calcul de mécanique des milieux continus.

Cette propriété est liée au rayon de coupure utilisé pour le potentiel atomiqueEn e et, tout
atome deB ®interagit avec les atomes ctifs deP dans le calcul de sa force, mais la réciproque n'est
pas vraie puisque les atomes ctifs deP constituent des éléments nis deC dont la dynamique est
régie localement. Ceci ne respecte évidemment pas la non localité de I'énergie du modaiemique
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ou encore la deuxieme loi de Newton. Il faut tout de méme remarquer que dans le cas ou kyon
de coupure est de I'ordre d'une distance inter-atomique, comm®° est vide et queP est restreint
a la premiére rangée d'atomes, alors cette propriété ne s'applique pas.

Cette caractéristique de la dynamique est due a la séparation de I'énergie des deux domes.
Dans le cas d'une situation a I'équilibre, sans stimulation d'aucune sorte, les véations de tous les
termes sont nulles et I'équilibre sera conservé. En revanche, hors de ces conditions, les ph@gaes
de la dynamique, tels les ondes mécaniques, ne peuvent pas transiter convenablement au travdu
recouvrement. Pour étre exact, il faut que le rayon de coupure soit supérieur a une seulestiince
inter-atomique. Dans ce cas, on peut s'appuyer sur la propriété 1 pour comprendre qu'une onde
qui se rapproche de la zone de couplage en provenant de la zone atomique n'in uencera la zone
d'éléments nis qu'une fois le front d'onde positionné sur les atomes dé. Or pendant la phase
d'approche, les atomes dé ° qui sont supports de I'onde subissent I'in uence des nceuds dé sans
interaction : c'est comme si I'onde rencontrait une condition limite d'atomes gés ou, de maniere
plus imagée, un mur. En d'autres termes, il manque I'expression du couplage.

La voie naive serait de prendre comme énergie globale du systeme la somme des deux éasrg
ou Hamiltoniens : H = EA + EC. Par cette approche, on peut espérer pallier le probléeme de la
réciprocité des interactions entre atomes, noeuds, atomes ctifs et nceuds ctifs. En reanche se
pose le probléeme de savoir ce que représente cette énergie.

En e et, de par la nature de chacun des modeles, il est impossible de construire une énergie
physique qui régit le systéeme et donc a fortiori une dynamique sans e ets indésirabs. Sommer
simplement I'énergie des deux sous domaines va surévaluer une partie de I'énergie. En e et, les
contributions des forces d'un nceud/atome- ctifs de la zoneP seront liées & I'évaluation de la loi
de constitution dans un élément ni et, en méme temps, a l'interaction avec les atomes desones
BOet |. Cette force est :

@H_ X @R ;pc), X @Ge;geoidi;upipiiPes) X @E(deodiiup;pe)

8k2 P, @u @u @u @u

K2 i2l[ BO i2P
~ @H . . . . . .
ou g, est la force qui s'applique sur un atomek de P. Or, la loi de constitution seule devait
in uer sur la dynamique des noeuds deP dans le modéle initial. De la méme maniére les atomes
de la zonel recevront autant la contribution des nceuds des trianglesC que l'interaction avec ces

méme nceuds mais dans sa forme atomique (en tant qu'atome ctifs) :

@H_ X @R(upc), X @EdeigeoidiiUpipiiPes) X @E(deoidi;Up;iPe)

B2l Ga” @q @q @q

K2C i21[ B® i2P

Ici aussi, les contributions des forces seront dupliquées sous deux formes, continues ebratques.
Bien évidemment pour assurer le couplage, il faut que les deux modéles contribuent a la @& qui
s'appligue aux DDLs couplés. Mais il y a ici un probléme de surévaluation des forces, eeci se
traduira par une mesure de I'énergie totale incohérente. A n d'obtenir I'énergie globale,on pourra
négliger une partie des interactions par troncature de I'énergie. La maniére dont on ajrde cette
troncature détermine une méthode de couplage multi-échelle sans couture. Dans ce qui suit, nous
allons présenter explicitement les nesses de deux des méthodes sans couture les plus connues.

1.2.1.1 Macroscopic, Atomistic, ab initio dynamics (MAAD)

Cette méthode développée par Abraham et al7] est aussi dénommée paConcurrent Coupling
of Length Scale(CLS). Dans cette méthode, trois échelles sont couplées : une échelle macrosco-
pigue de type mécanique des milieux continus basée sur des éléments nis P1 2D, une échelle
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atomique de dynamique moléculaire, et une échelle électronique basée sur une méthode quaméq
semi-empirique, le Tight-binding (TB). La loi de comportement de la mécanique des mikux conti-
nue est linéaire. De plus, les modeles particulaires sont 3D. Ce qui signi e que le gplage entre
éléments nis et dynamique moléculaire va se faire au moyen d'un opérateur de projectn sur le
plan 2D. Pour la dynamique moléculaire, les auteurs ont choisi le potentiel a tis corpsStillinger-
Weber [?] adapté au silicium. Un modéle d'échelle quantique est utilisé uniquement dans la zone
ou les liaisons atomiques doivent étre rompues, dans le voisinage d'un défaut a étedicomme
une pointe de ssure par exemple. En e et le potentiel de dynamique moléculaire utili® ne repré-
sente pas la couche électronique mais plutdt des situations angulaires adaptées aux con gions
d'équilibre du silicium [?]. Dés lors, a n de représenter convenablement les rupture de liaisons par
une modélisation quantique des couches électroniques, le potentiel semi-empiriqligght Binding
[?] développé dans 7] est utilisé.
Le modele de couplage otdand Shakeconsiste a dé nir un Hamiltonien global pour le systéme

multi-échelle. Avec cet objectif, on utilise les approximations suivante :

tout d'abolgj, a n d'établir un équilibre dans les contributions, on va arti ciellem ent annuler

le terme Ei(up;r;;rao) de I'équation[1.17. La contribution énergétique des atomes de la

zoneP alzl'Pénergie atomique du systeme est donc annihilée;

ensuite, pour traiter le probleme de la surévaluation de I'énergie dans la zone frdiere pour

les atomes de la zoné, on pondére les contributions énergétiques.

On obtient ainsi I'Hamiltonien suivant :

Hes = EX + EC

ou,
X X 1 X
EA = Ei(gs;0so;pB) + Ei(dg;Qso;0di;Up;Pgo) + > Ei(dgo;di;Up;pi)
i2B i2BO T i21 T
1 X
EC = Ex(u oip o)+ 5 Ex(uc;di;pe):
K2 © K2C

Cette expression de I'Hamiltonien dé nit I'énergie sans surco(t spatial. En revanbe du point de
vue de la dynamique, on observe des e ets indésirable®]f En e et, I'approximation principale
impose que le déplacement des atomes ctifs de la zorfe n'engendrent pas de forces sur les atomes
proches de la couture. La conséquence sera que pour un matériau au repos, la somme desefor
n'est pas nulle et des forces sont induites?], appelées forcegantémes

A n de calculer les forces qui s'appliquent sur le systéme et de dé nir I'équation de mouvemen
on va calculer les dérivées partielles de I'HamiltonieH ¢, s . Le calcul de la contribution atomique
aux forces sur les atomes de la zon@ est :

@™ X @Kdg;9890i;Up;Pe;PBY)

8q; 2 B; f. = =
i J @ qi2B[ BO @

On remarque que des termes ont disparu par rapport a la derniere expression. En e et lesames de
P sont hors du rayon de coupureRcut. Pour xer les idées, on va découpelE; en énergie cinétique
et énergie potentielle pour séparer les positions des vitesses dans I'expression @mérgie. En
notant Bjcut la boule de centrej et de rayon R¢y;, nous obtenons :

p?.

X
80i 2 B[ B®; Ei(de;0deo;0i;Up;Pe;Pso) = W(gi;ga) + -
- |

qa2B Lul
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et on a donc nalement :

= @Waid),

8q; 2B et B, u (B[ B); a

0a2B!

cut

Voyons maintenant le cas de la zond®° Les expressions sont similaires :

. X - X -
8q; 2 B%tBl, u B[ E[I[P); f=2 M+ M:
2 Vi @ a2B) @

cut

qa28!

cut

\B[ B
En revanche le terme de couplage intervient maintenant dans le cas des atomes te

8qj2let By, u (B[ B[ I[P);
1 X @Wg;j;9a) |, 1 X @k (uc;pc) X @WQj;Qa):
2 X @ K2C tq q;2K @; @

ga2B! ga2BL \B[BO

cut cut

N

A n de calculer le potentiel des atomes deB?, il est nécessaire de connaitre les DDLs des atomes
de la zoneP, i.e. des nceuds du maillage proches de la frontiere de couplage. La réciproque n'est
pas vraie puisque la quantité(g‘?@]—EA ne sera pas calculée. Les forces fantbmes viennent directement
de la di érence de nature de I'énpergie entre les deux modéles (local/non local) sur les atas del ,
car la force transmise par les atomes de la zor@° n'est pas compensée par une force des atomes
de P : il n'y a pas d'équilibre possible. Les forces qui s'appliquent quant a elles sur les eads du
maillage s'écrivent :

@E° _ X @R op o).

8q; 2 ; fi= —— =
q] nC j @'j @|J

K2 ©
Grace a la localité de I'énergie discréte du modéle continu on a

X @R (u oip o).

80; 2 nc; fj = @
i

K2 °%tq qj2K

et pour les éléments deC :

1 X ; X 0, 0
o 2Ch =53 @& leibe) OR( P ),

K2C tq q;2K K2 °%tq qj2K

Le cas test représentatif de cette méthode est décrit dan¥[ ?, ?, ?] et la gure 1.9 illustre la
con guration de ce dernier. Il s'agit d'une simulation de propagation de ssure dans uncristal de
Silicium en dimension trois. La zone atomistique(1032192 atomes) fut paridlisée spatialement sur
24 processeurs. Chacune des deux zones éléments nis (258048 nceuds chacune) est attribuée a un
seul processeur. La zone d&ight Binding comportait 280 atomes. Concernant I'implémentation
logicielle, on ne trouve aucun détail alors que le code produit fonctionne bien en parale.

Comme nous l'avons dit, les méthodes sans couture utilisent un maillage qui doit & ra né
dans la zone atomique. Pour la méthodeMAAD , loin de la zone de couplage ou la ssure est
engendrée, le maillage devient grossier pour limiter le poids de calcul. Or la lainéaire utilisée pour
le comportement du continuum et I'élimination des DDLs implicite au déra nement, provoquent
sans surprise des ré exions d'ondes mécaniques dans la zone continue. A n de réduire cet e et,
les auteurs ont mis en place un amortissement en introduisant un bain de chaleur Brwnien a
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température donnéeT : on ajoute une force de friction aux DDLs des éléments nis qui prend la

forme suivante :
f=%2(Ty)i » WMu

oll ¥# est un champ gaussien eb un coe cient de friction choisi de sorte que la variance de%:
soit r
2>MkpT

t

ou kp est la constante de Boltzmann. L'amortissement permet de contourner le probleme des
ré exions qui existent lorsque I'on retire des DDLs. En revanche, on est absolumérobligé de raf-
ner le maillage jusqu'a I'échelle atomique, de sorte que tous les modes des ondes semgageant
puissent traverser la zone de couplage sans re exions. Il s'agit la de la principale dulté qui
aura toujours un co(t de calcul important. Dans les articles décrivant la méthode MAAD, aucun
résultat n'est présenté concernant les ondes transverses qui doivent pourtant jouer un & dans
un matériau comme le silicium notamment en ce qui concerne la projection faite poupasser des
informations éléments nis 2D a la dynamique moléculaire 3D et réciproquement.

¥ =

Fig. 1.9 Figure tirée de [?] présentant un cas de traction sur une barre de silicium. Une occlusion
de type penny crackest introduite pour provoquer au centre la propagation de la ssure.

1.2.1.2 Quasi Continuum method (QC)

Cette méthode développée par Tadmor?, ?], est basée également sur un Hamiltonien global.
Actuellement, le formalisme mit en place ne permet de résoudre que des probléemes stpies
ou quasi-statiques. L'idée principale de cette méthode repose sur I'élimination deBDLs avec
une philosophie di érente. Les auteurs ont cherché a garder un modéle particulaire et pseudo-
particulaire. Dans la formulation atomique, on pourra regrouper ensemble certeas atomes selon
des criteres que l'on se laisse libre de choisir comme par exemple un seuil de défotioa Du
point de vue de la mécanique des milieux continus, on utilise un maillageM tel que chaque
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sommet de ce dernier soit placé exactement sur un site atomique. Un tel maillage esbnstruit par
une technique de triangulation contrainte de Delaunay P]. On pourra alors confondre les atomes
issus des éléments nis et les atomes issus de la dynamique moléculaire. Bien évidemmentteet
méthode fonctionnera volontiers sur des matériaux cristallins, et ceci a cause de la pédicité qui
en incombe. On pourra alors regrouper sur les nceuds du maillage une portion de I'énéegqui
correspond a un paquet d'atomes éliminés. Cette approche permet de dé nir un maillage gbal
M Q€ tel que chaque nceud soit une particule du systéme de la QC. Suivant le seuil de déformai,
on utilisera un modele di érent pour régir les nceuds deM 9C . Le but est de diminuer les calculs
lors de I'approximation de I'énergie (ou des forces) avec la possibilité de gaer d'un modele a
l'autre avec une frontiére qui peut évoluer tout au long de la simulation.

Les degrés de libertés que sont les noeuds d& °C seront appellésatomes représentants(re-
patoms) dans le formalisme de la QC. Nous allons dans un premier temps décrire ce fiaalisme.
Puis nous le reprendrons pour expliquer les e ets indésirables qui sont de la méme nature que
pour tous les couplages sans couture. Soit I'Hamiltonien suivant :

%EP
H= Ei(u)
i=1
ou E; est I'énergie aggrégée sur leéme sommet du maillage suiNe, . On peut poseru le champ
de déplacement interpolé :

eUe (119)

® =1
ol les' @ sont des fonctions d'interpolation sur le maillage globalM C. Comme nous l'avons
dit, le concept d'atomes représentantsest basé sur le regroupement d'atomes sur un site atomique
donné. Les auteurs ont introduit deux types de calculs possibles dans I'évaluation de I'éngie d'un
atome représentant a savoir la forme locale et la forme non locale.

La forme locale provient d'une description provenant de la mécanique des milieux comius.
Dans ce cas, la cohérence donnée au calcul de I'énergie et a la réduction des DDLs passe par |'uti-
lisation de la régle de Cauchy-Born. La forme non locale quant a elle accumul&nergie d'atomes
qgue l'on peut se permettre d'éliminer par un opérateur de moyenne. Dans cette formulatin, un
repatom regroupe les atomes qui peuvent étre reconstruits. La reconstruction est analogueczlle
e ectuée par la regle de Cauchy-Born : les fonctions de base despatoms voisins sont utilisées
pour dé nir la déformation locale et la position des atomes du cristal déformé. Onobtient donc
I'approximation suivante dans le cas d'un couplage QC :

Mo Nioc
H= n-E- + Ee (1.20)
| Zz—) fofz-)
formulation non locale formulation locale

ol Ny (resp.Njoc) est le nombre d'atomes représentants non locaux (resp. locaux). Pour le terme
de la formulation non locale, n- est le nombre d'atomes que regroupe le représentant , et E sa
contribution a I'énergie qui est calculée a partir des atomes qui se trouvent dans sovoisinage. La
gure L.10lillustre le cumul de I'énergie de la formulation non locale. Si les atmes représentants
ont une densité trop importante, un méme atome éliminé pourrait se trouver pis en compte dans
deux repatoms et cette énergie se trouverait dupliquée. Pour éviter cet e et, les clusters peuvent
étre tronqués a n d'éviter les recouvrements d'in uence. Le deuxieme terme dé 1.20 représente
la formulation locale. On précise maintenant I'expression desepatomsdans le cas local :
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Fig. 1.10 Schémas de conception des clusters d'atomes autour des atomes non-locaux.

Fig. 1.11 Un maillage pour la QC qui montre une frontiere entre zone locale et no locale. On
montre également le dual du maillage en pointillés. Les atomes représentaiiten noir sont non
locaux contrairement aux blancs. On présente particulierement urrepatom ® et les contributions
de ses éléments adjacents.

ol E® est I'ensemble des éléments adjacents@ , A est le volume de I'élémente, E. est I'énergie
volumique calculée par la régle de Cauchy-Born7] pour chaque élémente de E®, et n®, n§ sont
le nombre d'atomes contenus dans I'élémene et la fraction contenue dans I'élémente associée
a ® . Cette derniére quantité peut étre calculée par le principe décrit dans 4]. On utilise un
recouvrement de l'espace comme la Tesselation de Vorond?][sur les sites atomiques des atomes
représentants. Une telle partition est trés colteuse a mettre en place. On calculera pluglontiers
I'approximation qu'est le dual du maillage M €, ce qui nous permet d'évaluemg. La gure 1.11
illustre le découpage qui est fait pour calculer les contributions auxepatoms
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Fig. 1.12 Cette gure reprend le schéma de la gure[1.8 avec un pavage de I'espace qui délitei
I'in uence des repatoms, en pointillés. Pour I'atome représentant® , on peut observer les di érentes
zones d'intégration liées au voisinage. On voit bien qu'il est tronqué par la tesdation.

Dans la section suivante, on se limite au cas- = 1, c'est a dire que les atomes représentants
non locaux sont de vrais atomes. Dans ce cadre, il est possible de transcrire flrmalisme que
nous venons de décrire vers celui d'une méthode avec colture. On fait tout de méme remarquer
au lecteur que pour éviter des problemes de localisation de I'énergie, le cas = 1 est vraiment
utilisé en pratique [?].

Reformulation du modeéle

On exprime I'Hamiltonien utilisé dans la QC avec les notations que nous avons uiisées pour
la MAAD an de mettre en avant les désavantages de la méthode QC. Néanmoins la di érence
majeure réside dans le fait que la formulation de la QC autorise des frontieretotalement irrégu-
lieres voir dynamiques. En e et, le fait de conserver un aspect particulaire au prol#me permet
de traiter I'énergie de la mécanique des milieux continus comme une somme qui porte tetfois
sur les repatoms et non les éléments d'un maillage. Cette di érence est ne, mais c'est elle qui
permet d'avoir des frontieres entre les modéles qui soient modulables. Concrétemenh wa faire
l'intégration volumique de I'énergie sur le graphe dual induit par la tesselation plutdét que sur le
diagramme lui-méme. La gure[1.12 montre un schéma avec le pavage dans la paeticontinue.
Nous écrivons I'énergie sous la forme d'une seule somme :

H=E*+EC®
ou
L X X X
E® = Ei(de;0sope)+ Ei(dg;dso;Qi;Up;Peo)+  Ei(dso;Qi;Up;Pi)
i%e?; %BO i2l
EC = Ek (U op o)+ Ek (uc:;di;pc) ¢ €

K2 © K2C
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Ek est la contribution énergétique d'un élément K déduite de la régle de Cauchy-Born. A
l'interface le probléme est di érent : la formulation particulaire de la QC indui t une pondération
gue I'on prend en compte par le coe cient Cx . En e et la contribution des atomes de l'interface
n'‘est pas présente, et la troncature de lintégrale par le recouvrement induit une réduction
de cette intégrale. Par approximation, on peut dire que siK possede deux éléments en zone
locale, Cx ' 2=3 et si il n'en posséde qu'un,Ck 1=3. On peut donc en déduire que cette
formulation méne aux mémes e ets indésirables a l'interface quéAAD , méme si l'utilisation de

la Cauchy-Born améliore la rupture de raideur entre les deux sous domaine&]f Il s'agit Ia d'une
conséquence propre a l'approche sans coutlre du couplage multi-échelle.

Particularités de la méthode

Horsmis la possibilité d'avoir des zones de couplages dynamiques, cette méthode petncer-
taines améliorations concernant le colt de calcul. On notera que la formulation exaetde la QC
permet de dé nir le déplacement de tout atome dans l'espace étudié grace a la périodicité ctad-
line et au champ de déplacemenu dé ni par On pourra alors éviter une frontiere entre la
zonelocale et non locale pour laquelle le maillage serait ra né jusqu'a la dimension atomique. En
e et les atomes ctifs de la zoneP nécessaires a ce calcul, peuvent étre interpolés sur I'élément
qui le contient.

L'autre avantage de la formulation QC porte sur le coté dynamique de la fontiere. On peut
se donner un critére selon lequel on détermine si on doit traiter un atome représentantomme
local ou non local, ce qui est su sant pour dé nir implicitement la frontiére des mo déles. SoitR,
un rayon qui @Latique vaut 2 a 3 fois le rayon de coupure du potentiel. Le critee utilise les
tenseursUe = = FJ Fe de chaque élémene ou F, est la déformation sure. Pour chaque repatom
® , on évalue les valeurs propreg de Ue, et ce pour chaque élément adjacent ® . Le critére [?]
évalue l'expression suivante : o

%jai ~ j<R
Pooan. bi:i_ 2 . |
MaXabk ), K i ,kJ< 8(a,b) tq jbi — J<R
avec? une tolérance déterminée empiriquement (c.f.7]). Le tenseur YJest un dérivé du tenseur
des déformations de Cauchy présenté par 1.5. Ce dernier exprime la dilatation vamique locale
a un élément. Le critére consiste donc a évaluer les di érences de dilatation entre les élémts
adjacents. Si on dépasse un certain seuil I'atome représentant subira une in uence non loeal

Dans la partie maillage, on peut utiliser du ra nement dynamique (AMR c.f. [ ?]) pour diminuer
le nombre de DDLs du maillage. Le critére utilisé est donné par Zienkiewics?] pour décider si il est
utile de fusionner des éléments du maillage ou au contraire de construire de nouveawégients :

z . 1=2
2= — kFei FRki

€ e

ol . est le volume de I'élémente, F. son gradient de déformation.F sera construit par :

X 1 X
Fe = " Feo

I2e IV Vv, =

ou V, est I'ensemble des éléments contenant le nceud Si le critére dépasse une certaine valeur,
alors il faut créer de nouveaux nceuds.

L'atout majeur de cette méthode porte sur I'adaptation automatique des zones locas/non-
locales et du ranement de maillage. Elle est assurée par la formulation que nous/enons de
décrire et est réellement une force dans l'optimisation des calculs nécessaires a la siatidn.
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En revanche, on constate deux limitations de cette méthode. La premiére est I'utilisgon des
hypothéses de périodicité cristalline qui rend impossible la modélisation deertains matériaux
comme les amorphes. Ensuite, il faut reconnaitre que cette méthode est implémentée dans un
code dédié au probleme, et que cette formulation ne permet pas d'utiliser des codes déja exists
Nous reviendrons sur cet aspect dans la section 1.3. On note également que l'implémentat
actuelle permet principalement de faire des simulations statiques uniquement (a T=0 Kelin).

1.2.1.3 Coarse Grained Molecular Dynamicsmethod (CGMD)

Cette méthode se rapproche par son principe de la méthod®C tout en ayant une approche
tournée vers les simulations dynamiques. L'idée décrite dans?[ ?, ?, ?] est de compresser l'in-
formation de plusieurs atomes sur des macro-atomes (équivalent aux atomes reprétats). Cela
correspond a la formulation non-locale de la méthod&)C. Cette remarque implique directement
gue les équations de la mécanique des milieux continus ne sont pas utilisées. Ni la ¢td Cauchy-
Born, ni aucune loi de comportement locale ne sera utilisée ici. Cette méthode tente deodéliser
tous les atomes dans une dynamique contrainte : les atomes ne sont autorisés adgplacer que
comme les projetés sur un maillage donné. On se donne donc un maillaye©® qui recouvre tout
l'espace. Ce maillage possede des éléments de tailles atomiques dans la zone gudmuhaite une
précision maximale et un déra nement du maillage est possible loin de cette zoneans aucune
contrainte sur la géométrie de la transition (plan, circulaire...). La gur e[1.13 tirée de P] illustre
le maillage utilisé par cette méthode. Lorsque le maillage est a I'échellet@mique, la méthode
n'applique aucune contrainte a condition que les noeuds soient placés sur les sites atqués. Dans
ce cas, seule la dynamique moléculaire joue un réle dans le déplacement des atomes. A n de dé ni

Fig. 1.13 Présentation d'un maillage dédié a la méthode CGMD dans le cas de la simation de
résonateurs nanométriques (NEMS) constitués de silicium tirée de?].

la compression de l'information, on généralise la relation 1.15 a n de calcer les valeurs des DDLs
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sur les nceuds deM ©C . Par exemple, pour les déplacements on aura

X
u = i Uj (121)

I
ou les®); sont des fonctions bien choisies. Cette relation peut étre vue comme une moyenne qui
permet de condenser l'information contenue par un ensemble d'atomes vers en ensemble plus réduit
de nceuds du maillage. Classiquement l'opération utilisée pour déterminer leg; est la minimisa-
tion des carrés des distances entre domaine atomique et nceud du maillage. Plus précisémem
minimisera l'opérateur suivant dans le cas des déplacements

A I,
X X
J= mi ujj " (Xi)uy (1.22)

ol les ( ),y cc sont les fonctions de base éléments nis classiques dé nies sur le maillagye ©© .
Des lors la minimisation permet de calculer explicitement les opérateurs de la refmn 1.21 :

0 1.,

X X '
°h = @ (X)) k(XA (X))
K j

Les bases de la méthode étant données, on passe maintenant & la description des interaicti entre

les macro-atomes. La technique consiste a contraindre la dynamique des atomes detsogu'ils

évoluent uniquement dans I'espace descriptible par les fonctions de base du maillage. On ig#é

alors autant de contraintes que d'atomes réels pour contraindre les déplacements ks vitesses :
% P

Uy j PiUi°|i =0

8l 2N €€ .
u i iLlilizo

Une hypothése simpli catrice dans la description de nombreux phénoménes de la dynamique des
réseaux considére que le régime est linéaire. Nous ferons de méme ici pour décrire la teghmei
utilisée par les auteurs de la méthodeCGMD dans la zone d'élimination des DDLs. A l'aide de
cette approximation, on montre [?] que I'équation du mouvement des nceuds d# ¢ est

MCCu =K Cu

ol K €€ est une matrice de raideur qui donne les forces d'interaction entre tous les macro-atces,
et M CC est la matrice de masse qui doit étre utilisée pour tenir en compte du regroupement
des atomes. Pour information, on donne les formules de ces deux matrices pour un potegiti
d'interaction a deux corps :

CG X i lo
KIJ = clelld Jl
ki

ou my est la masse de l'atomek et Ky = % la raideur du systeme de particule pour un
potentiel W a deux corps entre les macro-atomek et |I.

Particularité du modéle
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Fig. 1.14 Présentation d'une zone de recouvrement du domaine continu avec le domaine @t
mique.

Cette méthode est congue spécialement a n de décrire les problémes induits par I'élimination
de DDLs a température nie. De plus, grace a la formulation non locale présente das tout le
modele, les auteurs montrent dans 7] que lesforces fantbmesne sont pas présentes avec cette
méthode. Dans P] on trouve une étude trés ne et innovante concernant le traitement du spectre
des ondes transportées a travers ce modéle multi-échelle. lls ont pu comparer leur approche
avec une technique basée sur les éléments nis standards et la mécanique des milieux continus.
On trouve aussi une étude des problemes de ré exions des ondes qui traite indépendamment et
analytiguement chaque harmonique. De plus, on trouve aussi dans?] des résultats pour cette
technique sur des potentiels non linéarisés.

En revanche il faut tout de méme noter les points négatifs suivants :
dans la zone d'élimination des DDLs, il est important d'assurer que les nceuds du midage
sont placés sur des sites atomiques comme pour la méthodgC;
la matrice de raideur K ©© doit étre précalculée avant la simulation et est totalement dé-
pendante de la position initiale des atomes et de la con guration du maillage. €ci interdit
formellement des technique de ra nement dynamique ;
bien que la situation cristalline ne soit pas expressement demandée pour cette apprbe, il est
évident que I'approximation non linéaire ne supporterait pas un changement de con guréon
dans la zone de couplage.
Quoiqu'il en soit, cette méthode dans son domaine d'application 7] est trés précise, et son for-
malisme de description permet de comprendre les phénomenes de ré exion et de les limites de
I'approche de la mécanique des milieux continus et des éléments nis standard8][

1.2.2 Approche par recouvrement

Les méthodes basées sur un recouvrement utilisent la séparation des échelles pour dé nir une
projection plus ou moins complexe qui puisse éliminer des DDLs dans une zone de l'espace, et non
plus brutalement comme le font les méthodes sans couture (horsmi@8GMD, mais cette derniére
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ne couple pas réellement a la mécanique des milieux continus). L'opérateur de projection ilisé
pour séparer les échelles est la premiére caractérisation d'une méthode par recouvrement deeal
beaucoup plus d'importance que pour les méthodes sans couture ou la décomposition estiale.

La maniere dont on va retirer les DDLs a également toute son importance. On va @senter dans
ce qui suit deux méthodes. La premiére méthode utilise une séparation des échelles comparable
a celle présentée dans lintroduction des méthodes de couplage. Toute la diculté porte ars
sur la maniere avec laquelle on va gérer les conditions aux limites du domaine atdgue a n de
minimiser les ré ections d'ondes dues au couplage. L'approche de cette premiere méthode porte
sur une étude fréquentielle en temps et en espace des ondes dont le matériau étudié est le support.
Par des techniques typiquement spectrales, on va donc pouvoir prédire le mouvement desoates
ctifs de maniére plus précise que par une simple interpolation.

La deuxiéme méthode aborde la transition du recouvrement d'une maniére di érente. Elle
considére que les deux modeles sont mélangés . lls possédent une zone de recouvrement ou
un couplage adapté va pouvoir transférer convenablement les propriétés du matériau d'umodele
a l'autre en retirant l'information non représentable de I'échelle ne. Concretemert, il existe des
zones ou les DDLs sont gérés par un modele particulaire, des zones ou I'on utilise plutin modeéle
continu, et des zones ou les deux modéles sont coexistants via des interactions concurrentes

1.2.2.1 Bridging Scales une méthode spectrale

La méthode Bridging Scales[?, ?] développée par Liu et al. aborde le probléme des ré ections
d'ondes [?, ?, ?] par une approche assez originale. L'étude de la dynamique des réseaux cristallins
permet de dé nir les fonctions de Green [?] qui représentent la réaction de la maille cristalline face
a une perturbation canonique. Par canonique, on entend le déplacement d'un unique atomeUnit
Pulse - pour lequel on détermine la réaction du réseau. La construction des fonctions déreen
suppose un passage dans l'espace de Fourier pour le spectre spatial et dans I'espace dgldce
pour le spectre temporel, ce qui permet de trouver une relation entre le temps et I'@@mce pour
I'équation du mouvement. Grace au principe de superposition, la méthode permet de gdire le
comportement du réseau face a des stimulations réelles. On pourra alors déduire ay@djuement
le mouvement des atomes qui sont éliminés et ainsi fournir des conditions aux limitesbaorbantes
pour les atomes couplés.

L'idée principale de cette méthode tient au fait que I'on est capable de di érencier la cont-
bution ne de celle représentable sur le maillage qui sera d'un choix plus grossier.d®r cela on
découple totalement en deux composantes orthogonales le champ de déplacement du matériau
étudié. Cette décomposition utilise la minimisation des moindre carrés pondérés pda masse (c.f.
équation[1.22) présentée sur la gure 1.6. Dans le cas du champ de déplacement par exempe,
minimise par rapport aux déplacements des noeuds, la fonction J suivante

x N x 2
J= m ujj (X
i |
de telle sorte que I'on puisse écrire les inconnues comme une décomposition d'échelieilaire a
1.16:
uj = L (Xiup e
| —fz—1

U,

On remarque le point important suivant : les degrés de libertés associés auaillage peuvent donc
étre dé nis partout a l'aide de cette projection, et c'est en cela que I'on a classi é cette néthode
comme une approche par recouvrement. Pour parfaire la séparation des échelles, la médeosup-
pose que l'on puisse utiliser I'approximation du régime linéaire dans la zonee couplage (i.e. le
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atomes couplés

I
(-3,1,0) (-1,1,0) : (1,1,0)
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1

Fig. 1.15 On présente la numérotation utilisée dans les calculs des atomes du recouvremehes
atomes ctifs (blancs) sont prédis par la méthode semi-analytique présentée dans cetteestion.
Les atomes réels (bleus) subissent une force de couplage calculée a partir des positionsatemes
ctifs.

premier ordre du potentiel est su sant). On peut alors écrire

MU+ Me&=KU+ Ku (1.23)
ou M est une matrice diagonale dont les coe cients contiennent les masses des atomes, Ky =
%Wuitl) est la raideur entre I'atomei et et W le potentiel inter-atomique choisi pour représenter

le matériau. Ici, il est remarquable que I'on ait découplé I'équation de mouvemenen deux échelles
grace a l'approximation linéaire. Les auteurs justi ent dans [?] la totale séparation des échelles par
leur orthogonalité et écrivent donc que I'échelle microscopique est régie dans la zone deuplage
par I'équation harmonique :

Me& = Ku: (1.24)

La Bridging Scale utilise fortement la périodicité du cristal atomique. Gréce aux fonctions de
Green, que nous allons décrire en détail maintenant, on va pouvoir calculer des termes dergaction
sous la forme de forces qui doivent s'appliquer pour absorber les modes de hautes fréquendes
ondes mécaniques passant par la zone de couplage. Pour la clarté des calculs, on utiliseuice
numeérotation des atomes conforme au réseau cristallin. On se limite & un réseanono-atomique,
et on peut repérer chaque atome par trois coordonnées entielem;n. La gure L.15 illustre la
numérotation pour les indices proches de la zone ou I'on veut retirer les atomes contes dans
les éléments, i.e. la n de la zone de recouvrement. Dans les précédentes méthodes, I'énergietétai
tronquée. Ici on utilise les résultats de Green 7] concernant I'analyse des conditions aux limites
de surfaces. On suppose alors que les atomes constituant la surface subissent dh dae force
additionnelle externe. Par la méme approche, on va supposer que les atomes proches de laezo
de couplage subissent une forceirtuelle produite par les atomes ctifs interpolés par le maillage
(qui ont donc été éliminés). A partir de toutes ces remarques, on récrit 1.24 commeui :

X X X

Malimn () = K jomonottjomono(t) + fltr:nn

10 mo0 no
ou m, est la masse atomique efy ., est la force induite par le couplage sur I'atome de coordon-
néel;m;n. En s'appuyant sur la périodicité spatiale, on applique une transformation deFourier
discrete, puis une transformation de Laplace en temps, pour obtenir I'équation :

- ¢
ma'szﬁ(p:q;r:s)i s(p;q;1;0) i w(p;a;r0) = K(piaino)b(p;a;ns) + fo(pa;rs)  (1.25)

ou les symboles~dénotent les fonctions de I'espace hybride Fourier/Laplace. Les indicgsq;r
dénotent les indices dans l'espace de Fourier relatifs aux coordonnékesn; n et l'indice s est relatif
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a la coordonnée temporelle dans l'espace de Laplace. On obtient une équation liant I'écleelde
temps et I'échelle d'espace pour la contribution microscopique de I'équation de mouveemt. Avec

une mise en facteur[(1.25) devient :
3 .

i m K(pains) &pia;ns) = s&(pia;ns) + se(pia;r0)+ mi F(p;a;rs):

Or la quantité (s?1 j m K (p;q;r;s))i 1= &(p;q;r;s) est la fonction de Green. On obtient alors
le résultat suivant :
3 .

B(p;air;s) = G(piairs) M1 f(pa;ns) + se(piq;r;0) + w(p;q;r0)

Par un jeu de transformées inverses partielles jouant sur la géométrie du problemplan (par
exemple pour la coordonnée de I'axe dans la formule qui suit), on obtient pour toute coordonnée
[:

Bi(a;r;s) = ma Fia;ns)+ Ri(ain;s)
Ri(g;;s) = Gy; p(q;r;s)(sto(q; 1; 0) + tyo(q; T; 0))

XO
Fiains) = Gy p(a;r9)fi(ains):
|O
Pour simpli er, on suppose que le rayon de coupure ne considére pas les atomes au dela deswers
voisins. Dés lors, on sait que I'e et de surface engendré par le couplage n'est suppérque par
la derniere rangée d'atomes avant la zone éléments nis, i.€.7,., =0 dés quel 6 0. Ceci nous
permet d'écrire en particulier la relation pour | =1 et | = 0 et ainsi éliminer de I'équation la force
ﬁf(q; r;s). Autrement dit, on exprime la force appliquée par le couplage comme une fonction du
temps et de I'espace via la fonction deGreen. Par une transformée de Fourier inverse on obtient :

X X
Urmn (S) = Qmi mon; w(S)(tomono(S) i Rumono(S)) + Rimn (S)

avec  Q(q;r;s) = Gi(q;r;9)E) Xq;r;s):

Et nalement par transformée de Laplace inverse et en réinjectant dans I'équation 123 :
z t
Ug;mn (1) = Qmi mon; e(ti ¢ )okono(é )i dono(é ))de +iMn (1) + Rimn (1):
0

On obtient ainsi une équation qui permet de prédire la valeur du déplacement de la premiére
rangée d'atomes aprés le recouvrement (tels quie= 1). Ce sont des atomes ctifs qui n'existent
gue dans un élément ni. On peut alors calculer la force qui est appliquée par ces atomes ctifs
sur la derniére rangée d'atome réels. Cette force prend la forme suivante dans lfesce spectral :

Fain(s) = T &
m:n = i 1mi nng r(S)Bmono(S)
mo no

et par transformation inverse de Laplace et diverses opérations, on obtientdquation nale :

. X X 2t
fg;nrr?;n () = Hni mong (Ui & )®onkono(é )i dono(é ))dé o (1)
XX’
Pnin (8) = Ki 1mi ntni Qmono(s)
XX x
Tomn (1) = Ki 1mi ntni wR1mn (1)

19 mo0 no
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Cette approche permet de ne pas lier de maniere rigide les atomes éliminés au maijéaqui ne
peut pas représenter les modes rapides. On calcule cette force qui modélise l'impédance de laezo
de couplage comme la force résultante des atomes ctifs. Liu et al. ont montrélans [?] que le taux
de ré ections de cette méthode est grandement diminué. La forcel o.m:n (t) et le déplacement
Ro.mn (t) sont tous deux stochastiques et sont dé nis par les conditions initiales fournies dansel
domaine continu ou des atomes ont étés éliminés. Ces valeurs peuvent étre utiliséesndde cadre
d'un couplage a température nie [?] pour introduire une thermalisation. Tous les détails des
précédents calculs ainsi que la relation entre la fonctiorR.m:n (t) et la température simulée dans
le modele macroscopique sont explicitement données dan®][On y trouvera également plusieurs
détails concernant le calcul e cace des diverses valeurs telles léme history kernel pm.n (t) qui
peut étre trés colteux puisqu'il nécessite la mémorisation de nombreux termes pour étre lcalé.
Egalement, on peut remarquer que la nécessité de dé nir un maillage sur tout I'espace nepas
nécessaire dans la zone atomique, et en pratique on se raméne a une technique de recouvrement
local.

Il faut remarquer ici que le comportement du matériau supposé de faible déforma&n par
I'approximation linéaire du potentiel et la structure cristalline périodiq ue sont a la base de la
relation espace-temps qui permet de faire les transformées de Fourier/Laplace et liglination des
DDLs. Autrement dit dans une structure de type amorphe, cette approche ne peut fonctionner
et on pourra di cilement prédire le comportement des atomes ctifs. A cela on ajoutera le fait
gue la symétrie du probleme est utilisée autant que la périodicité. Il en découle uneniitation
concernant les zones de couplage qui doivent étre plans dans le formalisme actuel et certaireh
di cilement dynamiques.

1.2.2.2 BM - Bridging method

La méthode développée par T. Belytschko et S. Xiaoq] est une méthode basée sur un re-
couvrement de I'espace. On a les deux modéles qui seront mélangés dans cette zone par une
pondération énergétique. On assure le recollement des deux modeéles par des multiplicateurs de
Lagrange. Si lI'on reprend le formalisme de la séparation des échelles comme nows/dns donné
en[1.16, alors les multiplicateurs de Lagrange jouent le rdle d'une projection. €te projection sera
conditionnée par un parameétre spatial qui autorisera une absorption plus ou moins cdrolée des
modes rapides transportés par I'échelle ne. Le but est clair : on veut conserver la prédomimee
de chaque modéle de sorte que la projection d'un modeéle sur l'autre se fasse pregsivement a
mesure que I'on traverse le recouvrement.

On décrit la méthode par un Hamiltonien global formé a partir des Hamiltoniens des deux
sous-systemes comme pour les méthodes sans couture. Mais cette fois les domaines regpeatx
modeles se recoupent et la troncature de I'énergie est progressive et non pas brutale. Eret la
pondération de I'énergie permet de contrdler I'in uence de chaque modele et notamment d'évi
ter une surévaluation de I'énergie. On dé nit explicitement I'Hamiltonien de la Bridging Method
comme suit :

H= E’;(+ EC « (1.26)
E? = Ei(q ~)+ i ® (WEi(q =)
gi2 jAR g2 R
X x Z
EC = Ee(u c)+ ® (X)+Eu =)dX (1.27)

e2 © e2 R €
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A R C

I Bridging Zone I
Zone Atomique

Zone mécanique continue
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Fig. 1.16 Dé nition du facteur ® = [(X)=R dans l'interface de couplage.

avec tE; I'énergie volumique sur I'élémente déduit de la regle deCauchy-Born, et

_Ix)

® =R

(1.28)

comme dé ni sur la gure 1.16] Pour l'instant rien ne relie les deux modeéles. On a simplerant

construit une énergie globale pour deux zones distinctes qui possedent une zone de recouvrement

spatiale. Le terme de couplage est apporté par la contrainte de Lagrange saimte. On introduit
lesk contraintes :

X
g=fgig=fUii dg=f '"j(Xi)uji dg=0 i="flkg (1.29)
J
ou X; est la position initiale de I'atome i, d; son déplacement,U; est le champ de déplacement
macroscopique obtenu par interpolation sur I'élément ni qui contient i et ou k est le nombre de
contraintes, i.e. le nombre d'atomes présents dans la zone de recouvrement. On coritrtadonc
chaque atome contenu dans R & la position de son atome ctif déduit des éléments nis par
interpolation. Le formalisme introduit par Xiao [ ?ﬂ, suit celui de la dynamique moléculaire sous
contrainte. On dé nit alors le Lagrangien H. = H+ [ g; ol ; estle vecteur des multiplicateurs
de Lagrange. Les contraintes appliquées servent a recoller ensemble les deux modéles. Lesténsa
de mouvement sont donc modi ées par ces multiplicateurs de Lagrange pour obtenir :

@n _@&° X @
a  a | e

o _ @ X @
@l; @ k’k@ii'
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Le systeme d'équations nal décrit dans P] est :
8 P

< Mym =i fi+ ,k%
p Kk
mi =R+ G
K

avecM | = ® ()M, etm; =(1; ® (X¥)m; sachant queM, est la masse condensée sur le noeud
| et m; la masse de I'atomei. Dans le cas d'un potentiel d'interaction a deux corps, les forces

résultantes de I'énergie pondérée prennent la forme suivante :
Z

X
ff = ® (X)xk (upx)
kK2e! K
X R .
qx 2B 2 @

On voit que la formule exacte de calcul de la force couplée sur les atomes est intrusivans le
sens ou l'on doit pondérer la contribution de chaque interaction dans le calcul des foes. En ce
qui concerne l'intégration en temps, l'algorithme SHAKE est utilisé, mais il est modi & puisque

I'on ne corrige ici que les vitesses pour maintenir la contrainte. L'idée estwe si at = 0 les deux

modeles sont collés , et si la vitesse est la méme sur les deux modéles, alors lantkinte sur les

déplacements sera véri ée pendant la simulation, assurant que les deux modéles resterantllés.

Nous allons maintenant détailler le procédé d'intégration sous contrainte. @mmencons par évaluer
les accélérations des DDLgI et d :

" « #
1 @«
el = = fR + —-_—
1(n) M, I(n) ) s k(n) @I
" #
fIR(n) 1 X i
= —+ — s k(n)@
M
ey M, )
! | { }
t"|(n')l U|G(n) u
4. = i f.R X K @
i(n) m i(n) ) s k(n) @
R " #
_ i, 10X k
Pl k) G
T« |
; | {z }
8itn) 4¢

On note classiquementu”’ et d’ les valeurs des vitesses non contraintes. On peut alors faire la
mise & jour des vitesses selon le schéma d'intégration HAKE [?] :

h i
-7 1" 6 G
Un+r) = Yney T 5 Him 8Ty o
h i
1
d-i(n+1) = d'l?(n+1) + E dIG(n) + dIG(n+l) t.
£ o
En posant ,; = % i) ¥ ,i(n+1 » ON en déduit la relation suivante :
u #
t X @
-2 .
Uin+1) = YWn+ | M:|" ) ,k@T# (1.31)
t X @k
d; =dly i = .k 1.32
(n+1) d1(n+1) ! m @i ( )
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Pour déterminer les multiplicateurs de Lagrange associés a chaque atome dans la zonerdeou-
vrement, on injecte[1.31 et 1.32 dans 1.29 pour obtenir

Qin+r) = a(Xi)Usner) i dign+yy
J
X

"X )u? .X " (X t @k . 2 +
I(X U (s i a( I)ﬁ K, | & n+a) m kal

J J k

gue I'on peut écrire sous la forme matricielle suivante
A= g° _ avec:
A

X - |
A = t "a(X)M; 1%5i m?!
? X N ’ 2 ? .
g = J(X)uy i df i 2[1n]
J

@

@it (i:K) 2 [i1:nj]?

Pour calculer les multiplicateurs de Lagrange, il faut donc résoudre I'équation linéae dont la
matrice est A = (A; ) ou les A sont des matrices & 3. Pour réduire le p|9ids de calcul, on peut
utiliser une approche condensée qui consiste a utilisex’telle que A] = % | Ay . Gréce a cette
approximation, le systéme de contrainte est découplé.

Résultats

Plusieurs exemples sont cités dans?[ ?]. On trouve un cas 1D de 6@m de longueur avec 211
atomes dans la zone de dynamique moléculaire. Il s'agit d'un cristal d'argon avean potentiel de
Lennard-Jones. La zone continue contenait 40 éléments homogénes (pas de ra nement). lls1b
obtenu des résultats sur plusieurs points :

la taille de la zone de recouvrement : pour une taille de @m de recouvrement, les e ets
de ré ection des ondes sont presque complétement annihilés. Pour une taille den®, les
fréquences les plus rapides sont ré échies;

si I'on augmente la taille des éléments, on peut augmenter le pas de temps d'intégtion des
éléments nis et ne pas intégrer le domaine continu a chaque pas de temps de dynamique mo-
léculaire. En revanche, on augmente évidemment le nombre de multiplicateurs de Lagrarg
a calculer a chaque pas de temps;

l'utilisation de la méthode multi-échelle concouramment a I'utilisation de | a Cauchy-Born
thermalisée [?], permet d'obtenir des résultats sur des situations a température nie.

[?] présente également des tests 2D pour une feuille de graphite de :037&m de largeur et
60:0nm de longueur avec 14140 atomes et 226 noeuds sur le maillage. Les auteurs ont notamtnen
e ectué des tests qui font varier la fonction de pondération. Ils ont pu par ce biais Bussir a réduire
la taille de la zone de recouvrement qui reste colteuse en calcul. La modi cation de la pdération
portait sur l'introduction de composantes non linéaires.

1.3 Les techniques de couplage de codes

Jusqu'a présent nous nous sommes intéressés uniquement aux modeles de couplage et aux
di cultés engendrées par la réduction des DDLs des di érentes méthodes multi-échelles pour la
simulation des matériaux. D'un point de vue conceptuel, il est maintenant important de dé nir
un contexte de programmation pour le couplage de codes.
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L'approche par couplage de codes prone la réutilisabilité des codes ; cette approche récent@sla
l'informatique moderne voit une application comme un assemblage de plusieurs codelg plus
souvent paralléles, collaborant a la réalisation d'un travail commun. On palera d'applications
paralleles distribuées car ces applications utilisent d'une part les aspects du paralléline pour
les codes dédiés a une tache précise, et d'autre part les aspects du distribué pour la gestion de
la collaboration entre les diérents codes couplés. La di érence portera souvent sutes types
d'architectures sur lesquelles sera déployée I'application. En e et, la technologie desrifles de
calcul considére plutét des plateformes hétérogenes et une allocation de ressources dynamiques,
contrairement a l'approche paralléle qui suppose souvent et dés la conception que lesssources
de calcul sont homogénes avec un réseau d'interconnection a performance connue.

Les simulations multi-physiques sont de loin les applications le plus souvent sejtes aux ap-
proches couplées. En e et, les concepteurs de codes de simulation sont souvent spécialisés dans
un domaine particulier. On assiste donc a une spécialisation des codes en fonction des lgémes
physiques que l'on souhaite aborder. Le couplage de codes permet donc de mettre a proed
compétences de chacun au sein d'une seule application. Généralement les codes divisent en étapes
de calcul le procédé global de résolution des équations physiquespération splitting [?]). On peut
alors décrire le fonctionnement d'un code de simulation par étapes. Dans le cadre du coagle
de codes, certaines étapes seront indépendantes, et d'autres seront des étapes de couplage. Les
di érents niveaux de physique utilisés sont couplés par une étape de calcul et/ou de communiea
tion. Une liste importante des applications et environnements de couplage peut-étrgouvée dans
[?]. La majeure partie de ces applications sont multi-physiques et traitent de sujetd'études aussi
variés que la climatologie, la météorologie ou encore du couplage aux applicatis de visualisa-
tion/pilotage.

Dans le cadre de notre étude, les simulations de matériaux ne sont généralement pas niult
physiques étant donné que chaque DDL appartient a une zone géométrique avec un modeéle phy-
sique associé. On parlera plutdét de couplage multi-échelles. En e et, on couple les DDlde telle
sorte que les phénoménes intéressants puissent étre transmis d'une échelle vers l'@uavec un
minimum de perte sur la précision. Pour assurer cela, on utilisera volontiers des itéres de détec-
tion des erreurs. Par exemple, nous avons vu que IQuasi-Continuum method utilise un critére de
déformation qui lui permet de savoir si le maillage doit étre ra né ou non.

Actuellement, les simulations multi-échelles de la matiére condensée ne fonctionnent quees
peu sur la base de codes réutilisables, et la raison principale a cela est la diversidés problemes
étudiés. Des environnements de couplage tels CCA] ou SALOME[?] ne disposent pas a notre
connaissance de modules adéquats basés sur des codes monolithiques.

Quoiqu'il en soit, on peut mettre en avant deux types de couplage de codes. Le couplage par
communication qui va explicitement mettre en place les communications nécessaires a lange de
données entre les codes couplés, et le couplage par composants ol les composants encapslgdan
codes sont couplés via des appels de méthodes a distance et ou les communications sont masquées
Nous allons, passer en revue les caractéristiques et contraintes de chacune des approches.

1.3.1 Approche de couplage par échange de messages

La premiere approche considere que les codes sont éventuellement séparés. En utilisant un
paradigme de communication P][?] on va explicitement ajouter I'échange de données nécessaire
au déroulement du couplage pendant la simulation. Le principal atout de cette approche edé coit
assez faible de développement du couplage. De plus, l'optimisation du couplage estgsible dans
un contexte ou la connaissance des codes couplés doit étre relativement importante. Rexemple, il
est plus simple d'analyser l'interaction entre les calculs et les communications a rde recouvrir les
communications, ou encore d'optimiser le partitionnement des données pour équilibrer la cihge
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en tenant compte des calculs liés au couplage.

Le dé cit porte certainement sur la dynamicité des programmes produits par cette méthode.
En e et, dans une phase de déploiement du couplage sur une grappe de calcul hétérogéne, ce type
de couplage aura une adaptabilité a I'occupation des ressources de calculs tres limité. 8idode
utilise MPI-1 comme paradigme de communication, le code manquera totalement de dymaicité
dans le sens ou les ressources de calcul seront déterminées a I'avance. Ceci interdit toutetigas
dynamique des ressources et d'une certaine maniére la résistance aux pannes matérielles. Au dg ci
de ces méthodes, on notera également qu'un couplage est établi pour deux codes donnés, et tout
reste a refaire si I'on souhaite changer I'un de ces codes.

L'autre approche que nous décrivons dans ce qui suit, met a la disposition du programeur
des moyens standardisés pour obtenir les échanges de données du couplage.

1.3.2 Approche de couplage par composants

La notion de composant logiciel est liée a un partage des programmes en tachesJdé nition
des composants logiciels communément acceptée est celle donnée par Szypefgki [

A software component is a unit of composition with contractually specied interfaces and
explicit context dependancies only. A software componentat be deployed independantly and is
subject to composition by third party .

On peut se représenter un composant comme une boite noire ] ayant une interface avec
le monde extérieur clairement dé nie. Cette derniére spéci e les services fournis autant ques$
besoins de fonctionnement. En cela, la notion de composants apporte la valeurajtée par rapport
a la notion de programmation objet. On parle alors volontiers de boite blanche . Ces compo-
sants pourront donc étre assemblés de maniere cohérente pour fournir une applicatigiobale et
modulaire. On peut citer les principaux modéles de composants logiciels tels que COM/DCM
[?], .NET [?], EJB[?] (enterprise Java Beans), CORBA(CCM) [?] et CCA [?]. Seul le modele
CCA semble avoir été réellement concu pour la problématique du calcul scienti que en vant les
contraintes d'optimisation par exemple.

La notion importante est l'interopérabilité des codes. L'interopérabilité est le fait que plusieurs
systemes, qu'ils soient identiques ou radicalement di érents, puissent communiguesans ambiguité
et opérer ensemble. Dans le cadre du couplage de code, l'interopérabilité, n'est pas une tachisée
dans la plupart des cas et va utiliser un principe de publication des interfaces d'utilisatbn de chaque
entité qui désire inter-opérer avec d'autres codes. Dans ce contexte, l'approche pacomposant
doit dé nir en tout premier lieu les interfaces des di érents composants génériques qui pouont
interagir ensemble. Les enjeux sont importants puisqu'il s'agit de mettre en redtion des codes
de simulation qui n'ont pas été forcément prévus pour cela. A n de construire ces compeasits, il
faudra implanter une jonction entre le code original et les services que le futur congsant devra
fournir pour s'intégrer dans un environnement dédié a la manipulation de composantsOn parlera
d'intégration de la couche métier. Le schéma 1.17 illustre le principe hierafique qu'implique la
philosophie des composants. En revanche, une fois cette partie e ectuée, c'est avec un colvimdre
gue I'on pourra faire interagir des codes qui n'étaient pas prévus initialement por cet e et.

La communauté scienti que travaillant sur les simulations du climat est a la base de nombreux
environnements de programmation basés sur la philosophie des composants, maens toutefois
prétendre répondre a une spéci cation commune de composants comme par exemple celle que
cherche a dé nir CCA. Le nombre important de codes produits par cette communauté a permis
de dégager des projets ayant pour objectif de regrouper ces savoir faire an de lestégrer dans
des environnements ou le couplage, la visualisation et le pilotage seront plugrples. Par exemple,
OASIS [?] est le coupleur dédié a I'environnement PRISM P]. Les fonctionalités du couplage sta-
tique, d'intégration et de déploiement, de traitement des données, et de la gestion de bestraction
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Fig. 1.17 Interaction de deux composants dont le contenu et la couche métier sont rendus
visibles. Ces derniers peuvent communiquer et interagir par les services déclarés tandigue
ces derniers utilisent la couche métier pour fonctionner.

des formats de donnéesniieta-data) au sein de I'environnement sont pris en charge. PALM P] est

un autre environnement de couplage qui assure que les données couplées peuvent évoluer dyna-
migquement, en intégrant les procédés d'assimilation de données réelles. On peut égalemeiter
ESMF [?], ou encore CACTUS [?].

Toutes les implantations de composants ne sont pas inter-opérables car elles niligent pas une
méme norme. Autrement dit le choix d'une solution ne permettra pas, en général, d'étrgéutili-
sable dans un autre environnement. Ceci provient essentiellement du probléme de la paléisation
des composants. Le probléme introduit par les composants paralléles est pastilierement di cile
lorsque la décomposition en taches ne sut plus; c'est le cas par exemple lorsqu'une déopo-
sition de domaines est nécessaire pour paralléliser les algorithme®].[ A notre connaissance, les
spéci cations concernant les composants paralléles sont toujours en discussion motment au sein
de CCA. Par exemple, dans P] est présentée une approche de redistribution de données entre deux
applications paralléles sous un formalisme de composants.

1.3.3 Les environnements de développement et de production concer-
nant les simulations des matériaux multi-échelles

Toutes les méthodes que nous avons décrites dans les sections dédiées aux modeles de cou-
plages multi-échelles des matériaux sont tirés de codes monolithiques fortement couplésine
d'applications entierement dédiées. A notre connaissance, seuls deux projets se distinguent dans
cette volonté d'utiliser une architecture de programmation par composant. &s deux projets sont
relativement récents (2003), et peu d'informations relatives & leur fonctionnemenont pu étre
trouvées ; cela est surement du au fait que l'intérét est aujourd'hui porté sur les mdeles physiques
plutét que sur les modeles informatiques dans la communauté de la simulation de maté@ux.

PSI [?] (Petascale Simulation Initiative) tente de mettre en place un environnement de simu-
lation complet ou des composants seront construits pour les di érentes échelles da bhysique.
Ces composants prendront en compte di érents niveaux de parallélisme et d'interactin. La spéci-
cation di érencie la technologie de grille informatique, les ressources sur des ggpes homogénes
et les unités d'exécution (threads). Il n'est pas facile de savoir si cet environnement esttilisé ou
non, et la seule publication trouvée a propos de ce projet ambitieux est?].

L'autre projet, CMDF [ ?](Computational Materials Design Facility) concerne un environne-
ment de développement de méthodes multi-échelles basé sur le langage Pythdh. [Le couplage
de la mécanique quantique, de la dynamique moléculaire, des échelles mésoscopique et macros
pique sont possibles par assemblage de composants dans un script Python ou P&ktte derniere
approche a été utilisée pour simuler une propagation de ssure dans le siliciurdl[. Cependant, le
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déploiement de telles applications n'est pas décrit dans cette derniere référence. Cet environnement
semble étre resté interne au laboratoireCaltech et a sa division Materials and Process Simulation
Center(MSC).
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1.4 Objectifs et positionnement de notre étude, apports et
concepts fondamentaux

La mission principale qui nous a été con ée est centrée sur I'étude des matériaux complexesgel
les polycristaux ou encore les amorphes dans des simulations d'évolution dynamiqueo@me nous
I'avons évoqué durant la premiére partie, le colt de calcul de telles simulations étadnrés important,
nous nous sommes naturellement tournés vers des solutions de couplage de codes qui tirent part
des modéles de la mécanique des milieux continus avec une loi de comportement non linéaireles
modeles de la dynamique moléculaire. En e et, la dynamique moléculaire permet d'obteniune
précision trés importante, tandis que la mécanique des milieux continus réduit considéblement le
poids des calculs. Dans I'état de I'art, nous avons présenté les di érentes solutiorgui s'o raient a
nous pour réaliser notre objectif et comment ces derniéres tenaient compte de la di culté mgure
gu'est le traitement des ondes dans la zone de couplage. Les ré exions d'ondes doivent étre évitées
au maximum car elles polluent les résultats numériques de la simulation multi-échelles du solide
a I'échelle nanométrique. Dans ce contexte, l&Quasi Continuum Method a été écartée car cette
derniére ne propose qu'une évolution quasi-statique pour le moment. D'autre payune formulation
d'une évolution de cette méthode vers des simulations dynamiques n'est pour l'instant pe.connue.
On ajoute également le fait que cette derniére n'aborde uniquement que les structures pédiques
(polycristallines au mieux). En fait, les méthodes sans couture présentent toutesine faiblesse
qui porte sur la transition brutale entre les modeles a l'interface de couplagell en résultera
toujours des forces parasites quali ées de forces fantbmes. Nous avons donc écartélégent la
méthode Molecular Atomistic Ab initio Dynamics . Il faut tout de méme faire cas a part de la
méthode Coarse Grained Molecular Dynamicsqui peut ltrer de maniére importante les ondes qui
doivent étre éliminées par la zone de couplage. Mais pour cela, il faut construire une mate de
raideur dont la taille évolue comme le carré du nombre d'atomes condensés par la méthodgeci
constitue bien évidemment une limitation trés importante. Nous nous sommes donmiéressés aux
méthodes de couplage basées sur un recouvrement. La métholedging Scale permet un ltrage
trés n des modes par la prévision du comportement des atomes via les fonctions dereen. Mais
chaque nouveau matériau doit faire I'objet d'une nouvelle étude pour adapter de tellesoihctions
a I'élimination des DDLs dans la zone de couplage. De plus, cette méthode n'est e cace que
pour des structures périodiques. LaBridging Method de S. Xiao et T. Belytschko est dédiée aux
probléemes de la dynamique des solides, non nécessairement cristallins, dans sa forrtiokainitiale.
De plus, le traitement des ré exions d'ondes fonctionne relativement bien avec ['utili@tion d'une
pondération spatiale. Toutefois, la formulation initiale induit des e ets indésirables dans le cas
de potentiels inter-atomiques de moyenne portée. De plus, les origines des ré exions de fype
de couplage sont assez peu connues jusqu'a aujourd'hui, ce qui rend dicile le paramétge du
couplage. Malgré tout, nous avons choisi la Bridging Method parce que cette derniére mEésuppose
aucune hypothese quant au matériau comme une structure cristalline.

Aprés l'identi cation du modéle, le second aspect de ce travail était de construire une pplica-
tion de couplage pouvant réutiliser des codes déja existants. Le maitre mot étala généricité .
Pour satisfaire cela, l'intégration de codes de simulation doit étre rendue abrdable par un travail
de normalisation des interfaces de programmation. C'est donc tout naturellemengue nous avons
dirigé nos recherches vers la programmation par composant. La contraintd'intégration de codes
déja existants nous placait également dans un contexte d'utilisation de libraires d'échanges de
messages, et méme plus précisément vers l'utilisation de MPI (la plupart des codes de dynaue
moléculaire existants utilisent MPI). Etant donné que les projets d'environnements de couplage
pour les simulations de matériaux sont naissants et que peu d'informationsr pu étre collectées,
nous n'avons pas utilisé ces derniers. De plus, a n de limiter le travail d'intégrdion de codes nous
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avons fait le choix de ne pas utiliser un environnement de composants déja existaaomme CCA,
mais de développer une série d'objets C++ dont les interfaces génériques répondent aux bes®i
d'intégration de codes autant qu'a I'implémentation de méthodes de couplage générique®our
cela, nous avons pensé et décrit les di érentes taches de la simulation couplée avec une phijoisie

de composants. Ceci implique une description ne des interfaces, mais également des hiesoet
des services fournis par chaque partie du programme nal. Pour des raisons évidentessant a
faciliter I'utilisation, c'est la librairie MPI qui a été utilisée pour im plémenter les communications
dues au couplage. Bien sr un nouveau composant pourra éventuellement étre créé dans le futur
pour implanter une autre mécanisme de communication.

A la vue de toutes ces remarques, le plan de cette thése est le suivant. Nous allonsital'abord
présenter laBridging Method sous un nouveau jour. Il faut savoir que dans l'article original dé-
crivant la méthode [?], les potentiels utilisés sont coupés a une simple distance inter-atomique.
Or, des e ets parasites font leur apparition aux bords du modele dans le cas de petitesilles de
recouvrement. Nous décrirons donc ce phénomene et comment nous avons modi é la méthode a n
d'éliminer cet e et parasite qui se manifeste sous la forme de forces fantbmes.nBuite nous avons
explicité le plus nement possible le traitement que ce couplage impose aux trainsgl'ondes pro-
pagées par le matériau simulé. Dans un contexte unidimensionnel et monoatomique, noudaals
donc rappeler les fondements des propagations d'ondes sur les modeles de dynamique moléculaire
et de mécanique des milieux continus discrétisée par des éléments nis. Ceci nous ménera naturel-
lement & la constatation que les déformations subies par les ondes dans la zone de couplaget
complexes mais peuvent étre étudiées si nous ramenons le schéma d'intégration utili§éelocity
Verlet) a une intégration continue dans le temps. Apres linéarisation des forces, le ndéle couplé
sera alors vu comme un oscillateur dont il conviendra d'exhiber les modes et leurs impts sur
I'absorption avant de conclure sur le choix des parametres des modeéles, comme par exemja
taille et la forme des éléments nis choisis dans la zone de couplage.

Ensuite, nous décrirons l'implémentation que nous avons donné, mais aussi la visiate haut ni-
veau qu'autorisera l'association de di érentes piéces pour la constitution d'une nulation couplée
par la Bridging Method . En premier, nous décrirons les aspects séquentiels de I'environnement
de couplage. La di culté majeur de ce type de couplage reste le maintien d'une cohérence entre
les atomes et les éléments nis. Nous avons vu que la méthode de Belytschko est basée &ur
résolution d'un systéeme de contraintes et les inconnues de ce systeme sont des mulgpteurs
de Lagrange, chacun associé a un unique atome. Chaque atome est donc associé a I'éfmi
qui le contient. En e et I'élément ni et chacun des atomes contenus vont interagir an de réa-
liser le couplage. De plus, comme nous sommes dans un contexte de manipulation de nease
données importantes, nous décrirons les procédés, techniques et algorithmes, qui nous ontrmir
de paralléliser le code de couplage. Parmi les points abordés, on traite les gnations atomiques
qui est un procédé permettant d'équilibrer le nombre d'atomes par processeur et la précisiodu
potentiel. Ces migrations d'atomes forment la di culté majeure du maintien de la cohérence du
systeme de contraintes. On s'intéressera également a la redistribution des incones du systéme
de contraintes. En e et les proprietés entre atomes et éléments nis doivent étre conseges et
échangées, et ce méme aprées diverses migrations atomiques.

Nous présenterons ensuite des cas concrets de simulations sur diverses cas d'école. En premier
lieu on mettra en ceuvre la théorie développée par le chapitré 2 sur I'étude du modeéle. &
précisément, on présentera le spectre de l'oscillateur de couplage en confrontati@vec les taux
de ré exion d'ondes mesurés sur des simulations réelles. Nous présenterons également des mesures
de ré exion sur des cas 2D et 3D. Puis nous présenterons des cas ou des ssures sont initiées
dans des matériaux pour lesquelles on observera la propagation. Ces résultats sdreuivis de
mesures de performances et d'une étude sur les décompositions de domaine implicites données



par les codes sous jacents. On présentera également un procédé d'altération de ces domaines qui
permettra de réduire le surco(t de couplage et d'améliorer I'équilibrage en prenant en copte les
calculs additionnels diis au coupleur.

Une conclusion et des perspectives suite a ce travail seront en n exposées.
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Dans ce chapitre, nous allons mettre a jour les tenants et aboutissants de la métde de
couplage que nous avons utilisée. Comme nous l'avons dit, nos choix se sont p&stsur laBridging
Method, mais nous verrons que cette derniere induit des e ets indésirables sur la simulation,
notamment dans le cas d'un potentiel atomique avec un rayon de coupure supérieur a langple
distance inter-atomique. Cette constatation nous ammeénera a modi er les équations deouplage
par rapport au modéle original. Nous aborderons ensuite sous un jour nouveau les ré ons d'ondes
liées a ce type de couplage. Pour ce faire, on rappelera les régles qui régissent les oddes le cadre
de la dynamique moléculaire puis, nous ferons le parallele avec le modéle continu lat Cauchy-
Born qui lui sert de loi de comportement. En n, nous considérerons les équations de mouvemen
du systéme couplé pour considérer le couplage comme un unique oscilateur harmonique, ou eecor
deux oscillateurs qui seront couplés.

2.1 Formulation énergétique et forces fantbmes

On va dans un premier temps s'intéresser a l'expression des forces qui s'appliquent sur les
atomes qui sont impliqués dans le couplage. Pour cela, on part de la formulation &niltonienne
donnée en((1.26) et qui nous a permis de trouver l'expression suivante donnée én (1.3@) la force
appliquée sur l'atomei :

o X @X0F @00 @WaiaW
g 2 @

cut
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Fig. 2.1 Schéma 1D du couplage de Belytschko. Les atomes sont représentés par des boules, et
les éléments nis par des segments.

Alors, si on considére que la fonction de pondération est®*! (a;a+ R) (i.e. d+ 1 dérivable sur
l'intervalle ] a;a+ R[ avecR la taille du recouvrement) on peut alors utiliser un développement de
Taylor a l'ordre d pour trouver I'expression suivante :
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Ri
ou f; est la force qui s'applique sans la pondération de I'énergie éR (Xy) est le résidu du déve-
loppement de Taylor. Pour montrer l'instabilité des forces dues a la nature non lgale de I'énergie

du modéle atomique, on se place dans une situation d'équilibre sur une chaine d'atomesadjon
comme présentée sur la gure 2.1. On peut donc écrire que chaque position atomiquet esultiple

de la distance inter-atomique d'équilibrerg, et on note ces derniéres<; = i ro. Pour simpli er les
notations, on utilisera dans la suite la notation suivante :
@Wrojii jij)
fij = —————— (2.1)
@ i

Dans cette con guration d'équilibre, la force f; sans couplage qui s'applique sur chaque atome est
nulle et donc, nous allons maintenant nous intéresser a la force résiduell®; qui s'applique sur
I'atome i. Elle a pour expression :

3

2
X X @l (j : .
o1 4 Mﬂo(kl i)5fi;k + R(ro K)fix (2.2)

ou ! permet de caractériser le rayon de coupure de sorte que l'on aiR; = ! ro. Comme
dans [?], considérons dans un premier temps que la fonction de pondération est linéaire avec
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® (x) =(xj a)=R. En utilisant la linéarité de ® , on peut donc écrire :

Ri=i2 @i ro)(ki ) (2.3)

Trois cas sont a envisager, un atomeA situé au centre de la zone de couplage (a une distance
des bords de la zone de couplage supérieure au rayon de coupure), un atom@situé prés de la
frontiere de cette derniere, etB un atome similaire mais cette fois hors de la zone de recouvrement.
Sii est positionné comme le pointA sur la gure alors la pente de® est constante et vaut
® = 1=R. L'expression devient :

1

Or, la situation a I'état initial des atomes est celle d'un cristal d'argon a température et pression
nulle. Ceci nous permet de dire que le viriel est nul a I'état initial et par symétriede la conformation
cristalline dans notre cas d'étude, on trouve :
- X
8i Fij fi;j =0: (24)
j6i
Ou encore avec nos précédentes notations et avec la donnée du rayon de coupure le résultat suivan
qui prouve ce que voulons démontrer :
. X’ ' - -
8i ro(j i 1§ =0: (2.5)
j=ii
j i

On peut donc en déduire que la force résultantd R est nulle et que la situation d'équilibre est
respectée. On a tout de méme pris I'hypothése importante queest I'index d'un atome au centre du
recouvrement qui ne subit donc pas I'in uence de la rupture de pente de la fonction de pondération
(condition sur la position de I'atome mais aussi du rayon de coupure). Dans leas contraire, il faut
considérer le cas ol un atome est proche de la discontinuité d&®, par exemple comme le point3
(ou A° qui est le troisiéme cas de gure fortement similaire a celui deB). Avec une pondération
linéaire, comme présentée sur la guré 2.2, la fonction de pondération posséde une cistinuité
de sa dérivée. Il faut donc revoir I'expression dé 2!3 en regardant a droite et a galie de la dérivée
au point i +1 si l'on posei l'indice de I'atome B. La force modi ée qui s'applique surB peut étre
écrite comme la somme de deux contributions :

R X X' @(ip)+®(Kp)

fim = fix + 1j >
k=ij 1 k=i+2

fik (2.6)

La premiere partie de la somme a été simpli ée par le fait que la fonction de pondétion vaut
1 sur l'intervalle [jro(i i a); (i +1)j]. Pour le deuxiéme terme, on utilise un développement de
Taylor de la fonction de pondération sur le point (i + 1) rg :
R X R @ (ki ii 1)
fm = fix +
k=ij 1t k=i+2 2

fio (2.7)
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R

Fig. 2.2 Ici on représente la zone de couplage et on indique deux atomes particuliers qui per-
coivent le couplage de maniére di érente (c.f. texte). On suppose que l'atomé est situé de sorte
gue son rayon de coupure ne sors pas de la zone de couplage strictement. L'atoBiequant a lui
est situé hors du recouvrement.

On a utilisé le fait que ® (i p) = ® ((i +1) §) pour recentrer le probléme sur la discontinuité de®”
tout en notant @ la pente de la fonction de pondération dans le recouvrement. Cette expression
peut étre simpli ée pour séparer laforce standard:

Xl
PR=11 227 (ki ii Dk (2.8)

R k=i+2
I {z }
Ri

Lorsque! est supérieur a 1, I'atomeB subit donc une force résiduelle non nulle. De plus on assure
gue cette forcene pourra pas étre compensée par la contrainte de Lagrange puisque cet atome ne
fait pas partie du recouvrement. Cet e et conduit donc une instabilité des situations d'équiibres
pour les atomes proches de la discontinuité de la dérivée de la fonction de pondératioCet e et

in ue sur tous les atomes a une distance du bord du recouvrement inférieure au rayon de coupure
choisi et induit une situation d'équilibre déformée comme le présente la gure 2.3. €t e et est
directement lié a la non localité des interactions atomiques et a l'utilisation d'une pondération
locale de I'énergie. Une idée introduite dans P] pour résoudre ce probleme était d'utiliser des
fonctions plus réguliéres de telle sorte que I'on puisse assurer qu'elles soigft sur tout le domaine

et que les dérivées aux points d'entrée du recouvrement soient nulle. Nous allons vaju'il existe
une incompatibilité entre les fonctions non linéaires et la pondération de I'énergie. &ur montrer
cela, reprenons la formulé 2.2 sans hypothése sur la linéarité @ . Si on suppose que l'ordre choisi
pour la série de Taylor est pair { = 2 p), alors par un changement de variable sur les termes
impairs (k :=(ij k)+ i) on annule tous les termes pairs du développement de Taylor. On obtient
alors l'expression suivante :

2 3
X 4)(p @2+ (i)

Genr o KIS e+ REOK)

k:i 1 j=0
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Fig. 2.3 Cette gure présente la situation d'équilibre obtenue pour avec un potentiel de Lennard-
Jones de rayon de coupure derg3 et une taille de recouvrement trop faible induisant des forces
résiduelles aux discontinuités de la dérivée de la pondération.

0.8 -

04— -

0.2 -

f(X) = _2*X**3 + 3*X**2 —
fx)=x —

1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 08

Fig. 2.4 Présentation d'une fonction polynomiale d'ordre 3. Ce qu'il faut remarquer sur cette
gure c'est qu'il existe un point tel que la pente de cette fonction est strictement supérieure a la
pente de la fonction linéaire.

Sur une fonction polynomiale choisie, on va pouvoir assurer que I'e et aux bordgle la zone de
recouvrement n'existeront plus. Par exemple, la guré 2.4 montre une fonction polyiomiale d'ordre
3 qui assure bien la continuité des dérivées premiéres mais pas des dérivées supérieures. Cetila
la force résultante sur ces points critiques. En revanche, au centre de la zone de rewocement la
force résultante est non nulle. En pratique, les simulations de couplage que nous@vs essayé avec
ce type de fonctions étaient parasitées par cette force résultante au centre de larm de couplage.

Comme on I'a dit, la pondération linéaire combinée avec un rayon de coupure de I'dre de la
distance inter-atomique a I'équilibre fonctionne sans parasite numérique. Nousvans considéré
des potentiels atomiques avec des rayons de coupure au dela des premiers voisins.
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Nous avons donc du modier les équations discrétes pour pouvoir calculer des dynamiques
convenables. Nous avons donc fait une approximation majeure qui consistait aégliger la force
résultante R;. Nous avons donc donné une nouvelle expression de I'équation de mouvement du
systeme couplé qui prend la forme :

8 __ P &
< Miep =i ®@¥Wh+ Lkgs
k

mdi = ® (X)fi + IT( . k% (29)
ou lesg sont les contraintes dé nies par (1.29).

Ce choix porte a la fois sur les remarques énoncées dans cette section, mais aussi poucertain
coté pratique. En e et les codes de dynamique moléculaire ne prévoient pas de pouvoir donner des
coe cients aux contributions de forces de chaque atomes. Comme justi cation supplémetaire on
donne par l'expression suivante une borne sur le résidu qui quanti e I'erreur que nous cometons
par cette approximation :

xi 1
i Rii= 5% K
k=1

L@ +r .. . R (* +1 o
%maxkufi;k ji= ;“t( 1 )maxkufi;k ji (2.10)

Ceci montre que pour des tailles de recouvrement raisonnables face au rayon de coupure force
résiduelle tend vers zéro, et donc notre approximation sera valide.

2.2 Etude des propagations d'ondes et dispersions

On présente au lecteur les principes qui régissent les propagations des ondes sur un modéle
atomique et notamment la vitesse de propagation des harmoniques. Ces rappels noasleront a
analyser les résultats obtenus sur les re exions d'ondes dans le modéle couplé. Notamment
cherche a comprendre comment se comportent des ondes harmoniques sur les deux supports que
sont le cristal atomique via la dynamique moléculaire et le maillage quidiscrétise la mécanique
des milieux continus.

Les calculs que nous présentons sont adaptés de] [?] et nous ont permis de comprendre les
vitesses et la direction des propagations d'ondes. La technique utilisée est tirée der@écaniques des
réseaux cristallins et linéarise le potentiel atomique pour déterminer une équatio du mouvement
harmonique

2.2.0.1 Dispersion atomique

Considérons E, I'énergie potentielle d'un cristal in ni en dimension 1 qui prend la forme
suivante : X
Ep(u) = WX+ uii X0 y)

(i) >
ol u est le vecteur des déplacements des atomes, ¥t° est le vecteur des positions initiales. Un
développement de Taylor a I'ordre 2 autour de la position d'équilibre donne :

@g- 1% @& -

X
Ep(u) ' Ep(0) + | v u:Oul > @way U:OUin

]

Si on suppose que la position initiale est celle de I'équilibre statique, ats cela implique queE(0)
est un minimum et donc le terme linéaire est annulé. On obtient ainsi I'expression :

_ 11X @g -
E(u) = Ep(0) + 5 QoY ., U U

I})

(2.11)
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Dans le cadre de la dynamique des réseaux cristallins, on parle alors de I'approxation harmonique
de I'énergie. Pour ne pas complexi er les calculs, on choisit un potentiel d'interactio a deux corps.
On montre dans l'annexel A.1 la relation suivante qui permet de calculer le tenseur & de la
dérivation du second ordre que I'on nomme égalemennatrice de raideur :
(p
@E e WRrojii 1) sii=]
—_— Y = Kij = .. .. . (2.12)
@uay i Wrojii ji) sinon
Cette formulation de I'énergie, nous permet de dé nir I'équation de mouvement harmoniaie autour
de la position d'équilibre suivante :

melj = j Kij Uj (2.13)

Il s'agit d'une équation d'onde dont on sait que les solutions pour un atomen (pour éviter toute
confusion avec le nombre imaginaire des complexes, les indices génériques portant |g htomes
sont maintenant des n), a la position X2 = n ro, sont des combinaisons linéaires de solutions
harmoniques ] dé nies par un nombre d'onde k et une fréquence radiale  :

8n Un(t) = Ckei(kxgi et) — Ckei(knroi e t) (2.14)
Si on injecte cette expression dans I'équation de mouvement (2.13), on obtient :

. X .
ml %Ckel(knrm Tt) = Ckel(kprOI !kt)Knp

et apres simpli cation : X
m! lfz g (k(pi n)ro)Knp;

P
Finalement, par invariance du probléme (le cristal est in ni), on posen = 0 et en utilisant l'ex-
pression de la raideur donnée en (2.12), nous avons :

X
m 2= koK,
X _
= W%jpjro@ &wro)

p60
X

=2 W%Rpro)(1i coskpp))
>0
=4  WRpro)sin?(kpro=2):
p>0
La relation liant la fréquence radiale a la longueur d'onde pour une solution harmoique de I'équa-

tion de mouvement est donc :
S

!k=2

X
% W qprg) sin?(kpro=2): (2.15)
p>0

Cette équation porte le nom derelation de dispersionet caractérise la propagation des ondes dans
un matériaux discret.

Si on considere le potentiel de Lennard-Jones, alors la relation de dispersion peutrétexplicitée
compléetement a l'aide de la dérivée seconde du potentiel :

262 T8 omYS 264 T

W% pro) = 242 =
((p 0) ré“p”' rng r8p6 rgps' r(z)pz
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Fréguence en radian par secondes

-2el0 -1lel0 0 lel0 2el0
Nombre d'onde exprimé enmi 1

Fig. 2.5 Représentation de la relation de dispersion pour la chaine monoatomige d'argon et le
potentiel de Lennard Jones (o =1;2316 A;% =1;1A;2 =1;6571% Joules;m = 39;95:10 3
Kg/mol) dans la zone de Brillouin. On fait remarquer que le résultat ne dépend pas du ragn
de coupure du potentiel choisi. La zone centrale est la zone linéaire qui représente leodes de
propagations linéaires des ondes basses fréquences.

Ce qui nous permet de caractériser complétement la relation de dispersion pour une cha&i mo-
noatomique avec des interactions régies par le potentiel de Lennard Jones :

V
r _—u — .
% el TXT 1 T oew
4T om 20 18P
0 p=1 0 0

! 7 sin?(kpro=2): (2.16)

Pk

Cette relation est présentée sur la gure 2.5. Les valeurs du nombre d'onde proches de Oroes-
pondent aux grandes longueurs d'ondes. A I'extrémité de la zone de la gure la longueur d'onde est
ro et le nombre d'onde est¥a=p. On y observe I'annulation de la pente de la courbe de dispersion.
La gure 2.5]représente ce que lI'on nomme la zone de Brillouin.

La théorie sur les ondes7] dit que la vitesse de groupe d'une onde harmonique est donnée par
%. La vitesse de groupe est la vitesse a laquelle une onde progresse spatialem&dns le cas
présenté, la relation de dispersion est clairement non linéaire et traduit le faique les vitesses de
propagations des harmoniques varient en fonction de la longueur d'onde. En l'occurrence, plusio
est proche de l'extrémité de la zone de Brillouin, plus la vitesse observée de l'onders proche
d'une onde stationnaire. Le mot dispersion traduit cela. Par exemple, considérons uneonde
de déplacement gaussienne centrée au poi caractérisée par la formule suivante :

ui=exp(i (Xi Cf=L%j 1It)

Le spectre d'une telle onde est une gaussienne dont la largeur de bande estl1 Dés lors, une
telle onde va se séparer car chaque harmonique se propage a une vitesse di érente, etlig&rence
entre les vitesses dépend de la largeur du spectre. La gaussienne globale ne sera donc fadseset

va sedisperser. La gure 2.6 présente le résultat de deux simulations de dynamique moléculaire.
Ces gures représentent par un code de couleur le niveau de déplacement de chaque atome dans le
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Fig. 2.6 Ici on représente le résultat d'une simulation de dynamique moléculaire. Les mdes
initiales sont des gaussiennesAexp(j #—22)) d'amplitude A = ro10 2 et de largeur T = 2rg &
gauche etT = 60rg a droite. La couleur représente la norme du déplacement de chaque atome. Le
spectre de lI'onde de gauche se disperse tandis que celle de droite trés peu (c.f. text@h voit tres
nettement les fronts d'ondes sur cette représentation pour les simulation 1D. Paexemple on voit
les ondes stationnaires fhonong générées sur les premiers atomes.

.............

Fig. 2.7 Le domaine éléments nis en dimension 1 pour une triangulation réguliere.

temps. L'axe de la largeur représente les atomes tandis que I'axe de la hauteur représetes pas
de temps. On a donné en condition initiale des gaussiennes de largeur de bande trés di érentes.
Pour la gaussienne de haute fréquences, on voit trés nettement la dispersion de I'ondecavlieu.

2.2.0.2 Dispersion dans les éléments nis

On veut obtenir la loi de dispersion des ondes, comme pour le modele atomique, dans lelig
continu. On se place dans le cadre d'éléments nis 1D avec une triangulation in nie et réguére
de pash comme présentée par la gure 2.7. Les éléments étant P1, le gradient de déformatio
est constant sur un élément donné. On considere la loi de comportement donnée par la Régle de
Cauchy-Born sur un cristal sous jagcent monoatomique, et donc, I'énergie volumiqudu modéle de
la mécanique des milieux continue est :

X

W)= = W proF (x) )
2r0 060
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avec : Z
Ep=  w(x)dx

ou F est la déformation locale du matériau. On décompose alors I'énergie globalelaide de la
contribution de chaque élément, ce qui donne :
x £ X X 1x % .
Ep= w(x)dx = We, = 0 W (j proF (x) j)dx:
€

e & <] <] p60

Puisque nous considérons une approximation linéaire des champs de déplacement, la valeur du
tenseur de déformation est constant sur un élément. Ceci nous permet d'obtenir la relatiosui-

vante : 1 X ' .
8x 2 e =[hl;h(l +1)]  w(x)= —  W(j proFe J);

2ro 060

oll Fe, =1+ 2214 On en déduit :
z h X . .
We, = w(x)dx = o W (j proFe J):
e )

Grace a la régle des dérivées partielles en chaine et a la relation entre le tenseur delRiet I'énergie

locale a : Z
QW _ @W @k _° @w) @ .
@u @k @u e @F @u

Par abus de langage, et grace a la numérotation des noeuds et des éléments donnée par la gure
[2.7, on confond l'indice de I'élémente et celui du nceud! . Ceci nous permet d'écrire :

@ _, .
@u o1 i J

et donc d'obtenir I'expression de la contribution aux forces d'un élémente; :
@W,
@u

ou le tenseur de piolaP a été dé nit en [1.1.1. on trouve nalement I'expression de la force qui
s'applique sur le nceud de maillagd :

= Pe, (Fo+ny1 i &)

@ _ X QW
= =Pi; (Fe,,)i R(Fe)
@u , @u e '
La partie quadratique de I'énergie potentielle est obtenue en dérivant I'expressin ci-dessus par
uj :
@E (ha i & 1) (Fi+psi %)
ol = PR (Fa, ) g, ) e LR

Pour calculer la raideur, on utilise la valeur de la partie quadratique restreine a un déplacement
nul, a savoir un gradient de déformationF égal & 1, de maniéere analogue a la technique utilisée
pour la dynamique moléculaire. Sachant que le maillage est uniforme on peut se gger d'indice
sur le gradient de déformation et donc sur I'évaluation du tenseur de Piola. On obtiehalors :

@E, - PYD £, . @
Kj = @7w?—u:0 =R A & il Ee) (2.17)
Sous I'hypothése de petits déplacements, I'approximation harmonique donne I'équietn de mou-
vement suivante : X X
Migey = Ky ug

J J
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Les solutions de cette nouvelle équation sont des combinaisons linéaires d'harmoniquisla forme :
u (t) = Ckei(kX,Oi het) — Ckei(khl i Tet) (2.18)

pour un vecteur d'ondek et une fréquence!  associée. Du fait de la régularité de la triangulation
on a utilisé X2 = 1h. On trouve cette fois la relation de dispersion suivante :

M2 = P;(21)£2; g gn”
= 2 P(;El) (1i coskh))
4 Por(ll) sin?(kh=2)

Soit :
r

=2 Tlf/ll)jsin(kh:Z)j

Dans le cas du potentiel de Lennard Jones on peut calculer explicitement les coe cients de rdeur
suivants :

PYY) _ 24 264% (12) 7%° (6)

h h rgs Y
209F 26¥8% (12) _. .
hr{ ré P r®

L'expression de la masse condensée donhe = Yh (c.f. annexe A.7). De plus la masse volumique
de la chaine atomique ests = m=ry avecm la masse de l'atome etrg la distance inter-atomique.
On obtient nalement ;

S

20Yp 26493 (12) . o
w51 T (@in(n=) (2.19)

Ly =

r_S -
3 3 >
:4%? % hi-Z 26%;76(12? 73 (6) sin(kh=2) (2.20)
0 0

Cette expression nous permet de constater plusieurs points. Tout d'abord les fréquenceke
vibrations admises par le maillage sont inférieures a celles admises par la dynague moléculaire.
En e et sur la gure 2.8 bn voit que la valeur maximale de la fréequence diminue aved'augmentation
du pas h choisi pour les éléments nis. Ceci semble correspondre a la réalité : plus le p&isdu
maillage est grand, moins la précision est bonne pour décrire les harmoniques qui ctifgent
les ondes. En d'autres termes elles ne sont pas admises par le maillage. Si lI'on terde stimuler
le maillage avec une telle fréquence, le maillage va réagir en excitant d'autrsmodes et donc en
générant des ondes de fréquences di érentes.

La deuxieme constatation est que le nombre de points stationnaires e$t=r0=2 si on considere
la zone de Brillouin initiale (h = rg) comme référence. Ces points sont caractérisés par I'annulation
de la pente de la fonction de dispersion. Ceci va de pair avec la remarque précédente. Eneg si
I'on stimule le maillage par une onde de fréquence qui coincide avec plusieurs nombres d'ondes
alors ce sont autant de modes de résonances qui seront stimulés. Nous verrons dansul#e que
ceci peut avoir une in uence lorsque I'on cherche a coupler dynamique moléculaire et éléments

nis. En d'autre termes, la relation entre nombre d'onde et fréquence n'est pas une applicabn.
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h=ro

h=2ro
h=6rg
_— h=8rg
h=10rg
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Fig. 2.8 Représentation de la relation de dispersion dans la zone de Brillouin pouun milieu
discrétisé par des éléments nis. On voit qu'il existe plusieurs états stationairegjuand on augmente

la taille des éléments. De plus la fréquence associée a une longueur d'onde est également réduit
avec la taille des éléments.
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2.3 Analyse du mouvement couplé

Nous avons décrit dans la section précédente les regles de propagation des ondes dans les deux
modeles que nous utilisons pour le couplage. La zone de couplage est une zone hybride ou les ondes
se propagent et se dispersent di éremment. Le but de cette section est de trouver I'équain de
mouvement qui est résolue par notre approche couplée a n de comprendre les e ets du couplage sur
la propagation des ondes. On pourra alors expliquer comment les ré exions d'ondes appasaent
a l'interface du recouvrement.

Pour cela, nous allons avoir la démarche inverse par rapport a celle normalementilisée. Nous
partirons du schéma d'intégration en temps pour retrouver I'équation du mouvementassociée
a notre systeme. En linéarisant les forces, nous pourrons alors étudier le couplgomme un
oscillateur harmonique qui possédera des propriétés particulieres telles que le faitadoir des
modes propres dissipatifs.

Les équations du mouvements (29) sont intégrées par un schéma &HAKE, que nous décri-
vons sous la forme matricielle suivante :

u_n+1:2: Hn + 7th ¢ £

dn+1 =d"+ t&+1:2

un*l = yn +  tynt1i=2

Evaluation de f "*! et F"*!

dan+l = dr_1+1:2+ 7tmi 1¢ el 4 Tt(“ ¢ 'I’ﬁ')$ ,
u_n+1 :Hn+1:2+ 7th l¢ et i 7t(— ¢ Ml)¢ AG
avec, tel queZy(d"**;u"*t) =0

8 .
% A2 = g+ tmi 1¢
§ (2.21)

ou les matricesm et M sont les matrices de masseg la contrainte dé nie en (1.29), A la matrice
d'interpolation sur les sites atomiques ety , ~  sont les matrices exprimant la pondération pour
chacun des modeles. Ces matrices prennent les formes suivantes :

"1(X1) ¢ce N (XY) ! _
A= % : . K 13 = h3® (X)

W= ® (222

"1(Xn) ¢Ce N (Xh)

On se donne unehypothése majeure sur les pondérations utilisées a n de garantir la validité
des équations précédentes :

Hypothése : 81 | 60 8i i 60

Remarque : cette hypothese posera un probleme pour dé nir la pondérain des DDLs ex-
trémaux. En e et il faut dé nir la zone de recouvrement de telle sorte qu'aucun atome ni aucun
nceud de maillage ne soit sur un des bords de ce dernier. Poum& question concernant le
traitement des ré exions d'ondes, que nous aborderons dant prochaine section, le poids du
premier élément est arbitrairement choisi de sorte qu'il nesoit pas nul. Dans [?], ce paramétre
est xé a 10' 3

A n de rendre I'équation continue en temps, on décide alors de d'écrire la mise a jour des
vitesses du schéma d'intégration 2.22 en explicitant la dépendance temporelle :
Y%
dit+ t)= dit)+ tmi Hf () + f(t+ )]+ Stmi o te |

u(t+ t)=u)+ MR+ F(t+ )] M Tl A (2.23)

B
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avec, choiside telle sorte que la contrainteg(u(t+ t)¢l(t+ t)) = O soit véri ée. Ceci ce traduit
par I'équation :
Au(t+ t)j dit+ t)=0:

En reportant I'expression deu et d-on obtient :
v 1
to 1 o U i 1at . .
A ut)r SMUF@®+ F(ts Ol 5 M TAL G da);

7tmi W@y+ f@+ 0 %mi Wile | =0

On écrit le systeme satisfait par les multiplicateurs de Lagrange :

2

—t(AM‘ File sy mi W he | =
1
AU+ S MUFE@+ R O] § )i m O+ s o)

En dé nissant la matrice H par :
H=AM! ¥il¢ Armi it
les multiplicateurs de Lagrange sont solution de :
2 i ¢ .
He | =S+ AMITF@+ F@t+ 6] m @+ fs 1]
ou :
a(t) = Au(t) j dgt):
Comme la contrainte est satisfaite pour toutt, on a Au(t) j d(t) = 0. On prouve dans l'annexe
[A.3 que H est inversible, et donc I'expression des multiplicateurs de Lagrange est :
i , _ ¢
=HYAM UF()+ F(t+ 0] m @)+ f+ 1) (2.24)
En reportant I'expression de, dansZ.23) on écrit la variation de la vitesse
odes b dy 1
t 2
1 . .
i oM HEAm f )+ f(t+ 1)
utt+ 1) u(t)_1
M——————"==
t 2
+ %_‘ IATHT Imi Lf () + f(t+  t)]:

[fO+f+ O]+ %uﬂ HUAM AR+ F(t+ 1)
[F()+ F(t+ t)]i %‘i IATHT IAM R+ F(t+ 1)

En faisant tendre t vers 0, on obtient formellement :
1

2 mat) = f()+ @ HAMT IR @ H i (D)
Mu(t)= F(t)i TIAHI JAM I IF(t)+ 1 JATHT Imi ¥ (1):

Finalement, en linéarisant le potentiel avec les raideurs| (2.12) et (2.17) desiodéles (en tronquant
la somme d'interactions correspondant a un potentiel coupé et a un modele ni), on put alors

écrire le systeme linéaire :

1
2m(‘!(t):(l i BHT Imi YK A+ g HT TAM T K FE y(t)

Mu(t)=(1i T]AHI AMT HKFEy(t) + 71 TATHT Imi K Ad(1):
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SionposeBii =(1i H mi HYKA, By = Hi IAM i KFE By = 71 IATHT Imi KA et
B =(1j TMHIi lAMi )KFE on obtient le systéme matriciel suivant :
Ko Oﬂudﬂ_uBll Blzﬂ“dﬂ_ 029
0 M el B Bo: Boo u ' '

Nous avons donc obtenu I'équation du mouvement du systéme couplé ce qui nous permettra
d'étudier la propagation des ondes de maniére directe, ce qui nous était impossible avec uthéma
d'intégration discret en temps.

2.3.1 Oscillateur harmonique de couplage et modes propres

Le systeme linéarisé décrit par I'équation couplée du mouvement peut également étre viomme
les équations du mouvement d'un oscillateur harmonique unique sans frottements, bierisdans le
domaine de validité de I'approximation linéaire des potentiels atomiques et déa régle de Cauchy-
Born. Il est naturel, dans ce cadre, d'étudier les modes propres de cet oscillateur. An de le
caractériser complétement, il faudrait aussi étudier comment réagit I'oscillateurface a une stimu-
lation de fréquence donnée et concrétement comment certains modes propres sont stimulés mais
sans forces de friction le phénoméne (non physique) de résonance non bornée empéche une telle
étude comme nous le verrons plus bas.

En ce qui concerne les modes propres, le systéme 2.25 est un probléme de vecteurs propres
généralisés. Pour cela, on suppose que la solution de notre probléme est harmoniqaat comme
dans I'étude des propagations d'ondes dans les milieux homogénes, mais cette fois, on ne peut
plus supposer que I'amplitude associée a chaque mode reste constante spatialemefh e et,
I'absorption produite par le couplage va nécessairement réduire les amplitudes liées a t@ns
modes. Pour écrire les équationd (2.14) et (2.18) on avait supposé que chaquesaient ¢ était
le méme sur chaque DDL ce qui se justi ait par 'homogéneité du modeéle. Pour étre plusénéral,

on écrit maintenant le systeme suivant :
1/'22 A it Aqi ilt Cai it
l“smV~e " + B1;Vhel " + BppVEe ™t =0
!ZM\/Ce] it 4 Bzzvcei it 4 821VAei it =0

Soit encore : 1
VAL 2 = i m lB]_j_VA i m lB]_zVC
VC! 2= i Mi lBngC i Mi lBglvA
On se ramene a un probleme de valeurs propres et de vecteurs propres en introduisant la mag
S suivante : A 1
S = i m By ‘ i m By,
i M By [ i M By

(2.26)

La diagonalisation de S nous permet de trouver les valeurs propres (les modes) et les vecteurs
propres associés qui seront normeés. Classiquement, le mode le plus grand (ldewa propre la
plus grande) est souvent quali ée de mode de résonance. On verra dans le chapitre 5.1 que cette
fréquence n'est pas anodine sur le couplage et qu'elle est responsable des re exions d'ondes censta
tées dans le cas d'une simulation réelle. La solution de ce systéme s'écrit comme unentinaison
linéaire desN modes : Py .
dt) = oo aVhe e

o 2.27
ut) = o aviGe e #20

ol lesVA et lesV,© sont les vecteurs propres associés a la fréquentceet oll les pondérationscy
dépendent des conditions initiales sur chaque DDL. En e et, ces coe cients indiquent comment
les modes sont stimulés .
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Si on considere maintenant le systéeme stimulé, alors il faut ajouter une solubin particuliere
qui véri e I'équation de mouvement stimulée. Les équations a résoudre pour trouver lssolution
particuliere sont : "

i mi(t) + Byrd(t) + Biau(t) = SA(t)

i Meu(t)+ Bou(t) + Bad(t) = SC(t) (2.28)

ol SA(t) et SC(t) sont les fonctions de stimulations. Notre oscillateur de couplage va réagir
par rapport aux fréquences injectées par la fonction de stimulation. Classiquement,roétudie les
stimulations pour une fréquence donnéé . Les stimulations sont donc de la formeS” (t) = shel ™

et SC = sCe " avecs” et sC des vecteurs d'intensités relatives a chaque DDL. Dans ce cas, une
solution particuliere est donnée par résolution du systéeme :

L)
(! 2m + B]_]_)VA + B]_ZVC =g

(l 2M + BZQ)VC + BZ]_VA =€ (229)

La solution compléete sera alors :

) P )
— VAa it 4 N A qi ikt
k=1 “k Vi

On peut alors trouver une valeur particuliére de l'intensité pour chague mode en réporesa une
fréquence! donnée en fonction de la stimulation et des conditions initiales. Mais les valeurs
obtenues ne seront absolument pas révélatrice des amplitudes que I'on obtiendra réellemeiin
e et le systéme (2.29) ne possede pas de solution lorsque la fréquence de stintida choisie est
exactement un mode de l'oscillateur. Chaque mode, s'il est stimulé, ferait divergenotre systéme.
En réalite chaque mode, s'il est stimulé, devrait faire sortir notre couplag du régime linéaire et
invaliderait notre approche. En pratique, il faut un terme de friction pour que |'on puisse trouver
des amplitudes réelle et notre formulation ne nous en donne pas. On pourrait également caodérer
des termes d'ordres supérieurs dans les forces, mais ceci n'a pas été abordé dans notre étude car
Nous Nous sommes concentrés sur la caractérisation des modes avec un intérét plus impoitpour
les modes majeurs.

2.3.2 Etude de la condensation de la matrice de contrainte

La description de la méthode originale (P]) préconise I'utilisation d'une version modi ée de la
matrice de contrainte a n d'accélérer les calculs des multiplicateurs de Lagrange. Ce#t opération
utilise la matrice H dé nie par :

; Hij Sii = j

Hij = J

2.31
0 sinon ( )

Mais cette simple opération est lourde de conségquences comme nous allons le montrenslfiétude
qui va suivre. En e et, lorsque nous condensons la matrice de contraintél sur sa diagonale, nous
introduisons implicitement une force supplémentaire qui se montrera béné que (c.f. &) quant au
traitement des ré exions d'ondes.

Pour I'étude de la condensation de la matrice des contraintes, nous avons besoin de cmt&ser
les solutions obtenues par le schéma discret avec un pas de temps que I'on noteu (t) et d (t)
pour tout temps t. On suppose également que ces solutions convergent lorsque le pas de temps
tend vers 0; On note alorsu(t) et d(t) les solutions limites. A partir de maintenant, on explicitera
la dépendance des forces par rapport aux positions a n de clari er les calculs qui vont suie.
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Reprenons I'équation [2.24). Comme la matriceH est approchée parH, on voit que la
contrainte n'est plus garantie a chaque pas de temps. Ceci introduit donc une force d& le systeme
qui va produire une forte absorption. L'expression des multiplicateurs de Lagrangest :

=i U AM HF(u @)+ F(u ((t+ )i m i (t)+ f(d ((t+ t))]¢+
2 @:d ()
= U (U (00 () SHT g (U (05 () (2.32)
ol on utilise la notation

Foo(u «();d ()= AMTHF(u (D) + F(u «(t+ )i mf(d () + f(d o(t+ 1)

et H est une matrice condensée dél inversible. D'aprés I'expression deF (u ¢(t);d ¢(t)) on
déduit le lemme suivant :

Lemme 23/; Sous les hypothéses suivantes :
u (t)! u(t)
H
H) g 1 dw
(H,) Les potentiels utilisés pour évaluer les forces sorE(R*).
on a la fonction F {(u ¢(t);d ¢(t)) qui converge vers la fonction

lorsque t tend versO.

Fu®;d) =2 AM 1 E(uD) i m ()
lorsque t tend versO.

La preuve de ce dernier est une simple utilisation de la continuité des fonction§ et f et de la
convergence des trajectoires.

Pour déterminer le systéme véri é par (u(t); d(t)), nous écrivons la variation de vitesse dans le
cas condenseé :

St i d®) 1

. S () + T(d (t+ D)

+ S IAMEIE@ (O)F Fu ()

i %w Yi dmi Uf(d (1) + F(d (t+ t)]
RS ORI RO)

W D1 WO e s B e o)
i %_i Nt IAM T E (U (D) + F(u ((t+ 1))
. %—i Wt Imi Nf(d (D) + f(d (t+ 1))

T IAt 190U ¢(t);d- (1))
t

Nous avons besoin de connaitre le comportement de la contrainte an de véri er qude schéma
d'intégration avec correction condensée est cohérent et converge. Pour cela, nous avongtapriété
suivante :
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Proposition 2.3.1.  Sous les hypothéses suivantes :
(H1) Les valeurs propres dd ;| HFi en module sont strictement inférieures al.
(H») Les potentiels utilisé pour évaluer les forces son€! et doncF et f sont des fonctions

continyes.
u () ! u(t)
(H3) d .00 di) lorsque t tend versO.

(H.) Les fonctions u(t) et d(t) sont CL.
(Hs) 8 t  g(u ¢(t);d-¢(t))=0

on a alors :

o G ®id)

H(t) = lim t

Q(li Q) F(u(t);d(t)
ouQ=(lj HAI Y.

Preuve :

Pour démontrer cette propriété, on va utiliser le lemme suivant :

Lemme 2.3.2. 8(; t)2R%8n2N

X .
glu ((t+n tid(t+n )= —  QF (t+ tni )+ Qgt)
i=1
Preuve du lemme : On considére I'expression de la contrainte sur les vitesses :

g(u ¢(t+ t)d(t+ t))= Au ((t+ t)j d((t+ 1)

ALLOF O+ 5F (U 0d (1)
7t£AM‘ FiIAt e mi Ay 1“,
o (i () + 5 F (U (O (O)i 5 H,

On réinjecte alors I'expression des multiplicateurs de Lagrange (2.32) pour obteni

O ((t+ DIt D)=gU (i )+ 5 F (U (@id (V) .
I
o H HUE (0 () SF g (@i ()

Apres factorisation, on obtient nalement :

glu «(t+ t)d(t+ 1)) = Qgu ((t);d- (1)) + %QF (U ¢ (t);d- (1) (2.33)

ol on a posé ; ¢
Q= I Hail: (2.34)

on procéde alors par récurrence pour montrer le résultat recherché. L'expression (BBprouve le
résultat pour n = 1 tandis que la relation pour n = 0 est triviale. Pour simpli er I'écriture on
utilisera les notations suivantes :

g () = g(u ¢(t);d-¢(t)) et F ((t)=F (U ¢(t);d (1)
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Supposons la relation de récurrence vraie a l'ordre :

X
g (t+n v= 5 QF (t+ tni )+ g
i=1

Calculons la formule pourn+1 :

gt+(n+1) t)=g(t+n t+ t)=Qg(t+n t)+ %QF t(t+n t)
" #

X
=Q 7t Q'F (t+ t(nj i)+ Qqf(t) +7IQ|:~ J(t+n b
i=1
X ¢
=5 Q™ F (t+ t(nj )+ QF (t+n )+ Q" g(t)
i=1
t Xt ¢
=5 Q'F ((t+ t(n+1 i))+7Q|:~ (t+n )+ Q" gt)
i=2
t Xt
=5 QF«(t+ tn+li i)+ QT

i=1

Et selon le principe de récurrence, on a donc démontré que la relation est vraie pouout n.

Selon les hypothéses, a I'état initial la contrainte est parfaitement respedie, ce qui nous permet
de donner la valeur de la contrainte pour toutt=n t:

t t:Xt: n
a= - QF (i QY
i=1
Une premiére remarque sur ce résultat est que la contrainte dans le temps dépend de I'évation
de la di érence entre la force continue et la force atomique quanti ée parF ; a chaque pas de
temps. La deuxiéme remarque est que la suiteQ' );»n €st une suite géomeétrique, et qui converge
uniqguement sijj Q jj- 1. Ceci permet de dire que I'in uence d'une di érence de force importante a
un pas de temps donné sur un pas de temps ultérieur décroit comme la suite géométrique de raiso
Q. Pour compléter notre preuve, on utilise le fait que la fonctionF (u(:); d(:)) est continuement
dérivable sur le segment de temps [@]. On en déduit qu'il existe un majorant de la quantité
jii F (u(t);d(t)) jj et aussi des quantitésF ¢(u (t);d t(t)) sur [0;t] (grace a la convergence des
trajectoires de I'hypothése H3)). Considérons maintenant la suite suivante :

X
8n 2 N? Up = Q'Fp (ti it=n)
i=1
Grace au lemme précédent avec on a :

60 )= G ()T = G O

Un:

ou l'on utilise t, = t=n. Ceci revient a dire que chaque itéré de la suite est la valeur de deux
fois la contrainte sur les vitesses au temps divisée par le pas de tempg=n, et ceci avec le pas de
temps discret t, = t=n. On va donc évaluer la di érence

£ SE (u(t):
Dy =upi Qi QD)
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pour montrer que cette derniere tend vers 0 lorsquen tend vers 1 . Pour cela on se donne un réel
2 strictement supérieur a 0. D'aprés I'hypothése ), on peut écrire :

.21
9mg 2 N tel que 8i>m jjQijj'< é—(li i Qi (2.35)
Nous verrons plus loin pourquoi nous avons fait ce choix particulier de majorantmais a partir de

maintenant m va rester xé. Grace a (Hi), le terme (I i Q) ! peut étre exprimé sous la forme
d'une série convergente et on peut également écrire :

x o x
Dn= Q(Fen(ti it=n)iF (u(t);d(t)) i Q'F (u(t); d(t))

i=1 i=n+l

Yo X . x .

= Q'(Fin (ti it=n)F (U(t);d(t)}‘ Q'Fian (i it=n)i' Q'F(tj it=n)

|2 {z } ot g (I DA }
An Bn Cnh

Nous allons maintenant chercher a majorer pa2 la somme des normes des termes, B et C pour
ainsi prouver la convergence recherchée.
Dans un premier temps, on s'intéresse au termé. Or on a :

Fien (Ui it=n)jF (u(tj it=n);d(ti it=n))= o
AM T UF (U (ti it=n))+ Fwn (ti (7 Dt=n)) i 2F(u(ti S=M)
iom P (den (tioit=n))+ f(da(ti (10 Dt=n) i 2f(d(ti it=n))

Et donc par la continuité des forcesF et f donnée par I'hypothése H») et grace a la convergence
des trajectoires donnée par I'nypotheseHi3), on peut appliquer le lemme 2.3.1 pour dire que

Fien (ti i=n)iF (u(ti i=n);d(tj i=n)) { 0 lorsque n! O:
Donc il existe une fonction” qui converge vers 0 lorsquen tend vers I'in ni telle que :
Yo L imo+1
Lo Lo i Qj™™)
iAo Qg o (i)
" 2 Liji Qi

Donc on a majoréA, par une fonction convergente vers 0 lorsqua tend vers ['in ni. Soit

2

ON 2 N telque 8n>N il A i 3
En ce qui concerne le termeB,,, on utilise la majoration suivante :
X . b ) o) iim+l
i B i i Qii'fi Fien (i i=n) fi jQj. LT

i Qi

i=mo+1 i=mo+1

or avec le choix demg et la relation 2.35 et le choix particulier de majorant, on peut écrire

2

i Boii 5
En n on majore de maniére similaire le terme C,, de la maniére suivante :
X . . . JiQijm*tt 2
i Cn i QUi F (ti i=n) e 45 5

Lij Qj 3

i=mo+1
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on a donc montré que la somme des trois termes était bien majorée p& pour un choix de
n supérieur au maximum entrem et N. D'ou le résultat qu'il fallait démontrer, et la propriété 2.3.1.

On a trouvé l'expression des forces additionnelles dans le schéma continu en temps. Qoen
dans I'étude du mouvement avec une matrice de contrainte non condensée, nous allons mainte-
nant intégrer ces forces additionnelles dans I'équations de mouvement. Ces forces orgxpression
suivante :

£ o]
HO=Q( i Q) F(u(t)dt)= HHI % | @

Sous I'hypothése de forces linéarisées, I'expression #et) devient :
F(t)=2 £AM P Cut)i m ]KAd(t)n
Et donc H(t) devient :
Ht)=(HHT Y |)£A|v|i KCu)i m ’1<Ad(t)°
Ceci modi e encore une fois les équations du mouvement pour avoir la forme :

g mat) = (1§ L HI ‘mi YK AL + P HI TAM K FE ufp)
+U HYEHT Y D) AM T KFEU) i m K Ad(Y)

2 Mu(t)=(1j TI'AHI AM igl)KFEu(t)+ THIATHE Imi lKnAd(t) (2.36)
' i TIAHIYAEHI Y DAME KFEUt); m KAL) :
On factorise certains termes pour obtenir :
1
2 mat)=(lj pH HHT Im HYKAdt)+ g HT HH T TAM T K FE y(t) (2.37)

Me(t)= (1 TIAHI HHHi 1AM YK FEu(t)+ ~1 JAtHI HH | Imi K Ad(t)

Remarque : lorsque la matrice de contrainte condensé&r est exactement la matrice de contrainte
H alors le terme (HH ' 1 1) s'annulle et la force additionnelle également ce qui con rme que la
condensation apporte une force supplémentaire.

SionposeCyy =(lj pH HWHI Imi Y)KA Cpo =y Hi 1HHi JAM T KFE

Coy = FTIAHI HHI Imi KA et Cyp = (1§ TAHI 1HHI 'AM I H)KFE | on obtient le
systéeme matriciel suivant :
W o Mgl B o, T gl o5
0 M el B Co1 Cyx u '

On étudiera les modes comme dans le cas condensé, avec la méme limitation concernant I'étude des
amplitudes de réponse aux stimulations puisque nous n'avons introduit aucune force deiétion.

On notera S la matrice suivante : u q
s= Cu Cw (2.39)
Ca Cx

Ce que nous avons montré est trés important, puisque nous avancons le fait qu'urferce est
ajoutée au DDLs du systeme proportionnellement a la valeur de la contrainte. brsque nous
condensons la matrice de contrainte, on ne résout plus exactement cette derniére, et on inttuit
donc une erreur qui se manifeste par une force de diusion. En revanche l'expression de la
contrainte dépend de toute l'historique de la simulation depuis le point de départ Mais nous
avons trouvé le comportement limite de ces forces lorsque le pas de temps tend velsll faut
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bien comprendre que dans la réalité des simulations, on ne peut pas se permettre de rédules
pas de temps considérablement. La matric&Q va donc quanti er si notre analyse sera valide ou
non. Toujours est-il que pour analyser le spectre, il est nécessaire de considérer ce com@ment
limite. Concrétement, si la norme deQ est trop proche de 1, alors la série de l'historique converge
lentement donnant une importance énorme a l'historique alors que le comportemerimite le
néglige. Nous verrons dans la partie concernant les résultats certaines constatatiomsimériques
concernant la matrice Q, et la valeur de la contrainte en fonction des diverses parameétres, ce qui
nous aidera a analyser les taux de ré exions observes.

Pour conclure ce chapitre, on peut dire que les résultats obtenus aménent une compréhension
trées ne des phénomeénes mis en jeux dans le couplage. Toutefois nous étudions le comportement
continu en temps de notre systéme. Le chapitré 5]1, va exploiter ces résultats théques sur di é-
rents cas de con guration de la zone de couplage de sorte a mettre en évidence les con guratio
désastreuses en terme de ré exions d'ondes. On étudiera également comment la condensation joue
un réle important et notamment le lien avec la pondération des éléments extrémax qui, lors-
gu'elle est choisie judicieusement, améliore considérablement I'absorption des modesn transmis
au modéle éléments nis.



Chapitre

Description algorithmique du
couplage, taches et composants
logiciels

Sommaire

\3.1 Identi cation des taches . \ ........................ 73

\3.2 Les structures de données . . . . . . .. ... 75
\3.2.1 Association entre les atomes et les éléments . . . . . . .. ... L. L. 75
\3.2.2 Interpolation rapide - Shape matrix\ .................... 77
‘3.2.3 Calcul de la matrice de contrainte condensée . . . . ... ........ 82
‘3.2.4 Taches de linitialisation . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 83

3.3 Les diérentes taches du couplage . .J. ... .............. 86

3.4 Composants logiciels d'une simulation couplée de matériaux . . . . 89
‘3.4.1 Gestion des sous ensembles d'atomés .................... 89
3.4.2  Composant de Couplage . . . . . ..o 91

Dans ce chapitre, nous allons décrire I'algorithmique de la simulation telle ge nous l'avons
concu. Un diagramme de taches sera donné pour décrire le déroulement de la résolution des
équations du systéme couplé[(2.9). A partir de cette description grossiére, nous pgons mettre
en place les structures de données nécessaires au couplage et également a son optimisatietteC
nouvelle description plus ne donnera une idée précise du fonctionnement des simulations couplées
dans le cadre de laBridging Method. Nous donnerons alors une description de I'application sous
forme de composants logiciels. Notre étude s'appuie sur des codes génériques dédiés a fadyque
moléculaire et a I'élasticité dynamique, qui seront nommésodes sous jacentslans la suite. Ces
codes seront encapsulés dans des composants an d'étre intégrés dans notre environnement de
couplage. On veut coupler e ectivement deux modéles ensembles : un modéle atomique et un
modele continu. La modélisation par composants permettra alors de dé nir des madeles a plusieurs
niveaux couplant des codes sous-jacents de natures diverses.
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3.1 Identi cation des taches

La gure B.1 décrit le diagramme en taches de notre simulation.

Initialisation

Initialisation ’ Initialisation
micro-modéle TA macro-modeleT°

Initialisation TR

Boucle de simulation |

[ étape micro TS H étape macroT$ ’

7

‘ étape de CouplageT& ’

Non terminé ?

v Oui

Fig. 3.1 Diagramme en taches du déroulement d'une simulation couplant deux modéles.

Tout d'abord, chagque modeéle a besoin d'une phase d'initialisation spéci que (tabhe TA et T)
pour construire les structures informatiques des modeéles numériques. Pour les modéles qumus
souhaitons utiliser, il faudra construire un maillage et un ensemble d'atomes. Nas ne décrirons
pas ici les techniques de génération de maillages utilisées qui constituent déja un poicbmmun a
un bon nombre d'études P, ?, ?, ?, ?]. Il en va de méme de la construction d'un réseau cristallin
ou encore d'un amorphe (c.f. P]) qui sont tous deux nécessaires a la réalisation du systeme initial.

Il faudra ensuite initialiser la zone de couplage (tacheTR), premiérement par une description
géomeétrique de I'espace de recouvrement choisi. En e et, le couplage utilise deux modéttigrents
et leurs degrés de liberté (DDLs) sont couplés a l'intérieur d'une intersection géoméigue.

Apreés initialisation des DDLs, on pourra commencer la simulation par le procédé'intégra-
tion. Pour identi er les étapes, on décrit la phase d'intégration normale des inconnuesjui est
indépendante du couplage. Cette tache, quali ée destandard dans la suite, est celle qui est dédiée
aux codes sous-jacents et prend la forme d'une intégration par le schéméelocity Verlet. On peut
remarquer que cette intégration n'est pas standard aux méthodes éléments nis, maisos utilisa-
tion est adaptée au couplage car on préfere utiliser un méme schéma d'intégrationopr les deux
modeles. Par convention, on identi era une tache par un exposant qui indique la zone ipactée,
et par un indice qui caractérisera le travail e ectué par cette tache. En se reportantaux notations
de la gure [1.16, on dé nit les taches T4 et TS d'intégration de chacun des modéles de base :

8 _ 8 -
E drnﬂ v di" + thi i E u‘nﬂ_z =yt 2|v|t| R
Ay dMt=dn+ tg"tt oy uMt=un+ oty
(T ) i i (T ) | =
°’3 Calcul de f;"*! °’3 Calcul de F, "
n+l _ n+l=2 t n+1 E n+l _ n+l=2 t n+1
d-" = dr o fi 4 =4 * o, F
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Maintenant, conformément a[2.9, nous devons introduire les corrections des vitessgsi constituent
la tAche de couplage notéeT®. Elle fait intervenir les deux entitées de code via le calcul des
multiplicateurs de Lagrange qui maintiennent la cohérence globale (on assure aingue la contrainte
reste nulle). Le schéma de correctiom§ est :

8
(1) rhsf = pdi*
% (an  rhsf = RN w P o
(T&) (2) rhsi= Tsi + rhs; Al = MeR) | @ o)
% (C) I nflA ”:il t (rhs)i = ;' 3(Xiuyi ok
(4a) : = i =& o
; b dE+1 — d‘rn+1 ami S P N
(4) Lil - !| + 2M | ®, i |(XI),|

Pour cette phase de correction, nous devrons résoudre le systerAe = rhs. Comme nous l'avons
déja énoncé dans la section 1.2.2.2, ce systéme sera condensé ce qui nous permettra de ths
optimisations spéci ques que nous détaillerons dans le chapitre dédié aux algorithmgzaralléles.

La boucle principale de simulation e ectue donc en premier lieu la tache Ts), puis la tache de
couplage (Tc) qui échange les données nécessaires a la propagation des phénoménes physiques a
travers le recouvrement. Les accés mémoires nécessaires a I'éxécution du couplage ihttisent des
di cultés algorithmiques pour I'application de la tiche T& que nous allons préciser maintenant.

3.2 Les structures de données

La di culté informatique majeure des méthodes de couplage par recouvrement spatial résie
dans le lien qui doit étre fait entre les éléments du maillage et les atomes présentlans la zone
de couplage. Prenons I'exemple de la sous-tAcHER (1b) qui doit entre autre calculer les valeurs
"1 (Xi) qui sont les valeurs des fonctions d'interpolation de chaque nceutl sur le point de I'espace
ou se situe lI'atomei i.e. a la position initiale X;. Ce calcul nécéssite dans un premier temps de
connaitre, pour chaque atome, I'élément ni qui le contient au démarrage de la simtion. On doit
ensuite faire le calcul des fonctions d'interpolation. La complexité de l'algoithme naif de cette
tache seraitO(m£ n) avecm (resp.n) le nombre d'atomes (resp. nceuds) couplés. Cette compléxité
suppose une boucle sur chaque atome dans laquelle on cherche systématiquement I'@atmni
conteneur pour en n e ectuer le calcul d'interpolation.

Comme la quantité d'atomes et de nceuds du maillage manipulée doit devenir importate, il
est indispensable de mettre en place des algorithmes de recherche e caces. Concrétement, optm
en place une structure de données qui associe dans une table chaque atome a I'élément qui le
contient. Ensuite, on va pré-calculer les valeurs des fonctions de base car il nous faut ces démis
uniqguement pour les coordonnées atomiques initialesX;) grace a la formulation Lagrangienne
Les sections suivantes détaillent la construction et le fonctionnement des structures de daées
adaptées a l'association atome-élément et au stockage des valeurs d'interptta précalculées.

3.2.1 Association entre les atomes et les éléments

On cherche a faire un mapping simple entre des indices atomiques et des indices d'éléments
nis. La di culté réside principalement dans la construction de cet objet informatique. On suppose
gue l'on a accés a une primitive qui permet d'armer ou d'in rmer qu'un point de lI'espa ce est
contenu dans un élément ni donné en temps constant, ce qui est une hypothése valide étant
donné qu'une telle primitive va utiliser les sommets et les arétes de I'élément ni chai qui sont
en nombre borné. L'algorithme naif de construction d'une telle association conste alors en une
double boucle dont la complexité estO(m £ nry), avec m le nombre d'atomes contenus dans le
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Fig. 3.2 Pavage de l'espace en grille homogéne utilisé pour trier les éléments nisus critére
spatial.

recouvrement etng le nombre d'éléments contenus dans le recouvrement. A n d'obtenir des temps
de construction raisonables, notamment dans le cas tri-dimentionel, il faut a toutprix réduire la
complexité de cet algorithme.

Pour cela, on utilise une présélection sur un critére spatial : une grille est constrteé pour
partitionner I'espace. Cela nous permet d'obtenir en temps constant une liste d'éléments veins
d'un site atomique choisi. On dé nit cette grille par :

une boite englobante de la zone que I'on veut utiliser;
un pas de discrétisation pour chaque dimension.

La gure 3.2|présente un exemple de telle grille 2D et 3D. Pour utiliser cette grile, il nous faut
insérer chaque élément ni dans les di érentes zones du pavage qui intersectent ce dernier. Cette
opération est non triviale dans certains cas en fonction des propriétés des éléments n&t de la
grille elle méme. En e et, les tests d'intersection entre un élément quelconque et un éléant de la
grille n'est pas un probleme facile et la détection par les sommets n'est pas su sam. On note en
particulier le cas ou un triangle contiendrait plusieurs éléments de la grille (vir gure 3.3) et ou
tous les nceuds d'un élément ne se trouvent pas dans un unique bloc de cette grille. De méme, un
atome peut intersecter le triangle sans étre localisé dans un bloc de la grillessocié a un sommet
du triangle. La gure 3.4]illustre ce deuxiéme cas de gure.

Le remplissage de cette grille peut se faire par un parcours des éléments, opéadtilinéaire
par rapport au nombre d'éléments du recouvrement. Lors du remplissage de la gl on peut
rencontrer des situations d'intersections complexes. Un tel cas est présenté par la gui@3. Dans
ce cas, des éléments de la grille ne répertorieraient pas ce triangle. Pour contournegtte di culté,
l'insertion d'un élément ni dans la grille se fait a I'aide de la boite englobarte de ce dernier. Il
s'agit de la technique la plus grossiére : on construit la boite englobante d&lément ni et chaque
bloc de la grille qui intersecte cette boite englobante enregistre I'élément. ke et, l'intersection
géomeétrique entre deux pavés peut étre e ectuée par des tests sur les sommets uniqguement.

Avec cette technique de remplissage de la grille, le pas de discrétisation de lailgg in ue clai-
rement sur la complexité de la recherche ; cependant, une taille de grille trop imptante multiplie
les acces aléatoires dans une grande zone de ménﬁ)ims de son remplissage. Concrétement, plus

10ccupation mémoire en O((T=L)9) avec T la dimension du domaine pavé par la grille, L le pas de la grille et
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Fig. 3.3 Dans le cas ou la taille des éléments Fig. 3.4 Dans le cas présent, il ne sut pas
de la grille est inférieure a la longueur caracté- d'inscrire le triangle uniquement dans les blocs
ristique des éléments du maillage, le cas de - qui contiennent ses nceuds. En e et, un point
gure suivant peut étre rencontré et la recherche présent dans la zone hachurée est bien a l'inté-
de cet élément ne sera pas toujours résolue. En rieur du triangle, mais pas dans les blocs conte-
e et, les deux blocs colorés de la grille sont en- nant les nceuds de ce dernier. La méthode uti-
tierement contenus par le triangle. lise la boite englobante du triangle et inscrit
I'élément dans tout les blocs contenu dans la
boite englobante.

on ra ne la grille de recherche, plus on va enregistrer d'éléments. Si on considere le geh moyen
des éléments du maillage, et le pas de la grille dans chaque direction pour un domaine cubique,
alors on aL=h éléments par bloc de la grille en moyenne. Dés que le pasde la grille descend en
dessous de la taille caractéristiquén des éléments du maillage éléments nis, la pluspart des blocs
de la grille seront remplis avec un unique élément car on se trouvera dans la situan de la gure
[3.3. Si par contreL est plus grand queh, alors le nombre d'éléments par bloc de la grille croit li-
néairement. La gure 3.5 présente des mesures de temps pour des cas de remplissage de di ézent
grilles et la construction de l'association atome-élément obtenue sur un domaine cuipie maillé
par des hexaédres. La taille du domaine était dg = 72 A, le pas du maillage était deh = 4 A, et

L variait de 7;2 & ;36 A. On constate alors qu'un minimum de 25 secondes est atteint pour le
temps de remplissage de la grille et la construction de I'association. Ceci caspond a un pas de
grille de T=40 = 1;8 A. Cette gure met en évidence le fait que le réglage de la nesse de la grille
est importante pour atteindre de bonnes performances. En e et, pour la constructio de l'associa-
tion atome-élément dont il est question on parcourt I'ensemble des atomes, et pour cljae atome
on obtient de la structure de grille la liste des éléments enregistrés sur le bloaigcontient I'atome
en question. En pratique, le réglage de la nesse de la grille permet d'accélérer cetteobcle. La
complexité de I'algorithme de construction de cette association devient par conségnt O(m ¢ dh)
avec m le nombre d'atomes présents dans le recouvrement dt.l le nhombre moyen d'éléments
enregistrés par bloc de la grille. La gure/ 3.6 décrit l'algorithme utilisé.

Pour conclure la description de cette opération colteuse, on peut dire qu'il est impoent
d'utiliser une grille de recherche. Mais il est important de ne pas utiliser une gille trop ne sans
quoi le colt de remplissage devient prépondérant.

d la dimension de I'espace.
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Fig. 3.5 On présente ici les temps de calculs obtenus pour di érents nombre de divisions de
la grille (T=L avec T la taille du domaine et L le pas de la grille) pour un modele cubique
en dimension 3 contenant 32000 atomes, 6859 noeuds et 5832 éléments pour un mgéldormé

d'hexaedres réguliers.
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Conteneur<RefAtomes> list_atomes; /7 reference des atome s concernés
Iterateur it = list_atomes.Getlterateur();
Conteneur<Element> elems;

/IBoucle principale sur les atomes

RefAtome at = it.GetFirst();

Tant que at est définit faire
Conteneur<Entiers> elems = grid.GetSubSet(at.P0);
it2 = list_elems.Getlterateur();
Entier index_el = it2.GetFirst();

/lon parcours les éléments présélectionné dans la grille
Tant que index_el est definit faire
Element el = elems.Get(index_el)
Si el.Contient(at.P0) faire
association[index] = index_el;
continuer;
fin Si
index_el = it2.GetNext();
fin Tant que
at = it.GetNext();
fin Tant que

Fig. 3.6 Construction de l'association atome-élément
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3.2.2 Interpolation rapide - Shape matrix

A n d'optimiser les calculs d'interpolation nécessaires aux sous-tache3 & (1b;4b) on précalcule
la matrice m £ nr, suivante :
0 1
"1(Xy) eee (Xi) ¢ee ,, (Xq)
Sme g = : :
"1(Xm) ¢¢e (Xm) ¢¢¢  (Xn)

ou les (Xi)1.m sont les positions des atomes présents dans le recouvrement'et la fonction de
base associée au nceud du maillage. Comme ces fonctions sont a support local, cette matrice
est trés creuse. Par conséquent, la structure de données qui va étre utilisée ne sera pas celimé'
matrice pleine. En e et, il est possible de la stocker élément par élément comme un enséfe de
matrices pleines. Les opérations qui seront e ectuées a partir de cette matrice serofes suivantes :

requéte des fonctions d'interpolation de I'élément qui contient un atome donné;
interpolation d'un champ sur la position d'un atome donné.

ces deux objectifs sont trés proches car il faut obtenir les fonctions de base pour pouvanterpoler
un champ vectoriel ou scalaire. Synthétiquement, on a la formule suivante :

X X
fXi)= "1 (XDfE(Xy) = S (XDE(X): 3.1)

| 1 2E,

On voit que les opérations nécessitant les fonction d'interpolation en un poin X arbitraire sont
déterminées par l'unique élément qui contientX . Cela justie a nouveau un stockage de cette
matrice par blocs.

Pour répondre aux besoins de ces opérations, on utilise l'association atometéient décrite
dans la section précédente, puis la structure de données que nous appelerons a partir de main-
tenant ShapeMatrix Cette structure de données contient une indirection entre chaque élément
e contenu dans le recouvrement et une matrice pleine de dimensiome £ n avec mg le nombre
d'atomes contenus dans I'élémenk et ne le nombre de nceuds formant I'élémente. Pour obtenir
les valeurs des fonctions d'interpolation sur le site atomiqueXi, on e ectue les trois étapes
suivantes :

1. trouver I'élément e conteneur de I'atomei via le tableau d'association (complexité enO(1));
2. trouver la matrice pleine correspondant a I'élémente (complexité en O(1));

3. trouver la ligne de la matrice qui correspond a l'atomei par recherche via l'indirection qui
associe les indices atomiques locaux aux indices atomiques globaux maintenue par chaq
bloc de la ShapeMtrix (compléxité enO(me)).

En ce qui concerne linterpolation, il sut alors de sommer les contributions de chaque nceuds
(colonne) de la matrice pleinee de la ShapeMatrix On peut alors récupérer la valeur du champ a
interpoler sur ce nceud grace a l'indirection des indices globaux-locaux des noeuds et calculer
la somme des produits' ;(X;)f; pour tous les nceuds] de e, ce qui aboutit a la valeur interpolée
du champ sur le site atomiqueX;.

La gure B.7lillustre la structure de données de laShapeMatrix. On remarque que la seule
opération qui pourrait étre colteuse serait la recherche de I'étape 3. En e et, erfaisant croitre le
nombre d'atomes contenus par élément, cette opération deviendrait colteuse. Il est tout dméme
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Element a
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Element f
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Fig. 3.7 Structure de donnée interne de la matrice d'interpolation précalculée sur les sés
atomiques et du vecteur d'association.

possible de renuméroter chaque bloc de telle sorte que la recherche se fassewia liste triée. En
revanche, la complexité mémoire esO(nel £ M) avecm le nombre moyen d'atomes par €léments
nis, ce qui dépend du rapport entre le pash des éléments nis et la distance inter-atomiquery.

Remarque : Dans l'implémentation réelle de la ShapeMatrixpon alloue une ligne supplémen-
taire par élément qui contient la somme colonne par colonne ek fonctions d'interpolation. On
verra dans la section suivante I'utilité de cette derniere pur la construction des matrices de
contrainte condensées.
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En ce qui concerne la construction de cette structure de données, on peut faire une préalloca-
tion de I'espace de stockage des matrices. En e et, grace au tableau d'assod@t atome-élément,
on peut connaitre le nombre d'atomes par élément. La construction se fait donc en deux gies :

Préparation de la structure de données :
on parcourt les atomes du recouvrement, et on calcule le nombre d'atomes dans chaque
élément;
on parcourt les éléments du recouvrement, et on déclare la taille du bloc matrice coes-
pondant (complexité en O(ngy)).
on alloue I'espace mémoire correspondant a l'espace total.

Remplissage
on parcourt les atomes du recouvrement. On calcule la valeur des fonctions d'interpolgon ;
Puis, on place au fur et a mesure ces valeurs sur les lignes de la matrice correspondant
I'élément fourni par le tableau d'association (complexité enO(1)).

La gure 3.8]décrit I'algorithme utilisé.

3.2.3 Calcul de la matrice de contrainte condensée

Dans l'approche de laBridging Method, il est nécessaire de construire un systéme linéaire
pour corriger les DDLs dans la zone de recouvrement des modeles couplés. Nous avons décidé de
condenser cette derniére, ce qui nous permet de minimiser les calculs de résolution du systéeme
de contrainte. L'algorithme de construction du systéme linéaire va donc se décoposer en trois
étapes :

T&(1a) : calcul de la contribution diagonale atomique % ; b

T&(1b) : calcul de la contribution diagonale continue  ; & (7 ' 5(X;));

T&(2) : somme des deux contributions.
Pour la partie atomique, un parcours des atomes permet de collecter l'informatiorde pondération
et de masses. On donne la description algorithmique de cette étape en annexe A.6.

La formule condensége de la matrice de contrainte conduit a une utilisation plus ne de la
ShapeMatrix. Le terme ;" ;(X;) peut étre précalculé pour tout nceud J. On choisit alors
d'insérer une ligne supplémentaire pour chaque bloc de I&hapeMatrix ou I'on stocke la somme
colonne par colonne de toutes les lignes précédentes. On parcourt alors les éléments pour cumuler
sur les nceuds les quantités de la derniere ligne. On obtient ainsi le tableau (; ' 5(X;)),.
Les gures[3.9 et[3.10 présentent un bloc de Ie&ShapeMatrix et I'accumulation e ectuée sur un
exemple de sept noeuds pour l'accélération du calcul de la contrainte. Cette opération ane
complexité algorithmique en O(ng) puisque la boucle parcourt les éléments et que le nombre
d'opérations pour un élément sera multiple de sa connectivité. On aura ici supposé que tannecti-
vité est uniformément borné ce qui sera le cas pour un maillage qui respecte le tenie de Delaunay.

Une fois cette opération e ectuée, on calcule directement la valeur de la matrice de cordinte
condensée. La gure 3.11 décrit I'algorithme complet.

3.2.4 Taches de l'initialisation

Dans les sections précédentes, nous avons précisément identi é les algorithmes d'initidition
du couplage comme le pré-calcul des fonctions de base qui nécessitent nos structures de données.
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/ICalcule du nombre d'atomes contenus dans chaque élément
Tableau<Entiers> nb_par_element;

Pour i variant de 1 a nb_atomes faire
nb_par_element[association[i]] += 1;
fin Pour

ShapeMatrix smatrix;

Entier taille=0;

/l[déclaration de la taille des sous matrices

Pour i variant de 1 a nb_éléments faire
Element el = elems.Get(i);
Mat mat = smatrix.SetSub();
mat.setSize(nb_par_element,el.nbNodes());

taille += nb_par_element*el.nbNodes();
fin Pour

/[Allocation
alloue(taille);

/[Pourcours des atomes et remplissage de la Shape Matrix

Pour i variant de 1 a nb_atomes faire
Element el = elems.Get(association[i]);
Atom at = atoms.Get(i);

Ligne shapes = el.ComputeShapes(at.P0());
Mat mat = smatrix.GetSub(association[i]);
AjouteLigne(mat,shapes);

fin Pour

Fig. 3.8 Construction de la Shape Matrix

Fig. 3.9 Un bloc de la structure de donnéesShapeMatrix. On ajoute une ligne a toutes les sous
matrices de la ShapeMatrix pour stocker la somme colonne par colonne des contribofis.
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Fig. 3.10 On présente un ensemble réduit & sept noeuds formant six éléments. La somme patte
stockée dans la derniére ligne de la ShapeMatrix est locale a chaque élément. Il factmuler les
contributions de chaque élément sur les nceuds pour construire la somme compléte utéis dans
la construction de la matrice de contrainte condensée.
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/lConstruction du vecteur d'accumulation
Tableau<Réels> nodes_cumul[nb_nodes];
/IMise a zero

nodes_cumul.zero();

Pour i variant de 1 & nb_element faire
Ligne line = smatrix.GetSub(i).GetLastLine();
Tableau indirectionNoeuds = smatrix.IndirectionNoeuds( i);

Pour j variant de 1 a indirectionNoeuds.taille() faire
nodes_cumul[indirectionNoeuds[j]] += line[j];
fin Pour
fin Pour

/lUne fois le cumul par n\oe uds calculé, on calcule la vraie m atrice
/lde contrainte

Matrix constraint;

constraint.zero();

Pour i variant de 1 a nb_atomes faire
index_el = association[i;

Tableau indirectionNoeuds = smatrix.IndirectionNoeuds( i);
/ICette fonction recherche directement la ligne correspon dante
/I par lindirection des indices atomiques globaux->locau X

[lcomplexite linéaire sauf si liste trié -> TODO
Ligne line = smatrix.GetSub(index_el).GetLine(i);

/[Parcourt des n\oe uds pour le calcul final

Pour j variant de 1 a indirectionNoeuds.size() faire
constraint[i]+= line[j]*nodes_cumul[indirectionNoeud s[ill;

fin Pour

/[Division par la masse pondérée
Atom at = atoms.Get(i);

constraint[i] /= at.masse * ponderation[i];

fin Pour

Fig. 3.11 Algorithme de construction de la matrice de contrainte de la Bridging Method.



86 Chapitre 3 Description algorithmique du couplage, taches et composants | ogiciels

Fig. 3.12 On présente la situation la plus fréquente dans laquelle on est amené a reér des
atomes du couplage. Sur la gure, la limite en pointillés précise la description géo#trique, les
atomes blancs sont retirés du couplage et les bleus sont conservés.

On se propose ici de faire le bilan des opérations nécessaires a l'initialigat d'une zone de recou-
vrement. On prendra garde de séparer ce qui est générique de ce qui est dédié a la méthode de
Belytschka

Pour pouvoir utiliser les algorithmes sur de vrais domaines, nous devons dé nir une chsse
de géométries représentables ou encore couplables. On se donne I'ensemble des géométries simples
telles les cercles, disques, boules, rectangles, pavés. On se donne également l'opérataudéter-
mine si un point de I'espace est présent dans une géomeétrie. On autorise ensuite les cormifions
de géomeétries par intersection et union. La classe des géométries que l'on peut simpkemh re-
présenter est donc celle des compositions par union et/ou intersection de géométries deska
Ces derniéres vont nous permettre de dé nir les zones géométriques associées aux domaines des
di érents modeles et du recouvrement.

On peut alors parcourir les atomes et, a l'aide de la description géométrique, seleotiner les
DDLs qui doivent étre couplés dans la zone de recouvrement. Dés lors, la structure de données
ShapeMatrix, qui est au coeur de I'optimisation des accés aux DDLs, doit étre construite. Une
description analytique d'une géométrie di ére de la description discréte d'un maillage et d'un
cristal. Ceci autorise des situations ou un atome pourrait ne pas avoir d'élémnt qui le contienne
(c.f. gure B.12). On voit sur cette gure le cas de recouvrements a géométrie circulie ou la
discrétisation du maillage conduit a des éléments qui décrivent a une certaine erreur pres la
courbure du cercle. L'association atomes-élément qui va étre construite impose quie tels atomes
soient retirés du couplage. En e et pour une question d'équilibrage de masse, les élémerdoivent
étre couplés a un ensemble d'atomes qui serait de masse approximativement équivalent en
d'autre termes, les éléments doivent étre remplis .

Ici s'arréte la construction relative aux couplages génériques par recouvrement. En cqui
concerne laBridging Method, on doit construire en plus les poids des DDLs, et en n construire la
matrice de contrainte de Lagrange. Sur le diagramme de la guré 3.13 sont regsentées les taches
de l'initialisation du couplage séquentiel.

3.3 Les diérentes taches du couplage

Nous avons décrit en détail le procédé d'initialisation du couplage en le particulagant & la
méthode de Belytschko. Nous avons également développé des structures spécialisées aitement
de la zone de recouvrement. Maintenant, nous pouvons dé nir un diagramme de taches précis du
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Téche d'un couplage par
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P

Pondération Pondération

des atomes
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Fig. 3.13 Sur ce schéma, les taches nécessaires a l'initialisation logicielle du reswement sont
présentées. Dans le bloc central grisé, on trouve les taches génériques que toute mékhdasée sur
un recouvrement devra faire. Hors de ce dernier sont placées les taches spéci ques aBladging
Method qui nécessite une pondération des inconnues ainsi que la construction d'une matrice de
contrainte.

déroulement d'un pas de temps. On prendra soin de distinguer les dépendances spatiales qu'il est
important d'introduire ici car cette notion est utilisée par les techniques de pardlélisation que
nous décrirons dans le prochain chapitre.

On a ne le diagramme B.1len sous taches relatives a l&ridging Method sur le diagramme 3.14.
On ne s'intéresse qu'aux taches de la boucle principale d'intégration et aux taches ectuées lors
d'un pas de temps de simulation. Sur ce diagramme, on peut observer un détail que nous n‘avons
pas évoqué jusqu'a présent et qui est la synchronisation des codes a chaque pas de tempselen,
les deux codes doivent se trouver dans une situation équivalente pour pouvoir étre couplélsa
description que nous donnons est donc située entre deux barrieres de synchronisation.

D'autre part, on ajoute une nuance sur la synchronisation nécessaire au couplagel'antérieur
d'un pas de temps. Pour cela, les taches standards ont été scindées : lors de l'intégmatides incon-
nues par le schéma de Verlet, on peut séparer les taches qui sont concernées par le recouvrement
de celles qui ne le sont pas. On fait donc la distinction par rapport auxn® atomes non présents
dans la zone de couplage des”R atomes qui sont contenus dans la zone de recouvrement. De
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Fig. 3.14 Graphe de taches d'un pas de temps avec les complexités associées.
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méme on suppose acquise la séparation de€ nceuds non présents dans le recouvrement par
rapport aux n®R qui le sont. On a apporté alors la distinctions entreT4, TS et TAR |, TSR ou les
taches assignées d'uiR supplémentaire désigne l'intégration par le schéma de Verlet des inconnues
contenues dans la zone de recouvrement. Cette premiéere distinction et les poids de calculsasiés
seront utilisés quand nous aborderons le probléme de I'équilibrage de charge en phéte.

Ensuite nous précisons les taches de couplagg selon la description donnée dans 3|1. Cette
tache se sépare en 4 phases, dont une synchronisanfef((3)), les autres pouvant étre exécutées
en paralléle. Sur cette gure, on a rapporté la complexité de chacune des taches. La complexi
de ces dernieres sera linéaire par rapport au nhombre d'atomes couplés. En e et, méme powsl|
taches TR (1b) et T (4b) qui utilisent majoritairement la ShapeMatrix, la complexité e ective
sera du méme ordre (on utilise la notationng pour le nombre d'atomes moyen par élément, et
doncn®R ' ni ¢ 4. Toutes les complexités indiquées sont linéaires par rapport au nombre de
DDLs concernés par la tache. Dans le cas des interactions a deux corps, le calcul des forces de
la dynamique moléculaire reste aussi linéaire. En e et, la complexité esh® £ r_, avecng,,
le nombre d'atomes moyen dans une boule de rayon égal au rayon de coupure choisi. floamule
analytique du potentiel a elle aussi une importance dans la complexité, par exemple an calcul
de racine carrée est nécessaire, mais quoiqu'il en soit la complexité globale esthaire.

3.4 Composants logiciels d'une simulation couplée de ma-
tériaux

Dans une approche par composant, on décrit les services rendus par des entités logicielles
et comment ces services vont intéragir ensemble. Plus que la programmation objetjui dé nit
clairement les structures de données et les routines adaptées a ces derniéres, les composants vieulen
donc décrire les besoins et les services rendus.

Les composants logiciels que I'on dé nit ici, réalisent les services qui doivent & rendus par
chaque étape majeure dans le simulateur nal. On part naturellement des deux composantsn-
portants, que sont les codes de simulations dédiés aux modeéles de base. Ces derniers prennent
dans notre cas deux formes génériques : dynamique moléculaire et élasticité dynamique.usodé-
sirons intégrer des codes existants dans un environnement de programmation, ce qui mealisera
les services rendus par ces codes génériques. En ce sens, les composants doivent fournir uticserv
principal d'intégration en temps des DDLs. Ce service correspond aux taches standds TS et TS
précédemment décrites.

Tous les autres composants que nous avons implémentés nécessitent un service donnant accés
aux DDLs internes des codes sous-jacents. On donne acces aux éléments et noeuds du maillage en
élasticité et aux atomes en dynamique moléculaire. Ce service est rendu par desrcours génériques
basés sur une description de conteneurs et de ses itérateurs associés. Chaque parcours fourni un
itérateur sur des références d'élément et de noeud, ou d'atomes suivant le type du composant
Ces références permettent en élasticité d'invoquer le calcul des fonctions de base et d'avacces
aux inconnues du systeme. De méme pour la dynamique moléculaire, les références d'atomes
permettent I'accés aux DDLs (position, vitesse, force), mais également a la asse, charge ou tout
autre parameétre atomique.

Ces services sont utiles aux composants de visualisation et de stimulationJn composant
de visualisation permet de convertir un systéeme en quelque chose d'analysald, comme des
chiers de sortie en di érents formats. Un composant de stimulation permet lui d'appliquer des
perturbations sur le systeme. Tout deux ont besoin d'accés aux inconnues, le premier en lectur
et le second en écriture, ce qui est assuré par les parcours via les références sur les DDLs.
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Fig. 3.15 Découpage en boites de l'espace. Ces boites ont une dimension de 'ordre du nayie
coupure utilisé pour I'évaluation du potentiel d'interaction.

3.4.1 Gestion des sous ensembles d'atomes

On doit faire faire mention d'une particularité des codes de dynamique moléculaire. €s codes
utilisent souvent un pavage de l'espace. On parle de découpage en boites. La gure 3.1%pente
un découpage de I'espace 3D en boites d'un ensemble dense d'atomes. Ces boites, de petitie tai
sont utilisées pour optimiser le calcul du potentiel. En e et, cette approche permetde calculer
e cacement les forces résultantes du potentiel courte portée en parcourant uniquement leboites
voisines pour rechercher les atomes dans le rayon de coupure du potentiel, et non pas daositt
I'espace. La taille de ces boites est donc choisie de I'ordre de la taille du rayale coupure utilisé.

Pour ces codes, une certaine di usion atomique peut induire une erreur d'évaluation du po-
tentiel si le placement des atomes dans les boites reste statique. En e et, il est coamt qu'un
atome donné parcourt I'espace entier. Pour autant, la densité atomique peut restemichangée sur
le domaine complet. Par example, des simulations de changement d'état de gaz induit uneayde
di usivité, et donc une grande circulation des atomes dans le modeéle. A n de gérer correctement
cet aspect des simulations de dynamique moléculaire, les atomes ne sont pas statiquamliés a
leur boite initiale. On parlera de migration atomique

Les références génériques fournies par les parcours utilisent la structure en boites que nous
avons énoncée pour fournir les accés au DDLs. Par exemple, on utilisera les coordonnées de la
boite dans l'acces aux propriétés des atomes dans le cas de codes hiérarchiques. La di culéside
ici dans le fait que les références recues a un certain pas de temps de la simulation peuvent se
trouver invalidées par le changement de boite. En l'ocurrence, on est amené a séléctionnemdde
composant de couplage les atomes de la zone de recouvrement : on construit une liste d&rences
génériques pour accéder et corriger les DDLs séléctionnés. Pour prendre en compte la migratio
des atomes, la liste des références doit étre mise a jour pendant la simulation a n dgarantir la
validité des accés mémoire.

On va donc introduire un nouveau service spéci que aux composants de dynamique molécu-
laire pour gérer la migration des atomes au travers des listes de références. Gasce correspond
a la création/gestion de sous ensembles de références d'atomes. Ces sous-ensembles seroeté&gpp
conteneurs En e et, le seul moyen de garantir que les références soient mises a jour convenable-
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Fig. 3.16 Composant type de dynamique moléculaire.

ment, est de maintenir une liste des sous-ensembles d'atomes dans le composant de dyrgumi
moléculaire. Dans le cas de codes sous-jagents qui font e ectivement migrer les aton#ane boite

a une autre, une fonction callback sera appelée ala n des migrations et déclenchera une mes
a jour des références mémoire. En e et I'appel doit venir du code sous-jacent lui-méme, puisque
lui seul connait I'emplacement des atomes avant et apreés migration.

La gure B.16]présente la structure interne d'un composant de dynamique moléculag. L'inter-
face de dialogue entre la couche métier et le module de gestion des sous-ensembles est lastd :
le code métier doit fournir une liste qui contient pour chaque atome déplacé 'ancienneéférence
et la nouvelle référence. Dés lors, la fonction call-back parcourt chaque sous-ensemble ensgg et
met a jour les références de ces derniers. On implémente cette interaction entre la liste dssus-
ensembles et la couche métier par une fonction qui est appelée par le code sous-jacent lorsqu'une
étape de migration vient de se terminer. Cette fonction parcourt les sous ensemblesnregistrés et
met alors a jour les références des atomes concernés.

On note tout de méme que certains codes utilisent une structure non hiérarchique pour accéder
aux atomes. Tous les codes utilisent des structures de données optimisant les recherches anima
pour le calcul des forces (méthode des listes de verle?]), mais pas nécessairement pour les acces
directs aux atomes.

3.4.2 Composant de couplage

Nous dé nissons maintenant un composant de couplage qui fournit le service de correoti
des inconues. Ce service e ectue la tach&R décrite dans la section précédente. Pour fonctionner
convenablement, on doit fournir a ce dernier des services de parcours comme pour le cas des vi-
sualisateurs et des stimulateurs. Le composant de couplage et la tache qui lui incdra nécessitent
quelques précisions. La gurée 3.1B présente sa structure interne. Nous avons dé ni des struges
de données; on peut les inclure dans notre description du composant et donner quelques préci-
sions pour le cas de laBridging Method. Le composant de couplage va extraire les DDLs de la
zone de couplage et placer leurs références dans des conteneurs de référence. Celui-ci fait interagir
les représentations du systéme linéaire de contrainte ainsi que les structures derdwes spécia-
lisées décrites dans la sectioh 3.2. Les éches de dépendances rouges en pointillés présentent le
cheminement de l'initilisation et donc de la construction des structures internes. Les ebes noires
présentent les étapes et dépendances durant une action de couplage des deux modéles. On a divisé
logiciellement les représentations du second membre des deux modéles a l'intérieur du comaiats
de couplage. Par exemple, on dé nit deux vecteurs de second membre. De cette maniére, on exclut
les problemes d'écriture concurrente lors de la construction des contributions au second méne.
Plus précisémment, cela nous permet de maintenir l'indépendance des tach&g (1a) et T (1b).
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Fig. 3.17 Schéma UML des composants utilisés dans notre simulateur.
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Fig. 3.18 Structure interne du composant de couplage.

Les autres composants de notre environnement, comme le composant de visuatisn, feront
I'objet d'une description en annexel A.5.
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Dans ce chapitre, nous traitons des méthodes de calcul paralléle appropriées a notre couplage.
On verra que la généricité des codes impose certaines contraintes et nous conduit & une sauti
de placement des taches paralléles. Pour cela, on précise dans la premiére section les méthodes
paralléles utilisées par les codes sous-jacents de dynamique moléculaire et d'éléments .mspar-
tir de cela, on pourra concevoir une stratégie de parallélisation de nos compasas. Les solutions
utilisées pour mettre en place notre stratégie seront ensuite détaillées. On vermgue cela induit des
redistributions des valeurs associées aux DDLs de chaque modéle (notamment pour lesltiplica-
teurs de Lagrange). De plus, les optimisations dynamiques d'équilibrage de chargeduisent une
gestion suppémentaire du couplage. Mais le point critique de l'algorithme pelléle est fortement
lié aux géométries des domaines et a la gestion de I'équilibrage des charges.

4.1 Stratégie de parallélisation

Jusqu'a présent, nous n'avons abordé que les aspects séquentiels, mais les codes de diqueem
moléculaire et d'élasticité sont classiquement parallélisés. On présente succament les techniques
utilisées dans ce cadre avant d'aborder notre stratégie de parallélisation.
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4.1.1 Décomposition de domaine

Les codes de dynamique moléculaire et d'élasticité sont couramment utilisés pour deppali-
cations de grande taille (en nombre d'inconnues), et elles ont été naturellement parallisées. Il
convient donc, avant de faire un choix de parallélisation du code de couplage, de rapfer les
techniques de parallélisation en question. Majoritairement, une approche par décongsition de
domaine est utilisée. Toutefois, la décomposition de part la di érence des objets ioFmatiques qui
sont traités, di ére sur de nombreux points qui sont décrits dans ce qui suit.

4.1.1.1 Décomposition de domaine pour des modéles de dynamiq ue moléculaire

La dynamique moléculaire permet de résoudre des problemes variés que I'on di érencie en
deux classes : les problémes de la biologie moléculaire et ceux de la matiere condensée. De part
la motivation issue de notre étude, nous nous intéressons uniquement aux techniques de pléa-
sation des codes spécialisés pour la simulation de la matiére condensée. Conteanent a I'étude
des molécules et des réactions chimiques, celle de la matiere dense présente un avantage @
parallélisation : l'espace est quasimment uniformément rempli, ce qui introdui globalement un
bon équilibrage de la charge. De plus, les potentiels utilisés peuvent ne pas avaie composante
éléctrostatique, i.e. pas de composante a longue por@e

Fig. 4.1 On illustre ici le type de décomposition de domaine utilisée par la plupartdes codes
de dynamique moléculaire. Cette décomposition est avant tout réguliere. Le cas présté est celui
d'une initiation de ssure : on 6te un ensemble d'atome. La méthode de découpage n'autolspas
d'équilibrage de la charge pour ce cas de gure. Le domaine a été partitioné en 20 paes égales.

La stratégie résultante des précédentes remarques est un découpage statique de I'espace. Les
codes qui ont déja une structure hiérarchique en petites boites placent ces boites sur un enseenbl
de processeurs. Des macro-boites sont dé nies pour former un pavage régulier de l'espacesL
méthodes qui n'utilisent pas de découpage en boites utilisent aussi des macro-boites compour
la décomposition de domaine. La gure[ 4.1 illustre un cas de décomposition de dorire par
macro-boites pour un domaine 2D rectangulaire. Il s'agit de la méthode la plus utitée [P], et
peu de codes utilisent une décomposition de domaine non réguliére pour le parallélismil s'agit
d'une contrainte forte pour I'équilibrage de charge. En e et, pour les simulations de solides et plus
particulierement de la propagation de ssures, une partie de l'espace peut se vider de sewmes.
Comme le découpage est statique, il est alors impossible d'équilibrer completentela masse de

Lavec des potentiels & longue portée, le couplage ne saurait f onctionner sans remaniement du modéle de couplage.
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Fig. 4.2 On illustre la décomposition de domaine obtenue par bipartitionnement récursf d'un
maillage non structuré. La décomposition a été faite pour 20 processeurs.

calcul sur les processeurs. Nous allons voir dans ce qui suit que ceci forme également unereamte
forte pour le couplage que nous avons mis en place.

4.1.1.2 Décomposition de domaine des modéles de mécanique de s milieux continus
utilisant les éléments nis

En ce qui concerne la mécanique des milieux continus, le domaine est entierement discrétisé
par un maillage. Ce maillage est choisi selon certains criteres de qualité dtpeut étre structuré ou
non. Dans tous les cas, une technique couramment utilisée est celle basée sur un bi-partitement
récursif de I'espace. Le partitionement de maillage est une heuristique issue du problénde décou-
page de graphe (c.f.?]). Ce découpage doit diviser équitablement le poids (dé ni par une fonction
de co0t) en parties équilibrées qui partitionnent le graphe. La contrainte supplémentaie porte sur
le colit associé a la coupe . Les fonctions de colit associées a une aréte modélisent éesnmu-
nications; en e et, une aréte coupée correspondra a la création d'un lien de communicaton
qui sera utilisé via le réseau d'interconnection. Il convient donc d'équilibrer les deux pdies tout
en minimisant le codt de la coupe. Cette méthode permet d'obtenir des solutions satifaantes via
des heuristiques spéci ques pour des maillages pouvant avoir un nombre d'inconnues imgant et
pour des problémes génériques. En revanche, les décompositions générées peuvent étre treésufrég
lieres. La gure présente le découpage d'un domaine rectangulaire discrétisé par unaitlage
non structuré et produit par METIS [ ?] avec des poids unitaires associés aux arétes et aux nceuds.

Il est important de noter ici que la marge de maneuvre donné a l'utilisateur d'un patitioneur
réside essentiellement dans les fonctions de codt. Classiquement, ces fonctions doivesgirésenter
au mieux le temps de calcul associé a un nceud du maillage et le temps de communicatiorsasié a
une aréte. Avec ces fonctions on pourra, a une approximation pres, imposer que le tpsde calcul
soit équilibré sur I'ensemble des processeurs tout en minimisant le volume total dsommunications
sur le réseaux.

4.1.2 Problématique du couplage paralléle

Abordons le probleme de la maniére la plus générale possible. SoR;(i=; .y Un ensemble de
N processeurs a notre disposition. Nous désirons distribuer les domaines de calcul des deux codes
couplés sur I'ensemble des processeurs pour minimiser le temps total de la simulation.
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Considérons dans un premier temps le cas non couplé de ce probleme. Dans ce cas de gure,
on suppose que l'on connait une solution optimale du probléme de partition pour ltacun des
modeles. On nommeSg (resp. Sp) la solution du probleme de partitionnement (décomposition
de domaine) du modele continu (resp. atomique) sum processeurs. On notel (S) le temps de
calcul et de communication total pour la décomposition de domaineS. Pour simpli er notre
probléme, on considére les deux stratégies suivantes. Soit on donne a chaque processeur deslisal
distribués pour les deux modeles, soit on découpe I'ensemble des processeurs en deux parties non
nécessairement égales et chacune prend la charge d'un seul modele. Dans le premier cas, le temps
de calcul estT(SY) + T(SY), et dans le deuxiéme cas on souhaite trouvenl et n2 tiq: N =
ny+ ny ettq: T(SE!) = T(SR?).

Pour choisir entre les deux stratégies, il faut connaitre la scalabilité des codes & volume de
calcul de chaque modéle. En e et, a cause de la scalabilité des codes il se peut qu'il existeentier
borne n° tel que pour tout n vériant n°- n <N on observeT () T(SY). Ce qui revient a
dire que le gain maximal de la parallélisation du code est atteint pour un patitionement sur n°
processeurs. Cela peut étre le cas par exemple si le nombre d'inconnues n'est pas assez itapb
pour lI'un des modeles et son code sous jagent (il s'agira plus souvent du code d'élastgciqui
manipule moins de DDLs en comparaison des codes atomiques). Il n'est donc pas utile,ivo
néfaste pour l'optimisation, d'utiliser N processeurs alors qua® donnent les mémes performances
voir méme des meilleures. Dans ce cas de gure, on préférera un léger déséquilibre conduisant
aT(Sp') 6 T(SE?) a une approximation prés, mais qui nous permettra d'exploiter au mieux la
scalabilité des codes. En pratique, on utilisera toujours un nombre d'inconnues pour ldomaine
de la mécanique continue bien inférieur au nombre d'atomes et la deuxiéme solution seramola
meilleure.

Si on ajoute le surcolt de calcul di au couplage, on introduit un déséquilibre inévitable du
fait de la localisation des calculs liés au couplage. En e et, ces derniers seront Idiss dans la
zone de recouvrement qui sera partitionnée inéquitablement sur les processeurs. La décompiosi
de domaine doit donc étre modi ée. Mais I'environnement de couplage que nous décrivons usk
des codes existants pour construire des composants (ré)utilisables, et ceci induit dirernent les
contraintes de décomposition de domaine que nous avons présentées dans la section précésiden
e et, sans une intervention importante dans la partie métier du composant, ie. le code sous-jacent,
on ne pourra pas s'aranchir du mode de partitionnement de I'espace des codes de dynamique
moléculaire. En revanche, on pourra dé nir des fonctions de co(t qui permettront d'altérerles
partitions du maillage pour tenir compte des surcodts du couplage.

On comprend donc que l'enjeux majeur réside dans I'équilibrage des charges des deux codes.
On verra dans la partie résultat que le colt de calcul du couplage est loin d'étre insigrant et
qu'il doit étre pris en compte dées le debut dans le partitionement. Il existe une autre opion pour le
placement des domaines sur les processeurs qui sera quali ééngbride. En e et, on pourra placer
les modeles sur deux sous ensembles de processeurs qui pourront avoir une intersection : ¢esta
processeurs pourraient calculer pour les deux domaines. Cela aurait pour vertu de grandenten
diminuer les communications de couplage si I'on est en mesure d'assurer que de tels proeess
aient la charge d'une partie commune de la zone de couplage. Mais en pratique, les temps de
communication diis au couplage sont petits face au codt de calcul (c.f chapitfe 5.4%t notamment
face aux temps pris par les accés mémoire pour les corrections des DDLs de chaque modéle.

4.2 Analyse des dépendances entre les composants

Nous avons choisi la stratégie de parallélisation qui place les deux modéles sur deemsembles
de processeurs disjoints. On noteH;)i=1 -n et (Qj)j=1:n0 les deux ensembles de processeurs dis-
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