
HAL Id: tel-00265679
https://theses.hal.science/tel-00265679v1
Submitted on 19 Mar 2008 (v1), last revised 26 Mar 2008 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Génération et caractérisation d’états intriqués en
variables continues

Gaëlle Keller

To cite this version:
Gaëlle Keller. Génération et caractérisation d’états intriqués en variables continues. Physique Atom-
ique [physics.atom-ph]. Université Pierre et Marie Curie - Paris VI, 2008. Français. �NNT : �. �tel-
00265679v1�

https://theses.hal.science/tel-00265679v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


LABORATOIRE KASTLER BROSSEL

DÉPARTEMENT DE PHYSIQUE
DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE

Thèse de doctorat de l’Université Paris VI

Spécialité : Physique Quantique

Présentée  par

Gaëlle KELLER

Pour obtenir le titre de Docteur de l’Université Paris VI

Sujet de la thèse :

Génération et caractérisation
d’états intriqués en variables continues

Soutenue le 19 février 2008  devant le jury composé de :

Mme. Maria CHAMARRO

M. Thomas COUDREAU                        

M. Claude FABRE                         

M. Emmanuel ROSENCHER

M. Alessio SERAFINI                         

M. Nicolas TREPS

Mme. Rosa TUALLE-BROURI               

Présidente du jury

Membre invité                        

Directeur de thèse                        

Examinateur

Rapporteur  

Examinateur                       

Rapporteur               

UNIVERSITÉ PARIS VI





Remerciements

Mes premiers remerciements s’adressent aux membres du jury, Maria Chamarro, Emma-
nuel Rosencher, et tout particulièrement aux rapporteurs Rosa Tualle-Brouri et Alessio Serafini
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J’adresse également des remerciements tout particuliers à Claude Fabre, qui m’a accueillie
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appris la rigueur et l’acharnement pour obtenir LE résultat. Les discussions fructueuses avec
Jean-Pierre Gazeau d’une part, et avec Alessio Serafini et Gerardo Adesso d’autre part, ont
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A Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
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Introduction

L’existence d’états intriqués est prédite par la mécanique quantique. C’est Schrödinger qui,
le premier, a introduit ces états présentant des corrélations plus fortes que toutes les corréla-
tions classiques : lorsque deux parties sont intriquées, on ne peut les considérer séparément. En
d’autres termes, un état intriqué ne peut être décrit par la description de ses sous-parties, ce
qui est toujours possible en mécanique classique. De ce fait, une mesure sur une partie du sys-
tème modifie l’état quantique de l’autre partie. L’aspect particulièrement remarquable de cette
propriété, qui a fortement intrigué Einstein, Podolsky et Rosen en 1935 [Einstein et al., 1935],
est qu’elle reste vraie même lorsque les deux parties sont distantes, et ne peuvent physique-
ment interagir. Ceci les a amené à conclure que la mécanique quantique est fondamentalement
incomplète.

L’expérience de pensée proposée par Einstein, Podolsky et Rosen portait sur la position et
l’impulsion de deux particules matérielles ; cependant, c’est dans le domaine de l’optique que
les premières réussites sont intervenues. En effet, Bohm a reformulé en 1951 l’expérience de
pensée pour le spin de deux particules ou la polarisation de deux photons [Bohm, 1951]. Bell
a ensuite montré qu’une théorie locale à variables cachées impliquait l’existence de certaines
inégalités sur les corrélations entre mesures effectuées sur le système [Bell, 1964]. C’est pour
tenter de violer ces inégalités que les premières expériences de production d’états intriqués ont
été réalisées à la fin des années 1970 [Fry et Thompson, 1976, Aspect et al., 1982]. Les gran-
deurs intriquées étaient les polarisations de deux photons. Par la suite, des expériences plus
proches de la proposition originelle ont été mises en place, avec l’intrication de quadratures
du champ électromagnétique (analogues des variables position et impulsion d’une particule)
[Ou et al., 1992].

On sait à présent intriquer des systèmes matériels, qu’il s’agisse d’ions [Häffner et al., 2005,
Leibfried et al., ], d’ensembles atomiques [Chou et al., 2005, Laurat et al., 2007] ou d’atomes
neutres [Julsgaard et al., 2001]. Certaines équipes sont également parvenues à intriquer la lu-
mière avec des ions [Blinov et al., 2004, Moehring et al., 2007].

Après les expériences fondatrices de génération d’états intriqués, c’est l’étude des appli-
cations de l’intrication qui s’est développée. Elles se sont en effet révélées de plus en plus
nombreuses, les avancées les plus remarquables ayant eu lieu dans le domaine des communica-
tions quantiques, qui utilisent le fait qu’on puisse modifier l’état quantique de l’ensemble des
parties en agissant seulement sur l’une d’entre elles, c’est-à-dire en effectuant des opérations
locales.

La base des communication quantiques est donc le partage d’intrication (“entanglement
sharing” en anglais) entre les différentes parties. Elles s’appuient également sur un certain
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nombre de processus plus élaborés faisant intervenir l’intrication.
Deux de ces processus-clé sont le transfert d’intrication et la téléportation. La première

opération (“entanglement swapping” en anglais) consiste à intriquer deux parties n’ayant ja-
mais interagi. Ceci est possible à partir de deux paires intriquées, en mesurant simultanément
une partie de chaque paire (une telle mesure est appelée mesure de Bell). Les deux autres par-
ties, bien que n’ayant jamais interagi, sont alors intriquées [Pan et al., 1998, Jia et al., 2004].
Quant à la téléportation, elle permet de transférer un état quantique d’un objet à un autre
sans avoir à mesurer cet état [Vaidman, 1994, Braunstein et Kimble, 1998]. Ceci est d’autant
plus intéressant que d’après l’inégalité de Heisenberg, on ne peut mesurer exactement un état
quantique : la téléportation est donc plus performante que ne l’aurait été un protocole se
limitant à des mesures classiques. De nombreuses équipes ont fait la démonstration expéri-
mentale de la téléportation, en variables discrètes [Pan et al., 2003] ou en variables continues
[Furusawa et al., 1998, Bowen et al., 2003, Takei et al., 2005].

Parmi les multiples applications de l’intrication, on peut encore citer le codage dense,
qui permet un taux de transfert de l’information plus important qu’en l’absence d’intrication
[Braunstein et Kimble, 2000, Li et al., 2002].

Enfin, la cryptographie quantique utilise les propriétés de la mécanique quantique pour as-
surer la sécurité des protocoles de communication quantique. Certains protocoles, en particulier
celui proposé par Ekert en 1991, s’appuient sur l’intrication [Ekert, 1991]. Dans ce protocole,
outre le partage et la mesure de paires intriquées, les deux personnes qui communiquent utilisent
un théorème central en cryptographie, le théorème de non-clonage [Wootters et Zurek, 1982].
Il stipule qu’un état quantique ne peut être copié sans être altéré. Ainsi, si un espion intercepte
la communication et renvoie un clone de l’état qu’on cherche à transmettre, l’état reçu par le
destinataire sera altéré. Sur ce principe, des sociétés ont développé et proposent à la vente des
appareils permettant de communiquer de façon absolument sécurisée.

Communiquer avec des états intriqués implique qu’on soit capable de les caractériser. Or
la génération expérimentale d’états intriqués s’est heurtée à un problème de taille : comment
prouver que l’état obtenu est intriqué ? Cette question, non résolue dans sa totalité à l’heure
actuelle, s’est vue apporter de nombreuses réponses, basées sur l’une ou l’autre de deux notions
essentielles : la séparabilité et les corrélations.

Les critères basés sur la séparabilité sont les plus nombreux et les plus utilisés. Le principe
est le suivant : mathématiquement, un état est intriqué si on ne peut le factoriser, c’est-à-dire
s’il n’est pas séparable. Si on est capable de déterminer une condition nécessaire pour qu’un
état soit factorisable, tout état ne remplissant pas cette condition sera nécessairement insépa-
rable, et donc intriqué. Nous nous intéressons dans ce mémoire aux états Gaussiens en variables
continues, pour lesquels le problème est résolu dans les cas bi-partitionnés. Ce n’est pas le cas
pour les multi-partitions.

Le plus connu des critères d’inséparabilité est le critère de Peres [Peres, 1996], basé sur
la matrice densité de l’état, ou sa forme adaptée aux variables continues, qui repose sur la
matrice de covariance de l’état, le critère de Mancini [Mancini et al., 2002] (dont un cas parti-
culier très utilisé est le critère de Duan et Simon [Duan et al., 2000, Simon, 2000]). Il est très
intéressant, car pour certaines classes d’états, il s’agit d’une condition nécessaire et suffisante



Introduction 3

d’inséparabilité. Ceci signifie qu’il permet de détecter tous les états intriqués de ces classes
d’état. Les témoins d’intrications (“entanglement witnesses”), qui dérivent du même principe,
sont des critères suffisants d’intrication [Hyllus et Eisert, 2006]. La littérature récente fait état
d’un grand nombre de nouveaux critères d’inséparabilité ; cependant aucune généralité ne se
dégage encore pour les multi-partitions.

L’article fondateur d’Einstein, Podolsky et Rosen faisait apparâıtre l’intrication comme une
double corrélation, d’origine purement quantique, entre deux parties. Certains critères d’intri-
cation, comme le critère (suffisant) de Reid (ou critère “EPR”) [Reid, 1989], font écho à cette
autre approche, plus phénoménologique.

Lorsque l’intrication est identifiée, un problème subsiste : quelle est la “qualité” de l’intri-
cation générée ? En d’autres termes, comment comparer deux états intriqués ? Utilisés – par
exemple – dans une expérience de communication quantique, vont-ils donner des résultats équi-
valents ? Ceci pose la question de la mesure de l’intrication ; qui est loin d’être résolue dans
son intégralité.

Aucune des différentes mesures d’intrication existantes ne satisfait tous les critères a priori
nécessaires à la validité d’une telle mesure. D’ailleurs, le classement induit sur les états diffère
selon la mesure considérée. Si l’intrication de formation constitue une définition acceptable d’un
point de vue conceptuel [Bennett et al., 1996c], elle s’avère très difficile à exprimer, et donc
à calculer [Giedke et al., 2003]. Les négativités [Vidal et Werner, 2002] mesurent la distance
entre l’état et le témoin d’intrication ... mais dépendent du témoin utilisé, et n’ont donc pas
de valeur universelle ! Cependant, dans le cas particulier des états Gaussiens à deux modes,
qui sont les états étudiés expérimentalement durant cette thèse, toutes les mesures débouchent
sur le même classement des états ; on pourra donc indifféremment utiliser la séparabilité, la
négativité logarithmique, ou l’intrication de formation pour comparer ces états.

Ainsi, l’intrication (en variables continues ou non) pose encore de nombreuses questions
à l’heure actuelle. Toutefois, la majeure partie des problèmes ont été aplanis dans le cadre
choisi pour cette étude expérimentale de l’intrication : celui des états Gaussiens à deux modes.
Ceci nous permet de disposer d’un grand nombre d’outils théoriques pour analyser les états
produits par le dispositif original que nous utilisons : l’Oscillateur Paramétrique Optique à
auto-verrouillage de phase. Ce dispositif a été construit au laboratoire au cours de la thèse
de Julien Laurat, qui a pu étudier les propriétés du système au-dessous et au-dessus du seuil
d’oscillation. Il a montré que les faisceaux générés par le système sous le seuil sont EPR ; mais
au-dessus du seuil un fort excès de bruit résiduel sur les faisceaux n’a pas permis de démontrer
leur intrication. L’objectif de cette thèse était donc – après le déménagement du laboratoire et
le remontage de l’expérience – de déterminer l’origine de cet excès de bruit et de le quantifier,
puis de mettre en œuvre une solution ; ce qui a permis de mesurer effectivement des faisceaux
EPR au-dessus du seuil. Nous nous sommes également orientés vers la production d’autres
états quantiques de la lumière, plus complexes, ou s’appuyant sur d’autres variables continues
que les quadratures du champ.

Dans une première partie de ce manuscrit, les aspects théoriques de l’optique quantique
utiles à la compréhension des expériences sont développés : la notion de variables continues
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est rappelée et détaillée, ainsi que l’inégalité de Heisenberg et les propriétés de fluctuations
des champs qui en découlent : la compression de bruit et l’intrication, notion centrale de cette
thèse. Le second chapitre reprend les principaux résultats d’un formalisme mathématique puis-
sant, reposant sur l’algèbre symplectique ; et les notions d’optique quantique précédemment
définies sont exprimées dans le cadre de ce formalisme. La question des mesures d’intrication
est également discutée. Enfin, un dernier chapitre aborde différentes techniques expérimentales
permettant de générer des états non classiques en variables continues ; et en particulier le dis-
positif exploité au cours de cette thèse : l’Oscillateur Paramétrique Optique auto-verrouillé en
phase.

La seconde partie est consacrée aux aspects expérimentaux. Le premier chapitre présente
une description approfondie de l’ensemble de l’expérience, ainsi que les diverses techniques ex-
périmentales permettant de produire et d’analyser les états quantiques. Les résultats obtenus
au-dessous puis au-dessus du seuil sont ensuite détaillés.

Enfin une dernière partie propose un nouveau dispositif, un Oscillateur Paramétrique Op-
tique auto-verrouillé en phase à deux cristaux. Les calculs menés montrent que ce dispositif
génère des faisceaux intriqués en polarisation et non plus en quadratures. Ceci est un premier
pas vers la génération d’autres état intriqués : intrication entre plus de deux états, intrication
“transférable” aux atomes, etc.
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A Introduction

Dans cette partie sont présentés les aspects les plus utiles pour l’expérimentateur des va-
riables continues en optique quantique. Après avoir introduit la notion de variables continues
en mécanique quantique, on s’intéressera plus particulièrement au cas de l’optique. On intro-
duira l’inégalité de Heisenberg, et ses conséquences sur les fluctuations quantiques du champ
électromagnétique. La représentation de ces fluctuations dans le plan de Fresnel permettra tout
au long de cette thèse une illustration des notions et résultats importants. Enfin on abordera
le problème des corrélations quantiques, d’abord entre une quadrature de chaque mode, puis
entre les deux quadratures de chaque mode, à l’origine du débat soulevé en 1935 par l’ar-
ticle EPR (pour un système de deux particules, problème analogue à celui de deux modes du
champ). Quelques critères permettant de distinguer les différents types de corrélations seront
décrits (une étude plus détaillée sera menée dans le chapitre 2). On soulignera enfin le lien
étroit existant entre intrication et réduction de bruit.

B Variables continues en mécanique quantique

La description habituelle des systèmes quantiques est la description de Von Neumann, où
chaque opération physique sur un état est décrite par un opérateur. On peut distinguer deux
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types d’opérateurs : ceux dont le spectre est discret (éventuellement infini), et ceux dont le
spectre est continu.

Du fait de leur simplicité conceptuelle, les systèmes discrets ont été expérimentalement
les premiers étudiés. Les systèmes à deux états sont les plus simples, et ont débouché (entre
autres) sur le calcul quantique avec des qubits. En particulier, un des exemples les plus utilisés
en optique est l’état de polarisation d’un photon unique, qui peut s’exprimer comme combinai-

son linéaire des polarisations horizontale et verticale : |ψ〉 =
1√

|cV |2 + |cH |2
(cV |V 〉+ cH |H〉)

où (cV , cH) ∈ C2. C’est cet état (ou son analogue pour le spin) qu’a utilisé Bohm pour “tra-
duire” en termes de variables discrètes l’expérience de pensée de Einstein, Podolsky et Rosen

[Bohm, 1951, Einstein et al., 1935]. Par exemple, l’état |Φ+〉 =
1√
2

(|V V 〉+ |HH〉) est un état

intriqué de deux photons. De nombreux problèmes en physique atomique se réduisent égale-
ment à l’étude de systèmes à 2 niveaux (ou quelques niveaux tout au plus).

Plus récemment, l’information quantique s’est intéressée aux variables à spectre continu.
Ces variables sont a priori beaucoup plus riches que les variables discrètes. Le premier exemple
de telles variables en mécanique quantique sont la position et l’impulsion d’une particule, dont
l’analogue en optique quantique sont les composantes de quadrature conjuguées d’un mode du
champ électromagnétique. Cette analogie résulte directement de la quantification du champ, qui
permet de décrire un mode comme un oscillateur harmonique quantique [Grynberg et al., 1997,
Fabre, 1997].

On considère un mode du champ électromagnétique, correspondant à une onde plane de
polarisation et de direction fixées, de pulsation ω. En physique classique, le champ électrique
associé peut s’écrire :

E(t) = E0 cos(ωt+ ϕ) = EP cos(ωt) + EQ sin(ωt) (1.1)

E0 et ϕ sont respectivement l’amplitude et la phase de l’onde. EP et EQ sont les amplitudes
des deux quadratures du champ dans le repère de Fresnel. On notera que pour une description
en termes de quadratures, comme pour une description en termes de phase et amplitude, il est
nécessaire de fixer l’origine des phases (ou de choisir la base dans le plan de Fresnel). Dans
le cadre d’une description quantique, le champ électrique se définit à partir des opérateurs de
création et d’annihilation de photon :

Ê(t) = E0(â e−ı ωt + â† eı ωt) ≡ E0(P̂ cos(ωt) + Q̂ sin(ωt)) (1.2)

où E0 est une constante de normalisation qui correspond au champ électrique associé à un
photon.

Ainsi, les opérateurs de quadratures P̂ et Q̂ s’expriment :

P̂ = â+ â† (1.3a)

Q̂ = −ı
(
â− â†

)
(1.3b)

L’intérêt des variables continues par rapport aux variables discrètes est double. En effet, si
les concepts théoriques sont plus difficiles à manipuler, les systèmes expérimentaux sont plus
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simples à mettre en œuvre : un faisceau lumineux est directement obtenu à la sortie d’un
laser, tandis que la production de photons uniques est encore à l’heure actuelle l’objet à part
entière de certaines expériences. Les techniques de mesure sont elles aussi nettement moins
complexes et moins coûteuses. Par ailleurs, les possibilités offertes à l’optique quantique en
variables continues sont très riches (débit plus important, instruments de mesure plus précis
et donc plus sensibles, ...).

C Relations de commutation – Inégalité de Heisenberg

À partir de la relation de commutation entre les opérateurs création et annihilation :

[â, â†] = 1 (1.4)

et de la définition des opérateurs de quadratures (1.3), on peut facilement montrer que ces
derniers vérifient la même relation de commutation canonique que les opérateur position et
impulsion d’une particule :

[P̂ , Q̂] = 2ı1 (1.5)

L’ensemble des propriétés quantiques du champ découle de cette relation de commutation.
En particulier, elle impose une limite inférieure au produit des variances des deux variables
conjuguées ; c’est l’inégalité de Heisenberg :

(∆P̂ )2 . (∆Q̂)2 ≥ 1 (1.6)

où, pour un opérateur Ŷ , ∆Ŷ =
√
〈Ŷ 2〉 − 〈Ŷ 〉2. (∆Ŷ )2 désigne sa variance.

Ainsi, on ne peut prédire avec une précision infinie le résultat de la mesure simultanée
des deux composantes de quadratures : leurs fluctuations constituent le bruit quantique de la
lumière, bruit intrinsèque à la nature quantique de la lumière, qui subsiste lorsque toutes les
autres sources de bruit ont disparu.

On peut également déduire de ces relations le lien entre le nombre de photons (représenté
par l’opérateur nombre N̂ = â†â), dont dépend directement l’intensité du champ, et les qua-
dratures :

P̂ 2 + Q̂2 = N̂ +
1
2

(1.7)

Comme on l’a déjà mentionné, le choix des composantes de quadratures est arbitraire, et
correspond à un choix de l’origine des phases dans le plan de Fresnel. Une fois le choix effectué,
on peut s’intéresser à un couple de composantes de quadratures conjuguées tourné de θ par
rapport aux quadratures de référence :

P̂ (θ) = â e−ı θ + â† eı θ (1.8a)

Q̂(θ) = −ı
(
â e−ı θ − â† eı θ

)
(1.8b)
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Tout couple de quadratures conjuguées vérifie la relation de commutation (1.5). Notons que
Q̂(θ) = P̂

(
θ +

π

2

)
.

Lorsque la valeur moyenne du champ étudié est non nulle, il existe un couple de quadratures
particulier : les quadratures définies par θ = ϕ, où ϕ est la phase du champ, correspondent
respectivement aux quadratures d’amplitude et de phase du champ.

D Fluctuations du champ

D.1 État vide – État cohérent

Un état particulier est le vide, pour lequel toutes les composantes de quadrature présentent
la même variance de bruit :

(∆P̂vac)2 = (∆Q̂vac)2 = 1 (1.9)

Cet état définit ainsi une référence pour les fluctuations, qu’on appellera par la suite “limite
quantique standard” ou “bruit quantique standard”. Ces fluctuations correspondent aux fluc-
tuations d’un oscillateur matériel au repos autour de sa position d’équilibre. Cette référence a
longtemps été considérée comme une limite infranchissable – on sait aujourd’hui que ce n’est
pas tout-à-fait exact.

L’état quantique dont les propriétés sont les plus proches de celles d’un champ classique
est obtenu en superposant à ce dernier les fluctuations du vide. De tels états, introduits par
Glauber en 1963 [Glauber, 1963, Glauber, 1965], sont appelés états cohérents. Le vide est donc
un état cohérent de valeur moyenne nulle, c’est-à-dire dont le nombre moyen de photons est
nul. Les états cohérents sont notés |α〉, et ils sont vecteurs propres de l’opérateur annihilation
pour la valeur propre α :

â |α〉 = α |α〉 (1.10)

D.2 Bruit quantique de la lumière

Il est possible de donner une image simple en termes corpusculaire des fluctuations d’inten-
sité du champ dues à la nature quantique de la lumière, qui sont appelées “bruit de grenaille”
(“shot noise”en anglais). En effet, la lumière“classique”(assimilée à un état cohérent) est consti-
tuée de photons, qui sont répartis aléatoirement dans le temps au sein du faisceau, suivant une
distribution Poissonnienne 1. Lorsque les photons arrivent sur un détecteur (par exemple une
photodiode), si ce dernier est suffisamment rapide, il va détecter des fluctuations autour de la
valeur moyenne de l’intensité, dues à l’arrivée pendant le temps d’intégration du détecteur d’un
nombre de photons plus ou moins important (cf. Fig. 1.1). Le bruit de grenaille de la lumière
est ainsi l’analogue optique du bruit que ferait un jet de sable frappant une plaque métallique.

On a vu que la quantification du champ en quadratures conjuguées s’appuie sur la représen-
tation de Fresnel du champ électromagnétique. Pour cette raison, une représentation courante
du bruit quantique consiste à superposer dans le plan de Fresnel un champ classique et ses

1. On peut montrer à partir de (1.10) que (∆N̂)2 = 〈N̂〉 où N̂ = â†â est l’opérateur nombre.
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Fig. 1.1: Image corpusculaire du bruit d’intensité d’un faisceau lumineux

fluctuations (cf. Fig. 1.2). Le champ classique est représenté – comme à l’habitude – par un
vecteur dont la norme donne l’amplitude, et l’angle par rapport à la quadrature de référence
donne la phase. La nature quantique de la lumière fait apparâıtre des fluctuations du champ
autour de cette valeur moyenne : la pointe du vecteur devient une notion vide de sens. Simple-
ment, lorsqu’on effectue un grand nombre de mesures de la quadrature P̂ , on va pouvoir établir
un histogramme des valeurs obtenues, ce qui donne une distribution Gaussienne de variance
(∆P̂ )2. Il en est de même pour Q̂ (ou pour tout autre quadrature mesurée). On schématise ces
distributions par une surface, le contour de cette surface étant tel que la distance à la position
moyenne de la pointe du vecteur donne la variance de bruit pour chaque quadrature. Dans le
cas d’un état cohérent, où la variance de bruit pour toutes les quadratures est égale à celle du
vide, ce contour est un disque de rayon 1.

(a) Champ classique (b) Histogramme des valeurs me-

surées

(c) Schématisation du bruit

quantique du champ

Fig. 1.2: Représentations de Fresnel du champ électromagnétique

D.3 État comprimé du rayonnement

Si la relation d’incertitude définit une borne inférieure pour le produit des variances de
deux quadratures conjuguées, elle n’impose aucune contrainte sur les variances individuelles.
Ainsi, des états pour lesquels la symétrie entre les variances des deux quadratures serait brisée
ne sont pas interdits. La variance de l’une des quadratures peut ainsi devenir plus petite que
la limite quantique standard, à condition que la variance de la quadrature conjuguée augmente
proportionnellement.
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De tels états“comprimés” (“squeezed states”en anglais) sont représentés dans le diagramme
de Fresnel par un champ dont la zone de fluctuations prend la forme d’une ellipse. La direction
du petit axe de l’ellipse indique celle de la quadrature la plus comprimée (cf. Fig. 1.3).

(a) Compression du bruit d’in-

tensité

(b) Compression du bruit de

phase

(c) Compression du bruit suivant

une quadrature quelconque

Fig. 1.3: Représentation de Fresnel d’états comprimés selon différentes quadratures

On peut à nouveau proposer une représentation corpusculaire d’un tel état dans le cas
d’une compression du bruit d’intensité. Il s’agit d’un faisceau lumineux dont la distribution
temporelle des photons serait plus régulière qu’une distribution Poissonnienne – les photons
seraient mieux “rangés” (cf. Fig. 1.4).

Fig. 1.4: Image corpusculaire d’un faisceau parfaitement comprimé en intensité

Cette image corpusculaire explique également la grande fragilité des états comprimés vis-à-
vis des pertes. En effet, toute perte (absorption, réflexion partielle, mauvaise efficacité de
détection) prélève aléatoirement des photons, et tend donc à rendre à la distribution statistique
son caractère Poissonnien (cf. Fig. 1.5).

D.4 Linéarisation des fluctuations

On peut toujours écrire un opérateur Ŷ décrivant le champ (Ŷ = â, â†, P̂ , Q̂, ...) comme
la somme de sa valeur moyenne et de ses fluctuations :

Ŷ = 〈Ŷ 〉+ δŶ (1.11)
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Fig. 1.5: Image corpusculaire de l’effet d’une lame 50/50 sur un faisceau parfaitement comprimé
en intensité

Dans toute la suite, on fera l’approximation que les valeurs prises par les modules des éléments
de matrice de δŶ sont très petites 2 devant |〈Ŷ 〉|. Dans ce cas, on pourra négliger tous les
moments d’ordre supérieur ou égal à 3 des fluctuations.

Il est intéressant de remarquer que dans le cas de faisceaux Gaussiens (qui sont définis
au §2.B.2), les moments d’ordre impair étant tous nuls, on ne néglige ainsi que les moments
d’ordre 4 ou plus.

D.5 Mesure des fluctuations du champ

Avec le développement de l’informatique, il est devenu aisé de faire l’acquisition en temps
réel d’une séquence de mesure, ce qui donne accès directement aux fluctuations instantanées
δŶ . Cependant, l’ensemble des mesures réalisées dans cette thèse ont consisté à mesurer (avec
un analyseur de spectre par exemple) la variance de ces fluctuations, normalisée au bruit
quantique standard (également appelée, dans le cas du bruit d’intensité, “facteur de Fano”) :

(∆Ŷ )2 = 〈(δŶ )2〉 = F(Ŷ ) (1.12)

2. Dans le cas d’un champ vide, cette approximation n’est évidemment pas vérifiée. Cependant, toutes les

mesures sont effectuées à l’aide d’une détection homodyne, utilisant un oscillateur local, qui est toujours plus

intense que les fluctuations du champ.
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Une variance normalisée inférieure à 1 correspond à un état comprimé suivant cette quadrature.

E Corrélations quantiques en variables continues

La section précédente s’intéressait aux propriétés quantiques des fluctuations d’un seul
mode du champ, cette partie s’intéresse aux fluctuations de deux modes 3. En effet, en consi-
dérant deux modes, on peut envisager la possibilité que les fluctuations d’une quadrature d’un
mode et celles d’une quadrature de l’autre mode soient corrélées. Ces corrélations quantiques
peuvent atteindre différents degrés, que cette section a pour but de décrire, ainsi que les critères
permettant de les détecter.

E.1 Corrélations entre une quadrature de chaque mode

a) Faisceaux jumeaux : critère de gemellité

On considère deux modes A1 et A2 pouvant être séparés spatialement. On s’intéresse à
une quadrature Ŷ1 quelconque du mode A1, et une quadrature Ẑ2 quelconque du mode A2. La
mesure simultanée des fluctuations pour une quadrature de chaque mode permet d’accéder à
la corrélation normalisée, définie par :

C12(Ŷ1, Ẑ2) =
〈δŶ1δẐ2〉√

(∆Ŷ1)2 (∆Ẑ2)2
(1.13)

Cette grandeur varie entre −1 (anti-corrélations parfaites) et 1 (corrélations parfaites).
La méthode la plus simple pour produire des faisceaux corrélés consiste à envoyer un faisceau

“classique” sur une lame 50/50 (cf. Fig. 1.6).

Fig. 1.6: Séparation d’un faisceau en deux à l’aide d’une lame 50/50

Un calcul simple, tenant compte du mode vide entrant par la seconde voie de la lame, fournit
l’expression de la corrélation des deux faisceaux de sortie (on considère cette fois-ci la même

3. Dans cette thèse, le terme de “mode” désignera un faisceau lumineux pouvant être exploité (c’est-à-dire

mesuré, séparé spatialement, ou tout simplement sur lequel on peut agir) individuellement. On pourra ainsi

distinguer des modes de fréquences différentes, de polarisations différentes, ou simplement séparés spatialement.
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quadrature Ŷ pour les deux modes sortants, et également pour le mode entrant) :

C12(Ŷ1, Ŷ2) =
(∆Ŷin)2 − 1
(∆Ŷin)2 + 1

(1.14)

Lorsque (∆Ŷin)2 tend vers l’infini, c’est-à-dire lorsque le bruit du mode vide peut être né-
gligé devant le bruit du faisceau entrant, le facteur C12(Ŷ1, Ŷ2) tend vers 1 : un faisceau très
bruité divisé par une lame 50/50 donne deux faisceaux très fortement corrélés. Une corréla-
tion C12(Ŷ1, Ŷ2) proche de 1 n’est donc pas nécessairement le signe d’une corrélation d’origine
quantique. Dans l’exemple précédent, c’est même l’inverse, puisqu’elle traduit le fait que les
fluctuations quantiques (du vide entrant) peuvent être négligées devant le bruit classique !

Il est donc nécessaire de mettre en place un critère plus adapté, permettant de déterminer si
les corrélations observées sont ou non d’origine quantique : la gémellité [Treps et Fabre, 2005].
Le principe est d’utiliser une opération linéaire passive, qui transforme la corrélation entre A1

et A2 en compression sur l’un des champs Aa et Ab en sortie de cette opération. Dans le cas
de deux faisceaux de même fréquence, l’opération linéaire passive à effectuer est simplement
l’opération ”lame séparatrice”, qui consiste à combiner les deux faisceaux sur une lame de trans-
mittivité t et de réflectivité r – r et t étant des paramètres ajustables (cf. Fig. 1.7). Les phases
des champs A1 et A2 sont ajustées de telle sorte qu’on mélange les quadratures Ŷ1 et Ẑ2.

Fig. 1.7: Mélange de deux champs à l’aide d’une lame séparatrice

On considère les fluctuations de la quadrature X̂a du champ Aa = r A1 + t A2 :

δX̂a = r δŶ1 + t δẐ2 (1.15)

On choisit les paramètres r et t de telle sorte que la variance 〈(δX̂a)2〉 soit minimale. Si ce
bruit minimal sur le faisceau Aa est inférieur au bruit quantique standard, nécessairement les
corrélations entre A1 et A2 ne peuvent être décrites que par un modèle totalement quantique.
La définition de la gémellité traduit ce critère ; c’est la variance minimale de Ŷa :

G = (∆X̂a)2
∣∣∣
min

= 〈(δX̂a)2〉
∣∣∣
min

(1.16)

On peut montrer que :

G =
(∆Ŷ1)2 + (∆Ẑ2)2

2
−

√√√√(C12(Ŷ1, Ẑ2)
)2

(∆Ŷ1)2 (∆Ẑ2)2 +

(
(∆Ŷ1)2 − (∆Ẑ2)2

2

)2

(1.17)
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Le critère de gémellité s’écrit donc :

G < 1
⇒ Il est impossible de décrire classiquement les corrélations entre A1 et A2.

(1.18)

Un cas intéressant est celui où les deux faisceaux sont symétriques 4, et où on s’intéresse
à la même quadrature Ŷ des modes A1 et A2 de sorte que (∆Ŷ1)2 = (∆Ŷ2)2 = (∆Ŷ )2. La
gémellité a alors une expression très simple :

G = (∆Ŷ )2
(
1−

∣∣∣C12(Ŷ1, Ŷ2)
∣∣∣) (1.19)

Les paramètres r et t doivent être pris égaux : r = t =
1√
2
, de sorte que :

G =
〈(δŶ1 − δŶ2)2〉

2
(1.20)

qui n’est autre que le bruit normalisé sur la différence des fluctuations des deux champs ; mesure
qui peut être aisément réalisée. Si de tels faisceaux vérifient G < 1, ils sont dits “jumeaux”.

b) Critère de corrélation QND

Ce second niveau de corrélations quantiques, toujours entre une quadrature de chaque
champ, est associé à la notion de mesure quantique non destructive (QND). Le principe de
cette mesure est le suivant. Soient deux champs A1 et A2 dont les quadratures Ŷ1 et Ẑ2 sont
parfaitement corrélées. On ne peut mesurer Ŷ1 sans détruire – ou tout au moins perturber –
le champ A1. En revanche, les deux quadratures étant parfaitement corrélées, ceci permet de
connâıtre précisément le résultat de la mesure de Ẑ2 sans avoir eu à mesurer A2, et donc sans
l’avoir détruit. La mesure effectuée sur A1 est ainsi une mesure QND sur A2.

De nombreuses études ont été consacrées aux mesures QND, ainsi qu’aux critères qui y
sont associés [Roch et al., 1997, Grangier et al., 1992, Grangier et al., 1998]. La mesure QND
est considérée comme effective lorsque la mesure de Ŷ1 fournit suffisamment d’informations
sur les fluctuations instantanées δẐ2 pour corriger Ẑ2 de ses fluctuations – via par exemple
une boucle de rétroaction – et transformer A2 en un état comprimé. Ce critère s’exprime en
fonction de la variance conditionnelle Vc(Ẑ2|Ŷ1), qui correspond à la variance des fluctuations
du mode 2 connaissant celles du mode 1. D’après la définition précédemment donnée, la mesure
est QND lorsque la variance conditionnelle est inférieure à 1 :

Vc(Ẑ2|Ŷ1) = (∆Ŷ1)2 −
〈δŶ1δZ2〉2

(∆Ẑ2)2
< 1

⇒ On peut réduire les fluctuations de Ẑ2 sous la limite
quantique standard grâce à la mesure de Ŷ1.

(1.21)

Pour deux modes de même valeur moyenne et de même facteur de Fano, et dont on considère
la même quadrature Y , les variances conditionnelles Vc(Ŷ2|Ŷ1) et Vc(Ŷ1|Ŷ2) sont égales et notées

4. Deux états sont dits symétriques s’ils sont invariants par permutation des deux parties. Ici il s’agira donc

de faisceaux ayant la même valeur moyenne et la même variance de bruit.
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Vc(Ŷ ). On peut alors réécrire cette grandeur en fonction de la variance de bruit normalisée
(∆Ŷ )2 et de la gemellité G, et ainsi exprimer plus simplement le critère de corrélation QND :

Vc(Ŷ ) = 2 G− G2

(∆Ŷ )2
< 1 (1.22)

D’après l’expression de Vc(Ŷ ) en fonction de la gemellité :

G ≤ Vc(Ŷ ) ≤ 2 G (1.23)

Tous les faisceaux qui vérifient le critère de corrélation QND sont donc jumeaux ; la réciproque
n’est pas vraie et dépend du bruit individuel. Par ailleurs, une gemellité inférieure à 0,5 assure
toujours une corrélation QND.

E.2 Double corrélation

On s’intéresse à présent au cas d’une double corrélation : chacun des deux modes possédant
deux quadratures, on peut envisager le cas où il existe des corrélations entre les quadratures P̂1

et P̂2 d’une part, et entre les quadratures Q̂1 et Q̂2 d’autre part. Ce sont des corrélations de ce
type qui ont amené Einstein, Podolsky et Rosen à poser le problème souvent appelé “paradoxe
EPR”5. En outre, selon Schrödinger, il s’agit du trait de la mécanique quantique qui l’éloigne
le plus de la mécanique classique.

a) Le paradoxe EPR

En 1935, dans un article intitulé “Can quantum mechanical description of physical reality
be considered complete ?”, Einstein, Podolsky et Rosen présentèrent ce qu’ils pensaient être une
insuffisance de la mécanique quantique, et qui s’est par la suite révélé être l’un de ses aspects
les plus riches [Einstein et al., 1935].

Cet article définit tout d’abord le concept de réalité physique : si on peut, sans perturber un
système, prédire avec certitude une de ses grandeurs physiques, il existe un élément de réalité
physique associé à cette quantité. On considère alors deux particules 1 et 2 séparées spatiale-
ment, et on définit pour chacune d’elles les opérateurs position et impulsion associés (X̂1, P̂1)
et (X̂2, P̂2). Position et impulsion de chaque particule ne commutent pas, et les observables
associées ne peuvent donc être connues simultanément avec une précision infinie. En revanche,
somme et différence de ces opérateurs commutent :

[P̂1 − P̂2, Q̂1 + Q̂2] = 0 (1.24)

La mécanique quantique prédit donc qu’il est possible de créer des états à deux particules pour
lesquels les positions sont parfaitement corrélées et les impulsions parfaitement anti-corrélées,
quelle que soit la distance qui les sépare.

Ainsi, en raison de leur corrélation, une mesure de la position de la particule 1 donne avec
certitude la position de la particule 2 sans qu’il y ait interaction physique entre les deux par-
ticules. Par conséquent, la prédiction de la position de la particule 2 n’a pas perturbé cette

5. Pour une explication plus détaillée du paradoxe EPR, le lecteur pourra se référer à [Aspect, 2002].
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dernière. Il doit donc exister un élément de réalité physique associé à la seule particule 2 concer-
nant cette grandeur, c’est-à-dire une valeur pré-déterminée pour sa position. On peut mener
un raisonnement analogue en supposant qu’on mesure cette fois l’impulsion de la particule
1. Ainsi l’impulsion de la particule 2 doit elle aussi être pré-déterminée. Ceci implique donc
que position et impulsion de la particule 2 sont pré-déterminées (la particule ne peut prévoir
quelle mesure sera effectuée !), ce qui est contraire aux fondements de la mécanique quantique
puisque X̂2 et P̂2 ne commutent pas. Einstein, Podolsky et Rosen en concluent que la méca-
nique quantique ne donne qu’une description incomplète de l’état d’une particule, soulignant
ainsi les problèmes soulevés par la mécanique quantique pour les tenants d’une vision réaliste
et locale du monde physique.

Ainsi, à l’origine, le paradoxe EPR – des initiales de ses “découvreurs” – était formulé en
termes de variables continues. C’est cependant sa forme discrète – Bohm reformula le paradoxe
pour le spin de deux particules ou la polarisation de deux photons [Bohm, 1951] – qui permet-
tra à Bell d’aller plus loin, et d’établir une inégalité dont la violation éliminerait toute théorie
réaliste et locale 6 [Bell, 1964]. Sur cette proposition, des expériences montrant des violations de
plus en plus importantes des inégalités de Bell ont été mises en place, depuis les expériences fon-
datrices de Fry et Aspect [Fry et Thompson, 1976, Aspect et al., 1982] jusqu’aux expériences
les plus récentes avec une violation de plus de 30 déviations standard [Weihs et al., 1998].

Dans le domaine des variables continues, c’est avec la lumière que les premières proposition
d’expériences ont été formulées [Reid et Drummond, 1988, Reid, 1989] (pour des raisons de
simplicité expérimentale). En effet, comme on l’a souligné précédemment, on peut faire une
totale analogie entre les quadratures du champ électromagnétique et les variables position et
impulsion d’une particule. On peut ainsi énoncer le paradoxe EPR de manière équivalente en
considérant deux modes du champ dont les composantes de quadratures sont corrélées pour
les unes et anti-corrélées pour les autres (cf. Fig. 1.8).

b) Critère EPR en variables continues

Ce critère a été développé par Reid, et il s’appuie sur des considérations très proches de
celles développées pour le critère QND [Reid, 1989]. En effet, on parle de corrélations EPR si,
à partir d’une mesure sur un système, on peut déduire la valeur d’une observable d’un second
système séparé spatialement du premier – et ce pour deux quadratures orthogonales, et non
plus une seule comme dans les mesures QND.

Considérons deux modes A1 et A2, tels que leurs composantes de quadratures P̂1 et P̂2

sont corrélées, et Q̂1 et Q̂2 sont anti-corrélées. Les erreurs sur la prédiction des composantes de
quadratures de A2 par mesure de A1 sont données par les variances conditionnelles Vc(P̂2|P̂1)

6. Il est important de souligner que “paradoxe EPR” et “inégalités de Bell” sont deux choses différentes :

Einstein, Podolsky et Rosen ont simplement constaté que la mécanique quantique prévoyait des corrélations

entre 2 variables conjuguées. Bell a tenté d’expliquer ces corrélations par une théorie à variables locales cachées ;

ce qui impliquait certaines inégalités. En particulier, les faisceaux “EPR” générés au cours de cette thèse ne

violent en aucun cas les inégalités de Bell, car le simple fait que les faisceaux soient Gaussiens constitue une

possible variable cachée [Treps et Fabre, 2005].
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Fig. 1.8: Exemple de faisceaux EPR idéaux : les fluctuations d’intensité δI sont parfaitement
corrélées et les fluctuations de phase δφ sont parfaitement anti-corrélées.

et Vc(Q̂2|Q̂1). Le critère de corrélations EPR 7 s’écrit :

Vc(P̂2|P̂1) .Vc(Q̂2|Q̂1) < 1
⇒ Les corrélations entre A1 et A2 sont de type EPR.

(1.25)

La vérification de ce critère implique que l’une au moins des variances conditionnelles est
inférieure à 1 : des états EPR vérifient nécessairement le critère de corrélation QND.

Pour des faisceaux symétriques, d’après l’équation (1.19), on peut définir la gémellité G(P̂ )
qui évalue les corrélations quantiques entre les quadratures P̂1 et P̂2. On définit également la
gémellité G(Q̂) qui évalue les anti-corrélations entre les quadratures orthogonales Q̂1 et Q̂2. En
notant (∆P̂ )2 et (∆Q̂)2 les variances de bruit normalisées des quadratures des champs A1 et
A2, on peut réécrire 8 le critère (1.25) :(

2 G(P̂ )− [G(P̂ )]2

(∆P̂ )2

)(
2 G(Q̂)− [G(Q̂)]2

(∆Q̂)2

)
< 1 (1.26)

c) Critère d’inséparabilité

Le critère de corrélations EPR est fondé sur l’expérience de pensée d’Einstein, Podolsky et
Rosen, qui est elle-même basée sur la notion de particule (c’est-à-dire d’objet quantique). Mais
il est également possible de réfléchir aux corrélations quantiques en termes de matrice densité
(c’est-à-dire d’état quantique), ce qui mène à la définition de la notion de séparabilité.

7. On parle souvent d’une violation apparente de l’inégalité de Heisenberg. Mais celle-ci, qui s’écrit

V(P̂i) . V(Q̂i) ≥ 1 pour le mode i, reste bien sûr vérifiée !

8. En remarquant que, quelle que soit la quadrature Ŷ considérée, on a 2 G(Ŷ )− [G(Ŷ )]2

(∆Ŷ )2)
≤ 2 G(Ŷ ), on trouve

parfois dans la littérature [Mancini et al., 2002] une forme plus simple d’utilisation – mais plus restrictive ! – du

critère EPR : si G(P̂ ).G(Q̂) <
1

4
, alors les faisceaux sont EPR.
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On considère un système à deux modes A1 et A2. Ce système est dit“séparable”si sa matrice
densité ρ peut s’écrire sous la forme d’une superposition statistique d’états factorisables :

ρ =
∑
i

piρi1 ⊗ ρi2 (1.27)

où ρi1 et ρi2 sont des matrices densité des modes A1 et A2, et pi les probabilités associées. Un
état non séparable est donc un état qui ne peut être décrit par la description indépendante de
ses parties, mais nécessairement comme un tout.

Nous reviendrons très en détail sur l’inséparabilité et l’intrication au chapitre 2. Nous allons
cependant citer ici les deux critères d’inséparabilité les plus souvent utilisé par la communauté
expérimentale : le critère de Duan et Simon (ou “critère somme”), et le critère de Mancini (ou
“critère produit”).

Critère de Duan et Simon

Ce critère dérive directement des considérations sur la matrice de covariance, que nous

développerons dans le chapitre 2. Publié simultanément et indépendamment par Duan et

al. et Simon [Duan et al., 2000, Simon, 2000], il est très utilisé car il en existe une écriture

restrictive mais simple, dans laquelle les grandeurs nécessaires sont faciles à mesurer

expérimentalement. On considère deux modes A1 et A2. Duan et Simon définissent la

séparabilité :

Σ =
1

2

(
〈(δP̂1 − δP̂2)

2〉
2

+
〈(δQ̂1 + δQ̂2)

2〉
2

)
(1.28)

Le critère (simplifié) d’inséparabilité de Duan et Simon s’écrit :

Il existe un choix de quadratures P̂ et Q̂ tel que Σ < 1.

⇒ Les modes A1 et A2 sont inséparables.
(1.29)

Dans le cas de faisceaux symétriques, la séparabilité peut se réécrire :

Σ =
1

2

(
G(P̂ ) + G(Q̂)

)
(1.30)

Ce critère nécessite qu’au moins l’une des deux gémellités soit plus petite que 1. Des fais-

ceaux non séparables sont donc nécessairement jumeaux. En revanche, le critère QND

n’est pas nécessairement vérifié. On constate également que le critère EPR est plus

contraignant que le critère de Duan et Simon.

Critère de Mancini

Ce critère, publié par Mancini et al. dans le cadre d’une proposition d’expérience pour

intriquer des objets macroscopiques – des miroirs – à l’aide de la pression de radiation
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[Mancini et al., 2002], utilise les mêmes quantités que le critère de Duan :(
〈(δP̂1 − δP̂2)

2〉
2

)
.

(
〈(δQ̂1 + δQ̂2)

2〉
2

)
< 1

⇒ Les modes A1 et A2 sont inséparables.

(1.31)

Ce qui se réécrit pour des modes symétriques :

G(P̂ ).G(Q̂) < 1 (1.32)

Comparaison des deux critères

Chacun de ces critères est une condition nécessaire d’inséparabilité, c’est-à-dire qu’il

définit une zone du quart de plan
(
G(P̂ ),G(Q̂)

)
dans laquelle on est certain que les états

sont intriqués. Il est donc intéressant de comparer les deux zones (dans le cas symétrique,

par souci de simplicité), afin de déterminer quel critère est le plus intéressant à utiliser.

Pour le critère de Duan et Simon, la courbe délimitant la portion de plan est une droite

(d’équation x+y = 2), et pour le critère de Mancini il s’agit d’une hyperbole (d’équation

x.y = 1). Ces résultats sont résumés sur la figure 1.9. On constate immédiatement que les

états intriqués détectés par le critère de Duan et Simon sont tous détectés par le critère

de Mancini, qui en détecte d’autres également. Par conséquent, le critère de Mancini

est plus performant que le critère de Duan et Simon, même s’il est moins couramment

utilisé.

En réalité, ce résultat n’est pas surprenant : bien que les deux critères aient été

développés indépendamment, il a été démontré par la suite que le critère de Duan et

Simon est un cas particulier du critère de Mancini [Giovannetti et al., 2003]. On ne peut

cependant pas faire abstraction du critère de Duan et Simon : appliqué au cas particulier

des états Gaussiens, ce dernier est une condition nécessaire et suffisante d’intrication

[Duan et al., 2000], tandis que le critère de Mancini ne donne qu’une condition suffisante

d’intrication.

d) Intrication et compression de bruit

Les divers critères évoqués précédemment montrent qu’il existe un lien très fort entre

intrication et compression de bruit. En effet, si on considère deux modes A1 et A2, et

qu’on les mélange sur une lame 50/50, on obtient en sortie les deux modes :

A+ =
A1 + A2√

2
et A− =

A1 − A2√
2

(1.33)

On peut alors aisément calculer les variances de bruit des deux quadratures P̂− et Q̂+ :

〈(δP̂−)2〉 =
〈(δP̂1 − δP̂2)

2〉
2

= G(P̂ ) et 〈(δQ̂+)2〉 =
〈(δQ̂1 + δQ̂2)

2〉
2

= G(Q̂) (1.34)
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Fig. 1.9: Comparaison du critère de Duan et Simon (en bleu) et du critère de Mancini (en
rouge). Les surfaces sous les courbes sont les portions du plan

(
G(P̂ ),G(Q̂)

)
dans lesquelles on

est certain que les états sont intriqués.

Ainsi, la variance de bruit du mode A+ pour la quadrature Q̂ est liée aux anti-corrélations

suivant Q̂ des modes qui sont mélangés, et de même pour la variance de bruit du mode

A− pour la quadrature P̂ , qui est liée aux corrélations.

Si A1 et A2 sont deux modes EPR idéaux, les variances de bruit (1.34) vont tendre

vers 0 : deux faisceaux EPR idéaux mélangés sur une lame 50/50 donnent deux fais-

ceaux parfaitement comprimés suivant des quadratures orthogonales ; et réciproque-

ment (cf. Fig. 1.10). Ce fort lien entre intrication et compression de bruit est utilisé,

par exemple, pour produire des faisceaux intriqués à partir de faisceaux comprimés

[Furusawa et al., 1998, Silberhorn et al., 2001, Bowen et al., 2003].

On peut de même réexprimer les deux critères (1.29) et (1.31) en fonction des va-

riances des modes A+ et A− : dans les deux cas, pour que le critère soit vérifié, il est

nécessaire que l’un au moins des modes A+ et A− soit comprimé. On verra dans le

chapitre 4.E.3a) l’intérêt expérimental de cette équivalence.
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Fig. 1.10: Deux faisceaux comprimés suivant des quadratures orhogonales et mélangés sur une
lame 50/50 permettent de générer des faisceaux intriqués, et réciproquement.

F Conclusion

Dans cette partie, nous avons abordé de façon phénoménologique le problème de

l’intrication et de sa caractérisation. Avant de nous intéresser à la production d’états in-

triqués, nous allons, dans le chapitre suivant, passer en revue les connaissances théoriques

actuelles sur l’intrication en variables continues. En effet, de nombreuses questions res-

tent encore sans réponse dans ce domaine très complexe, mais très prometteur du point

de vue de ses applications (traitement quantique de l’information, cryptographie, calcul

quantique, ...).
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B Formalisme mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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A Introduction

La revue présentée dans ce chapitre a pour but de reprendre en termes familiers à

la communauté expérimentale les résultats marquants dégagés par les théoriciens ces

dernières années. Elle est essentiellement basée sur les articles [Laurat et al., 2005b]

et [Adesso et Illuminati, 2007]. Jusqu’à présent, nous avions considéré des états quel-

conques du champ électromagnétique. Cependant, caractériser l’intrication pour des

états quelconques est un problème non encore résolu ; par contre, un certain nombre

de questions sont élucidées en ce qui concerne les états Gaussiens, qui sont aussi les

états les plus utilisés expérimentalement (ce sont ceux qui seront manipulés au cours de
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cette thèse). Nous allons donc essentiellement nous restreindre au problème des états

Gaussiens.

B Formalisme mathématique

B.1 Système à N modes

Un système en variables continues de N modes bosoniques est décrit par l’espace

de Hilbert H =
N⊗
k=1

Hk, produit tensoriel des espaces de Fock de dimension infinie Hk,

chacun associé à un des N modes. Dans notre cas, les modes sont ceux du champ électro-

magnétique. Pour chaque mode k, on peut définir – comme on l’a fait au paragraphe 1.B

– les opérateurs d’annihilation âk et de création â†k d’un photon, ainsi que les opérateurs

de quadrature P̂k et Q̂k. On regroupe ces opérateurs dans le vecteur colonne :

R̂ =


P̂1

Q̂1

...

P̂N
Q̂N

 (2.1)

L’espace dans lequel évolue ce vecteur R̂ est appelé l’espace des phases.

Cette notation permet une écriture synthétique des relations de commutation entre

les opérateurs de phase et de quadrature :

∀(`,m) ∈ [[1..2N ]] [R̂`, R̂m] = 2ıΩlm (2.2)

où Ω est la forme symplectique :

Ω =



(
0 1

−1 0

)
(0)

. . .

(0)

(
0 1

−1 0

)
 =

N⊕
k=1

ω , ω =

(
0 1

−1 0

)
(2.3)

Ces définitions sont valables pour tout système à N modes. Nous allons à présent

nous intéresser aux systèmes Gaussiens à N modes.

B.2 Système Gaussien à N modes : matrice de covariance

L’ensemble des états Gaussiens est l’ensemble des états dont certaines des fonctions

caractéristiques dans l’espace des phases (et en particulier la fonction de Wigner 1 par

1. Nous ne développerons pas ici ce qu’est la fonction de Wigner, le lecteur pourra se référer à

[Scully et Zubairy, 1997]. Citons cependant le théorème de Hudson-Piquet : seuls les états purs Gaussiens ont

une fonction de Wigner positive partout [Schleich, 2001].
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exemple) sont Gaussiennes. Parmi ces états, on trouve les états cohérents, les états com-

primés, et les états “thermiques” [London, 1983]. Ils sont donc de première importance

pour l’optique quantique en variables continues.

Une des propriétés fondamentales d’un état Gaussien (de matrice densité ρ) est qu’il

est complètement caractérisé par les premiers et les seconds moments des opérateurs de

quadrature. Par conséquent, pour connâıtre ρ, il suffit de connâıtre le vecteur de ses

premiers moments : 〈R̂〉 =
(
〈P̂1〉, 〈Q̂1〉, ..., 〈P̂N〉, 〈Q̂N〉

)
et sa matrice de covariance σ

définie par :

∀(`,m) ∈ [[1..2N ]] σlm =
1

2
〈R̂`R̂m + R̂mR̂`〉 − 〈R̂`〉〈R̂m〉

= 〈R̂`R̂m〉S − 〈R̂`〉〈R̂m〉
(2.4)

On peut toujours modifier les valeurs moyennes grâce à des opérations locales 2 uni-

taires (des déplacements dans l’espace des phases). Une telle opération laisse invariantes

les propriétés relatives à l’entropie, l’intrication, ... On peut donc prendre les valeurs

moyennes nulles sans perdre la généralité de notre étude. Lorsqu’on prend les valeurs

moyennes nulles, la matrice de covariance se réduit à la matrice des corrélations symé-

trisées entre les quadratures du champ. On peut d’ailleurs l’écrire sous la forme d’une

matrice composée de blocs 2× 2 :

σ1 ε1,2 . . . . . . . . . . . . ε1,N

tε1,2
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . εN−1,N

tε1,N . . . . . . . . tεN−1,N σN

 (2.5)

où les blocs diagonaux σk sont les matrices de covariance individuelles de chaque mode,

et les blocs non diagonaux εi,j sont les matrices de corrélations symétrisées entre les

modes i et j ((i, j) ∈ [[1..N ]]) :

σk =

(
〈(P̂k)2〉 〈P̂kQ̂k〉S
〈P̂kQ̂k〉S 〈(Q̂k)

2〉

)
et εi,j =

(
〈P̂iP̂j〉S 〈P̂iQ̂j〉S
〈Q̂iP̂j〉S 〈Q̂iQ̂j〉S

)
(2.6)

Nous allons voir tout au long de ce chapitre qu’on peut réécrire toutes les propriétés

de l’état ρ en fonction de sa matrice de covariance σ.

2. Il est important de ne pas confondre le terme local, tel qu’il sera employé tout au long de cette thèse pour

des opérations agissant seulement sur l’un des modes du système, avec la notion de localité définie par Einstein,

Podolsy et Rosen [Einstein et al., 1935].
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a) Fonction de Wigner

La fonction de Wigner d’un état Gaussien s’écrit :

W (R) =
exp

(
−1

2
Rσ−1 tR

)
π
√

Det(σ)
(2.7)

où R désigne le vecteur réel de l’espace des phases : R = (p1, q1, ..., pN , qN). Ainsi,

bien que l’espace de Hilbert associé soit de dimension infinie, la description complète

(aux opérations locales unitaires près) d’un état Gaussien arbitraire est donnée par une

matrice 2N × 2N .

b) Condition pour un état physique

Si tous les états Gaussiens peuvent être représentés par une matrice de covariance,

la réciproque n’est pas vraie : toute matrice de covariance ne représente pas un état

physique.

En effet, la matrice densité associée ρ doit être semi-définie positive. Cette contrainte,

associée aux relations de commutation (2.2), équivaut à la condition [Simon et al., 1987,

Simon et al., 1994] :

σ + ıΩ ≥ 0 (2.8)

où une matrice est semi-définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont

positives ou nulles. Cette inégalité 3 est l’expression, en termes de matrice de covariance,

de l’inégalité de Heisenberg (1.6) [Serafini, 2006]. Il est intéressant de noter que l’équation

(2.8) implique que σ ≥ 0.

c) Lien avec l’énergie

Les éléments diagonaux de la matrice de covariance peuvent être exprimés comme

des énergies à condition de les multiplier par ~ωk (où ωk est la pulsation du mode k

considéré). Ce sont en effet, au facteur ~ωk près, les valeurs moyennes des termes du

Hamiltonien 4. : 〈P̂ 2
k 〉 et 〈Q̂2

k〉. Ainsi, on peut montrer que Tr(σ) est reliée à l’énergie

moyenne de l’état 5.

3. Dans le cas des états Gaussiens, cette inégalité est une condition nécessaire et suffisante pour que l’état

soit physique. Pour les états non Gaussiens, si cette condition n’est plus suffisante, elle demeure nécessaire.

4. Pour un champ n’interagissant pas avec l’environnement, le Hamiltonien s’écrit :

N∑
k=1

~ωk

(
â†kâk +

1

2

)
,

avec âk =
1

2
(P̂k + ıQ̂k)

5. Il s’agit de l’énergie moyenne de l’état dont les valeurs moyennes 〈R̂k〉 sont nulles, qui est bien entendu

différente de celle de l’état de départ !
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B.3 Transformations symplectiques

a) Définition

Dans l’espace de Hilbert, les opérations unitaires jouent un rôle particulier vis-à-vis

des états Gaussiens car elles préservent leur caractère Gaussien. Les plus simples et

les plus courantes sont celles qui correspondent aux termes au plus quadratiques (par

rapport aux opérateurs du champ) du Hamiltonien. Chacune de ces opérations unitaires

agissant sur l’espace de Hilbert correspond à une transformation symplectique, agissant

sur l’espace des phases.

Une transformation S est dite “symplectique” si elle est linéaire et qu’elle préserve la

forme symplectique Ω (cf. équation (2.3)) :

tS ΩS = Ω (2.9)

Cette définition impose Det(S) = 1 pour toute transformation symplectique S. L’équa-

tion (2.9) revient à dire que la transformation doit préserver les relations de commutation

entre les opérateurs P̂ et Q̂ (cf. Fig. 2.1).

Fig. 2.1: Conservation des relations de commutations par les opérations symplectiques décrivant
le système considéré : un champ libre à N modes entre dans le système ; le champ à N qui en
sort est également un champ libre.

On peut également déduire immédiatement de cette définition (en multipliant à

gauche par (tS)−1 et à droite par S−1) que si une transformation S est symplectique,

son inverse S−1 est elle aussi symplectique.

Les transformations symplectiques agissant sur l’espace des phases de dimension 2N

forment le groupe symplectique réel Sp(2N,R). Leur action sur le vecteur R̂ est linéaire,

de sorte qu’elles agissent sur les matrices de covariance sous la forme :

σ 7→ σ′ = S σ tS (2.10)

Avant d’exposer les propriétés générales des transformations symplectiques, nous

allons détailler l’expression des plus importantes d’entre elles : compression de bruit à 1

et à 2 modes, lame séparatrice, déphasage.

b) Compression de bruit à 1 mode

Dans l’espace de Hilbert de dimension N , on va s’intéresser à l’opérateur unitaire

correspondant à la compression de bruit pour l’état du champ dans le mode k, avec un
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facteur de compression r :

Û sq
k (r) = exp

[r
2

(
(â†k)

2 − (âk)
2
)]

(2.11)

Sa représentation symplectique est la transformation correspondante dans l’espace

des phases, agissant sur le mode k. Il s’agit de la transformation “compression de bruit

à 1 mode” :

Ssqk (r) =

(
er 0

0 e−r

)
(2.12)

c) Déphasage

Dans l’espace de Hilbert, le déphasage de l’état du champ dans le mode k par un

angle θ se traduit par : âk → â′k = eı θâk. Soit, pour les quadratures, une matrice unitaire

de transformation :

Udéph
k (θ) =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
(2.13)

La représentation symplectique correspondante est [Serafini et Adesso, 2007] :

Sdéphk (θ) =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
(2.14)

On peut montrer que toutes les transformations symplectiques à 1 mode s’écrivent

comme des combinaisons linéaires de 2 rotations (orthogonales) à 1 mode dans l’espace

des phases et d’une compression de bruit à 1 mode. Cette décomposition est la décom-

position d’Euler [Serafini et Adesso, 2007]. La transformation la plus générale à 1 mode

s’écrit donc :

Sloc,1(θ, θ
′, r) =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
er 0

0 e−r

)(
cos θ′ sin θ′

− sin θ′ cos θ′

)
(2.15)

d) Intrication entre 2 modes

Cette opération est très importante, car l’état intriqué à 2 modes 6 est l’état généré

par un oscillateur paramétrique optique de type II. L’état EPR est un état intriqué à 2

modes avec un facteur d’intrication 7 r →∞.

6. On parle également d’“état comprimé à 2 modes”, du fait de l’analogie entre l’opérateur Û intric
i,j (r) et

l’opérateur Ûsq
k (r).

7. L’état EPR, qui suppose une (double) compression de bruit infinie, est un état non normalisable et donc

non physique. Cependant, il est très bien approximé par des états comprimés à 2 modes avec une grande

compression de bruit.
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Dans l’espace de Hilbert, l’état intriqué à 2 modes i et j est l’état

|ψintric(r)〉i,j =
[
Û intric
i,j (r)

]
(|0〉i ⊗ |0〉j) (2.16)

généré par l’action sur le vide de l’opérateur à 2 modes :

Û intric
i,j (r) = exp

[r
2

(
â†i â

†
j − âiâj

)]
(2.17)

L’état intriqué à 2 modes |ψsq2(r)〉i,j présente ainsi des corrélations d’intensité et des

anti-corrélations de phase (cf. §1.E.2a)). Lorsqu’il s’agit d’un état Gaussien, sa matrice

de covariance s’écrit :

σintrici,j (r) =


ch(2r) 0 sh(2r) 0

0 ch(2r) 0 − sh(2r)

sh(2r) 0 ch(2r) 0

0 − sh(2r) 0 ch(2r)

 (2.18)

Cet état est généré par l’action sur la matrice de covariance du vide (1) de la transfor-

mation symplectique “intrication à 2 modes” :

Sintrici,j (r) =


ch(r) 0 sh(r) 0

0 ch(r) 0 − sh(r)

sh(r) 0 ch(r) 0

0 − sh(r) 0 ch(r)

 (2.19)

e) Lame séparatrice

Cette opération permet de mélanger deux modes i et j avec des poids déterminés par

la transmission T de la lame. On peut écrire son action sur les opérateurs du champ :

Û bs
i,j(T ) :

{
âi → âi

√
T + âj

√
1− T

âj → âi
√

1− T − âj
√
T

(2.20)

Il est intéressant de poser θ = arccos(
√
T ) :

Û bs
i,j(θ) :

{
âi → âi cos(θ) + âj sin(θ)

âj → âi sin(θ)− âj cos(θ)
(2.21)

On peut alors écrire la matrice de transformation symplectique associée, et on constate

que l’opération “lame séparatrice” équivaut à une rotation à 2 modes dans l’espace des

phases d’angle θ :

Sbsi,j(θ) =


cos(θ) 0 sin(θ) 0

0 cos(θ) 0 sin(θ)

sin(θ) 0 − cos(θ) 0

0 sin(θ) 0 − cos(θ)

 (2.22)
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f) Propriétés générales des transformations symplectiques

Toutes les transformations symplectiques dans l’espace des phases sont générées

par l’exponentiation de matrices pouvant s’écrire J Ω, où Ω est la forme symplectique

(cf. équation (2.3)), et J est anti-symétrique [Arvind et al., 1995a]. Ces générateurs J Ω

sont soit symétriques, soit anti-symétriques.

Les opérations du type“lame séparatrice”(cf. équation (2.22)) ou“déphasage”(cf. équa-

tion (2.14)) sont générées par des opérateurs anti-symétriques, de sorte qu’elles sont or-

thogonales 8. Comme elles agissent par congruence sur la matrice de covariance σ, elles

préservent Tr(σ). Or Tr(σ) donne la contribution des seconds moments à la moyenne

du Hamiltonien
N⊕
k=1

â†kâk (cf. §B.2c)), de sorte que de telles transformations conservent

l’énergie. Elles sont dites “passives”.

À l’inverse, les opérations telles que la compression de bruit à 1 ou 2 mode(s) (cf. équa-

tions (2.12)(2.19)) ont des générateurs symétriques. Elles ne sont donc pas orthogonales

et ne préservent pas la trace. Ces transformations optiques qui ne conservent pas l’éner-

gie sont dites “actives” [Wolf et al., 2003].

Les transformations symplectiques locales (i.e. agissant sur individuellement sur les

modes) appartiennent au groupe (Sp(2,R))⊕N . Par conséquent, les déterminants de cha-

cune des sous-matrices 2×2 (correspondant à un mode k) d’une matrice de covariance à

N modes sont invariants par les transformations symplectiques locales. Cette propriété

mathématique est le reflet d’une propriété physique : ni la quantité d’information 9, ni

les corrélations entre les modes du système ne peuvent être modifiées par des opérations

locales (nous aborderons de nouveau cette propriété, mais cette fois d’un point de vue

expérimental, au §5.C.2c)).

Enfin, une dernière propriété très importante est que toute transformation symplec-

tique peut être décomposée en produit de transformations à 2 modes. On peut donc se

limiter à l’étude de ces dernières [Huang et Agarwal, 1994].

B.4 Valeurs propres symplectiques

a) Diagonalisation symplectique

Parmi toutes les transformations symplectiques pouvant agir sur la matrice de cova-

riance σ d’un système donné, il en est une qui revêt une importance particulière : celle qui

diagonalise la matrice de covariance 10. Le théorème de Williamson [Williamson, 1936]

8. Ces transformations sont celles qui appartiennent au sous-groupe compact maximal de Sp(2N,R).

9. L’information est ici définie comme en théorie de l’information, c’est-à-dire par l’entropie, que nous abor-

derons plus loin.

10. Cette diagonalisation symplectique doit être bien distinguée de la diagonalisation usuelle avec des matrices

orthogonale.
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affirme que cette diagonalisation est toujours possible pour la matrice de covariance

d’un état Gaussien à N modes : elle peut toujours être écrite sous la forme dite “forme

normale de Williamson” ou “forme diagonale” :

σ = tS ν S (2.23)

où S ∈ Sp(2N,R) et ν est la matrice de covariance :

ν =
N⊕
k=1

(
νk 0

0 νk

)
(2.24)

Cette matrice de covariance correspond à un état à N modes totalement décorrélés, avec

une matrice densité diagonale ρ⊗ :

ρ⊗ =
N⊗
k=1

2

νk + 1

∞∑
n=0

(
νk − 1

νk + 1

)
|n〉k k〈n| (2.25)

où |n〉k est l’état nombre d’ordre n dans l’espace de Fock Hk.

Les N réels νk constituent le spectre symplectique de la matrice de covariance σ.

Elles sont invariantes sous l’action de transformations symplectiques globales (et non

plus seulement locales) sur la matrice σ. On peut montrer que ce sont les valeurs propres

orthogonales (“ordinaires”) de la matrice 11 |ıΩσ| [Serafini, 2004]. Les valeurs propres

symplectiques sont donc déterminées par N invariants (par exemple les coefficients du

polynôme caractéristique de |ıΩσ|) [Serafini, 2006].

Le plus simple des invariants symplectiques est le déterminant de la matrice de cova-

riance (il est invariant car ∀S ∈ Sp(2N,R) Det(S) = 1). En utilisant la forme diagonale

de Williamson, on a immédiatement la valeur de cet invariant :

Det(σ) =
N∏
k=1

ν2
k (2.26)

Cet invariant est directement relié à la pureté de l’état (cf. équation (2.35)).

Un autre invariant symplectique important est donné par la quantité appelée “sé-

ralien” et notée ∆ [Adesso et al., 2005], définie comme la somme des déterminants de

toutes les sous-matrices 2× 2 de la matrice de covariance σ. Pour démontrer que le sé-

ralien est un invariant [Serafini, 2006], on utilise le fait qu’il est invariant dans le cas où

N = 2 [Serafini et al., 2004], et la décomposition de toute transformation symplectique

en produit de transformations à 2 modes (cf. §B.3f)). Le séralien peut être exprimé en

fonction des valeurs propres symplectiques :

∆(σ) =
N∑
k=1

ν2
k (2.27)

11. Par définition, si on a une matrice M = P D P−1 avec D diagonale, la valeur absolue de M est la matrice

|M | = P |D|P−1 où |D| est la matrice diagonale des modules des valeurs propres de M .
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b) Inégalité de Heisenberg et pureté

L’intérêt des valeurs propres symplectiques est qu’elles donnent accès à certaines in-

formations sur l’état Gaussien σ. Ainsi, l’inégalité de Heisenberg (2.8) peut être réécrite

en termes de valeurs propres symplectiques. En effet, en utilisant le fait que l’inverse

d’une transformation symplectique est également symplectique et conserve donc la ma-

trice Ω (cf. §B.3a)), et la définition (2.23), on peut montrer que la relation (2.8) est

équivalente à :

ν + ıΩ ≥ 0 (2.28)

que l’on peut immédiatement réécrire en fonction des valeurs propres symplectiques 12 :

∀k ∈ [[1..N ]] νk ≥ 1 (2.29)

Si on note ν− la plus petite des valeurs propres symplectique, et ν+ la plus grande,

l’inégalité de Heisenberg se réduit à ν− ≥ 1. On constate que l’inégalité n’est saturée

que pour les états Gaussiens purs, pour lesquels :

∀k ∈ [[1..N ]] νk = 1 (2.30)

ce qui signifie, en d’autres termes, que la forme normale de Williamson de tout état pur

Gaussien est l’état fondamental de l’espace de Hilbert à N modes H.

On peut également s’intéresser à la catégorie de mélanges statistiques d’états vérfiant :

∃ k0 ∈ [[1..N ]]

{
1 ≤ k ≤ k0 νk = 1

k0 < k ≤ N νk > 1
(2.31)

Ces états ne saturent que partiellement l’inégalité de Heisenberg, le degré de saturation

diminuant avec k0. Ils peuvent cependant être qualifiés de “mélanges statistiques d’états

de moindre incertitude”, en ce sens que les opérateurs de quadratures des modes k ≤ k0

saturent l’inégalité de Heisenberg, tandis que seuls les N − k0 autres modes contiennent

du bruit additionnel, responsable du taux mélange global de l’état.

On peut ainsi définir le “rang symplectique” ℵ de la matrice de covariance σ comme

le nombre de ses valeurs propres symplectiques différentes de 1 (soit ℵ = N − k0). ℵ
est donc le nombre de modes de l’état dont la forme normale de Williamson n’est pas

le vide [Adesso, 2006]. Un état Gaussien est pur si et seulement si ℵ = 0. On peut faire

l’analogie entre cette définition et celle du rang 13 des matrices densité de dimension finie.

En effet, seuls les états purs ont un rang 1, les mélanges statistiques d’états ayant un

rang plus élevé.

B.5 Résumé

Le tableau 2.1 résume la comparaison qui a été faite tout au long de cette section

entre l’espace de Hilbert H et l’espace des phases Γ, dans le cas d’états Gaussiens.

12. Il est utile de garder à l’esprit que cette relation n’est équivalente à la relation (2.8) que si σ ≥ 0.

13. Le rang d’une matrice est défini comme le nombre de ses valeurs propres non nulles.
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Tab. 2.1: Comparaison entre l’espace des états et l’espace des phases pour des états Gaussiens.
Les deux premières lignes s’appliquent aussi aux états non Gaussiens. Ce tableau inclut la
définition de la pureté en fonctions des valeurs propres symplectiques, que nous verrons dans
la section suivante.

Espace de Hilbert H Espace des phases Γ
Dimension ∞ 2N
Structure

⊗ ⊕
Description de l’état Matrice densité ρ Matrice de covariance σ

État physique ρ ≥ 0 σ + ıΩ ≥ 0

Opérations sur les états
U telle que U † U = 1

ρ 7→ U ρU †
S telle que tS ΩS = Ω

σ 7→ S σ tS

Spectre
U ρU † = diag{λk}

0 ≤ λk ≤ 1
S σ tS = diag{νk}

1 ≤ νk <∞
États purs ∃i tel que λi = 1, λk 6=i = 0 ∀k ∈ [[1..N ]] νk = 1

Pureté Tr(ρ2) =
∞∑
k=1

λ2
k

1√
Det(σ)

=
N∏
k=1

ν−1
k

C Quantification de l’information contenue dans un état

Gaussien

Le degré d’information contenu dans un état quantique correspond à la connaissance

que nous avons a priori du résultat de n’importe quelle mesure effectuée sur l’état

[Peres, 1993]. Nous allons dans la suite détailler quelques unes des mesures possibles

pour des états quelconques ρ, et leur expression “Gaussienne” [Adesso et al., 2004b].

C.1 Pureté

Étant donnée la définition que nous venons de donner de la quantité d’information

contenue dans un système, la mesure la plus simple de cette quantité est la pureté. En

effet, la caractéristique d’un état pur est qu’on peut reconstituer la façon dont il a été

préparé, ce qui permet effectivement de prédire le résultat des mesures effectuées sur le

système. La pureté d’un état ρ, dont nous allons dans ce paragraphe rappeler quelques

propriétés, est définie par :

µ(ρ) = Tr(ρ2) (2.32)

Dans un espace de Hilbert H de dimension finie D, on a :

1

D
≤ µ ≤ 1 (2.33)
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de sorte qu’en variables continues (où D → ∞), la pureté minimale (qui correspond à

un état le plus mélangé possible) tend vers 0.

Considérons un système bipartitionné (décrit par l’espace de Hilbert H = H1 ⊗H2)

dans l’état ρ. On note ρi = Tri(ρ). La trace d’un produit étant égale au produit des

traces, la pureté est une quantité multiplicative sur les états produits :

µ(ρ1 ⊗ ρ2) = µ(ρ1) . µ(ρ2) (2.34)

La pureté est invariante sous les opérations unitaires 14. Dans le cas des états Gaus-

siens, ceci signifie que la pureté est uniquement fonction des valeur propres symplectiques

νk. Son expression est d’ailleurs très simple :

µ(ρ) =
1

N∏
k=1

νk

=
1√

Det(σ)
(2.35)

C.2 Entropie linéaire

En théorie de l’information, l’habitude est de quantifier le désordre – à l’aide de

l’entropie – plutôt que l’ordre – qui est caractérisé par la pureté. En conséquence, on

définit l’“impureté”, ou “entropie linéaire” :

SL(ρ) =
D

D − 1
(1− µ) (2.36)

ce qui se simplifie, dans le cas des variables continues – et donc aussi des états Gaussiens

– pour lesquelles D →∞ :

SL(ρ) = 1− µ (2.37)

L’entropie linéaire est comprise entre 0 et 1 (1 pour les états totalement mélangés en

variables continues). Cette grandeur permet de quantifier de façon simple l’information

quantique contenue dans le système.

C.3 Entropie de von Neumann

Pour quantifier l’information quantique contenue dans le système, on utilise cepen-

dant plus couramment l’équivalent quantique de l’entropie de Shannon [Shannon, 1948] :

l’entropie de von Neumann, dont nous allons aborder quelques propriétés. Cette quan-

tité peut également être vue comme une limite des entropies généralisées ; elle est définie

par :

SV (ρ) = −Tr [ρ log2(ρ)] (2.38)

14. Il est possible de définir d’autres puretés dites “généralisées” [Bhatia, 1996, Bastiaans, 1984, Tsallis, 1988],

qui elles aussi sont invariantes.
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où le logarithme est défini comme la somme de la série entière correspondante.

L’entropie de von Neumann est sous-additive [Wehrl, 1978] :

SV (ρ) ≤ SV (ρ1) + SV (ρ2) (2.39)

Cette inégalité n’est saturée (i.e. l’entropie de von Neumann n’est additive) que pour les

états produits ρ⊗ = ρ1 ⊗ ρ2.

L’entropie de von Neumann diverge pour les états totalement mélangés en variables

continues.

Pour les états Gaussiens, on peut à nouveau exprimer cette entropie en fonction des

valeurs propres symplectiques [Agarwal, 1971, Holevo et al., 1999, Serafini et al., 2004] :

SV (ρ) =
N∑
k=1

f(νk) (2.40)

où

f(x) ≡ x+ 1

2
log2

(
x+ 1

2

)
− x− 1

2
log2

(
x− 1

2

)
(2.41)

Dans le cas d’un état Gaussien à 1 mode, le spectre symplectique, qui n’est constitué

que de {ν1}, est entièrement déterminé par l’invariant symplectique Det(σ) = ν2
1 . De

sorte que toutes les entropies ne sont – dans le cas N = 1 – que des fonctions croissantes

de Det(σ), et elles induisent toutes le même classement sur les états Gaussiens à 1 mode.

Ceci n’est pas vrai dans le cas multimode, même pour N = 2. [Adesso et al., 2004b]

D Intrication des états Gaussiens bipartitionnés

D.1 Position du problème

En présence d’un système quantique bi- ou multipartitionné, la simple question “Y

a-t-il des corrélations quantiques au sein de ce système ?” se révèle d’une extraordinaire

complexité [Heiss, 2003, Audenaert et Plenio, 2006, Serafini et al., 2005].

Une façon simple de comprendre cette question est de dire qu’un système contient

des corrélations quantiques si les observables associées aux différents sous-systèmes sont

corrélées de telle sorte qu’on ne puisse reproduire ces corrélations par des moyens pure-

ment classiques. Ceci signifie que ces corrélations sont liées à de l’“inséparabilité”, ou à

une “non-factorisabilité”.

On va voir que le problème se pose surtout pour les mélanges statistiques d’états.

En effet, un mélange statistique d’états peut être préparé de plusieurs façons différentes
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(en général une infinité). Or si on ne peut pas reconstituer la préparation d’un état, il

est évidemment compliqué de savoir si les corrélations qu’il contient ont été produite

par des moyens classiques ou quantiques. De ce fait, il n’existe pas de critère général

(applicable) permettant de discriminer corrélations classiques et corrélations quantiques

pour un mélange statistique d’états.

D.2 Intrication des états purs

Il est communément admis que l’intrication d’un état pur bipartitionné |ψ〉 est quan-

tifiée par le taux de mélange de chacun de ses sous-systèmes. En effet, si un sous-système

présente un taux de mélange non nul, c’est qu’il fait partie d’un système plus large, dont

il n’est pas indépendant.

Le taux de mélange est caractérisé par l’“entropie d’intrication” EV (|ψ〉), qui est

définie comme l’entropie de von Neumann (cf. équation (2.38)) des matrices densité

réduites 15 [Bennett et al., 1996a] :

EV (|ψ〉) = SV (ρ1) = SV (ρ2) (2.42)

Parmi les propriétés de l’entropie d’intrication, on peut noter que par définition elle

est invariante par les opérations locales unitaires :

EV

([
Û1 ⊗ Û2

]
|ψ〉
)

= EV (|ψ〉) (2.43)

On peut aussi montrer que EV (|ψ〉) ne peut augmenter sous l’action d’opérations lo-

cales et de communications classiques (LOCC) [Popescu et Rohrlich, 1997] : c’est une

caractéristique essentielle de toute mesure d’intrication, qui reflète le fait qu’on ne peut

créer 16 de l’intrication avec les seules LOCC [Vedral et al., 1997, Vidal, 2000].

D.3 Intrication des mélanges statistiques d’états

On peut décomposer un mélange statistique d’états en une combinaison linéaire

convexe d’états purs :

ρ =
∑
k

pk|ψk〉〈ψk| avec
∑
k

pk = 1 (2.44)

Cette décomposition indique comment préparer l’état ρ : il faut préparer l’état |ψ1〉 avec

une probabilité p1, l’état |ψ2〉 avec une probabilité p2, etc. Malheureusement, comme

déjà mentionné au §D.1, cette décomposition n’est pas unique. On ne peut donc pas

savoir immédiatement si les corrélations sont dues à des LOCC ou non. Cependant, il

15. La matrice densité réduite au sous-système 1 d’un état ρ est la trace partielle de ρ sur le sous-système 2 :

ρ1 = Tr2(ρ) [Basdevant et Dalibard, 2001].

16. L’intrication ne peut augmenter en moyenne ; il est possible, avec une certaine probabilité, d’augmenter

la quantité d’intrication uniquement avec des LOCC : c’est la distillation d’intrication [Bennett et al., 1996b,

Gisin, 1996, Bennett et al., 1996c].
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est clair que s’il existe un moyen de préparer l’état ρ avec uniquement des LOCC, l’état

peut être défini comme séparable. À l’inverse, si parmi toutes les préparations possibles,

aucune n’utilise que des LOCC, alors l’état est intriqué [Werner, 1989].

Le problème de ce critère est évidemment le fait qu’il est inapplicable ! C’est pourquoi

d’autres critères ont été développés pour détecter l’intrication dans les mélanges statis-

tiques d’états quantiques [Lewenstein et al., 2000a, Bruß, 2002, Leuchs et Beth, 2003].

Nous allons développer quelques uns d’entre eux, particulièrement intéressants pour les

états Gaussiens.

D.4 Séparabilité des états Gaussiens

a) Critère PPT

L’un des critères d’inséparabilité les plus puissants à l’heure actuelle est le critère

de Peres-Horodecki. Le principe de ce critère est d’utiliser l’opération de “transposition

partielle” de la matrice densité d’un système bipartitionné. La transposée partielle de ρ

consiste à ne transposer ρ que vis-à-vis des degrés de liberté d’un seul des deux sous-

systèmes. Peres a montré que, si l’état ρ est séparable, alors sa transposée partielle (par

exemple vis-à-vis du sous-système 1) t1ρ est une matrice densité physique ; en particulier

elle est semi-définie positive (t1ρ ≥ 0) – et de même pour t2ρ. Ainsi, la positivité de la

matrice transposée partielle (“Positivity of the Partial Transpose”, ou “PPT” en anglais,

qui sera appelée par la suite“propriété PPT”) est une condition nécessaire de séparabilité

[Peres, 1996].

La réciproque est en général fausse, mais elle a été démontrée dans certains cas pour

des systèmes de faible dimension, en particulier des systèmes bipartitionnés avec des

espaces de Hilbert de dimension 2 × 2 et 2 × 3 17. Pour ces systèmes, la propriété PPT

est équivalente à la séparabilité [Horodecki et al., 1996]. Pour des produits tensoriels de

dimensions plus importantes, l’existence d’états qui à la fois vérifient la propriété PPT

et sont intriqués a été démontrée [Horodecki, 1997]. De tels états sont dits “intriqués-

liés” (“bound entangled” en anglais) car leur intrication ne peut être distillée pour ob-

tenir des états maximalement intriqués [Horodecki et al., 1998]. Notons finalement que

l’existence d’états intriqués-liés avec une transposée partielle négative a été conjectu-

rée [Dür et al., 2000, DiVincenzo et al., 2000], mais jamais démontrée jusqu’à présent

[Krüger et Werner, web].

Simon a généralisé récemment le critère de Peres aux variables continues [Simon, 2000].

Il a montré que l’opération de transposition partielle peut être interprétée géométrique-

ment comme un renversement du temps (vis-à-vis de l’opérateur Q̂). Considérons ainsi

la matrice de covariance d’un système bipartitionné σAB où le sous-système SA contient

NA modes et le sous-système SB contient NB modes. La transposée partielle de σAB est

17. Dans le cas de systèmes bipartitionnés, on parlera d’espaces de dimension l × m, où l est la dimension

associée au premier sous-système, et m celle associée au second.
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la matrice :

σ̃AB = ΘAB σAB ΘAB (2.45)

où

ΘAB =



2NA︷ ︸︸ ︷(
1 0

0 −1

)
(0)

. . .

(0)

(
1 0

0 −1

) (0)

(0)

(
1 0

0 1

)
(0)

. . .

(0)

(
1 0

0 1

)
︸ ︷︷ ︸

2NB



(2.46)

Simon a également montré que la réciproque du critère de Peres est vraie pour les

états Gaussiens à 1×N modes 18 [Simon, 2000, Duan et al., 2000, Werner et Wolf, 2001].

Ainsi, un état Gaussien σAB avec NA = 1 et NB arbitraire est un état séparable si et

seulement si la matrice transposée partielle σ̃AB est une matrice physique, qui satisfait

l’inégalité (2.8) :

σ̃AB + ıΩ ≥ 0 (2.47)

Pour des états Gaussiens bipartitionnés avec NA > 1, le critère PPT est seulement

une condition nécessaire de séparabilité (et donc sa contraposée est une condition suf-

fisante d’inséparabilité). D’ailleurs, la réciproque du critère de Peres est déjà violée

dans le cas NA = NB = 2, pour lequel l’existence d’états intriqués-liés a été prou-

vée [Werner et Wolf, 2001].

On peut exprimer le critère PPT en termes de valeurs propres symplectiques de

la transposée partielle de la matrice de covariance. En effet, la transposée partielle σ̃

de la matrice de covariance σ d’un état Gaussien quelconque à N modes est encore

une matrice symétrique et positive. Par conséquent, elle admet une décomposition de

Williamson (cf. équation (2.23)) [Williamson, 1936]. Cette décomposition s’écrit :

σ̃ = tS ν̃ S (2.48)

18. Ceci a également été montré récemment pour les états Gaussiens M × N bisymétriques (c’est-à-dire des

états invariants par permutation des modes au sein de chacun des sous-systèmes), mais nous ne détaillerons pas

cet aspect ici. Le lecteur pourra se référer à [Serafini et al., 2005].
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où S ∈ Sp(2N,R) et ν̃ est la matrice de covariance :

ν̃ =
N⊕
k=1

(
ν̃k 0

0 ν̃k

)
(2.49)

Les N quantités ν̃k sont les valeurs propres symplectiques de la matrice transposée par-

tielle σ̃. On a déjà vu (cf. §B.4 et C) que le spectre symplectique {νk} de σ contient les

propriétés structurelles de l’état Gaussien, ainsi que celles liées à la quantité d’informa-

tion contenue dans l’état. On voit ici que le spectre symplectique {ν̃k} de la transposée

partielle σ̃ caractérise de façon qualitative (et parfois même quantitative, comme on le

verra au §D.5b)) l’intrication contenue dans le système. En effet, on peut réécrire le

critère de Peres sous la forme :

∀k ∈ [[1..N ]] ν̃k ≥ 1 (2.50)

voire, si on ordonne les ν̃k dans l’ordre croissant et qu’on note ν̃− la plus petite :

ν̃− ≥ 1 (2.51)

Ainsi, un état Gaussien pour lequel ν̃− < 1 est intriqué.

Quant au problème de pouvoir distiller l’intrication d’un état Gaussien, il a été ré-

solu de façon très générale [Werner et Wolf, 2001] : on peut distiller avec des LOCC

(non Gaussiennes ! [Eisert et al., 2002a, Fiurášek, 2002, Giedke et Cirac, 2002]) l’intri-

cation de tout état Gaussien ne vérifiant pas le critère PPT.

Le tableau 2.2 résume les différentes conditions qui ont été revues ici pour qu’un état

soit physique ou séparable.

Tab. 2.2: Comparaison entre les conditions d’existence et les conditions de séparabilité d’un état
Gaussien. La condition de séparabilité est celle du critère PPT : il est vrai pour tous les états
séparables, et il est équivalent à la séparabilité pour les états 1×N et les états bisymétriques
M ×N .

État physique État séparable
Matrice densité ρ ≥ 0 tAρ ≥ 0

Matrice de covariance σ + ıΩ ≥ 0 σ̃ + ıΩ ≥ 0
Spectre symplectique ∀k νk ≥ 1 ∀k ν̃k ≥ 1

b) Autres critères de séparabilité

Nous allons évoquer dans cette partie d’autres critères, qui sont utilisés, en particulier

quand on ne peut mesurer la totalité de la matrice de covariance.
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Critère de somme directe

Pour un système Gaussien bipartitionné NA×NB quelconque, l’état σ est séparable si

et seulement si il existe un couple de matrices de covariance σA relative au sous-système

SA et σB relative au sous-système SB tel que [Werner et Wolf, 2001] :

σ ≥ σA ⊕ σB (2.52)

Ce critère, attrayant du fait de l’équivalence, est malheureusement peu utile en pratique :

il impose de tester tous les couples {σA, σB} possibles !

Critère opérationnel

[Giedke et al., 2001] introduisent une application non-linéaire qui, itérée sur la ma-

trice σ, permet de déterminer la séparabilité de tous les états Gaussiens bipartitionnés.

Ce critère est totalement indépendant du critère PPT, il est aussi plus puissant, mais

moins pratique.

Témoins d’intrication

Soit D ⊂ H le sous-ensemble convexe et compact des états séparables. On considère

les opérateurs Hermitiens V̂ tels que pour tout état ρ ∈ D on a Tr(V̂ σ) ≥ 0. Un état

ρ′ ∈ H est intriqué si et seulement si parmi tous ces opérateurs V̂ , il existe un opéra-

teur V̂0 tel que Tr(V̂0 ρ) < 0 [Horodecki et al., 1996, Terhal, 2000]. L’opérateur V̂0 est le

témoin, qui permet de détecter l’intrication de l’état ρ.

D’après le théorème de Hahn-Banach, l’ensemble D étant convexe et compact, pour

tout état ρ′ 6∈ D, il existe un hyperplan qui sépare ρ′ et D (cf. Fig. 2.2). Un témoin d’in-

trication V̂0 est dit“optimal” lorsque l’hyperplan qu’il induit (correspondant à la frontière

Tr(V̂0 ρ) = 0) est tangent à l’ensemble D [Lewenstein et al., 2000b]. Il est possible de

détecter plus finement la séparabilité à l’aide de témoins d’intrication non linéaires,

“courbés” vers D 19 [Gühne et Lutkenhaus, 2006].

[Hyllus et Eisert, 2006] est une étude exhaustive des témoins d’intrication linéaires

et non-linéaires pour les variables continues. Elle peut être utilisée aussi bien pour les

états bipartitionnés que multipartitionnés.

Critères d’origine expérimentale

En sus des critères d’origine théorique mentionnés plus haut, il existe un certain

nombres de critères qui ont été développés pour les besoins d’expériences spécifiques.

On a déjà abordé de tels critères au §E.2c). Ils sont basés sur la violation d’inégalités

sur les variances de combinaisons des opérateurs canoniques, et sont valables à 2 modes

[Duan et al., 2000] ou à N modes [van Loock et Furusawa, 2003].

19. Une bonne illustration de l’intérêt des témoins d’intrication non-linéaires est donnée par la comparaison

du critère simplifié de Duan-Simon et du critère de Mancini dans le cas d’un état à 2 modes, au §1E.2c).
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Fig. 2.2: Illustration du théorème de Hahn-Banach pour les témoins d’intrication, avec un
témoin linéaire optimal (hyperplan) et un témoin non-linéaire optimal (hypersurface).

D.5 Quantification de l’intrication pour les états Gaussiens bipartitionnés

Un critère d’intrication permet de discriminer les états intriqués des états séparables,

mais ne donne en aucun cas une quantification de l’intrication ; ni un éventuel classement

des états selon la quantité d’intrication qu’ils renferment.

Dans le but d’aboutir à un tel classement, de nombreux auteurs se sont attachés à

rechercher une “mesure d’intrication”, c’est-à-dire une application :

E : H → R+

ρ 7→ E(ρ)
(2.53)

à laquelle on impose qu’elle vérifie certaines propriétés [Christandl et Winter, 2004,

Bennett et al., 1996c] :

– E est une fonction continue sur H

– E est une fonction convexe sur H

– E(ρ) = 0 ⇔ ρ est séparable.

– E(ρ) est conservée sous l’action d’opérations unitaires locales.

– E(ρ) n’augmente pas sous l’action de LOCC : E [LOCC(ρ)] ≤ E(ρ)

– E est additive pour des systèmes indépendants : E(ρ1 ⊗ ρ2) = E(ρ1) + E(ρ2)

Cette question ne peut être considérée comme complètement résolue à l’heure ac-

tuelle. Il existe un grand nombre de mesures d’intrication, qui diffèrent par les contextes

pour lesquels elles ont été élaborées, et par les caractérisations de l’intrication dont

elles découlent. D’ailleurs, elles ne débouchent pas toutes sur le même classement des

états intriqués. On pourra trouver quelques exemples dans les références [Bruß, 2002,

Horodecki et al., 2001, Horodecki et al., 2007, Plenio et Virmani, 2007, Christandl, 2006].

Aucune des mesures proposées à l’heure actuelle ne satisfait tous ces axiomes.
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a) Intrication de formation

L’intrication de formation EF (ρ) (“entanglement of formation” en anglais), intro-

duite par [Bennett et al., 1996c], est la généralisation de l’entropie d’intrication (2.42)

[Osborne, 2007]. En effet, elle est définie d’après une somme pondérée de la quantité

d’intrication des états purs intervenant dans le mélange statistique d’états :

EF (ρ) = min
{pk,|ψk〉}

(∑
k

pk EV (|ψk〉)

)
(2.54)

où la minimisation se fait sur toutes les décompositions possibles du mélange sta-

tistique d’états ρ =
∑
k

pk |ψk〉〈ψk|. Il s’agit d’un problème d’optimisation excessive-

ment complexe, qui n’a été résolu que dans des cas très particuliers : mélanges sta-

tistiques d’états de deux qubits [Wootters, 1998], et certains états très symétriques

[Terhal et Vollbrecht, 2000, Vollbrecht et Werner, 2001]. En variables continues, il n’existe

une expression explicite de l’intrication de formation que pour les états Gaussiens symé-

triques à 2 modes [Giedke et al., 2003].

Par construction, l’intrication de formation revient à quantifier le nombre minimal

d’états purs nécessaires pour recréer la même intrication.

La question de l’additivité de l’intrication de formation reste un problème ouvert

[Krüger et Werner, web].

b) Négativités

Les négativités sont des fonctions monotones de l’intrication, qui quantifient la vio-

lation du critère PPT (cf. §D.4a)), c’est-à-dire “combien” il manque à la transposée

partielle de ρ pour être positive. Nous allons aborder ici la négativité et la négativité

logarithmique.

Négativité

La négativité est définie par [Życzkowski et al., 1998, Eisert, 2001] :

N(ρ) =
‖tiρ‖1 − 1

2
(2.55)

où la norme 1 est définie par : ‖Ô‖1 = Tr
(√

Ô† Ô
)
.

La négativité a l’avantage d’être une mesure d’intrication qu’on peut calculer :

N(ρ) = max

(
0,−

∑
k

λ−k

)
(2.56)

où les λ−k sont les valeurs propres négatives de la transposée partielle tiρ.
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Négativité logarithmique

La négativité peut être définie pour les variables continues [Vidal et Werner, 2002],

cependant on utilise plus volontiers la négativité logarithmique [Vidal et Werner, 2002,

Eisert, 2001] :

EN(ρ) = log2

(
‖tiρ‖1

)
= log2 (1 + 2 N(ρ)) (2.57)

La négativité logarithmique est additive. Bien qu’elle ne soit pas convexe, c’est une

fonction totalement monotone de l’intrication sous les LOCC [Plenio, 2005].

Ni la négativité, ni la négativité logarithmique ne sont continues par rapport à la

norme 1 dans un espace de Hilbert de dimension infinie ; cependant on peut s’affranchir

de ce problème en ne considérant que des états physiques, c’est-à-dire d’énergie moyenne

finie [Eisert et al., 2002b]. Une telle contrainte étant parfaitement raisonnable, il est tout-

à-fait légitime d’omettre ce problème dans un premier temps.

c) États Gaussiens

Réécriture des négativités

Le principal avantage des négativités est qu’elles sont faciles à calculer pour les

états Gaussiens. Ainsi, pour un état de matrice de covariance σ [Vidal et Werner, 2002,

Serafini, 2004, Adesso et al., 2004b, Adesso et al., 2004c] :

N(σ) =


1

2

 ∏
k | ν̃k<1

ν̃−1
k − 1


0 si ∀k ν̃k ≥ 1

(2.58)

Et de la même façon, on peut exprimer la négativité logarithmique en fonction des

valeurs propres symplectiques de la transposée partielle σ̃ :

EN(σ) =


−
∑

k | ν̃k<1

log2(ν̃k)

0 si ∀k ν̃k ≥ 1

(2.59)

Lemme

Ce lemme permet de simplifier encore la quantification de l’intrication pour certains

états Gaussiens.

Soit un état Gaussien bipartitionné σAB, comprenant NA + NB modes. Il y a au

maximum n = min{NA, NB} valeurs propres symplectiques de la transposée partielle

σ̃AB qui peuvent violer l’inégalité PPT (2.50).

On peut alors, pour les états Gaussiens 20 1×N quantifier l’intrication simplement à

20. Et aussi pour les états bisymétriques M ×N , dont le spectre symplectique présente des dégénérescences.
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l’aide de ν̃− , la plus petite des valeurs propres symplectiques de la transposée partielle

σ̃. En effet, si ν̃− < 1, l’état est intriqué, et plus ν̃− est petit, plus l’état σ est intriqué.

Dans le cas particulier des états Gaussiens à 2 modes, ce résultat avait été obtenu dans

[Adesso et al., 2004a, Adesso et al., 2005].

E Cas particulier des états Gaussiens à 2 modes

Dans cette section, nous allons reprendre les résultats précédents dans le cas particu-

lier de 2 modes Gaussiens. Cette démarche est motivée d’une part par le fait qu’il s’agit

du plus simple des systèmes bipartitionnés – qui va permettre d’exprimer explicitement

les différents critères et mesures –, et d’autre part par le fait que ce sont de tels états

qui ont été étudiés expérimentalement durant cette thèse.

E.1 Écriture symplectique d’un état Gaussien à 2 modes

La matrice de covariance σ d’un état à 2 modes est une matrice symétrique réelle 4×4,

qui comporte a priori 10 coefficients indépendants. Cependant, pour étudier la quantité

d’information contenue dans l’état, ou son intrication, on peut se limiter à la forme

standard de cette matrice [Simon, 2000, Duan et al., 2000]. En effet, il est possible de

passer de la forme générale à la forme standard par des opérations symplectiques locales,

qui ne modifient pas l’intrication de l’état (cf. §B.3f)). Ainsi, la forme standard de la

matrice de covariance d’un état Gaussien à 2 modes s’écrit :

σ =

(
α γ
tγ β

)
=


a 0 c+ 0

0 a 0 c−
c+ 0 b 0

0 c− 0 b

 (2.60)

Il y a N invariants symplectiques (cf. §B.4a)) ; ici N = 2. On peut donc exprimer

toutes les propriétés de σ en fonction de son déterminant Det(σ) et de son séralien

∆(σ) = Det(α) + Det(β) + 2 Det(γ).

Ainsi, l’inégalité de Heisenberg peut s’écrire :

∆(σ) ≤ 1 + Det(σ) (2.61)

ou en termes de valeurs propres symplectiques, qu’on notera ν+ et ν− avec ν− ≤ ν+ :

ν− ≥ 1 (2.62)

On peut d’ailleurs exprimer les valeurs propres symplectiques en fonction des deux in-

variants cités plus haut [Vidal et Werner, 2002, Serafini et al., 2004, Adesso et al., 2004a,

Adesso et al., 2004b] :

2 ν2
± = ∆(σ)±

√
∆2(σ)− 4 Det(σ) (2.63)
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Pour la quantification de l’intrication, plutôt que d’utiliser directement les coefficients

a, b, c+ et c− de la matrice (2.60), il est intéressant d’écrire deux invariants symplectiques

locaux – qui sont les puretés des états réduits à 1 seul mode :

µ1 = [Det(α)]−1/2 =
1

a
(2.64)

µ2 = [Det(β)]−1/2 =
1

b
(2.65)

et deux invariants symplectiques globaux – la pureté et le séralien :

µ = [Det(σ)]−1/2 =
[
(ab− c2+)(ab− c2−)

]−1/2
(2.66)

∆ = a2 + b2 + 2c+c− (2.67)

L’intérêt de ce changement de variables est d’utiliser des variables ayant un sens phy-

sique plus clair (tout au moins en ce qui concerne les puretés). En outre, un grand nombre

de méthodes permettant de mesurer les invariants globaux µ et ∆, et locaux µ1 et µ2, ont

été proposées récemment [Fiurášek et Cerf, 2004, Wenger et al., 2004, Ekert et al., 2002,

Filip, 2002, Oi et Åberg, 2006, Rigolin et de Oliveira, 2007]. Ces méthodes ont l’avan-

tage de ne pas nécessiter une reconstruction complète de la matrice de covariance

[D’Ariano et al., 2007].

E.2 Intrication Gaussienne à 2 modes

a) Critère PPT et négativités

En termes d’invariants symplectiques, la transposition partielle de la matrice de co-

variance d’un état Gaussien à 2 modes revient à changer le signe de Det(γ) :

σ =

(
α γ
tγ β

)
ρ→tiρ−−−→ σ̃ =

(
α γ̃
tγ̃ β

)
(2.68)

avec Det(γ̃) = −Det(γ). Pour une matrice de covariance sous la forme standard, ceci

revient à changer c− en −c−.

La transposition partielle change le séralien ∆ en :

∆̃ = Det(α) + Det(β) + 2 Det(γ̃)

= Det(α) + Det(β)− 2 Det(γ)

= ∆− 4 Det(γ)

= −∆ +
2

µ2
1

+
2

µ2
2

(2.69)

Et l’équation (2.63) donne directement les valeurs propres de σ̃ :

2 ν̃2
± = ∆̃±

√
∆̃2 − 4

µ2
(2.70)



48 2. Intrication en variables continues

Le critère PPT – qui est une équivalence puisqu’on est dans le cas “1 × N” (avec

N = 1) – s’écrit :

σ est séparable ⇔ ν̃− ≥ 1

⇔ ∆̃ ≤ 1 +
1

µ2

(2.71)

Notons que plus l’état est pur, plus µ se rapproche de 1 par valeurs inférieures, et

donc plus 1 +
1

µ2
est petit. L’inégalité ∆̃ ≤ 1 +

1

µ2
est donc d’autant plus facile à violer

que l’état est pur, ce qui traduit le fait qu’il est plus facile pour un état pur que pour

un mélange statistique d’états d’être intriqué.

On peut également calculer pour la négativité logarithmique pour un état Gaussien

à 2 modes, qui est une fonction décroissante de ν̃− :

EN = max {0,− log2(ν̃−)} (2.72)

Quant à l’autre valeur propre symplectique de la transposée partielle, elle vérifie

toujours : ν̃+ > 1.

Enfin, remarquons que, d’après les équations (2.60),(2.61),(2.69),(2.71), on obtient

une condition nécessaire pour qu’un état Gaussien à 2 modes soit intriqué [Simon, 2000] :

σ est intriqué ⇒ Det(γ) < 0 (2.73)

b) Maximisation de l’intrication à l’aide d’opérations passives

Soit un état Gaussien σ à N ≥ 2 modes, et une opération passive K appliquée à

σ : σ → σ′ = tKσK. Il a été montré dans [Wolf et al., 2003] que la quantité maximale

d’intrication (quantifiée par la négativité logarithmique) qu’on pouvait obtenir pour un

sous-système arbitraire de deux modes de σ′ est donnée par :

Emax
N = max

[
0,−1

2
log2(λ1λ2)

]
(2.74)

où λ1 et λ2 sont les deux plus petites valeurs propres orthogonales (usuelles) de σ.

Fig. 2.3: Obtention, à l’aide d’opérations passives globales, des faisceaux les plus intriqués
possible.
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Nous allons à présent nous restreindre à 2 modes Gaussiens. [Wolf et al., 2003] montrent

également qu’un état Gaussien à 2 modes dont la matrice de covariance est naturelle-

ment dans la forme standard ne peut pas voir son intrication augmenter ; contrairement

aux autres états. Pour ces derniers, la transformation à appliquer est celle qui donnera

un état dont la matrice de covariance est directement dans la forme standard.

Les transformations passives ont été présentées au §B.3 : il s’agit de l’opération “dé-

phasage” et de l’opération “lame séparatrice” (cf. Fig. 2.3). On peut réaliser n’importe

quelle transformation passive sur les deux modes en combinant ces deux opérations

[Yurke et al., 1986, Han et al., 1990, Arvind et al., 1995b]. La figure 2.4 donne le schéma

le plus général : les modes subissent un déphasage, sont mélangés sur une lame 50/50,

subissent à nouveau un déphasage avant d’être recombinés puis déphasés.

Fig. 2.4: Une transformation arbitraire sur deux modes est obtenue à l’aide de déphasages et
de lames séparatrices, et se réduit à 3 paramètres indépendants. Lorsque les deux modes sont
polarisés orthogonalement, la transformation est obtenue de manière équivalente à l’aide de 3
lames biréfringentes tournées selon des angles αi.

Lorsque les deux modes diffèrent uniquement par leur polarisation, cette transforma-

tion arbitraire peut être réalisée à l’aide de deux lames λ/4 et d’une lame λ/2 (cf. Fig.

2.4). Il a été montré dans [Simon et Mukunda, 1990] que ce nombre de lames est minimal

et que toute association de ces trois lames dans un ordre quelconque est équivalente.

Nous verrons au §5.C.2c) l’aspect expérimental correspondant à cette partie : cette

association de lame permet effectivement d’obtenir un état dont la matrice de covariance

est sous la forme standard.

c) Intrication de formation pour les états symétriques

L’expression de la décomposition convexe optimale qui apparâıt dans la définition

de l’intrication de formation (2.54) a été trouvée dans le cas d’un mélange statistique

d’états Gaussiens symétriques 21 à 2 modes (c’est-à-dire un état tel que a = b). Cette

21. Des bornes inférieures pour EF ont été établies dans le cas non symétrique [Rigolin et Escobar, 2004].
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décomposition est Gaussienne, de sorte que le minimum est réalisé pour des états purs

Gaussiens à 2 modes [Giedke et al., 2003], ce qui mène à l’expression :

EF = max{0, g(ν̃−)} (2.75)

où

g(x) =
(1 + x)2

4x
log2

[
(1 + x)2

4x

]
− (1− x)2

4x
log2

[
(1− x)2

4x

]
(2.76)

EF est ainsi une fonction décroissante de ν̃− : la quantification de l’intrication qu’elle

fournit est équivalente à celle donnée par les négativités.

d) Classement des états Gaussiens par leur quantité d’intrication

L’équivalence entre les négativités et l’intrication de formation pour les états Gaus-

siens symétriques à 2 modes pourrait mener à penser que, pour tous les états Gaussiens

à 2 modes (symétriques ou non !), il existe une unique quantification de l’intrication qui

reposerait sur la plus petite des valeurs propres symplectiques de la transposée partielle

de la matrice de covariance, ν̃−.

En réalité il n’en est rien, et il existe une seconde classe de mesures, les“mesures Gaus-

siennes d’intrication” (que nous n’aborderons pas ici), qui débouchent sur un classement

différent. Pour 2 modes, toutes les mesures ne cöıncident que dans le cas symétrique.

Le lecteur pourra trouver de plus amples informations, et une discussion approfondie

sur ce sujet, dans l’article d’où est tiré ce chapitre [Adesso et Illuminati, 2007] ou dans

[Adesso et Illuminati, 2005].

E.3 Information et intrication extrémale

Il s’agit, dans cette dernière section, de relier l’intrication d’un état Gaussien à 2

modes avec la quantité d’information que lui et ses sous-systèmes contiennent. On a vu

au §D.2 que ces deux notions sont étroitement reliées pour les états purs. Quant aux

états impurs, le §D.3 a montré qu’une partie de l’information était encodée dans le taux

de mélange individuel des sous-systèmes, et l’état global possède également un certain

degré de mélange. Ceci suggère qu’on puisse extraire de ces grandeurs des informations

sur les corrélations entre les sous-systèmes.

Les études ont montré que, à puretés individuelles et globale fixées, la négativité

d’états Gaussiens à 2 modes de taux de mélange fixé possède une borne inférieure et une

borne supérieure [Adesso et al., 2004a, Adesso et al., 2004b, Adesso et al., 2005]. Ceci

mène à l’inégalité suivante sur le séralien :

2

µ
+

(µ1 − µ2)
2

µ2
1 µ

2
2

≤ ∆ ≤ min

{
(µ1 + µ2)

2

µ2
1 µ

2
2

− 2

µ
, 1 +

1

µ2

}
(2.77)

qui a amené à définir des “états Gaussiens extrémalement intriqués” à puretés indivi-

duelles et globale fixées. Les états qui saturent la partie gauche de l’inégalité (2.77) sont



E. Cas particulier des états Gaussiens à 2 modes 51

dits “maximalement intriqués” (GMEMS) ; ceux qui saturent la partie droite de l’inéga-

lité sont dits “minimalement intriqués” (GLEMS).

Ainsi, l’intrication – quantifiée par les négativités – des états Gaussiens à 2 modes est

bornée supérieurement et inférieurement par des quantités ne dépendant que des puretés

individuelles et globale ; le seul degré de liberté restant étant l’invariant symplectique ∆.

L’existence des GMEMS et des GLEMS débouche sur deux résultats importants.

Tout d’abord, cela permet de classer la séparabilité des états Gaussiens en fonction de

leurs puretés individuelles et globale : cette classification 22 est résumée dans le tableau

2.3.

Tab. 2.3: Classification des propriétés de séparabilité des états Gaussiens à 2 modes en fonction
de leur pureté globale µ et des puretés individuelles µ1 et µ2.

Degré de pureté Propriétés d’intrication

µ < µ1 µ2 état non physique

µ1 µ2 ≤ µ ≤ µ1 µ2

µ1 + µ2 − µ1 µ2
états séparables

µ1 µ2

µ1 + µ2 − µ1 µ2
< µ ≤ µ1 µ2√

µ2
1 + µ2

2 − µ2
1 µ

2
2

zone de coexistence d’états intriqués et séparables

µ1 µ2√
µ2

1 + µ2
2 − µ2

1 µ
2
2

< µ ≤ µ1 µ2

µ1 µ2 + |µ1 − µ2|
états intriqués

µ1 µ2

µ1 µ2 + |µ1 − µ2|
< µ état non physique

Par ailleurs, ceci permet de définir un nouvel estimateur de l’intrication dans les états

Gaussiens bipartitionnés à 2 modes, à partir de la valeur moyenne des négativités des

GMEMS et des GLEMS [Adesso et al., 2004a].

22. Le lecteur pourra également trouver un schéma explicitant cette classification dans [Adesso et al., 2004a]
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F Conclusion

Nous avons développé dans ce chapitre le formalisme symplectique, qui permet de

caractériser totalement un état Gaussien et les transformations agissant sur cet état. Ce

formalisme propose une écriture unifiée des propriétés essentielles d’un état Gaussien,

tant du point de vue des fondements de la mécanique quantique (inégalité de Heisenberg)

que pour l’information ou l’intrication contenues dans cet état. Il a en outre permis de

dégager plusieurs critères d’intrication, en particulier pour les états Gaussiens à 2 modes

qui vont nous intéresser tout au long de cette thèse.

Avant d’utiliser ce formalisme pour caractériser des états obtenus expérimentalement,

nous allons dans le chapitre suivant présenter l’instrument que nous utilisons pour les

produire : l’oscillateur paramétrique optique auto-verrouillé en phase.
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A Introduction

Nous allons aborder dans ce chapitre les possibilités expérimentales pour produire

les états non classiques du rayonnement, étudiés d’un point de vue théorique dans les

chapitres précédents. Toutes reposent sur l’optique non linéaire, dont nous présenterons

les bases. Ensuite nous nous focaliserons sur la non linéarité d’ordre 2, et sur la conversion

paramétrique en cavité optique : c’est le principe d’un Oscillateur Paramétrique Optique.

Enfin nous présenterons le dispositif étudié expérimentalement durant cette thèse : l’OPO

auto-verrouillé en phase.

B Optique non linéaire

Les deux chapitres précédents ont abordé les états non classiques du rayonnement

(comprimés, corrélés, intriqués), dont l’existence a été prévue très rapidement dans l’his-

toire de la mécanique quantique. Cependant, en l’absence de moyens expérimentaux per-

mettant de générer de tels états, leur étude est restée théorique jusqu’à l’avènement de
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l’optique non linéaire au début des années 60 [Armstrong et al., 1962]. En effet, c’est

essentiellement dans ce domaine que l’optique quantique puise ses outils expérimentaux.

B.1 Processus non linéaires en optique

a) Non-linéarité des milieux diélectriques

Lorsqu’un champ électromagnétique se propage dans un milieu diélectrique, il induit

– via la force de Lorentz – un déplacement des charges liées par rapport à leur position

d’équilibre. Ce déplacement modifie la distribution de charges 1, et donc le champ élec-

trique créé par cette distribution, induisant une polarisation macroscopique, qu’on peut

écrire sous forme d’une série convergente de puissances du champ :

−→
P = ε0

[
χ(1)−→E + χ(2)−→E 2 + χ(3)−→E 3 + ...

]
(3.1)

où ε0 est la permittivité diélectrique du vide. Il est à noter que les χ(2n) sont nuls pour

tous les milieux centro-symétriques. La polarisation induite est un terme source pour le

champ ; elle peut à son tour induire des modifications du champ incident.

Les χ(m) sont d’autant plus petits que m est grand. De ce fait, lorsque ‖
−→
E ‖ est faible,

on peut négliger tous les termes d’ordre supérieur devant celui d’ordre 1 : la polarisation

est linéaire. Ce terme d’ordre 1 est ainsi responsable des propriétés linéaires du milieu :

indice de réfraction, absorption. En optique linéaire, les composantes de quadratures

jouent des rôles symétriques, et les ondes se propagent sans influence mutuelle ... donc

sans se corréler. Des champs “classiques” restent donc classiques.

Plus ‖
−→
E ‖ est important, plus grand sera le nombre de termes à prendre en compte.

Ces termes sont à l’origine de nombreux phénomènes : indice non linéaire, génération

d’harmoniques du champ d’ordres supérieurs, conversion paramétrique, ... Ces proces-

sus agissent de manière dissymétrique sur les composantes de quadratures, ou encore

couplent plusieurs champs, pouvant ainsi mener – à partir d’un champ classique – à la

génération d’un champ non classique (comprimé ou corrélé).

Un milieu optique est dit “non linéaire” si son χ(2) ou son χ(3) sont suffisamment

grands pour qu’avec un faisceau d’intensité modérée on puisse détecter ses effets non

linéaires. Nous présenterons rapidement les effets observés dans un milieu “χ(3)” avant

de détailler les effets liés à un χ(2) 6= 0.

b) Non linéarité d’ordre 3

En général, l’effet non linéaire d’ordre 3 est totalement masqué par celui d’ordre 2.

Cependant, puisque χ(2) = 0 dans un milieu centro-symétrique, il est possible de détecter

les effets du terme d’ordre 3.

1. Ces différentes interactions peuvent avoir lieu avec un certain retard, de sorte que l’écriture de la conser-

vation de l’énergie doit tenir compte de cet éventuel déphasage.
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Dans un tel milieu, il existe un processus asymétrique simple qui permet de générer

un état comprimé. En effet, on peut réécrire ce terme :

χ(3)−→E 3 =
(
χ(3) ‖

−→
E ‖2

) −→
E (3.2)

De sorte que la polarisation macroscopique induite (avec un développement limité à

l’ordre 4) s’écrit :
−→
P = ε0

(
χ(1) + χ(3) ‖

−→
E ‖2

) −→
E (3.3)

On peut ainsi interpréter la non linéarité χ(3) comme une correction non linéaire du χ(1),

responsable de l’indice du milieu. Cette dépendance de l’indice de réfraction en intensité

du champ est appelée “effet Kerr optique”.

Puisque l’indice dépend de l’intensité, le déphasage induit lors de la traversée du

milieu (qui est proportionnel au chemin optique parcouru) dépend également de l’inten-

sité. Un champ qui sera à l’instant t1 d’intensité I+ δI1 sera moins déphasé que lorsqu’à

l’instant t2 il aura l’intensité I+δI2 avec I1 < I2. La représentation de Fesnel fournit une

bonne image de la conséquence sur les fluctuations du champ, qui se trouvent compri-

mées : le disque des fluctuations d’un champ cohérent est transformé en ellipse (cf. Fig.

3.1).

Fig. 3.1: Illustration en représentation de Fresnel de l’effet Kerr optique : les fluctuations du
champ sont comprimées du fait du déphasage dépendant de l’intensité.

Une réduction de bruit par effet Kerr peut être obtenue par exemple à l’aide d’atomes

froids en cavité [Lambrecht et al., 1996], ou dans une fibre optique [Silberhorn et al., 2001].

c) Non linéarité d’ordre 2

Les processus non linéaires d’ordre 2, centraux dans les expériences menées lors de

cette thèse, sont également appelés “mélange à trois ondes”. En effet, ils couplent trois

champs de pulsations ω0, ω1 et ω2. La conservation de l’énergie est bien entendue assurée :

ω0 = ω1 + ω2 (3.4)

Deux processus sont particulièrement intéressants pour l’optique quantique : la somme

de fréquences et la conversion paramétrique (cf. Fig. 3.2).
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(a) Somme de fréquences (b) Conversion paramétrique

Fig. 3.2: Mélange à 3 ondes

La somme de fréquences (cf. Fig. 3.2(a)), ou “doublage de fréquence” correspond à

la combinaison de deux photons pompe de pulsations ω1 et ω2 pour donner un photon à

la pulsation somme ω0 = ω1 + ω2. Premier effet non linéaire observé expérimentalement

(sous la forme de génération de seconde harmonique, i.e. avec deux photons pompe de

même fréquence), son plus grand intérêt à l’heure actuelle est de doubler la fréquence

d’un laser. Cependant, il permet également de générer un état comprimé, car le dou-

blage est d’autant plus efficace que l’intensité est grande : la distribution de bruit du

champ à ω0 est donc elliptique (comme pour l’effet Kerr, le doublage n’agit pas de façon

symétrique sur toutes les quadratures).

La conversion paramétrique (cf. Fig. 3.2(b)) – sur laquelle nous reviendrons plus en

détail dans la prochaine section – est en quelque sorte le processus inverse : à partir d’un

photon pompe à ω0 on génère deux photons “signal” (de pulsation ω1) et complémen-

taire (de pulsation ω2). Ces deux photons étant générés simultanément (la conservation

de l’énergie l’impose) et à partir d’un même photon père, ils sont fortement corrélés.

L’énergie n’est pas la seule grandeur qui doit être conservée par les processus non

linéaires : l’impulsion des photons – c’est-à-dire la vitesse de phase des ondes – doit elle

aussi être conservée. On parle de “condition d’accord de phase” :

k0 = k1 + k2 ⇔ n0ω0 = n1ω1 + n2ω2 (3.5)

Lorsque le cristal n’est pas de dimension infinie, la condition (3.5) n’est plus stricte 2 et

peut être vérifiée approximativement, l’interaction étant bien sûr d’autant plus efficace

qu’on est proche des conditions idéales.

Un matériau isotrope, avec une dispersion normale (c’est-à-dire dont l’indice aug-

mente avec la fréquence), ne permet pas de réaliser cette condition. On utilise donc en

général des matériaux biréfringents (milieux uniaxes négatifs), pour lesquels l’indice dif-

fère pour la polarisation ordinaire et la polarisation extraordinaire. Deux configurations

sont possibles pour le mélange à 3 ondes :

– Accord de phase de type I

L’onde de pulsation ω0 est polarisée suivant l’axe ordinaire, et les deux autres

suivant l’axe extraordinaire : e+ e↔ o

2. Ceci provient des retards possibles dans la réponse du milieu.
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– Accord de phase de type II

Les ondes de pulsation ω0 et ω1 sont polarisées suivant l’axe extraordinaire, la

dernière suivant l’axe ordinaire : e+ o↔ e

En conversion paramétrique, ces deux configurations ne donnent pas naissance à des

faisceaux quantiques de même nature.

L’accord de phase de type I assure que les deux photons signal et complémentaire

sont émis dans le même mode de polarisation. On parle de “conversion paramétrique

dégénérée en polarisation”. Si on réalise l’accord de phase de telle sorte que ω1 = ω2, on

obtient ainsi des états comprimés [Wu et al., 1986, Bowen et al., 2003].

Lors d’un accord de phase de type II, les photons sont émis suivant des polarisations

orthogonales, et sont donc distinguables. Cette configuration “non dégénérée en polari-

sation” produit ainsi deux faisceaux corrélés et pouvant être spatialement séparés. C’est

cette configuration qui a été exploitée expérimentalement dans cette thèse.

B.2 Conversion paramétrique

Nous allons décrire ici la conversion paramétrique en termes de champ électrique. Les

trois champs couplés sont :

– le champ pompe E0 de pulsation ω0 et de module d’onde k0

– le champ signal E1 de pulsation ω1 et de module d’onde k1

– le champ complémentaire E2 de pulsation ω2 et de module d’onde k2

On suppose que les trois champs se propagent suivant une direction commune (Oz). En

représentation complexe, on a :

Ej(z, t) = Ej(z, t) e
ı(kjz+ωjt) (3.6)

Comme on l’a déjà mentionné, la polarisation macroscopique induite est un terme

source pour le champ électrique. D’après l’équation de Maxwell-Faraday, on peut écrire

l’équation d’évolution de chaque champ lors de la propagation dans le milieu non linéaire :

∆Ej −
1

c2
∂2Ej
∂t2

= µ0
∂2Pj
∂t2

(3.7)

L’effet non linéaire est a priori faible. Il est donc possible de le considérer comme une

perturbation de la solution linéaire, et de faire l’approximation de l’enveloppe lentement

variable 3. L’équation de propagation de l’enveloppe du champ dans le milieu non-linéaire

peut alors se mettre sous la forme [Shen, 1984] :

∂Ej
∂z

=
ı ωj

2nj ε0 c
PNL
i (z)e−ı kj z (3.8)

où PNL est la partie non linéaire de la polarisation macroscopique :

PNL
j (z) = ε0 χ

(2)
eff E`Em ` 6= j,m m 6= j, ` (3.9)

3. L’approximation de l’enveloppe lentement variable consiste à supposer que l’enveloppe Ej(z, t) des oscil-

lations varie peu sur une longueur d’onde.



58 3. Génération d’états non classiques en variables continues

On a noté χ
(2)
eff la susceptibilité effective du milieu pour la configuration utilisée.

On en déduit les équations de propagation non linéaires couplées :

∂E0

∂z
=

ı ω0

2n0 c
χ

(2)
eff E1E2 e

−ı∆k z

∂E1

∂z
=

ı ω1

2n1 c
χ

(2)
eff E0E

∗
2 e

ı∆k z

∂E2

∂z
=

ı ω2

2n2 c
χ

(2)
eff E0E

∗
1 e

ı∆k z

(3.10)

où ∆k = k0 − k1 − k2 est le désaccord de phase.

Il est intéressant de réécrire les équations (3.10) en fonction des variables Aj dont le

module carré est égal au flux de photons Nj. Pour cela, nous allons d’abord exprimer le

lien entre Aj et Ej.

Grâce au vecteur de Poynting, on peut calculer l’intensité Ij de l’onde en W.m−2 en

fonction de Ej :

Ij =
1

2
ε0 c nj |Ej|2 (3.11)

On en déduit le flux de photons Nj qui vérifie :

Ij = Nj ~ωj (3.12)

Les variables Aj telles que Nj = |Aj|2 s’écrivent donc :

Aj =

√
nj c ε0

2 ~ωj
Ej (3.13)

Finalement, on symétrise les équations en effectuant un changement d’origine des

phases pour le champ pompe : A0 → −ı A0. On obtient :

∂A0

∂z
= −ξ A1A2 e

−ı∆k z

∂A1

∂z
= ξ A0A

∗
2 e

ı∆k z

∂A2

∂z
= ξ A0A

∗
1 e

ı∆k z

(3.14)

ξ = χ
(2)
eff

√
~ω0 ω1 ω2

2 c3 ε0 n0 n1 n2

est un coefficient de couplage commun aux trois équations.

On peut montrer à partir des équations (3.14) que, au cours de la propagation, il y

a conservation des quantités :

~ (ω0N0 + ω1N1 + ω2N2) (3.15a)

∆N = N1 −N2 (3.15b)
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(3.15a) représente la somme des flux énergétiques des trois ondes qui interagissent.

Puisqu’il n’y a pas de transfert d’énergie vers le milieu, ce flux se conserve.

La conservation (3.15b) est également connue sous le nom de “Relation de Manley-

Rowe”. Elle conforte l’interprétation de l’interaction paramétrique comme la création

simultanée d’une paire de photons signal et complémentaire à partir d’un photon pompe.

Afin d’augmenter l’interaction entre les différents champs, le cristal non linéaire peut

être inséré dans une cavité optique résonnante pour un ou plusieurs champs. Un tel dis-

positif, qui sera étudié tout au long de cette thèse, s’appelle un oscillateur paramétrique

optique simplement, doublement ou triplement résonnant.

C Oscillateur paramétrique optique

L’objectif de cette section est simplement de rappeler les principales équations qui

régissent le système étudié, et les propriétés qui en découlent. Le lecteur pourra trouver

les calculs détaillés dans [Debuisschert et al., 1993] et [Laurat, 2004].

C.1 Aspect classique

Nous allons nous intéresser à un oscillateur paramétrique optique (OPO) linéaire tri-

plement résonnant, pour lequel λ0 = 532nm et λ1 ' λ2 ' 1064nm. Il est dit triplement

résonnant car les miroirs de la cavité optique sont traités de façon à réfléchir la pompe,

le signal et le complémentaire (cf. Fig. 3.3).

Fig. 3.3: Schéma d’un OPO linéaire triplement résonnant

Pour obtenir l’expression des champs dans la cavité, il faut tenir compte d’une part

de la propagation dans le cristal de longueur ` – avec la conversion paramétrique –,

d’autre part du bouclage des champs dans la cavité.

Les équations de la conversion paramétrique (3.14) sont solubles dans le cas général

avec des fonctions elliptiques [Armstrong et al., 1962, Rosencher et Fabre, 2002]. Cepen-
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dant, lorsque le gain paramétrique est faible, les équations se simplifient car elles peuvent

être développées aux ordres faibles en g = ` ξ, le gain paramétrique.

En régime stationnaire, le gain paramétrique est égal aux pertes. Or les pertes sont

très faibles, de sorte que le gain paramétrique l’est également (pour les trois champs

puisqu’il s’agit d’un OPO triplement résonnant) : on peut se restreindre au 1er ordre en

g. On obtient finalement :

A0(`) = A0(0)− g

2
e−ı

∆k `
2 sinc

(
∆k `

2

)
A1(0)A2(0)

A1(`) = A1(0) + g eı
∆k `

2 sinc

(
∆k `

2

)
A0(0)A

∗
2(0)

A2(`) = A2(0) + g eı
∆k `

2 sinc

(
∆k `

2

)
A0(0)A

∗
1(0)

(3.16)

En ce qui concerne le bouclage, il faut écrire les relations d’entrée/sortie au niveau des

miroirs. Le miroir d’entrée est supposé totalement réfléchissant pour les champs infra-

rouges, le miroir de sortie totalement réfléchissant pour le vert. On note r0 le coefficient

de réflexion en amplitude du miroir d’entrée pour la pompe, et r celui du miroir de sor-

tie pour signal et complémentaire (cf. Fig. 3.3). On définit des coefficients de réflexion

généralisés :

r′ = 1− γ − µ = 1− γ′ (3.17a)

r′0 = 1− γ0 − µ0 = 1− γ′0 (3.17b)

où :

– r = 1− γ avec γ � 1 de sorte que T = 1−R ' 2γ

– r0 = 1− γ0 avec γ0 � 1 de sorte que T0 = 1−R0 ' 2γ0

– µ représente le coefficient de pertes intra-cavité en amplitude pour les champs IR

(dues par exemple à l’absorption dans le cristal ou aux réflexions)

– µ0 représente le coefficient de pertes intra-cavité en amplitude pour le champ pompe

Pour chaque champ Aj, on note δj = 2 kj (nj ` + L) le déphasage subi sur un aller-

retour (L représente la longueur de propagation libre dans la cavité). On suppose que

les désaccords par rapport à la résonance, notés ∆j, sont petits ; on peut donc écrire

eıδj ' 1 + ı∆j. Les équations de bouclage pour les champs intra-cavité s’écrivent alors :

(γ′ − ı∆1)A1 = g A0A
∗
2

(γ′ − ı∆2)A2 = g A0A
∗
1

(γ′0 − ı∆0)A1 = −g A1A2 +
√

2 γ0A
in
0

(3.18)

où Ain0 désigne le champ pompe à l’entrée de la cavité.

Les termes de gauche décrivent d’une part la décroissance des champs intra-cavité
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en raison de la transmission des miroirs de couplage et des pertes internes, d’autre part

l’effet de l’écart à résonance. Les termes de droite traduisent le couplage paramétrique

entre les différents champs, ainsi que l’apport du champ pompe extérieur.

Pour que les champs signal A1 et complémentaire A2 ne soient pas nuls, les deux

premières équations de (3.18) impliquent les conditions suivantes :

∆1 = ∆2 ≡ ∆ (3.19a)

N0 = |A0|2 =
γ′ 2 + ∆2

g2
(3.19b)

La condition (3.19b) indique que l’OPO est un système présentant un seuil : si le flux

pompe intra-cavité est inférieur à cette valeur, les champs A1 et A2 sont nuls (on est

alors au-dessous du seuil). Au-dessus du seuil, par contre, le flux pompe intra-cavité

ne dépend plus du flux pompe incident. On peut déduire de cette valeur le flux pompe

incident minimal pour atteindre le seuil :

N in
0

∣∣
seuil

=
γ′20 + ∆2

0

2 γ0

N0 =
(γ′20 + ∆2

0)(γ
′2 + ∆2)

2 γ0 g2
(3.20)

Le seuil est donc minimal lorsque les trois champs sont à résonance : ∆0 = ∆ = 0. On

se placera dorénavant dans cette situation, et on notera σ la “force” de pompage par

rapport au seuil :

σ =

√
N in

0

N0

=

√
I in0
I0

(3.21)

La conversion paramétrique fixe également la somme des phases des champs signal

et complémentaire :

ϕ1 + ϕ2 = ϕ0 + arctan

(
∆

γ′

)
(3.22)

En revanche, la différence des phases peut fluctuer, de sorte que les phases individuelles

sont libres de diffuser.

C.2 Aspect quantique au-dessus du seuil d’oscillation

Une analyse semi-classique 4 permet d’exprimer les fluctuations quantiques des champs

émis ainsi que leurs corrélations [Fabre et al., 1999]. On décrit la dynamique des petites

fluctuations en linéarisant les fluctuations du champ (cf. §1.D.4).

Les équations de bouclage doivent cette fois tenir compte des champs vides entrant

par les miroirs de couplage Ain1 et Ain2 , et également des fluctuations du vide Bin
j qui

4. Ce qui correspond ici à un traitement quantique pour le champ, mais classique pour la matière.
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sont couplées aux champs intra-cavité du fait des pertes. À résonance, elles s’écrivent :

τ
dA1

dt
+ γ′A1 = g A0A

∗
2 +

√
2 γ Ain1 +

√
2µBin

1

τ
dA2

dt
+ γ′A2 = g A0A

∗
1 +

√
2 γ Ain2 +

√
2µBin

2

τ
dA0

dt
+ γ′0A0 = −g A1A2 +

√
2 γ0A

in
0 +

√
2µ0B

in
0

(3.23)

où τ est la durée d’aller-retour d’un photon dans la cavité.

On choisit le champ pompe A0 réel, ce qui fixe l’origine des phases. Les solutions

stationnaires sont données par :

A0 =
γ′

g
(3.24a)

|Aj| =

√
γ′ γ0 (σ − 1)

g2
j = 1, 2 (3.24b)

ϕ1 + ϕ2 = ϕ0 = 0 (3.24c)

On linéarise les fluctuations des champs autour de leurs valeurs moyennes (Aj = Aj +

δAj), et on injecte dans (3.23) en tenant compte de (3.24). Afin de transformer les

équations différentielles en équations algébriques, on passe dans le domaine fréquentiel

à l’aide de la transformée de Fourier (notée ∼). On pose β =
γ′0
γ′

et α2 = β (σ− 1), et on

obtient :

(1 + 2ıΩ) δ̃A1(Ω) = δ̃A∗
2(−Ω) + α δ̃A0(Ω) e−ı ϕ2

+

√
2 γ

γ′
δ̃Ain1 (Ω) +

√
2µ

γ′
δ̃Bin

1 (Ω)

(1 + 2ıΩ) δ̃A2(Ω) = δ̃A∗
1(−Ω) + α δ̃A0(Ω) e−ı ϕ1

+

√
2 γ

γ′
δ̃Ain2 (Ω) +

√
2µ

γ′
δ̃Bin

2 (Ω)

(
γ′0
γ′

+ 2ıΩ

)
δ̃A0(Ω) = −α

(
δ̃A1(Ω) e−ı ϕ1 + δ̃A2(Ω) e−ı ϕ2

)
+

√
2 γ0

γ′
δ̃Ain0 (Ω) +

√
2µ0

γ′
δ̃Bin

0 (Ω)

(3.25)

où Ω =
ω τ

2 γ′
=

ω

Ωc

est la fréquence de bruit normalisée à la bande passante de la cavité.

On va réécrire ces équations en fonction des bruits sur la somme ou la différence des

fluctuations des champs signal et complémentaire, ce qui permet de les découpler. On
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note :

xj(ϕ,Ω) = δ̃Aj(Ω) e−ı ϕ + δ̃A∗
j(−Ω) eı ϕ j = 0, 1, 2 (3.26a)

pj(Ω) = xj(ϕj,Ω) = δ̃Aj(Ω) e−ı ϕj + δ̃A∗
j(−Ω) eı ϕj j = 0, 1, 2 (3.26b)

qj(Ω) = xj(ϕj +
π

2
,Ω) = −ı

(
δ̃Aj(Ω) e−ı ϕj + δ̃A∗

j(−Ω) eı ϕj

)
j = 0, 1, 2 (3.26c)

Ainsi pj représente les fluctuations d’intensité du champ Aj et qj ses fluctuations d’ampli-

tude ; xj ses fluctuations suivant une quadrature quelconque. Le spectre de bruit suivant

la quadrature xj est :

Sxj
(Ω) = 〈xj(Ω)xj(−Ω)〉 (3.27)

On définit :

p± =
p1 ± p2√

2
et q± =

q1 ± q2√
2

(3.28)

et on obtient le système d’équations découplées :

2 γ′ (1 + ıΩ) p− −
√

2 γ pin− −
√

2µ pin−
′ = 0 (3.29a)

2 ıΩ γ′ q− −
√

2 γ qin− −
√

2µ qin−
′ = 0 (3.29b)

2 γ′ (α2 + β ıΩ− 2 Ω2) p+ − (β + 2 ıΩ)
(√

2 γ pin+ +
√

2µ pin+
′)

−2α
(√

2 γ0 p
in
0 +

√
2µ0 p

in
0

′) = 0
(3.29c)

2 γ′ (βσ + (β + 2) ıΩ− 2 Ω2) q+ − (β + 2 ıΩ)
(√

2 γ qin+ +
√

2µ qin+
′)

−2α
(√

2 γ0 q
in
0 +

√
2µ0 q

in
0

′) = 0
(3.29d)

Pour en déduire les fluctuations des champs sortants, il suffit d’écrire la relation

correspondant au miroir de sortie de la cavité :

pout± = t p± − r pin± '
√

2 γ p± − pin± (3.30a)

qout± '
√

2 γ q± − qin± (3.30b)

On tient également compte du fait que les fluctuations des champs – vides ! – entrant ne

sont pas corrélées et égales au bruit quantique standard. On les normalise à 1 :

Spin
j

(Ω) = Spin
j

(Ω) = Sqin
j

(Ω) = Sqin
j

(Ω) = 1 j = 1, 2 (3.31a)

〈pinj qinj 〉 = 〈qinj pinj 〉 = 〈pinj ′ qinj
′〉 = 〈qinj ′ pinj

′〉 = 0 j = 1, 2 (3.31b)

a) Bruit sur la différence des fluctuations

Le spectre de bruit sur la différence de phase des deux champs ne dépend pas du

bruit du champ pompe :

Sqout
−

(Ω) = 1 +
γ

γ′
1

Ω2
(3.32)

Cette expression est toujours supérieure à 1 : la quadrature qout− n’est jamais comprimée.

En outre la variance de bruit diverge à fréquence nulle, ce qui traduit le phénomène de
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diffusion de phase évoqué précédemment.

Quant au spectre de bruit sur la différence d’amplitude, le calcul donne :

Spout
−

(Ω) = 1− γ

γ′
1

1 + Ω2
(3.33)

La quadrature pout− est ainsi toujours comprimée au-dessous du bruit quantique standard,

ce qui traduit de fortes corrélations en intensité entre les champs signal et complémen-

taire. La compression est maximale à fréquence nulle, ce qui peut s’expliquer simplement

par le fait qu’aux temps courts (aux fréquences élevées), un des photons de la paire peut

être sorti de la cavité tandis que l’autre est encore à l’intérieur. Plus les pertes intra-cavité

sont faibles, plus grande est la compression de bruit.

b) Bruit sur la somme des fluctuations

En supposant que les fluctuations du champ pompe sont au bruit quantique standard,

les spectres de bruit sur la somme des phases et la somme des intensités sont :

Sqout
+

(Ω) = 1− γ

γ′
1 + ζ

Ω2 + σ2 + ζ (1 + Ω2 − α2)
(3.34a)

Spout
+

(Ω) = 1 +
γ

γ′
1 + ζ

Ω2 + (σ − 1)2 + ζ (Ω2 − α2)
(3.34b)

où on a posé ζ =
4 Ω2

β2
.

On constate que la quadrature qout+ est toujours comprimée (tandis que pout+ est tou-

jours bruitée) : les phases des champs signal et complémentaire sont anti-corrélées – et

ce d’autant plus qu’on est proche du seuil et que les pertes intra-cavité sont faibles. On

peut également montrer que le bruit de phase de la pompe peut dégrader très rapidement

ces anti-corrélations.

C.3 Aspect quantique sous le seuil d’oscillation

Sous le seuil, les valeurs moyennes des champs signal et complémentaire sont nulles.

Cependant, les champs vides sortants ont des propriétés quantiques intéressantes.

a) Équations linéarisées

Les équations (3.23) sont bien sûr toujours valables ; mais lorsqu’on linéarise, on

tient compte du fait que A1 = A2 = 0. Or, dans les deux premières équations, lors

de la linéarisation, le bruit sur la pompe n’apparâıt plus que multiplié par les valeurs

moyennes des champs signal et complémentaires : il n’apparâıt donc plus du tout. Ce
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résultat est important, car contrairement au cas au-dessus du seuil, les corrélations ne

seront pas dégradées par le bruit sur la pompe. Les équations se réécrivent :
τ

γ′
d δA1

dt
+ δA1 = σ δA∗

2 +

√
2 γ

γ′
δAin1 +

√
2µ

γ′
δBin

1

τ

γ′
d δA2

dt
+ δA2 = σ δA∗

1 +

√
2 γ

γ′
δAin2 +

√
2µ

γ′
δBin

2

(3.35)

Comme précédemment, on utilise la transformée de Fourier pour transformer les

équations différentielles temporelles en équations algébriques fréquentielles. En passant

aux quadratures (cf. équations (3.26)), on obtient des équations sur p− et q+ (cf. équation

(3.28)) : 
(1 + 2 ıΩ + σ) p− −

√
2 γ

γ′
pin− −

√
2µ

γ′
pin−

′ = 0

(1 + 2 ıΩ + σ) q+ −
√

2 γ

γ′
qin+ −

√
2µ

γ′
qin+

′ = 0

(3.36)

Pour calculer les variances des bruits, il suffit d’exprimer les fluctuations sortantes à

l’aide de la relation (3.30).

b) Variances de bruit

Les spectres de bruit sur p− et q+ sont identiques, ce qui transparâıt déjà dans la

symétrie des équations (3.36) :

Spout
−

(Ω) = Sqout
+

(Ω) = 1− γ

γ′
4σ

4 Ω2 + (σ + 1)2
(3.37)

Ainsi les quadratures p− et q+ sont toujours comprimées. La compression de bruit

est d’autant plus forte qu’on est proche du seuil, et – comme c’était le cas au-dessus du

seuil – que les pertes intra-cavité sont faibles. Les champs vides A1 et A2 sont donc des

champs intriqués (corrélés en intensité et anti-corrélés en phase).

Puisqu’on a des champs intriqués symétriques, nous allons nous intéresser aux critères

de Duan et Simon (1.30) et EPR (1.26), et en particulier à leur sensibilité aux pertes.

On constate sur la figure 3.4 que les faisceaux sont toujours inséparables, mais que pour

µ ≥ γ, il n’y a plus de corrélations EPR. Les corrélations EPR sont donc beaucoup plus

sensibles aux pertes que l’intrication.

C.4 Conclusion

L’OPO est un système stable, accordable en fréquence, qui donne naissance à deux

faisceaux dont les intensités sont fortement corrélées et les phases fortement anti-corrélées ;
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(a) Séparabilité (b) Corrélations EPR

Fig. 3.4: Sensibilité aux pertes intra-cavité de la séparabilité et des corrélations EPR. Les pertes
µ sont en unités de γ.

c’est-à-dire des faisceaux intriqués. C’est donc une source idéale pour étudier les pro-

priétés quantiques de la lumière.

Notre dispositif (décrit au chapitre 4) a permis, durant la thèse de Julien Laurat,

de mettre en évidence les corrélations d’intensité : des faisceaux jumeaux ont été gé-

nérés avec une réduction de bruit de 9,5± 0,5 dB (soit 89%) [Laurat et al., 2005c]. Ces

corrélations permettent également de réaliser la préparation conditionnelle d’un état sub-

Poissonnien à 4,4 dB (64%) au-dessous du bruit quantique standard [Laurat et al., 2003,

Laurat et al., 2004b].

Ces excellents résultats ne rendent cependant pas compte de l’autre aspect quantique

des faisceaux signal et complémentaire : leur anti-corrélation en phase. En effet, ces fais-

ceaux sont de fréquences a priori différentes, ce qui interdit par exemple de réaliser

l’opération lame 50/50 décrite au §1.E.2d) pour exploiter cette anti-corrélation.

En outre, on pourrait imaginer ajuster les paramètres expérimentaux de façon à se

placer à dégénérescence en fréquence. Mais les fréquences des champs signal et complé-

mentaire fluctuent sous d’infimes variations des paramètres expérimentaux (température

du cristal, fréquence de pompe, ...). De sorte que même si on parvient à se placer à dé-

générescence, cet état n’est pas stable suffisamment longtemps pour pouvoir réaliser des

mesures de type détection homodyne, dont le principe consiste à faire interférer le champ

avec un champ de référence. Or cette détection est le moyen le plus simple pour mesurer

les fluctuations de phase – ou de toute autre quadrature – d’un champ.

Le groupe de P. Nussenzveig à São Paulo a contourné le problème en utilisant des

cavités désaccordées. Nous allons présenter dans la section suivante la solution “tout-

optique” qui a été mise en œuvre sur notre expérience.
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D OPO auto-verrouillé en phase

D.1 Introduction

Les champs signal et complémentaire sont des champs oscillants dans la cavité. Or

il est bien connu depuis les travaux de Huygens en 1665 que deux oscillateurs couplés

ajustent leur rythme, c’est-à-dire leur phase donc leur fréquence. En outre, il a montré

que cet ajustement se produit à condition que les fréquences soient suffisamment proches,

i.e. situées dans une plage de fréquences dite “plage d’accrochage”. De la même façon, le

principe du dispositif permettant d’atteindre la dégénérescence en fréquence dans l’OPO

consiste à coupler signal et complémentaire.

Le principe du couplage “tout-optique” s’appuie sur le fait que le cristal non linéaire

utilisé est de type II (cf. §B.1c)), de sorte que les faisceaux signal et complémentaire

sont polarisés orthogonalement. On utilise une lame biréfringente placée dans la cavité

de l’OPO (cf. Fig. 3.5), et légèrement tournée par rapport aux polarisations propres du

cristal. La lame est une lame λ/4 pour les champs signal et complémentaire (donc λ/2

après un aller-retour), et elle est λ (donc sans influence) pour la pompe.

Fig. 3.5: Schéma d’un OPO triplement résonnant associé à une lame biréfringente dont les axes
neutres sont tournés d’un angle ρ par rapport à ceux du cristal.

D.2 Propriétés classiques

Nous effectuons ici un traitement simplifié du problème. Le traitement complet a été

fait dans les références [Laurat, 2004, Longchambon, 2003, Longchambon et al., 2004].
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On suppose ainsi que le problème se ramène à des allers-retours dans la cavité, c’est-à-

dire à une cavité en anneau. La lame λ/4 se comporte alors bel et bien comme une lame

λ/2. Dans le cas d’un angle ρ� 1, la matrice de la lame dans le repère {
−→
X,
−→
Y } des axes

du cristal s’écrit : (
A′

1

A′
2

)
= ı eıkn2e

(
1 2 ρ

2 ρ −1

)(
A1

A2

)
(3.38)

où n =
nL + nR

2
est l’indice moyen de la lame biréfringente, avec nL et nR les indices

propres des axes lent (L) et rapide (R). e désigne l’épaisseur de la lame.

Dans la suite on posera :

• δ =
ω0

2 c
(2n e+ 2n `+ 2L)

• n =
n1 + n2

2
l’indice moyen du cristal

• θ =
ω0

2 c
(n2 − n1) `

Les désaccords à résonance au bout d’un tour des modes signal et complémentaire

seront supposés petits. Pour ρ� 1, il s’écrivent :

∆1 = δ − θ +
π

2
et ∆2 = δ + θ − π

2
(3.39)

Ainsi, dans le cas particulier de notre étude, les équations de bouclage pour les champs

dégénérés en fréquence s’écrivent :{
(γ′ − ı∆1)A1 = g A0A

∗
2 + ε0 e

ıθ A2

(γ′ − ı∆2)A2 = g A0A
∗
1 − ε0 e

−ıθ A1
(3.40)

où ε0 = 2 ρ.

On constate qu’on a levé l’invariance par changement de phase, de sorte que (comme

on le souhaitait) la différence de phase des champs signal et complémentaire est désormais

fixée.

Comme dans le cas sans lame, on écrit que la solution des équations (3.40) (accom-

pagnées de leurs conjuguées) est non nulle si et seulement si le déterminant du système

est nul. On aboutit à deux solutions possibles pour la valeur du flux pompe intra-cavité :

N±
0 =

1

g2

[
γ′ 2 + ∆1 ∆2 + ε2

0 ±
√

4 ε2
0 ∆1 ∆2 − γ′ 2(∆1 −∆2)2

]
(3.41)

Ainsi, lorsque la lame est tournée, l’OPO présente deux seuils d’oscillation, et donc deux

régimes de fonctionnement possibles. Seule la solution à seuil bas sera considérée 5. Le

5. L’autre solution est instable, ainsi que la solution non dégénérée en fréquence [Gross, 2003].
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seuil N−
0 est minimal lorsque ∆1 = ∆2.

Alors que les équations de bouclage pour un OPO sans lame imposaient une rela-

tion unique ∆1 = ∆2 entre les déphasages, ceux-ci sont désormais contraints par une

inégalité :

4 ε2
0 ∆1 ∆2 − γ′ 2 (∆1 −∆2)

2 ≥ 0 (3.42)

Cette inégalité définit une zone d’aire non nulle, appelée“zone d’accrochage”, à l’intérieur

de laquelle une oscillation dégénérée en fréquence peut se produire si l’OPO est pompé

au-dessus du seuil N−
0 (3.41). Dans un OPO sans lame, la dégénérescence en fréquence

ne pouvait être qu’accidentelle ; ici le couplage entre les champs permet d’obtenir une

zone de dégénérescence d’extension non nulle. Cette zone est d’autant plus grande que

l’angle de la lame et la puissance de pompe sont importants.

D.3 Propriétés quantiques

Pour simplifier les calculs, on va considérer le cas d’un OPO doublement résonnant

(i.e. résonnant pour le signal et le complémentaire, cf. Fig. 3.6), dont les propriétés sont

très proches de celles d’un OPO triplement résonnant à proximité du seuil, ou à des

fréquences d’analyse du bruit faibles devant la bande passante de la cavité.

Fig. 3.6: Schéma d’un OPO doublement résonnant avec une lame λ/4 dont les axes neutres
sont tournés d’un angle ρ par rapport à ceux du cristal.

On se place au point de seuil minimum, défini par ∆1 = ∆2 = 2 ρ ; ce qui impose

également θ = ψ. On introduit le paramètre c =
2 ρ

γ′
qui mesure la force du couplage

linéaire. Les équations linéarisées autour des valeurs moyennes s’écrivent :

τ

γ′
d δA1

dt
+ (1− ı c) δA1 =

g A0

γ′
δA∗

2 +
g δA0

γ′
A∗

2 + ı c δA2 +

√
2 γ

γ′
δAin1 +

√
2µ

γ′
δBin

1

τ

γ′
d δA2

dt
+ (1− ı c) δA2 =

g A0

γ′
δA∗

1 +
g δA0

γ′
A∗

1 + ı c δA1 +

√
2 γ

γ′
δAin2 +

√
2µ

γ′
δBin

2

δA0 = −g
2

(
A2 δA1 + A1 δA2

)
+ δAin0

(3.43)
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Au-dessus ou au-dessous du seuil d’oscillation, ces équations vont s’écrire différemment,

et les propriétés des champs signal et complémentaire seront différentes.

a) Étude au-dessous du seuil

Les équations (3.43) se simplifient : les valeurs moyennes des champs signal et complé-

mentaire sont nulles (de sorte que les fluctuations de la pompe disparaissent). En outre,

le terme
g A0

γ′
est égal à la puissance pompe, normalisée au seuil de l’OPO, c’est-à-dire

au taux de pompage σ (sous le seuil, σ < 1).

On transforme les équations différentielles en équations algébriques à l’aide de la

transformée de Fourier, et on passe aux fluctuations sur les quadratures p et q (3.26) :

(1 + 2ıΩ) p1 − σ p2 + c (q1 − q2)−
√

2 γ

γ′
pin1 −

√
2µ

γ′
pin1

′ = 0

(1 + 2ıΩ) p2 − σ p1 + c (q2 − q1)−
√

2 γ

γ′
pin2 −

√
2µ

γ′
pin2

′ = 0

(1 + 2ıΩ) q1 + σ q2 + c (p2 − p1)−
√

2 γ

γ′
qin1 −

√
2µ

γ′
qin1

′ = 0

(1 + 2ıΩ) q2 + σ q1 + c (p1 − p2)−
√

2 γ

γ′
qin2 −

√
2µ

γ′
qin2

′ = 0

(3.44)

On écrit les fluctuations des champs en sortie (3.30), et on en déduit les spectres de

bruit sur la somme et la différence des fluctuations.

Les bruits sur la somme des fluctuations sont identiques à ceux de l’OPO sans lame,

et ne dépendent pas du couplage :

Sqout
+

= 1− γ

γ′
4σ

4 Ω2 + (σ + 1)2
(3.45a)

Spout
+

= 1 +
γ

γ′
4σ

4 Ω2 + (σ − 1)2
(3.45b)

Ainsi, la quadrature q+ est toujours comprimée. Les anti-corrélations entre q1 et q2 sont

d’autant plus grandes que la fréquence d’analyse est basse, qu’on est plus proche du

seuil, et qu’il y a moins de pertes.

Les bruits sur la différence des fluctuations dépendent, eux, du couplage :

Spout
−

= 1− γ

γ′
4σ [4 Ω2 − 4 c2 + (σ − 1)2]

16 Ω2 + (4 Ω2 − 4 c2 + σ2 − 1)2
(3.46a)

Sqout
−

= 1 +
γ

γ′
4σ [4 Ω2 − 4 c2 + (σ + 1)2]

16 Ω2 + (4 Ω2 − 4 c2 + σ2 − 1)2
(3.46b)
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Quand le couplage n’est pas trop important (ce qui sera toujours le cas lors des ex-

périences), c’est pout− qui est comprimée. La figure 3.7 illustre la dépendance avec le

couplage, qui se traduit à la fois par une rotation de l’ellipse de bruit de A− par rapport

à celle de A+ et par une perte des corrélations entre A1 et A2
6. L’angle ξ d’inclinaison

de l’ellipse de bruit de A− par rapport à sa position à couplage nul peut être calculé

[Laurat, 2004, Laurat et al., 2005a] :

tan(2 ξ) =
4 c

4 Ω2 − 4 c2 + σ2 + 1
(3.47)

Fig. 3.7: Représentation de Fresnel des ellipses de bruit des modes A+ et A−, sous le seuil,
lorsque l’angle de la lame augmente. En l’absence de couplage, la compression de bruit est
obtenue suivant des quadratures orthogonales. En présence d’un couplage, l’ellipse de bruit du
mode A− tourne et la compression est réduite ; tandis que le mode A+ n’est pas affecté. La
figure de droite correspond à un couplage c relativement important, mais à un angle ρ qui reste
faible.

b) Étude au-dessus du seuil

Au-dessus du seuil, les fluctuations de la pompe ne disparaissent plus. En outre, la

valeur de A0 est fixée à la valeur seuil quel que soit le taux de pompage :
g A0

γ′
= 1 et

|Aj|2 =
2 γ′

g2
(σ − 1). Les équations sur les quadratures après avoir effectué la transformée

6. Les spectres de bruit sur A1 et A2 n’ont pas été calculés explicitement ici. On peut cependant en donner les

caractéristiques essentielles. En l’absence de lame, ce sont des faisceaux bruités et symétriques. En présence de

couplage, les fluctuations sont dissymétriques ; et pour un grand couplage, les faisceaux peuvent être comprimés.

[Laurat, 2004]
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de Fourier deviennent :

(σ + 2ıΩ) p1 + (σ − 2) p2 + c (q1 − q2)−
√

2 γ′ (σ − 1)

γ′
pin0 −

√
2 γ

γ′
pin1 −

√
2µ

γ′
pin1

′ = 0

(σ + 2ıΩ) p2 + (σ − 2) p1 + c (q2 − q1)−
√

2 γ′ (σ − 1)

γ′
pin0 −

√
2 γ

γ′
pin2 −

√
2µ

γ′
pin2

′ = 0

(σ + 2ıΩ) q1 + σ q2 + c (p2 − p1)−
√

2 γ′ (σ − 1)

γ′
qin0 −

√
2 γ

γ′
qin1 −

√
2µ

γ′
qin1

′ = 0

(σ + 2ıΩ) q2 + σ q1 + c (p1 − p2)−
√

2 γ′ (σ − 1)

γ′
qin0 −

√
2 γ

γ′
qin2 −

√
2µ

γ′
qin2

′ = 0

(3.48)

Comme précédemment, les spectres de bruit sur la somme des fluctuations ne sont

pas affectés par le couplage. En supposant que le bruit du faisceau pompe est égal au

bruit quantique standard, on obtient :

Sqout
+

= 1− γ

γ′
1

Ω2 + σ2
(3.49a)

Spout
+

= 1 +
γ

γ′
1

Ω2 + (σ − 1)2
(3.49b)

Ainsi, le mode A+, de valeur moyenne non nulle puisqu’on se trouve au-dessus du seuil,

est comprimé en phase.

Le bruit sur la différence des fluctuations dépend du couplage :

Spout
−

= 1− γ

γ′
Ω2 − c2

Ω2 + (Ω2 − c2)2
(3.50a)

Sqout
−

= 1 +
γ

γ′
Ω2 + 1− c2

Ω2 + (Ω2 − c2)2
(3.50b)

On retrouve le même comportement qu’au-dessous du seuil : la quadrature corrélée

tourne avec le couplage, et la corrélation diminue à mesure (cf. Fig 3.8). Notons également

que le taux de pompage n’apparâıt plus. Il n’apparâıt de ce fait pas non plus dans la

valeur de l’angle d’inclinaison de l’ellipse :

tan(2 ξ) =
2 c

2 Ω2 − 2 c2 + 1
(3.51)

Les comportements au-dessus et au-dessous du seuil sont identiques quantitativement

dans la limite σ → 1 sous le seuil : le passage au-dessus du seuil ne doit donc pas modifier

de façon sensible le comportement du système.
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Fig. 3.8: Représentation de Fresnel des ellipses de bruit des modes A+ et A−, au-dessus du
seuil, lorsque l’angle de la lame augmente. Le comportement est le même que sous le seuil.

E Conclusion

L’insertion d’une lame d’onde dans la cavité d’un OPO de type II permet de résoudre

élégamment, et sans que le système perde en stabilité, le problème de la non dégéné-

rescence fréquentielle des faisceaux signal et complémentaire. On introduit en outre un

nouveau paramètre, qui est la force du couplage induit par la lame. Ce paramètre influe

sur la corrélation entre les deux modes. Les quadratures des deux modes qui sont corré-

lées dépendent également de ce couplage.

En l’absence de bruit sur la pompe, le système doit générer des faisceaux corré-

lés en intensité et anti-corrélés en phase ; un bon choix des paramètres expérimentaux

(limitation des pertes, travail à proximité du seuil, analyse du bruit à une fréquence

faible devant la bande passante de la cavité) doivent permettre de vérifier le critère de

corrélations EPR.
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Partie II

Génération et caractérisation de faisceaux fortement

intriqués
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D Détection et contrôle des fréquences signal et complémentaire . . 90

D.1 Problème de l’accord de phase dans le cas de l’OPO semi-monolithique 90

D.2 Estimation de la température d’accord de phase . . . . . . . . . . . . 92
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A Introduction

Ce chapitre présente l’ensemble des éléments du dispositif expérimental de cette thèse,

ainsi que les diverses techniques employées. Le schéma complet de l’expérience est re-

présenté figure 4.1. On peut y distinguer différentes parties qui seront successivement

abordées au cours de ce chapitre :

– la génération du faisceau pompe et du faisceau oscillateur local,

– au cœur du dispositif : l’OPO auto-verrouillé en phase,

– un bloc permettant de détecter l’écart en fréquence des faisceaux signal et complé-

mentaire,

– un bloc permettant d’analyser les propriétés quantiques de ces faisceaux.
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Fig. 4.1: Schéma du dispositif expérimental

B Faisceau pompe et oscillateur local

B.1 Laser

a) Principales caractéristiques

Le faisceau de pompe de l’OPO et l’oscillateur local sont générés par le même laser. Il

s’agit d’un laser commercial “Diabolo”, de la société allemande Innolight. Laser Nd :YAG

continu, doublé en fréquence, il possède la particularité de posséder deux sorties cohé-

rentes (cf. Fig. 4.2) : une sortie infrarouge à 1064 nm de 250mW de puissance et une

sortie doublée en fréquence, à 532 nm, de puissance 500mW. Ceci permet de disposer

d’un faisceau pompe pour l’OPO à 532 nm, et d’un faisceau – l’oscillateur local – à la

même fréquence que signal et complémentaire, qui permettra de les caractériser par la

technique interférentielle de la détection homodyne.

Le laser Nd :YAG est pompé par des diodes laser à 808 nm ; sa cavité est mono-

lithique, en anneau et non planaire. La largeur de raie est de 1 kHz sur 100ms, et la

longueur de cohérence dépasse le kilomètre.

On prélève environ 250mW du faisceau infrarouge pour la sortie correspondante

du laser ; le reste est envoyé dans une cavité de doublage semi-monolithique, contenant

un cristal de Niobate de Lithium. La cavité est asservie à résonance par la méthode
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Fig. 4.2: Laser “Diabolo” à deux sorties

Pound-Drever-Hall (cf. §C.2), grâce à une modulation de phase à 12MHz produite par

un modulateur électro-optique en sortie de la cavité laser. Cette modulation sera utilisée

pour d’autres asservissements dans l’expérience.

La polarisation du faisceau vert est légèrement elliptique (5 %) ; une lame λ/4 en

sortie du laser (non représentée sur la figure 4.1) permet de corriger cette ellipticité à

0,5 %.

Outre l’aspect très intéressant de la double sortie, ce laser commercial présente l’avan-

tage d’être particulièrement stable et simple d’emploi, et d’être accordable en fréquence.

Afin de protéger le laser des rétro-réflexions parasites, un isolateur optique a été placé

sur le trajet de la pompe (faisceau de longueur d’onde 532 nm).

b) Accordabilité en fréquence

Il est très important, pour la recherche de la dégénérescence en fréquence de l’OPO

(cf. §D), que le laser soit accordable sur une large gamme de fréquences.

Ici, le cristal de Nd :YAG est intercalé entre un élément Peltier, qui permet de contrô-

ler sa température, et un élément piézo-électrique, agissant sur le cristal par contrainte

mécanique. La fréquence émise est modifiée à l’aide de ces deux éléments : lentement

en changeant la température, plus rapidement en appliquant une tension sur l’élément

piézo-électrique.

La température du cristal influe sur sa longueur optique, et par conséquent sur la

fréquence de résonance dans la cavité. Cette méthode de contrôle, relativement lente,

permet de parcourir une gamme de fréquences correspondant à plusieurs fois l’intervalle

spectral libre de la cavité laser.

Le déplacement en fréquence n’est pas monotone : la fréquence varie linéairement

avant qu’un saut de mode ne se produise. Lorsqu’on diminue ainsi la fréquence (en aug-

mentant la température), la nouvelle fréquence après le saut est supérieure à celle qu’on

avait avant le saut, car les plages continues se recouvrent partiellement. Bien qu’il ne

résulte pas d’un souhait du constructeur, ce comportement – illustré sur la figure 4.3



80 4. Dispositif expérimental

– est très confortable car il permet d’être certain d’avoir accès à toute la gamme de

fréquences.

L’accordabilité obtenue est, pour le faisceau vert, de −6GHz .K−1 sur les plages

continues, et de −3GHz .K−1 en tendant compte des sauts de mode. La plage totale de

fréquences accessibles est d’environ 100GHz. Au-dessous de 25◦C et au-dessus de 45◦C,

la stabilité du laser est moins bonne et la puissance plus faible.

Fig. 4.3: Plages d’accord en fréquence en fonction de la température pour le laser “Diabolo”.
(source : Innolight)

La tension appliquée à l’élément piézo-électrique autorise un accord sur une plage de

fréquences beaucoup plus petite. En effet, la contrainte mécanique permet, tout comme

la température, de modifier la longueur optique de la cavité, mais beaucoup plus faible-

ment : seule une fraction de l’intervalle spectral libre est ainsi balayée. L’accord en fré-

quence du faisceau vert est de l’ordre de 2MHz .V −1 pour une plage totale de ±200MHz.

Cependant, cette méthode présente un avantage par rapport au contrôle de la tempé-

rature : elle est relativement rapide (jusque 50 voire 100 kHz ), et peut être utilisée, par

exemple, pour asservir la fréquence du laser sur une cavité de référence, ou tout autre

signal d’erreur qui dépend de cette fréquence.

B.2 Cavité de filtrage sur le faisceau infrarouge

a) Intérêt et aspects théoriques

Un laser présente, à basse fréquence d’analyse, un important bruit technique dû aux

perturbations acoustiques, thermiques ou électriques, ainsi qu’un excès de bruit d’origine

fondamentale à la fréquence de l’oscillation de relaxation. Les lasers solides pompés par

diode sont actuellement parmi les sources les moins bruyantes. Pour autant, les sources
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de bruit restent présentes, et empêchent le bruit du faisceau d’être limité par le bruit

quantique standard avant une fréquence de l’ordre de 15MHz. C’est le cas de notre laser,

pour lequel une forte oscillation de relaxation se produit vers 1MHz. Sur la figure 4.4,

on peut voir que l’excès de bruit d’intensité par rapport au bruit quantique standard

dépasse 35 dB autour de 1MHz. Cet excès de bruit sur l’oscillateur local est gênant

lorsqu’on souhaite mesurer des faisceaux intenses à l’aide d’une détection homodyne

(cf. §E.2).

Fig. 4.4: Puissance de bruit d’intensité normalisée au bruit quantique standard d’une fraction
du faisceau infrarouge (5mW ).

Il existe plusieurs solutions pour réduire le bruit de l’oscillateur local, la première

consistant à rétroagir sur le laser, via les diodes laser de pompe par exemple. Notre laser

ne dispose pas d’un tel système appelé “mangeur de bruit”. Toutefois, cette technique

diminue fortement le bruit lié à l’oscillation de relaxation, mais ne ramène en aucun cas

le faisceau au niveau du bruit quantique standard.

La seule solution efficace consiste à filtrer le faisceau à l’aide d’une cavité de faible

bande passante, dite “cavité de filtrage”. Asservie à résonance, elle se comporte comme

un filtre passe-bas en transmission, et réfléchit ainsi en grande partie les composantes

dont la fréquence est plus élevée que sa bande passante.

La cavité de filtrage que nous utilisons (cf. Fig. 4.5) est une cavité triangulaire (ce

qui évite les retours vers le laser). Les transmissions des trois miroirs sont supposées

petites, et sont notées respectivement T1 et T2 pour les miroirs d’entrée et de sortie, et

T3 pour le miroir de fond.

La finesse F, l’intervalle spectral libre I et la bande passante ∆ d’une cavité de
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Fig. 4.5: Cavité de filtrage triangulaire mise en place sur l’infrarouge.

longueur L ont pour expression (les valeurs expérimentales sont données au §c)) :

F =
2π

T1 + T2 + T3

(4.1a)

I =
c

L
(4.1b)

∆ =
I

F
=
c (T1 + T2 + T3)

2π L
(4.1c)

La bande passante de la cavité est donc d’autant plus petite que la cavité est longue et

de grande finesse.

Il est également important que la transmission totale de la cavité soit grande, afin

de limiter les pertes de puissance. Dans le cas d’une cavité de finesse élevée, elle s’écrit

à résonance :

T =
4T1 T2

(T1 + T2 + T3)2
(4.2)

On peut avoir T ' 1 en choisissant T1 = T2, et T3 la plus faible possible. Dans le

cas des cavités de très grande finesse, cette dernière condition est difficile à satisfaire :

tous les miroirs étant nécessairement de transmission faible, il est difficile d’avoir T3 �
T1, T2 (si les trois transmissions sont égales, la transmission totale est limitée à 44 %,

ce qui est nettement insuffisant). Il est donc nécessaire d’avoir de très bons traitements

réfléchissants.

b) Asservissement de la cavité : “tilt-locking”

Comme pour tout asservissement, il s’agit d’obtenir un signal d’erreur et de rétroagir

sur le paramètre qu’on souhaite asservir. Pour asservir une cavité, un signal d’erreur

exploitable est un signal qui renseigne sur la longueur de la cavité : il doit être propor-

tionnel à l’écart à résonance, et changer de signe au niveau de cette dernière. Un signal

d’erreur typique a la forme d’une courbe de dispersion centrée sur la résonance.

Le signal d’erreur est ensuite envoyé sur un correcteur PI (gain Proportionnel et Inté-

grateur), puis sur la cale piézo-électrique qui permet de contrôler la longueur de la cavité.
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Les gains et les constantes de temps sont finement ajustés pour assurer la stabilité de

la boucle de rétroaction. De manière générale, le gain doit diminuer quand la fréquence

augmente, et le déphasage être inférieur à π pour la fréquence à laquelle le gain vaut 1.

Cette fréquence est habituellement limitée à une dizaine de kHz. Elle sera d’autant plus

grande que le substrat du miroir sera léger, et que la cale sera fixée sur un composant

massif servant de contre-poids.

Il existe plusieurs méthodes pour obtenir le signal d’erreur, connues sous leurs noms

anglo-saxons, ou sous le nom de leurs inventeurs : “dither and lock”, “Pound-Drever-

Hall”, “Hänsch-Couillaud”, “tilt-locking”, ... Nous allons aborder la dernière dans cette

partie, et “Pound-Drever-Hall” un peu plus loin (cf. §C.2).

La méthode dite du “tilt-locking” (“asservissement par inclinaison”) a été introduite

en 1999 [Shaddock et al., 1999, Shaddock, 2000]. Très simple et très efficace, elle repose

sur l’interférence du champ moyen et d’une référence de phase directement réfléchie par

la cavité. Cette référence de phase est donnée par un mode transverse d’ordre supérieur

et non résonnant.

Le faisceau incident est légèrement désaligné, de façon à faire coexister le mode fon-

damental TEM00 et le mode TEM01. Ce dernier mode ne résonne pas simultanément

avec le mode TEM00, il sera donc totalement réfléchi lorsque le mode TEM00 sera ré-

sonnant. L’interférence des deux modes réfléchis est détectée à l’aide d’une photodiode

à 2 zones dont les courants sont soustraits ; chacun correspondant à un lobe du mode

TEM01 (cf. Fig. 4.6).

Fig. 4.6: Asservissement de la cavité de filtrage sur l’infrarouge par la méthode du“tilt-locking”.
A droite : puissance transmise (en noir) et signal d’erreur expérimental (en rouge) lorsque la
cavité est balayée.

Qu’en est-il de l’interférence de ces deux modes en fonctions de la longueur de la

cavité ? Alors que le mode fondamental a une phase uniforme, les deux parties du mode

TEM01 sont déphasées de π l’une par rapport à l’autre. À résonance pour le mode fonda-

mental, les deux parties du mode TEM01 sont déphasées de ±π/2 par rapport au mode

fondamental : les amplitudes sur chaque moitié du détecteur sont complexes conjuguées,

et la différence des photocourants s’annule. Autour de la résonance, la phase du mode



84 4. Dispositif expérimental

fondamental varie rapidement de π ; de sorte que pour un désaccord donné, la phase du

mode fondamental est modifiée, tandis que celle du mode TEM01 reste inchangée. Le dé-

phasage devient supérieur à π/2 pour un des éléments et plus petit que π/2 pour l’autre,

la configuration s’inversant de l’autre côté de la résonance. Ces déphasages différents ont

pour effet de dissymétriser les amplitudes résultantes : la différence des photocourants

ne s’annule plus. À proximité de la résonance, elle dépend linéairement du désaccord.

De manière équivalente, un signal d’erreur de signe opposé est obtenu à proximité de la

résonance du mode TEM01.

Le désalignement nécessaire pour obtenir un signal d’erreur exploitable est très léger :

de l’ordre de 1 % de la puissance du mode fondamental transféré dans le mode TEM01

suffit.

Cette méthode est très simple à mettre en œuvre. En outre, elle est peu coûteuse,

puisqu’elle ne nécessite qu’une photodiode à 2 éléments. Nous avons ici utilisé une pho-

todiode à 4 quadrants, dont les éléments sont reliés par paires et sommés afin d’obtenir

deux éléments verticaux. La cavité peut rester asservie une journée durant. Par ailleurs,

le réglage du signal d’erreur est très stable (à condition que la direction du laser soit

elle-même stable !) : sur six mois d’utilisation, il n’est pas nécessaire de réaligner la ca-

vité.

Il faut cependant noter que cette méthode n’est intéressante que pour une cavité ne

nécessitant pas (pour d’autres raisons) de réalignements fréquents. C’est pourquoi elle

n’a pas été utilisée pour l’OPO. Elle est en outre plus difficile à mettre en œuvre pour

une cavité linéaire.

c) Caractéristiques expérimentales

Sur notre expérience, les trois miroirs sont liés rigidement à un bloc d’Invar, afin de

limiter les fluctuations de longueur dues aux changements de température de la pièce.

La lumière se propage à l’intérieur du bloc d’Invar évidé : cette configuration compacte,

massive et close permet une grande stabilité mécanique. Afin d’isoler encore davantage

la cavité – mécaniquement et thermiquement –, le support en Invar est placé sur une

plaque de caoutchouc amortisseur et l’ensemble est enfermé dans une bôıte en Plexiglas.

La longueur optique est de l’ordre de 40 cm. Les miroirs d’entrée et de sortie sont des

miroirs plans, et le miroir de fond est un miroir convexe de rayon de courbure ρ = 1m.

Étant donnée la configuration triangulaire qui implique des incidences obliques (42◦), la

finesse dépend fortement de la polarisation. Pour la polarisation 1 s, la plus résonnante,

les transmissions annoncées par le fabricant sont T1 = T2 = 770 ppm et T3 = 100 ppm.

Ces valeurs conduisent à une finesse théorique de 4200 et une transmission de 88 %.

Expérimentalement (cf. Fig. 4.7), la finesse est de l’ordre de 200 pour la polarisation p

et de 3000 pour la polarisation s (avec une transmission pour cette dernière atteignant

1. Le repère naturel pour la description des ondes lumineuses transversales réfléchies sont les directions

parallèle (p) et perpendiculaire (s, de l’allemand “senkrecht”) au plan d’incidence.
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80 %).

Fig. 4.7: Courbe de transmission obtenue en balayant la cavité de filtrage sur l’infrarouge, pour
la polarisation s (à gauche) et la polarisation p (à droite).

Avec une finesse de 3000 et une longueur de 40 cm, la bande passante est théorique-

ment de 250 kHz. La figure 4.8 montre l’efficacité du dispositif : le bruit d’intensité de

l’oscillateur local est limité au bruit quantique standard à partir de 3MHz.

La cavité de filtrage épure également le profil transverse du faisceau, puisqu’elle est

asservie sur son mode fondamental TEM00. Ceci permet d’améliorer la visibilité des dé-

tections homodynes. En effet, une mauvaise superposition spatiale des modes sur une

détection homodyne s’apparente à des pertes (puisque la visibilité des interférences n’est

pas maximale), ce qui conduit à une dégradation des effets quantiques mesurés. Cepen-

dant, dans le cas de notre laser, le profil transverse est déjà très bon avant même la

cavité, comme en témoigne l’amplitude très faible des pics secondaires sur la figure 4.7.

De ce fait, la visibilité des détections homodynes n’est que très légèrement améliorée (1

à 2 %) par la présence de la cavité de filtrage.

Fig. 4.8: Puissance de bruit d’intensité normalisée au bruit quantique standard d’une fraction
du faisceau infrarouge (5mW ), avant (bleu foncé) et après (bleu clair) la cavité de filtrage.
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C OPO auto-verrouillé en phase

C.1 Description du dispositif

Une photographie de l’OPO est présentée figure 4.9.

a) Cristal et miroirs

Le cristal utilisé (non visible sur la photographie car enfermé dans un four en cuivre)

est un cristal de KTP (Potassium Titanyl Phosphate KTiOPO4), de dimensions 10×3×
3mm3. Le KTP a été choisi pour ses caractéristiques intéressantes : fort coefficient non

linéaire, faible absorption dans l’infrarouge, accord de phase à température ambiante.

Une étude comparative assez complète des différents cristaux de KTP disponibles sur le

marché a été menée au cours de la thèse de Julien Laurat [Laurat, 2004], soulignant entre

autres le principal problème posé par ces cristaux : le phénomène de “gray-tracking”. Dû

à l’infra-rouge, ce phénomène de vieillissement des cristaux de KTP (encore très mal

compris) se traduit par une augmentation du seuil d’oscillation, au bout de quelques

minutes à quelques heures selon le fabricant et la qualité des cristaux 2. Ceci amène à

devoir changer très souvent de point de focalisation de la pompe.

Fig. 4.9: OPO semi-monolithique auto-verrouillé en phase.

Afin de réduire les pertes aux interfaces – qui limitent l’efficacité de conversion et les

effets quantiques – et d’obtenir une plus grande stabilité, une structure linéaire semi-

monolithique a été choisie. Le miroir d’entrée est directement déposé sur une des faces du

2. Certains fabricants proposent des cristaux dans lesquels ce phénomène est réduit : de tels cristaux sont

essentiels pour obtenir des mesures quantiques de bonne qualité. En effet, non seulement les cristaux“ordinaires”

vieillissent en général trop vite pour que les réglages préliminaires aux expériences puissent être menés à leur

termes, mais encore lorsqu’il est possible d’effectuer des mesures, les performances constatées – en terme de

quantité d’intrication par exemple – sont moins bonnes.
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cristal de KTP. Cette configuration présente cependant un inconvénient : l’angle entre

le faisceau pompe et le cristal est fixé, ce qui pose parfois problème (cf. §D.1). Ce miroir

plan est hautement réfléchissant pour l’infrarouge, et le coefficient de réflexion est de

95 % pour la pompe.

Le miroir de fond est un miroir sphérique convexe, de rayon de courbure 33mm. Il est

traité de façon à être hautement réfléchissant pour la pompe. La finesse infrarouge peut

être modifiée en changeant ce miroir ; nous n’avons utilisé durant cette thèse qu’un miroir,

de transmission 5 %. Le miroir de sortie est fixé sur une céramique piézo-électrique, qui

permet de contrôler finement la longueur de la cavité.

Ces données sont résumées dans le tableau 4.1.

Tab. 4.1: Propriétés en réflexion des traitements des miroirs de la cavité de l’OPO.

Entrée (plan) Anti-reflet Sortie (ρ = 38mm)
532nm 95 % 0,5 % < 0,1 %
1064nm < 0,1 % 0,1 % 95 %

Le cristal est inséré dans un four en cuivre, muni d’un module Peltier et d’une ther-

mistance. Une boucle d’asservissement permet de contrôler très finement la température

du cristal – ce qui est crucial pour atteindre la dégénérescence en fréquence. Il est impor-

tant que la thermistance soit à la fois proche du cristal et en très bon contact thermique

avec le cuivre qui l’entoure. Ce contact est amélioré – temps de réponse de l’asservis-

sement en température diminué de plus de 30 % – grâce à une pâte thermique (“Arctic

Silver”, à base d’argent).

Une seconde thermistance de test, extérieure à la boucle de régulation, a permis de

montrer qu’il était possible de modifier la température par pas de 0,5mK sans oscillation,

et que la stabilité sur 10min était supérieure au mK.

b) Lame biréfringente

La lame est montée dans un support motorisé permettant un contrôle fin en rotation

par pas de l’ordre de 0,01◦ (New Focus Model 8401 et Tiny Pico-Motor). Cependant,

l’actuateur piézo-électrique utilisé n’assure pas une répétabilité excellente : après 10 pas

dans un sens, 10 pas dans le sens inverse ne ramènent pas de façon précise à l’angle de

départ.

L’ensemble des éléments est lié à un bloc massif de Dural. Le four et la lame sont

fixés rigidement au bloc et ne disposent d’aucun réglage en position. La monture du

miroir de sortie dispose des réglages usuels en rotation par butées différentielles, et elle

est montée sur des platines en translation XY Z.

Afin de limiter vibrations acoustiques et transferts thermiques, l’OPO est placé sous
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une bôıte de Plexiglas. Une plaque de caoutchouc amortisseur est également insérée entre

le socle de l’OPO et la table optique, qui est elle-même montée sur coussins d’air.

c) Injection de la pompe et adaptation des modes

Injection de la pompe

Ainsi qu’on l’a déjà mentionné précédemment, on a placé sur le trajet de la pompe un

isolateur optique Conoptics qui permet d’éliminer les rétro-réflexions vers le laser (5 %

de pertes à l’injection et 37 dB d’isolation). Cet isolateur a un second avantage sur lequel

nous reviendrons : il permet d’avoir accès au faisceau réfléchi par la cavité de l’OPO, ce

qui permet d’asservir la cavité sur la pompe en réflexion.

Dans le but de limiter les causes possibles de vibrations, qui constituent le facteur

limitant pour la stabilité de l’OPO, on a choisi de minimiser le nombre d’éléments op-

tiques. On utilise ainsi, pour adapter le mode pompe au mode de l’OPO, une seule

lentille de focale 150mm. Cette lentille est montée dans un support trois axes (Newport

LP-1A-XYZ), permettant un réglage très fin en position, assurant une grande stabilité.

L’adaptation obtenue est de l’ordre de 99 %, comme le montre la figure 4.10.

Réglage de l’injection

Le réglage est facilité par la structure semi-monolithique. Les deux miroirs d’injection

permettent de choisir un point de focalisation sur le cristal, et d’assurer une incidence

normale (le faisceau incident et le faisceau réfléchi doivent être colinéaires). Avec la ca-

vité en balayage, les réglages transversaux en translation du miroir de fond permettent

d’obtenir en sortie une tache unique. Ces étapes préliminaires sont réalisées à l’œil, et

permettent d’obtenir un réglage presque parfait. En visualisant à l’oscilloscope le signal

de réflexion ou de transmission de la cavité de l’OPO, il est ensuite possible d’optimiser

l’adaptation du mode d’entrée et du mode de cavité à l’aide des butées différentielles

du miroir de sortie, ou des réglages très fin de la lentille d’injection. Ce réglage n’a pas

besoin d’être repris plus souvent qu’une fois par semaine.

Longueur de la cavité

[Boyd et Kleinman, 1968] ont montré que, afin de maximiser la conversion paramé-

trique et de réduire le seuil d’oscillation, la focalisation du faisceau pompe doit être

adaptée à la longueur du cristal. Trop forte, le faisceau divergerait rapidement ; trop

faible, l’effet non linéaire ne serait pas assez important. En première approximation, il

faut donc un faisceau dont la longueur de Rayleigh ZR soit du même ordre de grandeur

que la longueur L du cristal. Le calcul de la longueur de la cavité de l’OPO telle que

la focalisation est optimale a été mené dans [Laurat, 2004]. Le résultat, étant donné le

rayon du miroir de sortie (R = 38mm), est très proche de la limite de stabilité : la cavité

devrait avoir une longueur de 37, 9mm, la limite de stabilité étant R. En pratique, le

seuil est minimal pour une longueur sensiblement plus faible (de l’ordre de 33mm). Cet

écart est sans doute dû au phénomène de “walk-off”, qui n’a pas été pris en compte dans
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cette étude [Huard, 1993, Suret, 2000]. Afin de régler expérimentalement la longueur de

la cavité, on peut ainsi s’appuyer sur la valeur du seuil.

C.2 Asservissement de la cavité : “Pound-Drever-Hall”

La cavité de l’OPO est asservie par la méthode dite “Pound-Drever-Hall” (PDH)

[Drever et al., 1983]. Plus ancienne que la méthode du “tilt-locking”, c’est aussi la plus

répandue. Elle présente cependant l’inconvénient d’être plus coûteuse, puisqu’elle né-

cessite un générateur fonctionnant à quelques dizaines de MHz, un modulateur électro-

optique et une détection synchrone.

L’idée consiste à moduler la fréquence du laser à une fréquence plus grande que la

bande passante, de façon que la modulation puisse être détectée en réflexion. Ceci a

plusieurs avantages : on peut utiliser une bande passante assez large pour l’électronique

de rétroaction ; par rapport à une détection en transmission on s’affranchit du retard lié

au passage à travers la cavité. En outre, on n’est pas sensible au bruit à basse fréquence

qui n’est pas réfléchi par la cavité.

On exploite ainsi le battement entre le champ moyen et les bandes latérales obtenues

par modulation de phase. Les bandes latérales (réfléchies au moins partiellement par la

cavité) fournissent une référence de phase. Le faisceau détecté est ensuite démodulé à la

fréquence de modulation.

Si la cavité est à résonance, la lumière réfléchie reste modulée uniquement en phase.

Le signal démodulé est donc nul, puisque les deux bandes latérales se compensent. Hors

résonance, les bandes latérales subissent un déphasage différent : il n’y a plus compen-

sation et une modulation d’amplitude sera détectée. Le signal d’erreur a ainsi une forme

typique (cf. Fig. 4.10).

Dans la plupart des expériences utilisant un OPO, la longueur de la cavité est asservie

sur l’intensité de l’infra-rouge émis. Dans notre cas, seule la pompe est asservie à réso-

nance. On utilise la modulation à 12MHz présente dans le faisceau laser (cf. §B.1a)) :

il n’a pas été nécessaire d’ajouter un autre modulateur. L’OPO peut ainsi rester asservi

sur la résonance pompe pendant plusieurs heures.

Dans le cas d’un OPO triplement résonnant au-dessus du seuil, l’asservissement sur

la résonance pompe ne garantit pas l’émission de faisceaux infra-rouges. En effet, l’infra-

rouge n’est émis que lorsque les longueurs pour lesquelles les champs signal et complé-

mentaire sont simultanément résonnants sont compatibles avec la condition de résonance

pompe [Debuisschert et al., 1993]. Ce phénomène est particulièrement accentué à proxi-

mité du seuil, et nécessite un ajustement très fin de la température du cristal.

La grande stabilité de notre asservissement en température permet d’obtenir des

faisceaux signal et complémentaire stables pendant plus d’une heure.
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Fig. 4.10: Asservissement de l’OPO par la méthode de “Pound-Drever-Hall”. Le modulateur
électro-optique est dans notre cas inclus dans le laser. À droite : lumière réfléchie éjectée par
l’isolateur optique (bleu foncé) et signal d’erreur (bleu ciel).

D Détection et contrôle des fréquences signal et

complémentaire

On a vu au §3.D.2 qu’en présence de la lame, il apparâıt une “zone d’accrochage”,

d’étendue non nulle, au sein de laquelle faisceaux signal et complémentaire sont ver-

rouillés à la même fréquence. Une des difficultés majeures de cette expérience consiste à

détecter la position de cette zone dans l’espace des paramètres expérimentaux qui mo-

difient les fréquences ν1 et ν2, puis à l’atteindre.

Nous disposons pour cela de trois outils d’analyse de la fréquence des faisceaux si-

gnal et complémentaire, qui sont présentés sur la figure 4.11 et dont nous allons détailler

l’utilisation dans la suite de cette section :

– un spectromètre qui sépare les deux faisceaux en fonction de leur fréquence (réso-

lution : 50GHz )

– une cavité Fabry-Pérot en balayage qui agit de même avec une résolution plus fine

(5MHz ), mais qui pose des problèmes de repliement du spectre

– une photodiode rapide reliée à un analyseur de spectre, qui détecte directement le

battement entre les deux faisceaux (résolution : 100 kHz )

À tout moment au cours de l’expérience, grâce à un miroir mobile, on peut choisir

d’envoyer les faisceaux signal et complémentaire soit vers le bloc d’analyse en fréquence,

soit vers le bloc de détection des propriétés quantiques (cf. Fig. 4.1).

D.1 Problème de l’accord de phase dans le cas de l’OPO

semi-monolithique

L’accord de phase des faisceaux est déterminé par la température du cristal, la fré-

quence de pompe, et la direction de propagation des faisceaux dans le cristal.

La fréquence de la pompe peut être modifiée – comme on l’a vu au §B.1b) – en jouant

sur la température du cristal du laser ; cette température peut être comprise entre 25◦C
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Fig. 4.11: Schéma du bloc d’analyse de la fréquence des faisceaux signal et complémentaire.
Une partie des faisceaux est envoyée sur une photodiode rapide reliée à un analyseur de spectre.
L’autre partie des faisceaux, grâce à un miroir mobile, peut être envoyée soit dans un spectro-
mètre, soit dans une cavité Fabry-Pérot.

et 45◦C.

Pour des raisons de simplicité expérimentale (nous ne souhaitons pas alourdir le dis-

positif en utilisant un cryostat, ni même en devant travailler sous azote pour éviter la

condensation), il est nécessaire que la température du cristal de l’OPO reste au-dessus

du point de rosée dans la pièce. Il est également souhaitable de ne pas trop le chauffer,

en particulier pour éviter les courants de convection au sein de l’enceinte en Plexiglas,

qui perturberaient la stabilité du dispositif. Une température de travail idéale se situe

autour de 35◦C.

Dans les OPO usuels, il est possible de choisir la température du cristal à laquelle

on souhaite travailler en modifiant la direction de propagation des faisceaux : il suffit

de tourner légèrement le cristal, afin de réorienter les plans cristallins par rapport aux

faisceaux pour changer la condition d’accord de phase. Mais du fait de la géométrie semi-

monolithique de notre cavité, ceci n’est pas possible : les faisceaux sont nécessairement

orthogonaux à la face d’entrée du cristal. Un angle de coupe précis du cristal par rapport

aux plans cristallins devrait permettre de contourner le problème ; malheureusement les

fabricants ne peuvent garantir la précision de cet angle de coupe à mieux que 0, 5◦, ce

qui se traduit – pour la même spécification de température d’accord de phase autour de

35◦C – par des températures de dégénérescence très diverses, pouvant aller de 10◦C à

80◦C pour les cristaux testés au cours de cette thèse. On constate ainsi que la structure

semi-monolithique, garante de stabilité, peut également s’avérer handicapante par rap-

port à la température de dégénérescence.

En pratique, les cristaux pour lesquels la température de dégénérescence est infé-
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rieure à 25◦C sont inutilisables. Les autres peuvent être utilisés ; ceux pour lesquels la

température est trop élevée posant parfois quelques problèmes de stabilité du fait des

courants de convection évoqués plus haut. Au cours de cette thèse, deux cristaux parmi

ceux testés ont permis de fournir les résultats : le premier avait une température d’accord

de phase d’environ 45◦C, le second d’environ 70◦C.

D.2 Estimation de la température d’accord de phase

La première étape de la recherche de la dégénérescence en fréquence consiste à esti-

mer, à quelques dixièmes de degrés près, la position de la zone de dégénérescence. Pour

ce faire, on utilise le spectromètre, dont la résolution est de 0,2 nm. Afin d’avoir par

la suite une amplitude maximale de choix pour ce paramètre, on fixe la température

du cristal de doublage du laser au centre de la gamme accessible, soit environ 35◦C.

On mesure ensuite l’écart en fréquence entre signal et complémentaire pour différentes

températures de cristal de l’OPO.

Comme détaillé dans [Laurat, 2004], la présence de la lame dans la cavité modifie la

température de dégénérescence ; elle l’abaisse d’environ 4◦C. La figure 4.12 donne ainsi

la courbe de recherche grossière de la température de dégénérescence sans et avec lame.

(a) Sans lame : Tdeg ' 78◦C (b) Avec lame : Tdeg ' 74◦C

Fig. 4.12: Écart à la dégénérescence des faisceaux signal et complémentaire pour un cristal de
KTP. Une régression linéaire (en rouge) permet d’estimer la position de la dégénérescence.

Cette caractérisation, nécessaire pour tout nouveau cristal, n’est effectuée qu’une

fois. Elle ne permet cependant qu’une estimation du point de travail ultérieur : en effet,

comme expliqué au §D.3, il s’avère nécessaire de jouer sur deux paramètres (la tem-

pérature du cristal de l’OPO et la fréquence de la pompe) pour parvenir à détecter le

battement entre les deux faisceaux. En général, ceci conduit à s’éloigner de la fréquence

de pompe choisie pour tracer cette courbe, et donc également à s’éloigner de la tempé-

rature évaluée au départ.

Nous avons également pu mettre au jour un phénomène surprenant, qu’aucun fabri-

cant de cristaux n’a pu expliquer, mais qui s’avère souvent gênant : une bistabilité, qui
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conduit à l’existence de deux températures de dégénérescence pour la même fréquence

de pompe. Il est fréquent que le système choisisse le couple de fréquences qui ne nous

intéresse pas ; en particulier si la pompe est trop intense. Ceci survient y compris en l’ab-

sence de lame à l’intérieur de la cavité de l’OPO. La figure 4.13 représente une courbe

obtenue avec un autre cristal, qui montre clairement deux couples de fréquences pour

chaque température du cristal de l’OPO. Ce qui revient à dire que pour une fréquence

de pompe donnée, il existe deux températures du cristal donnant une dégénérescence en

fréquence pour les faisceaux émis.

Fig. 4.13: Écart à la dégénérescence des faisceaux signal et complémentaire pour un cristal de
KTP. Deux températures de dégénérescence distinctes, séparées de 15◦C environ, apparaissent.

D.3 Détection du battement entre les deux fréquences

Une fois la température de dégénérescence estimée, il faut s’approcher suffisamment

de la dégénérescence pour voir apparâıtre le battement entre les deux fréquences sur

la photodiode rapide. Il s’agit d’une photodiode en InGaAs (Hamamatsu G8376-02),

polarisée sous sa tension maximale admissible (18V ). La capacité de la photodiode di-

minuant avec la tension de polarisation, augmenter cette dernière permet de réaliser un

système de détection avec la plus grande bande passante possible. Le photocourant est

directement converti en tension par une résistance de charge de 50 Ω. Afin de réduire

les capacités parasites qui limiteraient rapidement la bande passante, le circuit doit être

très compact, et les pattes des composants les plus courtes possibles. Les composants

utilisés sont des composants pour montage en surface (CMS). Le photocourant est en-

suite amplifié (Nuclétudes 10.36.2), et visualisé sur un analyseur de spectre.

On est en pratique limité non pas par la bande passante de la détection, mais par

celle de l’analyseur de spectre : ce dernier est limité à 1,5GHz. Or la méthode précédente

est précise à environ 0,5◦C, ce qui correspond (étant donnée la pente de la courbe) à un
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écart de plus de 50GHz à la dégénérescence. Un battement aussi élevé est impossible

à détecter. La méthode consiste alors à se positionner à la température souhaitée, et à

balayer la plage de fréquence pompe accessible 3, en cherchant à voir apparâıtre un bat-

tement de fréquence inférieure à 1,5GHz. Si cela ne donne rien, on change légèrement la

température et on itère la méthode.

Ce processus peut être très long. En fin de ce travail de thèse, une voie d’injection

d’infra-rouge dans l’OPO a été ajoutée (cf. Fig. 4.1) – a priori pour régler plus facilement

la détection, comme nous le décrirons au §E.3c). Cependant, l’injection s’est avérée utile

pour trouver plus rapidement la dégénérescence. En effet, l’infra-rouge injecté est prélevé

directement en sortie de la cavité de filtrage de l’infra-rouge. La fréquence injectée est

donc la moitié de la fréquence pompe : c’est celle qu’on cherche à atteindre pour les

faisceaux signal et complémentaire.

En balayant la cavité de l’OPO au-dessous du seuil, on peut visualiser simultanément

sur l’oscilloscope l’infra-rouge en sortie (correspondant à l’injection) et le vert réfléchi par

la cavité. Comme déjà exposé précédemment, la dégénérescence ne peut être atteinte que

si la fréquence de pompe et la fréquence de l’injection résonnent simultanément dans la

cavité. On peut donc jouer sur la température et la fréquence de pompe pour superposer

les deux pics (cf. Fig. 4.14).

Fig. 4.14: Résonance simultanée de la pompe (en haut) et de l’injection infra-rouge (en bas)
dans la cavité de l’OPO.

3. Il est également possible de choisir de balayer plutôt la température. Étant donné le matériel électronique

utilisé, le balayage de la fréquence pompe s’avère plus simple.



D. Détection et contrôle des fréquences signal et complémentaire 95

D.4 Auto-verrouillage en fréquence

La plage d’auto-verrouillage en fréquence est d’autant plus grande que l’angle de la

lame est plus élevé ; cependant, elle n’excède pas une centaine de MHz pour les valeurs du

paramètre de couplage utilisées dans cette thèse. Lorsque le battement apparâıt autour

de 1,5GHz, on est donc encore très loin de la dégénérescence. Il s’agit alors d’amener

progressivement le battement à 0.

La technique consiste à jouer de façon antagoniste sur la température du cristal de

KTP et sur la fréquence de pompe : l’une va servir à s’approcher de la dégénérescence,

l’autre à ne pas sortir de la résonance pompe. En effet, lorsqu’on fait diminuer la fré-

quence du battement, on tend à sortir de la résonance pompe, ce qui se traduit par une

diminution de la puissance des faisceaux signal et complémentaire jusqu’à extinction.

Pour pallier ce phénomène, il faut modifier la fréquence de pompe dans le sens qui fait

augmenter la fréquence du battement, et ainsi de suite.

Lorsqu’on part d’un battement élevé en fréquence, on est ainsi forcé de modifier

beaucoup la fréquence de pompe ; de sorte qu’on se heurte au problème des sauts de

modes du laser (cf. §B.1b)). Il faut alors retrouver la nouvelle température du cristal

de doublage qui va correspondre à la même fréquence de pompe (et donc à la même

position du battement).

On peut suivre ce processus en traçant la position du battement en fonction soit de

la température du cristal de l’OPO, soit de la fréquence de pompe (cf. Fig. 4.15 – pour

des raisons de lisibilité, c’est à chaque fois la fréquence du battement en abscisse). Étant

donné que pour une température du cristal donnée, le battement est visible pour une

plage étendue de fréquences laser, les courbes 4.15 ont été obtenues en choisissant la

fréquence de pompe pour laquelle l’émission infra-rouge était la plus intense.

(a) Température du cristal de l’OPO en fonction

de la fréquence de battement

(b) Fréquence de la pompe de l’OPO en fonction

de la fréquence de battement

Fig. 4.15: Écart à la dégénérescence des faisceaux signal et complémentaire en fonction des
paramètres de l’accord de phase pour le même cristal de KTP qu’à la figure 4.12.

La première remarque à faire au sujet de ces courbes est la linéarité : à l’exception des

sauts de modes du laser – et des quatre derniers points – la progression est très linéaire.
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Ces observations expérimentales corroborent les calculs de [Laurat, 2001, Laurat, 2004].

Par contre, les quatre derniers points en bas à gauche posent problème : lors du der-

nier saut de mode du laser, on s’est de toute évidence écarté de la courbe qu’on suivait

jusqu’alors. Ce phénomène n’a pas été expliqué de façon certaine ; il est possible qu’il

s’agisse d’une autre bistabilité du type de celle mentionnée au §D.2.

Lorsque le battement est suffisamment proche de 0, on entre dans la zone d’accro-

chage, et les faisceaux signal et complémentaire voient leur fréquences se verrouiller à la

même valeur – celle du laser YAG. Si on regarde ce qui se passe par rapport au batte-

ment à l’analyseur de spectre, le réglage “Max Hold” (qui ne conserve à l’affichage que la

valeur maximale vue sur toute la durée de l’acquisition) permet de visualiser l’étendue de

la zone d’accrochage : il existe une plage de fréquences, d’extension non nulle, qui n’est

jamais atteinte : le battement “saute” directement à la fréquence nulle (cf. Fig. 4.16(a)).

L’extension de la zone de dégénérescence est d’autant plus grande que le couplage est

plus important (cf. Fig. 4.16(b)).

(a) Battement à l’analyseur de

spectre en configuration“Max Hold”.

(b) Battement minimum observé pour différents angles de

la lame.

Fig. 4.16: Phénomène d’“accrochage” de la fréquence de dégénérescence.

Lorsque le phénomène d’accrochage se produit, le battement disparâıt à l’analyseur

de spectre. Ceci pouvant évidemment avoir bien d’autres causes, il est nécessaire de vé-

rifier qu’on est effectivement à dégénérescence. Plusieurs méthodes sont utilisables (et

en pratique, utilisées de façon complémentaire).

On peut tout d’abord s’appuyer sur le signal de la cavité Fabry-Pérot, qui sépare

les modes en fréquence. Il s’agit d’une cavité confocale, construite à partir de deux mi-

roirs plan-concaves de rayon de courbure 50mm et de coefficient de réflexion 99 %. La

finesse mesurée est de 300 et d’intervalle spectral libre 1,5GHz. À dégénérescence, les

modes doivent être superposés, et le pic correspondant d’amplitude double. Cependant,

des superpositions accidentelles des deux pics surviennent fréquemment, qu’il n’est pas

toujours possible de discerner de la “bonne” superposition. La cavité Fabry-Pérot est

donc d’un intérêt relativement limité ; si ce n’est qu’elle permet de confirmer le fonction-
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nement monomode longitudinal de l’OPO. La figure 4.17 présente deux signaux typiques

obtenus à l’aide de la cavité Fabry-Pérot en balayage.

(a) Séparation en fréquence quelconque. (b) Dégénérescence en fréquence.

Fig. 4.17: Signal donné par la cavité Fabry-Pérot en balayage selon les fréquences des faisceaux
signal et complémentaire.

Il est également possible de faire interférer, sur l’une des photodiodes de détection,

le signal sortant de l’OPO avec l’oscillateur local dont la phase est balayée à quelques

Hz. L’observation de franges d’interférences est la signature non ambiguë de la dégéné-

rescence en fréquence. Un exemple est donné sur la figure 4.18. Cette méthode présente

l’inconvénient de nécessiter la superposition des modes issus de l’OPO avec celui de

l’oscillateur local, et donc un réglage préliminaire assez long (bien qu’il n’ait pas besoin

d’être parfait pour qu’on puisse visualiser les franges).

Fig. 4.18: Interférence de l’oscillateur local avec le signal

Enfin, une dernière méthode peut être utilisée, nettement plus rapide que la précé-

dente. En effet, à dégénérescence, le mode de sortie de l’OPO, constitué de la superposi-
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tion des modes signal et complémentaire, a une polarisation (linéaire) bien définie. L’in-

tensité infra-rouge détectée après le cube polariseur est donc modifiée lorsqu’on tourne

la lame λ/2 en sortie de l’OPO. À l’inverse, si les fréquences sont différentes, la pola-

risation tourne à la fréquence du battement, et on n’observe aucun changement lors de

cette manipulation.

Une fois les paramètres ajustés pour obtenir le verrouillage, l’OPO peut osciller

quelques dizaines de minutes sur les modes dégénérés. Les fluctuations de température

de la pièce, ainsi que la dérive de fréquence du laser (2MHz.min−1) finissent par faire

sortir le système de la zone d’accrochage, a fortiori si l’angle de la lame est petit. Les

paramètres permettant l’accrochage évoluent ainsi au cours du temps (dans une zone

d’environ 50MHz pour la fréquence pompe et de 0,1K pour la température du cristal).

La génération paramétrique étant plus efficace lorsqu’on est au centre de la zone d’ac-

crochage, il peut d’ailleurs être nécessaire de réajuster plus fréquemment les paramètres,

afin d’obtenir les meilleurs effets quantiques possibles.

Par ailleurs, lorsque le point de focalisation de la pompe sur le cristal est modifié, la

recherche du battement est à nouveau nécessaire. En effet, une légère inhomogénéité fait

varier localement les indices de réfraction dans le cristal, ce qui modifie les paramètres

de fonctionnement à dégénérescence.

E Détection des propriétés quantiques

E.1 Principe de la détection homodyne

La détection de l’intrication entre les champs nécessite de pouvoir mesurer les fluc-

tuations des champs suivant n’importe laquelle de leurs quadratures. Or une détection

directe, ou une détection équilibrée, ne renseignent que sur les fluctuations d’intensité

du faisceau à caractériser. L’outil le mieux adapté ici est donc la détection homodyne.

Le principe de cette détection est de faire interférer le champ à mesurer avec un champ

de référence appelé oscillateur local ; la phase relative entre les deux champs imposant

la quadrature mesurée (cf. Fig. 4.19(a)).

Deux schémas sont possibles : soit le faisceau à caractériser et l’oscillateur local ont

même polarisation, auquel cas on les mélange simplement sur une lame 50/50 (cf. Fig.

4.19(b)) ; soit ils sont polarisés orthogonalement et sont mélangés à l’aide d’un cube sé-

parateur de polarisation et d’une lame λ/2 qui permet de faire tourner les polarisations

de 45◦ (cf. Fig. 4.19(c)). Ces deux configurations sont strictement équivalentes. Les deux

voies sont ensuite détectées à l’aide de photodiodes, dont on soustrait les photocourants.
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Fig. 4.19: (a) Principe de la mesure par détection homodyne. (b) Configuration usuelle où
champ à caractériser et oscillateur local sont mélangés sur une lame 50/50. (c) Configuration
en polarisation.

E.2 Calcul dans le cas général

Le calcul est habituellement fait dans le cas où l’oscillateur local est très intense

devant le champ à mesurer. Mais cette configuration ne suffit pas ici, puisque nous sou-

haitons mesurer des champs intenses (lorsque l’OPO fonctionne au-dessus du seuil). Em-

ployer alors un oscillateur local très intense aurait pour effet de saturer les photodiodes.

Nous allons donc détailler le calcul dans le cas général où les intensités de l’oscillateur

local et du champ à caractériser sont quelconques. Les notations sont précisées à la figure

4.20.

Fig. 4.20: Notations employées pour le calcul du signal détecté dans une détection homodyne.

Les champs entrant sur la lame 50/50 sont (les valeurs moyennes A et AOL sont
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choisies réelles) :

Â = A+ δP̂ + ı δQ̂

ÂOL =
(
AOL + δP̂OL + ı δQ̂OL

)
eıϕ

(4.3)

Et après la lame :

Âα =
1√
2

(Â+ ÂOL)

Âβ =
1√
2

(Â− ÂOL)

(4.4)

On peut alors calculer l’intensité détectée par la photodiode α :

Îα = Â†
α.Âα

=
1

2

[
A+ δP̂ − ı δQ̂+

(
AOL + δP̂OL − ı δQ̂OL

)
e−ıϕ

]
.
[
A+ δP̂ + ı δQ̂+

(
AOL + δP̂OL + ı δQ̂OL

)
eıϕ
] (4.5)

On peut négliger tous les termes du deuxième ordre en δŶ , car ils donneront des mo-

ments d’ordre 3 ou plus dans l’expression de la variance, et on est dans le cadre de la

linéarisation des fluctuations (cf. §1.D.4). On obtient ainsi, pour la photodiode α et la

photodiode β :

Îα =
1

2

[
A

2
+ AOL

2
+ 2AAOL cos(ϕ) + 2A

(
δP̂ + δP̂OL cos(ϕ)− δQ̂OL sin(ϕ)

)
+2AOL

(
δP̂OL + δP̂ cos(ϕ) + δQ̂ sin(ϕ)

)]
Îβ =

1

2

[
A

2
+ AOL

2 − 2AAOL cos(ϕ) + 2A
(
δP̂ − δP̂OL cos(ϕ) + δQ̂OL sin(ϕ)

)
+2AOL

(
δP̂OL − δP̂ cos(ϕ)− δQ̂ sin(ϕ)

)]
(4.6)

La différence des photocourants est proportionnelle à la différence des intensités :

Îα − Îβ = 2
[
AAOL cos(ϕ) + A

(
δP̂OL cos(ϕ)− δQ̂OL sin(ϕ)

)
+AOL

(
δP̂ cos(ϕ) + δQ̂ sin(ϕ)

)] (4.7)

Par conséquent, les fluctuations sur la différence des intensités :

δ(Îα − Îβ) = 2
[√

I
(
δP̂OL cos(ϕ)− δQ̂OL sin(ϕ)

)
+AOL

(
δP̂ cos(ϕ) + δQ̂ sin(ϕ)

)] (4.8)

où I = A 2 et IOL = AOL
2.
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On supposera que l’oscillateur local et le signal à mesurer ne sont pas corrélés. L’ana-

lyseur de spectre détecte un signal proportionnel à la variance de la différence des inten-

sités :(
∆(Îα − Îβ)

)2

= 4
[
I
(
〈(δP̂OL)2〉 cos2(ϕ)− 2 〈δP̂OL δQ̂OL〉S cos(ϕ) sin(ϕ) (4.9)

+〈(δQ̂OL)
2〉 sin2(ϕ)

)
+ IOL

(
〈(δP̂ )2〉 cos2(ϕ) (4.10)

+2 〈δP̂ δQ̂〉S cos(ϕ) sin(ϕ) + 〈(δQ̂)2〉 sin2(ϕ)
)]

(4.11)

On fait habituellement l’hypothèse que l’oscillateur local est au niveau du bruit quan-

tique standard. Ceci est vérifié dans notre cas, grâce à la cavité de filtrage sur l’infra-

rouge. Les fluctuations de l’oscillateur local sont donc égales à celles du vide :

〈(δP̂OL)2〉 = 〈(δQ̂OL)
2〉 = 1 (4.12a)

〈δP̂OL δQ̂OL〉S = 0 (4.12b)

Le signal mesuré à l’analyseur de spectre est donc proportionnel à :(
∆(Îα − Îβ)

)2

= 4
[
I + IOL

(
〈(δP̂ )2〉 cos2(ϕ) +2〈δP̂ δQ̂〉S cos(ϕ) sin(ϕ) (4.13)

+〈(δQ̂)2〉 sin2(ϕ)
)]

(4.14)

Ainsi on peut, selon la phase relative ϕ, déduire du signal mesuré à l’analyseur de spectre

la valeur de 〈(δP̂ )2〉, 〈(δQ̂)2〉 ou 〈δP̂ δQ̂〉S, c’est-à-dire les termes de la matrice de cova-

riance du champ qu’on souhaite caractériser.

Cette mesure doit être comparée à celle qu’on ferait si le champ à caractériser était

un champ d’intensité I, au bruit quantique standard :(
∆(Îα − Îβ)

)2
∣∣∣∣
ref

= 4
(
I + IOL

)
(4.15)

Malheureusement, on n’a pas accès directement à cette variance : on peut seulement

bloquer le faisceau à caractériser ; de sorte que le champ A est un champ vide. Le signal

mesuré est : (
∆(Îα − Îβ)

)2
∣∣∣∣
vide

= 4 IOL (4.16)

Pour avoir la véritable référence, il faut donc multiplier ce signal par :(
∆(Îα − Îβ)

)2
∣∣∣∣
ref(

∆(Îα − Îβ)
)2
∣∣∣∣
vide

= 1 +
I

IOL
(4.17)
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Cette méthode a été utilisée, par exemple, dans [Zhang et al., 2001].

Dans le cas habituel d’utilisation de la détection homodyne, I � IOL, de sorte qu’on

arrive à un facteur multiplicatif de 1 : la mesure de
(
∆(Îα − Îβ)

)2
∣∣∣∣
vide

donne directement

la référence.

E.3 Double détection homodyne

La détection homodyne permet donc de mesurer les fluctuations d’un champ suivant

l’une de ses quadratures. Or nous souhaitons caractériser deux champs : le signal et le

complémentaire, qui sont séparables grâce à leurs polarisations orthogonales. Il est donc

nécessaire de disposer de deux détections homodynes (une pour chaque champ).

Il est également souhaitable d’avoir une référence de phase commune pour les deux

détections homodynes, afin que la phase relative des quadratures caractérisées soit fixée

– et donc connue. Il est donc nécessaire d’utiliser le même oscillateur local.

Les faisceaux à caractériser et l’oscillateur local étant polarisés, on utilise la configu-

ration en polarisation de la détection homodyne (cf. Fig. 4.19(c)). La figure 4.21 présente

la double détection homodyne que nous utilisons et qui a été réalisée sur le modèle de

celle développée lors de la thèse de V. Josse [Josse, 2003]. Nous allons ensuite détailler

précisément le rôle de chacun des éléments de cette détection.

Fig. 4.21: Double détection homodyne en polarisation.
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a) Champs à caractériser

Comme on l’a vu au §1.E.2d), il est possible de tester l’intrication des champs A1 et

A2 en les mélangeant sur une lame 50/50 et en mesurant la compression de bruit des

champs A+ et A− qui résulte de cette opération. La détection homodyne est un dispositif

bien adapté pour mesurer la compression de bruit. Nous allons donc exploiter ce lien

étroit entre compression et intrication : la mesure de la compression va nous permettre

de remonter à la mesure de l’intrication.

L’opération “lame 50/50”, pour les champs A1 et A2 qui sont polarisés orthogonale-

ment, est réalisée à l’aide d’une lame λ/2 et d’un cube polariseur, la lame étant tournée

de π/8. Sont ainsi envoyés dans les deux détections homodynes les champs A+ et A−,

qui sont comprimés suivant des quadratures orthogonales.

Or on souhaite s’assurer que les compressions de bruit sont bien simultanées. On

déphase donc de π/2 l’un des deux champs, en insérant une lame λ/4 non tournée (lame

n◦2) avant le premier cube. Ainsi, les champs caractérisés par les détections homodynes

sont A+ et ı A−, qui sont comprimés suivant la même quadrature.

Nous détaillerons l’utilisation de la lame λ/4 n◦1 dans le §E.4

b) Oscillateur local

La phase de l’oscillateur local est ajustée – ou balayée – grâce à un miroir monté sur

une cale piézo-électrique, ce qui permet d’allonger le chemin parcouru par le faisceau, et

donc de modifier sa phase au niveau des détections.

Sur le trajet de l’oscillateur local, on trouve une lame λ/2, placée avant le premier

cube polariseur. Cette lame permet de choisir quelle proportion de l’oscillateur local sera

envoyée dans chacune des voies de sortie du cube. On la règle avec un angle de π/8, de

façon que l’oscillateur local soit équitablement réparti entre les deux détections homo-

dynes.

Cette lame permet également de choisir si les deux détections homodynes sont réglées

en phase (lame tournée de π/8) ou en opposition de phase (lame tournée de −π/8) ; la

référence de phase étant donnée par la phase de l’oscillateur local.

Quant à la lame λ/4, elle permet de corriger les défauts des cubes polariseurs. En

effet, ils sont légèrement biréfringents, de sorte que les deux détections homodynes ne

sont pas en phase (l’écart est de l’ordre d’une dizaine de degrés). Or, afin de s’assurer

que les faisceaux sont intriqués, les compressions de bruit doivent être observées simulta-

nément sur les quadratures concernées des champs. On corrige donc cette biréfringence

résiduelle en rendant la polarisation de l’oscillateur local légèrement elliptique.

Le protocole de réglage est le suivant. On sélectionne, à l’aide d’un cube auxiliaire

placé en sortie de l’OPO, un seul des champs – le champ signal A1 par exemple (afin

d’éviter les effets liés au mélange des champs signal et complémentaire). La lame λ/2 sur
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le trajet de ce champ est tournée de π/8, de façon à répartir équitablement le champ sur

les deux détections homodynes. La phase de l’oscillateur local est balayée, et le réglage

du couple {λ/4, λ/2} (qui permet d’obtenir n’importe quel état de polarisation de l’os-

cillateur local) est effectué en s’assurant d’une part que les détections homodynes sont

en phase ou en opposition de phase, d’autre part que la puissance de l’oscillateur local

est toujours la même sur les quatre photodiodes. Le meilleur réglage que nous avons pu

obtenir est présenté sur la figure 4.22.

Fig. 4.22: Meilleur réglage obtenu quant à la synchronisation des deux détections homodynes.
Mesure en mode XY des photocourants des deux photodiodes en réflexion (RR) ou en trans-
mission (TT), lorsqu’on fait interférer le champ signal A1 avec l’oscillateur local dont la phase
est balayée. La première ligne correspond au choix de l’orientation de la lame λ/2 de l’oscilla-
teur local pour que les détections soient en phase, la seconde ligne au choix en opposition de
phase.

Étant données les courbes obtenues, on constate que seule la configuration en oppo-

sition de phase permet un réglage correct.

c) Utilisation de l’injection infra-rouge

Ainsi qu’on l’a déjà mentionné au §D.3, une voie d’injection d’infra-rouge dans l’OPO

a été ajoutée en fin de thèse. Ceci permet d’effectuer tous les réglages précédents, ainsi

que l’adaptation des modes issus de l’OPO, sans être à dégénérescence en fréquence pour

l’OPO (en faisant travailler ce dernier au-dessous du seuil d’oscillation).

Sans injection, il est en effet impossible de régler les détections homodynes si on n’est
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pas à dégénérescence : elles sont basées sur les interférences entre le champ à caracté-

riser et l’oscillateur local, ce qui n’est possible que s’ils ont la même fréquence. Or ces

réglages sont assez longs, et on est gêné par la dérive en fréquence du laser, qui conduit

le système à sortir de dégénérescence. Étant donné que les propriétés quantiques des

champs issus de l’OPO ne nous intéressent pas pour ces réglages, un champ infra-rouge

de bonne fréquence, injecté dans l’OPO, possédera toutes les propriétés de fréquence et

de polarisation requises.

Par ailleurs, comme on n’a pas à rechercher sans cesse les paramètres de dégéné-

rescence, le réglage est plus rapide. Il y a donc moins longtemps une forte puissance

infra-rouge dans l’OPO pendant la phase de réglage, ce qui limite le phénomène de

“gray-tracking” (cf. §C.1a)) pendant la phase préliminaire. On peut ainsi passer davan-

tage de temps sur les mesures quantiques avant de devoir changer de point de focalisation

de la pompe.

E.4 Mesure de la matrice de covariance

Nous allons détailler ici la procédure expérimentale permettant de mesurer chacun

des termes de la matrice de covariance des deux champs A1 et A2 :

σ12 =


〈(δP̂1)

2〉 〈δP̂1 δQ̂1〉S 〈δP̂1 δP̂2〉S 〈δP̂1 δQ̂2〉S
〈δP̂1 δQ̂1〉S 〈(δQ̂1)

2〉 〈δQ̂1 δP̂2〉S 〈δQ̂1 δQ̂2〉S
〈δP̂1 δP̂2〉S 〈δQ̂1 δP̂2〉S 〈(δP̂2)

2〉 〈δP̂2 δQ̂2〉S
〈δP̂1 δQ̂2〉S 〈δQ̂1 δQ̂2〉S 〈δP̂2 δQ̂2〉S 〈(δQ̂2)

2〉

 =

(
σ1 ε12
tε12 σ2

)
(4.18)

Ainsi qu’on l’a montré par le calcul au §E.2, la détection homodyne permet de mesurer

tous les termes de la matrice de covariance d’un champ individuel. On peut donc obtenir

facilement les termes de σ1 et σ2. Pour ce faire :

– On n’utilise aucune λ/4.

– La λ/2 n’est pas tournée (les champs qu’on envoie dans les détections homodynes

sont A1 et A2).

– Pour ϕ = 0, on mesure 〈(δP̂1)
2〉 et 〈(δP̂2)

2〉.
– Pour ϕ = π/2, on mesure 〈(δQ̂1)

2〉 et 〈(δQ̂2)
2〉.

– Pour ϕ 6∈ {0, π/2}, connaissant les deux valeurs précédentes, on mesure 〈δP̂1 δQ̂1〉S
et 〈δP̂2 δQ̂2〉S.

Les termes de ε12 sont des termes mixtes, qui ne peuvent être mesurés qu’en mélan-

geant les champs : on va utiliser l’opération “lame 50/50” en tournant la lame λ/2 à π/8.

On mesure alors, suivant la même méthode que précédemment, certains termes de σ+ :

– 〈(δP̂+)2〉 =
1

2

(
〈(δP̂1)

2〉+ 2 〈δP̂1 δP̂2〉S + 〈(δP̂2)
2〉
)

dont on déduit 〈δP̂1 δP̂2〉S.

– 〈(δQ̂+)2〉 =
1

2

(
〈(δQ̂1)

2〉+ 2 〈δQ̂1 δQ̂2〉S + 〈(δQ̂2)
2〉
)

dont on déduit 〈δQ̂1 δQ̂2〉S.

Pour les termes restants, il faut en outre mélanger les quadratures P̂ et Q̂. Pour ce faire,

avant l’opération “lame 50/50”, on insère la lame λ/4 n◦1, ce qui permet d’envoyer dans
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les deux détections homodynes les champs Aa et Ab définis par :

Aa,b =
A1 ± ı A2√

2
(4.19)

Les quadratures de ces champs valent :

P̂a,b =
P̂1 ∓ Q̂2√

2
et Q̂a,b =

Q̂1 ± P̂2√
2

(4.20)

De sorte qu’en mesurant certains termes de σa, on peut obtenir les derniers termes :

– 〈(δP̂a)2〉 =
1

2

(
〈(δP̂1)

2〉 − 2 〈δP̂1 δQ̂2〉S + 〈(δQ̂2)
2〉
)

dont on déduit 〈δP̂1 δQ̂2〉S.

– 〈(δQ̂a)
2〉 =

1

2

(
〈(δQ̂1)

2〉 − 2 〈δQ̂1 δP̂2〉S + 〈(δP̂2)
2〉
)

dont on déduit 〈δQ̂1 δP̂2〉S.

Ainsi, notre dispositif permet de mesurer tous les termes de la matrice de covariance

σ12. Il faut cependant préciser que d’un point de vue expérimental, la mesure des termes

nuls pose problème : le bruit sur ces mesures est important ; et l’incertitude qu’on a sur

la valeur de ces termes est telle qu’on s’écarte très rapidement d’une matrice physique.

Nous aurons l’occasion de revenir sur ce problème dans le prochain chapitre.

F Conclusion

Nous avons passé en revue dans ce chapitre l’ensemble du dispositif expérimental

et des techniques utilisées ayant permis d’obtenir les mesures présentées dans les deux

chapitres suivants.

En particulier, l’ensemble de la procédure de recherche de la dégénérescence en fré-

quence des champs signal et complémentaire a été détaillée ; et nous avons également

montré que la double détection homodyne mise en place sur cette expérience permet

de mesurer tous les termes de la matrice de covariance des deux champs. On peut donc

réaliser leur caractérisation complète, puisque ces deux champs sont supposés Gaussiens.



5. Étude au-dessous du seuil

Sommaire

A Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
B Faisceaux EPR de valeur moyenne nulle . . . . . . . . . . . . . . . . 107
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A Introduction

Nous allons développer dans ce chapitre les résultats sous le seuil avec l’oscillateur

paramétrique auto-verrouillé en phase. Ces résultats ont été obtenus avec Julien Laurat,

à la fin de sa thèse.

Ce chapitre va permettre de montrer que ce système fonctionne très bien au-dessous

du seuil, et qu’il s’agit réellement d’un système modèle pour la génération et l’étude

d’états quantiques à 2 modes très généraux.

B Faisceaux EPR de valeur moyenne nulle

Cette première expérience est la plus simple à effectuer avec notre système : la lame

à l’intérieur de la cavité n’est pas tournée 1 ; l’OPO fonctionne juste au-dessous du seuil.

La théorie prédit que dans ce cas, on doit observer des faisceaux EPR symétriques de

valeur moyenne nulle.

Les mesures ont été effectuées dans deux types de fréquences d’analyse de bruit :

– à 3,5MHz, fréquence suffisamment éloignée de l’oscillation de relaxation du laser

(1MHz ), et qui reste faible devant la bande passante de la cavité de l’OPO (environ

35MHz ).

– sur une large bande s’étendant de 40 kHz à 10MHz, afin de tester les limites de

notre système du côté des basses fréquences.

1. Expérimentalement, nous n’avons jamais observé une absence d’accrochage : l’erreur sur le positionnement

du zéro de la lame suffit à provoquer l’accrochage ; bien que la zone d’accrochage soit effectivement très réduite

lorsque la lame n’est pas tournée.
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B.1 Mesures à 3,5MHz

Les résultats présentés dans cette partie sont repris dans [Laurat et al., 2005a].

La figure 5.1 présente les résultats obtenus en balayant la phase de l’oscillateur local,

pour la compression de bruit sur A+ et A−. On retrouve une compression de bruit sui-

vant des quadratures orthogonales. La configuration en quadrature des deux détections

homodynes (c’est-à-dire en utilisant la lame λ/4 n◦2 sur le trajet des faisceaux issus de

l’OPO) permet de vérifier cela précisément.

Fig. 5.1: Variance de bruit normalisée des modes A+ et A−, pour une fréquence d’analyse de
3, 5MHz, lorsque la phase de l’oscillateur local est balayée. La première courbe correspond à des
détections homodynes en phase, la seconde à des détections en quadrature. Les compressions de
bruit sur A+ et A− sont donc suivant des quadratures orthogonales. (σ = 0,9, RBW= 100 kHz,
VBW= 1 kHz )

Le balayage de la phase de l’oscillateur local rend difficile l’estimation de la com-

pression de bruit maximale ; en fixant la phase de l’oscillateur local 2, il est possible de

réaliser une mesure beaucoup plus précise (cf. Fig. 5.2).

Les détections homodynes sont en quadrature, on a donc accès à une mesure si-

multanée des compressions de bruit sur les deux champs, et à une mesure directe de

la séparabilité. Les compressions de bruit mesurées sont de −4,3 ± 0.3 dB (63%) et

−4,5 ± 0.3 dB (64,5%). Après correction du bruit électronique, ces valeurs deviennent

−4,7± 0.3 dB (66%) et −4,9± 0.3 dB (67, 5%).

En tenant compte des paramètres expérimentaux :

2. Il a été montré dans [Laurat, 2004] qu’il était possible d’asservir la phase de l’oscillateur local au maximum

de compression de bruit.
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Fig. 5.2: Variance de bruit normalisée des modes A+ et A−, pour une fréquence d’analyse
de 3,5MHz, et séparabilité Σ pour les modes A1 et A2. Les détections homodynes sont en
quadrature. Après correction du bruit électronique, la séparabilité atteint 0,33±0,02. (σ = 0,9,
RBW= 100 kHz, VBW= 300Hz )

– distance au seuil σ = 0,9

– fréquence d’analyse normalisée à la bande passante de la cavité Ω = 0,1

– transmittivité du miroir de sortie γ = 0,025

– transmittivité généralisée du miroir de sortie γ′ = 0,03

– efficacité quantique des détecteurs : 0,95

– visibilité de la détection homodyne : 0,97

– efficacité lors de la propagation : 0,96

on peut calculer la compression de bruit attendue : −5,3 dB (72%). Le faible écart des

valeurs expérimentales à cette valeur peut s’expliquer partiellement par le walk-off, qui

limite légèrement le recouvrement des modes, et partiellement par les quelques pertes

optiques avant la détection.

Ces mesures permettent également de vérifier que les faisceaux A+ et A− sont bien

symétriques ; et donc les faisceaux A1 et A2 également.

On peut directement extraire de cette mesure la valeur de la séparabilité : Σ =

0,33± 0,02 < 1. Les faisceaux sont bien inséparables ; à notre connaissance, cette valeur

de la séparabilité est la plus faible obtenue à ce jour.

Le critère de Mancini peut également être testé directement à partir de cette mesure :

le produit des gémellités vaut 0,11 ± 0,02 < 1. Il n’est pas surprenant que le critère de

Mancini donne également comme résultat que les états sont inséparables, puisqu’on a vu
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au §1.E.2c) que tous les états détectés par le critère de Duan le sont aussi par le critère

de Mancini (dans le cas symétrique).

Pour exprimer le critère EPR, il est nécessaire de connâıtre le bruit individuel des fais-

ceaux A1 et A2 (cf. équation (1.26)). Ce bruit a également été mesuré (cf. Fig. 5.7(a)) :

on obtient (∆P̂ )2 = (∆Q̂)2 = 8, 2± 0,5 dB. Le produit des variances conditionnelles est

donc de 0,42± 0,05 < 1 : les faisceaux produits sont bien des faisceaux EPR.

Le formalisme symplectique est parfaitement adapté à cette situation expérimentale.

Nous l’aborderons dans le §C.2, afin d’étudier l’influence du couplage sur la quantité

d’intrication.

B.2 Mesures à basse fréquence

a) Motivation

En optique quantique, les mesures sont généralement effectuées pour une fréquence

de bruit supérieure au MHz. En effet, à plus basse fréquence, le bruit technique devient

très rapidement gênant. Pour cette raison, on module souvent les signaux étudiés afin

de les extraire du bruit.

Cependant, certains systèmes de grande précision ne permettent pas cette modu-

lation haute fréquence ; et pour ces systèmes une source comprimée à basse fréquence

apporterait une réelle amélioration (interférométrie gravitationnelle, mesure des dépla-

cements d’un bras de microscope à force atomique [Treps et al., 2003]).

De façon plus générale, toutes les mesures sont réalisées dans des fenêtres temporelles.

Plus cette fenêtre temporelle est étendue, plus les basses fréquences vont contribuer au

résultat de la mesure. Une compression sur une large bande de fréquence permettra

alors d’améliorer la qualité de la mesure, en autorisant des détections sur des durées

plus longues. [Laurat et al., 2004a]

Notre système étant très stable, nous nous sommes intéressés à l’étendue de la gamme

de fréquence sur laquelle on pouvait observer de l’intrication.

b) Intrication sur une large bande de fréquences

Nous avons tout d’abord contrôlé que les faisceaux étaient inséparables entre 300 kHz

et 10MHz. Le résultat de cette mesure est présenté sur la figure 5.3.

On constate que à l’exception du pic de bruit correspondant à l’oscillation de relaxa-

tion du laser, autour de 1MHz, la séparabilité est partout largement inférieure à 1 : les

faisceaux sont intriqués. L’oscillation de relaxation du laser conduit à un fort excès de

bruit d’intensité ; cet excès de bruit est moins sensible sur A− car il s’annule lors de la

différence. Un dispositif “mangeur de bruit” permettrait de réduire ce bruit quasiment

au bruit quantique standard ; cependant un mangeur de bruit tend à élargir le pic de

bruit, donc on perdrait sans doute en compression aux fréquences voisines.
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Fig. 5.3: Variance de bruit normalisée des modes A+ (bleu ciel) et A− (bleu foncé), sur une
plage de fréquences d’analyse de 300 kHz à 10MHz, et séparabilité Σ pour les modes A1 et A2.
Les détections homodynes sont en quadrature. (σ = 0,9, RBW= 100 kHz, VBW= 300Hz )

c) Intrication et compression de bruit à basse fréquence

Nous avons ensuite cherché à faire des mesures à plus basse fréquence. Ceci a nécessité

de modifier le circuit d’amplification des photodiodes. En effet, ce circuit possède deux

voies de sortie : une voie pour les basses fréquences (permettant de contrôler l’intensité

lumineuse incidente sur la photodiode, par exemple) et une pour les hautes fréquences

(permettant l’analyse du bruit à ces fréquences). La fréquence de coupure entre les deux

voies est déterminée par une capacité à l’entrée de la voie HF ; nous avons donc changé

cette capacité de façon à diminuer la fréquence de coupure à une dizaine de Hz. Nous

avons également utilisé un analyseur de spectre plus performant (Agilent E4443A), qui

permet des mesures de bruit pour des fréquences comprises entre 3Hz et 6, 7GHz.

Les mesures obtenues entre 40 kHz et 150 kHz sont présentées à la figure 5.4. Le bruit

électronique, au moins inférieur de 4 dB, a été soustrait.

On constate que la compression est encore de 3 dB pour chaque mode à 100 kHz ;

le bruit quantique standard étant atteint seulement pour des fréquences inférieures à

50 kHz. Le fait qu’il n’y ait pas de différence significative entre les deux modes montre

que la conservation de la compression à basse fréquence n’est pas due à une réjection de

mode commun du bruit classique (qui n’aurait pas lieu pour A+), mais bien à l’absence

intrinsèque de bruit basse fréquence.
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Fig. 5.4: Variance de bruit normalisée des modes A+ (bleu ciel) et A− (bleu foncé), sur une
plage de fréquences d’analyse de 40 kHz à 150 kHz, et séparabilité Σ pour les modes A1 et
A2. Les mesures ont été corrigées du bruit électronique. Les détections homodynes sont en
quadrature. (σ = 0,9, RBW= 3 kHz, VBW= 10Hz )

d) Analyse des résultats

La compression de bruit obtenue avec ce dispositif n’atteint pas encore les fréquences

acoustiques, qui seraient indispensables pour les applications liées à l’interférométrie gra-

vitationnelle. En outre, il est a priori préférable, pour ces mesures, d’avoir un champ

brillant comprimé, ce dont nous ne disposons pas pour l’instant.

Par contre, en ce qui concerne la mesure de petits déplacements, la technique propo-

sée dans [Treps et al., 2003] consiste à mélanger un champ intense classique avec deux

champs vides comprimés ; pour des fréquences de l’ordre de quelques centaines de kHz :

notre système est particulièrement bien adapté à cette application.

Enfin, considérons une mesure dans une fenêtre temporelle de durée T = 1µs. On

peut modéliser notre source comme étant limitée au bruit quantique standard au-dessous

de 50 kHz, et comprimée à 3 dB au-dessus. On peut alors calculer, par rapport au cas

d’un faisceau limité partout au bruit quantique standard, l’amélioration de la variance

de la mesure :

σ2 =

∫ +∞

0

S(ν) sinc2(πνT ) dν (5.1)

où S(ν) est la densité spectrale de bruit du faisceau mesuré. La variance est divisée par

1,7 ; elle serait divisée par 2 si on était comprimé à 3 dB partout. Cette valeur de 1,7 n’est

pas significativement modifiée en tenant compte du pic de bruit à 1MHz et en limitant

la compression à 10MHz. On constate donc que le bruit à basse fréquence apporte une
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contribution prépondérante à de telles mesures, ce qui souligne l’intérêt de sources de

lumière comprimées à aussi basse fréquence que possible.

e) Conclusion

Nous avons montré ici la validité du modèle théorique développé pour notre système

en fonctionnement sous le seuil : nous obtenons des faisceaux EPR (le critère de corréla-

tions EPR étant très largement violé). L’intrication des champs produits est conservée

jusqu’à une fréquence d’environ 50 kHz, ce qui permet d’envisager des applications d’une

telle source pour des mesures nécessitant des faisceaux comprimés à basse fréquence.

La limitation à 50 kHz est sans doute due au bruit technique du laser et au bruit des

asservissements des différentes cavités (OPO, cavité de filtrage sur l’oscillateur local). Il

est cependant possible que le circuit d’amplification des photodiodes nous limite égale-

ment pour cette mesure, et qu’un circuit réellement conçu pour étudier des fréquences

de bruit plus basses permettrait d’observer de la compression de bruit à ces fréquences.

Suite à cette démonstration expérimentale de compression de bruit basse fréquence,

une expérience similaire a été réalisée à l’Université de Canberra [McKenzie et al., 2004].

La compression de bruit atteint une fréquence de l’ordre de 200Hz. L’expérience repose

cependant sur un OPO de type I au-dessous du seuil : l’état généré est un état comprimé,

et non intriqué comme dans notre expérience.

On peut trouver plusieurs raisons dans la différence entre les deux systèmes, expli-

quant que nous n’ayons pas obtenu un tel résultat. Dans l’expérience de McKenzie et al.,

l’OPO est doublement résonnant, et la longueur de la cavité n’est pas asservie, ce qui

explique peut-être une remontée plus rapide du bruit dans notre expérience. Par ailleurs,

bien que les retours directs vers l’OPO soient évités en inclinant légèrement les surfaces

des photodiodes de détection, il est possible que la diffusion soit suffisante pour dégrader

les performances à très basse fréquence. Ceci peut être évité en plaçant un isolateur

optique en sortie de l’OPO ; c’est l’option qu’a choisie l’équipe australienne, malgré les

pertes introduites par un tel dispositif, qui dégradent la compression de bruit. Il est

également possible que notre dispositif soit moins bien isolé des fluctuations acoustiques

et mécaniques, qui deviennent prédominantes à basse fréquence.

Plus récemment, des résultats très large bande (10Hz – 35MHz ) ont été obtenus en

type I par l’équipe de R. Schnabel à Hannover [Chelkowski et al., 2007].

C Influence du couplage sur l’intrication

Dans cette partie, nous allons détailler l’effet de l’augmentation du couplage, via

l’augmentation de l’angle de la lame, sur l’intrication des faisceaux vides. Nous nous

placerons à une fréquence d’analyse de 3,5MHz. Ces résultats ont également été présen-

tés dans [Laurat et al., 2005a].
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C.1 Mesures en fonction du couplage

Rappelons que le couplage est défini par un paramètre c =
2 ρ

γ′
où ρ est l’angle de la

lame par rapport aux axes propres du cristal, et γ′ la transmittivité généralisée du miroir

de sortie. Le paramètre c doit être comparé à 1, cf. par exemple les équations (3.43).

Comme γ′ = 0,03 � 1, un angle ρ faible correspond déjà à un couplage important : par

exemple, c = 1 pour ρ = 0,8◦.

La figure 5.5 présente la compression de bruit obtenue simultanément (les détections

homodynes sont en quadrature) pour les modes A+ et A−, pour 4 valeurs du paramètre

de couplage.

Ainsi, plus le couplage augmente, plus l’angle entre les ellipses de bruit des modes A+

et A− s’éloigne de 90◦. Parallèlement à cette rotation des ellipses de bruit, la compression

de bruit sur A− diminue (ceci est surtout sensible sur la figure 5.5(d)).

Ce comportement était prédit qualitativement par la théorie (cf. §3.D.3a)) ; la figure

5.6 présente la comparaison quantitative avec la théorie, en ce qui concerne l’angle de

rotation de l’ellipse (cf. Fig. 5.6(a)), et la variance du mode A− (cf. Fig. 5.6(b)).

Si la théorie décrit bien le comportement de l’angle entre les ellipses de bruit de A+

et A−, il est manifeste que la compression de bruit est dégradée beaucoup moins vite

que prévu. Cet écart à la théorie n’a pas été expliqué à ce jour. Une hypothèse avancée

était que les termes non résonnants, négligés dans les équations, pouvaient contribuer à

la compression de bruit, mais elle a été infirmée par le calcul.

Le bruit des modes signal et complémentaire A1 et A2 dépend également du couplage :

lorsque ce dernier augmente, le bruit devient dépendant de la quadrature, et peut (pour

un couplage important) être comprimé sous le bruit quantique standard. La figure 5.7

présente ces résultats.

Plus le couplage augmente, plus le bruit minimal des modes signal et complémentaire

est obtenu pour des quadratures proches de celles qui sont corrélées. Il est également

intéressant de constater que pour un couplage élevé (c = 1,8), les faisceaux A+ et A−

d’une part, A1 et A2 d’autre part, sont tous comprimés. On ne peut cependant pas en

conclure directement que A+ et A− violent le critère de Duan (1.29), car on n’est pas

dans le cas symétrique 3, c’est-à-dire c = 0. Or le calcul de la séparabilité fait intervenir

les variances de bruit des combinaisons linéaires de deux quadratures orthogonales ; les

quadratures de A1 et A2 qui sont ici comprimées ne sont pas orthogonales !

C.2 Mesure de la matrice de covariance

Dans cette partie, nous allons détailler les résultats obtenus lorsqu’on applique la

procédure de mesure de la matrice de covariance présentée au §4.E.4, ainsi qu’une ex-

ploitation possible de ces mesures en termes de quantité d’intrication “disponible”. Ceci

3. Dans le cas non symétrique, il reste un critère suffisant, mais qui est beaucoup plus difficile à violer.
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Fig. 5.5: Variance de bruit normalisée des modes A+ (bleu ciel) et A− (bleu foncé) pour une
fréquence d’analyse de bruit de 3,5MHz, pour 4 valeurs du paramètre de couplage : (a) c = 0
(b) c = 0,35 (c) c = 0,85 (d) c = 1,8. La phase de l’oscillateur local est balayée, les détections
homodynes sont en quadrature. (σ = 0,9, RBW= 100 kHz, VBW= 1 kHz )

est le résultat d’une collaboration avec l’équipe de Fabrizio Illuminati à Salerno (Italie)

[Laurat et al., 2005b].
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(a) Influence du couplage sur l’écart à 90◦ de

l’angle entre les ellipses de bruit de A+ et A−.

(b) Influence du couplage sur la variance de A−.

Fig. 5.6: Comparaison théorie (en noir) et expérience (en rouge) pour l’influence du couplage
sur les propriétés des faisceaux issus de l’OPO.

a) Aspect expérimental

Puisqu’on s’intéresse plus particulièrement à l’intrication, on souhaite mesurer la ma-

trice de covariance σ12 des modes signal et complémentaire A1 et A2. Nous avons en fait

choisi de mesurer la matrice de covariance σ+− des champs A+ et A−. Connaissant la

relation (1.33) qui lie ces champs, on peut aisément remonter à σ12.

La transformation permettant de passer de A1/A2 à A+/A− est une transformation

passive unitaire ; elle possède donc son équivalent symplectique (cf. §2.B.3a)). Mais c’est

une transformation non locale, elle modifie donc la quantité d’intrication du système.

De fait, elle la modifie même de façon extrémale : on va voir que les champs A1/A2 sont

intriqués, tandis que A+/A− sont totalement décorrélés.

Par ailleurs, nous nous sommes heurtés à un problème (déjà mentionné au §4.E.4)

concernant la précision des mesures. En effet, les modes A+/A− étant les modes les

plus décorrélés, on doit avoir des blocs non-diagonaux identiquement nuls. Mais le bruit

sur la mesure étant assez important, le rapport signal à bruit 4 est faible. On a donc

une mauvaise précision sur la mesure de ces 0 : on mesure typiquement 0,07 ± 0,05 ou

1,0 ± 1,0. Malheureusement, de telles valeurs mènent très rapidement à s’écarter d’une

matrice représentant un état physique.

Dans la suite, nous avons pris ces termes identiquement nuls ; ceci est figuré dans

les matrices ci-dessous par la notation (0). Ce faisant nous modifions éventuellement la

valeur de la quantité d’intrication du système, mais nous la diminuons nécessairement.

En effet, si ces termes, qui représentent les corrélations entre les modes A+ et A−, ne

sont pas nuls, c’est qu’il existe une autre base de modes dans laquelle ils sont nuls, et

donc les modes les plus corrélés de notre système ne sont pas A1 et A2. En conclusion, si

on fait par ce biais une erreur sur la quantité d’intrication contenue dans les faisceaux,

il s’agit nécessairement d’une sous-estimation.

4. Tout le problème vient du fait que notre signal est ici du bruit, or le bruit du bruit est très élevé.
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Fig. 5.7: Variance de bruit normalisée des modes A1 (bordeaux) et A2 (violet) pour une fré-
quence d’analyse de bruit de 3,5MHz, pour 4 valeurs du paramètre de couplage : (a) c = 0
(b) c = 0,35 (c) c = 0,85 (d) c = 1,8. La courbe en pointillés noirs représente la variance
de bruit sur A−. La phase de l’oscillateur local est balayée, les détections homodynes sont en
quadrature. (σ = 0,9, RBW= 100 kHz, VBW= 1 kHz )

Le choix de la référence de phase pour l’oscillateur local va conditionner la valeur des

termes de la matrice. On choisit l’origine des phases de telle sorte que l’ellipse de bruit
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de A+ soit alignée avec les axes. Ainsi les deux termes non diagonaux du premier bloc

seront toujours nuls.

b) Lame non tournée

Matrices mesurées

La matrice de covariance mesurée pour A+/A− est :

σ+−(c = 0) =


7.94 0 (0) (0)

0 0.33 (0) (0)

(0) (0) 0.33 0

(0) (0) 0 7.94

 (5.2)

Ce qui donne pour A1/A2 :

σ12(c = 0) =


4.14 0 3.81 0

0 4.14 0 −3.81

3.81 0 4.14 0

0 −3.81 0 4.14

 (5.3)

On constate que les termes non diagonaux du dernier bloc sont nuls : l’ellipse de

bruit de A− est elle aussi alignée sur les axes ; les champs A+ et A− sont comprimés

suivant des quadratures orthogonales. La matrice de covariance de l’état est directement

dans la forme standard, il est inutile d’appliquer des transformations à cet état pour s’y

ramener. On remarquera également que les termes diagonaux de la matrice sont tous

égaux, ce qui signifie que l’état est symétrique (cf. §2.E.2c)).

On peut tout d’abord vérifier que ces matrices sont physiques, et que la transfor-

mation permettant de passer de l’une à l’autre est bien symplectique. Pour ce faire, on

calcule les valeurs propres symplectiques (cf. §2.B.4a)).

On trouve bien qu’elles sont égales pour les deux matrices, ce qui confirme que la

transformation est symplectique. Pour chaque matrice, les deux valeurs propres sym-

plectiques sont égales à 1,62 > 1 : ces matrices sont bien celles d’un état physique. Ceci

valide notre mesure.

Intrication et négativité logarithmique

On effectue sur les matrices de covariance l’opération (2.45) correspondant à la trans-

position partielle de la matrice densité, et on calcule les valeurs propres symplectiques

de ces nouvelles matrices.

Pour σ̃12(c = 0), on trouve deux valeurs propres symplectiques distinctes : 0,33

et 7, 94. La plus petite est inférieure à 1, ce qui prouve que les champs A1 et A2

sont intriqués, d’après le critère PPT. Le calcul de la négativité logarithmique donne

EN (c = 0) = 1,60 > 0 : comme on l’a vu précédemment avec la mesure de la séparabi-

lité, l’état A1/A2 est très intriqué.
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À l’inverse, on trouve pour σ̃+−(c = 0) deux valeurs propres égales valant 1,62. Au-

cune n’est inférieure à 1 : l’état A+/A− n’est absolument pas intriqué.

Quantité d’intrication maximale

L’état qui sort de l’OPO est un état symétrique, directement dans la forme standard ;

la théorie prévoit donc qu’aucune opération passive ne permettra d’augmenter la quan-

tité d’intrication entre les modes (cf. §2.E.2b)). Nous allons le vérifier rapidement.

La négativité logarithmique maximale qu’on peut atteindre (2.74) dépend des deux

plus petites valeurs propres orthogonales de la matrice de covariance, qui valent ici

λ1 = λ2 = 0,33. On trouve ainsi que la négativité logarithmique maximale qu’on peut

atteindre est Emax
N (c = 0) = 1,60 : c’est la valeur mesurée.

Intrication et pureté

Nous allons nous intéresser à la pureté de l’état produit, et appliquer les critères

d’intrication mentionnés au §2.E.3.

On peut calculer la valeur des invariant symplectiques globaux et locaux :

– la pureté de l’état global µ = 0,38 < 1 : l’état n’est pas un état pur, il s’agit d’un

mélange statistique d’états

– le séralien : ∆ = 5,25

– la pureté de l’état du premier mode : µ1 = 0,24

– la pureté de l’état du deuxième mode : µ2 = 0,24

L’inégalité (2.77) s’écrit donc :

5,25 ≤ ∆ ≤ 7, 88 (5.4)

On constate que non seulement l’inégalité est bien vérifiée, mais encore la partie

de gauche de l’inégalité est saturée : l’état est donc un état maximalement intriqué

(GMEMS). Ceci signifie que, étant données la pureté globale de l’état et les puretés

individuelles des deux modes, il n’est pas possible d’avoir un état plus intriqué.

Quant au critère d’intrication reposant sur la pureté (cf. tableau 2.3), on peut ai-

sément vérifier qu’on est bien dans le cas décidable pour les états intriqués ; ce qui

conforte les conclusions précédemment tirées. En effet :
µ1 µ2√

µ2
1 + µ2

2 − µ2
1 µ

2
2

= 0, 17 et

µ1 µ2

µ1 µ2 + |µ1 − µ2|
= 1.
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c) Lame tournée : c = 0,35

Matrices mesurées

Les mesures de la matrice de covariance sur A+/A− donnent :

σ+−(c = 0,35) =


12.59 0 (0) (0)

0 0.4 (0) (0)

(0) (0) 3.45 −5.28

(0) (0) −5.28 9.54

 (5.5)

De sorte que pour A1/A2, on obtient :

σ12(c = 0,35) =


8.02 −2.64 4.57 2.64

−2.64 4.97 2.64 −4.57

4.57 2.64 8.02 −2.64

2.64 −4.57 −2.64 4.97

 (5.6)

La première remarque à faire sur cette mesure est que, comme cette fois les compres-

sions maximales ne sont plus suivant des quadratures orthogonales pour A+ et A−, la

matrice de covariance pour A1/A2 n’est pas dans la forme standard (2.60). C’est pour

cette raison que nous n’avons pas cherché à mesurer directement la séparabilité.

Intrication et négativité logarithmique

Les calculs de valeurs propres symplectiques, eux, sont toujours valables ; ce qui

montre l’intérêt de ce formalisme très général. On trouve à nouveau que les valeurs

propres symplectiques des matrices de covariance sont égales, et valent toutes 2,24 > 1 :

ce sont les matrices d’états physiques.

Quant aux valeurs propres symplectiques de la transposée partielle, on trouve 0,46

et 11,01 pour signal et complémentaire : ces champs sont intriqués puisque 0,46 < 1. La

négativité logarithmique vaut EN (c = 0,35) = 1,13 > 0 : on est toujours très intriqué ;

cependant, comme attendu, on l’est moins que dans le cas c = 0.

Quantité d’intrication maximale

La valeur plus faible de la négativité logarithmique mesurée n’a pas pour unique

origine la dégradation des corrélations par la lame. En effet, l’état issu de l’OPO est

symétrique (voir plus loin), mais il n’est pas dans la forme standard.

La théorie prévoit donc qu’on peut augmenter l’intrication entre les champs grâce

à des opérations passives. Les deux plus petites valeurs propres orthogonales valent

λ1 = λ2 = 0,40 ; ce qui mène à Emax
N (c = 0,35) = 1,32. C’est certes plus faible que la

valeur de 1,60 obtenue dans le cas où le couplage était nul (signe que ce dernier dégrade

bel et bien l’intrication), mais supérieur à la valeur mesurée de 1,13.

Nous verrons au § d) qu’il est effectivement possible expérimentalement d’augmen-

ter la quantité d’intrication grâce à des opérations passives non locales.
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Retour à la forme standard grâce à une transformation symplectique

locale

Vérifions sur les valeurs expérimentales qu’il est possible de trouver une transforma-

tion symplectique locale qui donne une matrice de covariance sous la forme standard

pour A1 et A2.

La transformation locale à 2 modes la plus générale est donnée par une matrice-bloc

donc chacun des blocs diagonaux est une transformation locale à 1 mode la plus générale

possible (2.15). Les blocs anti-diagonaux sont identiquement nuls :

Sloc,2(θ1, θ
′
1, r1, θ2, θ

′
2, r2) =


Sloc,1(θ1, θ

′
1, r1) (0)

(0) Sloc,1(θ2, θ
′
2, r2)


(5.7)

Le calcul permet de déterminer les paramètres à utiliser :

∗ θ1 = θ2 = −50,0◦

∗ θ′1 = θ′2 = −27,1◦

∗ r1 = r2 = −0,23

Il faudrait donc déphaser chacun des champs de −27,1◦, puis comprimer chacun des

champs, puis à nouveau déphaser de −50,0◦. La matrice de covariance qu’on obtiendrait

après ces opérations serait alors dans la forme standard :

σstand12 (c = 0,35) =


5.73 0 −5.28 0

0 5.73 0 5.28

−5.28 0 5.73 0

0 5.28 0 5.73

 (5.8)

Le calcul montre alors immédiatement que ni les valeurs propres symplectiques de

cette matrice, ni celles de la transposée partielle, n’ont changé. La valeur de la négativité

logarithmique n’a donc pas non plus été modifiée. On constate également, d’après la

forme standard correspondant à cet état, qu’il est symétrique.

Nous n’avons pas eu la possibilité de réaliser cette expérience ; car nous ne disposions

pas de deux dispositifs de compression de bruit supplémentaires.

d) Obtention des états les plus intriqués

Comme on l’a vu, l’état est symétrique, mais à sa sortie de l’OPO il n’est pas dans

la forme standard. Son intrication n’est pas maximale ; il est possible d’appliquer aux

champs A1 et A2 une transformation passive globale permettant d’obtenir un état dont

la négativité logarithmique est maximale. Comme on l’a vu au §2.E.2b), cette transfor-

mation peut être effectuée à l’aide de 3 lames d’onde qu’on insère en sortie de l’OPO. Ces

lames agissent simultanément sur les deux champs : il s’agit bien d’une transformation
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globale.

Appliquer cette transformation globale sur les champs A1/A2 revient à appliquer une

transformation locale sur le champ A−, de façon à annuler les deux termes non diago-

naux non nuls de la matrice (5.5). Pour cela, le champ A− doit simplement être déphasé

de façon que son ellipse de bruit ait ses axes parallèles aux axes du repère de Fresnel

(cf. Fig. 5.8).

Expérimentalement, c’est cette dernière propriété qu’on exploite : on règle les lames

Fig. 5.8: Transformation passive globale permettant de maximiser l’intrication des champs en
sortie de l’OPO auto-verrouillé en phase. Les plans (Fi) sont les plans de Fresnel et les plans
(Pi) ceux de polarisation.

d’ondes pour que, lorsque les détections homodynes sont en quadrature, les champs A+

et A− soient comprimés simultanément (cf. Fig. 5.9).

La figure 5.9 présente les mesures obtenues pour les champs A+ et A− avant et

après la transformation. Après avoir inséré les lames, on constate que les champs sont

à nouveau comprimés suivant des quadratures orthogonales. La nouvelle mesure de la

matrice de covariance mesurée pour A+/A− est :

σ+− =


12.59 0 (0) (0)

0 0.4 (0) (0)

(0) (0) 0.4 0

(0) (0) 0 12.59

 (5.9)

On en déduit la matrice de covariance pour A1/A2 :

σ12 =


6.50 0 6.10 0

0 6.50 0 −6.10

6.10 0 6.50 0

0 −6.10 0 6.50

 (5.10)

On constate que la matrice est bien dans la forme standard ; la négativité logarith-

mique est à présent de 1, 32 : la quantité d’intrication a augmenté grâce à une opération



D. Conclusion 123

Fig. 5.9: Variance de bruit normalisée des modes A+ (bleu ciel) et A− (bleu foncé) pour une
fréquence d’analyse de bruit de 3,5MHz, pour un paramètre de couplage c = 0,35. La première
courbe est celle obtenue avant d’appliquer la transformation passive non locale, celle du bas
est obtenue après la transformation. La phase de l’oscillateur local est balayée, les détections
homodynes sont en quadrature. (σ = 0,9, RBW= 100 kHz, VBW= 1 kHz )

passive non locale. En outre, on a pu atteindre ainsi la quantité d’intrication maximale

qu’on pouvait obtenir grâce à des opérations passives à partir des faisceaux issus de

l’OPO.

D Conclusion

Nous avons montré dans cette partie que l’OPO à auto-verrouillage de phase, en

fonctionnement sous le seuil et avec très peu de couplage entre les champs signal et

complémentaire, produit des faisceaux symétriques, très intriqués, et ce sur une large

bande de fréquence.

Nous avons également montré que la matrice de covariance de l’état généré dans ces

conditions est directement dans la forme standard, de sorte que l’intrication ainsi pro-

duite ne peut être augmentée par des opérations passives.

Lorsque le couplage augmente, les corrélations sont peu à peu détruites. En outre, les

champs ne sont plus intriqués suivant des quadratures orthogonales, ce qui se traduit par

une matrice de covariance qui n’est plus dans la forme standard. Il est possible de revenir

à la forme standard par des opérations locales, qui préservent la matrice de covariance.

Il est également possible d’agir concomitamment sur les deux modes à l’aide d’opé-

rations passives, pour générer de nouveaux champs intriqués suivant des quadratures

orthogonales. La matrice de covariance de ces champs est dans la forme standard, et
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la quantité d’intrication des modes ainsi obtenus ne peut plus être augmentée par des

opérations passives.
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A Introduction

Comme on l’a vu au chapitre 3, l’OPO auto-verrouillé en phase présente un intérêt

tout particulier au-dessus du seuil. La théorie prédit qu’il génère des faisceaux EPR

brillants, de même fréquence. Cependant, il a également été démontré au chapitre 3 que,

au-dessus du seuil, si le bruit de la pompe n’est pas limité par le bruit quantique stan-

dard, l’excès de bruit se transmet aux faisceaux signal et complémentaire, ce qui dégrade

les corrélations.

Dans ce chapitre, nous allons aborder la mesure des faisceaux EPR au-dessus du seuil.

Le bruit de la pompe va s’avérer trop important à basse fréquence d’analyse : il ne sera

pas possible de détecter des corrélations entre faisceaux signal et complémentaire. Nous

verrons qu’à plus haute fréquence d’analyse, le bruit de la pompe étant moins important,

on peut détecter des corrélations, et que la mise en place d’une cavité de filtrage sur la
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pompe sera nécessaire pour pouvoir mesurer des faisceaux EPR.

Afin d’éviter toute dégradation supplémentaire des corrélations par le couplage, les

mesures de cette partie sont réalisées à couplage quasi nul (juste suffisant pour qu’il y

ait accrochage).

B Mesures directes

B.1 Mesures à une fréquence d’analyse de 4MHz

La figure 6.1 présente une mesure de bruit sur A+ et A−, effectuée à une fréquence

d’analyse de 4MHz, 1, 5 fois au-dessus du seuil.

Fig. 6.1: Variance de bruit normalisée de la quadrature la moins bruitée des modes A+ (bleu
ciel) et A− (bleu foncé) pour une fréquence d’analyse de bruit de 4MHz. Les mesures ont été
corrigées du bruit électronique. (σ = 1,5, RBW= 100 kHz, VBW= 1 kHz )

On constate que si le champ A− est toujours comprimé au-dessous du bruit quantique

standard (compression de bruit de −2,5 ± 0,5 dB), le champ A+ présente un fort excès

de bruit, de l’ordre de 3,5± 0,5 dB [Laurat et al., 2005c].

Les autres équipes utilisant le même laser (équipe de P. Nussenzveig à São Paulo,

équipe de O. Pfister à Charlottesville) ont montré qu’il présente un excès de bruit,

en particulier de bruit de phase, jusqu’à une fréquence d’analyse d’environ 20MHz,

et ont mis en place une cavité de filtrage sur le faisceau pompe [Villar et al., 2007,

Jing et al., 2006]. On a vu que, au-dessus du seuil, un tel excès de bruit se transmet aux

champs signal et complémentaire. Ceci pourrait expliquer les mauvais résultats observés

à une fréquence d’analyse de 4MHz.

Afin de valider cette hypothèse, et de décider de l’éventuelle mise en place d’une cavité
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de filtrage, deux expériences complémentaires ont été effectuées. Nous avons d’une part

réalisé les mesures de corrélations à une fréquence plus élevée, où l’excès de bruit devrait

être moindre, et le phénomène moins sensible (cf. §B.2). D’autre part, en utilisant une

cavité désaccordée, nous avons mesuré le bruit de phase et d’intensité du laser à une

fréquence d’analyse de 4MHz (cf. §C).

B.2 Mesures à une fréquence d’analyse de 16, 5MHz

Le bruit de la pompe s’atténue fortement à partir de 20MHz. Il est limité par le bruit

quantique standard pour une fréquence d’analyse d’environ 25MHz. Malheureusement,

nous ne pouvons effectuer de mesure à cette fréquence d’analyse, car la partie haute

fréquence du circuit d’amplification des photodiodes sature au-delà de 20MHz.

Nous avons donc choisi une fréquence d’analyse du bruit de 16, 5MHz. La figure 6.2)

présente les résultats obtenus 1.

Fig. 6.2: Mesure de la quadrature la moins bruitée pour A+ (bleu ciel) et A− (bleu foncé),
au-dessus du seuil, pour une fréquence d’analyse de 16,5MHz. Les données ont été corrigées
du bruit électronique, et un lissage sur 5 points a été effectué. (σ = 1,5, RBW= 100 kHz,
VBW= 1 kHz )

À cette fréquence d’analyse du bruit, et sans cavité de filtrage, le bruit sur la pompe

est suffisamment bas pour permettre d’observer de l’intrication : les champs A+ et A−

sont comprimés respectivement à −0,5 ± 0,5 dB et −1,7 ± 0,5 dB au-dessous du bruit

quantique standard, ce qui mène à une séparabilité Σ = 0,78± 0,09 < 1.

Par contre, nous n’avons pas pu mesurer de corrélations EPR : le bruit sur les champs

A1 et A2 est de 1,1±0, 5 dB au-dessus du bruit quantique standard, ce qui conduit à une

valeur du critère EPR de E = 1,2± 0,1 > 1. Le bruit de la pompe est donc encore trop

1. Des résultats analogues ont été obtenus à des fréquences d’analyse de 18MHz et 20MHz.
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important à cette fréquence d’analyse de bruit pour pouvoir observer des corrélations

EPR.

Comme nous ne pouvons pas nous placer au-delà de 20MHz, la mise en place d’une

cavité de filtrage sur la pompe s’avère nécessaire. Cette cavité, ainsi que les résultats

correspondants, seront décrits dans le §D. Nous allons tout d’abord nous intéresser à

l’estimation de l’excès de bruit sur la pompe.

C Mesure du bruit du laser, en utilisant une cavité

désaccordée

À l’instar de l’équipe de P. Nussenzveig à São Paulo, nous avons mesuré le bruit du

laser YAG à l’aide d’une cavité désaccordée [Villar et al., 2004]. Nous avons utilisé la

cavité de filtrage déjà présente sur le faisceau laser primaire (à 1064nm).

Cependant, cette cavité présente une différence majeure par rapport à celle employée

par Villar et al. : sa transmission est non nulle. Les calculs sont donc différents ; ils sont

développés dans ce paragraphe.

C.1 Position du problème

On considère une cavité en anneau ; les notations du calcul sont précisées sur la Fig.

6.3.

On peut écrire les relations entrée-sortie au niveau des miroirs :

miroir α

{
Eα(0) = t Ein + r Eβ(Lβ)

Eout = t Eβ(Lβ)− r Ein
(6.1a)

miroir β

{
Eβ(0) = t′E1,vac + r′Eγ(Lγ)

E1,out = t′Eγ(Lγ)− r′E1,vac
(6.1b)

miroir γ

{
Eγ(0) = t′′E2,vac + r′′Eα(Lα)

E2,out = t′′Eα(Lα)− r′′E2,vac
(6.1c)

où l’origine des abscisses pour le champ Eα est prise au niveau du miroir α, celle du

champ Eβ au niveau du miroir β et celle du champ Eγ au niveau du miroir γ.

En notant k =
2π

λ
le module du vecteur d’onde, les champs après propagation s’écrivent :

Ej(Lj) = Ej(0) e
ıkLj (6.2)

où j = α, β, γ.

On peut alors en déduire l’expression du champ réfléchi par la cavité en fonction des

divers champs entrants :

Eout =

(
−r +

r′ r′′ t2 eıkL

1− r r′ r′′ eıkL

)
Ein +

(
t t′ eıkLβ

1− r r′ r′′ eıkL

)
E1,vac

+

(
r′ t t′′ e2ıkLβ

1− r r′ r′′ eıkL

)
E2,vac

(6.3)
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Fig. 6.3: Notations pour l’analyse du bruit d’intensité réfléchi par la cavité de filtrage à
1064nm : les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude des miroirs α, β et γ
sont notées respectivement r, r′, r′′ et t, t′, t′′ ; et les distances géométriques entre les différents
miroirs sont notées Lα, Lβ et Lγ = Lβ

Pour simplifier les calculs, le vide n’ayant pas de phase propre, on peut inclure eıkLβ

dans E1,vac et e2ıkLβ dans E2,vac. On peut alors réécrire le champ réfléchi :

Eout = ρ(ω)Ein + ρ1(ω)E1,vac + ρ2(ω)E2,vac (6.4)

où :

ρ(ω) = −r +
r′ r′′ t2 eıkL

1− r r′ r′′ eıkL
=

r′ r′′ eıkL − r

1− r r′ r′′ eıkL
(6.5a)

ρ1(ω) =
t t′

1− r r′ r′′ eıkL
(6.5b)

ρ2(ω) =
r′ t t′′

1− r r′ r′′ eıkL
(6.5c)

La dépendance en ω se fait par l’intermédiaire du module du vecteur d’onde k =
ω

c
.
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C.2 Champs moyens

On note ω0 la pulsation optique du champ qu’on souhaite analyser Ein (cependant, il

y a du bruit à toutes les fréquences, pas seulement pour ω = ω0). Les valeurs moyennes

des champs entrants sont :

〈E1,vac〉 = 〈E2,vac〉 = 0 (6.6a)

〈Ein〉 = ıAαin (6.6b)

où on choisit αin réel positif, ce qui fixe la référence de phase ; et où A =

√
~ω0

2 ε0 c
[Grynberg et al., 1997]. On en déduit alors, d’après l’équation (6.4), la valeur moyenne

du champ sortant :

〈Eout〉 = ıA ρ(ω0)αin ≡ ıA ρ0 e
ı ϕ0 αin (6.7)

On constate que la cavité ne déphase pas que le bruit, mais aussi le champ moyen (qui

est déphasé de ϕ0 = arg(ρ(ω0))).

C.3 Linéarisation des fluctuations

On introduit la pulsation d’analyse Ω = ω−ω0. Il est à noter que les fonctions ρ(Ω),

ρ1(Ω) et ρ2(Ω) sont des fonctions de Ω et non des transformées de Fourier. Lorsqu’on

prend l’hermitien conjugué 2 d’une expression qui les contient, on obtiendra simplement :

(ρj(Ω))† = ρ∗j(Ω). À l’inverse, pour un opérateur b̂(t), on peut définir sa transformée de

Fourier par :

b̂(Ω) =

∫ +∞

−∞
dt eıΩ t b̂(t) (6.8)

Alors, l’hermitien conjugué de cet opérateur :(
b̂(Ω)

)†
= b̂†(−Ω) (6.9)

où b̂†(Ω) =

∫ +∞

−∞
dt eıΩ t b̂†(t).

L’intensité du champ réfléchi est :

Îout(t) = Ê†
out(t) . Êout(t) (6.10)

où Êout(t) = ıA

∫ +∞

−∞
dΩ e−ıΩ t âout(Ω).

On peut linéariser les fluctuations du champ :

Êout(t) = 〈Êout(t)〉+ δÊout(t) (6.11)

2. Un scalaire peut être considéré comme une matrice 1× 1 ; prendre son hermitien conjugué revient donc à

prendre son complexe conjugué.
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et en déduire la linéarisation des fluctuations d’intensité :

Îout(t) = 〈Îout(t)〉+ δÎout(t)

' 〈Ê†
out(t)〉 . 〈Êout(t)〉+ 〈Ê†

out(t)〉 . δÊout(t) + 〈Êout(t)〉 . δÊ†
out(t)

(6.12)

La valeur moyenne de l’intensité réfléchie vaut donc :

〈Îout(t)〉 = 〈Ê†
out(t)〉 . 〈Êout(t)〉 = (ıA ρ0 e

ı ϕ0 αin)
† . (ıA ρ0 e

ı ϕ0 αin) = ΓR0 Iin (6.13)

où on a posé Γ = A2, R0 = ρ2
0 = |ρ(Ω = 0)|2 et Iin = α2

in.

Quant au bruit sur l’intensité :

δÎout(t) ' 〈Ê†
out(t)〉 . δÊout(t) + 〈Êout(t)〉 . δÊ†

out(t) (6.14)

' αin ρ0 Γ

[
e−ı ϕ0

∫ +∞

−∞
dΩ e−ıΩ t δâout(Ω) + eı ϕ0

∫ +∞

−∞
dΩ eıΩ t δâ†out(−Ω)

]
(6.15)

Un changement de variable Ω → −Ω est nécessaire dans la seconde intégrale pour pouvoir

réunir les deux intégrales en une seule :

δÎout(t) '
∫ +∞

−∞
dΩ e−ıΩ t

{
αin ρ0 Γ

[
e−ı ϕ0 δâout(Ω) + eı ϕ0 δâ†out(Ω)

]}
(6.16)

≡
∫ +∞

−∞
dΩ e−ıΩ t δÎout(Ω) (6.17)

C.4 Spectre de bruit d’intensité du champ sortant

Par définition :

Sout(Ω) = 〈δÎout(Ω) . δÎ†out(−Ω)〉 (6.18)

En remplaçant, il vient :

Sout(Ω) = IinR0 Γ2
[
〈δâout(Ω) . δâ†out(−Ω)〉+ e−2ı ϕ0 〈δâout(Ω) . δâout(−Ω)〉

+e2ı ϕ0 〈δâ†out(Ω) . δâ†out(−Ω)〉+ 〈δâ†out(Ω)〉 . δâout(−Ω)
] (6.19)

On peut calculer chacun des termes de cette équation. On définit les quadratures

P̂ (Ω) et Q̂(Ω) comme les transformées de Fourier de leurs analogues temporelles 3 :

P̂ (Ω) = â(Ω) + â†(Ω) (6.20a)

Q̂(Ω) = −ı
(
â(Ω)− â†(Ω)

)
(6.20b)

3. Les quadratures P̂ (t) et Q̂(t) étant réelles, leurs transformées de Fourier vérifient P̂ †(Ω) = P̂ (Ω) et

Q̂†(Ω) = P̂ (Ω).
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On suppose que les corrélations 〈δP̂in(Ω) δQ̂in(−Ω)〉 = 0, et de même pour les termes

analogues. On aboutit finalement à :

Sout(Ω)

R0 Iin Γ2
=

1

4

{[
|ρ(Ω)|2 + |ρ(−Ω)|2 + 2<

(
ρ(Ω) ρ(−Ω) e−2ı ϕ0

)]
SinP (Ω)

+
[
|ρ(Ω)|2 + |ρ(−Ω)|2 − 2< (ρ(Ω) ρ(−Ω) e−2ı ϕ0)

]
SinQ (Ω)

+
[
|ρ1(Ω)|2 + |ρ1(−Ω)|2

]
S1,vac
P (Ω)

+
[
|ρ1(Ω)|2 + |ρ1(−Ω)|2

]
S1,vac
Q (Ω)

+
[
|ρ2(Ω)|2 + |ρ2(−Ω)|2

]
S2,vac
P (Ω)

+
[
|ρ2(Ω)|2 + |ρ2(−Ω)|2

]
S2,vac
Q (Ω)

}
(6.21)

où apparaissent les différents spectres de bruit :

SP (Ω) = 〈δP̂ (Ω) δP̂ (−Ω)〉 (6.22a)

SQ(Ω) = 〈δQ̂(Ω) δQ̂(−Ω)〉 (6.22b)

On peut simplifier l’expression en tenant compte des propriétés du vide :

S1,vac
P (Ω) = S1,vac

Q (Ω) = S2,vac
P (Ω) = S2,vac

Q (Ω) = 1 (6.23)

On obtient :

Sout(Ω)

R0 Iin Γ2
=

1

4

{[
|ρ(Ω)|2 + |ρ(−Ω)|2 + 2<

(
ρ(Ω) ρ(−Ω) e−2ı ϕ0

)]
SinP (Ω)

+
[
|ρ(Ω)|2 + |ρ(−Ω)|2 − 2< (ρ(Ω) ρ(−Ω) e−2ı ϕ0)

]
SinQ (Ω)

+ 2
[
|ρ1(Ω)|2 + |ρ1(−Ω)|2

]
+ 2

[
|ρ2(Ω)|2 + |ρ2(−Ω)|2

]} (6.24)

Ainsi, le spectre de bruit du champ sortant, normalisé au bruit quantique standard,

s’écrit :
Sout(Ω)

R0 Iin Γ2
= αP S

in
P (Ω) + αQ S

in
Q (Ω) + αvac (6.25)

Il permet bien d’obtenir des informations sur le spectre de bruit du champ entrant.

C.5 Tracé des coefficients intervenant dans le spectre de bruit d’intensité

a) Paramètres

Afin d’avoir une résonance suffisamment large pour faire des mesures précises, ces der-

nières sont effectuées sur la polarisation de basse finesse de la cavité de filtrage. Le miroir

de fond (β , R′) étant de très bonne qualité, on considérera dans la suite que R′ ' 1.

La finesse basse est expérimentalement de 200. On peut en déduire les coefficients de

réflexion des deux autres miroirs (α , R) et (γ , R′′), qui ont été traités simultanément :

R = R′′ ' 1− 1,6 . 10−2.

La longueur d’onde est λ = 1064 nm, et la fréquence d’analyse correspondant à Ω est

4MHz.
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b) Tracé des différents coefficients

La figure 6.4 présente les tracés des coefficients αP , αQ et αvac lorsqu’on balaie la

longueur de la cavité autour de la résonance.

(a) Coefficient du bruit d’intensité αP . (b) Coefficient du bruit de phase αQ.

(c) Coefficient du bruit du vide αvac

Fig. 6.4: Valeurs des coefficients des différents bruits intervenant dans le spectre de bruit du
faisceau réfléchi par la cavité, lorsqu’on balaie cette dernière autour de la résonance, en fonction
de l’écart à la résonance.

Loin de la résonance, le bruit d’intensité du faisceau réfléchi est égal au bruit d’in-

tensité du faisceau incident. Ce résultat est tout-à-fait normal : loin de résonance, le

faisceau incident est entièrement réfléchi par la cavité.

Le bruit de phase du faisceau incident contribue très peu au bruit d’intensité du

faisceau réfléchi. La contribution est maximale à résonance (3,8%), là où le bruit d’in-

tensité du faisceau incident ne contribue presque plus (0,3%). La contribution du bruit

de phase est cependant très faible par rapport à la contribution du bruit du vide en-

trant (95,9%). Expérimentalement, cette mesure ne permettra donc qu’une estimation

du bruit de phase, sauf lorsque celui-ci est très grand.
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C.6 Expérience

Ainsi qu’on l’a déjà mentionné, la mesure a été réalisée en balayant le plus lentement

possible la résonance, en se plaçant sur la polarisation de basse finesse de la cavité.

Les mesures de bruit d’intensité peuvent être faites à l’aide d’une simple photodiode.

Cependant, il est nécessaire ici d’avoir une référence de bruit, le bruit quantique standard.

Pour faciliter la normalisation, une détection balancée a été mise en place : le bruit sur

la différence des photocourants donne le bruit quantique standard ; et le bruit sur la

somme des photocourants donne le bruit d’intensité du faisceau mesuré.

Fig. 6.5: Mesure du bruit d’intensité du faisceau réfléchi par la cavité autour de la résonance,
lorsque la longueur de la cavité est balayée (en haut). La courbe du bas correspond au bruit
sur la différence des photocourants. La puissance totale du faisceau pompe est de l’ordre de
15mW, ce qui permet de ne pas saturer la détection.

La figure 6.5 présente les courbes obtenues expérimentalement. Elles permettent de

donner une estimation des différents bruits :

∗ Loin de résonance, le bruit est égal au bruit d’intensité du faisceau incident sur la

cavité : il est de l’ordre de 12 dB au-dessus du bruit quantique standard.

∗ À résonance, le bruit du faisceau réfléchi, qui se répartit entre les différents bruits

comme détaillé ci-dessus, est environ 5 dB supérieur au bruit quantique standard.

À partir de ces mesures, et des calculs précédents, on peut estimer le bruit de phase

du faisceau laser incident sur la cavité : il est de l’ordre de 17 dB au-dessus du bruit

quantique standard.

Cette valeur très élevée, couplée aux 12 dB d’excès de bruit d’intensité, permet d’ex-

pliquer le fort excès de bruit observé sur le champ A+ au-dessus du seuil. En outre,
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elle est cohérente avec la mesure effectuée par l’équipe de P. Nussenzveig sur un laser

analogue [Villar et al., 2007]. Ceci n’était pas a priori certain, car notre laser est un

prototype du modèle Diabolo actuellement commercialisé par la firme Innolight.

D Observation de faisceaux EPR au-dessus du seuil

D.1 Filtrage du bruit de la pompe

La cavité de filtrage que nous avons mise en place sur le faisceau pompe est, comme

celle de l’oscillateur local, une cavité triangulaire en anneau (cf. Fig. 6.6). Il s’agit d’une

cavité construite à l’origine comme cavité de filtrage pour l’infra-rouge, lors de la thèse de

Kuan Shou Zhang [Zhang, 2002] ; les miroirs ont été remplacés. La longueur de la cavité

est de 76 cm ; le miroir de fond est un miroir haute réflectivité (transmission T = 0,1%),

de rayon de courbure 750mm. Les miroirs d’entrée et de sortie sont des miroirs plans,

de transmission T = 3%.

La finesse théorique d’une telle cavité est 103 ; et sa bande passante 4 3,5MHz. Ex-

périmentalement, nous avons mesuré une finesse de 90.

La cavité est asservie par la technique de Pound-Drever-Hall, grâce à la modulation

à 12MHz présente dans le faisceau.

Fig. 6.6: Cavité de filtrage mise en place sur la pompe.

4. Bien que la finesse soit peu élevée pour une cavité de filtrage, la bande passante est suffisamment étroite

pour nos besoins, car la cavité est longue.
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D.2 Résultats expérimentaux

Nous avons effectué plusieurs mesures, à diverses fréquences d’analyse. Pour les fré-

quences au-dessous de 20MHz, la valeur du critère EPR est améliorée grâce à la cavité

de filtrage, mais il n’est pas dépassé pour autant. Les faisceaux sont inséparables à par-

tir d’une fréquence d’analyse légèrement inférieure à 6MHz. Les faisceaux produits sont

EPR à une fréquence d’analyse de 20MHz. La puissance des faisceaux EPR mesurés

est de 5mW. Il est sans doute possible d’en obtenir de plus brillants mais la détection

homodyne saturant au-delà de cette puissance, nous n’avons pas pu les mesurer.

La figure 6.7 présente les résultats obtenus. On peut observer sur les courbes des pics

de bruit parasites, qui correspondent à un bruit électronique à 100Hz lié à l’asservisse-

ment de la cavité.

Fig. 6.7: Mesure, lorsque la cavité de filtrage est présente, de la quadrature la moins bruitée
pour A+ (bleu ciel) et A− (bleu foncé), et séparabilité. Le système fonctionne au-dessus du
seuil, la fréquence d’analyse est de 20MHz. Les données ont été corrigées du bruit électroniques.
(σ = 1,1, RBW= 100 kHz, VBW= 1 kHz )

La puissance de bruit mesurée pour A+ est de −1,8 ± 0,5 dB au-dessous du bruit

quantique standard, et pour A− on obtient −3,9± 0,5 dB. Ceci mène à une séparabilité

Σ = 0,76± 0,08 < 1.

Les faisceaux signal et complémentaire A1 et A2 sont, à cette fréquence d’analyse,

limités par le bruit quantique standard : on mesure 0,0± 0,5 dB. Ceci mène à un critère

EPR E = 0,87± 0,08 < 1.

Ainsi, les faisceaux continus, brillants et de même fréquence générés par l’OPO à auto-
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verrouillage de phase utilisé au-dessus du seuil sont inséparables et EPR. Il s’agit donc de

faisceaux contenant beaucoup de photons, et très quantiques. Pour limiter l’amplitude

des pics de bruit observés, une solution consisterait à stabiliser l’alimentation du module

d’asservissement.

D.3 Résumé du comportement en fréquence

La figure 6.8 présente une synthèse des différents résultats obtenus. Nous n’avons

malheureusement pas pu réaliser une mesure de bruit sur l’intégralité de la bande 5 des

fréquences d’analyse.

Fig. 6.8: Résumé du comportement en fréquence du système selon qu’une cavité de filtrage est
mise en place ou non sur la pompe.

D.4 Comparaison avec les résultats obtenus par d’autres équipes

Plusieurs équipes dans le monde ont généré des faisceaux brillants intriqués : les

équipes de P. Nussenzveig à São Paulo (Brésil) [Villar et al., 2007], O. Pfister à Charlot-

tesville (U.S.A.) [Jing et al., 2006] et K. Peng à Shanxi (Chine) [Su et al., 2006] utilisent

un OPO de type II au-dessus du seuil, en régime continu. On peut également mention-

ner l’équipe de P.K. Lam à Canberra (Australie), qui a généré des faisceaux intriqués

en mélangeant les faisceaux comprimés produits par deux OPA en régime continu 6

[Bowen et al., 2004], et enfin l’équipe de G. Leuchs à Erlangen (Allemagne), qui mé-

lange des pulses brillants comprimés produits grâce à un interféromètre asymétrique de

Sagnac fibré [Glöckl et al., 2003].

Soulignons rapidement ce qui différencie notre système des trois autres dispositifs

proches du nôtre : les faisceaux générés par Villar et al. d’une part, Su et al. d’autres

part, sont de fréquences différentes et non verrouillées. Quant aux faisceaux produits

par Jing et al., leur différence de fréquence est verrouillée à 161MHz, tandis que nos

faisceaux sont verrouillés à la même fréquence.

5. Le niveau de bruit remonte a priori pour une fréquence d’analyse supérieure à la bande passante de la

cavité de l’OPO, qui est de l’ordre de 35MHz.

6. La puissance des faisceaux ainsi générés est évidemment beaucoup plus faible qu’avec un OPO au-dessus

du seuil
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Les résultats présentés par ces différentes équipes sont rappelés dans le tableau 6.1.

Tab. 6.1: Intrication de deux faisceaux brillants obtenue par différentes équipes. Le “X” indique
que la grandeur concernée n’a pas été mesurée.

Équipe Séparabilité Σ EPR E

P. Nussenzveig (Brésil) 0,62± 0,01 X
O. Pfister (U.S.A.) 0,62 X
K. Peng (Chine) 0,666 X

P.K. Lam (Australie) 0,44± 0,01 0,58± 0,02
G. Leuchs (Allemagne) 0,5 X

C. Fabre (France) 0,76± 0,25 0,87± 0,80

Les valeurs de séparabilité obtenues par les autres équipes sont inférieures aux nôtres.

Cependant, nous sommes la seule équipe à avoir pu mesurer le critère EPR en va-

riables continues sur des faisceaux générés directement par un OPO. En outre, nos

faisceaux étant de même fréquence, ceci nous autorise (par exemple) à les mélanger afin

de pouvoir exploiter l’intégralité de la ressource EPR, en particulier le fort lien intrica-

tion/compression de bruit.

E Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre l’efficacité de l’auto-verrouillage de phase pour

l’OPO en fonctionnement au-dessus du seuil, qui permet d’obtenir des faisceaux EPR

brillants, de même fréquence. Il a été nécessaire de mettre en place une cavité de filtrage

sur la pompe : les mesures ont révélé un fort excès de bruit sur cette dernière, qui se

transmet au-dessus du seuil aux faisceaux signal et complémentaire.

L’étude au-dessus du seuil pourrait être complétée en vérifiant l’influence du couplage

sur l’intrication, afin de s’assurer que le comportement du système est le même qu’au-

dessous du seuil. Une mesure de la matrice de covariance est également envisageable. À

moyen terme, l’expérience peut s’orienter vers une utilisation des faisceaux produits, par

exemple dans une expérience de téléportation ou de distillation d’intrication, ou encore

dans le cadre d’une interface lumière-matière.

Cependant, la transmission de l’intrication dans le cadre d’une interaction lumière-

matière est plus efficace si l’intrication est encodée sur les variables de Stokes de po-

larisation. La description d’un dispositif permettant de produire de tels faisceaux fait

l’objet de la dernière partie de ce manuscrit.
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A Introduction

Les perspectives prometteuses de l’information et du calcul quantiques se heurtent

actuellement à un problème de taille, outre le stockage de l’information : la transmission

de cette information aux mémoires quantiques. En effet, les avancées actuelles dans ces

domaines tendent vers un transport de l’information par la lumière, qui se couple peu

à l’environnement, de sorte que les états transportés sont peu soumis à la décohérence.

Par contre, les propositions les plus abouties pour le stockage de l’information consistent

à utiliser des ensemble d’atomes ou d’ions comme mémoires quantiques. Le problème de

l’interface provient précisément de ce que la lumière est peu couplée à son environne-

ment : elle se couple également peu avec la mémoire quantique !

Or les variables de Stokes – qui décrivent la polarisation de la lumière – obéissent aux

même relations de commutation que le spin atomique (spin individuel ou spin collectif).

De ce fait, afin de favoriser la transmission de l’information à l’interface lumière-matière,

il est naturel de chercher à encoder l’information contenue dans la lumière sur les va-

riables de Stokes.

Ce chapitre présente un dispositif original, un OPO auto-verrouillé en phase à deux

cristaux. Nous avons montré théoriquement qu’il génère deux faisceaux de polarisation

définie, de fréquences fixées et ajustables, intriqués en polarisation. L’article décrivant

l’ensemble du dispositif et les prédictions théoriques sur les faisceaux générés, publié dans

Physical Review A, est reproduit en fin de chapitre. Nous nous contenterons donc, dans

le début du chapitre, de décrire le principe du dispositif, et de rappeler les principaux
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résultats attendus.

B OPO auto-verrouillé en phase à deux cristaux

B.1 Description du dispositif

Le concept de base de l’OPO à deux cristaux consiste à placer, dans la cavité de

l’OPO, non plus un mais deux cristaux de type II, tournés de 90◦ l’un par rapport à

l’autre, avec une pompe polarisée à 45◦. De ce fait, sur chaque polarisation est généré

un faisceau de fréquence ωa et un faisceau de fréquence ωb. Quatre champs se propagent

donc dans la cavité, qui seront notés a1 et b2 (générés par le premier cristal) et a2 et b1
(générés par le second cristal). La lettre a ou b fait référence à la fréquence et l’indice

chiffré à la polarisation. Il est possible d’exploiter séparément ces quatre champs, par

exemple en les séparant d’abord en fréquence (à l’aide d’un réseau ou d’un prisme), puis

en polarisation (à l’aide de cubes séparateurs de polarisation), comme le suggère la figure

7.1. On pourrait alors étudier les propriétés d’intrication de ce système multipartitionné.

Cependant, nous allons plutôt considérer une bipartition, en ne conservant que la sépa-

ration en fréquence.

Fig. 7.1: Principe de la génération de 4 champs présentant des propriétés d’intrication.

Les faisceaux ainsi produits ne sont pas utilisables dans le cadre d’une mémoire

atomique. En effet, les relations de phase fixées par le dispositif :

ϕ(a1) + ϕ(b2) = ϕ(a2) + ϕ(b1) = ϕ0 (7.1)

ne sont pas suffisantes pour que la polarisation des faisceaux soit définie (ϕ0 est la phase

de la pompe), puisque ϕ(a1) − ϕ(b2) et ϕ(a2) − ϕ(b1) ne sont pas fixées. La solution

proposée est analogue à celle utilisée dans la partie expérimentale de cette thèse : insérer

une lame d’onde pour exploiter l’auto-verrouillage de phase (cf. Fig. 7.2). Il s’agit d’une

lame λ/2 pour ωa et ωb, légèrement tournée par rapport aux axes propres des cristaux.

Cette lame couple, de façon indépendante, d’une part les champs a1 et a2, d’autre part

les champs b1 et b2. Il est nécessaire d’insérer une seconde lame du même type, tournée
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de 90◦ (mais alignée avec les axes des cristaux) pour compenser le déphasage sur un tour

dû à la première lame.

Fig. 7.2: Insertion d’une lame biréfringente légèrement tournée dans l’OPO à deux cristaux
pour provoquer un auto-verrouillage de phase.

Grâce à ce dispositif, les faisceaux de fréquence ωa d’une part, ωb d’autre part ont

tous deux une polarisation bien définie : ils sont polarisés circulairement. En effet, on a :

ϕ(a1)− ϕ(a2) = ϕ(b1)− ϕ(b2) =
π

2
(7.2)

On peut ajuster les fréquences ωa et ωb avec la température des cristaux.

B.2 Variables de Stokes

Les variables de Stokes permettent de décrire classiquement la polarisation d’un fais-

ceau quelconque ; leurs équivalents quantiques sont définis de la façon suivante :

Ŝ0 = â†X âX + â†Y âY (7.3a)

Ŝ1 = â†X âX − â†Y âY (7.3b)

Ŝ2 = â†X âY − â†Y âX = â†+45◦ â+45◦ + â†−45◦ â−45◦ (7.3c)

Ŝ3 = ı
(
â†Y âX − â†X âY

)
= â†D âD + â†G âG (7.3d)

Les indices X et Y désignent les deux directions de polarisation linéaire du faisceau,

les indices ±45◦ les polarisations linéaires tournées de ±45◦, et G et D les polarisations

circulaires gauche et droite.

Les opérateurs ainsi définis obéissent, comme cela a déjà été mentionné, à des relations

de commutation analogues à celles du spin atomique :

[Ŝi, Ŝj] = 2ıŜk i 6= j 6= k ∈ {1, 2, 3} (7.4)

Par ailleurs, les fluctuations des opérateurs de Stokes peuvent être mesurées sans

oscillateur local (cf. Fig. 7.3) [Bowen et al., 2002]. Ceci permet d’effectuer les mesures
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quelles que soient les fréquences des deux faisceaux, et ainsi de tirer parti de l’accorda-

bilité.

(a) Mesure de Ŝ0. (b) Mesure de Ŝ1.

(c) Mesure de Ŝ2. (d) Mesure de Ŝ3.

Fig. 7.3: Mesure des fluctuations des opérateurs de Stokes.
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B.3 Propriétés quantiques attendues

Les calculs, développés dans l’article reproduit ci-après, montrent que le dispositif, en

fonctionnement au-dessus du seuil dans le régime de plus bas seuil, produit des faisceaux

brillants, polarisés selon S3. Les opérateurs de Stokes Ŝ1 et Ŝ2 sont intriqués, comme le

montre la figure 7.4.

(a) c = 0 (b) c = 1

Fig. 7.4: Critères d’intrication pour les opérateurs de Stokes Ŝ1 et Ŝ2 : séparabilité (trait
continu), critère de Mancini (pointillé court) et critère EPR (pointillé long). Ω est la fréquence
d’analyse normalisée à la bande passante de la cavité, et c est le même paramètre de couplage
que pour l’OPO à un cristal ( défini au chapitre 3 § D.3).

On constate que, pour un couplage nul ou très faible, les faisceaux sont intriqués et

EPR en polarisation pour toutes les fréquences d’analyse, et sont d’autant plus intriqués

que la fréquence d’analyse est basse (cf. figure 7.4(a)). Lorsque le couplage est important,

les corrélations sont dégradées (comme dans le cas de l’OPO à un cristal), en particulier

à basse fréquence. Ils sont cependant inséparables et EPR à partir d’une fréquence

d’analyse légèrement supérieure à la bande passante de la cavité ; l’intrication diminuant

ensuite avec l’augmentation de la fréquence d’analyse. Toutefois, comme l’ont montré les

expériences menées au-dessus du seuil sur l’OPO auto-verrouillé en phase à un cristal, on

peut a priori travailler à couplage faible, voire quasi nul. Ceci permettrait de générer des

faisceaux très intriqués, puisqu’on peut théoriquement atteindre une corrélation parfaite.

De tels faisceaux seraient directement utilisables pour transférer l’intrication de la

lumière aux atomes.
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C Reproduction de l’article

Generation of two-color polarization-entangled optical beams with a self-phase-locked two-crystal
optical parametric oscillator

Julien Laurat,1 Gaëlle Keller,2 Claude Fabre,2 and Thomas Coudreau2,3,*
1Norman Bridge Laboratory of Physics 12-33, California Institute of Technology, Pasadena, California 91125, USA

2Laboratoire Kastler Brossel, Université Pierre et Marie Curie, Case 74, 4 Place Jussieu, 75252 Paris cedex 05, France
3Laboratoire Matériaux et Phénomènes Quantiques, Université Denis Diderot, Case 7021, 2 Place Jussieu,

75251 Paris cedex 05, France
�Received 4 November 2005; published 24 January 2006�

A device to generate polarization-entangled light in the continuous-variable regime is introduced. It consists
of an optical parametric oscillator with two type-II phase-matched nonlinear crystals orthogonally oriented,
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I. INTRODUCTION

Developing quantum memories constitutes an essential
milestone on the route towards quantum communication net-
works. As it is difficult to directly store photons, the quantum
information has to be stored in a material-based quantum
system. A particularly promising application for polarization-
entangled light is the ability to couple it with atomic en-
sembles: the algebra describing the quantum properties of
polarized light via Stokes operators �1–3� is exactly the same
as that describing the quantum properties of the atomic spin,
be it single or collective spins. Quantum state exchange be-
tween light fields and matter systems has been recently ex-
perimentally demonstrated �4,5� and it has been shown that
such systems can be used as quantum memories �6�. In ad-
dition, from a technical point of view, the use of polarization
states offers simpler detection schemes, without the need for
local oscillators. These features make the study and experi-
mental generation of nonclassical polarization states of first
importance for continuous-variable quantum communication.

Furthermore, the study of higher dimensional phase space
is a fascinating and promising subject. Indeed, it has been
shown that multimode nonclassical light could be a very
powerful tool for an efficient processing and transport of
quantum information �7�. Already experimental implementa-
tions and applications of such nonclassical multimode light
have been demonstrated in the continuous-wave regime
�8–11�. Such systems either involve a very large number of
modes �10,11� or a much smaller number �three in the case
of Ref. �9��. Increasing the number of correlated modes is of
particular importance, for instance, in the case of optical
read-out technologies �12� and super-resolution techniques

�13�. In this context, generating continuous-variable polari-
zation-entangled light �1–3�, which exhibits three or four
mode correlations, is a first step towards increasing the phase
space dimension.

Such polarization-entangled beams in the continuous-
variable regime have been recently produced experimentally
with injected type-I phase-matched optical parametric oscil-
lators �OPOs� below threshold �14,15� or using ��3� effects in
a cloud of cold atoms �16�. All of these methods require
linear interferences of two quadrature-entangled modes with
two bright coherent states, which limits the amount of en-
tanglement reached and the simplicity and scalability of the
setup.

We investigate here an approach to directly generate
polarization-entangled light without the need of mode mix-
ing. This approach stems from an original device that we
previously studied, a self-phase-locked optical parametric os-
cillator. This system consists of a type-II phase-matched non-
linear ��2� crystal in an optical cavity and emits fields that are
phase-locked through linear coupling �17–19�: a birefringent
plate, which can be rotated relative to the principal axis of
the crystal, adds this coupling between the orthogonally po-
larized signal and idler beams and results in a phase-locking
phenomenon that is well known for coupled mechanical or
electrical oscillators �20�. Such systems have recently at-
tracted a lot of attention as efficient sources of nonclassical
light �21–23�. A stable operation has been demonstrated ex-
perimentally even with very small coupling �17,24,25� and
their nonclassical properties are very encouraging �24�. We
propose here a new implementation where two crystals, and
not only one, are placed with their neutral axis orthogonal in
a cavity containing two birefringent waveplates for adjust-
able linear coupling. Each crystal generates a pair of signal
and idler beams and the waveplates couple together the two
signal beams and the two idler beams so that phase locking
can be achieved in a nonfrequency degenerate operation. As
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we will show below, this device allows for a direct and effi-
cient generation of polarization-entangled optical beams.

In this paper, we investigate in detail the classical and
quantum properties of the system. The paper is organized as
follows. In Sec. II we begin by presenting the linear and
nonlinear elements of the two-crystal OPO. A propagating
Jones matrix is associated with each element and permits us
to access the round-trip matrix and the stationary solutions.
Section III considers the quantum properties of the emitted
beams in terms of quadrature operators in the Fourier do-
main. The usual input-output linearization technique is used
and quantum correlation spectra are formulated. In Sec. IV,
these quadrature correlations are then interpreted in terms of
polarization entanglement through the Stokes operators.
Considering various criteria, we demonstrate theoretically
that this device is an efficient source of polarization en-
tanglement.

II. SETUP AND CLASSICAL PROPERTIES

In this section, we present the basic scheme of the two-
crystal OPO. Round-trip equations and stationary solutions
are then derived by using Jones matrix formalism.

A. Linear and nonlinear elements in the OPO cavity

The setup is sketched in Fig. 1. Two identical type-II
phase matched ���2�� crystals oriented at 90° and two bire-
fringent waveplates are inserted inside a ring cavity. Signal
and idler fields are resonant but the pump is not enhanced.
The orientation of the various axes with respect to one an-
other are critical. They are summarized on Fig. 1: the non-
linear crystals c� and c� have their fast axes orthogonal;
waveplate l1 has its fast axis parallel to the fast axis of the
crystal c�; the fast axis of the waveplate l2 makes an angle �
with respect to the fast axis of crystal c�. In this paper, we
will restrict ourselves to small values of �.

Four fields may propagate inside the cavity: their classical
field amplitudes are denoted a1,2 and b1,2 where the index
corresponds to the polarization and the letter to the frequency
�a or �b �Fig. 1�. The pump field is polarized at 45° of the
crystals’ axes and its amplitude is denoted a0. We consider
that the pump and subharmonic fields are coupled via the
nonlinear crystals. In c�, the phase matching is such that a0

�x�

is coupled to a1 and b2 while in c�, a0
�y� is coupled to a2 and

b1.
We suppose that the waveplates for the subharmonic

waves have identical dephasing for the two fields. M1 and
M3 are highly reflective mirrors while the amplitude reflec-
tion coefficient for M2 is denoted r. For the sake of simplic-
ity, this coefficient is assumed to be real and independent of
the frequency and of the polarization.

B. Propagation matrices

Birefringent elements are usually described by Jones ma-
trices �26�. The total field can be decomposed into four com-
ponents corresponding to the two subharmonic frequencies
and the two linear polarizations. The waveplates l1 and l2
couple the fields a1 and a2, and b1

* and b2
* independently

while the crystals couple a1 and b2
*, and a2 and b1

* indepen-
dently. Thus, the basis �a1 ,b2

* ,a2 ,b1
*� is sufficient.

The waveplate l1 is a � /2 with its axes parallel to the
basis axes so that its associated matrix is diagonal:

Ml1
=�

ieikane 0 0 0

0 − ie−ikbne 0 0

0 0 ieikane 0

0 0 0 − ie−ikbne
� , �1�

where ka,b denotes the wave vectors, n the mean index of
refraction �dispersion is neglected�, and e the thickness of the
plate.

To determine the transfer matrix of the nonlinear crystals,
the phase matching will be taken perfect. We recall that the
field amplitudes at the output of the first crystal can be writ-
ten

a1
�out� = a1

�in� + ga0
�x��b2

�in��*,

and

FIG. 1. �Color online� Top: Ring cavity two-crystal OPO: c�,�

are type-II nonlinear crystals, l1,2 are � /2 waveplates at �0 /2 and �
waveplates at �0. M1,3 are highly reflective mirrors at �a,b and M2

is a partially reflective mirror at �a,b. All mirrors are transparent at
�0. G is a diffraction grating which separates the two frequency
components. Each of them have two orthogonally polarized bright
components. Center: neutral axes seen by the fundamental wave at
frequency �0. Bottom: neutral axes seen by the subharmonic waves
at frequencies �1 and �2. Dotted lines denote fast axes and continu-
ous lines slow axes.
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�b2
�out��* = �b2

�in��* + g�a0
�x��*�a1

�in�� , �2�

to the first order in g where a0
�x� denotes the pump amplitude

at the output of the first crystal,

a0
�x� =

1
	2

a0, �3�

and where g is the nonlinear coupling coefficient given by

g = l��2�	 ��0�a�b

2c2�0n0n1n2
. �4�

Equations �2� are only valid close to the oscillation threshold
where the pump depletion is small, which corresponds to the
usual operation regime of such nonlinear devices in quantum
optics �24�. The transfer matrix of the first crystal takes thus
the following form:

Mc�
=�

eikan1l g
a0

	2
eikan1l 0 0

g
a0

*

	2
e−ikbn2l e−ikbn2l 0 0

0 0 eikan2l 0

0 0 0 e−ikbn1l

� . �5�

As stated before, perfect phase matching has been assumed.
n1,2 stand for the refractive indices along the neutral axes and
l is the crystal thickness. In the second crystal, only a2 and b1

*

are coupled to the pump. Assuming that the two crystals are
at the same temperature, the transfer matrix is given by

Mc�
=�

eikan2l 0 0 0

0 e−ikbn1l 0 0

0 0 eikan1l ga0
�y�eikan1l

0 0 ga0
�y�e−ikbn2l e−ikbn2l

� , �6�

a0
�y� denotes the pump amplitude along y between the two

crystals,

a0
�y� =

1
	2

a0. �7�

Finally, the last waveplate is a � /2 waveplate rotated by
an angle ��+	 /2� with respect to l1. To the first order in �,
the transfer matrix is found to be �19�

Ml2
=�

− ieikane 0 i
0eikane 0

0 ie−ikbne 0 − i
0e−ikbne

i
0eikane 0 ieikane 0

0 − i
0e−ikbne 0 − ieikbne
� ,

�8�

where 
0
sin 2��2�.
As mentioned earlier, we assume that the mirror proper-

ties are independent both of the frequency and of the polar-
ization. The free propagation matrix is thus

Mprop = r�
eikaL 0 0 0

0 e−ikbL 0 0

0 0 eikaL 0

0 0 0 e−ikbL
� , �9�

where L is the cavity length without taking into account the
birefringent elements �waveplates and crystal�.

One can now calculate the round-trip matrix:

Mrt 
 Mprop . Ml2
. Mc�

. Mcalpha
. Ml1

. �10�

Rather than giving the round-trip matrix in the general case,
let us now make the following assumptions which are usu-
ally verified experimentally: the finesse for the subharmonic
fields is high. The coefficient r is close to 1 and we put r
=1−� with ��1; we assume that the double resonance con-
dition is verified, that is both


a,b = ka,b�L + 2ne + l�n1 + n2�� �11�

are close to an integer multiple of 2	. We denote �a,b their
small round-trip phase detunings; the waveplates l1 and l2 are
� /2 for the two frequencies �a and �b.

In this case, the round-trip matrix to the first order in
�a,b ,g ,�, and 
0 takes the following form:

Mrt ��
1 + i�a − � g

a0

	2

0 0

g
a0

*

	2
1 − i�b − � 0 − 
0

− 
0 0 1 + i�a − � g
a0

	2
e−i�

0 
0 g
a0

*

	2
ei� 1 − i�b − �

� ,

�12�

where �= �kbn1+kan2�l. The phase of the pump amplitude
between the two crystals has been shifted by �ka+kb�ne.

C. Stationary solutions

The stationarity of the solutions corresponds to the fact
that the field amplitudes after one round trip must be equal to
the initial ones. This condition can be expressed in terms of
the round-trip matrix:

Mrt�
a1

b2
*

a2

b1
*
� =�

a1

b2
*

a2

b1
*
� . �13�

This system has a nontrivial solution only if

det�Mrt − I4� = 0 �14�

which leads to a stringent condition on the dephasings

�a = �b = � �15�

and provides also an expression for the pump power
I0

�threshold�= �a0�2.
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We will restrict ourselves to the case where �=0�2	�,
which corresponds to the lowest threshold area. Equation
�14� yields to

I0
�threshold� = �a0�2 =

2

g2 ��2 + �� ± 
0�2� . �16�

This equation has two solutions, corresponding to two pos-
sible regimes. In this paper, we will focus on the regime of
lower threshold.

These equations are similar to that obtained in a one-
crystal self-phase locked OPO, which has been studied in
detail in �18,19,25�. For a given input pump intensity, the
phase-locked operation can be obtained only for a given
range of the relevant parameters �i.e., cavity length and crys-
tal temperature� which defines a so-called “locking zone.”
This locking zone is typically a cavity resonance width large
in terms of length and a few kelvins in terms of temperature,
well within experimental capacities. For a one-crystal self-
phase-locked OPO, a phase-locked operation was indeed ob-
served even for extremely small angles of the wave plate
�24� where it does not perturb the quantum properties of the
system �23�.

Let us consider the lowest threshold given by Eq. �16� and
reach for �=
0. This working point, associated with �
=0�2	�, can be obtained experimentally by simultaneously
adjusting both the crystal temperatures and the frequency of
the pump laser. Equation �16� becomes thus

I0
�threshold� = 2�2/g2. �17�

At this working point, the round-trip matrix is simpler and
can be rewritten:

Mrt =�
1 + i
0 − � � 
0 0

� 1 − i
0 − � 0 − 
0

− 
0 0 1 + i
0 − � �

0 
0 � 1 − i
0 − �
� .

�18�

The eigenvector of the round-trip equation, MrtJ� =J� , is
given by

J� = J �
1

1

− i

− i
� , �19�

where J is a �a priori complex� constant. This expression
shows that the field generated consists in two modes at fre-
quencies �a and �b with right circularly polarization. J is
determined by the pump depletion equation:

a0 = �a0
in − ga1b2�eikn0l, �20�

where a0
in is the input pump amplitude. In order to solve this

equation, one can set the pump phase between the two crys-
tals to be zero: this amounts to changing the phase origin
which will not change the properties of the system. The pre-
vious equation yields


�

g
+ g�J�2�2

= I0
�in� �21�

with I0
�in�= �a0

�in��2. One then gets the usual OPO solution

J =	 �

g2 �� − 1�ei�1, �22�

where a reduced pumping parameter � has been defined
equal to the input pump amplitude normalized to the thresh-
old

� =	 I0
�in�

I0
�threshold� . �23�

When � is larger than 1, i.e., when the OPO is pumped
above a defined threshold, four bright beams with fixed rela-
tive phases given by Eq. �19� are generated. Since the two
signal �resp. idler� beams have a fixed phase relation and
identical frequencies, they form a single beam with a circular
polarization state. The system thus generates two circularly
polarized beams which are frequency tunable.

The next sections are devoted to the study of the quantum
properties. Correlations and anticorrelations of the couple
signal/idler emitted by each crystal, i.e., �a1 ,b2� or �a2 ,b1�,
are formulated.

III. QUANTUM PROPERTIES AND QUADRATURE
FLUCTUATIONS

In order to calculate the fluctuations for the involved
fields when the system is pumped above threshold, we apply
the usual input-output linearization technique �see, e.g.,
�27��. Individual noise spectra as well as the correlations
between any linear combinations of the various fluctuations
are derived in the Fourier domain.

A. Linearized equations

We first determine the classical stationary solutions of the
evolution equations: these solutions are denoted ai

�s� , bj
�s�

where i=0,1 ,2; j=1,2. We then linearize the evolution
equations around these stationary values by setting ai=ai

�s�

+�ai, i=0,1 ,2, and bj =bj
�s�+�bj , j=0,1.

The evolution equations for the fluctuations are deduced
from the round-trip matrix taking into account the stationary
solutions �17�, �19�, and �22�:

�
d�a1

dt
= �− �� + i
0��a1 + ��b2

* + ei�1	��� − 1���a0
�x���in�

+ 
0�a2 − e2i�1��� − 1��b2 − 	2��a1
in,

�
d�a2

dt
= �− �� + i
0��a2 + ��b1

* − iei�1	��� − 1���a0
�y���in�

− 
0�a1 + e2i�1��� − 1��b1 − 	2��a2
in,

�
d�b1

dt
= �− �� + i
0��b1 + ��a2

* + ie−i�1	��� − 1���a0
�y���in�

+ 
0�b2 + e−2i�1��� − 1��a2 − 	2��b1
in,
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�
d�b2

dt
= �− �� + i
0��b2 + ��a1

* − e−i�1	��� − 1���a0
�x���in�

− 
0�b1 − e−2i�1��� − 1��a1 − 	2��b2
in, �24�

where � stands for the cavity round-trip time. �ai
in correspond

to the vacuum fluctuations entering the cavity through the
coupling mirror.

B. Quadrature fluctuations

We define the amplitude and phase quadratures of a mode
a with mean phase �a by, respectively,

pa = �ae−i�a + �a*ei�a, qa = − i��ae−i�a − �a*ei�a� .

�25�

The evolution equations can be then expressed in matrix
form:

�
d

dt
�J = M�J + 	��� − 1��J0

in + 	2��Jin, �26�

where

M =�
− �� − 
0 0 
0 0 0 − ��� − 2� 0


0 − �� − 
0 0 0 0 0 − ��

0 
0 − �� − 
0 − ��� − 2� 0 0 0

− 
0 0 
0 − �� 0 − �� 0 0

0 0 − ��� − 2� 0 − �� − 
0 0 
0

0 0 0 − �� 
0 − �� − 
0 0

− ��� − 2� 0 0 0 0 
0 − �� − 
0

0 − �� 0 0 − 
0 0 
0 − ��

� , �27�

�J is the column vector of the quadrature components

�J = �pa1
,qa1

,pa2
,qa2

,pb1
,qb1

,pb2
,qb2

� , �28�

�J0
in for the input pump fluctuations,

�J0
in = �p0

�x�in
,q0

�x�in
,p0

�y�in
,q0

�y�in
,p0

�y�in
,q0

�y�in
,p0

�xin�,q0
�x�in

� , �29�

and �Jin the for the vacuum fluctuations entering the cavity through the coupling mirror

�Jin = �pa1

in ,qa1

in ,pa2

in ,qa2

in ,pb1

in ,qb1

in ,pb2

in ,qb2

in � . �30�

These differential equations are readily transformed into algebraic equations by taking the Fourier transform. In the
frequency domain, the equations become

2i��J̃��� = M��J̃��� +	� − 1

�
�J̃0

in��� +	2

�
�J̃in��� , �31�

where �=�� /2�=� /�c is the noise frequency normalized to the cavity bandwidth �c=2� /� and c=
0 /� is the normalized

coupling constant. �J̃���, �J̃0
in���, and �J̃in��� are the Fourier transforms of the column vectors �28�–�30�. The matrix M�

is defined by

M� =�
− � − c 0 c 0 0 − � − 2 0

c − � − c 0 0 0 0 − �

0 c − � − c − � − 2 0 0 0

− c 0 c − � 0 − � 0 0

0 0 − � − 2 0 − � − c 0 c

0 0 0 − � c − � − c 0

− � − 2 0 0 0 0 c − � − c

0 − � 0 0 − c 0 c − �

� . �32�
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C. Correlations and anticorrelations

In order to use the symmetry of the equations, one can
introduce the symmetric and antisymmetric components

p̃� =
1
	2

�p̃a1
��� + p̃b2

���� , q̃� =
1
	2

�q̃a1
��� + q̃b2

���� ,

r̃� =
1
	2

�p̃a1
��� − p̃b2

���� , s̃� =
1
	2

�q̃a1
��� − q̃b2

���� ,

�33�

and

p̃� =
1
	2

�p̃a2
��� + p̃b1

���� , q̃� =
1
	2

�q̃a2
��� + q̃b1

���� ,

r̃� = −
1
	2

�p̃a2
��� − p̃b1

���� , s̃� = −
1
	2

�q̃a2
��� − q̃b1

���� .

�34�

In a standard OPO, one expects intensity correlations and
phase anticorrelations. Using our notations, this corresponds
to having r� and r� as well as q� and q� squeezed �28�. This
is also the case in a phase-locked OPO in the limit of small
coupling �23�.

As previously, the equations verified by these quantities
can be expressed in matrix form. However, it is interesting to
note that the sums are independent from the differences.
Thus, one can write two sets of equations:

2i��w̃±��� = M±�w̃±��� +	2
� − 1

�
�w̃0,±

in ���

+	2

�
�w̃±

in��� , �35�

where �w̃± are the column vector

�w̃+��� = „p̃����, p̃����, q̃����, q̃����… ,

�w̃−��� = „r̃����, r̃����, s̃����, s̃����… , �36�

M+ =�
− 2�� − 1� 0 − c c

0 − 2�� − 1� c − c

c − c − 2� 0

− c c 0 − 2�
� ,

M− =�
− 2 0 − c − c

0 − 2 − c − c

c c 0 0

c c 0 0
� , �37�

�w̃0,±
in are the column vectors for the input pump fluctuations,

�w̃0,+
in = „p̃0

�x�in
���, p̃0

�y�in
���, q̃0

�x�in
���, p̃0

�y�in
���… ,

�w̃0,−
in = �0,0,0,0� , �38�

and �w̃in the column vector for the input fluctuations entering
the cavity through the coupling mirror

�w̃+
in��� = „p̃�

in���, p̃�
in���, q̃�

in���, q̃�
in���…

�w̃−
in
„�� = �r̃�

in���, r̃�
in���, s̃�

in���, s̃�
in���… . �39�

These equations can be easily solved and one obtains the
equations for the intracavity fluctuations. However, the rel-
evant fluctuations are those outside the cavity. They can be
easily calculated using the boundary condition on the output
mirror:

fout = tf − rf in � 	2�f − f in �40�

and the corresponding spectra are given by

S f��� = � f̃ out��� f̃ out
* �− ��� . �41�

The expressions are identical for the two sets of spectra
Sp�,q�,r�,s�

and Sp�,q�,r�,s�
:

Spu
���

= 1 +
1

2��2 + �� − 1�2�

+
�2 + �2 − c2

2��c2 + ��� − 1��2 + �2 − 2�c2 − ��� − 1���2 + �4�
,

Squ
���

= 1 −
1

�2 + �2

−
�� − 1�2 + �2 − c2

2��c2 + ��� − 1��2 + �2 − 2�c2 − ��� − 1���2 + �4�
,

Sru
��� = 1 −

1

2�1 + �2�
−

�2 − c2

2��2 + ��2 − c2�2�
,

Ssu
��� = 1 +

1

2�2 +
1 + �2 − c2

2��2 + ��2 − c2�2�
, �42�

u=� ,�.
The behavior of the squeezed spectra, Sr

u
�out� and Sq

u
�out�, is

shown in Fig. 2. For small coupling and low analysis fre-
quency, one observes that the spectra go to zero which indi-
cates the existence of very large correlations. As usual, the
spectra go to 1 as � goes to infinity: the correlations exist
only within the cavity bandwidth or conversely, only when
the integration time is larger than the field life time in the
cavity. The increase of c also results in a degradation of the
correlations and anticorrelations: the waveplate tends to mix
the fields, and this phenomenon is increased as the coupling
is increased. This phenomenon can be understood in terms of
phase diffusion: as the coupling is increased, the phase dif-
fusion is reduced which in turn reduces the intensity corre-
lations. Finally, the phase anticorrelations �Fig. 2, bottom�
are also degraded as the input pump power is increased: as �
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152 7. Génération d’intrication en polarisation : OPO à deux cristaux

is increased, the input pump noise becomes more and more
important.

This analysis has been performed by studying the fields
generated by each crystal. Since several frequencies are in-
volved, such a measurement would require the use of mul-
tiple local oscillators or of dephasing cavities �29�. It is thus
easier experimentally as well as more fruitful for quantum
information purposes to study the beams at each frequency,
namely the couples �a1 ,a2� and �b1 ,b2�, which are circularly
polarized.

IV. POLARIZATION-ENTANGLEMENT GENERATION

The nonclassical properties of the two-crystal OPO are
now analyzed in terms of polarization fluctuations. Polariza-
tion-entanglement generation is demonstrated using various
criteria introduced in the literature.

A. Quantum Stokes parameters

Before describing the properties of the system, let us
briefly recall the quantum picture for polarization properties.
The polarization of light beams can be described in the gen-
eral case by the Stokes parameters �30�:

S0 = Ix + Iy , S1 = Ix − Iy ,

S2 = I+45° − I−45°, S3 = I�+ − I�−. �43�

where Ix,y,+45°,−45°,�+,�− describe the intensity along the x, y,
+45°, −45°, �+, and �− polarization. These four parameters

are not independent but are instead linked by the relation

S0
2 = S1

2 + S2
2 + S3

2 �44�

for a totally polarized field.
The quantum polarization properties are defined via the

quantum counterparts of the Stokes parameters �1,2�:

Ŝ0 = âx
†âx + ây

†ây , Ŝ1 = âx
†âx − ây

†ây ,

Ŝ2 = âx
†ây + ây

†âx = â+45°
† â+45° + â−45°

† â−45°,

Ŝ3 = i�ây
†âx − âx

†ây� = â�+
† â�+ + â�−

† â�−. �45�

�Ŝ1 , Ŝ2 , Ŝ3� verify commutation relations identical to those
verified by orbital momentum operators:

�Ŝi, Ŝj� = 2iŜk, �46�

where i , j ,k=1,2 ,3 are cyclically interchangeable. These re-
lations result in three uncertainty relations,


2Ŝ1
2Ŝ2 � ��Ŝ3��2, 
2Ŝ2
2Ŝ3 � ��Ŝ1��2,


2Ŝ3
2Ŝ1 � ��Ŝ2��2, �47�

where the notation 
2�X̂� correspond to the variance of the

operator X̂.

B. Entanglement criteria

In our case, Eq. �19� shows that the output beams are

circularly polarized, thus �Ŝ1
a,b�=0= �Ŝ2

a,b�; and as a result, the

inequalities �47� which contain variances Ŝ3
a,b are automati-

cally verified. The only nontrivial Heisenberg inequality is
then given by


2Ŝ1
a,b
2Ŝ2

a,b � ��Ŝ3
a,b��2 =

�

g2 �� − 1� , �48�

where the notation 
2�X̂� corresponds to the variance of the

operator X̂: 
2�X̂�=Š�X̂− �X̂��2
‹= ��X2�.

Various entanglement criteria have been defined. We will
restrict ourselves to three of them �31–34�.

The first two criteria are, in the general case, sufficient
�and not always necessary� conditions for entanglement. A
general criterion is given by the product of two linear com-
binations of conjugate variables variances �33� �denoted
“product criterion” in the following�. In the case of the
Stokes operators, this inseparability criterion states that when


2�Ŝ1
a ± Ŝ1

b�
2�Ŝ2
a � Ŝ2

b� � 2���Ŝ3
a�� + ��Ŝ3

b��� �49�

the state is entangled. The relevant Stokes parameters fluc-

tuations �Ŝ1
a,b and �Ŝ2

a,b can be expressed from the quadrature
operators. In the case of circularly polarized beams, one has
�u=a ,b�

�Ŝ1
u���
�J�

= �p̃u1

�out���� − �p̃u2

�out���� ,

FIG. 2. Normalized noise spectrum of the amplitude quadrature
difference and phase quadrature sum for �=1 �top� and �=1.1 �bot-
tom�. Continuous curves corresponds to c=1, long-dashed to c
=0.2, and short-dashed to c=0.
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�Ŝ2
u���
�J�

= − ��q̃u1

�out���� − �q̃u2

�out����� . �50�

It follows from these expressions that

�S1
+ = �Ŝ1

a��� + �Ŝ1
b���

= ��p̃a1

�out���� − �p̃b2

�out����� − ��p̃a2

�out���� − �p̃b1

�out�����

= 	2�r�
�out� − r�

�out�� ,

�S2
− = �Ŝ2

a��� − �Ŝ2
b���

= − ��q̃a1

�out���� + �q̃b2

�out����� + ��q̃a2

�out���� + �p̃b1

�out�����

= 	2�− q�
�out� + q�

�out�� . �51�

Thus the relevant spectra can be calculated from the previ-
ously calculated linear combinations of the amplitude and
phase quadrature components. They are given by

SS1
+��� = 1 −

�2 − c2

�2 + ��2 − c2�2 ,

SS2
−���

= 1 −
��2 − c2� + �� − 1�2

�c2 + ��� − 1��2 + �2 − 2�c2 − ��� − 1���2 + �4 .

�52�

Let us remark that the two expressions are equal for �
=1 and c=0, i.e., for the uncoupled system operated at
threshold. One also remarks that SS1

+��� is independent of
the pump amplitude �. This is not surprising since this quan-
tity is the difference of the intensity correlations between the
signal and idler modes of each crystal. These correlations
originate in the parametric down-conversion phenomenon,
independently of the pump power: the photons in the modes
a1 and b2 �a2 and b1, respectively� are emitted by pairs thus
leading to intensity correlations between the two modes.
These two quantities can be measured using standard meth-
ods for the measurement of quantum Stokes operators, see,
e.g., �2,14,15�

Using these expressions, one gets a simple expression for
the product criterion �49�

SS1
+���SS2

−��� � 2. �53�

The second criterion �“sum criterion”�, which is widely
used in continuous-variable entanglement characterization, is
given by the sum of the above quantities �31,32�. It is, in
fact, a special case of the previous criterion �33�. The crite-
rion states that if

1

2
�SS1

+ + SS2
−� � 1 �54�

then the two states are entangled.
These two criteria are entanglement witnesses in the sense

that they allow us to specify whether the state is indeed en-
tangled.

Finally, the last criterion is related to another particularity
of the system which may allow us to make a joint QND

measurement of the two noncommutating observables Ŝ1 and

Ŝ2. It is shown in �34� that this is related to the EPR-like
“paradox.” This criterion relies on conditional probabilities
and can be written

SS1
a�S1

b . SS2
a�S2

b � 1, �55�

where

SSi
a�Si

b = ��Si
a�2�
1 −

�Si
aSi

b�2

��Si
a�2���Si

b�2�
�, i = 1,2. �56�

When this condition is verified, the correlations are suffi-
ciently large that the information extracted from the mea-
surement of the two Stokes operators of one field provides
values for the Stokes operators of the other which violate the
Heisenberg inequality �35�.

Figure 3 shows the various criteria as a function of the
analysis frequency, � for a fixed pump power ��=1� and for
different values of the coupling. Very strong entanglement
can be found for small couplings, c and small analysis fre-
quencies �. As the coupling is increased, the entanglement is
shifted to higher values of the analysis frequency. Let us
note, however, that c=1 corresponds usually to large angles
�around 1° for typical output couplers�: in the case of single-
crystal phase locked OPOs, stable phase-locking has been

FIG. 3. Criterion spectra for c=0 �top� and c=1 �bottom�. Con-
tinuous curves correspond to the sum criterion � 1

2SS1
+���

+SS2
−����, long-dashed to the EPR criterion �SS1

a�S1
b .SS2

a�S2
b�, and

short-dashed to the product criterion � 1
2 �SS1

+ .SS2
−��.
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achieved with very small angles corresponding to c�0. The
entanglement is present for a wide range of the parameters
thus showing the efficiency of the system.

V. CONCLUSION

We have presented and studied theoretically an original
device based on an optical cavity containing two type-II
phase-matched ��2� crystals as well as birefringent plates
which add a linear coupling between the signal and idler
fields emitted in each crystal. The coupling induces a phase-
locking, respectively, between the two signal fields and be-
tween the two idler fields. In this configuration, the system is
found to directly generate two-color polarization-entangled
beams without the need for mode mixing. The two-crystal
OPO would be thus a useful resource for the field of
continuous-variable quantum information. Nonclassical po-

larization states are well coupled to atomic ensembles which
can be used as quantum memories and form the basic block
required for quantum networks. Furthermore, we believe that
the experimental implementation of this device is very inter-
esting for potential parallel processing as it would be a new
step towards extending the dimension of the phase space
experimentally accessible.
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Conclusion

Au cours des dernières années, l’optique quantique a connu des avancées majeures,

tant théoriques qu’expérimentales, dans le domaine de la caractérisation et de la généra-

tion des états intriqués en variables continues, qui sont à la base de nombreux protocoles

de communication quantique.

L’intrication en elle-même est une propriété de mieux en mieux comprise ; des ou-

tils permettant, à partir des mesures effectuées en laboratoire, de la détecter et de la

quantifier ont été développés. Afin de proposer une base de travail pour aller plus loin,

certains chercheurs se sont attelés à dresser un état des lieux des connaissances. Ceci a

permis de montrer que le problème de l’intrication des états Gaussiens bi-partitionnés

est bien cerné. Pour des états plus complexes (même Gaussiens), de nombreuses ques-

tions restent en suspens : le formalisme permettant de traiter les états Gaussiens existe,

mais à l’heure actuelle aucun critère général d’intrication n’a été dégagé pour les états

multi-partitionnés.

En ce qui concerne l’expérience, deux aspects complémentaires ont été développés : la

génération d’états intriqués de très bonne qualité (en vue de leur utilisation dans divers

protocoles, tels que la téléportation), et la génération d’états intriqués multi-partitionnés.

Ce travail de thèse s’inscrit pleinement dans cette évolution des connaissances. Il s’ap-

puie sur un dispositif original, précédemment construit au laboratoire : un Oscillateur

Paramétrique Optique à auto-verrouillage de phase. Ce dispositif utilise une solution

tout-optique pour forcer les faisceaux signal et complémentaire à osciller à même fré-

quence : ces champs sont couplés grâce à une lame d’onde insérée dans la cavité de

l’OPO. Nous avons généré et caractérisé des états intriqués, sous les deux régimes de

fonctionnement du dispositif : au-dessous et au-dessus du seuil.

Au-dessous du seuil, l’OPO auto-verrouillé en phase avait permis de générer des fais-

ceaux vides très intriqués (de séparabilité Σ = 0,33, et pour lesquels le critère EPR vaut

E = 0,42). Cette intrication s’étend sur une large bande de fréquences d’analyse (elle a

été observée de 50 kHz à 10MHz ). Afin d’exploiter ces résultats sous l’angle du forma-

lisme symplectique, nous avons mesuré la matrice de covariance de l’état généré. Ceci

nous a permis de retrouver les résultats précédents. L’introduction de la lame d’onde

dans la cavité offre un nouveau degré de liberté : l’intensité du couplage. Lorsque le

couplage entre les états augmente, leur matrice de covariance n’est plus dans la forme

standard. Le formalisme symplectique est cependant encore valable. Il nous a en outre

permis de prévoir les transformations passives (non locales) à appliquer à ces états pour
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atteindre la quantité maximale d’intrication.

Au-dessus du seuil, la théorie prédit que le dispositif génère des faisceaux EPR

brillants et de même fréquence. Si le verrouillage en fréquence était effectif, les me-

sures précédemment menées n’avaient pas permis de mettre en évidence une violation

du critère EPR. À assez haute fréquence d’analyse (16,5MHz ), nous avons cependant

mesuré une séparabilité inférieure à 1 : Σ = 0,78. L’excès de bruit observé, qui empêche

de violer le critère EPR, est dû au bruit présent sur le faisceau pompe, qui se transmet

aux faisceaux signal et complémentaire. Nous avons pu estimer ce bruit autour de 12 dB

au-dessus du bruit quantique standard pour le bruit d’intensité, et 17 dB au-dessus du

bruit quantique standard pour le bruit de phase. Afin d’éliminer ce bruit, une cavité

de filtrage a été mise en place sur le faisceau pompe. Le caractère EPR des faisceaux

générés a ainsi été mis en évidence : Σ = 0,76 et E = 0,87.

Durant la dernière partie de cette thèse, nous nous sommes intéressés à la généra-

tion d’un autre type de faisceaux corrélés, cette fois en polarisation. Pour ce faire, nous

proposons un dispositif dérivé du précédent : un OPO auto-verrouillé en phase à deux

cristaux. Il permettrait de produire deux faisceaux de couleurs différentes et ajustables,

de polarisation circulaire, et intriqués en polarisation. Outre l’attrait de ces faisceaux

pour le transfert de l’intrication de la lumière à la matière, ce système ouvre également

des perspectives intéressantes vers l’intrication d’états multi-partitionnés.

Les travaux menés au cours de cette thèse ont permis de démontrer l’intérêt de l’OPO

auto-verrouillé en phase comme un système modèle, permettant de générer des états très

divers, vides ou brillants. Dans ce domaine, il serait intéressant de mesurer les termes de

la matrice de covariance des faisceaux produits lorsque le système fonctionne au-dessus

du seuil. Les faisceaux brillants pourraient également être utilisés dans un protocole de

communication quantique.

Le dispositif de l’OPO auto-verrouillé en phase à deux cristaux est également destiné

à être réalisé à moyen terme. Un certain nombre de problèmes d’ordre technique restent

cependant à résoudre auparavant (contrôle de température des cristaux, réalisation de la

lame d’onde de verrouillage, ...). D’un point de vue théorique, l’aspect multi-partitionné

des faisceaux générés reste encore à explorer. La mise en place – en collaboration avec

d’autres groupes du laboratoire – d’un dispositif d’atomes piégés sur l’expérience per-

mettrait d’étudier la transmission de l’intrication entre la lumière et la matière.

À plus court terme, les faisceaux intriqués générés par le dispositif pourraient être

exploités pour tester les critères de corrélation photons-champ. Ces critères permettent

de détecter des champs comprimés [Carmichael et al., 2004], y compris lorsqu’ils sont

peu comprimés. Ils permettent également de s’affranchir de l’efficacité des photodiodes.

Le principe est de prélever une faible partie du champ comprimé, et de conditionner la

détection (continue) du champ à la détection individuelle des photons ainsi prélevés.

Ces critères n’ont – à notre connaissance – jusqu’à présent été testés que dans le
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domaine de l’électrodynamique quantique en cavité [Foster et al., 2000]. Dans notre cas,

lorsqu’on travaille loin du seuil de l’OPO, les faisceaux sont trop peu intriqués pour

pouvoir détecter leurs corrélations avec les critères habituels. La mise en place d’une

détection mixte photons/champ nous permettrait d’explorer d’autres régimes de fonc-

tionnement de l’OPO, peu ou pas étudiés expérimentalement jusqu’à présent.
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Décembre 2000). 17

[Aspect et al., 1982] Aspect, A., Grangier, P. et Roger, G. (1982). Experimental

realization of Einstein-Podolsky-Rosen Gedankenexperiment : a new violation of Bell’s

inequalities. Phys. Rev. Lett., 49(2):91–94. 1, 18

[Audenaert et Plenio, 2006] Audenaert, K. et Plenio, M. (2006). When are correla-

tions quantum? – verification and quantification of entanglement by simple measure-

ments. New J. Phys., 8(11):266. 37

[Basdevant et Dalibard, 2001] Basdevant, J.-L. et Dalibard, J. (2001). Mécanique
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de doctorat, Universität Potsdam. 44, 45

[Eisert et al., 2002a] Eisert, J., Scheel, S. et Plenio, M. (2002a). Distilling Gaussian

states with Gaussian operations is impossible. Phys. Rev. Lett., 89(13):137903. 41

[Eisert et al., 2002b] Eisert, J., Simon, C. et Plenio, M. (2002b). On the quantifica-

tion of entanglement in infinite-dimensional quantum systems. Journal of Physics A :

Mathematical and General, 35(17):3911–3923. 45

[Ekert et al., 2002] Ekert, A., Alves, C., Oi, D., Horodecki, M., Horodecki, P. et

Kwek, L. (2002). Direct estimations of linear and nonlinear functionals of a quantum

state. Phys. Rev. Lett., 88(21):217901. 47

[Ekert, 1991] Ekert, A. K. (1991). Quantum cryptography based on bell’s theorem.

Phys. Rev. Lett., 67(6):661–663. 2

[Fabre, 1997] Fabre, C. (1997). Quantum fluctuations in light beams. In Reynaud, S.,
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[Fiurášek, 2002] Fiurášek, J. (2002). Gaussian transformations and distillation of en-

tangled Gaussian states. Phys. Rev. Lett., 89(13):137904. 41
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[Heiss, 2003] Heiss, D., éditeur (2003). Fundamentals of Quantum Information : Quan-

tum Computation, Communication, Decoherence, and All That. Springer. 37
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Supérieure d’Optique. 96

[Laurat, 2004] Laurat, J. (2004). États non-classiques et intrication en variables conti-
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[Oi et Åberg, 2006] Oi, D. et Åberg, J. (2006). Fidelity and coherence measures from

interference. Phys. Rev. Lett., 97(22):220404. 47

[Osborne, 2007] Osborne, T. (2007). Convex hulls of varieties and entanglement mea-

sures based on the roof construction. Quantum Information & Computation, 7(3):209–

227. 44

[Ou et al., 1992] Ou, Z., Pereira, S., Kimble, H. et Peng, K. (1992). Realization

of the einstein-podolsky-rosen paradox for continuous variables. Phys. Rev. Lett.,

68(25):3663–3666. 1

[Pan et al., 1998] Pan, J.-W., Bouwmeester, D., Weinfurter, H. et Zeilinger,

A. (1998). Experimental entanglement swapping : Entangling photons that never

interacted. Phys. Rev. Lett., 80(18):3891–3894. 2



Bibliographie 167

[Pan et al., 2003] Pan, J.-W., Gasparoni, S., Aspelmeyer, M., Jennewein, T. et

Zeilinger, A. (2003). Experimental realization of freely propagating teleported qu-

bits. Nature, 421:721–725. 2

[Peres, 1993] Peres, A. (1993). Quantum theory : concepts and methods. Kluwer Aca-

demic Publishers, Dordrecht. 35

[Peres, 1996] Peres, A. (1996). Separability criterion for density matrices. Phys. Rev.

Lett., 77(8):1413–1415. 2, 39

[Plenio, 2005] Plenio, M. (2005). Logarithmic negativity : A full entanglement mono-

tone that is not convex. Physical Review Letters, 95(9):090503. 45

[Plenio et Virmani, 2007] Plenio, M. et Virmani, S. (2007). An introduction to en-

tanglement measures. Quantum Information & Computation, 7(1-2):1–51. 43

[Popescu et Rohrlich, 1997] Popescu, S. et Rohrlich, D. (1997). Thermodynamics

and the measure of entanglement. Phys. Rev. A, 56(5):R3319–R3321. 38

[Reid, 1989] Reid, M. (1989). Demonstration of the Einstein-Podolsky-Rosen paradox

using non-degenerate parametric amplification. Phys. Rev. A, 40(2):913–923. 3, 18

[Reid et Drummond, 1988] Reid, M. et Drummond, P. (1988). Quantum correlations

of phase in nondegenerate parametric oscillation. Phys. Rev. Lett., 60:2731–2733. 18

[Rigolin et de Oliveira, 2007] Rigolin, G. et de Oliveira, M. (2007). Quantification of

continuous variable entanglement with only two types of simple measurements. arXiv,

quant-ph/0608184. 47

[Rigolin et Escobar, 2004] Rigolin, G. et Escobar, C. (2004). Lower bounds on the

entanglement of formation for general Gaussian states. Phys. Rev. A, 69(1):012307.

49

[Roch et al., 1997] Roch, J.-F., Vigneron, K., Grelu, P., Sinatra, A., Poizat, J.-P.

et Grangier, P. (1997). Quantum non demolition measurement using cold trapped

atoms. Phys. Rev. Lett., 78(4):634–637. 16

[Rosencher et Fabre, 2002] Rosencher, E. et Fabre, C. (2002). Oscillation characte-

ristics of continuous-wave optical parametric oscillators : beyond the mean-field ap-

proximation. J. Opt. Soc. Am. B, 19(5):1107–1116. 59

[Schleich, 2001] Schleich, W. (2001). Quantum optics in phase space. Wiley-VCH,

Weinheim. 26

[Scully et Zubairy, 1997] Scully, M. et Zubairy, S. (1997). Quantum Optics. Cam-

bridge University Press. 26

[Serafini, 2004] Serafini, A. (2004). Decoherence & entanglement in continuous va-
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