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RÉSUMÉ  

La démarche générale du mémoire consiste à utiliser des outils mathématiques permettant d’élaborer un formalisme 
vectoriel applicable aux systèmes électriques au sens large. Ce formalisme bénéficie à la fois des propriétés graphiques et 
géométriques de la théorie des vecteurs d’espace qu’il généralise et de la puissance du calcul matriciel. Aussi, est-il tout 
particulièrement adapté à l’étude des systèmes polyphasés. 

Tout d’abord, on caractérise les modulateurs d’énergie indépendamment de leurs charges. Pour cela des espaces vectoriels 
leur sont associés ainsi que des familles de vecteurs qui les caractérisent. Il est possible alors de définir quel type de charge le 
modulateur est capable de contrôler. Les degrés de liberté de la commande trouvent également une formulation mathématique. 
Les exemples traités sont les onduleurs de tension monophasé et triphasé deux niveaux. L’approche conduit, dans le cas d’une 
commande aux valeurs moyennes, à un calcul original des durées de conduction des interrupteurs en utilisant la notion de 
barycentre. Les algorithmes obtenus, généralisables aux onduleurs à n bras, comportent un nombre réduit d’opérations logiques 
et arithmétiques. 

Le formalisme est ensuite appliqué à la machine asynchrone triphasée avec q barres au rotor ; ceci nous permet d’expliciter 
la notion de rotor diphasé équivalent. La machine asynchrone pentaphasée est également modélisée et l’approche développée 
met en évidence les conditions que doit remplir l’onduleur à 5 bras pour l’alimenter correctement. 

Dans la dernière partie, un onduleur de courant à Modulation de Largeur d’Impulsions est étudié à l’aide du formalisme. 
Les non-linéarités de la commande sont prises en compte vectoriellement, notamment, de façon originale, celle concernant la 
durée minimale de conduction des interrupteurs. On décrit enfin l’implantation matérielle de cette commande sur 
microcontrôleur 16 bits et présente les résultats expérimentaux dans le cas d’une charge constituée d’une machine asynchrone 
triphasée en parallèle avec des condensateurs.  

 
MOTS-CLÉS 

Polyphasé, pentaphasé, hexaphasé, phaseur complexe, vecteur d'espace, modulation de largeur d'impulsion, MLI, machine 
asynchrone, onduleur de tension, onduleur de courant, barycentre, homopolaire. 

 
TITLE 

Tools and Studying Method of Polyphase Electrical Systems. 
Generalisation of the Space Vector Theory 

 
ABSTRACT 

The general methodology of this thesis consists of using mathematics tools allowing the elaboration of a vectorial 
formalism which is applicable to electrical systems in the broad sense of the word. 

This formalism  is enjoying the matricial calculation power and, at the same time, the geometric and graphical properties of 
the space vector theory that is generalized. So, it is particuliarly adapted to the study of polyphases systems.  

First of all, we characterize the static power converters regardless of their loads. To do that, vectorial spaces are associated 
to them along with characteristic families of vectors. Then, it is possible to define which kind of load the converter can control. 
The degrees of freedom find also a mathematic formulation. The examples which are dealt with, are the two-level, one and 
three-phase, voltage-source inverters. In the case of a mean value control, the approach leads to an original calculation of the 
on-state duration of the switches, by using the concept of barycenter. The obtained algorithms, to be generalized to n-legs 
inverters, comprise a reduced numbers of logical and arithmetic operations.  

The formalisme is secondly applied to the three-phase induction machine with q rotoric bars. This allows us to clarify the 
concept of equivalent two-phase rotor. The five-phase induction machine is also modelized and the developped approach 
highligthts the conditions that the five legs inverters must verify to supply it correctly.  

In the latest part, a PWM current source inverter is studied with the formalism. The non-linearities of the control are 
vectorially taken into account, and particuliarly this one relative to the minimal duration of conduction of the switches. Finally, 
we describe the material implementation of the control on a 16-bits microcontroler, and present experimental results in the case 
of a load composed of a three-phase induction machine with capacitors in parallel. 
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Introduction 
 

On se propose de montrer dans ce mémoire comment l’usage de certains outils 

mathématiques du formalisme vectoriel contribue à l’étude des modulateurs d’énergie et des 

machines électriques. Ces outils permettent d’analyser des systèmes existants en formalisant 

et généralisant des résultats obtenus en triphasé par des approches inductives. 

Les machines électriques, de plus en plus alimentées par des modulateurs d’énergie, 

doivent surtout à l’histoire de conserver leurs trois phases. Leurs performances tiennent en 

effet à un savoir – faire « patiemment » accumulé, dont les techniques de bobinage sont un 

exemple. Leur alimentation « classique » était de type sinusoïdale. Actuellement, elles 

pâtissent en général ([4], [39], [40], [56]) des échelons de tension que leur imposent les 

onduleurs de tension M.L.I. classiques à deux niveaux de tension.  

C’est dans le domaine des fortes puissances que les problèmes sont les plus marqués. Les 

matériaux sont alors fortement sollicités et le transfert de puissance au travers de trois phases 

implique, dans les onduleurs deux niveaux, des interrupteurs de puissance de fort calibre (type 

GTO ou IGCT). Pour éviter ceci, tout en conservant la structure triphasée de la machine, une 

solution consiste à réaliser des onduleurs multiniveaux ([16], [20], [25], [26], [30], [43], [53], 

[55] ) procurant une alimentation de meilleure qualité  tout en nécessitant des interrupteurs de 

plus faibles calibres (type IGBT). Une autre approche cherche, dans la multiplication du 

nombre de phases ([37], [45], [46], [50], [62]), à répartir la puissance fournie à la machine. 

Cela permet de conserver des structures simples et éprouvées pour les onduleurs, avec 

réduction des problèmes thermiques et des perturbations électromagnétiques. Les classiques 

machines « double étoile » alimentée en tension en sont un exemple.  

Que l’on augmente le nombre de niveaux ou celui de phases, la complexité accrue de ces 

nouveaux systèmes requiert à notre sens une approche qui doit pouvoir faire oublier ce 

nombre si grand soit-il.  

Le chapitre 1 consiste en  un rapide tour d’horizon sur les formalismes habituellement 

utilisés pour la commande des modulateurs d’énergie et des machines électriques. Les 

chapitres 2 et 3 sont ensuite situés dans leur contexte. On présente enfin les outils 

mathématiques qui seront utilisés dans les chapitres suivants. 

Au chapitre 2, le classique « onduleur monophasé en pont » permet dans un premier temps 

de montrer par l’exemple l’intérêt des outils vectoriels introduits. Dans un deuxième temps, 
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est  développé un formalisme généralisant la notion de vecteurs d’espace (ou phaseurs 

complexes). L’exemple d’application est celui de l’onduleur de tension triphasé à deux 

niveaux.  

Le chapitre 3 traite des machines électriques à l’aide du même formalisme que celui 

développé pour les modulateurs. Là encore l’étude détaillée de morphisme conduit à dégager 

certaines propriétés de machines polyphasées. Le premier développement concerne la 

machine asynchrone triphasée à q barres rotoriques. Il nous permet dans un cas très classique 

de préciser la notion de rotor diphasé « équivalent ». Nous poursuivons par une machine 

pentaphasée. Son étude met en évidence une particularité de la machine triphasée par rapport 

aux machines polyphasées : un simple couplage « mécanique » en étoile ou en triangle permet 

de réduire à deux la dimension de l’espace vectoriel associé. Nous introduisons, dans 

l’optique d’une alimentation par modulateur de machine polyphasée, la notion de « couplage 

électrique » qui permet de définir une machine diphasée équivalente. 

Enfin, au 4ième
  et dernier chapitre, le formalisme développé est mis en œuvre pour la 

synthèse pratique d’un onduleur de courant M.L.I. deux niveaux. C’est en fait lors de la 

réalisation de ce modulateur que s’est dégagée l’approche vectorielle que nous proposons. 

Elle nous a permis d’implanter, avec très peu de moyens de calculs, cette commande aux 

« vecteurs d’espace ». 
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Chapitre I   Préliminaires 

I. Tour d’horizon des formalismes utilisés en 

électrotechnique et électronique de puissance 
On propose un rapide tour d’horizon sur les formalismes d’étude disponibles : 

• celui qui se base sur une approche matricielle ; 

• celui qui s’appuie sur la notion de vecteurs d’espace. 

I.1. Formalisme Matriciel  

L’étude des systèmes électrotechniques à l’aide du formalisme matriciel n’est pas récente. 

La transformée de Park date ainsi de 1929. Le caractère multivariable de ces systèmes a 

effectivement mené naturellement vers cette présentation très pratique pour réaliser des 

calculs opérationnels (le produit et l’inversion de matrices en sont deux exemples). La 

présentation relativement synthétique ainsi obtenue a également contribué à son 

développement. On trouve en [36] une synthèse sur les nombreux travaux concernant ce  

formalisme dans l’étude des machines classiques. Le développement des interrupteurs et des 

moyens de calculs a permis une mise en application très forte de ces changements de repères. 

Pour la commande des machines en contrôle vectoriel se placer dans un « bon » repère permet 

d’obtenir ainsi des performances correctes en utilisant de simples correcteurs de type P.I.. 

Actuellement, il est possible d’alimenter des machines polyphasées de fortes puissances 

par des onduleurs de tension et non plus seulement par des commutateurs de courants 

([37],[45]). L’étude des changements de repère pour ce type de machine doit permettre une 

meilleure commande des onduleurs de tension. 

De même, des changements de repère plus complexes et délicats à opérer sont à notre 

portée. Obtenir de bonnes performances à partir d’actionneurs rustiques au coût de fabrication 

modeste devient possible ([15],[21],[22],[57]). 

 

Mais que se cache-t-il derrière une matrice qui permet d’effectuer ces changements de 

repères ? 



Chapitre 1 

4 

 

Dans la plupart des cas, une matrice est bien plus qu’un simple tableau. Elle permet de 

caractériser simplement un morphisme♣ d’espaces vectoriels. Cette simplicité dans la 

représentation se paie par la nécessité de choisir dans chaque espace,  de départ et d’arrivée 

du morphisme, une base. Un « mauvais » choix, souvent naturel, masque les propriétés 

caractéristiques du morphisme  qui doivent être recherchées par ailleurs. 

Ainsi, dans le cas très fréquent des endomorphismes♥ , ces derniers sont caractérisés par 

leurs valeurs et vecteurs propres qui sont indépendants de tout choix de base. Leur recherche a 

mené à élaborer de très nombreuses transformées♠ (Fortescue, Park, Concordia, Clark, etc) 

qui permettent ensuite de travailler avec ces vecteurs, propres au morphisme. Si le système 

étudié permet de ne considérer que des endomorphismes alors le recours à la notion de 

morphisme n’est guère utile. 

Par contre, dans le cas plus général© qui sera développé dans les chapitres suivants, un 

morphisme sera caractérisé par l’étude de son noyau et de son image. On peut ainsi par 

exemple examiner l’injectivité, la surjectivité ou la bijectivité du morphisme pour connaître 

au niveau d’une commande les degrés de liberté dont on dispose. L’usage des matrices 

n’apporte plus de simplification. Bien que mathématiquement équivalentes, nous leurs 

préférons le morphisme qui permet d’insister sur le caractère vectoriel des grandeurs 

manipulées en oubliant les coordonnées. C’est seulement lors de l’implantation matérielle 

                                                 
♣ Un morphisme f est une application linéaire d’un espace vectoriel de départ E vers un 

espace vectoriel d’arrivée F. À tout vecteur x   de E on associe le vecteur y  de F par : 

( )xfy = . C’est le cas des matrices inductances d’une machine électrique. 
♥ Un endomorphisme est un morphisme pour lequel espace de départ et d’arrivée sont 

confondus. Toute matrice le caractérisant est alors dite carrée (autant de lignes que de 

colonnes). C’est le cas des matrices inductances propres d’une machine électrique. 
♠ Une transformée n’est autre qu’une matrice de changement de bases.  
© Par exemple, c’est le cas d’une matrice d’inductance mutuelle entre un stator à q phases 

et un rotor à n phases (cf. chapitre 3). Ces matrices sont alors « rectangulaires » (q lignes et 

n colonnes). Un autre exemple est celui du morphisme caractérisant l’alimentation d’une 

machine asynchrone (espace de dimension 2)  par un onduleur de tension triphasé deux 

niveaux (espace de dimension 3). 
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qu’il faut revenir à la formulation matricielle par projection des vecteurs dans une base ou une 

autre.   

I.2. Formalisme des vecteurs d’espace ou phaseurs complexes 

Le plan complexe est bien connu en électrotechnique notamment de par l’usage du vecteur 

de Fresnel. On rappelle que ce dernier est obtenu à partir d’un signal A cosωt en définissant 

le vecteur « complexe »  associé A (cosωt +j sinωt) ce qui donne un vecteur d’amplitude 

constante qui tourne à la vitesse ω. Cette notion peut être d’ailleurs généralisée en faisant 

appel à la transformée de Hilbert [14],[13]. Est  associé à un signal x(t) un vecteur complexe 

aussi appelé « phaseur » complexe ou signal analytique complexe : (t) X = x(t)+ j THΗ(x(t)). 

Il est alors possible de définir, par l’argument de (t) X , la phase instantanée de (t) X et donc 

de x(t). Il apparaît  que, déjà dans le cadre d’une charge monophasée caractérisée par une 

tension u(t) et un courant i(t), le plan complexe comporte un intérêt certain [8].  Mais ce n’est 

pas de cette notion dont il est question lorsqu’on utilise l’appellation « vecteur d’espace ». 

L’espace n’y est effectivement pas présent. 

Dans le domaine électrotechnique, certaines spécificités ont permis d’utiliser le plan 

complexe dans d’autres conditions liées notamment à la disposition spatiale des bobinages 

d’une machine électrique triphasée. 

Ainsi, cette notion de vecteur d’espace est introduite classiquement ([62], [38]) en 

considérant la force magnétomotrice tournante obtenue par somme de trois forces 

magnétomotrices sinusoïdales créées par trois bobinages déphasés spatialement de 2π/3.  

Nous proposons ci-après une autre introduction basée sur des considérations un peu plus 

mathématiques et qui ne nécessitent nullement le recours à la notion de force magnétomotrice. 

Cette dernière est d’ailleurs très peu présente en électronique de puissance, domaine qui use 

fréquemment des vecteurs d’espace. 

                                                 
Η avec TH transformation de Hilbert de x(t). Cette transformée est un filtre linéaire de gain 

complexe  -j sgn(ω) avec sgn la fonction signe. On a donc y(ω) = -j sgn(ω). x(ω) ou encore 

dans le domaine temporel : y(t) =  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

θ−
θθ

π
= ∫

+∞

∞− t
d)(xvp1)t(x(TH avec vp valeur principale an 

sens de Cauchy. L’exemple le plus connu est bien entendu : sin(ωt) = TH(cos(ωt))  
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Les systèmes triphasés sont historiquement très fréquents. Il est tentant de considérer les 

trois courants et  tensions associées comme les coordonnées de vecteurs d’un espace de 

dimension trois. En fait, les couplages usuellement réalisés et la nature habituellement 

« symétrique » des systèmes permettent de montrer que ces vecteurs courant et tension 

appartiennent à un plan (cf. chapitres 2 et 3) qui est bien sûr isomorpheA au plan complexe. Il 

suffit alors de considérer pi  et pv , les projections des vecteurs i  et v dans ce plan. 

S’introduit alors naturellement (cf. chapitres 2 et 3) des vecteurs « d’espace » du type  

suivant : 

 ( ))()()((t) X 3
2

21 txatxatxc ++=  avec c un coefficient, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3
2exp πja  et  xk courant ou 

tension associé à la phase n°k. 

 

Remarque 1 : l’utilisation du plan complexe n’est liée en aucune façon à des 

contraintes temporelles  sur les courants ou tensions qui ne sont pas forcément 

sinusoïdaux dans le temps. L’appellation de vecteurs « d’espace » permet de 

mettre en exergue ce fait. 

 

Remarque 2 : Bien entendu, utiliser un même plan complexe pour ces deux 

notions différentes mènent inexorablement à un mélange d’autant plus que 

lorsque les grandeurs triphasées sont sinusoïdales, le vecteur d’espace et  le 

phaseur complexe (vecteur de Fresnel) associés à une des phases se confondent si 

c = 2/3: 

( ) =++= )t(xa)t(xa)t(x
3
2(t) X 3

2
21  

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−ω+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−ω+ω
3

4tcosAa
3

2tcosAatcosA
3
2 2 ( ) ( )[ ]tjtA ωω sincos + . 

Aussi utilise-t-on souvent indistinctement les appellations phaseur complexe et 

vecteur d’espace.  

 

Remarque 3 : dans la référence[8], l’auteur propose la notion de 

« monophaseur » pour généraliser celle du vecteur de Fresnel qu’il distingue 

                                                 
A il est possible de définir un morphisme bijectif entre  deux espaces vectoriels isomorphes. 
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également de celle de phaseur spatial (vecteur d’espace, « space vector »). La 

définition proposée ne permet toutefois pas, contrairement à la transformation de 

Hilbert, d’associer un unique « monophaseur »  à un signal réel.  

 

Remarque 4 : dans la référence [33]  une généralisation de la notion de vecteur 

d’espace (phaseur complexe) est proposée également par analogie.  

 

Pourquoi avoir introduit cette notion de vecteur d’espace qui n’apporte rien théoriquement 

aux approches matricielles? Les points suivants sont probablement des éléments de 

justification : 

• utilisation du plan complexe bien connu (grâce au vecteur de Fresnel) ;  

• utilisation du plan complexe au sein duquel les rotations s’expriment très 

simplement par l’opérateur exp(jφ) ; 

• visualisation graphique dans un plan. Les changements de référentiels apparaissent très 

simplement en commande de machines électriques; 

• évaluation des durées de conduction des interrupteurs par simple « projection » pour la 

commande de modulateurs d’énergie ; on traduit les équations instantanées par des 

construction géométriques aussi simples que celles réalisées avec les vecteurs de 

Fresnel . 

 

Notre démarche ne fera pourtant pas appel au plan complexe. En effet, ce dernier ne 

permet a priori que l’étude des systèmes dont les vecteurs courant et tension appartiennent 

évidemment à un espace de dimension 2. Pour développer le formalisme, nous considérerons 

des espaces de dimension k supérieure ou égale à deux. On montrera ensuite dans quelles 

conditions un plan vectoriel suffit à l’étude. Dans ce cas, un morphisme bijectif permettra de 

retrouver simplement la notion de phaseurs complexes (vecteur d’espace) telle qu’elle est 

actuellement utilisée.  

II. Mise en situation du travail des chapitres 2 et 3 

II.1. Chapitre 2 

Les modulateurs d’énergie sont l’objet de nombreuses études. Nous nous sommes plus 

particulièrement intéressés aux méthodes de synthèse de leur commande. Historiquement, ils 
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ont d’abord été utilisés pour alimenter les charges monophasée et triphasée correspondant aux 

réseaux classiquement disponibles. Les structures adoptées permettaient alors avec des outils 

mathématiques simples et une bonne analyse d’obtenir différentes lois de commandes 

[3],[16],[53]. Néanmoins, il est apparu nécessaire avec l’expérience de proposer d’autres 

méthodes qui guident plus le concepteur : la notion de vecteur d’espace (« space vector »)dont 

le caractère graphique permet d’utiliser la géométrie, est bien adaptée aux systèmes triphasés 

usuels; l’approche matricielle  permet également en utilisant les notions de fonctions de 

connexion et de conversion [26] de sortir, de par son caractère général, du cadre des charges 

mono et triphasée.  

Notre démarche a consisté à essayer de poursuivre cet effort de synthèse en proposant 

l’usage d’outils mathématiques classiques mais peu exploités en commande.  

Il nous a semblé intéressant de mettre en scène ces outils au sein de paysages familiers 

(l’onduleur monophasé en pont et l’onduleur triphasé) afin qu’il soit plus aisé de juger de leur 

intérêt. Cette même démarche a permis déjà de visiter à nouveau les onduleurs par l’approche 

matricielle [10],[11],[17],[18], [23]. Les résultats obtenus sont bien entendus connus  même si 

le moyen d’y parvenir est original. Nous avons cherché à conserver la généralité de 

l’approche matricielle tout en  bénéficiant du support visuel et géométrique des vecteurs 

d’espace♣.   

 

Nous proposons dans un premier temps la structure très simple de la charge monophasée 

alimentée par deux bras d’interrupteurs (hacheur quatre quadrants ou onduleur monophasé en 

pont). En effet, lors de la présentation de ce type de structure, les ouvrages classiques [3],[16], 

[26] considèrent très rapidement la différence de potentiel appliquée u = vB – vA à la charge. 

Ils étudient ensuite les effets des différents modes de commande sur les formes d’onde de la 

tension appliquée à la charge qui est dite « monophasée ». L’analyse fait apparaître alors deux 

degrés de liberté au niveau du contrôle de vB – vA,  du fait de l’indépendance des deux 

potentiels vA et vB. 

 

                                                 
♣ on bénéficie surtout des outils mathématiques de la géométrie comme le barycentre. Le 

caractère visuel s’estompe au delà des espaces de dimension deux et trois alors que les 

propriétés géométriques ne connaissent pas de limite liée à la dimension de l’espace. 
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Nous cherchons à traduire 

mathématiquement, sans tenir compte de la 

charge, le fait que l’utilisation de deux 

cellules de commutation permet de 

commander indépendamment les deux 

potentiels vA et vB. On associe pour cela un 

espace de dimension deux au modulateur 

d’énergie. Il signifie cette indépendance des 

potentiels vA et vB. La dimension deux nous 

incite à envisager la charge « monophasée » plutôt 

comme diphasée couplée (deux phases en série ou en 

parallèle). En dissociant le plus possible le 

modulateur de sa charge, on insiste ainsi sur ses 

caractéristiques intrinsèques. L’onduleur 

« monophasé » en pont peut donc bien entendu 

alimenter une charge « diphasée » couplée en étoile 

avec neutre sorti (cf. Figure 2). 

Une fois introduit la notion d’espace vectoriel, on 

exploite celle de morphisme qui lui est directement 

associée. 

 

Cette première étape nous a permis d’introduire des notions mathématiques à partir de 

quelques remarques. La deuxième phase consiste à amorcer la formalisation des concepts 

dont l’onduleur de tension triphasée deux niveaux  bénéficie dans la troisième partie du 

chapitre. 

C’est l’analyse bibliographique concernant la commande de l’onduleur de tension deux 

niveaux triphasé qui  nous a encouragé à développer cette approche vectorielle. 

En effet, ce modulateur, bien que connu depuis de nombreuses années ([29]), fait 

néanmoins encore l’objet d’études. La commande de type M.L.I. y occupe une large place, 

qu’elle soit obtenue par une analyse des formes d’onde ([5], [7], [11], [12], [28], [33], [53]) 

ou par l’usage des phaseurs complexes. Il faut à ce propos noter qu’au sein de certains travaux 

utilisant les phaseurs complexes, ([49],[63]), ce n’est pas tant le plan complexe qui est utilisé 

mais plutôt un plan vectoriel euclidien muni d’un produit scalaire. En effet utiliser le plan 

VB

u

j

B
AN

E

E

iB iA

T1

T2 T4

T3

 

Figure 1, onduleur monophasé 

B

AN

E

E

 

Figure 2, charge diphasée 
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complexe n’est pas forcément toujours la meilleure approche : les produits scalaire et 

vectoriel y sont d’un usage moins commode. C’est également le même constat qui peut être 

fait pour les commandes « en instantanée » du type DTC ([24], [41], [48],[58]) où, là encore, 

le plan vectoriel euclidien est mieux adapté. Ce type de constat nous a encouragé également à 

abandonner le plan complexe, par trop réducteur. 

Revenons à l’onduleur triphasé. Par rapport à son homologue monophasé en demi-pont, ses 

possibilités de commande sont plus étendues. Historiquement pourtant, il a bien été considéré 

comme une simple association de 3 onduleurs monophasés demi-pont. C’est le cas lorsque la 

charge triphasée est couplée en étoile avec neutre sorti et relié au point O. 

On rappelle que la technique classique 

qui permet d’obtenir une tension moyenne 

sinusoïdale <v1>(t) consiste à déterminer 

les instants de commutation en réalisant 

l’intersection entre deux signaux l’un 

sinusoïdal, l’autre triangulaire (M.L.I. 

intersective). Dans ce cas, il faut 

néanmoins remarquer que le potentiel O 

est un point milieu entre deux sources de 

tensions +E, -E. 

Pour obtenir 3 tensions sinusoïdales 

<v1>(t), <v2>(t) et <v3>(t) déphasées de 2 π/3 entre elles, il suffit de déphaser 

pareillement de 2 π/3 puis de 4 π/3 le signal de commande monophasé généré pour 

obtenir <v1>. 

En fait, la charge triphasée qu’alimente l’onduleur est rarement couplée en étoile avec 

neutre sorti ⊗. L’onduleur triphasé ne peut plus alors être simplement considéré comme 

l’association de trois onduleurs monophasés en demi-pont. Ce sont les couplages sans neutre 

sorti ou en triangle qui ont plus le vent en poupe. Cette différence implique que les 3 tensions 

<v1>(t), <v2>(t) et <v3>(t) ne sont plus indépendantes. Or l’onduleur triphasé permet de 

contrôler 3 potentiels. Il reste donc un degré de liberté dont l’exploitation mène aux 

commandes « suboptimale », « à injection d’harmonique 3 » ou avec « homopolaire ». Le 

                                                 
⊗ lors de la prise en compte de la capacité parasite entre le point neutre d’une machine 

couplée en étoile et la « terre », on retrouve tout de même ce type de charge triphasée [32]. 

u

AO

E

E

iA

T1

T2

 

Figure 3, onduleur monophasé demi-pont 
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contrôle par vecteur d’espace couramment présenté use également de ce paramètre de réglage 

mais de façon implicite. 

 Que peut-il apporter ? 

• Une meilleure exploitation de la source de tension ([5],[27], [53]) ; 

• Un nombre de commutations réduit d’un tiers ([5],[11]) ; 

• Une valeur efficace de l’ondulation de courant moindre pour la charge  ([5]) ; 

• Une autre possibilité de réglage des harmoniques de tension ([6],[7],[31]) ; 

• un meilleur contrôle du fonctionnement en surmodulation ([27],[28]) ; 

• Une réduction des perturbations électromagnétiques ([9]). 

Nous avons cherché à développer une méthode générale au sein de laquelle l’existence 

d’un degré de liberté s’exprime mathématiquement. Le nombre de degré de liberté correspond 

ainsi à la dimension du noyau d’un morphisme. Il est vrai que la présence d’un seul degré de 

liberté en triphasé a permis d’utiliser des approches plus simples mais néanmoins moins 

« visuelles » que celle que nous proposons. Si on désire par contre étudier des systèmes où ce 

nombre devient plus élevéA, alors notre approche trouve un intérêt supplémentaire en raison 

de son caractère plus général. Ainsi, on retrouve dans [12] les mêmes résultats qui 

apparaissent naturellement dans la représentation graphique tridimensionnelle que nous 

proposons en fin de chapitre 3. 

En exploitant cette méthode vectorielle dans le cas d’une commande aux valeurs 

moyennes, nous avons trouvé d’autres formulations pour les durées de conductions des 

interrupteurs, formulations usant des notions aisément généralisables de barycentre et de 

produit mixte. 

Par ailleurs, dans le cadre de commande en « amplitude », de type DTC par exemple, là 

encore la présentation vectorielle est un atout : des calculs de distance euclidienne permettent 

par  exemple de choisir le vecteur « le plus proche » d’un vecteur désiré. C’est d’ailleurs 

actuellement l’approche par phaseurs complexes qui est majoritairement utilisée dans ce type 

de commande. 

 

                                                 
A par exemple pour une machine hexaphasée double étoile alimentée par un onduleur à 6 

bras 
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II.2. Chapitre 3 

Il est nécessaire lors de la synthèse d’une commande de modulateur de décrire 

correctement les sources. Si le formalisme de description est le même que celui utilisé pour le 

modulateur, l’intérêt est évident. Ainsi, Peter Vas a longuement développé la théorie des 

phaseurs complexes dans [62],  ce qui permet une approche cohérente des systèmes qui 

peuvent s’étudier dans le plan complexe. Notre démarche est sensiblement identique. Nous 

avons voulu par ailleurs montrer ce que peuvent apporter ces outils à l’étude des machines. 

 

Dans un premier temps, on traite de la machine asynchrone triphasée à cage comportant q 

barres au rotor. Le sujet a été traité dans [47],[35]. Notre approche permet de préciser la 

notion de rotor diphasé « équivalent » mais surtout en raison de sa démarche générale de 

traiter le cas des machines dont les nombres de phases statoriques et rotoriques sont 

différents. 

 

Nous avons voulu montrer l’apport du formalisme dans le domaine des machines 

polyphasées en étudiant la machine asynchrone pentaphasée. 

Relativement peu étudiée, la présence de ses deux phases supplémentaires nous autorise 

pourtant à exploiter les harmoniques de rang 3 des forces magnétomotrices [59] pour pouvoir 

créer plus de couple (+10%). Par ailleurs, augmenter le nombre de phases permet de diminuer 

la puissance qui doit être fournie à chacune d’entre elles. 

Cette machine souffre probablement de sa proximité par son nombre de phases avec la 

machine triphasée. En effet, certaines propriétés de cette dernière disparaissent pour deux 

phases supplémentaires seulement :  

• Ainsi, la notion de phaseur complexe montre là ses limites puisque même après un 

couplage en étoile sans neutre sorti, la dimension de l’espace d’étude est au premier 

abord de quatre et donc non réductible au plan complexe. La possibilité d’une 

représentation graphique disparaîtrait donc. 

• Par ailleurs, pour la machine triphasée, un couplage « mécanique » des phases 

(triangle ou étoile sans neutre sorti) permet d’obtenir une machine diphasée 

équivalente. Qu’en est-il pour cette machine pentaphasée ? En fait, on met en 

évidence que, dans le cas d’une modélisation au premier harmonique pour les forces 

magnétomotrices, les tensions d’alimentation doivent vérifier deux relations (on 

définira la notion de couplage électrique) afin de pouvoir définir une machine 
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diphasée « équivalente ». Or, si la commande de l’onduleur 5 bras ne cherche pas à 

vérifier au mieux ces deux relations, on peut s’attendre à générer des courants qui 

produiront très peu de couple mais des pertes Joule. Une commande rustique qui 

consiste à déphaser les commandes de chaque bras de 2π/5 entre elles est loin d’être 

une commande optimaleA.  

 

Bien entendu, notre démarche peut s’appliquer à  la machine plus connue industriellement 

dans le domaine des fortes puissances qu’est la machine hexaphasée double étoile ([42], [45], 

[50], [64]).  

III. Présentation des outils mathématiques 
Nous avons essayé dans la rédaction de ce mémoire de rappeler au fur et à mesure, par des 

notes de bas de page, les définitions des outils mathématiques employés. Il nous apparaît 

néanmoins souhaitable d’en proposer également une présentation groupée. 

III.1. Espace euclidien 

III.1.1.  Définition 

Soit E un espace vectoriel sur le corps des réels R. Une forme bilinéaire symétrique 

positive et non dégénérée est une application f de E2 dans R vérifiant les conditions 

suivantes : 

• pour tout b  ∈ E, l'application a  → ( )b,af est linéaire ; 

• pour tout a  ∈ E, l'application b  → ( )b,af  est linéaire ; 

• ∀ a  ∈ E et ∀ b
r

 ∈ E, ( ) ( )a,bfb,af =  ; 

• ∀ a  ∈ E, f( a , a ) ≥ 0 ; 

• la proposition (∀ b
r

 ∈ E, ( )b,af  = 0)  implique a  = 0
r

. 

 

Un espace euclidien est un espace vectoriel sur le corps R des réels sur lequel est définie 

une forme bilinéaire f symétrique positive et non dégénérée. 

                                                 
A Une commande avec des tensions sinusoïdales en instantanée et déphasées de 2 π/5 entre 

elles est par contre correcte. 
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III.1.2.  Produit scalaire 

Dans un espace euclidien E, on nomme produit scalaire de deux vecteurs  a  et b
r

 le 

nombre réel ( )b,af  noté b.a
rr
 . La norme de tout vecteur a

r
 ∈ E est a.aa

rrr
= . 

Il est à noter que ce produit scalaire est commutatif : a.bb.a
rrrr

=  . 

Dans notre étude le produit scalaire est défini par : ( )b,af = ∑
=

3

1i
ii ba  avec : 

( ) z , y , x 
rrr

base orthonormée,  z b  y b   x b  bet  z a  y a   x a  a 321321
rrrrrrrr

++=++= .                                                  

III.1.3.  Espaces orthogonaux  

Deux espaces vectoriels sont orthogonaux si tout vecteur de l’un est orthogonal à tout 

vecteur de l’autre. 

III.1.4.  Barycentre 

III.1.4.a.  Barycentre de deux points 

(1)  Le barycentre M de deux 

points M1 et M2  affectés des 

poidsA respectifs 
T
t

et
T
t 21  avec 

t1 + t2 = T vérifie par définition la 

relation : 

2
2

1
1 OM

T
t

OM
T
t

OM +=  ; 

(2)  Le barycentre M de deux 

points M1 et M2 appartient au 

segment  [M1 M2]. En effet, 

12
1

22
1

1
1

2
2

1
1 MM

T
tOMOM

T
tTOM

T
tOM

T
tOM

T
tOM +=

−
+=+= . Il vient 

donc 12
1

2 MM
T
t

MM = . 

                                                 
A Les poids sont également appelés coordonnées barycentriques 

vc1

vc2

Y2

Y1

O

M2

M1

vc
MP2

P1

P2M2=OP1
et

P1M1=OP2

 

Figure 4, recherche des coordonnées barycentriques 

T
t

et
T
t 21  de M dans le repère (M1,M2) 
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(3)  On vérifie les relations suivantes : 
2

22

1

11

OM
OP

T
tet

OM
OP

T
t

==  avec P1 et P2 définis 

en Figure 4. En effet, 212
2

1
1 OPOPOM

T
tOM

T
tOM +=+= d’où le résultat 

puisque 21 OPetOP sont orthogonaux. 

III.1.4.b.  Barycentre de trois points non alignés : 

(1)  Un point M barycentre de trois points M1, M2 et M3 affectés des poids respectifs 

T
tet

T
t,

T
t 321  avec t1 + t2 + t3  = T vérifie par définition la relation : 

3
3

2
2

1
1 OM

T
t

OM
T
t

OM
T
t

OM ++=  

(2)  Le point M appartient au triangle [M1 

M2 M3]. En effet :   

=++= 3
3

2
2

1
1 OM

T
t

OM
T
t

OM
T
t

OM

3
21

2
2

1
1 OM

T
ttT

OM
T
t

OM
T
t −−

++=  

Il vient : 23
2

13
1

3 MM
T
tMM

T
tMM += . 

L’examen de la Figure 5 prouve le résultat. 

Remarque : si t1 + t2  = T alors M 

appartient au segment [M2 M1] . 

 

III.2. Espace hermitien 

III.2.1.  Définitions 

Soit E un espace vectoriel sur le corps des complexes C. Une forme hermitienne positive 

non dégénérée est une application f de E2 dans C vérifiant les conditions suivantes : 

• pour tout b  ∈ E, l'application a  → ( )b,af est linéaire ; 

• pour tout a  ∈ E, l'application b  → ( )b,af  est linéaire avec ( )b,af  le complexe 

conjugué de ( )b,af ; 

M3

M2

M1

M (avec t1 + t2= T)

M (avec t1 + t2< T)

 

Figure 5, mise en évidence du 

domaine géométrique accessible au 

point M 
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• ∀ a  ∈ E,  f( a , a ) ≥ 0 ; 

• la proposition (∀ b
r

 ∈ E, ( )b,af  = 0)  implique a  = 0
r

. 

 

Un espace hermitien est un espace vectoriel sur lequel est définie une forme hermitienne f 

positive non dégénérée. 

III.2.2.  Produit scalaire « hermitien » 

Dans un espace hermitien E, on nomme produit scalaire de deux vecteurs  a  et b  le 

nombre complexe ( )b,af  noté b.a
rr

 . La norme de tout vecteur a  ∈ E est a.aa
rrr

= . 

Dans notre étude le produit scalaire est défini par : ( )b,af = ∑
=

3

1i
ii ba  avec : 

 z b  y b   x b  bet  z a  y a   x a  a 321321
rrrrrrrr

++=++= . 

Il est à noter que ce produit scalaire n'est pas commutatif : a.bb.ab.a
rrrrrr

≠=  . Néanmoins 

si  a  et b  sont à coordonnées réelles alors le produit scalaire est commutatif. 

III.3. Morphisme d’espace vectoriel 

III.3.1.  Définition 

Un morphisme f est une application linéaire d’un espace vectoriel de départ E vers un 

espace vectoriel d’arrivée F. À tout vecteur x   de E on associe le vecteur y  de F par : 

( )xfy = .  

III.3.2.  Noyau d’un morphisme f  (« Kernel ») 

Noté Kerf, c’est le sous espace vectoriel de E dont l’image par f dans F est le vecteur nul. 

III.3.3.  Image 

Noté Imf, c’est le sous espace vectoriel de F engendré par l’ensemble des vecteurs y  de F 

qui sont l’image d’un vecteur x de E ( ( )xfy = ). 

Le rang du morphisme f, noté rg f, est la dimension de Imf. 
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III.3.4.  Bijectivité, injectivité, surjectivité ; relations utiles 

 Un morphisme est bijectif si tout vecteur de F est l’image d’un unique vecteur de E. 

Un tel morphisme est alors appelé isomorphisme ; 

 Un morphisme est injectif si et seulement si son noyau est réduit au vecteur nul : 

Kerf = { 0 } ; 

 Un morphisme est surjectif si tout vecteur de F est  l’image d’au moins un vecteur de 

E; 

 On a la relation suivante : dim(Kerf) + rg f = dimE ; on a donc rg f ≤  dimE et  si 

rg f = dimE  alors f est bijective. 

III.3.5.  Valeur propre – vecteur propre- polynôme caractéristique 

Définitions :  

 Un endomorphisme est un morphisme tel que les espaces de départ et d’arrivée sont 

confondus. 

 Un scalaire λ est valeur propre d'un endomorphisme ϕ s'il existe un vecteur λu
r

, dit 

vecteur propre, tel que ( ) λλ λ=ϕ uu
rr

.  

 Le polynôme caractéristique de ϕ est défini par Pϕ = dét (A - λ In),   avec In matrice 

identité et A matrice de  ϕ  dans une base. 

Propriétés : 

 λ  est valeur propre si et seulement si elle est  racine du polynôme caractéristique Pϕ. 

III.3.6.  Diagonalisable – trigonalisable - base de vecteurs propres 

Définitions :  

 Un endomorphisme ϕ est diagonalisable s'il existe une base par rapport à laquelle 

ϕ est représenté par une matrice diagonale. 

 Un endomorphisme ϕ est trigonalisable s'il existe une base par rapport à laquelle 

ϕ est représentée par une matrice triangulaire. 

 l’espace propre Eλ associé à une valeur propre λ est défini par Ker (ϕ-λ idE) avec idE 

l’identité sur E. 

Propriétés : 

[P 1] ϕ est diagonalisable si et seulement si : 
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• son polynôme caractéristique est scindé, c'est à dire s’il peut s'exprimer 

sous la forme Pϕ(z) = ( )∏
=

=
λ−

pk

1k

n
k kz avec p nombre de racines et nk ordre 

de multiplicité de λk; 

ET 

• la dimension de l’espace propre Eλ associé à une valeur propre λ est 

égale à l’ordre de multiplicité de λ au sein du polynôme caractéristique. 

[P 2] ϕ est diagonalisable si et seulement si E est somme directe des sous espaces propres 

de ϕ. 

[P 3] ϕ est diagonalisable si et seulement si il existe une base de vecteurs propres. 

[P 4] Une condition suffisante pour que ϕ soit diagonalisable est que les racines de son 

polynôme caractéristique soient simples (ordre de multiplicité égal à 1). 

[P 5] ϕ est trigonalisable  si et seulement si  son polynôme caractéristique est scindé. 

(Corollaire : puisque tout polynôme à coefficient réels est scindé sur C, toute une 

matrice carrée est trigonalisable dans C) 

[P 6] Toute matrice symétrique à coefficients réels est diagonalisable sur C et il 

existe une base orthonormée de vecteurs propres. 

(Application : toute matrice « inductance propre » est diagonalisable sur C. Cette 

propriété est à la base des transformées de KU) 

 

III.4. Comparaison plan complexe, plan euclidien 

Il est désormais classique lors d’une commande de modulateur d’énergie de considérer des 

phaseurs complexes de type suivant : ( )3
2

21 vavavcv ++=   avec 3
2j

ea
π

= et 
3
2cou

3
2c ==   . 

Le formalisme est donc celui du plan complexe.  

A tout couple de réels (ud, uq) on associe le nombre 

complexe qd ujuu += . 

 Ce plan tire son intérêt de la simplicité avec laquelle 

s’exprime un endomorphisme ϕ de type rotation d’angle  θ. 

Comparons en effet à ce propos plan euclidien et plan 

complexe. 

dx

qx

θ

θ

 

Figure 6 
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Dans le plan euclidien : 

On notera i l’image de u
r

par ϕ :  

)xuxu()u(xixii qqddqqdd
rrrrrr

+ϕ=ϕ=+= . 

Dans le plan euclidien ( )qd x,x
rr

 l’expression de i
r

est : 

)xcosxsin(u)xsinx(cosu)u(i qdqqdd
rrrrrr

θ+θ−+θ+θ=ϕ= , 

soit encore, avec l’écriture matricielle, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θθ
θ−θ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

q

d

q

d

u
u

cossin
sincos

i
i

. 

Dans le plan complexe :  on obtient : ueu)sinj(cosi jθ=θ+θ= . 

Or, en électrotechnique, les endomorphismes fréquemment rencontrés ont une matrice 

symétrique et/ou circulante. Ils peuvent être décomposés sous forme de somme de rotations ce 

qui justifie l’intérêt de ce plan complexe. 

Cette simplicité se paie par l’absence de produit scalaire : ud id + uq iq = Re( )iu * avec i* 

conjugué de i. 

De plus les notions introduites avec le plan euclidien se généralisent aisément en 

dimension n alors que ce n’est pas le cas du plan complexe. 
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Chapitre II   Étude de modulateur d’énergie à 
l’aide d’un formalisme vectoriel 

Dans une première étape sont introduits, lors de l’étude d’un cas simple, la démarche 

suivie pour l’étude d’un modulateur d’énergie ainsi que quelques éléments du formalisme. 

La deuxième étape consiste à mettre en forme la méthode d’étude et à généraliser par 

induction des notions utilisées précédemment. 

Dans la troisième on applique, toujours dans un cas connu mais plus complexe, le 

formalisme. Il apparaît alors qu’avec cette approche plusieurs types de commande d’un même 

modulateur d’énergie peuvent être synthétisés, justifiés et décrits. 

I. Introduction au formalisme par l’exemple 
À partir d’un générateur monophasé de tension d’amplitude 2 E, on alimente une charge 

monophasée de nature inductive, traversée par un courant j, et dont on note u la tension 

présente à ses bornes. Deux bras d’interrupteurs notés (T11,T21) et (T21,T22) permettent de 

connecter source et charge. Ils imposent respectivement un potentiel vB, vA par rapport au 

point neutre fictif N de la source de tension (cf.Figure 7). Enfin, les courants en sortie de 

chaque bras sont notés iA et iB. 

VA

u

j

BA
N

E

E

iB
iA

T11

T21 T22

T12

  
 

Figure 7 , structure à deux bras avec point neutre fictif N 
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I.1. Espaces vectoriels associés à la source et à la charge 

Les deux bras permettent d’imposer deux potentiels vB et vA indépendants. Vu de la charge 

(source de courant), ce couple (vB, vA) permet de caractériser l’ensemble source de tension – 

bras. Mais à cette notion de couple on préfère celle de vecteur. Il est alors naturel de définir 

un espace vectoriel sur RA de dimension 2 noté Ec2
B.  

Soit ( )2c1c x,x  une base de Ec2 . On définit : 

• 2cB1cAc xvxvv +=   

•  2cB1cAc xixii +=   

 On munit Ec2  d’un produit scalaireC pour lui conférer une structure d’espace euclidien. Si 

on suppose de plus la base ( )2c1c x,x  orthonormée, retrouver vB et vA à partir de cv est un 

jeu d’enfant : c1cA v.xv = et c2cB v.xv = . 

 

Considérons à présent le modulateur d’énergie. De son point de vue, la charge est un 

circuit électrique qui comporte une seule source de courantD.  Lui associer un espace vectoriel 

de dimension 1 noté E1c est naturel. Un vecteur unitaire de cette droite E1c est noté 1cs E. On 

définit alors les vecteurs 1csjj = et 1csuu = .  

I.2. Alimenter, c’est créer un morphisme 

La connexion que l’on établit entre source et charge par l’intermédiaire des bras permet 

d’écrire : 

u = vB – vA ainsi que j = iB  = – iA. 

                                                 
A Les scalaires sont des réels. 
B On choisit l’indice c pour les sources de courant, l’indice t pour les sources de tension. 

C BBAAcc ivivi.v += . 
D On peut aussi considérer qu’il y a deux sources de courant couplées (cf. Chapitre II  

II.1.1. p42). 

E 1cs  :  la lettre s rappelle que c’est un vecteur de l’espace vectoriel associé à la source. 

L’indice est c car on a une source de courant. 
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 On établit donc une relation entre les coordonnées (vA, vB) du vecteur cv de l’espace 

vectoriel Ec2 et la coordonnée u du vecteur u de E1c . Cette relation linéaire permet de définir 

un morphisme que l’on note Φ de Ec2 vers E1c  tel que ( ) 1cc suv =Φ . Alimenter par un 

modulateur d’énergie une charge peut donc être considéré comme créer un morphisme. Cette 

approche apporte un éclairage nouveau dans la mesure où les concepts mathématiques 

classiques des morphismes permettent de dégager des propriétés jusqu’alors cachées. 

 

Étudions donc ce morphisme. Les trois points essentiels auxquels on s’intéresse sont : 

• le caractère bijectif, injectif ou surjectif de Φ (cf. Chapitre I  III.3 pour les 

définitions);  

• le noyau KerΦ de Φ; 

• l’image ImΦ de Φ. 

Rappelons les propriétés suivantes : 

• dim KerΦ + dim ImΦ = dim Ec2 avec dim E la dimension de l’espace E; 

• Φ est injectif si et seulement si KerΦ = { 0 }. 

Au vu de ces relations on cherche le noyau KerΦ = { ∈cv  Ec2 / ( ) 0vc =Φ }.  

Or, ( ) ( ) 1cAB1cc svvsuv −==Φ . 

Par conséquent ( ) ⇔=Φ 0vc  vB = vA ( )2c1cAc xxvv +=⇔ . 

Il vient : KerΦ = { 1Yλ  / λ réel avec 
2

xx
Y 1c2c

1
+

= , vecteur unitaire} et dim KerΦ = 1. 

Puisque son noyau n’est pas nul Φ n’est pas injectif et donc a fortiori bijectif. Par contre, 

son image ImΦ, sous espace vectoriel inclus dans la droite vectorielle E1c , est de dimension 

1. En effet en utilisant la relation rappelée, dim KerΦ + dim ImΦ = dim Ec, il vient  

dim ImΦ = dim Ec2 - dim KerΦ = 1. L’image ImΦ est donc confondue avec E1c ce qui 

implique la surjectivité de Φ. 

 Tout vecteur de E1c peut donc être considéré comme l’image d’un vecteur de Ec2. 

Cette étude a mis en évidence la présence dans Ec2 d’un sous espace vectoriel non nul 

particulier : KerΦ. On cherche alors à décomposer tout vecteur en la somme d’un vecteur 
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11Y YV  de KerΦ et d’un autre vecteur Z .  Ce type de décomposition est d’autant plus 

facile d’utilisation si Z  et  11Y YV  sont orthogonaux. 

Considérons donc Δ la droite vectorielle orthogonale à KerΦ dont un vecteur unitaire est 

 
2

xx
Y 1c2c

2
−

= .  ( 1Y , 2Y ) constitue une base orthonormée. 

On calcule l’image de 2Y  par Φ: ( ) 1c1c2 s
2

)1(1suY −−
==Φ  

Les coordonnées (VY1, VY2) de cv s’obtiennent aisément en fonction de vA et vB : 

• ( )
2
vvxvxv.

2
xx

v.YV AB
2cB1cA

1c2c
c11Y

+
=+

+
==  ; 

• ( )
2
vvxvxv.

2
xx

v.YV AB
2cB1cA

1c2c
c22Y

−
=+

−
== . 

De la même façon : 

• ( )
2
VVYVYV.xv.xv 2Y1Y

22Y11Y1cc1cA
−

=+==  ; 

• ( )
2
VV

YVYV.xv.xv 2Y1Y
22Y11Y2cc2cB

+
=+== . 

En résumé : 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

+
=

2
vv

V

2
vv

V

AB
2Y

AB
1Y

 et  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

−
=

2
VV

v

2
VV

v

2Y1Y
B

2Y1Y
A

  et  ( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=Φ
=Φ

1c2

1

s2Y
0Y  

Muni de cette nouvelle base, il est aisé de définir Φp un nouveau morphisme de ΔΑ vers E1c 

tel que  ( ) ( ) 1c22p s2YY =Φ=Φ et dont le noyau, réduit à zéro, nous assure du caractère 

bijectif. 

 On a immédiatement ( )
2

Ys 2
1c

1
p =Φ− . 

 

                                                 

A De vecteur unitaire
2

xx
Y 1c2c

2
−

= . 
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Conclusion : un vecteur  1csuu = de E1c peut être considéré comme l’image par Φ 

d’un vecteur de Ec2 du type ( ) 11Y
1

p YVu +Φ − avec 11Y YV appartenant à Ker Φ. Il 

apparaît bien qu’il existe de nombreuses façons d’obtenir la tension u à partir du 

modulateur en fonction des différents choix de VY1. 

I.3. Caractère discret du modulateur 

On suppose la source de tension d’amplitude constante 2 E, les commutations instantanées 

et les chutes de tension aux bornes des interrupteurs nulles. Enfin, pour garantir un contrôle 

permanent de la tension u, il faut qu’à tout instant un interrupteur de chaque bras soit fermé.  

 Les valeurs possibles pour vA et vB sont alors + E et – E.  

Par conséquent, en instantané, seuls quatre vecteurs du plan Ec2 sont accessibles : 

• ;YE2xExEv 12c1c1c =++=  

• ;YE2xExEv 22c1c2c +=+−=  

• ;YE2xExEv 12c1c3c −=−−=  

• .YE2xExEv 22c1c4c −=−+=  

Notation : on appelle ces quatre vecteurs les vecteurs générateurs puisqu’ils engendrent, 

par leurs combinaisons linéaires, un espace vectoriel. 

 

Nous allons représenter graphiquement ces vecteurs. Pour cela on fait intervenir un espace 

affine d’origine O associé à Ec2. On définit les points Mk tels que  ckk vOM = . 

 

Selon le choix de la base de travail, ( )2c1c x,x  ou ( 1Y , 2Y ), on obtient la Figure 8 ou la 

Figure 9. 
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Cette représentation graphique permet de traduire visuellement certaines propriétés. 

Soient deux points Mk et Mj dont les coordonnées respectives dans la  base orthonormée 

( )2c1c x,x  sont (εMk1 E, εMk2E) et (εMj1 E, εMj2E) avec εMk1,εMk2,εMj1, εMj2 éléments de {-1,1}. 

Alors, la distance entre ces deux points est : 

2
MM

2
MMjk 2j2k1j1k

EMM ε−ε+ε−ε= . 

 Ils peuvent donc être espacés de 2 E ou E22 . 

Propriété 1 : soit un point Mk alors l’ensemble des points Mj qui se situent à une 

distance 2 E de Mk sont obtenus après une seule commutation d’un des bras.  

Prenons en effet deux points Mk et Mj qui ne diffèrent que par la modification d’une 

seule coordonnée alors, la base ( )2c1c x,x  étant orthonormée, E2MM jk = .  

Réciproquement, si on suppose E2MM jk = alors étant donné que,  

2
MM

2
MM 2j2k1j1k

2 ε−ε+ε−ε= , 

il vient que 2ou2
1j1k1j1k MMMM ±=ε−ε±=ε−ε  d’où le résultat. 

vc1vc2

vc3

vc4

xc2

xc1

E

E

- E

- E O

M2

M1

M3 M4

Noyau de Φ Y2 Y1

 

Figure 8, représentation dans la base 

( )2c1c x,x  des vecteurs  ckk vOM =  

vc1

vc2

vc3

vc4

Y2

Y1

E√2

O

M2

M1

M3

M4

Noyau de Φ

Ces
vecteurs
ont tous
la même
image
par Φ

 

Figure 9, représentation dans la base  

( 1Y , 2Y ) des vecteurs  ckk vOM =  
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Remarque : En généralisant cette propriété à des modulateurs plus complexes tels 

que les onduleurs multiniveaux, on peut rechercher pour un vecteur générateur 

donné, les autres qui lui sont proches à une commutation près. On retrouve la 

notion de distance de Hamming [17]. 

 

Propriété 2 : soit un point Mk alors l’ensemble des points Mj qui se situent à une 

distance E22 de Mk sont obtenus après deux commutations, une de chaque bras. 

 

Choix de représentation : on relie par un segment les vecteurs du modulateur qui ne 

diffèrent que d’une commutation. Il est aisé de justifier ce choix. En effet, commander le 

modulateur consiste à choisir à un  instant  donné le vecteur qui doit être activé. À chaque 

changement de vecteur il y a commutation. Dans la pratique cela occasionne pertes et 

émission de perturbations. Privilégier les « chemins » qui minimisent le nombre de 

commutations peut sembler souhaitable.  

 

I.4. Commande de type M.L.I. à période de hachage constante  

Examinons pour ce type de mode très classique de commande l’usage du formalisme. 

On cherche à obtenir une valeur moyenne u de tension aux bornes de la charge, ceci grâce 

au modulateur. Ce dernier doit donc être capable de produire un vecteur moyen cv  tel que 

( ) 1cc suv =Φ . C’est cette équation que l’on doit résoudre. Explicitons en chaque membre. 

Le vecteur cv , moyenne sur une période Th du vecteur tension instantané insv , 

s’exprime par : 

∫=
période

dt)t(v
T
1v ins

h
c  . 

Pendant la durée Th, insv peut prendre seulement quatre valeurs, celles correspondant aux 

vecteurs générateurs. Chacun d’entre eux ckv est activé une durée globaleA tk sur la période 

Th. Cela correspond à un certain pourcentage puisque tk < Th. On obtient :  

                                                 
A Bien entendu, certaines durées peuvent être nulles ce qui a pour effet de réduire le 

nombre de vecteurs utilisés. 
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∑
∑∫ ==

k

ckk
ins

h
c t

vt
dt)t(v

T
1v

période

 avec hk Tt =∑ .   Relation II-1 

Exprimons alors l’image par Φ de cv  :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4c
h

4
3c

h

3
2c

h

2
1c

h

1
c v

T
t

v
T
t

v
T
t

v
T
t

v Φ+Φ+Φ+Φ=Φ . 

Or, ( ) ( ) ( ) ( ) .sE2v;0v;sE2v;0v 1c4c3c1c2c1c −=Φ=Φ=Φ=Φ  

L’équation ( ) 1cc suv =Φ se transforme en la recherche des durées tk telles que : 

h

42
T

tt
E2u

−
=  . 

Il n’y a pas en général de solution unique au problème. Il est donc intéressant de 

poursuivre l’analyse afin de trouver des éléments qui permettent d’effectuer un choix parmi 

les solutions. 

Reprenons la Relation II-1 et interprétons la graphiquement. On définit M tel 

que cvOM = . En géométrie, ce point M est  une combinaison barycentrique des  4 points 

Mk. 

  

On rappelle avant de poursuivre quelques 

propriétés des barycentres. 

Rappels sur le barycentre de deux points (cf. 

démonstrations Chapitre I  III.1.4. ) : 

(1) Le barycentre M de deux points 

M1 et M2  affectés des poidsA 

respectifs 
T
t

et
T
t 21  avec t1 + t2 = T 

vérifie par définition la relation : 

2
2

1
1 OM

T
t

OM
T
t

OM +=  ; 

(2) Le barycentre M de deux points M1 et 

M2 appartient au segment  [M1 M2].  

                                                 
A Les poids sont également appelés coordonnées barycentriques 

vc1

vc2

Y2

Y1

O

M2

M1

vc
MP2

P1

 

Figure 10,  recherche des 

coordonnées barycentriques 
T
t

et
T
t 21  

de M dans le repère (M1,M2) 
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(3) On vérifie les relations suivantes : 
2

22

1

11

OM
OP

T
tet

OM
OP

T
t

==  avec P1 et P2 définis 

en Figure 10. 

 

Rappels sur le barycentre de trois points non alignés : 

(1) Un point M barycentre de trois points M1, M2 et M3 affectés des poids respectifs 

T
tet

T
t,

T
t 321  avec t1 + t2 + t3  = T vérifie par définition la relation : 

3
3

2
2

1
1 OM

T
t

OM
T
t

OM
T
t

OM ++=  

(2) Le point M appartient au triangle [M1 M2 M3]   

 

Remarque : si t1 + t2  = T alors M appartient au segment [M2 M1] . 

 

On obtient ainsi les zones spatiales occupées par M selon le nombre de points activés : 

 un segment pour deux ; 

 un triangle pour trois. 

Enfin, si les quatre points Mk sont activés alors M appartient au carré  [M1 M2 M3 M4] 

que l’on peut créer avec deux triangles. 

 

On déduit de ces rappels une information graphique sur les vecteurs cv  qu’il est possible 

d’obtenir et par voie de conséquence sur les tensions u accessibles avec le modulateur. 

Ainsi, de l’examen  de la Figure 9, p 25 s’en suivent  les valeurs qu’il est permis de 

requérir pour la tension moyenne u = vB – vA aux bornes du convertisseur. En effet, 

( ) ( ) 1c22c sE2MOv =Φ=Φ  et  ( ) ( ) .sE2MOv 1c44c −=Φ=Φ  Or, tout  point à l’intérieur 

du segment [M2 M4]  peut être obtenu par une commande aux valeurs moyennes. Il vient 

donc : 

E 2  u   E 2 - +≤≤  

 

C’est l’image par Φ  du segment [M2 M4]. 
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Réciproquement, lorsqu’une tension 

moyenne u est requise aux bornes de la charge 

alors le vecteur cv qu’il faut synthétiser à 

l’aide du modulateur est du type 

( ) 121
1

pc YY
2

uYuv β+=β+Φ= −  avec  β  

tel  que cv  appartienne au domaine permis qui 

est ici un carré. Le choix de β est lié à une 

stratégie de commande. Il existe plusieurs 

possibilités (cf. les flèches  rouges en  Figure 

11). Le choix de β est lié à une stratégie de 

commande. Il existe plusieurs possibilités  On 

rappelle que 1Yβ est un vecteur du noyau. 

Son image par Φ est donc le vecteur nul. 

On se propose maintenant d’analyser plus en détail les effets du choix des vecteurs 

générateurs activés pendant Th. 

I.4.1.  Avec deux vecteurs  

L’image du segment [Mj, Mi] par Φ permet de déterminer le domaine accessible par u. 

Inversement, soit u une tension moyenne désirée aux bornes de la charge. Alors on obtient 

le vecteur 
ji

cjjcii
c tt

vtvt
v

+

+
=  en ajoutant à ( )u1

p
−Φ  un vecteur 1Yβ tel que la somme 

( ) 1
1

p Yu β+Φ−  appartienne au segment [Mj, Mi]. En effet, l’extrémité du vecteur cv est 

un barycentre de Mj et Mi. 

 

Examinons à présent les cas particuliers. 

I.4.1.a.  Segment [M1, M2] 

Puisque ( ) ( ) 1c22c sE2MOv =Φ=Φ  et ( ) ( ) 1c11c s0MOv =Φ=Φ , le domaine 

accessible pour la tension u est le segment [0 , 2 E]. 

vc1

vc2

vc3

vc4

Y2

Y1

( -E, E)

(-E,-E) ( E, E)

(E, -E)

E√2

O

M2

M1

M3

M4

Δ

vcΦp (u)

β Y1

-1
Noyau de Φ

E√2

vcvcvc

 

Figure 11, recherche à partir de 
u désiré d’un vecteur cv à synthétiser 

aux valeurs moyennes avec 2c1c vetv  
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Considérons donc une tension u qui appartienne à cet intervalle. On cherche alors un 

vecteur 
h

2c21c1
c T

vtvt
v

+
=  dont l’extrémité M appartienne au segment [M1, M2] et dont la 

projection orthogonale sur Δ soit égale à  ( )u1
p
−Φ . Il faut donc résoudre : 

( )u.Yv.Y 1
p2c2
−Φ=   

Explicitons chacun des membres : 

E2
T
t

T
vtvt

.Yv.Y
h

2

h

2c21c1
2c2 =

+
=  et ( )

2
uu.Y 1

p2 =Φ − . 

Il vient :         
E2

u1
T
t

et
E2

u
T
t

h

1

h

2 −== . 

 

Remarque 1 : On retrouve le cas d’un hacheur « abaisseur » l’expression 

classique : u = α 2E en prenant 
h

2
T
t

=α . 

Remarque 2 : le même type d’étude peut  être effectué pour les segments 

[M2, M3], [M3, M4] et [M4, M1]. 

 

I.4.1.b.  Segment [M1, M3] 

Seule la tension moyenne u = 0 peut être obtenue.  

I.4.1.c.  Segment [M2, M4] 

Le domaine accessible pour la tension u est le segment [- 2 E, 2 E]. 

Étant donné que ( )u1
p
−Φ appartient déjà au segment [M2, M4], la recherche de 

h

2c24c4
c T

vtvt
v

+
=  s’en trouve facilitée. 

 Il suffit de résoudre : 22
h

42
c Y

2
uYE2

T
ttv =

−
=  avec  t2 + t4 = Th. 

 Il vient :  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

E2
u1

2
1

T
t

et
E2

u1
2
1

T
t

h

4

h

2 . 
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Remarque : on retrouve le cas d’un hacheur en commande bipolaire l’expression 

classique : u = (2 α –1) 2E en prenant 
h

2
T
t

=α . A chaque passage d’un point à 

un autre chaque bras commute (cf. propriété 2, paragraphe I.3,)  

 

I.4.2.  Avec trois vecteurs coplanaires 

La décomposition d’un vecteur sur deux vecteurs non liés est unique. Ce n’est plus le cas si 

l’on désire décomposer ce même vecteur sur trois vecteurs d’un même plan. Afin de lever 

l’indétermination, une  contrainte supplémentaire est à imposer.  

I.4.2.a.  Travail au sein du triangle [M1, M2, M3] 

Le domaine accessible pour la tension u est alors le segment [0 , 2 E]. C’est l’image du 

triangle par Φ. Avec cet exemple apparaît que l’usage du plan Ec2 met en évidence que deux 

états distincts du modulateur (points M1 et M3) ont même image par Φ. Une étude classique 

par examen des formes d’ondes ne permet pas de distinguer ces deux états qui correspondent 

à une tension nulle imposée. 

On cherche un vecteur 
321

3c32c21c1
c ttt

vtvtvt
vOM

++
++

==  tel que M soit un point du 

triangle [M1, M2, M3] et dont la projection orthogonale sur Δ soit égale à  ( )u1
p
−Φ (cf. Figure 

12). Il apparaît immédiatement sur la  Figure 12 que tout un segment répond à ces exigences. 

Poursuivons la résolution :  

( )u.Yv.Y 1
p2c2
−Φ=  

Or, E2
T
t

T
vtvtvt.Yv.Y

h

2

h

3c32c21c1
2c2 =

++
= et ( )

2
uu.Y 1

p2 =Φ−  d’où, 

 

E2
u

T
t

h

2 =  
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Il vient alors que   ⇒=
++

1
T

ttt

h

321  
E2

u1
T
t

1
T

tt

h

2

h

31 −=−=
+

 . 

Il reste un degré de liberté à choisir pour obtenir l’unicité de la solution. 

L’observation du plan du modulateur montre que par rapport au point M2, M1 et M3 sont 

positionnés de façon symétrique. Il peut sembler naturel de chercher conserver cette propriété 

au niveau des durées de conduction. Chaque bras sera ainsi sollicité de façon identique (pertes 

à la conduction et à la commutation). Si  on s’impose donc t1 = t3, on a : 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

E2
u1

2
1

T
t

T
t

h

1

h

3  et 
E2
u

T
t

h

2 = . 

 

Remarque : Les durées totales de conduction pour chaque état ont été trouvées. Il 

reste à élaborer la séquence d’activation de ces différents états. Quel est l’état 

initial, l’état final ?  Combien de fois un point Mk sera-t-il activé ? Par exemple on 

peut désirer que l’état initial soit l’état final de la période précédente. Ainsi, au 

début de la période il n’y a pas de commutation puisqu’on reste dans le même état. 

De même la recherche d’un nombre minimal de commutations implique d’activer 

une seule fois chaque état. L’état initial, est alors M1 ou M3. Il y a deux types de 

vc1

vc2

vc3 Y2

Y1

( -E, E)

(-E,-E) ( E, E)
O

M2

M1

M3

Δ

vcΦ
−1

( u )p

Le point M
appartient à ce
segment

M

βY1

 

Figure 12, mise en évidence du degré de liberté dans le choix de   cvOM =  
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séquences M1, M2, M3 ou M3, M2, M1. Dans la commande « double modulation » ce 

type d’idée est utilisée. 

I.4.2.b.   Triangle [M1, M2, M4] 

Le domaine accessible pour la tension u est le segment [-2 E , 2 E] 

On cherche comme précédemment un vecteur 
421

4c42c21c1
c ttt

vtvtvt
v

++
++

=  dont 

l’extrémité M appartienne au triangle [M1, M2, M4] et tel que la projection orthogonale sur Δ 

de OM soit égale à  ( )u1
p
−Φ . Il faut donc résoudre :  

( )
2

uu.YE2
T

tt
T

vtvtvt
.Yv.Y 1

p2
h

42

h

4c42c21c1
2c2 =Φ=

−
=

++
= −   d’où, 

 

E2
u

T
tt

h

42 =
−

 

En tenant compte que t2 + t4 = Th – t1, il vient : 

h

1

h

4

h

1

h

2

T2
t

E2
u1

2
1

T
t

et
T2
t

E2
u1

2
1

T
t

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=  

Il reste à choisir t1 pour obtenir l’unicité de la solution. 

 

Remarque 1 : il faut ensuite élaborer la séquence qui sera suivie. Par exemple, on 

s’impose que l’instant initial soit toujours M2. Pour minimiser ensuite le nombre 

de commutations on prend la séquence M2 M1 M4 M1 M2. 

 

Remarque 2 : on peut également dans le cas d’une commande d’onduleur (pour 

lequel u = 0 donc t2 = t4 ) régler l’amplitude du premier harmonique en jouant 

sur le rapport t1/t2. 

I.4.3.  Avec les quatre vecteurs  

Le domaine accessible pour la tension u est le segment [-2E , 2 E]. On dispose de deux 

degrés de liberté. Un exemple de ce type de décomposition est réalisé au paragraphe I.5.4.  

dans l’élaboration d’une commande d’onduleur monophasé. 
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I.5. Lois de commande 

Quatre types de commande très fréquentesA sont ici présentées avec l’éclairage du 

formalisme vectoriel. 

On rappelle que pour obtenir une tension u il faut synthétiser ( ) 1
1

pc Yuv β+Φ= − avec  

β tel  que cv  appartienne au domaine permis dans Ec2.  

I.5.1.  Commande complémentaire ou bipolaire 

On choisit β = 0. Par conséquent les deux vecteurs avec lesquels on travaille sont :  

22c1c2c YE2xExEv −=+−=   et  .YE2xExEv 22c1c4c +=−+=  

La séquence la plus courante (cf. Figure 13) consiste à débuter 

la période en restant en  M2 pendant t2  puis à commuter en M4 

pendant le reste de la période c’est à dire pendant t4. C’est le 

segment [M2, M4] qui est donc emprunté. L’obtention des durées 

de conduction t2 et t4 est alors immédiat (cf. I.4.1.c. ).  

h4h2 T
E2
u1

2
1tetT

E2
u1

2
1t ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=  

 soit encore classiquement :  

( )
h

2
T
t

avecE212u =α−α=  

Il est à remarquer que ce type de commande ne sélectionne pas 

les deux points Mi Mj  les plus proches de M. L’ondulation de 

courant n’est donc pas minimale. En début de chaque période il y 

a changement d’état donc commutation. 

On peut envisager une autre séquence plus « symétrique » (cf. 

Figure 14). M4 entame la séquence pendant t4/2 puis on commute 

en  M2 pendant t2 pour à nouveau commuter en M4 pendant t4/2. 

Cette séquence n’implique pas pour autant de commutations 

supplémentaires puisque l’état est le même en début et en fin de la période. 

 

                                                 
A voir par exemple les composants  L 6258 de ST Thomson et UC 1637 d’Unitrode qui 

proposent les 3 trois types de commandes développées. 

t2
Th

t4

2 E

-2 E

(1) (2)

 
Figure 13, motif de 

M.L.I. en commande 

bipolaire 

t2

Th

t4/2

2 E

-2 E

t4/2

(1) (2)

Figure 14, motif de M.L.I. 

en commande bipolaire 

symétrique 
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Remarque 1 : Du point de vue pratique on suppose la commutation simultanée de 

4 interrupteurs ce qui n’a pas lieu. Il faut prendre des précautions afin d’éviter la 

mise en court-circuit de la source (circuit classique d’anti - chevauchement pour 

les transistors d’un même bras). En partant de M2  (T12 et T21 fermés), on 

commence par ouvrir les transistors « simultanément » T12 et T21 avant de 

fermer T22 et T11. En fait l’un des deux transistors T12 ou T21 va s’ouvrir avant 

l’autre. Si i > 0, on passe par un état intermédiaire qui correspond à M1 ou M3. 

Lorsque T12 et T21, mais aussi encore T22 et T11 sont ouverts on passe alors, si 

i > 0, au point M4. Une circulation de courant est assurée par les diodes en 

antiparallèle, de l’énergie est renvoyée alors vers la source. La fermeture de T11 

et T22, sans risque de court circuit de la source, permet d’inverser le sens de 

transit de l’énergie. 

Il apparaît donc que cette commande complémentaire peut comporter des 

commutations mal maîtrisées puisque la durée pendant laquelle on reste en M1 ou 

en M3 est inconnue. 

 

Remarque 2 : dans le cadre du formalisme ce type de commande est du même type 

que celle à homopolaire nul pour les onduleurs de tension triphasés. 

 

Remarque 3 : si t2 = Th/2 alors la valeur moyenne u est nulle. On obtient un signal 

alternatif dont la période est Th et d’amplitude 8E/π. On ne peut  régler 

l’amplitude. 

I.5.2.  Commande séquentielle ou unipolaire  

Afin de minimiser l’ondulation de courant tout en n’activant 

que deux vecteurs, la commande séquentielle sélectionne par 

exemple les couples de vecteurs de la façon suivante : 

•  si la valeur moyenne u  désirée est positive alors on 

active les vecteurs 2cv et 3cv (cf. Figure 15); 

•  si u < 0 alors on active les vecteurs 4cv et 3cv . 

On travaille donc selon le signe de u soit sur le segment [M2, 

M3] soit sur [M4, M3]. 

t3

Th

t2

2 E

0

(1) (2)

t3

 
Figure 15, motif de 

M.L.I. en commande 

unipolaire 
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Si l’on désire un passage continu d’un segment à un autre, il faut que le vecteur activé 

initialement en début de chaque période soit commun aux deux triangles, c’est à dire 3cv . 

Les durées de conduction se calculent aisément :  

• pour u > 0, 
E2

u1
T
t

;
E2

u
T
t

h

3

h

2 −==  ; 

• pour u < 0, 
E2

u1
T
t

et
E2

u
T
t

h

3

h

4 −== . 

Par rapport à la commande complémentaire on rappelle les faits suivants : 

• la variation maximale de tension aux bornes de la charge est d’amplitude 2 E au lieu 

de 4 E. L’ondulation de courant est donc moindre; 

• un régime de conduction discontinue apparaît aux faibles valeurs de courant moyen 

alors que ce n’est pas le cas avec la commande complémentaire. Par conséquent, la 

fonction de transfert est non linéaire.  

 

Remarque 1  : en cas de conduction discontinue l’hypothèse de travail selon 

laquelle au moins un interrupteur de chaque bras est fermée n’est plus vérifiée. 

La tension instantanée n’est plus imposée par le modulateur d’énergie. Il y a 

perte de commandabilité. 

Remarque 2  : le vecteur 1cv  n’a guère été mis à contribution. On aurait pu 

évidemment considérer une commande avec les vecteurs 2cv , 4cv et 1cv . 

Néanmoins, il apparaît dans les deux cas une rupture de symétrie qui se traduit 

par des pertes différentes au sein des interrupteurs.  

I.5.3.  Commande à «double modulation» 

L’appellation « double modulation » permet d’insister sur le fait que la fréquence des 

ondulations de courant est double de celle avec laquelle sont sollicités les interrupteurs.  

Trois vecteurs suffisent pour réaliser cette commande de type unipolaire. 

Le principe est le même que celui de la commande séquentielle mais on active pendant 

chaque période 3 vecteurs au lieu de deux. On distingue deux types de séquences selon le 

signe de u. Elles débutent néanmoins toutes les deux par le même vecteur commun aux deux 

triangles : 

•  pour u > 0, on suit la séquence suivante, M3, M2, M1, M2, M3 (cf. Figure 16); 
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•  pour u < 0, M3, M4, M1, M4, M3. 

 

On s’impose dans la durée Th d’une 

séquence qu’un même point Mj soit toujours 

occupé pendant la même durée. Cela permet 

de conserver une symétrie et d’obtenir ainsi 

une période apparente Th/2 pour la tension. 

Par rapport à la commande séquentielle 

précédente, les pertes par conduction sont 

identiquesA, celles par commutation 

multipliées par deux mais avec répartition égale entre les deux bras. L’ondulation de courant 

du fait de la diminution de la période apparente sera réduite. 

Si de plus on impose t1 = t3 afin que chaque bras soit sollicité pendant la même durée, il 

vient pour u > 0 : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

E2
u1

2
1

T
t

T
t

h

1

h

3  et 
E2
u

T
t

h

2 = . 

 

Remarque  : il y a, comme avec la commande séquentielle, perte de contrôle 

lorsqu’il y a conduction discontinue.  

I.5.4.  Onduleur pleine onde à trois niveaux de période Th 

L’étude de ce cas est particulière par rapport aux précédentes puisqu’on cherche à obtenir 

une valeur moyenne nulle aux bornes de la charge. C’est l’occasion de montrer comment on 

adapte le formalisme. 

On désire que le premier harmonique de la tension aux bornes de la source de courant soit 

 U sin (ω0 t + ϕ) avec ω0 =  2 π/ Th.  

On active pendant chaque période chacun des 4 vecteurs générateurs. La séquence peut 

être la suivante : M1, M2, M3, M4, M1. Pour obtenir le fonctionnement onduleur désiré il faut 

en premier lieu obtenir une valeur moyenne nulle aux bornes de la charge. Connaissant 

l’expression du vecteur tension moyen v  on en déduit l’équation à respecter : 

( ) 0Y.vt 2ckk =∑ . Ceci implique t2 = t4. 

                                                 
A Les pertes par conduction ne sont plus localisées toutefois sur les mêmes interrupteurs. 

t3/2

Th/2

2 E

0

(1) (2)

t1

(1) (2)

t3/2

Th

t2/2 t2/2

 
Figure 16, motif de M.L.I. en commande 

double modulation 
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Les quatre inconnues t1, t2, t3 et t4 sont donc liées par les deux relations 

t2 = t4 et t1 + t2 + t3 + t4 = Th. Il reste deux relations que l’on trouve en exprimant que l’on 

désire un premier harmonique de la tension aux bornes de la source de courant égal à 

 U sin (ω0 t + ϕ) avec ω0 =  2 π/ Th.  

Considérons pour cela ( )1c0
1

p s)tsin(U ϕ+ωΦ − soit encore 20 Y)tsin(
2

U
ϕ+ω . 

Il faut que 1v , le premier harmonique du développement en série de Fourier du vecteur 

instantané )t(vins , soit tel que :   21 Y.v = )tsin(
2

U
0 ϕ+ω .  

On calcule donc d’abord les deux premiers termes du développement en série de Fourier : 

• ( )∫∫ ωϕ+ω=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
ω

hh T

0
00

h
2

T

0
0ins

h
dttsintsin

2
U

T
2Y.dttsinv

T
2  

et 

• ( )∫∫ ωϕ+ω=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
ω

hh T

0
00

h
2

T

0
0ins

h
dttcostsin

2
U

T
2Y.dttcosv

T
2  

 

On exprime ensuite que ( ) ( )tcossin
2

Utsincos
2

U)tsin(
2

U
000 ωϕ+ωϕ=ϕ+ω . 

On obtient alors les deux équations transcendantes suivantes : 

• ( )∫ ωϕ+ω
hT

0
00

h

dttsintsin
2

U
T
2 = ϕcos

2
U           Équation I-1 

• ( )∫ ωϕ+ω
hT

0
00

h

dttcostsin
2

U
T
2 = ϕsin

2
U           Équation I-2 

Pour poursuivre il est nécessaire de préciser la séquence (temporelle) que l’on s’impose. 

Bien entendu, pour assurer une périodicité Th, les durées tk de stationnement aux quatre 

points M1, M2, M3 et M4 doivent  être identiques d’une période à l’autre. 

 

On choisit la séquence suivante : 

M1(t1/2), M2(t2), M3(t3), M4(t4), M1(t1/2). 

Il vient alors : 
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∫∫∫
−

−−

+

ω−ω=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
ω

2/tT

2/ttT
0

h

2/tt

2/t
0

h
2

T

0
0ins

h

1h

12h

12

1

h

dttsin2E
T
2dttsin2E

T
2Y.dttsinv

T
2 = 

( ) ( )
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +ω
π

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +ω
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
π 2

t
sin

2
tt

sin
2E4

2
t2t

cos
2
t

cos
2E2 2021021010 . 

 

La première équation peut alors être explicitée :  

 

 
( )

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +ω
π

+
=ϕ

2
t

sin
2

tt
sin

2E4
cos

2
U 20210  

 

De même pour la deuxième équation il vient : 

 

 
( )

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +ω
π

+
=ϕ

2
t

sin
2

tt
cos

2E4
sin

2
U 20210  

 

On en déduit finalement : 

 

( )
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +ω
=ϕ

2
tt

gcottg 210  et  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
=

π
2
t

sin
E8

U 20 . 

 On règle bien l’amplitude à l’aide de t2 et 

le déphasage par t1. 

 

Remarque : si ϕ = 0 alors t2 + t1  = Th/2 d’où t1 = t3 ; si t2 = Th/2 alors U = (4/π) 2 E 

 

 

I.6. Conclusion 

Dans l’étude de cet exemple, l’usage du formalisme vectoriel a permis de faire 

apparaître, lors de la phase de synthèse de la commande, les degrés de liberté dont disposait le 

concepteur ainsi que les dissymétries dans l’usage des interrupteurs selon les choix opérés.  

t1/2

t2

2 E

-2 E

t3

Th
t4 t1/2

 
Figure 17, tension en commande pleine 

onde trois niveaux 
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La description exhaustive que requiert le formalisme implique un passage facilité à 

l’implantation matérielle de la commande (chaque point Mk représente un état de la  PAL). 

A son désavantage, il faut rappeler l’hypothèse de contrôle permanent qui a été formulée. 

 

II. Généralisation de l’étude d’un modulateur d’énergie 
Le modulateur d’énergie que nous considérons connecte k sources de tensions à p sources 

de courants à l’aide d’interrupteurs supposés idéaux. Le dénombrement des sources est réalisé 

en utilisant la représentation du type de la Figure 18,  au sein de laquelle les couplages des 

sources ont volontairement été omis.  

Le modulateur d’énergie permet aux k sources de tension d’imposer p potentiels vcr aux p 

sources de courants. Réciproquement les sources de tension se verront imposer k courants itr 

par les sources de courants. Ainsi dans l’exemple présenté au paragraphe précédent on a, en 

p sources de courant

Vc1

Vc3

Vc4

Vc2

ic1 ic2 ic3 ic4

vt1

vt2

vt3

it1

it2

it3

Cellule de commutation

vt1

vt2

vt3

Référence de potentiel

 
Figure 18, représentation de la structure du modulateur étudié, 

 indice c pour les sources de courant, indice t pour les sources de tension 
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respectant la représentation type, deux sources 

de tension et deux sources de courant (cf. 

Figure 19). 

 

 

 

Remarque 1: on ne distingue plus 

comme dans l’exemple traité la 

charge de la source. Ces notions 

impliquent en effet un sens du 

transit de l’énergie. On leur préfère 

celles plus générales de sources de 

tension et de sources de courant. 

Aucun sens de transit de l’énergie 

n’est ainsi privilégié. 

Remarque 2 : le potentiel de référence par rapport auquel sont référencées les 

tensions vck est quelconque a priori. Dans l’exemple traité précédemment on a 

choisi un potentiel de référence fictif qui confère une certaine symétrie à la source 

de tension qui impose + E ou –E par rapport à ce potentiel. Ce choix induit une 

certaine symétrie dans les calculs. On aurait pu prendre une autre référence bien 

réelle, une des bornes de sortie de l’onduleur par exemple. 

II.1. Espaces vectoriels associés  

II.1.1.  Espaces vectoriels associés au modulateur  

Le modulateur établit un lien entre les sources. 

• vu des sources de tension c’est lui qui impose les k courants ; 

• vu des sources de courant il impose p tensions. 

Cette dualité nous mène à associer deux espaces au modulateur, un par type de source : 

• au modulateur vu des sources de tension un espace de dimension k, noté Etk ; 

• au modulateur vu des sources de courant un espace de dimension p, noté Ecp . 

On notera par ailleurs Etc l’espace vectoriel produit : Etc = Etk × Ecp. 

Vc1= VA

ic1= jA ic2= jB

E

- E

it1

it2

A

B

u

j

Vc2= VB

N

 
Figure 19, représentation du modulateur 

étudié au paragraphe I avec la 

représentation proposée  



Chapitre 2 

42 

 

Etk et Ecp sont munis chacun d’une base orthonormée directe notée respectivement Bt et Bc 

avec Bt = { }tk2t1t x,...,x,x  et Bc = { }cp2c1c x,...,x,x . 

 

 On définit alors les vecteurs suivants : 

• tktk2t2t1t1tt xv...xvxvv +++= et tktk2t2t1t1tt xi...xixii +++=  de l’espace Etk; 

• cpcp2c2c1c1cc xv...xvxvv +++= et cpcp2c2c1c1cc xi...xixii +++=  de l’espace Ecp. 

 

Ainsi dans l’exemple étudié au paragraphe I l’intérêt s’est porté uniquement sur la source 

de courant. On a  seulement considéré Ec2, de dimension deux,  associé au modulateur vu de 

la source de courant. Par contre, on ne s’est pas intéressé au modulateur vu côté source de 

tension : l’espace associé Et2 est de dimension deux puisqu’on a deux sources de tension de 

valeur +E et - E. 

II.1.2.  Espaces vectoriels associés aux sources 

Sur la Figure 18, les sources n’ont pas été représentées entièrement. En effet, on rencontre 

différentes façons de les réaliser. Néanmoins, lors d’une étude concrète, la prise en compte 

précise des sources est nécessaire. On propose alors dans le cas d’un système à n phases 

d’associer un espace vectoriel Enx
A

  de dimension n dont on note Bnx une base orthonormée 

avec Bnx = { }xn2x1x s,...,s,s . 

En notant uxk la tension aux bornes d’une phase et jxk le courant qui la traverse (convention 

récepteur par exemple) on définit les vecteurs : 

• xnxn2x2x1x1xx su...susuu +++=   

• xnxn2x2x1x1xx sj...sjsjj +++=  

 

Il est à noter dès maintenant que les vecteurs tu ou cj que l’on obtiendra pratiquement 

pourront très bien appartenir tous à un sous espace vectoriel de Enx, noté  Hnx  (de dimension 

dnx). En effet tu ou cj sont imposés respectivement par la source de tension, de courant. 

                                                 
A L’indice x sera identique à c ou t respectivement pour une source de courant, de tension. 
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Des couplages au sein des sources peuvent donc par exemple être à l’origine de cette propriété 

d’appartenance à un sous espace vectoriel.   

Exemple : pour une machine triphasée couplée en étoile sans neutre sorti, du fait du 

couplage des trois sources de courant les vecteurs courants cj  appartiennent tous à 

un planA puisque ( ) 3c2c1c2c2c1c1c3c3c2c2c1c1cc sjjsjsjsjsjsjj +−+=++= . 

Le sous espace vectoriel H3c existe donc et c’est un plan au sein duquel on définit 

habituellement les deux couples de tensions et courants fictifs (vd, vq) et (id, iq). 

  

De façon plus générale pour une source de courant, si la somme des courants jck est nulle 

alors cela implique que les vecteurs courants appartiennent à un sous espace vectoriel de 

dimension (n-1). 

Qu’en est-il alors des vecteurs tensions ? Cela dépend de la source. Dans de nombreux cas 

(cf. chapitre III) les vecteurs tension appartiendront au même sous espace vectoriel que les 

courants. On pourrait penser alors se restreindre à ce sous espace de dimension (n-1) comme 

cela a été fait dans l’exemple. En fait, il peut être préférable de continuer de travailler au sein 

de Enc afin de bénéficier des propriétés de la base orthonormée Bnc. On peut ainsi très 

facilement retrouver uck et jck à partir de cu et cj par simple produit scalaire. De plus, 

l’approche envisagée est plus générale puisqu’elle n’impose pas de connaître les couplages 

des sources. 

II.2. Familles de vecteurs engendrées par le modulateur 

II.2.1.  Famille discrète 

Le modulateur d’énergie engendre FH, une famille finie de H couples de vecteurs 

( ti , cv ) ∈ Etk × Ecp. En effet, il existe entre les vecteurs tensions cv et tv ainsi qu’entre 

les vecteurs courants ti et ci des relations. Ces dernières varient selon les connexions 

réalisées par les interrupteurs. Leur expression générale peut être établie à l’aide de la notion 

de fonction de connexion frs qui permet de caractériser l’état de l’interrupteur qui lie la rième 

                                                 
A il n’y a pas de composante « homopolaire en courant ». 
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source de tension à la sième source de 

courant : frs = 0 à l’état ouvert, 1 à 

l’état fermé (cf. Figure 20). 

 Les règles de compatibilité des 

sources impliquent par ailleurs la 

contrainte suivante pour chaque cellule 

de commutation : 

∀s∈{1,...,p}, 1f
kr

1r
rs =∑

=

=

. 

Il vient qu’il y a k combinaisons 

possibles pour chaque cellule. On en  

déduit, pour le modulateur qui 

comporte p cellules, le nombre 

possible de combinaisons et donc de 

couples : 

H = kp. 

(exemples : 32 = 9 pour onduleur de courant triphasé à 2 cellules de commutation de 3 

interrupteurs ; 23 = 8 pour onduleur de tension triphasé « classique » à 3 cellules de 

commutation de 2 interrupteurs). 

Il vient alors qu’un couple quelconque parmi les H est défini par les relations suivantesA : 

• cp

kr

1r
trrp2c

kr

1r
tr2r1c

kr

1r
tr1rc xvf...xvfxvfv ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑∑∑

=

=

=

=

=

=

 ; 

• tk

ps

1s
csks2t

ps

1s
css21t

ps

1s
css1t xif...xifxifi ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑∑∑

=

=

=

=

=

=

. 

 

Dans le cas de l’exemple traité qui comporte 2 cellules de commutation à 2 

interrupteurs, la famille F4 comporte quatre couples :  

• ( ;xExEv 2c1c1c ++= 0i 1t = ) ;          
⎩
⎨
⎧

==
==

0f0f
1f 1f

2221

1211  

                                                 
A En exprimant les vecteurs selon leurs composantes, on obtient les matrices de connexion. 

p sources de courant
Vc1

Vc3

Vc4

Vc2

ic1 ic2 ic3 ic4
1

vt1

vt2

vt3

it1

it2

it3

Cellule de commutation

f11          f12           f13            f14 

f21          f22           f23            f24 

f31          f32           f33            f34 

k
sources
de
tension

 

Figure 20, association d’une fonction de 

connexion fij aux interrupteurs 
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• ( ;xExEv 2c1c2c +−= 2t1t2t xjxji +−= ) ;     
⎩
⎨
⎧

==
==

0f1f
1f 0f

2221

1211  

• ( ;xExEv 2c1c3c −−= 0i 3t = ) ;         
⎩
⎨
⎧

==
==

1f1f
0f 0f

2221

1211  

• ( ;xExEv 2c1c4c −+= 2t1t4t xjxji −+= ) ;     
⎩
⎨
⎧

==
==

1f0f
0f 1f

2221

1211  

Cette famille FH représente l’ensemble des vecteurs qu’il est possible de requérir. Le 

domaine accessible à la commande ainsi défini, est donc par nature discret et comporte H 

couples de vecteurs.  

Dans les cas particuliers où l’on cherche seulement à imposer les tensions ou les courants 

on considérera les familles issues de FH : 

• FHc = { crv  avec 1 ≤ r ≤ H} ; 

• FHt = { tri  avec 1 ≤ r ≤ H}. 

On note alors : 

• GHc le sous espace vectoriel de Ecp engendré par FHc ; dHc la dimension de GHc ; 

• GHt le sous espace vectoriel de Etk engendré par FHt ; dHt la dimension de GHt ; 

Ce sont les dimensions de ces sous espaces vectoriels qui nous permettront de déterminer 

les possibilités pour un modulateur de piloter une charge. 

Exemple : Dans l’exemple traité (H = 4, dHc = 1,dHt = 2) on cherche seulement à 

imposer la tension à la source de courant. Seule la famille F4c  nous intéresse. Elle 

est composée de quatre vecteurs tension. L’espace  engendré  G4c est un plan. On 

verra que l’onduleur monophasé est capable d’alimenter des charges monophasées 

mais également diphasées (cf. Figure 23). 

II.2.2.  Famille continue 

Lors d’une commande aux valeurs moyennes (« en durée »), l’ensemble des couples que le 

modulateur permet d’obtenir par combinaison des éléments de la famille discrète définie 

précédemment est :  
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Fm = { ( )cmoytmoy v,i  ∈ Etk × Ecp / ∑
=

=

=
Hr

1r
tr

k
tmoy i

T
t

i   et  

∑
=

=

=
Hr

1r
cr

r
cmoy v

T
t

v  avec ∑
=

=

=
Hr

1r
rtT } 

Cette nouvelle famille Fm, infinie, définit dans l’espace vectoriel produit Etc = Etk × Ecp un 

domaine accessible Dm de nature continue. Tout couple requis par la commande devra se 

situer à l’intérieur des frontières du domaine. La caractérisation de ces frontières permettra de 

déterminer les potentialités offertes par le modulateur. 

 

Dans les cas particuliers où l’on cherche seulement à imposer les tensions ou les courants 

on considérera les familles : 

• Fmc = { cmoyv  ∈ Ecp / ∑
=

=

=
Hr

1r
cr

r
cmoy v

T
t

v avec ∑
=

=

=
Hr

1r
rtT } ;  

• Fmt = { tmoyi  ∈ Etk / ∑
=

=

=
Hr

1r
tr

k
tmoy i

T
t

i  avec ∑
=

=

=
Hr

1r
rtT }  .  

 On note alors : 

• Dmc le domaine accessible correspondant à la famille Fmc;  

• Dmt le domaine accessible correspondant à la famille Fmt; 

 

Dans l’exemple traité on cherche seulement à imposer la tension à la source de courant. Le 

domaine Dmc correspondant est un carré dont les frontières sont des segments.  

 

II.3. Morphismes d’espace vectoriels 

Alimenter une « source » par un modulateur d’énergie c’est établir des relations entre les 

courants et les tensions des deux protagonistes. L’introduction des espaces vectoriels associés 

ainsi que des vecteurs tension et courant permet de considérer ces relations sous un autre 

angle de vue. Linéaires, elles définissent des morphismes d’espace vectoriel. Leur étude 

permet de déterminer les capacités du modulateur à imposer tensions ou courants désirés à la 

charge. Par ailleurs, les degrés de liberté de la commande apparaissent également par l’étude 

des dimensions des espaces vectoriels. 
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II.3.1.  Morphismes entre modulateur et sources de courant 

Le modulateur impose les tensions aux p 

sources de courant. L’espace de départ du 

morphisme  Vc qui relie les vecteurs tensions 

sera donc Ecp, l’espace d’arrivée Enc : 

Vc : Ecp  Enc , Vc ( cv ) = cu . 

Par contre les sources imposent les 

courants au modulateur. L’espace de départ 

du morphisme Ic qui relie les vecteurs 

courants sera donc Enc, l’espace d’arrivée 

Ecp : 

Ic : Enc  Ecp , Ic ( cj ) = ci . 

 

Dans l’exemple traité, on a deux sources de courant et une phase. Il vient donc :  

Vc : Ec2  E1c , Vc ( cv ) = ( ) 1cABc svvu −= . 

 Le morphisme Φ qui a été introduit au paragraphe I se confond donc avec  Vc.  

II.3.2.  Morphismes entre modulateur et sources de tension 

L’approche est bien évidemment duale de celle suivie au paragraphe précédent. 

Le modulateur impose les k courants aux sources de tension. L’espace de départ du 

morphisme It  qui relie les vecteurs courants sera donc Etk, associé au modulateur, l’espace 

d’arrivée Ent, associé aux sources : 

It : Etk  Ent , It ( ti ) = tj . 

Par contre les sources imposent les tensions au modulateur. L’espace de départ du 

morphisme Vt qui relie les vecteurs tensions sera donc Ent, l’espace d’arrivée Etk : 

Vt : Ent  Etk , Vt ( tu ) = tv . 

Vc

ηc

vc

ic

uc

jc

Enc

Ecp

 

Figure 21, représentation symbolique des 

espaces vectoriels associés au modulateur et 

aux sources de courant. 
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II.3.3.  Morphisme entre modulateur et sources  

Dans la mesure où l’on cherche simultanément à imposer tension et courant il est naturel 

de définir le morphisme S défini à partir de ceux des paragraphes précédents : 

S : Etk × Ecp  Ent × Enc, S ( ti , cv ) = (It ( ti ), Vc ( cv )) =( tj , cu ). 

II.4. De l’usage des morphismes : synthèse d’une commande 

Lors de la synthèse d’une commande on désire imposer à l’aide du modulateur : 

• soit seulement les tensions aux sources de courant ; 

• soit seulement les courants aux sources de tension ; 

• ou les deux simultanément (par exemple onduleur de tension à absorption 

sinusoïdale de courant). 

II.4.1.  Commande en tension de la source de courant 

On va établir dans un premier temps des conditions, portant sur les dimensions des 

espaces, qui permettent de savoir dans quelle mesure le pilotage d’une source par le 

modulateur est possible. 

Si on désire piloter en tension, à l’aide 

d’une commande aux valeurs moyennes, 

une charge, il faut que tout vecteur tension 

du sous espace vectoriel HA
nc  (de 

dimension dnc) qui caractérise un état de 

cette charge soit l’image par un morphisme 

d’un vecteur du domaine Dmc. Ce domaine 

engendre l’espace GHc de dimension dHc. 

Or, la dimension de l’image d’un espace 

vectoriel de dimension dHc par un morphisme est inférieure ou égale à dHc. 

Par conséquent, dnc la dimension du sous espace vectoriel Hnc doit être inférieure ou égale 

à dHc, la dimension de GHc : dHc ≥ dnc .C’est une condition nécessaire. 

Considérons  alors : 

• une charge comportant n phases ; 

                                                 
A Défini en fin de paragraphe Chapitre II  II.1.2. , p 43. 

Vc

ηc

Enc
Ecp

HncGHc

 

Figure 22, représentation symbolique des 
espaces vectoriels associés au modulateur  pour 

une commande aux valeurs moyennes. 
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• un modulateur dont l’espace associé GHc est de dimension dHc ; 

Puisque Hnc, de dimension dnc, est un sous espace vectoriel de Enc de dimension n 

alors : n> dnc . Il vient que, 

 si dHc ≥ n  alors dHc ≥ dnc. On peut envisager de piloter en tension la charge à 

l’aide du modulateur.  

 Par contre, si n > dHc alors il est nécessaire d’effectuer un couplage des phases 

qui réduise la dimension dnc de Hnc. 

 

Appliquons ! 

• Dans l’exemple étudié : 

 n = 1 (nombre de phases de la charge) ; 

 H = 4 (nombre de combinaisons possibles) ; 

 dHc = 2 (dimension de GHc engendré par les vecteurs tension « générateurs ») ; 

 dnc = 1 (dimension de l’espace associé à la charge monophasée) ; 

On a bien dHc ≥ n, la commande 

est possible sans aucun problème.  

• Pour une source de courant 

triphasée (n = 3) couplée en 

triangle ou en étoile sans neutre 

sorti on a dnc = 2. L’onduleur de 

tension étudié dans l’exemple (2 

cellules de commutation à 2 

interrupteurs : dHc = 2) est 

effectivement capable d’alimenter 

ce type de charge (cf. Figure 23). 

 

 

On vient donc d’établir quelques conditions permettant de savoir si un modulateur 

est capable de piloter une source. 

B
N

E

E

A
C

 
Figure 23, alimentation d’une charge triphasée 

(sous espace associé de dimension 2) par un 

modulateur à deux bras (espace associé de 

dimension 2). 
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Poursuivons  dans l’étude en supposant maintenant que le couplage de la source est connu. 

Le morphisme  Vc est alors parfaitement défini. Désignons par refcu  le vecteur tension de la 

source de courant. 

Si le morphisme  Vc est bijectif alors s’en déduit immédiatement le vecteur tension désiré 

dans l’espace vectoriel du modulateur d’énergie : refcv  = )( refc
1-

c uV . 

Lorsque  Vc n’est pas bijectif mais surjectif plusieurs vecteurs refcv  peuvent répondre au 

problème. C’est le cas dans l’exemple traité où Φ est surjectif (cf.Chapitre II  I). 

Lorsque  Vc n’est pas bijectif mais injectif certains vecteurs tensions refcu  ne peuvent être 

obtenus. 

II.4.2.  Commande en courant de la source de tension 

La démarche est exactement la même que celle du paragraphe précédent. 

Désignons par reftj  le vecteur courant de la source de tension. 

Si le morphisme It est bijectif alors s’en déduit immédiatement le vecteur courant désiré 

dans l’espace vectoriel du modulateur d’énergie : refti  = )( reft
-1
t jI . 

Lorsque It n’est pas bijectif mais surjectif plusieurs vecteurs reftj  peuvent répondre au 

problème.  

Lorsque It  n’est pas bijectif mais injectif certains vecteurs courants reftj  ne peuvent être 

obtenus. 

II.4.3.  Commande en courant et en tension 

Désignons par refcu et reftj les vecteurs tension et courant respectivement de la source 

de courant, de la source de tension. 

Si le morphisme S est bijectif alors s’en déduisent immédiatement le couple de vecteurs 

tension et courant désiré dans l’espace vectoriel Etc = Etk × Ecp du modulateur d’énergie : 

( refcv , refti ) = S -1( refcu , reftj ).  
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Lorsque S n’est pas bijectif mais surjectif plusieurs couples ( refcv , refti ) peuvent 

répondre au problème. 

Lorsque S n’est pas bijectif mais injectif certains vecteurs tensions refcu et courant 

reftj ne peuvent être obtenus. 

II.4.4.  Commande « instantanée » ou « en amplitude » 

Dans le cadre de ce type de commande, le caractère discret et non linéaire du modulateur 

est pris en compte :  

• on désire un couple ( refcv , refti ) ; 

• on choisit alors au sein de la famille FH celui qui « convient le mieux » au sens donc 

d’un certain critère d’optimisation. 

 

On peut par exemple prendre le vecteur le plus proche en considérant la notion de distance 

euclidienne entre deux vecteurs. C’est ce qui est utilisé classiquement dans la commande par 

vecteurs d’espace d’onduleur de tension afin de minimiser l’ondulation de courant. 

 

Un autre exemple est celui de la commande « Direct Torque Control » des machines 

électriques. On choisit alors un vecteur tension qui permet de conserver constant le module du 

vecteur flux statorique ainsi que d’augmenter ou de diminuer le couple. 

II.4.5.  Commande « aux valeurs moyennes » ou « en durée » 

Dans le cadre de ce type de commande, refcu et reftj désignent plus modestement les 

valeurs moyennes que l’on désire obtenir sur une durée T. Pour que le problème comporte au 

moins une solution, il faut que ( refcu , reftj ) appartienne à l’image par S (cf. II.3.3. , p48) 

du domaine Dmc× Dmt. On note alors ( refcv , refti ) un couple solution.  

On suppose dans la suite que cette condition est remplie.  



Chapitre 2 

52 

 

On rappelle qu’aux instants kT d’échantillonnage les valeurs moyennes glissantesA 

)t(vc et )t(i t des vecteurs tension et courant imposés par l’onduleur aux sources 

s’écrivent : 

∑
=

=

=
Nr

1r
cr

r
c v

T
t)kT(v   et  ∑

=

=

=
Nr

1r
tr

r
t i

T
t)kT(i  

avec ∑
=

=

=
Nr

1r
rtT et tr durée pendant laquelle sont activés les vecteurs crv  et tri . 

Le problème consiste donc à résoudre les équations : 

∑
=

=

=
Nr

1r
cr

r
cref v

T
tv          Équation II-1 

  et 

  ∑
=

=

=
Nr

1r
tr

k
tref i

T
t

i          Équation II-2 

avec la contrainte ∑
=

=

=
Nr

1r
rtT  

La solution n’est pas unique en général. Se pose alors le problème du choix. Un des 

critères les plus employés consiste à utiliser le minimum de vecteurs possibles de la famille 

FH afin de réduire le nombre de commutations. 
Dans cette optique il est intéressant de poursuivre l’analyse entamée quant aux possibilités 

qu’offre le modulateur d’énergie. On cherche ainsi à savoir quels sont les vecteurs que l’on 

peut obtenir par combinaison barycentrique de deux, trois, quatre,…, H vecteurs.  

À ce propos, on voit réapparaître la notion de barycentre déjà introduite au paragraphe 

Chapitre II  I.4. Cette notion mathématique est elle-même utilisée usuellement dans le cadre 

des espaces affinesB dont les éléments sont des points. 

                                                 
A dz)z(v

T
1)t(v

tz

Ttz∫
=

−=
=  

B On rappelle que pour associer un espace affine, dont les éléments sont appelés points, à 

un espace vectoriel G, il suffit de définir  pour tout vecteur p de  l’espace vectoriel un 

élément M dit point tel que : OMp = . Le point image du vecteur nul est appelé origine de 

l’espace affine et noté O. Il est possible bien entendu d’utiliser plusieurs origines . 
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On a rappelé au paragraphe I.4, p 26 que le barycentre : 

• de deux points Mk et Mj est un point du segment [Mk Mj] ; 

• de trois points Mk, Mj, Mt non alignésA est un point qui appartient au triangle 

[Mk Mj Mt] défini par Mk, Mj et Mt ; 

L’utilisation de ce type de résultat est relativement immédiate. En effet,  supposons que 

l’on désire un vecteur refcv . Alors, une décomposition sur uniquement deux vecteurs existe 

si et seulement si le point M tel que OMv refc = appartient à l’un des segments [Mk Mj] (un 

point Mr est défini par rcr OMv =  avec 1 ≤ r ≤ H ). 

De même, une décomposition sur uniquement trois vecteurs existe si et seulement si le 

point M tel que OMv refc = appartient à l’un des triangles [Mk Mj Mt]. 

On peut montrer de la même façon que le barycentre de quatre points non coplanaires♠ 

Mk, Mj, Mt, Ms est un point qui appartient au tétraèdre [Mk Mj Mt Ms] défini par Mk, Mj, Mt et 

Ms. Il s’en suit qu’une décomposition sur quatre vecteurs uniquement existe si et seulement si 

le point M tel que OMv refc = appartient à l’un des tétraèdres [Mk Mj Mt Ms]. 

 

Ces rappels sur les barycentres font apparaître que les dimensions respectives dHc et dHt des 

sous espaces vectoriels GHc et GHt respectivement engendrés  par les familles 

 FHc = { crv  avec 1 ≤ r ≤ H} et FHt = { tri  avec 1 ≤ r ≤ H} gagnent à être connues. 

 

En effet, reprenons la recherche de solution des équations II-1 et II-2 p 52. 

                                                                                                                                                         
 

A Vectoriellement cela se traduit par le fait que la famille ( tkjk MM,MM ) est une 

famille libre. Ces trois points engendrent un espace de dimension deux. 

 

♠ Vectoriellement cela se traduit par le fait que la famille ( sktkjk MM,MM,MM ) est 

une famille libre. Ces quatre points engendrent un espace de dimension trois. 
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Par hypothèse, le vecteur refcv , élément de Dmc, appartient à GHc qui est de 

dimension dHc. Considérons un point M  tel que MOv cref = .  

Un raisonnement par itération du même type que celui réalisé pour les barycentres de 

deux, trois et quatre points montre qu’il est alors possible de trouver (dHc + 1)  points Mr
A 

tels que : 

• M soit le barycentre de ces (dHc + 1)  points ; 

• les dHc vecteurs du type rk MM  forment une famille libre de GHc. 

Il vient alors : 

∑∑
++

===
cHcH d1

j
j

d1
cj

j
cref OM

T
t

v
T
t

MOv , ou,  

 en prenant O = Mk,  ∑=
cHd

jk
j

k MM
T
t

MM  

Il y a unicité de la décomposition sur la famille libre des dHc vecteurs jk MM .  

 

Définitions : l’ensemble des (dHc + 1)  points Mr sont dits points de base. L’ensemble 

des réels 
T
t j constitue les coordonnées barycentriques de M dans la base des (dHc + 1)  

points Mr.  

 

Quant à la décomposition sur un nombre de vecteurs inférieur à (dHc + 1), elle est 

toujours unique mais n’est par contre pas  toujours possible. 

 

Dans l’exemple traité Chapitre II  I: 

 H = 4 (nombre de combinaisons possibles) ; 

 dHc = 2 (dimension de GHc engendré par les vecteurs tension « générateurs ») ; 

 dHt = 1 (dimension de GHt engendré par les vecteurs courant « générateurs »). 

 La décomposition du vecteur tension désiré a été envisagé sur 2, 3 ou 4  vecteurs. 

                                                 
A Rappel : un point Mr est défini par rcr OMv =  avec 1 ≤ r ≤ H 
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Avec deux, la décomposition est bien unique et le point M doit appartenir à un 

segment de type [Mk Mj]. Avec trois, une fois choisi le vecteur v , la décomposition est 

uniqueA et le point M doit simplement appartenir au carré [M1 M2 M3 M4]. Avec quatre 

la décomposition n’est plus unique d’où un degré de liberté supplémentaire qui permet 

la commande en onduleur. 

 

Pour la synthèse d’une commande, il faut donc être en mesure de : 

• déterminer dHc et dHt ; 

• déterminer les sous familles libres constituées de vecteurs de type jk MM ; 

• d’effectuer une décomposition d’un vecteur sur m autres (pas forcément 

orthogonaux entre eux). 

C’est ce qui a été réalisé dans l’exemple simple présenté mais on doit être capable de le 

généraliser. Nous l’examinerons dans la suite pour le classique onduleur de tension triphasé 

bipolaire. 

II.5. Conclusion 

Dans cette partie nous avons proposé une généralisation de certaines notions introduites au 

cours de l’exemple simple étudié. Une telle généralisation  se justifie-t-elle ? 

En d’autres termes, est-il intéressant de s’intéresser à l’alimentation de systèmes 

polyphasés ?  

Historiquement les machines triphasées se sont imposées de par la nature triphasée de 

l’alimentation. Par les techniques de bobinages ainsi que par le choix du nombre d’encoches 

on a réussi à obtenir de bonnes performances à partir d’une simple alimentation triphasée.  

Mais en vitesse variable ne serait-il pas intéressant pour les fortes puissances de multiplier le 

nombre de phases d’alimentation ce qui permettrait de fractionner la puissance électrique 

aiguillée par chaque interrupteur (moins de perturbation électromagnétique, plus faible 

dimensionnement). Dans cette optique, on peut s’intéresser à l’élaboration d’un formalisme 

commun aux machines et aux modulateurs d’énergie.  

                                                 
A On remarque néanmoins qu’il y a plusieurs vecteurs v solution du problème puisque  Vc 

n’est pas bijective. 
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Puisqu’on se place dans le cadre d’une conception, nous avons pris l’option de ne pas 

s’imposer a priori le type de couplage entre les différentes phases des sources afin de dégager 

des propriétés indépendantes du couplage. Nous avons de même introduit les notions de 

morphismes et d’espaces vectoriels associés, notions qui seront utilisées également avec les 

machines électriques. 

Par contre, certains points effleurés lors du traitement de l’exemple n’ont pas été 

développés. Nous préférons traiter auparavant un autre exemple, l’onduleur de tension 

triphasé bipolaire, dans le but : 

• d’appliquer le formalisme que nous venons de présenter ; 

• de développer dans un cas concret et bien connu les points à peine abordés lors du 

premier exemple. 
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III. Étude d’un onduleur de tension triphasé deux niveaux 
Dans cette étude on s’intéressera à la commande en tension des sources de courant. On 

impose un couplage étoile des deux sources de tension d’amplitude + E et - E (cf. Figure 24). 

III.1. Espaces vectoriels et familles engendrées de vecteurs 

III.1.1.   Espace vectoriel associé au modulateur   

Le modulateur établit un lien entre les 

sources. Vu des sources de courant il 

impose 3 tensions (p = 3). 

On associe donc au modulateur vu des 

sources de courant un espace de 

dimension 3, noté Ec3 ,  muni d’une base 

orthonormée directe Bc  avec 

Bc= { },3c2c1c x,x,x . 

 On définit alors dans l’espace  Ec3 les 

vecteurs suivants : 

• 3c3c2c2c1c1cc xvxvxvv ++=  ; 

• 3c3c2c2c1c1cc xixixii ++= . 

Remarque 1 : le point neutre 

NT de la source de tension peut être fictif (non utilisé), il suffit alors de réaliser 

l’asservissement d’une différence de potentiel de valeur 2E entre les sources +E 

et –E. On n’a  pas donc pas deux sources de tension à réguler à +E ou –E. 

Considérer le potentiel de référence au « milieu » de la source d’amplitude 2E 

confère une certaine symétrie à la source de tension qui impose + E ou –E par 

rapport à ce potentiel. Ce choix induit une certaine symétrie dans les calculs. On 

aurait pu prendre une autre référence bien réelle, une des bornes d’entrée d’une 

des trois sources de courant par exemple. On privilégie alors dans les calculs une 

phase par rapport aux autres ce qui implique une dissymétrie dans la présentation 

des calculs. 

3 sources de courant
Vc1

Vc3

Vc2

ic1

ic2 ic3

E

-E

it1

it2

Cellule de commutation

f11                f12               f13       

f21              f22               f23

2
sources
de
tension

Référence de potentiel

NT

 
 

Figure 24, représentation de l’onduleur de 

tension triphasé étudié 
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Remarque 2 : si on utilise le potentiel NT (charge triphasée à neutre sorti par 

exemple relié à NT) il faut alors réellement deux sources de tension régulées à +E 

et –E. 

III.1.2.  Espace vectoriel associé aux sources de courant 

Si les sources comportent  n phases, on leur associe un espace vectoriel Enc  de dimension 

n avec Bnc = { }cn2c1c s,...,s,s  une base orthonormée. 

En notant uck la tension aux bornes d’une phase et jck le courant qui la traverse on définit 

les vecteurs : 

• cncn2c2c1c1cc su...susuu +++=  ; 

• cncn2c2c1c1cc sj...sjsjj +++= . 

III.1.3.  Familles engendrées 

L’onduleur comporte trois cellules de commutation à deux interrupteurs. Le  nombre de 

combinaisons possibles est donc H = 23 = 8. 

III.1.3.a.  Famille discrète 

On note F8c = { crv  avec 0 ≤ r ≤ 7} la famille des huit vecteurs tension suivants : 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+++=++=
+=++=

+=++=
+==

.   xE  xE xEv;    xE  xE- xEv
;xE  xE- xE-v;xE  xE xE-v
;xE-  xE xE-v;xE-  xE xEv

;xE-  xE- xEv; xE-  xE- xE-v

3c2c1c7c3c2c1c6c

3c2c1c5c3c2c1c4c

3c2c1c3c3c2c1c2c

3c2c1c1c3c2c1c0c

 

Une représentation graphique dans un repère affine ( )3c2c1c x,x,x,O  fait apparaître 

immédiatement que les extrémités (M0, M1, M2, M3, M4, M5, M6, M7) de ces 8 vecteurs 

forment les  sommets d’un cube centré en (0, 0, 0) (cf.Figure 25).  

G8c le sous espace vectorielA de Ec3 engendré par F8c est de dimension 3 : d8c = 3. 

                                                 
A défini en fin du paragraphe Chapitre II  II.2.1. , p 44 
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III.1.3.b.  Famille continue 

Le domaine Dmc correspondant à la famille 

continue Fmc = { cmoyv  ∈ Ec3 / 

∑
=

=

=
7r

0r
cr

r
cmoy v

T
t

v avec ∑
=

=

=
7r

0r
rtT } est le cube 

Figure 25. 

III.2. Morphisme entre modulateur et 

sources de courant 

III.2.1.  Considérations sur le nombre de 

phases n des sources de courant 

III.2.1.a.  Nombre de phases inférieur ou égal à trois 

Au paragraphe II.4.1. , p48, on a vu que si dHc
A ≥ n  alors la source peut être pilotée en 

tension indépendamment du couplage choisi pour les sources. Ici dHc = d8c = 3. On peut donc 

envisager alimenter les systèmes à trois phases ou moins présentés Figure 26 et Figure 28. 

 Pour les couplages triphasés triangle et étoile sans neutre sorti, on montre (cf.Chapitre II  

III.2.2. ) que  Vc  n’est pas injectif et que son noyau est de dimension UN. On dispose 

donc d’UN degré de liberté au niveau de la commande. Réduire le nombre de 

commutations ou l’ondulation de courant, imposer une forme d’onde pour le courant 

absorbé par les sources de tension peuvent être des critères pour lever l’indétermination 

                                                 
A dHc est la dimension du sous espace vectoriel GHc engendrée par la famille des vecteurs 

de tension « générateurs ». 

 
Figure 25, représentation 

spatiale de la famille discrète 

kOM des vecteurs engendrés par 

l’onduleur 

 
Figure 26, Sources triphasées qu’il est possible d’alimenter avec l’onduleur triphasé. 
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correspondant à ce degré de liberté. Par 

contre pour le couplage étoile avec 

neutre sorti dnc = 3. Le morphisme  Vc 

est bijectif. 

 Pour les couplages de systèmes diphasés 

n = 2 et donc rang Vc ≤ 2. Or, 

rang Vc + dim Ker Vc = dim Ec3 = 3. Par conséquent, dim Ker Vc ≥ 1 . On dispose d’au 

moins 1 degré de liberté pour la commande.  

III.2.1.b.  Nombre de phases supérieur à trois 

Si le nombre de phases est supérieur à trois il faut 

absolument que le couplage permette d’obtenir un sous 

espace vectoriel Hnc de dimension inférieure ou égale à 

trois. 

Un exemple de ce type de couplage pour un système 

tétraphasé est présenté  Figure 27 (utilisé pour la réalisation 

de moteurs dits « diphasés »). 

 

III.2.2.  Étude du morphisme pour un couplage de trois 

sources en triangle 

On considère  Vc : Ec3  Enc , Vc 

( cv ) = cu  avec : 

• uc1  = vc1 – vc3 ; 

• uc2  = vc2 – vc1 ; 

• uc3  = vc3 – vc2 ; 

 
Figure 27, source 

tétraphasée avec couplage pour 

réduire la dimension du sous 

espace vectoriel associé 

 

Figure 28, sources diphasées 

vc1

vc3

vc2

ic1

ic2

E

-E

it1

it2

f11                f12               f13       

f21              f22               f23

uc1 uc2 uc3

jc1

jc2 jc3

 
Figure 29, source de courant couplée en 
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III.2.2.a.  Recherche du noyau de Vc 

On démontre queA, Ker Vc = { 1cc yv λ= avec 
3

xxx
yetR 3c2c1c

1c
++

=∈λ }. C’est 

une droite. Par conséquent, puisque rang Vc + dim Ker Vc = dim Ec3 = 3, l’image par  Vc de Ec3 

est un sous espace de dimension deux. 

III.2.2.b.  Construction d’une nouvelle base de travail dans Ec3 

 On décompose Ec3 en une somme directe de deux 

espaces orthogonaux dont l’un est Ker Vc,  le noyau de  Vc : 

Ec3 = Ker Vc ⊕ ( )⊥cKer V . 

On considère une nouvelle base de travail orthonormée 

{ },3c2c1c y,y,y  avec  
3

xxx
y 3c2c1c

1c

++
=  et 

{ },3c2c y,y  base orthonormée de ( )⊥cKer V . 

III.2.2.c.  Image d’un vecteur cv  

Un vecteur cv se décompose alors de la façon 

suivante :  

Pvy
3

vvvv 1c
3c2c1c

c +
++

=  avec Pv  appartenant à ( )⊥cKer V . 

Il vient donc 1c
3c2c1c

c y
3

vvvvv ++
−=P  soit encore :  

3c
3c2c1c

2c
3c2c1c

1c
3c2c1c x

3
v2vvx

3
vv2vx

3
vvv2v +−−

+
−+−

+
−−

=P  

Par conséquent, Vc ( cv ) =  Vc ( Pv ) = 

p3c
3c2c1c

p2c
3c2c1c

p1c
3c2c1c z

3
v2vvz

3
vv2vz

3
vvv2 +−−

+
−+−

+
−−  

                                                 
A puisque Ker Vc = { cv /  Vc ( cv ) = 0 } soit uc1= 0 = vc1 – vc3 ; uc2  = 0 = vc2 – vc1 ; 

uc3  = 0 = vc3 – vc2 ; 

KerVc

(KerVc)

E c3

 

Figure 30, représentation 

symbolique de la décomposition 

de Ec3 en somme de deux sous 

espaces orthogonaux 
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avec ( )ckcckp xz V= . 

 
Remarque : les commandes classiques à l’aide des phaseurs complexes ont lieu 

dans un plan complexe.  On retrouve ici une justification de la possibilité de ne 

considérer qu’un espace de dimension 2 pour piloter l’onduleur. Dans notre cas, 

( )⊥cKer V  est un plan euclidien qui est bien sûr isomorphe au plan complexe. Il y 

a donc une équivalence stricte.  

Par contre l’approche proposée montre qu’il est possible de réaliser une 

commande qui bénéficie de la troisième dimension disponible. On obtiendra alors 

les commandes du même type que celles avec injection d’harmonique 3, 

couramment utilisées en milieu industriel. 

III.2.2.d.  Étude de Hnc, l’image par  Vc de Ec3 

On sait déjà que ce sous espace vectoriel est un plan. On cherche à le caractériser. 

Soit donc un vecteur cu  image par Vc d’un vecteur cv . Les composantes de cu  

vérifient alors du fait du couplage : 

uc1 + uc2 + uc3 = 0 soit encore cu . 1cd = 0  avec
3

sss
d 3c2c1c

1c
++

= . 

Il apparaît que les vecteurs cu sont tous orthogonaux au vecteur 1cd . Ils appartiennent 

donc bien à un plan,  noté Hnc, orthogonal à la droite engendrée par 1cd  (cf. Figure 31). 

KerVc

(KerVc)

E c3

H nc

E nc

1
d

0

Vc

Vc

 

Figure 31, représentation symbolique des relations entre espaces vectoriels dues à Vc  
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On munit ce plan d’une base orthonormée { }3c2c d,d . 

Remarque : Pour choisir judicieusement cette base on s’appuie sur des propriétés 

de la charge. On ne peut donc à ce stade de développement préciser { }3c2c d,d . 

III.2.2.e.  Bijection entre ( )⊥cKer V  et Hnc 

À partir de  Vc on élabore un morphisme  Vcr tel que  : 

Vcr : ( )⊥cKer V   Hnc , Vcr ( cv ) =  Vc ( cv ) . 

Par construction de ( )⊥cKer V , le noyau de  Vcr est réduit au vecteur nul. Comme 

( )⊥cKer V  et Hnc sont des plans, Vcr est donc bijective. Cette propriété est très utile lors de la 

synthèse d’une commande. 

III.2.2.f.  Synthèse d’une commande aux valeurs moyennes 

On cherche à imposer les tensions aux bornes des sources de courants. Il faut donc pouvoir 

à l’aide de l’onduleur élaborer créfu , vecteur de Hnc. Il suffit pour cela de chercher s’il existe 

des vecteurs cv du domaine Dmc qui est ici un cube, tels que :  

cv = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

créf
-1

cr uV  + 1cyh  avec 
3

xxx
yetRh 3c2c1c

1c

++
=∈ . 

Dans la suite on examine séparément les commandes avec : 

• h = 0 ce qui correspond aux commandes classiques sans adjonction d’homopolaire ; 

• h non nul ce qui correspond aux commandes avec adjonction d’harmonique trois. 

III.2.3.  Étude du morphisme pour un couplage de trois sources en étoile sans neutre 

sorti 

On considère  Vc : Ec3  Enc , Vc ( cv ) = cu  avec : 

• uc1  = vc1 – vcN ; 

• uc2  = vc2 – vcN ; 

• uc3  = vc3 – vcN ; 
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avec vcN, potentiel du point 

« neutre » N de la charge par rapport au 

potentiel de référence qu’est celui du 

point fictif NT. Ce potentiel n’est pas 

imposé directement par l’onduleur (cf. 

Figure 32).  

III.2.3.a.  Recherche du noyau de  Vc 

Les trois composantes d’un vecteur du 

noyau vérifient vc1 = vc2  = vc3 = vcN 

puisqu’alors  uc1 = uc2 = uc3 = 0. 

Par conséquent, si un 

vecteur cv appartient au noyau alors il 

s’exprime : 

1ccNc yv3v =  avec 
3

xxx
y 3c2c1c

1c
++

= . 

Le noyau de  Vc est inclus dans la droite vectorielle engendrée par 1cy  : c’est donc soit le 

vecteur nul soit la droite elle-même. A ce niveau de l’analyse il reste à exploiter les propriétés 

de la source de courant. 

Or, si on applique trois tensions identiques aux bornes de la source de courant considérée 

alors les courants j1, j2 et  j3 sont nuls après un régime transitoire  mais non instantanément 

sauf si  vcN = vc1 = vc2  = vc3 . 

 

Lorsque les sources sont modélisées par un système triphasé équilibré   alors : 

jc1 + jc2 + jc3 = 0 implique uc1 + uc2 + uc3 = 0 et donc 
3

vvvv 3c2c1c
cN

++
= . 

On a alors bien vcN = vc1 lorsque  vc1 = vc2  = vc3 . Il vient : 

Ker Vc = { 1cc yhv = avec 
3

xxx
yetRh 3c2c1c

1c

++
=∈ }. 

 

Dans le cas contraire, le noyau est le vecteur nul. 

ic3

vc1

vc3

vc2

ic1

ic2

E

-E

it1

it2

f11                f12               f13       

f21              f22               f23

uc1 uc2 uc3

jc1

jc2 jc3

NT

A

B

N

Figure 32, source de courant couplée en 

étoile sans neutre sorti 
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III.2.3.b.  Image d’un vecteur cv .  

On suppose être dans le cas fréquent où 
3

vvvv 3c2c1c
cN

++
= . 

Dans la mesure où le noyau est identique à celui du couplage triangle, on reprend le 

paragraphe III.2.2.c.  p61. 

On a donc que  Vc ( cv ) = Vc ( Pv ) = 

p3c
3c2c1c

p2c
3c2c1c

p1c
3c2c1c z

3
v2vvz

3
vv2vz

3
vvv2 +−−

+
−+−

+
−−  

avec ( ) ( )3c2c1ccNckckcckp sssvsxz ++−== V . 

  

Comme 
3

vvvv 3c2c1c
cN

++
= ,  ( ) ( )3c2c1cckckpckc sss

3
1szx ++−==V  . 

 

Il vient l’expression classique pour les trois tensions simples de la charge : 

 

Vc ( cv ) = 3c
3c2c1c

2c
3c2c1c

1c
3c2c1c s

3
v2vvs

3
vv2vs

3
vvv2 +−−

+
−+−

+
−−  

III.2.3.c.  Étude de Hnc, l’image par  Vc de Ec3 

Contrairement au cas du couplage triangle, un vecteur tension cu image par  Vc d’un 

vecteur cv  ne jouit d’aucune propriété particulière liée à  Vc . 

Néanmoins, dans le cas où les sources sont modélisées par un système triphasé équilibré   

alors : 

la relation jc1 + jc2 + jc3 = 0 implique uc1 + uc2 + uc3 = 0 soit encore cu . 1cd = 0 avec, 

3

sss
d 3c2c1c

1c
++

= . 

Il apparaît donc que les vecteurs cu appartiennent tous au même plan que les vecteurs 

cj . Ce plan, image par  Vc de Ec3, est Hnc. Dans ce cas, certes particulier mais très fréquent 
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en pratique, Hnc est le même que celui obtenu lors de l’étude du couplage triangle. On obtient 

donc les mêmes résultats. On ne peut les étendre si la charge triphasée n’est pas équilibrée. 

III.2.3.d.  Bijection entre ( )⊥cKer V  et Hnc 

À partir de  Vc on élabore un morphisme  Vcr tel que  : 

Vcr : ( )⊥cKer V   Hnc , Vcr ( cv ) =  Vc ( cv ) . 

Le noyau de  Vcr est bien évidemment réduit au  vecteur nul. Comme ( )⊥cKer V  et Hnc 

sont tous deux des plans,  Vcr est bijective. 

III.2.3.e.  Synthèse d’une commande aux valeurs moyennes 

Ce paragraphe est identique à celui  III.2.2.f. p63. 

III.2.4.  Étude du morphisme pour un couplage de trois sources en étoile AVEC neutre 

sorti 

On considère  Vc : Ec3  Enc , 

Vc ( cv ) = cu  avec : 

• uc1  = vc1 – vcN ; 

• uc2  = vc2 – vcN ; 

• uc3  = vc3 – vcN ; 

Le potentiel vcN  du point neutre N des 

sources de courant est, cette fois, imposé. On 

peut relier le point N soit au point A de la 

source de tension +E soit au point B de la 

source de tension -E soit enfin à un autre 

potentiel obtenu grâce aux deux sources +E et –

E. L’exemple le plus fréquent (cf. Figure 33) est de réaliser réellement un point neutre NT 

pour la source de tension  que l’on connecte au point neutre N de la source de courant. Dans 

ce cas on a vcN = 0. Il faut pour cela réaliser deux sources effectives de tension et donc  deux 

asservissements de tension l’un à +E, l’autre à –E. Il ne suffit donc pas a priori d’utiliser un 

simple « pont diviseur » capacitif.  

ic3

vc1

vc3

vc2

ic1

ic2

E

-E

it1

it2

f11                f12               f13       

f21              f22               f23

uc1 uc2 uc3

jc1

jc2 jc3

NT

A

B

N

Figure 33, source de courant couplée en 

étoile avec neutre sorti 



Chapitre2  

67 

 

Le morphisme  Vc  se confond alors avec l’identité. La synthèse d’une commande est donc 

triviale. 

III.3. Commande aux valeurs moyennes par vecteur d’espace 

Par l’utilisation du morphisme il est possible pour un vecteur de tension désiré créfu de 

trouver un ou plusieurs vecteurs tension cv qui appartiennent au domaine Dmc.  

Dans le cadre d’une commande aux valeurs moyennes, il est alors nécessaire (cf. p 51 

II.4.5. ), afin de calculer les durées de conduction des interrupteurs, de décomposer le vecteur 

moyen désiré cv en fonction de ceux de la famille F8c : 

∑
=

=

=
7r

0r
cr

r
c v

T
t

v  avec la contrainte ∑
=

=

=
7r

0r
rtT  

Au paragraphe II.4.5. p 51, on a vu que pour tout vecteur cv de Dmc on peut en trouver 

quatre dans la famille F8c sur lesquels cv se décompose de façon unique. En géométrie affine 

cela se traduit graphiquement par le fait que le point M, tel que MOv c = , est : 

 à l’intérieur d’un tétraèdre dont les quatre sommets sont Mk, Mj, Mt et Ms (avec 

kck MOv = , jcj MOv = , tct MOv = , scs MOv = ) 

 barycentre des quatre points Mk Mj Mt et Ms. 

 

On sait également que les décompositions sur trois ou deux vecteurs ne sont pas toujours 

possibles. Néanmoins, il est intéressant de les étudier puisque dans la pratique elles sont 

souvent utilisées. 

III.3.1.  Décomposition d’un vecteur 

Il s’agit donc de rechercher les coordonnées barycentriques d’un point M barycentre de 

q points Mr avec 2 ≤ q ≤ dHc +1. Il faut donc décomposer un vecteur MO de GHc, espace 

de dimension dHc, sur deux , trois,…, (dHc +1) vecteurs de type rMO . Dans le cas étudié 

dHc = 3. 
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III.3.1.a.  Sur deux vecteurs indépendants 

On suppose donc qu’il existe deux réels tk et tj tels que 

le vecteur OM s’exprime par :  

T
OMtOMt

OM jjkk +
=  avec T = tk + tj 

Puisque dHc = 3, les valeurs de tk et tj s’obtiennent 

rapidementA par : 

 

( )
( ) h.OMOM

h.OMOM
Tt

jk

j
k

∧

∧
=  et  ( )

( ) h.OMOM
h.OMOMTt

kj

k
j

∧
∧

=  

avec h vecteur orthogonal au plan engendré par les deux vecteurs kOM  et jOM . 

 

Remarque 1 :  la notion de produit vectoriel requiert au moins un espace de 

dimension trois. 

Remarque 2 : on peut interpréter tk/T comme le rapport entre deux surfaces, celle 

de [O M Mj] par celle de [O Mk Mj] (Figure 34). 

Remarque 3 : si on choisit l’origine O en un des deux points, par exemple O = Mj. 

Il vient, 
T

MMt
MM kjk

j =  avec tj = T - tk  et  
kj

j
k

MM

MM
Tt = . 

III.3.1.b.  Sur trois vecteurs indépendants  

On suppose donc qu’il existe trois réels tk , tj et tq tels que le 

vecteur OM s’exprime par :  

T
OMtOMtOMt

OM qqjjkk ++
=  avec T = tk + tj + tq. 

On rappelle les éléments mathématiques suivants sur le produit 

                                                 
A en utilisant le fait que pour un vecteur quelconque iOM on a 0OMOM ii =∧ . Il vient 

alors 
T

OMOMt
OM

T
OMtOMt

OMOM jkk
j

jjkk
j

∧
=∧⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +
=∧ . 

Mk

Mj

M
O

 

Figure 34 

Mj Mk

O

Mq

 
Figure 35, trois 

vecteurs indépendants 
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mixte : 

• le produit mixte ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ CBA de trois vecteurs n’est autre que le déterminant du 

triplet ( )C,B,A  dans une base orthonormée directe quelconque B : 

( )C,B,AdetCBA B=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛  ; 

• ( )C,B,A  = 0 si la famille de ces trois vecteurs est liée c’est à dire qu’il existe 

trois scalaires d f g tels que 0CgBdAf =++ ; 

• ( )C,B,A  = - ( )C,A,B  ; ( )C,A,A  = 0 

 

Les valeurs de tk, tj et tq s’obtiennent alors par : 

 

( )
( )qjk

qj
k

OMOMOM

OMOMOM
Tt =  ; 

( )
( )qjk

qk
j

OMOMOM

OMOMOM
Tt =  ; 

( )
( )qjk

jk
q

OMOMOM

OMOMOM
Tt = . 

 

Remarque 1 : la notion de produit mixte demande au moins un espace de 

dimension trois mais s’étend très facilement aux dimensions supérieures. C’est 

l’intérêt de cette présentation. 

Remarque 2 :  on peut interpréter ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

qj OMOMOM  et ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

qjk OMOMOM  

comme les volumes respectifs des tétraèdres [O Mj Mq M] et [O Mj Mq Mk] 

Remarque 3 : si on choisit l’origine O en un des trois points, par exemple O = Mq. 

Il vient, en tenant compte de l’égalité T = tk + tj + tq :  

T
MMtMMt

MM jqjkqk
q

+
=  avec comme au paragraphe III.3.1.a. : 

( )
( ) h.MMMM

h.MMMM
Tt

jqkq

jqq
k

∧

∧
=         et          

( )
( ) h.MMMM

h.MMMM
Tt

kqjq

kqq
j

∧

∧
=  
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et h vecteur orthogonal au plan engendré par les deux vecteurs kqMM  et 

jqMM . 

III.3.1.c.  Sur une famille génératrice de quatre vecteurs 

Bien entendu, une famille de quatre vecteurs est forcément liéeA dans un espace de 

dimension trois. On la considère par contre comme étant génératrice de l’espace GHc de 

dimension dHc = 3. Les quatre points sont donc non coplanaires et tout vecteur peut être 

décomposé selon ces quatre vecteurs. 

On suppose qu’il existe quatre réels ti, tk , tj et tq tels que le vecteur OM s’exprime par :  

T
OMtOMtOMtOMt

OM qqjjkkii +++
=  avec T = ti + tk + tj + tq. 

Si on choisit l’origine O en un des quatre points, par exemple O = Mi. Il vient, en tenant 

compte de l’égalité T = ti + tk + tj + tq :  

T
MMtMMtMMt

MM qiqjijkik
i

++
=  

Il suffit alors d’utiliser les résultats obtenus au paragraphe précédent : 

( )
( )qijiki

qijii
k

MMMMMM

MMMMMM
Tt =  ; 

( )
( )qijiki

qiiki
j

MMMMMM

MMMMMM
Tt =  ; 

( )
( )qijiki

ijiki
q

MMMMMM

MMMMMM
Tt = . 

 

Afin d’obtenir des calculs en ligne plus rapides, on utilise les propriétés suivantes du produit 

mixte et du produit vectoriel : ( ) ( ) ( ) ( )AC.BACBCB.ACBA ∧==∧=  et 

( ) ( ) ( )CA.BBA.CCBA −=∧∧ . 

( )
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∧
=

qijiki

qijii
k

MMMMMM

MMMM.MM
Tt  ; ( )

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∧
=

qijiki

kiqii
j

MMMMMM

MMMM.MM
Tt ; ( )

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∧
=

qijiki

jikii
q

MMMMMM

MMMM.MM
Tt . 

 

Soit encore : 

                                                 
A Si elle n’est pas liée elle est libre et engendre par définition un espace de dimension 

quatre. 
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kik u.MMTt =  ; jij u.MMTt = ; qiq u.MMTt = . 

 

avec, 

 
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∧
=

qijiki

qiji
k

MMMMMM

MMMM
u  ; ( )qijiki

kiqi
j

MMMMMM

MMMM
u

∧
=  ; 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∧
=

qijiki

jiki
q

MMMMMM

MMMM
u . 

 

Remarque : Le calcul d’une durée se résume ainsi à trois soustractions, deux 

additions et trois multiplications (expression du type a (x – x0) + b (y - y0) + c (z -

 z0) puisque c’est le résultat du produit scalaire de deux vecteurs comportant trois 

coordonnées. Dans l’optique d’une implantation matérielle (cf. chapitre 4), cela 

permet d’obtenir le résultat en économisant les moyens de calcul mis en œuvre. 

Aucune fonction trigonométrique n’est nécessaire. 

 

Cette approche particularise le point Mi par rapport aux trois autres. Pour éviter cela il 

suffit de travailler dans un espace affine de dimension quatre avec une origine O telle que la 

famille{ }qjki OM,OM,OM,OM  soit libre. La notion de produit mixte de quatre vecteurs 

d’un espace de dimension 4 est nécessaire à ce stade du développement. On en rappelle la 

définition et quelques propriétés  : 

• le produit mixte ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ DCBA de quatre vecteurs n’est autre que le déterminant 

du quadruplet ( )D,C,B,A  dans une base orthonormée directe quelconque B : 

( )D,C,B,AdetDCBA B=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛  ; 

• ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ DCBA = 0  si la famille des quatre vecteurs est liée. 

 

 On obtient alors : 

 

( )
( )qjki

qjk
i

OMOMOMOM

OMOMOMOM
Tt =    ;  

( )
( )qjki

qji
k

OMOMOMOM

OMOMOMOM
Tt =  ; 
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( )
( )qjki

qki
j

OMOMOMOM

OMOMOMOM
Tt =    ;   

( )
( )qjki

jki
q

OMOMOMOM

OMOMOMOM
Tt = . 

Remarque 1 : Le calcul d’une durée se résume ici à 3 additions et quatre 

multiplications au plus. En effet, explicitons par exemple ti.  

( )
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
qjki

qjk

qjki

qjk

i
OMOMOMOM

OM,OM,OM,OMdet
T

OMOMOMOM

OMOMOMOM
Tt soit,

( )qjki OM,OM,OM,OMdetKt = . En développant ce déterminant selon la 

première colonne au sein de laquelle figurent les coordonnées (x, y, z, t) de 

MO , les seules à ne pas être constantes, on obtient bien une expression du 

type : A x +B y +C z + D t (A, B, C et D sont des constantesA).  

Remarque 2 : C’est le choix de l’origine qui a conféré la quatrième dimension 

puisque M, Mi, Mj, Mk et Mq appartiennent au même sous espace de dimension 

GHc de dimension dHc = 3 engendré par l’onduleur. Pour travailler en dimension 

3, on considère Op une projection de O sur GHc. Il vient alors : 

T
MOtMOtMOtMOt

MOOO
T

tttt
1 qpqjpjkpkipi

pp
qjki +++

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +++
−

 

Il apparaît que si ti + tj + tk + tq = T alors il est indifférent de travailler avec O ou 

Op .  

 

III.3.1.d.  Vers une généralisation 

Pour la décomposition d’un vecteur dans un espace de dimension trois, nous avons à 

chaque fois présenté deux méthodes. L’une fait appel à la notion de produit mixte qui est 

                                                 
A Si on introduit la notion de produit vectoriel de trois vecteurs dans un espace de 

dimension 4, on a 
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∧∧

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
qjki

qjk

qjki

qjk

i

OMOMOMOM

OMOMOMOM
T

OMOMOMOM

OMOMOMOM
Tt

.
. 

On retrouve alors une expression de type produit scalaire comme au paragraphe 0 . 
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aisément généralisable à un espace de dimension  dHc supérieure à trois. C’est la raison pour 

laquelle on la préfère à celle qui tient compte des spécificités d’un espace de dimension trois. 

III.3.2.  Choix d’une décomposition – séquence de commutation   

La décomposition sur huit vecteurs n’est pas unique. Il est donc possible d’imposer des 

contraintes supplémentaires à la commande. Ainsi, pour obtenir un taux de distorsion faible 

de l’ondulation de courant, on peut chercher à décomposer le vecteur OM sur trois ou quatre 

vecteurs qjki OM,OM,OM,OM  avec Mi, Mk, Mj et Mq, les quatre points les plus proches de 

M.  M appartient alors au tétraèdre [Mi, Mk, Mj, Mq]. 

Les quatre points les plus proches de M peuvent mener à des tétraèdres de formes 

différentes. Ainsi, les « coins » du cube (trois arêtes du cube ayant un point commun) 

forment-ils une famille de 8 tétraèdres. Pour effectuer son choix, il est nécessaire d’affiner 

l’analyse quant à la séquence des commutations effectuées sur une période. 

 

Pour obtenir la tension moyenne désirée sur une période, il est nécessaire de combiner 

plusieurs vecteurs de l’onduleur. 

Afin  de réduire les aléas de commutations il est prudent à chaque changement de vecteur 

de s’imposer de ne modifier l’état que d’un seul interrupteur. Si on imagine passer d’un point 

Mk à un autre Mj par une ligne droite, l’examen des vecteurs générateurs montre que les seuls 

segments possibles avec une seule commutation sont les arêtes du cube. Il vient la règle 

suivante : 

On peut passer  d’un point Mk à un point Mj si et seulement si le segment  

[Mk, Mj] constitue une arête du cube et non une diagonale. 

 

Une autre contrainte est relative aux vecteurs activés en début et fin de période. Une 

continuité est nécessaire aux instants d’échantillonnage :  

Le chemin qui permet de joindre le dernier point activé (lors de la période 

précédente) au premier  activé (lors d’une nouvelle période) doit être encore une 

arête du cube si on veut une seule commutation en début de chaque période. 

 Pour satisfaire facilement à cette contrainte il suffit de s’imposer  un seul et même vecteur 

en début et fin de période ce qui implique d’une période à l’autre le choix de tétraèdres 
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comportant au moins un point commun. Pour les trouver on construit étape par étape une 

séquence pendant laquelle sont activés chacun de leurs sommets (cf. Tableau 1).  

Soit Mi le point activé à l’instant initial. A la première commutation on passe en suivant 

une arête à un point Mk. A la deuxième 

commutation deux choix s’offrent. Soit on 

revient au point Mi soit on rejoint un autre 

point Mj. La poursuite de ce raisonnement (cf. 

Tableau 1) permet de dégager, outre la 

famille des « coins » (un des sommets du 

tétraèdre peut joindre chacun des autres trois 

autres sommets en passant par une arête), une 

autre  famille (chaque sommet ne peut 

joindre, en passant par une arête, qu’au plus 

deux autres sommets). 

Cette dernière peut être subdivisée en 

quatre sous-familles de six (3!) en regroupant 

les tétraèdres ayant deux points communs situés aux extrémités d’une « grande » diagonale du 

cube: 

• Famille « 0-7 » : [M0, M1, M2, M7], [M0, M1, M6, M7], [M0, M3, M2, M7], [M0, M3, M4, 

M7], [M0, M5, M4, M7], [M0, M5, M6, M7] ; les points extrêmes sont M0 et M7 d’où le 

nom de la famille ; 

• Famille « 1-4 » : [M1, M0, M3, M4], [M1, M0, M5, M4], [M1, M2, M7, M4], [M1, M2, M3, 

M4], [M1, M6, M7, M4], [M1, M6, M5, M4] ; 

• Famille « 2-5 » : [M2, M1, M0, M5], [M2, M1, M6, M5], [M2, M3, M0, M5], [M2, M3, M4, 

M5], [M2, M7, M4, M5], [M2, M7, M6, M5] ; 

• Famille « 3-6 » : [M3, M2, M1, M6], [M3, M2, M7, M6], [M3, M0, M1, M6], [M3, M0, M5, 

M6], [M3, M4, M5, M6], [M3, M4, M7, M6]. 

 

 

Figure 36, représentation de la famille 

discrète des vecteurs générés par l’onduleur 

triphasé deux niveaux étudié. 
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III.3.3.  Validité de la requête de la commande 

Au paragraphe III.3.1. , on suppose que le vecteur de tension désiré créfu est tel qu’il 

existe un ou plusieurs vecteurs tension cv solutions, éléments du cube Dmc. C’est 

effectivement le cas si créfu appartient lui-même à l’image du cube Dmc par  Vc.  

Mi Mk Mj Mk Mq Mk Mi
commutation 6

séquence 1

Mi Mk Mj Mk Mq Mk
commutation 5

Mi Mk Mj Mk Mq
commutation 4

"coins"

Mi Mk Mj Mk
commutation 3

Mi Mk Mj Mq Mj Mk Mi
commutation 6

séquence 2

Mi Mk Mj Mq Mj Mk
commutation 5

Mi Mk Mj Mq Mj
commutation 4

Mi Mk Mj Mq
commutation 3

Mi Mk Mj
commutation 2

Mi Mk Mi Mj Mi Mq Mi
commutation 6

séquence 3

Mi Mk Mi Mj Mi Mq
commutation 5

"coins"

Mi Mk Mi Mj Mi
commutation 4

Mi Mk Mi Mj Mq Mj Mi
commutation 6

séquence 4

Mi Mk Mi Mj Mq Mj
commutation 5

Mi Mk Mi Mj Mq
commutation 4

Mi Mk Mi Mj
commutation 3

Mi Mk Mi
commutation 2

Mi Mk
commutation 1

 

Tableau 1, recherche des séquences de commutations possibles en utilisant quatre 

points seulement et le même point en début et fin de séquence. 

[M0, M5, M6, M7]
tétraèdre

 [M0, M1, M6, M7]
tétraèdre

 [M0, M1, M2,M7]
tétraèdre

[M0, M2,M7, M5, M1,M6]
Pentaèdre

[M0, M5, M4, M7]
tétraèdre

[M0, M3, M4, M7]
tétraèdre

[M0, M3, M2, M7]
tétraèdre

[M0, M2, M7, M5, M3, M4]
pentaèdre

Cube

 

Tableau 2, recherche des tétraèdres de la famille « 0-7 » 
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Lors de la synthèse d’une commande, il est donc nécessaire de caractériser, selon les 

différents type de couplage, l’image  Vc(Dmc) et de vérifier que créfu  y  appartienne. 

III.3.3.a.  Cas du couplage étoile sans neutre sorti : étude d’un exemple 

On se place dans le cas fréquent où les sources sont modélisées par un système triphasé 

équilibré (matrice impédance du type circulante). 

a. i   Caractérisation de l’image par  Vc du cube 

On a vu dans ce cas particulier qu’alors les coordonnées d’un vecteur image du morphisme  

Vc : Ec3  Enc , Vc ( cv ) = cu  sont : 

• uc1  = vc1 – vcN = 3
1 ( 2 vc1 - vc2 - vc3 ) ; 

• uc2  = vc2 – vcN  = 
3
1 ( - vc1 + 2 vc2 - vc3 ) ; 

• uc3  = vc3 – vcN  = 
3
1 ( - vc1 - vc2  + 2 vc3 ) ; 

De par l’étude du morphisme  Vc on sait que  Vc(Dmc) (cf. III.2.3.a. ,p 64) appartient à un 

plan orthogonal au vecteur 
3

sss
d 3c2c1c

1c
++

= . 

On définit { }3c2c d,d  une base orthonormée du plan image. Il existe une infinité de  

possibilités. L’examen des propriétés de la source de courant peut permettre de lever cette 

indétermination. On verra au chapitre 3 qu’il est intéressant de considérer la base suivante :  

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=

3c2c3c

3c2c
1c2c

ss
2

1d

2
s

2
ss

3
2d

. 

 

On recherche l’image par  Vc des vecteurs de la base Bc ={ }3c2c1c x,x,x . 
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( )
( )
( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=+−−==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=−+−==

=−−+==

.d
2
3d

2
1

3
2s

3
2s

3
1s

3
1xx

;d
2
3d

2
1

3
2s

3
1s

3
2s

3
1xx

;d
3
2s

3
1s

3
1s

3
2xx

3c2c3c2c1cp3c3cc

3c2c3c2c1cp2c2cc

2c3c2c1cp1c1cc

V

V

V

 

Les vecteurs ckpx  sont trois vecteurs coplanaires, de norme 

3
2 et déphasés de 120° entre eux (cf. Figure 37). 

Voyons l’expression des images de la famille  GHc , Vc ( ckv ) = kpckp OMv = : 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=++=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=+−=

=++−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=++=

=+=

=

.0 v

;d
2
3d

2
1

3
2E2xE xE- xEv

;d
2
3d

2
1

3
2E2xE xE xE-v

;d
3
2E2-xE xE xEv

;d
2
3d

2
1

3
2E2xE- xE xE-v

;d
2
3d

2
1

3
2E2xE- xE xEv

;d
3
2E2xE- xE- xEv

; 0 v

p7c

3c2cp3cp2cp1cp6c

3c2cp3cp2cp1cp5c

2cp3cp2cp1cp4c

3c2cp3cp2cp1cp3c

3c2cp3cp2cp1cp2c

2cp3cp2cp1cp1c

p0c

 

 

L’image par  Vc du cube sur le plan  définit donc un hexagone (cf. Figure 37,  Figure 39 et 

Figure 38) dont les sommets sont les points Mkp pour k variant de 1 à 6. L’observation de 

l’hexagone montre les spécificités des points M0p et M7p. De même les six triangles adjacents 

équilatéraux qui apparaissent mettent en évidence la particularité des tétraèdres de la 

famille « 0-7 » (cf. III.3.2. ) dont les images forment ces six triangles. 

 

 

xc2p

xc1p

xc3p

O
3
2

 

Figure 37  
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a. ii   Examen de l’appartenance à un 

hexagone 

Il est intéressant pour effectuer la recherche des 

durées de conduction de travailler dans un espace 

de dimension 3 qui contienne le plan  Vc(Dmc) . 

Considérons donc la base orthonormée 

{ }3c2c1c d,d,d . 

Pour que cu  appartienne au plan  Vc(Dmc), il 

faut que le produit scalaire c1c d u .  soit nul c’est 

à dire uc1 + uc2 + uc3 = 0.  

 
 

Figure 38, représentation  

bidimensionnelle de l’image du cube. 

Figure 39, représentation 

tridimensionnelle du cube et de son 

image 

xc2p

xc1p

xc3p

O
M1p

M3p M2p

M6pM5p

M4p

3
2

E2

2
2

E2

 

Figure 40, représentation des images des 

vecteurs tension générateurs 
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Il suffit ensuite de vérifier que les six produits scalaires suivants sont positifs : 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥∧∧

≥∧∧

≥∧∧

≥∧∧

≥∧∧

≥∧∧

0MMMM.MMMM
0MMMM.MMMM
0MMMM.MMMM
0MMMM.MMMM
0MMMM.MMMM
0MMMM.MMMM

p1p6p6p1p6p2p6

p6p5p5p6p5p1p5

p5p4p4p5p4p6p4

p4p3p3p4p3p5p3

p3p2p2p3p2p4p2

p2p1p1p2p1p3p1

 

En effet, le premier test permet par exemple 

de vérifier que M et M3p se situent du même 

côté du demi-plan délimité par la droite qui 

passe par M1p et M2p (cf. Figure 41 et rappel suivant). 

Rappel : un vecteur  p2p1 MM permet de définir deux demi-plans. Deux vecteurs 

MMetMM p1p3p1  appartiennent à un même demi-plan si et seulement si les 

produits vectoriels p2p1p3p1 MMMM ∧  et p2p1p1 MMMM ∧ sont de même 

direction. 

 

 Afin d’obtenir des calculs en ligne rapides, on cherche à transformer les expressions 

précédentes en utilisant les propriétés suivantes du produit mixte et du produit vectoriel : 

( ) ( ) ( ) ( )AC.BACBCB.ACBA ∧==∧=  et ( ) ( ) ( )CA.BBA.CCBA −=∧∧ . 

Les six inégalités précédentes deviennent alors : 

( )
( )
( )
( )
( )

( )⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∧∧=≥

∧∧=≥

∧∧=≥

∧∧=≥

∧∧=≥

∧∧=≥

p1p6p2p6p1p666p6

p6p5p1p5p6p555p5

p5p4p6p4p5p444p4

p4p3p5p3p4p333p3

p3p2p4p2p3p222p2

p2p1p3p1p2p111p1

MMMMMMuavec0u.MM

MMMMMMuavec0u.MM
MMMMMMuavec0u.MM
MMMMMMuavec0u.MM
MMMMMMuavec0u.MM
MMMMMMuavec0u.MM

 avec 

M2p
M3p

M1p

M

 
Figure 41, représentation de vecteurs 

dans un plan. 

 M et M3p appartiennent-ils au même 

demi plan défini par la droite M1p M2p ? 
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( )
( )
( )
( )
( )
( )⎪

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

−=

−=

−=

−=

p1p6p2p6p1p6p2p6
2

p1p66

p6p5p1p5p6p5p1p5
2

p6p55

p5p4p6p4p5p4p6p4
2

p5p44

p4p3p5p3p4p3p5p3
2

p4p33

p3p2p4p2p3p2p4p2
2

p3p22

p2p1p3p1p2p1p3p1
2

p2p11

MMMM.MMMMMMu

MMMM.MMMMMMu

MMMM.MMMMMMu

MMMM.MMMMMMu

MMMM.MMMMMMu

MMMM.MMMMMMu

 

Les vecteurs ku  sont constants. Il n’est pas nécessaire de recalculer leurs coordonnées à 

chaque test. Chaque produit scalaire se résume donc à trois soustractionsA, trois 

multiplications et deux additions. On gagne en rapidité par rapport à une méthode qui utilise 

les fonctions trigonométriques. 

 

Remarque 1 : Si l’un des produits scalaires est nul alors M appartient à la 

frontière du polygone.  

Remarque 2 : Si l’un des produits scalaires est négatif alors, le vecteur désiré ne 

peut être obtenu. Il y a donc saturation de l’onduleur qu’il est nécessaire de 

gérer. Il est par exemple possible de conserver la position angulaire du vecteur 

désiré et de modifierB son module de façon à « rester» à la frontière de 

l’hexagone.  

III.3.3.b.  Cas du couplage triangle 

On recherche l’image par  Vc des vecteurs de la base Bc={ }3c2c1c x,x,x . 

• uc1  = vc1 – vc3 ;      

                                                 
A Pour obtenir les coordonnées du vecteur kpMM . 

B Si un seul des produits scalaires est négatif, par exemple 0u.MM 3p3 < , alors on définit 

le point Mn qui appartient à la frontière du polygone et tel que MMkMM p0np0 = . Le 

coefficient k et donc les coordonnées de Mn s’obtient par k
3p0

3p3p0

uMM

uMM

.
.

=  (en remarquant 

que 0uMM 3np3 . = ). 

 



Chapitre2  

81 

 

• uc2  = vc2 – vc1 ;     

• uc3  = vc3 – vc2 ;   

De par l’étude du morphisme  Vc on sait que  Vc(Dmc) (cf. III.2.3.a. ,p64) appartient à un 

plan orthogonal au vecteur 
3

sss
d 3c2c1c

1c
++

= . 

On définit { }3c2c d,d  une base orthonormée du plan image  par :  

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=

3c2c3c

3c2c
1c2c

ss
2

1d

2
s

2
ss

3
2d

. 

 

Les images par  Vc des vecteurs de la base Bc={ }3c2c1c x,x,x  s’expriment alors : 

( )
( )
( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=+−==

=−==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=−+==

.d
2
1d

2
32sszx

;d2sszx

;d
2
1d

2
32sszx

3c2c3c1cp3c3cc

3c3c2cp2c2cc

3c2c2c1cp1c1cc

V

V

V

 

Par rapport à l’étude du couplage étoile sans neutre sorti les images des vecteurs de la base 

sont de module 3  plus grands et sont déphasés de 
6
π

− . Il en sera donc de même pour 

l’image  Vc(Dmc). L’étude d’appartenance à l’hexagone est bien entendu la même. 

III.3.3.c.  Cas du couplage avec neutre sorti 

On suppose que le neutre de la source N est relié au « neutre » de la source de tension NT.  

Vc est alors l’identité.  Par conséquent  Vc(Dmc) est un cube.  

Il s’agit donc de vérifier que le vecteur créfu appartient à ce cube. 

Comme au paragraphe III.3.1.c. , il est intéressant pour effectuer la recherche de travailler 

dans un espace de dimension (dHc +1) qui contienne évidemment GHc . Considérons donc une 

base orthonormée { }4c3c2c1c x,x,x,x . 
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Rappel sur le produit vectoriel de 3 vecteurs dans un espace vectoriel E de 

dimension 4 : 

Soient trois vecteurs C,B,A . On considère l’application ψ définie par : 

( )tCBAt,RE a→ . C’est une forme linéaire sur E. Il existe alors un vecteur 

y et un seul de E tel que ( )tCBAty. = . On obtient alors une application f 

de E3 vers E telle que ( ) yC,B,Af = . 

 y est le produit vectoriel des trois vecteurs 

C,B,A noté CBAy ∧∧= .  

Quelques propriétés :  

• le produit vectoriel est orthogonal à 

chacun des vecteurs C,B,A  ; 

• si les trois vecteurs C,B,A  sont liés le 

produit vectoriel CBA ∧∧ est nul ; 

• si la famille { C,B,A } est libre alors la famille { C,B,A , CBA ∧∧ } l’est 

aussi. 

Il suffit de vérifier que les six produits scalaires suivants sont positifs :  

 
Figure 42 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

≥∧∧∧∧
≥∧∧∧∧
≥∧∧∧∧

0MMMMMM.MMMMMM
0MMMMMM.MMMMMM
0MMMMMM.MMMMMM

05030105030

05010405010

02010402010

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥∧∧∧∧
≥∧∧∧∧
≥∧∧∧∧

0MMMMMM.MMMMMM
0MMMMMM.MMMMMM
0MMMMMM.MMMMMM

76747276747

73727173727

76727476727

. 

En effet, le premier testA permet par exemple de vérifier que 

M et M4 se situent du même côté du demi espace délimité par le 

plan qui passe par M0, M1 et M2. Il y a six tests puisque le 

domaine est délimité par six frontières que sont les 6 faces du 

cube. 

Remarque 1 : si de plus l’un des produits scalaires est nul alors le point M 

appartient à l’une des faces du cube. En effet la nullité implique celle d’un des 

produits vectoriels. Il en résulte que trois vecteurs sont liés et donc quatre points 

sont coplanaires. 

Remarque 2 : Si le vecteur créfu n’appartient pas à l’image de Dmc par  Vc, il est 

possible de trouver un vecteur de même direction que créfu mais qui soit sur la 

surface du cube. Il suffit de trouver l’intersection du cube avec une demi droite. 

 

Remarque 3 :  Afin d’obtenir des calculs en ligne plus rapides, on utilise la 

propriété suivante du produit mixte :  

                                                 
A MM0 , 40MM , 2010 MMetMM  appartiennent  à GHc espace de dimension trois. Les 

deux vecteurs   2010 MMetMM engendrent un plan au sein de cet espace GHc. Soit t le 

vecteur orthogonal à ce plan et dans GHc. Lorsqu’on calcule les produits vectoriels  

402010 MMMMMM ∧∧ et MMMMMM 02010 ∧∧  seules les composantes de MM0 et 

de 40MM colinéaires à t interviennent. Si ces composantes sont de même signe alors M et 

M4 sont dans le même demi-espace partagé par les vecteurs 2010 MMetMM . 

  

M2

M4

M1

MM0

 
Figure 43, M et M4 

appartiennent – ils au même 
demi espace défini par les 

points M0 , M1 et M2 ? 
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( ) ( )ACB.DACBDDCBADCB.A ∧∧−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=∧∧  . 

Les six inégalités précédentes deviennent alors : 

( )
( )
( )
( )
( )
( )⎪

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∧∧∧∧−=≥

∧∧∧∧−=≥
∧∧∧∧−=≥
∧∧∧∧−=≥
∧∧∧∧−=≥
∧∧∧∧−=≥

2767476747667

1737273727557

4767276727447

1050305030330

4050105010220

4020102010110

MMMMMMMMMMuavec0u.MM

MMMMMMMMMMuavec0u.MM
MMMMMMMMMMuavec0u.MM
MMMMMMMMMMuavec0u.MM
MMMMMMMMMMuavec0u.MM
MMMMMMMMMMuavec0u.MM

 

Les vecteurs ku  peuvent se calculer en utilisant la relation suivante : 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) E

EDC

DC.BAD
EDC

CE.BAC
EDC

ED.BAEDCBA ∧∧
+

∧∧
+

∧∧
=∧∧∧∧ . 

III.3.4.  Commande « classique » d’un onduleur de tension 

On considère les deux couplages les plus fréquents pour la source de courant : 

• étoile sans neutre sorti ; 

• triangle. 

On entend par commande « classique » une commande pour laquelle la somme  

vc1 + vc2  + vc3 est nulle.  

III.3.4.a.  Détermination du domaine d’excursion pour un vecteur cv solution 

On cherche donc des vecteurs cv  tels que vc1 + vc2  + vc3 =0 c’est à dire des éléments de 

( )⊥cKer V . On a vu au paragraphe Chapitre II  III.2.2.e. p63 que l’on pouvait définir une 

bijection notée  Vcr. 
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La commande classique consiste à utiliser 

simplement cette bijection. On travaille alors à 

homopolaire moyen nul (h = 0, cf. III.2.2.f. ,p 63). 

Pour tout vecteur désiré créfu  il suffit de 

synthétiser cv = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

créf
-1

cr uV  à l’aide des vecteurs 

de la famille F8c. Le vecteur cv  doit alors appartenir 

à l’intersection entre le plan ( )⊥cKer V  d’équation 

x1 + x2 + x3 = 0 et le cube. Cette surface est un 

hexagone [P1, P2, P3, P4, P5, P6] qui s’inscrit dans celui 

défini par les projections des tétraèdres de la famille 

« 07 » (cf. III.3.3.a. p76,  Figure 44,  Figure 45,  et 

Figure 46). 

Démonstration : 

On pose 3c2c yy  OM β+α=  avec ( )3c2c y,y base orthonormée du plan 

( )⊥cKer V  . Il suffit ensuite pour trouver les frontières de la surface de résoudre : 

Ex.OMEetEx.OMEavecEx.OM 3c2c1c ≤≤−≤≤−±=  ;  

Ex.OMEetEx.OMEavecEx.OM 3c1c2c ≤≤−≤≤−±=  ;   

Ex.OMEetEx.OMEavecEx.OM 2c1c3c ≤≤−≤≤−±=    . 

 

Figure 44, [P1 P2 P3 P4 P5 P6], 

intersection du plan ( )⊥cKer V  

d’équation x1 + x2 + x3 = 0 avec le 

cube. 

Figure 45, quelques valeurs 
numériques correspondant aux 

frontières des hexagones.  

 
Figure 46, représentation du 

domaine d’excursion autorisé  
[P1, P2, P3, P4, P5, P6]  pour cv  

2 E 
2
2  E 

2

3
 

2E
3
2  
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Par conséquent, il apparaît qu’avec 

cette commande on ne peut obtenir des 

vecteurs tension cv  de module 

supérieur à E2
2
2OPk =  alors qu’il 

est permis d’espérer, en utilisant le 

cube dans son entier, parvenir à une 

amplitude E2
3
2OMkp =  . La perte 

relativeA est de 13,4%. Les commandes 

avec injection d’harmonique 3 ou avec 

homopolaire font partie de ces 

commandes qui exploitent mieux le 

cube. 

III.3.4.b.  Exemple de synthèse par M.L.I. intersective 

Une des plus connues des commandes d’onduleur consiste à générer les signaux M.L.I. en 

effectuant l’intersection entre un signal triangulaire et un autre signal vck(t), image de la 

valeur moyenne désirée de la tension entre le point « neutre »  NT de l’onduleur et la borne n°k 

de la source de courant triphasée. 

Dans ce paragraphe, on se propose d’analyser ce type de commande à l’aide du formalisme 

vectoriel développé dans le cas d’une source de courant triphasée couplée en étoile sans 

neutre sorti (cf. Figure 47).  

b. i   Condition d’égalité entre les tensions uck et vck  

On a vu alors au paragraphe III.2.3.  les relations entre tensions : 

• uc1  = vc1 – vcN ; 

• uc2  = vc2 – vcN ; 

                                                 

A 

3
2

3
2

2
2

−
 

ic3

vc1

vc3

vc2

ic1

ic2

E

-E

it1

it2

f11                f12               f13       

f21              f22               f23

uc1 uc2 uc3

jc1

jc2 jc3

NT

A

B

N

 

Figure 47 
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• uc3  = vc3 – vcN ; 

Si on suppose classiquement♣ de plus que la somme des tensions de phase est nulle, 

uc1 + uc2  + uc3 = 0. La relation suivante  
3

vvvv 3c2c1c
cN

++
=  est alors vérifiée (cf. 

paragraphe  III.2.3.b. ). Par conséquent, si on s’impose de travailler avec des tensions 

vck telles que vc1 + vc2  + vc3 = 0 alors vcN = 0 et  

• uc1  = vc1  ; 

• uc2  = vc2  ; 

• uc3  = vc3  ; 

Il n’est plus nécessaire de distinguer uck de  vck. La contrainte vc1 + vc2  + vc3 = 0 mène ainsi 

à une simplification de la commande. 

Exemple : Prenons le cas le plus courant où l’on s’impose les tensions suivantes : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

π
−ω==

π
−ω==

ω==

)
3

4tcos(V)t(v)t(u

)
3

2tcos(V)t(v)t(u

)tcos(V)t(v)t(u

m3c3c

m2c2c

m1c1c

 

Dans le plan ( )⊥cKer V , cv  décrit un cercle de module 

m
2
3c

2
2c

2
1cc V

2
3vvvv =++=  à la vitesse ω. 

b. ii   Domaine d’excursion 

L’examen de la Figure 45,  permet d’affirmer que la valeur maximale de Vm que l’on peut 

obtenir est telle que E
2
3V

2
3

m =  soit Vm = E alors que dans le cas d’une commande avec 

« homopolaire » on trouve E2
2
2V

2
3

m =  soit E155,1
3
E2Vm == . 

                                                 
♣ La charge est équilibrée. 
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b. iii   Détermination des instants de commutation 

Dans la commande « intersective » 

on obtient les instants de commutation 

en réalisant l’intersection des trois 

tensions vc1, vc2 et vc3 : 

• avec un signal de type dent de 

scie de durée T variant entre   

– E et E d’équation 
T
tEE   2  −  

 ou 

• avec un signal triangulaire de 

durée T variant entre – E et E 

d’équation 
T
tE4E     −  pour 

0 < t <T/2 et 
T
tE4E3     +−   

pour T/2 < t < T . 

 

Les séquences obtenues dépendent de la position respectives des trois tensions vc1, vc2 et 

vc3. Dans la suite, on considérera  vc3 < vc2  < vc1  (cf. Figure 50). 

La séquence des vecteurs tension utilisés est alors la suivante :  

• M0, M1, M2 , M7  pour un signal dent de scie ; 

• M0, M1, M2 , M7, M2, M1, M0   pour un signal triangulaire. 

Il apparaît donc que réaliser une telle commande revient à choisir de décomposer 

cv sur les vecteurs 7c2c1cco v,v,v,v avec la séquence décrite soit encore 

M0(-E,-E,-E), M1(E,-E,-E), M2(E,E,-E), M7(E, E, E) . 

MLI intersective type dent de scie

Dent de scie
tension v1
tension v2
tension v3

Figure 48 

MLI intersective 

tension v1
tension v2
tension v3
triangle

Figure 49 
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b. iv   Comparaison avec la commande par vecteur d’espace 

On a vc3 < vc2  < vc1 pour ψ = ωt entre 0 et +60°. Par conséquent, cela signifie que le 

vecteur désiré OMvc = appartient au triangle (M0p, M1p, M2p ), projection du tétraèdre 

(M0, M1, M2, M7). Ces points de l’hexagone M0p, M1p, M2p  sont les points les plus proches de 

M.  

 

Au paragraphe III.3.1.c. , on a exprimé les durées de conduction. Lorsqu’on travaille avec 

le quadruplet de points M0, M1, M2 et M7, il vient : 

TT/2

tension instantanée vc 1(t)

M0 M1 M2 M7 M2 M1 M0 M0

t0/2 t1/2 t2/2 t3 t1/2t2/2 t0/2

tension instantanée vc 2(t)

tension instantanée vc 3(t)

 
Figure 50, M.L.I. intersective, vc3<vc2<vc1, ωt = 40° 
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( )
( )271707

27177

0
MMMMMM

MMMMMM
Tt =  ;

( )
( )271707

27707

1
MMMMMM

MMMMMM
Tt =  ; 

( )
( )271707

71707

2
MMMMMM

MMMMMM
Tt = . 

 

En utilisant la définition du produit mixte on obtient : 

( )
3

1c
2

0 E8
EvE4Tt

−
−

=  ; ( )
3

1c2c
2

1 E8
vvE4Tt

−
−

=  ; ( )
3

2c3c
2

2 E8
vvE4Tt

−
−

=  

ce qui donne : 

1c
0 vE

T
tE2 =+−   ; 2c

10 vE
T

ttE2 =+
+

−  ; 3c
210 vE

T
tttE2 =+

++
− . 

ou 

1c
0 vE
T

2/tE4 =+−   ; ( )
2c

10 vE
T

2/ttE4 =+
+

−  ; ( )
3c

210 vE
T

2/ttt
E4 =+

++
−   

 

On retrouve bien l’intersection des trois tensions vc1, vc2 et vc3 : 

• avec un signal de type dent de scie de durée T variant entre – E et E 

d’équation 
T
tEE   2  −  

 ou 

• avec un signal triangulaire de durée T variant entre – E et E d’équation 

T
tE4E     − pour 0 < t <T/2 et 

T
tE4E3     +− pour T/2 < t < T . 

 

La commande M.L.I. « intersective » est donc simplement une méthode qui permet de 

calculer analogiquement les durées de conduction. On a vu que numériquement ce calcul se 

réduit à un produit scalaire. 

 

Si on réalise la même étude dans les cinq autres triangles de l’hexagone on obtient le même 

type de résultat. Dans le cas d’une M.L.I. intersective la sélection du triangle est par 

conséquent automatique alors que dans une commande par vecteur d’espace il faut déterminer 

dans quel triangle se situe le vecteur désiré. Cette détermination s’opère par simple test de 

signe des trois produits scalaires suivants (même raisonnement qu’au paragraphe  III.3.3. ):  
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∧∧

∧∧

∧∧

OMOM.OMOM
OMOM.OMOM
OMOM.OMOM

p3p4p3

p2p3p2

p1p2p1

 

Par exemple, si les deux premiers produits scalaires sont positifs et le dernier négatif alors M 

appartient au triangle [O, M2p, M3p]  

b. v   Résumé 

La commande « intersective » consiste donc à utiliser les tétraèdres de la famille  « 07 » : 

[M0, M1, M2, M7], [M0, M1, M6, M7], [M0, M3, M2, M7], [M0, M3, M4, M7], [M0, M5, M4, M7], 

[M0, M5, M6, M7].  

Elle sélectionne les quatre points Mk les plus proches du point M désiré et effectue 

l’unique décomposition sur les quatre vecteurs correspondants qui permette d’obtenir une 

composante homopolaire moyenne nulle.  

 

Remarque : avec une commande à homopolaire non nul les tensions uck et vck ne 

s’identifient plus.  

III.3.5.  Utilisation du morphisme bijectif crV   

On vient d’examiner une fois déterminé le vecteur cv comment on peut le synthétiser à 

l’aide de la commande de l’onduleur. 

Il nous reste à expliciter, pour les types de couplage envisagés, cv = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

créf
-1

cr uV , avec 

crV  morphisme bijectif défini au Chapitre II  III.2.3.d. . Il faut donc caractériser la bijection 

Vcr. 

Il suffit par exemple pour cela d’exprimer les images des vecteurs d’une base de 

( )⊥cKer V , ( )2ccr yV  et ( )3ccr yV , dans une base orthonormée de Hnc , { }3c2c d,d . 

On choisit : 
( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=

3c2c3c

3c2c
1c2c

xx
2

1y

2
x

2
xx

3
2y

 .  
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III.3.5.a.  Cas du couplage triangle 

La connaissance du plan Hnc permet de choisir une base{ }3c2c d,d . Il est intéressant de 

prendre : 
( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=

3c2c3c

3c2c
1c2c

ss
2

1d

2
s

2
ss

3
2d

. 

On a d’ailleurs déjà exprimé au paragraphe III.3.3.b.  les images des vecteurs de la base 

{ }3c2c,1c x,xx  en fonction des vecteurs de cette base { }3c2c d,d  : 

( )
( )
( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=+−==

=−==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=−+==

.d
2
1d

2
32sszx

;d2sszx

;d
2
1d

2
32sszx

3c2c3c1cp3c3cc

3c3c2cp2c2cc

3c2c2c1cp1c1cc

V

V

V

 

Sachant que 
( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=

3c2c3c

3c2c
1c2c

xx
2

1y

2
x

2
xx

3
2y

, il vient : 

( )
( )⎪

⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

.d
2
3d

2
13y

;d
2
1d

2
33y

3c2c3ccr

3c2c2ccr

V

V
 

Pour caractériser -1
crV  il suffit d’inverser la relation précédente. On obtient :  

( )

( )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

.y
2
3y

2
1

3
3d

;y
2
1y

2
3

3
3d

3c2c3c
1-

cr

3c2c2c
1-

cr

V

V
 

Si on confond le plan de départ ( )⊥cKer V  avec le plan d’arrivée Hnc ainsi que les deux 

bases { }3c2c d,d  et { }3c2c y,y  alors  Vcr (resp -1
crV ) est simplement une rotation d’angle  –

30° (resp +30°) suivi d’une homothétie de rapport 3  (resp 1/ 3 ). On a alors : 
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( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∧−= c1ccccr vy

2
1v

2
33vV  et  ( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∧+= créf1ccrefcréf

1-
cr uy

2
1u

2
3

3
1uV . 

L’obtention des coordonnées de cv = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

créf
-1

cr uV  est aisée : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−
==

−
==

−
==

3
uux.vv

3
uux.vv

3
uux.vv

ref1cref3c
3cc3c

ref3cref2c
2cc2c

ref2cref1c
1cc1c

 

 

Calcul pour la première coordonnée : 

( )=+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∧+== 1ccréf1cref1c1ccréf1ccref1cc1c xuy

32
1u

2
1x.uy

2
1u

2
3

3
1x.vv

( )
3

uu
32

xx.u
32

1u
2
1yxu

32
1u

2
1 ref2cref1c2c3c

créfref1c1c1ccréfref1c
−

=
−+

+=+=  

III.3.5.b.  Cas du couplage étoile sans neutre sorti   

On cherche à exprimer les images des vecteurs d’une base, ( )2ccr yV  et ( )3ccr yV , dans la 

base { }3c2c d,d . Or, on a vu pour ce type de couplage que le choix de { }3c2c d,d  est liée à la 

nature des sources de courant. On ne peut donc dans le cas général poursuivre sans préciser la 

nature exacte des sources. On considère donc un exemple. 

 

Exemple : On prend toujours le cas particulier d’un système triphasé équilibré pour 

lequel uc1 + uc2 + uc3 = 0. Le plan Hnc est le même alors que dans le cas du couplage 

triangle. On peut donc choisir la même base { }3c2c d,d . 

On a vu au paragraphe III.3.3. p75: ( ) ( )3c2c1cckckpckc sss
3
1sxx ++−==V . 

 

Sachant que 
( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=

3c2c3c

3c2c
1c2c

xx
2

1y

2
x

2
xx

3
2y

, il vient : ( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

.dy
;dy

3c3ccr

2c2ccr

V
V  
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La caractérisation de -1
crV est triviale : 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

.yd
;yd

3c3c
1-

cr

2c2c
1-

cr

V
V  d’où  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
==
==

ref3c3cc3c

ref2c2cc2c

ref1c1cc1c

ux.vv
ux.vv
ux.vv

 

III.3.5.c.  Équivalence avec les phaseurs complexes 

Par construction, le vecteur 

cv = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

créf
-1

cr uV  appartient au plan ( )⊥cKer V . 

La projection orthogonale sur ce plan le laisse donc 

inchangé. Il vient : 

p3c3cp2c2cp1c1cc xvxvxvv ++=   

avec ckpx projection de ckx sur ( )⊥cKer V . 

 

On évalue ces trois projections : 

 

( ) ( )3c2c1cck1c1cckckckp xxx
3
1xyy.xxx ++−=−=  

Les trois vecteurs { }p3cp2cp1c x,x,x  sont de norme 
3
2 d’où : 

cpv  = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+++  

x

x
  v 

x

x
  v  

x

x
  v 

3
2

p3c

p3c
c3

p2c

p2c
c2

p1c

p1c
c1 . 

 

De plus, p3cp2cp1c xetx,x  sont déphasés de 120 °. 

Par conséquent, si on identifie (par isomorphisme) la base{ }3c2c y,y  à celle{ }j,1  du plan 

complexe, on obtient l’expression classique du phaseur complexe : 

cv =  [ ] a   v a  v  1 v 
3
2 e   v e  v  1 v 

3
2 2

c3c2c1
3

4
j

c3
3

2
j

c2c1 +++=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+++

ππ

. avec 3
2j

ea
π

= . 

Figure 51, { }p3cp2cp1c x,x,x , 

projection des vecteurs { }3c2c1c x,x,x  
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Remarque 1 : bien entendu dans la mesure où 

l’on a une bijection entre les deux plans 

( )⊥cKer V  et Hnc, il est possible de définir des 

phaseurs complexes pour les grandeurs liées aux 

sources. 

Remarque 2 : si l’on désire que le module du 

vecteur soit égal à la valeur maximale dans 

l’hypothèse d’une alimentation sinusoidale il 

faut définir le phaseur par : 

cv =  [ ] a   v a  v  1 v 
3
2 e   v e  v  1 v 

3
2 2

c3c2c1
3

4j

c3
3

2j

c2c1 +++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++

ππ

. 

III.3.6.  Commande d’un onduleur de tension avec « harmonique  trois» ou 

« homopolaire » 

III.3.6.a.  Présentation 

Pour tout vecteur désiré créfu  il suffit de synthétiser des vecteurs cv du cube Dmc tels 

que : 

cv = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

créf
-1

cr uV  + 1cyh  avec 
3

xxx
yetRh 3c2c1c

1c

++
=∈ . 

Note : on appellera composante « homopolaire » d’un vecteur cv , sa coordonnée 

selon le vecteur 1cy  c’est à dire h. 

Bien entendu créfu doit se situer à l’intérieurA de l’hexagone [M1p, M2p, M3p, M4p, M5p, 

M6p] image par Vc du cube Dmc (cf. paragraphes III.3.3.a.  ou III.3.3.b.  selon le type de 

couplage). On a vu au paragraphe III.3.3. , p 75 comment effectuer cette vérification. 

On cherche dans la suite les valeurs possibles de la composante homopolaire h d’un 

vecteur solution OMvc = . 

                                                 
A Si créfu est sur le contour d’un hexagone alors il est possible de le décomposer sur 

uniquement 3 vecteurs. Dans le cas contraire quatre vecteurs sont nécessaires. 

Figure 52 

2 E 
2
2  E 

2

3
 

2E
3
2  
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Soit un point P, intérieur à l’hexagone [M1p, M2p, M3p, M4p, M5p, M6p], représenté par ses 

coordonnées polaires R et α. On a : 3c2ccréf
-1

cr ysinRycosRuOP α+α== ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛V . 

Considérons la droite Δ passant par le point P du plan ( )⊥cKer V  et de vecteur directeur 1cy . 

Elle coupe la surface du cube en au plus deux points notés, SB et SH.  Sur la Figure 53 on a 

placé SB et SH pour une valeur de α. Si on fait varier α de 0 à 360° alors cette droite génère un 

cylindre. 

Remarque : Les intersections entre le cylindre et les faces du cube engendrent des 

courbes. Or lorsqu’on reste sur une face du cube cela signifie que l’un des bras 

de l’onduleur ne commute plus. Il pourra donc être intéressant pour minimiser les 

nombres de commutations de rester sur ces courbes. 

Notations : 

• hB, hH les composantes homopolaires respectives des points SB et SH qu’on choisit 

pour que hB < hH; 

• CB, CH les courbes engendrées respectivement par les points de type SB et SH  

lorsque R et α varient. 

 

La composante homopolaire h doit vérifier hB < h < hH. Graphiquement cela se traduit par 

l’appartenance du point M au segment [SH, SB]. 

III.3.6.b.  Étude des différents cas 

 Plusieurs cas de figures se présentent selon la 

valeur de R (cf. Figure 52) ou du coefficient de 

réglage en tension 
E
R

3
2

2
E2

Vr max == . 

• si à tout instant 
E2

R
2
3

2
1

≥ ( soit encore 

1r ≤ ), P est alors à l’intérieur du polygone 

défini par les points Pk (cf. Figure 53) et on 

vérifie : 

∀(SB, SH), (SB ∈ CB et SH ∈ CH) ⇒ 

( hB ≤ 0 ≤ hH ). La fonction homopolaire h 
Figure 53, coefficient de réglage en 

tension , r = 0,81 



Chapitre2  

97 

 

la plus simple comprise entre les courbes CB et CH est h(t) = 0 puisqu’on a bien 

hB ≤ h(t)  ≤ hH ; 

• si à tout instant 
2
3

2
1

E2
R

2
2

≥> ( soit encore 155,1
3

2r1 =≤≤ ), alors il n’y a aucune 

intersection entre CB et CH (cf. Figure 54). La fonction h = 0 ne convient plus puisque 

hB et hH sont parfois de même signe. Il est 

néanmoins possible de choisir pour fonction 

homopolaire toute courbe inscrite entre CH et 

CB. Dans le cas particulier où P décrit un 

cercle à vitesse angulaire constante ω = 2 π / T,  

la forme des frontières CB et CH incite à 

considérer une fonction homopolaire de 

période T/3. Cela justifie les commandes avec 

« injection » de l’harmonique 3 ; 

• si 
2
2

E2
R

= ( soit encore r = 1,155), il y a alors 

intersection entre CB et CH aux points Pk (cf. 

Figure 55). Si R est constant dans le temps, le cercle décrit par le point P est alors 

« tangent » au polygone [M1p, M2p, M3p, M4p, M5p, M6p] aux points Pk . C’est donc le 

cas limite puisque les points SB et SH  sont alors confondus. En ces points h = 0 ; 

• si 
2
2

E2
R

3
2

>≥ ( soit encore 

33,1r155,1 ≤< )alors, pour certaines valeurs de α , 

il n’y a pas d’intersection entre le cube et la droite 

Δ  ; on est dans le domaine de la surmodulation ; 

• si 
3
2

E2
R

>  alors la droite Δ ne coupe plus le cube. 

Remarque : le fait d’ajouter à ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

créf
-1

cr uV  

une composante homopolaire ne modifie en 

rien le vecteur tension  créfu  puisque l’image 

de cette composante est nulle par le 

Figure 54, coefficient de réglage en 

tension , r  =1,06 

Figure 55, R/2E=0.707, 

coefficient de réglage en tension, 

r = 1,155 
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morphisme. Cela permet d’exploiter au mieux les performances du modulateur. 

III.3.6.c.  Application à l’étude d’une commande « optimale » 

Au paragraphe III.3.4.b. , p 86 on a vu que la commande classique n’utilise pas de façon 

optimale la source de tension  2 E et que l’injection d’une composante homopolaire permet de 

d’utiliser plus pleinement la source de tension. 

On peut encore mieux exploiter le degré de liberté offert par l’homopolaire en s’imposant 

de rester toujours à la surface du cube. En effet, lorsque le point M se déplace sur la surface 

du cube l’une des coordonnées reste égale à +E ou –E. Cela signifie que l’un des bras de 

l’onduleur ne commute plus. Il suffit pour réaliser la synthèse du vecteur tension désiré de 

prendre uniquement trois vecteurs de la famille. Réduire ainsi le nombre de vecteurs utilisés 

permet de réduire celui des commutations des interrupteurs. 

Remarque : il est d’autant plus intéressant de réduire le nombre de commutations 

du bras associé à une phase que le courant qui circule dans cette phase est grand. 

Pour qu’il y ait un intérêt réel à réduire le nombre de commutations il faut donc 

que le déphasage du courant avec la tension soit tel qu’au moment où le courant 

est d’amplitude élevé dans cette phase alors le bras correspondant ne commute 

plus ! 

 

 On cherche donc pour réduire le nombre de commutations l’intersection du cube avec un 

cylindre de rayon R et d’axe parallèle à 1cy . On obtient deux courbes que l’on note CB et 

CH.  Pour résoudre ce problème de géométrie élémentaire, considérons deux expressions de 

  OM : 

• 3c2c1c ysinRycosRy  hOM α+α+=  

et 

•  3c32c21c1 xxxxxx  OM ++= . 

 

Il suffit ensuite pour trouver les deux courbes CB et CH de résoudre : 

Ex.OMEetEx.OMEavecEx.OM 3c2c1c ≤≤−≤≤−±=  ; 

Ex.OMEetEx.OMEavecEx.OM 3c1c2c ≤≤−≤≤−±=  ; 

Ex.OMEetEx.OMEavecEx.OM 2c1c3c ≤≤−≤≤−±= ; 
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Entre les deux systèmes de coordonnées on a les relations suivantes : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −==α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−==α

++==

2
x

2
xy.OMsinR

2
x

2
xx

3
2y.OMcosR

3
x

3
x

3
xy.OM  h

32
3c

32
12c

321
1c

. 

Traduisons maintenant au sein de ces relations les différents cas relatifs à l’intersection 

entre cylindre et cube. 

[1] Ex.OM 1c ±=  s’exprime par 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=α

−−±=α

++±
=

32

32

32

xxsinR2

2
x

2
xEcosR

2
3

3
xxE  h

 soit  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=α

+=±α−

++±
=

32

32

32

xxsinR2

xxE2cosR6

3
xxE  h

d’où 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

±⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α=
±α−α−

=

±⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α=
±α−α

=

±α−=

E
3

2sinR2
2

E2cosR6sinR2x

E
3

sinR2
2

E2cosR6sinR2x

E3cosR2  h

3

2 . 
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[2] Ex.OM 2c ±=  s’exprime par  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−±=α

−
±

−=α

++±
=

3

3
1

31

xEsinR2

2
x

2
ExcosR

2
3

3
xxE  h

 soit 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

α−±=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α−±=
α−±

+±α=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α−±=

sinR2Ex

3
sinR2E

2
sinR2E

2
EcosR

2
3x

6
sinR2E3  h

3

1  . 

 

[3] Ex.OM 3c ±=  s’exprime par 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

±−=α

−
±

−=α

++±
=

ExsinR2

2
x

2
ExcosR

2
3

3
xxE  h

2

2
1

21

 soit   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

α+±=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+α+±=
α+±

+±α=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+α+±=

sinR2Ex

3
sinR2E

2
sinR2E

2
EcosR

2
3x

6
sinR2E3  h

2

1 . 

 

On recherche la courbe CH : 

[1] Lorsque x1 = E alors E
3

sinR2x 2 +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α= et E
3

2sinR2x3 +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α= . 

 Les inégalités Ex.OMEetEx.OME 3c2c ≤≤−≤≤−  deviennent alors : 

0
3
2sin

R
E2et0

3
sin

R
E2 <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α<−<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α<− . 

Il vient donc qu’il faut - 60° < α < 60° et RE2 > . 

En posant β = α , on obtient pour –60° < β < 60° : 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β++=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β++=

+=
β−+=

3
2sinR2Ex

3
sinR2Ex

Ex
cosR2E3  h

3

2

1

 

[2] Lorsque x2 = E alors α−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α−+= sinR2Exet
3

sinR2Ex 31 . 

Les inégalités Ex.OMEetEx.OME 3c1c ≤≤−≤≤−  deviennent alors : 

R
E2sin0et

R
E2

3
sin0 <α<<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α< . 

Il vient donc qu’il faut 60° < α < 180° et RE2 > . 

En posant β = α - 120°, on obtient pour –60° < β < 60° : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β+=

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β+=

β−=

3
sinR2Ex

Ex
3

2sinR2Ex

cosR2E3  h

3

2

1

 

[3] Lorsque x3 = E  alors α++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+α++= sinR2Exet
3

sinR2Ex 21 . 

Les inégalités Ex.OMEetEx.OME 2c1c ≤≤−≤≤−  deviennent alors : 

0sin
R
E2et0

3
sin

R
E2 <α<−<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+α<− . 

Il vient donc qu’il faut – 180°  < α < - 60° et RE2 > . 

En posant β = α + 120°, on obtient pour –60° < β < 60° : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β+=

β−=

Ex
3

2sinR2Ex

3
sinR2Ex

cosR2E3  h

3

2

1
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Exemple de tracé de la tension vc1 pour E = 100  et R = 100  : 

 

Le même type de démarche permet d’obtenir la courbe CB . 

[1] Lorsque x1 = - E alors E
3

sinR2x 2 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α=  et  E
3

2sinR2x3 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α= . 

 Les inégalités Ex.OMEetEx.OME 3c2c ≤≤−≤≤−  deviennent alors : 

R
E2

3
2sin0et

R
E2

3
sin0 <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α<  

Il vient donc qu’il faut 120° < α < 240° et RE2 > . 

En posant β = α - 180°, on obtient pour –60° < β < 60° : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β−−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β−−=

−=
β+−=

3
2sinR2Ex

3
sinR2Ex

Ex
cosR2E3  h

3

2

1

 

[2] Lorsque x2 = - E alors α−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α−−= sinR2Exet
3

sinR2Ex 31 . 

Les inégalités Ex.OMEetEx.OME 3c1c ≤≤−≤≤−  deviennent alors : 

Tension vc1
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Figure 56  
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0sin
R
E2et0

3
sin

R
E2 <α<−<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α<− . 

Il vient donc qu’il faut -120° < α < 0° et RE2 > . 

En posant β = α + 60°, on obtient pour –60° < β < 60° : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β−−=

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β−−=

β+−=

3
sinR2Ex

Ex
3

2sinR2Ex

cosR2E3  h

3

2

1

 

[3] Lorsque x3 = - E  alors α+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−α+−= sinR2Exet
3

sinR2Ex 21 . 

Les inégalités Ex.OMEetEx.OME 2c1c ≤≤−≤≤−  deviennent alors : 

R
E2sin0et

R
E2

3
sin0 <α<<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+α< . 

Il vient donc qu’il faut 0°  < α < 120° et RE2 > . 

 En posant β = α - 60°, on obtient pour –60° < β < 60° : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β−−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β−−=

β+−=

Ex
3

2sinR2Ex

3
sinR2Ex

cosR2E3  h

3

2

1

 

 

 

On a déterminé les courbes CH et CB sur lesquelles doit se situer le point M. La solution 

n’est pas encore unique. On peut alors chercher à réduire la valeur efficace de l’ondulation de 

tension de 3c3c2c2c1c1cc s)t(us)t(us)t(u)t(u ++= qui caractérise les tensions aux bornes 

des phases des sources de courant. Étant donné que la composante homopolaire qu’on rajoute 

appartient au noyau, on sait qu’elle n’affecte pas créfu  la valeur moyenne de )t(uc  (on ne 

trouve pas ainsi d’harmonique 3, 6 ou 9). Par contre selon la valeur de la composante 

homopolaire choisie les durées t0 et t7 ne sont pas les mêmes (la valeur t0+t7 est par contre 



Chapitre 2 

104 

 

imposée). Jouer sur ce dernier degré de liberté permet de réduire la valeur efficace de 

l’ondulation de tension : créfc u)t(u − . 

 

Remarque :  pour décrire la courbe CH  les vecteurs employés sont d’une 

part, 6c4c2c vetv,v  qui correspondent aux points M2, M4 et M6 et dont la 

composante homopolaire vaut 
3
E2 ,  7cv  d’autre part de composante homopolaire 

3
E3 . Cela signifie que le potentiel du point neutre (en cas de couplage étoile sans 

neutre sorti) varie entre 
3
E2  et 

3
E3 . Avec une commande classique les variations de 

ce même point neutre sont plus marquées: entre - 
3
E3 et 

3
E3 . Par contre son 

potentiel moyen est nul. Certaines commandes qui s’intéressent aux problèmes de 

compatibilité électromagnétique, montrent l’intérêt de diminuer les fluctuations du 

potentiel du point neutre. 

III.4. Conclusion 

À travers l’étude de l’onduleur de tension deux niveaux, on a cherché à appliquer sur un 

cas bien connu le formalisme vectoriel développé. Cela permet de mettre en évidence plus 

facilement le nouvel éclairage qu’apporte la méthode. 

Ainsi, la définition de deux espaces vectoriels, l’un associé à la source, l’autre au 

modulateur d’énergie permet d’introduire naturellement la commande avec ou sans 

homopolaire. 

Par ailleurs, le formalisme permet de généraliser la notion de vecteur d’espace, très utilisée 

en électronique de puissance, à des cas de dimension supérieure à 2 tout en conservant des 

aspects géométriques qui manquent au formalisme matriciel tel qu’il est traditionnellement 

utilisé. 

 

Si on avait choisi une autre référence de potentiel, le formalisme mène à des résultats non 

« habituels » mais tout aussi exploitables. Prenons ainsi pour potentiel de référence la borne 

de sortie de la phase 1 de la source de courant triphasé alors le vecteur cv  devient : 
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( ) ( ) 3c1c3c2c1c2c1cc xvvxvvx0v −+−+= . 

Le caractère bidimensionnel du modulateur 

apparaît alors immédiatement puisqu’une 

composante du vecteur tension est nulle. Le 

domaine accessible n’est plus un cube mais 

un hexagone correspondant à une nouvelle 

famille de vecteurs. On passe donc d’un 

domaine volumique à un domaine 

surfaciqueA. Par contre, le choix de cette 

référence fait apparaître une dissymétrie 

géométrique et les points M0 et M7 sont 

confondus. Néanmoins une étude similaire 

à celle réalisée est possibleB.  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+++=++=
+++=+++=

+++=++=
+=++=

.   x0  x0 x0v;    x0  xE2- x0v
;xE2  x0 x0v;xE2  xE2 x0v
;x0  xE2 x0v;xE2-  x0 x0v

;xE2-  xE2- x0v; x0  x0 x0v

3c2c1c7c3c2c1c6c

3c2c1c5c3c2c1c4c

3c2c1c3c3c2c1c2c

3c2c1c1c3c2c1c0c

 

 

 

 

 

                                                 
A Attention ce n’est pas une vue en perspective ! Les trois types traits pointillés relient les 

points qui ne diffèrent entre que par une seule commutation. C’est la raison pour laquelle 

semble réapparaître en perspective le cube considéré précédemment. 

B Le rayon du cercle maximum inscrit est E2
2
3 pour des tensions composées donc 

E2
2
2  pour des tensions simples. 

v1

v2

v3 M0

M7

( 0, 2E)

(0,-2E)

( 0, 2E)

E√2

M5

M1

M6

M2

xc2

xc3

M3

( 2E, 2E)

M4

(-2E,-2E)

M1

(-2E0)

 
Figure 57, plan des vecteurs engendrés par le 

modulateur en choisissant une référence de 

potentiel différente. 
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Chapitre III   Machine électrique polyphasée 
modélisée  à l’aide d’un formalisme vectoriel 

 

Lors de l’étude des modulateurs d’énergie à l’aide du formalisme vectoriel proposé les 

sources ont été associées à un espace vectoriel euclidien dont la dimension est simplement 

liée au nombre de phases connectées au modulateur. On se propose dans ce chapitre de 

poursuivre l’étude des sources avec ce formalisme en prenant pour exemple support des 

machines électriques classiques. Il sera alors possible d'examiner dans quelle mesure les 

notions introduites à propos des modulateurs s'utilisent avec ces sources de courant. 

Dans le cadre d’une alimentation à l’aide de modulateur d’énergie, se limiter à des 

machines triphasées se justifie par des critères essentiellement d’ordre historique et 

économique (connaissance, disponibilité et prix des machines). Augmenter le nombre de 

phases peut d’ailleurs sembler intéressant dans la mesure où la puissance électrique qui est 

fournie à la machine via un modulateur est alors fractionnée. Les interrupteurs s'en trouvent 

être de calibre plus faible. Cette démarche est d’ailleurs déjà largement utilisée dans le cadre 

des machines hexaphasées de forte puissance. 

Dans un premier temps, on s'attache à étudier deux cas très connus : 

• une machine asynchrone « diphasée » au stator et au rotor ; 

• une machine asynchrone triphasée à cage comportant q barres rotoriques. 

Dans un deuxième temps, deux machines sont étudiées l'une pentaphasée, l'autre 

hexaphasée. On en déduit les relations à respecter afin de réduire la dimension de l'espace 

vectoriel d'étude. 

I. Étude d’une machine « diphasée équivalente » 
Dans ce paragraphe l’objectif est d’ordre introductif. En effet ce cas classique se traite 

autant en formalisme matriciel que complexe. Même si évidemment aucun résultat nouveau 

n’est à attendre, traiter ce cas permet de présenter la démarche d’étude qui sera adoptée dans 

la suite du chapitre. 
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I.1. Le modèle 

On adopte un modèle classique de 

représentation des phénomènes 

électromagnétiques ayant lieu au sein d’une  

machine « diphasée » : 

Le stator (respectivement le rotor) est 

représenté électriquement par deux bobinages 

Bsα et Bsβ (resp Brα et Brβ)  dont la 

configuration est indiquée Figure 58, avec p 

nombre de paires de pôles et θ angle mécanique entre stator et rotor ; 

Chaque phase est régie électriquement par la relation : 

u(t) = R j(t) - e(t)             R 1 

 avec, 

 u(t) tension aux bornes de la phase ; 

 R résistance de la phase ; 

 j(t) courant dans la phase ; 

 
dt
d)t(e φ

−= , e(t) tension induite dans le bobinage 

de la phase ; 

 φ(t) flux capté par la phase. 

 

On suppose qu’entre flux et courants existent les relations suivantes : 
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I.2. Formulation vectorielle 

I.2.1.  Expression dans deux repères simultanément 

Associons aux phases statoriques le repère orthonormé Rs (O, 2c1c s,s ) et aux phases 

rotoriques le repère orthonormé Rr (O, 2c1c r,r ) (cf. Figure 60).  

Bsβ

Bsα

Brβ

Brα

pθ

pθ

jsα

jsβ

jrβ jrα

 

Figure 58 , représentation diphasée 

+

-
e(t)u(t)

j(t)

R

 

Figure 59  
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On introduit les vecteurs suivants : 

• 2cs1css ss βα φ+φ=φ  ; 

• 2cr1crr rr βα φ+φ=φ  ; 

• 2cs1css sjsjj βα +=  ; 

• 2cr1crr rjrjj βα +=  ; 

• 2cs1css susuu βα +=  ; 

• 2cr1crr ruruu βα +=  ; 

Les relations R1, R2 et R3 deviennent alors : 

rsrsss jMjL +=φ  ;             R 4 

rrssrr jLjM +=φ  ;             R 5 

s

s
sss

/
dt

djRu
R

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ
+=  ;           R 6 

r

r
rrr

/
dt

djRu
R

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ
+=  ;           R 7 

Remarque 1 : Il est à noter qu’il est important de préciser, lors de la dérivation de 

vecteurs, le repère au sein duquel s’opère cette dérivation temporelle.  

Remarque 2 : on bénéficie de la même compacité que le formalisme des phaseurs 

complexes par rapport au formalisme matriciel, notamment pour les expressions 

R4 et R5 entre flux et courant.  

Remarque 3 : deux repères distincts ont été associés aux phases statoriques et 

rotoriques avec néanmoins des contraintes entre ces repères. Ils définissent un 

même plan vectoriel et sont déphasés entre eux d’un angle pθ. 

Ce choix peut être guidé implicitement par la réalité physique dans la mesure où 

l’on identifie ces repères avec des repères spatiaux. Il existe effectivement un 

déphasage mécanique θ  entre stator et rotor. On se placerait ainsi dans un plan 

de coupe de la machine. Néanmoins cette approche basée sur une représentation 

pθ

pθ

sc1

sc2

rc1

rc2

 

Figure 60 , repères associés aux 

phases statoriques et rotoriques 
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spatiale est par trop réductrice. En effet, pour une machine triphasée, elle n’est 

déjà plus guère possible. 

Une autre justification est celle développée au sein du formalisme des phaseurs 

complexes. Elle se base sur l’équivalence des forces magnétomotrices. Certes, 

cette approche permet également de traiter les machines polyphasées classiques. 

Néanmoins, étant donné que le formalisme a pour support le plan complexe, il 

n’est guère possible d’associer à q phases une base de q vecteurs. L’utilisation 

des propriétés des espaces vectoriels s’en trouve compromise. 

Finalement, on trouvera, lors de l’étude des machines triphasée ou pentaphasée, 

que s’introduisent naturellement, de par les propriétés des machines, deux 

repères déphasés de pθ, l’un associé à des grandeurs statoriques l’autre à des 

grandeurs rotoriques. 

On a préféré pour l’instant imposer ce choix sans justification théorique. 

 

I.2.2.  Changement de repère de travail 

Lors de la synthèse d’une commande on 

préfère travailler dans un seul repère que l’on 

note R ,(O, 2c1c t,t ). Il s’agit donc d’exprimer 

les dérivées vectorielles temporelles dans ce 

repère. Il suffit pour cela d’utiliser les relations 

bien connues en mécanique et qu’il est aisé de 

rétablir : 

s3cs
s

s

s s
/

dt
d

/
dt

d
φ∧+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ ξ&
RR

 et r3cr
r

r

r s
/

dt
d

/
dt

d
φ∧+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ ξ&
RR

 

avec : 

• les angles ξs, ξr définis Figure 61 ; 

• 3cs  tel que les bases ( 2c1c s,s , 3cs )  et ( 2c1c r,r , 3cs ) soient orthonormées 

directes c’est à dire 2c1c3c sss ∧=  ; 

•  
dt

d
et

dt
d r

r
s

s
ξξξξ == &&  . 

Les relations R4, R5 sont inchangées, par contre R6 et R7 deviennent : 

pθ

pθ

sc1

sc2

rc1

rc2

ξs

ξs

ξr
ξr

tc1

tc2

 

Figure 61 , passage à un nouveau 

repère,(O, 2c1c t,t ). 
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s3cs
s

sss s
/

dt
djRu φ∧+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ
+= ξ&

R
 ;           R 8 

r3cr
r

rrr s
/

dt
djRu φ∧+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ
+= ξ&

R
 ;          R 9 

À ce stade, étant donné que toutes les dérivées s’opèrent par rapport à un même repère, on 

peut omettre de le préciser. Dans ce cas on retrouve bien des expressions équivalentes à celles 

obtenues avec les phaseurs complexes à savoir : 

ss
s

sss j
dt

d
jRu φ+

φ
+= ξ& et rr

r
rrr j

dt

d
jRu φ+

φ
+= ξ&   

 Remarque 1 : l’angle entre les deux vecteurs sφ et s3cs φ∧  est de +90°. On 

retrouve cette rotation dans le plan complexe en réalisant le produit avec le 

complexe j 

Remarque 2 : l’obtention des composantes dans le nouveau repère s’opère grâce 

à de simples produits scalaires (par exemple 2css s.uu =β ). 

I.2.3.  Expression des puissances et du couple 

Afin d’obtenir le couple électromagnétique on effectue un bilan énergétique :  

pe = pj + pmé + pem avec, 

• pe puissance électrique fournie à la machine ; 

• pj « pertes » joule ; 

• pmé puissance mécanique fournie par la machine ; 

• pem puissance magnétique absorbée par la machine. 

 

Explicitons les différents termes du bilan : 

• la puissance électrique instantanée pe totale fournie à la machine s’obtient 

immédiatement par simple produit scalaire : rrsse j.uj.up +=  ; 

• trivialement, au vu du modèle choisi, : pj = 
2

rr

2

ss jRjR +  ; 

• la puissance mécanique fournie par le couple électromagnétique est : 

pmé = 3cem s.C θ&  ; 
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• l’énergie magnétique Wm du système linéaire étudié s’exprime simplement 

par : 

Wm = rrss j.
2
1j.

2
1

φ+φ  d’où pem = 
dt

dWm  =
dt

j.
2
1j.

2
1d rrss ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φ+φ

. 

 

 On cherche à faire apparaître les dérivées des différents flux en utilisant les propriétés de 

la dérivée du produit scalaire de deux vecteurs :  

• s
s

s
s

ss

.
/

dt
jd

2
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/
dt

d
2
1

dt
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• r
r

r
r

rr

.
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dt
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2
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/
dt

d
2
1

dt

j.
2
1d
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=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φ

RR
. 

Les relations R4 et R5 permettent finalement d’obtenir : 

r
r

s
s

em j.
/

dt
dj.

/
dt

dp
RR

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ
=  

Remarque : si l’on omet de préciser dans quel repère on effectue les dérivations 

vectorielles les résultats peuvent être alors surprenants ! Ainsi en prenant au sein 

du bilan énergétique r
r

s
s

m j.
dt

d
j.

dt
d

p
φ

+
φ

= , 
dt

d
jRu s
sss

φ
+=  et 

dt
djRu r

rrr
φ

+=  il vient Cem = 0! 

 

En faisant intervenir dans le bilan énergétique les relations R8 et R9 on obtient : 

pmé = 3cem s.C θ& = pe – pj - pem = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φ∧+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φ∧ ξξ r3crrs3css s.js.j &&  

Or les propriétés du produit mixte permettent d’écrire :  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φ∧+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φ∧ ξξ r3crrs3css s.js.j && = ( ) ( )r3crrs3css sjsj φ+φ ξξ &&  = 

( ) ( )rr3crss3cs jsjs φ+φ ξξ &&  = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧φ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧φ ξξ rrr3csss3c j.sj.s &&  

Ce qui donne : 
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emCθ& = rrrsss jj ∧φ+∧φ ξξ &&   

 

Cette expression originale met en exergue une équivalence entre stator et rotor. 

Elle montre que le couple résulte de la somme de deux produits vectoriels. 

 

 On cherche maintenant à retrouver différentes expressions plus classiques. 

En tenant compte que : 

• θ=− ξξ &&& prs (cf. Figure 61) ; 

• ( ) srsrsrsrssss jjMjjMjLj ∧=∧+=∧φ   car 0jj ss =∧  

• ( ) rssrrrrssrrr jjMjjLjMj ∧=∧+=∧φ . 

En jouant également sur le fait que le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires est nul 

on trouve d’autres expressions : 

emC = srsr jjMp ∧  = 

ss jp ∧φ = rrjp φ∧ = 

sr
s

sr j
L
Mp φ∧ = sr

r

sr j
L
M

p ∧φ  

 

Remarque 1 : avec la notion de phaseur complexe on trouve Cem = Im(p Msr s
*
r jj ),  

ce qui peut être effectivement interprétée comme un produit vectoriel. On a vu que 

le passage entre les différentes formulations du couple est grandement facilité en 

utilisant les propriétés du produit vectoriel. 

 

Remarque 2 : dans le cas d'un effet réluctance variable les relations R4 et R5  

sont encore  vérifiées mais les inductance propres et mutuelles dépendent de 

l’angle θ. L'expression de la dérivée de l’énergie magnétique ne peut plus se 

simplifier et on obtient  alors : 

emCθ& = rrrsss jj ∧φ+∧φ ξξ && + emrCθ& avec 
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 emrCθ& = s
s

s
s .
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I.3. Conclusion 

On souligne les points suivants relatifs au formalisme vectoriel proposé : 

• formulation compacte permettant une approche graphique comme pour les phaseurs 

complexes. Le vecteur flux statorique apparaît ainsi comme une somme vectorielle de 

deux composantes l'une dû au vecteur courant statorique l'autre au vecteur courant 

rotorique. L’approche matricielle masque quelque peu cette propriété en faisant  

intervenir une matrice rotation. En effet, dans cette approche on a besoin 

d’expliciter toutes les grandeurs vectorielles dans une seule et même base. 

• expression de la puissance et du couple faisant intervenir produit scalaire et produit 

vectoriel ce qui permet des manipulations aisées (voir par exemple les différentes 

formulations du couple) alors que ce n’est le cas avec les phaseurs complexes (la 

puissance électrique s’obtient par exemple par p = Re( ju* ) ).  

• nécessité d’une connaissance minimale sur les propriétés des espaces vectoriels : 

produit scalaire, produit vectoriel, produit mixte. 

 

II. Étude d’une machine asynchrone triphasée à cage 
Au paragraphe Chapitre III  I,  on s’est imposé un modèle sur lequel les développements 

ont été effectués. On s’intéresse à présent à la démarche de modélisation d’une machine 

triphasée asynchrone à cage. On a choisi volontairement un cas où nombre de phases 

statoriques et rotoriques sont distincts afin de mettre en évidence l’apport du formalisme pour 

traiter ce type de problème.  

 

Description classique : 

La machine comporte q barres au rotor régulièrement réparties avec anneaux de court-

circuit. Le stator est quant à lui supposé triphasé et régulièrement construit (trois phases 

identiques déphasées spatialement de 120°/p, p nombre de paires de pôles). 

On considère une phase rotorique comme étant constituée de deux barres successives 

reliées par les anneaux de court-circuit,. Il y a donc q phases au rotor. 



Chapitre 3  

 115

Hypothèse : on suppose la machine 

linéaire du point de vue magnétique.  

Notations : 

• φsk flux capté par la phase n°k du 

stator, jsk le courant qui la traverse, usk 

la tension à ses bornes, Rsk sa 

résistance ; 

• φrk flux capté par la phase n°k du 

rotor, jrk le courant qui la traverseA, 

urk la tension à ses bornes. 

 

Associons aux phases statoriques un 

espace vectoriel E3 de dimension 3 muni 

d’une base orthonormée Rs ( 3c2c1c s,s,s ) et 

aux phases rotoriques un espace vectoriel Erq 

de dimension q muni d’une base orthonormée Rr , ( )cq2c1c r,....,r,r   

On introduit les vecteurs suivants : 

• 3c3s2c2s1c1ss sss φ+φ+φ=φ  ; 

• 3c3s2c2s1c1ss sjsjsjj ++=  ; 

• 3c3s2c2s1c1ss sususuu ++=  . 

 

• cqrq2c2r1c1rr r....rr φ++φ+φ=φ  ; 

• cqrq2c2r1c1rr rj....rjrjj +++=  ; 

• cqrq2c2r1c1rr ru....ruruu +++=  . 

II.1. Expression des flux captés par les phases statoriques et rotoriques 

L’hypothèse de linéarité permet d’exprimer les flux captés à l’aide des courants et des 

inductances entre phases. On a les relations matricielles suivantes : 

                                                 
A Le courant de phase jrk est le courant qui circule dans l’anneau (cf. Figure 62) 

pθ

js1

js2 jr1

js3

jr2

jr3

jr4

ir1

ir2

ir4

ir3

 

Figure 62, Représentation symbolique 

d’une machine à trois phases statoriques et 

quatre phases rotoriques en court-circuit, 1 

paire de pôles 
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Ces relations matricielles sont équivalentes à : 

)j(f)j(f rsrssss +=φ  et )j(f)j(f rrrsrsr +=φ . 

fss, fsr, frs, frr sont quatre applications linéaires (morphismes) dont on donne les espaces 

vectoriels de départ et d’arrivée : 

fss : E3 → E3 ; fsr : Eq → E3 ; frs : E3 → Eq ; frr : Eq → Eq 

L’expression matricielle n’est pas très commode d’utilisation ni celle utilisant les 

morphismes. Pour savoir si des simplifications sont possibles il faut étudier ces applications 

linéaires en recherchant : 

• les noyauxA ; 

• les espaces imagesB ; 

• les valeurs propres et vecteurs propres pour fss et frr  qui sont des endomorphismes 

(même espace de départ et d’arrivée) 

 

II.1.1.  Étude de fss 

fss est un endomorphisme. La recherche des valeurs et vecteurs propres s’impose donc. 

On adopte une méthode de recherche générale en travaillant dans un espace vectoriel dont 

les scalaires sont des complexes (espace hermitien) et non des réels (espace euclidien). Dans 

ce cas, tout polynôme de degré n possède n racines (certaines peuvent être identiques). Or, les 

                                                 
A ensemble des vecteurs de l’espace de départ dont l’image est nulle. 
B ensemble des vecteurs de l’ensemble d’arrivée qui sont image d’un vecteur de l’espace 

de départ. 
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valeurs propres sont les racines d’un polynôme dit caractéristique. Cette méthode permet de 

les trouver.  

La matrice qui caractérise fss est circulante et symétrique.  
La symétrie implique qu’il existe trois valeurs propres réelles et que la base de vecteurs 

propres normée associée est orthogonale. 

La circularité nous donne l’expression des trois valeurs propres λ1, λ2, λ3  dans l’espace 

hermitien associé à E3  ainsi que trois vecteurs propres unitaires 1ssy , 2ssy , 3ssy : 

• λ1 = Lss + Ms + Ms ;  

• λ2 = Lss + a Ms + a2 Ms avec 3
2j

ea
π

=  ; 

• λ3 =  Lss + a2 Ms + a4 Ms ; 

• ( )3c2c1c1ss sss
3

1y ++=  ; 

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

ππ

3c
3

4j

2c
3

2j

1c2ss seses
3

1y  ;  

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

π
−

π
−

3c
3

4j

2c
3

2j

1c3ss seses
3

1y . 

Or, la matrice étant symétrique, les valeurs propres sont réelles. On peut donc écrire : 

• λ1 = Re(Lss + Ms + Ms )  avec Re (x) , partie réelle du complexe x ; 

• λ2 = Re(Lss + a Ms + a2 Ms) ; 

• λ3 = Re( Lss + a2 Ms + a4 Ms ). 

 

Il vient les résultats classiques : 

 

λ1 = Lss + 2Ms   et  λ2 = λ3 = Lss - Ms . 

 

Remarque 1: λ2 est classiquement appelée l’inductance cyclique statorique, λ1 

l'inductance de fuite statorique. 

Remarque 2: la donnée de la base de vecteurs propres permet d’obtenir la 

classique matrice de Fortescue : 3
2

j

2

2 eaavec
aa1
aa1
111

3
1 π

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
. 
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Étant donné que λ2 = λ3 toute combinaison linéaire de 2ssy et 3ssy est également vecteur 

propre associé à λ2. En remarquant que 3ssy est conjugué de 2ssy , on trouve facilement 

deux combinaisons qui permettent d’obtenir des vecteurs propres à coefficients réels cs
2d , cs

3d . 

On obtient alors uneA base de vecteurs propres orthonormée dans l’espace euclidien E3, 

( cs
1d , cs

2d , cs
3d ) : 

• ( )3c2c1c
cs
1 sss

3
1d ++=  ; 

• ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

+=
+

= 3c2c1c
3ss2sscs

2 s
3

4coss
3

2coss
3
2

2
yy2d  ;  

• ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

+=
−

= 3c2c1c
3ss2sscs

3 s
3

4sins
3

2sins0
3
2

2
yy2d . 

Soit : 

• ( )3c2c1c
cs
1 sss

3
1d ++=  ; 

• ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= 3c2c1c

cs
2 s

2
1s

2
1s1

3
2d  ; 

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+= 3c2c1c

cs
3 s

2
3s

2
3s0

3
2d . 

 

Remarque : on retrouve dans ce cas les coefficients de la matrice de Concordia 

qui n’est autre qu’une matrice de changement de baseB.  

 

Il vient une expression plus explicite du morphisme fss :  

                                                 
A Elle n’est pas unique du fait que λ2 est d’ordre 2. D’autres combinaisons linéaires 

permettent d’obtenir d’autres bases. 
B Il est à remarquer que des hypothèses ont été faites sur la machine. La matrice de 

Concordia n’est donc la bonne matrice de changement de base que lorsque les hypothèses 

de symétrie sont vérifiées.  
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⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +λ+λ= cs

33s
cs
22s2

cs
11s1sss dJdJdJ)j(f  

avec : 

cs
33s

cs
22s

cs
11s3c3s2c2s1c1ss dJdJdJsjsjsjj ++=++=   et   

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−==

++
==

3s2s
cs
3s3s

3s2s
1s

cs
2s2s

3s2s1scs
1s1s

jj
2

1djJ

;
2
j

2
j

j
3
2djJ

;
3

jjj
djJ

.

.

.

 

 

Remarque : Cette expression peut encore se simplifier lorsque par exemple Js1, la 

composante homopolaire du vecteur courant statorique, est nulle. On a alors : 

s2
cs
33s

cs
22s2sss jdJdJ)j(f λ=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +λ=  

II.1.2.  Étude de frr 

La matrice caractérisant frr est elle aussi circulante et symétrique. L’étude effectuée au 

préalable sur fss peut être alors reproduite. On sait, de par la symétrie de la matrice, qu'il y a q 

valeurs propres réelles et une base de vecteurs propres associée orthonormée. 

Par ailleurs, la circularité nous permet de trouver analytiquement ces valeurs et vecteurs 

propres en travaillant dans un espace vectoriel hermitien .  

Par résolution de l'équation caractéristique on trouve q valeurs propres : 

• rq2r1rr1 M....MM +++=λ ; 

• rq

1

q
2j)1q(

3r

1

q
2j2

2r

1

q
2j

1rr2 Me....MeMeM ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=λ

π
−

ππ

; 

• rq

2

q
2j)1q(

3r

2

q
2j2

2r

2

q
2j

1rr3 Me....MeMeM ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=λ

π
−

ππ

; 
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• … 

• rq

1q

q
2j)1q(

3r

1q

q
2j2

2r

1q

q
2j

1rqr Me....MeMeM

−π
−

−π−π

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=λ  

La symétrie de la matrice nous assure de la nature réelle de ces valeurs propres. Il vient 

donc : 

• rq2r1rr1 M....MM +++=λ  

• ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+=λ

q
21qcosM....

q
22cosM

q
2cosMM rq3r2r1rr2 ; 

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+=λ

q
2)1q(2cosM....

q
24cosM

q
22cosMM rq3r2r1rr3 ; 

• … 

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−+=λ

q
2

)1q(cosM....
q

2
)1q(2cosM

q
2

)1q(cosMM 2
rq3r2r1rqr  

 

Dans l'espace vectoriel hermitien  on trouve, associés aux valeurs propres λkr, les vecteurs 

propres ke  suivants : 

• ( )cq2c1c1 r...rr
q
1e +++= ; 

• 
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=

π
−

ππ

cq

1

q
2j1q

3c

1

q
2j2

2c

1

q
2j

1c2 re...rerer
q
1e ; 

• … 

• 
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=

−π
−

−π−π

cq

1q

q
2j1q

3c

1q

q
2j2

2c

1q

q
2j

1cq re...rerer
q
1e  
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En remarquant que  λk r = λq-k+2 r  et 
( )

q
2jk

q
2jkq

ee
π

−
π

−

=  il vientA que la famille de vecteurs 

( cr
1q

cr
1

cr
0 m,...,m,m − ) forme une base orthonormée de vecteurs propres à coefficients réels : 

• ( )cq2c1c
cr
0 r...rr

q
1m +++= ; 

• 
( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+=

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+=

+
=

cq3c2c1c
q2cr

2

cq3c2c1c
q2cr

1

r1q
q

2sin....r
q

4sinr
q

2sinr0
q
2

2

ee
m

r1q
q

2cos....r
q

4cosr
q

2cosr1
q
2

2

ee
m

 

• 
( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+=

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+=

+
=

−

−

cq3c2c1c
1q3cr

4

cq3c2c1c
1q3cr

3

r1q
q
22sin....r

q
42sinr

q
22sinr0

q
2

2

ee
m

r1q
q
22cos....r

q
42cosr

q
22cosr1

q
2

2

ee
m

 

• …  

Si q est impair avec q = 2 h + 1 alors le dernier couple de vecteurs propres est : 

• 
( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+=

−
==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+=

+
==

++
−

++
−−

cq3c2c1c
2h1hcr

h2
cr

1q

cq3c2c1c
2h1hcr

1h2
cr

2q

r1q
q
2hsin....r

q
4hsinr

q
2hsinr0

q
2

2

ee
mm

r1q
q
2hcos....r

q
4hcosr

q
2hcosr1

q
2

2

ee
mm

. 

Si q est pair avec q = 2 h  alors le dernier vecteur propre est : 

                                                 

A En effet, 
( )

2

ee

2

ee

2

ee
f 2kqk

rk
2kqr2kqkrk2kqk

rr
+−+−+−+− +

λ=
λ+λ

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +
 . Au sein de la 

somme ( )2kqk ee +−+  on trouve des expressions élémentaires du type 
12kq

q
2

jm
1k

q
2

jm
ee

−+−π−π

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
. 

Or, 
( ) ( ) ( ) ( )

q
2jm1k

q
2jm1k

m

q
2j1kq

m

q
2j1k

12kq

q
2jm

1k

q
2jm

eeeeee
π

−−
π

−
π

+−
π

−
−+−π−π

+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
 = 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−

q
2

jm1kcos2  d’où le résultat.  
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• 
( )

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+===

π
−

ππ

+−− cq

h

h2
2

j1q

3c

h

h2
2

j2

2c

h

h2
2

j

1c1h
cr

1h2
cr

1q re...rerer
q
1emm

soit, ( )cq3c2c1c
cr

1h2 r...rrr
q

1m −++−=− . 

 

L'obtention de cette base orthonormée nous permet de simplifier l'expression de )j(f rrr . 

On y décompose rj  :  

cr
1q1rq

cr
22r

cr
11r

cr
00rr mJ...mJmJmJj −−++++=  

avec cr
krrk m.jJ =  

Il vient alors :  

cr
1q1rq1rh

cr
44r

cr
33r3r

cr
22r

cr
11r2r

cr
00r1rrrr mJ...mJmJmJmJmJ)j(f −−+λ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +λ+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +λ+λ=

. 

En posant : 

  cr
00r1r mJJ =  ; 

 ;mJmJJ cr
22r

cr
11r2r +=   

 cr
44r

cr
33r3r mJmJJ += ; 

  cr
66r

cr
55r4r mJmJJ += ; 

 … 

 .1h2qsimJmJJ;h2qsimJJ cr
1q1rq

cr
2q2rq1rh

cr
1q1rq1rh +=+=== −−−−+−−+  

 

Après un développement un peu lourd on obtient le résultat particulièrement simple  : 

 

1rh1rh3r3r2r2r1r1rrrr J...JJJ)j(f ++λ+λ+λ+λ=
 

 

A ce stade on peut encore simplifier. En effet, du fait du couplage naturel d'une cage la 

composante Jr0 du vecteur courant rotorique selon ( )cq2c1c
cr
0 r...rr

q
1d +++= est nulle. 
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1rh1rh3r3r2r2rrrr J...JJ)j(f ++λ+λ+λ= . 

 

Remarque : dans le cas où q = 3, r2rrrr j)j(f λ=  et on retrouve effectivement le 

résultat du paragraphe précédent.  

 

II.1.3.  Étude de fsr  

Cette application linéaire n’est pas un endomorphisme, on ne peut donc étudier ses 

vecteurs propres et valeurs propres. C’est pour ce type d’étude que la notion de morphisme est 

d’un usage particulièrement intéressant. On étudie son image et son noyau. 

Pour connaître ce dernier il faut résoudre l’équation :  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
0
0

j
...
j
j
j

M...MMM
M...MMM
M...MMM

rq

3r

2r

1r

cq3c2c1c

bq3b2b1b

aq3a2a1a

, 

c’est à dire trouver l’ensemble des vecteurs rj  orthogonaux aux trois vecteurs suivants : 

• cqaq2c2a1c1aa rM....rMrMM +++=  ; 

• cqbq2c2b1c1bb rM....rMrMM +++=  ; 

• cqcq2c2c1c1cc rM....rMrMM +++=  . 

Ces trois vecteurs engendrent au plus un espace de dimension trois noté (Ker fsr)⊥. Par 

conséquent, Ker fsr est au moins de dimension q-3.  

La connaissance du noyau nous mène ensuite à créer une nouvelle base de travail. On 

décompose Eq en une somme directe de deux espaces orthogonaux Ker fsr et (Ker fsr)⊥
 : 

Eq = Ker fsr ⊕ (Ker fsr)⊥
 . 

Tout vecteur cqrq2c2r1c1rr rj....rjrjj +++=  peut alors se décomposer de façon unique en 

une somme de deux vecteurs, l'un rKJ élément de Ker fsr, l'autre réJ élément de (Ker fsr)⊥
 : 

rérKr JJj += .  
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 Vu du stator, puisque par définition du noyau fsr( rj ) = fsr( réJ ),   c’est la dimension 

de (Ker fsr)⊥
  et non le nombre de phases rotoriques qui est à prendre en considération. On 

peut dire que réJ est un courant « équivalent » à rj . 

 

Étude d'un exemple : 

On applique la démarche proposée sur un exemple pour lequel les mutuelles s’expriment  

par :  

Mxi = Msr cos(pδxi) 

avec δxi angle mécanique entre la phase statorique x et la phase rotorique n° i. 

C’est le cas d’une machine où l’on suppose une répartition sinusoidale des forces 

magnétomotrices. 

La répartition régulière des barres rotoriques permet d'affirmer que d’après Figure 62: 

• ( ) ( )1i
n
2p1i

q
2ppp

r
ai −

π
−θ−=−

π
−θ−=δ   avec 

p
qn r = ; 

• ( ) θ−−
π

−
π

=δ p1i
n
2

3
2p

r
bi  d’où ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ−−

π
−

π
= p1i

n
2

3
2cosMM

r
srbi  ; 

• ( ) θ−−
π

−
π

=δ p1i
n
2

3
4p

r
ci  d’où ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ−−

π
−

π
= p1i

n
2

3
4cosMM

r
srci . 

On cherche tout d'abord à caractériser (Ker fsr)⊥
  engendré par aM , bM  et cM . 

La propriété Mai + Mbi + Mci = 0A implique aM + bM + 0Mc = . Les trois vecteurs sont 

donc liés sans être pour autant colinéaires (sauf si 2p est multiple de q)B. (Ker fsr)⊥
  est alors 

un plan dont il est aisé de prouverC qu'une base orthonormée est constituée par la famille 

suivante de vecteurs ( cr
1d , cr

2d ) :  

                                                 
A Puisque, ( ) ( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ−−

π
−

π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ−−

π
−

π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ−−

π
− p1i

n
2

3
4cosp1i

n
2

3
2cosp1i

n
2cos

rrr

 = 0 

B  car alors π=π=
π m

q
p2

n
2

r

 ce qui implique que cr
2d  est nul. 

C En utilisant les formules trigonométriques : 

 cos(a + k
n
2

r

π ) = cosa cos ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π k
n
2

r

– sina sin ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π k
n
2

r

 et 
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• ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+= cq

r
3c

r
2c

r
1c

cr
1 r1q

n
2cos....r

n
4cosr

n
2cosr1

q
2d  

• ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+= cq

r
3c

r
2c

r
1c

cr
2 r1q

n
2sin....r

n
4sinr

n
2sinr0

q
2d . 

Vu du stator le rotor est alors « équivalent » à un système diphasé de bobinages en quadrature 

dont un vecteur courant est cr
22ré

cr
11réré dJdJJ +=  avec : 

• ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+== rq

r
3r

r
2r

r
1r

cr
1r1ré j1q

n
2cos....j

n
4cosj

n
2cosj

q
2d.jJ ; 

• ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+== rq

r
3r

r
2r

r

cr
2r2ré j1q

n
2sin....j

n
4sinj

n
2sin0

q
2d.jJ . 

Pour obtenir l'image du vecteur courant rotorique "équivalent" réJ il suffit de connaître les 

images de cr
2

cr
1 detd par fsr : 

•  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−θ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−θ+θ=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3c2c1csr
cr
1sr s

3
4pcoss

3
2pcosspcosM

2
qdf . 

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−θ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−θ+θ−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3c2c1csr
cr
2sr s

3
4

psins
3

2
psinspsinM

2
qdf  

Il apparaît que ces deux images, de module srM
2
q

2
3 , sont orthogonales à cs

1d  défini au 

paragraphe II.1.1.  et appartiennent donc au plan engendré par les vecteurs cs
3

cs
2 detd . 

Notons 
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
cr
2sr

cr
2sr

cs
3

cr
1sr

cr
1sr

cs
2

df

df
bet

df

df
b . La Figure 63 se construit alors aisément et on 

a :  

fsr ( )rj  = fsr ( )réJ  = srM
2
q

2
3

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + cs

32ré
cs
21ré bJbJ  

                                                                                                                                                         

 sin(a + k
n
2

r

π ) = sina cos ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π k
n
2

r

 – cosa sin ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π k
n
2

r

 , on décompose aM , 

bM et cM sur  ( cr
1d , cr

2d ) . 
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Conclusion sur l'exemple : 

Dans la mesure où le rotor est "diphasé" vu du stator, il serait intéressant que le stator soit 

lui aussi "diphasé". Plus précisément il faudrait que l'image de E3 par fss  soit confondue avec 

celle de Eq par fsr. Dans notre cas, il suffit pour cela que la composante "homopolaire" du 

vecteur courant soit nulle. Un couplage étoile sans neutre sorti permet simplement d'assurer 

cette condition. 

On peut alors réaliser l'étude de la machine triphasée en 

restant dans le plan engendré par les vecteurs cs
3

cs
2 detd (cf. 

étude de fss). 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++λ=φ cs

32ré
cs
21résrs2s bJbJM

2
q

2
3j

 

 

Remarque : dans l'exemple traité l'espace image fsr(Eq) est de dimension deux. La 

symétrie constructive n'est pas étrangère à cette propriété. Supposons une rupture 

de cette symétrie due à celle d'une barre de la cage, alors la dimension de 

l'espace image peut devenir égale à trois. Cela signifie qu'il peut apparaître une 

composante "homopolaire" du vecteur flux statorique. Si l'on désire être capable 

d'exploiter cette composante afin de produire du couple il faudra donc savoir 

créer un courant homopolaire. L'adjonction supplémentaire d'un bras d'onduleur 

qui alimente le point neutre d'une machine couplée en étoile est par exemple une 

solution. Par ailleurs, ce type de propriété peut permettre également d’obtenir des 

informations (aide au diagnostic) sur l’état du rotor d’une machine à cage par 

l’observation du flux homopolaire. 

 

II.1.4.  Étude de frs  

La matrice qui caractérise frs est transposée de celle de fsr. Ces morphismes sont dits 

également transposés l'un de l'autre et il en résulte des propriétés : 

• Im frs = (Ker fsr)⊥
; 

• (Im frs )⊥  = Ker fsr. 

pθ

pθ

b2
cs

b3
cs d3

cs

d2
cs

 

Figure 63 
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La décomposition de Eq réalisée au paragraphe II.1.3.  en une somme directe de deux 

espaces orthogonaux peut donc s'exprimer sous la forme : 

Eq = Im frs ⊕ (Im frs)⊥ . 

Par conséquent le vecteur courant statorique n'affectera directement que les 

composantes des flux et courants rotoriques qui appartiennent à (Ker fsr)⊥ = Im frs . 

rKJ , l’élément de Ker fsr qui intervient dans la décomposition de rérKr JJj += , ne 

peut être excité par le stator.  

 

Examen avec l'exemple précédent : 

On cherche les images de la base. On trouve : 

• 0df cs
1rs =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  car Mai + Mbi + Mci = 0 

et après usage de quelques formules de trigonométrie : 

• ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ+−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ+

π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ+

π
+θ=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

cq
r

3c
r

2c
r

1csr
cs
2rs rp1q

n
2cos....rp

n
4cosrp

n
2cosrpcos

2
3Mdf

= cr
1sr b

2
q

2
3M ; 

• ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ+−

π
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ+

π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ+

π
+θ=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

cq
r

3c
r

2c
r

1csr
cs
3rs rp1q

n
2sin....rp

n
4sinrp

n
2sinrpsin

2
3Mdf

= cr
2sr b

2
q

2
3M ; 

Il apparaît que ces deux dernières images, de module srM
2
q

2
3 , appartiennent bien au 

plan engendré par les vecteurs  cr
2

cr
1 detd . 

Notons 
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
cs
3rs

cs
3rs

cr
2

cs
2rs

cs
2rs

cr
1

df

df
bet

df

df
b . On construit 

aisément la Figure 64 et :  

• =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ cs

2rs df cr
1sr b

2
q

2
3M ; 

pθ

pθ

d1
cr

d2
cr b2

cr

b1
cr

 

Figure 64 
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• =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ cs

3rs df cr
2sr b

2
q

2
3M ; 

Par conséquent , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += cr

23s
cr
12ssrsrs bJbJM

2
q

2
3)j(f . On retrouve bien que 

Im frs = (Ker fsr)⊥. 

II.2. Équations en tension 

En tenant compte des éléments résistifs, l’application des lois de Kirchhoff permet 

d’obtenir les équations en tension : 

 Au stator, ( )
s

s
sss

/
dt

d
jgu

R
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ φ
+=  ;              R 12 

 Au rotor, ( )
r

r
rrr

/
dt

d
jgu

R
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ φ
+= .              R 13 

Avec 

 gr et gs endomorphismes  dont les matrices contiennent les éléments résistifs du 

stator ou du rotor ; 

 )j(f)j(f rsrssss +=φ  ; 

  )j(f)j(f rrrsrsr +=φ  ; 

 Rs et Rr bases orthonormées des espaces vectoriels E3 et E rq .  

 

Lorsque Imfrs est stable par gr et frr alors la relation R13 devient : 

( )
r

srs

r

rérr
rérré

/dt
)j(fd

/dt
)J(fdJgu

RR
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= et ( )

r

rKrr
rKrrK

/
dt

)J(fd
Jgu

R
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=  

avec réré Jetu projections de ru  et rj sur Imfrs, rKrK Jetu projections de ru  et 

rj sur (Im frs )⊥  . Or, pour un rotor en court-circuit le vecteur tension rotorique est nul. Par 

conséquent, si les conditions initiales sont nulles pour les courants, il vient 0J rK = . 

On peut alors, puisque rérérKr J0JJj +=+= , considérer mathématiquement une 

équivalence avec un rotor dont le nombre de phases est égal à la dimension de Imfrs. 
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Tout courant jrk dans une phase rotorique s’obtient simplement par le produit scalaire 

suivant : jrk = ckré rJ . . 

  

Explicitons ces considérations générales dans 

notre cas particulier en supposant une même 

résistance : 

 Rs pour toutes les phases statoriques; 

 Ra pour toute portion d'anneau entre deux 

barres consécutives; 

 Rb pour toute barre rotorique. 

On applique la loi des mailles successivement à 

une phase statorique puis rotorique :  

 
dt

d
jRu sk
skssk

φ
+=  ;                      R 14 

 ( )
dt

djRjRjRR2
dt

djRiRjRiR0u rk
1rkb1rkbrkba

rk
rka1rkbrkarkbrk

φ
+−−+=

φ
++−+== −+− R 15 

On retrouve bien les équations en tension avec : 

 gs morphisme défini par ( ) sksckss jRsjg =. .          R 16 

 gr morphisme défini par ( ) ( ) 1rkb1rkbrkbackrr jRjRjRR2rjg −+ −−+=. ; R 17 

Trivialement on caractérise gs par : ssss jR)j(g =  

Pour gr, étant donné que sa matrice est circulante et symétrique, on peut utiliser les 

résultats obtenus avec frr à savoir, 1rh1rh3r3r1r2r0r1rrr JR...JRJRJR)j(g +++++= , avec :  

 a1r R2R =  

 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−+=

q
sinR4R2

q
2cosR2RR2R 2

babba2r ; 

 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−+=

q
2sinR4R2

q
22cosR2RR2R 2

babba3r ; 

 … 

 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−+=+ q

hsinR4R2
q

2hcosR2RR2R 2
babba1rh . 

 

jrk

irk
irk-1

jrk

jrk+1 jrk-1

jrk-1

 

Figure 65, maille d’une phase 

rotorique 
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Les équations en tension deviennent donc : 

 ( ) ( ) ( )
s

résrcs
3

3scs
2

2s
sss

cs
1

1s
ssssss

/
dt

Jdfd
dt

dJd
dt

dJMLd
dt

dJM2LjRu
R

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+++=  R 18 

 ( )
r

srs

/

1rh
1rh1rh1rh

/

2r
2r2r2r

/

1r
1r1r1rr

/
dt

jdf
dt
JdJR...

dt
JdJR

dt
JdJRu

rrr RRRR
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
λ+++

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
λ++

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
λ+= +

+++   R 19 

Les relations en tension ne peuvent guère être précisées sans informations supplémentaires 

sur les morphismes frs et fsr , c'est à dire sur les mutuelles. Examinons donc l’exemple 

considéré précédemment. 

Cas de l’exemple étudié : 

On a vu que Imfrs est le plan engendré par le couple de vecteurs cr
2

cr
1 detd . Par 

conséquent, ré
cr
22r

cr
11r1rr JdJdJJj =+== . 

Or, si  1q 2p +≤  alors le couple )d,d( cr
2

cr
1  est identique à l’un des couples 

)m,m( cr
1t

cr
t +  (cf. II.1.2. ). Il apparaît donc que Imfrs est stable par frr et gr. On peut 

considérer un rotor diphasé équivalent dont l’équation en tension est : 

( )
r

srs

/

ré
1rpré1rp

/
dt

jdf
dt
Jd

JR0
r RR

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
λ+= ++  avec  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−+=+

r
bba1rp n

2
cosR2RR2R  et ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += cr

23s
cr
12ssrsrs bJbJM

2
q

2
3)j(f . 

Pour l’équation au stator on a :  

( ) ( ) ( )
s

résrcs
3

3scs
2

2s
sss

cs
1

1s
ssssss

/
dt

Jdf
d

dt
dJ

d
dt

dJ
MLd

dt
dJ

M2LjRu
R

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+++=  

Remarque : on obtient le même système d’équations que celui utilisé au 

paragraphe I. 

 

II.3. Conclusion  

Nous avons développé le formalisme proposé dans le cas classique d’une machine 

asynchrone triphasée à q barres rotoriques.  
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L’étude des endomorphismes fss et frr a permis de rappeler les conditions d’obtention des 

matrices classiques (Fortescue ou Concordia). On trouve également les conditions d’une 

réduction de la dimension de l’espace de travail pour les grandeurs statoriques et rotoriques. 

L’étude des morphismes frs et fsr qui traduisent les interactions entre rotor et stator a  

permis de dégager la notion de rotor équivalent ainsi que ses conditions d’utilisation.  

 

Par ailleurs, dans le cas particulier, mais très fréquent, où tous les vecteurs appartiennent à 

un même plan la représentation graphique permet d'utiliser les connaissances de géométrie 

élémentaires du plan.  

Enfin, le fait de travailler avec des vecteurs permet de formuler des expressions 

indépendantes de tout choix de base. Ainsi, avec l’exemple choisi, dans le cas d’un couplage 

étoile sans neutre sorti, on a : 

  ( )

s

cs
32ré

cs
21ré

sr

s

s
ssssss

/
dt

bJbJd
M

2
q

2
3

/
dt
jd

MLjRu

R
R ⎟⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+=  

 

r

cr
23s

cr
12s

sr

/

ré
1rpré1rp

/
dt

bJbJd
M

2
q

2
3

dt
Jd

JR0
r

R
R ⎟⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

+
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
λ+= ++

 

Pour obtenir une composante dans une base ou une autre il suffit de projeter. 



Chapitre 3 

 132

 

III. Étude d’une machine asynchrone pentaphasée 
Augmenter le nombre de phases d’une machine afin de 

réduire la puissance qui doit transiter par chaque bras 

d’onduleur nous mène à étudier naturellement une machine 

tétraphasée. Néanmoins, c’est au cas moins connu, de la 

machine comportant 5 phases que nous présentons ici 

l’application de notre démarche. 

En effet, la machine tétraphasée usuellement utilisée est 

en fait plutôt appelée diphasée car on couple souventA ce 

type de machine  de telle façon que, finalement, apparaissent 

seulement deux bobinages déphasés de 90° (cf. Figure 66). 

Ce type de couplage permet effectivement (tout comme un 

couplage étoile pour une machine triphasée) d'obtenir 

mathématiquement une réduction de la dimension de l’espace d’étude de quatre à deux et 

donc de travailler avec une machine diphasée équivalente. C’est donc à nouveau, comme dans 

le cas triphasé, par un simple couplage des phases statoriques que l’on vérifie les conditions 

d’obtention d’un modèle diphasé. C’est la raison pour laquelle l’étude de ce cas ne nous 

semble pas apporter d’éléments nouveaux. 

Par contre, pour la machine pentaphasée, un couplage mécanique n’est plus suffisant. On 

se propose de montrer que c’est au niveau de la commande de l’onduleur qu’il faut agir pour 

retrouver l’équivalence diphasée.  

 

III.1. Le modèle 

On adopte un modèle classique de représentation des phénomènes électromagnétiques 

ayant lieu au sein d’une  machine régulièrement construite comportant cinq phases au stator et 

au rotor décalées de 
p5

2π , p nombre de paires de pôles. La machine est supposée linéaire du 

point de vue magnétique. 

                                                 
A On trouve néanmoins également le couplage « carré », pendant du couplage « triangle » 

en triphasé.  

ir1

ir4

ir3

ir2

 

Figure 66, couplage 

classique d’une machine 

tétraphasée 
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Remarque : on a pris ici le même nombre de phases au stator et au rotor. En effet, 

on a vu dans le cas de la machine triphasée le traitement lorsque les nombres de 

phases sont distincts. On montre ici comment le cas, particulier mais fréquent, 

d’un même nombre de phases au rotor et au stator permet de simplifier l’étude. 

 

Notations : 

• φsk flux capté par la phase n°k du 

stator, jsk le courant qui la traverse, 

usk la tension à ses bornes, Rsk sa 

résistance ; 

• φrk flux capté par la phase n°k du 

rotor, jrk le courant qui la traverse, 

urk la tension à ses bornes, Rrk sa 

résistance ; 

 

Associons aux phases statoriques et 

rotoriques une base orthonormée 

Rsr ( 5c4c3c2c1c sr,sr,sr,sr,sr ) au sein d’un 

même espace vectoriel E5 de dimension 5 

On introduit les vecteurs suivants : 

• 5c5s4c4s3c3s2c2s1c1ss srsrsrsrsr φ+φ+φ+φ+φ=φ  ; 

• 5c5s4c4s3c3s2c2s1c1ss srjsrjsrjsrjsrjj ++++=  ; 

• 5c5s4c4s3c3s2c2s1c1ss srusrusrusrusruu ++++=  ; 

• 5c5r4c4r3c3r2c2r1c1rr srsrsrsrsr φ+φ+φ+φ+φ=φ  ; 

• 5c5r4c4r3c3r2c2r1c1rr srjsrjsrjsrjsrjj ++++=  ; 

• 5c5r4c4r3c3r2c2r1c1rr srusrusrusrusruu ++++=  . 

III.2. Expression des flux captés par les phases statoriques et rotoriques 

L’hypothèse de linéarité permet d’exprimer les flux captés à l’aide des courants et des 

inductances entre phases. On a les relations matricielles suivantes : 

pθ

js4

js2

js3

js5

js1

jr1

jr2

jr3

jr4 jr5

 

Figure 67, schéma symbolique d’une 

machine pentaphasée au stator et au rotor à 

une paire de pôles. Le rotor est en court-

circuit. 
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• 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

φ
φ
φ
φ
φ

5r

4r

3r

2r

1r

5e4e3e2e1e

5d4d3d2d1d

5c4c3c1c1c

5b4b3b2b1b

5a4a3a2a1a

5s

4s

3s

2s

1s

1s5s4s3s2s

2s1s5s4s3s

3s2s1s5s4s

4s3s2s1s5s

5s4s3s2s1s

5s

4s

3s

2s

1s

j
j
j
j
j

MMMMM
MMMMM
MMMMM
MMMMM
MMMMM

j
j
j
j
j

MMMMM
MMMMM
MMMMM
MMMMM
MMMMM

 R 20 

• 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

φ
φ
φ
φ
φ

5r

4r

3r

2r

1r

1r5r4r3r2r

2r1r5r4r3r

3r2r1r5r4r

4r3r2r1r5r

5r4r3r2r1r

5s

4s

3s

2s

1s

5e5d5c5b5a

4e4d4c4b4a

3e3d3c3b3a

2e2d2c2b2a

1e1d1c1b1a

5r

4r

3r

2r

1r

j
j
j
j
j

MMMMM
MMMMM
MMMMM
MMMMM
MMMMM

j
j
j
j
j

MMMMM
MMMMM
MMMMM
MMMMM
MMMMM

 R 21 

Notations : 

 ls et lr respectivement inductances de fuite statorique et rotorique. 

On suppose une répartition sinusoïdale des forces magnétomotrices : 

 Ms1 = Mss + ls  et  Msk = Mss ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−
5

21kcos  pour 5k2 ≤≤  ; 

 Mr1 = Mrr + lr  et  Mrk = Mrr ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−
5

21kcos  pour 5k2 ≤≤  ; 

 Mxi = Msr cos(pδxi) avec δxi angle mécanique entre la phase statorique x (a, b, c, d 

ou e) et la phase rotorique n° i, c’est à dire en explicitant : 

[a] > ( ) θ−−
π

−=δ p1i
5

20p ai  d’où ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−−

π
−= p1i

5
20cosMM srai  ; 

[b] > ( ) θ−−
π

−
π

=δ p1i
5

2
5

2p bi  d’où ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−−

π
−

π
= p1i

5
2

5
2cosMM srbi  ; 

[c] > ( ) θ−−
π

−
π

=δ p1i
5

2
5

22p ci  d’où ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−−

π
−

π
= p1i

5
2

5
22cosMM srci  ; 

[d] > ( ) θ−−
π

−
π

=δ p1i
5

2
5

23p di  d’où  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−−

π
−

π
= p1i

5
2

5
23cosMM srdi  ; 

[e] > ( ) θ−−
π

−
π

=δ p1i
5

2
5

24p ei  d’où ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−−

π
−

π
= p1i

5
2

5
24cosMM srei . 

 

Ces relations matricielles sont équivalentes à : 

)j(f)j(f rsrssss +=φ  et )j(f)j(f rrrsrsr +=φ , 
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  avec  fss, fsr, frs, frr quatre endomorphismes de E5. 

III.2.1.  Étude de fss et frr 

L’étude des valeurs et vecteurs propres de fss et frr est la même que celle réalisée pour le 

rotor q phasé (cf. II.1.2. ) en prenant q = 5. 

Par résolution de l'équation caractéristique on trouve donc 5 valeurs propres : 

• 5s4s3s2s1ss1 MMMMM ++++=λ =  ls ; 

• ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+=λ
5

2
4cosM

5
2

3cosM
5

2
2cosM

5
2

cosMM 5s4s3s2s1ss2 =  ls + ssM
2
5  ; 

• ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+=λ
5

28cosM
5

26cosM
5

24cosM
5

22cosMM 5s4s3s2s1ss3 = ls; 

• s35s4s3s2s1ss4 q
212cosM

q
29cosM

q
26cosM

q
23cosMM λ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
+=λ ; 

• s25s4s3s2s1ss5 5
216cosM

5
212cosM

5
28cosM

5
24cosMM λ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+=λ , 

ainsi que la base orthonormée de vecteurs propres ( )m,m,m,m,m c
4

c
3

c
2

c
1

c
0  : 

• ( )5c4c3c2c1c
c
0 srsrsrsrsr

5
1m ++++= ; 

• 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+=

5c4c3c2c1c
c
2

5c4c3c2c1c
c
1

sr4
5

2sinsr3
5

2sinsr2
5

4sinsr
5

2sinsr0
5
2m

sr4
5

2cossr3
5

2cossr2
5

2cossr
5

2cossr1
5
2m

 

• 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+=

5c4c3c2c1c
c
4

5c4c3c2c1c
c
3

sr8
5

2sinsr6
5

2sinsr4
5

4sinsr2
5

2sinsr0
5
2m

sr8
5

2cossr6
5

2cossr4
5

2cossr2
5

2cossr1
5
2m

 

L'obtention de cette base orthonormée nous permet de simplifier l'expression de )j(f sss . 

On y décompose sj  :  

c
44s

c
33s

c
22s

c
11s

c
00ss mJmJmJmJmJj ++++=  
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avec c
kssk m.jJ =  

Soit, en explicitant : 

• ( )5s4s3s2s1s
c
0s0s jjjjj

5
1m.jJ ++++== ; 

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+== 5s4s3s2s1s
c
1s1s j4

5
2cosj3

5
2cosj2

5
2cosj

5
2cosj

5
2m.jJ ; 

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+== 5s4s3s2s
c
2s2s j4

5
2sinj3

5
2sinj2

5
2sinj

5
2sin0

5
2m.jJ . 

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+== 5s4s3s2s1s
c
3s3s j8

5
2cosj6

5
2cosj4

5
2cosj2

5
2cosj

5
2m.jJ ; 

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+== 5s4s3s2s
c
4s4s j8

5
2sinj6

5
2sinj4

5
2sinj2

5
2sin0

5
2m.jJ . 

 

Il vient alors :  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +λ+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +λ+λ= c

44s
c
33ss3

c
22s

c
11ss2

c
00ss1sss mJmJmJmJmJ)j(f . 

En posant :  c
00s1s mJJ =  ; ;mJmJJ c

22s
c
11s2s +=   c

44s
c
33s3s mJmJJ += ; )j(f sss s’exprime 

finalement : 

2sssss3s3s2s2s1s1ssss JM
2
5jJJJ)j(f +=λ+λ+λ= l

 

 

Pour frr, on obtient les mêmes résultats que pour fss. Il suffit de remplacer l’indice s par r. 

 

III.2.2.  Étude de fsr et frs 

Contrairement au cas de la machine triphasée à q barres rotoriques, le même nombre de 

phases statoriques et rotoriques nous permet de considérer fsr et  frs comme des 

endomorphismes dont on recherche valeurs et vecteurs propres. 

L’examen des mutuelles montre que les matrices caractérisant frs et fsr  sont circulantes. Si 

on tient compte de plus du fait que les coefficients sont réels, on trouve, en travaillant dans 

l’espace vectoriel hermitien associé, cinq valeurs propres complexes dont quatre conjuguées 

deux à deux : 
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• 0MMMMM 5a4a3a2a1ars1 =++++=λ ; 

• θ−
ππππ

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=λ pj

rs5a

1

5
2j4

4a

1

5
2j3

3a

1

5
2j2

2a

1

5
2j

1ars2 eM
2
5MeMeMeMeM ; 

• 0Me.MeMeMeM 5a

2

5
2j4

4a

2

5
2j3

3a

2

5
2j2

2a

2

5
2j

1ars3 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=λ

ππππ

; 

• 0Me.MeMeMeM 5a

3

5
2j4

4a

3

5
2j3

3a

3

5
2j2

2a

3

5
2j

1ars4 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=λ

ππππ

 ; 

• θ+
ππππ

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=λ pj

rs5a

4

5
2j4

4a

4

5
2j3

3a

4

5
2j2

2a

4

5
2j

1ars5 eM
2
5Me.MeMeMeM

 

Dans l'espace vectoriel hermitien les vecteurs propres complexes ke  suivants sont  

associés aux valeurs propres λkrs : 

• ( )5c4c3c2c1c1 srsrsrsrsr
5
1e ++++= ; 

• ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

ππππ

5c

1

5
2j4

4c

1

5
2j3

3c

1

5
2j2

2c

1

5
2j

1c2 sresresresresr
5
1e ; 

• ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

ππππ

5c

2

5
2j4

4c

2

5
2j3

3c

2

5
2j2

2c

2

5
2j

1c3 sresresresresr
5
1e  ; 

• ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

ππππ

5c

3

5
2j4

4c

3

5
2j3

3c

3

5
2j2

2c

3

5
2j

1c4 sresresresresr
5
1e  ; 

• ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

ππππ

5c

4

5
2j4

4c

4

5
2j3

3c

4

5
2j2

2c

4

5
2j

1c5 sresresresresr
5
1e . 

En remarquant que 34 eete (respectivement 25 eete ) sont conjugués l’un de l’autre 

( ( ) ( )*25

*

34 eeetee == ) il vient que la famille de vecteurs à coefficients réels 

( )m,m,m,m,m c
4

c
3

c
2

c
1

c
0  = ( 1e ,

2

ee 52 +
,

2j

ee 52 −
,

2

ee 43 +
,

2j

ee 43 −
) forment une base 

orthonormée. C’est la même que celle introduite au paragraphe II.1.2. . Les images de ces  

vecteurs par fsr sont les suivantes : 
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•  0m)m(f c
0rs1

c
0sr =λ=  ; 

• 
( ) c

2rs2
c
1rs2

*

2*
rs2

2
rs2

c
1sr m)Im(m)(Re

2

e

2

e
)m(f λ−λ=λ+λ=  d’où 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ θ+θ= c

2
c
1sr

c
1sr mpsinmpcosM

2
5)m(f ; 

• 
( ) c

2rs2
c
1rs2

*

2*
rs2

2
rs2

c
2sr m)(Rem)Im(

2j

e

2j

e
)m(f λ+λ=λ−λ= d’où

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ θ+θ−= c

2
c
1sr

c
2sr mpcosmpsinM

2
5)m(f  ; 

• 0m)Im(m)(Re)m(f c
4rs3

c
3rs3

c
3sr =λ−λ=    

• 0m)(Rem)Im()m(f c
4rs3

c
3rs3

c
4sr =λ−λ=  ; 

 

L'obtention de cette base orthonormée nous permet de simplifier l'expression de )j(f rsr . 

On y décompose rj  :  

3r2r1r
c
44r

c
33r

c
22r

c
11r

c
00rr JJJmJmJmJmJmJj ++=++++=  

avec c
krrk m.jJ = , ;mJJ c

00r1r = ;mJmJJ c
22r

c
11r2r += ;mJmJJ c

44r
c
33r3r +=  

 

Il vient donc : 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ θ+θ−+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ θ+θ= c

2
c
12r

c
2

c
11rsrrsr mpcosmpsinJmpsinmpcosJM

2
5)j(f   

soit encore, en posant, ( ) ( ) c
2

c
11 mpsinmpcosb θ+θ=  et ( ) ( ) c

2
c
12 mpcosmpsinb θ+θ−=  :  

 

[ ]22r11rsrrsr bJbJM
2
5)j(f +=  
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Conclusion sur fsr : fsr est un endomorphisme dont 

une base orthonormée du noyau Kerfsr est constituée 

par la famille ( )m,m,m c
4

c
3

c
0 . Par ailleurs, au sein 

du plan constitué par Imfsr, fsr est la composée d’une 

rotation d’angle pθ (cf. Figure 68) et d’une 

homothétie de rapport srM
2
5  . 

 

Étant donné que frs est l’endomorphisme transposé de fsr on obtient : 

[ ]42s31ssrsrs bJbJM
2
5)j(f +=  

 

en posant :  ( ) ( ) c
2

c
13 mpsinmpcosb θ−θ=  et ( ) ( ) c

2
c
14 mpcosmpsinb θ+θ= . 

 

Conclusion sur frs : frs est un endomorphisme 

dont une base orthonormée du noyau Kerfrs est 

constituée par la famille )m,m,m( c
4

c
3

c
0 . Par 

ailleurs, au sein du plan constitué par Imfrs, frs est 

la composée d’une rotation d’angle - pθ (cf. 

Figure 68) et d’une homothétie de rapport srM
2
5  

. 

III.2.3.  Expression finale 

On obtient en tenant compte des expressions des différents endomorphismes : 

)j(f)j(f rsrssss +=φ  et )j(f)j(f rrrsrsr +=φ , 

 [ ]22r11rsr2ssssss bJbJM
2
5JM

2
5j +++=φ l  ; 

 [ ]42s31ssr2rrrrrr bJbJM
2
5JM

2
5j +++=φ l  

Il apparaît que les vecteurs  de type « courants » affectent les vecteurs flux par des 

coefficients multiplicateurs différents que sont les inductances. rs jetj sont multipliées par 

pθ

pθ m2

cm1

c

b1

b2

 

Figure 68, relation spatiale entre les 

couples ( )21 b,b  et ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ c

2
c
1 m,m  

pθ

m2

cm1

c b4

b3

 

Figure 69, relation spatiale entre les 

couples ( )43 b,b  et ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ c

2
c
1 m,m  
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les inductances de fuites, bien plus faiblesA que les inductances Mss, Msr, Mrr. C’est donc 

grâce aux vecteurs ,J 2s 22r11r bJbJ + , 2rJ  et 22r11r bJbJ +  que les modules des flux sont 

significatifs. Il faut privilégier ces composantes des vecteurs courants par rapport aux autres. 

En effet, pour un même module, soit encore pour un même niveau de pertes Joule, elles 

participent plus activement à  la production de couple. 

Or ces vecteurs appartiennent tous à un même plan P engendré par la famille orthonormée 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ c

2
c
1 m,m . 

 Par conséquent, afin d’utiliser au mieux les courants il est intéressant d’annuler les 

composantes de rs jetj  qui n’appartiennent pas à ce plan. On peut à ce niveau 

proposer de généraliser la notion d’homopolaire. Une composante serait homopolaire 

si elle ne participe pas à l’effet amplificateur apporté par l’usage des matériaux 

ferromagnétiques. 

 

Si toutes les composantes homopolaires ainsi définies sont nulles alors une machine 

diphasée équivalente apparaît. On peut jouer pour cela soit sur le couplage soit sur 

l’alimentation.  

 Un couplage étoile sans neutre sorti au stator et au rotor nous assure ainsi de la nullité 

de Js0 et Jr0 ; 

 Par contre, étant donné les expressions de Js3, Js4, Jr3 et Jr4, leur nullité ne peut être 

assurée par un simple couplage mécanique. Il faut jouer sur l’alimentation et 

effectuer en quelque sorte un « couplage électrique ». L’étude des équations en 

tension s’impose donc. 

III.3. Équations en tension. 

En tenant compte des éléments résistifs, l’application des lois de Kirchhoff permet 

d’obtenir les équations en tension : 

 Au stator, 

sr

s
sss

/
dt

d
jRu

R
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ
+=  ;              R 22 

                                                 
A Tant que la machine n’est pas saturée soit encore tant que les matériaux magnétiques 

conservent une perméabilité magnétique élevée (coefficient d’amplification). 
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 Au rotor, 

sr

r
rrr

/
dt

djRu
R

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ φ
+= .              R 23 

Les équations en tension deviennent donc : 

 
[ ]

dt
bJbJd

M
2
5

dt
Jd

M
2
5

dt
jd

jRu 22r11r
sr

2s
ss

s
ssss

+
+++= l      R 24 

 
[ ]

dt
bJbJd

M
2
5

dt
JdM

2
5

dt
jdjRu 42s31s

sr
2r

rr
r

rrrr

+
+++= l     R 25 

 

Étant donné que 0u r = , seules des composantes non nulles de su   dans l’espace 

engendré par ( c
4

c
3

c
0 m,m,m ) peuvent impliquer la non appartenance des courants rs jetj  au 

plan P.  

Les expressions de ces composantes sont les suivantes : 

 ( )5s4s3s2s1s
c
0s0s uuuuu

5
1m.uu ++++== ;            R 26 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+== 5s4s3s2s1s
c
3s3s u8

5
2cosu6

5
2cosu4

5
2cosu2

5
2cosu

5
2m.uu ; R 27 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+== 5s4s3s2s
c
4s4s u8

5
2sinu6

5
2sinu4

5
2sinu2

5
2sin0

5
2m.uu . R 28 

Il est à noter que si la machine est couplée en 

étoile sans neutre sorti alors il n’est pas nécessaire 

de vérifier us0 = 0 pour annuler la composante Js0. 

Dans le cas contraire une façon simple de vérifier 

mécaniquement cette relation est de réaliser un 

couplage « polygonal » (cf. Figure 70). 

Par contre, l’annulation des composantes us3 et 

us4 définies par les relations R23 et R24 devront 

être assurées par une commande adéquateA de 

l’onduleur de tension. Au couplage mécanique il 

faut substituer en quelque sorte un couplage 

électrique dont la fonction est la même : annuler les composantes du courant qui ne 

                                                 
A Au chapitre 2, on a proposé une méthode qui permet la synthèse de cette commande. 

js1

js2

js3 js5

js4

us1us2

us3

us4

us5

 

Figure 70, couplage polygonal 

permettant d’assurer us0 = 0 . 
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participent pas activement à la création de flux au sein de la machine mais sont à l’origine de 

pertes Joule.  

 

Remarque : le système suivant de tensions permet de vérifier ces relations : 

• us1(t) =  Um ( )tsin ω  ; 

• us2(t) =  Um ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−ω
5

2tsin  ; 

• us3(t) =  Um ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−ω
5

22tsin  ; 

• us4(t) =  Um ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−ω
5

23tsin  ; 

• us5(t) =  Um ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−ω
5

24tsin  ; 

Par analogie avec la machine triphasée, ce type d’alimentation serait celle que 

délivrerait un réseau pentaphasé et correspond au régime permanent.  

III.4. Lien avec le formalisme complexe  

L’approche vectorielle développée a mis en évidence qu’il est intéressant de décomposer 

l’espace vectoriel associé à la machine en trois sous espaces orthogonaux, constitués de deux 

plans et d’une droite. Il est possible d’étudier dans chaque sous espace indépendamment. 

L’observation des composantes du flux dans 

chacun de ces espaces met en évidence le rôle  

privilégié d’un des deux plans, noté P, au sein 

duquel la composante du vecteur flux y est bien 

supérieure aux autres.  

Bien entendu, si on décide d’annuler par un 

couplage mécanique ou une commande adéquate les 

composantes autres que celle du plan P, alors on 

peut justifier de ne considérer que les projections dans 

ce plan des différents vecteurs tension, flux et courant. 

p
1

p
2p

3

p
4 p

5
 

Figure 71,  projections des 

vecteurs de la base dans le plan P 
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Projetons les vecteurs de la base ( 5c4c3c2c1c sr,sr,sr,sr,sr ) . On trouve cinq vecteurs 

déphasés ( 54321 p,p,p,p,p ) de 2 π/ 5 entre eux et de module égal à 
5
2  (cf. Figure 71). 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

c
2

c
1

c
2

c
25c

c
1

c
15c5

c
2

c
1

c
2

c
24c

c
1

c
14c4

c
2

c
1

c
2

c
23c

c
1

c
13c3

c
2

c
1

c
2

c
22c

c
1

c
12c2

c
2

c
1

c
2

c
21c

c
1

c
11c1

m4
5

2sinm4
5

2cos
5
2mm.srmm.srp

m3
5

2sinm3
5

2cos
5
2mm.srmm.srp

m2
5

2sinm2
5

2cos
5
2mm.srmm.srp

m
5

2sinm
5

2cos
5
2mm.srmm.srp

;m0m1
5
2mm.srmm.srp

 

Un vecteur quelconque  x  s’exprime alors : 

5544332211 p)t(xp)t(xp)t(xp)t(xp)t(xx ++++=  

Si on considère le plan complexe isomorphe à P le vecteur complexe suivant s’introduit 

naturellement :  ( ) 5
2

j4
5

3
4

2
321 eaaveca)t(xa)t(xa)t(xa)t(x1)t(x

5
2x

π

=++++= . 

Cet exemple a permis de développer la méthode dans un cas encore relativement simple 

pour lequel il est intéressant, du fait du choix du modèle, de travailler uniquement dans un 

seul plan. Mais ce n’est pas toujours le cas. Par exemple , si les effets de saillance sont 

suffisamment prononcés il est possible que la composante du flux qui appartient au deuxième 

plan ne soit plus négligeable et permette d’obtenir un couple supplémentaire. La prise en 

compte de l’harmonique 3 de force magnétomotrice au sein d’une machine à réluctance 

variable pentaphasée permet d’accroître de près de 10% le couple.  

IV. Conclusion 
Dans ce chapitre, nous avons progressivement montré comment il était possible d’utiliser 

plus largement le formalisme vectoriel que par l’usage des matrices de passage de type Park 

Concordia, Fortescue, etc. Notre démarche met l’accent non pas sur une matrice de passage 

d’une base de travail à une autre mais plutôt sur la décomposition en somme directe de plans 

et de droites de l’espace vectoriel associé à la machine. Elle nous semble en cela plus générale 

même si elle mène également à des matrices de transformation. En effet, la décomposition 
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est unique alors que les bases  relatives à ces plans et droites sont en nombre infini et donc 

également celui des matrices de passage correspondantes. 

 

 

Nous avons amorcé l’étude des machines polyphasées par celles dont les bobinages sont 

répartis régulièrement tant au stator qu’au rotor. Dans ce cas, très fréquent d’ailleurs, il est en 

effet possible de poursuivre les calculs analytiquement. 

 L’étude de la machine, triphasée au stator mais avec un rotor à q phases, a permis de 

mettre en évidence l’apport de l’usage de la notion de morphisme lorsque les 

dimensions des espaces vectoriels associés au stator et au rotor ne sont pas 

identiques. 

 La machine tétraphasée quant à elle  montre la spécificité du nombre pair de phases. 

Après couplage deux à deux des phases déphasées de 180° on retrouve la machine 

diphasée traitée en guise d’introduction. 

 Avec la machine pentaphasée, l’accent a été mis sur la décomposition en somme 

directe de sous espaces vectoriels orthogonaux, décomposition qui rend possible la 

fragmentation de l’espace vectoriel de travail en sous-espaces de dimension au plus 

égale à deux au sein desquels apparaissent des relations simples entre composantes 

des grandeurs flux et courant. La commande s’en trouve facilitée.  La notion de 

« couplage électrique » par analogie avec celle de « couplage mécanique » a été 

introduite également à ce propos. Lors de la synthèse de la commande d’un 

onduleur de tension deux niveaux à cinq bras, deux degrés de liberté seront 

consacrés à l’établissement du couplage électrique. Il en restera trois pour piloter un 

espace de dimension deux.  

 

Après l’étude de ces cas représentatifs, il aisé de généraliser la méthode par 

raisonnement inductif.  

 On peut montrer ainsi que la machine hexaphasée dont les bobinages sont déphasés 

électriquement de 360/6 = 60° peut se ramener après quatre couplages mécaniques à 

une machine triphasée couplée en étoile. 

 Quant à la machine hexaphasée dite double étoile avec deux étoiles déphasées 

électriquement de 30°, ce n’est rien d’autre qu’une machine comportant 12 phases 

régulièrement réparties(30 = 360/12). L’examen du morphisme caractérisant le stator 
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met en effet en évidence que pour diminuer la dimension de l’espace vectoriel 

d’étude associé il suffit : 

 de coupler deux par deux les phases qui sont déphasées de 180°; 

 de coupler les six phases ainsi obtenues en deux étoiles du même type que 

celle d’une machine triphasée (déphasage de 120° entre deux phases d’une 

même étoile et de 30° entre les deux étoiles). On obtient ainsi un classique 

stator double étoile, bien connu dans le domaine des fortes puissances.  

La dimension de l’espace de travail est ainsi réduite de 12 à 4 : deux plans vectoriels 

orthogonaux constituent ce domaine d’étude privilégié. 

 Cette approche originale de ce type de machine double étoile permet de déduire 

naturellement une transformation analogue à celle de Park.  Classiquement c’est par 

un raisonnement inductif à partir du cas triphasé que sont définies les transformations 

matricielles utilisées pour l’étude de cette machine. 

  

Dans la mesure donc où les bobinages sont régulièrement répartis la démarche proposée 

mène logiquement d’une part vers les conditions d’une réduction de l’espace de travail, 

d’autre part vers la définition de nouveaux sous espaces d’étude et donc l’élaboration de 

matrices de transformation. 

Si cette hypothèse de régularité ne peut être formulée, la symétrie des matrices inductances 

propres garantit une décomposition de l’espace de travail en une somme directe de sous 

espaces vectoriels orthogonaux..  
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Chapitre IV   Synthèse d’un onduleur de 
courant triphasé commandé en modulation de 

largeur d’impulsions 

 

C’est l’étude de la commande et de l’alimentation par un onduleur de courant d’une 

machine asynchrone  triphasée comportant des condensateurs à ses bornes qui est à l’origine 

de l’élaboration du formalisme décrit aux chapitres précédents. 

Dans ce type de système, la présence de condensateurs assure le respect des règles de 

compatibilité entre sources. Les commutations peuvent ainsi être dans le principe instantanées 

et une commande en modulation de largeur d’impulsions devient possible. 

Comparée à l’onduleur de tension classique cette structure présente a priori certains 

avantages essentiellement en terme de sécurité : 

• en cas de défaut de commande le courant dans le moteur et donc le couple ne peut 

atteindre des valeurs prohibitives alors que le court-circuit du condensateur présent 

dans l’onduleur de tension implique nécessairement une surintensité conséquente ; 

• les tensions appliquées à la machine asynchrone ne comportent plus de gradient de 

tension élevé, cause d’un vieillissement accéléré des isolants. 

Par contre, la présence de condensateurs aux bornes du circuit inductif que constitue la 

machine asynchrone implique une instabilité du système qu’il faut contrôler par 

asservissement. Cela ne pose pas de difficultés majeures dans la mesure où l’on reste en 

régime linéaire. Néanmoins le fait que le système soit instable en boucle ouverte conduit  à 

porter son attention sur les phénomènes qui mènent éventuellement à une ouverture de la 

boucle. Ainsi, si la consigne demandée est supérieure à celle que peut délivrer le modulateur, 

elle ne peut pas être prise en compte. Le système est alors en boucle ouverte. Il est nécessaire 

de pouvoir gérer ce type d’éventualité au niveau de la commande. Lors de l’élaboration de la 

commande de l’onduleur les problèmes de saturation ont été par conséquent pris en compte. 

Nous avons pour cela cherché à obtenir une représentation graphique des frontières du 

domaine au sein duquel évolue le vecteur courant dont les trois composantes correspondent 

aux sorties de l’onduleur de courant. 
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Par ailleurs l’utilisation d’un microcontroleur 16 bits HC16 de  Motorola aux  capacités de 

calcul modestesA nous a également amené à rechercher un algorithme de recherche des durées 

de conduction peu gourmand  en temps de calcul. 

Ces deux contraintes nous ont ainsi poussé à développer le formalisme que nous 

proposons.  

 

Dans ce chapitre nous présentons la synthèse de l’onduleur de courant qui a été réalisé. Au 

chapitre III il a été question uniquement d’onduleur de tension. Cet exemple permet donc de 

mettre en évidence quelques différences entre les deux types de modulateurs.  

I. Application du formalisme à l’onduleur de courant 

triphasé 

I.1. Espaces vectoriels associés  

I.1.1.  Espace vectoriel associé au modulateur  

Le modulateur établit un lien entre les sources : 

• vu des sources de tension 

c’est lui qui impose les 3 

courants ; 

• vu des sources de courant il 

impose 2 tensions. 

Cette dualité nous mène à associer 

deux espaces au modulateur, un par 

type de source : 

• au modulateur vu des sources 

de tension un espace de 

dimension 3, noté Et3 ; 

• au modulateur vu des sources 

de courant un espace de 

dimension 2, noté Ec2 . 

                                                 
A Par rapport aux D.S.P. 

Vc1

Vc2

it1

it2

it3

ic1= I
ic2 = -I

vt1

vt2

vt3

2 sources de courant

f11

f21

f31

f12

f22

f32

Figure 72 
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On notera par ailleurs Etc l’espace vectoriel produit : Etc = Et3 × Ec2. 

Et3 et Ec2 sont munis chacun d’une base orthonormée directe notée respectivement Bt et Bc 

avec Bt = { }3t2t1t x,x,x  et Bc={ }2c1c x,x . 

 

 On définit alors les vecteurs suivants : 

• 3t3t2t2t1t1tt xvxvxvv ++= et 3t3t2t2t1t1tt xixixii ++=  de l’espace Et3; 

• 2c2c1c1cc xvxvv += et 2c2c1c1cc xixii +=  de l’espace Ec2. 

 

Dans le cadre de l’étude notre attention se porte tout particulièrement sur les sources de 

tension  qui représente le récepteur d’énergie lors du fonctionnement en moteur de la machine 

asynchrone.  

I.1.2.  Espaces vectoriels associés aux sources de tension 

On associe aux sources triphasées de tension un espace vectoriel E3t  de dimension 3 dont 

on note B3t une base orthonormée avec B3t = { }3t2t1t s,s,s . 

En notant utk la tension aux bornes d’une phase et jtk le courant qui la traverse (convention 

récepteur par exemple) on définit les vecteurs : 

• 3t3t2t2t1t1tt sususuu ++=  ; 

• 3t3t2t2t1t1tt sjsjsjj ++= . 

I.2. Familles de vecteurs engendrées par le modulateur 

L’onduleur comporte deux cellules de commutation à trois interrupteurs. Le nombre de 

combinaisons possibles est donc H = 32
  = 9.  

I.2.1.  Famille discrète 

Parmi les neuf combinaisons, trois correspondent au vecteur nul. La famille que l’on peut 

définir comporte donc 7 éléments. On la note F7t = { tri  avec 0 ≤ r ≤ 6}. Elle se compose des 

vecteurs suivants : 
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−==
+−==++−==
++−==−+==
−+==++==

.       x0 xI xIiMO
;xI xI x0iMO;xI x0 xIiMO
;x0 xI xIiMO;xI xI x0iMO

;xI x0 xIiMO;x0 x0 x0iMO

3t2t1t6t6

3t2t1t5t53t2t1t4t4

3t2t1t3t33t2t1t2t2

3t2t1t1t13t2t1t0t0

 

Une représentation graphique dans un repère affine ( )3t2t1t x,x,x,O  fait apparaître 

immédiatement que (M1, M2, M3, M4, M5, M6) forment les  sommets d’un hexagone plan 

centré en M0 de coordonnées (0, 0, 0) (cf. Figure 73 et Figure 74).  

La dimension du sous espace vectoriel G7t de Et3 engendré par ces 7 vecteurs est au plus 

de trois puisqu’ils sont eux-mêmes combinaison linéaire de trois vecteurs d’une base. Par 

ailleurs, tous ces vecteurs sont orthogonaux à ( )3t2t1t xxx ++ puisque 

( ) 0xxx.MO 3t2t1tk =++ .  

G7t est donc de dimension 2 : d7t = 2 . C’est un plan 

d’équation x + y + z = 0, orthogonal à la droite engendrée 

par 
( )

3
xxx

h 3t2t1t ++
= .  

 

Figure 73, représentation des vecteurs « générateurs » de courant 

Figure 74 
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I.2.2.  Famille continue 

Le domaine Dmt correspondant à la famille continue Fmt = { tmoyi  ∈ Et3 / 

∑
=

=

=
6r

0r
tr

r
tmoy i

T
t

i avec ∑
=

=

=
6r

0r
rtT } est l’hexagone [M1, M2, M3, M4, M5, M6] représenté 

Figure 74 sur laquelle on a indiqué également les projections  (orthogonales) respectives 

( )ppp z,y,x  des vecteurs ( )3t2t1t x,x,x  .  

On a en effet :  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+−−=

−+−=

−−=−=

3t2t1tp

3t2t1tp

3t2t1t1t1tp

x
3
2x

3
1x

3
1z

;x
3
1x

3
2x

3
1y

x
3
1x

3
1x

3
2h)h.x(xx

 

Ces trois vecteurs sont de norme 
3
2  et déphasés de 120 °.  

I.3. Morphisme entre le modulateur et les sources de tension 

Le modulateur impose les courants aux sources de tension. L’espace de départ du 

morphisme It  qui relie les vecteurs courants entre eux sera donc Et3
A, l’espace d’arrivée 

E3t
B : 

It : Et3  E3t , It ( ti ) = tj . 

Au paragraphe I.2.1.  on a vu que le sous espace vectoriel G7t engendré par la famille  de 

vecteurs F7t  est de dimension deux. La dimension maximale de son image par It est alors 

également deux. Pour que les trois sources de tension  puissent être commandées il faut donc 

réaliser un couplage qui réduise de trois à deux la dimension de l’espace vectoriel auquel 

appartiennent les vecteurs des sources de tension : un classique couplage en étoile sans neutre 

sorti permet par exemple cette réduction.  Nous traitons dans la suite uniquement cet exemple. 

 

On considère It : Et3  E3t , It ( ti ) = tj avec les relations suivantes : 

jt1 = it1 ; jt2 = it2 ; jt3 = it3. 

                                                 
A associé au modulateur 
B associé aux sources  
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On remarque que si on confond les bases ( )3t2t1t x,x,x  et { }3t2t1t s,s,s  alors It n’est 

autre que l’identité. Il vient donc : 

• le noyau de It se réduit au vecteur nul. Il n’y a donc pas contrairement au cas de 

l’onduleur de tension triphasé de « degré de liberté » supplémentaire. 

• l’image par It de l’hexagone engendré par la famille Fmt est donc également un 

hexagone aux caractéristiques identiques. Il suffit de remplacer les vecteurs de la base 

( )3t2t1t x,x,x  par ceux de B3t = { }3t2t1t s,s,s . 

 

Conclusion : si on désire pour la charge un vecteur courant 3t3t2t2t1t1tt sjsjsjj ++=  

dans la charge il y a une solution si tj appartient à l’hexagone image de l’hexagone [M1, 

M2, M3, M4, M5, M6].  Cette solution est unique c’est le vecteur courant  

3t3t2t2t1t1tt xjxjxji ++=  qu’il suffit ensuite de synthétiser à l’aide du modulateur. 

Remarque 1 : Puisque jt1 + jt2 + jt3 = 0,  ti  peut encore s’exprimer par 

p3tp2tp1tt zjyjxji ++= . Or, les trois vecteurs ( )ppp z,y,x  sont de norme 
3
2  

et déphasés de 120 °, on retrouve donc une expression strictement équivalente à 

celle utilisée en utilisant les phaseurs complexes : ( )3t
2

2t1tt jajaj
3
2j ++=   

avec 3
2j

ea
π

= . 

 

Remarque 2 : on retrouve apparemment un résultat analogue à celui obtenu 

pour l’onduleur de tension triphasé : le domaine accessible par les vecteurs 

caractérisant la source est un hexagone. La différence réside dans le domaine 

engendré par les vecteurs caractérisant le modulateur : un cube pour 

l’onduleur de tension ou un hexagone pour l’onduleur de courant. 

 

I.4. Commande aux valeurs moyennes 

Nous avons implanté une commande aux valeurs moyennes au sein de l’onduleur de 

courant. On reprend la même démarche que celle décrite au Chapitre II  II.4.5.  et III.3.  
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Il faut décomposer le vecteur courant 3t3t2t2t1t1tt xjxjxji ++=  sur les 7 vecteurs de la 

famille F7t  . La solution n’est pas unique puisque ces vecteurs appartiennent tous à un plan. Il 

est donc possible d’imposer des contraintes supplémentaires à la commande. 

Ainsi, afin de réduire le nombre de commutations sur une période et d’obtenir un taux de 

distorsion faible de l’ondulation de courant, on cherche les coordonnées barycentriques de M 

sur un nombre minimum de points  Mk, les plus proches de M. 

Si M appartient à un segment [Mk Mj] alors  la décomposition sur  2 points est possible :  

T
OMtOMt

OM jjkk +
=  avec 

T
tt

1 jk +
=  . 

 Sinon il faut chercher Mk, Mj et Mq les trois points les plus proches de M. Ce dernier 

appartient alors au triangle [Mk, Mj, Mq] : 

T
OMtOMtOMt

OM qqjjkk ++
=  avec 

T
ttt

1 qjk ++
=  

Pour réaliser cette étude on pourrait rester dans le plan au sein duquel se situe les 7 

vecteurs. Néanmoins 

l’expression de coordonnées 

barycentriques (tk, tj , tq) sur 

trois points [Mk, Mj, Mq] est 

facilitée dans un espace de 

dimension 3.  

On considère donc un 

espace affine avec une 

origine O telle que les familles du type 

{ }qjk OM,OM,OM  soient libres (cf. Figure 75). 

I.4.1.  Recherche des trois points les plus proches  

Nous présentons dans un premier temps une approche générale. Lors de l’implantation 

matérielle nous tiendrons compte du fait que les six triangles définissent un hexagone régulier 

afin d’obtenir des temps de calcul encore plus faibles. 

Le problème équivaut à trouver auquel des six triangles suivants  [M1, M0, M2], [M2, 

M0, M3], [M3, M0, M4], [M4, M0, M5], [M5, M0, M6] et [M6, M0, M1] le point M appartient-il ? 

Il est à remarquer que chaque triangle définit un secteur angulaire (Mk, M0, Mj). Attribuons 

donc un numéro à chaque triangle et secteur (cf. Figure 77) 

Mj Mk

O

Mq

 

Figure 75 

 

Figure 76 
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Trois tests suffisent à trouver dans lequel des six secteurs 

angulaires se situe le point M. Une fois déterminé le numéro du 

secteur il faut vérifier par un dernier test que M est bien à 

l’intérieur du triangle.  

On commence donc par rechercher le numéro du secteur. 

 Rappelons à ce propos qu’un vecteur  10MM permet 

de définir deux demi-plans et que deux vecteurs 

MMetMM 020  appartiennent à un même demi-plan si et 

seulement si les produits vectoriels 1020 MMMM ∧  et 100 MMMM ∧ sont de 

même direction. 

Par conséquent, l’évaluation les trois nombres suivants permet de trouver le numéro du 

secteur recherché : 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=∧∧=
=∧∧=
=∧∧=

34503003040345

23402002030234

12301001020123

u.MMMMMM.MMMMc
u.MMMMMM.MMMMc
u.MMMMMM.MMMMc

 avecA,  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=∧∧=

−=∧∧=

−=∧∧=

30304040
2

30304030345

20302030
2

20203020234

10201020
2

10102010123

MMMM.MMMMMMMMMMMMu

MMMM.MMMMMMMMMMMMu

MMMM.MMMMMMMMMMMMu

 

L’examen du signe de ces nombres permet en effet de conclure : 

• si c123>0 alors on se situe dans un des secteurs 1, 2 ou 3 ; 

• si c234>0 alors on se situe dans un des secteurs 2, 3 ou 4 ; 

• si c345>0 alors on se situe dans un des secteurs 3, 4 ou 5. 

Il vient : 

• si   c123 > 0 et c234 < 0 et c345 < 0  alors M appartient au secteur 1 ; 

• si  c123 > 0 et c234 > 0 et c345 < 0 alors M appartient au secteur 2 ; 

• si  c123 > 0 et c234 > 0 et c345 > 0 alors M appartient au secteur 3 ; 

• si  c123 < 0 et c234 > 0 et c345 > 0 alors M appartient au secteur 4 ; 

• si  c123 < 0 et c234 < 0 et c345 > 0 alors M appartient au secteur 5 ; 

• si  c123 < 0 et c234 < 0 et c345 < 0 alors M appartient au secteur 6. 

                                                 
A Rappel : ( ) ( ) ( )( )BAD.CBADCDCBADC.BA ∧∧=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∧=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∧=∧∧  

12

3

4 5

6M0

M1

M2

M3

M4
M6

M5
 

Figure 77 
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Enfin, cf. Chapitre II  III.3.3. a. ii  « Examen de l’appartenance à un hexagone », selon le 

numéro de secteur trouvé l’un des six tests suivants confirme ou infirme que le point M se 

situe dans l’hexagone : 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

°≥
°≥
°≥
°≥
°≥
°≥

;6n eau triangl ceappartenanl' confirme0u.MM
;5n eau triangl ceappartenanl' confirme0u.MM
;4n eau triangl ceappartenanl' confirme0u.MM
;3n eau triangl ceappartenanl' confirme0u.MM
;2n eau triangl ceappartenanl' confirme0u.MM
;1n eau triangl ceappartenanl' confirme0u.MM

66

55

44

33

22

11

 

avec 

( )
( )
( )
( )
( )
( )⎪

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

−=

−=

−=

−=

16261626

2

166

65156515

2

655

54645464

2
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43534353

2
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32423242

2
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21312131

2

211

MMMM.MMMMMMu

MMMM.MMMMMMu

MMMM.MMMMMMu

MMMM.MMMMMMu

MMMM.MMMMMMu

MMMM.MMMMMMu

 

 

I.4.2.  Recherche des durées d’activation  

Une fois déterminé le triangle il suffit de décomposer OM selon les trois vecteurs pour 

obtenir les durées d’activation des vecteurs qjk OMetOM,OM  . Puisque { }qjk OM,OM,OM  

est une famille libre la décomposition est alors unique : 

T
OMtOMtOMt

OM qqjjkk ++
= . 

Les valeurs de tk, tj et tq s’obtiennent simplement (cf. Chapitre II  III.3.1.b. )  par : 

 

 
( )

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∧
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⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
kqj

qj

kqj

qj

k
OMOMOM

OM.OMOM
T

OMOMOM

OMOMOM
Tt  ; 
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⎝
⎛

⎟
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⎝
⎛
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q
OMOMOM

OM.OMOM
T

OMOMOM

OMOMOM
Tt  

Remarque 2 : l’usage du produit mixte est intéressant dans la mesure où cette 

notion permet de généraliser l’étude à des cas où la dimension de l’espace est 

n.  

 

En choisissant O (cf. Figure 78) tel que le vecteur OM soit orthogonal au triangle [Mj Mq 

Mk] les expressions précédentes se simplifient en : 
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Puisque ( )qj MMMM ∧  est égale au double de la surface du triangle [Mj Mq M] les 

durées tk, tj et tq ne sont autres que des rapports de surfaces de triangles : 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩
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⎪
⎪

⎨
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=

=
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kqj
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j
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Mq

Mj

M
Mk

o  

Figure 78, représentation graphique de la 
durée de conduction tk 
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II. Implantation matérielle de l’onduleur de courant 

II.1. Contexte de la réalisation 

II.1.1.  Onduleur asservi en tension  

Le système à contrôler, machine asynchrone avec condensateurs, présente deux circuits 

résonants (cf. Figure 79). Afin de pas exciter les deux fréquencesA de résonance, il faut choisir 

une fréquence de Modulation de Largeur d’Impulsions relativement élevée ( en prenant 

fMLI = 9669 Hz on écarte les risques). Néanmoins, on observe en boucle ouverte, lors de 

régimes transitoires, des instabilités. 

Par  un asservissement de tension de l’onduleur de courant, Pour maîtriser des résonances, 

il faut éviter tout phénomène non linéaire qui implique une perte de contrôle prolongée de la 

commande  Ainsi, les phénomènes de saturation de la commande sont à éviter. Par ailleurs, 

contrairement aux onduleurs de tension, I, 

l’amplitude du courant de la source sera 

amenée à varier dans le temps. Lors de la 

synthèse du correcteur on tient compte de 

ces variations possibles. Ainsi, la valeur 

réelle du courant I est utilisée pour le 

calcul des valeurs des coefficients des 

correcteurs qui sont réévalués à chaque 

période Te (1 ms).  

II.1.2.  Source de courant 

La source de courant de l’onduleur est obtenue à l’aide d’un pont PD3 six thyristors 

associée à une bobine de lissage.  Par asservissementB, on contrôle la valeur moyenne du 

courant qui comporte évidemment une ondulation à 300 Hz. Par conséquent le courant I 

considéré jusqu’à présent ne sera pas rigoureusement constant. De plus, pour la commande de 

la machine asynchrone une variation de la valeur moyenne du courant I est elle-même 

                                                 
A Avec des capacités de 66 μF la première fréquence est proche de 45 Hz, la deuxième se 

situe entre 140 et 160 Hz. 
B Un correcteur P.I. avec une compensation partielle de la charge. 

Rs l s l 2

R2/gLC

 

Figure 79 
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souhaitable. Néanmoins, l’approche reste valable dans la mesure où ces variations restent 

faibles pendant la période d’échantillonnage Te de l’asservissement de tension. 

II.1.3.  Conclusion 

Étant donné la puissance limitée du microcontrôleur HC16 et la fréquence d’échantillonnage  

choisie il n’était guère possible de lui confier la commande rapprochée des interrupteurs. On 

préfère l’utiliser pour la réalisation des correcteurs des boucles d’asservissement présentes au 

sein du système. 

Ainsi,  le microcontrôleur se contente de fournir le numéro du triangle au sein duquel se 

situe le point M ainsi que les durées d’activation des vecteurs d’espace correspondants. 

II.2. Recherche du secteur et des durées d’activation  

Nous avons présenté au Chapitre IV  I.4.2. une approche relativement générale. 

En tenant compte de particularités de l’onduleur de courant il est possible de réduire le 

nombre de calculs à effectuer. On utilisera particulièrement les faits suivants : 

 tous les triangles sont identiques, équilatéraux et forment un hexagone ; 

 le point M0 est commun à tous les triangles. 

 

À chaque triangle (Mk, M0, Mj) est associée la base non 

orthogonale directe ( k0MM , j0MM ). On recherche 

ensuite les coordonnées (pkj, pjk) de MM 0 dans ces 

différentes bases (cf. chapitre II paragraphe III.3.1.a.) avec 

j0jkk0kj0 MMpMMpMM += . Ces coordonnées sont 

toutes deux positives si et seulement si M appartient au 

triangle associé à la baseA (cf.Figure 80). 

On démontre que ces coordonnées sont au signe près tk/T 

et tj/T  deux des durées de conduction recherchées.  

                                                 
A C’est ce qui d’ailleurs a été observé au paragraphe Chapitre IV  I.4.1.  lors de l’examen 

des coefficients du type c123, c234 etc. 

M0

M1

M2

M3

M4
M6

M5

M

p12

p
21

 

Figure 80 



Chapitre 4  

 159

Démonstration :  

Considérons M0 comme l’origine d’une base orthonormée  ( )y,x,M0 . On pose : 

( )yyxxIMM kkk0 +=  et ( )yyxxIMM0 +=  (cf. Figure 81). 

Pour les différents sommets de l’hexagone, on obtient alors les coordonnées 

suivantes : 

 (x1,y1) = (
2
3 ,0.5) ; (x2,y2) = (0,1)  ; (x3,y3) = (-

2
3 , 0.5); 

 (x4,y4) = (-
2
3 ,- 0.5)  ; (x5,y5) = (0,-1)  ; (x6 ,y6) = (

2
3 , - 0.5); 

Pour obtenir les coordonnées de M dans les six différentes bases non orthogonales du 

type ( k0MM , j0MM ) on utilise les résultats obtenus Chapitre II  III.3.1.a.  : 

( )
( ) h.MMMM

h.MMMM
Tp

j0k0

j00
kj

∧

∧
=  et 

( )
( ) h.MMMM

h.MMMM
Tp

k0j0

k00
jk

∧

∧
=  

avec h vecteur orthogonal au plan engendré par 

les deux vecteurs k0MM  et j0MM . cqfd 

 

Puisqu’il y a six triangles et donc six bases, il faut a 

priori calculer 12 coordonnées. En réalité, on obtient au 

signe près seulement trois valeurs distinctes (pa, pb, pc) à 

rechercher (cf. Figure 81) car : 

• tous les triangles ont même surface 

2k0j0
I

2
3

2

MMMM
=

∧
 ; 

• les triangles sont adjacents et forment un hexagone régulier. 

 

Il vient  en effet en tenant compte de ces propriétés : 
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Figure 81 
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; 

S’en déduit le tableau suivant qui met en évidence la nécessité de ne calculer que trois 

projections :  

Trois calculs au total (comportant chacun au plus 1 addition et 1 multiplication) seulement 

sont donc nécessaires. 

Au sein du programme l’examen de la signature du triplet (pa, pb, pc) fournit le numéro du 

secteur (cf. Figure 82). Il reste ensuite à interpréter correctement les valeurs pa, pb et pc). Deux 

d’entre elles correspondent en valeur absolue aux grandeurs positives tk/T et tj/T (cf. Tableau 

3 et Figure 82). Quant à la troisième elle est égale là aussi en valeur absolue à la somme 

tk/T +tj/T . 

 Ainsi  pour le triangle n°2,  - pa = p32 = t3/T, pc = p23 = t2/T et |pb| = |pa| + |pc| = 1- t0/T.   

On a implanté en langage assembleur HC16  le programme qui permet, à partir des 

coordonnées du vecteur courant désiré, de calculer les durées d’activation et de déterminer le 

numéro du triangle. Il est effectué en une durée de l’ordre de 11 μs ( 180 cycles avec une 

horloge à 16,78 MHz). 
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Tableau 3 
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II.3. Prise en compte d’une consigne trop grande et des durées 

minimales de conduction 

Les deux cas envisagés ont en commun de mener à un fonctionnement non linéaire de 

l’onduleur de courant. 

II.3.1.  Durée minimale de conduction 

 Les transistors IGBT utilisés ont évidemment 

des durées de mise en conduction ( tonmax 

= 500 ns) et d’extinction (toffmax = 1500 ns) 

non nulles. Dans notre cas, afin que 

l’approximation aux valeurs moyennes soit 

acceptable, on s’impose alors une durée 

minimale de conduction de 4 μs (soit 3,8% de 

la période).  
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Figure 82, résultats de l’analyse du Tableau 3 en fonction de chaque 
triangle 

 

Figure 83 
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De ce fait lorsqu’une séquence  M0 Mj Mk est activée la zone permise pour le point 

M se réduit (cf. Figure 85).  

Prenons par exemple en compte tkmin la durée minimale d’activation du point Mk. En 

utilisant les résultats précédents il vient : 

B3
h2

Hs
h

BHs
Bh

]MMM[Surface
]MMMmin[Surface

T
t

k0j

0jmink ==== . (cf. Figure 85) 

 

 Pour traiter ce problème une homothétie f de centre G0kj (centre de gravité du triangle 

équilatéral  [M0 Mj Mk]) et de rapport k a été considérée. Elle transforme le triangle [M0 

Mj Mk] équilatéral en un autre triangle équilatéral qui délimite la zone permise  [M0r Mjr 

Mkr] (cf. Figure 84). À tout point M désiré, qu’il soit ou non dans une zone interdite, on 

fait correspondre un autre point Mr qui sera celui pris en compte effectivement lors du 

calcul des durées de conduction : 

( )MfM r = telle que MGkMG kj0rkj0 =  avec (cf. Figure 84), 
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On peut en déduire les coordonnées de Mr dans la base( k0MM , j0MM ) : 
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Figure 84 
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démonstration : 
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Cette stratégie permet un traitement très simple du problème en évitant des discontinuités au 

niveau de la commande lors de l’entrée dans les « zones interdites ». Par contre, elle introduit 

une distorsion même lorsque M appartient à une zone permise. 

 

II.3.2.  Prise en compte de la saturation de la commande 

Supposons un vecteur courant désiré MM0  dont la 

norme est telle que le point M ne soit pas à l’intérieur de 

l’hexagone. On considère alors une homothétie de centre 

M0 dont le rapport k0 est tel que Mrs le transformé de M 

appartient à la frontière de l’hexagone. Il reste à rechercher 

k0 tel que MMkMM 00rs0 =  

Lors de l’examen des projections pa, pb et pc on a vu que 

l’une d’entre elles  correspond en valeur absolue à la 

somme tk/T +tj/T.  Si elle est supérieure à 1 cela signifie 

que le point M n’appartient pas à l’hexagone. En effet dans 

le cas contraire la relation suivante est vérifiée tk/T +tj/T +t0/T = 1 et donc tk/T +tj/T<1. 

Il vient alors : 
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Figure 86 
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( )cba

0
rs0 p,p,pMax

MM
MM = . 

II.3.3.  Résumé 

Soit un point M désiré. 

• on évalue alors le triplet (pa, pb, pc) notamment les signes de pa, pb et pc ; 

• on en déduit le numéro du secteur auquel appartient ce point M ainsi que la somme 

tk/T +tj/T ; 

 si cette dernière est supérieure à 1 on obtient un nouveau point Mrs ; 

 sinon on conserve M ;  

• on applique enfin à  Mrs ou M, selon le cas, la transformation qui permet de tenir compte 

de la durée minimale de conduction. 

La programmation en langage assembleur de la prise en compte de ces effets non linéaires 

requiert à peu près 150 cycles soit 9 μs. Globalement c’est donc près de 20 μs qui sont 

nécessaires à l’évaluation  complète des durées de conduction, à la détermination du triangle 

et la prise en compte des non linéarités. 

 

II.4. Choix des séquences 

On a trouvé les durées pendant lesquelles seront activés les différents vecteurs de la famille 

F7t . Il reste à choisir la chronologie adoptée sur une durée égale à la période T de la porteuse.  

On se fixe pour cela quelques contraintes à respecter : 

• toute séquence débute par le point M0 (court-circuit de la source). En effet, puisque le 

point M0 est commun à tous les triangles, cette contrainte permet d’assurer une 

continuité (pas de commutation) lorsqu’on passe d’un triangle à un autre, adjacent ; 

• on cherche à minimiser le nombre de commutations. 

La séquence suivante est adoptée sur une période : M0 Mj Mk . Il faut rappeler que le point 

M0 correspond à trois états différents des interrupteurs du modulateur. On choisira les 

combinaisons d’état des interrupteurs telles qu’il y ait commutation dans seulement une 

cellule lors du passage de M0 à Mj  puis de Mk à M0. 

II.5. Organisation matérielle pour la genèse des impulsions. 

Pour la réalisation de la commande rapprochée on utilise principalement : 
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• un port (l’un des trois d’un circuit INTEL 8255) dans lequel le microcontrôleur vient 

inscrire le numéro du triangle ; 

• trois compteurs 16 bits (un circuit INTEL 8254) dont l’horloge est le signal Clk♣ : 

l’un crée un signal Hz  qui sert à définir la porteuse de la modulation de largeur 

d’impulsions. Sa fréquence fMLI est proche de 9670 Hz (T = 103,4μs) ;  

les deux autres permettent de générer en mode monostableA  les durées d’activation 

des vecteurs d’espace. Les signaux générés sont notés HdetHu . 

• une mémoire du type EEPROM 8 bits.  

Quelques éléments sur les entréesB: elles proviennent des sorties des compteurs  

( HdetHu,Hz ), de la sortie du port du 8255 (un mot de trois bits pour définir le 

numéro du triangle), de sorties de l’EEPROM (un mot de 4 bits représentant l’état 

actuel du modulateur) ; 

Quelques éléments d’information sur le mot de 8 bits en sortie : six bitsC 

permettent de définir l’état des six interrupteurs du modulateur. Les deux autres 

bits restant sont utilisés comme suit : 

l’un, CC , permet de savoir si l’on est 

en court-circuit ( )0CC =  ou non, 

l’autre X de distinguer les deux états de 

court circuit qui correspondent au 

même état des interrupteurs.  Sur la 

Figure 88, on a représenté les 12 mots 

de sortie soient trois de plus que les 9 

différents états du modulateur. Il a fallu 

en effet de tenir compte pour trois états 

relatifs au court-circuit que chacun 

                                                 
♣ Le signal Clk a pour fréquence 2,475 MHz . 
A  Hz est le signal appliqué aux entrées GATE des deux monostables du 8254. 
B des bascules D sont en fait intercalées entre les sorties des composants (8255, 8254, 

EEPROM) et les entrées de l’EEPROM 
C les six bits f11, f21, f31, f12, f22, f32  cf. Figure 87  caractérisent l’état de l’interrupteur; fij = 1 

s’il est fermé, fij = 0 s’il est ouvert. 

Vc1

Vc2

it1 it2
it3

ic1= I

ic2 = -I

vt1 vt2 vt3

f11 f21 f31

f12 f22 f32

 

Figure 87 
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d’eux puisse appartenir à deux séquences distinctes (c’est le rôle du bit X). 

On décrit l’information contenu dans un mot de 8 bits en sortie de l’EEPROM.  

• une série de bascules D en entrée et en sortie de l’EEPROM servent d’étage  tampon. 

Celles à l’entrée déclenchent sur front montant de l’horloge Hz  pour fournir alors le 

numéro du triangle délivré par le port A du 8255. Celles en sortie présentent à 

l’EEPROM un mot de quatre bits qui caractérise son état actuel. 

Remarque : Quelques buffers  assurent la liaison entre microcontrôleur et circuits 

externes.  

II.6. Chronogramme d’une période T 

Avant chaque début de période sont déjà disponibles les durées de conduction ainsi que le 

numéro du triangle. 

Le chronogramme des principaux signaux est donné Figure 89 :  
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0 0 4 4

1 0 2 4

1 1 2 1

1 0 4 1

1 1 4 2

1 0 1 2

1 1 1 4

Hu

Hd Hd 

Hd 

Hu Hu
Hz

Hz

Hz

12

3

4 5

6

322212312111 ffffffXCC
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Figure 88 
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(2)  Le passage à zéro de Hz amorce le début d’une nouvelle période T ; l’état de 

court-circuit correspondant au triangle désiré est délivré par l’EEPROM (cf. Figure 88); 

(3)  Le front montant de Clk  déclenche les bascules D  en sortie de l’EEPROM. 

L’état de court-circuit débute alors effectivement.  

(4)  Le front montant de Hz  a deux effets : 

 Les monostables chargent les durées qui permettent de définir celles d’activation 

des vecteurs d’espace ; 

 Les bascules D à l’entrée de l’EEPROM fournissent à cette dernière le numéro du 

nouveau triangle ; 

(5)  Au front descendant de Clk, les monostables commencent à décompter. 

(6)  Lors du passage à zéro de Hu , l’EEPROM change d’état (cf. Figure 88); 

(7)  Le front montant de Clk  déclenche les bascules D  en sortie de l’EEPROM. Le 

nouvel état de l’EEPROM débute alors effectivement.  

(8)  Lors du passage à zéro de Hd , l’EEPROM change d’état (cf. Figure 88); 

(9)  Le front montant de Clk  déclenche les bascules D  en sortie de l’EEPROM. Le 

nouvel état de l’EEPROM débute alors effectivement.  
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Figure 89 
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Remarque : quelques bascules D et portes logiques permettent d’assurer la 

compatibilité entre composants Motorola et Intel. Quelques buffers  assurent la 

liaison entre microcontrôleur et circuits externes.  

II.7. Relevés expérimentaux 

Nous présentons quelques relevés obtenus lors de l’étude de l’alimentation machine 

asynchrone – condensateurs. Le courant relevé n’est pas celui juste en sortie de l’onduleur 

mais le courant de ligne en aval des condensateurs. C’est donc, si l’on considère que tous les 

harmoniques de rang élevés du courant sont absorbés par les condensateurs♣, l’image 

moyenne du courant délivré par l’onduleur.  

Voici quelques relevés du courant de ligne moteur avec le spectre correspondant : 

 Consigne sinusoïdale de courant (sans saturation) (cf. Figure 90); 

                                                 
♣ les condensateurs présentent au delà de 9 kHz une impédance bien plus faible que la 

machine et se comportent donc en filtre passe-bas.  

 

3

courant de ligne moteur

315285

1
15,5Hz

2

10

9

155

140 zone de résonance

modulation d'amplitude due
au pont PD3 de la source de couran

 

Figure 90, courant de ligne (100mV/A) dans le cas d’une consigne sinusoïdale ne menant 
pas à une saturation. On observe les harmoniques de rang 1,2, 3,5, 9, 10. Les harmoniques 

9 et 10 appartiennent à la plage de résonance de la charge (140 et 155 Hz). 
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 Consigne sinusoïdale de courant (avec saturation) (cf. Figure 91, Figure 92 et Figure 

93); 

 Consigne triangulaire de courant  (cf. Figure 94). 

courant de ligne moteur

 

Figure 91, courant de ligne  dans le cas d’une consigne sinusoïdale menant à une 
saturation. On décrit la frontière de l’hexagone. 
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Figure 92, courant de ligne moteur  avec spectre correspondant dans le cas d’une 
saturation de la commande. 
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Figure 93, courant de ligne du moteur (et spectre associé) en réponse à une consigne 
sinusoidale à 15,5 Hz. Il y a saturation.  
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Figure 94, Courant de ligne du moteur avec son spectre et tension composée en 
réponse à une consigne triangulaire de courant.  
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II.8. Conclusion 

Dans ce chapitre on a mis en évidence comment l’usage du formalisme proposé mène 

pratiquement à un algorithme de commande de modulateur. Cette étude d’onduleur de courant 

permet également de montrer qu’il n’est pas question, comme c’est le cas pour l’onduleur de 

tension, d’envisager l’adjonction d’un quelconque harmonique trois ou homopolaire. 

Enfin, plus généralement, l’approche vectorielle permet d’offrir des représentations 

graphiques, comme dans la représentation complexe, tout en proposant des méthodes de 

calcul adaptées aux dimensions supérieures à deux. Bien entendu, dans les cas simples 

abordés, existent des approches plus « intuitives », nécessitant moins d’outils mathématiques 

que ceux présentés. Notre démarche inductive a consisté à développer une méthode 

« générale » d’étude sur un exemple « simple ». Il reste donc à la mettre en œuvre dans des 

modulateurs plus complexes comme par exemple les onduleurs de tension à n bras. 
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Conclusion générale 
 

Dans ce mémoire, nous avons proposé l’usage d’outils mathématiques qui permettent 

d’élaborer un formalisme vectoriel. Ce dernier bénéficie des propriétés graphiques et 

géométriques de la théorie des « vecteurs d’espace » tout en conservant la puissance du 

traitement matriciel. C’est pour la commande de systèmes polyphasés que  cette approche 

devrait être la plus intéressante. 

Pourtant, dans le chapitre 2 concernant des modulateurs d’énergie nous avons choisi 

volontairement de traiter deux onduleurs de tension très classiques. En effet, il est alors aisé 

de focaliser notre attention sur le nouvel éclairage créé par l’utilisation des concepts 

introduits. Il apparaît qu’il est possible de caractériser le modulateur indépendamment de ses 

sources et d’en déduire ainsi quelles sont ses capacités intrinsèques : par exemple un onduleur 

de tension deux niveaux triphasé permet de piloter une charge de « dimension trois » alors 

qu’un onduleur de courant triphasé, comportant pourtant autant d’interrupteurs, est limité à 

une charge de « dimension deux ». Par ailleurs, il est plus simple également de présenter 

certains calculs dans les cas familiers en montrant qu’ils conduisent aux résultats 

« habituels ». Ainsi, pour calculer les calculs de durée de conduction des interrupteurs, nous 

utilisons les notions de barycentres et de produit mixte. En dimension deux ou trois, il est 

encore possible de réaliser des descriptions graphiques qui permettent une représentation 

visuelle de ces notions. On obtient bien dans ces cas « simples » les résultats déjà établis par 

d’autres approches. 

Après avoir traité les cas connus, il nous faudra donc dans une deuxième étape poursuivre 

l’exploitation du formalisme. L’étude par exemple d’onduleurs de tension comportant n bras 

qui alimentent une charge à n phases peut s’avérer intéressante ([19],[32],[54],[51]). Après 

avoir déterminé les degrés de liberté obtenus par les couplages mécaniques opérés entre 

phases, il faut les exploiter en élaborant des commandes optimales au sens d’un critère : par 

exemple, minimiser à la fois le nombre de commutations et  la valeur efficace de l’ondulation 

de la tension sur une période de la porteuse de la M.L.I.. 

 

Au chapitre trois, c’est la machine triphasée asynchrone à cage qui nous permet, là encore 

donc au travers d’un exemple connu, de nous intéresser plus généralement aux machines dont 

les nombres de phases rotoriques et statoriques sont distinctes. Ensuite, nous avons choisi 
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parmi les machines polyphasées, celle dont le nombre de phases est juste suffisant pour mettre 

en évidence la spécificité de la machine triphasée. Même si elle n’est pour l’instant pas 

vraiment utilisée, l’étude de la machine pentaphasée (au stator et au rotor) nous fournit en 

effet des éléments intéressants sur les particularités de l’alimentation de ces charges 

polyphasées. 

Ainsi, il est apparu que si l’on cherche à exploiter au mieux l’effet amplificateur 

magnétique qu’apporte l’usage de matériaux ferromagnétiques un « couplage électrique » est 

nécessaire. En effet, certaines composantes des courants injectés ne créent de flux que par 

l’intermédiaire des inductances de fuite. Une optimisation du rendement pourrait donc 

rechercher l’annulation de ces composantes. C’est d’ailleurs ce qui est réalisé pour la machine 

triphasée en réalisant un couplage « mécanique » du type  triangle  ou étoile sans neutre sorti : 

la composante homopolaire est annulée. 

Là encore, on peut dégager d’autres pistes, non présentées dans ce mémoire, issues de 

l’exploitation du formalisme. Ainsi, dans l’optique de la réalisation de nouvelles machines, il  

peut être intéressant de chercher à simplifier la réalisation mécanique. Par exemple, 

l’utilisation d’enroulements diamétraux généreraient certes des harmoniques de force 

magnétomotrice, mais qui pourraient être mis à profit pour créer du couple supplémentaire. 

Ainsi, l’exploitation l’harmonique trois pour la machine pentaphasée permettrait une 

augmentation de près de 10% du couple [61]. Bien sûr, la complexité dans ce cas est reportée 

au niveau de la commande. L’approche vectorielle peut alors faciliter la synthèse mais si on 

peut décomposer l’espace vectoriel associé à la machine en une somme de sous espace 

vectoriels orthogonaux entre eux, alors il est judicieux de considérer la machine polyphasée 

comme l’association de plusieurs machines, monophasées ou diphasées, indépendantes. On a 

affaire dans ce cas à un système « multi-machines ». La commande du modulateur qui lui est 

associé peut alors être élaborée par l’approche vectorielle développée dans ce mémoire.  

  

.
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