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Chapitre 1

Introduction

Cette these regroupe des travaux de recherches sur le domaine des grandes déviations
et des déviations modérées en estimation fonctionnelle qui ont pour motivation ’obten-
tion des principes de grandes deviations fonctionnels et non fonctionnels et des résultats
de type Chernoff. Tout au long de ce these nous avons considéré le cadre des variables
aléatoires i.i.d..

Dans le chapitre 2 nous introduisons un processus qui nous permet de déduire de
facon unifiée un principe fonctionnel de grandes déviations pour l'estimateur par la
méthode de noyau de la fonction de régression et un principe de grandes déviations
pour l'estimateur de la fonction de densité. Nous utilisons par la suite Ces résultats
pour définir un critere de selection de modeles.

Dans le chapitre 3 nous considérons les estimateurs par la méthode des histogrammes
de la fonction de densité et de la fonction de régression généralisée indexée par une
famille de fonctions. Nous obtenons des principes de grandes déviations et des résultats
de type Chernoff ponctuels pour les deux estimateurs. Nous établissons ensuite des
résultats de type Chernoff pour les déviations uniformes des estimateurs par rapport a
la fonction estimée. Nous considérons aussi I'uniformité sur une classe de fonctions F
pour 'estimateur de la fonction de régression généralisée indexée par la famille F. En
considérant une famille F,, de partitions, une famille d’estimateurs de la fonction de
densité G, et un famille d’estimateurs de la fonction de régression sont ainsi définies en
associant a chaque estimateur une partition particuliere de F,,. En considérant, en outre,
une classe de densités G et une classe de fonctions de régression R, nous établissons des
résultats de type minimax relativement a G, et G et aussi par rapport a R, et R
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Le chapitre 4 est consacré a l'estimation par la méthode des delta-suites de la fonc-
tion de densité et de la fonction de régression. Nous obtenons dans ce chapitre des
principes fonctionnels de grandes déviations dans l'espace L' muni de sa topologie
faible pour les estimateurs de la fonction de densité et de la fonction de régression.

Le dernier chapitre est consacré aux déviations modérées pour I'estimateur de la
fonction de densité par la méthode des histogrammes. Plus précisément, nous établissons
un principe fonctionnel de déviations modérées pour l'estimateur de la fonction de
densité centré f,, — F f,,. Comme corollaire, nous établissons un résultat de type Chernoff
pour la déviation modérée en norme L! de I'estimateur f,, par rapport a son espérance

Ef,.

1.1 Grandes déviations

1.1.1 Principe de grandes déviations

Nous allons introduire ici quelques outils et définitions utilisés dans la théorie des
grandes déviations. Dans un espace topologique X, muni de sa tribu borélienne B, les
principes de grandes déviations donnent une caractérisation exponentielle du compor-
tement asymptotique d’une famille de mesures de probabilité {u.} par une fonction I
appelée fonction de taux. De facon plus explicite, pour tout borélien A, un principe de
grandes déviations associé a la famille {y.} donne une majoration et une minoration
en fonction de I de la limite quand ¢ — 0 de la quantité elog u.(A). Les définitions
ci-apres sont relatives a la fonction de taux et au principe de grandes déviations.

Définition 1.1. Une fonction de tauz I est une fonction I : X — [0,00| semi-
continue inférieurement, i.e., pour tout o € [0,00), l'ensemble de niveau V(o) :=
{r € X : I(z) < a} est fermé. On dira que la fonction I est une bonne fonction de taux
si, en outre, Wy(«) est compact pour tout o € [0,00). On note par Dy le domaine effectif
de la fonction de taux I, i.e.,
Dy ={reXx : I(z) < oco}.

Dans la définition suivante les notations A° et A désignent respectivement l'intérieur
et la fermeture de A.

Définition 1.2. On dit qu’une famille de mesures de probabilité {p.} satisfait un prin-
cipe de grande déviations dans l’espace X avec la vitesse € et une fonction de taux I st,
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pour tout A € B,

— inf I(x) < liminflogu.(A) < limsuplogpu.(A) < —inf I(x).
rEA° e—0 e—0 €A

Remarques
1) Les membres a gauche et a droite de la derniére expression sont souvent appelés
borne inférieure et borne supérieure.
3) On dit qu’une suite de variables aléatoires X, a valeurs dans X satisfait un principe de
grandes déviations si la suite des lois de X, satisfait un principe de grandes déviations.
3) Le principe de grandes déviations donné dans la définition 1.2 est equivalent & :
(Borne inférieure). Pour tout ouvert O C X,

liiriiglf log ue(O) > — inf I(z).

z€0

(Borne supérieure). Pour tout fermé F' C X,

limsup log . (F) < —inf I(z).

e—0 el

4) Soit {uc} une famille de mesure de probabilité satisfaisant un principe de grandes
déviations et soit A est un ensemble de continuité de la fonction de taux I associée, i.e.,
inf e a0 I(2) = inf 5 I(z), alors
limelog p(A) = — inf I(z).
En particulier
— Si X est un espace vectoriel normé, la fonction I est convexe et si A est un ouvert
convexe, alors A est un ensemble de de continuité de la fonction I.
— Sila fonction [ est continue, alors toute partie A € B est un ensemble de continuité
de la fonction 1.

Généralement, lorsque 'on veut démontrer un principe de grandes déviations, on
utilise I’approche naturelle qui consiste a établir la borne supérieure pour les compacts,
en d’autres termes on étudie le principe de grandes déviations faible donné dans la
définition suivante.

Définition 1.3. (Principe de grandes déviations faible) On dit qu’une famille
de mesures de probabilité {pu.} satisfait un principe de grandes déviations faible si,
(Borne inférieure) Pour tout ouvert O C X et pour tout x € O,

liminf elog u.(0) > —I(z).

E— 0O

(Borne supérieure) Pour tout compact K C X,

limsup elog . (K) < — inf I(z).

€—00 reK
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Une famille de mesure de probabilité satisfaisant un principe de grandes déviations
faible ne vérifie pas toujours le principe de grandes déviations. Pour généraliser le prin-
cipe faible, une condition supplémentaire, appelée tension exponentielle est suffisante.

Définition 1.4. (Tension exponentielle) On dit qu’une famille de mesure de pro-
babilité {u.} est exponentiellement tendue si, pour tout a € [0,00), il existe un compact
K, C X tel que

limsup elog . (K5) < —a.

e—0

Dans le théoreme suivant, la tension exponentielle permet de généraliser le principe
de grandes déviations faible.

Théoréme 1.1. Soit {u.} une famille de mesures de probabilité satisfaisant un prin-
cipe de grandes déviations faible avec une fonction de taux I. Si {u.} est, en outre,
exponentiellement tendue, alors {u.} satisfait le principe de grandes déviations avec la
fonction de tauz I.

Dans ce qui suit nous donnons quelques théoremes importants dans le domaine des
grandes déviations. Le théoreme suivant montre que les principes de grandes déviations
sont préservés par les applications continues.

Théoréme 1.2. (Principe de contraction) Soient X et Y deux espaces topologiques
séparés, [ X — Y une fonction continue et soit [ : X — [0, 00| une bonne fonction
de taux. Alors la fonction définie sur Y par

I'(y) = inf{I(z) : f(z) =y}

est une bonne fonction de taux.

Par ailleurs, si {u.} satisfait un principe de grandes déviations dans X avec la fonction
de tauz I, alors {p. o f~'} satisfait un principe de grandes déviations dans ) avec la
fonction de tauz I'.

Soit (X, d) un espace métrique complet et séparable (espace polonais) et soit {X,,}
et {Y"} deux suites de variables aléatoires a valeurs dans X'. Le théoréme suivant
permet de déduire un principe de grandes déviations pour {X,} a partir de celui de
{Y™} dans le cas ou {Y,"} constitue une bonne approximation exponentielle de {X,},
ie.,

Définition 1.5. On dit que deuz suites de variables aléatoires {X,} et {Y,} sont ex-
ponentiellement équivalentes si, pour tout § > 0,

limsup e, log P(d(X,,Y,) >d) = —oo.

n—oo
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On dit que {Y.'} est une bonne approximation exponentielle de {X,} si, pour tout
0 >0,

nli_r)r})olimsup enlog P(d(X,,,Y,") > d) = —oo.
Théoréme 1.3. (Approximation exponentielle) On suppose que {Y,} satisfait un
principe de grandes déviations avec la bonne fonction de taux I et que {X,} et {Y,}
sont exponentiellement équivalentes, alors {X,} satisfait le méme principe de grandes
déviations.
On suppose que pour tout m, {Y,"} satisfait un principe de grandes déviations avec la
bonne fonction de tauz I, et que {Y,"} est une bonne approximation exponentielle de
{X,}. Alors, {X,} satisfait un principe de grandes déviations avec la bonne fonction
de taux donnée par

I(x) = supliminf inf I, (y),
5>0 M—0 YEBes

o

B,s = {ye X : d(x,y) <d}.

1.1.2 Théoremes classiques en dimension finie

Il existe une littérature riche sur la théorie grandes déviations traitant de nombreux
aspects dans les domaines des Probabilités et Statistiques. A ce sujet, nous renvoyons
aux livres de Dembo & Zeitouni (1998)(23), Dupuis & Ellis (1997)(29) et Deuschel &
Sroock (1989)(24) ainsi que les références qui y sont citées. Dans cette section nous
allons rappeler quelque théoremes majeurs dans le cas ou X est espace vectoriel normé
de dimension finie.

Théoréme de Sanov

Soit ¥ = {ay, as, ..., ax} un ensemble fini. Soit M;(X) I'espace de toutes les mesures
de probabilité sur ¥. L’espace M;(¥) peut étre identifié & 1'ensemble des points R
dont les coordonnées sont positives et de somme égale a 1 et M;(X) peut donc étre
considéré comme une partie de RY. Soit X;, Xo, ..., X,, une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi u et a valeurs dans 3. On
suppose que g(a) > 0 pour tout a € X. On considere le vecteur aléatoire LX & valeurs
dans M; (X)) défini par

1
Ly(a;) = =Y 1,(X;), j = 1,2,..,N,
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ou 1, désigne l'indicatrice de I'ensemble {a}. On définit I'entropie relative d’une loi de
probabilité v par rapport a la loi p par

N (a)
Hv|p) = Zl/ a;) log
7j=1

pla;)
Le théoreme suivant, di a Sanov (1961)(70), donne un principe de grandes deviations
pour LX dans M;(X) avec la fonction H comme fonction de taux.

Théoréme 1.4. (Sanov) Pour tout I' € M, (%),
. b b
— ,}élrfo H(v|p) < llgglfﬁlog P,(Lyel) < 11Ln_>solip - logP (Ly €7)

< —inf H(v|p).

vell

Théoréme de Cramér

Soit X1, Xs, ..., X,, une suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans R?, indépendants
et identiquement distribués suivant une loi de probabilité u. La fonction transformée de
Laplace logarithmique associée & la loi de probabilité 1 est définie, pour tout A € RY,
par

A(N) =log E, [e<’\’X1>] ,
ot (., .) désigne le produit scalaire usuel sur R%. On appelle transformée de Legendre
de la fonction A, la fonction A* définie sur R¢ par
A (z) = sup {(z,\) —A(N)}.
AER4

Le théoreme suivant établi par Cramér(1938)(17) montre que la moyenne empirique
S, = %Z?:l X, des vecteurs aléatoires X1, X, ... satisfait un principe de grandes
déviations.

Théoréme 1.5. (Cramér) On suppose que Dy = R<. Alors,
(Borne inférieure) pour tout ouvert O C R¢,
1
lim inf — log P(S,, 0) > f A"
il loa P8, € 0) 2~ f A

(Borne supérieure) pour tout fermé F C RY,

1
limsup —log P(S, € F) < —inf A*(z).

La fonction A* étant convexe alors, sous I'hypothese du théoreme de Cramér, tout
ouvert convexe O C R? vérifie la relation

lim llogP(Sn € 0) = —inf A*(x).

n—oo n, zeO
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Théoréme de Chernoff

Comme conséquence au théoreme de Cramér dans R, on peut voir le théoreme de
Chernoff (1952)(15)

Théoréeme 1.6. (Chernoff) Pour tout y € R,

1
lim —log P(S,, > y) = — inf A*(x).

n—oo M >y

Dans la littérature on trouve des résultats de ce type, appelés d’ailleurs résultats de
type-Chernoff, pour une large palette de statistiques. Ce type de résultat trouve une
application directe dans la comparaison des performances des méthodes d’estimation
et dans I'étude de l'efficacité des tests au sens de Bahadur. Dans ce registre, on cite
les travaux de Bahadur (1971)(2), Nikitin (1995)(61), Louani (1998, 2000)(52; 54) et
Berrahou et Louani (2006)(6).

Théoreme de Gartner-Ellis

Le théoreme de Cramér est limité au cas de vecteurs aléatoires i.i.d. Cependant une
extension au cas non i.i.d. est possible grace au théoreme de Géartner-Ellis. On considere
une suite de vecteurs aléatoires X,, prenant leurs valeurs dans R¢ de lois de probabilité
Ln. Pour tout A € R?, la transformée de Laplace logarithmique associée a X,, est donnée
par

A, (A) = logE [e<’\’X">] :

Avant d’énoncer le théoreme de Géartner-Ellis, nous avons besoin de 'hypothese et des
définitions suivantes

Hypothése de Girtner-Ellis. Pour tout A € R, la limite des transformées de
Laplace logarithmiques

A(A) = lim e,A, (¢,

n
n—oo

1)\)
existe dans R. De plus, I'origine appartient & l'intérieur de D.

Définition 1.6. Soit A* la transformée de Legendre de la fonction A. On dit que y € R?
est un point exposé pour la fonction N* s’il existe X € R?, appelé hyperplan d’appui, tel
que, pour tout x # v,

Ay) = A(y) > Na) — M)
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Définition 1.7. Une fonction A : R? — (—o0,00| est dite essentiellement lisse si :
(i) DY est non vide.

(ii) A est differentiable sur DY.

(11i) im |[VA(N\,)| = oo pour tout suite appartenant a D et convergent vers un point
de lanﬁ’;ontz'ére de DY.

Le théoreme suivant est I'un des plus importants dans la théorie de grandes déviations
en dimension finie.

Théoréme 1.7. (Gdrtner-Ellis) On suppose que [’hypothése de Gdrtner-Ellis est
vérifiée. Alors,
(Borne supérieure) pour tout fermé F' C RY,

limsupe, log P(X,, € F') < —inf A*(z),

n— 00 zeF

(Borne supérieure) pour tout ouvert O C RY,

liminf €, log P(X > — inf A”

iipfalog P(X, € 0) 2 = Bl ),

ou H désigne l’ensemble des points exposés de N* dont les hyperplans d’appui appar-
tiennent a DY .

Si en outre, A est essentiellement lisse et semi-continue inférieurement, alors X, sa-
tisfait un principe de grandes déviations avec une bonne fonction de taux A*.

Remarque Si la fonction A est finie et differentiable sur R? alors X,, satisfait un
principe de grandes déviations avec une bonne fonction de taux A*.

1.1.3 Théoremes classiques en dimension infinie

La transformée de Laplace logarithmique joue un role majeur dans la théorie des
grandes déviations. Au vu du théoreme de Gartner-Ellis, dans un espace vectoriel de
dimension finie, la transformée de Legendre de la limite des transformées de Laplace
logarithmiques associées a une suite de vecteurs aléatoires, lorsque celle-ci existe, est
la candidate naturelle pour controler le principe de grandes déviations associé a cette
suite de vecteurs. Dans cette partie nous rappelons des résultats qui généralise cette
approche aux cas d’espaces vectoriels de dimensions infinie. La tension exponentielle y
joue un role important.
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Théoréme de Baldi

Soient X' un espace vectoriel séparé et X* son dual topologique. On considéere une
suite de mesures de probabilité {u,} définies sur X'. Pour A € X*, on pose

AN = log / O (de),

X

A(\) = limsupe,A,(e,'N),

n—o0

et A la transformée de Legendre de A. On rappelle que z € X est appelé point exposé
pour A" il existe A € X *, appelé hyperplan d’appui, tel que

A, z) —AN(z) > (A, y) —A'(y), pour tout y # .

Théoréme 1.8. (Baldi) On suppose que {u,} est exponentiellement tendue. Alors
Pour tout fermé F C X,

lim sup €, log i, (F) < — inf A" (x).

n— o0 el

Pour tout ouvert O C X,

liminf e, log 1, (0) > — inf A'(z),

ot H est Uensemble des points exposés de ', avec pour hyperplans d’appui \ vérifiant

A(XN) = lim €,A, (€,

n
n—oo

'\)  emiste et A(YA\) < oo pour un certain vy > 1.

Si, pour tout ouvert O C X,

alors { iy} satisfait un principe de grandes déviations avec une bonne fonction de tauz

A

L’approche des systemes projectifs

Soit X un espace topologique abstrait et soit {x,} une suite de mesures de probabi-
lité sur X. L’approche des systemes projectifs consiste a établir des principes de grandes
déviations pour les projections de {u, } sur des espaces plus ”"petits” et d’en déduire un
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principe de grandes déviations pour {u,}. Plus explicitement, soit (J, <) un ensemble
partiellement ordonné, ce qui signifie que, pour tout i,5 € J, il existe k € J, tel que
i <ketj <k Onditque (Y, pij)icjes est un systéme projectif si, pour tout j € J,
Y; est un espace topologique séparé et les applications p;; : ), — J; sont continues

et vérifie p;; = pij 0 pji, lorsque ¢ < 7 < k. La limite projective de ce systeéme, noté
X = anyj, est le sous espace de l'espace produit ) = [] ies Vi constitué des éléments

x = (y;);jes pour lesquels y; = p;;(y;) lorsque ¢ < j. L’espace X est muni de la topologie
induite par la topologie produit sur ). Les projections canoniques sur X sont définies,
de maniere naturelle, par

bi X — )
v = (Yj)jes — pi(T) == ys

Il est évident que ces projections sont continues sur X.

Le théoreme suivant montre qu’on peut établir un principe de grandes déviations
associé a une suite de mesures de probabilité {u,} sur X’ a partir de ceux associés aux
mesures images {f, o p; '} sur ;.

Théoreme 1.9. (Dawson-Gdrtner) Soit {i,} une suite de mesures de probabilité
sur X, telle que pour tout j € J, {p, 0 pj_l} satisfait un principe de grandes déviations
dans Y; avec une bonne fonction de taux I;. Alors {u,} satisfait un principe de grandes
déviations avec une bonne fonction de tauz

I(z) = slelgf(pj(fv)), reX.

Comme conséquence du théoreme de Dawson-Gartner, Le corollaire suivant donne
une condition sur la fonction limite des transformées de Laplace logarithmiques pour
qu’une suite de mesures de probabilité, sur un espace vectoriel séparé localement convexe,
vérifie un principe de grandes déviations.

Corollaire 1.1. Soit {y,} une suite de mesures de probabilité exponenticllement tendue
dans un espace vectoriel séparé et localement convexe X. On suppose que A( . ) :=
lim,, o €,A,(./€,) est finie et Gateaux differentiable. Alors {u,} satisfait un principe
de grandes déviations avec une bonne fonction de tauzr convere A*.

Nous citons, comme résultats de grandes déviations en dimension infinie, Moguls-
kii (1976)(56) qui a établit un principe de grande déviations dans L>°([0,1]) pour les
marches aléatoires. de Acosta (1994)(19) a utilisé 'approche des systéme projectifs pour
établir un principe de grandes déviations pour le processus de Lévy. Bryc et Dembo
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(1995)(12) on montré un principe de grandes déviations pour la mesure empirique as-
sociée a un processus gaussien stationnaire dans I'espace M(R) des mesures sur R. Nous
citons aussi Gamboa et al. (1999) (34) qui ont montré un principe de grandes déviations
fonctionnel pour la forme quadratique d’un processus gaussien stationnaire dans les cas
discret et continue. Ils ont utilisé comme outils de démonstration le théoreme de Baldi.

1.2 Estimation non paramétrique

Il existe une multitude de méthodes en estimation fonctionnelle. Nous citons comme
exemples, la méthode des histogrammes qui est la plus ancienne. Les propriétés des es-
timateurs par la méthode des histogrammes, comme nous le verrons dans la suite, ont
été étudiées par de nombreux auteurs parmi lesquels nous citons Révész (1968, 1971,
1972)(67; 65; 66) , Lecoutre (1982)(43), Geffroy (1974)(37), Abou-Jaoudé (1976)(1) et
Tukey (1961)(75). Introduite par Fix et Hodges (1951)(32), la méthode des points les
plus proches pour estimer la fonction de densité a été étudiée par Loftsgaarden et Que-
senberry (1965)(48). Royall (1966)(69) et Stone (1977)(72) ont étudié cette méthode
dans le cadre de l'estimation de la fonction de régression. La méthode du noyau in-
troduite, pour l'estimation de la fonction de densité, par Rozenblatt (1956) (68) a été
développée ensuite par Parzen (1962) (63) et reprise par Nadaraja (1964)(59) et Watson
(1964)(81) dans le cadre de 'estimation de la fonction de régression. Nous citons aussi
la méthode des séries orthogonales pour I'estimation de la fonction de densité, appelée
également méthode de projection, qui a été introduite par Cencov (1962)(13) et Tiago
de Oliveira (1963)(73) et étudiée notamment par Bleuez et Bosq (1976,1979)(7; 8), Bosq
(1980)(11) et Devroye et Gyorfi (1985)(27). La méthode des delta-suites permet d’uni-
fier I’étude de plusieurs méthodes d’estimation fonctionnelle. Pour un apercu global
sur l'estimation fonctionnelle non paramétrique, nous renvoyons aux livres de Prakasa
Rao (1983)(64), Devroye et Gyorfi (1985)(27), Devroye (1987)(26), Bosq et Lecoutre
(1987)(10), et Scott (1992)(71).

Dans cette section nous allons aborder trois méthodes d’estimation de la fonction
de densité et de la fonction de régression a savoir la méthode des histogrammes, la
méthode du noyau et la méthode des delta-suites.
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1.2.1 Meéthode des histogrammes
La fonction de densité

Soit (X7, Xo, ..., X,,) une suite de variables aléatoires a valeurs dans R indépendantes
et identiquement distribuées. Soit f la fonction de densité commune aux variables X;.
Soit P, = {A,; : j € J} une partition de R. L’estimateur, noté f,,, de la fonction de
densité f par la méthode des histogrammes basé sur la partition P, est défini, pour
xr € A, ;, par

falz) = ﬁzhn,j()@:)y

mi) =1

ou A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

La méthode des histogrammes est la plus ancienne parmi les méthodes d’estimation
et aussi la plus utilisé par les praticiens en raison de sa simplicité d’emploi. Nous citons
Lecoutre qui a établi la convergence de l’estimateur f,, en moyenne quadratique et
en moyenne quadratique intégrée. la convergence uniforme presque complete est du a
Geffroy (1974)(37) et la convergence en probabilité et presque compléte en norme L1
ont été établies par Abou-Jouadé (1976)(1).

Des résultats de grandes déviations de type Chernoff pour la déviation L' de I’estimateur
de la densité par la méthode des histogrammes par rapport a la densité sous-jacente
ont été établis par Beirlant et al. (2001) (3).

La fonction de régression

Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire a valeur dans R?. La fonction de régression, notée
r, de la variable Y sur la variable X est définie au point x par

r(z) = EY | X =1].

Il est clair que si, E[|Y]] < oo, la fonction de régression est bien définie. On suppose que
(X,Y) admet une densité conjointe g et on note par gx et gy les densités marginales de
variables aléatoires X et Y respectivement. La fonction de régression peut alors s’écrire
sous la forme

r(z) ;/_OO y g(x,y)dy.

B gx (ZE) 00
L’estimateur par la méthode des histogrammes, noté r,, de la fonction de regression
r basé sur un échantillon iid. (X1,Y)),...,(X,,Y,) du couple (X,Y) et la partition
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Pn={A,; : j€ J} est défini, pour z € A, ;, par

Sy Yilla, (X))

rale) = { ST, 00 S 2 L, (X0 > 0.

0 sinon.

Cet estimateur, appelé régressogramme, a été introduit par Tukey (1961)(75). Sa conver-
gence en moyenne quadratique a été établie par Lecoutre (1982) (43) et les résultats
de convergence uniforme sur un compact en probabilité et presque complete sont dus a

Geffroy (1980)(38).

1.2.2 Meéthode du noyau

Soit K un noyau positif, i.e., K est une fonction réelle positive vérifiant [ fooo K(x)dx =
1 et soit (hy,),>1 une suite de parametres de lissage convergeant vers zéro.

La fonction de densité

Soit (X7, Xs, ..., X,,) une suite de variables aléatoires a valeurs dans R indépendantes
et identiquement distribuées. Soit f la fonction de densité commune aux variables X;.
L’estimateur a noyau, noté f,, de la fonction de densité f est défini par

)= K ()

Cet estimateur a été introduit par Rosenblatt (1956)(68) améliorant ainsi I’estimateur

de la densité de Fix et Hodges (1951)(32) défini en un point par le nombre des obser-
vations situé dans intervalle de longueur 2h,, centré en ce point. Les convergences en
moyenne quadratique et uniforme en probabilité de cet estimateur ont été établies par
Parzen (1962)(63). Tiago de Oliveira (1963)(74) a établi la convergence en moyenne
quadratique intégrée et la convergence uniforme presque complete est due a Nadaraja
(1965)(60). Deheuvels (1974)(22) a obtenu une condition nécessaire et suffisante pour
les convergence ponctuelle presque stre et uniforme presque sure de cet estimateur.

L’aspect des grandes déviations pour l'estimateur a noyau de la densité a été étudié
en premier lieu par Louani (1997,1998) (51; 52). A ce propos, il a établi des principes de
grandes déviations ponctuel et uniforme mais aussi des résultats ponctuels et uniformes
de type Chernoff. Ces résultats ont été appliqués a 1’étude de I'efficacité asymptotique
de la statistique du test d’ajustement basée sur la déviation maximale entre I’estimateur
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a noyau de la densité par rapport a la densité sous-jacente. Louani (2000)(54) a obtenu
un résultat de grandes pour la déviation de l’estimateur & noyau en norme L!. Il a
aussi obtenu, voir Louani (2005)(55), des résultats de grandes déviations uniformes par
rapport a une familles de noyaux de type Vapnik-Chervonenkis, une classe de fonctions
de densité et un intervalle de parametres de lissage. Travaillant avec la méthode du
noyau, Lei et al. (2003)(47) a établi un principe fonctionnel de grandes déviations dans
I'espace L' muni de la topologie de la convergence faible pour I'estimateur de la densité.
Lei et Wu (2005)(46) puis Lei (2006)(45) ont obtenu des résultats de grandes déviations
en norme L' pour 'estimateur & noyau. Ils ont considéré des densités associées a des
processus de Markov ergodiques et réversibles.

La fonction de régression

Soient K un noyau positif et h,, une suite de parametres de lissage. L’estimateur a
noyau r, de la fonction de régression r, basé sur un échantillon (X1,Y7), ..., (X,,,Y,) du
couple (X,Y), est défini par

S VE(TEE) L (x_X)
Ziml P e S S OK (2X) >0,
ro(z) = S K (Tt 2in fin
0 sinon.

La méthode du noyau introduite par Rozenblatt (1956)(68) pour estimer la fonction
de densité a été reprise par Nadaraja (1964)(59) et Watson(1964)(81) pour estimer
la fonction de régression. En raison de la forme de l'estimateur a noyau de la fonc-
tion de régression, qui est un rapport, les propriétés de convergence sont obtenues sous
des conditions plus restrictives que pour l'estimateur de la densité. Notamment, la
convergence uniforme n’est obtenue que sur des ensembles bornés. Nous citons comme
résultats sur l'estimation par la méthode du noyau de la fonction de régression, Col-
lomb (1979)(16) qui a donné une condition nécessaire et suffisante pour la convergence
uniforme presque stre sur un ensemble borné, généralisant ainsi les résultats antérieurs
de Nadaraja (1964,1965)(59; 60), Greblick (1974) (39) et Devroye (1978)(28). On cite
Louani (1999)(53) qui a obtenu un résultat de grandes déviations de type Chernoff
ponctuel pour I'estimateur a noyau de la fonction de régression.

Einmahl et Mason (2000)(30) ont publié un travail dans lequel ils introduisent puis
étudient les propriétés d'un processus permettant I’étude des propriétés de consistance



Chapitre 1. Introduction 15

de plusieurs estimateurs non paramétriques. Ce processus est défini par

1
nh,,

Walo ) i= o 3 (e + dste) 1 (T

- F |:(Cf<x)f(Y1)+df(x))K (x;nXl)l ’

pour z parcourant un intervalle compact I et f parcourant une classe de fonctions
réelles F de type Vapnik-Chervonenkis qui est ponctuellement mesurable. Des choix
particulier de la fonction f permettent de retrouver, entre autres, les estimateurs a noyau
de la fonction de densité, de la fonction de régression et de la fonction de distribution
conditionnelle. Plus précisément, 1’étude du processus W,, a permis d’obtenir des vitesse
de convergence uniforme sur la classe F et sur U'intervalle I pour 'estimateur a noyau
de la fonction de régression ainsi qu'une vitesses de convergence uniforme sur l'intervalle
I pour l'estimateur de la densité.

1.2.3 Méthode des delta-suites

La méthode des delta-suites est une technique permettant d’étudier simultanément
les propriétés d’estimateurs fonctionnels définis par plusieurs méthodes non paramétriques.
Parmi celles-ci, nous citons la méthode des histogrammes, la méthode du noyau et la
méthode des séries orthogonales. Une suite de fonctions réelles §,, définies sur R? est
appelée delta-suite si, pour toute fonction £ de classe C*,

o0

lim Om(x,y)k(x)de = k(y), pour tout y € R.

m—00
— 00

La fonction de densité

Soit (X7, Xa, ..., X;,) une suite de variables aléatoire a valeurs dans R indépendantes
et identiquement distribuées. Soit f la fonction de densité commune des variables X;.
L’estimateur par la méthode des delta-suites f,, de la fonction de densité f est défini
par

fu(z) = %Z(S(x,Xi).

Introduite par Watson et Leadbetter (1964) (79), la méthode des delta-suites été
étudiée, entre autres, par Foldes et Révész (1974) (33) et Walter et Blum (1979) (76).
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Comme résultats de grandes déviations dédiés a I’estimateur de la fonction de densité
par la méthode des delta-suites, nous citons Berrahou (2003, 2006) (5; 6) qui a établi un
principe de grandes déviations ponctuel et un résultat de type chernoff uniforme pour la
deviations de I'estimateur de la densité par rapport a la fonction de densité sous-jacente.
Nous citons aussi Berrahou et Louani (2006) (4) ou un résultat de grandes déviations
pour la déviation L' a été établi.

La fonction de régression

L’estimateur de la fonction de régression par la méthode des delta-suites basé sur
un échantillon (X7,Y7),...(X,,Y,) est défini, au point z, par

n Yi(smn $7Xi . n
r(z) = % st 2ict Omn (@, X)) > 0,
" 0 sinon.

L’étude de cet estimateur n’a, a notre connaissance, pas été abordée dans la littérature.

1.3 Présentation des résultats

Cette these a pour motivation I’étude des propriétés de grandes déviations pour
les estimateurs de la fonction de densité et de la fonction de régression. On considere
une suite de vecteurs aléatoires (X1,Y7), (X2, Ys),...,(X,, Y,) prenant leurs valeurs dans
R?, indépendants et identiquement distribués. On désigne par ¢ la densité conjointe du
vecteur (X7,Y]) et par gy et par gy les densités marginales de X; et de Y] respective-
ment. Soit K un noyau positif. Dans le chapitre 2 nous étudions un principe de grandes
(1)) ou

n f)?WTL
1 - ZO_XZ'
e ;ﬂmK( - ) :

déviations fonctionnel pour le processus (W, (

Wa(f) == Walf, 20) =
n
pour 2y € R fixé et f parcourant une classe de fonctions F compacte dans 'espace
C([a, b]) des fonctions continues sur [a, b]. Le principe de grandes déviations établi pour
(Wa(f), W,(1)) permet via le principe de contraction de déduire un principe de grandes
déviations fonctionnel pour I'estimateur a noyau

Wa(f)
W (1)

ma(f) == mu(f,20) =
de la fonction de régression généralisée

m(f) = m(f,z) = E[f(Y1)|X1 = 2,
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un principe de grandes déviations pour I'estimateur a noyau

gn(20) == W,(1) = n2n§K<ZO Xi)

de la fonction de densité gx. Les trajectoires du processus m, englobent plusieurs

estimateurs fonctionnels. Ainsi, ’estimateur de la fonction de régression classique r(x) =
E[Y|X = z]| s’obtient en choisissant f(y) = y. L’estimateur la mesure conditionnelle
sur un ensemble A est obtenu par le choix f(y) = 14(y), alors que lestimateur du
moment conditionnel d’ordre p > 0 vient en choisissant f(y) = y.

Avant de donner un apercu des résultats obtenus nous introduisons quelques fonc-
tions et notations. On considere une partition a =ty < t; <, ..., < t,, = b de 'intervalle
[a,b] tel que t; —t;—1 = (b—a)/m. Pour (o, B,7) € R™ x R™ x R, on pose

:i | / t:<exp{<ajv+@j>K<u>}— 1)g(z0, )dodu.

m o0 tj
b8 =3 [ [ exp{law 5+ 9K ()} - Dglo, vidudu
j=1 70 Jtj—1
et pour (z,y,z) € R™ x R™ x R, on pose

lf(x,y) = sSup {< (x,y), (&,ﬁ) > —ll(&,ﬂ)},

(a,B)ER™ xR™

l;(x,y,z) = sup {< (fl?,y,Z), (auﬁ77) > —ZQ(CY,ﬁ,"}/)}.

(a,B,7)ER™XR™ xR

Soit C(F) l'espace de fonctions Z continues sur (F,| |l) et a valeurs dans R. On
considere la transformation

T, : R™xR™ — C(F)

définie par

tj t]’_l t]’ —t]’ t]’_l
Z[ — ) i f () — ()

tj- 1—t ! tji-1 =1 !
Pour Z € C(F) et t € R, on pose

I (Z,t) = inf {l](z,y) : Tn(z,y) =2},
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In(Z,t) = inf {i5(z,y,t) : Tn(v,y) =27},

J(Z) = sup lim inf inf {In(Z') s sup |Z'(f) = Z(f)| < 5} , (1.1)

§>0 Mo fer

I(Z,t) = sup lim inf inf {IR(Z',t') © max {sup \Z'(f) = Z()|, |t — t|} < (5} . (1.2)

§>0 Mo feF

Sous des conditions de régularité sur le noyau K et sur les fonctions de densités g et
gx et des conditions de compacité (conditions de validité du théoreme d’Arzela-Ascoli)
sur la famille F, les processus W, et (W,,, W, (1)) satisfont respectivement un principe
de grandes déviations dans C(F) avec la vitesse 1/nh,, et une bonne fonction J définie
dans (1.1) et un principe de grande déviations dans C(F) x R avec la vitesse 1/nh, et
une bonne fonction de taux I definie dans (1.2). Plus explicitement,
pour tout borélien A C C(F),

1
— inf J(Z) < liminleogP(Wn €A

ZcA°e n—oo NN, (1 3)
< lim sup log P (W, € A) < —inf J(Z),
n—oo Ty ZeA
et pour tout borélien B C C(F) x R,
— Ziéléo J(Z) < hgiorolf i log P (W, W,(1) € B) "
1 :
< limsup — log P (W,,, W,,(1) € B) < — inf J(Z).
n—0o0 nhn zZeB

Ce résultat permet de déduire des corollaires pour les estimateurs de la fonction de
densité et de la fonction de régression. Pour 'estimateur de la fonction de densité on
utilise la projection : (W,,, W, (1)) — W, (1) alors que pour I'estimateur de la fonction
de régression on utilise la transformation

H : C(F) x R — C(F)
(Z, t) — %

Pour ¢ € R, on pose

i) =sup {17 = gxtan) [ (e (a0} 1) ).

veR PN
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Pour Z € C(F) on pose

IL(Z) = inf{I(tZ,t) : t € R}

On déduit du résultat précédent que les processus g,(20) et my(f, zo) satisfont res-
pectivement un principe de grandes déviations dans R avec la vitesse 1/nh, et une
bonne fonction de taux R et un principe de grandes déviations dans C(F) avec la vi-
tesse 1/nh, et une bonne fonction de taux Iy, i.e.,
pour tout borélien G C R

1
. < Timi
tle%fo R(t) < hggf e log P (gn(20) € G)
1
< lim sup log P (gn(20) € G) < —inf R(?),
n—00 nhn teG

et pour tout borélien A C C(F),

— inf I)(Z) <liminf log P (m,, € A)

ZeA°e n—00 MMy
1
< lim sup log P (m, € A) < — inf I,(Z).
n—00 nhn ZeA

Nous utilisons ces résultats pour définir un critere de grandes déviations pour la
selection de modeles. Pour G C F et A C R, on pose

Aa={Z€C(F): Z(f)e A, VfeG}.

Soient G, et G, deux parties de F. On définit un critere de grandes déviations pour la
comparaison des modeles (G;, A) et (Gy, A) en étudiant le comportement asymptotique
des quantités P(W,, € Ag, 4) et P(W,, € Ag, a).

D’apres les résultats précédents, on a

— inf [§(Z) <liminfe,log P(W,, € Ag, )

ZGAgbA n—00
<limsupe,log P(W,, € Ag, 4) < — inf [J(Z), i=1,2.
n—oo ZGAQ,L-,A

Dans le cas ou ces ensembles sont des ensembles de continuité de la fonction de taux
Ly, ie, infyeg, ;;(2) = infzens I;(Z) == l;(Ag, ), i = 1,2, la comparaison des
performances des modeles (Gy, A) et (G, A) pour le critere des grandes déviations est
alors possible en comparant les quantités [ (Ag, 4) et {1(Ag, 4) et on dit que le modele
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(G1, A) est meilleur que le modele (Ga, A) si 7(Ag, 4) < I7(Ag,.4). Nous donnerons un
exemple particulier de classe de fonctions F ou la comparaison des modeles est possible.

Dans le chapitre 3, on se propose d’étudier quelques résultats de grandes déviations
pour les estimateurs par la méthode des histogrammes de la fonction de densité et
de la fonction de régression. Soit (X7, Y2), ..., (X,, Y,) une suite de vecteurs aléatoires
i.i.d. & valeurs dans R?. Soient g la fonction de densité conjointe de (X1,Y7), gx la
densité marginale de la variable aléatoire X; et 7/ (z) = E[f(Y1)|X; = 2] la fonction de
régression de la variable f(Y;) sachant I'événement {X; = x}. Soit P, = {A,; : j € Z}
une partition de R. On définit I'estimateur de la fonction de densité gx, pour x € A, ;,
par

1 n
r) = ———— ]]_ . X 9
gn( ) nm(AnJ) Zzl An,]( Z)
ot T4, ; désigne la fonction indicatrice de I'ensemble A, ; et m désigne la mesure de
Lebesgue sur R. L'estimateur de la fonction de régression r/ est défini, pour z € A, ;,

par
Ri(@)
ri(z) ={ @) st gn(@) > 0,
0 sinon,
ou
1 n
Rli(2) = ———— J(Yi)ly, ,(X5) si ze€ Ay,
nm(A, ;) ; ’ J

avec f parcourant une famille de fonctions réelles mesurables F.

Des principes de grandes déviations et des résultats de type Chernoff ont été établis
pour les deux estimateur ci-dessus. Plusieurs aspects de grandes déviations ont été
considérés. Outre le cas ponctuel, 'uniformité par rapport aux domaines de définition
pour les deux estimateurs, I'uniformité sur une classe de Vapnik-Chervonenkis F a
été étudiée pour l'estimateur de la fonction de régression alors que l'uniformité par
rapport a une famille de partitions a été considérés pour les deux estimateurs. Le fait
de considérer, en outre, 'uniformité par rapport a une classe de densités dans le premier
cas et par rapport a une famille de fonctions de régression dans le second cas, cela a
permis de déduire des résultats minimax dans les deux cas.

Pour pouvoir énoncer les résultats, nous allons introduire quelques notations. Pour
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xe€Ret feF, on pose

o efWg(z, y)d
h;”(t):f-wof(yf g(z,y)dy
I et Wy, y)dy

07 (u) = inf {u : hi(t) > u},
H =int ({nl(t) :t € R}),

ou int(A) désigne 'intérieur de A. On pose aussi

4 f u
ubz (~) +vlogv — v+ gx (o)
o u . u
A (u,v) = —vlog (/_ e%(ﬁf(y)g(xo,y)dy) si, (v, ;) € (0,00) x HY,
gX(l'O) Sia (u,’u) = (070)7
o0 sinon.

\

Sous des conditions portant sur les fonctions f € F et sur la partition P,, nous
avons le principe de grandes déviations ponctuel suivant

— inf Af(u,v) < liminf
(u,v)eA° x( >_ n—o00 nm( n,j)
1
< liglﬁsolip (A, log P (R} (x), gn()) € A)
< — inf Al(u,v),
(u,v)€A

log P ((Rl(2), gn(2)) € A)

pour tout x € R, tout f € F et tout borélien A € R2.

On pose maintenant

v o . >
5y (v) = { vlog <gx(x)) +gx(z) —vsi, v >0,

) sinon,

et

Be(a) = (9x(x) + a)log <1 + _a

)

En appliquant le principe de contraction, on obtient un principe de grandes déviations
ponctuel et un résultat de type Chernoff ponctuel pour la déviation de I'estimateur de
la fonction de densité g,(z). De maniere plus explicite, on a
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— Pour tout x € R et tout borélien A C R,

— inf ,(v) < liminf

log P A
inf, minf e los (gn(z) € A)

< limsu log P(g,(x) € A) < —inf §,(v).
— Pour tout x € R et tout a > 0,

lim S Tog P (au(2) — 9x(2)] > @) = ~u(a).

Posons pour la suite

o 04 (A Y .
F:JE”()\) :{ f_oo (1—@ N (f(w) )) g(x,y)dy si A e Hif,

00 sinon,

Vi

f+( ) szo (1 — ega{(r(w)-i-a)(f(y)—r(x)—a)) g(x, y)dy si T’(.’L’) +a € HQJ;’
b a —
> sinon,

{ f_oooo (1 _ e—eic(r(x)—a)(f(y)—r(:c)-i—a)) g(w7 y)dy Si fr‘(x) —Qa € Hl'f7

00 sinon

et
74 (a) = min {7/"(a),7L " (a)} .
L’application du principe de contraction permet d’obtenir un principe de grandes déviations
ponctuel et un résultat ponctuel de type Chernoff pour 'estimateur de la fonction de
régression rf(x). Plus explicitement, on a
— Pour tout x € R, tout f € F et tout borélien A C R,

— inf TJ()\) < liminf log P (r](z) € A)

A€A° n—o0 nm( n,j)
< lim su log P (rf(z) € A) < — inf TZ()\).
< limsup e log (ri(x) € A) < inf LN

— Pour tout z € R, tout f € F et tout a > 0,

lim mlogp (@) =/ (@)] > a) = —+L(a).
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Sous des conditions supplémentaires portant sur la partition P, et sur les queues
de distribution de la variable X7, nous obtenons en utilisant le résultat ponctuel et un
maillage approprié de R, le résultat de grandes déviations uniforme suivant

1

lim log P | sup |gn(x) — x)| >a) =—p3a),
n—00 nmaxjgzm(An,j) 8 <ac€]g|g ( ) gX( >’ ) ﬁ( )

ou

B(a) = (M + a)log (1 + %) —a, avec M = sgggx(x).

En supposant que le support S de la variable aléatoire X; est compact dans R, nous
obtenons, de maniere similaire, un résultat de type Chernoff pour la déviation uniforme
sur le support S de 'estimateur de la fonction de régression, exprimé dans les termes
qui suivent,
pour tout f € F et tout a > 0,

1
lim log P ( sup |rf(z) — 7/ (z >a>:—fa,

avec

f = i f
7' (a) = inf vz (a).

Considérant 'uniformité sur une classe de Vapnik-Chervonenkis de fonctions F et
sur un support compact S, nous obtenons le résultat suivant de type Chernoff pour
I’estimateur de la fonction de régression. Pour tout a > 0,

1
fim log P (SUPSUP ri(z) —rl(z)| > a) = —la),
n—oo nMaxjez M(An;) fer x€S| (@) (@)l (a)

avec

Y(a) = inf 7/(a).

Soit maintenant P; = {Afl’j D JE Z}, s = 0,1 deux partitions de R telles que

min;cz m(A° .
lim sez A ) =a>0
n—oo maxjez m(A, ;)

et vérifiant certaines conditions de régularité. On considere la famille F,, de partitions
P, ={A,; : j€Z} de R tel que, pour tout j € Z, il existe k,l € Z tel que, A%j C
Apni C A}l’l. Soit G, la classe des estimateurs, notés g, "(x), de la fonction de densité

basés sur les partitions P,, € F,, et soit R, la classe des estimateurs notés rf” (x) ou P,
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parcours F,,. Soient © une classe de fonctions de densité et R une classe de fonctions
de régression. On considere les fonctions suivantes

t+a
Fa)=(t 1
) = e+ aytog (

) - (1-a)t—a,

_ alt—a)log (a'5%) —(1—a)t+aa  si0<a<t,

ﬁa,t(a) = .
00 sinon,

Bael@) = min {57,(a), Brpl@)}, 5(a) = i G gyioa),

et
03 (a) = inf G%(a).

gx €O
Sous quelques conditions portant sur les partitions P? et P! et des conditions portant
sur la classe de fonctions de densité ©, on obtient les résultats suivants :
— Pour tout a > 0,

1
3 3 n _ > __ g .
lim (L) log P (Pigg sup |g," () — gx ()| > a) > —[39(a)

n—oo 1 MaX, ez M n z€R
— (Résultat de type Minimax) Pour tout a > 0,

1
lim inf sup (A1) log P (SUP |gn(z) — gx (2)] > a) > -2 (a).
7,7

n—oo gnegn gxee n maXJGZ m rzeR

De facon similaire, on obtient des résultats pour l'estimateur de la fonction de
régression. Pour cela, considérons d’abord les fonctions suivantes

[;,x,a(t) = Oé/ (et(f(y)frf(l‘)*a) — 1) g(z,y)dy + (1 — a)gx(x) (e*t(rf(I)Jra) _ 1) :

L@Aﬂza/ @“@”W”@—wmmw@+«vww/ (™ 1) g(z,y)dy,

ﬁ:@(a) = —inf I+ (1),

teR a,T,a
You(a) =min{r7,(a),v5.(@)} et i(e) = inf Yo (a).

Sous quelques conditions portant sur les partitions PP et P} et sur la classe de fonctions
de régression, on obtient les résultats minimax suivants
— Pour tout a > 0,

1
lim inf A log P ( inf sup |77 (z) — r(z)| > a> > —r(a).
n7j

n—oo M IMaXjez, 1M Prn€Fn zcR
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— (Résultat Minimax) Pour tout a > 0,

1
liminf inf sup — log P (sup |1 (z) — r(x)] > a)
(An,j)

n—00 TR€Rn peR N maXi ez, m zeR

> — inf 7/ (a).
> — inf v;(a)

Le chapitre 4 est consacré a ’étude des principes fonctionnels de grandes déviations
dans le cadre de 'estimation de la fonction de densité et de la fonction de régression
par la méthode des delta-suites. Plus précisément, nous établissons des principes de
grandes déviations pour ces estimateurs dans I'espace L' muni de la topologie faible
o(LY, L>®), ot L* désigne l'espace des fonctions réelles bornées. Nous commencons
tout d’abord par définir notre cadre de travail. Soit (X7, Y1), ..., (X,,Y,) une suite de
vecteurs aléatoires i.i.d. & valeurs dans R? de fonction de densité conjointe g. On note
gx la densité marginale de la variable aléatoire X;. On rappelle que 'on appelle delta-
suite toute suite de fonctions réelles d,,(z,y), définies sur R?, et vérifiant la condition

suivante
o0

lim Om (2, y) k() d = k(y),

pour tout y € R et toute fonction £ de classe C*.
Pour une fonction réelle et mesurable f, on pose

1 n
gn(m) = E Z (5mn (:C, Xi)?
=1

RI(w) = = 3 (), (2, ),

() = sz(if)

Soient ¢ et ¢ deux fonctions réelles positives et mesurables. Nous établissons dans un

premier temps un principe de grandes déviations dans 'espace X = L' x L' x L! pour le
processus (R?, R?, g,) et nous déduisons ensuite des résultats pour les estimateurs de la
fonction de densité gx et de la fonction de régression généralisée r/ (z) = E[f(Y)|X = z]
qui englobe plusieurs fonctions particulieres comme la fonction de régression classique
r(z) = E[Y|X = z], la fonction des moments conditionnels r(z) = E[Y?|X = z|, p > 0,
et la mesure conditionnelle sur un ensemble A r(x) = P(Y € A|X = z). Introduisons
maintenant quelques notations permettant de présenter nos résultats. Pour une fonction
c € L', on définit I'information de Kulback entre ¢ et gx par

[ e(z)log gcx(—z)dx sice AC(gx),

00 sinon,

R(clgx) = {
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ou AC(gx) désigne I'espace des fonctions de densité absolument continues par rapport
a gx. Pour ki, ko, ks € L™, on pose

Agoo(kr, ko, E3) = log / N / " exp {1 (0)p(y) + ka(@)6ly) + ka(2)} gle,y)dady,

et pour a,b,c € L', on pose

so(a,b,c) = sup {/00 (k1(x)a(z) + ko(x)b(x) + k3(z)c(x))dx

k1,k2,kseL>° oo

- A(j),go(kl; k:27 kS)}

Nous donnons ici quelques conditions portants sur la delta-suite d,,, suffisantes pour
établir des principes de grandes déviations fonctionnels pour les estimateurs de la fonc-
tion de densité et la fonction de régression et nous discutons ces conditions dans les
cas particuliers des delta-suites définies par la méthode du noyau et par la méthode des
histogrammes.

(H.1) Pour toute fonction k € L™,

[e.e]

lim Om (2, X1)k(x)dx = k(X;) en probabilité.

(H.2) Pour tout I € IN et tout m assez grand, il existe un réel M; > 0, indépendant de

m, tel que

1
]l{z|<Ml}/ 5m($, z)dx S 572"
|.’L’|>2Ml 2l

Nous montrons que si K est une fonction positive d’intégrale égale a 1 et h, une
suite de réels positifs convergeant vers zéro, la delta-suite K,, définie par

1 T —y
Kn(x,y):h—K( : )

vérifie les conditions (H.1) et (H.2).

Considérons maintenant une partition P,, = {4,,; j € J} (I'ensemble J peut étre IN
ou Z) de R. On pose

La,,(@)1a,,(y)

Po(z,y) = - —
jEZJ A(An;)

ou 1 4 désigne la fonction indicatrice de I'ensemble A et \ désigne la mesure de Lebesgue

sur R. La suite de fonctions P, est delta-suite et vérifie les conditions (H.1) et (H.2) si

lim,, oo max;jes A(A, ;) =0
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Sous les conditions (H.1) et (H.2) et des conditions supplémentaires sur les fonctions
¢ et ¢, on établit un principe de grandes déviations sur X pour le processus (R?, R?, g,,)
avec la vitesse n! et la bonne fonction de taux Ay,

Des corollaires du résultat précédent sont déduits pour les estimateurs de la fonction
de densité et la fonction de régression. En effet, en considérant la transformation :
(R¢,R?,g,) — gn, nous montrons par l'application du principe de contraction que
Iestimateur g, de la fonction de densité satisfait un principe de grandes déviations
dans L' avec la vitesse n=! et la fonction de taux R définie par

[ c(z)log <ﬂ> dr si ce AC(gx),

oo gx ()

00 sinon,

R(c) = R(clgx) = {

ou AC(gx) désigne ’ensemble des densités absolument continues par rapport a gx. Pour
I’estimateur de la fonction de régression, avec la transformation

RI" — RS™

(RI" Rl g,) — p

— f

= /]"n

nous établissons un principe de grandes déviations avec la vitesse n~! et la fonction de
taux I'™.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude des déviations modérées fonctionnelles de
I'estimateur de la fonction de densité par la méthode des histogrammes dans 'espace
L' muni de la topologie faible. Soit X, X», ..., X,, une suite de variables aléatoires et
soit f la fonction densité commune des variables X;. Soit P, = {4, :j € J} (ou J est
un ensemble index dénombrable, par exemple J = IN, Z) une suite de partition de R.
On considere 'estimateur f,, de la fonction de densité f, basé sur la partition P,,, défini
par

) = =37 Gl X0),

La,,(@)1a,,(y)

on(z,y) = e =2
(z,9) ; AL )

Ici A(A,;) et 1,4, désignent respectivement la mesure de Lebesgue et I'indicatrice de
I’ensemble A, ;. Le but de ce chapitre est d’établir que le processus centré f, — E'f,
vérifie un principe de déviations modérées dans 1’espace L'. Plus explicitement, nous
identifions une classe de suite (b,), (vérifiant des conditions classiques de la théorie
des déviations modérées, a savoir b, = o(n) et n = o(b?)) ainsi que une fonction [
semi-continue inférieurement pour lesquelles le processus nb,'(f, — Ef,) satisfait un
principe de grandes déviations avec la vitesse nb,? et la fonction de taux I. Nous
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déduisons ensuite un résultat de type Chernoff pour la déviation modérée en norme L!
de l'estimateur f, par rapport a son espérance FE f,

Avant d’énoncer les résultats de ce chapitre nous donnons quelques notations et
définitions. Les fonctions suivantes sont respectivement la limite des fonctions loga-
rithmiques génératrices des moments associée a nb, '(f, — Ef,) et sa tranformée de
Legendre. Pour k£ € L*°, on pose

M@I%/W@ﬁwwa

et pour g € L', on pose

At0) = s { [ atoktants - a0}

kelLee

On désigne par p la mesure de probabilité associée a la fonction de densité f et
par L?*(u) lespace des fonctions de carré intégrable par rapport & la mesure u. En
considérant I'application H de L?(u) dans L' qui & une fonction associe la fonction
H(h) = hf, Vespace H, := H(L?*(u)) est un sous espace vectoriel qu’on peut munir
d’un produit scalaire, noté { , ), , et de la norme sous-jacente || ||, (||g|l=, = (g, g)%f)
définis comme suit, pour g1 = H(h1), g2 = H(ha) € H,, (91, 92)n, = (b1, ho)p, ot (1, )y

désigne le produit scalaire usuel sur L*(p) i.e., (hi,ha), = [ hihadu. On montre que

00 sinon.

» Ik sig € Hy,
A@%:{gmmu g€,

Nous établissons, sous des conditions sur la suite de normalisation (b,),, la suite de
partitions P, et les queues de distribution de la variable X, le résultat suivant
— Pour tout ouvert O C L',
lim inf nb,?log P (nb, ' (f, — Ef,) € O) > — inf A*(g).

n—00 geo

— Pour tout fermé F C L*,

limsupnb,,*log P (nb,' (fo — Ef,) € F) < — inf A*(g).

n—00 geF
Sous les méme conditions, nous établissons un résultat de type Chernoff pour La
déviation modérée en norme L! de I'estimateur de la fonction de densité par la méthode
des histogrammes par rapport a son espérance. Plus explicitement, pour tout » > 0, on

a
2

lim b%logP (b | fo = Efallr > 1) = —%.

n—oo



Chapitre 2

Un principe fonctionnel de grandes
déviations en estimation
non-paramétrique

L’objet de ce chapitre est d’établir un principe fonctionnel de grandes déviations
pour le processus U, (f) indexé par une famille de fonctions F et de déduire de fagon
unifiée des résultats de grandes déviations pour les estimateurs de la fonction de régression
et de la fonctions de densité. Nos résultats sont alors appliqués au probleme de selection
de modeles.

2.1 Introduction

Soit (X1,Y1),..., (Xpn, Yy), ... une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. & valeurs dans
R X [a, b] ayant pour densité jointe la fonction g et pour densités marginales les fonctions
gx et gy. Soit (hy,)n>1 une suite de parametres de lissage (i.e., une suite de réels positifs
convergeant vers zéro). Dans toute la suite de ce travail K désigne une fonction réelle
positive telle que [ K(u)du = 1. Soit F une partie compacte de P'espace C([a,b]) des
fonctions réelles continue sur l'intervalle [a, b] C R. Pour 2z € R et f € F, on considere
le processus suivant indexé par la famille de fonctions F

Walf) = WalP)e0) = - D SR (Xih‘ ) |

n

Ce processus a été introduit par Einmahl et Mason (2000)(30) sous une forme plus
complexe. Il leur a permis d’unifier I’étude de la consistance uniforme par rapport a
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la famille des fonctions F de l'estimateur du type Nadaraya-Watson de la fonction de
régression et de 'estimateur a noyau de la fonction de densité. Ils ont aussi obtenu des
vitesses de convergence pour ces estimateurs.

Le processus W, (f) nous permet dans le cadre de ce travail d’établir de fagon unifiée
des principes de grandes déviations pour 'estimateur de type Nadaraya-Watson de la
fonction de régression et de 'estimateur a noyau de la fonction de densité. Pour cela,
on considere le processus vectoriel indexé par la famille de fonctions F défini par

Un(f) = (Wn(f)v Wn(]l))

ou 1 désigne la fonction identiquement égale a 1. Notons C(F) 'espace des fonctions
réelles continues sur (F, || ||oo), O || ||co désigne la norme infinie, que I'on munit de la
norme

| Zle(x) = sup | Z(f)].
feF

L’espace (C(F), || llc(x)) ainsi formé est un espace vectoriel normé. Considérons main-
tenant 'espace C(F) x R muni de la norme

1(Z, 1) |lez)xr = max {|| Z]|cx). [t] } -

Pour (Z,t) € C(F) x R et § un réel positif, la boule ouverte B s dans C(F) x R de
centre (Z,t) et de rayon ¢ est définie par

Bizps ={(Z',t) € C(F) x R: [(Z,t) = (Z',)llemyxr < 6} -

Etablir un principe de grandes déviations (PGD) pour le processus U, indexé par la
famille de fonctions JF consiste a trouver une suite €, de réels positifs convergeant vers
zéro et une fonction / semi-continue inférieurement sur C(F) x R telles que
(Borne supérieure) Pour tout fermé F' C C(F) x R

limsupe,log P(U, € F) < — inf [(Z.t).

n—o0 (Zp)er

(Borne inférieure) Pour tout ouvert G C C(F) x R

liminfe,log P(U, € G) > — inf I(Z,1).

n—00 (Zp)eG

On dira alors que le processus U, satisfait le PGD dans C(F) x R avec la vitesse €' et
la fonction de taux I.

Le résultat obtenu pour le processus U, permet alors de déduire des résultats de
grandes déviations a la fois pour I'estimateur a noyau de la fonction de densité et pour
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I’estimateur de type Nadaraya-Watson de la fonction de régression. Ces résultats ont
été obtenu séparément par Louani (1997)(51) et Louani (1999) (53). On rappelle que
la fonction de densité gx est estimée par W, (1) et que 'estimateur de la fonction de
régression m(f, zo) := E(f(Y)|X = 2p) est

Wa(f)
(1)

ma(f, 20) =

Les implications résultant relatifs a ces deux estimateurs sont donnés dans les corollaire
1 et 2 respectivement.

La méthode de démonstration classique de résultats de grandes déviations fonction-
nels consiste a établir en premier lieu des résultats pour la version fini-dimensionnelle
du processus pour ensuite réaliser sa tension exponentielle. La démarche entreprise dans
cette Note est différente. Elle consiste a établir un principe des grandes déviations dans
R2™*1 pour le processus vectoriel (A, By, W, (1)) ou les vecteurs A, = (AL, ..., A™) et
B, = (B}, ..., B™) sont définis par ou

' 1 n Xz — 20
AZI — n_h% ;E]}‘[t‘i—htj](}/;)[(— ( hn ) ’

: 1 - X@ — 20
B] = nhy, ;]l[tjl,tj]<y;)K ( h ) )

pour j = 1,2,..,m. Les t; formant ici une partition uniforme de Iintervalle [a, b], i.e.,
a=ty<t; <,..,<tp=bettj—t;_1=(b—a)/m,1<j<metly désigne la fonction
indicatrice de I’ensemble A. Nous construisons ensuite une approximation exponentielle

(2.1)

U™ du processus U, définie par

Uyt = (W, Wa(1)

ol,
Wi'(f) = n;ll > ( (a; (f)Yi+ B;(f)) ]l[t,j_l,t,j](m) K ( z ZO)
™i=1 \j=1 n
avec a;(f) = f(t;__lz : f(tj) et 35(f) = tj_lf(:];il__t;f(tj_l)ﬂ =1,2,..,m.

Un PGD pour U] est alors établi a ’aide du résultat obtenu pour le processus (A,,, B, W, (1))
et du principe de contraction. En utilisant le théoreme 1.3 (Approximation exponen-
tielle), on conclut notre preuve en montrant que le processus U] est une bonne ap-
proximation exponentielle de U, i.e, pour tout 7 > 0

lim lim sup

m—00 n—oo

1
h IOgP (HUn — UTTLnH(;(y:)X]? > 7') = —OQ. (22)

n
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2.2 Résultats

2.2.1 Hypotheses et notations

Nous donnons maintenant I’ensemble des hypotheses nécessaires a 1’établissement
de nos résultats.
(H.1) h,, — 0 et nh,, — oo quand n — oo
(K.1) Pour tout t € R,
/ |exp {tK(u)} — 1|du < oc.

[e.9]

(K.2) Pour tout t € R,

/00 lu(exp {tK(u)} — 1)|du < oo.

[e.e]

(K.3) Pour tout t € R
/ K(u)exp {tK(u)}du < .

.1) g est derivable par rapport a la premiere composante.

(G
“1 0
(G.2) ) silp< / %g(u,v) dv < 00.
(F
(F

1) sup|f(t)| < oo pour un certain ¢ € [a, b].
fer

2) sup sup |f(t) — f(s)] — 0 quand § — 0.
FEF |t—s|<6
Discussion des conditions. Les conditions (K) sont des conditions classiques ren-
contrées dans les résultats des grandes déviations en estimation non paramétrique. Les
conditions (F) assurent la compacité de la famille F et constituent des conditions d’ap-
plication du théoreme d’Arzela-Ascoli.

Introduisons maintenant des fonctions qui serviront a exposer nos résultats. Pour
(o, B,7) € R™ x R™ x R, posons

li(a, B) = Z /_OO /.j (exp {(oyjv + B;)K(u)} — 1)g(20,v)dvdu et

ti—1

lo(a, B,7) = Z/_oo /t.j (exp {(a;v + B +v)K(u)} — 1)g(20, v)dvdu.

Pour (z,y,z) € R™ x R™ x R, posons

H(z,y) = sup  {<(2,9),(,B) > —li(a, B)} et

(a,8)ER™ xR™
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l;(*T?yaZ) = sup {< (J?,y,Z), (auﬁ77) > _ZZ(a7ﬁ77)} :

(a,B,7)ER™xR™ xR
Les fonctions [; et Il sont les fonctions limites des suites de transformées de Laplace
associées au vecteurs (A, B,,) et (A, B,, W, (1)) respectivement alors que les fonctions
[7 et 5 sont les transformées de Legendre des fonctions [; et l5 respectivement.

2.2.2 PGDs fonctionnels généraux

Nos résultats sont présentés sous la forme de théoremes exposant ses PGDs pour
les processus W, (f) et U,(f) et de corollaires présentant les déductions faites pour les
estimateurs de la fonctions de densité et de la fonction de régression.

Théoréme 2.1. On suppose vérifiées les conditions (H.1), (K.1)-(K.3), (G.1)-(G.2)
et (F.1)-(F.2). Alors le processus W,, indexé par la famille de fonctions F satisfait un
PGD dans C(F) avec la vitesse nh,, et une bonne fonction de tauz

J(Z) =supliminf inf J,(Z")

§>0 mMm—0o0 y6325

Jn(Z') = inf {lf(:c,y) : ijaj(f) +y,;0;(f) = Z'(f) pour tout f € .7:} :

j=1
Théoreme 2.2. Sous les hypotheses du théoreme 2.1, le processus vectoriel U,, satisfait

un PGD dans C(F) x R avec la vitesse nh,, et une bonne fonction de taux

I(Z,t) = supliminf inf [,(Z" 1),

§>0 M—00 YEB(z.4 s

o

I,(Z't) = inf{ x,y,t' Zx]a] +y;B;(f) = Z'(f) pour tout f € .7:} .

2.2.3 Corollaires pour les estimateurs de la fonction de densité
et de la fonction de régression

Les corollaires suivant donnent respectivement un principe de grandes déviations
ponctuel pour 'estimateur a noyau de la fonction de densité et un principe de grandes
déviations fonctionnel par rapport a la famille de fonctions F.
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Corollaire 2.1. On suppose vérifiées les conditions (H.1) et (K.1)-(K.3) et (G.1)-
(G.2). Alors W, (1) satisfait un PGD dans R avec la vitesse nh,, et la bonne fonction
de taux J définie par

Rl =sup {17 = gxCeo) [ (o (0} 1) ).

veR —00

Corollaire 2.2. On suppose vérifiées les conditions du théoréme 2.1. Alors le processus
mn(f,20) indexé par la famille des fonctions F satisfait un PGD dans C(F) avec la
vitesse nh,, et une fonction de taux définie par

L(Z) = inf {I(tZ,t) : t € R*}.

2.3 Application a la sélection de modeles pour le

critere des grandes déviations

On considere le processus V,, : Q2 x F x T — R, ou T est une partie compacte de R
telle que pour tout n > 1 et pour presque tout w € €2, I'application (f,z) — V,(w, f, 2)
soit continue. On suppose que ce processus vérifie un PGD fonctionnel dans C(F x T)).
Pour une partie A de C(T) et une sous famille G de F, posons

Qn’Ag = {w e 0: Vn(w, . ) c AA,Q}

ol
Arg={Z€C(FxT):¥fegG Z(f,.) € A}.

La proposition suivante est un outil permettant de faire de la sélection de modeles.
Avant de I’énoncer, on définit d’abord ce que I'on entend par ensemble de continuité.
Un ensemble O est dit ensemble de continuité d'une fonction [ si I'on a infxeé I(z) =
inf 5 I(z).

Proposition 2.1. On suppose que Aag, et Aag, sont des ensembles de continuité pour
la fonction I. Alors on a

lim ¢, IOgP<Qn7A7gi) = —Hlf{[(Z) A AA’gZ.} = —[Agi,i =1,2.

n—oo

La comparaison des performances des modeles (A, G;) et (A, Gs) pour le critere des
grandes déviations se fait en comparant les quantités 14, et I4g,. On dira alors que

le modele (A, Gy) est meilleur que le modele (A, Gy) si Lag, < Iag,.
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Comme les résultats de grandes déviations obtenus dans ce chapitre sont restraints
au cas ponctuel, la comparaison des performances des modeles qui peut étre faite ici
suppose 'ensemble 7' réduit au point zy. En utilisant le théoreme 1, on peut comparer
les modeles si A g1 et Ay g, sont des ensemble de continuité de J. L’exemple ci-dessous
traite le cas d’une famille de fonctions affines et aboutit a la comparaison explicite de
modeles.

Exemple

On considere la famille de 'ensemble des fonctions affines donnée par F = {f :
[a,b] = R : f(t) =zt +y, (v,y) € R*}. Pour f € F, on a W,,(f) = xA, + yB,, avec

n n

1 XZ‘—ZQ 1
A, = YK B, = .
" gy 2 VR e B = ) KR

=1 1=

Soit h : R? — L(R?) la bijection canonique qui & (2',y’) associe < (z/,y'),(.,.) >
ot L(IR?) désigne I'espace des formes linéaires sur R?. On remarque alors que W, =
h(A,, B,) satisfait le méme PGD que le processus (4,, B,). Au vu de ce qui a précédé,
il est clair que le processus (A,, B,) satisfait un PGD dans R? avec une bonne fonction
de taux donnée par

Pay) = sup {ratyf — (o B)} o
a,B)eR?

(

00 b
a9} = [ [ (exp{(av-+ MK @) - Dglaa,v)dude:
Soit A une partie de R et soient G; et G, deux partie de R%. On a alors
AA,gi - {(xvy) S R2 : V(a,ﬁ) € Q’i,ma + yﬁ S A},Z =1,2.

Pour A un ouvert convexe de R et G et Gy deux compactes dans R?, il suit que Ay g, et
A4 g, sont ouverts convexes de R?. Comme la fonction de taux [* est convexe alors ces
deux ensembles sont des ensembles de continuité de la fonction de taux [*. Cela nous
permet alors de comparer ces deux modeles.

2.4 Preuves

Preuve du Théoréme 2.1 Pour montrer ce théoreme nous avons besoin du lemme
suivant.

Lemme 2.1. On suppose vérifiées les conditions (H.1), (K.1)-(K.3) et (G.1)-(G.2).
Alors le processus (Ay, By,) défini dans (2.1) satisfait un principe de grandes déviations
dans R™ x R™ avec la vitesse nh,, et la bonne fonction de tauz l5.
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Preuve du lemme 2.1 Pour la preuve de ce lemme nous allons utiliser le théoreme
de Gértner-Ellis. Nous allons calculer d’abord la limite des fonction génératrices des
moments et montrer ensuite, en utilisant nos conditions, que cette limite est définie et
differentiable partout. Pour (¢, 5) € R™ x R™, nous allons calculer

[exp {nhy {(a, B), (An, Bn))}] -

n—oo nh

Comme les (X;,Y;) sont i.i.d., alors on a

Elexp {nh, (., 8), (An, Bu))}] = E

exp {nhn i {(Oéqujl + 6]B7Jz)}}

=L |exp {Z D (Y4 By, (YO K (Xih_ ZO) } (2.3)
m X — 20 !
= |E |exp {Z(%‘Y + B,y (V) K ( . ) }”

En prenant u = (z — z9)/hn, v =y, il en résulte que

m X — 20
FEexp ; (a; Y + ;) ]l[tj,l,tj](Y)K ( W >

L (el ()

X g(x,y)dzdy

=1+h, / / (exp { (ajv + ﬁj)]l[tmtj](v)K(u)} - 1)

X g(hyu + 2z, v)dudv

La condition (G.1) implique que g est derivable par rapport a la premiere variable, le

développement en séries de Taylor donne

0
glhnt 4 20,0) = 9(z0,) + bt (1, 0)] 550

ou z;(u) est un point entre zy et zo + hyu.
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Par conséquent,

“ X —z
Eexp Z (Y + 8) Ly, ) (YK < . 0)
j=1 "

=1+h, /OO / (exp {Z(ajv + ﬁj)]l[tjl,tj](v)K(u)} — 1)

X g(z9,v)dudv
2 / / u (exp{ (v + @-)]l[tjhtj](v)[((u)} - 1)
X g(u V) |u=zz (wydudv

ou
=1+h, Z/ /t (exp{(oyjv+ B;)K(u)} — 1) g(20, v)dudv

+h22/ / (exp{(oyju+ B;)K(u)} — 1) gu(u V) |u=z (uydudv.

En utilisant les condition (K.2) et (G.2), on obtient

— X — %

Eexp» (Y +8) Iy, ) (V) K ( - o) =1+ holy(o, B) + O(R2).  (2.4)
j=1 "

Tenant compte de la condition (K.1), (2.3), (2.4) et le fait que log(l + u) ~ wu au

voisinage de 0, on obtient

1

lim T lOgEGXp nhn < (Oé, 5)7 (Am Bn) > = l1<a7 5) (25>
n—oo NN,

La condition (K.1) assure que la fonction [ est finie sur R™ x R™. Pour pouvoir utili-

ser le théoreme de Gartner-Ellis il suffit de montrer qu’elle est aussi differentiable sur

R™ x R™. En utilisant le théoreme de convergence dominée et la condition (K.3) on

montre la differentiabilité. En outre, ona

8[1 / /] IUK ) (exp {(a;v + B;) K (v)}) g(20, v)dudv
8[1
aﬁ] / / K eXp{(a]v+ﬁj) ( )}) (ZO, )dudv

Ceci nous permet @ appliquer le théoreme de Gartner-Ellis. Il en résulte alors que
(A, By,) satisfait un principe de grandes déviations avec la vitesse nh, et la bonne
fonction de taux

ZT($7?/) = sSup {< (l‘,y), (avﬁ) > _ll(avﬁ)}'

(a,B)ER™ xR™
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Ce qui acheve la preuve du lemme. O

Retournons maintenant a la preuve du Théoreme. Nous allons construire pour m > 1
un processus W™(f) indexé par la famille de fonctions F et montrer que, pour tout
m > 1, ce processus satisfait un principe de grandes déviations avec la bonne fonction
de taux J,, en utilisant le principe de contraction et le lemme précédent.

Soit T, : R™ x R™ — C(F) une fonction définie par

T, 9)(F) =) (wj05(f) +v3.8;(f) =< (x,v), (a(f), B(f)) > .

m
j=1

Nous allons montrer que 7}, est continue. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz
on obtient

T (2, 9) (P < (1), BUNI G, 9l

Il en résulte que

1T (@, y) ()llecr < ?}61513II(Oz(f),ﬁ(f))llll(x,y)ll-

Comme T, est linéaire il suffit donc de montrer que sup |[(a(f), 5(f))|| < oo. cela suit
feF

facilement en utilisant les conditions (F).

Posons

W)= > (Z (05 (F)Yi+ B,() n[tj_l,tjm) K (2.

i=1 \j=1

On observe que
Tn(An, By) =W

n

Par conséquent, pour m > 1 fixé W™ est I'image de (A, B,,) par 'application continue
T,,. 1l est clair alors, en utilisant le principe de contraction et le lemme précédent, que
W™ satisfait le principe de grandes déviations avec la vitesse nh,, et une bonne fonction
de taux définie, pour Z € C(F), par

Jm(Z) = nf {{{(z,y) : Tn(2,y) = Z}

= inf {lf(x,y) :

s

(i () + B5(f)y;) = Z(f) pour tout f € f} :

1

J



Chapitre 2.  Un principe de grandes déviations fonctionnel 39

Nous allons montrer maintenant que W)™ est une bonne approximation exponentielle
de W,,. i.e. Pour tout 7 > 0

1
;—log P (W = W le@r) = 7) = —o0. (2.6)

n

lim lim sup

m—aoo npnco

Observons que

] — X, — 2o
n - . < — JmllooT 7 K| ———
W — W, Hc<f>_§1€1g||f Sl e ;:1 ( " )

ou

= (i ()t +B5(F) Lty (1)

Jj=1

On peut montrer facilement que

sup Hf - fm”oo < Qw]:((b - a)mfl),
feF

ou
wr(8) =supwys(d) et we(d) = sup |f(t) — f(s)].
fer [t—s|<d
En effet
1f = fnlloo < max sup [f(t) = fun(t)]
Smy, o <i<t,
< B S |[F(8) = f(t;- 1)|+1glja<>§nt sup [f(tj-1) = fn(D)]
< 2 (b - aym™)
Puisque
max sup £ — £t 0)] < wil(b— aym™)
SiSmg <i<t;
et

|f(ti1) = fm ()] = | (F)tj—1 + B;(f) — fn(t)]
< 1f(ty) — P < (o — ).

| J1|

Par conséquent

_ 1 " Xz — Z
IV, = Wl < 20— ™) S 1 (2.
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Il en résulte, en utilisant I'inégalité de Tchebychev et le fait que les variables X; sont
ii.d., que

. n X; — 20 nh,T
P (W, =W e =7) < P (K <Z h ) = 2wr((b— a)m1)>

i=1 n

oo ) pon o ()

On a alors
1 T
li log P L= W > ) < —
imsup - log (W =Wl 2 7) < 2w (b — aym 1)

(2.7)

1 X —
+7}LI&h—nlogEexp{K< hnzo)}'

D’autre part, en utilisant les conditions (K.1), (K.2) et (G.1)-(G.2), on montre facile-
ment que

lim - log  exp {K <Xh‘n'20>} — gx(2) /OO (exp{ K (u)} — 1)du < oo.

n—oo hn 0

Ce qui est fait en utilisant les mémes arguments que ceux du lemme précédent.

Compte tenu donc de la condition (F.2) et de (2.7) on obtient (2.6) en faisant tendre
m vers 'infini dans (2.7) puisque (b — a)m™! — 0 quand m — oo.
Comme 'espace C(F) x R est un espace polonais le reste de la demonstration est une
conséquence du théoreme 1.3 (Approximation exponentielle). O

Preuve du Théoréme 2.2 La démonstration du théoreme 2.2 est similaire a celle
du théoreme 2.1. En effet on montre d’abord que pour tout (o, 3,7) € R™ x R™ x R

1
lim — log E'expnh, < (a,3,7), (An, Bn, Wi(1)) >= l2(a, B, 7).
n—oo NN

Avec les mémes arguments utilisés dans la démonstration du lemme précédent, on
montre que cette fonction est finie et differentiable sur R™ xR™ x R. Ensuite, en utilisant
le théoreme de Gértner-Ellis, on montre que le processus (A,, B,, W, (1)) satisfait le
PGD avec la vitesse nh,, et la bonne fonction de taux [3.

On pose
Uy = (W', Wa(1))

et soit la fonction 77, : R™ x R™ x R — C(F) x R définie par

T (x,y,2) = (Tn(z,y), 2)
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avec T}, la fonction définie dans la démonstration du théoreme 1. En remarquant que
la fonction 77 est continue et que U = T, (A, Bn, W, (1)), on montre, en utilisant
le principe de contraction, que U" satisfait un PGD avec la vitesse nh,, et la bonne
fonction de taux I,,.

Il reste alors a montrer que U, est une bonne approximation exponentielle de U,,.
Cela suit du fait que
1Un = U lle@)xr = [[Wa = Wik ler)-

U

Preuve du corollaire 2.1 La démonstration utilise les mémes arguments que celle
du lemme précédent. On montre que pour tout v € R

1 oo
lim - log E exp nh,yW,(1) = gX(zo)/ (exp{7K (u)} — 1)du.

En utilisant les arguments développés dans la démonstration du lemme, on montre que
W, (1) satisfait un PGD avec la vitesse nh,, et la bonne fonction de taux

i) =sup {7 = gxCan) [ (e (o0} = 1) ).

veR —c0

O

Preuve du corollaire 2.2 La démonstration de ce résultat s’effectue de fagon
directe en utilisant le principe de contraction. La fonction continue utilisée ici est celle
définie par

H:C(F) x R* — C(F)
(Z,t) — H(Z,1)

H(Zt)(f) = @ pour tout f € F.
0

Preuve de la proposition 2.1 Comme le processus V,, satisfait un principe de



Chapitre 2.  Un principe de grandes déviations fonctionnel

grandes déviations alors on a

—inf{I(Z): Z €EAug} < liminf e, log P(Vy(.,.) €EAng,)
< liminfe, log P(2,,4.6,)

< limsup €, log P(2,.4.6,)

n—oo

< limsupe, log P(V,(.,.) € Aag,)

n—oo

< —inf{I(Z): Z € Rag,}

Puisque A4 g, est un ensemble de continuité de I alors
inf{I(2): Z €hag} = mf{I(Z): Z € Aag,}.
Par conséquent

lim ¢, logP(Vn(, ) S AA7gi) = —Hlf{[(Z) 1 Z € AA,QZ-} = _[A,gmi =1,2.

n—oo

42



Chapitre 3

Some uniform large deviation
results in nonparametric function
estimation

In this chapter we investigate large deviation asymptotics involving classes of non-
parametric estimates. We introduce a random process, say Z,, which allows to derive,
using the contraction principle, results for several nonparametric estimates from the
large deviations principle stated for Z,,. The usual examples of nonparametric estimates
include the histogram density estimate as well as the regressogram. Note that uniform
behaviours over classes of density and regression functions as well as over classes of
their estimates have been considered.

3.1 Introduction

Let (X,Y) be a R?-valued random vector defined on a probability space (02, A, P). Let g
be the joint density function of the vector (X,Y). Denote by gx the marginal density of
the random variable X with respect to the Lebesgue measure m. Assume that we observe
(X;,Y;), 1 <i <mn, asequence of i.i.d. random vectors with the same distribution as
(X,Y). Consider P,, = {A,;;j € Z} a partition of R satisfying some conditions that
will be specified later on. In this paper, we are concerned by large deviation study of
a process that allows us to deduce as a particular cases results pertaining to various
estimates in nonparametric function estimation.
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In first place, consider a vector process taking values in R x R, and defined by

éin(x) ZZ(Z%n($>7gn(x))a

where
1 n
R,(z) =Rl (2) = ——— Yila, (X;) if An g,
(l’) n(x) nm(An,j) ;f( ) An,]( ) 1 S 2J
1 n
n(T) = ———— ) 14, (X;) if A,
gn(7) nm(A, ;) 2 La,(X) it 7€ A,

i=1
14, denotes the indicator of the set A and f is a measurable real function defined
upon R. Taking f in a class of functions F, the f-indexed regression function, denoted
by r¢, is defined, for any =z € R, by

re(x) = E[f(Y)]X = «].

It is well-known that r; exists whenever E[|f(Y)|] < oco. Choices of functions in the
class F allow to perform in a unified way the study of several usual functionals. The first
example is given by the most classical regression function for which f is taken as the
identity. Whenever f(z) = 2? with p > 0, the functional r; reduces to the conditional
moment function. If f(z) = 1 4(z) is the indicator function of a set A, then ry gives the
conditional distribution function of the set A. The estimator (called regressogram) of
the f-indexed regression function r¢ based on the sample (X1, Y1), ..., (X,,Y,) and the
partition P, is defined, for z € A, ;, by

X F() 1A, (X))
Z?:l ]lAn,j(Xi) .

The histogram estimator of the density function gx is defined, for x € A, ;, by g.(x)

Tn<x)

defined above.

After the pointwise large deviation principle stated for the process Z,(z) and its di-
rect implications in stating results for a class of nonparametric function estimates, the
main goal of this work involves uniform large deviation results pertaining to nonpara-
metric estimation of some functionals. More precisely, taking the histogram estimation
method, we investigate in the first part the impact of uniformity over classes of densities
and classes of their estimates. Note, behind this, that uniform results over support of
the densities are stated. When dealing with the regressogram, uniformity with respect
to the class of functions F has been also considered.

From partition to partition, the estimates may be very different. It is then worthy
to consider uniformity over families of partitions. This has been considered for both the
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histogram the regressogram. Taking also uniformity over classes of densities or classes of
regression functions, these results allow to deduce minimax lower bound in both cases.

The proof of results involving the process (Z,(z)) uses mainly the Gértner-Ellis
Theorem (see, Dembo & Zeitouni (1998)(23)). Straight implications in nonparametric
function estimation are deduced by making use of the contraction principle. Chernoff-
type results similar to the ones obtained in Louani (1998,1999)(52; 53) have been esta-
blished under less restrictive conditions since the differentiability hypotheses is relaxed
in the pointwise case.

There exists an extensive large deviations literature involving a lot of areas in pro-
bability and statistics. We refer to the books of Dembo & Zeitouni (1998)(23) and
Deuschel & Stroock (1989) (24) and the references therein for an account of results
and methods on the subject. In nonparametric function estimation, several results have
been obtained recently. We cite Louani (1998,2003)(52; 49) who stated for the kernel
and orthogonal series density estimators respectively pointwise and uniform results.
Beirlant et al. (2001) (3) obtained L; results for the histogram density estimate. In
Gao (2003)(35), the author studied moderate and large deviations for the kernel esti-
mator based on independent and identically distributed samples. Berrahou (2003) (5)
stated pointwise large deviations principle for the delta-sequence method density esti-
mator. The pointwise and uniform large deviation behaviours of the multivariate kernel
density estimator have been studied by Mokkadem et al. (2005)(58). They considered
the case where the kernel takes negative values. Moreover, Mokkadem et al. (2006)(57)
established a large deviations upper bound for the kernel mode estimator when the
mode corresponds to a strict maximum of a density function. Esaulova (2004)(31) ob-
tained a Chernoff large deviation result for the Li-error of the empirical measure on
partitions and derived, as a corollary, large deviations asymptotics for the Li-error of
the histogram density estimator. We cite also the paper of Worms (2001)(82) which
gives Chernoff-type bounds as well as a large deviations principle for the pointwise and
uniform errors of the kernel density estimator related to the stationary distribution
of a stable Markov chain. Lei & Wu (2005) (46) and Lei (2006)(45) established some
large deviation results pertaining to the Li-view of the kernel density estimation. They
considered densities associated to ergodic and reversible Markov processes.

In the regression estimation setting, Louani (1999)(53) established analogous results for
the conditional empirical process and the Nadaraya-Watson estimate of the regression
function. We cite also the work of Hu (1993)(41) where large deviations asymptotics for
the least squares estimator in a nonlinear model with dependent errors are provided.
An exponential rate for the large deviation probability of the nearest neighbor estimate
of a regression function has been obtained by Wang & Bing Zhang (1989)(78). Osmou-
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khina (2001)(62) established a large deviations result for the kernel density estimator
with applications to the symmetry testing. In the same framework, Gyorfi (2004)(40)
considered the problem of testing an unknown density function by using the Hellinger
distance.

3.2 Results

3.2.1 Hypothesis and notations

Introduce now hypotheses and notations necessary to establish our results.
(H.1) maxm(A4, ;) — 0 and nminm(A4, ;) — oo as n — oo.
jEZ JEZ

(H.2) For any x € R, there exists € > 0 such, that for any ¢t € R,

/ e sup g(z,y)dy < .

00 |z—z|<e

(H’.2) g is differentiable with respect to the first coordinate and for any ¢ € R,

—00 zeR

(H.3) For any € R and any t € R,

dyg
%(x,y)‘dy < 00.

| 151 gt )y < o

o0

(H.4) For any z € R and any ¢ € R,

| 156 )iy < o

Set now

h@ﬁz/(WWWJM@ww

oo
and

Ap(u,v) = ts%)R {tu+ sv — I,(t,s)}.

Comments. Conditions (H.2) and (H.3) are of classical nature in large deviations
results. Notice that the condition (H'.2) together with a condition less restrictive than

the condition (H.2), namely the condition
(H)Vte R and Vz € R

/ e Wg(z, y)dy < oo,

[e.9]
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imply that the condition (H.2) holds. The condition (H.4) which is required to establish
Chernoff type results is stronger than the condition (H.3). (H.4) is required to establish
Chernoff-type results. The function I, defined above, is the limit of the normalized
logarithm of the Laplace transform associated with the process Z,(z) and A, is its
Legendre transform which actually is a rate function.

If h is a real function, then A~! denotes its inverse which is defined on the range of
h by
h7(t) = inf{s : h(s) > t}.

Below, we use the following notation

where -
22 Fy)e!®g(x,y)dy

[ e Wg(z, y)dy
and denote by H,, the interior of the range of hy,.

he(u) =

3.2.2 Pointwise LPDs

For the pointwise results given in theorems 3.1, 3.2, 3.3 and corollaries 3.1, 3.2 we
suppose that zy belongs to A, ; an element of the partition P,.

Theorem 3.1 establishes a pointwise large deviation principle for the vector process
Zn<$0)

Theorem 3.1. Suppose that conditions (H.1), (H.2) and (H.3) are satisfied. Then the
process Z,(xy) satisfies a large deviations principle in R? with the rate function A, and
the rate nm(A, ), i.e., for any Borel set A C R?, we have

- (u,%)];lng A-TO <U7 U) S llgri)lolgf nm(An,])

log P (Z,(x9) € A)

< lim sup log P (Z,(xg) € A)

n— oo nm<An,j)

< — inf Ay (u,v),
(u,v)€A
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where
. uem(%) +vlogv — v+ gx(zo)
Agy(u,v) = —vlog ( / 0 (W gz, y)dy) if, (v.-) € (0,00) X Ha,
gx (o) if (u,v) = (0,0),
o0 elsewhere.

\

We denote by A° and A the interior and the closure of the set A respectively.

Theorem 3.2 and Corollary 3.2, below, give respectively a large deviations principle and
a Chernoff-type result for the histogram density estimator.

Theorem 3.2. Suppose that the condition (H.1) is satisfied. Then g,(xo) satisfies a
large deviation principle with the rate nm(A, ;) and the rate function

(53;0(1)) = { UlOg (gx(x0)> + gX<:CO) v ZfU = O7

00 elsewhere.

Corollary 3.1. Suppose that hypotheses of Theorem 5.2 are satisfied. Then, for any

a >0, we have

lim ————log P (|ga(0) — gx (20)] > @) = — o (a),

n—o0 nim(Ay, ;)

where

Bao(a) = (gx (20) +a) log (1 N gX?%)) .

The next theorem and corollary give respectively a large deviations principle and a
Chernoff-type result for the regressogram.

Theorem 3.3. Suppose that conditions of Theorem 5.1 are satisfied. Then the process
ro(z0) satisfies a large deviations principle in R with the rate nm(A, ;) and the rate

function I' given by

T ()\) _ f_oooo (]- - 6910()\)(f(y)7)\)) g(an y)dy ZfA € H$07
o 00 elsewhere.
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Corollary 3.2. Assume that hypotheses (H.1), (H.2) and (H.4) are satisfied. Then, for
any a > 0, we have

. 1
Jim o8 P (o) = r(20)| > @) = =1 a)

where
Yao (@) = min {7 (a), 5, (a)} ,

and

nyr (a) = ffOoo (1 — 693:0(T(mo)+a)(f(y)—7"(a:0)—a)) g(xo,y)dy if r(xo) + a € Hy,,
" o0 elsewhere,

_ ( ) f_oooo (1 _ 6*910(r(xo)fa)(f(y)fT(xO)‘i’a)) g(l‘o7 y)dy Zf T(IO) —a &€ on’
a) =
Tao 00 elsewhere.

3.2.3 Uniform large deviations results

The uniform large deviation result for the density estimator given in Theorem 3.4
is stated under some additional hypotheses. Set

inf m(A, ;) = hyn and  supm(A, ;) = hyo.
JEZ jeZ
Define

B(a) = (M + a)log (1 + %) —a,

where M = sup,cp gx (). Introduce now the following hypotheses,

(A.1) There exists a sequence of positive real numbers (H,) tending to infinity such
that P(|X| > H,) < €, and that for some 7 > (a),

lim enexp{Tnh, s} _

s nhys

(A.2) lim hl log ( Hn) =0.

(A.3) lim fin.

0.
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Theorem 3.4. Assume that conditions (H.1) and (A.1)-(A.3) are satisfied and that
the function gx s continuous. Then, for all a > 0, we have

lim —— log P(sup|gn(x) — gx(2)| > a) = —B(a).

n—=00 N flp 9 z€R

In order to give in Theorem 3.5 below a uniform large deviation result for the re-
gressogram, we have to suppose that X is a random variable with bounded support S
and that P, = {4, ;: 1 <j <m,} is a partition of S satisfying the following condition

B.1) i
(B.1) lim BT
Set

logm,, = 0.

1(0) = inf 7e(a).

Theorem 3.5. Suppose that conditions (H.1), (H.2) ,(H.2), (H.4), (A.3) and (B.1)
are satisfied and that the functions ry and vy are continuous. Then, for any a > 0, we
have

lim
n—oo 1 n

log P(ilelg [rn(x) —14(2)] > a) = —(a).

Consider now F as a class of functions f and, for any € > 0, define the following
number

Hx(€) = min{m : there exist fi,..., f,,, such that Vf € F,
I f — fillo <€, for some 1 < j <m}.

Set now F(y) = sup;cx | f(y)]. Introduce now the following condition upon the class F.

(B.2) elogHx(e) — 0 as e — 0.

3.2.4 Uniformity over the class F

The uniformity upon the class F is treated in Theorem 3.6. Actually, the function
defined above depend on f and may be denoted by 7/. Set now

17(a) = inf 7/ (a).
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Theorem 3.6. Suppose that (H.1), (A.3), (B.1) and (B.2) are satisfied and that the
function F' satisfies the conditions (H.2), (H’.2) and (H.4). Moreover Assume that, the
functions v and v are continuous. Then, for all a > 0, we have

lim
n—oo N, n

log P (Sup sup |rn(z) — re(x)] > a) = —vx(a).
feEF z€S

3.2.5 Minimax theorems

In the sequel we will construct a family of partitions which allows to define a
class of histogram density estimators. In this respect, let P = {A?LJ :j €Z} and
Pl = {Aiw- 1j € Z} be two partitions of R such that, for any j € Z there exists [ € Z
such that A?LJ C A}Ll. Introduce now some conditions necessary to establish minimax
results for the density and the regression functions.

)=0and lim nminm(A°

: Q.
n—oo  jEZ n,])

: 1
(F.1) nhir& Ijneazxm(Am
min;ez m(Aj ; minjez m(A, ;)

=1 and lim =1.

n—oco MaX;ez M(A4, ;)

(F.2) lim

n—oc0 max;ez M(A2

)

)

minjey, m(A?l])
)

(F.3) lim

n—oco Max;ez M(A,, ;

For any n > 1, let F,, be the family of all partitions P,, = {A,; : j € Z} of R such that,
for any j € Z, there exist k,l € Z such that, A) ; C A, C A},

Define the functions

t+a

Ctt(a) = (t+ a)log ( v

)—(1—a)t—a,

_ a(t —a)log (a’5%) — (1 — a)t + aa if0<ac<t,
ﬁa,t(a’) =
00 elswhere,

Baz(a) =min{B,(a),8,,(a)}  and  BY(a) = nf Sagy(@)(@).

The following Theorem establishes an uniform result over the family F,, of partitions
P, of R.
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Theorem 3.7. Set () = max;ez m(A, ;). Suppose that sup,cg gx(x) := M < oo and
that the assumptions (F.1)-(F.3) are satzsﬁed. Then, for any a > 0, we have

i 1o P (int suplgf(a) — gx(0)] > ) = ~(a),

n—0o0 nﬁl Prn€Fn zcR

where gF is the histogram based on the partition P,.

Consider now a class of density functions ©. Let G, be the class of estimators g,
defined by taking a partition P, from the family F,. The following corollary gives a
minimax result over the class © of densities and the class G, of histogram density
estimators.

Corollary 3.3. Suppose that sup,, co Sup,cg 9x (v) := Mo < oo and that the conditions
(F.1)-(F.3) are satisfied. Then, for all a > 0, we have

1
lim inf sup 710gP (Sug lgn(x) — gx ()| > a) > —32(a)
Te

n—oo gnegn gxe@ n

where

Be(a) = inf B4(a).

gx €0

Similarly, we obtain versions of the last two results for the regressogram. In order
to be more explicit on the matter, introduce the following functions

L3 aa(t) = a/ (VW= ®7a) 1) g(,y)dy + (1 — a)gx (x) (e T1F) —1)

o0

Lmsza/ @W@TW”M—Dme@+«uww/ (e® — 1) g(x, y)dy,

+ =+
Yaw(@) = — inf I, o (F),

Yaul@) =min {17.(a),10.(@)}  and  yi(e) = inf a.(a).

Theorem 3.8. If the function f is positive, and if (F.1)-(F.3), (H.2), (H.2) and (H.3)
hold. Then, we have for any a > 0

hmmfvlogP ( inf sup|r’"(z) — r(z)| > a) > —vr(a),

n—oo N Pr€Fn zcR

where rl» is the regressogram based on the partition P, .
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Consider now a class R of regression functions r. Denote by R,, the class of regres-
sograms 1, defined by taking a partition P,, from the family F,. The following result
gives a minimax lower bound.

Corollary 3.4. Under hypotheses of Theorem 3.8, we have for any a > 0

1
liminf inf sup log P (sup 7 (z) — r(x)] > a> > —inf 7/ (a).

n—0o0 ThERn pcR nﬂ}l z€R reR

3.3 Proofs

Proof of Theorem 3.1
The proof uses the Gartner-Ellis theorem. For any (¢, s) € R?, the limit of the norma-
lized logarithm of the Laplace transform of the process Z,(zg) is given by

) 1
I, (t,s) = nh_)rrgo W log E [exp {nAA,, ; ((t,5), Z,(z0)) }]. (3.1)
Set
tag (1, 8) = E [exp {nAAn,; ((t,5), Zn(20))}]

Since (X, Yi);>1 are i.i.d., we have clearly

bao (1, 5) = Eexp {nAdy; (1, 5), Zn(w0)) }]

exp {Z (LF(YD) +8)La,, <Xi>}]

i=1

= E[exp {(tf(Y) +8) La, ,(X)}]" = [ay (£, 8)]"

=FI

Thus,

ealte) =1+ [ [ (e {(tr) + 914, @)} - 1) oo y)dndy

- 1+/Oo (exp{tf(y) + s} — 1) (/A

By the conditions (H.1)-(H.2), we have

| et +s -1 ( /

Taylor series expansion of log(1 4 u) in a neighborhood of u = 0 gives

g(z, y)dx) dy.

7,

g(z, y)dx) dy = o(1).

n,j

1 oo

1
(AL log ¥z, (¢, 5) = /_OO (exp {tf(y) +s} — 1) <—m(An,j) /Anng(fv,y)dx> dy.
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mean value theorem implies that, for almost all y € R, we have

1
lim—/ g(x,y)dxr = g(xo,y).
oo m<An,j) ) ( ) ( 0 )

n,j

It follows by the dominated convergence Theorem that

[e.9]

tim g (1) = [ (exp {11 (0) + 5} = Dl vy
This proves the statement (3.1). In order to use the Gértner-Ellis Theorem, we need
to prove that the normalized logarithm of the Laplace transform has an everywhere
finite and differentiable limit. The condition (H.2) implies that this function is finite
everywhere. The dominated convergence Theorem implies the differentiability of I,
and gives

o, [
ts) = [ F@)e g(an vy
and -

oI, .
030 (t,s) =€ / etf(y)g(xo,y)dy.

Then, by Gértner-Ellis Theorem the process Z,(x() satisfies a large deviation principle

with the rate nm(A4,, ;) and the rate function

Ay (u,v) = sup {ut +vs— I, (t,s)}.
(t,s)ER2

Now let us show that

Ay (u,v) = sup {ut+vs— L, (t,s)}
(t,s)eR2
(

uon(%) +vlogv — v + gx (o)

B —vlog( / eewo<1f>f<y>g<xo,y>dy) it, (0, ) € (0,00) x H,,
_ v

gx (o) if, (u,v) = (0,0)
| o0 elsewhere.

(3.2)

For v > 0 and u/v € H,, fixed, set
D, (L, s) = ut +vs — L, (¢, s).

Clearly the function ®,, , is concave and differentiable. Therefore, the supremum of ®,, ,,
is reached at the point (¢, s) which realizes

e}

U= es/ f(y)etf(y)g(xo,y)dy and V= 68/ th(y)g(.ro,ZJ)dy

—0o0
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This is equivalent to

[e.9]

L hy(t) and v = es/ W g(x0, y)dy. (3.3)
v _

(e 9]

Therefore, the only point (¢, s) which satisfies the equation (3.3) is

u _ - d
1 — 91 —_ d — 10 o0 “ ‘
O(U) an S g <f e@mg(?)l(”Q(SE(},Z/) y)

It follows, for v > 0 and u/v € H,, fixed, that

sup {ut+wvs— I, (t,s)} = u@xo(%) +vlogv — v+ gx (o)

(t,s)€R2
—vlog (/ oW g (x, y)dy> :

Clearly, we have
Az (0,0) = gx (o).
Indeed, .
axln) = [~ Mg(a, p)dy < 4 (0.0) < gx(an)

o

We obtain the result by tending s — —oo in this first member.

At this stage, it remains to show that for (v, u/v) ¢ (0,00) x H,, U {(0,0)},

sup {ut +vs — I, (t,s)} = 0.
(t,s)ER2?

We have to consider several cases.
1) Forv=0and u#0

Ay (u,0) = ( Sl)lp ) {ut — L,,(t,s)} > ut — es/ W g(xo, y)dy + gx (o).
t,s)ER —0o0

Let us make s — —oco and ut — oo in the second member. Then,

Ayy(u,0) = sup {ut —I,(t,s)}

(t,s)ER2

> lim lim (ut—es/ etf(y)g(xo,y)dy—i-gx(xo))

— ——00
ut—o00 s 00

= Q.
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2) For v < 0, observe that

Ay (u,v) > ut + gx(zo) + sup {US — 68/ etf(y)g(xo, y)dy}
seR — 0

> ut + gx (o) + Sgr_noo {vs - es/ W g(xq, y)dy}

—00

=00
3) For v > 0 and u/v ¢ H,,, set H,, = (m, M) where

m = L}éllg hao(t) and M = 2211; B (1)

we limit ourselves to the case v > 0 and u/v > M. We have then

Ayy(u,v) = sup {ut +vs— I (t, )}
(t,5)€R2

> ut + vs — eS/ etf(y)g(%a y)dy + gx (o).

o0

In the second member, we substitute s by

v
1 .
% (fOZO el W g(wo, y)dy)

Thus,

o0

W g (o, y)dy>

> vlogv — v+ gx(z0) + (u — v M)t —log gx (o).

Agy(u,v) > vlogv — v + gx(x9) + ut — vlog (/

—00

(3.4)

We achieve the proof of the statement (3.2) by making ¢ go to the infinite in (3.4). O

Proof of Theorem 3.2

Taking the function f as the null function in Theorem 3.1, it follows that, the pro-
cess (0, g,(z)) satisfies a large deviation principle with the rate nm(A, ;) and the rate
function

Auy(u,0) = sup_{ut +vs — gy (wo)(e” — 1)}

(t,5)€R2
_ vlog(ﬁ) + gx(xg) —vifv>0and u=0
00 elsewhere.

Using the continuous function from R? into R given by (u,v) — v, the contraction
principle into that g,(x¢) satisfies a large deviation principle with the rate nm(A, ;)
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and the rate function
O (v) = inf {A,, (u,v) 1 u € R}

_ vlog <gX1(}zo)> +gx(xo) —vifv >0
00 elsewhere.

This achieves the proof. 0]

Proof of Corollary 5.1
Theorem 3.2 gives

1
— inf 0z (V) < liminf ————log P (|gn(x9) — o) > a
() < limint o P (l (a0) — ax(a) >

< lim sup W log P (|gn(z0) — 9x(20) > a)
n— oo n,J

< — inf 0z (V).
T Jv—gx(z0)[>a 0()

It is easy to show that

inf 5:1:0 (U) = inf 53?0 (U) = 59&0 (gX (xo) + CL) = ﬂxo (a)

[v—gx (z0)|>a [v—gx (z0)|>a

Indeed, the function §,, is continuous on [0,00) and is decreasing in [0, gx(z¢)] and
increasing in [gx (o), 00). Therefore,

inf O, (v)=  inf &, (v) = min {0, (9x(z0) + ), 0z, (9x (x0) — a)}.

lv—gx (zo)|>a lv—gx (z0)|=a
We can easily check that
min {0z, (9x (o) + a), 0z, (9x (7o) — @)} = 0uy(9x (0) + a).

Thus, the result is established. O

Proof of Theorem 3.3

Using the function R x R* — R, (u,v) — % and the contraction principle, Theorem
3.1 implies that r,(x,) satisfies a large deviations principle with the rate nm(A4,, ;) and
the rate function

[py(A) :i=inf {A, (u,v) :u= v} = 7%g}fR/\ggo()\v,v).
Afterwards, a simple calculation gives

. ()\) B . f_oooo (eazo(A)(f(y)fA) — 1) g(l‘o?y)dy if \e H$0
o ) elsewhere.



Chapitre 3. Some uniform large deviation results 58

Proof of Corollary 3.2
Theorem 3.3 gives, for any a > 0,

— inf Ty (M) < liminf

10 P (T —7r(x > a
‘)‘771(-770)|>(l n—oo nm(AnJ) g (| ( 0) ( 0)| )

< lim sup - log P (|rn(z0) — r(x0)| > a)

n—oo MM (A ;)

<— inf T, ().

 A=r(zo)|za

Conditions (H.2)-(H.4) guarantee the differentiability of 6., in H,, and consequently,
I';, is also differentiable. Therefore, by a simple calculation we obtain the result. [l

Proof of Theorem 3./
Let us begin by the proof of the lower bound. For any x € R, we have

P (sup0a(a) = 9x(0)] > @) = P (1) ~ gx()] > ).
HAS
Remark that Condition (A.3) implies that, for any j € 7Z,
lim " Ans)

e By

=1.

Using Corollary 3.1, we obtain, for z € A, ;,

lim inf
n—oo ’)’Lhn72

. .m(Any) 1
log P ( sup |g,(x) — z)| > a | > liminf )
o (suplone) = ax(0) > a) 2 imind "2

x log P (|gn(z) — gx ()| > a)
= —f.(a).

Therefore,

lim inf
n—00  MNfp 2

P (sup ) — gx(0)| > ) = — int . (o).

zeR

In order to derive the upper bound, we proceed as follows. Let H, be as in the
condition (A.1). We have

P (sup |gn(2) — gx (z)| > a) <P ( sup - |gn () — gx ()| > a)

z€R |x|<Hp

+P< sup - |gn () — gx (x)] > a) :

|x|>Hn
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Using the fact that log(1 + u) < u for u > 0, we obtain

1 1
e log P (sup|gn(m) — gx(z)] > a) < . log P ( sup |gn(z) — gx(x)| > a)

zeR Nl 2 |z|<Hp

1 P (SUP\x|>Hn |gn($) - gx($)| > CL)
nhs P (SUpjyj g7, 19n (%) — gx(2)] > @)’
(3.5)

+

In addition, we have
sup |gn(2) — gx(2)] < sup gn(x) + sup gx(z) = sup gn(2) + fin,
|z|>Hn |z[>Hp |z[>Hp |z[>Hn

where

tn = sup gx(z).
|z|>Hn

Observe that

1 n
sup gn(z) < > Lgxisnay-
=1

|z|>Hn, nhn,l —
Consequently,
1 n
P sup [gn(z) —gx(z)| >a)] <P n Z Lxij>m,y > @ — pin | -

Therefore, the Markov’s inequality gives

P<Sup |gn(x)—gx(:c)]>a hnl(a_,u/n> = hnl(a_,un).

|x|>Hn

) P(|X| > H,) €
< <

Since lim; o0 gx (2) = 0, then, for any e > 0, there exists ng > 0 such that, for any
n > ng, p, < €. It follows then that
€n

P ( sup |gn(x) — gx(x)| > a) < i(a—o) (3.6)

|z|>Hn

Set now J, = {j € Z: A, ; N[-H,, H,] # 0} . We can, without loss of generality,
suppose that J,, = {1,2,...,m,} and that, for any j € J,, [~ Hy,, H,]N Ay ; = [a}_, a}).
Set 27 = a} ; + (a} — a}_;)/2. Therefore, we have

_ < ny _ n _ |
s 19n(2) = gx(2)| < max |gn(2]) - gx(a7)| + max o |9 () = gx («7)]
The continuity of the function gx which is actually the uniform continuity on the
compact set [—H,, H,], implies that, for any € > 0, there exist ny such that, for any
n Z Ny,

max su T) — )| < e.
1§j§mna;_1§£<a; |gX( ) gX( J)|
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Thus, we have

P ( Sup - |gn () — gx ()] > a) < an (Ign(a7) — gx ()] > a —e) . (3.7)

|z|<Hpn
Using the fact that

P (lgn(2}) — gx (27)] > a — €) < 2max {P (ga(z]) — gx(z]) > a—e¢),
P (=gu(e}) + 9x(a7)| > a =€)}

and the Tchebychev’s inequality, we obtain, for any ¢ > 0,

P (gn($;‘) —gx(7}) >a— e) < exp {—n(a;‘ —aj ) [(a — e+ gx(z]))t

—1 b a}L xI)ax
a1 1)/anlg< )d )”

j—

and

P (=gu(@}) + gx(a]) > a—€) < exp{-n(a] —da}_,) [(a — €~ gx(z}))t

1 i a?
_mlog 1+ (e —1)/an1g(x)dx>]},

Since log(1 4+ u) < u for any u > —1, we obtain

P (gn(x;”) —gx(2%) >a— e) < exp {—n(a? —aj_) [(a — e+ gx(x}))t

and
P (—gn(x;-‘) +gx(2}) > a— e) < exp{—n( T —aj ;) [((a—e— gx (%))t
_(a(ne_ ;j_ll))n :J g(x)dx]}
—exp{—n(a} = al)) [(a = )t = oy, (0)] |
where i1
pha(®) = —x@t+ s [ gty
and
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for x € A, ;.
Set
pw,n(t> = nax {p;r,n(t)7 p;,n<t)}

Thus,

1 log 2

. logP(|gn(xj —gx(x )‘ >a—¢€) < A

Nip, 2 Ny 2 (3 8)
aj” —ai_, ’
+ ——— < (a—e)t —suppyna(t) p.
hn,Q zeR

Since gx is continuous and gx(x) — 0 as |z| — oo, then

méxm) / gle)da = g(x)

n,J

lim sup =0.

n—00 zeR

It follows then that, for any ¢ > 0,

lim sup p,,(¢) = sup p,(t),

n— zeR z€R

where
px(t) = max {pF (), p; ()},
with
pr(t) =gx(z)(e' —1—t) and  p (t) =gx(z)(e” = 1+1).
Easily, we have p,(t) = pt(t). Therefore, combining the statements (3.7), (3.8) together
with the condition (A.3), we obtain

lim sup logP | sup |gn(z) —gx(2)] >a | < —supinf {(a—e€)t —pf(t)}.
n—oo TNp2 2| <Hy, t>0 T€R
(3.9)
Using the minimax theorem, we can show that
sup inf {(a — €)t — p ()} = inf sup {(a — e)t — pf(t)}. (3.10)

t>0 zeR zeR t>0

Indeed, we have

supmf{a—et—px(t)}:sup inf H(y,t),

t>0 T€R t>0 y€[0,M]
and
inf sup { (@ — )t — p/(t)} = inf sup H(y,1),
zeR t>¥)){ px( )} y€[0,M] t>¥)) (y )
where

H(y,t) = (a—e)t —yle! — 1 —1).



Chapitre 3. Some uniform large deviation results 62

and M = sup,.p gx(z). The function H : [0,00) x [0, M| — R satisfies the property
that for a fixed t, H(y,t) is convex as a function of y, and for a fixed y, H(y,t) is
concave as a function of ¢. Therefore, the minimax theorem implies that

inf sup H(y,t) =sup inf H(y,
y€[0,M] t>%]) (97) t>g)y€[0M (v:9)

The statement (10) then holds. On an other hand, it is easy to show that

a—e€ inf sup H(y,
d )= y€[0,M] t>g (5.2)

Subsequently, the statements (3.9) and (3.10) give

lim sup
n—oo 1 n,2

log P ( sup |gn(x) — gx(z)| > a) < —f(a —e). (3.11)

Combining now the statements (3.5), (3.6), (3.11), the condition (A.1) together with
the lower bound, we obtain

lim sup

n—00 n,2

o P (suplan() ~ 9x(@) > a) < =50~ o)

We achieve the proof by making use of the continuity of 5 and by making e go to Zero.
O

Proof of Theorem 3.5
Similarly as in the proof of the lower bound in Theorem 3.4, Corollary 3.2 and Condition

(A.3) imply that, for any = € S,

—7z(a) < liminf

n—oo M n,2

log <sup () — r()] > a) .

€S

Therefore we have,

log (Sup Ir(2) — r(z)] > a) . (3.12)

—inf v, (a) < liminf
infy (a) < limin Sup

n—00 Thy o

This proves the lower bound.

In order to prove the upper bound, let P, = {A,1, Ana, ..., Apm, } be a partition
of the support S of the random variable X which is assumed to be compact. Without
loss of generality, we suppose that S = [a,b] and that, for any 1 < j < m, — 1,
Apj = [a}_y,a7) and A, = [a, 0] Set 2} = af_; + (a} — a}_,)/2. Therefore, we

have

Mp,?

sup (rp\xr) —1r < max |7 - T + max su X —’I“I'T»L .
sup (o) (o)) £ max [ra(ef) = )|+ max s ) = (o))
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Similarly as in the proof of Theorem 3.4, for an € > 0 and n large enough, we obtain

P(sup\rn(x)— |>a) ZPrn ) —r(z}) >a—e)

z€eS

(3.13)

+ Z P (—rn(mg‘) +r(z}) >a— 6) )

For x € A, ; and any t > 0, set

1 0
+ _ t(f(y)—r(z)—a)
Ozn a(t) - / l—e /
o m(An,j> —00 ( ) An,j

1 o
- | — o~tFw)—r@)+a) / wy)du | dy.
Oz na(t) (AL /_ OO( ) Aw_g( y) y

Analogous steps in the proof of Theorem 3.4, give

g(u,y)dU> dy,

and

IOgP (Tn(CC'?) - T(I?> > a— 6) S —TL(CL;L - a] )igg Stgg ana e(t)
and

IOgP (—Tn(x?) + T(lﬂ;> >a— 6) < —’I’L((L;L - a’ ) inf sSup ana e(t)
TES >0

Therefore, conditions (B.1) and (A.3) imply that

logZP ro(al)) —r(x}) > a—¢€) < —liminf inf sup o, ,_.(¢), (3.14)

lim sup
n—oo z€S >0

n— o0 n n,2

and
li 1 P (—r,(z" ") >a— —1i finf t
e g 2P (e ) > =) < —Hmint i sup -0
(3.15)
Now combining (3.13), (3.14) and (3.15) we obtain
limsup 10gP (Sup ’T’n(ﬂf) - r(a:)| > a> — < —liminf inf sup ana E(t)
n—oo MNhpo z€S n—eo 2ES >0 (3.16)

\/ — liminf inf sup o, , (%),

n—oo zES >0

where u V u = max{u, v}.
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Moreover, the continuity of the function r and the function g with respect to x,
together with the conditions (H.2)-(H’.2) imply that, for any ¢ > 0, o/, ,(t) — o] ,(t)
and o, ,(t) — 0, ,(t) as n — oo uniformly over the compact set S, where

05, (t) = / (1 — VW= g(z y)dy

e}

and -
o (t) = / (1= e W0 g y)dy,

o0

and that the functions z — Qia(t) are continuous on S. Now let us show that

lim inf inf sup o, ,_.(t) > inf sup o} ,_ (1), (3.17)
n—oo xS t>0 Y zes t>0 ’
and
lim inf inf sup o, ,, ,_.(t) > inf sup o, ,_(%). (3.18)
n—oo zES >0 z€ES >0

The proof of both statements is the same, we limit ourself to the first one only. We have
to consider two cases :

If lim inf ing sup o7, ,_.(t) = +o0, the result is obvious.
n—oo €S >0 Y

Now if

liminf inf sup o, . .(t) =1 < o0,
n—oo x€S >0

then, we can extract from the sequence {inf sup g;mae(t)} a subsequence
n>1

€S t>0 >
{ilelg st1>1%) Q;¢(n)’a_e(t)} converging to [. Let € > 0 and ny > 1, be such that, for any
= n>1
n Z Ny,
inf sup ot (t) <l+e

22551 Crp(m).a—e

For any n > ng, let x,, € S such that

+ : +
SUD 07, oty ae() S ESUD G o (1) +

Therefore, for a such sequence (x,),, we have

SUD 0 (nya—c(t) < 1+ 2€.

t>0

Since the sequence (x,)n>n, belongs to the compact set S, we can extract from it a
subsequence x4,y converging in 5. Set xy = lim,, o T4(n). Consequently, we have

sup lim of o, () < lim supol 0 (1) <1+ 2e

t>0 N0 Lp(n)»P n—00 ¢>(
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The uniform convergence of g;n,a,e(t) to gj’a,e(t) on S, and the continuity of the
function  — o7, (t), imply that, for any ¢ > 0,

i _ .+
7}1—{1:)10 Q;_gb(n) 7‘P(¢(n))7a—€(t) - QIo,afe (t) .

Finally, we have

Sup o3, o (1) < L+ 2
t>0

and

inf sup o ,_.(t) <1+ 2e.
zES >0 ’

Making € go to zero allows to achieve the proof of the statement (3.17).

Now combining the statements (3.16), (3.17) and (3.18) we obtain

lim sup log P (Sup |rn(x) — ()| > a) < —min {inf sup o, ,_.(t),
n—oo  TMp2 zesS €S >0
inf sup o, ,_ (¢
z€S tzg) Q:c,a ( )}

= — inf min {SUP Q:a—e(t)7
z€S t>0

_

t>0
- L (g (0 _
= —infmin {7, (a = €),7, (e — )}

- _7(61 - 6)7
(3.19)

since 7 (a —€) = SUP;>( gia_e(t). We complet the proof by making € go to Zero since
7 is continuous. O

Proof of Theorem 5.6

Since the upper envelope F' (i.e. F(y) = sup;cr|f(y)|) satisfies the conditions (H.2),
(H.2), and (H.4), this remains true for every function f € F. Theorem 3.5 then implies
that, for any f € F,

—/(a) = lim

n—oo N n,2

log P (Sup |7°£(x) — rf(x)| > a> )
zesS

Therefore,

1
—vr = — inf 4/ (a) < liminf log P (sup sup |rf (z) —rf(2)| > a) :
fer n—oo Ny, o feF zeS
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The lower bound is then verified.

On the other hand, observe that

sup sup |T£<I) —r ( )| < max sup sup |T£(I) — T‘f(ZE)|
fEF z€S 1<isHr(e) fevy, (e) z€S

where
Vile)={feF:|If - fillx <e}.

Then, we have

supsup [} (z) — /()] < max  sup sup|rf(z) — ) (2)]
feF z€S 1<isHF(e) fevy, (e) z€S

fi
+ max sup |7 r\x
1<i<Hx(€) xeg | ( ) ( )|

f
+ max sup sup |r —rl(x)|.
1<isHF(e) fevy, (o) xeS’ @) (@)

Note that
i) =i @) <N f = fillo  and [ (z) =1 (@)] < If = filloo-
It follows then, that

f
Sup su ’T’n xr T < max sup (7 T + 2e.
fEfpl :EEE | ( ) ( )‘ 1<i<HF(e) xeg ‘ ( ) ( )‘

Let 27} be as in the proof of Theorem 3.5. Then, we have

fi fi fi fi fi (o
sup |7 T < max T T + max su T xXr r X )|.
a:eg ’ n ( ) ( )’ 1<) | ( ) ( )’ 1< i a ) <313<a ‘ ( ) ( g )’

Obviously, if 7f' is a continuous function, then, for any f € F, r/ is also a continuous
function. Using the continuity of the functions r/i, which is actually a uniform continuity,

we obtain, for n large enough,

fi
max Ssu T T < €.
1<j<mn, a? <$p<a | ( ) ( )l

Therefore,

SR Ira) =TS g B, I () — I se

Consequently, we have

H}' 6) Mn
P (supsup|r£(x) —rf(z)| > a> Z ZP |7’f’ ) —rfi(x > a— 3e).

feF xeS =1 =1
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The rest of the proof is similar to that of Theorem 3.5. O

Proof of Theorem 3.7

Denote by g7 the histogram density estimator at stage n, based on the partition P,.
We have for any z € R

> i Pr(g) — .
P(pigffnig]glg (2) <x>\>a)_P(p;gfﬂ 9P (@) gx<x>r>a) (3.20)

In addition, Let k,l € Z such that AO CA,,C A . For v € AY . we have

n,jo
= : ]1 0 XZ S ]1 XZ
9n ( ) m(qu?]) nm(An,k> - An,j( ) m(Ag]) nm( n,k:) ; Ank( )
m(ATILl) 1 -
< 1 X;

In the same way, we obtain

1 n 1 n
P, m(An,l) 1 m(An,l> 1
n(z) = 14 (X)) < 1y (X
gn (l.) m(An’k) nm(A,}L7l> ; An,k( ) — m(AnJg) nm(A}%l) ; Anl( )
m(A,,)) 1 -
< 5 Ly (X5)
m(Aj ;) nm(Ay ) ; Ant
Set now
0 _ 0 _ 1
a, IjIél%lm(An’j), al 1;%1%1m(An7]),
= A = A
B3 = I?Eazxm( ;) and I rjnea%m( m)
It follows then, for any P, € F,, that
ap o Pn h P
Thus,
. P O_/?L P 711 PL
Pirelg-'n lg," () — gx ()| > max ﬁ—%gn () — 9x(2), gx (x) — a_ggn (@) ¢
Consequently,
imint 1o P iut 197 (0) -~ x(0)] > )

0
> max{ m in nﬁl (;—ggfg(;ﬁ) —gx(z) > a> ; (3.21)

lim inf —— log P Bu
imin 5 og <gX(x)—@gn (3:)>a)}.

n—>oon1
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Now we will use the Géartner-Ellis Theorem in order to obtain a lower bound for

(ﬁfgn (@)~ gx(a) > a).

Let A ; be the element of partitions P which contains x and set
.l o n
Uo(t) = E [exp {mﬂ B g (x )H = E |exp tmizl]lA%j(Xi)

- [ple i o]

= [(Dn,a: (t)]n :

O,,.() =1+ (exp {ﬁ%’j)t} - 1) /A N gx (2)dz.

The conditions (F.1) and (F.2) imply that

. al
7}1}20 (eXp{m(AO )t} - 1) /AO gx(z)dz = 0.
n,j .

Then, by the fact that log(1 + u) ~ w in the neighborhood of Zero, we have

. al 1
et = i (oo {55t} 1) o f oot

Note that the mean value Theorem gives

limin
n—0o0 nﬂl

We have

) 1
Jim m/ ax(2)dz = gx(z). (3.22)
Therefore, the conditions (F.2) and (F.3) give

Jim n_ﬁl log W, (t) = afe’ — 1)gx(x).
Since the function ¢ — a(e’ — 1)gx(x) is finite and differentiable everywhere, the
Gartner-Ellis Theorem gives the following lower bound

OéO .
hmmf— log P (ﬁ—Tngg(x) —gx(z) > a> >— inf sup {Ut - Oé(et - 1)9X($)}

n—oo nfk u>gx (2)+a teR

= B ox)(@):
(3.23)
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We show in a similar way that

log P (gx(x) 6’3951( ) > a) > — inf sup {ut— (e= — 1)gX(:U)}

u<gx(z)—a teR

= _6;75])( (z) (a)
(3.24)

Combining (3.21), (3.23) and (3.24), we obtain

(piréfrn 19" (2) — gx (z)] > a) 2 —min {ﬁig;{(x)(“)vﬁégx(x)(“)}

n—oo N
= _60éagx($)(a>-
(3.25)
Moreover, the combination of statements (3.20) and (3.25) imply then that
P nﬁl (Pirelgfn igg 95" (2) — gx ()] > a) > _iglg Bagx (@)(@)
= —Ga(a).
This achieves the proof of Theorem 3.7. OJ
Proof of Corollary 5.5
Note that, for any gx € ©, we have
inf su sup |g,(x) — T) >a
it sup oy P (suplan(e) (o) > o
> inf ——logP (sup lgn(z) — gx ()| > a) (3.26)
gnegn /8
61 log P ( pinf, sup 19, (z) — gx ()] > a) :
Then by Theorem 3.7 and the statement (3.26) we have
liminf inf sup —-log P (sup lgn(x) — gx ()| > a) > — inf B9(a)
n—=00 gn€0n gy €0 N ﬁ z€R 9x€0
= —05 (a).
The result is then proven. 0]

Proof of Theorem 3.8
As in the proof of Theorem 3.7, we have, for x € Ag C A, C A}Ll,
SO (X)L Y F(Y)y (X)

T T

n <
Zi:1 ]lAi,z (Xz) - Zi:l ]lAg’j (Xz)
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Thus,
2 J(Yi) Lo (X5)
Pirelffn|r ( )_T(‘I” Zmax{ zz 1]1A1 (X) _T(I)v
(@) - > V)L (X5)
r(x ST 1]1A0’ (X)) .
Consequently,

p( inf |rP (:U)—r(x)]>a>

PrneFn

> max {P <% Z (f(Yi)]lAO (Xi) = (r(z) + a)]lAibyl (Xz)> > 0) , (3.27)

1 n
P (n_ﬁ}L Zzl <f()/1)]lA7ll,l<Xz> - (T(ZE) - CL)]IA%,](XZ')) < 0) } )
Set now
U, 2a(t) = exp {tz ( ]le Xi) — (r(z) + a)]lAylhl(Xi)> }] )

Since the (X;,Y;) are i.i.d. then,

n

ot = |E [exp {t (FO) 1y, (X) = (@) + a)1ay (X)) ]| = (@]

Thus, we have

Brral) =1+ [ [; exp {t (7)1, (2) — () + @) b = 1) gz, )dzdy
=1+[mAmewﬁ (y) — 7(2) — a)} — 1) gz, y)dzdy

+ (e~tr@+a) _ 1)/ gx(2)dz.
Al l\AO

As in proof of Theorem 3.7, it follows, by conditions (F.1)-(F.3), (H.2) and (H’.2),
that

n$w—q/m@mﬂﬂﬂw—w@ﬁ—w}—DQWwﬂy
T (e @) 1) (1~ a)gx(2)
_[-i- ()

a,T,a

n—oo N,
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Conditions (H.2), (H'.2) and (H.3) imply that I , is finite and differentiable everyw-

a,z,a

here. Then the Gartner-Ellis theorem gives

liminf%logp ( ! Z (f(Y;)]lA%J (X;) — (r(z) + a)]lA;’l(Xi)) > O)

1
n—oo N, nﬁn py

> —inf sup {ut — I}, (¢)}

u>0 ;R aT,a

(3.28)
= —7a.(a).

In a similar way we show that

1
lim inf —
ke

log P (nll Z (f(Yé)]lA}hl(Xi) —(r(z) — a)]lAg,j(Xi)) < 0)
> — 11LI<1£ sup {ut — 1, ,(t)} (3.29)

= _’y(;,x(a)'
Combining (3.27), (3.28) and (3.29), we obtain, for any x € R,

n n

o 1
hg}lggf e log P <

inf [r”n —r(z)| > a) > —You(a). (3.30)
EF,
Note that, for any z € R

1
ligg}f e log P (Pirelffn igg [rPm —r(z)] > a)

(3.31)

n
n n

e 1 . P
zhglorgfnﬁ%logp< 1r€1£t |r —r(a:)\>a).

It follows then that

oo 1 : P .
hgrigolf e log P (Pireﬂ;n ilelg ) —r(x)] > a) > —infz € Ry,.(a)
= Yala).

Thus, we finished the proof. O

Proof of Corollary 5.4
Note that, for any r € R, we have

1
liminf inf sup log P (sup |rn(x) —r(x)] > a)

n—00 rn€Rn peR nﬁ’rl]/ zeR

> liminf inf -
n—oo rpERn nﬁn

log P (i‘éﬁ Ira(2) — r(z)] > a)

o] : P
> hgg}lfn—@ll log P (Pylbrelf}n ilelg | (z) —r(z)] > a) :
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It follows, by Theorem 3.8 that,

1
liminf inf sup log P (sup 7 (z) — r(x)] > a) > —inf 7/ (a).

n—0o0 ThERp reR 1 TlL z€R reER

The proof is then achieved.



Chapitre 4

Some functional large deviations
principles in nonparametric
function estimation

In this paper we investigate functional large deviation behaviours of some nonpa-
rametric function estimates. Towards this end, we define a process and study its large
deviation behaviour in the space Ly X Ly X L; with respect to the weak convergence
topology. As by-products, we derive large deviation principles in the Li-space equipped
with the weak convergence topology simultaneously for several density and regression
estimators built up using the delta-sequence estimation method.

4.1 Introduction

Let (X,,Y,)n,>1 be a sequence of i.i.d. R?-valued random vector defined on a pro-
bability space (£2,.4, P). Denote by ¢ the joint density function of the random vector
(X1,Y1) and by gx and gy the marginal density functions of X; and Y; respectively. A
sequence of real functions d,,(z,y) defined on R? is called a delta-sequence whenever
the following condition holds

(Hp) for any real C*°—function ¢, lim /(5m(x,y)go(y)dy:gp(x).

The delta-sequence technique is a way to study simultaneously properties of estimates
pertaining to several usual methods in nonparametric function estimation. Introduced
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by Watson & Leadbetter (1965)(79; 80), the delta-sequence method relative to density
estimation was studied among others by Féldes & Révész (1974)(33) and Walter &
Blum (1979)(76). On the basis of a sample (Xi, ..., X,,), the delta-sequence estimator
of the density function gy, at stage n, is defined, for any = € R, by

1 n
gn(r) = — > O, (1, X5).
=1

Similarly, taking a real function f, we define the delta-sequence estimator of the f-

indexed regression function my(z) := E[f(Y)|X = z], at stage n, as any estimator,
based on the sample (X1,Y7), ..., (X,,Y,), of the form
f
m£($) — Tn(m)7
gn ()
where

) = 3 S0, (0, X0

Choices of the Delta-sequence d,,(x, y) allow to recover many usual estimators. Examples
include :

-Kernel estimates. Let K be a real function defined on R and let (m,),>1 be a
sequence of smoothing parameters. Set

Omy (T, y) = mp K (my(z —y)) .

It is well known that if K is a Parzen-Rozenblatt kernel, then ¢,,, is a delta-sequence
and g, and 7/ are respectively the kernel density and regression estimators.

-Histogram estimates. Let P, = {A,; : j € J,} be a partition of the real line such
that |J,| = my,, maxje, A(A,;) — 0 and nmin;c;, A(A4, ;) — 0o as n — oco. We obtain
the classical histogram and regressogram estimators by taking

bon2.9) = 3 5y L @), ),

GEIn sJ

with A the Lebesgue measure.
-Orthogonal Series estimates. Let (ex)r>1 be a complete orthonormal system on the

domain (a,b) (eventually the whole real line) consisting of eigenfunctions of a compact
operator on the space L?(a,b). Let

5m(:c,y) = Z€k<$)€k(y), (l’,y) € (&7 b)Q



Chapitre 4. Some functional large deviations principles 75

We can see in Walter (1965)(77) that the d,,’s are in fact delta-sequences. We refer to
Walter & Blum (1979)(76) for an extensive list of delta-sequence examples in density
estimation.

The main gaol of this work is to establish some functional large deviation principles
(LDP in short) in nonparametric function estimation setting. In this respect, consider
the vector process

Wa(x) = (rf(x), 1(2), ga (@),

where ¢ and ¢ are two positive real functions. Obviously, the process W, (x) is closely
related to the estimates introduced above and properties of these estimates will be
deduced as by-products.

Notice that the LDP relative to the process W,, holds, under some regularity condi-
tions, in the product space X = Ly X Ly X Ly equipped with the weak topology. Recall
that the topological dual of the space L, is the space L., and that the Li-weak topology
is the weakest topology that makes continuous the linear forms in L4, i.e., the forms
defined by

Q . L1—>R
p—ﬁ<nk>W=/?@%@M%

for any L..-function k. The process W,, is said to satisfy a LDP in the topological
space X with the speed ¢, and the rate function I whenever the function I is lower
semicontinuous and
— for any open set O C X,
liminfe, log P(W,, € O) > — inf I(x),

n—o00 €0

— for any closed set F' C X,

limsup e, log P(W,, € F') < —inf I(x).
n—00 zeF
Below in the next section, we identify the normalization sequence (e,) as well as the
rate function I corresponding to each studied case.

The index function f allow to study simultaneously properties of several estimates.
The first example is given by the most classical regression function estimator where f
stands as the identity function. Whenever f(y) = 14(y) is the indicator function of a
set A, it follows that m/ () is the estimator of the conditional probability measure of
the event {Y] € A} given X; = x. Similarly, one can define estimates for the conditional
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variance and conditional moments. The large deviation principles for all these estimates
may be derived from Theorem 4.1, below, which established the LDP for the process
W, by making use of the contraction principle (see, for instance, Dembo & Zeitouni
(1998)(23), page 126). Note that the proof of Theorem 4.1 uses the classical Gértner-
Ellis Theorem in topological vector spaces of infinite dimension.

There exists an extensive large deviations literature involving many areas of proba-
bility and statistics. We refer to the books of Dembo & Zeitouni (1998)(23), Deuschel
& Stroock (1989)(24) and Dupuis & Ellis (1997) (29) and the references therein for an
account of results and applications. In nonparametric function estimation setting, seve-
ral results have been obtained these last years. We refer to Louani (1998, 2003)(52; 49)
where Chernoff type pointwise and L, results have been stated for the kernel and or-
thogonal series density estimators. Similarly, Louani (1999)(53) established results for
the conditional empirical process and the Nadaraya-Watson estimate of the regression
function. The L, large deviation point of view has been considered in several papers.
We quote the results obtained by Beirlant et al. (2001)(3) for the Li-error of the his-
togram based density estimator. Louani (2000, 2005)(54; 55) studied the deviation of
the kernel density estimator and considered uniformity over classes of kernels, classes
of density functions and ranges of smoothing parameters. The L; functional aspect of
the kernel density estimator with respect to the weak topology has been studied by
Lei et al. (2003)(47). Note also that Louani & Ould Maouloud (2007)(50) studied some
functional aspects related to the regression function estimator with model selection
applications.

4.2 Results

4.2.1 Hypotheses and notations

In order to give our results, we introduce some notations. From now on, for any
h € Ly, set

I(h) = log/ " @ gy (z)dx.

—00

Consider, for any kq, ko, k3 € L, the function

Ao (ki bs) = log / ) / " exp {ha(@)(y) + ka(@)oy) + kae)} gl y)dady.
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The Legendre transforms of the functions [ and A are defined, for any ¢ € Ly, by

I(c) = sup { / " h(@)e(x)ds — l(h)},

and, for any a,b,c € Ly, by

Aj (a,b,c) = sup {/_00 (k1(x)a(z) + ko(x)b(x) + k3(z)c(x))dx

k1,k2,k3€Loo 0

— Moplkr, by, k) |

respectively. Set now the assumptions upon the delta-sequence 6,,, the distribution of
the random vector (X, Y]) and the functions ¢ and ¢ needed to prove our results.

(Hy) For any function k € L,

o0

lim O (x, X1)k(x)dx = k(X;) in probability.

(Hy) For any [ € IN and any m large enough, there exists a number M, > 0, independent

of m, such that

1
]1{z|ng}/ Om (7, 2)dr < .
|IE|>2Ml 21

(H3) For any t > 0, we have

/ €0 gy (4)dy < 00 and / 70 gy (y)dy < oo.
(H4) For any t > 0, we have
/ d(y)e*W gy (y)dy < oo and / e(y)e"?W gy (y)dy < occ.

(Hs) There exists a real number a > 1, such that

/ (B g ()i < 0o,
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4.2.2 Discussion of conditions

We discuss the conditions H; — Hy and consider examples of delta-sequences for
which clearly they hold. In the first place, we treat the kernel and histogram method
cases. We give sufficient conditions upon the kernels and partitions that allow to have
the conditions H; — Hy satisfied. In this respect, Let K be a real function and let
(hn)n>1 be a sequence of positive real number. Introduce the following conditions

(Ky) h,—0 and nh, - o0 as n— 0.
(Kz) K>0 and [K(x)dx=1.

Consider the kernel delta-sequence given by

Ko(z,y) = hiK (x - y) .

Proposition 4.1. Suppose that the kernel K satisfies the conditions (K1) —(Kz). Then
the conditions Hy — Hy hold true for the delta-sequence K,.

Let now P, = {A,; : j € J,} be a partition of the real line and consider the
following condition

(C) maxjey, AN(A,;) — 0 and nminjey, A(A4, ;) — 00 as n — oo.
Consider the histogram delta-sequence given by

Po(z,y) =) M"“ﬂij;’j )

J€JIn

Proposition 4.2. Suppose that the condition C is satisfied. Then the conditions Hy —
Hy hold true for the delta sequence P,.

Remarks. Conditions (Hs) and (Hy) are of classical nature in large deviations,
they guaranty the existence and differentiability of the Laplace transform function A
associated to the process W,,, which is needed to use the abstract Gartner-Ellis Theorem.
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The differentiability is taken here in the Gateaux sense. The functions [* and A* are
the Legendre Transforms of the functions [ and A respectively. Note that the function
[*(c) identically equals the Kullback-Leibler information R(c||gx) defined by

[ e(z)log (%) dx if ¢ is a density and ¢ < gx,

(4.1)
oo elsewhere.

R(cllgx) = {

4.2.3 Results

The main result of this work is given in the following theorem. It establishes a LDP
for the vector process W,.

Theorem 4.1. Suppose that the conditions (Ho) — (Hs) are satisfied. Then the process
W,, satisfies a large deviation principle in the space X equipped with the weak topology
with the speed 1/n and the good rate function Ay,

The first corollary gives a large deviations principle for the density estimator g, in
the space L;. This result is an extension of the previous one given by Lei et al. (2003)
in the case of kernel density estimation. This corollary is derived from Theorem 2.1 by
the contraction principle and a suitable choice of a continuous transform.

Corollary 4.1. Under the conditions (H.1) and (H.2), the process g, satisfies a large
deviations principle in the space Ly equipped with the weak topology with the speed 1/n
and the good rate function I* given by

I*(¢) = R(cllgx)-

The next corollary deals with a LDP for the regression function estimate considered
on a compact set 7.

Corollary 4.2. Suppose that conditions Hy, Hy are satisfied and that the function f is
bounded. Then, the process m{ satisfies a large deviations principle in the space L'(T)
with the speed 1/n and the rate function I'*, defined by

['"(d) = inf {y*(d X ¢,¢) : cis a density and ¢ < gx} .

where

v (a,c) = biean1 Afy j-(a+b,b,c).
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4.3 Proofs

PROOF OF THEOREM 4.1. We split up the proof into three steps. In the first one, we
calculate the logarithm Laplace transform function A, associated to the vector process
W, = (r¢,r%,g,), and show that this function is finite and Gateaux differentiable
everywhere. The second step deals with the exponential tightness of the process W,.
We conclude in the third step by using the abstract Gartner-Ellis Theorem.

Step 1. The logarithm Laplace transform function is defined, for any ki, ko, k3 € Lo,
by

1
A¢,@(k51, ko, ks) = T}LH;O o log £ [exp {n <(k51, ko, ks), (7’2, T 9n)>}} .

where < .,. > denotes the inner product. Since the random vectors (X;,Y;)1<i<, are
independent and identically distributed, we obtain

E [exp {n ((ki,ka, ks), (r0, v, g,)) }]

= |8 | { [ 00+ o0t + b)) 8z X0 ||
By the conditions (H;) and (Hs) and the dominated convergence Theorem, it follows
that

lim E {exp { / T 6V )(2) + (Y )ha(2) + 1) 5mn(z,X)dz}]

n—oo
o0

= Elexp{¢(Y)k1(X) + @(Y)ka2(X) + ks (X)}] .

Indeed, by the condition (Hj), we have

o0

Jim [ (¢(Y)k1(2) + (¥ )ka(2) + K5(2)) O, (2, X )d2

= o(Y)k1(X) + o(Y)ko(X) + k3(X)  in probability ,

and, by the condition (Hjz), it follows that

E {eXp { / TGk (2) + oV )Eal2) + 1) 6 (2, X)dzH

e}

= Elexp {o(Y)[[F1llo + 2 (Y)l[F2lloo + [[Fslloc}] < o0

Therefore, for any ki, ko, ks € L., we have

1
A;,go(k17k27k3) := lim —IOgE [eXp {n<(k17k27k3)7 <T27Tﬁ7gn>>}i|

n—oo M,

— log E exp {6(Y )1 (X) + p(¥ ko X) + k(X))



Chapitre 4. Some functional large deviations principles 81

Note that the conditions (Hs) — (H4) imply that the function Ay, is finite and Gateaux
differentiable everywhere.

Step 2. In order to establish the exponential tightness of the processes (r¢,r¢,g,) in
X, we have to show that, for any L > 0, there exists a compact set I';, such that

1
limsup —log P ((r%, 7%, g,) € T5) < —L. (4.2)
n

n—oo

To this end, consider the real number o > 1 of condition (Hs). Thus, we have

A= / " exp {(0(y) + o(y) + 1)} gy (y)dy < oo.

o)

Set

[e.e]

Fz) = / exp {(6(y) + p(y) + 1)} gz y)dy.

—00
Since F'is a positive integrable function and assuming the condition (Hj), we can find,
for any positive integer [ > log A, a positive real number M; > 0 such that

/ F(z)de < e (! — 1), (4.3)
|z|>M,;
and )
Leean / (e, 2)d < - (4.4)
|CC|>2M[ 2l
Set )
Kl:{hELI:/ h(x)dxg—},
|z|>2M; 3l
and

FL:mKlXﬂKleKl'

I>L I>L I>L

To establish the compactness of the set I'y, it is enough to show that ﬂlz L Kiis a
compact set in Lq. In this respect, let ¢ > 0, and observe that there exists a positive
number M; such that, for any h € ﬂlZL K,

/ h(z)dx < e.
|:L‘|>2Ml

It results, via Prohorov Theorem, that (), K; is a compact set in L; for the weak
topology.
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We turn now to the proof of the statement 4.2. Observe that

P (i 00) €T3) ZP( /| . (I)+Tf($)+gn(x))dx>%)

I>L

<ZP<2Z2Z (Y;) + o(Y;) + 1)

I>L

X / Oy, (x, X;)dx > 2nl>
|QZ‘>2MZ

Using Tchebycheff inequality and the fact that the random vectors (X, Y;);>1 are i.i.d.,
we obtain

P (212 Zn:((bm) +o(Y;) + 1)/ Oy, (0, X;)dx > 2nl>

i=1 |.Z“>2Ml

- {E {exp {2z2<¢<y> oY) +1) /| LG W}”n

= | [ [exo {22000+ o)+ 1 / bl 2)de | () d] y

Thus,

P((rﬁ,r,f,gn) €rg) <

Z>L s U / eXP{W o(y) + ¢y )+1)/Il>2Ml 5mn(x,z)dx}g(z,y)dzdy
+ /| o / N exp{212(¢(y) +(y) +1) /| . 5mn(x,z)d:v} g(z,y)dzdyr,

Using the condition (Hz) and the fact that f 2| >2M, Om,, (z,2z)dx < 1, we obtain

P (405, g) €T5) < 362 U [ e (0 + ) + D}z ndsdy

I>L

s /| » [ e {20600 + o) + D} ot y)dzdy]"
<> e {/Ml (z)dz

I>L

" /| » / " exp {22(0(0) + #(0) + D} o= y)dzdy]n

Let 8 > 1 such that 1/ + 1/ = 1, Combining the statements (3.3),(3.4) and the
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Young inequality (uv < u®/a + v7/3 < u® 407 for u,v > 0), it follows that

- oM,
P((re,r¢,9,) €T5) < Ze—znz / F(2)dz + 626126/

I>L L/ =M, |2[>M,

SN e 4y (27 / F d]n
Ze _ +<e ) - (2)dz

I>L

< Z e 2 :A + <e2ﬂl2ﬁ — 1) e_Qﬁlm(el — A)]

I>L

< 2 e—nl
I>L

< 2eME,

Flapa:] :

n

This achieves the proof of the statement (4.2).

Step 3. Since the Logarithm Laplace transform associate to the process W, is finite
and Gateaux differentiable everywhere, and the process is exponentially tight, then
according to the abstract Géartner-Ellis, the Process W, satisfies a large deviations
principle with the speed 1/n and the rate function Ay

ProoOF OF COROLLARY 4.1. The proof of this corollary is a direct application of
the contraction principle. In this respect, the functions ¢ and ¢ are chosen to be null. As
matter of fact, we consider therefore the process W,, = (0,0, g,,). The conditions (Hy) —
(Hz) and the obvious fact that the null function satisfies the conditions (Hsz) — (Hy),
imply that the conditions of Theorem 2.1 are satisfied. Consequently, (0,0, g,,) satisfies
a large deviations principle in X with the speed 1/n and the good rate function

Asolabe) = sup { / a(2)ky (z)dz + / b(w)ks(z)d

k1,k2,k3€ Lo
+/c($)k3(1’)dz—log/ek?’(’“”)gx(x)dx}.

Obviously, we have
£3(0,0,¢) = sup { [ ctmkstords o | e'f3<x>gx<x>dx} |
ks€Loo

and
Asolasbie) = oo if (a,b) # (0,0).

In other words, the finiteness domain Dax —of the function Af, as a subset of {0} x
{0} x Ly is a closed set of the space X. Therefore, by Lemma 4.5.1 in (Dembo &
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Zeitouni (1998)(23), page 118), the process (0, 0, g,,) satisfies a large deviations principle
in {0} x {0} x Ly with the speed 1/n and the rate function Ag,. Consider now the map

H o {0} x {0} x Ly — L
(0,0,¢) —¢

which, obviously, is continuous. Since H(0,0, g,) = gn, the process g, satisfies a large
deviation principle in L; with the speed 1/n and the rate function [*, where

I"(c) = Ay (0,0, ¢).

Finally, the proof of the statement (4.1) is given in Dupuis & Ellis (1997)(29). O

PROOF OF COROLLARY 4.2. Since |f(y)] < M, fT(y) < M and f~(y) < M and
then they satisfy the conditions (Hg) — (Hg). In first place we will prove that (1, g,,)
satisfies a LPD in LY(T) x LY(T). In this order, consider the following application

Hy : LYT) x LYT) x LNT) — LYT) x LY(T)
(a,b,c) — (a—b,c).

Obviously this application is continuous and transforms the process (T7{+, r{” . g,) into
the process (r!,gn), ie., Hi(r! 7/, g.) = (r!,g,). Making use of the contraction
principle, it follows that the process (17, g,) satisfies a LDP with the rate function

A%i(d,c) = inf {Ay+ y-(a,b,c) : a—b=d}
= inf Af+7f—(b+d,b,c)

beL\(T)

= 7*<d7 C).

Consider now the subset B C L*(T) x LY(T) defined as follows
(a,c) e B& ¢>0 and |a(z)] < Mc(z) almost everywhere

The set B is a closed set. Indeed, let (a,, c,) € B be a sequence that converge to (a,b).
Let us verify that (a,c¢) € B. Since ¢, > 0 and ¢, — ¢, then ¢ > 0 a.e. It remains
to verify that % < M a.e. Suppose the opposite, i.e., @ £ M a.e. Without loss of
generality, we can the suppose that there exist € > 0 and a Borel set A (with A\(A) > 0)
such that

a(@) > (M + e)e(x),

whenever x € A. It follows that

/A a(z)de > (M +e¢) / c(x)dz. (4.5)

A
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85
We consider two cases
Suppose that [, ¢(x)dz = 0. Since (an, ¢,) € B, it follows that

la,(x)] < Mep(x)  ae.
Thus,

—M/cn(x)]lA(x)dx < /an(x)]lA(x)dx < M/cn(x)]lA(x)dx.

Therefore, since [ ¢,(x)La(z)dr — [ c(z)la(z)de =0and [ a,(z)La(x)de — [a(zx)La(x)dz
it results that

/a(x)]lA(x)dx = 0.
This contradicts the statement (4.5).

Suppose now that [ ¢(z)14(z)dz > 0. From the previous case, it follows that [ a(z)14(z)dx >
0. Since a,, — a, then for any a > 0, there exists ng, such that

for any n > no, / n(2)La(z)dr > (1 — «) /a(a:)]lA(.r)d:E.

Combining the statements (4.6) and (4.5), it results that

(4.6)

for any n > ny, /an(x)]lA(x)dx > (1—a)(M+e) /c(x)]lA(x)dq;

Choosing a < €/2(M + €), we obtain

for any n > no, /an(x)]lA(x)dx > (M + %) /c(az)]lA(x)dx.
Similary, since ¢, — ¢, for any o > 0, there exists nj, such that

(4.7)

for any n > ny, / (X)L a(x)de < (1+ 0) /c(x)]lA(x)dx.

(4.8)
The statement (4.8), combined with the statment (4.7), implies that, for n > max{ng, n, },

/an(x)]lA(x)dx > M+ 3

T 02 /cn(x)]lA(x)dx.
A choice of o < €/(4M + €) gives

[ anteytaeide = (

M + i) /cn(x)]lA(x)dx. (4.9)
The statement (4.9) contradicts the fact that (a,,c,) € B. We achieved the the proof
of the closeness of the set B.
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Since the function f is bounded, it is obvious that P ((r],g,) € B) = 1. Moreover,
the set B is closed in LY(T) x L'(T). Therefore, by Lemma 4.5.1 page 118 in (23), it
results that (rf, g,) satisfies a LDP in B with the same speed and rate function.

Consider now the following application
Hy : B— LY(T)

(a,c) — Hs(a,c),

where
a5l if plar) > 0
0 elsewhere.

For ¢ € LYT), set S(c) = {x € T : ¢(x) > 0}. In order to verify that Ho is
continuous, it is enough to verify that, for any L°°(T')-function k, the application Hy, :

B — R, defined by
a(x)

= a(z) z)dx
Hi(a,c) = /S(C) c(:v)k< )d

is continuous. For (aq, ¢1), (as, c2) € B, we have

\Hy (a1, ¢1) — Hy(as, c2)| = /S( )Zi&ik(@@-é( )Zzg;k(aﬁ)daﬁ

< 2M || k| soA(S(c1)AS(c2))
M _ as() e
/S(Cl)rWS(cQ) (Cl(ZB) 02(55)) k(x)d

where AAB denotes the symmetric difference between the set A and the set B, i.e.,
AAB = AN B°U AU B. Set now Ss(c1) = {z € T': ¢1(z) > ¢}. It follows that

|H (a1, ¢1) — Hi(az, ¢2)| < 2M|[E[|ocA(S(c1)AS(c2)) + 2M [kl A(S(c1) /S5(er))

1
a1(x) — aqs(x)) k(x)dx
/%(q)< (¢) - ax()) k(z)
_|.__

_|_ —
7| @@ e ks

J
for any 0 > 0, we have Thus, for (a,c) € B fixed and € > 0 we can find a neighborhood

Y

+

M

9

V of (a,b) such that
(a',d) eV = |Hg(d,d)— Hi(a,c)| <e.

The remainder of the proof follows from the contraction principle since Hs is conti-

nuous.
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PROOF OF PROPOSITION 4.1. In order to prove the condition Hy, It suffices to
show that

tim [ [ Kol ) k(o) = K) gx )y = o (4.10)

Observe that

//Kn(x’y)|k<x>_k(y”gx(y)dxdy
N //K"(x’y) |k(2)gx (y) — k(y)gx (y)| dedz
= / / Kn(z,y) |k(z)gx (y) — k(z)gx (z)| dedz
" / / Ko (,y) [k(z)gx (z) — k(y)gx (y)| dedz
= “k”m//Kn(%y) 9x (y) — gx (v)| dadz
//K z,y) [k(x)gx (y) = k(y)gx ()| dzd-.

It follows from the statement (4.11) that it is enough to show that for any integrable

(4.11)

function A,
lim //Kn(x, y) |h(x) — h(y)| dxdy = 0. (4.12)

Subsequently, for any € > 0, there exists a continuous function h* with support [— R, R,

such that
/ |h(z x)|dr < e.

Since [ K,(z,y)dx = [ K,(x,y)dy = 1, then we have

[ [ e nte) — ) dody < [ [ Kot Ine) - (@) dody
N / / Ko(x,y) |h*(x) — h*(y)| dady
+ //Kn(%y)lh*(y)—h(y)ldl“dy
_ / Ih(z) —
4 //Kn(x,y)!h*(sc)—h*(y)ldardy

" / 11 (y) — h(y)|dy
<9+ / / Ko () B (z) — h*(y)] dady.
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Therefore, it suffices to show that

lim / / Po(z,y) [ (x) — h* ()| dzdy = 0. (4.13)

n—oo

The remainder of the proof is similar to the proof of Lemma 1 in Devroye (1983)(25).

In order to verify the condition Hs, observe that, since the kernel K is tight, then
for any [ > 0, there exists M; > 0 such that

1
Ku)du < —
/|u|>Mz 20

Since h, — 0 as n — oo then, for n large enough

r—z
/ ]l{Z|<Mz}K( h ) de < / Lz<ny K (u)du
|z|>2M; n u|>M;

PROOF OF PROPOSITION 4.2. Recall that in the histogram case, the delta-sequence
is defined by

]lAn,j <x>]lAn,j (y)
2 MAn )

In order to prove the condition Hy, observe first that

/Pn(a:,y)dx = /Pn(x,y)dy =1

Thus, for any L..-function k, we have

/Pn(x,Xl)k(m)dx — k(Xy) = /Pn(a:,Xl)(k:(x)—k(Xl))dx.

Pn(x,y) =

jeJ

Similarly as in the proof of Proposition 4.1, it is enough to show, for any continuous
function h* with support [—R, R], that

lim // (x,y) |h*(x) — h*(y)| dxdy = 0. (4.14)

n—oo

Observe that

//Pn(x,y)\h*() h* (y |da:dy—Z/ / WAA h(y )‘dxdy. (4.15)

jeJ
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The continuity of the function A* over its bounded support, which is actually a uniform
continuity, implies that there exists a real number o(e) > 0 such that |h*(z) — h*(y)| <
¢, whenever |x — y| < o(e€). Set

Jo={j€J : AyN[-R,R] #0}.

It follows then that

//Pn(x,yﬂh*() B (y |dxdy—Z/ / WAA W gray.

JjE€Jn

Let ng € IN be such that, for any n > ngy, max;ec; A(A4,,;) < o(e). Since

U A,; C[-R—o(e), R+ o(e)],

jedJ

then we have

Z/ (/ |h*(x zAnZL;‘(Z/”dm) dy < 2e(R 4+ o(e)). (4.16)

JjE€JIn

Combining the statements (4.15) and (4.16), we obtain the result (4.14). This achieves
the proof of the condition Hj.

To prove the condition Hy, we observe, since

lim max A(4, ;) = 0.

n—oo jeJ

that, for any [ > 0, there exists M; > 0 such that, for n large enough,

max A(A, ;) < M.

jeJ
Therefore, we have
Fu(@, 2) a2y Ujej<any = 0.
This statement implies that the condition Hs holds true. U






Chapitre 5

LY(R)-functional moderate
deviations principle for the
histogram density estimate

This paper establishes a moderate deviations principle for the histogram in the
L*(R)-space equipped with the weak topology. Subsequently, we derive a Chernoff type
result for the L'-moderate deviation for the histogram.

5.1 Introduction

Let X1, Xs,...X,, be a sequence of independent and identically distributed random
variables defined on a probability space (2, A, P). Let f be the density function of
the random variable X;. Let P, = {A,; : j € J} be a partition of the real line. The
histogram estimator (called also histogram) of the density function based on the sample
(X1, Xo, ..., X,,), at stage n, is defined, for any = € R, by

Fola) = 3 bl ),

where

1a,,(0)14,,()
sueg) = 3 L)
o AMAny)
Here 14, , and A denote respectively the indicator function of the set A, ; and the
Lebesgue measure on R.
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It is seen in chapter 4 that the process f, satisfies a large deviations principle with
the Kullback information as a rate function. The main goal of this paper is to establish
a moderate deviations principle for the centered process (f, — E(f,)) in the space L'
equipped with the weak topology. More explicitly, we identify two sequences €, — 0,
b, — 00 as n — oo as well as a lower semi-continuous function I on L', such that the
process 3-(f, — E(f»)) satisfies a large deviation principle with the speed €, and the
rate function I, i.e.,

— For any closed set F' C L!,

lim sup n log P (

n

- E(f) € F) < - f 1(0)

geF
— For any open set O C L1,

n

bn

geo

lim inf — log P (

(h—E%me0>2—4ﬁI@%

Recall that the topological dual of the space L! is the space L™ and that the weak
topology on L' is the weakest topology that makes continuous the linear forms in L*,
i.e.; the forms defined by

Q : L' —R
g —< g,k >4:= /g(x)k(:c)d:v,

for any k € L*°.

There exists an extensive moderate deviations literature in probability and statistics,
we cite de Acosta (1992) (18) who establishes a moderate deviations principle for the
sum of i.i.d. random vector taking values in a Banach space. Considering the sum of
an ii.d. sequence of random vectors taking values in a Banach space, Ledoux (1992)
(44) gives, for large classes of normalizing sequences (b,),, a necessary and sufficient
condition for the moderate deviations upper bound. de Acosta (1997) (20) obtains lower
bounds for moderate deviations of empirical measures of a Markov chain with general
state space under the assumption of ergodicity of degree 2. de Acosta & Chen, Xia (1998)
(21) obtain upper bounds for moderate deviations of sums of Markov chains and for
empirical measures of Markov chains. Hu, Yijun & Lee, Tzong-Yow (2001) (42) establish
moderates deviations principles of sums of i.i.d. random vectors taking values in a
separable Banach space, generalizing thus the related results of Borovkov & Mogulskii
(1980) (9) where moderate deviations results for empirical measures in a Hausdorff space
are stated. Gao, Fuqing (2006) (36) gives a functional moderate deviation principle for
random processes with stationary and independent increments. We cite also Chen, Xia
& Guillin (2004) (14) where a moderate deviation principle for Harris recurrent Markov
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chains is established and a functional law of the iterated logarithm is obtained. As results
involving nonparametric estimation we cite Mokkadem et al. (2005) (58), who study
the large deviations behaviour of the kernel estimator of a density function, when the
kernel takes negative values. They establish large and moderate deviations principles
for the kernel estimators of partial derivatives of a density function. In Mokkadem et
al. (2005) (57), the authors establish that, when the kernel estimator of the mode of a
probability density is known to fulfill a central limit theorem, it also satisfies a moderate
deviations principle. They apply this result to the analysis of confidence intervals for
the mode. Gao, Fuqing (2003) (35) establishes a Chernoff type result for the uniform
moderate deviations and a pointwise moderate deviation principle for a kernel density
estimator.

5.2 Results

In order to set the needed conditions, introduce some notations and definitions.
From now on, we denote by u the probability measure associate to the density f and
by p, the empirical measure associated the sample X, Xy, ..., X, i.e., for any borel set
B CR,

palB) = = 3" 15(X0).

Consider the map H from L*(u) to L' such that H(h) := hf, where L?(;1) denotes the
space of functions square integrable with respect to p. Set H,, := H(L*(p)) the range of
L*(p1) by the transformation H. We equip the space H,, with the scalar product ( , )4,
and the underlaying norm || ||5;, defined as follows, for g = H(hy), g2 = H(h2) € H,,

<91792>7‘lu = <h17h2>u = /hlhgdljj

In this way the space H,, is a Hilbert space and its closed unit ball K := {g € Hyu: |lglln, < 1}
is weakly compact in L!.

In the following we give respectively the normalized logarithm Laplace transform
limit associate with the centered process nb,*(f, — E'f —n) and its Legendre transform.
For any L°°-function k, set

1 oo
AR = 5 [ B d,
and denote by A* the Legendre transform of A i.e., for any L'-function g,

w0 = s { [~ okade -5 [ R ).

kel —0o0 0o
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We identify in Lemma 1 the function A* and its effective domaine.

Set now the assumptions upon the the partition P, the sequence (b,), necessary
to establish our results.

(Hy) nb,* — oo and /nb,;' — 0 as n — oo.
(H2) maxje; A(A,;) — 0 and nminje; A(4,, ;) — oo

(H3) There exists a sequence (r,), such that lim,,_,., 7, = co and

nr,

- b% minj /\(AW,J)

— Qasn— oo.

~ limsupn?b,*P(|X1]| > r,) < oo.

REMARK The condition (Hy) is of classical nature in the moderate deviations li-
terature. The condition (H3) ensure somehow the exponential tightness of the process
nb, ' (f., — Ef,) and holds true for r, = n/b, whenever :

n?b, 3 (min; A(A,;)) ™t — 0 as n — oo,

P(|X|>M)=0(M"?) as M — oo.

The following lemma and theorem give respectively an identification of the rate
function and a moderate deviations principle for the process (f, — Efy).

Lemma 5.1. For any g € L', we have

. Ligl? if g € H,,
A <g) — 2”9”7—@ fg M
00 elswhere

The following theorem gives a moderate deviations principle for the process (f,, —

E(f))-

Theorem 5.1. Under Conditions (Hy )-(Hs), we have
~ for any open set O C L*,

liminfﬁlogP <b£<fn —E(f,)) € O> > —inf A*(g) = A*(O),

n—oo b2 n - ge0

~ for any closed set I C L',

lim sup " log P (ﬁ(fn — E(fn)) € F) < —inf A*(g) = —A"(F).

n—00 b% bn geF
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Corollary 5.1. Under hypotheses of Theorem 5.1, we have for any r > 0

2

n r

5.3 Proof

PROOF OF THEOREM 5.1. Suppose that g € H,,, then there exists h € L*(p1) such
that ¢ = hf. It follows that

" 1 1 1
N(0) = glall = sup { [ da— [ du= [ 1 an}

1 )
=g -k an

Setting h,, min(h,n), it follows that, for any n, h, € L and consequently,

0 < inf /(h—k)Zdu < /(h—hn)2du.

keL>

Considering the limit n — oo in the last statement, we obtain

. . 2 _
klerifoo/(h k)" du 0,

since h € L*(u). It follows that, for any g € H,

. 1
£*(g) = 519l

In order to complete the proof, it is enough to show that A*(g) = oo for g & H,.
Observe that A*(g) = A*(|g|). Indeed, for any k € L*°, we have

[o@rar = 5 [B@s@ds = [l@iwa - 5 [P
A*(lg);

<

where | = klz>0p — kl{g<oy. It follows that A*(g) < A*(|g|). Similarly, we have
A*(lgl) < A*(g). Suppose now that g & H,, then |g| & H,. Consequently, |g| is not
absolutely continuous with respect to f and therefore, there exists a borel set A such
that [, f(x)de =0 and [, [g(x)|dz > 0. For k = t1 4, we have

Js@lktde -5 [R@riz =t [ @l < x°(0)

Considering the limit t — oo, we obtain A*(]g|) = oo and consequently, A*(g) = oo. O
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PrROOF OF THEOREM 5.1. The proof is based on the abstract gartner-Ellis Theorem.
For any L°°-function k, set

.on
Alk) = JE& oz log B [exp {bu{fu — E(fu), K)as}]
where (h, k) := (h, k)4, = [ h(x)k(z)dz. We have

Elexp {bn(fn — E(fn), k) } = exp{=0n(E(fn), k) } E [exp {bn(fn, k) }]
= exp {=bn(E (0n(, X1)) , )} E [exp {bn(fn, k) }] -

Since the random variables X7, Xs, ..., X,, are i.i.d., it follows that

E fexp (b (fa B)}] = E |exp {%Zw.,xz-),m}]

- {E {exp{%((sn(.,Xl),M}Hn (5:2)

= [ (k)"

(5.1)

where

From the combination of the statements (5.1) and (5.2), we have
n2

2 08 B lexp {balfa = B RN = = (B (Gl X0) B + 5 logWalk). (53

n

b2

Taylor series expansion of the exponential function gives

Vo) = 1+ PG X)B] 4 B (6 0), R

+ 0 (Z—%E [(6n(., X1), k,ﬂ) .

The condition (H.1), the statement (5.4) together with the fact that (d,(., X1),k) <
1 ]loc give

(5.4)

log W, (k) ~ %E[(én(.,Xl),k:ﬂ + b—"E [(0,(., X1), k)?]

n2

b2
“ofiE)

since log(14u) ~ u whenever w is in the neighborhood of zero. Now since F [(J,(., X1), k)] =
(E[6,(., X1)], k), we obtain by the combination of the statements (5.3) and (5.5)

1

S log Elexp {bu(fa = E(f2). K} = SE [0 X067+ 0(1). (5.6)

(5.5)

b2
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Observe that
lim (0,,(., X1), k)az = k(X1) in probability . (5.7)

n—oo

Indeed,

({0 X1), K)as — (X)) /]’xym F () — k() f ()| ddy

gwu//%mwmm—ﬂwmw
+//%mwww—ﬂmmw

Therefore, in order to establish (5.7), it is enough to show that, for any L!-function h

lim // z,y)|h(x) — h(y)|dzdy = 0.

Let h € L' and € > 0, then there exists a continuous ¢ with bounded support C such

that
/|h(x) —g(z)|dz < e.
It follows then that

/ / 8, (, )| h(x) — h(y)|dedy < / / On(z,y)|h(x) — g(x)|dxdy
+ [ [ sutww)lote) = gtu)ldody
+//5n(x,y>lg(y)—h(y)ldﬂfdy

<2&hLKfM%ww@%—Mmey

since [ 8,(z,y)dx = [ 6,(z,y)dy = 1. Moreover, we have

// (z,y)|g(x) — g(y \dxdy—Z/ Jmc/ o An) Mg(z) — g(z)|dady

< ACwg(hn),

where

W (hn) = sup  |g(z) — g(y)l,
z,y€C, |z—y|<hn

and h,, = max; A(A,, ;). The continuity of the function g which is actually a uniform
continuity over the compact set C' implies that w,(h,) — oo since h, — 0 as n — oo.
This concludes the proof of (5.7) since the choice of € > 0 is arbitrary.
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From the statement (5.7), it follows that

lim E [(6,(., X1),k)5,] = EK*(X1)] = /OO E*(x) f(x)dw.

n—oo
—00

Therefore, we have

AGh) = 2 /_ T R () f(2)da

2

The normalized logarithm Laplace transform A, associated with the process ﬁ( fn—
E(fn)), is clearly finite and Gateaux differentiable everywhere. The lower bound then
holds.

To complete the proof it remains to establish the upper bound. Let r,, be as in the
condition (Hz) and set II,, = {A,; : Anj N [=7rn, 7] # 0}. We show first that, for any
a > 0,

limsupﬁlogP - Z lpn(B) — (B)| > a | < —a—Q. (5.8)
nooc b2 b " -2
Bell,,
By a double use of Scheffé Theorem, we obtain
n b,
PLES B - u(B) > 0| < P( sup |ua(B) - u(B)] > 22
bn Bell,. 2n
Bell,, "
b
< P |u,(B) — On
< 3 P (I - e > 22
Begrn
b,
< N(&.,) sup P |u(B)—pu(B)| > -],
BeB(R) n
(5.9)

where &,, is the set of all possible unions of elements of the partition II, , N(&,,)
denotes its cardinality and B(R) denotes the borel o-field on R.

Now we will give an exponential estimation of the deviations
P (|un(B) — p(B)| > a) for any borel set B C R. Observe that

|1 (B) — u(B)| = max{u,(B) — (B) , u(B) — pn(B)}
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Thus,
Phl@) = P(nax{n(B) - u(B) . u(B) - (B} > a) 510,
< 2max{py (a), pp_(a)}.
where
pi(a) = P(lpua(B) — p(B)| > a),
Pp(a) = P(un(B) — n(B) > a)
and
Pp,-(a) = P(u(B) — pn(B) > a).
Using Tchebycheff inequality, we obtain
p%#(a) = P <t Z 15(X;) > n(a+ u(B))t)
i=1
< exp{—n(a+ pu(B))t}E |exp {tz ]lB(Xi)}] :
i=1
Since the random variables X7, ..., X,, are i.i.d., it follows that
Pp(a) < exp{—n(a+ pu(B))t} (E [exp{tlp(X)})". (5.11)
Since
Elexp {tlp(X)}] = / 5@ f(1)dx
— (e = Du(B) + 1,
it follows then from the statement (5.11) that, for any ¢ > 0,
P (a) < exp{-nd,, z(a)},
where
dip(a) = (a+b)t —log(1 + b(e' —1)).
Therefore,
Ppala) < eXP{_”‘b:(B) (a)}, (5.12)
where

¢y (a) = sup oy, (a).
t>0

Similarly, we obtain an analogous version of the statement (5.12) for pjz (a), thus
we obtain

Pho(a) < expf{—nor ()}, (5.13)
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where
@y (a) = sup ¢y, (a),
>0
and
¢p(a) = (a—b)t —log(1l + ble™" —1)).
Setting now
$p(a) = min{dy (a) , ¢, (a)},
we obtain by the combination of the statements (5.10), (5.12) and (5.13),

ppla) < exp{—noum)(a)}.

Thus,

sup phla) < 2exp{—n¢(a)}, (5.14)
BeB(R)

where
¢(a) = inf ¢@p(a).

0<b<1

Replacing a by b;—ﬂ“ we obtain by the combination of the statements (5.9) and (5.14)

PIE T I - s> | < onE, e {-no(5)

" Bell,,

= 2N(E,,) exp {—n g(b%&)} )

where g(a) = ¢(a/2). The function ¢ is the rate function introduced by Louani
(2000) (54) page 3. This function is continuously differentiable and in neighborhood of
0, and has the following shape

Consequently, we have

. n n . n? b
hmsupb—QlogP o Z lpn(B) — u(B)| > a | < —nhjlolo b—QQ(T)
n—eo Un " Bell,, "
2 )
+ lim b_ZN(ng)' (5.15)
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since N(&,,) is at most equal to 2V ) and N(II,,) < # This achieves the
proof of the statement (5.8).

Let F be a closed set in L. If A*(F) = 0, the upper bound is obvious. Suppose that
0 <r < A*(F). Setting K = {g €eH,: ([ %da&)l/2 < 1}, K is a compact set in L*
and v2rK N F = (. Therefore, there exists ¢ such that v2rK +dANF = 0, where A
is the closed unit ball in L' with respect to the norm || ||z:. It follows that

n

< P<q<bﬁ<f — B(fa)) > V2r),

n

(fo = E(fa) € (V2rK +A4)")

§”|3

(5.16)

where ¢ is the Minkowski functional of the convex symmetric set K + \/%A, ie.,

alg) = inf {ﬂ ge K+ %27‘4)} -

The presence of the term \/%A and the fact that K C A ensure that the norm ¢ is
<V

equivalent to the norm || ||z1. Moreover, we have q(g) < 5*|g||1
Observe that we can write
]lB ]lB
n— E(fn) = B — u(B B — u(B
fo=E(fa) = > (1B —pl 5B T > (B = u D5B)
Bell,, BePy /M,
=T, + R,.

Thus

Q(fn_E(fn)) < Q(Tn) +Q(Rn) SQ(TH) + @HRn”Ll-

therefore, for any 0 < € < 1, we have

P (%(fn — B(f,)) € F) <P <£Q(Tn) > (1- e)@) + P (%“RnHLl > 65> :

Since T}, takes values in a finite dimension subspace of L, then there exist &, ...k; € L™
such that max; [|k;|l < 1 and (1 —€)q(7,,) < max;(k;,T,) < ||T,,||r. It follows then
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that

P(pth-BtD e F) < P(ITI0 > 0 - V)

L P (—HR > ea)

(5.17)
LS Jn(B) ~ u(B)| > (1 Var
BEHrn
- ( 1Rl > as)
Using the statement (5.8), we obtain
hmsup logP Z |pn (B (B)|>1-e*2r| < (1—¢?. (5.18)

n—oo

" Bel,,

On the other hand, we have
IRl < gl > 1) + pllz] > 7).

Using Tchebycheff inequality,it follows, for any ¢ > 0, that

n n
Pl —||R,|fr >0 < P Lix, 15, + p(|x| > 1ry)) > €0by,
(1Rl > ) (Z( o (el > 1) > € ) 1)

i=1
< exp{—byped}exp{ntu(|z| > r,)} [Eexp{tlix;/>r, }]"
Moreover, we have
Eexp{tl|x,>r, } = exp{log(1 + (¢' — Du(|z| > r,))}.
Taking ¢ = log 2, we obtain
Eexp{tl x>, } < exp{p(|z| >r,)}.

Thus, we obtain
P (bﬁHRnHLl > 65) < exp{—bned} exp{(1 +log 2)nu(|z| > r,)}.
Therefore, combining the the last inequality together with (H;) and (Hjs), we obtain

limsup 2 log P (bﬁ”RnHLl > 65) < limsup [—nb,'ed + (1+log2)n’b,*P(|X]| > r,)]

n—00 n—00
= —OQ.

(5.20)
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The combination of the statements (5.17), (5.18) and (5.20) yields

lim sup " log P (ﬁ(fn — E(fn) € F) < —(1—¢)?r

Since the choices of 0 < e < 1 and 0 < r < A*(F') are arbitrary we obtain

imsup 5 log P (71— () € F ) < —0°(),

by considering first the limit ¢ — 0 and subsequently the limit r — A*(F). O

ProoOF OoF COROLLARY 5.1.
Since the closed ball {g € L' : ||g||;1 < r} is convex, then it is also weakly closed (Pro-
position A.4). Theorem 5.1 yields

~A*(lg|lzr > ) < liminf nb, ?log P (nb;1||fn — E(fo)||zr > r) .

For any a > r, |lafll;n = a > r, it follows that A*(||g||zr > r) < Alaf) = “2—2
Therefore, for any a > r, we have
2

_% < lim inf nb;;2log P (nb; " fo — E(fa)|l1r > 7).

n—oo

Thus, we obtain
2
5 < liminf nb,?log P (nb, || fo — E(f)|l1 > 1) .

For the upper bound, we have

1o = ECGalllr < ) |ia(B) = w(B)| + pallz] > 70) + pu(|] > ).

Bell,,

Similarly as in the proof of Theorem 5.1 (statement (5.8)), we state that

2
limsup nb, *log P (nb,'|| fo — E(fu)||rr > 1) < —%-

n—oo






Annexe A

Topologie faible

Dans les chapitre 4 et 5, nous avons considéré I'espace L' muni de la topologie faible,
ainsi dans cette annexe nous rappelons quelques définitions et outils de la topologie

faible.

A.1 Cadre des espaces de Banach

Soit X un espace de Banach et soit X* son dual algébrique, i.e., I’'espace de toute
les applications linéaires ¢ : X —— R (appelées formes linéaires). On considere le
produit scalaire ( , ) : X x X’ — R défini, pour (x,p) € X x X', par (z,¢) = ¢(z).

Définition A.1. Le dual topologique de X, noté X' est l’espace de toute les formes
linéaires continues sur X. La topologie faible sur X, notée o(X,X"), est la topologie la
moins fine rendant continues toutes les applications p : X — R, ¢ € X".

Proposition A.1. La topologie o(X,X") est séparée.

Proposition A.2. Soit x € X. On obtient une base de voisinages de x pour la topologie
faible o(X, X") en considérant les ensembles de la forme

Vie) = {yeX: [(y—x,¢)| <eViel},
ou I est fini, p; € X' et € > 0.

Proposition A.3. Soit (Y, T) un espace topologique et soit f : (Y, T) — (X,0(X, X))
une application. Pour que f soit continue il faut et il suffit que pour tout p € X' ’ap-
plication ¢ o f:(V,T) — R, y — (f(y), ) est continue.
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Toute partie fermée pour la topologie faible o(X,X') est fermé pour la topologie
forte (topologie de la norme). La réciproque est fausse en dimension infinie. Toutefois
les deux notions coincident pour les ensembles convexes.

Proposition A.4. Soit C C X un ensemble convexe. Alors C' est fermé pour la topo-
logie faible si et seulement s’il est fermé pour la topologie forte.

Proposition A.5. Soit f : X —| — 00,00] une fonction convexe semi-continue
inférieurement par rapport a la topologie forte. Alors f est semi-continue inférieurement
pour la topologie faible. En particulier, si x,, — x pour o(X,X’), alors

f(z) < liminf f(z,).

n—oo

Pour x € X on définit J, : X' — R, ¢ — J.(p) := (p,x) et on définit l'injection
canonique J : X — X", x — J,.

Définition A.2. On dit que X est réflexif si J(X) = X"

Proposition A.6. Toute partie convexe fermée et bornée dans un espace réflexif X est
compacte pour la topologie faible o(X, X").

A.2 Les espaces L*

A21 Casl<p<o

Théoreme A.l. (de représentation de Riesz.) L’espace LP est réflexif et pour tout
w € (LPY, il existe un unique u € LY (avec 1/p+1/q = 1) tel que

(or ) =/uf Vi e I”.

De plus on a,

HSD“(LP)' = ||U||Lq

Ce théoreme permet d’identifier le dual topologique de LP a I’espace L9.
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A22 Casp=1

Théoréme A.2. (de représentation de Riesz.) Pour tout ¢ € (L), il existe un unique
u € L™ tel que

(@, f) =/uf vieL

De plus on a,
lellzry = llullze-

Ce théoreme permet d’identifier (L')" & I'espace L.

A.2.3 Casp=o

L’espace (L*)" contient strictement I'espace L'. En effet, il existent des formes
linaires sur L qui ne s'écrivent pas sous la forme f — [ fu avec u € L'. Par
conséquent, L' n’est pas réflexif et les boules fermées bornées de L' ne sont pas com-
pactes pour la topologie faible o (L', L>).






Perspectives de recherches

En conclusion de cette these nous donnons quelques perspectives de recherches pour
des travaux futurs.

En extension aux résultats obtenus dans le premier chapitre, il est intéressant de
faire le méme travail pour la déviation en norme infinie {||r{ — /|| : f € F} et aussi
d’améliorer ’application pour définir un critere de selection de modeles opérationnel.

Une autre question qui suscite notre intérét est celle relative a l'estimateur de la
fonction de densité par la méthode des séries orthogonales. Soit X un intervalle de R
et soit {@y, fn>1 un systéme orthonormal complet de l'espace L*(X). Soit X1, Xo, ..., X,
une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de densité
commune f € L*(X). L’estimateur de la fonction de densité par la méthode des séries
orthogonales est défini par

) = 3 Gl X0),

ou

5u(2, Xi) = Z B(2)6(X0).

Ici m,, désigne une suite d’entiers tendant vers l'infini avec n. Louani (2003) (49) a
établit un résultat de type chernoff pour la déviations en norme L de cet estimateur
par rapport a la densité sous-jacente. Le but recherché sera d’étudier ’aspect fonctionnel
lié aux grandes déviations dans 1'espace L? pour cet estimateur.

Etendre le résultat de déviations modérées obtenu dans le dernier chapitre, en pre-
mier, a l'estimateur a noyau de la fonction de densité et ensuite a I'estimateur par la
méthode des delta-suites est une question qui suscite notre intérét. Plus précisément,
étant donné que la limite des fonctions génératrice de moments associée a ’estimateur
de la densité ne depends pas de la méthode d’estimation utilisée, on s’attend a ce que
le résultat obtenu dans le cadre de I'estimation par la méthode des histogrammes reste
valable pour d’autres méthodes d’estimation.
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Résumé

Cette these traite quelques aspects fonctionnels et non fonctionnels des grandes
déviations et des déviations modérées en estimation fonctionnelle. Nous avons introduit
dans la premiere partie un processus qui nous a permis de traiter de facon unifiée ’es-
timation de la fonction de densité et de la fonction de régression en utilisant plusieurs
méthodes d’estimation. Plus explicitement, des principes de grandes déviations fonc-
tionnels et non fonctionnels et des résultats de type Chernoff ponctuels et uniformes ont
été obtenus. Dans un premier lieu nous avons établi un principe fonctionnel de grandes
déviations pour 'estimateur par la méthode du noyau de la fonction de régression in-
dexé par une famille de fonction vérifiant les conditions du théoreme d’Arzela-Ascoli.
Ces résultats ont été utilisés pour définir un critere de sélection de modeles. Par la suite,
dans la deuxieme partie, nous nous sommes intéressé a ’estimation de la fonction de
densité et de la fonction de régression par la méthode des histogrammes et nous avons
obtenu des principes de grandes déviations ponctuels, des résultats de type Chernoff
ponctuels et uniformes pour ces estimateur ainsi que des résultats de type minimax.
Enfin dans les deux dernieres parties, nous avons établi des principes fonctionnels de
grandes déviations dans I’espace L! pour les estimateurs par la méthode des delta-suites
des fonctions de densité et de régression ainsi qu’'un principe de déviations modérées
dans L' pour I'estimateur de la fonction de densité par la méthode des histogrammes.

Abstract

This thesis deals with functional and nonfunctional aspects of large and mode-
rate deviation in nonparametric function estimation. We introduce a process which
allows to derive in an unified way pointwise and functional large deviation principles
and pointwise and uniform Chernoff type results for the density and regression func-
tion estimates. In first step, we establish a functional large deviations principle for the
kernel estimate of the regression function indexed by a family of functions satisfying
Arzela-Ascoli conditions. Subsequently, the results have been applied to define a large
deviations selection model criterion. In the second part, we investigate large deviation
behaviours related to the density and regression function estimates using the histogram
method. Here, large deviation principles, ponitwise and uniform chernoff type results as
well as minimax bounds for both estimates have been stated. In the two last chapters,
functional large deviation principles in the L!-space endowed with the weak topology
for the delta sequences density and regression function estimates as well as a functional
moderate deviations principle for the histogram density estimate have been stated.
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