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2 À la recherche de la striction localisée 7
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2.3.3 Détermination du seuil et condition de localisation . . . . . . . . 39
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3.4.1 Définition du critère de plissement . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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5.3.3 Comparaison entre chemin linéaire et chemin oscillant . . . . . . . 145

5.3.4 Influence du nombre de cycles sur l’apparition de défauts . . . . . 154

5.3.5 Influence de l’amplitude sur l’apparition de défauts . . . . . . . . 158

5.3.6 Influence de la vitesse de procédé sur l’apparition de défauts . . . 160
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B.2.1 Perturbation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

B.2.2 Application au cas isotrope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212
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Chapitre 1

Introduction

L’emboutissage de tôles minces et l’hydroformage de tubes minces sont deux procédés

largement utilisés pour la mise en forme de pièces dans les domaines nucléaire, aérospatial,

aéronautique et automobile.

L’emboutissage d’une tôle mince consiste à déformer la pièce, qui peut être préformée,

à l’aide d’un poinçon, d’une matrice, qui fixe la géométrie de la pièce après déformation,

et éventuellement d’un serre-flan qui permet le contrôle de l’écoulement de matière. Le

jonc de retenue, servant à freiner le glissement de la pièce sur une partie du serre-flan,

vient parfois s’ajouter à ces trois composants de base. Ce procédé permet d’obtenir des

pièces de carosserie ou mécanique en grande série (figure 1-1).

Parallèlement à ce procédé, le procédé d’hydroformage de tubes a été développé depuis

la seconde guerre mondiale. Mais, ce n’est que récemment (aux alentours des années

1990) que de nombreux efforts se sont portés sur ce procédé dans le secteur automobile.

Le principe de base de ce procédé consiste en la déformation d’un tube dans une cavité,

définie par une matrice, sous l’action d’une pression interne et de pistons axiaux. Parfois,

la cavité est elle-même contrôlée par un piston, appellé contre-piston, afin d’autoriser de

plus grandes déformations.

Les pièces produites par les procédés d’emboutissage et d’hydroformage se doivent de

1



Fig. 1-1: Schéma de principe d’un outil d’emboutissage de carosserie automobile (d’après
[Rault 75])

répondre à des besoins en terme de qualité d’aspect et/ou structurelle. Parmi les défauts

pouvant apparâıtre lors de tels procédés, les plus importants sont les procédés de striction

localisée et de plissement.

Jusque dans les années 1990, les principales méthodes de caractérisation de ces défauts

étaient expérimentales. Malheureusement, les méthodes proposées se devant d’être sim-

ples et rapides, nombre de conditions matérielles, géométriques et/ou procédés sont fixées

ce qui limite le champ d’utilisation des résultats lors de déformations de pièces complexes.

De plus, les méthodes de caractérisation expérimentale nécessitent l’utilisation de matière

et d’outillage.

La tendance actuelle du secteur automobile à réduire au maximum les délais de con-

ception d’un véhicule et l’avancée technologique impressionnante du domaine informa-

tique ont donc entrâıné l’utilisation d’outils numériques basés sur la méthode des éléments

finis, pour la simulation informatique des procédés d’emboutissage et d’hydroformage.

Sans être exhaustif, on peut nommer parmi les logiciels commerciaux de simulation, OP-

TRIS, LS-DYNA, STAMPFORM, AUTOFORM, ... Cependant, si ces logiciels présentent

un intérêt certain pour la simulation de la mise en forme de pièces par emboutissage et hy-

droformage, de nombreux efforts restent à produire en terme de caractérisation numérique

des défauts. Ce sujet a d’ailleurs fait l’objet d’un projet européen (Brite-Euram III,

2



Chapitre 1. Introduction

Computer Aided Engineering Platform for Stamping Process and Die Design - Stamping

Toolbox) et commence à attirer l’attention de certains constructeurs et développeurs de

logiciels.

On se propose, dans ce mémoire de thèse, de contribuer à la caractérisation numérique

des défauts de striction localisée et de plissement lors des procédés d’emboutissage de

tôles minces et d’hydroformage de tubes minces.

Le premier chapitre est dédié à la modélisation de la striction localisée. Un rap-

pel des travaux existants est effectué. Sur la base de ce rappel, l’analyse linéaire de

stabilité par une méthode de perturbation a été étendue à une modélisation tridimen-

sionnelle de l’équilibre mécanique. On autorise ainsi de nouveaux modes d’instabilité,

et par conséquent de striction localisée. On a également proposé une méthode afin de

lever l’indétermination liée à la différence entre instabilité effective et absolue lors de la

recherche de striction localisée. Le critère d’instabilité ainsi développé permet la construc-

tion de courbes limites de formage servant à mettre en évidence de facteurs influençant

l’apparition de striction localisée. En notant que, lors de procédés de mise en forme

par emboutisage et hydroformage, les déformations ne sont pas que membranaires, on a

souhaité conclure le chapitre par une recherche d’instabilité lors d’un procédé de flexion

pure.

Le second chapitre présente les différentes modélisations du plissement. On retrouve

parfois ce terme sous la dénomination de flambage localisé. Parmi les modélisations ex-

istantes, l’analyse mécanique de Nordlund et Häggblad a retenu notre attention. Cette

méthode est basée sur l’observation des variations de rotations. L’intégration de cette

méthode dans le code de simulation éléments finis d’emboutissage et d’hydroformage,

développé au LMARC dans l’équipe Modélisation et Mise en Forme, est présentée. Ces

travaux ont également servi de base au développement d’un nouveau critère de plisse-

ment. Il a été appliqué au cas d’une plaque en compression. En l’absence de données

expérimentales, une comparaison avec un critère basé sur une méthode de l’énergie est

3



donnée. Le critère de Nordlund et Häggblad souligne l’importance des termes de flex-

ion intervenants dans la définition de la déformation. On souhaite alors, en conclusion

de ce chapitre, ne plus découpler les termes membranaires et de flexion. Pour cela, une

analyse linéaire de stabilité par méthode de perturbation dans le cas d’une modélisation

du comportement matériel par une loi d’Illyushin est proposée en annexe. On constate

alors rapidement l’augmentation de la dimension du problème à résoudre. En l’absence,

pour l’instant, d’une méthode simple et rapide de résolution de ce problème, seul le

développement analytique est présenté.

Les critères de striction localisée, par analyse linéaire de stabilité, et de plissement, par

la méthode de Nordlund et Häggblad, ont été utilisés au cours de simulations éléments

finis des procédés d’emboutissage et d’hydroformage. Les résultats obtenus font l’ob-

jet du troisième chapitre. Dans un premier temps, l’application des critères de défauts

lors de simulations numériques de tests simples permet de vérifier le bon comportement

de ces critères par rapport à la réalité mais aussi en comparaison avec des critères plus

usuellement utilisés. Par la suite, l’application de ces critères sur des simulations d’hydro-

fomage de tubes en T et sur un procédé axisymétrique d’hydroformage de tubes permet

de montrer l’influence du chemin de procédé sur l’apparition de défauts. L’influence d’in-

stabilités numériques a conduit à la définition d’un nouveau critère de striction localisée.

Lors de simulation d’emboutissage de tôles, l’amélioration de la profondeur d’emboutis-

sage d’un procédé d’hydroformage de flans par rapport à un procédé traditionnel est

montrée numériquement à l’aide du critère de striction localisée. L’influence de l’effort

serre-flan sur l’apparition de défauts est également observée.

Le quatrième chapitre est consacré à un nouveau procédé d’hydroformage de tubes.

Les résultats expérimentaux obtenus dans le cadre d’un stage de deux mois proposé par

le Ministère de l’Educaton et de la Recherche Japonais (MEXT) sont présentés. Ces

résultats ont été obtenus en collaboration avec Messieurs Maneo et Patwari, étudiants en

Master, sous la direction du Professeur Mori de l’Université Technologique de Toyohashi

4



Chapitre 1. Introduction

(Japon). L’influence de certains paramètres de procédés sur l’apparition de défauts est

présentée. La comparaison des résultats expérimentaux avec les résultats numériques

montrent la précision des critères de défauts développés.

La conclusion générale de ce mémoire ainsi que les travaux ultérieurs pouvant en

découler sont abordés dans le dernier chapitre.
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Chapitre 2

À la recherche de la striction

localisée

2.1 Introduction : De la réalité vers la simulation

Le phénomène de striction apparâıt de manière assez naturelle. En effet, un simple

test de traction sur une éprouvette plane permet de constater la formation, dans le

domaine plastique, à partir d’une certaine limite de déformation, d’une bande étroite

appelée ”bande de striction” (figure 2-1).

Bien que le terme de striction soit communément admis pour caractériser cet effet,

on trouve plusieurs définitions de ce phénomène. Ainsi le terme de striction est tantôt

représentatif de l’amincissement localisé [Fromentin 98], et plus souvent associé à l’ap-

parition de bandes de cisaillement [Molinari 85], [Bai 82].

Toutefois, derrière le terme de striction se cachent deux phénomènes distincts. Il

convient en effet de séparer la striction diffuse de la striction localisée.

Si la première correspond à une variation assez douce de la section, la seconde se

traduit par l’apparition d’une bande étroite où se concentre la déformation [Dudzinski 90]

et correspond à la dernière étape avant la rupture du matériau.
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2.1. Introduction : De la réalité vers la simulation

Fig. 2-1: (a) Striction diffuse lors de la traction d’une barre à section circulaire : la
variation de section s’effectue sur une zone étendue (b) Striction localisée dans le cas d’une
plaque en traction : une bande étroite de localisation apparâıt. D’après [Dudzinski 90].

Les premiers travaux concernant la striction localisée furent expérimentaux. Il s’agis-

sait alors de déterminer la formabilité d’un matériau donné, c’est-à-dire la déformation

limite avant l’apparition de striction. La notion de Courbe Limite de Formage (C.L.F.)

fut alors introduite. L’objectif est de déterminer, pour un matériau donné, la limite en

dessous de laquelle on peut réaliser un embouti sans rupture ou sans striction.

Les premiers travaux relatifs aux Courbes Limites de Formage sont attribués de

manière générale ([Boudeau 95], [Fromentin 98], [Col 00], [Cao 00]) à Keeler [Keeler 65].

En réalité, il semblerait que Gensamer [Gensamer 46] construisit la première Courbe

Limite de Formage [Col 00], mais celle-ci passa inaperçue.

Il faut en effet attendre les travaux de Keeler [Keeler 65], en 1965, pour que les C.L.F.

soient réellement utilisées pour caractériser la formabilité des matériaux. Il traça sur un

diagramme les déformations principales, dans le domaine de l’expansion, pour lesquelles

une bande de striction apparaissait très nettement. Par la suite, Goodwin [Goodwin 68]

compléta le diagramme de Keeler en traçant la limite de formabilité dans le domaine du

rétreint. Une liste non-exhaustive de tests et de méthodes de mesure utilisés pour définir

les courbes limites de formage est donnée dans [Boudeau 95].

Si ces courbes furent longtemps déterminées de manière expérimentale, les modélisations

du phénomène de striction (diffuse et localisée) autorisèrent par la suite la construction
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Chapitre 2. À la recherche de la striction localisée

de courbes dites théoriques. Il est ainsi possible de construire à moindre coût les lim-

ites de formabilité d’un matériau. De plus, les Courbes Limites de Formage théoriques

et expérimentales ont permis de montrer l’influence des paramètres de comportement

matériel et de procédé sur l’apparition de striction localisée. Les effets microscopiques

(c’est-à-dire l’influence de la structure polycristalline) sont mis en évidence par Parnière

et Sanz [Parnière 75] ; ils ont fait l’objet de travaux sur la prédiction de striction localisée

dans le cas d’un loi polycristalline [Boudeau 95]. Concernant les paramètres macro-

scopiques influençant l’apparition de striction, on peut citer à titre d’exemple les ex-

posants n et m de la loi d’écrouissage de type Hollomon avec dépendance à la vitesse

de déformation (σ = k (ε0 + εp)n
·

ε
m

) [Dudzinski 90], la prédéformation ε0 [Rees 01], les

coefficients d’anisotropie [Zhu 98] et de manière plus générale la forme de la surface de

plasticité ( [Lestriez 00], [Banabic 99], [Cao 00], ...). Les Courbes Limites de Formage

étant influencées par la surface de charge considérée et par conséquent par les coeffi-

cients matériaux intervenants dans les lois de plasticité, Cao et al.[Cao 00] proposent un

méthode originale d’identification de ces coefficients. Il s’agit d’ajuster les C.L.F. et les

contraintes limites initiales calculées aux données expérimentales. Cette méthode d’iden-

tification a été appliquée à une loi de Karafillis&Boyce93 et semble fournir des résultats

corrects dans le cas d’un aluminium.

Les paramètres de procédé influençant l’apparition de striction sont le frottement

entre la tôle et l’outil, l’épaisseur initiale de la tôle considérée et d’autres paramètres tel

l’effort serre-flan.

La striction est également dépendante du chemin de déformation (ρ =
ε2
ε1
) ( voir

par exemple [Barata Da Rocha 84b], [Fromentin 98], [Mesrar 98b]). Or les Courbes Lim-

ites de Formage sont construites pour des trajets de déformation constants. Lors de la

réalisation d’un embouti quelconque, cette hypothèse sur le trajet de déformation n’est

plus valable. L’utilisation des Courbes Limites de Formage doit donc être limitée à la

comparaison de formabilité de différents matériaux ou à la mise en évidence de l’influ-

ence de paramètres intervenants dans les procédés de mise en forme. La comparaison
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2.1. Introduction : De la réalité vers la simulation

entre un couple de déformation (ε1, ε2) obtenu par simulation numérique d’un procédé

de mise en forme et la Courbe Limite de Formage correspondant au matériau considéré,

ne peut être effectuée qu’à titre indicatif. Rien n’assure, en effet, qu’une pièce supposée

saine, en utilisant cette méthode, le soit réellement puisque les chemins de déformation

suivis par un point lors d’un procédé de mise en forme sont des chemins complexes.

Afin d’éviter la dépendance au chemin déformation, des Courbes Limites de Formage

en déformation équivalente ont été introduites par Mesrar [Mesrar 98a]. Les résultats

présentés tendent à montrer le caractère intrinsèque de la courbe ainsi tracée. Fromentin

[Fromentin 98] a repris cette représentation et a confirmé le caractère intrinsèque de la

représentation de la déformation équivalente critique en fonction du rapport des vitesses

de déformation.

Les travaux expérimentaux et théoriques sur les Courbes Limites de Formage ont

permis une grande avancée dans la connaissance du phénomène de la striction localisée.

Cependant, les Courbes Limites de Formage se révèlent insuffisantes pour prédire l’ap-

parition de striction lors de procédés complexes d’emboutissage ou d’hydroformage de

structures minces. On souhaite donc pouvoir prédire numériquement l’apparition de ce

défaut afin de pouvoir l’éviter. Pour ce faire, il a été proposé de post-traiter les résultats

numériques obtenus par la méthode des éléments finis [Boudeau 95] par un critère de stric-

tion localisée. Bien évidemment, le critère considéré dépend fortement de la modélisation

choisie.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, les différentes modélisations de la striction

diffuse et localisée sont rappellées. Partant du constat que la striction localisée correspond

à une instabilité du flux de matière, l’analyse linéaire de stabilité, déjà développée au

LMARC [Boudeau 95], a été choisie dans la troisième partie de ce chapitre pour modéliser

la prédiction de ce défaut. Dans une quatrième partie, la méthode d’analyse linéaire de

stabilité a été appliquée pour la construction de Courbes Limites de Formage dans le

cas d’un état de contraintes tridimensionnelles ainsi que pour la prédiction de striction
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Chapitre 2. À la recherche de la striction localisée

localisée dans le cas d’un modèle de comportement couplé à l’endommagement et dans

le cas d’une plaque en flexion pure.

2.2 Modélisations de l’apparition de striction localisée

S’il est vrai que le terme de striction est un terme communément admis, on trouve

dans la littérature différentes définitions ”mathématiques” de ce phénomène. A titre

d’exemple, Cordebois et Mikkelsen ne semblent pas être d’accord sur la modélisation de

ce défaut :

— [Cordebois 86] : en emboutissage, apparition aux points les plus déformés d’un

phénomène de localisation incompatible avec la réalisation de la forme désirée.

Ce phénomène est appelé striction et il est considéré comme une instabilité de la

structure emboutie ;

— [Mikkelsen 99] : la striction localisée d’un tube élastoplastique sous pression interne

correspond au premier mode de bifurcation non-axisymétrique.

S’il est vrai que les critères de striction diffèrent suivant le procédé de mise en forme des

matériaux considéré (par exemple Swift [Swift 52] propose un critère de striction diffuse

pour un procédé d’emboutissage et un autre critère dans le cas d’un tube sous pression),

la base de la modélisation se doit de rester la même. Or les deux citations précédentes

montrent que deux grandes approches s’affrontent. En effet pour certains auteurs, l’in-

stant d’apparition de la striction (localisée ou non) correspond à un point de bifurcation

d’un équilibre qu’il reste à préciser. Pour d’autres, il s’agit plutôt d’un phénomène d’in-

stabilité. Or en mise en forme des matériaux, le comportement est élasto-plastique, et

par conséquent cela entrâıne une non-équivalence entre les problèmes de stabilité et de

bifurcation [Hill 58]. Toutefois, on se rassurera en constatant que les équilibres étudiés

diffèrent suivant l’analyse choisie (bifurcation ou stabilité). Ansi dans le cas d’un tube

sous pression interne, Chu [Chu 79] indique que l’apparition de défaut apparâıtra via
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2.2. Modélisations de l’apparition de striction localisée

un mode cylindrique au point de pression maximum avant l’apparition d’une bifurcation

quelconque si le procédé est contrôlé en pression. Si le procédé est contrôlé en volume

interne du tube, les déformations symétriques cylindriquement peuvent se développer de

manière stable au-delà du point de pression maximum jusqu’à ce qu’un point de bifur-

cation soit atteint.

2.2.1 Les critères de force maximum

Ces critères sont tous basés sur les travaux de Considère en 1885 [Considère 85].

Le critère de Considère est un critère unidimensionnel puisqu’il a été établi dans le cas

de la traction uniaxiale. Il est donc inutilisable dans le cas de la prédiction de striction

en mise en forme des matériaux. Ainsi, par la suite, ce critère a été étendu à des états de

contraintes plus proches de ceux obtenus lors de procédés d’emboutissage [Swift 52].

De par leur définition, les critères de force maximum ne permettent malheureuse-

ment pas de prédire l’apparition de striction localisée mais uniquement l’apparition de

striction diffuse. Toutefois, les fondements de ces critères sont relativement simples et

leurs expressions analytiques s’obtiennent aisément. Bien que peu utilisables pour la

détermination de formabilité en mise en forme des matériaux, ces critères font toujours

l’objet de développements [Knockaert 00].

Le critère de Considère : critère unidimensionnel

Ce critère établi en 1885 est basé sur l’observation de la représentation de la force F

de traction en fonction de l’allongement relatif ̂l
l
dans le cas d’une éprouvette soumise

à un état de traction uniaxiale (figure 2-2).

On constate alors que la courbe F
"̂l
l

#
passe par un maximum qui est un point de

perte de stabilité de l’équilibre. Mais, l’expérience montre que cette singularité correspond

à l’apparition de striction diffuse et non pas à l’apparition de striction localisée.
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Stabilite

Striction

diffuse

Striction

localisee

Instabilite

Domaine

elastique
Domaine plastique

F

dl/l

Fig. 2-2: Définition des domaines d’instabilité à partir de la courbe de traction uniaxiale
pour un matériau standard

La force F passe par un extrémum lorsque :

dF = 0 (2.1)

On montre aisément (voir annexe A) que cette condition entrâıne :

dσ

dε
− σ = 0 (2.2)

Cette dernière équation est appellée critère de force maximum ou critère de

Considére.

Le critère de Swift : vers un état bidimensionnel

En 1952, Swift [Swift 52] proposa une extension du critère de Considère à des cas

bidimensionnels de contraintes planes ou biaxées. Il a défini alors les premiers critères de

prédiction de striction appliqués à des cas simples d’emboutissage et d’hydroformage :

— traction biaxée,
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2.2. Modélisations de l’apparition de striction localisée

— cylindre sous pression,

— gonflement hydrostatique,

— emboutissage de flan avec un poinçon cylindrique.

On explicite ici une formulation générale du critère de Swift dans le cas de la traction

biaxée.

Soit une plaque soumise à 2 efforts de traction F1 et F2.

Notation 1 Sous l’effet d’un incrément de déformation, on note dσy un incrément de

la contrainte d’écrouissage σy et dσ un incrément de la contrainte équivalente σ̄.

Le critère de stabilité de Swift est alors formulée sous la forme suivante :

Si dσy > dσ alors l’équilibre est stable (2.3)

sinon, si dσy < dσ alors l’équilibre est instable (2.4)

En traction biaxée, l’état de contrainte exprimé par ses contraintes principales est

déterminé par :

σ1 X= 0 (2.5)

σ2 = α σ1 (2.6)

σ3 = 0 (2.7)

Swift émet l’hypothèse qu’un incrément de déformation appliqué localement n’affecte

pas les forces de traction F1 et F2. Cela se traduit par :

dF1 = 0 (2.8)

dF2 = 0 (2.9)

Selon Swift, les deux forces de traction s’exerçant sur les bords de la plaque passent

par un maximum. Ainsi, on retrouve l’analyse de Considère [Considère 85] appliquée au
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Chapitre 2. À la recherche de la striction localisée

cas bidimensionnel.

Les efforts de traction sont donnés par :

F1 = σ1S1 (2.10)

F2 = σ2S2 (2.11)

D’après les notations fournies sur la figure 2-3, les surfaces sont définies par S1 = l1t

et S2 = l2t.

l 2 

l 1 

σ1 

σ2 

t 

Fig. 2-3: La plaque subit un effort de traction sur chaque bord.

On déduit alors de 2.8 et 2.9 avec la définition des efforts de traction 2.10 et 2.11 :

dσ1
σ1

− dε1 = 0 (2.12)

dσ2
σ2

− dε2 = 0 (2.13)

où les incréments de déformation sont définis par dε1 =
dl2
l2
, dε2 =

dl1
l1
, dε3 =

dt

t
et

où le matériau est supposé incompressible (i.e. dε1 + dε2 + dε3 = 0).
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2.2. Modélisations de l’apparition de striction localisée

La contrainte équivalente exprimée en terme de contrainte principale est différentiée

de la manière suivante :

dσ =
∂σ

∂σ1
dσ1 +

∂σ

∂σ2
dσ2 (2.14)

Soit f la surface de charge telle que f (σ̄, σy) = 0, cette surface est fonction de la

définition de la contrainte équivalente σ et de la contrainte d’écrouissage σy. Elle se

différencie de la manière suivante :

df =
∂f

∂σ
dσ +

∂f

∂σy
dσy (2.15)

En utilisant 2.14 et 2.15 on peut montrer que

df

dσ1
=

∂f

∂σ

∂σ

∂σ1
(2.16)

df

dσ2
=

∂f

∂σ

∂σ

∂σ2
(2.17)

Les équations d’écoulement permettent d’écrire :

dε
∂f
∂σ

=
dε1
df
dσ1

=
dε2
df
dσ2

= dλ (2.18)

On trouve alors en utilisant 2.12, 2.13, 2.16, 2.17 et 2.18 que 2.14 devient :

dσ =

D4
∂σ

∂σ1

52
σ1 +

4
∂σ

∂σ2

52
σ2

E
dε (2.19)

Par analogie avec le critère de Swift formulé dans le cas isotrope, on souhaite faire

apparâıtre la contrainte équivalente.

L’équation du travail incrémental équivalent est :

σ̄dε̄ = σ1dε1 + σ2dε2 (2.20)
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Chapitre 2. À la recherche de la striction localisée

L’équation 2.19 couplée avec l’équation 2.20 fournit alors :

dσ̄ =

2
∂σ̄
∂σ1

32
σ1 +

2
∂σ̄
∂σ2

32
σ2

∂σ̄
∂σ1

σ1 +
∂σ̄
∂σ2

σ2
σdε (2.21)

D’après 2.4 et 2.21, il y aura alors instabilité des déformations lorsque

1

σ

dσy
dε

<

2
∂σ
∂σ1

32
σ1 +

2
∂σ
∂σ2

32
σ2

∂σ
∂σ1

σ1 +
∂σ
∂σ2

σ2
(2.22)

L’analyse de Swift suppose l’annulation des incréments des deux efforts. Cette hy-

pothèse semble être trop restrictive dans le cas d’un chargement proportionnel en con-

traintes, ainsi une nouvelle formulation du critère a été proposée par [Hora 96].

Le critère de Hill : un critère bidimensionnel de localisation

En 1952, Hill [Hill 52] a repris le critère de contrainte maximum afin de déterminer

l’apparition de striction. Mais une condition de localisation a été rajoutée. En effet,

ce critère est basé sur l’observation expérimentale montrant que la striction localisée

se développe suivant une bande d’extension nulle. La déformation s’effectue alors au

détriment de l’épaisseur. On ne développera pas ici ce critère puisque les travaux de

Hora [Hora 96] développés dans la partie suivante reprennent la condition de localisation

formulée par Hill.

Le critère de Hora : un critère de force maximum modifié

Hora et al. [Hora 96] se proposent de modifier le critère de contrainte maximum en

observant que l’état de déformation dans la bande de localisation tend vers un état de

déformation plane. On retrouve dans cette étude la condition de localisation formulée

par Hill [Hill 52].

Hora émet l’hypothèse que la striction apparâıt lorsque l’une des forces de traction

exprimée dans le repère principal des contraintes est maximale. On admet que la force F1

17



2.2. Modélisations de l’apparition de striction localisée

de traction est la force atteignant la première un maximum. L’expression de la condition

d’instabilité est alors la même que dans [Considère 85] :

dF1 = 0 (2.23)

⇒ dσ1
dε1

− σ1 = 0 (2.24)

Notation 2 Soit ρ = dε2
dε1
le chemin de déformation incrémental.

L’état de déformation se doit d’évoluer vers un état de déformation plane. Cette trans-

formation de l’état de déformation s’obtient par un changement de l’état de contrainte.

Il y a alors un effet d’écrouissage additionnel pour lequel Hora [Hora 96] propose que

la contrainte σ1 dépende du chemin de déformation incrémental ρ et de la déformation

principale ε1 (i.e. σ1 = σ1 (ε1, ρ)). Le critère 2.24 devient alors :

∂σ1
∂σ

∂σ

∂ε

dε

dε1
+
∂σ1
∂ρ

dρ

dε1
− σ1 = 0 (2.25)

Brunet et al. [Brunet 98] proposent d’améliorer la condition de localisation en con-

sidérant la loi d’endommagement de Gurson-Tvergaard dans les équations de comporte-

ment dans le cas de matériaux orthotropes et sous l’hypothèse des contraintes planes.

Nous n’allons pas ici rappeller ce modèle d’endommagement, le lecteur intéressé pourra

se reporter à [Gurson 77], [Brunet 98], [Brunet 96], ...

Notation 3 Soit σy la contrainte d’écoulement du matériau vierge et soit q la contrainte

effective selon Gurson.

Remarque 4 On reviendra par la suite sur la notion de contrainte effective pour le cou-

plage d’une méthode de détection de striction localisée avec le modèle d’endommagement

de Lemâıtre.

Remarque 5 Dans le cas d’un matériau non-endommagé, on a égalité entre contrainte
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effective et contrainte d’écoulement :

σy = q

En prenant en compte l’endommagement selon Gurson-Tvergaard, le critère de stric-

tion 2.25 s’écrit sous la forme :

∂σ1
∂q

∂q

∂σy

∂σy
∂ε

dε

dε1
+
∂σ1
∂ρ

dρ

dε1
− σ1

σy
q
= 0 (2.26)

À partir des équations de comportement et d’endommagement, de la loi d’écrouissage

et des définitions de la contrainte équivalente et de la déformation équivalente, il est alors

possible d’exprimer de manière analytique le critère de prédiction de striction localisée.

Dans le cas d’un matériau de type aluminium obéissant à la loi de comportement

orthotrope quadratique de Hill48, les Courbes Limites de Formage calculées sans prise

en compte de l’endommagement semblent surestimer la formabilité du matériau (figure

2-4).

Fig. 2-4: Comparaison théorique et expérimentale de la prédiction de formabilité dans
le cas d’un acier mi-dur [Knockaert 00]

Ce résultat est confirmé par les travaux de Brunet et al. [Brunet 96] bien que la
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2.2. Modélisations de l’apparition de striction localisée

prise en compte de l’endommagement diminue fortement la limite de formabilité (figure

2-5). Toutefois dans le cas d’un acier doux (figure 2-6), la comparaison entre les Courbes

Limites de Formage expérimentales et théoriques avec et sans endommagement tend à

prouver l’efficacité du critère de Hora couplé à la surface de charge proposée par Hill en

1948 (ce modèle est référencé sous le nom de Hill48) [Brunet 97a].

Fig. 2-5: Comparaison de Courbes Limites de Formage théoriques et expérimentales
pour un aluminium [Brunet 96] (a : Hill48 sans endommagement ; b : Barlat89 sans
endommagement ; c : Hill48 avec endommagement ; d : Barlat89 avec endommagement ;
e : expérimental).

L’utilisation du critère de Hora a également été appliqué dans le cadre d’une étude

analytique d’un procédé d’hydroformage de tubes [Thibaud 01].

2.2.2 L’analyse en bifurcation

Cette modélisation suppose que la striction localisée apparâıt lorsqu’une bande, limitée

par deux surfaces singulières, se forme. Ces surfaces peuvent se déplacer dans le solide,

on parle alors d’ondes.

Les premiers travaux concernant les ondes d’accélération (ondes pour lesquelles cer-

taines dérivées d’ordre 2 sont discontinues à travers la surface singulière) sont dues à
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Fig. 2-6: Comparaison de Courbes Limites de Formage théoriques et expérimentales
dans le cas d’un acier [Brunet 96] (a : Hill48 sans endommagement ; c : Hill48 avec
endommagement ; e : expérimental).

Hadamard [Hadamard 03] dans le cas d’un comportement élastique. Par la suite [Hill 62]

et [Rice 76] étendirent cette approche aux solides élastoplastiques.

Sur cette base, Stören et Rice [Stőren 75] proposèrent alors une analyse prenant en

compte l’influence des grandes rotations sur la perte d’unicité. La striction localisée est

alors considérée comme un problème de bifurcation du mode de déformation homogène.

Afin que les modes de déformation puissent être associés au phénomène de striction

localisée, il faut rajouter un plan de singularité, appellé plan de bifurcation, à travers

lequel le champ des vitesses est discontinu. Il a alors été montré par Stören et Rice

[Stőren 75] puis Hutchinson et al. [Hutchinson 78a] que les résultats obtenus semblent

meilleurs en utilisant la théorie de la déformation plutôt que la théorie de l’écoulement.

Cependant, dans le domaine du rétreint, la prédiction de formabilité utilisant le modèle

de Stören et Rice (ou modèle-SR) parâıt irréalliste [Dudzinski 90]. La validité dans le cas

bi-dimensionnel de l’analyse de bifurcation pour la recherche de striction localisée dans

le domaine de l’expansion a, quant à elle, été discutée dans [Dudzinski 90].

Si la plupart des travaux utilisant le modèle-SR sont utilisés pour la construction

de Courbes Limites de Formage, Tvergaard [Tvergaard 90] a proposé l’application de
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l’analyse de bifurcation pour des tubes élastoplastiques (minces ou épais) sous pression

interne. Il y est montré que, même lorsque le paramètre de contrôle est le volume interne,

il peut y avoir apparition d’un mode axisymétrique critique. Ce mode peut précéder les

modes plans non-axisymétriques suivant le rapport entre la longueur du tube et le rayon

du tube. Cette analyse a par la suite été reprise et couplée à une loi de comportement

avec gradient de plasticité [Benallal 95], [Tvergaard 90]. La considération d’une telle loi

semble être un bon compromis entre une loi bidimensionnelle trop imprécise et une loi

tridimensionnelle trop coûteuse en temps de calcul [Mikkelsen 99].

Dans [Xu 98b], une comparaison de l’analyse en bifurcation appliquée à une loi de

comportement de Hill93 avec les résultats expérimentaux de Graf et Hosford [Graf 94]

montre que la forme de la Courbe Limite de Formage théorique, dans le domaine de

l’expansion, diffère de la forme expérimentale, même si la courbe obtenue approche les

points expérimentaux. Cette différence entre les résultats expérimentaux et ceux obtenus

par l’analyse de bifurcation est d’ailleurs soulignée dans [Ito 01]. Traditionnellement, la

différence observée est attribuée à une mauvaise modélisation des propriétés matérielles,

à l’inefficacité des mesures ou à des conditions expérimentales incomplètes. Ito et al.

[Ito 01] ont quant à eux émis l’hypothèse qu’une partie de cette différence s’explique par

l’oubli de certains modes de déformation. En effet, le modèle-SR considère un état de

contrainte plane avant l’apparition de striction localisée. Or comme cela a été montré dans

[Runesson 91], l’hypothèse de contraintes planes influence les résultats de l’analyse en

bifurcation. Tvergaard [Tvergaard 99] souligne également le fait que la striction localisée

est un problème tridimensionnel. Ainsi Ito et al. [Ito 01] ont étudié la prédiction de

striction localisée via une analyse de bifurcation tridimensionnelle.

Notation 6 On note Γ la surface singulière et on note −→n le vecteur unité normal à

cette surface (figure 2-7)

Notation 7 Soit X une variable, le saut de cette variable à travers la surface Γ est noté

[X].
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Notation 8 Soit −→m le vecteur unité parallèle au champ de vitesse discontinu (figure 2-7)

et soit λ un scalaire tel que :

[v] = λ−→m

Le vecteur −→m définit les modes de déformations. Il peut s’exprimer en fonction de 3

modes fondamentaux (figure 2-8 ).

Fig. 2-7: Définition du plan de bifurcation et du mode de bifurcation [Ito 01]

Fig. 2-8: Définition des 3 modes fondamentaux de bifurcation [Ito 01]
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En utilisant la fonctionnelle d’unicité de Hill [Hill 58], Ito et al. [Ito 01] montrent qu’il

y a apparition de striction localisée lorsque :

min
"−→m.

"−→n .AL.−→n
#−→m

#
= 0 (2.27)

où AL est le tenseur reliant la vitesse du tenseur de contrainte nominale au tenseur

du gradient des vitesses pour le solide linéaire de comparaison.

L’analyse effectuée par Ito et al. [Ito 01] a alors permis de relier les différents modes

de bifurcation aux directions de chargement α = σ1
σ2
. Le mode obtenu est différent suivant

le signe de α. De plus la prise en compte de nouveaux modes de bifurcation modifie la

prédiction de striction localisée par rapport au modèle de Stören et Rice. En effet, une

comparaison de Courbes Limites de Formage d’après les approches de Stören et Rice et

de Ito et. al. montre que l’approche tri-dimensionnelle prédit des déformations limites

plus importantes. Par contre, la décroissance de la Courbe Limite de Formage dans le

domaine de l’expansion (ε2
ε1
> 0) pour un exposant d’écrouissage de la loi de Hollomon n =

0.24 (donc n < 0.3) semble en contradiction avec certaines observations expérimentales

([Jalinier 81]). Ito et al. considèrent que le critère de Stören et Rice constitue la limite

inférieure tandis que le critère 3D constitue la limite supérieure de l’apparition de striction

localisée.

2.2.3 La méthode d’introduction d’un défaut

Cette méthode se rapproche de l’analyse linéaire discutée dans la section suivante

puisqu’il s’agit d’observer l’évolution d’un défaut introduit volontairement. Dans le cas

de la recherche de striction localisée, on considère un amincissement de la tôle. Si au

cours de la déformation cet amincissement s’accrôıt de manière considérable, alors on

considère qu’il y a apparition de striction localisée.

Hutchinson et al. [Hutchinson 78c] ont utilisé cette méthode afin de montrer que
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l’hypothèse de contraintes planes n’est valable que dans le cas de variation d’épaisseur

de grande longueur d’onde.

Sous l’hypothèse de contraintes planes, la méthode d’introduction d’un défaut a été

développée dans le domaine de l’expansion par Marciniak et Kuczynski [Marciniak 67]

puis étendue par Hutchinson et Neale [Hutchinson 78b].

Dans cette partie, on rappelle la base des travaux de Hutchinson et Neale [Hutchinson 78b] ;

le modèle MK est alors un cas particulier de ces travaux. On appelle modèle MK modifié,

le modèle proposé par Hutchinson et Neale [Hutchinson 78b].

Marciniak et Kuczynski [Marciniak 67] ont proposé l’introduction d’une imperfection

initiale sous la forme d’une sous-épaisseur. Cette imperfection est considérée le long d’une

bande. Ainsi l’élément considéré est composé de deux zones ; l’une a pour épaisseur celle

initiale de l’élément ; la deuxième zone a une épaisseur inférieure. Marciniak et Kuczynski

[Marciniak 67] étudient alors l’évolution de la bande d’imperfection dans le cas d’un

chargement proportionnel appliqué dans la partie homogène de la pièce.

L’équilibre des forces garantit que les déformations vont se développer plus rapidement

à l’intérieur de la bande, jusqu’à ce que l’état de déformations planes soit atteint dans la

bande [Sowerby 71]. Il y a alors apparition de striction localisée.

Le modèle M-K original considère que la bande d’imperfection est normale à la

direction de la contrainte principale maximale. Hutchinson et al. ([Hutchinson 78a],

[Hutchinson 78b]) ont étendu cette analyse au cas d’une bande d’imperfection orientée

par un angle θ déterminé par rapport aux directions principales des contraintes (voir

figure 2-9). Ils ont en effet montré qu’à chaque chemin de déformation dans le domaine

du rétreint (partie gauche des Courbes Limites de Formage ρ = ε2
ε1
< 0) correspond un

angle θ fournissant la déformation critique minimale. Le modèle de Hutchinson et Neale

permet alors de construire entièrement les Courbes Limites de Formage contrairement

au modèle MK qui se limitait au domaine de l’expansion (ρ > 0).

Notation 9 Soient −→n et
−→
t les directions normale et tangentielle à la bande d’imper-

fection.
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2.2. Modélisations de l’apparition de striction localisée

Fig. 2-9: Tôle mince présentant un défaut géométrique initial sous la forme d’une sous-
épaisseur orientée par un angle θ (d’aprés [Cao 00])

Notation 10 Soit X une grandeur mécanique, on note Xa cette grandeur si elle est

relative à la partie ”saine” de l’élément et on note Xb si la grandeur est considérée dans

la zone de sous-épaisseur.

Notation 11 Soit f0 l’imperfection initiale définie par f0 =
hb0
ha0
où ha0 et h

b
0 sont respec-

tivement les épaisseurs initiales de la zone ”saine” et de la zone perturbée.

Hypothèse 12 Les grandeurs mécaniques sont supposées uniformes dans l’épaisseur.

L’équilibre sur la frontière entre la zone non perturbée et la zone perturbée s’exprime

par :

haσann = hbσbnn (2.28a)

haσant = hbσbnt (2.28b)

De plus la compatibilité des déformations des deux zones implique :

Da
tt = D

b
tt (2.29)

Au cours du procédé de déformation, l’angle θ entre la bande d’hétérogénéité et une
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direction principale des contraintes va évoluer. On trouve dans la littérature deux moyens

de recalculer l’angle en cours de procédé. Soit on incrémente l’angle θ en fonction des

incréments de déformation plastique de la manière suivante [Cao 00], [Boudeau 95] :

tan (θ + dθ) = tan (θ)
1 + dεa1
1 + dεa2

(2.30)

Soit on redéfinit l’angle en fonction de la déformation totale [Fromentin 98], [Dudzinski 90],

[Kuroda 00], [Mesrar 98b] :

tan (θ) = exp (εa1 − εa2) tan (θ0) (2.31)

En utilisant les relations de comportement et les équations 2.28, 2.29, 2.30 (ou 2.31),

en se fixant la valeur du taux de déformation dans une direction principale et en se

donnant le rapport de déformation ρ = ε2
ε1
, il est alors possible de calculer les contraintes

et les déformations dans les deux zones. On trouvera des algorithmes de calcul dans

[Boudeau 95], [Fromentin 98], [Xu 98a], [Kuroda 00], ...

Il convient alors de déterminer la condition d’apparition de striction. De manière

générale, il y a apparition de striction lorsque f > seuil où f peut être une fonction des

épaisseurs dans les deux zones, un rapport des vitesses de déformation...

Dans [Marciniak 67], le paramètre de défaut était choisi tel que f =
hb

ha
et le seuil tel

que f > seuil est une valeur arbitraire.

Dans [Barata Da Rocha 84a], la fonction f dépend de l’incrément de déformation

effective dans la zone perturbée et dans la zone initiale : f =
∆εbe
∆εae

. Le seuil est quant à

lui choisi égal à 10.

Une méthode analogue est utilisée dans [Fromentin 98] : f =
∆εb

∆εa
> 50 est le critère

de détermination de la déformation critique.

Dans [Xu 98a], f =
∆εa1
∆εb1

< 0.15

Dans [Narasimhan 91], le critère d’apparition de striction est choisi tel que f =
εb1
εa1
=
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10.

Dans [Cao 00], la localisation des déformations apparâıt lorsque max (fnn, fnt) > 10

avec fnn =
dεbnn
dεann

et fnt =
dεbnt
dεant

Enfin, pour finir, bien que la liste des critères donnée ici soit non-exhaustive, dans

[Dudzinski 90], le critère de localisation est déterminé par

·

ε
b

·

ε
a → +∞. Ce critère fait suite

à la condition de localisation L∞ formulée par [Molinari 85].

Ainsi il semblerait qu’il existe autant de manière de déterminer la déformation critique

qu’il existe de travaux sur le modèle MK et sur les modèles dérivés.

Le modèle MK (ou sa version modifiée) a été largement utilisé pour étudier la forma-

bilité dans le cas d’une surface de charge de type von Mises (isotrope) ou de type Hill48

(orthotrope). Or, il a été montré dans [Sowerby 71] que dans le cas d’une loi anisotrope

de Hill48, la formabilité était sous-estimée principalement dans le cas de matériau type

aluminium. Les modèles MK ont alors été couplés à de nombreux modèles de plasticité :

Fromentin [Fromentin 98] a appliqué ce modèle à la loi de Ferron et al. [Ferron 94] ; Cao

et al [Cao 00] ont réalisé des prédictions de formabilité pour la loi de Karafillis&Boyce93 ;

Kuroda et Tvergaard [Kuroda 00] ont construit des Courbes Limites de Formage pour

les lois de Hill48, Gotoh77, Barlat&Lian89 et Hill90 ; ...

Il est intéressant de noter que dans le cas d’un matériau anisotrope, les déformations

critiques calculées dans le domaine de l’expansion sont sensibles aux variations de l’an-

gle d’imperfection initial θ0 [Barata Da Rocha 84a], [Kuroda 00]. Notamment, lorsque

les axes d’orthotropie correspondent aux axes du repère cartésien de référence, Kuroda

et Tvergaard [Kuroda 00] montrent que l’angle initial prédit dans le cas des lois de

plasticité de Gotoh77 et de Hill48 passe de θ0 = 0◦ à θ0 = 90◦ lorsque le chemin de

déformation s’approche de la déformation équibiaxée (ρ = 1). Toutefois, pour les lois de

Hill90 et Barlat&Lian89, la bande d’imperfection reste normale à la direction principale

de la contrainte maximale. Mais, lorsque les axes d’orthotropie ne cöıncident plus avec

le système de coordonnées cartésien de référence alors l’hypothèse initiale de normalité
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entre la bande d’imperfection et la direction de la contrainte principale maximale n’a

plus de sens quelque soit la loi de plasticité considérée (parmi les lois de Hill48, Gotoh77,

Barlat&Lian89, Hill90).

Le modèle MK initial continue cependant à être appliqué à de nouvelles lois de com-

portement pour déterminer l’influence des paramètres matériaux à partir de Courbes

Limites de Formage [Xu 98a], [Banabic 01]. Ces études ont permis de montrer l’influence

de la forme de la surface de charge dans le cas d’une loi de Hill93 sur la déformation

critique. Ainsi une augmentation du rapport entre la contrainte limite uniaxiale et la

contrainte limite biaxiale permet d’augmenter la formabilité du matériau [Banabic 01]

dans le domaine de l’expansion. L’influence des autres paramètres de la loi de Hill93 est

montrée dans [Xu 98a].

Si l’utilisation du modèle MK continue de faire l’objet de travaux sur l’influence

des surfaces de charge, l’imperfection initiale f0 est un paramètre qui est peu discuté

bien que son influence ait été mise en évidence dans de nombreux travaux [Boudeau 95],

[Fromentin 98], .... Par exemple, [Tvergaard 80] a déjà montré qu’une analyse en bifurca-

tion ( f0 =
hb0
ha0
= 1) ne donne pas de résultats satisfaisants dans le cas de l’expansion. De

nombreux travaux ont tenté de relier ce défaut à l’épaisseur initiale, à la taille des grains,...

Dans la pratique, il semblerait que face à la difficulté rencontrée pour évaluer cette quan-

tité, il soit courant d’ajuster ce paramètre afin que la limite de formage prédite par la

méthode M-K corresponde aux données expérimentales sous l’hypothèse de déformations

planes [Xu 98b].

2.2.4 La méthode de perturbation

L’apparition de striction peut être considérée comme une instabilité du flux de matière

[Dudzinski 90]. La technique, choisie ici pour analyser la stabilité de l’équilibre con-

sidéré, consiste à perturber le système puis à observer l’évolution de cette perturbation.

On étudie alors la stabilité asymptotique du système. Lorsque la perturbation crôıt de

manière suffisamment importante, l’équilibre est instable. La notion de croissance ”suff-
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isamment importante” se traduit de manière analytique par l’introduction d’une vari-

able appelée seuil d’instabilité. Ce seuil d’instabilité représente le taux de croissance du

mode d’instabilité le plus rapide [Dudzinski 91]. Dans le cas où ce seuil est nul, on parle

d’instabilité absolue.

Clifton [Clifton 78] et Bai [Bai 82] ont utilisé la technique des perturbations linéarisées

afin de déterminer les conditions critiques de localisation en cisaillement. Bai [Bai 82] a

montré qu’il existe deux modes d’instabilité du comportement thermoplastique en cisaille-

ment simple : l’instabilité thermique liée à un échauffement adiabatique et l’instabilité

liée à un écrouissage négatif isotherme. Cette approche a été étendue à l’étude d’insta-

bilité thermoviscoplastique en cisaillement simple [Molinari 85]. Dans ce cadre, les effets

stabilisants de la conduction thermique et des forces d’inertie pour une loi de comporte-

ment particulière sont étudiés. Et surtout, la validité de l’analyse linéarisée de la stabilité

est discutée.

En effet, si une telle analyse fournit des indications sur la croissance ou la décroissance

d’une perturbation, elle n’implique pas de conclusion générale quant à la localisation des

déformations. Cependant, lorsque l’évolution du taux de croissance de la perturbation est

plus importante que celle du taux de croissance de la solution homogène, il est montré que

l’analyse linéarisée de la stabilité peut être utilisée pour définir un critère de localisation

des déformations. Fressengeas et al. [Fressengeas 87] proposent alors d’utiliser une théorie

de perturbation relative plutôt que la théorie de perturbation classique. Il s’agit alors

d’observer l’évolution du rapport entre la perturbation d’une grandeur et la valeur de

cette grandeur. Ainsi, la solution homogène à perturber devient constante ce qui n’était

pas le cas lors de l’analyse classique. On retrouve alors la différence entre le critère de

localisation obtenu dans [Molinari 83] et le critère de stabilité.

La méthode de perturbation relative linéarisée a été utilisée pour prédire l’apparition

de striction localisée en emboutissage d’après la construction de Courbes Limites de

Formage [Dudzinski 91], [Dudzinski 90] dans le cas d’un matériau viscoplastique.

L’un des points importants de la technique de perturbation linéarisée est l’influence du
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seuil d’instabilité sur les Courbes Limites de Formage. En effet, le mode de déformation

(c’est à dire l’orientation de la bande de striction prédite) est dépendant de la valeur du

seuil [Dudzinski 91]. De plus, on observe des courbes de formabilité très différentes dans

le domaine de l’expansion suivant la valeur du seuil d’instabilité [Boudeau 95].

Malgré cet inconvénient majeur, la technique de perturbation linéarisée (appellée

également analyse linéaire de stabilité) a été introduite pour la prédiction de striction

localisée en post-traitement de résultats de simulation numérique de procédés d’emboutis-

sage [Boudeau 95] et d’hydroformage de tubes [Boudeau 01b]. Les résultats obtenus ten-

dent à conforter l’efficacité de cette analyse.

On peut noter que cette technique a également été appliquée à des lois de comporte-

ment microscopiques [Boudeau 98], [Tóth 96]. L’implantation de tels critères pour la

prédiction de striction localisée lors d’un procédé complexe de mise en forme nécessite l’u-

tilisation d’un code de simulation considérant la modélisation microscopique du matériau.

Les temps de calcul se trouvent alors augmentés de manière considérable.

2.2.5 Discussion

Initialement, toutes les modélisations présentées ont des défauts :

— les critères de force maximum (à l’exception du critère de Hora) ne détectent que

la striction diffuse et sont donc d’intérêt moindre pour la prédiction de striction

localisée ;

— les analyses en bifurcation ne semblent fournir qu’une plage dans laquelle la striction

localisée peut apparâıtre ;

— les modèles avec imperfection initiale dépendent de cette dernière ;

— l’analyse linéaire de stabilité dépend d’un seuil.

On constate néanmoins que ces critères couplent une recherche de singularité avec

une condition de localisation ;

31



2.3. Analyse linéaire de stabilité

— le critère de Hora est un critère de striction diffuse couplé à la condition de locali-

sation formulée par Hill ;

— le modèle M-K (et les modèles hétérogènes) est une méthode d’introduction locale,

c’est à dire le long d’un plan, d’un défaut ;

— le modèle S-R est un modèle qui associe l’analyse de bifurcation de Hill avec un

plan local de singularité ;

— l’analyse linéaire de stabilité étudie la stabilité du flux de matière à travers un plan

de localisation.

Les études de Hora, Brunet et Ito montrent bien l’importance de la condition de local-

isation. Devant autant de modélisations diverses et variées, il est naturel de se demander

s’il existe une méthode rigoureusement correcte. A priori, seule la méthode qui permet

d’ajuster au mieux les résultats expérimentaux est correcte.

Dans la suite de ce chapitre, l’analyse linéaire de stabilité a été choisie afin d’étudier

l’apparition de striction localisée. En effet, cette analyse qui a déjà fait l’objet d’études

au LMARC [Boudeau 95] possède l’unique inconvénient d’être dépendante du seuil d’in-

stabilité. On proposera par la suite une méthode originale de détermination de ce seuil

de manière rigoureuse.

De nombreux efforts ont été effectués afin d’augmenter la précision des Courbes Lim-

ites de Formage calculées à l’aide des modélisations présentées dans ce chapitre. La plu-

part des travaux récents ont notamment porté sur la prise en compte de nouvelles lois de

comportement. Ces travaux sont bien évidemment dus à l’intérêt croissant de l’industrie

automobile pour l’utilisation de matériaux tels que l’aluminium ou les aciers à haute

limite d’élasticité qui présentent des caractéristiques différentes des aciers traditionnels.

2.3 Analyse linéaire de stabilité

Les travaux récents, traitant de la prédiction de striction localisée par une analyse

linéaire de stabilité, se sont attachés à étudier des équilibres avec un état de contraintes
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planes. On a rappellé précédemment que, dans le cas d’une analyse en bifurcation, cette

hypothèse influence le comportement du critère de prédiction de striction. On peut juste-

ment supposer que ce fait reste vrai dans le cas d’une analyse de stabilité. De plus, en vue

de l’utilisation de ce critère lors de simlulations de procédés d’emboutissage de tôles et

d’hydroformage de tubes, on va étendre les précédents résultats à des états de contraintes

et de déformations tridimensionnels, c’est-à-dire quelconques. Au-delà de l’augmentation

de la dimension du système d’équilibre à traiter, la prise en compte d’états tridimension-

nels autorise à redéfinir le plan d’instabilité. En effet, comme cela a été précisé, Ito et

al. [Ito 01] ont montré l’influence de nouveaux modes de bifurcation sur la prédiction de

striction. Le plan d’instabilité sera donc par la suite défini dans un espace tridimension-

nel au lieu de l’espace bidimensionnel usuel. Cela se traduit par la détermination de la

normal au plan d’instabilité en fonction de deux angles au lieu d’un seul.

Dans un premier temps, on s’attache à déterminer les équations définissant l’équilibre

que l’on perturbera dans la deuxième partie de cette section. La troisième partie présente

l’un des points les plus importants pour la détermination du critère de striction localisée

puisqu’elle indique comment on a choisi de définir le seuil d’instabilité de manière automa-

tique. Ceci autorise la construction de Courbes Limites de Formage théoriques d’après la

seule connaissance des paramètres de comportement matériel. Ces courbes sont utilisées

dans la cinquième partie afin de montrer l’influence de la modélisation tridimensionnelle

et de la modélisation du comportement matériel sur la prédiction de striction localisée.

Toutes ces études intéressent la caractérisation de la déformation critique d’un matériau

soumis à des efforts de traction. Mais, à notre connaissance il n’existe aucun résultat sur

l’apparition de striction localisée lors d’un procédé de flexion pure et plus particulièrement

sur les paramètres influents au cours d’un tel procédé. Cette étude concluera alors cette

partie sur la prédiction de striction localisée par analyse linéaire de stabilité.
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2.3.1 Définition de l’équilibre mécanique

Afin de pouvoir prédire l’apparition de striction localisée au cours des procédés d’em-

boutissage de tôles et d’hydroformage de flans, on va donc étendre les résultats existants

sur l’analyse linéaire de stabilité par la technique de perturbation à des états de con-

traintes et de déformations quelconques. L’expression matricielle des tenseurs des vitesses

de déformation D et des contraintes de Cauchy σ est alors la suivante

Tenseur des déformations :

D =




D11 D12 D13

D12 D22 D23

D13 D23 D33


 (2.32)

Tenseur des contraintes de Cauchy :

σ =




σ11 σ12 σ13

σ12 σ22 σ23

σ13 σ23 σ33


 (2.33)

Remarque 13 On a souligné dans la présentation des modélisations existantes l’impor-

tance de la théorie de comportement choisie. La théorie utilisée ici se rapproche de la

théorie de l’écoulement plastique.

Hypothèse 14 On considère ces grandeurs constantes dans l’épaisseur le long d’un plan

Γ défini par sa normale −→n et de longueur l (figure 2-10), c’est-à-dire que l’on néglige les

effets dus à la flexion.

Hypothèse 15 Les déformations élastiques sont négligées.

Hypothèse 16 Soit p la pression sur le plan de la plaque. En tout point de la surface

soumise à ce chargement, on a σ33 = −p. On suppose que cette condition reste vérifiée
en tout point de la plaque.
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Fig. 2-10: description du plan de striction (ou plan d’instabilité)

Les équations gouvernant l’équilibre local d’un point matériel sont données dans les

sous-sections suivantes.

Loi d’écrouissage

L’écrouissage d’un matériau entrâıne une résistance de plus en plus importante à

l’écoulement plastique. On simplifie le problème en considérant un matériau rigide plas-

tique (i.e. on ne considère pas les déformations élastiques). La loi d’écrouissage choisie

est une loi de Swift avec sensibilité à la vitesse de déformation :

σy = k (ε0 + εp)n
·

ε
m

(2.34)

Il est évident que d’autres lois d’écrouissage peuvent être choisies. Mais la dépendance

à la vitesse de déformation équivalente est nécessaire afin de développer l’analyse linéaire

de stabilité.

La théorie de l’écoulement : définitions de surfaces de charges

Soit φ la surface de charge définie par :

φ
"
σ, σy

#
= σ

"
σ
#
− σy (ε

p) = 0 (2.35)
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2.3. Analyse linéaire de stabilité

La loi de normalité permet de relier le tenseur des taux de déformation au tenseur

des contraintes par la relation :

Dp =
·

ε
p
=
·

λ
∂φ

∂σ
(2.36)

Le mutiplicateur plastique
·

λ est obtenu en utilisant la condition de consistance. Suiv-

ant le critère de charge utilisé, il est possible ou non de déterminer le multiplicateur

plastique de manière analytique.

Traditionnellement en mise en forme par déformations plastiques des tôles, le com-

portement du matériau est supposé orthotrope et la surface de charge utilisée est une

surface de type quadratique due à Hill en 1948 (ce modèle est référencé sous le nom de

Hill48) :

2φ2 = F (σ22 − σ33)
2 +G (σ33 − σ11)

2 +H (σ11 − σ22)
2 + 2Lσ223 + 2Mσ231 +Nσ

2
12 − σ2y (ε

p)

(2.37)

Cette expression de la fonction de charge permet d’identifier le multiplicateur plas-

tique
·

λ, et l’équation (2.36) devient :

Dp =
3

2

σ
·

ε
H : σ (2.38)

où H est le tenseur orthotrope de Hill. On exprime le tenseur des taux de déformations
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et des contraintes sous forme vectorielle selon la convention de Voigt, on obtient alors :




Dp
11

Dp
22

Dp
33

Dp
12

Dp
23

Dp
31




=
3

2

·

ε

σ




G+H −H −G 0 0 0

−H F +H −F 0 0 0

−G −F F +G 0 0 0

0 0 0 2L 0 0

0 0 0 0 2N 0

0 0 0 0 0 2M







σ11

σ22

σ33

σ12

σ23

σ31




(2.39)

Les composantes du tenseur d’orthotropie sont données en fonction des coefficients

de Lankford par :

F =
r0

r90 (1 + r0)
(2.40)

G = 1−H (2.41)

H =
r0

1 + r0
(2.42)

L = M = N =
(r0 + r90) (2r45 + 1)

2r90 (1 + r0)
(2.43)

La contrainte équivalente s’exprime dans le cas de la loi de Hill48 sous la forme :

σ2 = H : σ : σ (2.44)

Pour certains matériaux, la surface de charge n’est plus convexe, on ne peut alors

plus utiliser la loi de Hill48 qui est quadratique. De plus, la structure cristalline influence

la forme de la surface de charge, ce qui n’est pas considéré par la modélisation de Hill48.

De nouveaux critères quadratiques et/ou non-quadratiques, exprimés sous l’hypothèse de

contraintes planes, ont alors été introduits. On peut citer à titre d’exemple :
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2.3. Analyse linéaire de stabilité

— Hill93 :

2φ2 =
σ21
σ20
− c σ1σ2

σ0σ90
+

σ22
σ290

+

6
(p+ q)− pσ1 + qσ2

σb

7
σ1σ2
σ0σ90

− 1 (2.45)

— Banabic 2000 :

φ =

2
|mσ1 + nσ2|

2k + |pσ1 + qσ2|
2k + |rσ1 + sσ2|

2k
3 1

2k

2
1

2k

− σ (2.46)

Un aute problème apparâıt lorsque l’on souhaite considérer les structures de très faible

épaisseur (< 1 mm). Il faut alors prendre en compte les effets d’échelle. Pour cela, on

peut par exemple introduire le gradient des déformations dans la loi d’écrouissage et par

conséquent dans le critère de charge :

⁄σy = k (ε0 + εp)n
·

ε
m

+c qε (2.47)

φ
"
σ, ⁄σy

#
= σ

"
σ
#
− ⁄σy (εp,qε) = σ

"
σ
#
− σy (ε

p)− c qε = 0 (2.48)

Cette méthode a été utilisée par Mikkelsen pour contourner la dépendance au maillage

de la localisation des déformations.

Les équations d’équilibre

Les contraintes sont supposées constantes le long du plan d’instabilité Γ de longueur

l (voir l’hypothèse 14 et la figure 2-10). Par conséquent les composantes du tenseur de

contraintes doivent vérifier :

div
"
lσ
#
= 0 (2.49)
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Les équations de compatibilités

Les taux de déformations vérifient les équations de compatibilité suivantes :

rot(rot(D)) = 0 (2.50)

L’équation d’incompressibilité

Le matériau est supposé rigide plastique, les taux de déformations doivent vérifier

l’équation d’incompressibilité suivante :

trace(D) = 0 (2.51)

Récapitulatif

Pour un matériau dont le comportement est modélisé par une loi de Hill48, l’équilibre

est défini par le système d’équations (2.34, 2.39, 2.44, 2.49, 2.50, 2.51). Ce système est

non-linéaire, on le note :

A(U) = 0 (2.52)

où U =
2
σ11 σ22 σ33 σ12 σ23 σ31 σ D11 D22 D33 D12 D23 D31

·

ε
3T

représente l’ensemble des variables locales et A (.) est un opérateur non-linéaire.

2.3.2 Perturbation de l’équilibre

Principe

Ainsi que cela a été précisé précédemment, il existe plusieurs définitions de la stabilité.

On se propose ici de rechercher la stabilité asymptotique selon Lyapounov de l’équilibre

donné par (2.52).

Pour définir une condition nécessaire de stabilité, on se propose d’introduire un per-
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2.3. Analyse linéaire de stabilité

turbation δU = δU0 f (x, t) avec δU0 l’amplitude de la perturbation et f(x, t) une fonction

comprenant les parties spatiale et temporelle de la perturbation. La solution perturbée

de l’équilibre (2.52) vérifie :

A (U0 + δU) = 0 (2.53)

Hypothèse 17 L’amplitude des perturbations est supposée suffisamment petite pour pou-

voir négliger les perturbations du second ordre.

Ainsi le système non-linéaire perturbé (2.53) devient :

A (U0) +MδU0 = 0 (2.54)

avec M une matrice qui dépend des variable locales à l’équilibre U0 mais également

des paramètres en espace −→n et en temps η de la perturbation.

En utilisant le fait que U0 vérifie (2.52), on obtient alors l’équation d’instabilité suiv-

ante :

MδU0 = 0 (2.55)

Cette égalité est vérifiée pour tout δU0 X= 0 si et seulement si det(M) = 0. Si δU0 ≡ 0
cela revient à dire que l’équilibre n’a pas été perturbé.

Définition de la fonction de perturbation

Il convient désormais de définir la fonction d’instabilité f (x, t). Cette fonction est

choisie dans l’espace des complexes. Elle est définie par :

f (−→x , t) = eηteiξ−→x .−→n (2.56)

où η ∈ C, ξ ∈ R et −→n est la normale au plan d’instabilité Γ recherché (figure 2-
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11). On définit cette normale à l’aide de deux angles ψ et ϕ de la manière suivante :

−→n =




sinϕ cosψ

sinϕ sinψ

cosϕ


.

Fig. 2-11: description du plan de striction (ou plan d’instabilité)

Recherche du plan d’instabilité

On utilise la définition de la fonction de perturbation (2.56) pour perturber l’équilibre

(2.52). Dans ce cas, la matrice M de l’équation d’instabilité (2.55) est dépendante des

angles ψ, ϕ définissant le plan d’instabilité et du paramètre temporel η. Du fait que

l’amplitude de la perturbation doit être non-nulle, on a vu que l’équation (2.55) se ramène

à :

det (M (ψ,ϕ, η, U0)) = 0 (2.57)

Remarque 18 Par rapport à l’analyse usuelle en contraintes planes, la prise en compte

de tenseurs pleins augmente la dimension de la matrice M dont on cherche la singularité.

De plus, par analyse tridimensionnelle, on entend la considération de nouveaux modes

d’instabilité. Ceci se traduit par la redéfinition du plan d’instabilité qui se trouve cette

fois-ci déterminé par deux angles au lieu d’un seul. On augmente donc le nombre de plans

d’instabilité probables.
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2.3. Analyse linéaire de stabilité

On peut montrer que dans le cas où l’équilibre est donné par (2.52), avec des tenseurs

de contraintes et de taux de déformations de la forme (2.33), (2.32), l’équation (2.57)

peut s’écrire comme un polynôme en η :

T (η) = η2
"
Aη2 +Bη + C

#
= 0 (2.58)

où les coefficients A, B, C dépendent de U0, ψ, ϕ.

Ce polynôme admet au plus deux racines que l’on note :

η+ = max
"
η /Aη2 +Bη + C = 0

#

η− = min
"
η /Aη2 +Bη + C = 0

#

Remarque 19 Il est intéressant de noter que l’on se ramène à nouveau à la résolution

d’un polynôme du second ordre en η. Cela était déjà le cas pour l’analyse en contraintes

planes (voir [Boudeau 95]). Simplement, l’augmentation de la dimension du problème

entrâıne une solution double η = 0 alors que celle-ci était simple dans l’analyse en con-

traintes planes.

Remarque 20 Les coefficents A, B et C dépendent de U0, ψ, ϕ. Par conséquent, pour

évaluer le paramètre d’instabilité η, on devoir rechercher l’ensemble des plans de striction

probables en variant les angles ψ, ϕ alors que le balayage de l’espace avec un seul angle

était effectué lors de l’analyse bidimensionnelle. C’est en ce sens que l’on augmente le

nombre de modes d’instabilité.

La résolution de (2.58) permet d’obtenir les différentes racines η du polynôme T . En

utilisant la fonction f définie par (2.56) pour perturber l’équilibre initial, on constate

rapidement que :

δU = δU0f (x, t)
t→+∞→ ∞ lorsque Re (η) > 0 (2.59)

δU = δU0f (x, t)
t→+∞→ 0 lorsque Re (η) < 0 (2.60)
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L’équilibre (2.52) est asymptotiquement instable et donc instable si Re (η) > 0.

Ainsi que cela a été précisé précédemment, ce critère d’instabilité, appelé critère

d’instabilité absolue, n’est pas généralement équivalent à un critère de localisation des

déformations. En effet, l’utilisation d’un tel critère peut conduire aussi bien à une détection

de striction diffuse que localisée. Ainsi le critère généralement utilisé pour prédire le

phénomène de striction localisée est le critère d’instabilité effective [Dudzinski 90] :

Re (η) > e (2.61)

où e est le seuil d’instabilité.

2.3.3 Détermination du seuil et condition de localisation

L’un des problèmes majeurs de l’analyse linéaire de stabilité consiste en la détermination

du passage de l’instabilité absolue à l’instabilité effective. En effet, cette méthode sem-

ble peu utilisable lors de la simulation numérique d’un procédé de mise en forme sans

la connaissance a priori du seuil d’instabilité e. On ne trouve dans la littérature que

peu de méthodes permettant de définir ce seuil. Toutefois, ainsi que cela est mentionné

dans [Molinari 85] et [Hanus 99], pour que l’analyse linéaire de stabilité soit valide, il

faut que la perturbation évolue plus vite que la solution homogène instationnaire. D’un

point de vue analytique, comme l’on s’intéresse à la localisation des déformations, le

critère d’instabilité va être défini par le rapport entre la vitesse d’évolution de l’insta-

bilité représentée par le paramètre η̇ et la vitesse de déformation
·

ε. On suppose que la

vitesse d’évolution de l’instabilité est reliée à la vitesse de déformation équivalente par :

η̇ = B (t)
·

ε (2.62)
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où B (t) est une fonction du temps. La condition nécessaire de striction localisée devient

alors :

Re (η) > 0 et B (t) > 1 (2.63)

soit encoreRe (η) > 0 et

·

η
·

ε
> 1 (2.64)

Nous verrons par la suite que cette condition est utilisée pour déterminer le seuil

d’instabilité de manière automatique dans le cas de la construction de Courbes Limites

de Formage.

De plus, dans le cas de simulation numérique de procédés de mise en forme par la

méthode des éléments finis, cette condition sera utilisée pour définir la stabilité de l’état

d’équilibre indépendamment du seuil d’instabilité.

2.4 Applications de l’analyse linéaire de stabilité

Les premiers travaux sur la formabilité des matériaux ont été expérimentaux [Col 00].

Il était alors proposé de déterminer les déformations critiques (avant rupture) par la

construction de Courbes Limites de Formage. Si ces courbes sont d’une grande utilité

dans le cas d’un processus de déformation impliquant un chemin de déformation constant,

il a été montré que les Courbes Limites de Formage dépendent du chemin de déformation

[Barata Da Rocha 84b], [Boudeau 95], ...

2.4.1 Construction de Courbes Limites de Formage

On souhaite construire les Courbes Limites de Formage associées à un matériau

déterminé par les paramètres de sa loi d’écrouissage et par ses coefficients d’anisotropie.

Pour cela, on calcule pour différents chemins de déformation, les déformations critiques

εc1, ε
c
2. Ces déformations critiques sont définies d’après le paramètre d’instabilité η et le

seuil d’instabilité e.
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Approximation des grandeurs mécaniques

Pour des raisons de simplifications évidentes, on se place dans les repères principaux

des déformations et des contraintes.

Par la suite, étant donné que seule la valeur maximale du seuil nous intéresse, on ne

regarde plus que la racine notée précédemment η+ et on notera η à la place de η+.

Connaissant les paramètres de comportement matériel de la loi d’écrouissage n, k,

m, ε0, le chemin de déformation ρ, le taux de déformation effectif
·

ε , l’incrément de

déformation ∆ε1, les grandeurs représentatives de l’équilibre mécanique local sont cal-

culées à l’aide de l’algorithme présenté dans la figure 2-12. Ainsi pour un chemin de

déformation et un incrément de déformation donnés, le paramètre de striction localisé η

est évalué.

Détermination du seuil

La figure (2-13) représente l’évolution du paramètre de striction η en fonction de la

déformation plastique longitudinale ε1 pour différents chemins de déformation.

On constate sur cette figure que les courbes η (ε1) se coupent pour deux chemins de

déformation différents. Ainsi, pour η = η∗ fixé, l’allure de la Courbe Limite de Formage

ε1 (ε2) est fonction de la position de η
∗ par rapport au point d’intersection des deux

courbes. On constate également que la valeur du paramètre de striction η reste très

proche de l’origine jusqu’à une valeur de déformation critique εc1. Cette déformation

critique εc1 semble dépendante du chemin de déformation choisi. Pour un chemin de

déformation fixé et pour des valeurs de déformations ε1 > εc1, on observe alors de forts

accroissements du paramètre d’instabilité η. On peut approcher le rapport

·

η
·

ε
par

·

η
·

ε
I dη

dε
,

on estime alors qu’il y a instabilité et donc apparition de striction localisée lorsque :

η > 0 (2.65)

et
dη

dε
> 1 (2.66)
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Fig. 2-12: algorithme de calcul des grandeurs mécaniques
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Fig. 2-13: Évolution du paramètre d’instabilité η, en fonction de la déformation longi-
tudinale ε1 pour différents chemins de déformation

L’équation (2.65) détermine l’instabilité de l’équilibre tandis que l’équation (2.66)

assure la localisation de l’instabilité.

On illustre la discussion en se plaçant à ρ = ε2
ε1
= 0. Dans ce cas, en utilisant la loi

d’incompressibilité, on obtient ε = ε1 (avec ε1 > 0), on constate alors que les relations

2.65 et 2.66 sont vérifiées pour ε1 I n. On retrouve ainsi la valeur de la déformation

critique en traction uniaxiale [Zhu 98].

Ce critère de striction localisée permet alors de définir la valeur du seuil déterminant

l’instabilité effective. On constate, sur la figure 2-14, que l’exposant d’écrouissage n influ-

ence le seuil d’instabilité effective et également la formabilité des matériaux. Le comporte-

ment obtenu sur la figure 2-14 est en accord avec les résultats obtenus par [Jalinier 81]

et reportés dans [Col 00].

En effet, dans le domaine de l’expansion (ρ > 0), on observe bien une décroissance (re-

spectivement une croissance) de la courbe de formabilité pour une valeur de n supérieure

à 0.33 (respectivement inférieure à 0.33). De ce point de vue, les courbes théoriques con-
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Fig. 2-14: Influence de l’exposant d’écrouissage n sur la prédiction de formabilité

struites à partir de la condition nécessaire de striction composée des inégalités 2.65 et

2.66 semblent en accord avec l’expérience. De plus, le seuil déterminé de manière au-

tomatique est différent suivant la valeur du coefficient n mais il reste de l’ordre de 10−2.

Cet ordre de grandeur était déjà observé dans le cas bidimensionnel. Enfin, on a souhaité

montrer l’influence du seuil sur la prédiction de formabilité. Pour cela, on a varié la

valeur du seuil lors de la construction de Courbes Limites de Formage pour un coeffi-

cient n = 0.118 (figure 2-14). On remarque alors que pour une valeur de seuil fortement

inférieure (seuil=1.03E-02) au seuil détecté de manière automatique (seuil=1.97E-02), la

forme obtenue dans le domaine de l’expansion ne correspond pas à ce que l’on pourrait

obtenir expérimentalement.

Applications des Courbes Limites de Formage

Comparaison des modèles 2D/3D La figure 2-15 représente la construction de

Courbes Limites de Formage avec ou sans prise en compte de l’hypothèse de contraintes

planes pour l’analyse linéaire de stabilité. On parle alors de critère de striction localisée
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2D et 3D. Afin de comparer ces deux critères, on impose σ33 = P = 0 pour l’état

homogène (c’est-à-dire avant perturbation) lors de l’utilisation de l’analyse 3D.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9
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epsilon_min
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3D, P=0

Fig. 2-15: Comparaison entre des Courbes Limites de Formage construites d’après l’anal-
yse linéaire de stabilité sous hypothèse de contraintes planes (2D) ou sans hypothèses sur
la forme du tenseur des contraintes (3D) mais avec σ33 = 0.

L’exposant d’écrouissage est choisi égal à 0.29. D’après l’observation effectuée dans la

partie précédente, on doit donc s’attendre à avoir une Courbe Limite de Formage aplatie

dans le domaine de l’expansion. Or, lorsque l’état de contraintes planes est supposé,

on constate dans le domaine de l’expansion (partie droite de la courbe notée 2D sur la

figure 2-15) que la courbe Limite de Formage est croissante, tendant vers une déformation

critique très importante (d’environ 80%) pour des déformations équibiaxées. On en déduit

bien évidemment que la formabilité est surestimée dans le domaine de l’expansion par le

critère 2D de striction localisée. La prise en compte de nouveaux modes de striction par

l’analyse 3D diminue alors la formabilité prédite, on obtient alors la tendance espérée

dans le domaine de l’expansion avec le critère de striction localisée 3D, à savoir une

courbe presque aplatie.

La prise en compte de nouveaux modes de striction alliée avec la perturbation de

toutes les composantes des tenseurs de vitesses de déformation et de contraintes améliore

donc le modèle initial (c’est-à-dire avec hypothèse de contraintes planes) de prédiction

de striction localisée et semble plus en accord avec la réalité.
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Influence de la loi de comportement Traditionnellement en mise en forme des

matériaux, la loi la plus couramment utilisée pour les matériaux à comportement or-

thotrope est la loi de Hill48. Cette loi imposait la relation entre la contrainte limite en

traction uniaxée et la contrainte limite en traction biaxée en fonction du coefficient de

Lankford. Cette relation entrâıne que la contrainte limite en traction biaxée est inférieure

à la contrainte limite en traction uniaxée pour des matériaux tels que l’aluminium. Or

il a été montré expérimentalement que l’inverse se produit [Woodthrope 70]. Il s’avère

alors que la loi de Hill48 n’est plus à même de modéliser correctement le comporte-

ment du matériau. Ainsi de nouveaux critères de plasticité ont été introduits [Gotoh 77],

[Barlat 91], [Hill 93], [Karafillis 93], [Banabic 99],...

Une étude a été réalisée au sein du LMARC sur la prédiction d’instabilité pour un

critère de charge de Banabic [Lestriez 00]. Ce critère, basé sur les travaux d’Hosford,

permet de différencier les matériaux en fonction de leur nature cristalline (Cubique

Faces Centrées ou Cubique Centré). En effet, la nature cristalline est considérée par

un paramètre k qui vaut 3 pour les matériaux Cubiques Centrés et 4 pour les matériaux

Cubique Faces Centrées. Il a été montré que pour les chemins de déformation proches

de −0.5 et 0.5, la courbe de prédiction de formabilité ε (ρ) pour un aluminium est sous-

estimée lorsque le comportement est modélisé par une loi de Hill48 (figure 2-16).

Parmi les critères de charge les plus utilisés pour la modélisation du comportement

des aluminiums se trouve le modèle non-quadratique Hill93. Ce critère nécessite l’identi-

fication par des tests de traction uniaxée et biaxée de cinq paramètres indépendants. Il

a été introduit afin de modéliser le comportement d’un grand nombre de matériaux et

notamment les matériaux de type aluminium et les aciers à forte limite d’élasticité. Il est

montré dans [Xu 98b] que la prédiction de formabilité par les méthodes de Marciniak&

Kuczynski et Stören&Rice dans le cas de la loi de Hill48 est surestimée par rapport à

une prédiction couplée à la loi Hill93. L’application, non-validée à l’heure actuelle, de

l’analyse linéaire de stabilité à cette loi de comportement est donnée en Annexe B.
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Fig. 2-16: Prédiction de striction localisée pour le critère de Hill48 et le critère de Banabic
dans le cas d’un matériau Cubique Faces Centrées

Prise en compte de l’endommagement Il ne s’agit pas ici de rentrer dans les détails

des modèles d’endommagement ductile mais de montrer l’influence de la prise en compte

de l’un de ces modèles sur la formabilité des matériaux.

Le couplage entre l’endommagement ductile et l’analyse linéaire de stabilité a déjà

été appliqué par le passé au modèle d’endommagement proposé par Gelin et Predeleanu

[Boudeau 01b]. Traditionnellement, les modèles d’endommagement les plus utilisés en

mise en forme sont les modèles de Gurson et de Lemaitre. Des travaux récents dans

l’équipe Mise en Forme au LMARC portent sur la décroissance du module d’Young.

Le modèle d’endommagement choisi pour ces travaux est par conséquent le modèle de

Lemaitre. On se contentera ici de réaliser le couplage entre l’analyse linéaire de stabilité

et le modèle d’endommagement ductile de Lemaitre [Lemaitre 85]. Ce nouveau critère

permet ainsi de prédire la limite de fracture du matériau lors d’un procédé de mise en

forme.

Hypothèse 21 Pour des raisons de simplicité, on se place sous l’hypothèse des con-

traintes planes. L’extension au cas tridimensionnel est facilement réalisable moyennant

un coût de calcul supplémentaire.

Hypothèse 22 Le matériau est supposé orthotrope. Le comportement du matériau est
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modélisé par le critère de Hill48.

Hypothèse 23 On travaille sous les hypothèses d’endommagement isotrope et d’écrouissage

isotrope.

Le modèle de Lemaitre induit peu de changements dans la définition de l’équilibre

mécanique d’après le principe d’équivalence en déformations :

Citation 24 ”Tout comportement à la déformation, unidimensionnel ou tridimension-

nel, d’un matériau endommagé est traduit par les lois de comportement du matériau

vierge dans lesquelles on remplace la contrainte usuelle par la contrainte effective” .

Notation 25 Soit d la variable d’endommagement,
·

d la vitesse d’évolution de l’endom-

magement et Y la variable d’endommagement associée.

Dans le cas de l’endommagement isotrope, le tenseur des contraintes effectives est

relié au tenseur des contraintes du matériau vierge par :

⁄σ = σ

1− d (2.67)

Ainsi dans le cas d’un matériau orthotrope obéissant au critère de Hill48, la loi de

comportement du matériau endommagé s’exprime par :

Dp =
3

2

1

1− d

·

ε

σ
H : σ (2.68)

où H est le tenseur d’orthotropie de Hill.

D’après le principe d’équivalence en déformations, la contrainte équivalente se résume

à :

σ =
1

|1− d|
√
σ : H : σ (2.69)
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Il reste à définir les variables liées à l’endommagement :

Y = − σ

2 (1− d)2E

B
2

3
(1 + ν) +

1− 2ν
3

4
trace (σ)

σ

52C
(2.70)

d =

¦ T

0

·

d dt (2.71)

·

d =

4
−Y
a0

5s0
·

ε (2.72)

où a0 et s0 sont des paramètres de comportement matériel à identifier expérimentalement.

Cependant, suite à l’étude de Rice et Tracey sur la croissance d’un vide sphérique, l’ap-

proximation s0 I 1 est satisfaisante pour les matériaux métalliques [Habraken 01].

Notation 26 ν est le coefficient de Poisson et E est le module d’Young.

Pour l’analyse de stabilité, les équations (2.34, 2.49, 2.50, 2.51) restent inchangées.

L’équilibre local est donc désormais défini par les équations (2.34, 2.49, 2.50, 2.51, 2.68,

2.69, 2.70, 2.71, 2.72).

La fonction de perturbation reste inchangée et définie par (2.56).

En perturbant l’équation (2.71), on trouve alors l’équation suivante :

η δd0 e
ηt = δ

·

d0
"
eηT − 1

#
(2.73)

En faisant tendre la variable de temps t à l’infini, on montre que cette équation conduit

à :

δd0 = 0 (2.74)

Le système perturbé linéarisé obtenu est donc un système (11× 11) dépendant des

perturbations de la vitesse d’endommagement δ
·

d et de la variable d’endommagement
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δY :

M
2
ψ,ϕ, η, ⁄U0

3
δ ⁄U0 = 0 (2.75)

où ⁄U0 représente l’ensemble des variables locales incluant la prise en compte de l’endom-
magement.

On cherche alors à résoudre :

detM
2
ψ,ϕ, η, ⁄U0

3
= 0 (2.76)

On montre aisément en Annexe C que la solution de (2.76) ne fait pas intervenir

explicitement la variable associée Y0 ni la vitesse d’endommagement
·

d0 du système ho-

mogène. Elles n’interviennent que pour le calcul de d0. Ainsi l’équation à résoudre est

quasiment la même que dans le cas d’un matériau vierge. Il suffit juste de remplacer

la contrainte par la contrainte effective. Ainsi on retrouve le principe d’équivalence en

déformations. On résout donc :

detƒM (ψ,ϕ, η, U0, d0) = 0 (2.77)

où ƒM est une matrice (9× 9) et où U0 représente les variables locales correspondant

à un matériau vierge.

Il convient désormais de calculer les grandeurs mécaniques. Il faut calculer en plus des

variables locales d’un matériau vierge
2
σ, σ, εp, εp,Dp,

·

ε
3
, les variables liées à l’endom-

magement
2
Y, d,

·

d
3
. L’algorithme de calcul de ces grandeurs est une version modifiée de

l’algorithme 2-12.

Connaissant les variables locales du matériau vierge et liées à l’endommagement, on

peut alors construire des Courbes Limites de Formage. Sur la figure 2-17, on constate

l’effet de l’endommagement sur la prédiction de formabilité sous hypothèse de contraintes

planes. On constate que la forme de la courbe obtenue dans le domaine de l’expansion est
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améliorée. Cependant, la déformation critique est diminuée. En effet, les Courbes Limites

de Formage ont été construites pour un exposant de la loi d’écrouissage n égal à 0.29. Or

en traction uniaxiale, la déformation critique prédite vaut 0.25 soit inférieure à la valeur

de n et donc aux résultats de Hill.
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epsilon_min

2D sans endommagement

2D avec endommagement

Fig. 2-17: Influence de la prise en compte de l’endommagement sur les Courbes Limites
de Formag théoriques

2.4.2 Recherche d’instabilité dans le cas de la flexion d’une

bande large

L’équilibre considéré dans les parties précédentes pour la construction de Courbes

Limites de Formage modélise une plaque soumise à des efforts de traction. Cependant,

en emboutissage de tôles ou hydroformage de tubes, cet équilibre ne concerne qu’une

partie infime de la pièce déformée. De plus, en hydroformage de tubes, on réalise parfois

des opérations de préformage consistant à déformer le tube par un effort de flexion. On

peut s’interroger légitimement sur l’influence de tels efforts sur l’apparition de striction

localisée. Le peu de travaux analytiques de striction localisée sur une pièce soumise à un
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effort de flexion conduit donc à une première étude simplifiée. On s’attache à caractériser

l’apparition de striction localisée sur une plaque large soumise à un simple effort de

flexion.

Rappel de l’équilibre en flexion

Hypothèse 27 On travaille avec un rayon de courbure suffisamment grand par rapport

à l’épaisseur (5 à 6 fois plus grand). De plus on ne s’intéresse ici qu’à un procédé de

flexion pure.

Hypothèse 28 On utilise la théorie des plaques.

Hypothèse 29 Le matériau est soumis à un effort en flexion tel que le matériau est

élastique pour tout z ∈
$
− s
2
, s
2

%
et il est plastique pour tout z ∈

$
−h
2
,− s

2

$
∪
%
s
2
, h
2

%

Hypothèse 30 La forme des tenseurs des contraintes, des déformations et des taux de

déformations sont les suivantes :

σ =




σxx 0 0

0 σyy 0

0 0 0


 , ε =




εxx 0 0

0 0 0

0 0 εzz


 , D =




Dxx 0 0

0 0 0

0 0 Dzz




L’équilibre d’une plaque est donné par :
−−−→
div M −−→Q + (−→m ∧−→z ) = nO

div nQ+ p = 0

avec

— M est le tenseur des moments :

Mxx =

¦ h/2

−h/2
zσxxdz (2.78)

Myy =

¦ h/2

−h/2
zσyydz (2.79)

Mxy =

¦ h/2

−h/2
zσxydz (2.80)
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— nQ est le vecteur des efforts tranchants généralisés :

Qx =

¦ h/2

−h/2
σxzdz (2.81)

Qy =

¦ h/2

−h/2
σyzdz (2.82)

— p représente la densité d’effort surfacique s’exerçant perpendiculairement au plan

de la plaque,

— nm est la densité surfacique des moments s’exerçant dans le plan de la plaque,

— nz est le vecteur direction dans l’épaisseur de la plaque.

En isotropie tranverse, l’état de flexion est donné par [Joannic 98] :

σyy =
r

1 + r
σxx (2.83)

où r = dεyy
dεxx

( r = 1 dans le cas isotrope).

La déformation équivalente et la contrainte équivalente sont définies par :

ε =
1 + r√
1 + 2r

4
ε2xx + ε2yy +

4
2r

1 + r

5
εxxεyy

51/2
(2.84)

σ =

4
σ2xx + σ2yy −

4
2r

1 + r

5
σxxσyy

51/2
(2.85)

En utilisant (2.83) dans (2.85), on obtient alors l’expression suivante pour la contrainte

équivalente :

σ = |σxx|
(1 + 2r)1/2

1 + r
(2.86)

De plus, on suppose que la matériau obéit à une loi d’écrouissage de Hollomon avec

dépendance à la vitesse de déformation :

σ = Kεn
·

ε
m

(2.87)
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Remarque 31 On considère une dépendance à la vitesse de déformation pour des raisons

calculatoires lors de la recherche d’instabilité. Pour la définition de l’équilibre en flexion

on impose m = 0.

En imposant εyy = 0, la contrainte équivalente devient :

ε =
1 + r√
1 + 2r

|εxx| (2.88)

Les équations (2.86), (2.87) (avec m = 0), (2.88) entrâınent :

|σxx| = K

4
1 + r√
1 + 2r

5n+1
|εxx|

n (2.89)

On souhaite exprimer les moments :

¦ h/2

−h/2
σxxz dz =

¦ −s/2

−h/2
σxxz dz+

¦ s/2

−s/2
σxxz dz+

¦ h/2

s/2

σxxz dz

avec

¦ −s/2

−h/2
σxxz dz =

¦ −s/2

−h/2
sgn (σxx)K

4
1 + r√
1 + 2r

5n+1
|εxx|

n z dz (2.90)

¦ s/2

−s/2
σxxz dz =

¦ s/2

−s/2

E

1− ν2
εxxz dz (2.91)

¦ h/2

s/2

σxxz dz =

¦ h/2

s/2

sgn (σxx)K

4
1 + r√
1 + 2r

5n+1
|εxx|

n z dz (2.92)

La déformation axiale peut être approchée par :

εxx I
z

R
(2.93)

où R est le rayon de courbure.
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Chapitre 2. À la recherche de la striction localisée

De plus, on sait que sgn (σxx) = sgn (εxx) = sgn(z). Et on a εxx (z = s) =
s
R
= ε0 ⇒

s = Rε0. On en déduit alors :

Mxx =
K

Rn

4
1 + r√
1 + 2r

5n+1
1

n+ 2

1

2n+1
"
hn+2 −Rn+2εn+20

#
+

E

1− v2
R2ε30
12

(2.94)

Myy =
r

1 + r
Mxx (2.95)

Équations d’équilibre

On impose σxy = 0. L’équilibre local est donné par :

−−−→
div M =

−→
Q (2.96)

div nQ = 0 (2.97)

ou encore dans notre cas :

−−−→
div M = 0 (2.98)

div
−−−→
div M = 0 (2.99)

Le taux de déformation Dxx est relié à la contrainte σxx par la relation :

Dxx =
1 + 2r

(1 + r)2

·

ε

σ
σxx (2.100)

De plus, les taux de déformations doivent vérifier les équations de compatibilité :

Dxx,zz +Dzz,xx = 2Dxz,xz (2.101)
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Perturbation

Les variables à perturber sont R, h et les variables locales de l’équilibre. La fonction

de perturbation f (x, t) est la même que dans la partie 2.3.2, à savoir :

f (−→x , t) = eηteiξ−→x .−→n (2.102)

où η ∈ C, ξ ∈ R et −→n =




sinϕ cosψ

sinϕ sinψ

cosϕ


. On en déduit donc :

f(x, t),x =
∂

∂x

"
eηteiξ

−→x .−→n # = sinϕ cosψf(x, t) (2.103)

f(x, t),y =
∂

∂y

"
eηteiξ

−→x .−→n # = sinϕ sinψf(x, t) (2.104)

f(x, t),xx =
∂2

∂x2
"
eηteiξ

−→x .−→n # = (sinϕ cosψ)2 f(x, t) (2.105)

f(x, t),zz =
∂2

∂z2
"
eηteiξ

−→x .−→n # = cos2 ϕ f(x, t) (2.106)

Après perturbation et linéarisation, les équations 2.86, 2.87, 2.93, 2.100, 2.101 s’écrivent :

σxx
1 + 2r

(1 + r)2
δσ0xx − σ̄ δσ̄0 = 0 (2.107a)

−ηδσ̄0 +
B
nσ̄

ε̄
+ η

mσ̄
·

ε

C
δ
.
ε̄
0
= 0 (2.107b)

R2δD0
xx + zηδR

0 = 0 (2.107c)

1 + 2r

(1 + r)2
.
ε̄ δσ0xx −Dxxδσ̄0 − σ̄ δD0

xx +
1 + 2r

(1 + r)2
σxxδ

.
ε̄
0
= 0 (2.107d)

cos2 ϕδD0
xx + (sinϕ cosψ)

2 δD0
zz = 0 (2.107e)

On remarque que pour la perturbation de l’équation de compatibilité 2.101, on néglige

la perturbation δDxz. De plus, de par la forme de cette équation, on exclut le couple
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d’angles (ϕ,ψ) = (π/2,π/2) des couples définissant le plan d’instabilité.

On s’intéresse désormais à la perturbation de l’équation de définition des moments

suivant x 2.94 :

M0
xx+δMxx =

K

(R0 + δR)n

4
1 + r√
1 + 2r

5n+1 1

n+ 2

1

2n+1

2"
h0 + δh

#n+2 −
"
R0 + δR

#n+2
εn+20

3

+
E

1− v2
(R0 + δR)

2
ε30

12
(2.108)

Cela peut se réécrire :

− δM0
xx +K

4
1 + r√
1 + 2r

5n+1
1

2n+1
(h0)

n+1

(R0)n
δh0 +

B
− nK

n+ 2

1

2n+1

4
1 + r√
1 + 2r

5n+1 (h0)n+2

(R0)n+1
+

E

1− v2
ε30
6
R0 −K

4
1 + r√
1 + 2r

5n+1 1

n+ 2

R0

2n
εn+20

C
δR0 = 0 (2.109)

On simplifie cette écriture en la remplaçant par :

−δM0
xx +K1δh

0 +K2δR
0 = 0 (2.110)

avec

— K1 = K
2

1+r√
1+2r

3n+1
1

2n+1
(h0)

n+1

(R0)n

— K2 = −
nK

n+ 2

1

2n+1

2
1+r√
1+2r

3n+1 (h0)n+2

(R0)n+1
+ E

1−v2
ε30
6
R0 −K

2
1+r√
1+2r

3n+1 1

n+ 2
R0

2n
εn+20

La perturbation des moments suivant y 2.95 s’obtient rapidement :

M0
yy + δMyy =

r

1 + r

"
M0
xx + δMxx

#
(2.111)
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Soit encore :

δM0
yy =

r

1 + r
δM0

xx (2.112)

On perturbe cette fois les équations 2.98 et 2.99 :

−−−−−−−−−−−−−−−−→
div

"
M0 + δM0f(x, t)

#
= 0 (2.113)

div
−−−−−−−−−−−−−−−−→
div

"
M0 + δM0f(x, t)

#
= 0 (2.114)

Comme M0 est solution de 2.98 et 2.99, on a :

−−−−−−−−−−−→
div

"
δM0f(x, t)

#
= 0 (2.115)

div
−−−−−−−−−−−→
div

"
δM0f(x, t)

#
= 0 (2.116)

Ce qui peut encore s’écrire :

δM0
xxf(x, t),x = 0 (2.117)

δM0
yyf(x, t),y = 0 (2.118)

δM0
xxf(x, t),xx + δM0

yyf(x, t),yy = 0 (2.119)

En utilisant la définition de la fonction de perturbation, on obtient :

sinϕ cosψ δM0
xx = 0 (2.120)

sinϕ sinψ δM0
yy = 0 (2.121)

sin2 ϕ
"
cos2 ψδM0

xx + sin
2 ψδM0

yy

#
= 0 (2.122)

L’équation (2.122) est linéairement dépendante des équations (2.120) et (2.121). De plus,
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en utilisant (2.112), l’équation (2.121) devient :

r

1 + r
sinϕ sinψ δM0

xx = 0 (2.123)

On utilise le fait que :

δD0
xx = ηδε0xx (2.124)

δ
·

ε
0

= ηδε0 (2.125)

hδD0
zz = ηδh0 (2.126)

D’après les équations 2.107, 2.110 et 2.123 le système perturbé et linéarisé s’écrit :




σxx
1+2r
(1+r)2

−σ̄ 0 0 0 0 0

0 −η 0 nσ̄
ε̄
+ ηmσ̄

·

ε
0 0 0

0 0 R2 0 0 ηz 0

1+2r
(1+r)2

·

ε −Dxx −σ̄ 1+2r
(1+r)2

σxx 0 0 0

0 0 cos2 ϕ 0 (sinϕ cosψ)2 0 0

0 0 0 0 hK1 ηK2 −η
0 0 0 0 0 0 r

1+r
sinϕ sinψ







δσ0xx

δσ0

δD0
xx

δ
·

ε
0

δD0
zz

δR0

δM0
xx




=
−→
0

(2.127)

Avec

— K1 = K
2

1+r√
1+2r

3n+1
1
n+2

1
2n+1

(h0)
n+1
,

— K2 = −M0
xx −K

2
1+r√
1+2r

3n+1
1
n+2

1
2n+1

(R0)
n+1

εn+20 + E
1−v2

R0ε3
0

12

En écrivant ce système sous la forme MδU0 = 0, on cherche η / det(M) = 0. Le
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déterminant de la matrice précédemment définie est donné par :

det(M) = −η
4
ησ2x

1 + 2r

(1 + r)2
−
4
nσ̄

ε̄
+ ηK

mσ̄
.
ε̄

52
σxDx − σ̄∗ .

ε̄
35 (1 + 2r) r

(1 + r)3
sinϕ sinψ detA111

(2.128)

où det (A111) = det




R2 0 z

cos2 ϕ (sinϕ cosψ)2 0

0 hK1 K2


 = R2 (sinϕ cosψ)2K2+ z cos

2 ϕhK1.

Remarque 32 On constate que le déterminant de la matrice M s’annule pour des cou-

ples d’angles (ϕ,ψ) appartenant à l’ensemble {(0,ψ) , (ϕ, 0) , (π/2,π/2)}. Si les deux pre-

miers couples ne correspondent pas à un plan d’instabilité cohérent physiquement, le

dernier couple est un plan d’instabilité probable. Dans ce cas précis, cela revient à con-

sidérer que l’on n’a pas perturbé l’équation de compatibilité 2.101.

On vérifie aisément que, pour m = 0 et pour des angles ϕ et ψ ∈ ]0; π/2[ quelconques,
la solution est donnée par :

η =
nσ (1 + r)2

2
σxxDxx − σ̄

·

ε
3

σ2xxε̄ (1 + 2r)
(2.129)

En utilisant 2.86 et 2.100, on constate que l’on a

2
σxxDxx − σ̄

·

ε
3
= 0 (2.130)

Il semble donc qu’il ne puisse y avoir apparition de striction lors de la flexion pure

d’une bande large.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les différentes modélisations de la striction localisée ont été présentées.

Si le doute subsite quant à la modélisation mathématique de la striction localisée en tant
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que bifurcation ou instabilité d’équilibre, la recherche d’instabilité du flux de matière par

une méthode de perturbation a été choisie. Cette modélisation semble en effet proche

de la réalité mécanique du phénomène de striction localisée. De plus, cette méthode

s’adapte aisément et rapidement aux différentes modélisations de l’équilibre mécanique.

La modélisation de cet équilibre sous hypothèse de contraintes planes omet de considérer

tous les modes d’instabilités possibles. Ainsi une recherche d’instabilité sous un état quel-

conque de contraintes et déformations est proposée. On dérive alors un critère d’instabilité

absolue. En observant l’évolution de l’instabilité par rapport à la vitesse de déformation

équivalente, ce critère se transforme alors en un critère d’instabilité effective autorisant

la construction automatique de Courbes Limites de Formage. On a ainsi pu montrer l’in-

fluence de la modélisation de comportement matériel sur la formabilité d’un matériau.

Mais la modélisation de la striction localisée telle qu’elle a été proposée se restreint à

un cas de plaque sous tension, ainsi les déformations de flexion ne sont pas considérées.

En l’absence de travaux sur ce sujet, on s’est concentré sur la recherche de striction lo-

calisée lors d’un procédé de flexion pure d’une bande large. Les résultats obtenus tendent

à prouver qu’il ne peut y avoir instabilité lors d’un tel procédé. Le plissement, qui peut

être associé à l’apparition de déformations de flexion, peut-il alors être modélisé par une

analyse linéaire de stabilité ? La modélisation de ce défaut fait l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Prédiction de l’apparition de plis

3.1 Introduction

Le terme de plis (ou plissement) correspond à l’apparition d’ondulations ou cloques

sur la pièce déformée lors de procédés de mise en forme. Il s’agit de défauts de forme dus

à une ou plusieurs contraintes de compression. Les plis peuvent survenir dans le domaine

élastique et dans le domaine plastique. En pratique, en mise en forme des matériaux,

les plis se forment le plus souvent lorsque la pièce se déforme dans le domaine plastique.

L’apparition de plis en emboutissage est observable très facilement à partir d’un simple

essai d’emboutissage d’une coupelle conique. Il est désormais bien connu que lors d’un tel

essai, l’effort serre-flan est un paramètre important pour réduire les plis qui se produisent

en régulant le flux de matière (voir par exemple [Cao 95]). Mais les plis en emboutissage

peuvent également apparâıtre sur le mur libre la pièce ; c’est-à-dire la partie de la pièce

qui n’est en contact ni avec le poinçon ni avec la matrice (figure 3-1). De tels plis ne se

résorbent pas toujours. Des plis peuvent également se former lors de la relaxation des

contraintes après retour élastique.

En hydroformage, deux défauts en compression peuvent apparâıtre (figure 3-2). Le

premier de ces défauts est le flambage de la structure qui se comporte alors comme une

poutre en compression. Ce défaut est visible lorsque la contrainte de compression axiale
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Fig. 3-1: Apparition de 11 vagues circonférencielles lors de l’emboutissage d’une coupelle
conique.

d’une partie du tube dépasse la rigidité du matériau. Il se forme pour de faibles niveaux de

déformation. Le deuxième défaut est le flambage du mur du tube. On retrouve quelques

fois ce phénomène dans la littérature sous la dénomination de plissement [Koç 02]. Si

les deux défauts sont dus à des contraintes de compression axiales trop élevées pour la

structure, ils se distinguent par la géomètrie sur laquelle on peut les observer. En effet,

le flambage apparâıt plutôt sur des tubes dont le rapport du diamètre sur l’épaisseur

est petit, tandis que le plissement apparâıt pour des structures minces relativement au

diamètre du tube.

Fig. 3-2: Défauts pouvant apparâıtre lors d’un procédé d’hydroformage de tubes d’après
[Koç 02]. (a) flambage du mur du tube : plissement, (b) flambage global, (c) éclatement

Le plissement/flambage est donc présent aussi bien lors de procédés d’emboutissage

que d’hydroformage. Bien que la géométrie de la pièce intervenant dans ces deux procédés
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diffère, la cause mécanique reste la même. Malheureusement, comme pour l’apparition

de striction, il existe beaucoup de paramètres influençant l’apparition des défauts de

compression. Des tests ont été proposés afin de définir la prédispostion d’un matériau au

plissement. Parmi les tests les plus connus, on peut citer le test de flambage de Yoshida

(Yoshida Buckling Test [Yoshida 83]) et le test d’emboutissage d’une coupelle. Ces tests

feront l’objet de simulations numériques dans le chapitre suivant.

Le test de Yoshida est certainement le plus simple en théorie à réaliser. En effet, il

consiste à exercer un effort de traction suivant l’une des diagonales d’une plaque carrée

(figure 3-3). Des contraintes de compression se créent au centre de la pièce, ce qui entrâıne

141 mm

1
0

0
 m

m

Grip zone

Grip zone

Fig. 3-3: Définition de la géométrie du Yoshida Buckling Test.

la formation de plis. Le test original a subi quelques transformations afin de contrer les

glissements sous les mors et les risques de rupture. On trouve également ce test sous une

forme biaxée : un effort de traction est exercé suivant les deux diagonales. La mise en

œuvre expérimentale de ce test a notamment permis d’observer l’évolution de la hauteur

et de la forme de pli en fonction de l’exposant de la loi d’écrouissage, de la contrainte

limite de plasticité et du coefficient d’anisotopie normale [Szacinski 84]. Une approche par

réseaux de neurones, utilisant les résultats expérimentaux du test de Yoshida, a permis

la construction de courbes limites de plis en déformation [Di 97]. Ce test a également été

simulé numériquement afin de vérifier les critères de prédiction de flambage ainsi que le
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bon comportement des algorithmes de simulation [Nordlund 97], [Lejeune 02], [Kim 00b],

[Tomita 88], [Wang 93], [PressesCNRS 90b]... Mais la simulation de ce test pose quelques

problèmes dus au glissement de la partie sous les mors. Kim et al. [Kim 00b] semblent

avoir contourné ce problème en adaptant les conditions limites pour ajuster les résultats

expérimentaux.

Le test de Yoshida, de par sa définition, n’est malheureusement guère utilisable pour

l’analyse du plissement intervenant lors de procédés de mise en forme (au même titre que

le test de traction pour la recherche de striction localisée en emboutissage). Concernant

l’analyse du plissement en emboutissage, le test de la coupelle a alors été défini. De même

que pour le test de Yoshida, des études expérimentales et numériques on été comparées

[PressesCNRS 90a], [PressesCNRS 90b]. Suivant la géométrie, il est possible de constater

la présence de plis dans le mur libre. Le nombre de plis dépend de la géométrie utilisée.

Mais, si l’essai de coupelle est un test se rapprochant des conditions d’emboutissage d’une

pièce, il n’empêche que la géométrie particulière de ce test n’autorise pas la généralisation

des résultats à des procédés d’emboutissage suivant des formes quelconques. Le recours

à la simulation numérique est alors un apport indéniable permettant la réduction des

coûts et surtout permettant, via des algorithmes d’optimisation, d’obtenir les paramètres

optimaux avec, par exemple, la réduction optimale de l’épaisseur. Encore faut-il définir

correctement des critères de plissement !

Du point de vue de la modélisation, le plissement dans le domaine plastique est

modélisé comme du flambage plastique localisé pour lequel la longueur d’onde des ondula-

tions est très faible [Neale 89], [De Magalhaes 01], ... Les premiers travaux de modélisation

du flambage semblent être dus à Euler, il y a environ 200 ans. Ces travaux sur le flam-

bage élastique ne trouvèrent d’application qu’avec l’utilisation de structures en métal.

Les résultats expérimentaux de l’apparition du flambage sur une poutre en compres-

sion ont montré que la structure pouvait flamber pour de faibles niveaux de contraintes.

L’essentiel des travaux se porta alors sur l’analyse du flambage élastique [Timoshenko 61],

[Singer 97a],...
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Il est important de rappeller que, dans ce cas précis, le système régissant l’équilibre

de la structure est conservatif. Cela entrâıne une équivalence entre les notions de sta-

bilité et d’unicité [Nguyen 95]. Ainsi, on se doit de rester prudent quant à l’extension à

un matériau élastoplastique (on a alors un système disspatif) de résultats théoriques sur

le flambage élastique. À titre d’exemple, dans [Singer 97c], deux modélisations de flam-

bage plastique d’une poutre en compression sont rappellées. La première modélisation est

basée sur l’hypothèse que l’équilibre d’une poutre devient instable lorsque, sous la même

condition de chargement axial, il existe des positions d’équilibre très proche de l’équilibre

”droit”. La seconde modélisation du flambage plastique est basée sur l’hypothèse que la

flexion d’une poutre initialement droite débutera dès lors que le chargement associé au

module tangent est dépassé. Suivant ces deux modélisations, il est possible d’obtenir le

chargement axial critique. Le chargement critique calculé suivant la première hypothèse,

respectivement la seconde hypothèse, constitue la borne supérieure, respectivement la

borne inférieure, du chargement critique pour les poutres en compression. L’existence

de ces deux valeurs extrêmes a d’ailleurs été prouvée par [Cimetière 96]. Sur cet ex-

emple élémentaire, on constate de plus qu’il n’existe pas une valeur de chargement cri-

tique mais plutôt un intervalle continu dans lequel le flambage va apparâıtre (voir par

exemple [Nguyen 99]). De manière générale, lorsque les non-linéarités du système sont

géométriques et/ou matérielles, le point de bifurcation du système peut apparâıtre de

manière stable. Le chargement correspondant à l’apparition du phénomène de bifurca-

tion est plus faible que le chargement correspondant à la perte de stabilité de l’équilibre.

Cette différence entre stabilité et bifurcation est démontrée dans le cas élastoplastique

par Hill [Hill 58] et rappellée dans [Nguyen 84].

Il semble donc peu aisé de déterminer précisément l’instant d’apparition de flambage

dans le domaine plastique. Ce point est d’ailleurs souligné dans [Baz̆ant 91] où il est noté

que ”l’étude de la stabilité est souvent confuse car la définition de la stabilité structurelle

est elle-même instable”. La difficulté est également accrue par le fait que le flambage

n’est pas seulement dépendant de la rigidité du matériau et/ou de la géométrie. En effet,
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les conditions imposées aux bords de la structure influencent fortement le mode de flam-

bage. Cela entrâıne non seulement des difficultés quant à la modélisation de problèmes

de mise en forme, mais également des difficultés lors de réalisations expérimentales. En

effet, pour obtenir deux formes identiques, on se doit de contrôler parfaitement tous les

paramètres du procédé. Afin de surmonter ces problèmes pour définir une modélisation

la plus proche de la réalité physique, de nombreux travaux et ouvrages se sont multipliés

ces dernières années sur l’étude du flambage pour des études intéressant les industries

spatiales, aéronautiques, nucléaires, automobiles, ... Mais, actuellement, il n’existe pas de

méthodes précises de prédiction du plissement lors de simulation d’hydroformage et d’em-

boutissage de structures minces. Par exemple, la comparaison récente de la prédiction de

plis dans le cas de deux codes éléments finis avec les résultats expérimentaux [Kawka 01]

montre bien que ce problème reste ouvert.

De cette multitude de travaux, quatre approches, relatives à l’analyse du plissement

en mise en forme de structures minces, se dégagent. La plus utilisée pour les problèmes

de mise en forme est très certainement la méthode de recherche d’unicité de Hill [Hill 58].

Il y est proposé de définir une fonctionnelle comme critère de bifurcation. La méthode

de l’énergie a été appliquée par Yossifon et al. [Yossifon 84] pour l’analyse du flambage

plastique lors d’un procédé d’hydroformage de flan. Cette étude a également été adaptée à

la prédiction de plissement sur le mur dans un procédé d’emboutissage par Cao [Cao 99].

La troisième approche a été introduite par Nordlund et Häggblad [Nordlund 97]. Cette

analyse est basée sur l’observation expérimentale de la caractérisation des plis. Partant de

cette observation, un critère mécanique proche du critère de Hill [Hill 58] a été défini. La

dernière approche que nous étudierons est une méthode de perturbation. Cette méthode

qui a été utilisée pour l’analyse de bifurcation de différentes structures élastiques sera

adaptée à un matériau élastoplastique. Cette méthode s’apparente à l’étude de structure

avec imperfection.
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3.2 Analyse en bifurcation

3.2.1 Définition de la fonctionnelle de bifurcation

La recherche de bifurcation de la solution de l’équilibre mécanique formulé en vitesse

qui est décrite dans cette partie est la plus largement utilisée pour la recherche de plis

et/ou flambage en mise en forme des matériaux. Traditionnellement utilisée dans le

cadre de la mise en forme de tôles minces ([Dutilly 98], [Brunet 97b], [De Magalhaes 01],

[Chu 01], [Kim 00c], ...), cette méthode a été dernièrement adaptée à l’analyse numérique

du flambage en hydroformage de tubes [Nefussi 02]. L’unicité de la solution est étudiée

d’après la méthode mathématique classique consistant à observer la coexistence de deux

solutions. Afin de pouvoir résoudre ce problème non-linéaire, Hill [Hill 61] a introduit

le solide linéaire de référence. Ainsi, la résolution du problème non-linéaire initial se

ramène à l’étude d’un problème linéaire. Plus précisément, il s’agit de déterminer l’état

mécanique conduisant à l’annulation d’une fonctionnelle. Celle-ci est appellée fonction-

nelle de bifurcation de Hill dans la plupart des travaux utilisant cette méthode.

Hill a défini et utilisé cette méthode pour l’étude de bifurcation appliquée à des solides

rigide-plastiques, élastoplastiques et d’une manière plus générale à des milieux continus

non-linéaires [Hill 57], [Hill 58], [Hill 61]. Ces nombreux travaux ont permis de montrer

la non-équivalence entre point de stabilité et point de bifurcation pour des milieux non-

linéaires.

Par la suite, Hutchinson [Hutchinson 74] a utilisé les travaux de Hill. Il a alors étudié

l’apparition de flambage plastique pour des coques de Donell-Mushrati-Vaslov. Hutchin-

son choisit de travailler dans la configuration lagrangienne ce qui permet de simplifier

l’analyse.

Notation 33 Un point matériel est repéré par les coordonnées x1, x2, x3 telles que les

deux premières sont les coordonnées dans le plan moyen de la coque et x3 est la coordonnée

normale à la surface moyenne non-déformée.

Notation 34 On définit les indices grecs α, β tels que α, β = 1, 2 et les indices latins i,
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j, k, l tels que i, j, k, l = 1, .., 3.

Le tenseur des déformations lagrangiennes, noté ε, se décompose alors en déformation

de tension εmαβ et en déformation de flexion καβ :

εαβ = εmαβ + x
3καβ (3.1)

avec

εmαβ =
1

2
(Uα,β + Uβ,α) + bαβU3 +

1

2
U3,αU3,b (3.2)

καβ = −U3,αβ (3.3)

où U est le vecteur déplacement, avec (Uα)α=1,2et U3 sont respectivement le vecteur des

déplacements tangentiels et le déplacement normal à la surface moyenne et bαβ est le

tenseur de courbure de la surface moyenne non déformée.

Soit T l’effort généralisé par unité d’aire s’exerçant sur la coque. Le principe des

travaux virtuels exprimé en fonction des contraintes généralisées et des moments s’écrit :

¦

A

"
Nαβδεmαβ +M

αβδκαβ
#
dA =

¦

A

"
T iδUi

#
dA+ termes de bord (3.4)

avec

δεmαβ =
1

2
(δUα,β + δUβ,α) + bαβδU3 +

1

2
(U3,βδU3,α + U3,αδU3,β) (3.5)

δκαβ = −δU3,αβ (3.6)

Les composantes contravariantes des contraintes généralisées et moments s’expriment en
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fonction des composantes contravariantes du tenseur de Kirchoff τ par :

Nαβ =

¦ t/2

−t/2
ταβdx3 (3.7)

Mαβ =

¦ t/2

−t/2
ταβx3dx3 (3.8)

La forme incrémentale du principe des travaux virtuels est alors donnée par :

¦

A

2
Ṅαβδεmαβ +N

αβ
0 U̇3,αδU3,β + Ṁ

αβδκαβ

3
dA =

¦

A

2
Ṫ iδUi

3
dA (3.9)

où
"
N ij
0

#
i,j=1,3

représente les composantes du tenseur des contraintes généralisées de l’état

courant, c’est-à-dire de l’état de prébifurcation.

La condition de bifurcation est obtenue d’après la technique usuelle de détermination

d’unicité d’une solution. On s’intéresse ici à l’unicité en termes de vitesse des solutions de

l’équation 3.9. Supposons qu’il existe deux états mécaniques satisfaisant l’équation 3.9.

Notation 35 On note Xa, respectivement Xb, les grandeurs mécaniques se rapportant

au premier état, respectivement deuxième état.

Notation 36 On note X̃ = Ẋa − Ẋb la différence entre les incréments des grandeurs

mécaniques des deux états. Ainsi, par exemple, on note Ũ = U̇a − U̇ b.

D’après 3.9, on prouve alors (voir [Hutchinson 74]), en utilisant le fait que les deux

états sont des états d’équilibre, que :

¦

A

2
Ñαβ ε̃mαβ +N

αβ
0 Ũ3,αŨ3,β + M̃

αβκ̃αβ

3
dA =

¦

A

2
T̃ iŨi

3
dA (3.10)

De par la construction du vecteur T̃ et des conditions limites, si deux solutions en vitesse

coexistent, alors :

¦

A

2
Ñαβ ε̃mαβ +N

αβ
0 Ũ3,αŨ3,β + M̃

αβκ̃αβ
3
dA = 0 (3.11)
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Il en découle donc que la condition suffisante d’unicité est donnée par :

¦

A

2
Ñαβ ε̃mαβ +N

αβ
0 Ũ3,αŨ3,β + M̃

αβκ̃αβ

3
dA > 0 (3.12)

3.2.2 Lois de comportement

On considère que les tenseurs des taux de contraintes et de déformations sont reliés

de la manière suivante :

τ̇ = L : ε̇ (3.13)

avec L un tenseur de comportement incrémental d’ordre 4. En utilisant le solide linéaire

de comparaison de Hill [Hill 61], le tenseur de comparaison est défini par :

L = LP dans le domaine plastique (3.14)

L = Le dans le domaine élastique (3.15)

Hutchinson formule alors l’hypothèse de contraintes planes. Le tenseur de la loi de com-

portement s’exprime sous la forme :

L̄αβκγ = Lαβκγ − L
αβ33L33κγ

L3333
(3.16)

Il est alors possible de relier les taux de contraintes généralisées et de moments aux taux

de déformations de traction-flexion :

Ṅ = H(1) : ε̇
m +H(2) : κ̇ (3.17)

Ṁ = H(2) : ε̇
m +H(3) : κ̇ (3.18)
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avec

H(i) =

¦ t/2

−t/2
L̄αβκγ

"
x3
#i−1

dx3 (3.19)

La fonctionnelle de bifurcation est alors donnée par :

¦

A

2
Hαβκγ
(1) ε̃mκγ ε̃

m
αβ + 2H

αβκγ
(2) ε̃mκγκ̃

m
αβ +H

αβκγ
(1)κγ κ̃κγκ̃αβ +N

αβ
0 Ũ3,αŨ3,β

3
dA > 0 (3.20)

La difficulté rencontrée consiste à choisir la bonne loi de comportement. Hutchinson, dans

son analyse limitée à un état de contraintes planes, a clairement montré la différence de

résultats obtenus suivant que l’on choisisse la théorie de déformation J2 ou la théorie

de l’écoulement J2. Il semble en effet que la théorie de l’écoulement J2 surestime la

limite avant bifurcation. Les conclusions de Hutchinson ont été confirmées entre autre

par les travaux de Chu et Xu [Chu 01] qui retrouvent cette différence entre les deux

théories (figure 3-4). Peek [Peek 00] propose une théorie de déformation incrémentale

Fig. 3-4: Différence de contrainte critique entre la théorie de l’écoulement et de la
déformation (d’après [Chu 01])
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comme alternative à ces deux théories. Cette nouvelle théorie permet ainsi d’obtenir

des prédictions de flambage proches de celles de la théorie de déformation J2 en con-

servant pour chaque incrément les avantages de la théorie de l’écoulement : continuité

et bilinéarité. Il est intéressant de noter que Hutchinson a également posé les bases de

l’analyse de post-bifurcation pour les solides élastoplastiques.

3.2.3 Analyse simplifiée pour le plissement en emboutissage

Les travaux Hutchinson sur le flambage plastique ont été utilisés pour détecter l’ap-

parition de plis localisés pour des coques minces [Hutchinson 85]. On pourra se référer à

[Wang 01] pour une analyse en bifurcation de plaque épaisse.

Notation 37 On note t l’épaisseur de la coque supposée mince.

Hypothèse 38 Cette analyse est basée sur l’hypothèse que, pour des modes de plissement

de courte longueur d’onde, l’amplitude des plis est faible.

On considère que la différence entre la solution en vitesse que l’on aurait sans bifur-

cation et la solution bifurquée est donnée par le champ de déplacement incrémental u̇1,

u̇2, ẇ associé au plissement. Il est imposé tel que :

ẇ = At cos

4
λ1x1
l

5
cos

4
λ2x2
l

5
(3.21)

u̇1 = Bt sin

4
λ1x1
l

5
sin

4
λ2x2
l

5
(3.22)

u̇2 = Ct cos

4
λ1x1
l

5
sin

4
λ2x2
l

5
(3.23)

avec A, B et C les amplitudes associées aux trois composantes du champ de vitesse ; λ1

et λ2 les longueurs d’onde associées aux directions principales 1 et 2 et l =
√
Rt où R

vaut soit le rayon de courbure R1, soit le rayon de courbure R2.

Le choix du déplacement incrémental implique que l’on observe une partie de la pièce

subissant de nombreux plis. On néglige alors les conditions de bord ou de continuité.
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Hypothèse 39 L’effet des taux de déformations en traction et en flexion sont supposés

découplés :

Ṅ = H(11) : ε̇
m (3.24)

Ṁ = H(22) : κ̇ (3.25)

Hypothèse 40 L’état de contraintes est supposé être un état de membrane uniforme

dans l’épaisseur :

Ṅ = t L̄ : ε̇m (3.26)

Ṁ =
t3

12
L̄ : κ̇ (3.27)

Dans le cas simplifié, où la direction de plissement est alignée avec l’une des directions

principales de courbure, un critère de plissement exprimé en contrainte peut être déduit

[Hutchinson 85] :

σcr1 =
1√
3

4
t

R2

5"
L11L22 − L212

#1/2
(3.28)

où σcr1 représente la contrainte critique perpendiculaire à la direction 1 et Lαβ sont les

composantes du tenseur de comportement exprimé sous forme matricielle. Cette expres-

sion suppose que les plis se développent uniquement suivant la direction 1. On peut noter

dans cette expression l’importance du coefficient géométrique
2
t
R2

3
. La longueur d’onde

critique associée a pour expression :

λcr1 =

6
2
√
3
L11L22 − L212

L11

7 1

2

(3.29)

Dans le cas du critère anisotrope de Hill 1950 qui définit la contrainte équivalente par :

σe =

6
σ21 −

2r

1 + r
σ1σ2 + σ22

7
(3.30)
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3.2. Analyse en bifurcation

et sous l’hypothèse d’un chargement proportionnel, Neale [Neale 89] démontre, en util-

isant la théorie de la déformation, que la déformation équivalente critique dans le cas de

plis perpendiculaires à la direction 1 s’exprime sous la forme :

εcr1 =

†
(1 + 2r)n√

3 [1 + (1 + ρ) r]

4
t

R2

5
(3.31)

Dans ces expressions r est le coefficient d’anisotropie, ρ est le rapport des déformations

principales et n représente l’exposant de la loi d’écrouissage qui est de type Hollomon dans

cette analyse. De même que pour la contrainte critique, on voit apparâıtre dans 3.31 les

différents paramètres géométriques et de comportement matériel influençant l’apparition

de plissement localisé.

3.2.4 Validité et résultats de l’analyse simplifiée

Les critères venant d’être présentés semblent très pratiques et simples à mettre en

œuvre. Mais, comme cela est précisé dans [Neale 89], du fait des nombreuses hypothèses

formulées afin d’obtenir de tels critères, l’utilisation même de ces critères est limitée.

Seules les influences de paramètres de comportement matériel et géométriques peuvent

être étudiées par de tels critères. On retrouve pour le plissement localisé la limitation

formulée lors de la prédiction de striction localisée.

Par analogie avec les C.L.F., permettant la mise en évidence des paramètres in-

fluençant l’apparition de striction, Neale et Tugçu [Neale 90] construisent des courbes

limites, exprimées en contraintes, basées sur un critère de plissement. Ce critère est en

fait l’extension de l’analyse simplifiée au cas où les rayons de courbure ne cöıncident

pas avec les directions principales du tenseur des contraintes. Malgré cette extension, le

critère proposé reste toutefois limité et ne peut s’appliquer tel quel aux régions de la

tôle en contact avec la matrice. Cela limite fortement l’utilisation de ce critère pour la

prédiction de plis lors de procédés de mise en forme. Notamment, en emboutissage, seuls

les éléments appartenant au mur libre peuvent être étudiés par une telle analyse.
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Chapitre 3. Prédiction de l’apparition de plis

Par contre, l’analyse de bifurcation et les critères de plis associés, tels qu’ils ont été

définis par Neale et Tugçu [Neale 90], montrent l’influence de l’angle entre les directions

de courbure et les directions principales de contraintes ainsi que l’influence des différents

paramètres de comportement matériel et géométriques. On retrouve par cette méthode

des niveaux de contraintes critiques plus faibles pour un comportement modélisé par la

théorie de l’écoulement J2 que par la théorie de la déformation (figures 3-5 et 3-6).

En utilisant les courbes de contraintes critiques définies dans [Neale 90], Kim et. al

[Kim 99] mettent en évidence l’influence plus forte de la contrainte équivalente σy, de l’ex-

posant de la loi d’écrouissage n et de l’épaisseur t par rapport au coefficient d’anisotropie

de la loi d’Hosford. La faible influence du coefficient d’anisotropie est retrouvée par

[De Magalhaes 01] pour un coefficient d’anistropie de Lankford. Tugçu et. al [Tuğcu 01]

s’accordent également sur la faible influence de l’orientation des axes d’othotropie pour

des modélisations de comportement du matériau orthotrope de Barlat91 et Karafillis

and Boyce93. Seuls [Kim 00a] et leur recherche de stabilité semblent montrer une large

influence de l’anisotropie sur l’apparition de plis.

Bien que le critère de plissement tel qu’il a été défini par Neale et Tugçu ne soit

pas réellement applicable pour la recherche de plis en mise en forme des matériaux,

Brunet et al. [Brunet 97b] l’ont utilisé pour obtenir un critère de risque de plis. Ce

critère n’assure pas la présence de plis mais permet toutefois de visualiser la distribution

sur la pièce du risque de plissement. Une amélioration est proposée en ne calculant plus

les modules sécants et tangents à partir des contraintes de préflambage mais à partir de la

contrainte critique de plissement. Une analyse similaire a été développée par Dutilly et al.

[Dutilly 98] et implantée pour définir des fonctions qualités. Ainsi que cela a été précisé

dans [Brunet 97b], les résultats obtenus par l’implantation dans un code de simulation

sont toutefois à analyser avec précaution.

L’inconvénient principal de cette méthode est donc l’impossibilité de considérer les

parties en contact avec la matrice. Récemment, Selman et al. [Selman 02] ont décidé

de simplifier le problème en considérant, pour les parties en contact, un critère basé
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3.2. Analyse en bifurcation

Fig. 3-5: État de contraintes critiques en utilisant la théorie de l’écoulement (d’après
[Neale 90]).

Fig. 3-6: État de contraintes critiques en utilisant la théorie de la déformation (d’après
[Neale 90]).
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Chapitre 3. Prédiction de l’apparition de plis

sur une simple observation des rayons de courbure et en conservant l’analyse originiale

de Neale et Tugçu [Neale 90] pour l’analyse du plissement sur le mur libre de la pièce.

On retrouve alors l’esprit de l’étude de Cao [Cao 99] séparant les parties de la pièce en

contact des parties libres. Une autre alternative a été proposée par Nefussi et Combescure

[Nefussi 02]. Ils résolvent numériquement un problème aux valeurs propres dans le cas de

l’hydroformage de tubes. Toutefois, l’analyse présentée ne semble pas tenir compte de la

contrainte imposée par la condition de contact entre la pièce et la matrice.

3.3 La méthode de l’énergie

On ne peut parler de flambage de structures sans évoquer la méthode de l’énergie.

En effet, cette méthode a été largement utilisée par [Timoshenko 61] pour l’étude de

la stabilité des structures élastiques. Les fondements de cette méthode appliquée à la

stabilité des structures élastiques sont basés sur l’observation de l’énergie interne du

système. Par la suite, cette méthode a été étendue à la recherche de plis dans le domaine

plastique en changeant les paramètres de comportement matériel.

3.3.1 Les fondements de la méthode de l’énergie

On considère ici que le flambage correspond à une perte de stabilité de la structure

soumise à un état de contraintes de compression. Un équilibre peut être défini comme

stable lorsque l’énergie du système est un minimum. Cette énergie sera un maximum

dans le cas d’un équilibre instable. On notera qu’il se peut que l’équilibre soit ni stable

ni instable, on parle alors d’équilibre indifférent. L’énergie est alors inchangée lors d’un

déplacement quelconque.

Si l’on considère une structure soumise à un chargement et que l’on superpose un

petit déplacement (latéral pour une poutre, transverse pour une coque ou une plaque),

il y aura alors accroissement ∆U de l’énergie de déformation et création d’un travail ∆T

dû aux efforts extérieurs. Le système non déformé est stable si ∆U > ∆T ; il est instable
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3.3. La méthode de l’énergie

si ∆U < ∆T ; le point d’échange de stabilité est quant à lui donné par ∆U = ∆T .

En d’autres termes, un état d’équilibre est dit stable si tout déplacement admissible

produit un incrément d’énergie interne plus grand que le travail incrémental produit par

le chargement externe. Les chargements critiques des systèmes de barre, des poutres, des

plaques et coques sont donnés dans [Timoshenko 61] sous différentes conditions au bord

et sous différents chargements.

3.3.2 Application au cas plastique

De nombreux auteurs ont tenté d’étendre la méthode de l’énergie à des matériaux

plastiques (voir références dans [Brush 75]).

Yu et al [Yu 82] proposent de reprendre l’analyse de Timoshenkho en remplaçant le

coefficient de rigidité de flexion D =
Eh3

12 (1− ν2)
par son équivalent plastique Dp. Pour

cela, le coefficient de poisson ν est imposé par la condition d’incompressibilité : ν = 0.5.

Yossifon et al [Yossifon 84] ont également proposé de remplacer le module d’Young E

par le module de Karman E0 défini par E0 =
4EEt2

E1/2 + E
1/2
t

32 avec Et =
dσ

dε
le module

tangent.

Yossifon et al [Yossifon 84] ont utilisé cette analyse afin de déterminer la pression

permettant la réduction des plis qui apparaissent au niveau du rayon matrice lors d’un

procédé d’hydroformage de flan. Moyennant une hypothèse sur la forme du déplacement

transverse (c’est-à-dire sur la forme des plis) en fonction des conditions au bord, ils

obtiennent alors la pression critique de flambage en fonction du chemin parcouru par le

poinçon. Cette méthode a été récemment reprise par Koç et Altan [Koç 02] pour dériver

des conditions de flambage en hydroformage de tubes.

Cao [Cao 99] a également utilisé cette méthode pour analyser de manière formelle

l’apparition de plis dans le domaine plastique pour une plaque ne subissant pas d’effort

normal (c’est le cas par exemple du mur libre lors d’un procédé d’emboutissage). Le

critère de plis ainsi obtenu a servi à l’optimisation de procédés de mise en forme [Cao 95].
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Chapitre 3. Prédiction de l’apparition de plis

Notamment, l’effort serre-flan est optimisé afin d’augmenter la profondeur de l’embouti.

Ainsi, l’effort serre-flan à histoire variable (c’est-à-dire le trajet de l’effort en fonction

du déplacement du poinçon n’est ni linéaire ni linéaire par morceaux) obtenu par la

simulation a permis d’augmenter la profondeur de l’embouti de 31 mm à 36 mm.

3.3.3 Autres travaux basés sur l’observation d’énergie

Si la méthode précédente semble plutôt attractive par la simplicité de sa mise en œuvre

et plutôt efficace sur des cas tests, on peut légitimement s’interroger quant à la validité des

résultats obtenus dans le cas plastique et plus encore quant à l’utilisation de cette méthode

pour prédire le flambage lors d’un procédé complexe de mise en forme. Au risque de

parâıtre redondant, on rappelle que dans le cas de systèmes conservatifs, la minimisation

de l’énergie potentielle totale indique le point d’échange de stabilité et de bifurcation.

Ce principe de base en élasticité ne s’applique pas aux matériaux inélastiques. La notion

d’énergie dépensée étend alors aux systèmes dissipatifs la notion d’énergie potentielle

totale [Nguyen 98]. On trouvera dans [Baz̆ant 91] une analyse d’énergie appliquée à un

état d’équilibre gouverné par la deuxième loi de la thermodynamique. Mais, comme cela

est précisé, cette analyse ne donne d’indication que sur la stabilité du système et non sur

la bifurcation.

3.4 La méthode de Nordlund et Häggblad

Parallèlement aux modélisations traditionnelles du plissement que sont l’analyse de

bifurcation et la méthode de l’énergie, Nordlund et Häggblad [Nordlund 97] considérent

que la formation de plis est caractérisée par l’apparition d’aires où la déformation est

dominée par de fortes rotations locales hors du plan.
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3.4. La méthode de Nordlund et Häggblad

3.4.1 Définition du critère de plissement

Afin de prédire l’apparition de plis, il est proposé d’observer l’effet d’un accroisse-

ment incrémental du chargement sur un élément coque, sous les hypothèses et notations

suivantes :

Hypothèse 41 L’élément coque est exposé à un accroissement de chargement monotone

avec le temps t comme paramètre du chargement.

Hypothèse 42 On travaille en formulation lagrangienne réactualisée.

Notation 43 t+∆t
t Pij est le tenseur des contraintes nominales pour une configuration à

l’instant t+∆t avec comme configuration de référence celle à l’instant t.

Notation 44 δui est un champ de déplacements virtuels cinématiquement admissibles

vérifiant les conditions au bord.

Notation 45 tf bi et
tf si sont respectivement les forces externes volumiques et surfaciques.

Remarque 46 Lorsque la configuration courante est la configuration de référence, les

tenseurs des contraintes nominales et de Cauchy sont égales : tσij =
t
tPij.

L’équilibre d’une configuration à l’instant t est donnée par le principe des travaux

virtuels :

¦

tV

t
tPijδuj,idV =

¦

tV

tf bi δuidV +

¦

tS

tfSi δuidS (3.32)

Partant de cet équilibre, on considère un incrément de chargement : tfSi →t fSi +∆f
S
i ,

tf bi →t f bi +∆f
b
i .

Notation 47 ∆ui représente le champ résultant de déplacement incrémental.

Hypothèse 48 Le déplacement à l’instant t+∆t est donné par ut+∆t = ut +∆u.
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Chapitre 3. Prédiction de l’apparition de plis

On rappelle que le travail W b de la force de volume entre l’instant t et t + ∆t est

défini par :

W b =

¦ t+∆t

t

¦

V

f b
∂u

∂t
dV dt (3.33)

Hypothèse 49 On suppose que t+∆tV ∼ tV .

Le travail se réécrit alors :

W b =

¦

V

¦ t+∆t

t

f b
∂u

∂t
dtdV (3.34)

On peut alors montrer, via une intégration par parties, que :

W b =

¦

V

4
tf bi +

1

2
∆f bi

5
∆uidV (3.35)

De même :

W s =

¦

S

4
tf si +

1

2
∆f si

5
∆uidS (3.36)

Le travail externe entre l’instant t et t+∆t s’écrit alors :

W ext I
¦

tV

4
tf bi +

1

2
∆f bi

5
∆uidV +

¦

tS

4
tf si +

1

2
∆fsi

5
∆uidS (3.37)

Le travail interne est défini par :

W int =

¦

V

¦ t+∆t

t

t
tPij

∂uj,i
∂t
dtdV (3.38)

Il s’obtient en approchant le tenseur nominal des contraintes par un développement

du premier ordre :

t+∆t
t P I t

tP +∆t
t
tṖ (3.39)
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avec

t
tṖ =

∂

∂ξ

2
t+ξ
t P

3
|ξ=0 (3.40)

Or, les efforts de cohésion intérieurs sont donnés par :

df = t+ξ
t P−→n0dS0 (3.41)

ou encore df = t+ξσ−→n dS (3.42)

et on a

−→n dS = t+ξ
t J t+ξ

t F−T−→n 0dS0 (3.43)

avec t+ξ
t F le gradient de déformation incrémentale et t+ξt J = det

2
t+ξ
t F

3
le rapport des

volumes des deux configurations. On obtient avec les équations 3.41, 3.42 et 3.43 :

t+ξ
t P−→n0dS0 = t+ξσ t+ξt J t+ξ

t F−T−→n 0dS0 (3.44)

d’où

t+ξ
t P = t+ξ

t J t+ξσ t+ξ
t F−T (3.45)

Par suite, avec 3.40 et 3.45, on a :

t
tṖ =

∂

∂ξ

2
t+ξ
t J t+ξσ t+ξ

t F−T
3
|ξ=0 (3.46)
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Soit encore

t
tṖ =

4
∂

∂ξ

2
t+ξ
t J

3
t+ξσ t+ξ

t F−T
5
|ξ=0 +

4
t+ξ
t J

∂

∂ξ

"
t+ξσ

#
t+ξ
t F−T

5
|ξ=0

+

4
t+ξ
t J t+ξσ

∂

∂ξ

2
t+ξ
t F−T

35
|ξ=0

On utilise le fait que :

∂

∂ξ

2
t+ξ
t J

3
|ξ=0 = t

tJdiv
t−→v = div t−→v (3.47)

∂

∂ξ

"
t+ξσ

#
|ξ=0 = tσ̇ (3.48)

∂

∂ξ

2
t+ξ
t F−1

3
|ξ=0 = −∂

t−→v
∂ t−→x (3.49)

où t−→v représente le vecteur vitesse. En remarquant que t
tF = Id où Id est le tenseur

identité, on obtient alors :

t
tṖ = div t−→v tσ Id +

tσ̇ Id − tσ

4
∂ t−→v
∂ t−→x

5T
(3.50)

En utilisant l’écriture indicielle avec la convention d’Einstein de sommation sur les

indices, l’expression 3.50 devient :

t
tṖij =

tvk,k
tσij +

tσ̇ij − tσikvj,k (3.51)

Après intégration par parties, en considérant les propriétés de symétries de certains

tenseurs, et en utilisant 3.39 et 3.51 dans 3.38, on obtient :

W int =

¦

V

4
t
tPij +

1

2

"
tσ̇ij +

tσij
tvk,k − tσkj

tvi,k
#
∆t

5
∆uj,idV (3.52)

Après calculs, en remplaçant le champ de déplacements virtuels par les incréments

réels de déplacement dans l’équation 3.32,on déduit une relation entre incrément du
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second ordre du travail interne et celui du travail externe :

∆t

¦

V

(σ̇ij + σijvk,k − σkjvi,k)∆uj,idV =

¦

V

∆f bi∆uidV +

¦

S

∆fSi ∆uidS (3.53)

Notation 50
.

f
b

i=
∆fbi
∆t

et
.

f
S

i =
∆fSi
∆t
.

Notation 51 L = grad(v) est le tenseur gradient de vitesse.

L’équation 3.53 peut se réécrire sous forme matricielle :

I =

¦

V

tr {(
.
σ +tr (L) σ − Lσ)L} dV =

¦

V

.

f
b
v dV +

¦

S

.

f
S
v dS (3.54)

Pour pouvoir comprendre ce que représente les quantités du travail interne du second

ordre, Nordlund et Häggblad [Nordlund 97] proposent d’introduire la dérivée de Jaumann

du tenseur des contraintes de Kirchoff notée
◦
τ . On déduit de l’équation 3.54 une nouvelle

expression du travail interne du second ordre :

I =

¦

V

tr
fl◦
τ D + σ

"
−DDT +DW +W TD +WW T

#‒
dV (3.55)

On décompose ce travail en 3 parties :

I = I1 + I2 + I3 (3.56)

avec

I1 =

¦

V elem

tr
fl◦
τ D + σ

"
−DDT

#‒
dV (3.57)

I2 =

¦

V elem

tr
*
σ
"
DW +W TD

#+
dV (3.58)

I3 =

¦

V elem

tr
*
σWW T

+
dV (3.59)

Remarque 52 Pour l’intégration dans le code de simulation, ces équations sont re-
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maniées en utilisant le fait que W est antisymétrique tandis que D et σ sont symétriques.

Nordlund et Häggblad [Nordlund 97] définissent alors le critère de plissement suivant :

Ī =
I1 + I2 + I3

|I1|+ |I2|+ |I3|
(3.60)

Le critère Ī ainsi défini a sa valeur comprise entre -1 et 1.

Lorsque le taux de rotation domine, on a :

Ī −→ I3
|I3|

= ±1 (3.61)

Dans ce cas, le critère est négatif lorsque l’état des contraintes est un état de compression

(évident). Lorsque le taux de déformation domine :

Ī −→ I1
|I1|

= 1 (3.62)

Dans ce cas, la valeur du critère est positive. La valeur de Ī nous fournit donc une mesure

du risque de plissement. Le critère de plissement, appellé critère-NH est défini par :

Ī −→ −1 alors risque d’apparition de plis (3.63)

Ī −→ 1 pas de risque d’apparition de plis (3.64)

3.4.2 Application à l’élément coque utilisé dans le code Polyform¶

Pour utiliser le critère-NH, il faut connâıtre le tenseur des contraintes de Cauchy σ,

le tenseur des taux de contraintes
·

σ, les parties symétriques D et antisymétriques W du

tenseur des vitesses de déformations L et donc les vitesses de déformations v.
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Valeurs déjà calculées dans Polyform¶

Le code utilise un élément coque à 5 degrés de liberté. Les vecteurs accélérations,

vitesses et déplacements sont calculés au noeud de l’élément de la manière suivante :

an+1 =
−F int (un) + F ext − Cvn

M
(3.65)

vn+1 = an+1∆t+ vn (3.66)

un+1 = vn+1∆t+ un (3.67)

On connâıt également l’expression du tenseur des contraintes de Cauchy aux points de

Gauss de l’élément. On effectue dans un premier temps une prévision élastique :

∆σ = C : ∆ε (3.68)

σn+1 = σn +∆σ (3.69)

puis on regarde si on a dépassé la surface limite auquel cas il y a correction plastique par

projection sur la surface de charge :

σcorrigé = ΠCe
−1
σprévision (3.70)

3.4.3 Calcul des valeurs requises

Le tenseur de Cauchy est déjà calculé en chaque point de Gauss. Par contre, le tenseur

des taux de contraintes n’est calculé que dans le cas élastique. Dans le cas où il y a eu

correction plastique, on a : ∆σ = σn+1 − σn.

Remarque 53 Le fait de travailler avec un repère tournant implique que la rotation est

prise en compte ”implicitement” dans le calcul de ∆σ.

Il reste donc à calculer le tenseur L gradient des vitesses de déformation. Comme

nous travaillons avec un code explicite dynamique, il ne parâıt pas nécessaire de calculer
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ce tenseur en passant par une configuration intermédiaire. On va approcher D etW par :

∆t Dn
ij =

1

2

"
vni,j + v

n
j,i

#
(3.71)

∆t W n
ij =

1

2

"
vni,j − vnj,i

#
(3.72)

Nous devons donc calculer vi,j =
∂vi
∂xj

. Pour pouvoir être ”comparées” à σ, les grandeurs

D et W doivent être exprimées dans le repère attaché à l’élément. Par conséquent, le

gradient des vitesses de déformations sera calculé dans un premier temps dans le repère

naturel puis ramené dans le repère au point d’intégration. Cela doit être fait pour tous

les points d’intégration dans l’épaisseur afin de calculer l’intégrale sur le volume des

quantités demandées. La vitesse est donnée par :

vn+1 = Nk

D
vk
n+1 + ζ

"
⁄un+1k − ⁄unk

#

∆t

E
(3.73)

En effet, d’après l’équation 3.67, on a ∆tvn+1 = un+1 − un, or un = Nk [uk + ζ ⁄unk ] avec
⁄unk = hnk

"
V k

n

1 βk
n − V kn2 αk

n#
.

Par conséquent :

— ∂v
∂ξ
= ∂Nk

∂ξ

6
vk
n+1 + ζ

(⁄un+1k
−⁄un

k)
∆t

7

— ∂v
∂η
= ∂Nk

∂η

6
vk
n+1 + ζ

(⁄un+1k
−⁄un

k)
∆t

7

— ∂v
∂ζ
= Nk

(⁄un+1k
−⁄un

k)
∆t

Dans le cas du triangle (N1 = 1− ξ − η ;N2 = ξ ;N3 = η) , on obtient :

∂v

∂ξ
= −

D
v1
n+1 + ζ

"
⁄un+11 − ⁄un1

#

∆t

E
+

D
v2
n+1 + ζ

"
⁄un+12 − ⁄un2

#

∆t

E
(3.74)

∂v

∂η
= −

D
v1
n+1 + ζ

"
⁄un+11 − ⁄un1

#

∆t

E
+

D
v3
n+1 + ζ

"
⁄un+13 − ⁄un3

#

∆t

E
(3.75)

∂v

∂ζ
= Nk

"
⁄un+1k − ⁄unk

#

∆t
∀k = 1, ..., 3 (3.76)
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3.5. Une méthode de perturbation

On est donc capable de calculer D et W dans le repère naturel. Il faut maintenant

l’exprimer dans le repère local à l’élément.

Notation 54 Soit Dloc les vitesses de déformation exprimées dans le repère local et Dnat

les vitesses de déformation exprimées dans le repère naturel.

Ce repère est défini par 3 vecteurs directeurs (e1, e2, e3) donnés par : e3 =
g1∧g2
Wg1∧g2W ,

e1 =
g1
Wg1W , e2 = e3 ∧ e1 avec gi = ∂x

∂ri
où r1 = ξ; r2 = η; r3 = ζ. On a par conséquent :

Dloc
ij e

iej = Dnat
kl g

kgl. On déduit les relations suivantes :

Dloc
11 = D

nat
11 (g

1e1)
2 (3.77)

Dloc
22 = D

nat
11 (g

1e2)
2 + 2Dnat

12 (g
1e2)(g

2e2) (3.78)

Dloc
12 = D

nat
11 (g

1e1)(g
1e2) +D

nat
12 (g

1e1)(g
2e2) (3.79)

Dloc
13 = D

nat
11 (g

1e1)(g
1e3) +D

nat
12 (g

1e1)(g
2e3) +D

nat
13 (g

1e1)(g
3e3) (3.80)

Dloc
23 = D

nat
11 (g

1e2)(g
1e3) +D

nat
22 (g

2e2)(g
2e3) +

Dnat
12

$
(g1e2)(g

2e3) + (g
1e3)(g

2e2)
%
+Dnat

13 (g
1e2)(g

3e3) +D
nat
23 (g

2e2)(g
3e3) (3.81)

Remarque 55 Afin de réduire le nombre de calculs, il parâıt plus logique de calculer le

tenseur L dans le repère local à l’élément puis de calculer D et W par D = 0.5
"
L+ LT

#

et W = 0.5
"
L− LT

#

Nous sommes donc capables d’exprimer la variable Ī en chaque point de Gauss puis

de l’intégrer dans l’épaisseur.

3.5 Une méthode de perturbation

3.5.1 Introduction

Alternativement à la désormais célèbre analyse en bifurcation de Hill, une quatrième

méthode consiste à utiliser le principe des travaux virtuels pour exprimer l’équilibre

de l’élément considéré en fonction de sa nature. Par exemple, l’équation d’équilibre
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mécanique est différente pour un élément coque ou plaque. Certains auteurs proposent

alors d’analyser la formulation forte de l’équilibre d’éléments plaques ou coques [Shrivastava ],

[Lu 01], [Singer 97a], [Wang 01], [Durban 99],... En faisant une synthèse des travaux util-

isant cette analyse, on se rend compte de l’importance de la cinématique de l’élément

(voir les nombreux exemples traités dans [Singer 97a]).

En se basant sur la méthodologie développée dans ces analyses, on souhaite définir un

critère prenant en compte la modélisation de Nordlund et Häggblad [Nordlund 97] tout

en restant sous l’hypothèse d’éléments minces. On ne va donc faire aucune hypothèse

sur la relation existant entre les rotations et le déplacement normal à l’élément. Ainsi on

souhaite caractériser le plissement par de fortes rotations.

3.5.2 Équilibre de la plaque considérée

Dans cette partie, on considère un élément plaque.

Hypothèse 56 Cette analyse étant une analyse de faisabilité, on simplifie le problème

en considérant un état de contraintes planes : σ33 = 0. De plus, les termes de cisaillement

transverse sont considérés comme négligeables (on travaille avec un élément suffisamment

mince).

Notation 57 On reprend les notations indicielles de la partie 3.2.1, à savoir, les indices

grecs sont compris entre 1 et 2 tandis que les indices latins prennent des valeurs de 1 à

3.

Notation 58 Soient Ui les déplacements d’un point se situant sur le plan moyen de la

plaque (x3 = 0) et φα les composantes du vecteur rotation.

Les déformations ε peuvent se décomposer en déformations membranaires εm et en

déformation de flexion κ :

εαβ = εmαβ + x
3καβ (3.82)
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3.5. Une méthode de perturbation

avec

εmαβ =
1

2
(Uα,β + Uβ,α) +

1

2
φαφβ (3.83)

καβ =
1

2

"
φα,β + φβ,α

#
(3.84)

Notation 59 On note N le tenseur des contraintes généralisées, M le tenseur des mo-

ments et T l’effort généralisé par unité d’aire s’exerçant sur la coque.

Le principe des travaux virtuels exprimé en fonction des contraintes généralisées et

des moments s’écrit :

¦

A

"
Nαβδεmαβ +M

αβδκαβ
#
dA =

¦

A

"
T iδUi

#
dA+ termes de bord (3.85)

Sous forme incrémentale, le principe des travaux virtuels est exprimé par :

¦

A

2
Ṅαβδεmαβ +N

αβ
0 φ̇αδφβ + Ṁ

αβδκαβ

3
dA =

¦

A

2
Ṫ iδUi

3
dA (3.86)

où
"
N ij
0

#
i,j=1,3

représente les composantes du tenseur des contraintes généralisées de l’état

courant, c’est-à-dire de l’état de prébifurcation. Or, les variations δεmαβ et δκαβ sont fonc-

tion des variations en déplacement et en rotation :

δεmαβ =
1

2
(δUα,β + δUβ,α) +

1

2

"
φαδφβ + δφαφβ

#
(3.87)

δκαβ =
1

2

"
δφα,β + δφβ,α

#
(3.88)

Le principe des travaux virtuels incrémental 3.86 devient alors :

¦

A

2
ṄαβδUα,β + Ṅ

αβφαδφβ +N
αβ
0 φ̇αδφβ + Ṁ

αβδφα,β

3
dA =

¦

A

2
Ṫ iδUi

3
dA (3.89)

Hypothèse 60 Les variations en déplacement δUα et en rotation δφα sont indépendantes.
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On obtient alors l’équilibre suivant :

Ṅαβ
,β = 0 (3.90)

Ṅαβφβ +N
αβ
0 φ̇β − Ṁαβ

,β = 0 (3.91)

Hypothèse 61 On suppose que les taux de déformations membranaires et de flexion

sont reliés aux tenseurs des contraintes généralisées et aux moments par :

Ṅ = K : ε̇m (3.92)

Ṁ = G : κ̇ (3.93)

Remarque 62 On a choisi de ne pas considérer le couplage entre les termes de déformations

membranaires et les termes de flexion. On simplifie ainsi grandement le problème.

On montre, d’après l’equation 3.90, qu’il existe une fonction d’Airy f telle que :

Ṅ11 = f,22 (3.94)

Ṅ22 = f,11 (3.95)

Ṅ12 = −f,12 (3.96)

L’équation 3.91 se réécrit sous la forme :

f,αβφβ +N
αβ
0 φ̇β −Gαβγκκ̇κγ,β = 0 (3.97)

En utilisant l’équation 3.84, on obtient alors :

f,αβφβ +N
αβ
0 φ̇β −Gαβγκφ̇γ,κβ = 0 (3.98)
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3.5. Une méthode de perturbation

3.5.3 Perturbation

On vient de définir l’équation d’équilibre d’un élément plaque. On souhaite désormais

observer la réaction de l’équilibre constitué des équations 3.98 à une perturbation du

système. Pour cela, on perturbe les variables φα et f de la manière suivante :

φα = φ0α + δφα (3.99)

f = f 0 + δf (3.100)

où φ0α et f correspondent à l’équilibre de préflambage. On néglige les perturbations d’ordre

2. Les équations perturbées deviennent alors :

f,αβδφβ + δf,αβφβ +N
αβ
0 δφ̇β −Gαβγκδφ̇γ,κβ = 0 (3.101)

En l’absence d’indication sur la géométrie de la plaque et sur les conditions au bord, il est

pour l’instant impossible d’identifier la forme des perturbations. Nous allons désormais

traiter un cas simple afin de vérifier la justesse de la méthodologie développée.

Application : Cas d’une plaque en compression uniaxiale

On considère une plaque soumise à un chargement tel que :

N0
11 = −P < 0 (3.102)

N0
22 = 0 (3.103)

N0
12 = 0 (3.104)
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On se place dans un cas sans décharge (i.e. Ṗ > 0) :

f0,22 = Ṅ0
11 = −Ṗ < 0 (3.105)

f0,11 = Ṅ0
22 = 0 (3.106)

−f0,12 = Ṅ0
12 = 0 (3.107)

On considère que l’état de préflambage est tel que :

φ01 = φ02 = 0 (3.108)

φ̇
0

1 = φ̇
0

2 = 0 (3.109)

L’équation 3.101 se résume alors à :

N0
11δ φ̇1 −G1βγκδφ̇γ,κβ = 0 (3.110)

f 0,22 δφ2 −G2βγκδφ̇γ,κβ = 0 (3.111)

Hypothèse 63 On suppose que les perturbations sont constituées d’une partie temporelle

et d’une partie spatiale de la forme δX = δX0gX (x
1, x2) h(t).

Hypothèse 64 La partie temporelle de la perturbation est supposée exponentielle : h(t) =

eηt.

Moyennant les hypothèses précédentes, la relation entre la perturbation en rotation

et sa dérivée temporelle est donnée par :

δφ̇2 = ηδφ2 (3.112)

Hypothèse 65 Le tenseur G est supposé symétrique tel que Gijkl = Gklij = Gjikl =

Gijlk. Et de plus, on suppose que :

G1112 = G1222 = 0 (3.113)
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3.5. Une méthode de perturbation

Ces hypothèses ne sont pas irréalistes puisque c’est la forme la plus couramment observée

pour le tenseur G.

En utilisant les hypothèses formulées sur le tenseur G, les formules développées des

équations 3.110 et 3.111 s’écrivent :

−N0
11δ φ̇1 +G

1111δφ̇1,11 +G
1212δφ̇1,22 +

"
G1221 +G1122

#
δφ̇2,12 = 0 (3.114)

−f
0
,22

η
δφ̇2 +

"
G2112 +G2211

#
δφ̇1,12 +G

2121δφ̇2,11 +G
2222δφ̇2,22 = 0 (3.115)

Notation 66 La plaque est de longueur a et de largeur b. Le repère est tel que tout point

de la plaque vérifie x1 ∈ [0, a] et x2 ∈ [0, b].

On considère que les perturbations en moments (et par conséquent en vitesses de

rotation) vérifient les conditions de bord suivantes :

δM22

"
0, x2

#
= 0 (3.116)

δM11

"
x1, 0

#
= 0 (3.117)

δM22

"
a, x2

#
= 0 (3.118)

δM11

"
x1, b

#
= 0 (3.119)

On déduit des conditions ci-dessus la forme des perturbations en rotation :

δ φ̇1 = δφ̇
0

1 cos

4
2πmx1

a

5
sin

4
2πnx2

b

5
h (t) (3.120)

δφ̇2 = δφ̇
0

2 sin

4
2πmx1

a

5
cos

4
2πnx2

b

5
h (t) (3.121)

Notation 67 On note µ et ν les variables telles que µ = 2πm
a
et ν = 2πn

b
.

Notation 68 On note gmn1 (x1, x2) et gmn2 (x1, x2) les fonctions définies par :

gmn1
"
x1, x2

#
= cos

"
µx1

#
sin

"
νx2

#
(3.122)

gmn2
"
x1, x2

#
= sin

"
µx1

#
cos

"
νx2

#
(3.123)
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On injecte les perturbations 3.120 et 3.121 dans (3.114, 3.115), on obtient en simpli-

fiant par h (t) :

gmn1

¤"
−µ2G1111 − ν2G1212 + P

#
δφ̇

0

1 − νµ
"
G1212 +G1122

#
δφ̇

0

2

“
= 0 (3.124)

−gmn2

D
µν

"
G1212 +G1122

#
δφ̇

0

1 +

B
µ2G1212 + ν2G2222 − Ṗ

η

C
δφ̇

0

2

E
= 0 (3.125)

On recherche une solution non triviale de ce système. En l’écrivant sous forme matricielle,

cela reviendrait à chercher la singularité de la matrice. On doit alors résoudre l’équation

suivante :

2
η
"
µ2G1212 + ν2G2222

#
− Ṗ

3 "
µ2G1111 + ν2G1212 − P

#
= ην2µ2

"
G1212 +G1122

#2

(3.126)

On peut en déduire la valeur du paramètre η :

η =
Ṗ (µ2G1111 + ν2G1212 − P )

(µ2G1212 + ν2G2222) (µ2G1111 + ν2G1212 − P )− ν2µ2 (G1212 +G1122)2
(3.127)

Dans le cas d’un chargement statique, c’est-à-dire Ṗ = 0, l’équation 3.126 indique que la

contrainte généralisée critique vaut :

P crstat =
"
µ2G1111 + ν2G1212

#
− ν2µ2 (G1212 +G1122)

2

(µ2G1212 + ν2G2222)
(3.128)

Dans le cas d’un chargement croissant, on cherche les valeurs de P telles que l’équilibre

de la plaque soit instable. On rappelle qu’il y a instabilité absolue lorsque Re(η) > 0.

Une première analyse du paramètre η indique qu’il est indéterminé en P = P
∞
où P

∞

est solution de :

"
µ2G1212 + ν2G2222

# "
µ2G1111 + ν2G1212 − P

#
− ν2µ2

"
G1212 +G1122

#2
= 0 (3.129)
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P
∞
est défini par :

P∞ =
"
µ2G1111 + ν2G1212

#
− ν2µ2 (G1212 +G1122)

2

(µ2G1212 + ν2G2222)
(3.130)

Le paramètre η s’annule pour P = P crit0 où P crit0 est défini par :

P crit0 = µ2G1111 + ν2G1212 (3.131)

On vérifie rapidement que, sous chargement croissant, c’est-à-dire pour Ṗ > 0, η est

strictement positif pour tout P ∈ [0, P∞[ ∪ ]P crit0 ,+∞[.

On remarque que η
P
<→P∞−→ +∞.

Le mode d’instabilité associé à la valeur P∞ correspond au mode d’instabilité le plus

rapide. Ce mode est appellé pour la suite mode d’instabilité infinie. La valeur P∞ est

choisie comme critère d’instabilité dans le cas d’un chargement croissant car, à l’approche

de celle-ci, les perturbations atteignent leur vitesse d’évolution maximale. On retrouve

alors la contrainte généralisée critique obtenue dans le cas d’un chargement statique. On

résume les contraintes généralisées critiques obtenues dans le tableau suivant :

Ṗ = 0 P crstat = (µ
2G1111 + ν2G1212)− ν2µ2 (G1212 +G1122)

2

(µ2G1212 + ν2G2222)

Ṗ X= 0
instabilité absolue

Re (η) > 0
P ∈ [0, P∞[ ∪ ]P crit0 ,+∞[avec P crit0 = µ2G1111 + ν2G1212

Ṗ X= 0
instabilité infinie

η →∞
P∞ = (µ2G1111 + ν2G1212)− ν2µ2 (G1212 +G1122)

2

(µ2G1212 + ν2G2222)

Par la suite, on s’intéresse uniquement à la contrainte généralisée critique P∞.

Afin de poursuivre l’analyse et de mieux comprendre la signification de ces critères,

on va désormais introduire une loi de comportement.
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Considérons la théorie de déformation appliquée au critère de Hill48 telle qu’elle a été

utilisée par Neale [Neale 89], le tenseur G est alors défini par :

G1111 = G11 =
t3

12

D
(1 + r)2

(1 + 2r)
ES − (ES − ET )

4
σ1
σe

52E
(3.132)

G2222 = G22 =
t3

12

D
(1 + r)2

(1 + 2r)
ES − (ES − ET )

4
σ2
σe

52E
(3.133)

G1122 = G12 =
t3

12

6
r (1 + r)

(1 + 2r)
ES − (ES − ET )

4
σ1
σe

54
σ2
σe

57
(3.134)

G1212 = 0 (3.135)

La contrainte effective est donnée par :

σe =

4
σ21 −

2r

1 + r
σ1σ2 + σ22

51/2
(3.136)

D’après le tableau 3.5.3, les contraintes généralisées critiques deviennent alors :

P crstat = P
∞ =

µ2
¤
G11G22 − (G12)2

“

G22
(3.137)

Soit encore :

P crstat = P
∞ =

4
2πm

a

524
t3

12

52
(1 + r)2

(1 + 2r)

ESET
G22

(3.138)

Dans le cas particulier où σ2 = 0 et r = 1, on obtient :

P crstat = P
∞ =

4
2πm

a

52
t3

12
ET (3.139)

Validité du résultat

On trouve dans [Singer 97b] une estimation du chargement critique en mode simple

d’une plaque en compression dans le cas élastique. Pour cela la méthode de Rayleigh-Ritz
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est utilisée. Par minimisation de l’énergie potentielle, Singer et al [Singer 97b] obtiennent

la pression généralisée critique suivante :

P critique =
2
i
π

a

32 t3

3 (1− ν)2
E (3.140)

où i est un facteur supposé tel que i = a/b. On trouve avec 3.139 une expression analogue

à 3.140 à un facteur près dépendant de i.

On retrouve une valeur analogue de la pression critique dans le cas élastique d’après les

travaux de Timoshenko [Timoshenko 61], mais avec cette fois-ci une dépendance explicite

au mode de flambage :

σTimoshenkocrm = m2 π2E

12 (1− ν)2

4
t

a

52
(3.141)

Pour un mode de flambage simple, on obtient

σTimoshenkocr1
=

π2E

12 (1− ν)2

4
t

a

52
(3.142)

En remarquant qu’avant apparition du flambage, la contrainte est constante dans

l’épaisseur, on peut alors trouver la contrainte généralisée critique :

NTimoshenko
cr1

=
π2E

12 (1− ν)2
t3

a2
(3.143)

En adaptant le coefficient i dans l’équation 3.140, on peut retrouver le résultat de

Timoshenko donné par l’équation 3.143.

On souhaite comparer la pression critique obtenue par notre méthode avec le critère

de Timoshenko. Pour cela, on va utiliser les travaux de Yossifon, Tirosh et Kochavi

[Yossifon 84] qui étendent la méthode de Timoshenko au flambage plastique. Comme

cela a été précisé précédemment, l’extension au domaine plastique consiste à remplacer le

coefficient de Poisson par son équivalent incompressible (ν = 0.5) et le module d’Young
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par le module double E0 =
4EET2

E1/2 + E
1/2
T

32 dépendant du module d’Young E et du

module tangent ET . En appliquant cette technique à la pression généralisée critique de

Timoshenko, on obtient en mode de flambage simple :

NTimoshenko
cr1

=
π2

3

t3

a2
E0 (3.144)

que l’on souhaite comparer à notre pression critique généralisée :

P∞ =
2π
a

32 t3
3
ET (3.145)

Le rapport entre ces deux valeurs est donné par :

NTimoshenko
cr1

=
E0
ET

P∞ (3.146)

La différence entre le critère de Timoshenkho et notre critère dans ce cas particulier

tient essentiellement de la loi de comportement choisie. Sachant que notre analyse est

une étude de stabilité, on retrouve l’objection formulée pour le critère de Timoshenkho,

à savoir une surestimation de la contrainte critique. Pour approfondir la validation de

notre critère, une comparaison avec l’expérience est à envisager.

3.6 Conclusion

On trouve dans la littérature de nombreux travaux autorisant la caractérisation du

plissement/flambage en mise en forme de manière plus ou moins exacte. Parmi toutes ces

méthodes se distingue la méthode de bifurcation de Hill qui permet d’obtenir dans des

cas simples une expression analytique de la contrainte critique et également la longueur

d’onde associée. Cette méthode présente toutefois l’inconvénient de ne pas pouvoir être

exploitée pleinement dans des cas compliqués tels que lors de la présence de contact entre

l’élément et la matrice. On peut alors utiliser cette méthode de manière numérique, cela
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revient à calculer les mêmes termes que ceux intervenant dans la méthode de Nordlund

et Häggblad [Nordlund 97]. Mais, cette fois, l’analyse est basée sur une étude qualitative

du travail interne incrémental du second ordre. Cette étude est d’autant plus intéressante

qu’elle ne nécessite aucune hypothèse sur la forme du champ des vitesses après plisse-

ment. Par contre, elle ne donne aucune indication sur ce même champ et donc aucune

indication sur le mode de plissement. Parmi les approches étudiées, il y a également la

méthode de l’énergie. Les nombreuses remarques formulées lors du développement de

cette méthode suffisent à elles seules pour justifier le non-emploi d’une telle méthode. On

rappelle juste que Chu et Xu ([Chu 01] page 1426) émettent les mêmes réserves quand

au simple remplacement de paramètres pour justifier le passage de l’analyse en élasticité

à une analyse en plasticité.

Alternativement à toutes ces méthodes, nous avons souhaité développer une analyse

s’inspirant des travaux de Nordlund et Häggblad [Nordlund 97] (en considérant l’ap-

parition de plis comme liée à de fortes rotations) et des divers travaux sur l’étude de

l’équilibre mécanique d’une structure. Les résultats obtenus sont validés en comparaison

avec le critère de Timoshenko dans le cas d’une plaque en compression. La relation entre

ces deux critères semble évidente puisque dans les deux cas une analyse de stabilité est

effectuée.

Notre nouveau critère qui s’inspire des nombreux travaux réalisés auparavant présente

l’inconvénient de se restreindre à un élément plaque sous hypothèse de contraintes planes.

De plus, le mode de déformation est imposé par les conditions au bord supposées dans le

cas d’une analyse simplifiée. On ne peut pas parler ici d’analyse locale. On note également

que la loi de comportement ne considère pas le couplage entre les termes de déformations

membranaires et les termes de flexion. Il serait donc intéressant d’observer l’influence de

ces termes sur un critère de prédiction de plissement.

Le critère proposé ici semble trop restrictif et peu utilisable lors de simulations par

la méthode des éléments finis. Mais il a initié de nouveaux travaux dont les résultats

n’ont pas été validés. Il s’agit alors d’étendre l’analyse proposée pour la recherche de
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striction localisée à la recherche de plissement dans le cas d’une loi de comportement

de type Illyushin. Le plissement est à nouveau considéré comme une instabilité du flux

de matière. Cette méthode de perturbation fait alors apparâıtre le mode de flambage

dans la fonction de perturbation sans aucune hypothèse sur les conditions de bord. De

plus, la loi de comportement choisie autorise le couplage entre les termes de déformations

membranaires et les termes de flexion. On trouvera les développements de cette méthode

en Annexe D. La dimension du problème n’a pour l’instant pas permis d’obtenir un

critère de plissement simple.

Toutes les méthodes mentionnées et développées dans ce chapitre sont donc soit des

analyses en bifurcation soit des analyses de stabilité, à l’exception de la méthode de

Nordlund et Häggblad. Mais l’expérience montre que le point de bifurcation favorisant

l’apparition du plissement semble souvent être le deuxième point [Singer 97a] tandis que

la perte de stabilité apparâıt après l’apparition du défaut. En fait, l’instant d’apparition

de plis est fortement lié aux imperfections de l’élément considéré. Cette série de méthodes

de résolution n’est pas mentionée ici. Toutefois, la méthode est identique à celle présentée

dans le chapitre sur la striction localisée. Elle présente donc le même inconvénient, à savoir

la dépendance à l’imperfection initiale.

Aux vues de ces remarques, et en attendant la validation de nos nouveaux travaux,

nous avons choisi d’utiliser le critère de Nordlund et Häggblad pour la prédiction du

plissement lors de simulations en emboutissage et hydroformage de structures minces.

Ceci fait l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Prédiction numérique des défauts

Différents procédés de mise en forme sont considérés ici afin de prédire l’apparition

de défauts. Les critères utilisés dans cette partie sont le critère basé sur la technique

des perturbations linéarisées pour la striction/éclatement et sur la méthode de Nordlund

et Häggblad pour le plissement/flambage. Concernant la striction ou l’éclatement, un

premier exemple de gonflement d’une plaque sous pression permet de vérifier simplement

la précision du critère d’instabilité. On vérifiera également le bon comportement du critère

de plis à l’aide du célèbre test de Yoshida. Par la suite, les critères seront appliqués

à des cas plus complexes d’hydroformage tels que l’hydroformage d’une forme en T et

l’hydroformage dans une cavité cylindrique. L’application des critères de défauts se trouve

alors complétée par l’analyse de procédés d’emboutissage.

4.1 Test de gonflement hydraulique

L’essai de gonflement consiste à déformer plastiquement une tôle mince sous l’effet

d’un fluide sous pression. Le flan est retenu entre la matrice et le serre-flan (figure 4-1).

Cet essai sert à caractériser des matériaux utilisés en mise en forme et soumis à des

sollicitations biaxiales. Il permet également de déterminer les déformations critiques en

vue de la construction de Courbes Limites de Formage. En effet, si pour une matrice
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4.1. Test de gonflement hydraulique

pression

Flan

Matrice

Serre-flan

Fig. 4-1: Définition de l’essai de gonflement.

circulaire, le chemin de déformation est équibiaxé, il peut être modifié en utilisant une

matrice de forme ovöıdale.

Des expérimentations ont été réalisées par J.F. Michel au LMARC [Michel 00] sur des

tôles en aluminium d’épaisseur 0.92 mm. Les caractéristiques de comportement matériel

sont données dans le tableau suivant :

Module d’Young E 70 000 MPa

Coefficient de Poisson ν 0.33

Densité 2700 kg.m−3

Limite élastique σ0 180 MPa

Loi d’écrouissage σy = 533ε̄
0.2837

Expérimentalement, l’éclatement est observé pour une hauteur de dôme de 15 mm.

Il semble alors que le critère d’éclatement défini surestime l’apparition de ce défaut. En

effet, le critère indique un défaut pour une hauteur de dôme valant 12 mm. Toutefois,

dans les deux cas, l’éclatement est observé au sommet du dôme (figure 4-2). Les raisons

de la différence constatée peuvent être multiples. Il convient, dans un premier temps, de

noter que l’on travaille ici avec un aluminium dont le comportement est supposé isotrope.

Or, on a montré dans le chapitre 2, que dans le cas d’un matériau de type aluminium, la

loi de comportement influençait fortement la prédiction de formabilité pour un chemin

de contrainte équibiaxé. De nouvelles simulations utilisant les critères adaptés à ce type
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Eclatement détecté

Fig. 4-2: Localisation de la zone éclatée obtenue numériquement et expérimentalement
pour un essai de gonflement hydraulique.

de matériaux devraient permettre d’affiner la prédiction de l’éclatement dans le cas du

gonflement hydraulique.

4.2 Test de Yoshida

Le test de Yoshida [Yoshida 83] permet de caractériser la formation de plis d’une tôle.

Il s’agit d’étirer une tôle carrée suivant l’une de ses diagonales. Il en résulte une contrainte

de compression dans le centre de la pièce qui entrâıne l’apparition de plis. On se propose,

dans cette partie, d’appliquer le critère de plissement de Nordlund et Häggblad afin de

prédire numériquement l’apparition de plis au cours d’un test de Yoshida.

4.2.1 Prédiction de plis

Les caractéristiques géométriques et de comportement matériel du test simulé sont

données dans la figure 4-3 et le tableau ci-dessous :
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4.2. Test de Yoshida

Module d’Young E 196.7 MPa

Coefficient de Poisson ν 0.3

Densité 7900 kg.m−3

Limite élastique σ0 164.3 MPa

Loi d’écrouissage σy = 1453 (9.10
−3 + ε̄p)

0.52836

141 mm

1
0

0
 m

m
Grip zone

Grip zone

Fig. 4-3: Définition de la géométrie du Yoshida Buckling Test.

Le critère de Nordlund et Häggblad détecte une zone de plis pour un déplacement

axial valant 22.25 mm (figure 4-4). L’un des autres critères utilisés lors de simulation

éléments finis pour repérer les zones de plis est un critère basé sur l’analyse des normales

en chaque élément du maillage. Ce critère possède l’avantage d’être simple à mettre en

œuvre et peu coûteux en temps de calcul. Cependant, l’analyse des normales en chaque

élément du maillage tend à montrer, sur cet exemple, qu’un critère basé sur ces vecteurs

ne serait pas assez prédictif. En utilisant une telle méthode, les plis sont détectés, mais

non prédits, contrairement au critère de Nordlund et Häggblad.

Concernant la validité du critère de Nordlund et Häggblad, la comparaison entre les

zones de plis détectés pour un déplacement axial de 22.25 mm (figure 4-4) et la forme

finale de la tôle (figure 4-5) tend à indiquer que le critère est suffisamment précis pour

repèrer la formation de plis au cours de l’essai de flambage de Yoshida. Le critère de

Nordlund et Häggblad pourrait alors être utilisé numériquement en vue de classer les
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différents matériaux suivant leur prédisposition à flamber ou non.

Risque de plis

Fig. 4-4: Distribution du critère de Nordlund et Häggblad pour un déplacement axial de
22.5 mm.

Déplacement maximum

Fig. 4-5: Distribution du déplacement normal au plan de la tôle.

4.2.2 Effet de l’endommagement sur le critère de plissement

L’endommagement est considéré via le modèle de Lemaitre. Ce modèle dépend du

paramètre de dimensionnement a0 et de l’exposant s0 valant respectivement pour notre

exemple 3.1 MPa et 1. Les autres caractéristiques du matériau (module d’Young, coeffi-

cient de Poisson, ...) sont identiques à celles de la partie précédente.
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En comparant les formes finales obtenues par le test de Yoshida d’un matériau non-

endommagé (figure 4-7) et d’un matériau endommagé (figure 4-6), on constate que l’am-

plitude des plis est modifiée.

Zone de

déplacement

maximal

Zone de

déplacement

minimale

Fig. 4-6: Distribution du déplacement normal au plan de la pièce pour un matériau
endommagé.

Zone de

déplacement

minimale

Zone de

déplacement

maximale

Fig. 4-7: Distribution du déplacement normal au plan de la pièce pour un matériau
non-endommagé.

Dans le cas du matériau endommagé, l’amplitude vaut 10.5 mm tandis qu’elle est

égale à 9.5 mm dans le cas du matériau non-endommagé. Le degré d’endommagement

d’un matériau semble donc influencer l’apparition et la nature de plis durant l’essai de

Yoshida.

114



Chapitre 4. Prédiction numérique des défauts

On retrouve ce phénomène en observant l’évolution du critère de plissement dans le cas

de matériau endommagé et sain. Si, dans le cas d’un matériau sain, le critère de plissement

semble évoluer correctement, avec une bonne répartition des zones détectées (figure 4-

9), la distribution du critère de plissement dans le cas d’un matériau endommagé parâıt

moins bien définie (figure 4-8). La prise en compte de l’endommagement semble entrâıner

des perturbations algorithmiques influençant le critère de Nordlund et Häggblad.

Risque de

plissement

Fig. 4-8: Distribution élémentaire du critère de Nordlund et Häggblad du matériau en-
dommagé pour un déplacement axial de 6.25 mm.

Ainsi, on constate l’apparition d’un risque de plissement dans le cas d’un matériau

endommagé au tout début du procédé, c’est-à-dire pour un déplacement axial de 6.25 mm

(figure 4-8). On remarque également que la zone détectée indique un risque de plissement

à proximité de la partie de la tôle qui est serrée par les mors.

Le couplage du critère de Nordlund et Häggblad avec le code éléments finis du

LMARC pour détecter des plis dans le cas d’un matériau endommagé semble pour l’in-

stant peu précis. Une amélioration du calcul des contraintes pourrait résoudre une partie

des problèmes rencontrés lors de la détection de plis dans le cas d’un matériau endom-

magé.
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4.3. Hydroformage de tubes

Bandes de

plissement

Fig. 4-9: Distribution élémentaire du critère de Nordlund et Häggblad du matériau non-
endommagé pour un déplacement axial de 22.25 mm.

4.3 Hydroformage de tubes

L’hydroformage de tubes consiste à déformer plastiquement un tube dans une cavité

sous l’effet d’un fluide sous pression et de pistons axiaux. On peut trouver différentes

variantes de ce procédé (voir par exemple [Zhang 99]). Les défauts pouvant apparâıtre

lors de tels procédés sont l’éclatement, le flambage et le plissement qui peut être considéré

comme du flambage local ([Koç 02]).

Dans un premier temps, deux exemples simples ont été mis en œuvre numériquement

afin de vérifier la précision des critères d’éclatement et de flambage. Par la suite, l’ap-

parition de striction localisée lors d’un procédé d’hydroformage de forme en T et la

prédiction de flambage lors de la simulation de l’hydroformage axisymétrique d’un tube

sont étudiées.

4.3.1 Prédiction de l’éclatement de tube

On considère un tube en expansion libre. Le tube est soumis à une pression interne ;

les bords sont supposés libres.
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Les caractéristiques de comportement matériel du tube sont données par :

Module d’Young 210 000 MPa

Coefficient de Poisson 0.3

Limite élastique 374 MPa

Loi d’écrouissage 618.29 (0.0141136 + ε̄p)0.118

Le rayon du tube vaut 40 mm, son épaisseur mesure 2 mm et la longueur est égale à

100 mm.

Cet exemple permet de réduire au maximum les instabilités numériques dues, entre

autre, à la prise en compte du contact.

L’application du critère d’instabilité à cet exemple indique l’apparition d’une zone

d’éclatement pour une pression de 54 MPa (figure 4-10).

Risque d’éclatement

Fig. 4-10: Apparition d’une zone d’éclatement pour une pression de 54 MPa.

Le chemin de déformation étant uniaxial, on peut utiliser le critère de Hill qui indique

alors que la pression critique vaut 52 MPa [Boudeau 01a]. La comparaison entre les

résultats numériques et analytiques semblent concorder.

De plus, la comparaison entre l’évolution du critère d’éclatement pour un point situé

au bord du tube et un point situé au centre du tube indique clairement que le risque

d’éclatement se situe au centre du tube (figure 4-11).

Une comparaison, pour les mêmes points, de l’évolution de l’épaisseur semble moins
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Fig. 4-11: Comparaison de l’évolution du critère d’instabilité pour un point situé au
centre du tube et un point situé au bord du tube.

significative (figure 4-12). Sur ce cas élémentaire, l’efficacité de la méthode d’instabilité

par rapport à une méthode basée sur l’épaisseur est évidente.
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Fig. 4-12: Comparaison de l’évolution de l’épaisseur pour un point situé au centre du
tube et un point situé au bord du tube.

4.3.2 Analyse de flambage

On regarde le comportement d’un tube subissant uniquement un effort axial à chacune

de ses extrémités. De même que pour l’exemple précédent, afin d’éviter les instabilités

numériques dues à la prise en compte du contact, on choisit de travailler sans matrice.
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Afin de comprendre et d’observer l’apparition des plis, on s’intéresse à l’évolution de

grandeurs pour deux points A et B situés respectivement dans une zone saine et dans

une zone de plis (figure 4-13).

Point BPoint A

Zones de plissement

Fig. 4-13: Distribution du critère de Nordlund et Häggblad pour un temps de simulation
égal à 0.08 ms.

Au début du procédé, c’est-à-dire lors de la phase de déformation élastique, plusieurs

zones de plis sont détectées. Pour le point A, respectivement le point B, le passage dans

le domaine plastique a lieu pour un temps de simulation valant 0.06 ms, respectivement

0.07 ms. On remarque que, durant la phase élastique, le calcul de la première composante

du tenseur des taux de contraintes est fortement oscillant (figure 4-14). La valeur de cette

composante tend à se stabiliser ensuite. Le critère de plissement de Nordlund et Häggblad

étant fortement influencé par le tenseur des taux de contraintes, la prédiction de défaut

durant la phase élastique (figure 4-13) s’explique alors par les variations observées sur

la figure 4-15. Ces plis peuvent être négligés dans le cas de l’hydroformage de tube

puisque seuls les plis apparaissant dans le domaine plastique limitent le procédé. On ne

s’intéressera donc par la suite qu’aux plis prédits dans le domaine plastique. Le plissement

est alors constaté pour un temps de procédé de 0.08 ms (figure 4-13). La contrainte

de compression vaut à cet instant -134 MPa et le déplacement axial correspondant est

égal à 1.74 mm. Pour cet exemple simple, on peut utiliser les travaux de Timoshenkho

qui prédisent l’apparition de plis pour une contrainte de compression valant -142 MPa

correspondant à un temps de procédé de 0.09 ms. La contrainte critique obtenue par le
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Fig. 4-14: Évolution de σ̇xx en fonction du temps en 2 points A et B du tube.
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Fig. 4-15: Évolution du critère de plissement de Nordlund et Häggblad en fonction du
temps pour deux points A et B du tube.
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critère de Timoshenkho étant la valeur maximale, car obtenue par une étude de stabilité,

le critère de Nordlund et Häggblad semble donc suffisamment précis en comparaison avec

ce critère.

4.3.3 Simulation d’une pièce en T

Définition du procédé

L’hydroformage en forme de T d’un tube consiste à déformer de manière non-axisymétrique

le tube dans une matrice sous l’action de la pression interne créée par un fluide et de

pistons axiaux s’exerçant à chaque extrémité du tube. La cavité de la matrice peut être

fermée et fixe mais le tube risque d’éclater au sommet du dôme formé. Afin d’éviter ce

problème, la hauteur de la cavité est mobile grâce à l’utilisation d’un contre-piston sur

lequel vient se plaquer le sommet du dôme (figure 4-16).

iP

-Fp

Contre

piston

- FcFc

A

matrice

matricematrice

iPiP

-Fp

Contre

piston

- FcFc

A

matrice

matricematrice matricematrice

Fig. 4-16: Le tube soumis à un effort axial Fc, à une pression interne Pi et à un effort
du contre-piston Fp est déformé dans la matrice.

Le tube utilisé a pour diamètre 40.8 mm, pour épaisseur 2.1 mm et pour longueur

150 mm. Les paramètres de comportement matériel du tube sont donnés par :
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4.3. Hydroformage de tubes

Module d’Young 72 000 MPa

Coefficient de Poisson 0.32

Limite élastique 40.74 MPa

Loi d’écrouissage 241.77(0.00383 + ε̄p)0.32

Le procédé est défini par le chemin de pression interne, le chemin du déplacement

des pistons axiaux et éventuellement par le chemin du contre-piston. Par la suite, quatre

chemins de pression en fonction du déplacement axial seront étudiés (voir figure 4-17)
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Fig. 4-17: Différents chemins de pression interne en fonction du déplacement axial.

Influence de la pression sur le critère de striction localisée.

Lors de simulations éléments finis, l’élément choisi est un élément coque. La com-

posante σ33 du tenseur des contraintes n’est pas calculée puisque l’on travaille sous hy-

pothèse de coques minces. Par contre, cette composante intervient analytiquement dans

le calcul du critère de striction localisée. Ainsi, lorsque le tube est soumis à une pression

interne p et que celui-ci entre en contact avec la matrice, il s’exerce la même force de

chaque côté du tube. On impose alors σ33 = −p afin de bien considérer l’effet de la
pression interne. La contrainte σ33 est supposée uniforme dans l’épaisseur. La figure 4-18

représente la répartition du critère de striction localisée sur le tube lors d’un procédé
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d’hydroformage sans imposer σ33 = −p. Les zones bleues sont les zones exemptes de
risque d’apparition de striction ; les zones rouges sont les zones présentant un fort risque

de striction ; les zones vertes sont les zones intermédiaires. La figure 4-19 représente la

répartition du critère de striction localisée lors du même procédé d’hydroformage avec

prise en compte de la pression, c’est-à-dire que l’on impose σ33 = −p. En comparant les
figures 4-18 et 4-19, on constate immédiatement l’influence de la prise en compte de la

pression sur le critère de striction localisée. Ce paramètre ne pourrait être considéré par

une analyse sous hypothèse de contraintes planes.

Fig. 4-18: Distribution du critère de striction d’après l’analyse en perturbation. La pres-
sion n’est pas prise en compte.

Zones d’éclatement

Fig. 4-19: Distribution du nouveau critère d’éclatement. La pression est prise en compte.
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Influence des instabilités numériques sur le critère de striction localisée

La figure 4-20 représente l’évolution du critère de striction localisée en fonction du

déplacement axial au sommet du dôme (point A sur la figure 4-16) pour les quatre

chemins de pression en fonction du déplacement définis sur la figure 4-17. Pour ces qua-

-0.0001

0

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

0.0006

0.0007

0.0008

0.0009

0 10 20 30 40 50 60

déplacement axial (mm)

chemin 2

chemin 3

chemin 1

chemin 4

Fig. 4-20: Évolution du critère initial d’instabilité en fonction du déplacement axial pour
les quatre chemins de pression interne en fonction du déplacement axial. Le procédé a
été réalisé avec un contre-piston.

tre chemins, on constate de forts niveaux d’instabilité en début de procédé. Ces niveaux

d’instabilité sont donc détectés pour de faibles déformations. Ils correspondent à des in-

stabilités numériques dues au calcul des contraintes. Pour éviter la prédiction de telles

instabilités, comme l’on s’intéresse principalement à la recherche dans le domaine plas-

tique, on définit pour la suite le nouveau critère d’instabilité suivant :

si Re (η) > 0 et

·

η
·

ε
> 1 alors

η̂ = ε̄η (4.1)

avec η le critère d’instabilité obtenu par la méthode de perturbation appliquée à

l’équilibre tridimensionnel.

Ainsi, pour détecter la striction, on ne s’intéresse qu’aux instabilités survenant pour

124



Chapitre 4. Prédiction numérique des défauts

des déformations non négligeables.

Influence du contre-piston sur l’apparition d’éclatement

Dans le cas de l’hydroformage en forme de T, l’éclatement, s’il a lieu, apparâıt au

sommet du dôme, c’est-à-dire le point A sur la figure 4-16.

D’après la figure 4-21, il semble évident que le contre-piston permet de contrôler

l’évolution de l’épaisseur au cours de la déformation pour le point A. De même, on voit

clairement sur la figure 4-22 que l’introduction d’un contre-piston améliore la formabilité

du tube au sommet du dôme.
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Fig. 4-21: Évolution de l’épaisseur en fonction du déplacement axial dans le cas de
procédés d’hydroformage avec et sans contre-piston pour le point A au sommet du dôme.

Dans le cas d’un procédé sans contre-piston, l’éclatement du tube serait prédit pour

un déplacement axial d’environ 30 mm. Cet instant correspond à une épaisseur d’en-

viron 1.55 mm. On observe surtout une décroissance rapide de l’épaisseur. Ainsi, dans

ce cas, un critère en taux d’épaisseur pourrait être utilisé pour caractériser l’instant de

l’éclatement du tube. L’utilisation d’un tel critère dans ce cas tient au fait que la diminu-

tion d’épaisseur s’effectue localement au sommet du dôme. Comme cela a été précisé pour

le procédé d’expansion libre de tube, la généralisation de l’utilisation d’un critère basé

sur l’évolution de l’épaisseur ne semble pas fiable.
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Fig. 4-22: Évolution du critère d’éclatement en fonction du déplacement axial au point A
situé au sommet du dôme pour des procédés d’hydroformage avec et sans contre-piston.

Influence du couple pression interne-déplacement axial

Le chemin défini par la pression interne en fonction du déplacement axial est l’un des

paramètres importants des procédés d’hydroformage. En effet, suivant ce chemin on peut

avoir ou non apparition de défauts.

On observe l’influence de ce chemin sur l’apparition d’éclatement dans le cas d’un

procédé d’hydroformage. Pour cela, plusieurs simulations avec différents chemins ont

été réalisées dans le cadre du même procédé d’hydroformage d’une forme en T que

précédemment (figure 4-17).

Dans un premier temps, on se place dans un cas sans contre-piston. On ne s’intéresse

qu’au chemin 2 et 3 (figure 4-17). Le chemin 3 correspond à une évolution linéaire de la

pression interne en fonction du temps contrairement au chemin 2 qui est non-linéaire.

Pour le chemin linéaire (chemin 3), l’évolution de l’épaisseur en fonction du déplacement

axial (figure 4-23) semble plus régulière que pour le chemin non-linéaire (chemin 2).

Ceci se trouve confirmé par le fait que l’on détecte l’apparition d’éclatement pour un

déplacement axial de 16.25 mm dans le cas du chemin non-linéaire (figure 4-24). Ce

déplacement axial correspond à une épaisseur de 1.56 mm pour le chemin non-linéaire,

soit une diminution d’épaisseur de 25 %.
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Fig. 4-23: Évolution de l’épaisseur en fonction du déplacement axial pour un point situé
au sommet du dôme. Le procédé a été réalisé sans contre-piston et avec deux chemins de
pression interne en fonction du déplacement axial différents.
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Fig. 4-24: Évolution du critère d’éclatement en fonction du déplacement axial pour un
procédé d’hydroformage d’une forme en T sans contre-piston. Deux chemins en pression
non-linéaire (chemin 2) et linéaire (chemin 3) sont comparés.
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4.3. Hydroformage de tubes

4.3.4 Influence de paramètres procédés sur l’apparition de plis.

On simule le procédé d’hydroformage (figure 4-25) proposé dans [Koç 02]. La longueur

-Fc

iP

m atrice

Fc

m atrice

Fig. 4-25: Le tube soumis à une pression interne Pi et à un chargement axial Fc est formé
dans la matrice.

du tube, le diamètre interne et l’épaisseur initiale valent respectivement 300 mm, 94 mm

et 6 mm. Le matériau considéré est un acier SAE 1008. On considère ici deux chemins de

pression interne en fonction du déplacement axial différents (figure 4-26) afin de mettre

en évidence l’influence de ce chemin sur l’apparition du flambage. Le chemin nommé

chemin 1 est un chemin sain expérimentalement.
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Fig. 4-26: Définition de deux chemins de pression interne en fonction du déplacement
axial.
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Chapitre 4. Prédiction numérique des défauts

La prédiction du plissement par le critère de Nordlund et Häggblad indique une zone

de plis dans la partie du tube en expansion pour le chemin 1. Ce défaut est détecté

pour un temps de procédé égal à 1.20 ms. Ceci est dû à une variation importante de

l’épaisseur. En effet, l’épaisseur, qui vaut 6 mm au début du procédé, décrôıt vers la valeur

de 4.31 mm pour un temps de 1.05 ms. L’itération suivante est le siège d’un accroissement

d’épaisseur dû au contact entre la matrice et le tube. Cette variation d’épaisseur produit

une fluctuation du tenseur des taux de déformation ; on détecte alors une bande de

plissement.

La forme obtenue à partir du chemin numéro 2 n’est pas correcte. La pression est

insuffisante pour compenser la force de compression axiale. Ainsi, deux bandes de flam-

bage apparaissent durant le procédé d’hydroformage (figure 4-27). La première de ces

bandes survient pour une pression interne de 10 MPa et un déplacement axial de 26 mm.

Elle s’arrête ensuite de s’accrôıtre ; il y a alors formation de la deuxième bande pour une

pression interne de 32.6 MPa.

seconde bande de plissement

Fig. 4-27: Détection d’un pli d’après le critère de Nordlund et Häggblad pour une pression
interne de 32.6 MPa.

On a bien retrouvé numériquement les a-priori expérimentaux, à savoir une forte

dépendance de la formation de défauts au chemin de procédé utilisé.
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4.4. Mise en forme de tôles

4.4 Mise en forme de tôles

4.4.1 Prédiction de striction localisée

L’hydroformage de flan est une alternative à la mise en forme de tôles par em-

boutissage. Ce procédé permet d’améliorer la formabilité du matériau tout en offrant

une meilleure répartition d’épaisseur sur la partie de la tôle en contact avec le poinçon.

Le procédé consiste en la déformation de la tôle, sous serre-flan ou non, dans une cavité

sous l’action d’un poinçon. Il s’exerce une pression sur le bord de la tôle qui n’est pas en

contact avec le poinçon (figure 4-28).

PressurePression

Matrice

Serre-flan

Diamètre poinçon

cavité

Fig. 4-28: La tôle est déformée dans un matrice par un poinçon. Une pression s’exerce
sur la partie de la tôle qui n’est pas en contact avec le poinçon.

On propose dans cette partie de montrer l’amélioration de la formabilité par le procédé

d’hydroformage de flan en comparaison avec un procédé d’emboutissage classique ainsi

que l’effet de l’effort serre-flan sur l’apparition de striction.

La loi de pression expérimentale considérée a été choisie d’après [Benchmarks 99].

Afin de comparer le procédé d’hydroformage de flan avec le procédé d’emboutissage,

on calcule la valeur du critère d’instabilité pour ces deux procédés (figure 4-29). Pour

cela, un point dans le mur libre et un point au sommet de l’embouti sont observés.

On constate que la striction apparâıt pour un déplacement du poinçon d’environ 60

mm dans le cas de l’hydroformage de flan. La formabilité semble diminuée dans le cas
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Fig. 4-29: Évolution du critère de striction pour les procédés d’emboutissage et d’hydro-
formage de flan en deux points de la tôle.

du procédé d’emboutissage puisque la striction est alors prédite pour un déplacement

d’environ 50 mm. Ce résultat parâıt en accord avec la réalité expérimentale. De plus,

la striction n’apparâıt pas au même endroit suivant le procédé. En effet, dans le cas de

l’emboutissage, la striction se produit au sommet de l’embouti tandis que le mur libre

est le lieu de localisation du défaut pour le procédé d’hydroformage de flan.

Si la prise en compte de la pression influence l’apparition de striction, l’effort serre-flan

dans le cas de l’emboutissage est l’un des paramètres usuellement ajusté afin d’éviter de

tels défauts. En effet, il est bien connu qu’un faible effort serre-flan entrâıne un important

avalement du flan ce qui permet d’éviter l’apparition de striction. Par opposition, un

fort effort serre-flan conduit à un important étirement de la matière pouvant amener le

phénomène de striction.

On propose de comparer la prédiction de striction pour deux efforts serre-flan opposés

valant 5 kN et 80 kN (figure 4-30).

On observe qu’il n’y a pas apparition de striction localisée au niveau du mur libre

quelque soit l’effort serre-flan. Par contre, au sommet de l’embouti, l’augmentation de

l’effort serre-flan entrâıne une diminution de la formabilité. En effet, un effort serre-flan

valant 80 kN conduit à l’apparition de striction pour un déplacement d’environ 50 mm
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Fig. 4-30: Évolution du critère d’instabilité pour deux efforts serre-flan en deux points
situés au sommet de l’embouti et dans le mur libre.

alors qu’un déplacement de 80 mm est nécessaire avant la formation du défaut pour un

effort serre-flan valant 5 kN.

4.4.2 Influence du maillage sur le critère de plissement

On observe le même procédé d’emboutissage de tôles que précédemment.

Une première simulation a été réalisée avec un maillage grossier composé de 471

noeuds et 861 éléments. L’application du critère de Nordlund et Häggblad lors de cette

simulation montre toute la difficulté de prédire des plis sur ce type de maillage. Dans

un premier temps, un effort serre-flan de 5 kN est appliqué. Dès le début du procédé

des zones de plis sont détectées (zones bleues sur la figure 4-31). Ces zones se localisent

sous le serre-flan et au niveau du rayon matrice. Les zones de plis au niveau du rayon

matrice s’expliquent aisément d’après la grossièreté du maillage. Par contre, la prédiction

de zones de plis sous le serre-flan pour une faible profondeur d’emboutissage semble peu

en accord avec la réalité du procédé. Pour une profondeur d’emboutissage de 79.3 mm,

des zones de plis apparaissent naturellement (figure 4-32). Dans ce cas, le critère de

plissement de Nordlund et Häggblad semble peu précis bien que certaines de ces zones

soient correctement prédites.
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Fig. 4-31: Répartition du critère de plis pour un effort serre-flan de 5 KN en début de
procédé.

Fig. 4-32: Répartition du critère de plis pour un effort serre-flan de 5 KN et un
déplacement poinçon de 79.3 mm.
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Fig. 4-33: Répartition du critère de plis pour un effort serre-flan de 5 KN et un
déplacement poinçon de 79.3 mm.

Afin de vérifier l’influence du maillage sur l’apparition et la prédiction de plis, un

maillage plus fin a été utilisé pour simuler ce procédé d’emboutissage. Il est composé de

4529 éléments et 2355 noeuds. On constate alors que les plis observés pour une profondeur

d’emboutissage de 79.3 mm n’apparaissent plus (figure 4-33). De plus, des zones très

localisées de plissement sont prédites avec le critère de Nordlund et Häggblad. Elles se

situent essentiellement au niveau du rayon matrice, sous le serre-flan, mais également sur

le mur libre. Toutefois, la répartition de ces zones tend à montrer l’importance jouée par

le maillage sur l’apparition et la prédiction de plis en emboutissage de flan.

Pour insister sur le rôle du maillage sur la prédiction de plis, on a choisi un effort

serre-flan égale à 80 kN. On s’attend à ne pas voir apparâıtre de plis sous le serre-flan.

Or, avec le maillage grossier, des zones parfois importantes sont encore prédites sous le

serre-flan pour de faibles profondeurs d’emboutissage (figure 4-34).
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Fig. 4-34: Répartition du critère de plis pour un effort serre-flan de 80 KN et un
déplacement poinçon d’environ 50 mm.

4.5 Discussion

Les critères de plissement et de striction ont été appliqués à des procédés d’hydrofor-

mage de tubes, de flans et d’emboutissage de flans. Le critère de striction utilisé est basé

sur l’analyse linéaire de stabilité par méthode de perturbation. Le critère de plissement

est basé sur les travaux de Nordlund et Häggblad.

L’application du critère de striction localisée à un procédé d’hydroformage de tubes

a permis de définir un critère modifié permettant de rectifier l’influence des instabilités

numériques. Toutefois, ce critère reste sensible à l’algorithme de contact qui engendre

des perturbations des composantes du tenseur des contraintes. Ce problème devient om-

niprésent lors d’un procédé d’emboutissage puisqu’une partie importante du flan est en

contact avec la matrice, le serre-flan ou le poinçon. Des améliorations sont donc à apporter

au critère de striction localisée et à l’algorithme de contact.

Concernant le critère de plissement, il semble très bien adapté à la prédiction de plis en

hydroformage. Par contre, une fois encore, le critère est sensible au contact entre le tube

et la matrice. L’application du critère de plissement au procédé d’emboutissage semble

très sensible au maillage. Les prédictions fournies pour un maillage grossier paraissent

parfois surprenantes et peu réalistes.
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4.5. Discussion

Si des améliorations restent à effectuer sur ces critères, leur utilisation a permis de

montrer l’influence de paramètres procédés sur l’apparition de défauts.

Mais les résultats numériques obtenus ne peuvent servir de validation de ces critères.

Seule la comparaison avec des résultats expérimentaux permettra de vérifier la précision

des prédictions.
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Confrontation de critères de défauts

avec l’expérience

Parmi les critères de prédiction de défauts présentés dans les parties précédentes, deux

d’entre eux ont fait l’objet d’une implantation dans un code de simulation numérique. Si

le comportement des critères de striction localisée par analyse de stabilité et de plissement

par l’analyse de Nordlund et Häggblad semble correct, cela ne prouve en rien la justesse

de ces critères par rapport à la réalité physique des procédés de mise en forme.

Afin de valider ces critères, une étude expérimentale de procédé d’hydroformage a

été menée à l’Université Technologique de Toyohashi sous la direction de Monsieur le

Professeur Ken-Ichiro Mori. Les travaux et résultats ont été obtenus grâce à l’aide de

M. Patwari et M. Maeno étudiants en Mastère dans ce même laboratoire. Le stage de

recherche de 2 mois a été financé par le Ministère de l’Éducation et de la Recherche du

gouvernement Japonais (MEXT) dans le cadre des bourses Monbusho.
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5.1 Un nouveau procédé d’hydroformage de tubes :

Le procédé hammering

De manière usuelle, l’un des moyens de contrôler un procédé d’hydroformage (c’est-à-

dire d’éviter l’apparition de défauts) consiste à faire varier le chemin défini par la pression

en fonction du déplacement axial. Il est bien connu que, pour augmenter la limite de

formabilité d’un matériau, il est préférable d’utiliser un chemin en escalier plutôt qu’un

chemin linéaire.

Mais, pour la mise en forme de certaines pièces complexes, les chemins en escalier

s’avèrent parfois insuffisants et des défauts apparaissent. Dernièrement, il a été observé

industriellement que le procédé de ”hammering” permet d’améliorer la limite de forma-

bilité du matériau sans avoir à modifier le déplacement axial. Ce nouveau procédé au-

torise la mise en forme de pièces difficiles à obtenir par les méthodes conventionnelles

d’hydroformage de tubes.

Le procédé hammering consiste en l’utilisation d’un chemin oscillant au lieu d’une

variation linéaire entre la pression interne et le déplacement axial. Pour illustrer la dis-

cussion, la figure 5-1 représente un chemin linéaire classique, tandis que la figure 5-2

représente le chemin utilisé pour un procédé hammering. Pour se référer à un procédé

d’hydroformage de tubes utilisant ce type de chemin, on parlera tantôt de procédé ham-

mering, tantôt de procédé oscillant.

Les paramètres importants de ce procédé, en dehors des paramètres traditionnels, sont

le nombre de cycles et l’amplitude de l’oscillation. Il a été constaté expérimentalement

que, pour un tube donné avec une géométrie donnée, il existait une fréquence optimale

d’oscillations donnant la meilleure forme de tube, c’est-à-dire un tube avec le moins de

plis et sans striction ou éclatement. Nous verrons également que la vitesse de déplacement

axial du piston représente un paramètre important.
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Fig. 5-1: Exemple de chemin linéaire traditionnel
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Fig. 5-2: Exemple de chemin utilisé pour le procédé de hammering
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5.2 Définition du procédé réalisé

Il s’agit ici d’un procédé d’expansion libre. Pour cela, la hauteur de la cavité de la

matrice a été choisie suffisamment grande par rapport aux dimensions du tube.

Le tube est inséré dans la matrice. Il comprend deux bouchons en caoutchouc, d’épaisseur

15 mm, à chacune de ses extrémités. Un liquide est contenu dans le tube entre ces deux

bouchons en caoutchouc. La pression interne est créée par changement de volume dû au

déplacement du bouchon se situant sur la partie inférieure du tube. Le tube est également

soumis à un état de compression axial par un piston depuis le sommet. Les géométries

du tube et de la matrice utilisés sont données dans la figure 5-3.

Matrice

50 mm

30 mm
5 mm

12 mm

15 mm 15 mm2
0

 m
m 105 mm

5 mm

11 mm

Bouchons en caoutchouc

Fig. 5-3: Le fluide est contenu dans le tube entre deux bouchons en caoutchouc. Le tube
est déformé à l’intérieur d’une matrice axisymétrique.

5.3 Comparaison expérience/simulation

On souhaite dans un premier temps comparer la géométrie du tube obtenue expérimentalement

avec la géométrie prédite par la simulation.

La deuxième phase de cette étude consiste à observer l’influence des paramètres du
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procédé hammering sur les critères de défauts. Les critères de défauts définis dans les

précédents chapitres peuvent alors être confrontés à la réalité.

5.3.1 Validation de la géométrie numérique

Les tubes utilisés sont des tubes en aluminium A1070 de longueur 105 mm, de

diamètre 20 mm et d’épaisseur 1 mm. Ces tubes ont été adoucis.

Les caractéristiques de comportement matériel sont :

coefficient k de la loi d’écrouissage σ̄ = kεn (en MPa) 108

exposant n de la loi d’écrouissage σ̄ = kεn 0.2

contrainte limite σY (MPa) 69

coefficient de Poisson ν 0.32

Module d’Young E (GPa) 72

Densité ρ (kg.m−3) 2700

On regarde la géométrie obtenue à différents instants. Pour cette première validation,

on n’utilise pas de piston axial. Il s’agit simplement de l’expansion d’un tube dans une

matrice.

Pour ce type de procédé, la pression interne varie linéairement en fonction du temps.

L’augmentation de la pression s’effectue de manière manuelle. Le contrôle de la pression

est donc approximatif.

La pression initiale est d’environ 3 MPa. On a alors une augmentation supposée

linéaire de la pression interne.

Pour une valeur de 6.3 ±0.1MPa, on constate l’éclatement du tube (figure 5-4)

On constate également que la déformation n’est pas axisymétrique (figure 5-5). Les

raisons de ce défaut peuvent être multiples. Elles peuvent être associées à un défaut initial

du matériau ou à des défauts provenant du procédé. Le matériau constituant le tube est

très doux. Ainsi le tube se déforme facilement. Or, pour la mise en place du procédé,

de nombreuses manipulations sont nécessaires, notamment pour insérer les bouchons en

cautchouc à l’intérieur du tube. Il est probable qu’au cours de ces manipulations des
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Fig. 5-4: Pour une pression de 6.3 MPa, on observe l’apparition du zone d’éclatement
du tube au centre de la zone en expansion.
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Fig. 5-5: On constate que la déformation du tube n’est pas axisymétrique.

imperfections soient introduites dans le tube.
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Fig. 5-6: Profil diamètral du tube pour une pression de 6.3 MPa

Le diamètre maximum correspondant à l’éclatement du tube vaut 27.5 mm soit une

augmentation du diamètre de 5.5 mm (figure 5-6). On retrouve par la simulation une telle

expansion pour une pression interne de 6.76 MPa. Aux vues des conditions de réalisation

expérimentale, le résultat numérique semble satisfaisant.

Le paramètre de striction tel qu’il a été défini dans la partie précédente est également

observé.
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5.3. Comparaison expérience/simulation

Pour une pression de 6.24 MPa, le paramètre devient non-nul de faible amplitude.

Cette pression correspond à la transition du domaine élastique au domaine plastique. La

distribution des zones de striction est alors non-axisymétrique. La distribution devient

axisymétrique pour une pression de 6.72 MPa. Cet état correspond à de fortes valeurs

du paramètre de striction. Par contre, le diamètre maximal atteint 2.8 mm, ce qui est

insuffisant pour obtenir la rupture du tube. Pour une pression de 6.76 MPa correspondant

à la pression de rupture du tube, on constate que l’augmentation du paramètre de striction

par rapport à sa valeur maximale devient significative (figure 5-7). On note alors avec

intérêt que l’optimisation du procédé par minimisation du paramètre d’instabilité se

révélerait efficace.
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Fig. 5-7: Evolution du paramètre d’instabilité en fonction de la pression interne pour un
point situé au sommet de la partie du tube en expansion.

Par contre, la distribution du paramètre d’instabilité prédite sur le tube (figure 5-8)

ne semble pas être en adéquation avec le résultat expérimental. Toutefois, la distribution

du paramètre d’instabilité n’est pas totalement axisymétrique, on constate en effet des

zones plus ou moins larges sur la circonférence de la partie en expansion.
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Chapitre 5. Confrontation de critères de défauts avec l’expérience

Fig. 5-8: Distribution du paramètre d’instabilité pour une pression interne de 6.76 MPa

5.3.2 Observation qualitative de l’effet du chemin oscillant sur

la déformée du tube

On travaille avec des tubes en aluminium A1070 de longueur 105 mm, de diamètre 20

mm et d’épaisseur 1 mm. Ces tubes sont les mêmes que dans la section précédente sauf

qu’ils n’ont pas été adoucis.

On réalise un procédé d’hydroformage oscillant et un procédé d’hydroformage linéaire.

Au cours du formage du tube avec le procédé hammering, on constate l’apparition de

rupture (figure 5-9). Ceci est dû à l’amplitude de l’oscillation. En effet, il est normal que

la rupture apparaisse plus rapidement dans le cas du procédé hammering que dans le cas

d’un procédé linéaire puisqu’on rajoute l’amplitude à la valeur de la ”pression linéaire”.

Ainsi, dans notre cas, pour pouvoir observer la différence entre les deux procédés, l’am-

plitude choisie est de 1 MPa, ce qui correspond à 20% d’augmentation pour une pression

de 5 MPa.

Au cours du procédé linéaire on ne remarque aucune bande de striction ; le tube ayant

alors une tendance au flambage (figure 5-9). L’évolution de la forme du tube au cours du

procédé linéaire est donnée à titre indicatif sur la figure 5-10.
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5.3. Comparaison expérience/simulation

Fig. 5-9: Apparition de rupture sur le tube lors du procédé de hammering (gauche).
Apparition de flambage lors d’un procédé linéaire (droite)

Fig. 5-10: Évolution de la forme du tube au cours du procédé linéaire.
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5.3.3 Comparaison entre chemin linéaire et chemin oscillant

Résultats expérimentaux

On considère désormais un matériau adouci dont les caractéristiques sont les mêmes

que pour l’étude d’un tube en expansion simple. On rappelle donc que les tubes utilisés

sont des tubes en aluminium A1070 de longueur 105 mm, de diamètre 20 mm et d’épaisseur

1 mm.

Les paramètres de comportement matériel nécessaires à la simulation numérique sont

résumés dans le tableau suivant :

coefficient k de la loi d’écrouissage σ̄ = kεn (en MPa) 108

exposant n de la loi d’écrouissage σ̄ = kεn 0.2

contrainte limite σY (MPa) 69

coefficient de Poisson ν 0.32

Module d’Young E (GPa) 72

Densité ρ (kg.m−3) 2700

On réalise deux procédés distincts : le premier est un procédé linéaire, le second est

un procédé oscillant. Dans les deux cas, la pression minimale vaut 5 MPa et la pression

maximale est égale à 7 MPa. Le chemin oscillant est défini par un nombre de cycles égale

à 105, une vitesse de procédé de 16 mm/min et une amplitude valant 1 MPa.

On regarde l’évolution de la géométrie du tube déformé pour des déplacements axiaux

valant 5 mm, 7 mm, 8 mm et 10 mm (figures 5-11 et 5-12). On peut se référer à la figure

5-13 pour obtenir la pression interne correspondante.

La comparaison de la géométrie des tubes déformés suivant les procédés linéaire et

oscillant tend à montrer que le procédé linéaire, tel qu’il a été réalisé, favorise l’apparition

de flambage du tube. La différence entre procédé oscillant et procédé linéaire se remarque

particulièrement pour les déplacements en cours de procédés (Figures 5-14, 5-15, 5-16,

5-17).

Dans le cas du procédé linéaire, pour le déplacement axial final de 10 mm, on constate

que le tube est flambé pour le profil haut, tandis que le profil bas est en expansion (figure
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5.3. Comparaison expérience/simulation

Fig. 5-11: Évolution de la géométrie du tube pour différents déplacements dans le cas
d’un procédé oscillant : 5 mm (tube 4), 7 mm (tube 3), 8 mm (tube 2), 10 mm (tube 1)

Fig. 5-12: Évolution de la géométrie du tube pour différents déplacements dans le cas
d’un procédé linéaire : 5 mm (tube 11), 7 mm (tube 10), 8 mm (tube 9), 10 mm (tube 8)
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Fig. 5-13: Chemins linéaire et oscillant utilisés.

0

5

10

15

20

25

30

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Distance au bord (mm)

Tube 11 (Linéaire)

Tube 4 (Hammering)

Fig. 5-14: Profil diamétral et tubes déformés pour un déplacement axial de 5 mm par
un procédé linéaire (Tube 11) et un procédé oscillant (Tube 4).
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Fig. 5-15: Profil diamétral et tubes déformés pour un déplacement axial de 7 mm par
un procédé linéaire (Tube 10) et un procédé oscillant (Tube 3).
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Fig. 5-16: Profil diamétral et tubes déformés pour un déplacement axial de 8 mm par
un procédé linéaire (Tube 9) et un procédé oscillant (Tube 2).
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Fig. 5-17: Profil diamétral et tubes déformés pour un déplacement axial de 10 mm par
un procédé linéaire (Tube 8) et un procédé oscillant (Tube 1).

5-18). On remarque d’ailleurs l’apparition d’une bande d’amincissement sur ce dernier.

Cette dissymétrie est une fois de plus attribuée à la mise en place du procédé et plus

précisément des bouchons dans le tube. On introduit alors une imperfection dans le tube

qui devient dominante pour une déformation importante du tube. Ceci est confirmé par

le fait que dans le cas du matériau original, c’est-à-dire non-adouci, on n’observe pas

cette dissymétrie.

Remarque 69 Dû aux limites technologiques, le chemin oscillant n’a pu être réalisé

jusqu’au terme du déplacement axial. En effet, à partir d’un certain déplacement, le

piston de pression ne pouvait plus générer d’augmentation de pression.

La dissymétrie de déformation du tube entrâıne alors une meilleure répartition d’épaisseur

dans le cas du procédé oscillant (figure 5-19).

Comparaison numérique

Si l’on observe une différence entre procédé linéaire et oscillant de manière expérimentale,

il convient de vérifier cette différence numériquement. La plupart des paramètres impor-
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5.3. Comparaison expérience/simulation

Fig. 5-18: Comparaison entre les profils pour le procédé linéaire et le procédé oscillant.
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Fig. 5-19: Répartition d’épaisseur le long de tubes déformés par les procédés linéaire et
oscillant.
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Chapitre 5. Confrontation de critères de défauts avec l’expérience

tants des procédés et du comportement matériel sont connus, à l’exception du coefficient

de frottement, de la déformation initiale ε0 intervenant dans la loi d’écrouissage σy =

k (ε0 + ε̄p)n et de l’amplitude du défaut introduit par la mise en oeuvre expérimentale.

Il est également important de noter que la vitesse de procédé expérimentale vaut 16

mm.min−1. Cette vitesse est très lente numériquement. Afin d’obtenir des temps de calcul

raisonnables, la vitesse a été divisée d’un facteur 1000. Or, comme nous le verrons par la

suite, la vitesse de procédé a une influence non-négligeable sur la forme obtenue.

Afin d’obtenir une bonne corrélation entre les résultats numériques et expérimentaux,

il a fallu ajuster le paramètre ε0. Parmi les nombreuses simulations réalisées, seules celles

utilisant un paramètre ε0 valant 2.18E-04 et 1.07E-03 ont semblé être proches des résultats

expérimentaux sans toutefois être parfaites.

En effet, pour des déplacements axiaux de 5 mm et 8 mm, la comparaison entre

le profil diamétral expérimental et les profils numériques montrent que la simulation

utilisant un paramètre ε0 égale à 2.18E-04 fournissent une meilleure corrélation avec

l’expérimentation (figures 5-20 et 5-21). Dans ces deux figures, le tube obtenu avec ε0

valant 1.07E-03 semble trop peu gonflé.
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Fig. 5-20: Représentation du profil diamètral des tubes obtenus expérimentalement et
numériquement pour un déplacement axial valant 5 mm
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Fig. 5-21: Représentation du profil diamètral des tubes obtenus expérimentalement et
numériquement pour un déplacement axial valant 7 mm

Pour un déplacement axial valant 8 mm, le tube obtenu numériquement pour ε0 =

2.18E−04 semble trop gonflé tandis que le tube obtenu pour ε0 = 1.07E−03 semble trop
flambé (figure 5-22). On voit alors toute la difficulté d’obtenir une simulation approchant

au mieux les résultats expérimentaux.

Par contre, pour un déplacement axial valant 10 mm, le profil diamétral et le profil en

épaisseur obtenus numériquement pour ε0 valant 2.18E-04 sont très éloignés des profils

expérimentaux tandis que les résultats numériques obtenus pour ε0 valant 1.07E-03 se

rapprochent de la forme désirée (figures 5-23 et 5-24).

Remarque 70 Pour la simulation avec ε0 = 2.18E − 04, on a représenté le profil
diamètral pour un déplacement axial de 9.4 mm. En effet, pour les déplacements axiaux

plus importants, le tube ne reste pas en contact avec le piston axial. Ceci ne correspond

bien évidemment pas à la réalité. Ceci est dû à un gonflement trop important du tube.

Pour la suite de l’étude, on souhaite retrouver numériquement l’influence de paramètres

de procédé sur l’apparition de défauts, on va donc uniquement regarder l’influence sur

la simulation obtenue avec ε0 = 1.07E − 03 puisque la forme finale simulée est la plus
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Fig. 5-22: Représentation du profil diamètral des tubes obtenus expérimentalement et
numériquement pour un déplacement axial valant 8 mm

0

5

10

15

20

25

30

35

40

0 20 40 60 80 100 120

distance au bord fixé (en mm)

Expérimental

Simulation
epsilon0=1.07E-03 

Simulation
epsilon0=2.18E-04

Fig. 5-23: Représentation du profil diamètral des tubes obtenus expérimentalement et
numériquement pour un déplacement axial valant 10 mm (sauf pour la simulation avec
ε0 = 2.18E − 04 pour laquelle la représentation est réalisée pour un déplacement axial
de 9.4 mm)
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Fig. 5-24: Comparaison des profils en épaisseur obtenus numériquement et
expérimentalement pour un déplacement de 10 mm (sauf pour la simulation réalisée
avec ε0 = 2.18E − 04 pour laquelle l’épaisseur est observée pour un déplacement de 9.4
mm).

proche de la forme finale expérimentale.

La comparaison entre la forme obtenue numériquement et expérimentalement dans

le cas d’un procédé linéaire avec les mêmes paramètres de comportement matériel que

dans le cas du chemin oscillant ne concordent pas. Cependant l’objectif est ici d’observer

la différence entre procédé linéaire et procédé oscillant de manière numérique. Le profil

diamétral obtenu dans le cas du chemin linéaire montre que ce chemin favorise l’apparition

du flambage par rapport au chemin oscillant (figure 5-25). Dans le cas d’un chemin

oscillant, la pression maximale peut atteindre 8 MPa alors que la pression maximale

dans le cas du chemin linéaire vaut 7 MPa. Ceci induit naturellement un gonflement

moindre du tube.

5.3.4 Influence du nombre de cycles sur l’apparition de défauts

Les données du procédé réalisé sont les suivantes :
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Fig. 5-25: Comparaison pour un déplacement axial de 10 mm entre un chemin linéaire
et un chemin oscillant.

type de chemin oscillant

Pression maximale (MPa) 7

Pression minimale (MPa) 5

vitesse (mm/min) 16

amplitude (MPa) 1

On compare les résultats obtenus pour un nombre de cycles égale à 105, un nombre

de cycles égale à 75 et un nombre de cycles égale à 40 (Figure 5-26).

Remarque 71 Avec les paramètres de procédé tels qu’ils ont été définis ici, on ne peut

pas choisir un nombre de cycles supérieur à 105 car on atteint alors les limites des

appareils utilisés pour générer les oscillations.

Pour un nombre de cycle valant 40, le tube éclate pour un déplacement axial d’environ

7.7 mm. La pression interne avoisine alors 6.54 MPa. Une forte dissymétrie est observée

entre la partie haute du tube (c’est-à-dire la partie la plus proche du piston axial) et la

partie basse. Cette dissymétrie diminue lorsque l’on augmente le nombre de cycles. Ainsi

elle semble plus importante pour un procédé avec 75 cycles que pour un procédé avec

105 cycles. Dans ces deux derniers cas, une bande de striction est observée visuellement.

Les tubes semblent proches de l’éclatement.
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Fig. 5-26: Comparaison de la géométrie obtenue pour des nombres de cycle valant 40
(Tube 5), 75 (Tube 6) et 105 (Tube 1).

Numériquement, on observe également la diminution de la dissymétrie avec l’accroisse-

ment du nombre de cycles mais de manière plus marquée (figure 5-27). En effet, on

retrouve alors la remarque formulée précédemment, à savoir qu’il semble y avoir un

manque de pression entre les résultats simulés et les résultats expérimentaux.

Cependant, le critère basé sur la méthode de perturbation indique qu’il y a apparition

de striction, que l’on observe sous forme de bandes longitudinales, pour un déplacement

axial de 9.6 mm (figure 5-28). Cette valeur de déplacement axial est largement supérieure

à la valeur observée expérimentalement. Ceci est normal vu que le gonflement obtenu

numériquement semble moins important que le gonflement expérimental.

De plus, pour cette valeur de déplacement, on commence à détecter des instabilités

pour les simulations avec 75 et 105 cycles mais les niveaux d’instabilité sont inférieurs à

ceux obtenus pour 40 cycles (figure 5-29).

Il semble alors que l’instant d’apparition de striction est retardé avec l’augmentation

du nombre de cycles. On en déduit l’augmentation de la formabilité avec l’augmentation

du nombre de cycles.
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Fig. 5-27: Comparaison de la forme et l’épaisseur des tubes obtenus pour une
déplacement de 10 mm.

Fig. 5-28: Distribution du critère d’instabilité lors un procédé oscillant avec 40 cycles
pour un déplacement axial de 9.6 mm.
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Fig. 5-29: Distribution du paramètre d’instabilité pour un déplacement de 9.6 mm avec
un nombre de cycles égal à 75 et 105 cycles.

5.3.5 Influence de l’amplitude sur l’apparition de défauts

Les paramètres de procédé sont fixés de la manière suivante :

type de chemin oscillant

Pression maximale (MPa) 7

Pression minimale (MPa) 5

vitesse (mm/min) 16

nombre de cycles 105

Il est évident que l’amplitude joue un rôle important puisqu’une forte amplitude

entrâınera un haut risque d’éclatement. On s’intéresse à une amplitude de 0.5 MPa et

à une amplitude de 1 MPa. Bien que la pression finale soit identique dans les deux cas

et égale à 7 MPa, la diminution de l’amplitude favorise l’apparition de flambage (figure

5-30).

On retrouve cette tendance numériquement. En effet, en comparant les formes finales

des simulations de procédés oscillants d’amplitude 0.5 MPa et 1 MPa, on constate que

l’augmentation de l’amplitude diminue le risque de flambage (figure 5-31).

De plus, une première zone de plis est prédite avec le critère de Nordlund et Häggblad
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Fig. 5-30: Comparaison de la géométrie finale pour un procédé oscillant d’amplitude 0.5
MPa (Tube 7) et un procédé oscillant d’amplitude 1 MPa (Tube 1).

Fig. 5-31: Comparaison de la forme finale et de la distribution d’épaisseur pour des
procédés oscillants avec des amplitudes égales à 0.5 MPa et 1 MPa.
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pour un déplacement axial de 5.3 mm avec une amplitude de 0.5 MPa alors qu’aucune

zone de plis n’est prédite tout au long du procédé oscillant avec une amplitude de 1MPa

(figure 5-32).

Fig. 5-32: Distribution du critère de plissment de Nordlund et Häggblad pour un
déplacement axial de 5.3 mm avec des procédés oscillants d’amplitude 0.5 MPa et 1
MPa.

Remarque 72 Des zones de plis sont prédites aux abords de la partie du tube qui reste

fixée. Ceci est normal étant donné qu’aucune pression n’est imposée dans cette partie du

tube lors des simulations numériques.

5.3.6 Influence de la vitesse de procédé sur l’apparition de défauts

Les paramètres du procédé réalisé sont les suivants :
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type de chemin oscillant

Pression maximale (MPa) 7

Pression minimale (MPa) 5

nombre de cycles 105

amplitude (MPa) 1

On a réalisé trois expériences différentes, avec comme paramètre observé la vitesse

de procédé. On constate alors que, pour de fortes vitesses de procédé (17 mm/min), il

y a apparition de flambage (5-33). Par contre, en diminuant la vitesse (12 mm/min), on

observe l’apparition de striction. Le flambage ainsi formé semble donc être du flambage

dynamique. Il faut noter que pour les deux vitesses extrêmes, on a été obligé d’arrêter le

procédé avant d’atteindre le déplacement axial de 10 mm en raison des limites des outils

ou de l’apparition d’éclatement.

Fig. 5-33: tube (a) : tube initial ; tube(b) : vitesse de procédé valant 17 mm/min ; tube(c) :
vitesse de procédé valant 16 mm/min ; tube(d) : vitesse de procédé valant 12mm/min.

En analysant le diamètre en différents points du tube, on constate qu’effectivement,
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une vitesse de 17 mm/min favorise l’apparition de flambage par rapport à une vitesse de

16 mm/min (figure 5-34).
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Fig. 5-34: Influence de la vitesse de procédé sur le profil du tube déformé.

Numériquement, l’observation des formes finales obtenues pour les trois procédés ne

permet pas de tirer de conclusions claires quant à l’apparition de défauts (figure 5-35). On

constate simplement que pour une vitesse supposée de 12 mm/min, le tube semble plus

gonflé que pour une vitesse de 16 mm/min. Mais, la différence concernant ces deux vitesses

n’est pas assez significative pour pouvoir conclure catégoriquement quant à l’influence

de la vitesse sur l’apparition de défaut. Concernant la comparaison entre les vitesses de

procédé de 16 mm/min et de 17 mm/min, il est évident que si l’on arrête l’un des procédés

un peu avant l’autre, ce dernier subira une pression interne plus importante et sera donc

moins sujet au phénomène de flambage. Dans la réalité, le procédé avec une vitesse de

17 mm/min a été arrêté pour un déplacement de 9 mm. La forme obtenue est alors bien

une forme flambée par rapport au procédé avec une vitesse de 16 mm/min (figure 5-36).

L’utilisation des critères de plissement et de striction localisée ne permettent pas de

retrouver les observations expérimentales. Cet échec des critères de prédiction et des

observations de l’influence de la vitesse s’explique très aisément puisque l’on rappelle

que les vitesses de procédé ont été divisées par 1000 afin d’obtenir un temps de calcul
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Fig. 5-35: Formes finales et répartition d’épaisseurs obtenues numériquement pour
différentes vitesses de procédé.

Fig. 5-36: Représentation de la forme obtenue et de la distribution d’épaisseur pour un
procédé oscilant avec une vitesse de 17 mm/min et un déplacement axial valant 9 mm.
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relativement raisonnable.

5.4 Discussion

Le procédé oscillant, ou procédé hammering, semble permettre de déformer la pièce

plus rapidement en améliorant la répartition d’épaisseur. Industriellement, ce procédé est

déjà utilisé et a permis de former des pièces infaisables par des procédés traditionnels.

Par contre, ce procédé fait intervenir de nombreux paramètres dont l’influence a été mise

en évidence dans cette partie.

Le procédé hammering a été utilisé pour valider la simulation éléments finis du

LMARC. Afin d’obtenir un temps de calcul raisonnable, on a divisé le temps de procédé

par 1000 pour réaliser les simulations. Or, la vitesse de procédé semble être un paramètre

tout aussi important que l’amplitude du procédé ou le nombre de cycles. Par conséquent,

en vue de comparaisons plus précises avec la réalité, il serait intéressant d’augmenter

la rapidité du code de calcul. Une autre voie consiste à utiliser un code axisymétrique.

Cette voie a été choisie par le Professeur Mori. Les simulations réalisées nécessitent peu

de temps de calcul.

On retrouve numériquement l’importance des paramètres du procédé sur l’apparition

des défauts. Toutefois, la simulation nécessite la connaissance exacte du coefficient de

friction entre la matrice et le tube et de la déformation ε0. Ce dernier paramètre a été

ajusté afin de retrouver des résultats numériques proches des résultats expérimentaux. De

plus, le code, tel qu’il est conçu, n’autorise pas la prise en compte des bouchons intérieurs

au tube. L’effet de ces bouchons sur la déformée est donc négligé.

L’imperfection introduite dans le tube lors de la mise en place du procédé est con-

sidérée par les imperfections numériques. On constate, par exemple, une non symétrie

de l’amplitude d’expansion pour les résultats numériques. Cependant, rien n’assure que

l’amplitude de l’imperfection cöıncide avec l’imperfection numérique. Comme cela a déjà

été précisé, les résultats de nombreux travaux sur l’introduction d’un défaut ont montré
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l’importance de l’amplitude du défaut. Ce paramètre se trouve être un paramètre impor-

tant introduit expérimentalement et non-contrôlé numériquement. L’utilisation d’un code

axisymétrique ne permettrait alors pas d’introduire un défaut pour obtenir une pièce de

forme quelconque.

La nouveauté du procédé oscillant ouvre un champ d’investigation afin de compren-

dre l’influence de chaque paramètre et de fournir une explication scientifique quant

à l’amélioration de la formabilité. L’objectif à atteindre consiste à pouvoir définir les

paramètres optimaux pour un procédé complexe.

On notera que les expériences réalisées à l’Université Technologique de Toyohashi

débutent. Ainsi, très rapidement, le procédé devrait s’enrichir de nombreux capteurs per-

mettant une meilleure compréhension de l’effet des oscillations sur la déformation du tube.

De plus, l’amélioration des outils devrait permettre d’éviter les limites technologiques con-

statées au cours de la réalisation des expériences sus-citées et éventuellement de réaliser

des procédés plus complexes.
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Chapitre 6

Conclusions et Perspectives

La striction localisée et le plissement sont deux défauts principaux pouvant apparâıtre

en emboutissage et hydroformage de structures minces.

Les différentes modélisations existantes de la striction ont été présentées. Parmi ces

modélisations, on trouve les critères de force maximum qui ne distinguent pas la striction

diffuse de la striction localisée ; les analyses en bifurcation et notamment le modèle de

Stören et Rice qui donnent une plage de valeurs pour lesquelles la striction peut ap-

parâıtre ; les méthodes d’introduction d’un défaut qui dépendent fortement du défaut

choisi et enfin l’analyse linéaire de stabilité par une méthode de perturbation dont l’in-

convénient est l’introduction d’un seuil d’instabilité. La plupart des travaux existants se

sont concentrés sur des états de contraintes planes. Or, il est rappellé dans cet ouvrage

que cette hypothèse influence les résultats de l’étude en bifurcation.

On a donc choisi de définir un nouveau critère de striction localisée basé sur une anal-

yse d’instabilité tridimensionnelle. Cela se traduit par l’absence d’hypothèse sur l’état de

contraintes et de déformations mais aussi par l’extension du nombre de modes d’insta-

bilité recherchés. Pour cela, nous avons défini un plan d’instabilité à partir de sa normale

déterminée par deux angles. Ainsi, notre critère s’applique aussi bien à des procédés

d’emboutissage que d’hydroformage.

Au-delà de la création d’un critère tridimensionnel par l’analyse de stabilité, les

169



travaux effectués se sont également portés sur la définition rigoureuse d’un seuil de sta-

bilité. Partant du constat que la perturbation doit évoluer plus vite que la solution à

l’équilibre, nous avons obtenu un nouveau critère tridimensionnel indépendant du seuil

d’instabilité choisi. Ainsi, il est désormais possible de construire des Courbes Limites

de Formage théoriques de manière automatique, c’est-à-dire sans avoir à se préoccuper

de la valeur du seuil d’instabilité. Nous avons donc lever le principal inconvénient de la

méthode de perturbation utilisée.

Les Courbes Limites de Formage permettent uniquement l’analyse de l’influence de

paramètres de comportement matériel. Dans ce cadre, nous avons retrouvé de manière

théorique l’influence de l’exposant n de la loi d’écrouissage de Swift sur la formabilité

des matériaux. De plus, il est montré qu’il est important de différencier les matériaux de

structure Cubique Face Centrée des matériaux Cubique Centré. Pour cela, la méthode

de perturbation a été appliquée à de nouvelles lois de comportement.

Les travaux développés jusqu’à présent, dans le cadre de ce mémoire, ne concernent

que des matériaux non-endommagés. Or, l’influence de la prise en compte de l’endom-

magement sur l’apparition de striction est désormais admise. L’application de la méthode

de perturbation nous a permis de démontrer que le critère d’instabilité d’un matériau

endommagé ne se différenciait d’un matériau non-endommagé que par le changement

de la contrainte en contrainte effective. On retrouve ainsi le principe d’équivalence en

déformation.

Enfin, l’analyse linéaire de stabilité a été appliquée à un procédé de flexion pure d’une

bande large. Les résultats obtenus montrent qu’il ne peut y avoir instabilité de l’équilibre

considéré.

Concernant l’apparition de plissement en emboutissage et hydroformage, on retrouve

dans les modélisations existantes l’analyse en bifurcation. Cette méthode présente alors

les mêmes inconvénients que pour l’analyse en striction, à savoir qu’il existe une plage de

valeurs indiquant l’instant de bifurcation. Une deuxième méthode habituellement utilisée

est basée sur la méthode de l’énergie étendue au cas élastoplastique. Cette méthode
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s’avère justifiée sous certaines hypothèses. Cependant on peut s’interroger quant à l’u-

tilisation d’un critère d’énergie pour la prédiction de plis dans des cas d’emboutissage

ou d’hydroformage complexes. Les deux critères cités analysent la bifurcation ou la sta-

bilité d’un équilibre donné. Parallèlement à ces approches mathématiques, une troisième

méthode basée sur l’analyse qualitative du travail incrémental interne du second or-

dre permet de prédire l’apparition de plis, en considérant que ceux-ci correspondent à

une rotation hors-plan de l’élément. Dans le cadre de ce mémoire, le critère obtenu par

cette méthode, appellée méthode de Nordlund et Häggblad, a été implanté dans un code

éléments finis. Il présente l’avantage de n’émettre aucune hypothèse quant à la loi de

comportement ou d’écrouissage choisie.

On utilise la modélisation de Nordlund et Häggblad pour définir un nouveau critère

prenant en compte la formulation pour les coques de Donnell-Mushrati-Vaslov. On in-

troduit alors une perturbation en espace et en temps. Afin de valider ce nouveau critère,

on a proposé d’étudier l’équilibre d’une plaque en compression. On obtient alors la pres-

sion critique de flambage en fonction du mode de bifurcation et du module tangent. Ce

résultat a été comparé à la pression critique obtenue par la méthode de Rayleigh-Ritz

dans le cas élastique. Le nombre de mode correspondant au flambage est alors trouvé

égale à 2. Une comparaison a également été réalisée par rapport au critère en énergie de

Timoshenko étendu au cas plastique.

On a donc défini une méthode hybride, couplant analyse de Nordlund et Häggblad et

analyse de stabilité. Pour donner plus d’importance aux termes de flexion, on a souhaité

conclure le travail de modélisation du plissement en essayant d’effectuer une analyse de

stabilité sur un équilibre avec une loi de comportement d’Illyushin. La théorie d’Illuyshin

relie les efforts généralisés aux déformations membranaires et de flexion. Cette approche

totalement novatrice permet de prendre en compte l’effet des moments sur l’apparition de

plis. La forme de la perturbation autorise la connaissance de la longueur d’onde sans se

restreindre a une géométrie donnée. Cependant, en raison de la dimension du problème

considéré, cette méthode semble trop lourde à résoudre analytiquement. En l’absence
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actuelle d’une méthode rapide et efficace pour exprimer le paramètre d’instabilité, l’ex-

ploitation du développement analytique obtenu pourra faire l’objet de travaux ultérieurs.

Parmi les critères de défauts étudiés, l’analyse linéaire de stabilité pour la striction

et la méthode de Nordlund et Häggblad pour le plissement ont été implantés dans les

codes de simulation des procédés d’emboutissage et d’hydroformage de structures minces

développés au LMARC. La comparaison des critères de striction et de plissement avec

des résultats analytiques sur des cas simples d’expansion et de compression de tubes ont

permis de vérifier la précision des critères étudiés. De plus, le critère de striction a été

comparé à l’expérience lors d’un procédé de gonflement de flan. On retrouve alors une

différence entre la hauteur du dôme critique observée et simulée. On suggère que cette

différence provient de la loi de comportement utilisée. Par ailleurs, la simulation du test

de Yoshida confirme la véracité des zones de plis prédites dans ce cas simple. Par contre,

la prise en compte de l’endommagement sur le critère de plissement lors de ce même

test laisse à penser que le critère de Nordlund et Häggblad est sensible à l’apparition de

cisaillement.

Suite à cette première étape consistant à vérifier le bon comportement des critères de

striction et de plis, ces mêmes critères ont été utilisés afin de montrer l’influence du chemin

de chargement sur l’apparition de défauts lors de deux procédés d’hydroformage de tubes.

Le critère de striction a également permis de montrer numériquement l’augmentation

de la profondeur d’emboutissage en considérant un procédé d’hydroformage de flan au

lieu d’un procédé d’emboutissage traditionnel. De plus, on a mis en évidence l’influence

bien connue de l’effort serre-flan sur l’apparition de striction et notamment sur la zone

d’apparition de la striction. Par contre, l’utilisation du critère de Nordlund et Häggblad

lors de la simulation d’emboutissage semble moins évidente. En effet, contrairement à

ce que l’on observe lors de la simulation d’hydroformage de tubes, les zones risquant

l’apparition de plis se localisent plus difficilement. Ainsi, l’interprétation des résultats

obtenus dans ce cadre se trouve compliquée.

Après avoir défini des critères de plis et de striction, après les avoir testés et ap-
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pliqués numériquement, il convient de les confronter à la réalité expérimentale. Pour ce

faire, on a hydroformé des tubes par un nouveau procédé d’hydroformage développé à

l’Université Technologique de Toyohashi sous la responsabilité du Professeur Mori. Les

résultats expérimentaux obtenus montrent l’amélioration de la formabilité grâce à un

trajet de chargement oscillant en comparaison avec un trajet linéaire. De plus, l’influence

des paramètres de l’oscillation, à savoir, amplitude et nombre de cycles, et de la vitesse

de réalisation du procédé ont été observées expérimentalement. L’utilisation des critères

de striction par méthode de perturbation et de plissement par la méthode de Nordlund

et Häggblad a permis de retrouver l’influence de la forme du trajet de chargement, des

paramètres d’oscillation et de la vitesse du procédé.

Si les résultats obtenus pour les critères étudiés semblent satisfaisants sur les exemples

traités, il n’en reste pas moins que les développements réalisés au sujet de la striction

localisée et du plissement ne tiennent pas compte de l’influence du frottement. Or, il a

été observé numériquement que l’algorithme de projection dynamique utilisé pour le con-

tact influençait les critères de défaut en créant des oscillations numériques. Pour pouvoir

prendre en compte le frottement, il faudrait donc, dans un premier temps, améliorer l’al-

gorithme de contact puis, dans un second temps, analyser un équilibre faisant intervenir

la modélisation du frottement.

Les industriels tendant à utiliser des pièces de plus en plus minces, il serait également

intéressant de coupler l’analyse à des modèles de comportement avec effet d’échelle.

Ces lois de comportement mésoscopiques n’augmentent alors que peu la dimension du

problème à traiter.

Lors de simulations numériques réalisées au LMARC, l’algorithme de résolution étant

dynamique explicite, les imperfections initiales qui existent sur la pièce réelle apparaissent

naturellement. Ainsi, dans les travaux réalisés jusqu’à aujourd’hui au LMARC, aucun

ne porte sur l’influence de l’imperfection sur l’apparition de défaut et sur l’équilibre

post-défaut. Une étude qualitative de l’imperfection numérique générée par l’algorithme

permettrait de mieux comprendre l’apparition de défauts lors des simulations réalisées et
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de pouvoir comparer la forme obtenue avec la forme réelle.

Enfin, l’utilisation des critères définis dans ce mémoire autorise la définition de zones à

risque. Le couplage de ces critères avec un algorithme de remaillage permettrait d’obtenir

une meilleure précision quant à la forme finale de la pièce.
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[Considère 85] A. Considère. Mémoire sur l’emploi du fer et de l’acier dans les

constructions. Annales des Ponts et Chaussées, vol. 9, page 574,

1885.

[Cordebois 86] J. P. Cordebois & P. Ladevèze. Sur la prédiction des courbes
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pliquée, vol. 5, no. 3, pages 341—370, 1986.

[De Magalhaes 01] J. P. De Magalhaes & G. Ferron. Etude analytique et numrique

de l’apparition du plissement en emboutissage. In XVme Congrs

Franais de Mcanique, pages 378—383, 2001.

[Di 97] S. Di & P.F. Thomson. Neural network approach for prediction

of wrinkling limit in square metal sheet under diagonal tension.

Journal of Testing and Evaluation, no. 25, pages 74—81, 1997.

[Dudzinski 90] D. Dudzinski & A. Molinari. Modélisation et prévision des insta-
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editeurs, Physique et mécanique de la mise en forme des métaux,
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ENSMM, 2001.

[Timoshenko 61] S.P. Timoshenko & Gere J. M. Theory of elastic stability.

McGraw-Hill International eds, second edition, 1961.

[Tomita 88] Y. Tomita & A. Shindo. Onset and growth of wrinkling in thin

square plate subjected to diagonal tension. International Journal

of Mechanical Sciences, vol. 30, pages 921—931, 1988.
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Annexe A

Obtention du critère de Considère

Notation 73 Soient F la force de traction , σ la contrainte de traction et soient L la

longueur, S la section et V = LS le volume utile de l’éprouvette de traction.

La force F passe par un extrémum lorsque :

dF = 0 (A.1)

D’après les notations, on a

F = σS (A.2)

On obtient alors

dF = dσS + σdS (A.3)

Ou encore

dF

F
=
dσ

σ
+
dS

S
(A.4)

191



D’après la définition du volume utile, sa différentiation donne

dS

S
=
dV

V
− dL
L

(A.5)

Le matériau étant supposé incompressible, l’équation A.5 reportée dans A.4 fournit :

dF

F
=
dσ

σ
− dL
L

(A.6)

La force passant par un maximum, on utilise alors l’équation A.1 et l’on obtient :

dσ

σ
− dε = 0 (A.7)

soit encore

dσ

dε
− σ = 0 (A.8)

Cette dernière équation est appellée critère de force maximum ou critère de

Considère.
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Annexe B

Recherche d’instabilité dans le cadre

du critère de charge Hill93

B.1 Détermination de la loi de comportement : ex-

pression du multiplicateur plastique

La contrainte équivalente est définie de manière implicite :

σ2 = σ21 + α290σ
2
2 + α90

6
(p+ q − c)− αb

pσ1 + qσ2
σ

7
σ1σ2 (B.1)

La loi de comportement est de la forme :

Dp =
·

ε
p
=
·

λ
∂f

∂σ
(B.2)

avec

f = σ − σ0
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B.1. Détermination de la loi de comportement : expression du multiplicateur plastique

Ainsi, le tenseur des taux de déformations est relié au tenseur des contraintes par la loi

de comportement suivante :

Dp =
·

λ
∂σ

∂σ
(B.3)

On exprime dans un premier temps les dérivées ∂σ
∂σi
. Pour cela, on utilise le théorème de

dérivation des fonctions implicites. On note F (σ, σi) la fonction définie par

F (σ, σi) = σ2 − σ21 − α290σ
2
2 − α90

6
(p+ q − c)− αb

pσ1 + qσ2
σ

7
σ1σ2 (B.4)

On a alors F (σ, σi) = 0. Les dérivées de la contrainte équivalente par rapport aux com-

posantes du tenseur des contraintes s’obtiennent par la relation :

∂σ

∂σi
= −

∂F
∂σi
∂F
∂σ

(B.5)

On calcule alors les dérivées de la fonction F :

∂F

∂σ1
= −2σ1 − α90

6
(p+ q − c)− αb

2pσ1 + qσ2
σ

7
σ2 (B.6a)

∂F

∂σ2
= −2α290σ2 − α90

6
(p+ q − c)− αb

pσ1 + 2qσ2
σ

7
σ1 (B.6b)

∂F

∂σ
= 2σ − α90αb

pσ1 + qσ2
σ2

σ1σ2 (B.6c)

L’équation B.3, associée aux équations B.5 et aux dérivées B.6 permet d’écrire la loi de

comportement sous la forme :

Dp
1 = −

·

λ
−2σ1 − α90

¤
(p+ q − c)− αb

2pσ1+qσ2
σ

“
σ2

2σ − α90αb
pσ1+qσ2

σ2
σ1σ2

(B.7)

Dp
2 = −

·

λ
−2α290σ2 − α90

¤
(p+ q − c)− αb

pσ1+2qσ2
σ

“
σ1

2σ − α90αb
pσ1+qσ2

σ2
σ1σ2

(B.8)
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Annexe B. Recherche d’instabilité dans le cadre du critère de charge Hill93

On utilise alors la relation :

σ
·

ε
p

= σiD
p
i (B.9)

d’où

σ
·

ε
p

= −
·

λ
−2σ21 − 2α290σ22 − α90

¤
2 (p+ q − c)− αb

3pσ1+3qσ2
σ

“
σ1σ2

2σ − α90αb
pσ1+qσ2

σ2
σ1σ2

(B.10)

⇒ σ
·

ε
p

= −
·

λ
−2σ2 + α90αb

pσ1+qσ2
σ

σ1σ2

2σ − α90αb
pσ1+qσ2

σ2
σ1σ2

(B.11)

σ
·

ε
p

=
·

λ σ

B
2σ − α90αb

pσ1+qσ2
σ2

σ1σ2

2σ − α90αb
pσ1+qσ2

σ2
σ1σ2

C
(B.12)

σ
·

ε
p

=
·

λ σ (B.13)
·

λ =
·

ε
p

(B.14)

Les équations de comportement reliant les déformations principales aux contraintes prin-

cipales sont alors exprimées par :

Dp
1 = −

·

ε
p −2σ1 − α90

¤
(p + q − c)− αb

2pσ1+qσ2
σ

“
σ2

2σ − α90αb
pσ1+qσ2

σ2
σ1σ2

(B.15)

Dp
2 = −

·

ε
p −2α290σ2 − α90

¤
(p+ q − c)− αb

pσ1+2qσ2
σ

“
σ1

2σ − α90αb
pσ1+qσ2

σ2
σ1σ2

(B.16)

Remarque 74 Dans le cas isotrope, on retrouve bien :

Dp
1 =

·

ε
p 2σ1 − σ2

2σ
(B.17a)

Dp
2 =

·

ε
p 2σ2 − σ1

2σ
(B.17b)

Pour pouvoir réaliser l’analyse linéaire de stabilité, on doit se placer dans le repère

matériel pour les contraintes et les vitesses de déformations et non pas dans les repères
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B.1. Détermination de la loi de comportement : expression du multiplicateur plastique

principaux. Les vitesses de déformations et contraintes principales sont exprimées en

fonction des coordonnées matérielles par :

D1 =
1

2

4
D11 +D22 +

‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

5
(B.18a)

D2 =
1

2

4
D11 +D22 −

‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

5
(B.18b)

σ1 =
1

2

4
σ11 + σ22 +

‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212

5
(B.18c)

σ2 =
1

2

4
σ11 + σ22 −

‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212

5
(B.18d)

On cherche alors à exprimer la relation entre la composante D12 du tenseur des vitesses

de déformations et les composantes du tenseur des contraintes. On a :

Dp
12 =

·

ε
p ∂σ

∂σ12
(B.19)

Soit encore :

Dp
12 =

·

ε
p
4
∂σ

∂σ1

∂σ1
∂σ12

+
∂σ

∂σ2

∂σ2
∂σ12

5

Dp
12 = −

·

ε
p

∂F
∂σ

4
∂F

∂σ1

∂σ1
∂σ12

+
∂F

∂σ2

∂σ2
∂σ12

5

Dp
12 =

4
D0
1

∂σ1
∂σ12

+D0
2

∂σ2
∂σ12

5
(B.20)

Or on montre aisément avec B.18 que :

∂σ1
∂σ12

=
2σ12‡

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

(B.21)

∂σ2
∂σ12

=
−2σ12‡

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

(B.22)
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On en déduit alors avec B.20 et B.18 :

D12 = (D1 −D2)
2σ12‡

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

(B.23)

D12 =

‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

2σ12‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212

(B.24)

B.2 Recherche d’instabilité : perturbation et linéarisation

de l’équilibre

Les équations à perturber sont les équations classiques de la mécanique :

σ = k (ε0 + εp)n
·

ε
m

(B.25a)

div
"
hσ

#
= 0 (B.25b)

Dij,kl +Dkl,ij = Dik,jl +Djl,ik (B.25c)

D11 +D22 +D33 = 0 (B.25d)

et les équations liées à la loi de comportement de Hill93 exprimées dans les repères

principaux des contraintes et vitesses de déformation :

Dp
1 = −

·

ε
p −2σ1 − α90

¤
(p+ q − c)− αb

2pσ1+qσ2
σ

“
σ2

2σ − α90αb
pσ1+qσ2

σ2
σ1σ2

(B.26a)

Dp
2 = −

·

ε
p −2α290σ2 − α90

¤
(p + q − c)− αb

pσ1+2qσ2
σ

“
σ1

2σ − α90αb
pσ1+qσ2

σ2
σ1σ2

(B.26b)

σ2 = σ21 + α290σ
2
2 + α90

6
(p+ q − c)− αb

pσ1 + qσ2
σ

7
σ1σ2 (B.26c)

On ajoute à ces équations, l’équation B.24 :

D2
12 =

4 (D11 −D22)2

(σ11 − σ22)
2 − 12σ212

σ212 (B.27)
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B.2. Recherche d’instabilité : perturbation et linéarisation de l’équilibre

On rappelle que la fonction de perturbation est de la forme :

f (−→x , t) = eηteiξ−→x .−→n (B.28)

avec −→n =


 n1

n2




 cosψ

sinψ


.

B.2.1 Perturbation

Perturbation des équations de comportement

On remarque que d’après les relations B.18, on obtient :

δD1 = ∆11δD11 +∆12δD22 +∆13δD12 (B.29a)

δD2 = ∆21δD11 +∆22δD22 +∆23δD12 (B.29b)

δσ1 = κ11δσ11 + κ12δσ22 + κ13δσ12 (B.29c)

δσ2 = κ21δσ11 + κ22δσ22 + κ23δσ12 (B.29d)

avec :

— ∆11 =
D1 −D22

2D1 −D11 −D22
, ∆12 =

D1 −D11
2D1 −D11 −D22

, ∆13 =
4D12

2D1 −D11 −D22
— ∆21 =

D2 −D22
2D2 −D11 −D22

, ∆22 =
D2 −D11

2D2 −D11 −D22
, ∆23 =

4D12
2D2 −D11 −D22

— κ11 =
σ1 − σ22

2σ1 − σ11 − σ22
, κ12 =

σ1 − σ11
2σ1 − σ11 − σ22

, κ13 =
4σ12

2σ1 − σ11 − σ22

— κ21 =
σ2 − σ22

2σ2 − σ11 − σ22
, κ22 =

σ2 − σ11
2σ2 − σ11 − σ22

, κ23 =
4σ12

2σ2 − σ11 − σ22

Les coefficients ∆ij et κij se réécrivent :

— ∆11 =
1

2

D11 −D22 +
‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

,

— ∆12 =
1

2

−D11 +D22 +
‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

,
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— ∆13 =
2D12‡

(D11 −D22)2 + 4D2
12

— ∆21 = −
1

2

D11 −D22 −
‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

,

— ∆22 = −
1

2

−D11 +D22 −
‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

,

— ∆23 = −
2D12‡

(D11 −D22)2 + 4D2
12

— κ11 =
1

2

σ11 − σ22 +
‡
( σ11 − σ22)

2 + 4σ212‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212

,

— κ12 =
1

2

−σ11 + σ22 +
‡
( σ11 − σ22)

2 + 4σ212‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212

,

— κ13 =
2σ12‡

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

— κ21 = −
1

2

σ11 − σ22 −
‡
( σ11 − σ22)

2 + 4 σ212‡
( σ11 − σ22)

2 + 4σ212

,

— κ22 = −
1

2

−σ11 + σ22 −
‡
( σ11 − σ22)

2 + 4σ212‡
( σ11 − σ22)

2 + 4σ212

,

— κ23 = −
2 σ12‡

( σ11 − σ22)
2 + 4 σ212

Remarque 75 On constate que :

∆11 = ∆22

∆12 = ∆21

∆13 = −∆23

κ11 = κ22

κ12 = κ21
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κ13 = −κ23

On considère désormais la perturbation du taux de déformation Dp
1 :

Dp
1 = −

·

ε
p −2σ1 − α90

2
(p+ q − c)− αb

2pσ1+qσ2
σ

3
σ2

2σ − α90αb
pσ1+qσ2

σ2
σ1σ2

⇒ Dp
1

$
2σ3 − α90αbpσ

2
1σ2 − α90αbqσ1σ

2
2

%
+

·

ε
p

σ [−2σ1σ − α90 (p + q − c) σσ2 + α90αbσ2 (2pσ1 + qσ2)] = 0 (B.30)

En négligeant les perturbations du second ordre, on perturbe les grandeurs suivantes :

σ3 =
"
σ0 + δ0σf (−→x , t)

#3
= σ0

3

+ 3σ0
2

δ0σf (−→x , t)

σ21σ2 = σ0
2

1 σ
0
2 + 2σ

0
1σ
0
2δ
0σ1f (−→x , t) + σ0

2

1 δ
0σ2f (

−→x , t)

σ1σ
2
2 = σ01σ

02

2 + σ0
2

2 δ
0σ1f (

−→x , t) + 2σ01σ02δ0σ2f (−→x , t)
·

ε
p

σ =
·

ε
0

σ0 + σ0δ0
·

ε f (−→x , t)+
·

ε
0

δ0σf (−→x , t)

σ1σ = σ01σ
0 + σ0δ0σ1f (

−→x , t) + σ01δ
0σf (−→x , t)

σ2σ = σ02σ
0 + σ0δ0σ2f (

−→x , t) + σ02δ
0σf (−→x , t)

σ1σ2 = σ01σ
0
2 + σ02δ

0σ1f (
−→x , t) + σ01δ

0σ2f (
−→x , t)

σ22 = σ0
2

2 + 2σ
0
2δ
0σ2f (

−→x , t)
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On obtient alors aisément les perturbations des produits suivants :

Dp
1σ

3 = D0
1σ

03 + 3D0
1σ

02δ0σf (−→x , t) + σ0
3

δ0D1f (
−→x , t)

Dp
1σ

2
1σ2 = D0

1σ
02

1 σ
0
2 + 2D

0
1σ

0
1σ
0
2δ
0σ1f (−→x , t) +D0

1σ
02

1 δ
0σ2f (

−→x , t) + σ0
2

1 σ
0
2δ
0D1f (

−→x , t)

Dp
1σ1σ

2
2 = D0

1σ
0
1σ
02

2 +D
0
1σ

02

2 δ
0σ1f (

−→x , t) + 2D0
1σ

0
1σ
0
2δ
0σ2f (

−→x , t) + σ01σ
02

2 δ
0D1f (

−→x , t)
·

ε
p

σ2σ1 =
·

ε
0

σ0
2

σ01+
·

ε
0

σ0
2

δ0σ1f (
−→x , t) + 2

·

ε
0

σ0σ01δ
0σf (−→x , t) + σ0

2

σ01δ
0
·

ε f (−→x , t)
·

ε
p

σ2σ2 =
·

ε
0

σ0
2

σ02+
·

ε
0

σ0
2

δ0σ2f (
−→x , t) + 2

·

ε
0

σ0σ02δ
0σf (−→x , t) + σ0

2

σ02δ
0
·

ε f (−→x , t)
·

ε
p

σσ1σ2 =
·

ε
0

σ0σ01σ
0
2 +

4
·

ε
0

σ02σ
0δ0σ1+

·

ε
0

σ01σ
0δ0σ2+

·

ε
0

σ01σ
0
2δ
0σ + σ0σ01σ

0
2δ
0
·

ε

5
f (−→x , t)

·

ε
p

σσ22 =
·

ε
0

σ0σ0
2

2 + 2
·

ε
0

σ0σ02δ
0σ2f (

−→x , t)+
·

ε
0

σ0
2

2 δ
0σf (−→x , t) + σ0σ0

2

2 δ
0
·

ε f (−→x , t)

On reporte ces produits dans l’équation (B.30) et on simplifie cette équation en con-

sidérant que les grandeurs homogènes doivent vérifier (B.30). On obtient alors :

6D0
1σ

02δ0σ + 2σ0
3

δ0D1

− α90αbp
2
2D0

1σ
0
1σ
0
2δ
0σ1 +D

0
1σ

02

1 δ
0σ2 + σ0

2

1 σ
0
2δ
0D1

3

− α90αbq
2
D0
1σ

02

2 δ
0σ1 + 2D

0
1σ

0
1σ
0
2δ
0σ2 + σ01σ

02

2 δ
0D1

3

− 2
4
·

ε
0

σ0
2

δ0σ1 + 2
·

ε
0

σ0σ01δ
0σ + σ0

2

σ01δ
0
·

ε

5

− α90 (p+ q − c)
4
·

ε
0

σ0
2

δ0σ2 + 2
·

ε
0

σ0σ02δ
0σ + σ0

2

σ02δ
0
·

ε

5

+ 2α90αbp

4
·

ε
0

σ02σ
0δ0σ1+

·

ε
0

σ01σ
0δ0σ2+

·

ε
0

σ01σ
0
2δ
0σ + σ0σ01σ

0
2δ
0
·

ε

5

+ α90αbq

4
2
·

ε
0

σ0σ02δ
0σ2+

·

ε
0

σ0
2

2 δ
0σ + σ0σ0

2

2 δ
0
·

ε

5
= 0
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On regroupe les termes :

6
−α90αbD0

1σ
0
2

"
2pσ01 + qσ

0
2

#
− 2

·

ε
0

σ0
2

+ 2α90αbp
·

ε
0

σ02σ
0

7
δ0σ1

− α90

6
αbD

0
1σ

0
1

"
pσ01 + 2qσ

0
2

#
+

·

ε
0

σ0
"
(p+ q − c) σ0 − 2αb

"
pσ01 + qσ

0
2

##7
δ0σ2

+ 2

6
3D0

1σ
02 − 2

·

ε
0

σ0σ01 − α90
·

ε
0

σ02

4
(p+ q − c) σ0 − αb

4
pσ01 +

qσ02
2

557
δ0σ

+
¤
2σ0

3 − α90αbσ
0
1σ
0
2

"
pσ01 + qσ

0
2

#“
δ0D1

+ σ0
$
−2σ0σ01 − α90σ

0
2

"
(p+ q − c) σ0 − αb

"
2pσ01 + qσ

0
2

##%
δ0

·

ε= 0 (B.31)

ou encore

6
−α90αbD0

1σ
0
2 (2pσ

0
1 + qσ

0
2)− 2

·

ε
0

σ0
2

+ 2α90αbp
·

ε
0

σ02σ
0

7

$
2σ0

3 − α90αbσ01σ
0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)
% δ0σ1

− α90

6
αbD

0
1σ

0
1 (pσ

0
1 + 2qσ

0
2)+

·

ε
0

σ0 ((p+ q − c) σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))
7

$
2σ0

3 − α90αbσ01σ
0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)
% δ0σ2

+ 2σ0

6
3D0

1σ
0−

·

ε
0 2
2σ01 + α90σ

0
2

2
(p+ q − c)− αb

2

2pσ01+qσ
0
2

σ0

337

2σ0
3 − α90αbσ01σ

0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)

δ0σ

+ δ0D1 −
D0
1

·

ε
0 δ

0
·

ε= 0 (B.32)

On réécrit cette équation sous la forme :

a11δ
0σ1 + a12δ

0σ2 + a13δ
0σ + a14δ

0D1 + a15δ
0
·

ε= 0 (B.33)

avec :

— a11 =

6
−α90αbD0

1σ
0
2 (2pσ

0
1 + qσ

0
2)− 2

·

ε
0

σ0
2

+ 2α90αbp
·

ε
0

σ02σ
0

7

$
2σ0

3 − α90αbσ01σ
0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)
%
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— a12 = −α90

6
αbD

0
1σ

0
1 (pσ

0
1 + 2qσ

0
2)+

·

ε
0

σ0 ((p+ q − c)σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))
7

$
2σ0

3 − α90αbσ01σ
0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)
%

— a13 = 2σ
0

6
3D0

1σ
0−

·

ε
0 2
2σ01 + α90σ

0
2

2
(p+ q − c)− αb

2

2pσ0
1
+qσ0

2

σ0

337

2σ0
3 − α90αbσ01σ

0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)

— a14 = 1

— a15 = −
D0
1

·

ε
0

La deuxième composante du tenseur des taux de déformation Dp
2 est donnée par :

Dp
2 = −

·

ε
p −2α290σ2 − α90

¤
(p+ q − c)− αb

pσ1+2qσ2
σ

“
σ1

2σ − α90αb
pσ1+qσ2

σ2
σ1σ2

(B.34)

⇒ Dp
2

$
2σ3 − α90αbpσ

2
1σ2 − α90αbqσ1σ

2
2

%
+

·

ε
p

σ
$
−2α290σ2σ − α90 (p+ q − c)σσ1 + α90αbσ1 (pσ1 + 2qσ2)

%
= 0 (B.35)

La perturbation de la première partie de cette équation est identique à celle de

l’équation B.30. Le seul produit de grandeurs mécaniques qui ne soit pas déjà perturbé

est le produit
·

ε
p

σσ21 :

·

ε
p

σσ21 =
·

ε
0

σ0σ0
2

1 + 2
·

ε
0

σ0σ01δ
0σ1f (

−→x , t)+
·

ε
0

σ0
2

1 δ
0σf (−→x , t) + σ0σ0

2

1 δ
0
·

ε f (−→x , t)
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La perturbation de l’équation B.35 est alors donnée par :

6D0
2σ

02δ0σ + 2σ0
3

δ0D2

− α90αbp
2
2D0

2σ
0
1σ
0
2δ
0σ1 +D

0
2σ

02

1 δ
0σ2 + σ0

2

1 σ
0
2δ
0D2

3

− α90αbq
2
D0
2σ

02

2 δ
0σ1 + 2D

0
2σ

0
1σ
0
2δ
0σ2 + σ01σ

02

2 δ
0D2

3

− 2α290
4
·

ε
0

σ0
2

δ0σ2 + 2
·

ε
0

σ0σ02δ
0σ + σ0

2

σ02δ
0
·

ε

5

− α90 (p+ q − c)
4
·

ε
0

σ0
2

δ0σ1 + 2
·

ε
0

σ0σ01δ
0σ + σ0

2

σ01δ
0
·

ε

5

+ α90αbp

4
2
·

ε
0

σ0σ01δ
0σ1+

·

ε
0

σ0
2

1 δ
0σ + σ0σ0

2

1 δ
0
·

ε

5

+ 2α90αbq

4
·

ε
0

σ02σ
0δ0σ1+

·

ε
0

σ01σ
0δ0σ2+

·

ε
0

σ01σ
0
2δ
0σ + σ0σ01σ

0
2δ
0
·

ε

5
= 0 (B.36)

soit encore :

− α90
αbD

0
2σ

0
2 (2pσ

0
1 + qσ

0
2)+

·

ε
0

σ0 ((p+ q − c) σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))
2σ0

3 − α90αbσ01σ
0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)

δ0σ1

− α90
αbD

0
2σ

0
1 (pσ

0
1 + 2qσ

0
2) + 2α90

·

ε
0

σ0
2 − 2αbq

·

ε
0

σ01σ
0

2σ0
3 − α90αbσ01σ

0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)

δ0σ2

+ 2
3D0

2σ
02 − 2α290

·

ε
0

σ0σ02 − α90
·

ε
0

σ01
"
(p+ q − c) σ0 − αb

2
(pσ01 + 2qσ

0
2)
#

2σ0
3 − α90αbσ01σ

0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)

δ0σ

+ δ0D2 −
D2
·

ε
p δ

0
·

ε= 0 (B.37)

On réécrit cette équation sous la forme :

a21δ
0σ1 + a22δ

0σ2 + a23δ
0σ + a24δ

0D2 + a25δ
0
·

ε= 0 (B.38)

avec :

— a21 = −α90
αbD

0
2σ

0
2 (2pσ

0
1 + qσ

0
2)+

·

ε
0

σ0 ((p + q − c) σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))
2σ0

3 − α90αbσ01σ
0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)
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— a22 = −α90
αbD

0
2σ

0
1 (pσ

0
1 + 2qσ

0
2) + 2α90

·

ε
0

σ0
2 − 2αbq

·

ε
0

σ01σ
0

2σ0
3 − α90αbσ01σ

0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)

— a23 = 2
3D0

2σ
02 − α90

·

ε
0 "
2α90σ

0σ02 + σ01
"
(p+ q − c)σ0 − αb

2
(pσ01 + 2qσ

0
2)
##

2σ0
3 − α90αbσ01σ

0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)

— a24 = 1

— a25 = −
D2
·

ε
p

Les équations de comportement s’écrivent donc :

a11δ
0σ1 + a12δ

0σ2 + a13δ
0σ + a14δ

0D1 + a15δ
0
·

ε = 0 (B.39)

a21δ
0σ1 + a22δ

0σ2 + a23δ
0σ + a24δ

0D2 + a25δ
0
·

ε = 0 (B.40)

En utilisant ces équations et B.29, on a :

(a11κ11 + a12κ21) δ0σ11 + (a11κ12 + a12κ22) δ0σ22 + (a11κ13 + a12κ23) δ0σ12 + a13δ0σ +

a14∆11δD11 + a14∆12δD22 + a14∆13δD12 + a15δ
0
·

ε= 0 (B.41)

et

(a21κ11 + a22κ21) δ0σ11 + (a21κ12 + a22κ22) δ0σ22 + (a21κ13 + a22κ23) δ0σ12 + a23δ0σ +

a24∆21δD11 + a24∆22δD22 + a24∆23δD12 + a25δ
0
·

ε= 0 (B.42)

En négligeant les perturbations du second ordre, l’équation B.24 se perturbe de la

manière suivante :

δD12 = 2
(δD1 − δD2) σ12 + (D1 −D2) δσ12‡

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

− D12 ((σ11 − σ22) (δσ11 − δσ22) + 4σ12δσ12)

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

(B.43)
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Soit encore avec B.29 :

‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212 − 2σ12 (∆13 −∆23)‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212

δD12−2σ12
(∆11 −∆21) δD11 + (∆12 −∆22) δD22‡

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

+
D12

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

(σ11 − σ22) (δσ11 − δσ22)

− 2

‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212 − 2D12σ12
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212
δσ12 = 0 (B.44)

Cela peut se réécrire :


1− 2 2σ12‡

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

2D12‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12


 δD12

+
2σ12‡

( σ11 − σ22)
2 + 4 σ212

(D11 −D22) (δD11 − δD22)

+
D12

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

(σ11 − σ22) (δσ11 − δσ22)

− 2

‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212 − 2D12σ12
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212
δσ12 = 0 (B.45)

Pour la suite, on réécrit B.45 sous la forme :

λ1δσ11 − λ1δσ22 + λ2δσ12 + λ3δD11 − λ3δD22 + λ4δD12 = 0 (B.46)

avec

λ1 =
D12

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

(σ11 − σ22)

λ2 = −2

‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212 − 2D12σ12
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212

λ3 =
2σ12‡

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

(D11 −D22)
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λ4 = 1− 2
2σ12‡

( σ11 − σ22)
2 + 4 σ212

2D12‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

Perturbation de la contrainte équivalente

Pour finir, il reste à perturber l’équation de définition de la contrainte équivalente :

σ2 = σ21 + α290σ
2
2 + α90

6
(p+ q − c)− αb

pσ1 + qσ2
σ

7
σ1σ2 (B.47)

La perturbation de cette équation est donnée par :

σ0
3

+ 3σ0
2

δ0σf (−→x , t) = σ0
2

1 σ
0 + 2σ0σ01δ

0σ1f (
−→x , t) + σ0

2

1 δ
0σf (−→x , t)

+ α290

2
σ0

2

2 σ
0 + 2σ0σ02δ

0σ2f (
−→x , t) + σ0

2

2 δ
0σf (−→x , t)

3

+ α90 (p+ q − c)
"
σ01σ

0
2σ
0 + σ0σ02δ

0σ1f (
−→x , t) + σ0σ01δ

0σ2f (
−→x , t) + σ01σ

0
2δ
0σf (−→x , t)

#

− α90αbp
2
σ0

2

1 σ
0
2 + 2σ

0
1σ
0
2δ
0σ1f (−→x , t) + σ0

2

1 δ
0σ2f (

−→x , t)
3

− α90αbq
2
σ01σ

02

2 + σ0
2

2 δ
0σ1f (

−→x , t) + 2σ01σ02δ0σ2f (−→x , t)
3

(B.48)

Soit :

¤
2σ0σ01 + α90 (p + q − c) σ0σ02 − 2α90αbpσ01σ02 − α90αbqσ

02

2

“
δ0σ1

+
¤
2α290σ

0σ02 + α90 (p+ q − c)σ0σ01 − α90αbpσ
02

1 − 2α90αbqσ01σ02
“
δ0σ2

+
¤
−3σ02 + σ0

2

1 + α290σ
02

2 + α90 (p+ q − c)σ01σ02
“
δ0σ = 0 (B.49)

On vérifie que cette équation se simplifie en utilisant les relations B.30, B.35 :

D0
1δ
0σ1 +D

0
2δ
0σ2−

·

ε
0

δ0σ = 0 (B.50)
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En utilisant B.29, on a alors :

"
D0
1κ11 +D0

2κ21
#
δσ11 +

"
D0
1κ12 +D0

2κ22
#
δσ22 +

"
D0
1κ13 +D0

2κ23
#
δσ12−

·

ε
0

δ0σ = 0

(B.51)

Rappels des équations perturbées

On rappelle dans cette partie les perturbations des équations restant inchangées par

rapport à l’analyse de striction localisée dans le cas d’une loi de Hill48.

Loi d’écrouissage

σ = k (ε0 + εp)n
·

ε
m

(B.52)

La perturbation de cette équation entrâıne :

−ηδ0σ + (ηβ1 + β2) δ
0
·

ε= 0 (B.53)

avec β1 =
mσ0

·

ε
0 et β2 =

nσ0

ε0 + εp

Equilibre mécanique

div (hσ) = 0 (B.54)

La perturbation de ces équations entrâıne :

ηn1δ
0σ1 + σ1n1δ

0D3 = 0 (B.55a)

ηn2δ
0σ2 + σ2n2δ

0D3 = 0 (B.55b)
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Incompressibilité

D1 +D2 +D3 = 0 (B.56)

La perturbation de cette équation entrâıne :

δ0D1 + δ0D2 + δ0D3 = 0 (B.57)

Compatibilité

D11,22 +D22,11 = 2D12,12 (B.58)

La perturbation de cette équation entrâıne :

cos2 ψ δ0D11 + sin
2 ψ δ0D22 − 2 sinψ cosψ δ0D12 = 0 (B.59)

Écriture du système perturbé linéarisé

Les inconnues sont au nombre de 9. Soit δ0U le vecteur représentant les grandeurs

mécaniques perturbées :

δ0UT =
2
δ0σ11 δ0σ22 δ0σ12 δ0σ δ0D11 δ0D22 δ0D33 δ0D12 δ0

·

ε
3

(B.60)

Le système des équations (B.53, B.55, B.41, B.42, B.46, B.50, B.57, B.59), représentant

l’équilibre mécanique locale perturbé et linéarisé, peut s’exprimer sous forme matricielle :

Mδ0U =
−→
0 (B.61)
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avec

M =




0 0 0 −η 0 0 0 0 (ηβ1 + β2)

ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 σ01jnj 0

0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 σ02jnj 0

µ11 µ12 µ13 a13 ∆11 ∆12 ∆13 0 a15

µ21 µ22 µ23 a23 ∆21 ∆22 ∆23 0 a25

λ1 −λ1 λ2 0 λ3 −λ3 λ4 0 0

ν1 ν2 ν3 −
·

ε
0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 1 0

0 0 0 0 sin2 ψ cos2 ψ −2 cosψ sinψ 0 0




(B.62)

avec

— µ11 = a11κ11 + a12κ21

— µ12 = a11κ12 + a12κ22

— µ13 = a11κ13 + a12κ23

— µ21 = a21κ11 + a22κ21

— µ22 = a21κ12 + a22κ22

— µ23 = a21κ13 + a22κ23

— ν1 = D
0
1κ11 +D0

2κ21

— ν2 = D
0
1κ12 +D0

2κ22

— ν3 = D
0
1κ13 +D0

2κ23

Les coefficients aij, κij , ∆ij , λi et βi valent :

— a11 =

6
−α90αbD0

1σ
0
2 (2pσ

0
1 + qσ

0
2)− 2

·

ε
0

σ0
2

+ 2α90αbp
·

ε
0

σ02σ
0

7

$
2σ0

3 − α90αbσ01σ
0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)
%

210
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— a12 = −α90

6
αbD

0
1σ

0
1 (pσ

0
1 + 2qσ

0
2)+

·

ε
0

σ0 ((p+ q − c)σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))
7

$
2σ0

3 − α90αbσ01σ
0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)
%

— a13 = 2σ
0

6
3D0

1σ
0−

·

ε
0 2
2σ01 + α90σ

0
2

2
(p+ q − c)− αb

2

2pσ0
1
+qσ0

2

σ0

337

2σ0
3 − α90αbσ01σ

0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)

— a15 = −
D0
1

·

ε
0

— a21 = −α90
αbD

0
2σ

0
2 (2pσ

0
1 + qσ

0
2)+

·

ε
0

σ0 ((p + q − c) σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))
2σ0

3 − α90αbσ01σ
0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)

— a22 = −α90
αbD

0
2σ

0
1 (pσ

0
1 + 2qσ

0
2) + 2α90

·

ε
0

σ0
2 − 2αbq

·

ε
0

σ01σ
0

2σ0
3 − α90αbσ01σ

0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)

— a23 = 2
3D0

2σ
02 − α90

·

ε
0 "
2α90σ

0σ02 + σ01
"
(p+ q − c)σ0 − αb

2
(pσ01 + 2qσ

0
2)
##

2σ0
3 − α90αbσ01σ

0
2 (pσ

0
1 + qσ

0
2)

— a25 = −
D2
·

ε
p

— ∆11 =
1

2

D11 −D22 +
‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

— ∆12 =
1

2

−D11 +D22 +
‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

— ∆13 =
2D12‡

(D11 −D22)2 + 4D2
12

— ∆21 = −
1

2

D11 −D22 −
‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

— ∆22 = −
1

2

−D11 +D22 −
‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

— ∆23 = −
2D12‡

(D11 −D22)2 + 4D2
12

— κ11 =
1

2

σ11 − σ22 +
‡
( σ11 − σ22)

2 + 4σ212‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212
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— κ12 =
1

2

−σ11 + σ22 +
‡
( σ11 − σ22)

2 + 4σ212‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212

— κ13 =
2σ12‡

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

— κ21 = −
1

2

σ11 − σ22 −
‡
( σ11 − σ22)

2 + 4 σ212‡
( σ11 − σ22)

2 + 4σ212

— κ22 = −
1

2

−σ11 + σ22 −
‡
( σ11 − σ22)

2 + 4σ212‡
( σ11 − σ22)

2 + 4σ212

— κ23 = −
2 σ12‡

( σ11 − σ22)
2 + 4 σ212

— λ1 =
D12

(σ11 − σ22)
2 + 4σ212

(σ11 − σ22)

— λ2 = −2

‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

‡
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212 − 2D12σ12
(σ11 − σ22)

2 + 4σ212

— λ3 =
2 σ12‡

( σ11 − σ22)
2 + 4σ212

(D11 −D22)

— λ4 = 1− 2
2σ12‡

( σ11 − σ22)
2 + 4 σ212

2D12‡
(D11 −D22)2 + 4D2

12

— β1 =
mσ0

·

ε
0

— β2 =
nσ0

ε0 + εp

Hypothèse 76 Pour la construction de courbes limites de formage, on suppose que l’état

homogène est tel que le repère matériel est confondu avec les repères principaux. Cela se

traduit par D11 = D1, D22 = D2, D12 = 0 ; σ11 = σ1, σ22 = σ2, σ12 = 0. La matrice M

212
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devient:

M =




0 0 0 −η 0 0 0 0 (ηβ1 + β2)

ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 σ011n1 0

0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 σ022n2 0

a11 a12 0 a13 1 0 0 0 a15

a21 a22 0 a23 0 1 0 0 a25

0 0 λ2 0 0 0 1 0 0

D0
11 D0

22 0 −
·

ε
0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 1 0

0 0 0 0 sin2 ψ cos2 ψ −2 cosψ sinψ 0 0




(B.63)

On peut montrer que le déterminant de la matrice M peut se mettre sous la forme

d’un polynôme du second ordre :

det (M) = η
"
aη2 + bη + c

#
(B.64)
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B.2.2 Application au cas isotrope

On se place sous les conditions de l’hypothèse 76. On impose m = 0. De plus, dans le

cas où α90 = α0 = 1 et r90 = r0 = 1 alors on a p = q = 0 et c = 1, la matrice M devient :

M =




0 0 0 −η 0 0 0 0 β2

ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 σ011n1 0

0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 σ022n2 0

−
·

ε
0

σ

·

ε
0

2σ
0 a13 1 0 0 0 −D

0
1

·

ε
0

·

ε
0

2σ
−

·

ε
0

σ0
0 a23 0 1 0 0 −D2

·

ε
p

0 0 −2(D11 −D22)
(σ11 − σ22)

0 0 0 1 0 0

D0
11 D0

22 0 −
·

ε
0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 1 0

0 0 0 0 sin2 ψ cos2 ψ −2 cosψ sinψ 0 0




(B.65)

— avec β2 =
nσ0

ε0 + εp
, a13 =

3D0
11σ−

·

ε
0

(2σ011 − σ022)

σ2
, a23 =

3D0
22σ

0−
·

ε
0

(2σ022 − σ011)

σ0
2

On rappelle que dans le cas isotrope, on a :

Dp
1 =

·

ε
p 2σ1 − σ2

2σ
(B.66a)

Dp
2 =

·

ε
p 2σ2 − σ1

2σ
(B.66b)
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La matrice M devient alors :

M =




0 0 0 −η 0 0 0 0 β2

ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 σ011n1 0

0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 σ022n2 0

−
·

ε

·

ε

2
0 D0

11 1 0 0 0 −σ̄D
0
1

·

ε
0

·

ε

2
−

·

ε 0 D22 0 1 0 0 −σ̄D2
·

ε
p

0 0 −3
·

ε

σ
0 0 0 1 0 0

D0
11 D0

22 0 −
·

ε
0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 1 0

0 0 0 0 sin2 ψ cos2 ψ −2 cosψ sinψ 0 0




(B.67)

La matrice ainsi obtenue est identique à l’application au cas isotrope de l’analyse

linéaire de stabilité.
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Annexe C

Recherche d’instabilité avec prise en

compte de l’endommagement

C.1 Définition de l’équilibre :

Les équations d’équilibre dans le cas du comportement matériel modélisé par une loi

de Hill48 avec prise en compte l’endommagement de Lemâıtre sont données par :

Dp =
3

2

1

1− d

·

ε

σ
H : σ (C.1)

oùH est le tenseur d’orthotropie de Hill. D’après le principe d’équivalence en déformations,

la contrainte équivalente se résume à :

σ =
1

|1− d|
‡
σ : H : σ (C.2)

Le matériau est supposé rigide-plastique. Les équation d’équilibre sont les suivantes :

σ = σy = k (ε0 + εp)n
·

ε
m

(C.3)
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div
"
hσ

#
= 0 (C.4)

rot(rot(D)) = 0 (C.5)

trace(D) = 0 (C.6)

Les variables liées à l’endommagement sont définies par :

Y = − σ

2 (1− d)2E


2
3
(1 + ν) +

1− 2ν
3

B
trace

"
σ
#

σ

C2

 (C.7)

d =

¦ T

0

·

d dt (C.8)

·

d =

4
−Y
a0

5s0
·

ε (C.9)

où a0 et s0 sont des paramètres de comportement matériel à identifier expérimentalement.

Hypothèse 77 On suppose que l’état des contraintes est plan.

C.2 Perturbation de l’équilibre

Notation 78 Soit X une variable, on note δX la variable perturbée définie par :

δX = δ0Xf (−→x , t)

où δ0X est l’amplitude de la perturbation et f (−→x , t) est la fonction de perturbation telle

que f (x, t) = eηteiξ
−→x .−→n avec −→n =


 cosψ

sinψ




218
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La perturbation des équations précédentes fournit les équations suivantes :

(Dp + δDp) (σ + δσ)− 3
2

1

1− (d+ δd)

2
·

ε +δ
·

ε
3
H :

"
σ + δσ

#
= 0

(C.10a)

(1− (d+ δd))2 (σ̄ + δσ̄)−
"
σ + δσ

#
: H :

"
σ + δσ

#
= 0

(C.10b)

(σ + δσ)− k (ε0 + (εp + δεp))n
2
·

ε +δ
·

ε
3m

= 0

(C.10c)

div
"
(h+ δh)

"
σ + δσ

##
= 0

(C.10d)

(D + δD)11,22 + (D + δD)22,11 − 2 (D + δD)12,12 = 0

(C.10e)

trace(D + δD) = 0

(C.10f)

(Y + δY )− (σ + δσ)

2 (1− (d+ δd))2E


2 (1 + ν)

3
+
1− 2ν
3

B
trace

"
σ + δσ

#

(σ + δσ)

C2

 = 0

(C.10g)

d+ δd−
¦ T

0

2
·

d +δ
·

d
3
dt = 0

(C.10h)

·

d +δ
·

d −
4
−Y + δY

a0

5s0 2
·

ε +δ
·

ε
3
= 0 (C.10i)

L’équation C.10h devient :

δ0d eηteiξ
−→x .−→n − δ0

·

d e
iξ−→x .−→n

¦ T

0

"
eηt

#
dt = 0 (C.11)
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Soit encore :

δ0d − δ0
·

d
eη(T−t) − e−ηt

η
= 0 (C.12)

On observe ici la stabilité asymptotique de l’équilibre. On va donc regarder le com-

portement de la perturbation lorsque le temps tend à l’infini. Or, on a, pour T fixé,

eη(T−t) − e−ηt t−→+∞−→ 0. On en déduit alors δ0d = 0. Le système d’équations C.10 peut se

mettre sous la forme matricielle suivante :

Mδ0U =
−→
0 (C.13)

avec δ0U =
2
δ0σ11, δ

0σ22, δ
0σ12, δ

0σ, δ0D11, δ
0D22, δ

0D12, δ
0D33, δ

0
·

ε, δ0Y, δ0ḋ, δ0d
3T
et

M =




D11
1− d

D22
1− d

2D12
1− d −

·

ε 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 η 0 0 0 0 β1η + β2 0 0 0

α11 α12 0 −D11 −σ̄ 0 0 0 γ11 0 0 0

α12 α22 0 −D22 0 −σ̄ 0 0 γ22 0 0 0

0 0 α33 −D12 0 0 −σ̄ 0 γ12 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 n22 n21 −n1n2 0 0 0 0 0

ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 υ1 0 0 0 0

0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 υ2 0 0 0 0

ϑ1 ϑ1 0 ϑ2 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
Y

a0

·

ε

a0
1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




(C.14)

où
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— n1 = cosψ

— n2 = sinψ

— β1 = n
σ̄

(ε0 + εp)

— β2 = m
σ̄
·

ε

— αij = Hij

·

ε

1− d

— γij = Dij
σ̄
·

ε

— υi = σijnj

— ϑ1 =
1− 2ν

3E (1− d)2

— ϑ2 =
2 (1 + ν)

3E (1− d)2

On recherche les solutions non-triviales de l’équation C.13, la matriceM doit vérifier :

det (M) = 0 (C.15)

On constate rapidement que :

det (M) = det (M1) (C.16)
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où M1 est définie par :

M1 =




D11
1− d

D22
1− d

2D12
1− d −

·

ε 0 0 0 0 0

0 0 0 η 0 0 0 0 β1η + β2

α11 α12 0 −D11 −σ̄ 0 0 0 γ11

α12 α22 0 −D22 0 −σ̄ 0 0 γ22

0 0 α33 −D12 0 0 −σ̄ 0 γ12

0 0 0 0 1 1 0 1 0

0 0 0 0 n22 n21 −n1n2 0 0

ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 υ1 0

0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 υ2 0




(C.17)

Cette matrice est la même que la matrice obtenue dans le cas sans endommagement à la

seule différence que la contrainte doit être remplacée par la contrainte effective.
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Annexe D

Obtention d’un critère de plissement

par analyse de stabilité du flux de

matière

Dans les précédents travaux concernant la recherche de striction localisée, il est re-

marqué que, parfois, lors de simulations, le critère de détection de ce défaut semble

sensible à l’apparition de plis [Boudeau 95]. On est en droit de se demander naturelle-

ment si le plissement peut être assimilé à une instabilité du flux de matière. Mais comme

cela a été précisé jusqu’à maintenant, le plissement semble plus dû à une bifurcation de

l’équilibre mécanique qu’à une instabilité. En effet, le point d’instabilité apparâıt après

l’état de bifurcation. De plus, l’analyse en striction de par la forme de la perturbation

ne peut donner d’indication sur l’influence de la forme de la structure ou sur le mode de

flambement privilégié.

Toutefois, il semble que la technique de perturbation n’est pas inadaptée à la recherche

de plis. En effet, considérons un élément en équilibre, on peut observer si sous une pertur-

bation quelconque, notre élément va être sujet à l’apparition de plis où non. On obtient

alors non plus une analyse décrivant l’état actuel mais une analyse de prédiction. Le

but poursuivi, par l’utilisation d’une telle méthode, est d’obtenir une méthode simple et
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efficace. L’objectif de cette partie est de dériver un critère de plissement pour un élément

plaque afin de vérifier la cohérence de l’approche proposée. Ainsi une nouvelle voie sera

ouverte en vue de travaux ultérieurs.

D.1 Définition de l’équilibre mécanique

On travaille sous l’hypothèse suivante :

Hypothèse 79 On suppose que l’élément considéré subit un état de contraintes planes.

On reprend les notations de la partie 3.5.2, à savoir :

Notation 80 Soient ui les déplacements d’un point se situant sur le plan moyen de la

plaque (x3 = 0) et φα les composantes du vecteur rotation.

On travaille sur une plaque soumise à des contraintes biaxiales dans le plan plus une

pression normale au plan moyen de la plaque. Le tenseur des taux de déformations ε̇ est

décomposé en taux de déformations de membrane ε̇m et taux de déformations de flexion

κ̇ :

ε̇αβ = ε̇mαβ + x
3κ̇αβ (D.1)

avec

ε̇mαβ =
1

2
(u̇α,β + u̇β,α) +

1

2

2
φ̇αφβ + φαφ̇β

3
(D.2)

κ̇αβ =
1

2

2
φ̇α,β + φ̇β,α

3
(D.3)

Hypothèse 81 Les déformations élastiques sont négligées.

Hypothèse 82 La théorie de plasticité utilisée est la théorie de l’écoulement plastique.

On introduit désormais les équations définissant l’équilibre considéré.
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matière

D.1.1 Loi d’écrouissage

La loi d’écrouissage choisie est :

σ̄ = σ0y + k (ε0 + εp)n
·

ε
m

(D.4)

D.1.2 La théorie de l’écoulement : Définition de surfaces de

charges

On travaille avec les contraintes généralisées, pour cela on utilise le critère de charge

de Ilyushin. Soit φ la surface de charge définie par :

φ
"
σ, σy

#
= σ2

"
σ
#
− σ2y (ε

p) = 0 (D.5)

Dans le cas de contraintes généralisées, la surface de charge peut s’écrire de manière

générale :

φ
"
σ, σy

#
= {σ}g T [F ] {σ}g − σ2y (ε

p) = 0 (D.6)

La contrainte équivalente associée est donnée par

σ =

‡
{σ}g T [F ] {σ}g (D.7)

avec

F =


 [H]

√
3s
γ
[H]

√
3s
γ
[H] 1

(γ/6)2
[H]


 (D.8)

où s =

...{N}T [H] {M}
...

{N}T [H] {M}

Remarque 83 Le paramètre s est indéterminé pour {N}T [H] {M} = 0. Pour lever cette
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indétermination, Zeng et al. [Zeng 01] proposent d’imposer s = 0 lorsque
...{N}T [H] {M}

... <
ε avec ε = 10−4max

2
{N}T [H] {N} , {N}T [H] {M}

3
.

On choisit le tenseur d’orthotropie de Hill48 comme tenseur de comportement H.

Sous forme matricielle, ce tenseur est fonction des coefficients de Lankford r0, r45, r90 :

H =




H11 = 1 H12 = − r0
1+r0

0

H21 = H12 H22 =
r0
1+r0

1+r90
r90

0

0 0 H33 =
(r0+r90)(2r45+1)

r90(1+r0)


 (D.9)

Le paramètre γ intervenant dans l’expression de F est déterminé par :

4γ = 1− 1
3
exp

4
−4 hE
3σ0y

κ̄P
5

(D.10)

où κ̄p est la courbure plastique équivalente telle que :

κ̄P =

¶
4

3

4
κp2x + κp2y + κpxκ

p
y +

1

4
κp2xy

5
(D.11)

La loi de normalité permet de relier le tenseur des taux de déformations généralisées au

tenseur des contraintes généralisées par la relation :

fl
·

ε
p‒g

=
·

λ
∂φ

∂ {σ}g
(D.12)

L’utilisation de l’équivalence en travaux permet de déduire le mutiplicateur plastique
·

λ :

λ̇ =
1

2

·

ε
p

σy
(D.13)

On obtient alors

fl
·

ε
p
‒g
=
1

2

·

ε
p

σy
[F ] {σ}g (D.14)

226



Annexe D. Obtention d’un critère de plissement par analyse de stabilité du flux de
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Que l’on peut réécrire :





·

ε
m

xx

·

ε
m

yy

·

ε
m

xy

h κ̇xx

h κ̇yy

h κ̇xy





=
1

2

·

ε
p

σ̄
[F ]





Nxx

Nyy

Nxy

Mxx

Myy

Mxy





(D.15)

La forme matricielle du tenseur F est alors donnée par

F =




H11 H12 0
√
3s
γ
H11

√
3s
γ
H12 0

H12 H22 0
√
3s
γ
H12

√
3s
γ
H22 0

0 0 H33 0 0
√
3s
γ
H33

√
3s
γ
H11

√
3s
γ
H12 0 1

(γ/6)2
H11

1
(γ/6)2

H12 0
√
3s
γ
H12

√
3s
γ
H22 0 1

(γ/6)2
H12

1
(γ/6)2

H22 0

0 0
√
3s
γ
H33 0 0 1

(γ/6)2
H33




(D.16)

Remarque 84 Dans le cas où s = 0, l’expression matricielle de F se simplifie en une

matrice diagonale par blocs. Ce cas correspond à un découplage entre les contraintes

généralisées et les moments, c’est à dire entre les effets dus aux déformations mem-

branaires et aux déformations de flexion.

D.1.3 Les équations d’équilibre

L’équilibre d’une plaque soumise à une pression interne p est donné par

−−−→
divN = 0 (D.17)

−−−−→
div (M) =

−→
Q (D.18)

div div
−→
Q +N : κ = −p (D.19)
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avec
−→
Q = h


 H44

"
φ1 + u3,1

#

H55
"
φ2 + u3,2

#




D.1.4 Les équations de compatibilité des taux de déformations

Les équations de compatibilité s’expriment sous la forme :

rot(rot(ε̇)) = 0 (D.20)

De par l’expression du tenseur des taux de déformations, on en déduit :

rot(rot(ε̇m)) = 0 (D.21)

rot(rot(κ̇)) = 0 (D.22)

D.1.5 L’équation d’incompressibilité

Cette équation s’exprime pour les taux de déformations sous la forme :

trace(ε̇) = 0 (D.23)

On en déduit

trace(ε̇m) = 0 (D.24)

D.2 Perturbation de l’équilibre

D.2.1 Principe

Le principe est le même que dans la partie 3 du second chapitre. On introduit un

perturbation δU = δU0
−→
f (x, t) avec δU0 l’amplitude de la perturbation et f(x, t) une

fonction comprenant les parties spatiale et temporelle de la perturbation. La solution U0
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de l’équilibre, défini par les équations D.4, D.7, D.15, D.17, D.19, D.18, D.21, D.22, D.24,

doit vérifier un système non linéaire que l’on note :

A(U0) = 0 (D.25)

La solution perturbée de l’équilibre (D.25) vérifie :

A (U0 + δU) = 0 (D.26)

Les perturbations du second ordre sont négligées. Ainsi le système non-linéaire perturbé

(D.26) devient :

A (U0) +MδU0 = 0 (D.27)

avec M une matrice dépendant des variables internes U0 mais également des paramètres

en espace et en temps de la perturbation. En utilisant le fait que U0 vérifie (D.25), on

obtient alors l’équation d’instabilité suivante :

MδU0 = 0 (D.28)

Cette égalité est vérifiée pour tout δU0 X= 0 si et seulement si det(M) = 0. Si δU0 ≡ 0
cela revient à dire que l’équilibre n’a pas été perturbé.

D.2.2 Définition de la fonction de perturbation

Suivant le même raisonnement que Tóth et al. [Tóth 96] et Neale et Tugcu [Neale 90],

on définit la pertubation sous la forme :

f(x, t) = ei ξ
−→x .−→n eηt (D.29)
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avec −→n =




0

0

sin
"
λ
l
(cos (α)x1 + sin (α) x2)

#


 où l est la longueur de la plaque con-

sidérée et λ est un nombre d’onde, α représente l’angle entre la direction 1 et la di-

rection du pli, et où η ∈ C, ξ ∈ R. La fonction de perturbation se résume alors à

f(x, t) = ei ξx
3 sin(λl (cos(α)x1+sin(α)x2))eηt.

D.2.3 Équations perturbées

On perturbe les équations dans l’ordre indiqué précédemment. La fonction de per-

turbation f (x, t) est telle que f (x, t),α = g,α (x, t) f (x, t). On notera les composantes

g,α (x, t), gα par commodité. Ainsi on a f (x, t),α = g,α f (x, t).

Perturbation des taux de rotations

Pour éviter que le sytème soit indéterminé, on remarque que :

κ̇αβ =
1

2

2
φ̇α,β + φ̇β,α

3
(D.30)

La perturbation de ces équations donne :

δκ̇αβ =
1

2

2
δφ̇αg,β + δφ̇βg,α

3
(D.31)

On en déduit :

δφ̇
0

1 g,1 = δκ̇011 (D.32)

δφ̇
0

2 g,2 = δκ̇022 (D.33)

δφ̇
0

2 g,1 + δφ̇
0

1 g,2 = 2δκ̇012 (D.34)
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Loi d’écrouissage

La loi d’écrouissage après perturbation et linéarisation devient :

σ̄0 + δσ̄0f(x, t) = k
"
ε0 + εp 0 + δεp 0f(x, t)

#n
4
·

ε
0

+δ
·

ε
0

f(x, t)

5m
(D.35)

On linéarise l’équation en négligeant les termes du second ordre :

δσ̄0f(x, t) = k

6
n
"
ε0 + εp 0

#n−1 ·

ε
0 m

δεp 0f(x, t) +m
"
ε0 + εp 0

#n ·

ε
0 m−1

δ
·

ε
0

f(x, t)

7

(D.36)

soit encore :

ηδσ̄0 − σ̄0

B
n

(ε0 + εp 0)
+ η

m
·

ε
0

C
δ
·

ε
0

= 0 (D.37)

En notant que δε = 1
η
δ
·

ε

Contrainte équivalente

La contrainte équivalente se perturbe sous la forme :

σ̄0 + δσ̄0f(x, t) =

‡
({σ}g + {δσ0}g f (x, t))

T
[F + δF 0f (x, t)] {σ}g + {δσ0}g f (x, t)

(D.38)

avec [F + δF ] = [F 0] +


 [0] [δF 012]

[δF 012] [δF
0
22]


 f (x, t)

ou encore [F + δF ] =




[H]

√
3 (s0 + δs0f (x, t))

γ0 + δγ0f (x, t)
[H]

√
3 (s0 + δs0f (x, t))

γ0 + δγ0f (x, t)
[H]

36

γ0 + δγ0f (x, t)
[H]
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Pour des commodités de calcul, on éleve au carré :

"
σ̄0 + δσ̄0f(x, t)

#2
=
"
{σ}g +

*
δσ0

+g
f (x, t)

#T $
F + δF 0f (x, t)

%
{σ}g +

*
δσ0

+g
f (x, t)

(D.39)

Après linéarisation, on obtient :

−2σ̄0δσ̄0 + {σ}g T
$
F 0

% *
δσ0

+g
+

*
δσ0

+g T $
F 0

% *
σ0
+g
+

*
σ0
+g T $

δF 0
% *

σ0
+g
= 0

(D.40)

En utilisant la symétrie de la matrice F on a alors :

−2σ̄0δσ̄0 + 2 σ̄
0

·

ε̄
0

*
ε̇0
+g T *

δσ0
+g
+

*
δσ0

+g T 2 σ̄0
·

ε̄
0

*
ε̇0
+g
+

*
σ0
+g T $

δF 0
% *

σ0
+g
= 0

(D.41)

Soit encore

−2σ̄0δσ̄0 + 4 σ̄
0

·

ε̄
0

*
ε̇0
+g T *

δσ0
+g
+

*
σ0
+g T $

δF 0
% *

σ0
+g
= 0 (D.42)

En utilisant la valeur de [δF 0] donnée plus bas, on se ramène à :

−2σ̄0δσ̄0 + 4 σ̄
0

·

ε̄
0

*
ε̇0
+g T *

δσ0
+g − δγ0

γ0
*
σ0
+g T

([F ]− [F ∗])
*
σ0
+g
= 0 (D.43)

Ce qui donne

−2σ̄0δσ̄0 + 4 σ̄
0

·

ε̄
0

*
ε̇0
+g T *

δσ0
+g − δγ0

γ0
"
σ̄0 2 − σ̄∗ 2 # = 0 (D.44)

où σ̄∗ 2 est la définition de la contrainte équivalente usuelle : σ̄∗ 2 =
*
σ0
+g T

([F ∗])
*
σ0
+g
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Tenseur de la loi de comportement

On a indiqué précédemment que le tenseur F sous sa forme matricielle se perturbe

de la manière suivante :

$
F 0

%
+ δF =




[H]

√
3 (s0 + δs0f (x, t))

γ0 + δγ0f (x, t)
[H]

√
3 (s0 + δs0f (x, t))

γ0 + δγ0f (x, t)
[H]

36

γ0 + δγ0f (x, t)
[H]


 (D.45)

On a :

$
F 012

%
+
$
δF 012

%
f (x, t) =

√
3 (s0 + δs0f (x, t))

γ0 + δγ0f (x, t)
[H] (D.46)

$
F 022

%
+
$
δF 022

%
f (x, t) =

36

γ0 + δγ0f (x, t)
[H] (D.47)

D’où

γ0
$
δF 012

%
+
$
F 012

%
δγ0 −

√
3 [H] δs0 = 0 (D.48)

γ0
$
δF 022

%
+
$
F 022

%
δγ0 = 0 (D.49)

Les perturbations des coefficients s et γ sont quand à elles données par :

s0 + δs0f (x, t) =

...{N0 + δN0f (x, t)}
T
[H] {M0 + δM0f (x, t)}

...
{N0 + δN0f (x, t)}T [H] {M0 + δM0f (x, t)}

(D.50)

γ0 + δγ0f (x, t) = 1− 1
3
exp

4
−(h

0 + δh0f (x, t))E

3σ0y

"
κ̄P 0 + δκ̄P 0f (x, t)

#5
(D.51)

Un problème apparâıt pour la perturbation de s0. On constate rapidement que s0 +

δs0f (x, t) = ±1 lorsque {N0 + δN0f (x, t)}
T
[H] {M0 + δM0f (x, t)} est déterminé ( X=

0). Les perturbations étant très petites devant la solution homogène, la perturbation δs

ne doit modifier que modérément s0, or il apparâıt, d’après la définition de la solution ho-

mogène et de la solution perturbée, que δs ne peut prendre que 5 valeurs : −2,−1, 0, 1, 2.
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Parmi toutes ces valeurs, seule la solution nulle convient pour obtenir une petite per-

turbation devant la solution homogène.En choisissant de poser δs = 0, cela revient à

considérer que le couplage entre la solution homogène et la solution perturbée n’est pas

modifié, ce qui semble être une hypothèse acceptable.

On obtient alors :

δs0 = 0 (D.52)

4δγ0f (x, t) = 1− 4γ0 − 1
3
e

4
− 4E

3σ0y
h0κ̄P 0

5

e

4
− 4E

3σ0y
κ̄P 0δh0f(x,t)

5

e

4
− 4E

3σ0y
h0δκ̄P 0f(x,t)

5

(D.53)

Après linéarisation, on a :

3σ0y
E (1− 4γ0)δγ

0 − κ̄P 0δh0 − h0δκ̄P 0 = 0 (D.54)

Il reste à perturber le taux de courbure équivalent :

−3κ̄P 0δκ̄P 0 + 2
"
2κp 011 + κp 022

#
δκp 011 + 2

"
κp 011 + 2κ

p 0
22

#
δκp 022 + κp 012 δκ

p 0
12 = 0 (D.55)

Les perturbations des composantes du tenseur de courbure s’expriment en fonction

des perturbations des taux de courbures par :

δκp 0αβ =
1

η
δ κ̇p 0αβ (D.56)

L’équation D.55 devient alors :

−3ηκ̄P 0δκ̄P 0 + 2
"
2κp 011 + κp 022

#
δκ̇p 011 + 2

"
κp 011 + 2κ

p 0
22

#
δκ̇p 022 + κp 012 δκ̇

p 0
12 = 0 (D.57)

On exprime cette équation en fonction des taux de rotations :

−3ηκ̄P 0δκ̄P 0 +

4
2g,1

"
2κp 011 + κp 022

#
+
κp 012
2
g,2

5
δφ̇

0

1 +

4
2g,2

"
κp 011 + 2κ

p 0
22

#
+
κp 012
2
g,1

5
δφ̇

0

2 = 0

(D.58)
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La perturbation de la matrice de comportement s’écrit alors en fonction de la pertur-

bation de la variable γ :

δF 0 = −δγ
0

γ0




0 0 0
√
3s
γ
H11

√
3s
γ
H12 0

0 0 0
√
3s
γ
H12

√
3s
γ
H22 0

0 0 0 0 0
√
3s
γ
H33

√
3s
γ
H11

√
3s
γ
H12 0 1

(γ/6)2
H11

1
(γ/6)2

H12 0
√
3s
γ
H12

√
3s
γ
H22 0 1

(γ/6)2
H12

1
(γ/6)2

H22 0

0 0
√
3s
γ
H33 0 0 1

(γ/6)2
H33




(D.59)

Ce qui peut se réécrire :

δF 0 = −δγ
0

γ0
([F ]− [F ∗]) (D.60)

avec [F ∗] =




H11 H12 0 0 0 0

H12 H22 0 0 0 0

0 0 H33 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




(D.61)

Loi de comportement

Après perturbation et linéarisation, la loi de comportement devient :

2 {ε̇}g δσ̄0 + 2σ̄0
*
δε̇0

+g − δ
·

ε̄
p 0 $

F 0
% *

σ0
+g− ·

ε̄
p 0 $

δF 0
% *

σ0
+g− ·

ε̄
p 0 $

F 0
% *

δσ0
+g
= 0

(D.62)
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Soit encore

2 {ε̇}g δσ̄0 + 2σ̄0
*
δε̇0

+g − 2σ̄
0 {ε̇}g

·

ε̄
p 0 δ

·

ε̄
p 0

− ·

ε̄
p 0 $

δF 0
% *

σ0
+g− ·

ε̄
p 0 $

F 0
% *

δσ0
+g
= 0

(D.63)

En utilisant la simplification de la perturbation du tenseur de comportement, on a :

2 {ε̇}g δσ̄0 + 2σ̄0
*
δε̇0

+g − 2σ̄
0 {ε̇}g

·

ε̄
p 0 δ

·

ε̄
p 0

+


2σ̄

0

γ0
{ε̇}g −

·

ε̄
p 0

γ0
[F ∗]

*
σ0
+g

 δγ0− ·

ε̄
p 0 $

F 0
% *

δσ0
+g
= 0 (D.64)

Équations d’équilibre, d’incompressibilité et de compatibilité

La perturbation des termes de membrane ne pose aucune difficulté et est immédiate.

Par contre, on remarque que pour les termes de flexion on a :





ε̇4

ε̇5

ε̇6





g

=





(h0 + δh0f (x, t))
"
κ̇011 + δκ̇011f (x, t)

#

(h0 + δh0f (x, t))
"
κ̇022 + δκ̇022f (x, t)

#

(h0 + δh0f (x, t))
"
κ̇012 + δκ̇012f (x, t)

#





(D.65)

Ce qui donne après linéarisation :





δε̇04

δε̇05

δε̇06





g

= h0





δκ̇011

δκ̇022

δκ̇012




+ δh0





κ̇011

κ̇022

κ̇012





(D.66)
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Soit encore





δε̇04

δε̇05

δε̇06





g

= h0





g,1δφ̇
0

1

g,2δφ̇
0

2

1
2

2
g,2δφ̇

0

1 + g,1δφ̇
0

2

3




+ δh0





κ̇011

κ̇022

κ̇012





(D.67)

Les équations d’équilibre se perturbent aisément, on obtient alors :

div (δN) = δN0
αβg,β = 0 (D.68)

div (δM) = δM0
αβ g,β =

δh0

h0
Q0α + h

0Lαβδ φ̇
0

β + h
0Lαβ g,βδ u̇

0
3 (D.69)

divdiv (δM) + δN κ̇+N δ κ̇ = δM0
αβ gα,β + δN0

αβ κ̇
0
αβ +N

0
αβ

1

2

2
δφ̇

0

αg,β + δφ̇
0

βg,α

3
= 0(D.70)

Étant donné que l’on néglige les taux de déformations transverses, les équations de

compatibilité se réduisent à :

ε̇m11,22 + ε̇m22,11 = 2ε̇m12,12 (D.71)

κ̇11,22 + κ̇22,11 = 2κ̇12,12 (D.72)

Ce qui après perturbation se traduit par :

δε̇m 0
11 g,22 + δε̇m 0

22 g,11 = 2δε̇m 0
12 g,12 (D.73)

δκ̇011f (x, t),22 + δκ̇022f (x, t),11 = 2δκ̇012f (x, t),12 (D.74)

L’équation de compatbilité des taux de courbure est redondante avec l’expression des

taux de rotations, on ne se sert donc pas de cette dernière équation.

Dans le domaine plastique, le matériau est supposé incompressible :

δε̇m 0
ii = 0 (D.75)
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Ce qui s’écrit encore :

δε̇m 0
11 + δε̇m 0

22 +
η

h0
δh0 = 0 (D.76)

En remarquant que δε33 est approché par δε33 =
δh0

h0
et que l’on a ηδε33 = δ ε̇33. La

matrice M s’écrit alors :

M =




η
2

·

ε̄ (β1η + β2)

2 σ̄
01×7 0 0 0 0 0 0 01×5

M11 M12 M13 M14 M15 0 0 02×1 02×1 02×5

0 0 01×7 0 −3η κ̄ a1 a2 0 0 01×5

M21 M22 M23 06×1 06×1 06×1 06×1 M24 M25 M26

03×1 03×1 03×7 M31 03×1 M32 M33 03×1 03×1 M34

02×1 02×1 M41 02×1 02×1 02×1 02×1 02×1 02×1 02×5

03×1 03×1 M51 M52 03×1 M53 M54 03×1 03×1 M55

0 0 01×7 0 0 0 0 g,22 g,11 M61

0 0 01×7
η
h

0 0 0 1 1 01×5




(D.77)

où 0i×j est la matrice nulle de dimension (i × j) et où l’on a :

— M11 =


 − σ̄

0


,M12 =


 0

0


,M13 =




4σ̄

3
·

ε̄
ε̇1

4σ̄

3
·

ε̄
ε̇2

4σ̄

3
·

ε̄
ε̇3

4σ̄

3
·

ε̄
ε̇4

4σ̄

3
·

ε̄
ε̇5

4σ̄

3
·

ε̄
ε̇6 − σ̄−σ̄∗

γ

0 0 0 0 0 0
3σ0y

E(1−4γ)


,

M14 =


 0

−κ̄


, M15 =


 0

−h
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matière

— M21 =M22 =




ε̇1

ε̇2

ε̇3

ε̇4

ε̇5

ε̇6




,

— M23 =




− ·

ε̄ F11 − ·

ε̄ F12 0 − ·

ε̄ F14 − ·

ε̄ F15 0 b1

− ·

ε̄ F12 − ·

ε̄ F22 0 − ·

ε̄ F15 − ·

ε̄ F24 0 b2

0 0 − ·

ε̄ F33 0 0 − ·

ε̄ F36 b3

− ·

ε̄ F14 − ·

ε̄ F15 0 − ·

ε̄ F44 − ·

ε̄ F45 0 b4

− ·

ε̄ F15 − ·

ε̄ F24 0 − ·

ε̄ F45 − ·

ε̄ F55 0 b5

0 0 − ·

ε̄ F36 0 0 − ·

ε̄ F66 b6




— M24 =




2 σ̄

0

0

0

0

0




, M25 =




0

2 σ̄

0

0

0

0




, M26 =




0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

2 σ̄ 0 0 0 0

0 2 σ̄ 0 0 0

0 0 2 σ̄ 0 0

0 0 0 2 σ̄ 0




— M31 =




κ̇011

κ̇022

2κ̇012


, M32 =




h0g,1

0

h0g,2


, M33 =




0

h0g,2

h0g,1


,

— M34 =




0 −1 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 −2 0




— M41 =


 g,1 0 g,2 0 0 0 0

0 g,2 g,1 0 0 0 0
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— M51 =




0 0 0 g,1 0 g,2 0

0 0 0 0 g,2 g,1 0

κ̇011 κ̇022 2κ̇012 g,11 g,22 2g,12 0


, M52 =




−Q1
h

−Q2
h

0


,

— M53 =




−hL11
0

N0
11g,1 +N

0
12g,2




— M54 =




0

−hL22
N0
12g,1 +N

0
22g,2


, M55 =




0 0 0 0 −hL11g,1
0 0 0 0 −hL22g,2
0 0 0 0 0




— M61 =
2
−2g,12 0 0 0 0

3

et

— β1 =
m
·

ε
0 σ̄

— β2 =
n

(ε0 + εp 0)
σ̄

— a1 = 2g,1
"
2κp 011 + κp 022

#
+
κp 012
2
g,2

— a2 = 2g,2
"
κp 011 + 2κ

p 0
22

#
+
κp 012
2
g,1

— bi =

4
2σ̄0

γ0
ε̇gi −

·

ε̄
p 0

γ0
F ∗
ijσ

0g
j

5

D.2.4 Recherche d’instabilité

On utilise la définition de la fonction de perturbation (D.29) pour perturber l’équilibre

(D.25). Dans ce cas, la matrice M de l’équation d’instabilité (D.28) est dépendante du

nombre d’onde λ et de la longueur l et du paramètre η. Du fait que l’amplitude de la

perturbation doit être non-nulle, on a vu que l’équation (D.28) se ramène à :

det (M (λ, l, η, U0)) = 0 (D.78)
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On peut montrer que dans le cas où l’équilibre est donné par (D.25), l’équation (D.78)

peut s’écrire comme un polynôme en η :

Aη3 +Bη2 + Cη +D = 0 (D.79)

où les coefficients A, B, C,D dépendent de U0, λ, l et sont donnés par :

A = −3 κ̄
h

B
det

"
N0
1

#
−

·

ε̄ β1
σ̄
det

"
N −σ̄
1

#
C

B = 3κ̄ det
"
N0
2

#
− 3κ̄ det

"
N0
3

#
− a1
h
det

"
O01

#
+
a2
h
det

"
P 01

#

−
2
3κ̄ det (N σ̄

2 )− 3κ̄ det
"
N −σ̄
3

#
− a1
h
det

"
O−σ̄
1

#
+
a2
h
det

"
P− σ̄
1

#3 ·

ε̄ β1
σ̄

+ 3

·

ε̄ β2
σ̄

κ̄

h
det

"
N −σ̄
1

#

C = a1 det
"
O02

#
− a1 det

"
O03

#
− a2 det

"
P 02

#
+ a2 det

"
P 03

#

−
"
a1 det

"
O−σ̄
2

#
− a1 det

"
O−σ̄
3

#
− a2 det

"
P −σ̄
2

#
+ a2 det

"
P− σ̄
3

## ·

ε̄ β1
σ̄

−
2
3κ̄det (N σ̄

2 )− 3κ̄det
"
N −σ̄
3

#
− a1
h
det

"
O−σ̄
1

#
+
a2
h
det

"
P− σ̄
1

#3 ·

ε̄ β2
σ̄

D = −
·

ε̄ β2
σ̄

"
a1 det

"
O−σ̄
2

#
− a1 det

"
O−σ̄
3

#
− a2 det

"
P −σ̄
2

#
+ a2 det

"
P− σ̄
3

##
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avec Nα
1 =




Mα
1 M13 0 0 02x1 02x1 02x5

M22 M23 06x1 06x1 M24 M25 M26

03x1 03x7 M32 M33 03x1 03x1 M34

02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5

03x1 M51 M53 M54 03x1 03x1 M55

0 01x7 0 0 g,22 g,11 M61




Nα
2 =




Mα
1 M13 M14 0 0 02x1 02x5

M22 M23 06x1 06x1 06x1 M25 M26

03x1 03x7 M31 M32 M33 03x1 M34

02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5

03x1 M51 M52 M53 M54 03x1 M55

0 01x7 0 0 0 g,11 M61




Nα
3 =




Mα
1 M13 M14 0 0 02x1 02x5

M22 M23 06x1 06x1 06x1 M24 M26

03x1 03x7 M31 M32 M33 03x1 M34

02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5

03x1 M51 M52 M53 M54 03x1 M55

0 01x7 0 0 0 g,22 M61




Oα
1 =




Mα
1 M13 M15 0 02x1 02x1 02x5

M22 M23 06x1 06x1 M24 M25 M26

03x1 03x7 03x1 M33 03x1 03x1 M34

02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5

03x1 M51 03x1 M54 03x1 03x1 M55

0 01x7 0 0 g,22 g,11 M61
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Oα
2 =




Mα
1 M13 M14 M15 0 02x1 02x5

M22 M23 06x1 06x1 06x1 M25 M26

03x1 03x7 M31 03x1 M33 03x1 M34

02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5

03x1 M51 M52 03x1 M54 03x1 M55

0 01x7 0 0 0 g,11 M61




O3 =




Mα
1 M13 M14 M15 0 02x1 02x5

M22 M23 06x1 06x1 06x1 M24 M26

03x1 03x7 M31 03x1 M33 03x1 M34

02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5

03x1 M51 M52 03x1 M54 03x1 M55

0 01x7 0 0 0 g,22 M61




P α
1 =




Mα
1 M13 M15 0 02x1 02x1 02x5

M22 M23 06x1 06x1 M24 M25 M26

03x1 03x7 03x1 M32 03x1 03x1 M34

02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5

03x1 M51 03x1 M53 03x1 03x1 M55

0 01x7 0 0 g,22 g,11 M61




P α
2 =




Mα
1 M13 M14 M15 0 02x1 02x5

M22 M23 06x1 06x1 06x1 M25 M26

03x1 03x7 M31 03x1 M32 03x1 M34

02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5

03x1 M51 M52 03x1 M53 03x1 M55

0 01x7 0 0 0 g,11 M61
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P α
3 =




Mα
1 M13 M14 M15 0 02x1 02x5

M22 M23 06x1 06x1 06x1 M24 M26

03x1 03x7 M31 03x1 M32 03x1 M34

02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5

03x1 M51 M52 03x1 M53 03x1 M55

0 01x7 0 0 0 g,22 M61




où Mα
1 =




M11 pour α = − σ̄

M12 pour α = 0

La résolution de (D.79) permet d’obtenir les différentes racines η du polynôme dans

l’espace des complexes.En utilisant la fonction f définie par D.29 pour perturber l’équilibre

initial, on constate rapidement que :

δU = δU0f (x, t)
t→+∞→ ∞ lorsque Re (η) > 0 (D.80)

δU = δU0f (x, t)
t→+∞→ 0 lorsque Re (η) < 0 (D.81)

L’équilibre étudié est asymptotiquement instable et donc instable si Re (η) > 0.

L’obtention d’un critère analytique semble pour l’instant illusoire. Une validation sur

un cas simple est donc à envisager.

Par contre, l’implantation de ce critère dans une simulation éléments finis peut être

effectuée. Mais le calcul du critère tel qu’il est défini ici demande un temps de calcul

non-négligeable. Des travaux ultérieurs devraient donc améliorer la partie calculatoire de

ce critère en vue d’une implantation dans un code de simulation.
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Résumé

Les travaux de recherche concernent le développement et la mise en œuvre de nouveaux
critères de détection des défauts de striction localisée/éclatement et de plissement/flambage lors
de procédés d’emboutissage et d’hydroformage de structures minces.

La striction est considérée comme une instabilité du flux de matière. Elle est modélisée via
une Analyse Linéaire de Stabilité (ALS) par méthode de perturbation étendue à un état
tridimensionnel.  Ainsi, de nouveaux modes de striction sont repérés. De plus, le critère initial est
amélioré par la détermination rigoureuse du seuil d’instabilité différenciant l’instabilité effective de
l’instabilité absolue. Des Courbes Limites de Formage sont construites pour étudier l’influence de
paramètres de comportement matériel sur l’apparition de la striction/éclatement. Enfin l’ALS
appliquée à une plaque e flexion pure montre que les défauts observés ne sont pas dus à un
phénomène de striction.

Concernant le plissement, ce défaut semble plus correspondre à un problème de
bifurcation qu’à un problème d’instabilité. Dans cet ouvrage, une nouvelle analyse basée sur
l’équilibre d’une plaque est développée. De plus, l’analyse qualitative de Nordlund et Häggblad est
reprise. Enfin, un nouveau critère basé sur une méthode de perturbation est développé en annexe.

Les modélisations présentées pour la détection de striction/éclatement et de

plissement/flambage ont été intégrées dans le code POLYFORM de simulation par éléments
finis des procédés d’emboutissage et d’hydroformage. L’influence des paramètres de procédés et
de comportement matériel sur la prédiction des défauts lors de simulations est présentée. La
validation expérimentale des prédictions est réalisée pour un procédé d’hydroformage oscillant.
L’influence des paramètres de ce procédé sur l’apparition de défauts est également observée.

Mots Clés : Striction Localisée, Plissement, Eclatement, Flambage,
Bifurcation, Stabilité, Hydroformage, Emboutissage.

Abstract

The work carried out the development of new criteria for the detection of necking/bursting
and wrinkling/buckling defects during hydroforming and stamping of thin components.

Localised necking is looked as an instability of material flow. To predict such instability, a
Linear Stability Analysis (LSA) by perturbation method is chosen. The initial 2D approach has been
extended to a more realistic 3D modelling. This analysis allows considering new instability modes.
Moreover, the developed criterion has been improved by the determination of the instability
threshold that differentiates absolute instability and effective instability. Forming Limit Curves are
built to look at the influence of some material parameters on tensile defects. The LSA applied to a
pure bending test shows that necking can not occur on such a test.

About wrinkling, this defect does not seem to be an instability phenomenon but a bifurcation
one. In this work, a new analysis based on plate equilibrium is developed. Moreover, the Nordlund
& Häggblad qualitative analysis is considered. A third criterion has been developed in annex.

The necking/bursting and wrinkling/buckling analyses have been integrated in the

simulation code POLYFOFORM. The influence of stamping and hydroforming processes and
material parameters on the defects prediction during simulation is shown. Experimental validation
of the prediction has been realised on a tube hammering hydroforming process. The influence of
the new process parameters on defects occurrence is looked at.

Keywords : Localised Necking, Wrinkling, Bursting, Buckling, Bifurcation,
Stability, Hydroforming, Stamping
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