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❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ✶

❋♦r♠❛t✐♦♥ ❉♦❝t♦r❛❧❡ ✿ ❇✐♦st❛t✐st✐q✉❡

❊❝♦❧❡ ❉♦❝t♦r❛❧❡ ✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ❙②stè♠❡s

♣rés❡♥té❡ ❡t s♦✉t❡♥✉❡ ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r

❨♦❤❛♥♥ ❋♦✉❝❤❡r

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❣r❛❞❡ ❞❡

❉♦❝t❡✉r ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ✶

❙✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡✿

▼♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥s ✿

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❞❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❝❤r♦♥✐q✉❡s

s♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✵✹ ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✵✼

❞❡✈❛♥t ❧❡ ❥✉r② ❝♦♠♣♦sé ❞❡✿

▼✳ ❆❤♠❛❞♦✉ ❆▲■❖❯▼ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉① ✷ ❘❛♣♣♦rt❡✉r

▼✳ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❉❆❯❘❊❙ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ✶ ❉✐r❡❝t❡✉r

▼✳ ●✐❧❧❡s ❉❯❈❍❆❘▼❊ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ✷ Prés✐❞❡♥t ❞✉ ❥✉r②

▼♠❡✳ ▼❛❣❛❧✐ ●■❘❆▲ Pr❛t✐❝✐❡♥ ❍♦s♣✐t❛❧✐❡r ❛✉ ❈❍❯ ❞❡ ◆❛♥t❡s ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

▼✳ P❛✉❧ ▲❆◆❉❆■❙ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛r✐s ✺ ❘❛♣♣♦rt❡✉r

▼✳ P✐❡rr❡ ▲❖▼❇❘❆■▲ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆❛♥t❡s ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

▼✳ ❏❡❛♥✲P❛✉❧ ❙❖❯▲■▲▲❖❯ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆❛♥t❡s ❈♦✲❞✐r❡❝t❡✉r

▼✳ ◆♦r❜❡rt ❱■❈❚❖❘ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❘❛♣♣♦rt❡✉r





❏❡ ❞é❞✐❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ♠♦♥ ❣r❛♥❞✲♣èr❡✱

❊❞♦✉❛r❞ ❋♦✉❝❤❡r ✭✶✾✷✶✲✷✵✵✺✮





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❉❛✉rès✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡

▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ✶✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❤♦♠♠❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞é✈♦✉❡♠❡♥t ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧ r❡st❡ ❤♦rs ♥♦r♠❡✳

❏✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s à s❡s ❝ôtés ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✱ t❛♥t ♣❛r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s

q✉❡ ♣❛r s♦♥ ❞②♥❛♠✐s♠❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❉❛✉rès ♠✬❛ ❛✉ss✐ ♦✛❡rt ✉♥❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐té

❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣rès ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ■❧ ♠✬❛ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❞❛♥s s♦♥ éq✉✐♣❡ ❡♥ ♠❡ ♣r♦♣♦s❛♥t

❞✬❡①❝❡❧❧❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❧❛ s✐❡♥♥❡✳

❏✬❡s♣èr❡ q✉❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡✳

❏❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à té♠♦✐❣♥❡r ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ▼❛❣❛❧✐ ●✐r❛❧✱ ❉♦❝t❡✉r ❛✉ ❈❍❯ ❞❡

◆❛♥t❡s✳ ❙♦♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❥❡t ❛ été ❞ét❡r♠✐♥❛♥t❡✳ ❆✈❡❝ ❏❡❛♥✲P❛✉❧ ❙♦✉❧✐❧❧♦✉✱

Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆❛♥t❡s✱ ✐❧s ♦♥t s♦✉t❡♥✉ ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s✱

❝♦♥s❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥térêt q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣♦rt❡r à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✳

▼❡r❝✐ ❛✉① Pr♦❢❡ss❡✉rs ❆❤♠❛❞♦✉ ❆❧✐♦✉♠✱ ●✐❧❧❡s ❉✉❝❤❛r♠❡✱ P❛✉❧ ▲❛♥❞❛✐s✱ P✐❡rr❡ ▲♦♠✲

❜r❛✐❧ ❡t ◆♦r❜❡rt ❱✐❝t♦r ♣♦✉r ♠❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡r ❧❡ ❥✉r②✳

P❧✉s✐❡✉rs ❝♦❧❧è❣✉❡s ❡t ❛♠✐s ♠✬♦♥t ♦✛❡rt ❧❡✉r ❛✐❞❡✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❈❤r✐st❡❧

❈❛st❡❧❧✐✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❈♦♠❜❡s❝✉r❡✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❉❡♠❛tt❡✐ ❡t ❱❛♥❡ss❛ ❘♦✉ss❡❛✉✳ ▲❛ q✉❛❧✐té

❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❛✉ss✐ été ❛♠é❧✐♦ré❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♠✐♥✉t✐❡✉s❡s ❞❡ ◆❛❞è❣❡ ❉♦ss❛t✱

❈❛r♦❧❡ ●♦r✐❝❤♦♥✱ ▲❛✉r❡♥t ▼♦❧✐♥✐❡r✱ ●❛ë❧❧❡ Pé❞r♦♥♦ ❡t ❙❛♥❞r✐♥❡ ❙♦✉❧✐❡r✳ ▼❡r❝✐ à t♦✉s✳

❏❡ ♥❡ s❡r❛✐s ♦✉❜❧✐❡r t♦✉s ❝❡✉① q✉❡ ❥✬❛✐ ❝ôt♦②és à ❧✬■❯❘❈✳ ❏❡ ❞és✐r❡ ✈♦✉s té♠♦✐❣♥❡r ♠❡s

s❡♥t✐♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s ❝❤❛❧❡✉r❡✉①✳

❚♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ r❡✈✐❡♥t ❛✉ss✐ à ♠❡s ♣r♦❝❤❡s✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❡✉ ❧✐❡✉ s❛♥s ❧❡

s♦✉t✐❡♥ ❞❡ ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ ✐❧s ♦♥t t♦✉❥♦✉rs été ♣rés❡♥ts✳ ❈❤❛♥t❛❧ ❡t P❛✉❧✱ ❥❡ s❛✐s ✈♦s s❛❝r✐✜❝❡s

❡t ❥❡ ✈♦✉s ❡♥ s❡r❛✐s ét❡r♥❡❧❧❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t✳

❊♥✜♥✱ ♠❡s ✉❧t✐♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t à ❈é❧✐♥❡✳ ❚✉ ❛s t♦✉❥♦✉rs été ✉♥ s♦✉t✐❡♥ ✐♠♣♦r✲

t❛♥t ❡t t✉ ♠✬❛s t♦✉❥♦✉rs s✉✐✈✐ ❞❛♥s ♠❡s ❝❤♦✐①✳ ❆✈❡❝ t♦✉t ♠♦♥ ❛♠♦✉r✱ ♠❡r❝✐✳





❘és✉♠é

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞❡ s❛♥té ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❛ ♣❡r♠✐s

❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛ts ❞❡ s❛♥té✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛✲

♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡

♣r♦❝❡ss✉s ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ❡t ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✱

❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❞❛♣t❛✲

t✐♦♥s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥ t❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥

❡st ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱

✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈✱ ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ét❛ts ❞❡ s❛♥té ♣❡rt✐✲

♥❡♥ts ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✉ ♣r♦♥♦st✐❝✳ ❈❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉és à ✉♥❡

❝♦❤♦rt❡ ❞❡ ♣❛t✐❡♥ts ❣r❡✛és ré♥❛✉① ✭❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❉■❱❆❚✮✳

❆❜str❛❝t

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛t✐❡♥t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✜❡❧❞ ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇s t♦ st✉❞② t❤✐s ❞②♥❛♠✐❝s ❜②

t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s❡✈❡r❛❧ ❤❡❛❧t❤ st❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❛♥

♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛r❦♦✈✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧

❛❞❛♣t❛t✐♦♥s t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✲❝❡♥s♦r✐♥❣✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳ ❆ ❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t st❛t✐st✐❝ ✐s

❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ▲❛st❧②✱ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ r❡❧❡✈❛♥t ❤❡❛❧t❤ st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣♠❡♥ts ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❦✐❞♥❡② tr❛♥s♣❧❛♥t r❡❝✐♣✐❡♥t ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ✭❉■❱❆❚ ❞❛t❛❜❛s❡✮✳





✾

❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✶✸

❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✶✺

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✾

❈♦♥t❡①t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞✉ ❱■❍ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❣r❡✛és ré♥❛✉①

❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✸✸

✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

▼♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✕ ▼♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✕ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té

♣❛r❛♠étr✐q✉❡s

✶✳✸ ▼♦❞è❧❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

❉é✜♥✐t✐♦♥s ✕ ❍♦♠♦❣é♥é✐té ❡t t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞❛♥s ❧✬ét❛t

✷ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ✹✺

✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

❋♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ✕ ❈❤♦✐① ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❱■❍ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✕ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✕ ❘és✉❧t❛ts
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✸ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✻✺

✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❱■❍ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ✼✸

✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♥✐t✐❛❧❡s ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ré♥❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ✕ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✕

❘és✉❧t❛ts
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✺ Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s ✽✼
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✻ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts ✾✼

✻✳✶ ▲✐ss❛❣❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ♣❛r ❇✲s♣❧✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
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❇ ❘❛❝✐♥❡s ❡t ♣♦✐❞s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✶✼✸

❈ ❊✛❡ts ✜①❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❜✐❛✐s ♣ér✐♦❞❡ ✶✼✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✼✼
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✷✳✼ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é ✜♥❛❧ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡t ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ✳ ✻✵

✷✳✽ ❈♦✈❛r✐❛❜❧❡s r❡t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ❛♣rès ❧❡s str❛té❣✐❡s str❛t✐✲
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r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ △ △ △ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 2 ❀ ♦ ♦ ♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 3 ❀ ✰ ✰ ✰

tr❛♥s✐t✐♦♥ 2 → 3 ❀ ✸ ✸ ✸ tr❛♥s✐t✐♦♥ 3 → 4 ❀ × × × tr❛♥s✐t✐♦♥ 3 → 5✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✻ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ✭ét❛t ✹✮ ♦✉ ❞❡ ❞é❝ès ✭ét❛t ✺✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉

t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✭t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✜①é❡s à

✵✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻



✺✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶ ❛✈❛♥t ❞❡ tr❛♥s✐t❡r ✈❡rs

❧✬ét❛t ✸✱ λ13()✱ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❛ss♦❝✐é❡✱

α13() ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡t ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✸ ❛✈❛♥t ❞❡

tr❛♥s✐t❡r ✈❡rs ❧✬ét❛t ✹✱ S34() ❡t λ34()✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ✭ét❛t ✹✮ ❡t ❞❡ ❞é❝ès ✭ét❛t ✺✮

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❞❡♣✉✐s ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✭♣♦✉r ❞❡s ❤♦♠♠❡s

r❡❝❡✈❡✉rs✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✶ ❉✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡

❝❤❡③ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts r❡t♦✉r♥és ❡♥ ❞✐❛❧②s❡✳ × × × ✈❛❧❡✉rs ♦❜s❡r✈é❡s ❀ ♦ ♦ ♦

✈❛❧❡✉rs s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✻✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✸ ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té s❡❧♦♥ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✷ ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té s❡❧♦♥ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✹ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❛✈❡❝ ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✺ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲

t✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✻✳✻ ❊✈♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❣r❡✛❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✻✳✼ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s✱ k✱ ❡t ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✱ s✳ ❙tr✉❝t✉r❡ à ✺ ét❛ts ✭✸ ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té tr❛♥s✐t♦✐r❡s✮ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✽ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s✱ k✱ ❡t ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✱ s✳ ❙tr✉❝t✉r❡ à ✹ ét❛ts ✭✷ ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té

tr❛♥s✐t♦✐r❡s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✾ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t tr❛♥s♣❧❛♥té s❡❧♦♥ ❧❛ str✉❝t✉r❡ à ✹ ét❛ts✳

| | | ét❛ts ♦❜s❡r✈és ❛✉① ✈✐s✐t❡s ❀ × × × é✈é♥❡♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❡st

❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✾✳✶ ❈♦✉r❜❡s ❘❖❈ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺

❛♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✾✳✷ ❙❡✉✐❧s ♦♣t✐♠❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ❡t ❞✉ t❡♠♣s ✭s❛♥s ❛❥✉st❡♠❡♥t✮ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✾✳✸ ❈♦✉r❜❡s ❘❖❈ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❛❥✉sté❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✱

♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺ ❛♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✾✳✹ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût r❡❧❛t✐✈❡ à ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ♣♦✉r ❧❡s é✈é♥❡✲

♠❡♥ts à ✺ ❛♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ✭k = 0, 1✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✾✳✺ ❙❡✉✐❧s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés

❡t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✾✳✻ ❆✐r❡ ❘❖❈ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✷ ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ✭♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡t ♣r❡✲

♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺ ❛♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸



✾✳✼ ❆✐r❡ ❘❖❈ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✷ ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ✭♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ♣r❡✲

♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺ ❛♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✾✳✽ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ c0 ❡t c1 ✭♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠✲

♣❧èt❡ ❡t ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺ ❛♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✾✳✾ ❆✐r❡ ❘❖❈ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✷ ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ✭♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ s❡❝♦♥❞❡

rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t k = 0, 1✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺ ❛♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✾✳✶✵ ❩♦♥❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ ✿ ❧❡ s✉❥❡t ❡st à r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❛✈❛♥t ❧❡ ✺✐è♠❡

❛♥♥✐✈❡rs❛✐r❡ ❞❡ ❣r❡✛❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t

k = 0, 1✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✾✳✶✶ ❈♦✉r❜❡s ❘❖❈ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❈▲ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦♠♠❡ ♠❛rq✉❡✉r

t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t ✭é❝❤❡❝s ❛✈❛♥t ❧❡ ✶✵✐è♠❡ ❛♥♥✐✈❡rs❛✐r❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✾✳✶✷ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❈▲

❡t ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭k = 0, 1 ❡t t = 10 ❛♥s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✾✳✶✸ ❙❡✉✐❧s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈▲ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦♠♠❡ ♠❛rq✉❡✉r

t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t ✭k = 0, 1 ❡t t = 10 ❛♥s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻



✶✽ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s



✶✾

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡①t❡

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ s❛♥té✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❡♥ ❡✛❡t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts✱

❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❛②❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❝❡♥s✉ré❡s ♦✉ tr♦♥✲

q✉é❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ❈♦① ❬✶❪✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡✳

❯♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r

❞✉ ❞é❝ès ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s

♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡

❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ét✉❞✐é ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ t❡r♠❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té✮ ❬✷✱ ✸❪✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ✉♥ ✐♥térêt ❣r❛♥❞✐ss❛♥t✳ ■❧s ♣❡r✲

♠❡tt❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ❞✐ss♦❝✐❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❧✐♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛

♠❛❧❛❞✐❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛ts ❞❡ s❛♥té✳ ❊♥ ❝❛♥❝ér♦❧♦❣✐❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✹❪✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠❛❧❛❞❡

♣r✐s ❡♥ ❝❤❛r❣❡✱ ✐❧ ♣❡✉t r❡st❡r ❡♥ ré♠✐ss✐♦♥ ♦✉ ❜✐❡♥ r❡❝❤✉t❡r✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ét❛ts

❝❧✐♥✐q✉❡s✱ ❧❡ ♣❛t✐❡♥t ♣❡✉t ❞é❝é❞❡r✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✐♥s✐ à ✉♥❡

ré❛❧✐té ❝❧✐♥✐q✉❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡✳

P♦✉r ét✉❞✐❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛s✲

s✐q✉❡ ❡st ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱

❞❡✉① ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ré♠✐ss✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r

❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s à ✉♥❡ r❡❝❤✉t❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ✉♥ ❞é❝ès✳ ❖r✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❞✐❝t✐❢

❞❡ ❧❛ r❡❝❤✉t❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✱ ❧❡ ❞é❝ès ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❡♥s✉r❡ à ❞r♦✐t❡✳ ■❧ ❡st

❛❧♦rs ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ é✈é♥❡♠❡♥t ❡t ❝❡♥s✉r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ t②♣❡

❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ str❛t✐✜é❡ ♣❛r é✈é♥❡♠❡♥t✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉

♣r♦❝❡ss✉s✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲ét❛ts ré♣♦♥❞❡♥t à ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡

♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s q✉✐ à t♦✉t t❡♠♣s ♣❡✉✈❡♥t ♦❝❝✉♣❡r ✉♥ ét❛t ❞é✜♥✐✳ ❊♥ ♠é❞❡❝✐♥❡✱ ❝❡s

ét❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ s❛♥té✱ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡✱ ✉♥❡

ré♠✐ss✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ❞é❝ès✳ ❯♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬ét❛t ❡st ❛♣♣❡❧é tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦✉ é✈é♥❡♠❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡

❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉t s♦rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❞✐t tr❛♥s✐t♦✐r❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ✉♥ ét❛t à



✷✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s♦rt✐r ❡st ❞✐t ❛❜s♦r❜❛♥t✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ♣❡✉t

❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ét❛t tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❡t ❞✬✉♥ ét❛t

❛❜s♦r❜❛♥t✳ ❇❡❝❦ ❡t P❛✉❦❡r ❬✺❪ ♦✉ ❆❛❧❡♥ ❡t ❏♦❤❛♥s❡♥ ❬✻❪ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs à ❛✈♦✐r

✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝❧✐♥✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝✐t❡r

❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❝❤r♦♥✐q✉❡s ✿ ❧❡

❱✐r✉s ❞❡ ❧✬■♠♠✉♥♦❞é✜❝✐❡♥❝❡ ❍✉♠❛✐♥❡ ❬✼✱ ✽✱ ✾✱ ✶✵❪✱ ❧✬❛st❤♠❡ ❬✶✶✱ ✶✷❪ ♦✉ ❧❡ ❝❛♥❝❡r ❬✶✸✱ ✶✹❪✳

■❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲ét❛ts s✬✐♠♣♦s❡♥t à ❧✬❛✈❡♥✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s

r✐❝❤❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❬✶✺✱ ✶✻❪✳

▼ê♠❡ s✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ét❛ts✴tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲ét❛ts ♣❡r♠❡t ✉♥❡

❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ s❝❤é♠❛s✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ str✉❝✲

t✉r❡s st❛♥❞❛r❞s ❬✶✼❪✱ ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✶✮✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❛tt❡✐♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ✐r✲

ré✈❡rs✐❜❧❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❝ès✳ ■❧ ❝♦♠♣♦rt❡

✉♥ ét❛t ❛❜s♦r❜❛♥t ❡t ❞❡✉① ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛✲

❧✐té ❝❤❡③ ❞❡s s✉❥❡ts s❛✐♥s à ❝❡❧✉✐ ❞❡s s✉❥❡ts ♠❛❧❛❞❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❡st✐♠és✱ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♣ré✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❈❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡ ✢✉① ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡♥ ❜♦♥♥❡ s❛♥té ✭♥❛t❛❧✐té

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛ êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❧été ✉♥ ❛❥♦✉t❛♥t

✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❣✉ér✐s♦♥✳

▲❛ s✉r✈✐❡ ❜✐✈❛r✐é❡ ♣❡r♠❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞❡✉① t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡ ♥♦♥✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡tt❡

❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❍♦✉❣❛❛r❞ ❬✸❪✱ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡

s✉r✈✐❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✉❡ à ❞✐✛ér❡♥ts ❢❛❝t❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

s✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈è♥❡♠❡♥t ❡st ét✉❞✐é ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ♠ê♠❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs ♥♦♥✲

♦❜s❡r✈és ✭❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①✱ ❣é♥ét✐q✉❡s✱ ❡t❝✳✮ ♣❡✉✈❡♥t ❝ré❡r ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡

❝❡s ❣r♦✉♣❡s✳

▲❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ré❝✉rr❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✲ét❛ts✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈é♥❡♠❡♥ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s s♦♥t ré❝♦❧tés✱ ❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥

♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳ ❈✬❡st ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡rt✐❧✐té ❝❤❡③ ❧❛ ❢❡♠♠❡✳ ▲❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s

♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❛ ❢❡♠♠❡ ♣❛ss❡ à ❧✬ét❛t s✉✐✈❛♥t✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ♥❡

♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♥❛✐ss❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♠❛✐s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉rr❛✐t

êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡rt❛✐♥s s❛✉ts ❞✬ét❛ts✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r

✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❡♥❢❛♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬❡♥❢❛♥ts ❞é❥à ♥és✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à r✐sq✉❡s ❝♦♠♣ét✐t✐❢s ♣❡✉t✲êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈é♥❡♠❡♥ts

t❡r♠✐♥❛✉① ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❞é❝ès ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛✉s❡s✳ ❈❡

♠♦❞è❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ét❛t tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛ts ❛❜s♦r❜❛♥ts✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❝♦♥s✐✲

❞érés ❡①❝❧✉s✐❢s✱ ✐❧s s♦♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❬✶✽❪✳ ▲❡s ✐♥térêts ❞❡ ❝❡tt❡

str✉❝t✉r❡ s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♠❛❥❡✉rs ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r é✈❛❧✉❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✶

❧❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❧✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ❡t ❧✬❡✛❡t ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❈❡s str✉❝t✉r❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡s r❡❝♦✉✈r❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s r❡♥✲

❝♦♥tré❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣té❡s à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱

♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❛tt❡♥t❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦✐♥t

♠❛❥❡✉r✳ ▲✬❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❊♥ é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡✱ ♦ù ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ t❡♠♣s ❝❛❧❡♥❞❛✐r❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✉♥✐té✳ ▲✬✉t✐❧✐té

❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❝❡rt❛✐♥s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❢✉t✉r

♣r♦❝❤❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣ré✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ❡♥ ✷✵✶✵✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à

✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❛tt❡✐♥t

❞✬✉♥❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ❝❤r♦♥✐q✉❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡s ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① s♦♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐és✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥t✱ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❜❛s❡ r❡st❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❝❡

❝❤♦✐① ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧✬â❣❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t

♦✉ ❧❡ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✭✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡✱ ❞❛t❡ ❞❡ ❣r❡✛❡✱ ❞❛t❡

❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡✱ ❡t❝✳✮✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st ❛❧♦rs ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✳ ❉❡ ♥♦♠✲

❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛②❛♥t ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬êtr❡ s❛♥s

♠é♠♦✐r❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❬✹✱ ✶✾❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ✈✐✈❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st s♦✉✈❡♥t tr♦♣ ❢♦rt❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛r❦♦✲

✈✐❡♥s ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❡ s♦✉str❛✐r❡ à ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ✉♥❡

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❧é✲

♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ✐♥✢✉❡♥ç❛♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡st ❛❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧✬❡♥tré❡ ❞❛♥s

❧✬ét❛t ❡♥ ❝♦✉rs✳ ❈❡ t❡♠♣s ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♦✉ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r✳ ■❧ ❡st ❡♥

❡✛❡t s♦✉✈❡♥t ❝♦❤ér❡♥t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡♣✉✐s

❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♦❝❝✉♣❡ s♦♥ ét❛t ❞❡ s❛♥té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣✉ér✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡

❞é♣❡♥❞ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉

t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡st ❛❧♦rs ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❬✷✵✱ ✷✶❪✳ ❉❡✉① ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❝❤r♦♥✐q✉❡s ♥♦✉s

♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❡①♣♦sé❡s ❝✐✲❛♣rès✳

Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s

❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞✉ ❱■❍

▲❡ ❱■❍ ✭❱✐r✉s ❞❡ ❧✬■♠♠✉♥♦✲❞é✜❝✐❡♥❝❡ ❍✉♠❛✐♥❡✮ ❡st ✉♥❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ❝❤r♦♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st

à ❞✐r❡ ✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ s❛♥s ❣✉ér✐s♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡ ✈✐r✉s ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s rétr♦✈✐r✉s✳

■❧ ✐♥❢❡❝t❡ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ tr❛♥s❝r✐✈❛♥t s❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬❆❘◆ ❡♥ ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬❆❉◆ ✈✐r❛❧✱
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Bonne Santé Maladie

Décès

Paire en vie

Décès de la paire 1

Décès de la paire 2

Paire décédée

Pas d’événement Evenement 1 Evenement 2 Evenement 3

Bonne Santé

Décès de cause 1

Décès de cause 2

Décès de cause 3

Risques compétitifs

Evénements récurrents

Survie bivariée

Maladie irréversible

❋✐❣✳ ✶ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲ét❛ts
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à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❆❉◆ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✐♥❢❡❝té❡✳ ▲✬❡♥③②♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡

r❡✈❡rs❡ tr❛♥s❝r✐♣t❛s❡✳ ❚r♦✐s ❛✉tr❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ♣r♦♣r❡s ❛✉ ❱■❍✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥

♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ♦ù ❧❡ ✈✐r✉s r❡st❡ s✐❧❡♥❝✐❡✉①✳ ▲✬❆❉◆ ✈✐r❛❧ s✬✐♥tè❣r❡

❛❧♦rs à ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ❧✬❆❉◆ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡t ❡st tr❛♥s♠✐s ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡s à ❝❤❛q✉❡

♠✐t♦s❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❣é♥ét✐q✉❡ ❞✉❡ à ❞❡s ❡rr❡✉rs ❢réq✉❡♥t❡s

❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠✉t❛❣è♥❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ rés✐st❛♥❝❡s ❛✉① tr❛✐t❡♠❡♥ts✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❧②♠♣❤♦❝②t❡s ❚ ✭❈❉✹ ❡t ❈❉✽✮ ❡t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠❛❝r♦♣❤❛❣❡s✲♠♦♥♦❝②t❡s s♦♥t ❧❡s

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝✐❜❧❡s ❞✉ ❱■❍✳ ❈❡ ✈✐r✉s ❛tt❛q✉❛♥t ❧❡s ❞é❢❡♥s❡s ✐♠♠✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❧❡ st❛❞❡ ✜♥❛❧

❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ❡st ❧❡ ❙②♥❞r♦♠❡ ❞❡ ❧✬■♠♠✉♥♦✲❉é✜❝✐❡♥❝❡ ❆❝q✉✐s❡ ✭❙■❉❆✮✱ ♦ù ❧❡ ♠❛❧❛❞❡

♣❡✉t ❞é❝é❞❡r ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡s ♦♣♣♦rt✉♥✐st❡s ✭♠❛❧❛❞✐❡s ❞✉❡s à ❞❡s ❣❡r♠❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡✉

❛❣r❡ss✐❢s ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡ ❣r❛✈❡s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t ❞❡s

♣❡rs♦♥♥❡s ❛②❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ✐♠♠✉♥✐t❛✐r❡ très ❛✛❛✐❜❧✐✮✳

❉❡✉① ♠❛rq✉❡✉rs ❞❡ ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ✿ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✈✐r❛❧❡ ✭❈❱✮

❡t ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧②♠♣❤♦❝②t❡s ❚ ❈❉✹✳ ▲❛ ❝❤❛r❣❡ ✈✐r❛❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡

✈✐r✉s ❞❛♥s ❧❡ s❛♥❣✳ P❧✉s s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♠♦✐♥s ❧❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❡st ❜♦♥✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧②♠♣❤♦❝②t❡s ❚ ❈❉✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✐♠♠✉♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✳

P❧✉s s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♠♦✐♥s ❧❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ❡st ❜♦♥✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s

s❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❛tt❛❝❤é❡s à ét✉❞✐❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛rq✉❡✉rs ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❬✷✷✱ ✷✸✱ ✷✹❪✳ ❖♥ s❛✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡s

♠❛rq✉❡✉rs s♦♥t ❧✐és à ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡

❝♦✲✐♥❢❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ s❡①❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ♦✉ s♦♥ â❣❡✳

▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡s ❝❧✐♥✐❝✐❡♥s ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❡t q✉❛✲

❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠❛rq✉❡✉rs✱ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥✳ ■❧s

❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❛tr❡ ét❛ts ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✷✮✳

▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ét❛ts ② s♦♥t ❛✉ss✐ r❡♣rés❡♥té❡s✳ ❊❧❧❡s ♦♥t été ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r

❧❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❡t ❝♦♥✜r♠é❡s ♣❛r ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐✈✐té ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡

✭◆❆❉■❙✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦❤♦rt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s❡r❛ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

CV < 400 cp/ml
et

CD4 < 200 /mm³

ETAT 1 ETAT 2
CV < 400 cp/ml

et
CD4 > 200 /mm³

CV > 400 cp/ml
et

CD4 < 200 /mm³

ETAT 4 ETAT 3
CV > 400 cp/ml

et
CD4 > 200 /mm³

❋✐❣✳ ✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ à ✹ ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ❣r❛✈✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱■❍
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▲❡s ét❛ts ✷ ❡t ✹ ❝♦♥st✐t✉❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ st❛❞❡ ❧❡ ♠♦✐♥s ❛✈❛♥❝é ❡t ❧❡ ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é

❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡✳ ▲❡s ét❛ts ✶ ❡t ✸ s♦♥t ❞❡s st❛❞❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s

❞❡✉① ét❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❚♦✉s ❝❡s ét❛ts s♦♥t tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦sé❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t à tr❛✈❡rs ❝❡s ét❛ts ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r

❝❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ✽ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♠ê♠❡

s✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s s♦♥t r❡❧❡✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✮ ✿ ❧❡ s❡①❡✱ ❧✬â❣❡ ✭s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ ♥♦♥

à ✹✵ ❛♥s✮✱ ❧❛ ❝♦✲✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❤é♣❛t✐t❡ ❈✱ ❧❛ ❝♦✲✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❤é♣❛t✐t❡ ❇ ❡t ❧❡ ♠♦❞❡

❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❤étér♦s❡①✉❡❧❧❡✱ ❤♦♠♦s❡①✉❡❧❧❡✱ ♣❛r t♦①✐❝♦♠❛♥✐❡✱ ♦✉ ❛✉tr❡s✮✳

❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡✉① ❞é❥à ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉

❱■❍✳ ▲♦♥❣✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✺❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s ✭❛♥t✐✲

❝♦r♣s ♥é❣❛t✐❢✱ ❛♥t✐✲❝♦r♣s ♣♦s✐t✐❢ ♠❛✐s ❛s②♠♣t♦♠❛t✐q✉❡✱ s②♠♣tô♠❡s ♣ré✲❙■❉❆✱ ❙■❉❆✮ ❡t

✉♥ ét❛t ❛❜s♦r❜❛♥t ✭❞é❝ès ❞û ❛✉ ❙■❉❆✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ♠♦✐♥s ♣❡rt✐♥❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛♠é✲

❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ✐♥❢❡❝tés ♣❛r ❧❡ ❱■❍✳ ▲❡ st❛❞❡ ✜♥❛❧ ❙■❉❆ ❡st

❞❡✈❡♥✉ ♣❡✉ ❢réq✉❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞é❝ès ❞✉s à ❝❡tt❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❞♦♥❝ ❞❡ r❡♠♣❧❛✲

❝❡r ❧❛ s②♠♣t♦♠❛t♦❧♦❣✐❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛✐ss❡ ❞❡s ❞é❢❡♥s❡s ✐♠♠✉♥✐t❛✐r❡s ✭❈❉✹✮✳

●❡♥t❧❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s

s♦♥t ❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❈❉✹ /mm3 ✭≥ ✺✵✵✱ ✷✵✵✲✹✾✾✱ < ✷✵✵✮ ❡t ❧✬ét❛t ❛❜s♦r❜❛♥t

❡st ❧❡ st❛❞❡ ❙■❉❆✳ ❏♦❧② ❡t ❈♦♠♠❡♥❣❡s ❬✷✼❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❣r❡ss✐❢ à tr♦✐s ét❛ts

✭♥♦♥ ✐♥❢❡❝té✱ ✐♥❢❡❝té✱ st❛❞❡ ❙■❉❆✮ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ✈✐r✉s✳

▲❛ ❝♦❤♦rt❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ◆❆❉■❙ ❬✷✽✱ ✷✾❪ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡ t♦✉s

❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❱■❍ ♣♦s✐t✐❢s s✉✐✈✐s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥ ❝♦♥s✉❧t❛t✐♦♥ ❛✉ ❈❍❯ ❞❡ ◆✐❝❡✳ ▲❡

❈■❙■❍ ✭❈❡♥tr❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❙♦✐♥s ❞❡ ❧✬■♠♠✉♥♦❞é✜❝✐❡♥❝❡ ❍✉♠❛✐♥❡✮ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é

❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆❉❉■❙ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s❛✐s✐❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ♠é❞❡❝✐♥s✳ ❈❡

❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡♣✉✐s ❥✉✐♥ ✶✾✾✹✳ ❈❡ ❞♦ss✐❡r ♠é❞✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐sé ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t

❞✬✉♥❡ t♦t❛❧❡ réé❝r✐t✉r❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧✱ ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝✐♥q ❛✉tr❡s ❈❍❯ ❢r❛♥ç❛✐s ✭❆P✲

▼❛rs❡✐❧❧❡✱ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ P❛r✐s✲P✐t✐é✲❙❛❧♣étr✐èr❡✱ ◆❛♥t❡s ❡t ▲✐❧❧❡✮ ❛ ❛❜♦✉t✐ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡

✷✵✵✵ ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ◆❆❉■❙ ✷✵✵✵✳

❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❣r❡✛és ré♥❛✉①

▲✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ré♥❛❧❡ t♦✉❝❤❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✷✱✽ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❋r❛♥ç❛✐s✳ ▼❛✐s ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❜èt❡ s✉❝ré✱ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rt❡♥s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐❡✱ ❝❡tt❡

♠❛❧❛❞✐❡ ❡st ❡♥ ❢♦rt❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤❛✉ss❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ✺ à ✼✪ ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡✳ ▲✬é✈♦✲

❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ré♥❛❧❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r

❞✐❛❧②s❡ ♦✉ ✉♥❡ ❣r❡✛❡ ré♥❛❧❡✳

▲✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❧❛ sé✈ér✐té ❞❡s é♣✐s♦❞❡s ❞❡ r❡❥❡ts ❛✐❣✉s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ré❞✉✐t❡s

❞✉r❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é❝❡♥♥✐❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡s ✐♠♠✉♥♦s✉♣✲

♣r❡ss✐✈❡s✳ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ ❛ss♦❝✐és



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✺

à ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s ♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣❡r♠✐s ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡

❞❡s ❣r❡✛❡s ❞❡ r❡✐♥ à ✶ ❛♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡

♥✬❛ ♣❛s s✉✐✈✐ ❧❛ ♠ê♠❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❡st r❡sté s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ré❝❡♥t❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ✐♠♠✉♥♦s✉♣♣r❡ss✐✈❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠②❝♦♣❤❡✲

♥♦❧❛t❡ ♠♦❢ét②❧ ❡t ❧❡ tr❛❝r♦❧✐♠✉s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡t✐❡♥ ❞❡s ❣r❡✛❡s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡

à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥ ✐♥✢é❝❤✐ss❡♠❡♥t ré❝❡♥t ❡t s❡♥s✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳

❆✉❝✉♥❡ ét✉❞❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ♥❡ ❧✬❛ ❡♥❝♦r❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré✳

▲❛ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤r♦♥✐q✉❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛✉s❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡✱ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡

❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré♥❛❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥✉r✐❡ ❡t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✳ ❈❡tt❡ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st

❛♣♣❡❧é❡ r❡❥❡t ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✲✾✵ ♣✉✐s ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ♥é♣❤r♦♣❛t❤✐❡

❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞✉ tr❛♥s♣❧❛♥t✱ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❈❉✹ ❡t ❧❛

❝❤❛r❣❡ ✈✐r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❱■❍✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① t❡♥t❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❛

❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ ❡t ❧❛ ♣r♦té✐♥✉r✐❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s

❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❬✸✵✱ ✸✶❪✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠❛rq✉❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❡✛♦♥✱ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛

❝ré❛t✐♥✐♥❡ ♠❡s✉ré❡ ✉♥ ❛♥ ❛♣rès ❧❛ ❣r❡✛❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥

ml/min à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ▼❉❘❉ ✭▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✐❡t ✐♥ ❘❡♥❛❧ ❉✐s❡❛s❡✮ ❬✸✷❪ ✿

CL = 32788 × creatinine−1.154 × age−0.203 × constante ✭✶✮

♦ù constante = 1 ♣♦✉r ❧❡s ❤♦♠♠❡s ❡t constante = 0.742 ♣♦✉r ❧❡s ❢❡♠♠❡s✳

❙✐ ❧❛ ♥é♣❤r♦♣❛t❤✐❡ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞✉ tr❛♥s♣❧❛♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛✉s❡ ❞❡

♣❡rt❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s r❛✐s♦♥s ❧✐é❡s à ❧✬é❝❤❡❝ ❞✬✉♥❡

❣r❡✛❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ✿ ❧❡ ❞é❝ès ❛✈❡❝ ❣r❡✛♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❛ t❤r♦♠❜♦s❡ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❡♥ ♣♦st✲❣r❡✛❡ ✐♠✲

♠é❞✐❛t✱ ❧❡ r❡❥❡t ❛✐❣✉ ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✈❛s❝✉❧❛✐r❡✮ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬é❝❤❡❝ ✭❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✉r♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✐♥❢❡❝t✐♦♥s✱ ré❝✐❞✐✈❡s ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❝❛♥❝❡rs ❡t ❧②♠♣❤♦♠❡s✮✳ ●❥❡rts♦♥ ❡t

❛❧✳ ❬✸✸❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à r✐sq✉❡s ❝♦♠♣ét✐t✐❢s ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬é❝❤❡❝s

❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ✿ ❧❡ r❡❥❡t ❛✐❣✉✱ ❧❡ r❡❥❡t ❝❤r♦♥✐q✉❡✱ ❧❛ ♠♦rt ❛✈❡❝ ✉♥ r❡✐♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s

t②♣❡s ❞✬é❝❤❡❝✳

▲✬❡♥❥❡✉ ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠❛rq✉❡✉rs ♣ré❝♦❝❡s ❞✬✉♥ r❡t♦✉r

❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t

♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❞✬❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❡✛♦♥✱

❛ss♦❝✐és à ✉♥ ❡①❝ès ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛✉ss✐ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs

❛ss♦❝✐és à ❝❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s é❝❤❡❝s ♦♥t été sé♣❛rés ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿

❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ❡t ❧❡ ❞é❝ès ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❡✛♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡s ét❛ts ❞✬❛❣❣r❛✈❛✲

t✐♦♥ s❡r♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦té✐♥✉r✐❡ ✭P❘✮ ❡t ❞❡ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡

✭❈▲✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥✴é❝❤❡❝ ❛✐♥s✐ ❝❤♦✐s✐❡✳

■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❧✉s ✐❝✐ ❞❡ t❡st❡r ✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ s✉r ✉♥ s❡✉❧ é✈é♥❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs é✈é♥❡♠❡♥ts ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t

❣r❡✛é ré♥❛❧✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ♣r♦♣r❡s ❛✉① ❞♦♥♥❡✉rs ♦✉ ❛✉① r❡❝❡✈❡✉rs✱ s♦♥t

♥♦♠❜r❡✉①✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ✿ ❧✬â❣❡ ❡t ❧❡ s❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ❡t ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r✱ ❧✬✐s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡
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Pas d’aggravation Aggravation 1

Echec 1

Aggravation 2

Echec 2

❋✐❣✳ ✸ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥✴é❝❤❡❝ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❣r❡✛és ré♥❛✉①

✭t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❡♥tr❡ ❧❡ ♣ré❧è✈❡♠❡♥t ❡t ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés

❍▲❆✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♠♠✉♥✐s❛t✐♦♥ ❛♥t✐ ❍▲❆✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❡✛♦♥✱ ❧✬❛♥♥é❡

❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ❡t ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦rt❡ ❉■❱❆❚ ✭❉♦♥♥é❡s ■♥❢♦r♠❛t✐sé❡s ❡t ❱❛❧✐❞é❡s

❡♥ ❚r❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✮✱ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ❚r❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥

❚r❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✭■❚❊❘❚✮ ❞✉ ❈❍❯ ❞❡ ◆❛♥t❡s✳ ❈❡t ✐♥st✐t✉t ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❡♥tr❡ ❢r❛♥ç❛✐s

❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❞❡ ❣r❡✛❡s ❞❡ r❡✐♥s ✭✶✼✶ ❣r❡✛❡s ❡♥ ✷✵✵✹✮✳ ▲❡ r❡❝✉❡✐❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é ❡♥

t❡♠♣s ré❡❧✱ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✉✐✈✐ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ♠é❞✐❝❛❧ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❣r❡✛és

❞✬✉♥ r❡✐♥✳ ▲❡s ❈❍❯ ❞❡ P❛r✐s ◆❡❝❦❡r✱ ◆❛♥❝②✱ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ❡t ❚♦✉❧♦✉s❡ s❡ s♦♥t ❛ss♦❝✐és à

◆❛♥t❡s ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❝❡t ♦✉t✐❧ ❞❡ r❡❝✉❡✐❧ ❡t ❝ré❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉♥✐q✉❡

❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ rés❡❛✉✱ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ✈✐❛ ■♥t❡r♥❡t ❡t s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡

s❛✐s✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ❜❛♥q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉❞✐t ❛♥♥✉❡❧✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t

❧❛ ❜❛s❡ ❡♥ rés❡❛✉ ❉■❱❆❚ ♣♦rt❡ s✉r ♣❧✉s ❞❡ ✼✵✵✵ ♣❛t✐❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s

✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❣r❡✛és ❛✉ ❈❍❯ ❞❡ ◆❛♥t❡s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ét❛♥t

♠✐❡✉① r❡♥s❡✐❣♥é❡s✳ ❉❡♣✉✐s ✶✾✾✵✱ ♣❧✉s ❞❡ ✶✵✵✵ ♣❛t✐❡♥ts ♦♥t été ❣r❡✛és ❞❛♥s ❝❡ ❝❡♥tr❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s

♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❉■❱❆❚✳

✭✐✮ ▲❡ r❡t❛r❞ ❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s ✭❉●❋✮✳ ▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❤✐st♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s②♥✲

❞r♦♠❡ ❝❧✐♥✐q✉❡ q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❉●❋ ❡st ❧❛ ♥é❝r♦s❡ t✉❜✉❧❛✐r❡ ❛✐❣✉ë✳ ❈❡tt❡ ♥é❝r♦s❡ ❡st

♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ✷✷✳✼✪ ❞❡s ❜✐♦♣s✐❡s ❢❛✐t❡s ❛✈❛♥t ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ❡t ❡st ❛ss♦❝✐é❡

st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♥é♣❤r♦♣❛t❤✐❡ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞✉ tr❛♥s♣❧❛♥t q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬é❝❤❡❝ ❞❡

❧❛ ❣r❡✛❡ ❬✸✹❪✳ ▲❡s ❢❛❝t❡✉rs ❡①♣❧✐❝❛t✐❢s ❞❡ ❧❛ s✉r✈❡♥✉❡ ❞✬✉♥ ❉●❋ s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛ss❡③

❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥♦tr♦♣❡ ❝❤❡③ ❧❡ ❞♦♥♥❡✉r ✭❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❞♦♣❛♠✐♥❡✮

❬✸✺❪✱ ❧✬❤②♣♦✈♦❧é♠✐❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r✱ ❧✬✐♠♠✉♥✐s❛t✐♦♥ ❛♥t✐ ❍▲❆ ❡t ❧❛ r❡✲tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❢❛❝✲

t❡✉rs ♣r♦t❤r♦♠❜♦t✐q✉❡s ❬✸✻❪ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ❬✸✼❪✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s

♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❉●❋ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
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❞❡s é♣✐s♦❞❡s ❞❡ r❡❥❡ts ❛✐❣✉s ❬✸✽❪✳

✭✐✐✮ ▲❡ s❡①❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r ❡t ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét✉❞❡s q✉✐ r❛♣♣♦rt❡♥t ❧✬❡✛❡t

❞✉ s❡①❡ s✉r ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s r❡♠♦♥t❡♥t ❛✉① ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵ ❡t ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ♠♦✐♥s

❜♦♥♥❡ s✉r✈✐❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s à ❝♦✉rt ❡t à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ q✉❛♥❞ ✉♥ r❡✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡✉r ❢❡♠♠❡ ❡st

tr❛♥s♣❧❛♥té ❝❤❡③ ✉♥ r❡❝❡✈❡✉r ❤♦♠♠❡ ❬✸✾❪✳ ❈❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥✜r♠é❡s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t

s✉r ❞❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡s sér✐❡s q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❡st

s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ q✉❛♥❞ ❧❡ r❡✐♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ❞♦♥♥❡✉r ❢é♠✐♥✐♥ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t

❧❡ s❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ❬✹✵❪✳ ▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ ❞❡ ❝❡t ❡✛❡t ❞✉ s❡①❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r s✉r

❧❛ s✉r✈✐❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♥❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ✏❞♦s❡ ❞❡ ♥é♣❤r♦♥s✑ ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉

r❡❝❡✈❡✉r ❬✹✶❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ét✉❞❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s s✉r ❧❡s r❡✐♥s ❞❡ ❢❡♠♠❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧s s♦♥t

♠♦✐♥s ❣r♦s ❡t ♦♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ♥é♣❤r♦♥s q✉❡ ❧❡s r❡✐♥s ❞✬❤♦♠♠❡s ♠❛✐s ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥✬❡st

♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ r❡✐♥ ❡st ❝♦rr✐❣é❡ ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦r♣♦r❡❧❧❡ ❬✹✷❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

❧✬✐♥❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ r❡✐♥ ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r✱ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s êtr❡ ❧❡ s❡✉❧

❢❛❝t❡✉r ❡①♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ s❡①❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r s✉r ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞✉ ❣r❡✛♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❡❧q✉❡s

ét✉❞❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✉ r❡❥❡t ❛✐❣✉ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❝❤❡③ ❧❡s r❡❝❡✈❡✉rs ♠❛s❝✉❧✐♥s

q✉✐ ♦♥t r❡ç✉ ✉♥ r❡✐♥ ❞❡ ❢❡♠♠❡✳ ❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛♥✐♠❛✉①✱ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❡s

r❡✐♥s ❞❡ ❢❡♠❡❧❧❡s ❡①♣r✐♠❡♥t ♣❧✉s ❞✬❛♥t✐❣è♥❡s ❍▲❆ ❡t s❡r❛✐❡♥t ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ❛♥t✐❣é♥✐q✉❡s q✉❡

❧❡s r❡✐♥s ❞❡ ♠â❧❡s✳ ▲✬❡✛❡t ❞✉ s❡①❡ ❡st ❛✉ss✐ r❡tr♦✉✈é ❝❤❡③ ❧❡ r❡❝❡✈❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉

❞♦♥♥❡✉r ❬✹✸✱ ✹✹❪✳ ❈❡t ❡✛❡t ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ❝♦♥✜r♠é s✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✺✶✷ ♣r❡♠✐èr❡s

❣r❡✛❡s ❞❡ r❡✐♥s ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❝❡♥tr❡ ♦ù ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s✱ ❞✉❡ à

✉♥❡ ♥é♣❤r♦♣❛t❤✐❡ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞✉ tr❛♥s♣❧❛♥t✱ ❡st ❝♦rré❧é❡ à ❧❛ ❝ré❛t✐♥é♠✐❡✱ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡

❞✬❛♥t✐❝♦r♣s ❛♥t✐ ❍▲❆ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ■■✱ ❛✉ r❡❥❡t ❛✐❣✉✱ ❡t ❛✉ s❡①❡ ♠❛s❝✉❧✐♥ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ❬✹✺❪✳ ❯♥❡

❤②♣♦t❤ès❡ ❤♦r♠♦♥❛❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡✱ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥✐♠❛❧✱ ❞❡s r❛ts tr❛✐tés ♣❛r t❡st♦stér♦♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♣r♦té✐♥✉r✐❡ ❡t

❞❡s ❧és✐♦♥s ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ♣❧✉s ♠❛rq✉é❡s q✉❡ ❧❡s r❛ts q✉✐ r❡ç♦✐✈❡♥t ❞❡ ❧✬♦❡str❛❞✐♦❧✳

✭✐✐✐✮ ▲✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❍▲❆✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❜é♥é✜❝❡ ❝❧✐♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

❍▲❆ ❡♥tr❡ ❞♦♥♥❡✉r ❡t r❡❝❡✈❡✉r s✉r ❧❛ s✉r✈✐❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡

❧❡s r❡❣✐str❡s ❞❡ ❧✬❯◆❖❙ ❈❡❝❦❛ ❏▼ ❬✹✻✱ ✹✼❪✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡✱ ♣♦rt❛♥t s✉r

❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❍▲❆ ❡♥tr❡ ❞♦♥♥❡✉r ❡t r❡❝❡✈❡✉r ❡♥ ❣r❡✛❡ ❞❡ r❡✐♥ ❞❡ ❝❛❞❛✈r❡✱

♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s à ✶ ❛♥ ❡st ❞❡ ✽✽✪ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❡✛♦♥s ♠❛t❝❤és ❡♥ ❍▲❆

❝♦♠♣❛ré à ✼✾✪ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❡✛♦♥s ♥♦♥ ♠❛t❝❤és✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠✐✲✈✐❡ ❡st ❞❡ ✶✼✱✸ ❛♥s

♣♦✉r ❧❡s ❣r❡✛❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ✼✱✽ ❛♥s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❡✛❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳ ❈✐❝❝✐❛r❡❧❧✐

é✈♦q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❍▲❆ ❛✉✲❞❡❧à ❞✉q✉❡❧ ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s

❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✭≤ ✷ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ✈s > ✷✮ ❬✹✽❪✳

✭✐✈✮ ▲✬✐♠♠✉♥✐s❛t✐♦♥ ❛♥t✐ ❍▲❆ ✭P❘❆ ♣♦✉r P❛♥❡❧ ❘❡❛❝t✐✈❡ ❆♥t✐❜♦❞✐❡s✮✳ ■❧ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡✲

♠❡♥t ❛❞♠✐s q✉❡ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♣ré✲✐♠♠✉♥✐s❛t✐♦♥ ❛♥t✐ ❍▲❆ s✉r ❧❡ ♣❛♥❡❧

❛✈❛♥t ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❞❡s ❣r❡✛❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s✱ ❞❡s tr❛♥s❢✉s✐♦♥s ♦✉ ❞❡s

❣r♦ss❡ss❡s✱ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ r✐sq✉❡ ❛❝❝r✉ ❞❡ r❡❥❡t ❛✐❣✉ ❤✉♠♦r❛❧ ♦✉ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡t ❞❡ ♣❡rt❡ ❝❤r♦✲

♥✐q✉❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s ❝♦♠♣❛rés ❛✉① ♣❛t✐❡♥ts ♥♦♥ ✐♠♠✉♥✐sés ❬✹✾✱ ✺✵❪✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●✳ ❖♣❡❧③

❛ ❛✉ss✐ ré❝❡♠♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♠✉♥✐s❛t✐♦♥ ♣ré✲❣r❡✛❡ ♥♦♥ ❍▲❆ s♣é✲



✷✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❝✐✜q✉❡ ♣♦✉✈❛✐t ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ♠❛❥❡✉r s✉r ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞❡s ❣r❡✛❡s ❬✺✶❪✳ ❈❡s ❛♥t✐❣è♥❡s ❝✐❜❧❡s

❞❡s ❛♥t✐❝♦r♣s✱ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ r❡❥❡ts ❝❤r♦♥✐q✉❡s✱ s♦♥t ❛✉ss✐ ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧és ❆❣ ♠✐♥❡✉rs

❞✬❤✐st♦❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦❞és ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❍▲❆✳ ▲✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬❆❝ ❝♦♥tr❡

❝❡s ❛♥t✐❣è♥❡s ♠✐♥❡✉rs ❝♦♥❞✉✐r❛✐t ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ r❡❥❡t ❝❤r♦♥✐q✉❡✳ ❉❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s

s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣é❡s ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❝❡s ❆❝ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rt❡ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s✳ ▲✬✉♥❡

❡st q✉❡ ❧❡s ❛♥t✐❝♦r♣s ♥♦♥ ❍▲❆ ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❆❣ ♠✐♥❡✉rs ❞✬❤✐st♦❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t

❢réq✉❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♥t✐❝♦r♣s ❛♥t✐ ❍▲❆✱ ❧✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝r♦ss ré❛❝t✐✈✐té ❞❡s ❛♥t✐❝♦r♣s ❛♥t✐

❍▲❆ ❛✈❡❝ ❧❡s é♣✐t♦♣❡s ❞❡s ❆❣ ♠✐♥❡✉rs ❞✬❤✐st♦❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s r❡❥❡ts ❝❤r♦♥✐q✉❡s

t❛r❞✐❢s✳

✭✈✮ ▲✬â❣❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r✳ ❈❤❡③ ❧✬❤♦♠♠❡✱ ❧✬â❣❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r s❡♠❜❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬✐♠♠✉♥♦❣é✲

♥✐❝✐té ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ❡t êtr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛❝❝r✉❡ ❞✬é♣✐s♦❞❡ ❞❡ r❡❥❡ts ❛✐❣✉s ❝❤❡③ ❧❡s

r❡❝❡✈❡✉rs ❞❡ ✈✐❡✉① r❡✐♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡❥❡t ✐♥t❡rst✐t✐❡❧ ❞❡ ❜❛s ❣r❛❞❡ ❤✐st♦❧♦✲

❣✐q✉❡ ✭❣r❛❞❡ ✶✮ s✉r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❞❡s ❞é❧❛✐s s❡♠❜❧❛❜❧❡s à ❝❡✉① s✉r✈❡♥❛♥t s✉r ❞❡s ❣r❡✛♦♥s ♣❧✉s

❥❡✉♥❡s✳ ❈❡s r❡❥❡ts s❡r❛✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❞é❧étèr❡s s✉r ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞✉ ❣r❡✛♦♥✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t

❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡s ✈✐❡✉① t✐ss✉s à ré♣❛r❡r ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞✉❡s ❛✉ r❡❥❡t

❬✺✷✱ ✺✸❪✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ré❝❡♥t❡✱ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❡✛❡ ❛❧❧♦❣é♥✐q✉❡ ❝❤❡③ ❧❡ r❛t✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡

r❛t✐♦ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❛❧❡s ❡st ❞♦✉❜❧é ❞❛♥s ❧❡s ❣r❡✛♦♥s â❣és ❡t q✉❡ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥

ré♥❛❧❡ ❡st ✺ ❢♦✐s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s r❡✐♥s ❥❡✉♥❡s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ✈✐❡✉①

r❡✐♥s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♠♠✉♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❚ ❡t

❇ ✭s♣❧é♥♦❝②t❡s ❡t ❝❡❧❧✉❧❡s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ❝✐r❝✉❧❛♥t❡s✮ ❡t ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❛❧❧♦ré❛❝t✐✈❡s ✭❊❧✐s♣♦t✱

■❋◆ ❣❛♠♠❛✮ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✻ ♣r❡♠✐❡rs ♠♦✐s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❣r❡✛❡ ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t

❝❤❡③ ❧❡s r❡❝❡✈❡✉rs ❞❡ ✈✐❡✉① r❡✐♥s ❬✺✹❪✱ s✉❣❣ér❛♥t q✉❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ❞❡ r❡✐♥s â❣és ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡

♣❧✉s ❢♦rt❡ ré♣♦♥s❡ ✐♠♠✉♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ✻ ♣r❡♠✐❡rs ♠♦✐s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳

✭✈✐✮ ▲✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛t✐❡♥ts ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ré♥❛❧❡ ❝❤r♦✲

♥✐q✉❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛✤✉① ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡

s✉❥❡ts ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✻✺ ❛♥s s✉r ❧❡s ❧✐st❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❣r❡✛❡ ré♥❛❧❡✳ ❊♥ ❊✉r♦♣❡✱ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡

❞❡ s✉❥❡ts â❣és ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✻✺ ❛♥s ❡st ♣❛ssé ❞❡ ✶✱✺✪ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ✶✾✽✺✲✶✾✽✾ à ✶✼✪ ❞❡

✷✵✵✵ à ✷✵✵✹✳ ▼❛❧❣ré ✉♥❡ ♠♦rt❛❧✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛❝❝r✉❡ q✉✐ ❡♥t♦✉r❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♣ér✐✲♦♣ér❛t♦✐r❡✱

❧❡s r❡❝❡✈❡✉rs ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✻✺ ❛♥s q✉✐ r❡ç♦✐✈❡♥t ❞❡s r❡✐♥s ❞❡ ❞♦♥♥❡✉rs ❞✐ts ❧✐♠✐t❡s✱ ✈✐✈❡♥t ❡♥

♠♦②❡♥♥❡ ✸✱✽ ❛♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡♥ ❛tt❡♥t❡ s✉r ❧❡s ❧✐st❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥✲

t❛t✐♦♥✳ ❊♥✈✐r♦♥ ✺✵✪ ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ❣r❡✛♦♥s ❝❤❡③ ❧❡s r❡❝❡✈❡✉rs â❣és s♦♥t ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❡

❞é❝ès ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ r❡✐♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♠♣❛ré à ✶✺✪ ❝❤❡③ ❧❡s r❡❝❡✈❡✉rs ♣❧✉s ❥❡✉♥❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ❡st ❡♥ s♦✐ ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬â❣❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r✱ ❞✉ ❞é❝ès✱

❞❡ ❧❛ ré❝✐❞✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❞❡ ❧❛ t❤r♦♠❜♦s❡✱ ❞✉ r❡❥❡t ❛✐❣✉✱ ❞❡s ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s

é❝❤❡❝s t❡❝❤♥✐q✉❡s✮ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❣r❡✛♦♥ ❡t ❝❡ ♠❛❧❣ré ✉♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡

❞✉ r❡❥❡t ❛✐❣✉ ❝❤❡③ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✻✵ ❛♥s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❥❡✉♥❡s ❞❡ r❡❝❡✈❡✉rs ❬✺✺✱ ✺✻✱ ✺✼✱ ✺✽✱ ✺✾❪✳ ❯♥❡ ❞❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱

❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞é❧étèr❡ ❞❡ ❧✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡

❣r❡✛♦♥ ✭❞♦♥t ❧✬â❣❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r✮✱ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧✐é❡ à ❞❡s ❧és✐♦♥s ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❛✈❛♥❝é❡s r❡✲

tr♦✉✈é❡s ❝❤❡③ ❧❡s ✈✐❡✉① r❡❝❡✈❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r s❡r❛✐t êtr❡

à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬❤②♣♦①✐❡ ❡t ❞❡ ❧és✐♦♥s ✐s❝❤é♠✐q✉❡s ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ❢❛✈♦r✐s❛♥t ❧❡ r❡t❛r❞ ❛✉ ❞é♠❛r✲



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✾

r❛❣❡ ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ♣✉✐s ❧❡s ❧és✐♦♥s ❞❡ ♥é♣❤r♦♣❛t❤✐❡ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞✉ tr❛♥s♣❧❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥

❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s éq✉✐♣❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t❡♥t ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡

✉♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❞✬â❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞♦♥♥❡✉r ❡t ❧❡ r❡❝❡✈❡✉r ❡t ❞♦♥❝ ❛ttr✐❜✉❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t

❞❡s r❡✐♥s ❧✐♠✐t❡s à ❞❡s r❡❝❡✈❡✉rs â❣és ❡t ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ s②♥❡r❣✐❡ ❞✬❡✛❡t ❞❡

❧✬â❣❡ s✉r ❧❛ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✐❧ ❛ ❛✉ss✐ été

♠♦♥tré✱ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛♥✐♠❛✉①✱ q✉❡ ❧✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ét❛✐t ❛ss♦❝✐é à ❞❡s ❛❧tér❛t✐♦♥s ❞❡

❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♠✉♥❡ ❡t ❛✈❛✐t ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s✳

▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r rés✉❧t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré♥❛❧❡

❛ss♦❝✐é❡ à ❞❡s ❧és✐♦♥s ❤✐st♦❧♦❣✐q✉❡s ❝❤r♦♥✐q✉❡s ❡t ✉♥ ✐♥✜❧tr❛t ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♠❛rq✉é ❞❛♥s ❧❡

❣r❡✛♦♥✳

✭✈✐✐✮ ▲✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❣r❡✛❡✳ ▲❡s str❛té❣✐❡s t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦✲

❞✐✜é❡s ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✻✲✶✾✾✽✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞r♦❣✉❡s

✐♠♠✉♥♦s✉♣♣r❡ss✐✈❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❋❑ ✺✵✻ ✭Pr♦❣r❛❢➤✱ ❆st❡❧❧❛s✮✱ ❧❡ ♠②❝♦♣❤❡♥♦❧❛t❡ ♠♦❢ét✐❧

✭❈❡❧❧❝❡♣t➤✱ ❘♦❝❤❡✮ ❡t ❧❡ s✐♠✉❧❡❝t➤ ✭❛♥t✐❝♦r♣s ♠♦♥♦❝❧♦♥❛❧ ❛♥t✐ r❡❝❡♣t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❧❡✉✲

❦✐♥❡ ✷✱ ◆♦✈❛rt✐s✮ ❛ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉é ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡s é♣✐s♦❞❡s ❞❡ r❡❥❡ts ❛✐❣✉s ❞❡

♣❧✉s ❞❡ ✸✺✪ ❛✈❛♥t ✶✾✾✽ à ♠♦✐♥s ❞❡ ✶✵✪ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ r❡❥❡t ❛✐❣✉ ❡st ❧❛

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✱

❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❞✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❡✛❡s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ très s✐❣♥✐✲

✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡ ❞✬✉♥

r❡t❛r❞ ❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s✱ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ❊♥✜♥✱

❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é♣✐st❛❣❡ ❞❡s ❛♥t✐❝♦r♣s ❛♥t✐ ❍▲❆ ♣ré✲tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s

♠♦t✐❢s ❛♥t✐❣é♥✐q✉❡s ❍▲❆ ❞❡s ❞♦♥♥❡✉rs ❡t ❞❡s r❡❝❡✈❡✉rs ❛✈❛♥t ❣r❡✛❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡♣✉✐s ❝❡s

❞✐① ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✉t❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❡t rés♦❧✉t✐✈❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞✬é✈✐t❡r ❧❡s r❡❥❡ts ❤✉♠♦r❛✉① ❤②♣❡r ❛✐❣✉s✱ très ❞é❧étèr❡s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❡✛♦♥s ❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r

❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té t✐ss✉❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥❡✉rs ❡t ❧❡s r❡❝❡✈❡✉rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞✉r❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡

♣ér✐♦❞❡✱ ❧✬â❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥❡✉rs ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s r❡❝❡✈❡✉rs s❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❛❝❝r✉s✱ ♥✬❛❧❧❛♥t

❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝✐ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❣r❡✛❡s ❞❛♥s ❝❡s tr❛♥❝❤❡s

❞✬â❣❡ é❧❡✈é✳

❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛❞éq✉❛t❡ à ❧✬❛♥❛✲

❧②s❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ s❡

❞ér♦✉❧❛♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✣✲

❝✉❧tés ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s r❡♥❝♦♥tré❡s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❞é❝r✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✲

✐❡♥s✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ❡♥ ♥♦✉s ❛tt❛❝❤❛♥t ♣❛rt✐✲

❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡t à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s

à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ré♣étés ♦✉ ❣r♦✉♣és✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r✲



✸✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❦♦✈✐❡♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡

♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s r❡st❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❆ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❡ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s

❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ à ❞r♦✐t❡✳

❉❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés ♠❛❥❡✉r❡s s♦♥t ✐♥❤ér❡♥t❡s à ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❞❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❡t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡

❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬ét✉❞❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❙t❡r♥❜❡r❣ ❡t ❙❛tt❡♥ ❬✻✵✱ ✻✶❪

♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

✐♥st❛❜❧❡✳ ❏♦❧② ❡t ❈♦♠♠❡♥❣❡s ❬✷✼❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❜❛sés s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♣❧✐♥❡s

❡t ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣é♥❛❧✐sé❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st

♣❧✉s st❛❜❧❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✶✷ ♥♦❡✉❞s

♣♦✉r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t

✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s s✉r

❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❧♦✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡

❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛♣♣r♦❝❤❡r

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡s ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ∪ ♦✉ ∩✳ ❊❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❲❡✐❜✉❧❧✱ ❞é❥à ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞♦♥t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❧♦✐s ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝♦♠♠❡

❲❡✐❜✉❧❧ ♦✉ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s

♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❬✷✵✱ ✻✷❪✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st

❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞✉ ❱■❍ ❬✻✸❪✱ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✮✳

▲❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ❈❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡

♣❡✉t êtr❡ ❣éré❡ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈r❛✐s❡♠✲

❜❧❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❛♥s rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s✳

❉❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❧✐♠✐t❡s r❡♥❞❡♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ ♣❡✉

❛♣♣r♦♣r✐é❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ré♥❛❧❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♦✛r❡

❛✐♥s✐ ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡

♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t ❡✉ ❧✐❡✉

❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬ét❛t ❞❡ s❛♥té ❞✉ ♣❛t✐❡♥t é✈♦❧✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs

❞✉ t❡♠♣s✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥✬❡st r❡♥s❡✐❣♥é q✉✬à ❝❡rt❛✐♥❡s ✈✐s✐t❡s✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ ❧❡ ♣❛t✐❡♥t ♣♦✉✈❛♥t

❝♦♠♠❡♥❝❡r s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡s ❬✻✹❪ ❡st ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ✐♥❝❧✉r❡ ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs ❡①♣❧✐❝❛t✐❢s ❞❡
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❝❡tt❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ à r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞ès ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s ❡st ❧❡✈é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❬✻✺✱ ✻✻❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣r♦♣♦r✲

t✐♦♥♥❛❧✐té ❡st ♣❡✉ ré❛❧✐st❡ ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡ sér✐❡✉①

❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t

♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❣✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡✳ ❈❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ❞✬♦ù ❧❡✉r ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥

♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐❡ ❛❝❝é❧éré❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❛❜♦✉t✐ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

❡t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts s♦♥t ❝❡♥s✉rés ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺ ❝♦♥s✐❞ér❛✐❡♥t

✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ❞❡s t❡♠♣s✱ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉✣s❛♥t❡ ❞❡s ✈✐s✐t❡s ♣♦✉r

✐❞❡♥t✐✜❡r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞❡ s❛♥té ♦❝❝✉♣és ♣❛r ✉♥ ♣❛t✐❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

❛❣✐ss❛✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛❞❛♣té

♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✐♥❝❧✉r❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❡①♣❧✐❝❛t✐❢s à tr❛✈❡rs ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ▲❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦✉ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

❯♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡

s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ❝❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡

t②♣❡ P❡❛rs♦♥ s♦♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❛tt❡♥❞✉s ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s ❧✬❤②✲

♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❜♦♦tstr❛♣ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳

P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❞û à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ✉♥ s❡❝♦♥❞

♠♦❞è❧❡✱ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❡✛❡ts ✜①❡s ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r✲

♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡✳ ▲❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡tt❡

♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs r❡♥❝♦♥tré❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❡✉r

♣r♦♥♦st✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s ❡st

❛❞❛♣té❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✳ ❙♦♥ ✐♥térêt ❡st ❞✬♦✛r✐r ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts✱ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲

♠❛r❦♦✈✐❡♥✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ s②♥t❤ét✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡t ❞é❝r✐t ♥♦s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡

❞❡ s✉r✈✐❡

▲❛ t❤é♦r✐❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ✉t✐❧✐s❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣r♦♣r❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡t

♣r♦♣r❡s ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❛❜♦r❞❡r ❧❡s

♥♦t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥❡ s❡ ✈❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ❡❧❧❡ ❛❜♦r❞❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t

❧❡s ♥♦t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ❥✉sq✉✬à ❧❛ s✉r✈❡♥✉❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡✲

♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ❧✬â❣❡ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ ré♠✐ss✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♠♦rt

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♣♦rt❡ ❞♦♥❝ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s

r❡♥❞❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥❛❞éq✉❛t❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❡st ♣♦s✐✲

t✐✈❡✱ s✬♦♣♣♦s❛♥t ❛✐♥s✐ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝❡tt❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡ ✭❝❡♥s✉r❡ à ❞r♦✐t❡✮✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ♥❡ s❡ ♣rêt❡ ♣❛s à ✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♦❜s❡r✈é ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❊♥✜♥✱ ♣❛r s♦✉❝✐s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r

s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ♣❧✉tôt q✉❡ s✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳

❈✐♥q ❢♦♥❝t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✉ré❡✳ ❙♦✐tX✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❝❡ ❞é❧❛✐✳

✭✐✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ S(t)✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡ ♣❛s

❛✈❛♥t ✉♥ t❡♠♣s t ✿

S(t) = P (X ≥ t) ✭✶✳✶✮



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡

✭✐✐✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F (t)✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐s❡

❛✈❛♥t ✉♥ t❡♠♣s t ✿

F (t) = P (X < t) = 1 − S(t) ✭✶✳✷✮

✭✐✐✐✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té f(t)✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t s❡

♣r♦❞✉✐s❡ ❥✉st❡ ❛♣rès t ✿

f(t) = lim
dt→0+

P (t < X < t+ dt)/dt

= −∂S(t)/∂t

= ∂F (t)/∂t ✭✶✳✸✮

✭✐✈✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ λ(t)✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t s❡ ♣r♦✲

❞✉✐s❡ ❥✉st❡ ❛♣rès t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ♥✬❛ ♣❛s ❡✉ ❧✐❡✉ ❥✉sq✉✬à

t ✿

λ(t) = lim
dt→0+

P (t < X < t+ dt|X ≥ t)/dt

= f(t)/S(t) ✭✶✳✹✮

✭✈✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é Λ(t)✳ ❈✬❡st ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ✿

Λ(t) =

∫ t

0

λ(u)du ✭✶✳✺✮

❈❡s ❞✉ré❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t

❛✐♥s✐ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ à ❞r♦✐t❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s s✉❜✐ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t

à s❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉

❛✉r❛✐t s✉❜✐ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✳ ▲❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉

❝❛s ♦ù ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t s❡ s❡r❛✐t ♣r♦❞✉✐t ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❯♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ tr♦♥q✉é❡

s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ é✈é♥❡♠❡♥t✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ♥✬❡st ♣❛s

♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✳

✶✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞é✜♥✐

♣❛r ❞❡✉① ét❛ts ❡t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs

❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t ✶ ❡t ❧✬ét❛t ✷✱ ♥♦té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t λ(t)✳

P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ s❡♠✐✲

♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡t ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳



❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✸✺

ETAT 2
(Décès)

Etat initial
(Vivant)

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡

✶✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❧❡ ♣❧✉s r❡♥❝♦♥tré ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❬✶❪✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡

❞❡ ♥❡ ♣❛s ❡st✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♥❡ ❢❛✐r❡ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❝❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❜❛sé

s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡r✲

t❛✐♥❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❛❧♦rs ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡✳

❙♦✐t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ n ✐♥❞✐✈✐❞✉s ✐♥❞✐❝és ♣❛r i✱ i = 1, ..., n✳ P♦s♦♥s z =

(zi,1, zi,2, ..., zi,k)
′ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s k ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i ❡t β = (β1, β2, ..., βk) ❧❡

✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐és✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

λ(ti, zi) = λ0(ti)exp(βzi) ✭✶✳✻✮

♦ù λ0(t) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✭♣♦✉r ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✮ ❛✉ t❡♠♣s ti✳

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥✬❡st ♣❛s s♣é❝✐✜é❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r

❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ r✐sq✉❡s r❡❧❛t✐❢s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s❡✉❧ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❡♥s✉r❡ à ❞r♦✐t❡✳ ❙♦✐t VP ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥

t❡❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T, δ)✳ ❙✐ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t

♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i ❡st ♦❜s❡r✈é✱ ❛❧♦rs δi ✈❛✉t ✶ ❡t ti ❡st é❣❛❧ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈❡♥✉❡ ❞❡

❧✬é✈é♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ s✐ δi ❡st é❣❛❧ à ✵✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝❡♥s✉ré à ❞r♦✐t❡

❡t ti ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t i✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉s ❧❡s s✉❥❡ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡t é✈é♥❡♠❡♥t ❬✻✼❪✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡t

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✬é❝r✐t ✿

VP =
n∏

i=1

{ exp(βzi)∑
k:tk≥ti

exp(βzk)

}δi

✭✶✳✼✮

♦ù k ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡♥❝♦r❡ à r✐sq✉❡ ❛✉ t❡♠♣s ti✳

❊✛❡ts ♥♦♥✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡t ❝♦♥st❛♥t ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞✉ r✐sq✉❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❡✛❡ts ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡

t❡♠♣s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❬✻✽❪✳ P♦✉r

✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ Z1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♣♦s❡r ✿

λ(t, z) = λ0(t)exp(β1z1 + β2z1t+ β3z1t
2) ✭✶✳✽✮

▲❡ t❡r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡r❛✐t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱

❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ r✐sq✉❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡✳

✶✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s

❈❤♦✐① ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s ✺ ❢♦♥❝t✐♦♥s

♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ λ✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡

❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s tr♦✐s ❧♦✐s ré♣❛♥❞✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞❛♥s ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ✈✐✈❛♥t ✿

✭✐✮ ▲❛ ❧♦✐ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ E(σ)✱ ♦ù ❧❡ r✐sq✉❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✿

λE(t) =
1

σ
∀ σ > 0 ✭✶✳✾✮

✭✐✐✮ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ W (σ, ν)✱ ♦ù ❧❡ r✐sq✉❡ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✿

λW (t) = ν
( 1

σ

)ν

tν−1 ∀ ν ✱ σ > 0 ✭✶✳✶✵✮

✭✐✐✐✮ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ●é♥ér❛❧✐sé❡✱WG(σ, ν, θ)✱ ♦ù ❧❡ r✐sq✉❡ ❡st ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❛✉ ❝♦✉rs

❞✉ t❡♠♣s ✿

λWG(t) =
1

θ

(
1 + (

t

σ
)ν

) 1

θ
−1 ν

σ

( t
σ

)ν−1

∀ ν ✱ σ ✱ θ > 0 ✭✶✳✶✶✮

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦✲

♣r✐étés ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❇❛❣❞♦♥❛✈✐❝✐✉s ❡t ◆✐❦✉❧✐♥ ❬✻✾❪✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✭❝r♦✐ss❛♥t❡ ♦✉ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✮✱ ♦✉ ♥♦♥✲

♠♦♥♦t♦♥❡ ✭∪ ♦✉ ∩✮✳ P♦✉r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡

t❡♠♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡✳ ❙✐ 0 < θ <

ν < 1✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮ ❞é❝r♦ît ❞❡ ∞ ✈❡rs s❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✉ t❡♠♣s

c = σ
(θ − νθ

ν − θ

)1/ν

✭✶✳✶✷✮

♣✉✐s ❝r♦ît ❥✉sq✉✬à ∞✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❡st ❡♥ ∪✳ ❙✐ θ > ν > 1✱ ❛❧♦rs ❧❡ r✐sq✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ✵ à

s❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ❛✉ t❡♠♣s c ♣✉✐s ❞é❝r♦ît ✈❡rs ✵✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❡st ❡♥ ∩✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

❢♦r♠❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✶✳✷✮✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r



❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✸✼

❢❛❝✐❧❡♠❡♥t t❡st❡r ❧❡✉r ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ✜①❛♥t θ é❣❛❧ à ✶✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❲❡✐❜✉❧❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ν ❡st é❣❛❧ à ✶✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

❆ ♣❛rt✐r✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ✭✶✳✶✶✮✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡st é❣❛❧❡ à ✿

fWG(x) = λWG(x)exp
(
−

∫ x

0

λWG(u)du
)

=
1

θ

(
1 + (

x

σ
)ν

) 1

θ
−1 ν

σ

(x
σ

)ν−1

exp
(
1 −

(
1 + (

x

σ
)ν

) 1

θ

)
✭✶✳✶✸✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✳✹✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡st é❣❛❧❡ à ✿

SWG(x) = exp
(
1 −

(
1 + (

x

σ
)ν

) 1

θ

)
✭✶✳✶✹✮

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲

♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✬é❝r✐t ✿

V =
n∏

i=1

f(ti)
δiS(ti)

1−δi ✭✶✳✶✺✮

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛

❝❡♥s✉r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❖❞❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵❪✱ ♣♦s♦♥s T0i ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r

❧❛q✉❡❧❧❡ s✐ T0i > Ti✱ ❛❧♦rs T0i ❡st ♦❜s❡r✈é ❡t Ti ♥✬❡st ♣❛s ♦❜s❡r✈é✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱

♣♦s♦♥s T1i ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ s✐ T1i < Ti✱ ❛❧♦rs T1i ❡st ♦❜s❡r✈é ❡t Ti ♥✬❡st

♣❛s ♦❜s❡r✈é✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s δRi ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ à ❞r♦✐t❡ {0 < T0i ≤ Ti < T1i = ∞}✱
δLi ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ à ❣❛✉❝❤❡ {0 = T0i < Ti ≤ T1i < ∞} ❡t δIi ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡

❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ {0 < T0i < Ti ≤ T1i < ∞}✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ δEi = 1 − δRi − δLi − δIi

❡st ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡s t❡♠♣s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈és✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡

❝❡♥s✉r❡ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐❢✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✬é❝r✐t ✿

V =
n∏

i=1

f(ti)
δEiS(t0i)

δRiF (t1i)
δLi(S(t0i) − S(t1i))

δIi ✭✶✳✶✻✮

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

▲❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❣✐ss❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❡



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡

♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ s✉r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉

t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡ ✿

log(T ) = −βz + σW

♦ù W ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ β✳ ■❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬é❝r✐r❡ ✿

T ′ = Texp(βz)

♦ù T ′ = exp(σW ) ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ λ0✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞❡ T ❡t T ′✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t S(t) ❡t S0(t) s♦♥t ❛✐♥s✐ ❧✐é❡s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

S(t, z) = P (T ≥ t) = P (exp(−βz)T ′ ≥ t) = P (T ′ ≥ exp(βz)t)

= S0(exp(βz)t) ✭✶✳✶✼✮

▲❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ r❛❧❡♥t✐❡ ♦✉ ❛❝❝é❧èr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st

é❣❛❧❡ à ✿

λ(t, z) = λ0(texp(βz))exp(βz) ✭✶✳✶✽✮

✶✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s

❉❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥térêt ♣❡✉t êtr❡ ré♣été ♣♦✉r ✉♥

♠ê♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♥❞ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✶✳✶✺✮

✐♥✈❛❧✐❞❡✳ P♦✉r ✉♥ s✉❥❡t ❞♦♥♥é✱ ♣♦s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ é❣❛❧❡ à ωλ(t)✱ ♦ù λ(t) ❡st ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❛✉ t❡♠♣s t ❝♦♠♠✉♥❡ à t♦✉t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ω ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ✭❛♣♣❡❧é ❢r❛❣✐❧✐té✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ω✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ i = 1, ..., n✱ ❝❤❛❝✉♥

❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ♣rés❡♥t❛♥t ni ré♣ét✐t✐♦♥s✱ j = 1, ..., ni✳ P♦s♦♥s tij ❧❛ ✐è♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à ✿

Vcond =
n∏

i=1

ni∏

j=1

f(tij|ωi)
δijS(tij|ωi)

1−δij

=
n∏

i=1

ni∏

j=1

(λ(tij|ωi)S(tij|ωi))
δijS(tij|ωi)

1−δij

=
n∏

i=1

exp(−ωi

ni∑

j=1

Λ(tij))ω
Pni

j=1
δij

i

ni∏

j=1

λ(tij)
δij ✭✶✳✶✾✮

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠❛r✲

❣✐♥❛❧❡ V ✱ ❛✈❡❝ V = E[Vcond]✱ s❛♥s ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❬✷❪ ✿

L(a) = E[exp(−aω)] ✭✶✳✷✵✮

▲❛ rè♠❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à ✿

L(r)(a) = (−1)(r)E[ωrexp(−aω)] ✭✶✳✷✶✮



❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✸✾

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✿

V =
n∏

i=1

{
(−1)nijL(nij)(

ni∑

j=1

Λ(tij))

ni∏

j=1

λ(tij)
δij

}
✭✶✳✷✷✮

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

❍♦✉❣❛❛r❞ ❬✸❪ ❞é❝r✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

●❛♠♠❛ ♦✛r❡ ❞❡s r✐è♠❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r r ❣r❛♥❞✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ré❝✉rs✐❢s✱ ❞é❥à ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés

❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢

❞❡ ♣ré♣❛r❡r à ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ❧❛

❧♦✐ ●❛♠♠❛✳ ❙❛ ❞❡♥s✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

g(ω) =
(
ω(γ−1−1)exp(−ωγ−1)

)/(
Γ(γ−1)γγ−1

)
✱ ∀γ ≥ 0 ✭✶✳✷✸✮

♦ù Γ(γ−1) =
∫ ∞

0
t(γ

−1−1)exp(−t)dt ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛✳ ▲✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ω ❡st é❣❛❧❡ à ✶

❡t r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st é❣❛❧❡ à γ✳ ▲❛

tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ L(a)✱ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ (1 + γa)−γ−1

❡t s❛ r✐è♠❡ ❞ér✐✈é❡ à ✿

L(r)(a) = −γr−1(1 + γa)−γ−1−r

r−1∏

k=1

(−γ−1 − k) ✭✶✳✷✹✮

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❑❧❡✐♥ ❬✼✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❛✈❡❝

❢r❛❣✐❧✐té✳ ❚❤❡r♥❡❛✉ ❬✼✷❪ r❡♣r❡♥❞ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥

♣❧❛❝❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✐♠♣❧é♠❡♥té s♦✉s ❙❆❙ ♦✉ ❙✲♣❧✉s✳

✶✳✸ ▼♦❞è❧❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉

❡t à ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞✐s❝r❡t✱ t❡❧s q✉❡ ❝❡✉① ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❑❛r❧✐♥ ❡t ❚❛②❧♦r ❬✼✸❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢

❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡

❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳

✶✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿ {X(t); 0 ≤ t < ∞}
♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r X(t) s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E =

{1, 2, ..., r}✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ rés✉♠❡ ❧❡ ♣❛ssé ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s à ❧✬ét❛t ♣rés❡♥t✱ ❛✉✲

tr❡♠❡♥t ❞✐t ♣♦✉r t0 < t2 < t1 < ... < tn < tn+1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

P (X(tn+1) = j|X(tn), X(tn−1), ..., X(t0)) = P (X(tn+1) = j|X(tn)) ✭✶✳✷✺✮



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pij(t, t+ s) = P (X(t+ s) = j|X(t) = i)

❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡ ✿

∑

j

Pij(t, t+ s) = 1

❞✬♦ù

Pii(t, t+ s) = 1 −
∑

j 6=i

Pij(t, t+ s) ✭✶✳✷✻✮

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s♦✐t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s r❡st❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛t✱ s♦✐t ✐❧ tr❛♥s✐t❡ ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡

ét❛t✳ ❙♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥♦té❡s ✿

P(t, t+ s) =




P11(t, t+ s) P12(t, t+ s) · · · P1r(t, t+ s)

P21(t, t+ s) P22(t, t+ s) · · · P2r(t, t+ s)
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

Pr1(t, t+ s) Pr2(t, t+ s) · · · Prr(t, t+ s)


 =

(
Pij(t+ s)

)
i,j=1,...,r

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ✭✶✳✷✺✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡✱ ∀t, s > 0 ✿

Pij(0, t+ s) = P (X(t+ s) = j|X(0) = i)

=
∑

k

P (X(t+ s) = j,X(t) = k|X(0) = i)

=
∑

k

P (X(t+ s) = j|X(t) = k,X(0) = i)P (X(t) = k|X(0) = i)

=
∑

k

P (X(t+ s) = j|X(t) = k)P (X(t) = k|X(0) = i)

=
∑

k

Pik(0, t)Pkj(t, t+ s)

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬é❝r✐r❡ ✿

P(0, t+ s) = P(0, t)P(t, t+ s) ✭✶✳✷✼✮

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛♣♠❛♥✲❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✳

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥térêt ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡st ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

r✐sq✉❡ ✐♥st❛♥t❛♥é✮✱ αij✱ i, j ∈ E✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡✱ ♣♦✉r i 6= j✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

αij(t) = lim
dt→0+

P (X(t+ dt) = j|X(t) = i)/dt

= lim
dt→0+

Pij(t, t+ dt) dt ✭✶✳✷✽✮

◆♦t♦♥s q✉❡ αij(t)×dt r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t j ❡♥tr❡ t

❡t t+dt✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s s♦✐t ❞❛♥s ❧✬ét❛t i ❡♥ t✳ αij(t) ❝♦♥st✐t✉❡



❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ✹✶

❞♦♥❝ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ i ✈❡rs j ❛✉ t❡♠♣s t✳ P♦✉r i = j✱ αii(t) ❡st ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r

❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✶✳✷✻✮ ✿

∑

j 6=i

P (X(t+ dt) = j|X(t) = i) = 1 − P (X(t+ dt) = i|X(t) = i)

❞✬♦ù

∑

j 6=i

P (X(t+ dt) = j|X(t) = i)/dt = (1 − P (X(t+ dt) = i|X(t) = i))/dt

❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✿

lim
dt→0+

(1 − P (X(t+ dt) = i|X(t) = i))/dt = −αii(t) ✭✶✳✷✾✮

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✿

∑

j 6=i

αij(t) = −αii(t) ❡t
∑

j

αij(t) = 0

✶✳✸✳✷ ❍♦♠♦❣é♥é✐té ❡t t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞❛♥s ❧✬ét❛t

❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡st✱ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞éré ❤♦♠♦❣è♥❡✳

▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

Pij(t, t+ s) = Pij(0, s) = Pij(s) ✭✶✳✸✵✮

Pij(s) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t✱ ∀t ≥ 0✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛♣♠❛♥✲❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✭✶✳✷✼✮ ♣❡✉t ❛❧♦rs

s✬é❝r✐r❡ ✿

P(t+ s) = P(t)P(s)

❞♦♥❝

dP(s)

ds
= lim

ds→0+
(P(s+ ds) − P(s))/ds

= lim
ds→0+

(P(s)P(ds) − P(s))/ds

= lim
ds→0+

(P(s)(P(ds) − I))/ds

= P(s) lim
ds→0+

(P(ds) − I)/ds

= P(s)Q ✭✶✳✸✶✮

❛✈❡❝ I✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✱ ❡t ♦ù ❞✬❛♣rès ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✭✶✳✷✽✮ ❡t ✭✶✳✷✾✮✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q

s✬é❝r✐t ✿

Q =




α11 α12 · · · α1r

α21 α22 · · · α2r

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

αr1 αr2 · · · αrr
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❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥✲

t✐❡❧❧❡ ✭✶✳✸✶✮ ❛❞♠❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✿

P(t) = exp
(
Qt

)
✭✶✳✸✷✮

❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ P(0) = I✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P(t) ❡st

❛ss❡③ ❞✐r❡❝t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✳✸✵✮ ✿

Pii(t+ u) = Pii(t)Pii(u)

= Pii(u)(1 −
∑

j 6=i

Pij(t))

❉é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✿

Pii(t+ u) − Pii(u) = Pii(u)(1 −
∑

j 6=i

Pij(t)) − Pii(u)

⇐⇒ Pii(t+ u) − Pii(u) = Pii(u)((1 −
∑

j 6=i

Pij(t)) − 1)

⇐⇒ t−1(Pii(t+ u) − Pii(u)) = −Pii(u)t
−1

∑

j 6=i

Pij(t)

❖r ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✾✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

lim
du→0+

(Pii(u+ du) − Pii(u))/du = −αiiPii(u)

⇐⇒ dPii(u)/du = −αiiPii(u) ✭✶✳✸✸✮

♦ù dPii(u)/du ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ Pii(u) ♣❛r r❛♣♣♦rt à u✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Pii(u) q✉❡ ❧❡ ♣r♦✲

❝❡ss✉s r❡st❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t i ❞❛♥s [0, u]✱ ❞♦✐t ❞♦♥❝ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✶✳✸✸✮✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✿ Pii(u) = c exp(−αiiu)✱ c ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

❖r✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ❞✬ét❛t ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♥✉❧✳ ■❧ ❢❛✉t

❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Pii(0) = 1✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t c = 1✳ ▲❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t i ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✿

Pii(u) = exp(−αiiu)

= exp(−Qiiu) ✭✶✳✸✹✮

♦ù αii ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r✱ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛

❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P(t)✱ s♦♥t ❞✐t❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ✭❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ❡st ❝♦♥st❛♥t❡

❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✮✳ ❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ✈✐✈❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s s♦✉✈❡♥t à

❧❛ ré❛❧✐té✳

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ é✈♦❧✉❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡

sé❥♦✉r ❞❛♥s ❧✬ét❛t✳ ❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✉s✉r❡ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

❞❡ s✉r✈✐❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥♦♥✲

♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ❡♥ ∪ ♦✉ ∩ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥s ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r

❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞❛♥s ❧✬ét❛t✳



❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ✹✸

1 <<   νν >>   et  νν >>   θθ

Temps

F
on

ct
io

n 
de

 r
is

qu
e

0 <<   νν <<1  et  νν << θθ

Temps

F
on

ct
io

n 
de

 r
is

qu
e

0 <<   θθ <<   νν <<1

Temps

F
on

ct
io

n 
de

 r
is

qu
e

1 >>   θθ >>   νν >>0

Temps

F
on

ct
io

n 
de

 r
is

qu
e

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ▲❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❛❥✉st❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡

s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s σ✱ ν✱ θ
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✹✺

❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s

❞❡ sé❥♦✉r ❞❛♥s ❧✬ét❛t✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡st❡r ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛

❞✉ré❡ ❞é❥à ♣❛ssé❡ ❞❛♥s ❝❡t ét❛t✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ❬✷✶✱ ✷✵❪

❞♦♥t s✬✐♥s♣✐r❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❢♦♥❞❡r♦♥s s✉r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡

❝♦♠♣t❛❣❡✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ●✐❧❧ ❬✼✹❪✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡t ❞✬êtr❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s

à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s

♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞✉ ❱■❍✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉r❛ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

✷✳✶✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧❡s

❆ ❞❡s t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♦❝❝✉♣❡ ❞❡s ét❛ts ❞é✜♥✐s✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛✲

r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,X) = {(Tn, Xn) : n ≥ 0}✱ ♦ù 0 =

T0 < T1 < ... < Tn s♦♥t ❧❡s t❡♠♣s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts X0, X1, ..., Xn ∈ E✱

❛✈❡❝ Xp+1 6= Xp,∀p ≥ 0✳ n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝

❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✭✉♥

✐♥❞✐✈✐❞✉✮ ✿

Ñij(t) =
∑

n≥1

I{Tn ≤ t,Xn = j,Xn−1 = i} ∀i, j t❡❧s q✉❡ i 6= j

♦ù Ñij(t) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s i → j ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s

[0, t]✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ Ñij(0) = 0✳ Ñij(t) ❡st ✜♥✐✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉❡s à ❞r♦✐t❡ ❛✈❡❝

❞❡s s❛✉ts ❞❡ ✰✶ ✭✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s s❛✉t❡♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✮✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

❡st ❞✐t ❝❛❞❧❛❣✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ✿

Ñ(t) =
∑

i,j

Ñij(t)

♦ù Ñ(t) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s [0, t]✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬ét❛t ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s ❛✉ t❡♠♣s t✱ ♥♦té X(t) ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ s❡r❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦té X
eN(t)✳ ▲❡s

séq✉❡♥❝❡s X = {Xn, n ≥ 0} ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

i→ j ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡✱ ♥♦té❡s Pij✱ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

Pij = P (Xn+1 = j|Xn = i) ✭✷✳✶✮

✕ ❙✐ ❧✬ét❛t i ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ét❛t ❛❜s♦r❜❛♥t✱ ❛❧♦rs ✿
{
Pij ≥ 0 s✐ i 6= j

Pij = 0 s✐ i = j

✕ ❙✐♥♦♥✱ s✐ ❧✬ét❛t i ❡st ✉♥ ét❛t ❛❜s♦r❜❛♥t✱ ❛❧♦rs ✿
{
Pij = 0 s✐ i 6= j

Pij = 1 s✐ i = j

P♦✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

i → j✱ ❧✬ét❛t i ♥✬❡st ♣❛s ❛❜s♦r❜❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♥❡ ❣èr❡ ♣❛s ❧❡ t❡♠♣s✱ ♠❛✐s

❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡s ét❛ts ✐♥❞✐❝és ♣❛r ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s

❧❡s ét❛ts ✭♦✉ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r✮ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠❛r❦♦✈✐❡♥

♦ù ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st rés✉♠é❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ♣ré❝é❞❡♥t ✭éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✷✺✮✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

(T,X) ❡st ❞✐t s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r (Tn+1 − Tn) s❛t✐s❢❛✐t

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P (Tn+1 − Tn ≤ x,Xn+1 = j|X0, T0, .., Xn, Tn) = P (Tn+1 − Tn ≤ x,Xn+1 = j|Xn) ✭✷✳✷✮

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s❛❝❤❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts X✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r T1, T2 − T1, T3 −
T2, ... s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❧❡✉rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ét❛ts ❝♦♥t✐❣✉s✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s

❧♦✐s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❞♦♥❝ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✳

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✮ à ✭✶✳✺✮✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ✿

✭✐✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✿

Fij(x) = P (Tn+1 − Tn ≤ x|Xn+1 = j,Xn = i) ✭✷✳✸✮

✭✐✐✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✿

Sij(x) = 1 − Fij(x) = P (Tn+1 − Tn > x|Xn+1 = j,Xn = i) ✭✷✳✹✮

✭✐✐✐✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ✿

fij(x) = lim
dx→0+

P (x < Tn+1 − Tn < x+ dx|Xn+1 = j,Xn = i)/dx ✭✷✳✺✮



❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✹✼

✭✐✈✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ✿

λij(x) = lim
dx→0+

P (x < Tn+1 − Tn < x+ dx|Tn+1 − Tn ≥ x,Xn+1 = j,Xn = i)/dx ✭✷✳✻✮

✭✈✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é ✿

Λij(x) =

∫ x

0

λij(u)du ✭✷✳✼✮

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛②❡s ❡t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✭✷✳✶✮ ✭✷✳✸✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣ré❝✐s❡r ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥s✳ P♦✉r i 6= j ✿

P (Tn+1 − Tn ≤ x,Xn+1 = j|Xn = i)

= P (Tn+1 − Tn ≤ x|Xn+1 = j,Xn = i) P (Xn+1 = j|Xn = i)

= Fij(x) Pij ✭✷✳✽✮

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ à ✉♥ t❡♠♣s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ s❡✉❧ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡

❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❝♦♥♥✉✳ ▲✬ét❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✈❛ ♣❛ss❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝

✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♠♦②❡♥♥é s✉r ❧✬ét❛t s✉✐✈❛♥t✳

P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés t♦t❛❧❡s ❡t ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ✿

Fi.(x) = P (Tn+1 − Tn ≤ x|Xn = i)

=
∑

j

P (Tn+1 − Tn ≤ x,Xn+1 = j|Xn = i)

=
∑

j

Fij(x)Pij

=
∑

j 6=i

Fij(x)Pij ✭♣✉✐sq✉❡ Pii = 0✮ ✭✷✳✾✮

■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ✿

Si.(x) = 1 − Fi.(x)

=
∑

j 6=i

Sij(x)Pij ✭✷✳✶✵✮

❊t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ✿

fi.(x) = ∂Fi.(x)/∂x

= ∂
( ∑

j 6=i

Fij(x) Pij

)
/∂x

=
∑

j 6=i

Pij{∂Fij(x)/∂x}

=
∑

j 6=i

Pijfij(x) ✭✷✳✶✶✮



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❞❡ i ✈❡rs j ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✱

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s à tr❛♥s✐t❡r ❥✉st❡ ❛♣rès ❧❡ t❡♠♣s x ✈❡rs ❧✬ét❛t j✱

s❛❝❤❛♥t q✉✬✐❧ ❡st ❞❛♥s ❧✬ét❛t i ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ❞✉ré❡ x ✿

αij(x) = lim
dx→0+

P (x ≤ Tn+1 − Tn < x+ dx,Xn+1 = j|Tn+1 − Tn ≥ x,Xn = i)/dx

= (P (Tn+1 − Tn ≥ x|Xn = i))−1

× lim
dx→0+

P (x ≤ Tn+1 − Tn < x+ dx,Xn+1 = j|Xn = i)/dx

= (P (Tn+1 − Tn ≥ x|Xn = i))−1

× lim
dx→0+

(P (x ≤ Tn+1 − Tn < x+ dx|Xn+1 = j,Xn = i)P (Xn+1 = j|Xn = i))/dx

= P (Xn+1 = j|Xn = i)/P (Tn+1 − Tn ≥ x|Xn = i)

× lim
dx→0+

P (x ≤ Tn+1 − Tn < x+ dx|Xn+1 = j,Xn = i)/dx ✭✷✳✶✷✮

❞✬♦ù

αij(x) = Pijfij(x)/Si.(x) ❛✈❡❝





i 6= j

i, j ∈ E

αii(x) = −∑
j 6=i αij(x)

✭✷✳✶✸✮

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛

t❤é♦r✐❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬ét❛t✱ αij(x)✱ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

q✉❡ ✿

✕ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ i ❡t j✱ Pij✱ ❡st ❣r❛♥❞❡ ❀

✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té✱ fij(x)✱ ❡st ❣r❛♥❞❡ ❀

✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t i✱ Si.(x)✱ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡❝✐ éq✉✐✈❛✉t à ✉♥

t❡♠♣s ❞é❥à ♣❛ssé ❞❛♥s ❧✬ét❛t i ❣r❛♥❞✳

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ αij(x)✱ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥❢♦♥✲

❞✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r✱ λij(x)✱ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✻✮✳ ❆

♣❛rt✐r ❞❡ ✭✷✳✶✸✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

∑

j 6=i

αij(t) =
∑

j 6=i

Pijfij(t)/Si.(t)

= (Si.(t))
−1

∑

j 6=i

Pijfij(t)

= (Si.(t))
−1fi.(t)

= αi.(t) ✭✷✳✶✹✮

♦ù αi.(t) r❡♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ s✉r j ✭j ét❛♥t ❧✬ét❛t ❝♦♥t✐❣✉ à

❞r♦✐t❡✮✳



❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✹✾

✷✳✶✳✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ Pij✱ i 6= j✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ i ✈❡rs j ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ X✳ X ♥❡ ❣èr❡ ♣❛s ❧❡ t❡♠♣s

T ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ét❛♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡

(X,T )✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦t❡r Z ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ t❡❧ q✉❡ Z(t) = X
eN(t)✳

■♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

Z ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛❜♦r❞é❡ ✿

pij(l, l + t) = P (Z(l + t) = j|Z(l) = i)

= P (X
eN(l+t) = j|X

eN(l) = i)

= P (X
eN(t) = j|X

eN(0) = i)

= P (Z(t) = j|Z(0) = i)

= pij(t) i, j ∈ E ❡t x ≥ 0 ✭✷✳✶✺✮

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡st ❞♦♥❝ tr❛♥s♠✐s❡

♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, t]✳ ❈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é✈é♥❡♠❡♥t ❡st ♣❛rt✐✲

❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❬✼✸❪✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ q✉❡ ❝❡tt❡

♣r❡♠✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦✐t ❞❡ i ✈❡rs k✱ k ∈ E✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✐t

❧✐❡✉ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r x✱ s✬é❝r✐t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ✿

αik(x)Si.(x) = Pikfik(x) ✭✷✳✶✻✮

❊♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✷✳✶✺✮ ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ ❧❡

♣r❡♠✐❡r ét❛t k ❡st ❛♣♣❛r✉ ❛✉ t❡♠♣s x✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s♦✐t é❣❛❧ à j ❛✉

t❡♠♣s t (t > x) s✬é❝r✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✿

P (Z(t) = j|Z(x) = k) = P (Z(t− x) = j|Z(0) = k)

= pkj(t− x) ✭✷✳✶✼✮

▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✭✷✳✶✻✮ ❡t ✭✷✳✶✼✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ q✉❡ Z(t) = j s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ❡st k ❡t q✉❡ ❧✬ét❛t

✐♥✐t✐❛❧ ❡st i ✿

P (Z(t) = j|X0 = i,X1 = k, (T1 − T0) ≤ t) =

∫ t

0

Pikfik(x)pkj(t− x)dx

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡✱ ♣❛r s♦♠♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ Z(t) = j✱ s❛❝❤❛♥t

q✉❡ Z(0) = i ❡t q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✐t ❧✐❡✉ ❞❛♥s [0, t]✱ s✬é❝r✐t ✿

P (Z(t) = j|X0 = i, (T1 − T0) ≤ t) =
r∑

k=1

∫ t

0

Pikfik(x)pkj(t− x)dx ✭✷✳✶✽✮



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r P (Z(t) = j|Z(0) = i)✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù

i = j✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❥♦✉t❡r à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉✬❛✉❝✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♥❡ s❡

♣r♦❞✉✐s❡ ❞❛♥s [0, t]✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ✭✷✳✶✵✮✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st é❣❛❧❡ à ✿

P ((T1 − T0) > t|X0 = i) = Si.(t)

=
r∑

l 6=i

PilSil(t) ✭✷✳✶✾✮

❊♥ ♣♦s❛♥t δij = 0 s✐ i 6= j ❡t ✶ s✐♥♦♥✱ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✭✷✳✶✽✮ ❡t ✭✷✳✶✾✮✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

pij(t) =
r∑

k=1

∫ t

0

Pikfik(x)pkj(t− x)dx + δij

r∑

l 6=i

PilSil(t) ✭✷✳✷✵✮

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s pij(t)✱ i, j ∈ E✳

✷✳✶✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥✲

t❡♥❛♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡st r❡♣éré ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❡ h (h =

1, 2, ..., n)✳ ▲❡ s✉❥❡t h ❝❤❛♥❣❡ mh − 1 ❢♦✐s ❞✬ét❛ts ❛✉① t❡♠♣s Th,1 < Th,2 < ... < Th,mh−1✳

❆ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡♠♣s✱ ❧❡s s✉❥❡ts ♦♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♦❝❝✉♣é ❧❡s ét❛ts Xh
1 , X

h
2 , ..., X

h
mh−1✱

❛✈❡❝ Xh
p 6= Xh

p+1✱ p = 1, ...,mh−1✳ ❊t✉❞✐♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s ❞✬♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h✱ ♥♦té Th,mh
✳ ■❧ ♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♦✉

❛❧♦rs à ✉♥❡ ❝❡♥s✉r❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ ✿

✭✐✮ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ i → j✱ ∀i 6= j✱ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r x ❞❛♥s ❧✬ét❛t i✳

▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ✿

lim
dx→0+

P (x < Tn+1 − Tn < x+ dx,Xn+1 = j|Xn = i)/dx = αij(x)Si.(x) = Pijfij(x)

✭✐✐✮ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❝❡♥s✉ré❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s r❡st❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t i

❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r x✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥❡ ♣♦ssé❞♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❙❛

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞♦♥❝ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✿

P (Tn+1 − Tn > x|Xn = i) = Si.(x)

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ s❡❧♦♥ ❧❡ st❛t✉t ❞❡ ❧❡✉r ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱

❝❡♥s✉ré❡ à ❞r♦✐t❡ (c) ♦✉ ♥♦♥✲❝❡♥s✉ré❡ (nc)✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡

♣r♦❞✉✐t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✿

V =
∏

h∈nc

[ mh∏

r=1

{
PXh

r−1
,Xh

r
fXh

r−1
,Xh

r
(Th,r − Th,r−1)

}]

×
∏

h∈c

[ mh−1∏

r=1

PXh
r−1

,Xh
r
fXh

r−1
,Xh

r
(Th,r − Th,r−1)SXh

mh−1
.(Th,mh

− Th,mh−1)

]
✭✷✳✷✶✮



❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✺✶

✷✳✶✳✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥❞r♦♥s ❧❡

♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❈♦① ❬✶❪✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✻✮✱ ♦♥ ♣♦s❡

zij = (z1
ij, ..., z

nij

ij )✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s nij ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣r❡s à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ i ✈❡rs j✳ ▲❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✿

λij(x, zij) = λ0,ij(x)η(zij) ✭✷✳✷✷✮

♦ù λ0,ij(x) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣r♦♣r❡ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ i ✈❡rs j ❛✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡

x ❡t η(zij) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❛

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♣♦✉r

♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ r✐sq✉❡s r❡❧❛t✐❢s✱ ♦♥

❞é✜♥✐t ✿

η(zij) = exp(βT
ijzij) ✭✷✳✷✸✮

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ♣❛r ❆♥❞❡rs❡♥ ❬✻✷❪✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st

❞✐t s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧✱ ❝❛r ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s ♥✬❡st s✉♣♣♦sé❡ q✉✬❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡

♠ê♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✬❡st ✐♠♣♦sé❡ ❡♥tr❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s s♦♥t

❝♦♠♣❛rés à t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✜①é✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡

❞♦♥❝ à ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣❛ss❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧✬ét❛t✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st

♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐ ♣❛r P❡r❡③ ❬✷✵❪✳ ❖♥ ❛tt❡♥❞ ♣❛r ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❣✐t s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡

❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣❛r

tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉r✈✐❡✱ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

r✐sq✉❡ ✭✷✳✷✷✮ ✿

Sij(x, zij) = exp(−
∫ x

0

λij(u, zij)du)

= exp(−η(zij)

∫ x

0

λ0,ij(u)du)

= S0,ij(x)
η(zij) ✭✷✳✷✹✮

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✷✳✷✶✮ ❡st r❡❢♦r♠✉❧é❡ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t

❧❡s t❡r♠❡s fij(x)✱ Sij(x) ❡t λij(x)✱ ♣❛r ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ fij(x, z)✱ Sij(x, z) ❡t

λij(x, z)✳

✷✳✶✳✺ ❈❤♦✐① ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

Pré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ fij(x) ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ x

❡t ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ϕij ♣r♦♣r❡ à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ i ✈❡rs j✳ P❛r



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭✶✳✶✵✮✱ ϕij ❡st é❣❛❧ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r (σij, νij)✳ ❉❛♥s

❧❡ ❜✉t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦t♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✿

fij(x) = f(x, ϕij)

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ♠♦❞✐✜és✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥tr❛✐✲

❣♥❛♥t ❡t ♣❡✉ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①

♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é tr♦✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡♥

❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✿ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✶✳✾✮✱ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭✶✳✶✵✮✱ ❡t ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✭✶✳✶✶✮✳ P♦✉r

♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①✱ ❛❞♦♣t♦♥s ♣❧✉tôt ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ♥❡

❝❤❛♥❣❡ ❡♥ r✐❡♥ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿

fij(x) = f (ij)(x, ϕij)

▲❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❤❛q✉❡

tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❝❝r✉❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡✳ P❛rt❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s

❝♦♠♣❧❡t✱ WG à ✸ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s t❡st❡r♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s σij ❡t ωij à ✶✱

♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✳

✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❱■❍

✷✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ✭✷✳✶✮✱

❧❡s ✈✐s✐t❡s s♦♥t ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ s✉✐✈✐ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ ❧❡s tr❛♥✲

s✐t✐♦♥s 3 → 1 ❡t 2 → 4 s♦♥t ♣❡✉ r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ s❛✉t ❞❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té✳ ▲❡ str✉❝t✉r❡ ét✉❞✐é❡

s❡r❛ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r q✉❛tr❡ ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❡t ❤✉✐t tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ❈❡tt❡

ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ✈✐s✐t❡s ❥✉st✐✜❡ ❛✉ss✐ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①

✈✐s✐t❡s✳

▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✶✷✹✹ ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✹✽✵✹ ♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s ❞❡ q✉❛tr❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❈❱ ❡t

❞❡ ❈❉✹✳ ❇✐❡♥ sûr✱ s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❞❛t❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❤♦rt❡✱ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s

✐♠♣♦rt❛♥t✳

▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✷✳✶✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❛❧❧❡rs

❡t r❡t♦✉rs ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t ✷ ❡t ❧✬ét❛t ✸ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s r❡♣rés❡♥tés✱ ❛✈❡❝ ❡♥✈✐r♦♥ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s tr❛♥✲

s✐t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❆✉① s❡✉✐❧s ❝❤♦✐s✐s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✈✐r❛❧❡ s♦✐t ♣❧✉s ✢✉❝t✉❛♥t❡



❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❱■❍ ✺✸

q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❈❉✹✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ r❡♠❛rq✉❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡

❧✬ét❛t ✹ ✈❡rs ✉♥ ét❛t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣r♦♥♦st✐❝✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ ❧✬❡✛♦rt ❞✉ ❝❧✐♥✐❝✐❡♥ à ❞✐♠✐♥✉❡r

❧❡ rés❡r✈♦✐r ✈✐r♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❈❱✮ ❡t à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ rés❡r✈♦✐r ✐♠♠✉♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❈❉✹✮✳

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❊✛❡❝t✐❢ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ▼é❞✐❛♥❡❛

1 → 1❜ ✸✶ ✵✱✻ ✪ ✵✱✽✷

1 → 2 ✷✽✷ ✺✱✾ ✪ ✵✱✺✷

1 → 3 ✺✽ ✶✱✷ ✪ ✵✱✹✽

1 → 4 ✶✼✹ ✸✱✻ ✪ ✵✱✺✶

2 → 1 ✶✺✷ ✸✱✷ ✪ ✵✱✻✸

2 → 2❜ ✻✵✺ ✶✷✱✻ ✪ ✶✱✼✺

2 → 3 ✾✾✹ ✷✵✱✼ ✪ ✵✱✽✶

3 → 2 ✶✸✹✵ ✷✼✱✾ ✪ ✵✱✼✽

3 → 3❜ ✷✸✶ ✹✱✽ ✪ ✶✱✸✶

3 → 4 ✷✶✷ ✹✱✹ ✪ ✵✱✽✺

4 → 1 ✷✽✸ ✺✱✾ ✪ ✵✱✼✻

4 → 2 ✶✵✾ ✷✱✸ ✪ ✵✱✺✻

4 → 3 ✷✻✽ ✺✱✻ ✪ ✵✱✺✵

4 → 4❜ ✻✺ ✶✱✹ ✪ ✶✱✶✽
❛ ❚❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ♠é❞✐❛♥ ❡♥ ♠♦✐s
❜ ❈❡♥s✉r❡s à ❞r♦✐t❡

❚❛❜✳ ✷✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐✈✐té ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✷✳✷✮✱ ♥♦tr❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé ♣♦✉r ✉♥ t✐❡rs ❞❡

❢❡♠♠❡s✳ ✸✷ ✪ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts â❣és ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✹✵ ❛♥s✳ ▲❡

♠♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ré♣❛rt✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ✹ ❝❛té❣♦r✐❡s ❞é✜♥✐❡s✳ ❊♥✜♥✱ r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✾✱✼ ✪ ❡t ✶✾✱✺ ✪ s♦♥t ❝♦✲✐♥❢❡❝tés ♣❛r ✉♥❡ ❤é♣❛t✐t❡ ❇ ❡t ❈✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❱■❍ ♣♦s✐t✐❢s✳

❈♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❊✛❡❝t✐❢ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡

❋❡♠♠❡s ✸✽✶ ✸✵✱✻ ✪

❆❣❡ > ✹✵ ❛♥s ✸✾✺ ✸✶✱✽ ✪

❈♦✲✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱❍❇ ✶✷✶ ✾✱✼ ✪

❈♦✲✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❱❍❈ ✷✹✷ ✶✾✱✺ ✪

❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❤étér♦s❡①✉❡❧❧❡ ✸✺✾ ✷✽✱✾ ✪

❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❤♦♠♦s❡①✉❡❧❧❡ ✷✺✶ ✷✵✱✷ ✪

❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r t♦①✐❝♦♠❛♥✐❡ ✸✸✼ ✷✼✱✶ ✪

❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛✉tr❡ ✭❛❝❝✐❞❡♥ts✮ ✷✾✼ ✷✸✱✾ ✪

❚❛❜✳ ✷✳✷ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬ét✉❞❡



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

✷✳✷✳✷ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s à

❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡

❞❡ t❡st❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡✉① t❡sts✳ ▲❡

t❡st ❞❡ ❲❛❧❞ ✭sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ✉♥✐✈❛r✐é✮ ❡t ❧❡ t❡st ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

✭sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é ❡t ❝❤♦✐① ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

❞✐st✐♥❣✉❡r q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ✭❲❡✐❜✉❧❧

❡t ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✮✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡s ❝❡tt❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛♥❛❧②s❡

❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞✉ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡

r✐sq✉❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r✳

✭✐✮ ❆♥❛❧②s❡ str❛t✐✜é❡ ✲ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐✛ér❡♥t ♣❛r ♠♦❞❛❧✐té ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r❛ ❡st✐♠é

✭❛♥❛❧②s❡ ❡♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✮✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥térêts✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s

♣♦✉rr♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❛❞éq✉❛t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❧♦✐ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✐❞❡♥t✐✜❡r♦♥s ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉❡r♦♥s ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s

r✐sq✉❡s✱ ♣r♦♣r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés

s♦✉s ❢♦r♠❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳

✭✐✐✮ ❆♥❛❧②s❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡ ✲ ❆♣rès ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ♣❧✉s ❡①♣❧♦r❛t♦✐r❡ q✉✬❛♥❛❧②✲

t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♠❡ttr♦♥s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡s ♠♦✲

❞è❧❡s ✧✉♥✐✈❛r✐és✧ ❛✉ s❡♥s ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣rés❡♥❝❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛ ✉♥ ❡✛❡t

s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✽ ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉①

✽ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t

s♣é❝✐✜q✉❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✲

♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥ts (8×10)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ r❡t❡♥✐r✱ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs

❞♦♥t ❧❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✵✱✵✺ ✭t❡st ❞❡ ❲❛❧❞✮✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥❡

s❡r♦♥t ♣❛s ♣rés❡♥tés ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦✐♥ts s❡r♦♥t

❡①♣❧✐❝✐tés✳

✭✐✐✐✮ ❆♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ✲ ❉❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ t❡♠♣s✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t r❡t❡♥✉❡s s❡r♦♥t ✐♥❝❧✉❡s

❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r❛ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s

❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ♠♦✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s (p > 0, 05) s❡r♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ✉♥❡ à ✉♥❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭t❡st

❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✮✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛✐❡♥t ✉♥

r✐sq✉❡ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ s❡✉✐❧✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✱

❧❛ ❝♦♥st❛♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s❡r❛ é✈❛❧✉é❡ ✭✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡

à ✸✵✪✮✳ ❈❡tt❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥térêt ✿ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s

❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♦✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❡t ♠❡s✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✭✐✈✮ ❈❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① ✲ ❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉



❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❱■❍ ✺✺

♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ✐❞❡♥✲

t✐✜❡r✱ ♣❛r ❧❡ t❡st ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ s✐ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭νij ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡t θij ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✮ ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡

❧❛ ✈❛❧❡✉r t❤é♦r✐q✉❡ ✶✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s à ♣❛rt✐r

❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ R✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ optim() ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❡t ❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ♠❛tr✐❝❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐✲

❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ❬✼✺❪✳ P♦✉r ❧❛♥❝❡r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s str❛t✐✜és ❡t

✉♥✐✈❛r✐és✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣r♦♣r❡s ❛✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠é✲

t❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s s✉r✈✐❡s ❡st✐♠é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡

❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ❬✼✻❪✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ s✐♠♣❧❡s

♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ❉❡✉① t❡sts✱ éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥t été ❝✐tés ❞❛♥s ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡

❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ t❡st ❞❡ ❲❛❧❞ ét❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡

❞♦♥t ♥♦✉s ♥❡ ♣♦ssé❞♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér❡r♦♥s ❧❡ t❡st ❞✉ ❘❛♣♣♦rt ❞❡

❱r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭LRS✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts à ❡✛❡❝t✉❡r ❡st ♣❡✉ é❧❡✈é✳ ❈✬❡st ♣♦✉r

❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧❡ t❡st ❞❡ ❲❛❧❞ ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ str❛té❣✐❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥t❡s✳

✷✳✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts

▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧

❆♥❛❧②s❡ str❛t✐✜é❡ ✲ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥✲

♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s ♥✬❡st q✉❡ r❛r❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ♦✉ ❞✐✈❡r✲

❣❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜s❡r✈és✳ ❈❡ ❝♦♥st❛t ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s

♣é♥❛❧✐s❛♥t q✉✬✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞✬✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐✛èr❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✸✮ ♣rés❡♥t❡

❝❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡①❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 4 → 3 ❡♥tr❡ ❤♦♠♠❡s ❡t

❢❡♠♠❡s✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s ❤♦♠♠❡s s❡♠❜❧❡ ♣❧✉tôt ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❧♦✐ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s❛♥s

♠é♠♦✐r❡✮✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡♠♠❡s ✭❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✮✳ ❉❛♥s ❞❡ t❡❧❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱

s❡✉❧❡ ❧❛ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ❧❛✐ss❛♥t ♣❛s

❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ t❡st❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣ré❢ér❡r❛ é❧✐♠✐♥❡r ❧✬❡✛❡t

❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té✳

❆♥❛❧②s❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡ ✲ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✷✳✸✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r

❧✬❛♥❛❧②s❡ str❛t✐✜é❡ ✭s✐❣♥❛❧é❡s ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ×✮✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st

s✉❜❥❡❝t✐✈❡✱ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬é✈✐t❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❜♦✉t✐r

à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s s❡r❛✐❡♥t ❛❜✉s✐✈❡s✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡ é❧✐♠✐♥❡ à

s♦♥ t♦✉r ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♣❛r❛✐ss❡♥t ✐♥✉t✐❧❡s ♣❛r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✸✱ s②♠❜♦❧❡

❖✮✳ ❙✉r ❧❡s ✽✵ ❢❛❝t❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ✶✶ ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✳



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

❚r❛♥s✐t✳ ❙❡①❡ ❆❣❡ ❱❍❇ ❱❍❈ ❈♦✳❍étér♦✳ ❈♦✳❍♦♠♦✳ ❈♦✳❚♦①✐❝♦✳ ❈♦✳❛✉tr❡

1 → 2 × × × ×
1 → 3 × × × × × × × ×
1 → 4 × × × × × × ❖

2 → 1 × × ❖ × ❖ × ❖ × × ❖

2 → 3 × × ×
3 → 2 × × ❖ × ❖

3 → 4 × × ❖ × ❖

4 → 1 × × × × ❖ ×
4 → 2 × × ×
4 → 3 × × × ❖

❚❛❜✳ ✷✳✸ ✕ ❈♦✈❛r✐❛❜❧❡s r❡t❡♥✉❡s ❛♣rès ❧❡s str❛té❣✐❡s str❛t✐✜é❡s ✭×✮ ❡t ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✭❖✮

❆♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ✲ ❆♣rès sé❧❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ r❡♣♦s❡ s✉r ✺ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱

s♦✐t ✸✶ ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉ t♦t❛❧✳ ▲❡✉rs ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs ✈❛r✐❛♥❝❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s

t❛❜❧❡❛✉① ✭✷✳✹✮ ❡t ✭✷✳✺✮✳ ▲❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st é❣❛❧❡ à ✲✻✶✷✹✱✵✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥

❝r✐tèr❡ ❞✬❆■❈✶ é❣❛❧ à ✶✷✸✶✵✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ✸✱ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❝♦✐♥❢❡❝tés ♣❛r ✉♥❡ ❤é♣❛t✐t❡

❈ ❡t ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❛❝❝✐❞❡♥t❡❧ tr❛♥s✐t❡♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs

❧✬ét❛t ✷✳ ▲❡s ♠❛❧❛❞❡s â❣és ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✹✵ ❛♥s ❡t ❝❡✉① ❝♦✐♥❢❡❝tés ♣❛r ✉♥❡ ❤é♣❛t✐t❡ ❇✱ ♣❛ss❡♥t

♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ✸ à ❧✬ét❛t ✹✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠❛❧❛❞✐❡✳ ❯♥ ♣❛t✐❡♥t ❞♦♥t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❛❝❝✐❞❡♥t❡❧ s❡♠❜❧❡ tr❛♥s✐t❡r ♣❧✉s

r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡ ✹ à ✸✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s νij s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

✶✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❧❛✐ss❡r s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜é✐ss❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✳

❆♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ❛✈❡❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ✲ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡✱

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s νij ♣❛r ❧❡ t❡st ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭LRS✮✱ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s t♦t❛❧ ❞❡ ✸✶ à ✷✼✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞❡ ✹ ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱

s❡♠❜❧❡♥t s✉✐✈r❡ ❞❡s ❧♦✐s ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭lnV = −6126, 96 ❡t

AIC = 12307, 92✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s 4 → 3✱ 3 → 2✱ 2 → 1 ❡t 1 → 4 ✭t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✻✮✳ ▲❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧✱ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠

❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ s♦♥t ❛✐♥s✐ r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✷✳✼✮✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡st❛♥t

❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ✈❛r✐❡♥t q✉❡ très ♣❡✉✳ ❈❡❝✐ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t

❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥✢✉❡♥ç❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ❞♦♥❝ à ♥♦t❡r ✿ ❧❡s ❤é♣❛t✐t❡s ❇ ❡t ❈✱ ❧✬â❣❡ ❡t ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥

❛✉tr❡s q✉❡ s❡①✉❡❧s ❡t ♣❛r t♦①✐❝♦♠❛♥✐❡✳

✶▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈r✐tèr❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❆❦❛✐❦❡ ✭❆■❈✮ ♣❡r♠❡t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲

❡♠❜♦îtés✳ AIC = −2 × lnV + 2 ×◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s



❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❱■❍ ✺✼

νij σij

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❈♦❡✛✳ ❊❝❛rt✲t②♣❡ ❈♦❡✛✳ ❊❝❛rt✲t②♣❡

1 → 2 ✶✱✶✶ ✵✱✵✺ ✵✱✺✾ ✵✱✵✹

1 → 3 ✶✱✹✺ ✵✱✶✹ ✵✱✺✺ ✵✱✵✺

1 → 4 ✶✱✶✵ ✵✱✵✻ ✵✱✺✽ ✵✱✵✺

2 → 1 ✵✱✾✶ ✵✱✵✻ ✵✱✼✾ ✵✱✶✵

2 → 3 ✵✱✽✼ ✵✱✵✷ ✶✱✽✽ ✵✱✵✼

3 → 2 ✶✱✵✸ ✵✱✵✷ ✵✱✾✽ ✵✱✵✹

3 → 4 ✵✱✼✽ ✵✱✵✹ ✶✱✽✹ ✵✱✷✻

4 → 1 ✵✱✾✶ ✵✱✵✹ ✵✱✾✺ ✵✱✵✼

4 → 2 ✶✱✶✾ ✵✱✵✾ ✵✱✻✸ ✵✱✵✻

4 → 3 ✵✱✾✾ ✵✱✵✺ ✵✱✺✼ ✵✱✵✹

❚❛❜✳ ✷✳✹ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

♠✉❧t✐✲ét❛ts

▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s str❛t✐✜é❡s ❡t ✉♥✐✈❛r✐é❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✶✶

❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✽✮✳

❆♣rès ❧❛ str❛té❣✐❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✱ ✾ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥✢✉❡♥t❡s

✭t❛❜❧❡❛✉① ✷✳✾ ❡t ✷✳✶✵✮✳ ▲❡s ❢❡♠♠❡s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à tr❛♥s✐t❡r ♣❧✉s ✈✐t❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ✸✳ ❉❡ ❧❛

♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ êtr❡ â❣é ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✹✵ ❛♥s✱ êtr❡ ❝♦✲✐♥❢❡❝té ♣❛r ✉♥❡ ❤é♣❛t✐t❡ ❇ ♦✉ ❛✈♦✐r été

❝♦♥t❛♠✐♥é ♣❛r t♦①✐❝♦♠❛♥✐❡✱ s❡♠❜❧❡ ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 2✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts

❝♦♥t❛♠✐♥és ♣❛r ✉♥ r❛♣♣♦rt ❤♦♠♦s❡①✉❡❧ ♣❛ss❡♥t ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ❧✬ét❛t ✷✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❛❝❝✐❞❡♥t✱ ❤étér♦s❡①✉❡❧✱ ♣❛r t♦①✐❝♦♠❛♥✐❡ ❡t ❧❡ s❡①❡

r❛❧❡♥t✐ss❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s 2 → 3✱ 3 → 2✱ 4 → 1 ❡t 3 → 4✳

❆✉❝✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θij✱ ∀i 6= j ∈ {1, 2, 3, 4}✱ ♥✬❡st st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ✶✳ ❆✉tr❡✲

♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ s❡♠❜❧❡ ❥✉st✐✜é❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛

tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ é❣❛❧❡

à ✲✺✼✵✹✱✵✽✳ ❆✈❡❝ ✹✺ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❆■❈ ✈❛✉t ✶✶✹✾✽✱✶✻✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t

✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❢♦♥❞é s✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❲❡✐❜✉❧❧ ❡t ❊①✲

♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✶✷✸✵✼✱✾✷✮✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡♠❜❧❡♥t s✉✐✈r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉

t②♣❡ ∩✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡

❜❛s❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✭❡①♣r❡ss✐♦♥ ✶✳✶✷✮✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r

❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés θij > νij > 1, ∀ ij✳ P❡✉ ❞❡ t❡♠♣s ❛♣rès ❧✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t✱ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st é❧❡✈é ❡t ❝r♦✐ss❛♥t✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ r❡✢èt❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉

♣❛t✐❡♥t q✉✐ ✈✐❡♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞✬ét❛t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛♣rès ✉♥ ❞é❧❛✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✱

❝❡ r✐sq✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ r❡✢❡t❛♥t ✉♥❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳ P❧✉s ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ ♣❛ss❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ✉♥

ét❛t✱ ♠♦✐♥s ❡❧❧❡ ❛ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❡♥ s♦rt✐r✳



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

P❛r❛♠ètr❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❊❝❛rt✲t②♣❡

P12 ✵✱✺✺ ✵✱✵✷

P13 ✵✱✶✶ ✵✱✵✶

P21 ✵✱✶✵ ✵✱✵✶

P32 ✵✱✽✺ ✵✱✵✶

P41 ✵✱✹✺ ✵✱✵✷

P42 ✵✱✶✻ ✵✱✵✶

βV HC
32 ✵✱✶✽ ✵✱✵✼

βco.autre
32 ✵✱✶✽ ✵✱✵✼

βage
34 ✵✱✺✶ ✵✱✶✼

βV HB
34 ✵✱✸✹ ✵✱✶✽

βco.autre
43 ✵✱✷✽ ✵✱✶✻

❚❛❜✳ ✷✳✺ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲

♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧

▼♦❞è❧❡ ▲♦❣❱ ▲❘❙ ❞❞❧ ♣✲✈❛❧✉❡

▼♦❞è❧❡ ✶ ✿ νij 6= 1 ∀i 6= j ∈ {1, 2, 3, 4} ✲✻✶✷✹✱✵✵

▼♦❞è❧❡ ✷ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✶ ❛✈❡❝ ν43 = 1 ✲✻✶✷✹✱✵✶ ✵✱✵✷ ✶ ✵✱✽✾

▼♦❞è❧❡ ✸ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✷ ❛✈❡❝ ν32 = 1 ✲✻✶✷✹✱✼✵ ✶✱✸✽ ✶ ✵✱✷✹

▼♦❞è❧❡ ✹ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✸ ❛✈❡❝ ν21 = 1 ✲✻✶✷✺✱✽✶ ✷✱✷✷ ✶ ✵✱✶✹

▼♦❞è❧❡ ✺ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✹ ❛✈❡❝ ν14 = 1 ✲✻✶✷✻✱✾✻ ✶✱✶✺ ✶ ✵✱✷✽

❚❛❜✳ ✷✳✻ ✕ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡t ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s

♦♥t ✉♥ ✐♥térêt r❡str❡✐♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t

❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✉s✉r❡ ♦✉ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥✱ à tr❛✈❡rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡

r✐sq✉❡ ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s ♦✉ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r P❡r❡③ ❬✷✵❪ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❝❡r✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts sér♦♣♦s✐t✐❢s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ∩✱
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❖✉tr❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱

❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬❡st ♣❛s r♦❜✉st❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛

❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡

❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣ré❞✐❝t✐❢s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t

q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s ❡st ❛✉ss✐ r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣é❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ❥✉st✐✜❡♥t

❞♦♥❝ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥



❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✕ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✺✾

✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✉t✐❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛✲

♠ètr❡s ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈❡tt❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s

❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♦✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡

♣ré❞✐❝t✐❢ ❛❜♦✉t✐✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ à

❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ i→ j✱ ∀i 6= j✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡t

❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧✱ ♦ù ✹ ❞❡s ✶✵ tr❛♥s✐t✐♦♥s ré♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ♣❡r♠❡t✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r ❧❡s ❝❧✐♥✐❝✐❡♥s✱ ❝♦♠♠❡

❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r

❞❛♥s ✉♥ ét❛t✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠❡tt❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

❧✐♠✐t❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐✳ ▲✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✷✳✷✶✮✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦rt❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs

tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣❛t✐❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝ré❡r ✉♥❡ ❝♦r✲

ré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡r♠❡t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

t❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❝♦♠♠❡ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡✳



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

P❛r❛♠ètr❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❊❝❛rt✲t②♣❡

ν12 ✶✱✶✷ ✵✱✵✺

ν13 ✶✱✹✺ ✵✱✶✹

ν23 ✵✱✽✼ ✵✱✵✷

ν34 ✵✱✼✾ ✵✱✵✹

ν41 ✵✱✾✶ ✵✱✵✹

ν42 ✶✱✶✾ ✵✱✵✽

σ12 ✵✱✺✾ ✵✱✵✸

σ13 ✵✱✺✺ ✵✱✵✺

σ14 ✵✱✺✼ ✵✱✵✺

σ21 ✵✱✼✽ ✵✱✵✽

σ23 ✶✱✽✽ ✵✱✵✼

σ32 ✵✱✾✽ ✵✱✵✹

σ34 ✶✱✼✽ ✵✱✷✻

σ41 ✵✱✾✺ ✵✱✵✼

σ42 ✵✱✻✸ ✵✱✵✻

σ43 ✵✱✺✼ ✵✱✵✹

P12 ✵✱✺✺ ✵✱✵✷

P13 ✵✱✶✶ ✵✱✵✶

P21 ✵✱✶✵ ✵✱✵✶

P32 ✵✱✽✺ ✵✱✵✶

P41 ✵✱✹✺ ✵✱✵✷

P42 ✵✱✶✻ ✵✱✵✶

βV HC
32 ✵✱✶✼ ✵✱✵✼

βco.autre
32 ✵✱✶✽ ✵✱✵✼

βage
34 ✵✱✺✵ ✵✱✶✼

βV HB
34 ✵✱✸✸ ✵✱✶✽

βco.autre
43 ✵✱✷✽ ✵✱✶✻

❚❛❜✳ ✷✳✼ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é ✜♥❛❧ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡t ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧



❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✕ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✻✶

❚r❛♥s✐t✳ ❙❡①❡ ❆❣❡ ❱❍❇ ❱❍❈ ❈♦✳❍étér♦✳ ❈♦✳❍♦♠♦✳ ❈♦✳❚♦①✐❝♦✳ ❈♦✳❛✉tr❡

1 → 2 × × × ×
1 → 3 × ❖ × × × ×
1 → 4 × × × ×
2 → 1 × × ❖ × ❖ × ❖ × × ❖ × ❖ ×
2 → 3 × × × × ❖

3 → 2 × × ❖

3 → 4 × ❖ × ❖ ×
4 → 1 × × × ❖ ×
4 → 2 × ×
4 → 3 ×

❚❛❜✳ ✷✳✽ ✕ ❈♦✈❛r✐❛❜❧❡s r❡t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ❛♣rès ❧❡s str❛té❣✐❡s str❛t✐✜é❡s

✭×✮ ❡t ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✭❖✮

νij σij θij

❚r❛♥s✐t✳ ❈♦❡✛✳ ❊❝❛rt✲t②♣❡ ❈♦❡✛✳ ❊❝❛rt✲t②♣❡ ❈♦❡✛✳ ❊❝❛rt✲t②♣❡

1 → 2 ✷✱✽✺ ✵✱✹✸ ✵✱✶✸ ✵✱✵✶ ✺✱✹✻ ✶✱✵✾

1 → 3 ✷✱✽✻ ✵✱✻✺ ✵✱✷✸ ✵✱✵✺ ✸✱✻✶ ✶✱✷✺

1 → 4 ✷✱✻✼ ✵✱✸✾ ✵✱✶✺ ✵✱✵✷ ✹✱✺✾ ✵✱✽✾

2 → 1 ✸✱✵✹ ✵✱✹✾ ✵✱✶✷ ✵✱✵✶ ✷✻✱✷✸ ✻✱✻✷

2 → 3 ✷✱✻✶ ✵✱✷✵ ✵✱✶✽ ✵✱✵✶ ✼✱✷✵ ✵✱✽✷

3 → 2 ✷✱✼✺ ✵✱✷✶ ✵✱✶✺ ✵✱✵✶ ✻✱✷✽ ✵✱✻✸

3 → 4 ✷✱✶✾ ✵✱✸✻ ✵✱✶✸ ✵✱✵✷ ✺✱✺✽ ✶✱✷✺

4 → 1 ✸✱✺✵ ✵✱✻✵ ✵✱✶✶ ✵✱✵✶ ✽✱✹✾ ✶✱✼✷

4 → 2 ✸✱✸✽ ✵✱✽✺ ✵✱✶✺ ✵✱✵✷ ✻✱✸✷ ✷✱✶✶

4 → 3 ✷✱✾✵ ✵✱✹✶ ✵✱✶✵ ✵✱✵✶ ✻✱✷✸ ✶✱✶✸

❚❛❜✳ ✷✳✾ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

❣é♥ér❛❧✐sé ♠✉❧t✐✲ét❛ts



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

P❛r❛♠ètr❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❊❝❛rt✲t②♣❡

P12 ✵✱✺✺ ✵✱✵✷

P13 ✵✱✶✶ ✵✱✵✶

P21 ✵✱✷✵ ✵✱✵✷

P32 ✵✱✽✻ ✵✱✵✶

P41 ✵✱✹✹ ✵✱✵✷

P42 ✵✱✶✻ ✵✱✵✶

βsexe
13 ✵✱✺✽ ✵✱✸✸

βage
21 ✵✱✻✺ ✵✱✶✾

βV HB
21 ✵✱✽✺ ✵✱✷✷

βco.homo
21 ✲✵✱✺✺ ✵✱✷✽

βco.toxico
21 ✵✱✹✹ ✵✱✷✷

βco.autre
23 ✲✵✱✶✾ ✵✱✵✾

βco.hetero
32 ✲✵✱✶✸ ✵✱✵✻

βsexe
34 ✲✵✱✹✸ ✵✱✶✾

βToxico
41 ✲✵✱✷✽ ✵✱✶✸

❚❛❜✳ ✷✳✶✵ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲

♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé
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❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s ❡♥tr❡ ✈✐s✐t❡s



❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✕ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✻✸

CV < 400 cp/ml
et

CD4 < 200 /mm³

ETAT 1 ETAT 2
CV < 400 cp/ml

et
CD4 > 200 /mm³

CV > 400 cp/ml
et

CD4 < 200 /mm³

ETAT 4 ETAT 3
CV > 400 cp/ml

et
CD4 > 200 /mm³

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ●r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❱■❍
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❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣❛r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t s❡❧♦♥ ❧❡ s❡①❡



✻✺

❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❈♦♠♠❡ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ✉♥ s✉❝❝ès ❣r❛♥✲

❞✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠é❞✐❝❛❧✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈✐❡

♥♦♥✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❤♦rt❡s ♦ù ❝❡rt❛✐♥s é✈é♥❡♠❡♥ts

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré♣étés ❝❤❡③ ✉♥ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳

❉❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s ❬✼✼✱ ✼✽✱ ✻✸❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t

❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♣♦s✲

sé❞❡r❛✐❡♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡és✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s♦✉❧❡✈é ❞❛♥s

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré♣été❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❛✈❡❝

❢r❛❣✐❧✐té✳ ❙❡✉❧ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❘✐♣❛tt✐ ❡t ❛❧✳ ❬✼✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à tr♦✐s ét❛ts ✭❛✈❡❝ ✉♥ ét❛t

❛❜s♦r❜❛♥t✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s❛♥s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✳

✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ s❡✉❧

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♦❜s❡r✈é✳ P♦✉r é❝r✐r❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❝❡♥s✉ré❡ à ✉♥ t❡♠♣s

❞✬❛tt❡♥t❡ é❣❛❧ à y✳ ▲❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t k✱ s♦♥t

♥♦té❡s zy✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s δ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❛✈❡❝ δ = 1 s✐ ❛✉❝✉♥❡ ❝❡♥s✉r❡ ♥✬❡st

♣rés❡♥t❡✱ ❡t δ = 0 s✐♥♦♥✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬✉♥ s✉❥❡t s✉❜✐ss❡

nij ❢♦✐s ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t i ✈❡rs ❧✬ét❛t j ❛♣rès ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ {dij1, dij2, ..., dijnij
}✱



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✕ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❛❧♦rs s❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

V =
∏

ij

nij∏

r=1

{
Pijλij(dijr, zijr)exp

(
−

∫ dijr

0

λij(u, zijr)du
)}

×
{∑

j 6=k

Pkjexp
(
−

∫ y

0

λkj(u, zy)du
)}δ

✭✸✳✶✮

❊♥ ♣♦s❛♥t Λij(x) =
∫ x

0
λij(u)du✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ✿

V =
∏

ij

{
P

nij

ij λij(dij1, zij1)....λij(dijnij
, zijnij

)exp
(
− [Λij(dij1, zij1) + ...

...+ Λij(dijnij
, zijnij

)]
)}

×
{∑

j 6=k

Pkjexp
(
− Λkj(y, zy)

)}δ

✭✸✳✷✮

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s

❡t s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s à ✉♥ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭❢r❛❣✐❧✐té✮✱ ω✳ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❢r❛✲

❣✐❧✐tés s♦♥t ♣r♦♣r❡s à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ ❛✉

t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ x ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✱ é❣❛❧❡ à ωijλij(x)✳ ❆✐♥s✐ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ✿

Vcond =
∏

ij

{
P

nij

ij ω
nij

ij λij(dij1, zij1)....λij(dijnij
, zijnij

)exp
(
− ωij[Λij(dij1, zij1) + ...

...+ Λij(dijnij
, zijnij

)]
)}

×
{∑

j 6=k

Pkjexp
(
− ωkjΛkj(y, zy)

)}δ

✭✸✳✸✮

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♣♦s♦♥s Vij = Λij(dij1, zij1) + ... + Λij(dijnij
, zijnij

)✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❝✉♠✉❧é❡

t♦t❛❧❡ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t Ukj = Λkj(y, zy)✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ à ❧❛

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ s✉r Z ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✸✳✸✮ ✿

V = E
[ ∏

ij

{
P

nij

ij ω
nij

ij λij(dij1, zij1)....λij(dijnij
, zijnij

)exp
(
− ωijvij

)}

×
{∑

j 6=k

Pkjexp
(
− ωkjukj

)}δ]
✭✸✳✹✮

▲❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✹✮✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✳✷✵✮ ❡♥ ♣♦s❛♥t L(a) = E[exp(aZ)]✱ ❧❛ r✐è♠❡ ❞ér✐✈é❡✱ L(r)(a)✱ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡

à (−1)rE[Zrexp(−aZ)]✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ♣❡✉t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é❡ ✿

V =
∏

ij

{
(−1)nijP

nij

ij λij(dij1, zij1)....λij(dijnij
, zijnij

)L(nij)(vij)
}

×
{∑

j 6=k

PkjL(ukj)
}δ

✭✸✳✺✮



❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✻✼

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ à ❧❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

lnV =
∑

ij

{
nijln(Pij) +

nij∑

p=1

ln
(
λij(dijp, zijp)

)
+ ln

(
(−1)nijL(nij)(vij)

)}

+ δ ln
( ∑

j 6=k

PkjL(ukj)
)

✭✸✳✻✮

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❧❡s ωij ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐s✲

tr✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ●❛♠♠❛✱ G(γ−1
ij , γ

−1
ij )✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✳✷✸✮✳ ❈❡tt❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t

❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à ✶ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à γij✳ ❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛✲

r❛♠ètr❡ γij r❡✢èt❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❤étér♦❣é♥é✐té✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ L(a)✱ ♣♦✉r

✉♥❡ t❡❧❧❡ ❧♦✐ ❡st é❣❛❧❡ à (1 + γija)
−γ−1

ij ✳ ▲❛ r✐è♠❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❞❡ t②♣❡ ●❛♠♠❛ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à ✿

L(r)(a) = −γr−1
ij (1 + γija)

(−1/γij−r)

r−1∏

p=1

(−1/γij − p)

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

lnV =
∑

ij

{
nijln(Pij) +

nij∑

p=1

ln(λij(dijp, zijp)) + ln
(
(−γij)

nij−1(1 + γijvij)
(−1/γij−nij)

nij−1∏

p=1

(−1/γij − p)
)}

+ δ ln
( ∑

j 6=k

Pkj(1 + γkjukj)
−1/γkj

)

=
∑

ij

{
nijln(Pij) +

nij∑

p=1

ln(λij(dijp, zijp)) + (nij − 1)ln(−γij) + (−1/γij − nij)

×ln(1 + γijvij) +

nij−1∑

p=1

ln(−1/γij − p)
}

+ δ ln
( ∑

j 6=k

Pkj(1 + γkjukj)
−1/γkj

)

=
∑

ij

{
nijln(Pij) +

nij∑

p=1

ln(λij(dijp, zijp)) + (−1/γij − nij)ln(1 + γijvij)

+

nij−1∑

p=1

(
ln(−γij) + ln(−1/γij − p)

)}
+ δ ln

( ∑

j 6=k

Pkj(1 + γkjukj)
−1/γkj

)

❖r ♦♥ ❛ ✿
nij−1∑

p=1

(
ln(−γij) + ln(−1/γij − p)

)
=

nij−1∑

p=1

(
ln(−γij(−1/γij − p))

)

=

nij−1∑

p=1

(
ln(1 + γijp)

)

=

nij∑

p=1

(
ln(1 + (p− 1)γij)

)



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✕ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

lnV =
∑

ij

{
nijln(Pij) +

nij∑

p=1

ln(λij(dijp, zijp)) + (−1/γij − nij)ln(1 + γijvij)

+

nij∑

p=1

(
ln(1 + (p− 1)γij)

)}
+ δ ln

( ∑

j 6=k

Pkj(1 + γkjukj)
−1/γkj

)

=
∑

ij

{
nijln(Pij) +

nij∑

p=1

(
ln(λij(dijp, zijp)) + ln(1 + (p− 1)γij)

)

−(1/γij + nij)ln(1 + γijvij)
}

+ δ ln
( ∑

j 6=k

Pkj(1 + γkjukj)
−1/γkj

)

P♦✉r ❝❧ôt✉r❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✳✶✶✮✳

P❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Λ0,ij(x) =
(
1 +

( x

σij

)νij
)1/θij

− 1

▲❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ ✿

lnV =
∑

ij

{
nijln(Pij) +

nij∑

p=1

(
ln

( 1

θij

(
1 + (

dijp

σij

)νij

) 1

θij
−1 νij

σij

(dijp

σij

)νij−1

exp(βT
ijzijp)

)

+ ln
(
1 + (p− 1)γij

))
− (1/γij + nij)ln

(
1 + γij

nij∑

p=1

((
1 +

(dijp

σij

)νij
)(1/θij)

− 1
)

× exp(βT
ijzijp)

)}
+ δ ln

( ∑

j 6=k

Pkj

(
1 + γkj

((
1 +

( y

σkj

)νkj
)1/θkj − 1

)

× exp(βT
kjzy)

)−1/γkj
)

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✱ ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s s✉❥❡ts

♥♦✉s r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

lnV =
∑

ij

{
nij

[
ln(Pij) − ln(θij) + ln(νij) − νijln(σij)

]
+

nij∑

p=1

(
(

1

θij

− 1)

×ln
(
1 + (

dijp

σij

)νij

)
+ (νij − 1)ln(dijp) + βT

ijzijp + ln(1 + (p− 1)γij)
)

−(1/γij + nij)ln
(
1 + γij

nij∑

p=1

((
1 +

(dijp

σij

)νij
)(1/θij)

− 1
)
exp(βT

ijzijp)
)}

+δ ln
( ∑

j 6=k

Pkj

(
1 + γkj

((
1 +

( y

σkj

)νkj
)1/θkj − 1

)
exp(βT

kjzy)
)−1/γkj

)
✭✸✳✼✮



❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✻✾

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ γij = 0✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à

❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✳ ❈❡ t❡st ❡st à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✱ γij ≥ 0✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❆❛❧❡♥ ❡t ❍✉s❜❡② ❬✷❪ ♦♥t

♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γij ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉❡s à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❧é❣èr❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡s✱

r❡♥❞❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❱■❍

▲❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s✳

◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✮ ❡t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✮✳ ❈✐♥q ❢❛❝t❡✉rs s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ❧✐és ❛✉①

❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ❝♦✲✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❍é♣❛t✐t❡ ❇✱ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s

1 → 4✱ 2 → 1 ❡t 2 → 3✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❝♦✲✐♥❢❡❝tés ♣❛r ❍é♣❛t✐t❡ ❇ ♦♥t ✶✱✾

❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ q✉✐tt❡r ❧✬ét❛t ✷✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬ét❛t ✶ s✉✐t✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱

❧❡s ♣❛t✐❡♥ts q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s été ❝♦♥t❛♠✐♥és ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦♠♦s❡①✉❡❧❧❡✱ s❡♠❜❧❡♥t êtr❡

❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ 2 → 1 ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳

❈♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❊st✐♠✳ ❊❚ ❘✐sq✉❡ ❘❡❧❛t✐❢ ♣✲✈❛❧✉❡

❍é♣❛t✐t❡ ❇ 1 → 4 ✲✵✱✻✼ ✵✱✸✵ ✵✱✺✶ ✵✱✵✷✹✸

❍é♣❛t✐t❡ ❇ 2 → 1 ✵✱✻✻ ✵✱✸✺ ✶✱✾✸ ✵✱✵✺✽✶

❍♦♠♦s❡①✉❛❧✐té 2 → 1 ✲✶✱✸✺ ✵✱✻✺ ✵✱✷✻ ✵✱✵✸✽✹

❍é♣❛t✐t❡ ❇ 2 → 3 ✲✵✱✺✷ ✵✱✶✽ ✵✱✺✾ ✵✱✵✵✹✹

❍é♣❛t✐t❡ ❈ 3 → 2 ✵✱✸✶ ✵✱✶✸ ✶✱✸✻ ✵✱✵✶✷✾

❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ βij ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❛✈❡❝ ❢r❛❣✐❧✐té

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✮ ♣rés❡♥t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✱

αij()✱ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s r✐sq✉❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① t❡♠♣s

❞✬❛tt❡♥t❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❞❡✉① r✐sq✉❡s ❞✉

♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♥✬❡st ♣❛s s✐ s✐♠♣❧❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s❛♥s

❛✈♦✐r à ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r s✉r ❧✬ét❛t q✉✐ s✉✐t ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦✲✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣❛r

❍é♣❛t✐t❡ ❇ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 2✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❛ ♣❛s été r❡t❡♥✉❡

❝♦♠♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❡✛❡ts

❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✷✮✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s

❞❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ γij✱ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♥✉❧❧✐té✱ ❞é♠♦♥tr❛♥t ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❞❡ r✐sq✉❡ ❡♥tr❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

❡st✐♠❡r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ t❡st ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉r t❡st❡r



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✕ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ γij✱ ∀i 6= j✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts

❛❧é❛t♦✐r❡s ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✭χ2 = 1, 89✱ ddl = 8 ❛♥❞ p = 0, 9841✮✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t♦✉❥♦✉rs

à ♣❛rt✐r ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✷✮✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θij ❡t ❧❡✉rs é❝❛rt✲

t②♣❡s ❥✉st✐✜❡♥t ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧

❣é♥ér❛❧✐sé✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺ ✪ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ12 ❡st ❝♦♠♣r✐s

❡♥tr❡ ✷✱✼✷ ❡t ✼✱✶✹✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬✐♥❝❧✉❛♥t ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶✳ ❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ❈❡❝✐ ❡st ❛✉ss✐ ❥✉st✐✜é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✮✳

νij σij θij γij

❚r❛♥s✐t✳ ❊st✐♠ ❊❚ ❊st✐♠ ❊❚ ❊st✐♠ ❊❚ ❊st✐♠ ❡①♣✭❊st✐♠✮

1 → 2 ✵✱✶✷ ✵✱✵✷ ✸✱✵✹ ✵✱✺✹ ✹✱✾✸ ✶✱✶✸ ✲✽✱✶✽ ✵✱✵✵✵✸

1 → 4 ✵✱✶✸ ✵✱✵✷ ✸✱✷✾ ✵✱✼✻ ✹✱✺✷ ✶✱✸✽ ✲✼✱✶✸ ✵✱✵✵✵✽

2 → 1 ✵✱✶✸ ✵✱✵✷ ✺✱✵✽ ✶✱✷✻ ✶✵✱✽✷ ✸✱✼✺ ✲✶✱✶✶ ✵✱✸✷✾✻

2 → 3 ✵✱✶✽ ✵✱✵✸ ✷✱✻✹ ✵✱✸✹ ✹✱✷✹ ✵✱✾✹ ✲✷✱✻✸ ✵✱✵✼✷✶

3 → 2 ✵✱✶✺ ✵✱✵✷ ✷✱✻✷ ✵✱✸✹ ✹✱✻✹ ✵✱✽✺ ✲✾✱✶✹ ✵✱✵✵✵✶

3 → 4 ✵✱✶✶ ✵✱✵✷ ✷✱✸✵ ✵✱✹✹ ✹✱✺✵ ✶✱✶✼ ✲✼✱✷✷ ✵✱✵✵✵✼

4 → 1 ✵✱✶✸ ✵✱✵✷ ✸✱✺✽ ✶✱✵✼ ✼✱✹✹ ✷✱✻✻ ✲✽✱✷✾ ✵✱✵✵✵✸

4 → 3 ✵✱✶✶ ✵✱✵✷ ✷✱✽✶ ✵✱✺✾ ✺✱✶✺ ✶✱✸✾ ✲✼✱✾✹ ✵✱✵✵✵✹

❚❛❜✳ ✸✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❛✈❡❝ ❢r❛❣✐❧✐té

✸✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛✈❡❝ ❡✛❡ts

❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé✳ ▲❡s ❡✛❡ts

❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ●❛♠♠❛✱ ❛✐♥s✐ q✉✬êtr❡ ♣r♦♣r❡ à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡✱

❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❡st ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

❈♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❱■❍✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r

❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✲ét❛ts ré♣été❡s ♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❣r♦✉♣é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ s✉♣♣♦sé

q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ i→ j ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉✈❛♥t

s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥✲♦❜s❡r✈é❡s

♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs ❝ré❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡♥tr❡ s✉❥❡ts✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢r❛❣✐❧✐té

♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡t

❛♣♣♦rt ♣♦✉rr❛✐t s❡ ré✈é❧❡r ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

♦✉ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥✈✐s❛❣❡r

✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ♦✉ ❜✐❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❝♦♠♠✉♥❡



❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✕ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✶

à ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r

t❡st❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❤②♣♦t❤ès❡ tr♦♣ ❢♦rt❡ à ❢♦r♠✉❧❡r ❛ ♣r✐♦r✐✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭✸✳✼✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐✲

❧✐sé❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ✉♥ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡✱ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ❈❡s ❡✛❡ts

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✉s à ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ♦✉ ❣é♥ét✐q✉❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

♠é❞✐❝❛❧❡✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✲✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❍é♣❛t✐t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ♣❛rt ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 2 → 1✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s

♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✵✮✳ ■❧ s❡r❛✐t ♣❡✉t

êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❈❉✹ ❡t ❧❛ ❈❱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡

❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✳

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❡st

❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈és✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉st✐✜é ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥❢r♦♥tés ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❞❡✉①

♠❛rq✉❡✉rs ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ❉❛♥s ❧❡s

❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ❝♦♥s❛❝rés à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❣r❡✛❡s ré♥❛❧❡s✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥tr❛✐♥ts ❞❡

♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❝❡♥s✉r❡s ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡

❛♥♥✉❡❧❧❡✳
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❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞❡ ❧✬ét❛t✱ α12() ❡t α14()✱ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❤é♣❛t✐t❡ ❇✳



✼✸

❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ❞✉ré❡s

❋réq✉❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ét✉❞❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s✱ ❧✬ét❛t ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥♥✉

q✉✬❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞❛t❡s ✭✈✐s✐t❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s✱ ♠❡s✉r❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡t❝✳✮✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉

t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❡st ❛❧♦rs ❝❡♥✲

s✉ré❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t à ❣❛✉❝❤❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❡♥

❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❬✼✵✱ ✽✵✱ ✽✶❪✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❈♦♠♠❡♥❣❡s ❬✽✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ♥♦♥✲

❤♦♠♦❣è♥❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣é♥❛❧✐sé❡✳ ❙❛tt❡♥ ❡t ❙t❡r♥❜❡r❣ ❬✻✶❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥

♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❜❛sé s✉r

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡t ❞♦♥t ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts tr❛♥s♣❧❛♥tés ❞✬✉♥ r❡✐♥✳ ▲❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t r❛♣♣❡❧és

❡♥ ❝♦♥s✉❧t❛t✐♦♥ ❛♣rès ❛✈♦✐r été tr❛♥s♣❧❛♥tés✳ ❉❡✉① ♠❛rq✉❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s s♦♥t ♠❡s✉rés ♣♦✉r

❞é✜♥✐r ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ✿ ❧❛ ♣r♦té✐♥✉r✐❡ ✭P❘✮ ❡t ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ ✭❈▲✮✳ ▲❡s

t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ét❛ts ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ♣❛t✐❡♥t

♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡

❣ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞ès s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡✳

✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡

◆♦✉s r❡♣r❡♥❞r♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ s✐♠♣❧❡✱ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛✲

♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s❡r♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛❥♦✉té❡s ✿ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬✐♥✐✲

t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ❞✉ré❡s

✹✳✶✳✶ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♥✐t✐❛❧❡s

❈❡tt❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ♦❜s❡r✈é

❞ès s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐✲

s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ré❣r❡ss✐♦♥s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡s✱ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ▼❝❈✉❧❧❛❣❤ ❬✻✹✱ ✽✸❪✳ P♦s♦♥s

G = {1, 2, ..., c} ❧✬❡s♣❛❝❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉①✱ ❛✈❡❝ G ∈ E✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ E ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts t♦t❛❧✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✿

π0j = P (Xh,1 = j) ∀j ∈ G ✭✹✳✶✮

❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ s✉❥❡t h ❝♦♠♠❡♥❝❡ s♦♥ s✉✐✈✐ ❞❛♥s ❧✬ét❛t j✳ ❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t

zh,0j✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é à ❧✬ét❛t j ♣♦✉r ❝❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡

♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

π0j = exp(γ0j + β0jzh,0j)/
c∑

k=1

exp(γ0k + β0kzh,0k) ❢♦r j = 1, .., c ✭✹✳✷✮

♦ù γ0j ❡t β0j s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r❝❡♣t ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

❛ss♦❝✐és à zh,0j✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡①❝❧✉s✐❢s ❡t ❡①✲

❤❛✉st✐❢s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑c

j=1 π0j = 1✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡ ❝✐è♠❡ ét❛t

✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♠❡ ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡ γ0c ❡t β0c✳

✹✳✶✳✷ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ d ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❡♥s✉ré❡ à ❞r♦✐t❡✳ P♦✉r

♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝❡♥s✉r❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♠✲

♣♦s❛♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❖❞❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵❪✳ ❙♦✐t dh,r ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧❡ r✐è♠❡ ét❛t

♣♦✉r ❧❡ s✉❥❡t h✳ P♦s♦♥s d0
h,r ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ d0

h,r < dh,r✱ ❛❧♦rs d
0
h,r ❡st

♦❜s❡r✈é❡ ❡t dh,r ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♣♦s♦♥s d1
h,r ✉♥❡ ❞✉ré❡ t❡❧❧❡ q✉❡ s✐

d1
h,r > dh,r✱ ❛❧♦rs d

1
h,r ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❡t dh,r ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s✱ q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉és✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ st❛t✐st✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts✳ ❈❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s✉❥❡t✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❞❡

❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❬✻✼❪✳

✭✐✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ dh,r ❝❡♥s✉ré à ❞r♦✐t❡ ✭d0
h,r ≤ dh,r < d1

h,r = ∞✮✱

✐♥❞✐❝é ♣❛r δR
h,r ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❡st é❣❛❧❡ à ✿

P (x > d0
h,r|Xh,r = i) =

∑

j 6=i

P (Xh,r+1 = j|Xh,r = i)

∫ ∞

d0
h,r

fij(u)du

=
∑

j 6=i

PijSij(d
0
h,r) ✭✹✳✸✮



❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ✼✺

✭✐✐✮ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ δI
h,r ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ dh,r ❡st ❝❡♥s✉ré❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

✭0 < d0
h,r < dh,r ≤ d1

h,r <∞✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

P (d0
h,r < x < d1

h,r, Xh,r+1 = j|Xh,r = i) = P (Xh,r+1 = i|Xh,r = i)

∫ d1
h,r

d0
h,r

fij(u)du

= Pij

( ∫ d1
h,r

0

fij(u)du−
∫ d0

h,r

0

fij(u)du
)

= Pij

(
Fij(d

1
h,r) − Fij(d

0
h,r)

)

= Pij

(
Sij(d

0
h,r) − Sij(d

1
h,r)

)
✭✹✳✹✮

✭✐✐✐✮ ▲❛ ❝❡♥s✉r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦ù d0
h,r = 0✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

P (x < d1
h,r, Xh,r+1 = j|Xh,r = i) = Pij(1 − Sij(d

1
h,r))

= PijFij(d
1
h,r) ✭✹✳✺✮

✭✐✈✮ ❊♥✜♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡✱ ✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r

δE
h,r = 1 − δR

h,r − δI
h,r✳ ❙❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st é❣❛❧❡ ✿

lim
∆d→0+

P (dh,r < x < dh,r + ∆d,Xh,r+1 = j|Xh,r = i)/∆d = Pijfij(dh,r)

▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

lnV =
∑

h

{
γ0Xh,1

+ β0Xh,1
zh,0Xh,1

− ln
( c∑

i=1

exp(γ0i + β0izh,0Xh,1
)
)

+
∑

ij

∑

Xh,r=i,Xh,r+1=j

{
δE
h,r

[
ln(Pij) + ln

(
fij(dh,r)

)]

+ δI
h,r

[
ln(Pij) + ln

(
Sij(d

0
h,r, zh,ij) − Sij(d

1
h,r, zh,ij)

)]}

+
∑

ij

∑

Xh,r=i

{
δR
h,r

[
ln

( ∑

j 6=i

PijSij(d
0
h,r, zh,ij)

)]}}
✭✹✳✻✮

♦ù ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ γ03 = β03 = 0✳ ▲❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✱

❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✱ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❲❡✐❧❜✉❧❧ ❣é♥ér❛✲

❧✐sé ✭✶✳✶✶✮ ❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧✬❡✛❡t ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ✭✷✳✷✷✮✳

✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ré♥❛❧❡

✹✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts

❉❡ t❡❧s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ♦♥t

été ♠♦t✐✈és ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts tr❛♥s♣❧❛♥tés ❞✬✉♥ r❡✐♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ❞✉ré❡s

❝♦❤♦rt❡ ❉■❱❆❚ ❞❡ ◆❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❣r❡✛❡s ❞❡♣✉✐s ❧✬❛♥♥é❡ ✶✾✾✵✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡

❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✶✮ ❛ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s

❝❧✐♥✐❝✐❡♥s✳

▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ tr♦✐s ♠♦✐s ❛♣rès ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❡st ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ st❛❜✐❧✐sé✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠❛rq✉❡✉rs ❞✬❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❡✛♦♥ s♦♥t

♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣r♦té✐♥✉r✐❡✳ ▲❡ r❡✐♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡

❞❡ r❡t❡♥✐r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s q✉✐ ♣❛ss❡♥t à s♦♥ ♥✐✈❡❛✉✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡s

ré♥❛❧❡s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s ré♥❛✉①✱ ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té

❞✉ r❡✐♥ ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ❡t ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡s ✉r✐♥❡s✳ ▲❛ ♣r♦té✐♥✉r✐❡

r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s s❡r❛✐t ❞✉❡ à ✉♥❡ ❛❧tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣❡r♠✲sé❧é❝t✐✈✐té ❞❡s ❣❧♦♠ér✉❧❡s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥✉r✐❡ ✉♥ ❛♥ ♣♦st✲❣r❡✛❡ s❡r❛✐t

❝♦rré❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é❝ès ❬✽✹❪✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ré❝❡♥t❡

❞❡ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❋r❡s♥❡❞♦ ❡t ❛❧✳✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ✸✸✻✺ ♣❛t✐❡♥ts✱ ❧❛ ♣r♦té✐♥✉r✐❡ à ✉♥ ❛♥ ♣♦st✲❣r❡✛❡

❛ été ❛♥❛❧②sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s s❡✉✐❧s ✭<✵✱✺✱ ✵✱✺✲✶✱ >✶ g/jour✮✳ ▲❛ s✉r✈✐❡ ❞❡s ❣r❡✛♦♥s ❡st

❝♦rré❧é❡ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥✉r✐❡ ❬✽✺❪✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❝❡s ❝❧❛ss❡s

❞❡ P❘✱ tr♦✐s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té s♦♥t ❞é✜♥✐s✳

■❧ ❡st ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✳ ❈❡ ❞♦s❛❣❡ ét❛❜❧✐t ✉♥

r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ s❛♥❣✉✐♥❡ ❡t ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ ✉r✐♥❛✐r❡✳ ▲❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡

♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❣❧♦♠ér✉❧❛✐r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r❡✐♥s✳ P❧✉s

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❈▲ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ♠♦✐♥s ❜♦♥ ❡st ❧❡ ♣r♦♥♦st✐❝✳ ❈▲ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

▼❉❘❉ ✭✶✮✳ ▲❛ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é❡ ♣❧✉tôt

à ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡✳ ❙✐ ❡♥ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥ ❛♥ ❝❡ ♠❛rq✉❡✉r ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡

♣❧✉s ❞❡ ✷✵ ✪✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ ✈❡rs ❧✬ét❛t ✷✳ ❯♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s

❞❡ ✸✵ ✪ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ❣r❛✈❡ ❡♥ tr❛♥s✐t❛♥t ✈❡rs ❧✬ét❛t ✸✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡

❝❡s ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ré❝✉♣éré❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ✐rré✈❡rs✐❜❧❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡

♠♦❞è❧❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ✭✹✳✶✮✳

❊①❝❡♣té ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❝❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t

❝♦♥♥✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ♠❛rq✉❡✉rs é✈♦❧✉❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s

s♦♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❉❡✉① ét❛ts ❛❜s♦r❜❛♥ts s♦♥t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭✹✳✶✮✱ ❧❡✉r

❞❛t❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t r❡♥s❡✐❣♥é❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ❡t ❞✉ ❞é❝ès

❞✉ ♣❛t✐❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❡✛♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❡t ❛❜s♦r❜❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡s✳ ❆✐♥s✐✱

✉♥ ♣❛t✐❡♥t ♥❡ ♣❡✉t tr❛♥s✐t❡r ✈❡rs ✉♥ ét❛t ❛❜s♦r❜❛♥t q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ✸✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

❧❡ st❛❞❡ ❞✬❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉

♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐✳

❯♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts à tr❛✈❡rs ❝❡tt❡

str✉❝t✉r❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧s ❡✛❡ts ❞❡ ✺ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ❧❡ s❡①❡ ✭✶ s✐ ❤♦♠♠❡

❡t ✵ s✐♥♦♥✮✱ ❧✬✐s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ✭✶ s✐ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✶✻ ❤❡✉r❡s ❡t ✵ s✐♥♦♥✮✱ ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡

❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✭✶ s✐ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶✾✾✽ ❡t ✵ s✐♥♦♥✮✱ ❧✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r à ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❣r❡✛❡

✭✶ s✐ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✺✺ ❛♥s ❡t ✵ s✐♥♦♥✮ ❡t ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ré♥❛❧❡ ❛♣rès



❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ré♥❛❧❡ ✼✼

❧❛ ❣r❡✛❡ ✭✶ s✐ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✻ ❥♦✉rs ❡t ✵ s✐♥♦♥✮✳

▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✾✾✼ ♣❛t✐❡♥ts✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✷✷✶✸✶ ♠❡s✉r❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s

❡t ✶✾✽✵ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s ♦✉ ❝❡♥s✉ré❡s✮✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✶✮

❞é❝r✐t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✶✺✱✽ ✪ ❡t ✶✷✱✷ ✪ ❞✉

t♦t❛❧ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s 3 → 4 ❡t 3 → 5 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s t❡♠♣s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈és✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ét❛ts ❛❜s♦r❜❛♥ts ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❧❛ ❞❛t❡

❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛t tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❝❡♥s✉ré❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❈❡s ❞❡✉①

♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥

❞❛♥s ❧✬ét❛t ✸✳ ❊①❝❡♣té ♣♦✉r ❝❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t s♦✐t

❝❡♥s✉ré❡s ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ s♦✐t à ❣❛✉❝❤❡✱ s♦✐t à ❞r♦✐t❡✳

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❊✛❡❝t✐❢ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✶

0 → 1 ✽✵✼ ✽✵✱✾ ✪ ✳

0 → 2 ✶✶✷ ✶✶✱✷ ✪ ✳

0 → 3 ✼✽ ✼✱✽ ✪ ✳

t♦t❛❧ ✾✾✼ ✶✵✵✱✵ ✪ ✳

1 → 2 ✸✾✻ ✷✵✱✵ ✪ ✵✱✵ ✪

1 → 3 ✷✾✾ ✶✺✱✶ ✪ ✵✱✵ ✪

1 → ❝❡♥s✉r❡ ✶✵✸ ✺✱✷ ✪ ✳

2 → 3 ✸✸✵ ✶✻✱✼ ✪ ✵✱✵ ✪

2 → ❝❡♥s✉r❡ ✶✺✾ ✽✱✵ ✪ ✳

3 → 4 ✶✸✾ ✼✱✵ ✪ ✶✺✱✽ ✪

3 → 5 ✹✶ ✷✱✶ ✪ ✶✷✱✷ ✪

3 → ❝❡♥s✉r❡ ✺✶✸ ✷✺✱✾ ✪ ✳

❚♦t❛❧ ✶✾✽✵ ✶✵✵✱✵ ✪ ✳
✶ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈és ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡

❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

✹✳✷✳✷ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲❛ ♠ê♠❡ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r

❧❡ ❱■❍ ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✐❝✐✳ ▲❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❡♥ ✉♥✐✈❛r✐é ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ é❣❛❧ à ✵✱✷✵✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ✜♥❛❧ ❞❡

❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ✭p ≤ 0, 05✮✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉❥♦✉rs

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❡st ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♦♥ t❡st❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θij ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶ ✭∀ ij ∈ {12, 13, 23, 34, 35}✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱

❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✹✳✻✮ ❛ été ré❛❧✐sé❡ s♦✉s R✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ q✉❛s✐✲

◆❡✇t♦♥ ❬✼✺❪ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ❞✉ré❡s

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ t❡st ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st

❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐❞❡♥t✐✜❡r s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❛❜✉s✐✈❡✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✱ ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❝❤❛q✉❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✽✻✱ ✽✼❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ z à ❞❡✉① ♠♦❞❛❧✐tés ✭✶ ♦✉ ✵✮ ❡t ❞✬❛♣rès

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮ ✿

Sij(x, z) = S0,ij(x)
exp(βijz) ✭✹✳✼✮

❞✬♦ù

ln(−ln(Sij(x, z))) = ln(−ln(S0,ij(x))) + βijz

= ln
(
Λ0,ij(x)

)
+ βijz ✭✹✳✽✮

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té✱ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✐♥s✐ tr❛❝é❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥

❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ βij✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡

♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❧✉s ❛✐sé❡ à é✈❛❧✉❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✳

✹✳✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts

❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s

s✉r❝❤❛r❣❡r ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✷✮ ♣rés❡♥t❡ ❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥✲

s✐t✐♦♥s✱ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é ♣♦✉r ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❞❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s

✺✺ ❛♥s à ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❣r❡✛❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ r❡s♣❡❝té❡ ✉♥✐q✉❡✲

♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 3 → 4✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s

❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❙❡✉❧❡s ❝❡❧❧❡s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s♦♥t

✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

▲✬❛♥❛❧②s❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✶✹✳

❆♣rès ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✱ ✾ ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

r❡t❡♥✉s ✭lnV = −4864, 62✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✷✮✳ P♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥✢✉❡♥ç❛♥t

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥tr❛✐♥ts ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r s✉r ❧✬ét❛t q✉✐ s✉✐t ✭✈♦✐r

❞é✜♥✐t✐♦♥s ✷✳✻ ❡t ✷✳✷✷✮✳ ▲❡s ♣❛t✐❡♥ts r❡❝❡✈❛♥t ✉♥ r❡✐♥ ❛✈❛♥t ✶✾✾✽ ♦♥t ✷✱✷ ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡

r✐sq✉❡ ❞❡ s✉❜✐r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ❣r❡✛és à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✽✳ ❊♥

r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r✐sq✉❡

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s 1 → 3 ❡t 2 → 3✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ êtr❡ ✉♥❡ ❢❡♠♠❡ ♦✉ êtr❡ â❣é ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✺✺ ❛♥s



❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ré♥❛❧❡ ✼✾

à ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❣r❡✛❡ s❡♠❜❧❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r❝❡s

❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 3 ❡t 3 → 5✳

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❈♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❊st✐♠✳ ❊❚ ❘❘ ♣✲✈❛❧✉❡

0 → 1 ■♥t❡r❝❡♣t ✷✱✽✺ ✵✱✶✾ ✳ ✵✱✵✵✵✶

0 → 1 ❙❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ✲✵✱✸✾ ✵✱✶✼ ✳ ✵✱✵✷✷✻

0 → 1 ❉é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ✲✵✱✺✸ ✵✱✶✼ ✳ ✵✱✵✵✶✹

0 → 2 ■♥t❡r❝❡♣t ✲✵✱✻✼ ✵✱✹✹ ✳ ✵✱✶✷✺✽

0 → 2 ■s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ✶✱✶✸ ✵✱✹✹ ✳ ✵✱✵✵✾✷

1 → 2 ❆♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ✲✵✱✽✵ ✵✱✶✷ ✵✱✹✺ ✵✱✵✵✵✶

1 → 3 ❙❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ✵✱✷✾ ✵✱✶✺ ✶✱✸✹ ✵✱✵✹✽✹

1 → 3 ❆♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ✲✶✱✷✵ ✵✱✷✶ ✵✱✸✵ ✵✱✵✵✵✶

2 → 3 ❆♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ✲✵✱✺✹ ✵✱✶✷ ✵✱✺✾ ✵✱✵✵✵✶

3 → 5 ❆❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ✶✱✹✽ ✵✱✸✾ ✹✱✹✶ ✵✱✵✵✵✶

❚❛❜✳ ✹✳✷ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é ✜♥❛❧

❉✬❛✉tr❡s ❢❛❝t❡✉rs✱ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✷✮✱ s❡♠❜❧❡♥t ✐♥✲

✢✉❡♥❝❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à

♣❛rt✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✸✮✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s

♣❛t✐❡♥ts ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❤♦♠♠❡s ♦♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡

❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❞❛♥s ❝❡t ét❛t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❢❡♠♠❡s ✭✵✱✽✷ ❝♦♥tr❡ ✵✱✽✼ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐s❝❤é♠✐❡

❢r♦✐❞❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✶✻ ❤❡✉r❡s ❡t ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✻ ❥♦✉rs✮✳ ▲❡ ❞é❧❛✐

❞❡ r❡♣r✐s❡ ❡t ❧✬✐s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❯♥❡ ✐s❝❤é♠✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶✻ ❤❡✉r❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❞❛♥s ❧✬ét❛t

✷✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✻ ❥♦✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❞❛♥s

❧✬ét❛t ✶✳

❋❡♠♠❡s ❍♦♠♠❡s

π01 π02 π03 π01 π02 π03

■s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ❉●❋ < ✻ ❥♦✉rs ✵✱✾✷ ✵✱✵✸ ✵✱✵✺ ✵✱✽✽ ✵✱✵✹ ✵✱✵✽

< ✶✻ ❤❡✉r❡s ❉●❋ ≥ ✻ ❥♦✉rs ✵✱✽✼ ✵✱✵✹ ✵✱✵✾ ✵✱✽✷ ✵✱✵✻ ✵✱✶✷

■s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ❉●❋ < ✻ ❥♦✉rs ✵✱✽✼ ✵✱✵✽ ✵✱✵✺ ✵✱✽✷ ✵✱✶✶ ✵✱✵✼

≥ ✶✻ ❤❡✉r❡s ❉●❋ ≥ ✻ ❥♦✉rs ✵✱✽✵ ✵✱✶✸ ✵✱✵✽ ✵✱✼✷ ✵✱✶✼ ✵✱✶✶

❚❛❜✳ ✹✳✸ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t à ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❞❛♥s ❧✬ét❛t j✱ π0j ✭j = 1, 2, 3✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✸✮ ♣rés❡♥t❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲

♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ α34() ❡t α35()✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❧✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡

r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡✉t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ i → j✱ ♠ê♠❡

s✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡st r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ i → k✱ ❛✈❡❝ ❧❡

♠ê♠❡ ét❛t ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✹✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ❞✉ré❡s

❞❡ r✐sq✉❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✶✱ ❞é♠♦♥tr❛♥t ❧❡ rô❧❡ ♣r♦t❡❝t❡✉r ❝❤❡③ ❧❡s ♠♦✐♥s

❞❡ ✺✺ ❛♥s à ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❣r❡✛❡✳ ❈❡ r✐sq✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡

❞❛♥s ❧✬ét❛t ✸✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ s♦♥t ♣ré✲

s❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✹✮✳ ❊①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✸ à ❧✬ét❛t ✹✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

❞❡ θij ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ▲❘❙ ♣♦✉r t❡st❡r ❧✬❤②♣♦✲

t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ {θij = 1 ; ∀ij = 12, 13, 23, 35} ❡st é❣❛❧❡ à ✸✹✱✸✼✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♣✲✈❛❧✉❡

✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✵✱✵✵✵✶✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❛♣♣❛r❛ît s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

❞❡ ❧✬ét❛t ✸ ✈❡rs ❧✬ét❛t ✹ ❀ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ▲❘❙ ♣♦✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ {θ34 = 1} ❡st é❣❛❧❡ à

✵✱✻✾ ✭♣❂✵✱✾✺✷✵✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st ❛❧♦rs ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

σij νij θij

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❊st✐♠✳ ❊❚ ❊st✐♠✳ ❊❚ ❊st✐♠✳ ❊❚

1 → 2 ✸✻✱✶✹ ✸✶✱✾✼ ✵✱✺✸ ✵✱✵✸ ✵✱✷✹ ✵✱✵✾

1 → 3 ✸✹✱✶✶ ✻✺✱✷✵ ✵✱✺✷ ✵✱✵✺ ✵✱✶✾ ✵✱✶✺

2 → 3 ✸✸✱✹✵ ✸✶✱✸✹ ✵✱✺✻ ✵✱✵✸ ✵✱✸✵ ✵✱✶✸

3 → 4 ✶✵✱✶✻ ✶✱✺✻ ✶✱✹✾ ✵✱✶✶ ✳ ✳

3 → 5 ✶✽✱✹✽ ✹✼✱✻✷ ✶✱✶✹ ✵✱✷✸ ✶✱✹✻ ✸✱✼✺

❚❛❜✳ ✹✳✹ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é

✜♥❛❧ ✭P12 = 0, 59 ET = 0, 02✱ P34 = 0, 74 ET = 0, 10✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✺✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s✉r✈✐❡✱ Sij()✱ ❡t ❞❡ r✐sq✉❡✱ λij()✱ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①

♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✹✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s 1 → 2✱ 1 → 3 ❡t 2 → 3

s♦♥t ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ∪✳ ▲❡✉rs ♠✐♥✐♠❛ ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à

❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ é❣❛✉① à ✻✱✶✵✱ ✷✱✾✾ ❡t ✾✱✾✺ ❛♥♥é❡s✳ ❆♣rès êtr❡ ❡♥tré ❞❛♥s ✉♥ ét❛t✱ ❧❡

r✐sq✉❡ ❞❡ tr❛♥s✐t❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❡st ❣r❛♥❞ ♠❛✐s ❞é❝r♦ît ❡♥s✉✐t❡✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ✉♥❡ ré❛❧✐té ❝❧✐♥✐q✉❡✱ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ré❝❡♥t❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t ✉♥❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳ ❙✐ ❝❡

♣❛t✐❡♥t r❡st❡ q✉❡❧q✉❡s t❡♠♣s ❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t✱ s❛ st❛❜✐❧✐té ❡st tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ♣❛ssé ❞❛♥s ❧✬ét❛t✱ ❧❡

✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡

❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❡s ❡♥ ∪✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ♣r♦♣r❡ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 3 → 5 ❡st ❞❡ t②♣❡ ∩✱ ❛✈❡❝
✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ✶✷✱✽✻ ❛♥♥é❡s ♣❛ssé❡s ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✸✳

❊♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t

♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✬✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✜♥❛❧✱ ❡t ❝❡❝✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉

t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡ ✭❡t ♥♦♥ ♣❛s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧✬ét❛t✮✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❧♦rsq✉✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❡st ❛ss♦❝✐é à ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s 1 → 2✱ 1 → 3 ❡t 2 → 3✱

♠♦♥tr❛♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❡✛♦♥✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥

❡st ❛❧♦rs ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r s✉r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t



❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ré♥❛❧❡ ✽✶

❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ♦✉ ❧❡ ❞é❝ès ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞✬✉♥

é✈é♥❡♠❡♥t ✜♥❛❧ k ✭k = 4, 5✮ ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✮✱ ✭✷✳✺✮ ❡t ✭✹✳✷✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡

♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✿

pk(t) = π03P3kf3k(t) + π02

∫ t

0

P23f23(x)P3kf3k(t− x)dx+ π01

[ ∫ t

0

P13f13(x)

× P3kf3k(t− x)dx+

∫ t

0

P12f12(x)

∫ t−x

0

P23f23(y)P3kf3k(t− x− y)dydx
]
✭✹✳✾✮

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬❡✛❡t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡

❞❡ ❣r❡✛❡ ❡t ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ s✉r ❧❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ✜♥❛❧ ❞✉ ❣r❡✛♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✻✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ❡t ❞❡ ❞é❝ès✳ P♦✉r ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts tr❛♥s♣❧❛♥tés ❛✈❛♥t ✶✾✾✽✱

✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣r♦♥♦st✐❝ ❞✉ r❡✐♥ ♣❡✉t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é✳ ▲✬❡✛❡t ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡

♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ s♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛✈❡❝

❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♥✐t✐❛❧❡s ♠♦❞✐✜❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t

t❡r♠✐♥❛❧✳

✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐✲

♥❛❧❡s ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❡t ❝❡♥s✉ré❡s ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❣r❡✛és ❞✬✉♥ r❡✐♥✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡s

s❡ ré✈è❧❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ q✉✬✉♥❡ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❡t ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡

❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❛♣♣❛r❛ît ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♣♣♦rt ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉

♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

▲❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❛②❛♥t ❧✐❡✉ ❝❤❡③ ✉♥ ♠ê♠❡ s✉❥❡t✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ♥❡

♣❧✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ st❛t✐st✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❧❡ s✉❥❡t ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡

❝❛s✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❝❡♥s✉ré❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s❛✉t s❡ ♣r♦❞✉✐s❡ ❡♥tr❡

❞❡✉① ❞❛t❡s ❛♣♣♦rt❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡ ♣♦✉r

❝❡ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡

❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r✳ ❈❡tt❡ ♣r✐s❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❡t ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s❡r❛ ❡①♣❧✐❝✐té❡ ♣❧✉s

❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❱■❍✱ ✉♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥✲

té❡ ❡st ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ str❛t✐✜é❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①❛♠✐♥❡r

❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t à ♥❡ ♣❛s ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ❞✉ré❡s

❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

r✐sq✉❡s ♥♦♥✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✱ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐✳

ETAT 1

PR < 0,5 gr/jours

ETAT 2

CL -20 % en 1 an
et/ou

0,5 < PR < 1 gr/jours

ETAT 3

CL -30 % en 1 an


et/ou

PR > 1 gr/jours

ETAT 4 ETAT 5

Retour en dialyse
Décès avec

 rein en  fonctionnement

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts

tr❛♥s♣❧❛♥tés ❞✬✉♥ r❡✐♥
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❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❚❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡

♣♦✉r ❧✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ✭✲ ✲ ✲ s✐ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✺✺ ❛♥s ❡t ✖✕ s✐♥♦♥✮
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❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ 3 → 4 ❡t 3 → 5✱ α34() ❡t

α35() r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ △ △ △ â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ≥ ✺✺ ❛♥s ❀ ♦ ♦ ♦ â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r < ✺✺ ❛♥s✳
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❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❊✛❡ts ❞❡ ❧✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r s✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s 3 → 4 ❡t 3 → 5✳ ✸ ✸ ✸ â❣❡ ≥ ✺✺

❛♥s ✈s â❣❡ < ✺✺ ❛♥s ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ 3 → 4✮ ❀ ✰ ✰ ✰ â❣❡ ≥ ✺✺ ❛♥s ✈s â❣❡ < ✺✺ ❛♥s ✭tr❛♥s✐t✐♦♥

3 → 5✮✳
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❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❡t ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡✱ λ0,ij() ❡t S0,ij()

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ △ △ △ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 2 ❀ ♦ ♦ ♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 3 ❀ ✰ ✰ ✰ tr❛♥s✐t✐♦♥

2 → 3 ❀ ✸ ✸ ✸ tr❛♥s✐t✐♦♥ 3 → 4 ❀ × × × tr❛♥s✐t✐♦♥ 3 → 5✳
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❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ✭ét❛t ✹✮ ♦✉ ❞❡ ❞é❝ès ✭ét❛t ✺✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉

t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✭t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✜①é❡s à ✵✮✳



✽✼

❈❤❛♣✐tr❡ ✺

Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s

❊♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈♦① ❬✶❪✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r

♥❡ ❢❛✐s❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ♣❧✉s ré❝❡♥ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s

♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡s ❜✐❛✐s s✉❜st❛♥t✐❡❧s ❬✻✺✱ ✻✻❪✳

▲❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✲ét❛ts ♣❧✉s

❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s tr❛✈❛✉① ❜❛sés s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡✱ ❧✬✐♥✲

tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡♥❞ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r

❆♥❞❡rs❡♥ ❬✻✷❪✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s

❡st s✉♣♣♦sé❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝✐tés ❬✷✶✱ ✷✵✱ ✼✾✱ ✻✸❪✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❣r❡✛és ❞✬✉♥ r❡✐♥✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ♣✉ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ét❛✐t tr♦♣ ❢♦rt❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s

♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é s❡❧♦♥ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡

♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❛ss❡③ ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r✐sq✉❡s

♥♦♥✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✳ ❉❡✉① str❛té❣✐❡s s♦♥t ❡①♣♦sé❡s ✿ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❡✛❡ts ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉

t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧✬ét❛t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉✈❛♥t ♠♦❞✐✜❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬é❝❤❡❧❧❡

❞❡ t❡♠♣s ✭♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈✐❡ ❛❝❝é❧éré❡✮✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥❞r♦♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡

❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡s ✭❡♥

❢♦r♠❡ ❞❡ ∪ ♦✉ ∩✮✱ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❡♥s✉rés ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té à

❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ r❡st❡ ❛✉ss✐ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s

✺✳✶ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r❛❧❧è✲

❧❡♠❡♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡✱ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t i ✈❡rs

❧✬ét❛t j✱ s✬é❝r✐t ✿

Sij(x, η
PH
h,ij ) = S0,ij(x)

exp(ηPH
h,ij

) ✭✺✳✶✮

♦ù S0,ij(x) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❛✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ x ❡t ηPH
h,ij ❡st ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r

❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❤è♠❡ s✉❥❡t✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ηPH
h,ij =

βT
ijzh,ij ♦ù βij = (β1

ij, β
2
ij, ..., β

nij

ij ) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à zh,ij✱

❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s nij ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s (z1
h,ij, z

2
h,ij, ..., z

nij

h,ij)✳ ■❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

r✐sq✉❡

λij(x, η
PH
h,ij ) = λ0,ij(x)exp(η

PH
h,ij ) ✭✺✳✷✮

♦ù λ0,ij(x) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣r♦♣r❡ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ i→ j✳

P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛✲

r✐❛❜❧❡s✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Sij

(
x, ηAFT

h,ij (x), ηNPH
h,ij (x)

)
= S0,ij

(
xexp(ηAFT

h,ij (x))
)exp(ηNPH

h,ij
(x))

✭✺✳✸✮

❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭✺✳✶✮✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉t ✈❛r✐❡r

❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ♣❡✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ♣❛r ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♦✉

r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été✱ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐❡ ❛❝❝é❧éré❡

✭❆❋❚ ♣♦✉r ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❢❛✐❧✉r❡ t✐♠❡✮✱ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉

t❡♠♣s✳ ❆✐♥s✐✱ ηAFT
h,ij (x) ❡st ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉

t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❛✈❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t i ✈❡rs ❧✬ét❛t j✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱

ηAFT
h,ij (x) = γij(x)

Tyh,ij

♦ù γij(x) = (γ1
ij(x), γ

2
ij(x), ..., γ

mij

ij (x)) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à

yh,ij✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡smij ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱

ηNPH
h,ij (x) ❡st ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❛❣✐ss❛♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ♣✉✐sq✉✬✐❧

❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t x✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

ηNPH
h,ij (x) = βij(x)

T zh,ij

♦ù βij(x) = (β1
ij(x), β

2
ij(x), ..., β

nij

ij (x)) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐é

à zh,ij✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s nij ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❣✐ss❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ ♠ê♠❡

❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ tr♦✉✈❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ηAFT
h,ij (x) ❡t ηNPH

h,ij (x)✱



❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ✕ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ✽✾

♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ✭✺✳✸✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡

♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡st é❣❛❧❡ à ✿

Sij(x) = exp
(
1 −

(
1 +

(
xexp(ηAFT

h,ij (x))/σij

)νij
)θ−1

ij
)exp(ηNPH

h,ij
(x))

✭✺✳✹✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st é❣❛❧❡ à ✿

λij

(
x, ηAFT

h,ij (x), ηNPH
h,ij (x)

)
= exp

(
ηNPH

h,ij (x)
){
λ0,ij

(
xexp(ηAFT

h,ij (x))
)
exp(ηAFT

h,ij (x))

× (1 + x∂ηAFT
h,ij (x)/∂x) − (∂ηNPH

h,ij (x)/∂x)

×
(
1 −

(
1 +

(
xexp(ηAFT

h,ij (x))/σij

)νij
)θ−1

ij
)}

✭✺✳✺✮

♦ù λ0,ij() ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭✶✳✶✶✮✳ ❊♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡

t❡r♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡✱ ηNPH
h,ij (x) = 0✱ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❝♦♥st❛♥t ❧✬❡✛❡t

❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ηAFT
h,ij (x) = ηAFT

h,ij ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ✿

λij

(
x, ηAFT

h,ij , 0
)

= λ0,ij

(
xexp(ηAFT

h,ij )
)
exp(ηAFT

h,ij ) ✭✺✳✻✮

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡

✈✐❡ ❛❝❝é❧éré❡ ✭✶✳✶✽✮✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ✐♥✢✉❡♥ç❛♥t

❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ηAFT
h,ij (x) = 0✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s✱

ηNPH
h,ij (x) = ηNPH

h,ij ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

λij

(
x, 0, ηNPH

h,ij

)
= λ0,ij(x)exp(η

NPH
h,ij ) ✭✺✳✼✮

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ✭✺✳✷✮✳

P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❡✛❡ts ✈❛r✐❛♥ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❙t❛❜❧❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✽❪✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ zij ❡t ♣♦✉r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ h ❞♦♥♥é ✿

ηNPH
h,ij (x) = β

(1)
ij zh,ij + β

(2)
ij zh,ijx+ β

(3)
ij zh,ijx

2

▼ê♠❡ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡r❛✐t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥t

❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❡ t❡r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❈❡ t②♣❡

❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ∂ηAFT
h,ij (x)/∂x ❡t ∂ηPH

h,ij (x)/∂x ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s

à ❡st✐♠❡r r❡st❡ ❞❡ ♣❧✉s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

✺✳✷ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à t❡st❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té✱

❡♥ tr❛ç❛♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡

❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦✉♣❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥✲❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡

♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ♣❛s êtr❡ r❡t❡♥✉❡✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉♣❧❡s✱ ✻ ♠♦❞è❧❡s ✉♥✐✈❛r✐és s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ✿



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s

✲ ηPH
h,ij (x) = β

(1)
ij zh,ij ❡t η

AFT
h,ij (x) = 0

✲ ηNPH
h,ij (x) = β

(1)
ij zh,ij + β

(2)
ij zh,ijx ❡t ηAFT

h,ij (x) = 0

✲ ηNPH
h,ij (x) = β

(1)
ij zh,ij + β

(2)
ij zh,ijx+ β

(3)
ij zh,ijx

2 ❡t ηAFT
h,ij (x) = 0

✲ ηAFT
h,ij (x) = γ

(1)
ij yh,ij ❡t η

PH
h,ij (x) = 0

✲ ηAFT
h,ij (x) = γ

(1)
ij yh,ij + γ

(2)
ij yh,ijx ❡t ηPH

h,ij (x) = 0

✲ ηAFT
h,ij (x) = γ

(1)
ij yh,ij + γ

(2)
ij yh,ijx+ γ

(3)
ij yh,ijx

2 ❡t ηPH
h,ij (x) = 0

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❆■❈✳ ▲❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✐♥s✐

❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡st ✐♥❝❧✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é s✐ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✈❛r✐é ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉t à ✉♥❡ ♣✲✈❛❧✉❡

✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✵✱✶✺✳

❉❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ s❡r♦♥t s✉♣♣r✐♠és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❛✈❡❝

✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ à ✵✱✵✺✳

✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ré♥❛❧❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✮ ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥✲

♥é❡s ✭t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✮✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s r❡st❡ ❛✉ss✐ ✐♥❝❤❛♥❣é✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡

t❛❜❧❡❛✉ ✭✺✳✶✮✱ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t r❡t❡♥✉❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❛ s❡♠✐✲

♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té✳ ▲❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❡st é❣❛❧❡ à ✲✹✽✹✻✱✼✵✳ ❊♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❡st ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té s♦✐t

♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts

❣r❡✛és ❞✬✉♥ r❡✐♥ ✭♣<✵✱✵✵✵✶✮✳

■❧ s❡♠❜❧❡ q✉✬êtr❡ ❣r❡✛é ❛✈❛♥t ✶✾✾✽ s♦✐t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

1 → 2✳ ❈❡tt❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❣✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✭❆❋❚✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥

❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ❝❡t ❡✛❡t ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s

❧✬ét❛t✳ ❯♥ ❡✛❡t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ❡st r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡

❧✬ét❛t ✷ ✈❡rs ❧✬ét❛t ✸✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✬❡✛❡t ❡st ✐❝✐ s✉♣♣♦sé ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡

✭◆P❍✮✳ ❊♥✜♥✱ t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ♣ér✐♦❞❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❡st

r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s 1 → 3 ❡t 3 → 4✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥✐✜✲

❝❛t✐✈❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ✵✱✵✺✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❡st ❝♦♥s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❛❥✉st❡r ❧✬❡✛❡t

❞❡ ❧✬✐s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ s✉r ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ 3 → 4✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ êtr❡ tr❛♥s♣❧❛♥té ❛✈❛♥t

✶✾✾✽ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣r♦t❡❝t❡✉r ❞✬❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❡✛♦♥✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❡st s✉♣♣♦sé❡✱

❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ♥✬❡st ♣❛s r❡t❡♥✉ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 2 → 3✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱



❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ré♥❛❧❡ ✾✶

❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✷✮ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✐✈❡r❣❡♥t❡s✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦✲

♥✐❡✉①✱ ❝❡tt❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ✐❝✐ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡st ❞é❞✉✐t❡✳ ❊tr❡

â❣é ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✺✺ ❛♥s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ♣❛ss❡r

❞❡ ❧✬ét❛t ✷ à ❧✬ét❛t ✸✱ ❝❡t ❡✛❡t ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❛✉❣♠❡♥t❛♥t

q✉❛❞r❛t✐q✉❡♠❡♥t✳

❚♦✉❥♦✉rs ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ✉♥ ❡✛❡t ✈❛r✐❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉

t❡♠♣s ❞❡ ❧✬✐s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ❡st r❡t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ✐♥✢✉❡♥ç❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 3 → 4✳

❈❡ ❢❛❝t❡✉r ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞éré ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ❯♥❡ ✐s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à

✶✻ ❤❡✉r❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ s✉❜✐r ❝❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛✈❡ ✈❡rs ✉♥ r❡t♦✉r ❡♥

❞✐❛❧②s❡✱ ❝❡t ❡✛❡t ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡t ❛✉❣♠❡♥t❛♥t

q✉❛❞r❛t✐q✉❡♠❡♥t✳

▲✬â❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ❡st r❡t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✐♥✢✉❡♥ç❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❧❛

✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 3 → 5✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡✛❡t ❡st ✐❝✐ ❛ss♦❝✐é à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳

▲❡s ♣❛t✐❡♥ts â❣és ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✺✺ ❛♥s à ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❣r❡✛❡ s✉r✈✐✈❡♥t ❡♥✈✐r♦♥ ✷✱✸ ❢♦✐s ♠♦✐♥s

❧♦♥❣t❡♠♣s ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛✈❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬ét❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ❧❡ ❞é❝ès✳

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼♦❞❡ ❈♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❊st✐♠✳ ❊❚ ♣✲✈❛❧✉❡

0 → 1 ✳ ■♥t❡r❝❡♣t ✷✱✽✸ ✵✱✶✾ ✵✱✵✵✵✶

0 → 1 ✳ ❙❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ✲✵✱✸✽ ✵✱✶✼ ✵✱✵✷✼✵

0 → 1 ✳ ❉é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ✲✵✱✺✷ ✵✱✶✼ ✵✱✵✵✶✻

0 → 2 ✳ ■♥t❡r❝❡♣t ✲✵✱✻✻ ✵✱✹✸ ✵✱✶✷✼✺

0 → 2 ✳ ■s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ✶✱✶✷ ✵✱✹✸ ✵✱✵✵✾✻

1 → 2 ❆❋❚ ❆♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ✲✶✱✽✹ ✵✱✷✼ ✵✱✵✵✵✶

1 → 2 ❆❋❚ ❆♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ × x ✵✱✶✹ ✵✱✵✸ ✵✱✵✵✵✶

1 → 3 P❍ ❆♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ✲✶✱✸✶ ✵✱✶✼ ✵✱✵✵✵✶

2 → 3 ◆P❍ ❆♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ✲✵✱✼✺ ✵✱✶✹ ✵✱✵✵✵✶

2 → 3 ◆P❍ ❆♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ × x ✵✱✵✻ ✵✱✵✷ ✵✱✵✵✵✾

2 → 3 ◆P❍ ❆❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ✵✱✸✹ ✵✱✶✽ ✵✱✵✺✺✶

2 → 3 ◆P❍ ❆❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r × x ✲✵✱✶✹ ✵✱✵✻ ✵✱✵✶✾✾

2 → 3 ◆P❍ ❆❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r × x2 ✵✱✵✶ ✵✱✵✶ ✵✱✵✷✶✾

3 → 4 ◆P❍ ■s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ✶✱✺✼ ✵✱✻✵ ✵✱✵✵✾✸

3 → 4 ◆P❍ ■s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ × x ✲✵✱✹✷ ✵✱✶✸ ✵✱✵✵✶✹

3 → 4 ◆P❍ ■s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ × x2 ✵✱✵✷ ✵✱✵✶ ✵✱✵✵✸✼

3 → 4 P❍ ❆♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ✵✱✹✶ ✵✱✷✸ ✵✱✵✼✾✷

3 → 5 ❆❋❚ ❆❣❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ✵✱✽✻ ✵✱✷✾ ✵✱✵✵✸✸

❚❛❜✳ ✺✳✶ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é ✜♥❛❧ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲

♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té

❊①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 3✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❛♣♣❛r❛ît s✉✣s❛♥t❡



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s

♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✮✳ ❙❡✉❧ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ13 s❡♠❜❧❡ êtr❡ s✐❣♥✐✲

✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶ ✭LRS = 10, 59✱ p = 0, 0011✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✶✮ ♠♦♥tr❡

q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❧❡ ♠♦✐♥s ❣r❛✈❡ ❛✉ ♣❧✉s ❣r❛✈❡ s✉✐t

✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡♥ ∪✳ ❙♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ✹✱✺ ❛♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶

♣♦✉r ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts tr❛♥s♣❧❛♥tés à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✽ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✷✮✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❧✐♠✐té ❧♦rsq✉❡

❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s s♦♥t ✐♥❝❧✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡

t❡♥❞ à ❧❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✷✮ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 3 → 4✱ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ r✐sq✉❡

❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳

σij νij θij

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❊st✐♠✳ ❊t ❊st✐♠✳ ❊❚ ❊st✐♠✳ ❊❚

1 → 2 ✶✱✹✸ ✵✱✷✵ ✵✱✺✻ ✵✱✵✹ ✶✱✵✵ ✳

1 → 3 ✺✱✽✻ ✼✱✾✷ ✵✱✺✺ ✵✱✵✻ ✵✱✸✻ ✵✱✷✵

2 → 3 ✷✱✺✹ ✵✱✹✷ ✵✱✺✾ ✵✱✵✺ ✶✱✵✵ ✳

3 → 4 ✾✱✻✺ ✶✱✻✷ ✷✱✷✶ ✵✱✸✵ ✶✱✵✵ ✳

3 → 5 ✶✵✱✵✾ ✷✱✾✻ ✶✱✸✶ ✵✱✶✼ ✶✱✵✵ ✳

❚❛❜✳ ✺✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é ✜♥❛❧ s❛♥s ❤②♣♦✲

t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ✭P12 = 0, 60 ET = 0, 02✱ P34 = 0, 85 ET = 0, 03✮

▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❡ ré✈è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈❛❧❝✉✲

❧❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✬✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉❜✐r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❜♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✬✐♥t❡r♣ré✲

t❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t

r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✸✮✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❛✐♥s✐ q✉✬êtr❡ ❣r❡✛é ❛✈❛♥t ✶✾✾✽✱ ❛✈♦✐r ✉♥ ❞é❧❛✐

❞❡ r❡♣r✐s❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ré♥❛❧❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✻ ❥♦✉rs✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✐s❝❤é♠✐❡ s✉♣é✲

r✐❡✉r❡ à ✶✻ ❤❡✉r❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝ès✱ êtr❡ ❣r❡✛é à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✽ ❡t êtr❡ â❣é ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✺✺

❛♥s s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬â❣❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à s✬✐♥✈❡rs❡r

❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡✳

✺✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts tr❛♥s♣❧❛♥tés ❞✬✉♥ r❡✐♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♠♦♥tr❡r✱

♣❛r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ str❛t✐✜é❡ ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é✱ q✉❡ ❧✬✉t✐✲

❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❜❛sé s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❡st

tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦♣♦sé s❡♠❜❧❡ êtr❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♣✉ ♥♦✉s r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té✱

❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s❡♠❜❧❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡t❡♥✉❡s ❡t



❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ✕ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✾✸

❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ❜✐❛✐sé❡✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts s♦♥t ❛✉ss✐ s❡♥✲

s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞♦♥t ❧✬❡✛❡t ♣❡✉t

✈❛r✐❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ♣❡✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t êtr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ♣❡r♠❡t

✉♥❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❛❝❝r✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡s

❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s r❡st❡ ❞♦♥❝ ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡✳

◗✉❡❧q✉❡s ❧✐♠✐t❡s à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t à ♥♦t❡r✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s ✢❡①✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❛

♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡str❡✐♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s à

✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥s s♣❧✐♥❡s✱ ❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣❛✲

r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

❡t ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡✳

◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ✺✳✺✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥✬❡st ♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡❝✐ r❡♥❞ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✮ ❞❡✈❛♥t r❡s♣❡❝t❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ été ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡

ré❢ér❡♥❝❡ ♣r♦t❡❝tr✐❝❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s

❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✮ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡

♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐sés ❥✉sq✉✬✐❝✐ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ét❛ts ❞✬❛❣❣r❛✲

✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ♣❛r ❞❡s ♠❛rq✉❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❞❡s

é✈é♥❡♠❡♥ts ❝❧✐♥✐q✉❡s✱ s♦♥t s♦✉♠✐s❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ✿ ❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛

♠❡s✉r❡✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ❡t❝✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r♦té✐♥✉r✐❡ ❞é♣❡♥❞

❞❡ ❧✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té ♣❤②s✐q✉❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬❤♦r❛✐r❡ ❞✉ ♣ré❧è✈❡♠❡♥t✳

❈❡tt❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡ ❧✬ét❛t✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é✲

♠❛t✐q✉❡ ❛ ❞é❥à ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❬✽✽✱ ✽✾❪✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s s❡✉✐❧s

❞❡ ❝❡s ♠❛rq✉❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❛✱ ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ été ré❛❧✐sé s✉r ❛✈✐s

❞✬❡①♣❡rts✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❝❡s s❡✉✐❧s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ❝❡♥s✉r❡

♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ✹✳✶✱ s❡ ♣r♦✲

❞✉✐s❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❝♦♥t✐❣✉s✳ ❙❡✉❧ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ❧✬ét❛t ✸ é❝❤❛♣♣❡

à ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st q✉✬❛✉❝✉♥❡

❛✉tr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥✬❛ ❡✉ ❧✐❡✉ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ét❛ts✳ ▲❛ ❞♦✉❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

1 → 2 ❡t 2 → 3 ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 3

❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤✉t❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✸✵ ✪ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ ❡♥

♠♦✐♥s ❞✬✉♥ ❛♥✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦✐t ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❜r✉t❛❧❡

❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥✉r✐❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✵✱✺ ❣✴❥♦✉r à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶ ❣✴❥♦✉r✳



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s

❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ♣❛ssé ♣❛r ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✷✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝

❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ ré❣✉❧✐❡r ❡t r❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r ♥❡

♣❛s ♦♠❡ttr❡ ❞❡ t❡❧s é✈é♥❡♠❡♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡

❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ ❝❡♥s✉ré ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉① ❛✉tr❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✉ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t t❡♥t❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐❢✲

✜❝✉❧tés✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✱ ❡t

♥♦♥ ♣❧✉s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
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❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶ ❛✈❛♥t ❞❡ tr❛♥s✐t❡r ✈❡rs

❧✬ét❛t ✸✱ λ13()✱ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❛ss♦❝✐é❡✱ α13()
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❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ✭ét❛t ✹✮ ❡t ❞❡ ❞é❝ès ✭ét❛t ✺✮ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❞❡♣✉✐s ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✭♣♦✉r ❞❡s ❤♦♠♠❡s r❡❝❡✈❡✉rs✮



✾✼

❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

❞✬ét❛ts

P❧✉s✐❡✉rs ❧✐♠✐t❡s ♦♥t été s♦✉❧❡✈é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣r✐s❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❉❛♥s ♥♦s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡

♥✬❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✾✵❪✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ i → j ❛ ❧✐❡✉ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❖r✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♣❡rt✐♥❡♥t

❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛✉ss✐ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣❛t✐❡♥t ❡st ♣❛ssé ❞❡ ❧✬ét❛t

i à ❧✬ét❛t j ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡♠♣s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ♣❛ssé ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ét❛t k ❞❛♥s ❝❡t

✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❈❡ ❞♦✉❜❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛ss❡③ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à

♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞✉ ❞é❧❛✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳

❈❡tt❡ ❧♦✐ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬✾✶❪✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣ré❢ér❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s

r❛♣♣r♦❝❤é ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❉■❱❆❚✱

❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ ❡st ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥✉r✐❡✳ ❈❡tt❡

❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ❥✉st✐✜❡ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ♠❛rq✉❡✉r

❞❡ ❣r❛✈✐té✱ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥✉r✐❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦sé❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts s❡❧♦♥ ❝❡ ♠❛rq✉❡✉r✳ P❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞✐s❝✉t❡♥t ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ❉❛♥s

❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ à ✉♥ ❛♥ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❝♦♠♠❡

♠❛rq✉❡✉r ❞✬✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ❬✾✷❪✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t

❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❧❡s r❡❥❡ts ♣ré❝♦❝❡s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

P♦✉r r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❡t ❧✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡ ♣♦✉r ❞❡s

♣❛t✐❡♥ts r❡t♦✉r♥❛♥t ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡

♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ t♦✉s ❝❡s ♣❛t✐❡♥ts t❡r♠✐♥❡♥t

❧❡✉r s✉✐✈✐ ♣❛r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♥t s♦✉✈❡♥t ❛ss❡③ ❧♦♥❣✉❡✳



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r tr♦✐s st❛❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞✬✉♥ ♣❛✲

t✐❡♥t tr❛♥s♣❧❛♥té ré♥❛❧✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭✻✳✷✮✳ ▲✬ét❛t ✶✱

r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ st❛❞❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡✱ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❝❧❛✐✲

r❛♥❝❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ▲✬ét❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é ♣❛r

✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛rq✉❡✉r✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥ ♣❛t✐❡♥t ♣❡✉t ❞é❜✉t❡r s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥

❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷ ❞ès ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ s✐ ❛✉❝✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❛ été ♦❜s❡r✈é❡ ❛♣rès ❧❛ ❣r❡✛❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬ét❛t ✸✱ ♦ù ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡

❝❤✉t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❛❧♦rs ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r à ❧✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡✳

▲✬❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✶✮✱ ❡st ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛rq✉❡✉r✳ ❆

❝♦✉rt t❡r♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥s ❡t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡✳

❈❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ❥♦✉r à ❧✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ✿

s♦✐t ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝ré❛t✐♥é♠✐❡ ✭tr❛❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ✈r❛✐❡

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré♥❛❧❡✮✱ s♦✐t ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ s♦✐t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s

❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✭✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣♦♥❞ér❛❧❡✱ ❡t❝✳✮✳ ❯♥❡ é❧é✈❛t✐♦♥ ✐s♦❧é❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡

♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐rré✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré♥❛❧❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ é♣✐s♦❞❡ ❞❡ ❞és❤②❞r❛t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ♦✉ ✉♥❡ t♦①✐❝✐té ♠é❞✐❝❛♠❡♥t❡✉s❡✱

♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ♠♦♥t❡r ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ s❛♥❣✉✐♥❡ ✭❞♦♥❝ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✮

❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣r♦✈✐s♦✐r❡✳ P♦✉r ❛♣♣ré❝✐❡r ❧❛ ré❡❧❧❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré♥❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝

s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐ss❡r s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s r❛♣♣r♦❝❤é❡s✳

❈❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ❞é❥à ✐♥tér❡ssés à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞✉❡ à ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❬✽✽✱ ✽✾❪✳

❉❛♥s ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ✿ ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ét❛t ❞✉ ♣❛✲

t✐❡♥t ❡t ❧✬ét❛t ♦❜s❡r✈é à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r ❝♦♥t✐♥✉✳ ▲❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ét❛t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s

❝r✐tèr❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✈✐s ❞✬❡①♣❡rts✳ ■❧ ❡st ❞✐t ✧❝❛❝❤é✧ ❛✉ s❡♥s ♦ù ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♦❜s❡r✲

✈❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❛❝❤é✱

t♦✉t ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♦❜s❡r✈é✳ ◆♦tr❡ ♣r♦✲

❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ét❛t s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉✳ ▲❡ s❡✉❧

❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ r❡✐♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✳ ◆♦✉s

♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ♣❛r ❧✐ss❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ♣❧✉s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t

❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❞✐✣❝✉❧tés s♦✉❧❡✈é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡

❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❛✉t❛♥t ❞❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡

❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✸✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡

♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ✉t✐❧✐sé✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥❞r♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❛❜♦r❞és ❞❛♥s

❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♠❛✐s ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦♥✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥❡

♠❛♥✐èr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts



❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts ✾✾

❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s à tr❛✈❡rs ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s♦✉s✲

❥❛❝❡♥t❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❢♦✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs

❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈✐t❡ss❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t ❛✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

✻✳✶ ▲✐ss❛❣❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ♣❛r ❇✲s♣❧✐♥❡s

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ré❣r❡ss✐♦♥s s♣❧✐♥❡s ❡st ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱

Y ✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ X✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t h ✭h =

1, 2, ..., n✮ s♦✐t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ nh + 1 ✈✐s✐t❡s ❛✉① t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡ {vh,0, vh,1, ..., vh,nh
}✳

❆ ❝❤❛q✉❡ ✈✐s✐t❡✱ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✱ ♥♦té❡ yh,r ✭r = 0, 1, ..., nh✮✱ ❡st ♠❡s✉ré❡✳ ▲❡s

❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (yr, vr)✱ r = 1, ..., nh✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✿

yr = f(vr) + ǫr ✭✻✳✶✮

♦ù ǫr ❡st ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡✱ s✉♣♣♦sé❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t

❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡

❡st ✐❝✐ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f()✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❛r

♠♦r❝❡❛✉① ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡❝♦♥♥✉❡ ❬✾✸❪✳ ❈❡s ♠♦r❝❡❛✉① ♦✉ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s

♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s✳ P❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣❧✉s ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥

❡st ✢❡①✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❢♦r❝❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s

♥♦❡✉❞s✳ ▼ê♠❡ s✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥

❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝✉❜✐q✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡t s❡❝♦♥❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s

❛✉① ♥♦❡✉❞s✳

❉❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés s♦♥t ♣r♦♣r❡s à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦❡✉❞s

❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s K ♥♦❡✉❞s ✐♥tér✐❡✉rs✱ ♥♦tés ξ1 < ... < ξK ✱

❡t ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❡①trê♠❡s ξ0 ❡t ξK+1✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

tr♦♥q✉é❡s ❡st ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ s♣❧✐♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ✿

f(v) = β0 + β1v + β2v
2 +

K∑

j=1

θj(v − ξj)
3
+ ✭✻✳✷✮

♦ù a+ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ a✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜❛s❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t

❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦rté❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳ P♦✉r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré

m− 1✱ ♣♦s♦♥s

Bj(v) = vj−1, j = 1, ...,m ✭✻✳✸✮

Bm+j(v) = (v − ξj)
m−1
+ , j = 1, ..., K ✭✻✳✹✮

❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ γj = (β0, ..., βm, θ1, ..., θK)✱ ♦♥ ♦❜✲

t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

f(v) =
m+K∑

j=1

γjBj(v) ✭✻✳✺✮



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts

▲❡s s♣❧✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ✭♠ ❂ ✹✮ s♦♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✈♦r✐sé❡s✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜✲

t❡♥✐r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛ss❡③ ❧✐ss❡s t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s

♥♦❡✉❞s ❡st ❞✐r✐❣é ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♦♥ ❞♦✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡

❞❡❣ré ✶ ♦✉ ✷ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❧✐♠✐t❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❡ ❧✐ss❛❣❡ ♣❛r ❇✲s♣❧✐♥❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❞❡ ❇♦♦r ❬✾✹❪✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ t②♣❡

❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s♣❧✐♥❡s ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❣râ❝❡ à s❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r

❝❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s✱ s✉♣♣♦s♦♥s t♦✉❥♦✉rs K ♥♦❡✉❞s ✐♥tér✐❡✉rs✱ ♥♦tés ξ1 < ... < ξK ✱ ❡t ❞❡✉①

♥♦❡✉❞s ❡①trê♠❡s ξ0 ❡t ξK+1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ s♣❧✐♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré m − 1✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s 2m

♥♦❡✉❞s ❡①trê♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿ ξ−(m−1) = ... = ξ−1 = ξ0 ✭♥♦❡✉❞ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r✮ ❡t

ξK+1 = ... = ξK+m−1 = ξK+m ✭♥♦❡✉❞ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s K+m−1

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ B−(m−1),m(v)✱ ✳✳✳✱ BK,m(v) ❞❡ ❞❡❣ré m− 1✱ ❞é✜♥✐❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿

Bj,m(v) =
v − ξj

ξj+m−1 − ξj
Bj,m−1(v) +

ξj+m − v

ξj+m − ξj+1

Bj+1,m−1(v) ✭✻✳✻✮

♣♦✉r j = −(m− 1), ..., k✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

Bj,1(v) =

{
1, v ∈ [ξj, ξj+1[,

0, s✐♥♦♥

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❇✲s♣❧✐♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré m− 1 ❛✈❡❝ ❑ ♥♦❡✉❞s ✐♥tér✐❡✉rs ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡

f(v) =
K∑

j=−(m−1)

αjBj,m(v) ✭✻✳✼✮

◆♦t♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ s♣❧✐♥❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ αj ✭j = −(m − 1), ..., K✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❇✲s♣❧✐♥❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ m +K ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s

♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s

à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✶✮✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s αj s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ✿

nh∑

r=1

{
yr −

K∑

j=−(m−1)

αjBj,m(vr)

}2

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣ré❞✐t❡s ❞❡ yr ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥s ❞❡ vr✱ ♥♦té❡s ỹr✱ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s♦✉s✲

❥❛❝❡♥t é♣✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ǫr ✭ỹr = yr − ǫr✮✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♣❧✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ✢❡①✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧❡s ❡rr❡✉rs ǫr s❡r♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✳ ▲❛

❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❧❡ ♠✐❡✉① ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s✱

♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ s✉✣s❛♥t ❛✜♥ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛

s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❡st ré❛❧✐sé✳



❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ✕ ▲✐ss❛❣❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ♣❛r ❇✲s♣❧✐♥❡s ✶✵✶

❉é✜♥✐ss♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝✉❜✐q✉❡s ❡t ✺ ♥♦❡✉❞s ✐♥tér✐❡✉rs✳ ▲✬❡♠♣❧❛❝❡✲

♠❡♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛✉① q✉❛♥t✐❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❈❡ ❧✐ss❛❣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛

✜❣✉r❡ ✭✻✳✶✮ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts r❡t♦✉r♥❛♥t ❡♥ ❞✐❛❧②s❡✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❝❡

♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡

s♦✉♠✐s❡s à ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✳

✻✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té

✻✳✷✳✶ ❈❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ét❛ts

❞❡ ❣r❛✈✐té ❧❡s ♣❧✉s ❛♥♥♦♥❝✐❛t❡✉rs ❞✬✉♥ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❞é❝ès✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡

❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ét✉❞✐é ét❛♥t ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ♦✉

❧❡ ❞é❝ès ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✱ ❧✬ét❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ét❛♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦♠♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❡①♣❧✐❝❛t✐❢✳ ▲❡

❝♦♥t❡①t❡ ❡st ✐❝✐ ✉♥ ♣❡✉ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♥❡ ♥♦✉s

✐♥tér❡ss❡ ♣❛s✱ ❧❡ s❡✉❧ ♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❧❡ ♣❧✉s ♣ré✲

❞✐❝t✐❢ ❞❡ ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ tr♦✐s ♣❤❛s❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❣✉é❡s ✿ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡✱

♣✉✐s ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ r❡st❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ❝❡r✲

t❛✐♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣❤❛s❡s✱ ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡

♣❤❛s❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ s♦✉s ❝❡ s❡✉✐❧✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡

s❝❤é♠❛ ✭✻✳✷✮✳ ▲❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✜①❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s tr♦✐s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ét❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❛

♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✻✮✱ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

λ(vh,r, zh(vh,r))) = λ0(vh,r)exp(βzh(vh,r)) ✭✻✳✽✮

♦ù ❧❡ ✈❡❝t❡✉r zh(vh,r) = (zh,1(vh,r), zh,2(vh,r)) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧✬✐♥✲

❞✐✈✐❞✉ h ❛✉ t❡♠♣s vh,r ❞❡♣✉✐s ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ zh,1(vh,r) ❡st é❣❛❧ à ✶ ♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ét❛t

❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ✵ s✐♥♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ zh,2(vh,r) ❡st é❣❛❧ à ✶ ♣♦✉r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t

✵ s✐♥♦♥✳ β = (β1, β2) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à zh(vh,r)✳

▲❡ t❡♠♣s ét✉❞✐é ❡st ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ♦✉ ❧❡ ❞é❝ès

❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳ ❙✐ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts à ❧❛ ✜♥ ❞❡ s♦♥ s✉✐✈✐ ❛✉

t❡♠♣s vh,nh
✱ ❛❧♦rs δh ✈❛✉t ✶✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ s✐ δh ❡st é❣❛❧❡ à ✵✱ ❛❧♦rs vh,nh

r❡♣rés❡♥t❡ s♦♥

t❡♠♣s ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭✶✳✼✮ ❡st ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡

β ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❬✾✺❪✳

VP =
n∏

h=1

{
exp(βzh(vh,nh

))/
∑

R(vh,nh
)

exp(βzq(vh,nh
))

}δh

✭✻✳✾✮



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts

♦ù R(vh,nh
) ❞é♥♦t❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s q t❡❧s q✉❡ vq,nq

≥ vh,nh
✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛

s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s s✉❥❡ts à r✐sq✉❡ ❛✉ t❡♠♣s vh,nh
✳

❈❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✽✮✱ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ♥♦❡✉❞s✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐✲

r❛♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ét❛ts ✷ ❡t ✸✳ ▲✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛✉①

q✉❛♥t✐❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s

❝✉❜✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡✉rs ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s

✐♥tér✐❡✉rs ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥✱ (k, s)✱ ❡st ❝❡❧✉✐ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✾✮ ♣♦✉r ❝❡r✲

t❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ✿

(k̂, ŝ) = Argmax(k,s){VP}; k = 1, ..., 15 ; s = 10%, ..., 90% ✭✻✳✶✵✮

❆✉❝✉♥❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s❡✉❧ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st

❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ❧❛ ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ✉♥ é❝❤❡❝✳ ❙✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢

ét❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ✉t✐❧✐sés ❛✉r❛✐t

♣✉ êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳

✻✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺✱ ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r

♣ré❞✐❝t✐❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t tr❛♥s♣❧❛♥té ré♥❛❧✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡ ❜✐❛✐s

♣ér✐♦❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✐♠✐té ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❣r❡✛és à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✻✳ ❈❡tt❡ ❛♥♥é❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✿ ♠❡✐❧❧❡✉r r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❡t

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és ✿

♣❛t✐❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡✱ ❛✉❝✉♥❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛♥❝ré❛s ❛ss♦❝✐é❡ ❡t

✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❤♦s♣✐t❛❧✐❡r ♥❛♥t❛✐s✳ ❆✉ t♦t❛❧✱ ✽✶✾ ♣❛t✐❡♥ts s♦♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡✳

❆ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❣r❡✛❡✱ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts s♦♥t â❣és ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✹✽✱✺ ❛♥s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬â❣❡ ♠♦②❡♥

❞❡s ❞♦♥♥❡✉rs ❡st ❞❡ ✹✻✱✾ ❛♥s✳ ✻✷ ✪ ❞❡s r❡❝❡✈❡✉rs s♦♥t ❞❡s ❤♦♠♠❡s✱ ❝♦♥tr❡ ✻✸ ✪ ❝❤❡③ ❧❡s

❞♦♥♥❡✉rs✳ ▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❣r❡✛❡ ❡st éq✉✐❧✐❜ré❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✺✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

▼ê♠❡ s✐ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st r❡str❡✐♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✻✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✻✮ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r

❧✬é✈❡♥t✉❡❧ ❜✐❛✐s ❞û à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❣r❡✛❡✳

❖♥ ✈♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s â❣❡s ♠♦②❡♥s ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r ❡t ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✳ ▲❡s ❛✉tr❡s

♠❛rq✉❡✉rs ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s s✉✐✈r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ t❡♥❞❛♥❝❡✱ q✉❡ s❡ s♦✐t ❧✬✐s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡✱ ❧❡ ❞é❧❛✐

❞❡ r❡♣r✐s❡ ❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ♦✉ ❧❡ s❡①❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r ♦✉ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✼✮ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❡t ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❞✐♠✐✲

♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧✬ét❛t ✸✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ r❡t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥

❧✐ss❛❣❡ ♣❛r ❇✲s♣❧✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✽✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✹ ♥♦❡✉❞s ✐♥tér✐❡✉rs ✭k̂ = 4✮✳ ❆ ♣❛rt✐r

❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ ❧✐ssé❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛ss❡③ ♥❡tt❡♠❡♥t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ ŝ é❣❛❧❡ à ✹✺ ✪✳ ▲❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ ❧✐ssé❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜✲

t❡♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❞✐❝t✐❢ ❞✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts t❡r♠✐♥❛✉①✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡



❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ✶✵✸

❈♦❡❢ ❊❚ ❘❘ ■❈95%✭❘❘✮ ♣✲✈❛❧✉❡

❊t❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ✶ ✶

❊t❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ✷ ✵✱✷✶ ✵✱✸✹ ✶✱✷✸ ❬✵✱✻✷ ❀ ✷✱✹✺❪ ✵✱✺✺✵✵

❊t❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ✸ ✷✷✱✻✹ ✵✱✸✵ ✷✷✱✻✹ ❬✶✷✱✺✾ ❀ ✹✵✱✻✾❪ ✵✱✵✵✵✶

❚❛❜✳ ✻✳✶ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✸ ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ♦✉ ❧❡ ❞é❝ès✳

❈♦❡❢ ❊❚ ❘❘ ■❈95%✭❘❘✮ ♣✲✈❛❧✉❡

❊t❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ✶ ✶

❊t❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ✷ ✸✱✶✵ ✵✱✷✷ ✷✷✱✷✵ ❬✶✹✱✸✵ ❀ ✸✹✱✹✵❪ ✵✱✵✵✵✶

❚❛❜✳ ✻✳✷ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✷ ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ♦✉ ❧❡ ❞é❝ès✳

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✻✳✶✮✳ ▲❡s ♣❛t✐❡♥ts ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷ ♦♥t ✶✱✷ ❢♦✐s ♣❧✉s

❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❝é❞❡r ♦✉ ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶ ✭■❈95% = [0, 62; 2, 45]✮✳ ❈❡

r✐sq✉❡ ❡st é❣❛❧ à ✷✷✱✻ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✸ ✭■❈95% = [12, 59; 40, 69]✮✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡

♠❛rq✉❡✉r ❞❡ r✐sq✉❡✱ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞✉

♣r❡♠✐❡r ❧✬ét❛t ✭♣❂✵✱✺✺✵✵✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t r❡♠❡t ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❛❞♠❡t✲

t❛♥t ✸ ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ✭✻✳✸✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ ♠ê♠❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✽✮✳ ❯♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ s♣❧✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✷ ♥♦❡✉❞s

✐♥t❡r♥❡s ❡st r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✳ ▲✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✲

❞è❧❡ ✭✻✳✽✮ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬ét❛t ✷ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❝❤✉t❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡

✸✵ ✪ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ♣♦st✲tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st

♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✻✳✷✮✳ ▲❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❝ès ♦✉ ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r

♣❧✉s ❞❡ ✷✷✱✷ ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ❧✬ét❛t ✷ ✭■❈95%✭❘❘✮ = [14, 30; 34, 40]✮✳ ✼✸✱✸ ✪

❞❡s ✶✶✻ é✈é♥❡♠❡♥ts t❡r♠✐♥❛✉① ♦❜s❡r✈és ♦♥t ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷✳

✻✳✸ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡t ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

✻✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts

▲❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❞❡ t②♣❡ ✧❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥✴é❝❤❡❝✧ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭✻✳✹✮✳

❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✷ ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ✭tr❛♥s✐t♦✐r❡s✮✱ ✷ ét❛ts ❛❜s♦r❜❛♥ts ❡t ✺ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺✱ t♦✉s ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t

❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t s♦✐t tr❛♥s✐t❡r ✈❡rs ❧✬ét❛t ✷✱ s♦✐t s✉❜✐r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t

t❡r♠✐♥❛❧✳ ▲✬ét❛t ✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ❡t ❧✬ét❛t ✹ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ❞é❝ès ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛✈❡✱ s❡✉❧ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ✈❡rs ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ ❡st



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts

♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡s ♣❛t✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❡♥s✉rés à ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✻✳✸✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts s❡❧♦♥ ❧❡✉r tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦❜s❡r✈é❡✳

❈❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ r❡t♦✉r

❡♥ ❞✐❛❧②s❡ q✉✬❛✉ ❞é❝ès✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✼✼ r❡t♦✉rs ♦❜s❡r✈és✱ ✻✶ ✐♥❞✐✈✐❞✉s ✭✼✾✱✷ ✪✮

ét❛✐❡♥t ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷ ❛✉ ♠♦✐♥s à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈✐s✐t❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❞é❝ès

❡st éq✉✐❧✐❜ré❡ s❡❧♦♥ ❧✬ét❛t à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈✐s✐t❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t❡♠♣s ♠♦②❡♥s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥

❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧✱ ❧❡s ❞é❧❛✐s s♦♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉s ❝♦✉rts ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ♥✬❛

❥❛♠❛✐s été ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s ❞❡

❧✬ét❛t ✶ ❛✉① ét❛ts k ✭k = 3, 4✮✳

❊t❛ts ♦❜s❡r✈és ❊✛❡❝t✐❢ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ▼♦②❡♥♥❡✶ ▼é❞✐❛♥❡✷

✶✸ ✺✸✼ ✻✹✱✵ ✪ ✹✹✱✾ ✹✵✱✼

✶ ❀ ✷✸ ✶✾✵ ✷✷✱✼ ✪ ✹✽✱✾ ✹✺✱✸

✶ ❀ ✷ ❀ ✸ ✻✶ ✼✱✸ ✪ ✹✹✱✻ ✹✸✱✺

✶ ❀ ✷ ❀ ✹ ✶✽ ✷✱✶ ✪ ✸✻✱✸ ✸✶✱✽

✶ ❀ ✸ ✶✻ ✶✱✾ ✪ ✶✸✱✺ ✼✱✵

✶ ❀ ✹ ✶✼ ✷✱✵ ✪ ✸✶✱✹ ✶✹✱✸

t♦t❛❧ ✽✸✾ ✶✵✵✱✵ ✪

❚❛❜✳ ✻✳✸ ✕ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts s❡❧♦♥ ❧❡✉r tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦❜s❡r✈é❡✳

✻✳✸✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s

♣ré❝é❞❡♥ts ✿ s❡✉❧❡♠❡♥t ✷ ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té✱ à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t❡r

✈❡rs ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ét❛ts ❛❜s♦r❜❛♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉s ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥

❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✬❡♥ tr♦✉✈❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❞❡s

❤②♣♦t❤ès❡s ét❛✐t q✉❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡

t♦✉s ❧❡s ét❛ts ♦❝❝✉♣és ♣❛r ✉♥ ♣❛t✐❡♥t ét❛✐❡♥t r❡♥s❡✐❣♥és ✭♠ê♠❡ s✐ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s✮✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✻✳✸✮✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ ✈❡rs ✉♥ ét❛t t❡r♠✐♥❛❧ s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲✬é✈❡♥t✉❡❧ ♣❛ss❛❣❡ ♣❛r ❧✬ét❛t

✷ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ r❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s

✐♥❝♦♠♣❧❡ts ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts✳

▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ❛❞❛♣té❡s à ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❙♦✐t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

❝♦♥st✐t✉é ❞❡ n s✉❥❡ts✱ h = 1, ..., n✳ ❆ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈✐s✐t❡s ❞❡

❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h ❛✉① t❡♠♣s vh,r ✭r = 0, 1, ..., nh✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐ssé❡ ❞❡ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡

❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ ỹh,r ❡t ✉♥ ét❛t ♦❜s❡r✈é Wh,r✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ t♦✉s ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t

✶❚❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞✉ s✉✐✈✐ ❛✈❛♥t ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♦✉ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ ❡♥ ♠♦✐s✳
✷❚❡♠♣s ♠é❞✐❛♥ ❞✉ s✉✐✈✐ ❛✈❛♥t ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♦✉ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ ❡♥ ♠♦✐s✳
✸❚r❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝❡♥s✉ré❡s à ❞r♦✐t❡✳



❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡t ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✶✵✺

❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶✱Wh,0 = 1✳ ❙✐ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✜♥❛❧ ❞✉ s✉✐✈✐ ❡st ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡✱

Wh,nh
= 3✳ ❙✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❞é❝ès ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✱ ❛❧♦rs Wh,nh

= 4✳ ❙✐♥♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s

✈✐s✐t❡s {Wh,r, r = 1, ..., nh} ∈ {1, 2}✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts✱ ✐❧ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞é❞✉✐t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts ♦❜✲

s❡r✈és ❡t ❞✐st✐♥❝ts✱ ♥♦té❡ {Xh,r, r = 0, ...,mh}✳ mh ✐♥❞✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

♦❜s❡r✈é❡s ❝❤❡③ ❧❡ s✉❥❡t h✳ ❈❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❢♦r♠❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳ dh,r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧✬ét❛t Xh,r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

❧✬ét❛t s✉✐✈❛♥t ❧❛ r✐è♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ vh,nh
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ✜♥ ❞❡ s✉✐✈✐

❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❣r❡✛❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h✳ ■❧ ❡st ❛ss♦❝✐é s♦✐t à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧✱ s♦✐t

❛✉① ❞❡r♥✐èr❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s✳ ❉✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t✱

❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✾✮✳

✭✐✮ ▲✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h ❡st ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝❧❛r❡r ✉♥ é✈é✲

♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ k ✭k = 3, 4✮✳ ◆♦t♦♥s Ch,1 ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧

✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❛✈❡❝ δh,1 ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ é❣❛❧❡ à ✶ s✐ ❧❡ s✉❥❡t h r❡s♣❡❝t❡ ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳

Ch,1 = lim
∆d→0+

{
P (vh,nh

− dh,0 < dh,1 < vh,nh
− dh,0 + ∆d,Xh,2 = k,

d0
h,0 < dh,0 < d1

h,0, Xh,1 = 2|Xh,0 = 1)/∆d
}

= lim
∆d→0+

{
P (vh,nh

− dh,0 < dh,1 < vh,nh
− dh,0 + ∆d,Xh,2 = k|

d0
h,0 < dh,0 < d1

h,0, Xh,1 = 2, Xh,0 = 1)

× P (d0
h,0 < dh,0 < d1

h,0, Xh,1 = 2|Xh,0 = 1)/∆d
}

= lim
∆d→0+

{
P (Xh,2 = k|Xh,1 = 2)P (vh,nh

− dh,0 < dh,1 < vh,nh
− dh,0 + ∆d|

Xh,2 = k,Xh,1 = 2)/∆d
}
P (Xh,1 = 2|Xh,0 = 1)

× P (d0
0,h < dh,0 < d1

h,0|Xh,1 = 2, Xh,0 = 1)

= P12P2k

∫ d1
h,0

d0
h,0

f12(u)f2k(vh,nh
− u)du ✭✻✳✶✶✮

✭✐✐✮ ▲✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h ♥✬❡st ♣❛s ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝❧❛r❡r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐✲

♥❛❧ k ✭k = 3, 4✮✳ ◆♦t♦♥s Ch,2 ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❛✈❡❝ δh,2

❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ é❣❛❧❡ à ✶ s✐ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ s✉❥❡t h r❡s♣❡❝t❡♥t ❝❡ s❝❤é♠❛✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ✭✻✳✹✮

♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣❛t✐❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛ssé ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ❧✬ét❛t k✱ ♠❛✐s

✐❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ♣❛ssé ♣❛r ❧✬ét❛t ✷ ❡♥tr❡ d0
h,0 ❡t vh,nh

✳ ❉✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣❛t✐❡♥t s✉❜✐t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → k ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✿

lim
∆d→0+

{
P (vh,nh

< dh,0 < vh,nh
+ ∆d,Xh,1 = k|Xh,0 = 1)/∆d

}

= lim
∆d→0+

{
P (Xh,1 = k|Xh,0 = 1)

× P (vh,nh
< dh,0 < vh,nh

+ ∆d|Xh,1 = k,Xh,0 = 1)/∆d
}

= P1kf1k(vh,nh
) ✭✻✳✶✷✮



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬ét❛t ✷ ❛ été ❝❡♥s✉ré ❡♥tr❡ d0
h,0 ❡t vh,nh

✳

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✶✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

lim
∆d→0+

{
P (vh,nh

− dh,0 < dh,1 < vh,nh
− dh,0 + ∆d,Xh,2 = k,

d0
h,0 < dh,0 < vh,nh

, Xh,1 = 2|Xh,0 = 1)/∆d
}

= P12P2k

∫ vh,nh

d0
h,0

f12(u)f2k(vh,nh
− u)du ✭✻✳✶✸✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✻✳✶✷✮ ❡t ✭✻✳✶✸✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

Ch,2 = P1kf1k(vh,nh
) + P12P2k

∫ vh,nh

d0
h,0

f12(u)f2k(vh,nh
− u)du ✭✻✳✶✹✮

✭✐✐✐✮ ▲✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h ❡st ❝❡♥s✉ré ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

❛✉ t❡♠♣s vh,nh
❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ❙❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ Ch,3 ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r δh,3✳

Ch,3 = P (dh,0 > vh,nh
|Xh,0 = 1)

=
∑

j 6=1

P (Xh,1 = j|Xh,0 = 1)P (dh,0 > vh,nh
|Xh,1 = j,Xh,0 = 1)

=
∑

j 6=1

P1jS1j(vh,nh
) = S1.(vh,nh

) ✭✻✳✶✺✮

✭✐✈✮ ▲✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h ❡st ❝❡♥s✉ré ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛

❞❡r♥✐èr❡ ✈✐s✐t❡ vh,nh
✳ ❙❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ Ch,4 ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r δh,4✳

Ch,4 = P (dh,1 > vh,nh
− dh,0, Xh,1 = 2, d0

h,0 < dh,0 < d1
h,0|Xh,0 = 1)

= P (dh,1 > vh,nh
− dh,0|Xh,1 = 2, d0

h,0 < dh,0 < d1
h,0, Xh,0 = 1)

× P (d0
h,0 < dh,0 < d1

h,0, Xh,1 = 2|Xh,0 = 1)

=
{ 4∑

j=3

P (Xh,2 = j|Xh,1 = 2)P (dh,1 > vh,nh
− dh,0|Xh,2 = j,Xh,1 = 2)

}

× P (Xh,1 = 2|Xh,0 = 1)P (d0
h,0 < dh,0 < d1

h,0|Xh,1 = 2, Xh,0 = 1)

=

∫ d1
h,0

d0
h,0

P12f12(u)
{ 4∑

j=3

P2jS2j(vh,nh
− u)

}
du

= P12

∫ d1
h,0

d0
h,0

f12(u)S2.(vh,nh
− u)du ✭✻✳✶✻✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♠♣♦sé

❞❡ n s✉❥❡ts s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

V =
n∏

h=1

4∏

i=1

(Ch,i)
δh,i ✭✻✳✶✼✮



❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡t ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✶✵✼

▲❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✶✼✮ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

✐♥té❣r❛❧❡s✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❝❡s ✐♥té✲

❣r❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡s

♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs

♥é❝❡ss❛✐r❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s tr❛♣è③❡s ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s

✐♥t❡r♣♦❧❛t❡✉rs✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♣è③❡s✳ ❙♦✐t [a, b]✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ❞✐✈✐sé ❡♥ n s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r h✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st ❛❧♦rs

❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❛✐r❡s ❞❡s tr❛♣è③❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✿

∫ b

a

f(u)du ≈ n−1(b− a)
(
0, 5(f(a) + f(b)) +

n−1∑

k=1

f(a+ kh)
)

✭✻✳✶✽✮

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ n ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠✲

♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✬❛✉✲

t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣❧✉s

✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✶✽✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

∫ b

a

f(u)du ≈ 0, 5(b− a)

Q∑

q=1

w̃qf
(
0, 5(b− a)ũq + 0, 5(a+ b)

)
✭✻✳✶✾✮

♦ù ũq s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❞❡❣ré Q ❡t ♦ù w̃q s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐és

à ❝❡s r❛❝✐♥❡s ❬✾✻❪✳ ❉❡s t❛❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡t ❞❡s ♣♦✐❞s✳ P♦✉r

❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✸ ♥♦❡✉❞s✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s Q = 10✱ ❞♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭❇✳✶✮

❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳

✻✳✸✳✸ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ✈✐t❡ss❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦♥t été

♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡

❞❛♥s ❧❡s ét❛ts✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡

❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣♦sé❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛✲

♠ètr❡s ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛s♣❡❝t r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r

❧✐❡✉ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t

i ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧✬ét❛t j é❣❛❧❡ à ✿

λij

(
x, ηh,ij(x)

)
= λ0,ij(x)exp

(
ηh,ij(x)

)
✭✻✳✷✵✮



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts

♦ù ηh,ij(x) ❡st ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

♣❡✉✈❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧✬ét❛t✱ x✱ ❣râ❝❡ à ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s

❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❡st ❧✐♠✐té à ✷✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ zh,ij ✿

ηh,ij(x) = β
(1)
ij zh,ij + β

(2)
ij zh,ijx+ β

(3)
ij zh,ijx

2 ✭✻✳✷✶✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ✭✻✳✷✵✮ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ✭✻✳✶✾✮✱ ♦♥ ❛ ✿

Sij

(
x, ηh,ij(x)

)
= exp

(
−

∫ x

0

λij

(
u, ηh,ij(u)

)
du

)

≈ exp
(
− 0.5x

Q∑

q=1

w̃qλij

(
0.5x(ũq + 1), ηh,ij(0.5x(ũq + 1))

))
✭✻✳✷✷✮

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✷✮ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐

❧♦rsq✉❡ x t❡♥❞ ✈❡rs ✵✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ♣❛r ✉♥

♣♦❧②♥ô♠❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s s♦♥t ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s

♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡♥ ré♣❛rt✐ss❛♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡✳

❙♦✐t c ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵ ✿

Sij

(
x, ηh,ij(x)

)
= exp

(
−

∫ c

0

λij

(
u, ηh,ij(u)

)
du−

∫ x

c

λij

(
u, ηh,ij(u)

)
du

)

≈ exp
(
− 0.5c

Q1∑

q=1

{
w̃qλij

(
0.5c(ũq + 1), ηh,ij(0.5c(ũq + 1))

)}

− 0.5(x− c)

Q2∑

q=1

{
w̃qλij

(
0.5(x− c)ũq + 0.5(x+ c),

ηh,ij(0.5(x− c)ũq + 0.5(x+ c))
)})

✭✻✳✷✸✮

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ Q1✱ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❛ss❡③

✐♠♣♦rt❛♥t✱ s❛♥s êtr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❛✉ t♦t❛❧✳ ❈♦♠♠❡

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t Q2 = 10✱ q✉❡❧q✉❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡

❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ c = 0, 02 ❡t Q1 = 30 ♦✛r❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s

s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❡♥ ✵✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭❇✳✷✮ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡

❇✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ✐♠♣♦s❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❞❛♥s

❧✬ét❛t ✶✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① ❡st ❞♦♥❝

✐♥✉t✐❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡✱ ✐❧

❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ s♦✉str❛✐r❡ à ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s✉r t♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳

❆✐♥s✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✷✳✶✮ ❡t ✭✹✳✷✮✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬ét❛t ❝♦♥sé❝✉t✐❢ à ❧✬ét❛t i

s♦✐t ❧✬ét❛t j s✬é❝r✐t ✿

Pij(yh,ik, k 6= i) = exp(γij + βijyh,ij)/
∑

k 6=i

exp(γik + βikyh,ik) ✭✻✳✷✹✮



❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡t ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✶✵✾

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❈♦❡❢✳ ❊❚ ♣✲✈❛❧✉❡

1 → 2 ■♥t❡r❝❡♣t ✶✱✽✽ ✵✱✻✽ ✵✱✵✵✻✸

1 → 2 ❉é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ✵✱✼✸ ✵✱✸✹ ✵✱✵✸✵✻

1 → 2 ❆❣❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r ✲✷✱✵✹ ✵✱✼✵ ✵✱✵✵✸✹

1 → 3 ■♥t❡r❝❡♣t ✲✷✱✽✶ ✵✱✺✸ ✵✱✵✵✵✶

2 → 3 ■♥t❡r❝❡♣t ✶✱✶✹ ✵✱✸✹ ✵✱✵✵✵✼

2 → 3 ■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❆✰❇✰❉❘ ✵✱✾✸ ✵✱✹✼ ✵✱✵✹✽✸

❚❛❜✳ ✻✳✹ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈

♦ù γij ❡t βij s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r❝❡♣t ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

❛ss♦❝✐é à yh,ij✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ i → j✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡✱
∑

j 6=i Pij(yh,ik, k 6= i) = 1 ✐♠♣♦s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ P❛r

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡ γij ❡t ❞❡ βij ♣♦✉r ❧✬ét❛t j ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞

♥✉♠ér♦✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ✶✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t❡r ✈❡rs ❧❡s ét❛ts ✷✱ ✸ ♦✉

✹✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 4 ❡st ❛❧♦rs ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭γ14 = β14 = 0✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡

♠❛♥✐èr❡✱ γ24 = β24 = 0✳

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐✱ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❣✐r s♦✐t s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥✱ s♦✐t s✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

✻✳✸✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡s

t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ été sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❡♥ ✉♥✐✈❛r✐é ✭p ≤ 0.20✮ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡

♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s ❛ été ❡①❛♠✐♥é❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s

r❡s♣❡❝té❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝♦✉♣❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥✴❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✷✶✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r

♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❆♣rès ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ✭p ≤ 0.05✮✱

✶✶ ❢❛❝t❡✉rs ❡①♣❧✐❝❛t✐❢s s♦♥t r❡t❡♥✉s ✭log(V) = −1550.70✮✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱γij ❡t βij ✭ij ∈ {12, 13, 14, 23, 24}✮✱ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✻✳✹✮ ♣♦✉r

❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts ❡t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✻✳✺✮ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ Xh,0 = 1 ❡t Xh,1 = 2 ❡st ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❝❤❡③

❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❞♦♥t ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✻ ❥♦✉rs✳

❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ r❡❝❡✈♦✐r ✉♥ r❡✐♥ ❞✬✉♥ ❞♦♥♥❡✉r â❣é ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✺✺ ❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬✉♥❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs ❧❡ ❞é❝ès✳ ❊♥✜♥✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬ét❛t ♦❝❝✉♣é ❡st ❧❡

s❡❝♦♥❞ st❛❞❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✱ ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞é❝ès ♣♦✉r ❧❡s ❣r❡✛❡s

♣rés❡♥t❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ✹ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❍▲❆ ✭❆✰❇✰❉❘✮✳

❈❡rt❛✐♥❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❣✐ss❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡ sé❥♦✉r✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬ét❛t

✷ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ♣♦✉r ❧❡s ❢❡♠♠❡s tr❛✐tés



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❈❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❈♦❡❢✳ ❊❚ ♣✲✈❛❧✉❡

1 → 2 ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✵✱✸✻ ✵✱✶✹ ✵✱✵✵✻✸

1 → 2 ❙❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ✲✵✱✷✻ ✵✱✶✸ ✵✱✵✺✹✶

1 → 2 ❆❣❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r ✵✱✾✻ ✵✱✷✸ ✵✱✵✵✵✶

1 → 3 ■s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ✺✱✵✷ ✶✱✷✵ ✵✱✵✵✵✶

2 → 3 ■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❆✰❇✰❉❘ ✵✱✾✵ ✵✱✷✾ ✵✱✵✵✶✼

2 → 3 P❘❆ ✶✱✶✵ ✵✱✸✺ ✵✱✵✵✶✻

2 → 3 P❘❆ × d ✯ ✲✵✱✹✼ ✵✱✷✷ ✵✱✵✸✵✾

2 → 4 ❉é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ✷✱✵✶ ✵✱✻✵ ✵✱✵✵✵✽

2 → 4 ❙❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ✶✱✺✷ ✵✱✻✹ ✵✱✵✶✼✹

2 → 4 ❙❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r × d ✯ ✲✹✱✸✶ ✶✱✶✾ ✵✱✵✵✵✸

2 → 4 ❙❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r × d2 ✯ ✶✱✸✵ ✵✱✸✷ ✵✱✵✵✵✶
✯ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t✱ d✳

❚❛❜✳ ✻✳✺ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐és ❛✉① t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉rs

♣❛r ❙✐♠✉❧❡❝t ❡t ❛②❛♥t r❡ç✉ ✉♥ ❣r❡✛♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦♥♥❡✉r ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✺✺ ❛♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s❛❝❤❛♥t

q✉❡ ❧❡ ♣❛t✐❡♥t r❡t♦✉r♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

s❡♠❜❧❡ ❛❝❝é❧éré❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ❡st ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✷✹ ❤❡✉r❡s✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱

s✐ ❧❡ ♣❛t✐❡♥t ♦❝❝✉♣❡ ❧✬ét❛t ✷ ❛✈❛♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡

♣♦✉r ❧❡s ❣r❡✛❡s à ❢♦rt❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r

❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♠♠✉♥✐s❛t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à ✵✪✱ ♠❛✐s ❝❡t ❡✛❡t s❡♠❜❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡r

❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷✳ ❊♥✜♥✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❞é❝ès à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ét❛t ❞❡ s❛♥té

❛❣❣r❛✈é✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷ ❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té

ré♥❛❧❡ ❛ été ❧♦♥❣✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡t ❡✛❡t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✳

▲❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❧♦✐s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s

❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✻✳✻✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ✶ à ❧✬ét❛t ❞❡

❣r❛✈✐té ✷ ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ∪ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥✈✐r♦♥ ✹ ❛♥s ❛♣rès ❧❛ ❣r❡✛❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✷✮✳

❚♦✉❥♦✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❡st ▲❘❙ ❡t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡

❧❡s ❛✉tr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ✭r✐sq✉❡

❝♦♥st❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

2 → 3 ❡st é❣❛❧❡ à ♣❧✉s ❞❡ ✸ ❢♦✐s ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 3✱ ♠♦♥tr❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ rô❧❡ ❞❡

♠❛rq✉❡✉r ♣ré❝♦❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✷ ♣♦✉r ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡✳

✻✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ré✈è❧❡ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡ q✉❡



❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ✕ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✶✶

σij νij θij

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❊st✐♠✳ ❊❚ ❊st✐♠✳ ❊❚ ❊st✐♠✳ ❊❚

1 → 2 ✻✽✱✽✹ ✽✷✱✵✵ ✵✱✼✼ ✵✱✵✺ ✵✱✷✺ ✵✱✷✶

1 → 3 ✹✷✱✾✶ ✹✼✱✹✹ ✶ ✳ ✶ ✳

1 → 4 ✶✵✾✱✽✵ ✼✸✱✸✶ ✶ ✳ ✶ ✳

2 → 3 ✶✷✱✾✻ ✸✱✸✹ ✶ ✳ ✶ ✳

2 → 4 ✻✱✸✵ ✸✱✾✸ ✶ ✳ ✶ ✳

❚❛❜✳ ✻✳✻ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❧♦✐s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts

❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺✱ ♦ù ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ét❛✐❡♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱

❛❧♦rs q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s✉❥❡t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ s♦♥

s✉✐✈✐✳

▲✬❛✉tr❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥✢✉❡♥ç❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ✐♥tr♦✲

❞✉✐t❡s s❛♥s s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡t s❛♥s ✐♠♣♦s❡r ❞❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧

❞✉ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ ❝❡r✲

t❛✐♥❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❡st q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♥✬❡st

♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❧✉s ❧♦✉r❞❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡

❝❛❧❝✉❧✳ ◗✉❡ s❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s✉r✈✐❡ ♦✉ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥tr✐✲

❜✉t✐♦♥s à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡

✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡①♣❧✐❝❛✲

t✐❢s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té

❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐✲

s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲❡ t❡st ▲❘❙ ❡st ❛❧♦rs à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❡✛❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

ré❣r❡ss✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❛ ♠♦♥tré q✉❡ s❡✉❧ ❧❡ t❡♠♣s

❞✬❛tt❡♥t❡✱ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❛✈❛♥t ❞❡ tr❛♥s✐t❡r ✈❡rs ❧✬ét❛t ❞✬❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥✱ ❡st ❞✐str✐❜✉é s✉✐✲

✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡♠❜❧❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à
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✈❛✉① ❞❡ ❆❣✉✐rr❡✲❍❡r♥❛♥❞❡③ ❡t ❋❛r❡✇❡❧❧ ❬✾✼❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ s❡ ♣❡♥❝❤❡♥t s✉r ❝❡tt❡

❞✐✣❝✉❧té ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥ t❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✳ ✻✳✾ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t tr❛♥s♣❧❛♥té s❡❧♦♥ ❧❛ str✉❝t✉r❡ à ✹ ét❛ts✳

| | | ét❛ts ♦❜s❡r✈és ❛✉① ✈✐s✐t❡s ❀ × × × é✈é♥❡♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❚❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥

▼ê♠❡ s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s✱ ♣❡✉ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❡st ❛❝❝♦r❞é❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❛❥✉s✲

t❡♠❡♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s t❡sts ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬ét❛t ❞❡

s❛♥té✱ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ✜①❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡①✲

♣❧✐q✉❡♥t ❇✐s❤♦♣ ❡t ❛❧✳ ❬✾✽❪✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❞❡s

t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡s t❛❜❧❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡

à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❜❛sés s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧♦❣✲❧✐♥é❛✐r❡s✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s✱ ❑❛❧❜✢❡✐s❝❤ ❡t ▲❛✇❧❡ss ❬✾✾❪

♦♥t ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ré♣❡rt♦r✐❛♥t ❧❡s

❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❡t ❛tt❡♥❞✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❛tt❡♥❞✉✳ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡

❞✉ ❈❤✐✲❞❡✉① ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛❜❧❡✳ ❈❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥ts s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛

s♦♠♠❡ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡ ♣♦ssè❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❤✐✲❞❡✉①✳ ❈❡ t❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥

❛ ❛✉ss✐ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❙t❛✈♦❧❛ ❬✶✵✵❪✳

●❡♥t❧❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r✲

✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♥❡ s♦♥t ♣❛s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és ❡t ❧♦rsq✉❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❡st ♣rés❡♥t❡✳

❯♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❞é✜♥✐❡✱ ♠❛✐s ❝❡rt❛✐♥❡s ♠❡s✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛♥✲

q✉❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♦❜s❡r✈é ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬✉♥

✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈é à ✉♥ t❡♠♣s t s♦✐t r❡sté ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛t q✉❡ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❡ss❛✐s t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s à ♠❡s✉r❡s ré♣été❡s s♦♥t

❞é✜♥✐❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ s❛♥té ♣✉❜❧✐q✉❡ ♦✉ ❡♥ ♠é❞❡❝✐♥❡✱

❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐s✐t❡s ♣❡✉t êtr❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡s ✈✐s✐t❡s ❞♦✐t êtr❡

❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❛❧♦rs ✐♥❛❞❛♣té❡s✱ ❞✬❛✉t❛♥t



✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✕ ❚❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥

♣❧✉s q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❆❣✉✐rr❡✲❍❡r♥❛♥❞❡③ ❡t ❋❛r❡✇❡❧❧ ❬✾✼❪ ♦♥t ❞é✜♥✐ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡

P❡❛rs♦♥ ♣♦✉r ❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ à

t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬♦r❞r❡ ✶✳ ❈❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥t ❧✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t

❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ à ❧✬❛✉tr❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ♥❡ s✉♣♣♦s❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❜♦♦tstr❛♣ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st✳

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉

❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥tr❡ ✈✐✲

s✐t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣❡rs✐st❡♥t ✿

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❛❜s♦r❜❛♥ts s♦♥t

❡①❛❝t❡♠❡♥t r❡♥s❡✐❣♥és✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❞❡ t②♣❡ P❡❛rs♦♥✳ ▲✬❤②✲

♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ ét❛♥t tr♦♣ ❢♦rt❡✱ ♥♦✉s ❞é✜✲

♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜♦♦str❛♣ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❆❣✉✐rr❡✲

❍❡r♥❡♥❞❡③ ❡t ❋❛r❡✇❡❧❧ ❬✾✼❪ ❡t ❞❡ ▲❛✇❧❡ss ❡t ❇❛❜✐♥❡❛✉ ❬✶✵✶❪✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❛✉ ❞❡r♥✐❡r

♠♦❞è❧❡ ❡st✐♠é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳

✼✳✶ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts ♦❜s❡r✈és ❡t ❞✉ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s

❧✬ét❛t✳ ❚♦✉s ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st✳

✭✐✮ ❘❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s

s♦♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ♦✉ ❞✐s❝rèt❡s✱ ❝❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❡st ❛ss❡③ ❞✐r❡❝t✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡s

s♦♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❡ c ✭c = 1, ..., C✮✳

✭✐✐✮ ❘❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ét✉❞✐és✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st

K✱ ❛❧♦rs ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ét❛t ✈❡rs ❧✉✐✲♠ê♠❡

❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ K2 −K tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ét✉❞✐é❡✱ ❝❡t ❡✛❡❝t✐❢ ♣❡✉t✲êtr❡ r❡str❡✐♥t✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s s✐

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ♦✉ s✐ ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts s♦♥t ❛❜s♦r❜❛♥ts✳ ▲❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s❡r♦♥t

♥♦tés ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❡ k ✭k = 1, ..., K✮✳

✭✐✐✐✮ ❘❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r

❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s éq✉✐❧✐❜rés ❬✶✵✷❪✱ ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s♦♥t

✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t L ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❜♦r♥❡s ✭t0, t1, ..., tl, ..., tL✮✳ ❈❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡

♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡



❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶ ✕ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ✶✷✶

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉

t❡♠♣s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✶✺✮✳

❙♦✐t el,k,c ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛tt❡♥❞✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉① ❝❛té❣♦r✐❡s

✭l, k, c✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♣♦s♦♥s nl,k,c ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡

❝❡❧❧✉❧❡✳ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ P❡❛rs♦♥✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t❡st❡r ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥

❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡st é❣❛❧❡ à ✿

G =
L∑

l=1

K∑

k=1

C∑

c=1

{
(nl,k,c − el,k,c)

2/el,k,c

}
✭✼✳✶✮

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ✭✼✳✶✮ ❞é♣❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

n✱ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ R ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ η✳ ❙✐ R ❡st ♣❡t✐t ✭R > η✮ ❡t n ❣r❛♥❞✱ ❧❛

st❛t✐st✐q✉❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ ❈❤✐✲❞❡✉① à ✭R−η✮ ❞❡❣rés ❞❡
❧✐❜❡rté✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ♦ù R ❡t η ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t

✈✐t❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❤✐✲❞❡✉①

♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❛❞éq✉❛t❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♥s✉r♠♦♥t❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

t♦t❛❧ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ✜①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❛❜s♦r❜❛♥t t❡r♠✐♥❡ ❧✬♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✉❥❡t✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❤✐✲❞❡✉① s❡r❛✐t ❛❞éq✉❛t❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡

t♦t❛❧ ✜①❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P (n1,1,1 = N1,1,1, ...., nL,K,C = NL,K,C) ❡st ❧❛

s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ♥♦♥✲✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡s

♣✲✈❛❧✉❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s t❡sts ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❯♥❡

♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✼✳✶✮ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ B é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❜♦♦tstr❛♣✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à t❡st❡r s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛

ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st ❛❞éq✉❛t❡✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

❈♦♠♠❡ B t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡ ✭✼✳✶✮ ❛♣♣r♦❝❤❡r❛ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❬✶✵✸❪✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡

❞❡ t❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳

✼✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥

✼✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉①

ét❛ts ❛❜s♦r❜❛♥ts✱ ❧❡✉r t❡♠♣s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ét❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ❡t ❧✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✕ ❚❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥

❞❡ ❣r❛✈✐té ✷ ét❛♥t ❝❡♥s✉ré❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡r s❡❧♦♥

❧❡ t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭K = 2✮ ✿

♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ ♦✉ ✷ ✈❡rs ❧✬ét❛t ✸ ✭e → 3✱ ❛✈❡❝ e = 1, 2✮ ❡t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ ♦✉

✷ ✈❡rs ❧✬ét❛t ✹ ✭e → 4✱ ❛✈❡❝ e = 1, 2✮✳ K r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❛❜s♦r❜❛♥ts

❡t t❡r♠✐♥❛✉①✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱

♦♥ ❞é✜♥✐t k = 3, 4✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✺ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ✭L = 5✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❝♦♥s✐st❛♥ts

❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts

❛❜s♦r❜❛♥ts s♦✐❡♥t ré♣❛rt✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ é❣❛❧❡ ✿ tl ✭l = 1, ..., 5✮ ❂ ④✵✱✵✶✶ ❀ ✵✱✻✽✾ ❀ ✷✱✶✻✽ ❀ ✸✱✽✷✻ ❀

✺✱✷✶✸ ❀ ✾✱✶✺✽⑥✳

❆✉❝✉♥ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬❡st ❝❧✐♥✐q✉❡♠❡♥t ✐♥t✉✐t✐❢✳

▲❛ str❛té❣✐❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❣r♦✉♣❡r ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ ❛❜♦✉t✐r❛✐t

à ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❧✉tôt ♣r♦t❡❝t❡✉rs ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts

t❡r♠✐♥❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st t❡sté ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❡t ♣❛r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉

r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❛✐♥s✐ ét✉❞✐é❡s q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡s

♣❛t✐❡♥ts ✭C = 1✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ✭✼✳✶✮ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❛

✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✳

✼✳✷✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✶✹✮✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ h tr❛♥s✐t❡ ✈❡rs ❧✬ét❛t k

✭k = 3, 4✮ ❛✉ t❡♠♣s t ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡ ❡st é❣❛❧❡ à ✿

P1k(yh,12, yh,13)f1k(t, ηh,1k(t))

+ P12(yh,12, yh,13)P2k(yh,23)

∫ t

0

f12(u, ηh,12(u))f2k(t− u, ηh,2k(t− u))du

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❝❡t é✈é♥❡♠❡♥t k s❡ ♣r♦❞✉✐s❡ ❡♥tr❡ tl−1 ❡t tl
✭l = 1, ..., L✮ ❡st é❣❛❧❡ à ✿

P1k(yh,12, yh,13)

∫ tl

tl−1

f1k(t, ηh,1k(t))dt

+ P12(yh,12, yh,13)P2k(yh,23)

∫ tl

tl−1

∫ t

0

f12(u, ηh,12(u))f2k(t− u, ηh,2k(t− u))dudt

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❧✬❡✛❡❝t✐❢ ❛tt❡♥❞✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡

✭l, k✮ s✬é❝r✐t ✿

el,k =
∑

R(tl−1)

P1k(yh,12, yh,13)

∫ min(vh,nh
,tl)

tl−1

f1k(t, ηh,1k(t))dt+ P12(yh,12, yh,13)P2k(yh,23)

×
∫ min(vh,nh

,tl)

tl−1

∫ t

0

f12(u, ηh,12(u))f2k(t− u, ηh,2k(t− u))dudt ✭✼✳✷✮



❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✶✷✸

♦ù min(vh,nh
, tl) ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧✬é✈❡♥t✉❡❧ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ à ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉❥❡t

h ✭vh,nh
✮ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭tl✮✳ R(tl−1) ❞é♥♦t❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s h

q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s été ❝❡♥s✉rés ❛✈❛♥t ❧❡ t❡♠♣s tl−1✳

▲✬❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts k s❡

♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✿

nl,k =
∑

R(tl−1)

I{vh,nh
≤tl ❡t Xh,nh

=k}

♦ù I{a} = 1 s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ a ❡st r❡s♣❡❝té❡ ❡t ✵ s✐♥♦♥✳

✼✳✷✳✸ ❇♦♦tstr❛♣ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t

❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ✭✼✳✶✮ s❛♥s ❢♦r♠✉❧❡r ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳

❈❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳

✭✐✮ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ B é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✳ ❈❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ h∗

✭h∗ = 1, ..., n✮ ❡st ♦❜s❡r✈é ❛✉① t❡♠♣s ❞❡ ✈✐s✐t❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡ {v∗h∗,0, v
∗
h∗,1, ..., v

∗
h∗,nh∗

}✳
❈❡s t❡♠♣s ❞❡ ✈✐s✐t❡s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s s✐♠✉❧és✱ ♠❛✐s ✐❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① t❡♠♣s ♦❜s❡r✈és

❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ t❡r♠❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳

✭✐✐✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ h∗ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ s❡❧♦♥

❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❜é✐t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡st✐♠é ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✳ ❚♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉s ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶ ✿ X∗
h∗,0 = 1✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐és à ❧❛

❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ {β̂12, β̂13}✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ét❛t✱ X∗
h∗,1✱ ❡st s✐♠✉❧é à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ♠✉❧t✐♥♦✲

♠✐❛❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s {P1j(ψh∗,12, ψh∗,13), j = 2, 3, 4}✳ ❙✐ X∗
h∗,1 = 2✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ X∗

h∗,2

❡st s✐♠✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s {P2j(ψh∗,23), j = 3, 4}✳

✭✐✐✐✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ❧♦✐s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶ ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉

h✱ D∗
h∗,0✱ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞❡♥s✐té f1X∗

h∗,1
✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ♥♦té❡

F1X∗

h∗,1
✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ F1X∗

h∗,1
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❛

♣♦✉r ❧✐♠✐t❡s ✵ ❡♥ −∞ ❡t ✶ ❡♥ +∞✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ F1X∗

h∗,1
ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡

R s✉r ]0, 1[ ❡t ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ F−1
1X∗

h∗,1
:]0, 1[→ R✳ ❙✐ U ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ]0, 1[✱ ❛❧♦rs Y ∗
h∗,0 = F−1

1X∗

h∗,1
(U) ❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ D∗

h∗,0✳ ❖♥ ❧❡

✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Y ∗
h∗,0 ❬✶✵✹❪ ✿

P (Y ∗
h∗,0 ≤ d∗h∗,0) = P (F−1

1X∗

h∗,1
(U) ≤ d∗h∗,0)) = P (U ≤ F1X∗

h∗,1
(d∗h∗,0)) = F1X∗

h∗,1
(d∗h∗,0) ✭✼✳✸✮

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✭✼✳✸✮ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s

ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡

D∗
h∗,0✱ ❡♥ ❛❞♠❡tt❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ s❛❝❤❡ ❝❛❧❝✉❧❡r F−1

1X∗

h∗,1
✳



✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✕ ❚❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥

❙✐ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ❧✬ét❛t X∗
h∗,1 r❡s♣❡❝t❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s

r✐sq✉❡s ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✷✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥é✲

r❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h∗ ❡st é❣❛❧❡ à ✿

F−1
1X∗

h∗,1
(u) = σ1X∗

h∗,1

((
1 − (exp(ηh∗,1X∗

h∗,1
)log(1 − u))

θ1X∗

h∗,1

)
− 1

)(1/ν1X∗

h∗,1
)

✭✼✳✹✮

❈♦♠♠❡ U ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ]0, 1[✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

1 − U ❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ U ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✼✳✹✮ s✬é❝r✐t ✿

F−1
1X∗

h∗,1
(u) = σ1X∗

h∗,1

((
1 − (exp(ηh∗,1X∗

h∗,1
)log(u))

θ1X∗

h∗,1

)
− 1

)(1/ν1X∗

h∗,1
)

✭✼✳✺✮

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s✐ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ❧✬ét❛t X∗
h∗,1 ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣r♦✲

♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s✱ ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ηh∗,1X∗

h∗,1
❞❡✈✐❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✳

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✵✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡

❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✿

F1X∗

h∗,1
(x) = 1 − exp

(
−

∫ x

0

θ−1
1X∗

h∗,1

(
1 + (tσ−1

1X∗

h∗,1
)
ν1X∗

h∗,1

)1/θ1X∗

h∗,1
−1

× ν1X∗

h∗,1
σ−1

1X∗

h∗,1

(
tσ−1

1X∗

h∗,1

)ν1X∗

h∗,1
−1

exp(ηh∗,1X∗

h∗,1
(t))dt

)
✭✼✳✻✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ✭✼✳✻✮ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝✐✲

t❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧✬❡st✐♠❡r ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

(x;F1X∗

h∗,1
(x))✱ ∀x ∈ R✳ P♦s♦♥s F̃−1

1X∗

h∗,1
(u) ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

x = F̃−1
1X∗

h∗,1
(F1X∗

h∗,1
(x)) + ǫ ✭✼✳✼✮

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ❇✲s♣❧✐♥❡s✱ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❡s✲

t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ F̃−1
1X∗

h∗,1
✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❡st ✜①é à ✶✵✳ ▲❛

✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡✱ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ très ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞♦♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ét❛t ♦❜s❡r✈é ❞❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st

é❣❛❧ à ✷ ✭X∗
h∗,1 = 2✮✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡

ré♣❛rt✐t✐♦♥ F2X∗

h∗,2
❡t ❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

✭✐✈✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❜♦♦tstr❛♣✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉ h∗ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❜♦♦tstr❛♣✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❞❡

❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts X∗
h∗,r, (r = 1, ...,m∗

h∗)✱ ♦ù m∗
h∗ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s✐✲

♠✉❧é❡s ❝❤❡③ ❧❡ s✉❥❡t h∗✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t d∗h∗,r✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡

♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ✈✐s✐t❡s {v∗h∗,0, v
∗
h∗,1, ..., v

∗
h∗,nh∗

}✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱

❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❙✐ d∗h∗,0 > v∗h∗,nh∗
❛❧♦rs ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h∗ ❡st ❝❡♥s✉ré ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡s

♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à v∗h∗,nh∗
✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✶✺✮ ✿

C∗
h∗,3 = S1.(v

∗
h∗,nh∗

) ✭✼✳✽✮



❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✶✷✺

❙✐♥♦♥ s✐ v∗h∗,r−1 < d∗h∗,0 ≤ v∗h∗,r (r = 1, ..., nh∗) ❡t X∗
h∗,1 = k (k = 3, 4)✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❞✐✲

✈✐❞✉ h∗ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝❧❛r❡r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ k✱ ❧❛

❞❛t❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ✭d∗h∗,0✮✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✭✻✳✶✹✮ ✿

C∗
h∗,2 = P1kf1k(d

∗
h∗,0) + P12P2k

∫ d∗
h∗,0

v∗

h∗,r−1

f12(u)f2k(d
∗
h∗,0 − u)du ✭✼✳✾✮

❙✐♥♦♥ s✐ v∗h∗,r−1 < d∗h∗,0 ≤ v∗h∗,r (r = 1, ..., nh∗)✱ X∗
h∗,1 = 2 ❡t d∗h∗,0 + d∗h∗,1 > v∗h∗,nh∗

✱ ❛❧♦rs

❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h∗ ❡st ❝❡♥s✉ré ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮✱ ♦♥ ❛ ✿

C∗
h∗,4 = P12

∫ v∗

h∗,r

v∗

h∗,r−1

f12(u)S2.(v
∗
h∗,nh∗

− u)du ✭✼✳✶✵✮

❙✐♥♦♥ s✐ v∗h∗,r−1 < d∗h∗,0 ≤ v∗h∗,r (r = 1, ..., nh∗)✱ X∗
h∗,1 = 2 ❡t d∗h∗,0 + d∗h∗,1 ≤ v∗h∗,nh∗

✱

❛❧♦rs ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h∗ ❡st ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝❧❛r❡r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ k

❛✉ t❡♠♣s (d∗h∗,0 + d∗h∗,1) ❞❡♣✉✐s ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭✻✳✶✶✮✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✿

C∗
h∗,1 = P12P2k

∫ v∗

h∗,r

v∗

h∗,r−1

f12(u)f2k(d
∗
h∗,0 + d∗h∗,1 − u)du ✭✼✳✶✶✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✻✳✶✼✮✱

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❡st✐♠é✳

✭✈✮ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ❞✉ t❡st✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❜♦♦ts✲

tr❛♣ ❡t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st G∗
b

✭b = 1, ..., B✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✼✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✮✳ ▲❛ ♣✲✈❛❧✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❡st

❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ✿

p = B−1

B∑

b=1

✶{G∗

b
≥G} ✭✼✳✶✷✮

♦ù ✶{G∗

b
≥G} ✈❛✉t ✶ s✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ G∗

b ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à G✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡

à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❡t ✵ s✐♥♦♥✳

✼✳✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✼✳✶✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❡t t❤é♦r✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡

❡st✐♠é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❡t rés✉♠é ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✭✻✳✹✮✱ ✭✻✳✺✮ ❡t ✭✻✳✻✮✳ ▲❡s ❞❡✉①

♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡ r❡t♦✉rs ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ❡t ❞❡ ❞é❝ès ❡♥tr❡ ✵✱✵✶✶

❡t ✵✱✻✽✾ ❛♥♥é❡s ❛♣rès ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✕ ❚❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥

❚❡♠♣s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡

✭❡♥ ❛♥♥é❡s✮ e→ 3 e→ 4 e→ 3 e→ 4

]0, 011; 0, 689] ❖❜s❡r✈é ✶✷ ✽ ✺✱✶✾✪ ✶✵✱✶✷✪

❆tt❡♥❞✉ ✾✱✸✽ ✺✱✷✺

]0, 689; 2, 168] ❖❜s❡r✈é ✶✸ ✽ ✷✶✱✷✶✪ ✷✱✽✾✪

❆tt❡♥❞✉ ✷✵✱✾✶ ✶✵✱✵✷

]2, 168; 3, 826] ❖❜s❡r✈é ✶✻ ✺ ✶✺✱✼✸✪ ✶✶✱✼✸✪

❆tt❡♥❞✉ ✷✸✱✶✼ ✽✱✽✶

]3, 826; 5, 213] ❖❜s❡r✈é ✶✼ ✹ ✷✱✶✹✪ ✹✱✹✺✪

❆tt❡♥❞✉ ✶✹✱✽✼ ✻✱✶✽

]5, 213; 9, 158] ❖❜s❡r✈é ✶✹ ✼ ✷✺✱✸✶✪ ✵✱✷✹✪

❆tt❡♥❞✉ ✷✸✱✵✽ ✼✱✺✶

❚❛❜✳ ✼✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛tt❡♥❞✉❡s ❡t ♦❜s❡r✈é❡s ✈❡rs ✉♥ ét❛t

✜♥❛❧

❝♦♥tr✐❜✉❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✺✱✶✾✪ ❡t ✶✵✱✶✷✪ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ G = 14, 12✳

▲❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❡♥ ❣r❛s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ✹✻✱✺✷✪ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① r❡t♦✉rs

❡♥ ❞✐❛❧②s❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s

❞é❝ès✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✹✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♦♥t été s✐♠✉❧és✳

✶✺✾ st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜♦♦tstr❛♣ s♦♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s à G✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♣✲✈❛❧✉❡

❞❡ ✵✱✸✾✼✺✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ ❞❡ ✺✪✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡

s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡st✐♠é s❡♠❜❧❡ ❛❞éq✉❛t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ré♥❛❧❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s

q✉❛♥t✐❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡

t❛❜❧❡❛✉ ✭✼✳✷✮✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ✵✱✼✺ ✵✱✺✵ ✵✱✷✺ ✵✱✶✵ ✵✱✵✺ ✵✱✵✶

◗✉❛♥t✐❧❡s ✾✱✼✾ ✶✷✱✼✼ ✶✺✱✷✻ ✶✽✱✷✼ ✷✵✱✾✺ ✷✼✱✸✼

❚❛❜✳ ✼✳✷ ✕ ◗✉❛♥t✐❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st

✼✳✷✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ s❡✉❧s ❧❡s t❡sts ❞❡ ❲❛❧❞ ❡t ▲❘❙ ét❛✐❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r

t❡st❡r ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❢❛❝t❡✉rs ❡①♣❧✐❝❛t✐❢s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ✉♥ t❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥

❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✳

▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❡st ❞❡ t②♣❡ P❡❛rs♦♥✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s

é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈és s❡❧♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s

é❝♦✉❧é ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❡st ❡①❛♠✐♥é ❡t s❡♠❜❧❡



❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✶✷✼

❛❞éq✉❛t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳

▲❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts

t❡r♠✐♥❛✉①✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ❧✬ét❛t ✷ ♥✬❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ q✉❡

✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡♥s✐tés ✭éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✷✮✳

❆ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ ❞❡✉① é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿ ❧❡s ❞✉ré❡s

❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡ t❡♠♣s ❝❛❧❡♥❞❛✐r❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t

❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛✈❛✐t été ♠♦❞é❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t

✺ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢❛❝t❡✉r ❡①♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙♦♥ ❡✛❡t ét❛✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t

❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❞❡s ❜✐❛✐s ♣ér✐♦❞❡s ✭é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡✱ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts

❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡s r❡❝❡✈❡✉rs✱ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t❝✳✮✳ ❈❡tt❡

s♦❧✉t✐♦♥ ét❛✐t ❞♦♥❝ ♣❡✉ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

❞❡ ❣r❡✛❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❝❡ ❜✐❛✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts

tr❛♥s♣❧❛♥tés à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✻✱ ❞❛t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❈❡❧❧❡❝❡♣t ❢❛✐t s♦♥ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❡t ❧❛

❝ré❛t✐♥✐♥❡ ❡st ♠✐❡✉① r❡♥s❡✐❣♥é❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦✉tr❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡✛❡t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐

✶✾✾✻ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❛♥♥é❡ ❝❤❛r♥✐èr❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳

P♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ s❛♥s ❛✈♦✐r à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❣r❡✛❡

❡♥ ❡✛❡t ✜①❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✮✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s

❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞✉❡ ❛✉ t❡♠♣s ❝❛❧❡♥❞❛✐r❡ ❡♥

✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡✳



✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✕ ❚❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥



✶✷✾

❈❤❛♣✐tr❡ ✽

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ♣ér✐♦❞❡

P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ♣ér✐♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡✛❡t

✜①❡ ❡t ♣❛r s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡ ✭❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡s ❞♦♥♥❡✉rs ❡t ❞❡s r❡❝❡✈❡✉rs✱

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ r❡❝✉❡✐❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ é✈♦❧✉t✐✈❡✱ ❡t❝✳✮✳

❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ❞é❥à été ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

s✉r ❧❡ ❱■❍✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ét❛✐t ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ st❛t✐st✐q✉❡

ét❛✐t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡s ♣❛r ♣❛✲

t✐❡♥t✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛✐t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❬✶✵✺❪✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛

♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈r❛✐✲

s❡♠❜❧❛♥❝❡ r❡♥❞❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳

✽✳✶ ▼ét❤♦❞❡s

✽✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ s♦♥t ❛❞❛♣té❡s à ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❙♦✐t

✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ A ❛♥♥é❡s ❞❡ ❣r❡✛❡✱ ✐♥❞✐❝é❡s ♣❛r a ✭a = 1, ..., A✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s

na s✉❥❡ts ❣r❡✛és à ❧✬❛♥♥é❡ a✱ ✐♥❞✐❝és ♣❛r h ✭h = 1, ..., na✮✳ ❆✐♥s✐✱ {Xah,r, r = 0, ...,mah}
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts ♦❜s❡r✈és ❡t ❞✐st✐♥❝ts ❝❤❡③ ❧❡ ❤✐è♠❡ s✉❥❡t ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ a✳ mah

✐♥❞✐q✉❡ ❞♦♥❝ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦t♦♥s dah,r ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❛

♣❛ssé ❞❛♥s ❧✬ét❛t Xah,r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬ét❛t s✉✐✈❛♥t s❛ r✐è♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ P♦s♦♥s ❛✉ss✐ tah✱ ❧❡

t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✜♥ ❞✉ s✉✐✈✐✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡

à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ ♦✉ à ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s✳



✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ♣ér✐♦❞❡

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡ ❢r❛❣✐❧✐té q✉✐ s♦✐t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♥♦té❡ ωa,ij ♣♦✉r ❧✬❛♥♥é❡

a ❡t ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t i ✈❡rs ❧✬ét❛t j✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✷✵✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

λij

(
x, ηah,ij(x), ωa,ij

)
= ωa,ijλ0,ij(x)exp

(
ηah,ij(x)

)
❛✈❡❝ ωa,ij > 0 ❡t x ≥ 0 ✭✽✳✶✮

♦ù ηah,ij(x) ❡st ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

♣❡✉✈❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧✬ét❛t✱ x✱ ♣♦✉r ❧❡ ❤✐è♠❡ s✉❥❡t ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ a✳ ▲❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ✭✽✳✶✮ s✬é❝r✐t ✿

Sij

(
x, ηah,ij(x), ωa,ij

)
= exp

(
− ωa,ij

∫ x

0

λ0,ij(u)exp
(
ηah,ij(u)

))
du

)
✭✽✳✷✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té✱ fij

(
x, ηah,ij(x), ωa,ij

)
✱ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭✽✳✶✮

❡t ✭✽✳✷✮✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✜✲

♥✐❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❝❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s

♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✭✐✮ ▲❡ ❤✐è♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ a tr❛♥s✐t❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ❧✬ét❛t ✷ ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s d0
ah,0

❡t d1
ah,0 ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t t❡r♠✐♥❛❧ k ❛✉

t❡♠♣s tah ✭k = 3, 4✮✳ ◆♦t♦♥s Cah,1(ωa,ij, ij = (12, 2k)) ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❞✬✉♥ t❡❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❛✈❡❝ δah,1 ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ é❣❛❧❡ à ✶ s✐ ❝❡ s✉❥❡t r❡s♣❡❝t❡ ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳

Cah,1(ωa,ij, ij = (12, 2k)) = P12P2k

∫ d1
ah,0

d0
ah,0

f12(u, ωa,12)f2k(tah − u, ωa,2k)du

✭✐✐✮ ▲❡ ❤✐è♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ a r❡st❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶ ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s d0
ah,0 ❡t ❞é❝❧❛r❡

✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❛❧ k ✭k = 3, 4✮ ❛✉ t❡♠♣s tah✳ ◆♦t♦♥s Cah,2(ωa,ij, ij = (1k, 12, 2k)) ❧❛

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❛✈❡❝ δah,2 ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱

❛❧♦rs ✿

Cah,2(ωa,ij, ij = (1k, 12, 2k)) = P1kf1k,ωa,1k
(tah, ωa,1k)

+ P12P2k

∫ tah

d0
ah,0

f12(u, ωa,12)f2k(tah − u, ωa,2k)du

✭✐✐✐✮ ▲❡ ❤✐è♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ a ❡st ❝❡♥s✉ré ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✶✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡s

♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s tah ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ❙❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ Cah,3(ωa,1j, j 6= 1) ❡st

✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r δah,3✳

Cah,3(ωa,1j, j 6= 1) =
∑

j 6=1

P1jS1j(tah, ωa,1j)

✭✐✈✮ ▲❡ ❤✐è♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ a ❡st ❝❡♥s✉ré ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈✐s✐t❡ tah✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ❧✬ét❛t ✷ ❡st ❝❡♥s✉ré



❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ✕ ▼ét❤♦❞❡s ✶✸✶

❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [d0
ah,0; d

1
ah,0]✳ ❙❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ Cah,4(ωa,ij, ij = (12, 23, 24)) ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r

δah,4✳

Cah,4(ωa,ij, ij = (12, 23, 24)) =

∫ d1
ah,0

d0
ah,0

P12f12(u, ωa,12)
{ 4∑

j=3

P2jS2j(tah − u, ωa,2j)
}

❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Vcond(ωa,ij, ∀ij) =
A∑

a=1

na∑

h=1

{
δah,1log

(
Cah,1(ωa,ij, ij = (12, 2k))

)

+ δah,2log
(
Cah,2(ωa,ij, ij = (1k, 12, 2k))

)

+ δah,3log
(
Cah,3(ωa,1j, j 6= 1)

)

+ δah,4log
(
Cah,4(ωa,ij, ij = (12, 23, 24))

)}

▲❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

V =

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

Vcond(ωa,ij, ∀ij)g(ωa,12, ..., ωa,24)dωa,12...dωa,24 ✭✽✳✸✮

♦ù g(ωa,12, ..., ωa,23) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ωa,ij✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡

❝❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✽✳✸✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

V =

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

Vcond(ωa,ij, ∀ij)g(ωa,12)...g(ωa,24)dωa,12...dωa,24 ✭✽✳✹✮

✽✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✽✳✷✳✶ ❙tr❛té❣✐❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡❧✉✐ r❡t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✭✻✳✹✮✱ ✭✻✳✺✮✱ ❡t ✭✻✳✻✮✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s✲

❝❡♥❞❛♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❛❞♦♣té❡✳ ❯♥ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❡st✐♠é✳

✺ ♠♦❞è❧❡s ✉♥✐✈❛r✐és s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❡st é✈❛✲

❧✉é❡ ♣❛r ✉♥ t❡st ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❙✐ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡r♠❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t r❡t❡♥✉s

s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✱ ✐❧s s♦♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ❛✉ ♠♦✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳

❊♥ ✉♥✐✈❛r✐é✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✽✳✹✮ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲

▲❡❣❡♥❞r❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✻✮✱

❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛tt❡♥❞✉❡s ❞❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ωa,ij s❡r♦♥t ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐✲

s✐♦♥✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❘+ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✽✳✹✮ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❣râ❝❡ à



✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ♣ér✐♦❞❡

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❊st✐♠✳ log(V) ▲❘❙ ✯ ♣✲✈❛❧✉❡

1 → 2 ✵✱✶✷✻ ✲✶✺✹✽✱✺✽✹ ✹✱✷✸✷ ✵✱✵✸✾✼

1 → 3 ✵✱✵✸✼ ✲✶✺✺✵✱✼✶✻ ✵✱✵✸✷ ✵✱✽✺✽✵

1 → 4 ✵✱✸✺✻ ✲✶✺✺✵✱✻✹✷ ✵✱✶✶✻ ✵✱✼✸✸✹

2 → 3 ✵✱✵✸✸ ✲✶✺✺✵✱✻✹✾ ✵✱✶✵✷ ✵✱✼✹✾✹

2 → 4 ✵✱✽✹✻ ✲✶✺✹✾✱✵✽✼ ✸✱✷✷✻ ✵✱✵✼✷✹
✯ ▲♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ❢r❛❣✐❧✐té ✿ ✲✶✺✺✵✱✼✵

❚❛❜✳ ✽✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ●❛♠♠❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❛♥♥✉❡❧❧❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ❧✬ét❛t ✷ ✿

V =

∫ ∞

0

Vcond(ωa,12)g(ωa,12)dωa,12

=

∫ c

0

Vcond(ωa,12)g(ωa,12)dωa,12 +

∫ ∞

c

Vcond(ωa,12)g(ωa,12)dωa,12

≈ 0.5
{
c

Q∑

q=1

w̃qVcond

(
0, 5c(uq + 1)

)
g
(
0, 5c(ũq + 1)

)
+ (d− c)

×
Q∑

q=1

w̃qVcond

(
0, 5(d− c)ũq + 0, 5(d+ c)

)
g
(
0, 5(d− c)ũq + 0, 5(d+ c)

)}
✭✽✳✺✮

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ w̃q ❡t ũq r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s Q ♣♦✐❞s ❡t ❧❡s Q r❛❝✐♥❡s ❞✉

◗✐è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛♥❛❧②s❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ét❛✐t ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ c = 1✱ d = 5 ❡t Q = 10✳ P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡

❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ●❛♠♠❛ à ✉♥

♣❛r❛♠ètr❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✳✷✸✮✳

✽✳✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts

▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●❛♠♠❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✽✳✶✮✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s

❧✬ét❛t ✶ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✷ s❡♠❜❧❡ ✈❛r✐❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❧❛

❣r❡✛❡ ✭p = 0, 0397✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞♦♥❝ r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ♣ér✐♦❞❡✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s s✉❜✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

▲❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✳ ■❧s s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t très

♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ r✐sq✉❡ ♣r♦♣r❡ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 2 s❡♠❜❧❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭t❛❜❧❡❛✉

❈✳✷✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ét❛✐t ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡

♣♦✉r ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳



❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸ ✕ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✸✸

✽✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❉❡✉① é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♦♥t été ❛❜♦r❞é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ✿ ❧❡ t❡♠♣s

❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥ts✱

♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✉ ❝❛❧❡♥❞r✐❡r✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ❣r❡✛❡ ❝♦♠♠❡

❡✛❡t ✜①❡✱ ❡st ♣❡✉ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞❡ t❡r♠❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡

▲❛♣❧❛❝❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡

✸✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡✳

▲❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✽✳✺✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡st❡

❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ s❡✉❧ ❧❡ t❡r♠❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à

❧✬ét❛t ✷ s❡♠❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢✳ ❉❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✉r❛✐❡♥t été r❡✲

t❡♥✉s✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s s❡r❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t

♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳

◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧

❡st ❛ss❡③ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥ ❡✛❡t ♣ér✐♦❞❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t ✶ ❡t ❧✬ét❛t

✷✳ ❈❡s ❞❡✉① ét❛ts s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡ ♠❛rq✉❡✉r ❡st

✐♥é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♥s❡✐❣♥é ❞❡♣✉✐s ✶✾✾✻✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ♦✉ ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥

❞✐❛❧②s❡ ♥✬♦♥t ♣❛s s✉❜✐ ✉♥ t❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳



✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ♣ér✐♦❞❡



✶✸✺

❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t

❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ét❛t

à ❢❛✐❜❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ à ✉♥ ét❛t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ♣r♦♥♦st✐q✉❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❈▲ ♠❡s✉ré❡ t♦✉t

❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ s✉✐✈✐✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ét❛✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t ♣♦✉r

✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à

❝❡❧❧❡ ❡①♣♦sé❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✜①é ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉① t❡sts ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡s ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧

à ❞❡s ♥♦t✐♦♥s étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡s à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠é❞✐❝❛❧❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s s♦♥t ❞♦♥♥és ✐❝✐✳

P♦s♦♥s X ✉♥ ♠❛rq✉❡✉r ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞é✜♥✐ s✉r ❘✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

✐♠♣♦rt❛♥t❡s s♦✐❡♥t ♣❧✉tôt ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✭♠❛❧❛❞✐❡✱ ❞é❝ès✱ ❡t❝✮✳ ▲❡ t❡st ❡st ❞✐t

♣♦s✐t✐❢ s✐ X > c✱ c ét❛♥t ❧❡ s❡✉✐❧ r❡❝❤❡r❝❤é✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡ t❡st ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣ré❝✐✲

sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t à t♦rt ✭❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s✮ ❡t ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡r

❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥t à t♦rt ✭❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s✮✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈ ✭❘❡❝❡✐✈❡r ❖♣❡r❛t♦r ❈❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝✮ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r rés✉♠❡r ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ t❡sts

❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡s✳ ❙♦✐t D ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t✱

♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ t❡st à ❜✐❡♥ ❞ét❡❝t❡r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✿

se(c) = P (X > c|D = 1) ✭✾✳✶✮

P❛rr❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ t❡st à ❜✐❡♥ ❞ét❡❝t❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬é✈é✲

♥❡♠❡♥t ✿

sp(c) = P (X ≤ c|D = 0) ✭✾✳✷✮

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, 1]✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ P (X >

c|D = 1) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ P (X > c|D = 0)✱ ∀c ∈] −∞,∞[✳ ❊♥ ♠é❞❡❝✐♥❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st

✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥

♠❛rq✉❡✉r ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡ s❛♥s ❞é✜♥✐r ❞❡ s❡✉✐❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s ❧✬❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭❆❯❈✮

❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s



✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❆❯❈ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥

❆❯❈ = ✵✱✺ ❆✉❝✉♥❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥

✵✱✼ ≤ ❆❯❈ < ✵✱✽ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡

✵✱✽ ≤ ❆❯❈ < ✵✱✾ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡

❆❯❈ ≥ ✵✱✾ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡

❚❛❜✳ ✾✳✶ ✕ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✐r❡s s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡

❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ❍♦s♠❡r ❡t ▲❡♠❡s❤♦✇ ❬✶✵✷❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s rés✉♠é❡s

❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✾✳✶✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛rq✉❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣❛rés✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡✉rs

é❝❤❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛

♣ré✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✬ét✉❞❡s ❝❛s✲té♠♦✐♥s✳

❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ c✱ ♣♦s♦♥s CFN ❡t CFP ❧❡s ❝♦ûts r❡s♣❡❝t✐❢s ❞✬✉♥ ❢❛✉①

♥é❣❛t✐❢ ❡t ❞✬✉♥ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞û ❛✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♠❛❧✲❝❧❛ssés ❡t ❛ss♦❝✐é ❛✉

s❡✉✐❧ c✱ ♥♦té C(c)✱ s✬é❝r✐t ✿

C(c) = nFN(c)CFN + nFP (c)CFP

♦ù nFN(c) ❡t nFP (c) s♦♥t ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ❡t ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ✐ss✉s ❞✉ t❡st

X > c✳ ❙✐ n ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❛❧♦rs ✿

nFN(c) = nP (X ≤ c|D = 1)P (D = 1) ❡t nFP (c) = nP (X > c|D = 0)P (D = 0)

❉✬♦ù

C(c) = n{P (X ≤ c|D = 1)P (D = 1)CFN + P (X > c|D = 0)P (D = 0)CFP}
= n{(1 − se(c))P (D = 1)CFN + (1 − sp(c))(1 − P (D = 1))CFP}

▲❡ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♥♦té ĉ✱ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ✿

∂C(c)/∂c = n{−(∂se(c)/∂c)P (D = 1)CFN − (∂sp(c)/∂c)(1 − P (D = 1))CFP}

❖r✱ s✐ f1 ❡t f0 r❡♣rés❡♥t❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r X ❝❤❡③ ❧❡s ♠❛❧❛❞❡s

❡t ❧❡s ♥♦♥✲♠❛❧❛❞❡s✱ ❛❧♦rs ✿

se(c) = P (X > c|D = 1) =

∫ ∞

c

f1(x)dx ❡t sp(c) = P (X ≤ c|D = 0) =

∫ c

−∞

f0(x)dx

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ se(c) ❡t ❞❡ sp(c) ♣❛r r❛♣♣♦rt à c s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❣❛❧❡s à −f1(c) ❡t

f0(c)✳ ▲✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f1(ĉ)P (D = 1)CFN = f0(ĉ)(1 − P (D = 1))CFP

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢✱ ❛✈❡❝

CFP = kCFN ✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣❡❝t❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f1(ĉ)/f0(ĉ) = k(1 − P (D = 1))/P (D = 1) ✭✾✳✸✮



❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ✶✸✼

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t D

❝♦♠♠❡ ✜①❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té X > c r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❡st ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✳ ▲❛

❝❡♥s✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ ĉ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬êtr❡ ❡st✐♠é

t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍❡❛❣❡rt② ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪✱ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡ ❡st ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ à ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts

t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♥♦tés D(t)✳ ◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ♣❧✉tôt ❞❡ t❡sts ♣r♦♥♦st✐q✉❡s✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥

ét❛♥t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ❝♦♥t✐♥✉ à ✉♥ t❡♠♣s t0 ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦♥♦st✐q✉❡r

❧❡ st❛t✉t ❞✉ ♣❛t✐❡♥t à ✉♥ t❡♠♣s t ✭t0 < t✮✳ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❝❡♥s✉ré ❡t ❧❡ s❡✉✐❧

♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝✳

▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❍❡❛❣❡rt② ❡t ❛❧✳ s♦♥t ❜❛sés s✉r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡

❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ s❛♥s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✳ P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣✲

t♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐✈❛r✐é ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ❡st ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠❡s✉r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍❡❛❣❡rt② ❡t

❛❧✳ ❬✶✵✻❪✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡

♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts

❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❧ôt✉r❡

❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳

✾✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s

✾✳✶✳✶ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ n ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳ P♦s♦♥s Ti ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛♥s✲

♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡ ✭r❡t♦✉r ❡♥ ❞✐❛❧②s❡ ♦✉ ❞é❝ès ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✮ ❡t xi ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ♣♦✉r ❧❡ s✉❥❡t i à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✭i = 1, ..., n✮✳ P♦s♦♥s Ci ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡t

Zi = min(Ti, Ci) ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✉✐✈✐✱ ❛✈❡❝ δi = 1 s✐ ❧✬é❝❤❡❝ s❡ ♣r♦❞✉✐t ✭Ti ≤ Ci✮ ❡t δi = 0 s✐ ❧❡

s✉✐✈✐ ❡st ❝❡♥s✉ré ✭Ti > Ci✮✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ Di(t) = 1

❧♦rsq✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t s✬❡st ♣r♦❞✉✐t ❛✈❛♥t ❧❡ t❡♠♣s t ✭Ti < t✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ Di(t) = 0

s✐ Ti ≥ t✳

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✭✾✳✶✮ ❡t ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ✭✾✳✷✮ s♦♥t ❛❞❛♣té❡s à ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡

t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t ✿

se(c, t) = P (X > c|D(t) = 1) ✭✾✳✹✮

sp(c, t) = P (X ≤ c|D(t) = 0) ✭✾✳✺✮

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭✾✳✹✮ ❡t ✭✾✳✺✮✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ réé❝r✐t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡



✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

❞❡ ❇❛②❡s ✿

se(c, t) = P (X > c|D(t) = 1)

= P (X > c|T ≤ t)

= P (T ≤ t|X > c)P (X > c)/P (T ≤ t)

= {1 − S(t|X > c)}P (X > c)/{1 − S(t)}

sp(c, t) = P (X ≤ c|D(t) = 0)

= P (X ≤ c|T > t)

= P (T > t|X ≤ c)P (X ≤ c)/P (T > t)

= S(t|X ≤ c)P (X ≤ c)/S(t)

♦ù S(t) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ S(t) = P (T > t) ❡t S(t|X > c) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

s✉r✈✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♦ù ❧❡ t❡st ❡st ♣♦s✐t✐❢✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛♥❞✉❡

❞❡ S(t) ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❑❛♣❧❛♥ ❡t ▼❡✐❡r ❬✼✻❪✳ P♦s♦♥s τn ❧❡s t❡♠♣s ✉♥✐q✉❡s ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts✱

❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ✭❑▼✮ s✬é❝r✐t ✿

ŜKM(t) =
∏

s∈τn,s≤t

{
1 − {

∑

j

✶{zj = s}δj}/{
∑

j

✶{zj ≥ s}}
}

✭✾✳✻✮

■❧ ✉t✐❧✐s❡ ❛✐♥s✐ t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳ ❉❡s ❡s✲

t✐♠❛t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té s♦♥t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑▼ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r X ✿

ŝeKM(c, t) = {1 − ŜKM(t|X > c)}{1 − F̂X(c)}/{1 − ŜKM(t)} ✭✾✳✼✮

ŝpKM(c, t) = ŜKM(t|X ≤ c)F̂X(c)/ŜKM(t) ✭✾✳✽✮

♦ù F̂X(c) = n−1
∑

i ✶{xi ≤ c}✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♥❡

❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r

❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té P (X > c|D(t) = 1) ≥ P (X > c′|D(t) = 1) s✐ c′ > c✱ ❞❡✈r❛✐t

êtr❡ r❡s♣❡❝té❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡s s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡

♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ X✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ s✉✐✈✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉

♣r♦♥♦st✐❝ ✐♥✐t✐❛❧✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉rX ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r

❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s s❡❧♦♥ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❡tt❡

❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙♦✐t C(c, t) ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ s❡✉✐❧ c ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡s

é✈é♥❡♠❡♥ts ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s t✳ ❈♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛✈❡❝ CFP ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥

❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ❡t CFN ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢✳ ▲❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧ à ✿

C(c, t) = CFP × nFP (c, t) + CFN × nFN(c, t) ✭✾✳✾✮



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶ ✕ ▼ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✶✸✾

♦ù nFP (c, t) ❡t nFN(c, t) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❞❡ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s

❛✉ t❡♠♣s t ✐ss✉s ❞✉ t❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ s❡✉✐❧ c✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦ûts s♦♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❤②✲

♣♦t❤ès❡ ✭❡①♣❡rts✱ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡t❝✳✮✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❡st✐♠❡r nFP (c, t) ❡t nFN(c, t) ✿

nFP (c, t) = nP (X > c,D(t) = 0)

= nP (T > t|X > c)P (X > c)

= nŜKM(t|X > c){1 − F̂X(c)}

nFN(c, t) = nP (X ≤ c,D(t) = 1)

= nP (T ≤ t|X ≤ c)P (X ≤ c)

= n{1 − ŜKM(t|X ≤ c)}F̂X(c)

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❡✛❡❝t✐❢s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ✭✾✳✾✮ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ✿

ĈKM(c, t) = n[CFP ŜKM(t|X > c){1 − F̂X(c)} + CFN{1 − ŜKM(t|X ≤ c)}F̂X(c)]

❊♥ ♣♦s❛♥t CFP = kCFN ❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡ C(c, t) ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ c ✿

ĈKM(c, t) ∝ kŜKM(t|X > c){1 − F̂X(c)} + {1 − ŜKM(t|X ≤ c)}F̂X(c) ✭✾✳✶✵✮

✾✳✶✳✷ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞✬❆❦r✐t❛s

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✐✈❛r✐é❡ S(c, t) = P (X > c, T > t) ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❆❦r✐t❛s ❬✶✵✼❪ ✿

S(c, t) =

∫ ∞

c

S(t|X = x)dFX(x) ✭✾✳✶✶✮

♦ù FX(x) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡X✳ ❆❦r✐t❛s ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

♣❛r ✿

Ŝλn
(c, t) = n−1

n∑

i

Ŝλn
(t|X = xi)✶{xi ≤ c}

♦ù Ŝλn
(t|X = xi) ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❜❛sé s✉r ✉♥

♥♦②❛✉ ❞❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λn✳ ■❧ s✬é❝r✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡

✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❑▼ ♣♦♥❞éré ✿

Ŝλn
(t|X = xi) =

∏

s∈τn,s≤t

{
1 −

∑
j Kλn

(Xj, Xi)✶{zj = s}δj∑
j Kλn

(Xj, Xi)✶{zj ≥ s}

}
✭✾✳✶✷✮

♦ù Kλn
(Xj, Xi) ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ét❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s

♣❛t✐❡♥ts é❧✐❣✐❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts j t❡❧s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❡✉r ♠❛rq✉❡✉r Xj s♦✐t



✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r Xi ❞✬✐♥térêt✳ ❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ✭✾✳✶✷✮ ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡

❑▼ ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❞✐t ❜✐♥❛✐r❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♦✉ ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s é❧✐❣✐❜❧❡s ✿

Kλn
(Xj, Xi) = ✶{−λn < F̂X(xi) − F̂X(xj) < λn}

2λn ∈ [0; 1] r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ à ✐♥❝❧✉r❡ ❝♦♠♠❡ é❧✐❣✐❜❧❡s

✭❡①❝❡♣t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ X✮✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡

❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té s♦♥t ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ à ♣❛rt✐r

❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✾✳✹✮ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés t♦t❛❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

se(c, t) = P (X > c|D(t) = 1)

= P (T ≤ t,X > c)/P (T ≤ t)

= {P (X > c) − P (T > t,X > c)}/P (T ≤ t)

❞✬♦ù

ŝeλn
(c, t) = {(1 − F̂X(c)) − Ŝλn

(c, t)}/{1 − Ŝλn
(t)} ✭✾✳✶✸✮

❛✈❡❝ Ŝλn
(t) = Ŝλn

(−∞, t)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❞✉ r❛♣♣♦rt ✭✾✳✶✸✮ ❡st é❣❛❧

à n−1
∑n

i {1 − Ŝλn
(t|X = xi)}✶{xi ≤ c} ❡t ❡st ❞♦♥❝ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t q✉❛♥❞ c

❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ✿

sp(c, t) = P (X ≤ c|D(t) = 0)

= P (X ≤ c, T > t)/P (T > t)

= {P (T > t) − P (X > c, T > t)}/P (T > t)

= 1 − {P (X > c, T > t)/P (T > t)}

❞✬♦ù

ŝpλn
(c, t) = 1 − {Ŝλn

(c, t)/Ŝλn
(t)} ✭✾✳✶✹✮

▲❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✾✳✶✹✮ ❡st ❧à ❛✉ss✐ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs

♣❧✉s ❛❞éq✉❛ts q✉❡ ❝❡✉① ❜❛sés s✉r ❧❛ s✐♠♣❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❑▼✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡

❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜✐✈❛r✐é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉

♠❛rq✉❡✉r✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✭✾✳✾✮✱ ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❞❡

❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

nFP (c, t) = nP (T > t,X > c) = nŜλn
(t, c)

nFN(c, t) = nP (T ≤ t,X ≤ c)

= n{P (X ≤ c) − P (T > t,X ≤ c)}
= n{P (X ≤ c) − P (T > t) + P (T > t,X > c)}
= n{F̂X(c) − Ŝλn

(t) + Ŝλn
(t, c)}



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶ ✕ ▼ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✶✹✶

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r s✬é❝r✐t ✿

Ĉλn
(c, t) = CFP × nŜλn

(t, c) + CFN × n{F̂X(c) − Ŝλn
(t) + Ŝλn

(t, c)}
∝ kŜλn

(t, c) + {F̂X(c) − Ŝλn
(t) + Ŝλn

(t, c)}
∝ (k + 1)Ŝλn

(t, c) + F̂X(c) ✭✾✳✶✺✮

✾✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s

✾✳✷✳✶ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ❛✈❡❝ ❛❥✉st❡♠❡♥t

▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬êtr❡ ❛❜♦r❞é❡s s♦♥t ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s✉r✈✐❡ ♦✉ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ♠❛r✲

q✉❡✉r✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍❡❛❣❡rt② ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ♠♦♥tr❡♥t ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s

❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✐✈❛r✐é❡ r❡st❡ ♣❧✉s ❛❞é✲

q✉❛t❡ ✭♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❡♥s✉r❡✮✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❢♦r♠✉❧❡r ❞✬❤②♣♦✲

t❤ès❡ q✉❛♥t ❛✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s T ❡t X✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡r✲

♠❡tt❡♥t ♣❛s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t Y ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t

❡t

λ(t|X = x, Y = y) = λ0(t)exp(βx+ γy + αxy) ✭✾✳✶✻✮

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡ ♦ù exp(β) ❡st ❧❡ r✐sq✉❡ r❡❧❛t✐❢ ❛ss♦❝✐é ❛✉

♠❛rq✉❡✉r X ❡t exp(γ) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s r✐sq✉❡s r❡❧❛t✐❢s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❛✉tr❡s ❢❛❝t❡✉rs

❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t Y ✳ ❉✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r X ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

Y ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ α r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐és à ❝❡s

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✾✳✶✻✮ s✬é❝r✐t ✿

S(t|X = x, Y = y) = exp(−
∫ t

0

λ0(u)exp(βx+ γy + αxy)du) = S0(t)
exp(βx+γy+αxy)

▲❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ λ0(t)✱ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✭✶✳✶✶✮✳

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✐✈❛r✐é❡ ✭✾✳✶✶✮✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

S(c, t|Y = y) = P (X > c, T > t|Y = y) =

∫ ∞

c

S(t|X = x, Y = y)dFX|y(x)

♦ù FX|y(x) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r X ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❢❛❝t❡✉rs

❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t Y ✳ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ X✱ ❥✉st✐✜❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ❛❞❛♣tés à ❞❡

♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❬✻✹❪✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡X✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡

❞❡ ❧❛ ❈▲✱ s❡r❛ s✉♣♣♦sé❡ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✿

X ❀ N (µ, σ)



✶✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

❛✈❡❝ E[X] = µ = α0 + αy✳ α0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡r❝❡♣t ❡t α ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s Y ✳ ◗✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡

♦✉ ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r♦♥s

♣❛s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❡✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✐♥❝❧✉t ✉♥

❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✿

se(c, t, y) = P (X > c|D(t) = 1, Y = y)

= P (T ≤ t,X > c|Y = y)/P (T ≤ t|Y = y)

= {P (X > c|Y = y) − P (T > t,X > c|Y = y)}/P (T ≤ t|Y = y)

❞✬♦ù

se(c, t, y) =
{∫ ∞

c

fX|y(x)dx−
∫ ∞

c

S(t|X = x, Y = y)fX|y(x)dx
}

×
{

1 −
∫

❘

S(t|X = x, Y = y)fX|y(x)dx
}−1

=
(
1 − S(t|Y = y)

)−1
∫ ∞

c

{1 − S(t|X = x, Y = y)}fX|y(x)dx

= F (t|Y = y)−1

∫ ∞

c

F (t|X = x, Y = y)fX|y(x)dx ✭✾✳✶✼✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té é❣❛❧❡ à ✿

sp(c, t, y) = P (X ≤ c|D(t) = 0, Y = y)

= P (X ≤ c, T > t|Y = y)/P (T > t|Y = y)

= {P (T > t|Y = y) − P (X > c, T > t|Y = y)}/P (T > t|Y = y)

= 1 − {P (X > c, T > t|Y = y)/P (T > t|Y = y)}

❞✬♦ù

sp(c, t, y) = 1 − S(t|Y = y)−1

∫ ∞

c

S(t|X = x, Y = y)fX|y(x)dx ✭✾✳✶✽✮

P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✭✾✳✾✮ ❞♦✐t ✐❝✐ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s

❢❛❝t❡✉rs ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t Y ✳ ❊❧❧❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

C(c, t, y) = CFP × nFP (c, t, y) + CFN × nFN(c, t, y)

♦ù nFP (c, t, y) ❡t nFN(c, t, y) s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❞❡ ❢❛✉①

♥é❣❛t✐❢s ❛✉ t❡♠♣s t s❛❝❤❛♥t Y = y✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s✐ ny r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❛t✐❡♥ts à

❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ y ✿

nFP (c, t, y) = nyP (X > c,D(t) = 0|Y = y) = ny

∫ ∞

c

S(t|X = x, Y = y)fX|y(x)dx

❡t

nFN(c, t, y) = nyP (X ≤ c,D(t) = 1|Y = y) = ny

∫ c

−∞

F (t|X = x, Y = y)fX|y(x)dx



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷ ✕ ▼ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✶✹✸

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

C(c, t, y) ∝ k

∫ ∞

c

S(t|X = x, Y = y)fX|y(x)dx+

∫ c

−∞

F (t|X = x, Y = y)fX|y(x)dx

✭✾✳✶✾✮

❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ✿

∂C(c, t, y)/∂c = −kS(t|X = c, Y = y)fX|y(c) + F (t|X = c, Y = y)fX|y(c)

❊♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ c̃ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

S(t|X = c̃, Y = y) = 1/(1 + k) ✭✾✳✷✵✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à r✐sq✉❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✾✳✶✻✮

♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s s❡✉✐❧s c̃✳ ❙✐ Λ0 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡

❜❛s❡✱ ❛❧♦rs ✿

c̃ = {log(log(1 + k)) − log(Λ0(t)) − γy}/{β + αy} ✭✾✳✷✶✮

✾✳✷✳✷ ❉❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r s❛♥s ❛❥✉st❡♠❡♥t ✲ ▼ét❤♦❞❡ s✐♠✲

♣❧✐✜é❡

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛❥✉s✲

t❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣rés❡♥t❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡ t❡st ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ♣ré❝é❞❛♥t ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs

♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r X ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s x0 ❡t x1 ❛✉① t❡♠♣s t0 ❡t t1✳ ❖♥ ♣♦s❡ t0 = 0✱ x0 r❡♣rés❡♥t❛♥t

❛✐♥s✐ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r X✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s s❡✉✐❧s c0 ❡t c1✱

t❡❧s q✉❡ s✐ x0 > c0 ❡t x1 > c1✱ ❧❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❡st ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ❧❡ t❡♠♣s t ✿

D(t) = 1 ✭t > t1 > t0✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ t♦✉s ❧❡s s✉❥❡ts s♦♥t s✉♣♣♦sés s✉r✈✐✈r❡ ❥✉sq✉✬❛✉

t❡♠♣s t1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

se(c0, c1, t) = P (X0 > c0, X1 > c1|D(t) = 1)

❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❡st✐♠❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s

❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❞❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛✲

r❛♠étr✐q✉❡ s❡ ré✈è❧❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ✿

se(c0, c1, t) = P (X0 > c0, X1 > c1|T ≤ t)

= P (X0 > c0, X1 > c1, T ≤ t)/P (T ≤ t)

= F (t)−1

∫ t

0

∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

f(u, x0, x1)dudx0dx1

= F (t)−1

∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

( ∫ t

0

f(u|x0, x1)du
)
fX0,X1

(x0, x1)dx0dx1

= F (t)−1

∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1 ✭✾✳✷✷✮



✶✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❯♥ t❡st ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ s✐ X0 > c0 ❡t

X1 > c1✳ ❯♥ t❡st ♥é❣❛t✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❛✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ t❡❧ q✉❡ ✿

sp(c0, c1, t) = P (X0 ≤ c0, X1 > c1|T > t) + P (X0 > c0, X1 ≤ c1|T > t)

+ P (X0 ≤ c0, X1 ≤ c1|T > t)

= P (T > t)−1{P (T > t) − P (X0 > c0, X1 > c1, T > t)}

= 1 − S(t)−1
{∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

S(t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

}
✭✾✳✷✸✮

❉❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✾✳✷✷✮ ❡t ✭✾✳✷✸✮✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F (t|x0, x1) ❡t S(t|x0, x1) s♦♥t ❞é❞✉✐t❡s

❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❛❥✉sté s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s X0 ❡t X1✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛②❛♥t

✉♥ t❡♠♣s ❞❡ s✉✐✈✐ s✉♣ér✐❡✉r à t1 s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❣❡st✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ X0 ❡t X1✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t

t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té fX0,X1
(x0, x1) s♦✐t ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r fX1|x0

(x1|x0)fX0
(x0)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡

t②♣❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞✉

♠❛rq✉❡✉r s♦♥t ré❛❧✐sé❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❧✉tôt ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ X0 ❡t ❞❡ X1✳ ❉❛♥s

❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r X s❡r❛ s✉♣♣♦sé s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡✱ ❛✐♥s✐ ✿

(X0, X1) ∼ N
(∣∣∣∣

µ0

µ1

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣

σ2
0 ρσ0σ1

ρσ0σ1 σ2
1

∣∣∣∣
)

♦ù ρ ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ρ ∈ [−1, 1]✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

fX0,X1
(x0, x1) = (2πσ0σ1

√
1 − ρ2)−1exp(−0, 5Q(x0, x1)) ✭✾✳✷✹✮

♦ù

Q(u, v) =
1

1 − ρ2

{(x0 − µ0

σ0

)2

+
(x1 − µ1

σ1

)2

− 2ρ
(x0 − µ0)(x1 − µ1)

σ0σ1

}

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✾✳✷✷✮ ❡t ✭✾✳✷✸✮✱ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞❡✉① s❡✉✐❧s

c0 ❡t c1✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ t❡♠♣s t✳ ❙✐ nFP (c0, c1, t) ❡t nFN(c0, c1, t) s♦♥t ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❛tt❡♥❞✉s

❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❞❡ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ❛✉ t❡♠♣s t✱ ❛❧♦rs ✿

C(c0, c1, t) = CFPnFP (c0, c1, t) + CFNnFN(c0, c1, t)

= nCFPP (T > t,X0 > c0, X1 > c1) + nCFN{P (T ≤ t,X0 ≤ c0, X1 > c1)

+ P (T ≤ t,X0 > c0, X1 ≤ c1) + P (T ≤ t,X0 ≤ c0, X1 ≤ c1)}
∝ CFPP (T > t,X0 > c0, X1 > c1)

+ CFN{P (T ≤ t) − P (T ≤ t,X0 > c0, X1 > c1)}
❙♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

C(c0, c1, t) ∝ CFP

∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

∫ ∞

t

f(t, x0, x1)dtdx0dx1

+ CFN

{
F (t) −

∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

∫ t

0

f(t, x0, x1)dtdx0dx1

}

∝ CFP

∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

S(t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

+ CFN

{
F (t) −

∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

}



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷ ✕ ▼ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✶✹✺

❚♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t CFP = kCFN ✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

C(c0, c1, t) ∝ k

∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

S(t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

+ F (t) −
∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1 ✭✾✳✷✺✮

P♦✉r êtr❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ t❡st ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐ X0 > c0 ♦✉ s✐

X1 > c1✳ ❆❧♦rs ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st é❣❛❧❡ à ✿

se(c0, c1, t) = P (X0 > c0, X1 > c1|T ≤ t) + P (X0 ≤ c0, X1 > c1|T ≤ t)

+ P (X0 > c0, X1 ≤ c1|T ≤ t)

= {P (T ≤ t) − P (X0 ≤ c0, X1 ≤ c1, T ≤ t)}/P (T ≤ t)

= 1 − {P (X0 ≤ c0, X1 ≤ c1, T ≤ t)}/P (T ≤ t)

= 1 − F (t)−1
{∫ c0

−∞

∫ c1

−∞

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

}
✭✾✳✷✻✮

❊t ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡✈✐❡♥t ✿

sp(c0, c1, t) = P (X0 ≤ c0, X1 ≤ c1|T > t)

= P (X0 ≤ c0, X1 ≤ c1, T > t)/P (T > t)

= S(t)−1
{∫ c0

−∞

∫ c1

−∞

S(t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

}
✭✾✳✷✼✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✭✾✳✷✷✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭x0 > c0
❡t x1 > c1✮✱ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✾✳✷✻✮✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱

❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ✭✾✳✷✸✮ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✾✳✷✼✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡

❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r c0 ❡t c1 ✜①és✱ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ❉❡

❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s s❡r❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡st ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐ X0 > c0 ♦✉ s✐ X1 > c1✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❝♦ût ❞❡✈✐❡♥t ✿

C(c0, c1, t) = CFPnFP (c0, c1, t) + CFNnFN(c0, c1, t)

= nCFP

{
P (T > t,X0 > c0, X1 > c1) + P (T > t,X0 ≤ c0, X1 > c1)

+ P (T > t,X0 > c0, X1 ≤ c1)
}

+ nCFNP (T ≤ t,X0 ≤ c0, X1 ≤ c1)

∝ k{P (T > t) − P (T > t,X0 ≤ c0, X1 ≤ c1)} + P (T ≤ t,X0 ≤ c0, X1 ≤ c1)

❉✬♦ù

C(c0, c1, t) ∝ k
{
S(t) −

∫ c0

−∞

∫ c1

−∞

S(t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

}

+

∫ c0

−∞

∫ c1

−∞

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1 ✭✾✳✷✽✮



✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

✾✳✷✳✸ ❉❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r s❛♥s ❛❥✉st❡♠❡♥t ✲ ▼ét❤♦❞❡

❝♦♠♣❧èt❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ré✲

♣été❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♠❛rq✉❡✉r✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré

✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞♦♥t ❧❡ s✉✐✈✐ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ t❡♠♣s t1✳ ■❧ ❡st ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐✲

❞ér❡r q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r x1 ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t

♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♥✬❛②❛♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❛s s✉❜✐ ❞✬é❝❤❡❝ ❛✈❛♥t t1✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r x0

❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡♣✉✐s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭X0 > c0 ❡t X1 > c1✮✱

❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ ✿

se(c0, c1, t) = P (X0 > c0, X1 > c1, T ≤ t)/P (T ≤ t)

= {P (X0 > c0, T ≤ t1) + P (X0 > c0, X1 > c1, t1 < T ≤ t)}
× {P (T ≤ t1) + P (t1 < T ≤ t)}−1

=
{∫ ∞

c0

F (t1|x0)fX0
(x0)dx0 +

∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

}

×
{∫

❘

F (t1|x0)fX0
(x0)dx0 +

∫

❘

∫

❘

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

}−1

✭✾✳✷✾✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ F (t|x0)✱ ❡st ❡st✐♠é❡ s✉r t♦✉t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❛✈❡❝ t0 = 0✱ ❡t

F (t|x0, x1) ❡st ❡st✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s s✉❥❡ts ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ✈✐❡ à t1✳ ▲❛ s♣é❝✐✜❝✐té

r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✾✳✷✸✮✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦rt❡ s✉r T > t ❛❧♦rs

q✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ t1 < t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t < t1✱ ♦♥ r❡t♦♠❜❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥

✾✳✷✳✶✳ ♦ù s❡✉❧ X0 ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

C(c0, c1, t) = CFPnFP (c0, c1, t) + CFNnFN(c0, c1, t)

= nCFPP (T > t,X0 > c0, X1 > c1) + nCFN{P (T ≤ t,X0 ≤ c0, X1 > c1)

+ P (T ≤ t,X0 > c0, X1 ≤ c1) + P (T ≤ t,X0 ≤ c0, X1 ≤ c1)}
∝ kP (T > t,X0 > c0, X1 > c1) + P (T ≤ t) − P (T ≤ t,X0 > c0, X1 > c1)

∝ kP (T > t,X0 > c0, X1 > c1) + P (T ≤ t1) + P (t1 < T ≤ t)

− P (t1 < T ≤ t,X0 > c0, X1 > c1) − P (T ≤ t1, X0 > c0, X1 > c1)

❆ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

P (T ≤ t1, X0 > c0, X1 > c1) ✭✾✳✸✵✮

♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r X1 ❡st ♠❡s✉ré ❛✉ t❡♠♣s t1✱ ❛❧♦rs q✉❡ T ≤ t1✳ ❈❡tt❡

❞✐✣❝✉❧té ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉❡ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭✾✳✸✵✮ ❡st é❣❛❧❡ à

P (X1 > c1|T ≤ t1, X0 > c0) × P (T ≤ t1, X0 > c0) ✭✾✳✸✶✮



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷ ✕ ▼ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✶✹✼

P✉✐sq✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❛ ❧✐❡✉ ❛✈❛♥t t1✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✭✾✳✸✶✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡

X1✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s♦✐t c1 t❡♥❞ ✈❡rs −∞✱ s♦✐t c1 t❡♥❞ ✈❡rs ∞✳ ❖r✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭✾✳✸✵✮

♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✱ ❞♦♥❝ c1 t❡♥❞ ✈❡rs −∞ ❡t P (X1 > c1|T ≤ t1, X0 > c0) ❡st

é❣❛❧❡ à ✶✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

P (T ≤ t1, X0 > c0, X1 > c1) = P (T ≤ t1, X0 > c0) ✭✾✳✸✷✮

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✿

C(c0, c1, t) ∝ kP (T > t,X0 > c0, X1 > c1) + P (T ≤ t1) + P (t1 < T ≤ t)

− P (t1 < T ≤ t,X0 > c0, X1 > c1) − P (T ≤ t1, X0 > c0)

∝ kP (T > t,X0 > c0, X1 > c1) + P (t1 < T ≤ t)

− P (t1 < T ≤ t,X0 > c0, X1 > c1) + P (T ≤ t1, X0 ≤ c0)

❙♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

C(c0, c1, t) ∝ k

∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

S(t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1 +

∫ c0

−∞

F (t1|x0)fX0
(x0)dx0

+

∫

❘

∫

❘

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

−
∫ ∞

c0

∫ ∞

c1

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1 ✭✾✳✸✸✮

❈♦♠♣❧ét♦♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ t❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐ X0 > c0 ♦✉ s✐ X1 > c1✳

▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

se(c0, c1, t) = {P (X0 > c0, X1 > c1, T ≤ t) + P (X0 ≤ c0, X1 > c1, T ≤ t)

+ P (X0 > c0, X1 ≤ c1, T ≤ t)}/P (T ≤ t)

= {P (T ≤ t) − P (X0 ≤ c0, X1 ≤ c1, T ≤ t)}/P (T ≤ t)

= 1 − {P (X0 ≤ c0, X1 ≤ c1, T ≤ t)}/P (T ≤ t)

= 1 − {P (X0 ≤ c0, X1 ≤ c1, t1 < T ≤ t) + P (X0 ≤ c0, T ≤ t1)}
× {P (t1 < T ≤ t) + P (T ≤ t1)}−1

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

se(c0, c1, t) = 1 −
{∫ c0

−∞

F (t1|x0)fX0
(x0)dx0

+

∫ c0

−∞

∫ c1

−∞

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

}

×
{∫

❘

F (t1|x0)fX0
(x0)dx0 +

∫

❘

∫

❘

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

}
✭✾✳✸✹✮

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡✱ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ✭✾✳✷✼✮ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡♠❡♥t ♣♦rt❡ s✉r T > t ❛❧♦rs q✉❡ t1 < t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st é❣❛❧❡



✶✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

à ✿

C(c0, c1, t) = CFPnFP (c0, c1, t) + CFNnFN(c0, c1, t)

∝ k{P (T > t,X0 > c0, X1 > c1) + P (T > t,X0 ≤ c0, X1 > c1)

+ P (T > t,X0 > c0, X1 ≤ c1)} + P (T ≤ t,X0 ≤ c0, X1 ≤ c1)

∝ k{P (T > t) − P (T > t,X0 ≤ c0, X1 ≤ c1)}
+ P (X0 ≤ c0, T ≤ t1) + P (X0 ≤ c0, X1 ≤ c1, t1 < T ≤ t)

❊t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

C(c0, c1, t) ∝ k
{∫

❘

∫

❘

S(t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

−
∫ c0

−∞

∫ c1

−∞

S(t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

}

+

∫ c0

−∞

F (t1|x0)fX0
(x0)dx0 +

∫ c0

−∞

∫ c1

−∞

F (t|x0, x1)fX0,X1
(x0, x1)dx0dx1

✾✳✷✳✹ ▼❛rq✉❡✉r ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s

▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠❛r✲

q✉❡✉r X✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛♥t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡s✉ré ❞❡✉① ❢♦✐s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❖r✱ ♥♦tr❡

♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞❡ ❞ét❡❝t❡r à q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t ❞✉ s✉✐✈✐ ✉♥ ♣❛t✐❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré

❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ♣r♦♥♦st✐❝✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r ❝♦♠♠❡

✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✈❛r✐❛♥t ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

s✉r✈✐❡ ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❜❛s❡r♦♥s s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts

❞❡ ❙♣❛r❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪✳

❊♥ r❡st❛♥t ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦t♦♥s {vh,0, vh,1, ..., vh,nh
} ❧❡

✈❡❝t❡✉r ❞❡s nh t❡♠♣s ❞❡ ✈✐s✐t❡ ♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r s♦♥t ♠❡s✉ré❡s ♣♦✉r ❧❡ s✉❥❡t h

✭h = 1, 2, ..., n✮✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ vh,0 = 0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ ❙♦✐t xh,vh,r

❧❛ r✐è♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ❛✉ t❡♠♣s vh,r ✭r = 0, ..., nh✮ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ h✳ ◆♦t♦♥s Xh,vh,nh

❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ♣♦s♦♥s xh[t] ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s t✳ ❆✐♥s✐✱ xh[vh,nh
] r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜s❡r✈é❡s

❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ♣♦✉r ❧❡ s✉❥❡t h✳ ◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ th✱ s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ✜♥ ❞❡ s✉✐✈✐✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s♦✐t

à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✭δh = 1✮✱ s♦✐t à ✉♥❡ ❝❡♥s✉r❡ à ❞r♦✐t❡ ✭δh = 0✮✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

V =
n∏

h=1

f(th|xh[th])
δhS(th|xh[th])

1−δh ✭✾✳✸✺✮

♦ù f(th|xh[th]) ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r

❥✉sq✉✬❡♥ th✳ S(th|xh[th]) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷ ✕ ▼ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✶✹✾

✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✉①

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❲❡✐❜✉❧❧ ❡t ❧♦❣✲❧♦❣✐st✐q✉❡ ✿

λ(vh,vh,r
|xh,vh,r

) = {αβh,vh,r
vα−1

h,r }/{(1 + βh,vh,r
vα

h,r)
κ} ✭✾✳✸✻✮

♦ù βh,vh,r
= exp(θ+γxh,vh,r

) ❡t α > 0✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ βh,vh,r
❡st ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

[vh,r; vh,r+1[ ✭r = 0, 1, ..., nh − 1✮✳

❉❡s ✈❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ α ❡t ❞❡ κ ❛❜♦✉t✐ss❡♥t à ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❙✐

α = 1 ❡t κ = 0✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱

s✐ κ = 0✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ γ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡

❞✉ r✐sq✉❡ r❡❧❛t✐❢ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ xh,vh,r
✳ ▲❡ r✐sq✉❡ s❡r❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥t

s✐ 0 < α ≤ 1✱ ❝♦♥st❛♥t s✐ α = 1 ❡t ❝r♦✐ss❛♥t s✐ α > 1✳ ❊♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t κ = 1✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣✲❧♦❣✐st✐q✉❡ ❡t γ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉

r❛♣♣♦rt ❞❡s ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❝✉♠✉❧é❡s✳ ❈❡ r✐sq✉❡ ❞é❝r♦ît ♣♦✉r 0 < α ≤ 1✳ ❙✐ α > 1✱ ❧❡ r✐sq✉❡

❛✉❣♠❡♥t❡ ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s [(α − 1)/β]1/k ♣✉✐s ❞é❝r♦ît ✈❡rs ✵✳ P♦✉r α = 1, 5 ❡t κ = 0, 5✱

❧❡ r✐sq✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥ ♣❧❛t❡❛✉✱ ♣✉✐s ❞é❝r♦ît ❧❡♥t❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

r✐sq✉❡ ✭✾✳✸✻✮ ❝♦✉✈r❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

P♦s♦♥s ✶{s} ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ é❣❛❧❡ à ✶ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s ❡st r❡s♣❡❝té❡✱ ❡t ✵ s✐♥♦♥✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é❡✱ ❛✉ t❡♠♣s t ∈ {vh,r, r = 0, ..., nh} ♣♦✉r ❧❡ ❤✐è♠❡ s✉❥❡t✱ ❡st é❣❛❧❡

à ✿

Λ(t|xh[t]) =

nh−1∑

r=0

[
✶{vh,r+1=t}

∫ vh,r+1

vh,r

{αβh,vh,r
uα−1}/{(1 + βh,vh,r

vα
h,r)

κ}du
]

=

nh−1∑

r=0

✶{vh,r+1=t}[(1 + βh,vh,r
vα

h,r+1)
1−κ − (1 + βh,vh,r

vα
h,r)

1−κ]/[1 − κ] ✭✾✳✸✼✮

▲❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡

t②♣❡ ❛❝❝é❧éré ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✼✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✾✳✸✼✮ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r κ = 1✳ ❈❡

♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r

❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✾✳✸✺✮ ✿

log(V) =
n∑

h=1

δh[log(λ(th|xh[th]))] − Λ(th|xh[th]) ✭✾✳✸✽✮

❉❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s

♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r ❡st s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ s❡✉✐❧ c ❛✉ t❡♠♣s d✱ ♣❛r♠✐ ❝❡✉① ❛②❛♥t s✉❜✐

❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s d ❡t t ❞❡♣✉✐s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭d < t✮✱ ✿

se(c, t, d) = P (Xd > c|D(t) = 1, D(d) = 0)

= P (Xd > c|d < T ≤ t) ✭✾✳✸✾✮



✶✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

♦ù Xd ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠❛rq✉❡✉r ❛✉ t❡♠♣s d✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ s❡♥s✐✲

❜✐❧✐té ❡st é❣❛❧❡ à ✿

sp(c, t, d) = P (Xd ≤ c|D(t) = 0, D(d) = 0)

= P (Xd ≤ c|T > t) ✭✾✳✹✵✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❡st ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ♥é❣❛t✐❢ ❛✉ t❡♠♣s d s❛❝❤❛♥t q✉✬❛✉✲

❝✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s t ✭d < t✮✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t fX|d(xd)✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉

♠❛rq✉❡✉r X s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❛✉ t❡♠♣s d ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣r❡✛❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❞é✜✲

♥✐t✐♦♥s ✭✾✳✸✾✮ ❡t ✭✾✳✹✵✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✐♥tér❡ss♦♥s✲

♥♦✉s à ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té✳

se(c, t, d) = P (Xd > c, d < T ≤ t)/P (d < T ≤ t)

=

∫ ∞

c

∫ t

d

f(u, xd)dudxd

/ ∫

❘

∫ t

d

f(u, xd)dudxd

=

∫ ∞

c

∫ t

d

f(u|xd)fX|d(xd)dudxd

/ ∫

❘

∫ t

d

f(u|xd)fX|d(xd)dudxd

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝✉♠✉❧é❡ ✭✾✳✸✼✮✱ ♦♥ ❛ ✿

se(c, t, d) =
{∫ ∞

c

[exp(−Λ(d|xd)) − exp(−Λ(t|xd))]fX|d(xd)dxd

}

×
{∫

❘

[exp(−Λ(d|xd)) − exp(−Λ(t|xd))]fX|d(xd)dxd

}−1

=
{∫ ∞

c

[1 − exp(−Λ(t|xd))]fX|d(xd)dxd

}

×
{∫

❘

[1 − exp(−Λ(t|xd))]fX|d(xd)dxd

}−1

✭✾✳✹✶✮

♦ù

Λ(t|xd) = [(1 + exp(θ + γxd)t
α)1−κ − (1 + exp(θ + γxd)d

α)1−κ]/[1 − κ]

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té✳

sp(c, t, d) = P (Xd ≤ c, T > t)/P (T > t)

=

∫ c

−∞

∫ ∞

t

f(u, xd)dudxd

/ ∫

❘

∫ ∞

t

f(u, xd)dudxd

=

∫ c

−∞

∫ ∞

t

f(u|xd)fX|d(xd)dudxd

/ ∫

❘

∫ ∞

t

f(u|xd)fX|d(xd)dudxd

=

∫ c

−∞

exp(−Λ(t|xd))fX|d(xd)dxd

/ ∫

❘

exp(−Λ(t|xd))fX|d(xd)dxd

✭✾✳✹✷✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù d = 0✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✭✾✳✹✶✮ ❡t ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ✭✾✳✹✷✮ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✾✳✶✼✮ ❡t ✭✾✳✶✽✮✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s q✉❛♥t✐tés✱ ✐❧ ❡st

♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fX|d(xd)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r X ❡♥



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷ ✕ ▼ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✶✺✶

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s d ❞❡♣✉✐s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ét❛♥t ré♣été❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱

♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❬✶✵✾✱ ✶✶✵✱ ✶✶✶❪ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

xh,vh,r
= η0 + η1min(vh,r, a) + η2(vh,r − a)✶{vh,r>a} + ǫh,vh,r

✭✾✳✹✸✮

❛✈❡❝ a = 6 ❛♥s ❡t ǫ = (ǫ1,0, ǫ1,1, ...., ǫ1,n1
, ..., ǫn,vn,nn

) ❧❡s rés✐❞✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ré❣r❡ss✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ à ❞❡✉① ♣❡♥t❡s✱ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ✻ ♠♦✐s✱ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ●✐r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪✳

P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ré♣été❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ s✉❥❡t✱ ♦♥

s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ǫ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡

❧❡s ♠❡s✉r❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t q✉❡ ❧❡s

t❡r♠❡s ❞✐❛❣♦♥❛✉① r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡✱ ♥♦té❡ σ2✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧✬✐♥t❡♥s✐té

❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s✉❥❡t✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦①✐♠✐té

t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ P❧✉s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s s♦♥t r❛♣♣r♦❝❤é❡s✱ ♣❧✉s ❧❡✉r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s❡r❛ ❢♦rt❡✳ ❯♥❡

str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐✈❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✿

cor(ǫh,r, ǫh,r+k) = ρk k = 0, 1, ...

♦ù k r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝❛rt ♦r❞✐♥❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s

s♦♥t ❝♦♥t✐❣✉ës ❛❧♦rs k = 1✳ ρ ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

❡st ❡st✐♠é ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❣é♥ér❛❧✐sés ✭❣❧s s♦✉s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘✮✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛❜♦r❞é❡s✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ r❡st❡

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ c✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

C(c, t, d) = CFPnFP (c, t, d) + CFNnFN(c, t, d)

♦ù nFP (c, t, d) ❡t nFN(c, t, d) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛✉① ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s

❡t ❞❡ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ✐ss✉s ❞✉ t❡st Xd > c✱ ❛✉ t❡♠♣s d✱ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❡♥tr❡ d

❡t t ✭d < t✮✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ nd r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❛t✐❡♥ts à r✐sq✉❡ ❛✉ t❡♠♣s d ✿

C(c, t, d) = nd{CFPP (T > t,Xd > c) + CFNP (d < T ≤ t,Xd ≤ c)}

∝ k

∫ ∞

c

∫ ∞

t

f(u|xd)fX|d(xd)dudxd

+

∫ c

−∞

∫ t

d

f(u|xd)fX|d(xd)dudxd

∝ k

∫ ∞

c

exp(−Λ(t|xd))fX|d(xd)dxd

+

∫ c

−∞

[1 − exp(−Λ(t|xd))]fX|d(xd)dxd ✭✾✳✹✹✮

▲❡ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✾✳✹✹✮✱ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✿

∂C(c, t, d)/∂c = −kexp(−Λ(t|c))fX|d(c) + [1 − exp(−Λ(t| = c))]fX|d(c)

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❛r ❧❡✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

1/(1 + k) = exp(−Λ(t|c̃))



✶✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

✾✳✸ Pr♦♥♦st✐❝ ❞✬✉♥ é❝❤❡❝ ❡t ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡

✾✳✸✳✶ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s

▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦rt❡ ❉■❱❆❚✳ P♦✉r é✈✐t❡r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr♦♣ ❤étér♦✲

❣è♥❡✱ ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛✉① ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ♣❛t✐❡♥ts ♠❛❥❡✉rs✱ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥s

❞❡ ❥❛♥✈✐❡r ✶✾✾✻ à s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✻ ✭❣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮ ❡t ❣r❡✛❡s ❞❡ r❡✐♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳

▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✻✽✽ ♣❛t✐❡♥ts✳

▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❡st ❧❡ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❣r❡✛❡ ❡t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥

❞✐❛❧②s❡ ♦✉ ❞❡ ❞é❝ès✳ ✽✷ ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞é❝è❞❡♥t ♦✉ r❡t♦✉r♥❡♥t ❡♥ ❞✐❛❧②s❡✱ s♦✐t ♣r❡sq✉❡ ✶✷✪✳

❆ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❣r❡✛❡✱ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts s♦♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ â❣és ❞❡ ✹✼✱✽ ❛♥s ✭❊❚❂✶✹✱✽✮✱ ❛❧♦rs q✉❡

❧❡s ❞♦♥♥❡✉rs s♦♥t â❣és ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✹✺✱✽ ❛♥s ✭❊❚❂✶✻✱✸✮✳ ✻✶✱✻✪ ❞❡s r❡❝❡✈❡✉rs s♦♥t ❞❡s

❤♦♠♠❡s✱ ❝♦♥tr❡ ✻✸✱✼✪ ❝❤❡③ ❧❡s ❞♦♥♥❡✉rs✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❛t✐❡♥t ❡st s✉✐✈✐ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❝❡

s♦✐t ♣♦✉r ❞❡s ✈✐s✐t❡s ♣r♦❣r❛♠♠é❡s ✭♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✬✉♥ ❛♥ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✮ ♦✉ ♣♦✉r ❞❡s ✈✐s✐t❡s

♣❧✉s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❡st ✈✉ ✹✽✱✺ ❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❧❛✐ ♠♦②❡♥ ❡♥tr❡ ✈✐s✐t❡s

❞❡ ✶✱✺ ♠♦✐s✳ ▲❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✈✐s✐t❡s ❡st ❡s♣❛❝é❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✷✵ ❥♦✉rs✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❈▲ à

✉♥ ❛♥ ❡st ❞❡ ✺✶✱✸ ♠❧✴♠✐♥ ✭❊❚❂✶✾✱✾✮✳

✾✳✸✳✷ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ à ✉♥ ❛♥ ✲ ❆✉❝✉♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❑❛♣❧❛♥✲▼❡✐❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳✶✳✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✭s❡❝✲

t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✳✮ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❍❡❛❣❡rt② ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ♦♥t ♠♦♥tré ♣❡✉ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s

❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳

▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❈▲ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣r♦t❡❝t❡✉r ✭❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣✲

♣❡♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r✮✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❈▲ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r X = −
√
CL✱ ❧❛ ❈▲ ét❛♥t ♠❡s✉ré❡ ✉♥ ❛♥ ❛♣rès ❧❛

❣r❡✛❡✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✾✳✷✮ s②♥t❤ét✐s❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s S(t|x) ❡t fX(x)✳ ▲❡ ♠❛rq✉❡✉r

X s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✲✼✱✵✼ ml/min ✭❊❚ ❂ ✶✱✷✹✮✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈✱ ❛✐♥s✐

♦❜t❡♥✉❡ ✭éq✉❛t✐♦♥s ✾✳✶✼ ❡t ✾✳✶✽✮✱ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✮ ♣♦✉r c ∈ [−10, 0;−3, 0]✳

❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣ré❞✐❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ♣♦✉r ❞❡s é❝❤❡❝s s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❛♥s

❧❡s ❝✐♥q ❛♥s ❛♣rès ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ ❑▼ ✭éq✉❛t✐♦♥s ✾✳✼ ❡t ✾✳✽✮✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ♣❛r ❑▼ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥

♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐st❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡ s❡✉✐❧ c✳ ▲❡s

❝♦✉r❜❡s ❘❖❈ ♣♦✉r t ♣❡t✐t s♦♥t ❛❧♦rs ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡st✐♠❛❜❧❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♣ré❝♦❝❡s✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✮ ❡st ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧é❡

❛✈❡❝ c ∈ [−8, 5;−3, 5]✳



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸ ✕ Pr♦♥♦st✐❝ ❞✬✉♥ é❝❤❡❝ ❡t ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ ✶✺✸

❈♦❡❢✳ ❊❚✳ ❚❡st ❲❛❧❞ ♣✲✈❛❧✉❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✿ λ(t|X = x) = λ0(t)exp(βx)

σ ✵✱✷✼ ✵✱✶✻

ν ✶ ✳

θ ✶ ✳

β ✵✱✽✽ ✵✱✶✵ ✽✱✼✹ <✵✱✵✵✵✶

fX(x) ∼ N (µ, ϕ)✱ E[X] = µ

µ ✲✼✱✵✼ ✵✱✵✸

ϕ ✶✱✷✹ ✵✱✵✷

❚❛❜✳ ✾✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❈▲ ♠❡s✉ré❡ à ✉♥ ❛♥ ✭s❛♥s ❛❥✉st❡♠❡♥t✮

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠é✲

t❤♦❞❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ s♦✉s✲❡st✐♠❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ♣♦✉r

❧❡s é❝❤❡❝s s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ✺ ❛♥s ❛♣rès ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s

r❡st❡♥t ♣r♦❝❤❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❛✐r❡s s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭❆❯❈✮ s♦♥t ❞❡ ✵✱✼✽ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❡ ✵✱✽✵ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡

❍♦s♠❡r ❡t ▲❡♠❡s❤♦✇✱ ❝❡s ❆❯❈ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡ très ❜♦♥ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈▲ à ✉♥

❛♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s✱ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡

❞❡ t❡sts ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡s✱ ♦ù ❧❡ ❣♦❧❞ st❛♥❞❛r❞ ❡st ♠❡s✉ré ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r✳

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❢♦r❝❡ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❝❡s ❆❯❈ s♦♥t

é❧❡✈é❡s✳ ▲❛ ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ♦✛r❡ ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❡❝s s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ✺

❛♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳

▲✬✐♥térêt ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts rés✐❞❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ c ♦♣t✐♠❛❧✳ P♦✉r

❝❡❧❛✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢ ❞♦✐t êtr❡ ❞é✜♥✐✳ ❊♥

tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♠❛rq✉❡✉rs ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❡♠✐❡r ❞✬❛❧❡rt❡r ❞✬✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ é❝❤❡❝ ❞❡

❧❛ ❣r❡✛❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡❧❛ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❖♥ ♣ré❢èr❡

❞♦♥❝ ❝❧❛ss❡r ✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ à r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥❡ s✉❜✐ss❛✐t

♣❛s ❞✬é❝❤❡❝✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧❡ ❝❧❛ss❡r ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ à ❢❛✐❜❧❡ r✐sq✉❡ à t♦rt✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

♦♥ ❛ CFN > CFP ❡t ❞♦♥❝ k < 1✳ ❚♦✉❥♦✉rs à ✺ ❛♥s✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ✺ ❢♦✐s

♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉✬✉♥ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢ ✭k = 0, 2✮✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❞❡ ✷✺ ml/min✳ ■❧ ♣❛ss❡

à ✸✸ ml/min ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐❞s é❣❛❧ à ✶✵ ✭k = 0, 1✮✳

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠❛r✲

q✉❡✉r s✉r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❡❝ ❛✈❛♥t ✉♥ t❡♠♣s t ✜①é✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ❡♥tr❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s✳ ❈♦♠♠❡

❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✾✳✷✶✮✱ ❝❡ s❡✉✐❧ ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡ t❡♠♣s ❞✉ ♣r♦♥♦st✐❝✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

s❡✉✐❧s ♦♣t✐♠❛✉①✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣♦✐❞s ❡t ❧❡ t❡♠♣s✱ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✷✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s

❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r t = 5 ❛♥s ❡t ♣♦✉r k = 0, 1 ❡st ❞❡ ✸✸✱✵



✶✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

ml/min✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ à ✶✵ ❛♥s✱ ❝❡ s❡✉✐❧ ♣❛ss❡ ✹✹✱✺ ml/min✳ ❊♥ t❡r♠❡ ♣❧✉s ♣r❛✲

t✐q✉❡✱ s✐ ✉♥ ♣❛t✐❡♥t ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✹✹✱✺ ml/min✱ ✐❧ s❡r❛

❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ à r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❛✈❛♥t s♦♥ ✶✵✐è♠❡ ❛♥♥✐✈❡rs❛✐r❡ ❞❡ ❣r❡✛❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐

♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① é❝❤❡❝s ♣❧✉s ♣ré❝♦❝❡s✱ ❛✈❛♥t ❧❡ ✺✐è♠❡ ❛♥♥✐✈❡rs❛✐r❡ ❞❡ ❣r❡✛❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❝❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ à r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ s✐ s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❈▲ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✸✸✱✵

ml/min✳ P❧✉s ❝❡ rés❡r✈♦✐r ❞❡ ❈▲ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣❧✉s ❧❡ t❡♠♣s ❛✈❛♥t ❧✬é❝❤❡❝ ❡st ❧♦✐♥t❛✐♥✳

▲❡ t❡st✱ ❜❛sé s✉r ✹✹✱✺ ml/min ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✶✵ ❛♥s✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡

s❡♥s✐❜✐❧✐té é❣❛❧❡ à ✵✱✼✻ ❡t ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té é❣❛❧❡ à ✵✱✻✻✳ ▲❡ t❡st ❜❛sé✱ s✉r ✸✸✱✵ ml/min ♣♦✉r

♣ré❞✐r❡ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✺ ❛♥s ❛♣rès ❧❛ ❣r❡✛❡✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té é❣❛❧❡ à ✵✱✹✽

❡t ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té é❣❛❧❡ à ✵✱✽✼✳

✾✳✸✳✸ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ à ✉♥ ❛♥ ✲ ❆❥✉st❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❈▲ à ✉♥ ❛♥ s❡ ré✈è❧❡ ✐♠✲

♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ❖r✱ ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ✈❡♥✐r

♠♦❞✐✜❡r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ♠❛rq✉❡✉r✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❣r❡✛❡s s❡❧♦♥

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❍▲❆ ✭❆✰❇✰❉❘✮✱ y = 1 s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✹ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés s♦♥t

♦❜s❡r✈é❡s ❡t y = 0 s✐♥♦♥✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✾✳✸✮ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t

✭p = 0, 0155✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ r❡t❡♥✉ s♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ✭p = 0, 0248✮✳

P♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ y ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❈▲✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s t♦✉✲

❥♦✉rs q✉❡ −
√
CL s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ϕ✱ ❛✈❡❝ µ = α0 +α1y✳

▲❛ ♣❛r❛♠ètr❡ α1 ❡st é❣❛❧ à ✵✱✶✽ ❡t ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ✵ ✭p = 0, 0075✮✳ ■❧

s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ♠♦❞✐✜❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❈▲ s✉r ❧❡ t❡♠♣s

❞❡ s✉r✈✐❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❈▲✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✭✾✳✶✼✮ ❡t ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ✭✾✳✶✽✮✱ ❛❥✉sté❡s s✉r ✉♥ t✐❡rs ❢❛❝t❡✉r

Y ✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✸✮✳ ▲❡ ♣♦✉✈♦✐r

❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ❛♣♣❛r❛ît ♥❡tt❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ♣♦✉r ❧❡s r❡❝❡✈❡✉rs ♣rés❡♥t❛♥t

❛✉ ♠♦✐♥s ✹ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✳ ❙❛♥s ❛❥✉st❡♠❡♥t✱ ❧✬❆❯❈ ét❛✐t é❣❛❧❡ à ✵✱✼✽✳ ❊❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ à

✵✱✽✼ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❡✛♦♥s ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✹ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❡t ❞✐♠✐♥✉❡ à ✵✱✼✹ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❡✛♦♥s

❛②❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ✹ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✳

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ♠♦❞✐✜é✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❞✐❢✲

❢ér❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✶✵ ❡♥tr❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té

❞✬✉♥ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢ ❡t ❞✬✉♥ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✹✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐✲

♠❛❧ r❡st❡ é❣❛❧ à ✸✸✱✵ml/min ♣♦✉r ❧❡s ❣r❡✛❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✹ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✱ ❛❧♦rs

q✉✬✐❧ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡s ✸✺✱✸ ml/min ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❣r❡✛❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✱ ❝❡tt❡

❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧s s❡❧♦♥ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✷✶✮✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✺✮ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛✈❡❝

❧❡ t❡♠♣s✳ P♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts très ♣ré❝♦❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

très ❢r❛❣✐❧✐sé❡✱ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ s❡r❛ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❈▲ ❢❛✐❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸ ✕ Pr♦♥♦st✐❝ ❞✬✉♥ é❝❤❡❝ ❡t ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ ✶✺✺

❈♦❡❢✳ ❊❚✳ ❚❡st ❲❛❧❞ ♣✲✈❛❧✉❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ a ✿ λ(t|X = x, Y = y) = λ0(t)exp(βx+ γy + αxy)

σ ✵✱✻✵ ✵✱✹✺

ν ✶ ✳

θ ✶ ✳

β ✵✱✼✸ ✵✱✶✷ ✻✱✶✺ <✵✱✵✵✵✶

γ ✸✱✷✾ ✶✱✸✻ ✷✱✹✷ ✵✱✵✶✺✺

α ✵✱✺✸ ✵✱✷✹ ✷✱✷✹ ✵✱✵✷✹✽

fX|y(x) ∼ N (µ, ϕ)✱ E[X] = µ = α0 + α1y

α0 ✲✼✱✶✺ ✵✱✵✹

α1 ✵✱✶✽ ✵✱✵✼ ✷✱✻✼ ✵✱✵✵✼✺

ϕ ✶✱✷✹ ✵✱✵✷
a y = 1 s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✹ ❡t y = 0 s✐♥♦♥

❚❛❜✳ ✾✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❈▲ ♠❡s✉ré❡ à ✉♥ ❛♥ ✭❛✈❡❝ ❛❥✉st❡♠❡♥t✮

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s♣❧❛♥tés ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✹ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ à ❢❛✐❜❧❡

r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❛♥s ❧❡s ✶✵ ❛♥s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❣r❡✛❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡

❈▲ à ✉♥ ❛♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✹✸✱✸ ml/min✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡ s❡✉✐❧ ❡st ❞❡ ✹✻✱✾ ml/min✳

❙✐ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ✺ ❛♥s ❛♣rès ❧❛ ❣r❡✛❡✱

❝❡s s❡✉✐❧s s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❡ ✸✺✱✺ ❡t ✸✸✱✶ ml/min✳ ▲❡s ❞é❝✐s✐♦♥s s♦♥t ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t❡s

❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✳

✾✳✸✳✹ ❉❡✉① ♠❡s✉r❡s à ✸ ❡t ✶✷ ♠♦✐s ✲ ▼ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♠❛rq✉❡✉r

✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞✬✉♥ é❝❤❡❝✳ ▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts à ✈❡♥✐r ❝♦♥s✐st❡♥t à é✈❛❧✉❡r s✐

❝❡ t❡st ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ❡st ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❈▲✳ P♦✉r q✉❡ X0

❡t X1 s♦✐❡♥t ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ ❡t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡✉r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ s♦✐t ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡

❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡ ❜✐✈❛r✐é❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① s✉✐✈❛♥t ❛ été ré❛❧✐sé ✿ X0 ❡st ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧❛

❈▲ à ✸ ♠♦✐s ❡t X1 r❡♣rés❡♥t❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ à ✶✷ ♠♦✐s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ x0 = −
√
CL(3 mois)

❡t x1 = −
√
CL(12 mois) − x0✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛✐❡♥t s✉r✈é❝✉ ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛

s❡❝♦♥❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t t1 ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡✳ ▲❡ t❡st ❡st ❞✐t

♣♦s✐t✐❢ s✐ X0 > c0 ❡t X1 > c1✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✭✾✳✷✷✮ ❡t ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té

✭✾✳✷✸✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fX0,X1
❡t S(t|x0, x1)✱ ❛✈❡❝ t > t1✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐

s♦♥t rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✾✳✹✮✳ ▲❛ ❈▲ ♠♦②❡♥♥❡ é✈♦❧✉❡ ♣❡✉ ❡♥tr❡ t0 ❡t t1 ✭µ1 = 0, 02✮✳

❉❡ ♣❧✉s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❡✉ ❝♦rré❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r à t0 ✭ρ = −0, 35✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠❛rq✉❡✉rs✱



✶✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

x0 ❡t x1✱ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❜✐❡♥ ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳

❈♦❡❢✳ ❊❚✳ ❚❡st ❲❛❧❞ ♣✲✈❛❧✉❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✿ λ(t|x0, x1) = λ0(t)exp(β1x0 + β2x1)✱ ✭t > t1✮

σ ✵✱✻✹ ✵✱✹✺

ν ✶ ✳

θ ✶ ✳

β1 ✵✱✼✺ ✵✱✶✶ ✻✱✼✼ <✵✱✵✵✵✶

β2 ✶✱✵✹ ✵✱✶✷ ✽✱✽✺ <✵✱✵✵✵✶

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (X0, X1) ✿ fX0,X1
(x0, x1) ✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✷✹✮

µ0 ✲✼✱✶✵ ✵✱✵✸

σ0 ✶✱✷✺ ✵✱✵✷

µ1 ✵✱✵✷ ✵✱✵✷

σ1 ✵✱✽✼ ✵✱✵✶

ρ ✲✵✱✸✺ ✵✱✵✷

❚❛❜✳ ✾✳✹ ✕ ▼♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❈▲ ré♣été❡ à ✸ ❡t ✶✷ ♠♦✐s ✭s❛♥s ❛❥✉st❡♠❡♥t✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ❞✬✉♥ t❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ s❡✉❧ ♠❛rq✉❡✉r ❡st

r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❞❡✉① ♠❛rq✉❡✉rs ❝♦♠♣♦s❡♥t

❧❡ t❡st✳ ▲❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣ré❞✐❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❛✐r❡ ❘❖❈✳ P❧✉s ❧❛

❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✐r❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ s✉♣ér✐❡✉r ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ r❡♣èr❡✱ ♣❧✉s ❧❡

♣♦✉✈♦✐r ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ❞✉ t❡st s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲✬❛✐r❡ ❘❖❈ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✻✮✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛rq✉❡✉rs x0 ❡t x1✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à

❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜✐✈❛r✐é❡ ♣♦✉r c1 = inf(X1) = −3 ❡t ♣♦✉r c0 = inf(X0) = −12✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ c0
❡st très ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❛ P (X0 > c0, X1 > c1|D(t) = 1) q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs P (X1 > c1|D(t) = 1)✱

❞✬♦ù se(c0, c1, t) ≃ se(c1, t)✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t sp(c0, c1, t) ≃ sp(c1, t)✳ ❈❡s

❝♦✉r❜❡s s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❜❛ss❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❘❖❈✱ ♠♦♥tr❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡

❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠❛rq✉❡✉rs✳

▲❡s s❡✉✐❧s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛✉① s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✭✾✳✷✺✮✳

P♦✉r k = 0, 1✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ s❡✉✐❧s ♦♣t✐♠❛✉① (c̃0, c̃1) ❡st é❣❛❧ à ✭✲✻✱✼✶✱ ✵✱✶✼✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥

❝♦♥❝❧✉r❛ q✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡st à r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❛✈❛♥t s♦♥ ✺✐è♠❡ ❛♥♥✐✈❡rs❛✐r❡ ❞❡ ❣r❡✛❡✱ s✐ x0

❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✲✻✱✼✶ ❡t s✐ x1 ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✵✱✶✼✳ ❈❡s s❡✉✐❧s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

à ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té é❣❛❧❡ à ✵✱✸✹✱ à ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té é❣❛❧❡ à ✵✱✾✵ ❡t à ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ✵✳✵✹✶✼✳ ❊♥

t❡r♠❡s ♣❧✉s ♠é❞✐❝❛✉①✱ ❧❡ t❡st X0 > c0 ❡t X1 > c1 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à t❡st❡r s✐ CL(3mois) <

min(c0, (c1−
√
CL(12 mois))2)✳ ❈❡tt❡ ré❣✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s

✉♥❡ ✜❣✉r❡ ✭✈♦✐r ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡✮✳

P♦✉r êtr❡ ❡①❤❛✉st✐❢✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ét✉❞✐é❡✱ ❧❡ t❡st ❡st ❛❧♦rs

♣♦s✐t✐❢ s✐ X0 > c0 ♦✉ s✐ X1 > c1✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✾✳✷✻✮ ❡t ✭✾✳✷✼✮ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸ ✕ Pr♦♥♦st✐❝ ❞✬✉♥ é❝❤❡❝ ❡t ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ ✶✺✼

❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té s♦♥t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✭✾✳✷✽✮ r❡t♦✉r♥❡

(c̃0, c̃1) = (−5, 29, 1, 37)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té é❣❛❧❡ ✵✱✸✹✱ à ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té é❣❛❧❡

à ✵✱✽✽ ❡t à ✉♥ ❝♦ût é❣❛❧ à ✵✱✵✹✹✷✳ ▲❡ ❝♦ût r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ♣❧✉s

❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♣ré❢éré❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳

✾✳✸✳✺ ❉❡✉① ♠❡s✉r❡s à ✸ ❡t ✶✷ ♠♦✐s ✲ ▼ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛✐❡♥t s✉r✈é❝✉ ❥✉sq✉✬❛✉

t❡♠♣s t1 ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❈▲✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (X0, X1)

❝♦♥❝❡r♥❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛♣rès t1✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡

♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r X0 ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❝❤❡❝s ♣♦✉✈❛♥t

s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❡♥tr❡ t0 ❡t t1✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ S(t|x0) ❡t ❞❡ fX0
(x0) s♦♥t

♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✾✳✺✮✳

❈♦❡❢✳ ❊❚✳ ❚❡st ❲❛❧❞ ♣✲✈❛❧✉❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✿ λ(t|x0) = λ0(t)exp(β1x0)✱ ✭t > t0✮

σ ✶✱✼✵ ✵✱✽✼

ν ✶ ✳

θ ✶ ✳

β1 ✵✱✺✺ ✵✱✵✽ ✼✱✵✵ <✵✱✵✵✵✶

fX0
(x0) ∼ N (µ, ϕ)✱ E[X] = µ

µ ✲✼✱✶✷ ✵✱✵✸

ϕ ✶✱✷✾ ✵✱✵✷

❚❛❜✳ ✾✳✺ ✕ ▼♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❈▲ ré♣été❡ à ✸ ♠♦✐s ✭s❛♥s ❛❥✉st❡♠❡♥t✮

P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡✱ ❧✬❛✐r❡ ❘❖❈✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✭✾✳✷✾✮ ❡t à ❧❛ s♣é✲

❝✐✜❝✐té ✭✾✳✷✸✮✱ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✼✮✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡

❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ X0 ❡t ❞❡ X1✳

▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✭✾✳✸✸✮✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✽✮✱ ♣❡r♠❡t

❞✬♦❜t❡♥✐r (c̃0, c̃1) = (−7, 52, 0, 57)✳ ❈❡s s❡✉✐❧s s♦♥t ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛

♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡✳ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ✵✱✹✹✱ ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡ ✵✱✽✾ ❡t

✉♥ ❝♦ût ❞❡ ✵✱✵✹✹✸✳

P♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ♣♦✉r t♦✉s

❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ X0 ❡t ❞❡ X1 ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬❛✐r❡ ❘❖❈ ✭✾✳✾✮✳ P❛r r❛♣♣♦rt à

❧✬❛✐r❡ ❘❖❈ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✼✮✱ ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ rè❣❧❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡

❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té✳ ▲❡s s❡✉✐❧s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛✉① s♦♥t é❣❛✉① à ✭✲✺✱✼✸✱ ✶✱✹✼✮✱

❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ✵✱✶✹✱ à ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡ ✵✱✾✺ ❡t à ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ✵✱✵✺✶✾✸✳ P❛r



✶✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦ûts✱ ♦♥ ♣ré❢ér❡r❛ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé❡ ♣❛r

❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✵✮✳

✾✳✸✳✻ ❈❧❛✐r❛♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r à t♦✉t t❡♠♣s

❞✉ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ s✬✐❧ ❡st à r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ♦✉ ♥♦♥✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✱

♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈▲ ♠❡s✉ré❡ ❛✉ t❡♠♣s d ♣♦✉r

❧❡s é❝❤❡❝s s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛✈❛♥t ❧❡ ✶✵✐è♠❡ ❛♥♥✐✈❡rs❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡✱ ❛✈❡❝ d < 10 ❛♥s✳ ❆✜♥ ❞❡

t♦✉❥♦✉rs ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r✐sq✉❡✱ ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r ❞✬✐♥térêt

❡st é❣❛❧ à ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧❛ ❈▲✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✾✳✸✽✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡✱ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✾✳✻✮✳ ▲❡

♠❛rq✉❡✉r r❡st❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ t❡♠♣s ❛✉q✉❡❧ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡st

ré❛❧✐sé❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡st ❛✉ss✐ rés✉♠é ❞❛♥s ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ❡t ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥

❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❈▲ ❛♣rès ❧❡ ✻✐è♠❡ ♠♦✐s ❞❡ ❧❛ ❣r❡✛❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❡♥✜♥ ❧❛ ❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s r❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ✭ρ = 0, 85✮✳

❈♦❡❢✳ ❊❚✳ ❚❡st ❲❛❧❞ ♣✲✈❛❧✉❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✿ λ(vh,vh,r
|xh,vh,r

) = {αβh,vh,r
vα−1

h,r }/{(1 + βh,vh,r
vα

h,r)
κ}

α ✵✱✺✻ ✵✱✵✼

κ ✲✵✱✸✾ ✵✱✹✶

θ ✸✱✷✻ ✵✱✺✻

γ ✵✱✾✶ ✵✱✶✵ ✽✱✾✾ <✵✱✵✵✵✶

▼♦❞è❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✾✳✹✸✮

η0 ✲✼✱✵✽ ✵✱✵✷

η1 ✲✵✱✶✵ ✵✱✵✺ ✲✶✱✾✶ ✵✱✵✺✻✷

η2 ✵✱✵✺ ✵✱✵✶ ✻✱✼✸ <✵✱✵✵✵✶

ρ ✵✱✽✺

σ ✶✱✸✶

❚❛❜✳ ✾✳✻ ✕ ▼♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❈▲ ❝♦♠♠❡ ♠❛rq✉❡✉r t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✭✾✳✹✶✮ ❡t ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ✭✾✳✹✷✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡s✲

t✐♠é❡s✱ ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠❡s✉r❡ d ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ c✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✶✮ ♠♦♥tr❡

❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈✱ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣ré❞✐❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❈▲ ♠❡s✉ré❡ à ✶ ❡t ✾ ❛♥s✱ ♣♦✉r t♦✉s

❧❡s s❡✉✐❧s c ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ❆❯❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r à ✾ ❛♥s s❡♠❜❧❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✭✾✳✹✹✮✱ ❡♥ ✜①❛♥t k = 0, 1

❡t t = 10 ❛♥s✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❛❧♦rs ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❛✉q✉❡❧ ❧❛



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸ ✕ Pr♦♥♦st✐❝ ❞✬✉♥ é❝❤❡❝ ❡t ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ ✶✺✾

♠❡s✉r❡ ❞❡ ❈▲ ❡st ré❛❧✐sé❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✷✮ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡

❝♦ût ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ❡st ♠❡s✉ré❡

t❛r❞✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡ rés✉❧t❛t r❡st❡ ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ré❛❧✐té✳

▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✸✮✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ♥♦tr❡

♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥✐t✐❛❧✱ à s❛✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜❡r à ❝❤❛q✉❡ ✈✐s✐t❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❈▲✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t k = 0, 1 ❡t t = 10 ❛♥s✱ ✉♥ s✉❥❡t s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré

à r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ à ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s✐ s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❈▲ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✺✽✱✵ ml/min✱ à ✉♥ ❛♥ s✐

s❛ ❈▲ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✺✷✱✽ ml/min✱ à ❞❡✉① ❛♥s s✐ s❛ ❈▲ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✹✾✱✼ ml/min✱ ❡t❝✳

✾✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡

❞é✜♥✐r ❧✬ét❛t ❞❡ s❛♥té ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❡✉r ♣r♦♥♦st✐q✉❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ♣♦sé✱ ❧❡ t❡st ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé à ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ à ✉♥ t❡♠♣s ✜①é ♦✉ ♠ê♠❡ t♦✉t

❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ s✉✐✈✐✳ ▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣rés❡♥tés ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s rés✉❧✲

t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠❜❧❡ très ♣r♦♠❡tt❡✉s❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❧✉s

♣ré❝✐s❡ ♣❛r ❧❡ ♣r❛t✐❝✐❡♥✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts

♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♥♦st✐q✉❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♥♦st✐q✉❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✬êtr❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝❧✐♥✐q✉❡✳

▲❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ♠❡s✉ré❡s

❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ❡t ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s✱ ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t éq✉✐❧✐❜rés

❞❛♥s ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭k 6= 1✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❡st ❜❛sé❡

s✉r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❖✉tr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧

✭❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❛✉ s❡✉✐❧✮✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡

♣❛s ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♦♥t

été ❝❤♦✐s✐❡s ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ▲❡s ❞❡r♥✐❡rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts

❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✹✳ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r ré❝❡♥t ❞❡

❙♣❛r❧✐♥❣✱ ❨♦✉♥❡s ❡t ▲❛❝❤✐♥ ❬✶✵✽❪✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡

♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡st❛♥t ❛❝❝é❧éré✳ ◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥s❡r✈❡r ♥♦s

❝❤♦✐① ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ s❡r❛ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

P♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts ré♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡

str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥s✴é❝❤❡❝s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❛✉r❛✐t ❞û ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✉

♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈❡❝✐ ✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✉

s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ s❡r❛✐t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝♦r❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥



✶✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈

❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡✱ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❝❧✐♥✐q✉❡s ♦✉ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ♣✉ ♠♦♥tr❡r ❧❡ très ❜♦♥ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈▲✱ ♠❛✐s ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré

❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬❛✉tr❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳ ❈❡ s❝♦r❡ ♣❡✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ êtr❡

é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜s❡r✈é❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ ✭s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s

❛✉ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡✮ ♣♦♥❞érés ♣❛r ❧❡✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐❢✳
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Méthode paramétrique
Méthode de Kaplan−Meier

❋✐❣✳ ✾✳✶ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❘❖❈ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺ ❛♥s à

♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❈▲ à ✉♥ ❛♥



❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✹ ✕ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✻✶
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❋✐❣✳ ✾✳✷ ✕ ❙❡✉✐❧s ♦♣t✐♠❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ❡t ❞✉ t❡♠♣s ✭s❛♥s ❛❥✉st❡♠❡♥t✮
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❋✐❣✳ ✾✳✸ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❘❖❈ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❛❥✉sté❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✱ ♣♦✉r

✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺ ❛♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❈▲ à ✉♥ ❛♥



✶✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈
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Sans  ajustement
Incomp. << 4
Incomp. ≥≥ 4

❋✐❣✳ ✾✳✹ ✕ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût r❡❧❛t✐✈❡ à ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ♣♦✉r ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts

à ✺ ❛♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ✭k = 0, 1✮
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❋✐❣✳ ✾✳✺ ✕ ❙❡✉✐❧s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❈▲ à ✉♥ ❛♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❡t

❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝
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c0 == −−12  c1 == 0

c1 == 0

c0 == −−12

c1 == −−3

❋✐❣✳ ✾✳✻ ✕ ❆✐r❡ ❘❖❈ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✷ ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ✭♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡t ♣r❡♠✐èr❡

rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺ ❛♥s
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❋✐❣✳ ✾✳✼ ✕ ❆✐r❡ ❘❖❈ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✷ ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ✭♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ♣r❡♠✐èr❡

rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺ ❛♥s



✶✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈
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❋✐❣✳ ✾✳✽ ✕ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ c0 ❡t c1 ✭♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡

❡t ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺ ❛♥s
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❋✐❣✳ ✾✳✾ ✕ ❆✐r❡ ❘❖❈ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✷ ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ✭♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ s❡❝♦♥❞❡

rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t k = 0, 1✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝ à ✺ ❛♥s
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❋✐❣✳ ✾✳✶✵ ✕ ❩♦♥❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ ✿ ❧❡ s✉❥❡t ❡st à r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❛✈❛♥t ❧❡ ✺✐è♠❡ ❛♥♥✐✲

✈❡rs❛✐r❡ ❞❡ ❣r❡✛❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t k = 0, 1✮
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Marqueur à 1 an − AUC =  0.819
Marqueur à 9 ans − AUC =  0.832

❋✐❣✳ ✾✳✶✶ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❘❖❈ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❈▲ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦♠♠❡ ♠❛rq✉❡✉r

t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t ✭é❝❤❡❝s ❛✈❛♥t ❧❡ ✶✵✐è♠❡ ❛♥♥✐✈❡rs❛✐r❡✮



✶✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈
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❋✐❣✳ ✾✳✶✷ ✕ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❈▲

❡t ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭k = 0, 1 ❡t t = 10 ❛♥s✮
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❋✐❣✳ ✾✳✶✸ ✕ ❙❡✉✐❧s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈▲ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦♠♠❡ ♠❛rq✉❡✉r

t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t ✭k = 0, 1 ❡t t = 10 ❛♥s✮



✶✻✼

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❡ t❤è♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲ét❛ts ♣♦✉r

❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞✬✉♥❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ❝❤r♦♥✐q✉❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t

été ❛♣♣❧✐q✉és à ❞❡✉① ❝♦❤♦rt❡s ✿ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞✉ ❱■❍ ❡t ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts ❣r❡✛és ré♥❛✉①✳

▲❛ ❝♦❤♦rt❡ ❧✐é❡ à ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s été ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳

▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① s❡ ❝♦♥s❛❝r❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✐♥✈❡st✐r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♠é❞❡❝✐♥❡✱ ♦ù ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé

❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ét❛t ❞❡ s❛♥té ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❢✉t✉r❡ ❞❡s

♣❛t✐❡♥ts✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐✱ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❞❡ P❡r❡③✲❖❝♦♥ ❡t ❘✉✐③✲❈❛str♦ ❬✷✵❪✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡st ❞é✜♥✐✳ ❯♥❡

♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ q✉✐ ❣èr❡ ❧❛ tr❛❥❡❝✲

t♦✐r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❙❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡st❡r ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡st ♥✉❧❧❡ ✭❡①❝❡♣t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts ❞✐ts ❛❜s♦r✲

❜❛♥ts✮✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❣èr❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡

❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦✐s ✉s✉❡❧❧❡s ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ✇❡✐❜✉❧❧✱

❧♦❣✲❧♦❣✐st✐q✉❡✱ ❡t❝✳✮✳ ▲❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❊❧❧❡s s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t s✉♣♣♦sé❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s ét✉❞✐é❡s ❛ été ré❛❧✐sé❡

❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ été ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥✉st❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❬✻✸❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱

❝♦♥s❛❝ré ❛✉① t❡sts ♣r♦♥♦st✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❡s ❧♦✐s ✉s✉❡❧❧❡s ❡st

❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙♣❛r❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ét❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❛♥t ❛✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡

❝❡s ❧♦✐s ✢❡①✐❜❧❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳



✶✻✽ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡♠✐✲▼❛r❦♦✈✱ ❡st ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ s❛♥té ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ♥✬❡st ❝♦♥♥✉ q✉✬à ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❛t❡s ❞❡ s♦♥

s✉✐✈✐✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛ été ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡

t②♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦rt❡ ❬✾✵❪✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡

❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❯♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ été ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞✬✐♥tr♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉① t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t t❡sté ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦✲

✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t

❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐❡ ❛❝❝é❧éré❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r

❧❡✉r ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs ❡①♣❧✐✲

❝❛t✐❢s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é

❛✉① ❞✉ré❡s ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ été ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s

❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

P♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞✉ ❱■❍✱ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ s✉❥❡t ❛ été ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ♣❛r tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ ❬✶✵✺❪✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡s ❢r❛❣✐❧✐tés ♥✬♦♥t ♣❛s été r❡t❡♥✉❡s ❝♦♠♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

♣♦ssè❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬❛✈♦✐r t❡sté s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ét❛✐t ✈❛❧✐❞❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉

♠♦❞è❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❛ ❛✉ss✐

été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s tr❛♥s♣❧❛♥tés ré♥❛✉① ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❤étér♦✲

❣é♥é✐té ❞✉❡ ❛✉ ❜✐❛✐s ♣ér✐♦❞❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡✳

❆ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ ❞❡✉① é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿ ❧❛ ❞✉ré❡

❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❝❛❧❡♥❞❛✐r❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦s❡ ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡s

❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ P♦✉r t❡st❡r s✐ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❜✉s✐✈❡✱ ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡

t❡st ❞❡ t②♣❡ P❡❛rs♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❆❣✉✐rr❡✲❍❡r♥❛♥❞❡③ ❡t ❋❛r❡✇❡❧❧

♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❬✾✼❪✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à

♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❛r ❜♦♦tstr❛♣ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s

❝❧✐♥✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐❞é❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts s❡♠❜❧❡ ❞é❥à ❞é✜♥✐❡✳

❈♦♠♠❡ t♦✉t ♣♦st✉❧❛t✱ ✐❧ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ♦✉❜❧✐é ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ❊♥ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉❝✉♥ ét❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♥✬❡st

♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐✳ ❈❡rt❛✐♥s s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞✐s❝✉t❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s

é❝❤❡❝s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♠❛rq✉❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ré♥❛❧❡ ❡st ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡

❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞♦♥❝ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡

♣♦✉r ❝❛té❣♦r✐s❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t✳ ❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é❝r✐t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡

❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❡ ♣❛t✐❡♥t

❡♥tr❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t à ❢♦rt r✐sq✉❡ ❞❡ r❡❥❡t✳ ❈❡ s❡✉✐❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✻✾

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ♦ù ❧✬ét❛t ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣s✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥

à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r ♣❛r ❧✐ss❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts s♦♥t à ♥♦t❡r✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❛✉ s❡✉✐❧✱ s♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❡st ré❛❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣ré❞é✜♥✐❡s✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ ♣r❡♥❞

♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t

❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t❡sts ♣r♦♥♦st✐q✉❡s✱

❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢ ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳ ▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧

♦♣t✐♠❛❧✳ P♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳ ❈❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ ré❛❧✐sés ❡♥ ✜♥ ❞❡

t❤ès❡✱ ❞❡✈r♦♥t ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ss❡♠❡♥ts✳

▲✐♠✐t❡s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡s ❞❡r♥✐èr❡s r❡♠❛rq✉❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✐♥✐✲

t✐és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t q✉✬✉♥❡ ét❛♣❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲ét❛ts✱ ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✸✮✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✻✳✶✼✮ ❡t ❧❡ t❡st

❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✮ s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s à ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s❝❤é♠❛✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❛❜♦r❞é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐s✲

❝✉ss✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t ♣❛r❛♠étr✐q✉❡

❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ▼ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❧❡ s♦✉❝✐ ❝♦♥st❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❡t ✢❡①✐❜❧❡s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ✐♥❝♦♥✲

✈é♥✐❡♥ts✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❏♦❧②

❡t ❈♦♠♠❡♥❣❡s ❬✶✶✷✱ ✷✼❪ ♦✉ ❆❧✈❛r❡③ ❬✶✶✸❪✱ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ❜❛sé❡

s✉r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣❛r s♣❧✐♥❡s✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦t♦♥s q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♠✉❧t✐✲

ét❛ts s♦♥t ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❞✐r✐❣é❡s ✈❡rs ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts t❡r♠✐♥❛✉①✱

s❛♥s r❡t♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s r❡tr♦✉✈❡r

✉♥ ét❛t ❞❡ ❜♦♥♥❡ s❛♥té s✉✐t❡ à ✉♥❡ ❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♣r♦♥♦st✐❝✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❧♦rsq✉✬✉♥

✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞♦♥♥é✱ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r❡♥❞r❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬❛❧❧❡rs ❡t ❞❡ r❡t♦✉rs✳ ▲✬❡♠❜♦î✲

t❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s

♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❞é❧❛✐ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧

✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✉❜✐r ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦ù

❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ❈❡❝✐ ❞❡✈r❛✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥✲



✶✼✵ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♥❛r✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❧❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈❡rs ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❛❜✲

s♦r❜❛♥t✳ ❈❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣✉✐sq✉❡ s❡✉❧s ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t

❛❜s♦r❜❛♥t s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ét❛t ✶ à ❧✬ét❛t ✷ s♦♥t t♦✉t❡s

❝❡♥s✉ré❡s ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉✈❛♥t q✉❛s✐♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥tr❡ ♣❛t✐❡♥ts✳ ▲❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡st❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ❧❡s ✐♥t❡r✲

✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ét❛✐❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✈✐s✐t❡ ét❛✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s

♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱

❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♠♠❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ♣❡✉ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳ ▲❛ r❡❝♦♥s✲

tr✉❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡①❛❝t❡s✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡st✐♠é✱ s❡r❛✐t ♣❡✉t✲êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡

♣♦✉✈♦✐r ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣✐st❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s❡♠❜❧❡♥t

✐♠♣♦rt❛♥t❡s à s✉✐✈r❡✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✉♥ s❝♦r❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡

❞❛♥s s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛✉tr❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ ♦✉ ♣r♦t❡❝t❡✉rs ❞✬✉♥ é❝❤❡❝✳ ❈❡ s❝♦r❡✱ ❞é✜♥✐ à

❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦✉ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✱ s❡r❛✐t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛✐r❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♥✐♥❡ ét✉❞✐é❡ s❡✉❧❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r

❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t é✈♦❧✉t✐❢ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❝❧✉ ❞❡✉① t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ✿

❧❡ t❡♠♣s ♦ù ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r ❡st ♠❡s✉ré ✭d✮ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ✭t✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

♣✉ ❧❡ ♠♦♥tr❡r✱ ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t q✉❡ d ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ t ✭d < t✮✳ ❈❡

rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥t✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈✐s✐t❡ ❧✬ét❛t

❞✉ ♣❛t✐❡♥t✱ ✐❧ s❡r❛ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ s♦✉❤❛✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✉ t❡♠♣s ❛✉q✉❡❧ ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r ❡st ♠❡s✉ré✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡s

é❝❤❡❝s ❞❛♥s ❧❡s ✺ ❛♥s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❧❛✐r❛♥❝❡✱ ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❞❡

❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s s❡r❛✐❡♥t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❞❛♥s

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✭✾✳✹✹✮✳

nFP (c, d) = nP (T > (d+ 5), Xh,d > c) ❡t nFN(c, d) = nP (d < T ≤ d+ 5, Xh,d ≤ c)

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❡st ❜✐❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❡✉r✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✐❧ ♠❡ s❡♠❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉✬✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡

❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ r❡st❡ à ✈❡♥✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥térêt ♣r❡♠✐❡r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s

❛❜♦r❞és r❡st❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈❛❧✐❞és ❡t

✐♥t❡r♣rétés ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❝❧✐♥✐❝✐❡♥s✱ ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❉❡s ❡✛♦rts

❞❡ ✈✉❧❣❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈❛❧♦r✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❡♥tr❡♣r✐s à ❝♦✉rt

t❡r♠❡✳



✶✼✶

❆♥♥❡①❡ ❆

▲♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s r✐sq✉❡s ✭✷✳✷✷✮ s✬é❝r✐t ✿

λij(x, zij) = λ0,ij(x)exp(β
T
ijzij)

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❲❡✐❜✉❧❧ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✭✶✳✶✶✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛s❡

♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

λij(t) =
1

θij

(
1 + (

t

σij

)νij

) 1

θij
−1 νij

σij

( t

σij

)νij−1

∀ νij ✱ σij ✱ θij > 0

❆✐♥s✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✹✳✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛

❧♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ✿

lnV =
∑

h

{γ0Xh,1
+ β0Xh,1

zh,0Xh,1
− ln(

c∑

i=1

exp(γ0i + β0izh,0Xh,1
))

+
∑

ij

∑

Xh,r=i,Xh,r+1=j

{δE
h,r[ln Pij − ln θij + (

1

θij

− 1)ln(1 + (
dh,r

σij

)νij)

+ ln νij + (νij − 1)ln dh,r − νijln σij + βijzh,ij

+ exp(βijzh,ij)(1 − (1 + (
dh,r

σij

)νij)
1

θij )]

+ δI
h,r[ln Pij + ln(exp(1 − (1 + (

d0
h,r

σij

)νij)
1

θij )exp(βijzh,ij)

− exp(1 − (1 + (
d1

h,r

σij

)νij)
1

θij )exp(βijzh,ij))]}

+
∑

ij

∑

Xh,r=i

{δR
h,r[ln(

∑

j 6=i

Pijexp(1 − (1 + (
d0

h,r

σij

)νij)
1

θij )exp(βijzh,ij))]}} ✭❆✳✶✮

♦ù γ03 = β03 = 0✳



✶✼✷ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✕ ▲♦❣✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥



✶✼✸

❆♥♥❡①❡ ❇

❘❛❝✐♥❡s ❡t ♣♦✐❞s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡

▲❡❣❡♥❞r❡

❘❛❝✐♥❡s uq P♦✐❞s wq ❘❛❝✐♥❡s uq P♦✐❞s wq

✲✵✱✾✼✸✾✵✻✺ ✵✱✵✻✻✻✼✶✸✹ ✵✱✶✹✽✽✼✹✸ ✵✱✷✾✺✺✷✹✷✷

✲✵✱✽✻✺✵✻✸✹ ✵✱✶✹✾✹✺✶✸✺ ✵✱✹✸✸✸✾✺✹ ✵✱✷✻✾✷✻✻✼✷

✲✵✱✻✼✾✹✵✾✻ ✵✱✷✶✾✵✽✻✸✻ ✵✱✻✼✾✹✵✾✻ ✵✱✷✶✾✵✽✻✸✻

✲✵✱✹✸✸✸✾✺✹ ✵✱✷✻✾✷✻✻✼✷ ✵✱✽✻✺✵✻✸✹ ✵✱✶✹✾✹✺✶✸✺

✲✵✱✶✹✽✽✼✹✸ ✵✱✷✾✺✺✷✹✷✷ ✵✱✾✼✸✾✵✻✺ ✵✱✵✻✻✻✼✶✸✹

❚❛❜✳ ❇✳✶ ✕ ❘❛❝✐♥❡s ❡t ♣♦✐❞s ❞✉ ✶✵✐è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳



✶✼✹ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✕ ❘❛❝✐♥❡s ❡t ♣♦✐❞s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡

❘❛❝✐♥❡s uq P♦✐❞s wq ❘❛❝✐♥❡s uq P♦✐❞s wq

✲✵✱✾✾✻✽✾✸✹✽ ✵✱✵✵✼✾✻✽✶✾✷ ✵✱✵✺✶✹✼✶✽✹ ✵✱✶✵✷✽✺✷✻✺✸

✲✵✱✾✽✸✻✻✽✶✷ ✵✱✵✶✽✹✻✻✹✻✽ ✵✱✶✺✸✽✻✾✾✶ ✵✱✶✵✶✼✻✷✸✾✵

✲✵✱✾✻✵✵✷✶✽✻ ✵✱✵✷✽✼✽✹✼✵✽ ✵✱✷✺✹✻✸✻✾✸ ✵✱✵✾✾✺✾✸✹✷✶

✲✵✱✾✷✻✷✵✵✵✺ ✵✱✵✸✽✼✾✾✶✾✸ ✵✱✸✺✷✼✵✹✼✸ ✵✱✵✾✻✸✻✽✼✸✼

✲✵✱✽✽✷✺✻✵✺✹ ✵✱✵✹✽✹✵✷✻✼✸ ✵✱✹✹✼✵✸✸✼✼ ✵✱✵✾✷✶✷✷✺✷✷

✲✵✱✽✷✾✺✻✺✼✻ ✵✱✵✺✼✹✾✸✶✺✻ ✵✱✺✸✻✻✷✹✶✺ ✵✱✵✽✻✽✾✾✼✽✼

✲✵✱✼✻✼✼✼✼✹✸ ✵✱✵✻✺✾✼✹✷✸✵ ✵✱✻✷✵✺✷✻✶✽ ✵✱✵✽✵✼✺✺✽✾✺

✲✵✱✻✾✼✽✺✵✹✾ ✵✱✵✼✸✼✺✺✾✼✺ ✵✱✻✾✼✽✺✵✹✾ ✵✱✵✼✸✼✺✺✾✼✺

✲✵✱✻✷✵✺✷✻✶✽ ✵✱✵✽✵✼✺✺✽✾✺ ✵✱✼✻✼✼✼✼✹✸ ✵✱✵✻✺✾✼✹✷✸✵

✲✵✱✺✸✻✻✷✹✶✺ ✵✱✵✽✻✽✾✾✼✽✼ ✵✱✽✷✾✺✻✺✼✻ ✵✱✵✺✼✹✾✸✶✺✻

✲✵✱✹✹✼✵✸✸✼✼ ✵✱✵✾✷✶✷✷✺✷✷ ✵✱✽✽✷✺✻✵✺✹ ✵✱✵✹✽✹✵✷✻✼✸

✲✵✱✸✺✷✼✵✹✼✸ ✵✱✵✾✻✸✻✽✼✸✼ ✵✱✾✷✻✷✵✵✵✺ ✵✱✵✸✽✼✾✾✶✾✸

✲✵✱✷✺✹✻✸✻✾✸ ✵✱✵✾✾✺✾✸✹✷✶ ✵✱✾✻✵✵✷✶✽✻ ✵✱✵✷✽✼✽✹✼✵✽

✲✵✱✶✺✸✽✻✾✾✶ ✵✱✶✵✶✼✻✷✸✾✵ ✵✱✾✽✸✻✻✽✶✷ ✵✱✵✶✽✹✻✻✹✻✽

✲✵✱✵✺✶✹✼✶✽✹ ✵✱✶✵✷✽✺✷✻✺✸ ✵✱✾✾✻✽✾✸✹✽ ✵✱✵✵✼✾✻✽✶✾✷

❚❛❜✳ ❇✳✷ ✕ ❘❛❝✐♥❡s ❡t ♣♦✐❞s ❞✉ ✸✵✐è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳



✶✼✺

❆♥♥❡①❡ ❈

❊✛❡ts ✜①❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❜✐❛✐s

♣ér✐♦❞❡

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❈♦❡❢✳ ❊❚ ♣✲✈❛❧✉❡

1 → 2 ■♥t❡r❝❡♣t ✷✱✶✷ ✵✱✻✺ ✵✱✵✵✶✶

1 → 2 ❉é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ✵✱✼✻ ✵✱✸✼ ✵✱✵✹✵✵

1 → 2 ❆❣❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r ✲✷✱✶✼ ✵✱✻✻ ✵✱✵✵✶✵

1 → 3 ■♥t❡r❝❡♣t ✲✷✱✻✹ ✵✱✺✹ ✵✱✵✵✵✶

2 → 3 ■♥t❡r❝❡♣t ✶✱✶✺ ✵✱✸✹ ✵✱✵✵✵✽

2 → 3 ■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❆✰❇✰❉❘ ✵✱✾✺ ✵✱✹✽ ✵✱✵✹✻✸

❚❛❜✳ ❈✳✶ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈

σij νij θij

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❊st✐♠✳ ❊❚ ❊st✐♠✳ ❊❚ ❊st✐♠✳ ❊❚

1 → 2 ✼✱✷✺ ✶✱✼✷ ✵✱✽✻ ✵✱✵✺ ✶ ✳

1 → 3 ✼✾✱✸✸ ✶✶✷✱✷✽ ✶ ✳ ✶ ✳

1 → 4 ✼✼✱✻✻ ✹✵✱✽✹ ✶ ✳ ✶ ✳

2 → 3 ✶✷✱✻✼ ✸✱✷✶ ✶ ✳ ✶ ✳

2 → 4 ✻✱✺✶ ✹✱✷✸ ✶ ✳ ✶ ✳

❚❛❜✳ ❈✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❧♦✐s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts



✶✼✻ ❆♥♥❡①❡ ❈ ✕ ❊✛❡ts ✜①❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❜✐❛✐s ♣ér✐♦❞❡

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❈♦❡❢✳ ❊❚ ♣✲✈❛❧✉❡

1 → 2 ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✵✱✷✼ ✵✱✶✻ ✵✱✵✾✹✽

1 → 2 ❙❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ✲✵✱✷✻ ✵✱✶✸ ✵✱✵✺✷✶

1 → 2 ❆❣❡ ❞✉ ❞♦♥♥❡✉r ✵✱✼✼ ✵✱✷✻ ✵✱✵✵✸✶

1 → 3 ■s❝❤é♠✐❡ ❢r♦✐❞❡ ✺✱✻✸ ✶✱✹✾ ✵✱✵✵✵✷

2 → 3 ■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❆✰❇✰❉❘ ✵✱✽✽ ✵✱✷✽ ✵✱✵✵✶✾

2 → 3 P❘❆ ✶✱✵✾ ✵✱✸✺ ✵✱✵✵✶✼

2 → 3 P❘❆ × d ✲✵✱✹✼ ✵✱✷✷ ✵✱✵✸✵✾

2 → 4 ❉é❧❛✐ ❞❡ r❡♣r✐s❡ ✷✱✵✵ ✵✱✻✷ ✵✱✵✵✶✷

2 → 4 ❙❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r ✶✱✺✵ ✵✱✻✻ ✵✱✵✷✷✼

2 → 4 ❙❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r × d ✲✹✱✷✸ ✶✱✶✽ ✵✱✵✵✵✹

2 → 4 ❙❡①❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r × d2 ✶✱✷✽ ✵✱✸✶ ✵✱✵✵✵✶

❚❛❜✳ ❈✳✸ ✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐és ❛✉① t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉rs



✶✼✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❈♦① ❉❘✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❧✐❢❡✲t❛❜❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✿

❙❡r✐❡s ❇✱ ✸✹ ✿✶✽✼✕✷✷✵✱ ✶✾✼✷✳

❬✷❪ ❆❛❧❡♥ ❖ ❛♥❞ ❍✉s❡❜②❡ ❊✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ❡✈❡♥ts ❢♦r♠✐♥❣ r❡♥❡✇❛❧

♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙t❛t✐st✐❝s ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✶✵ ✿✶✷✷✼✕✶✷✹✵✱ ✶✾✾✶✳

❬✸❪ ❍♦✉❣❛❛r❞ P✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❙✉r✈✐✈❛❧ ❉❛t❛✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✵✳

❬✹❪ ❑❛② ❘✳ ❆ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❝❛♥❝❡r ♠❛r❦❡rs ❛♥❞ ❞✐s❡❛s❡ st❛t❡s ❛♥❞ s✉r✈✐✈❛❧

st✉❞✐❡s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❝s✱ ✹✷ ✿✽✺✺✕✽✻✺✱ ✶✾✽✻✳

❬✺❪ ❇❡❝❦ ❘❏ ❛♥❞ P❛✉❝❦❡r ❙●✳ ❚❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ♣r♦❣♥♦s✐s✳ ▼❡❞✐❝❛❧

❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣✱ ✸ ✿✹✶✾✕✹✺✽✱ ✶✾✽✸✳

❬✻❪ ❆❛❧❡♥ ❖❖ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥s❡♥ ❙✳ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r ♥♦♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❡♥s♦r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱

✺ ✿✶✹✶✕✺✵✱ ✶✾✼✽✳

❬✼❪ ❑♦✉s✐❣♥✐❛♥ ■✱ ❆❜❣r❛❧❧ ❙✱ ❉✉✈❛❧ ❳✱ ❉❡s❝❛♠♣s ❉✱ ▼❛t❤❡r♦♥ ❙✱ ❛♥❞ ❈♦st❛❣❧✐♦❧❛ ❉✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❈❉✹ ❚✲❧②♠♣❤♦❝②t❡ ❝♦✉♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

✈✐r♦❧♦❣✐❝ r❡❜♦✉♥❞ ✐♥ ❍■❱✲✶✲✐♥❢❡❝t❡❞ ♣❛t✐❡♥ts ♦♥ ❤✐❣❤❧② ❛❝t✐✈❡ ❛♥t✐r❡tr♦✈✐r❛❧ t❤❡r❛♣②✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❝q✉✐r❡❞ ■♠♠✉♥❡ ❉❡✜❝✐❡♥❝② ❙②♥❞r♦♠❡s✱ ✸✹ ✿✺✵✕✺✼✱ ❙❡♣ ✷✵✵✸✳

❬✽❪ ❆❧✐♦✉♠ ❆✱ ▲❡r♦② ❱✱ ❈♦♠♠❡♥❣❡s ❉✱ ❉❛❜✐s ❋✱ ❛♥❞ ❙❛❧❛♠♦♥ ❘✳ ❊✛❡❝t ♦❢ ❣❡♥❞❡r✱

❛❣❡✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛♥❞ ❛♥t✐r❡tr♦✈✐r❛❧ t❤❡r❛♣② ♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥

✐♠♠✉♥♦❞❡✜❝✐❡♥❝② ✈✐r✉s ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐st❛t❡ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s✳ ●r♦✉♣❡ ❞✬❡♣✐❞❡✲

♠✐♦❧♦❣✐❡ ❝❧✐♥✐q✉❡ ❞✉ ❙■❉❆ ❡♥ ❆q✉✐t❛✐♥❡✳ ❊♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②✱ ✾ ✿✻✵✺✕✻✶✷✱ ✶✾✾✽✳

❬✾❪ ❆❛❧❡♥ ❖✱ ❋❛r❡✇❡❧❧ ❱❚✱ ❆♥❣❡❧✐s ❉✱ ❉❛② ◆✱ ❛♥❞ ●✐❧❧ ◆✳ ❆ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❍■❱
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❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲ét❛ts ❛ ♣❡r♠✐s

❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛ts ❞❡ s❛♥té✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛✲

♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♠❛r❦♦✈✐❡♥s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡

♣r♦❝❡ss✉s ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ sé❥♦✉r ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ❡t ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✱

❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❞❛♣t❛✲
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