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Introduction générale

Le terme “cybernétique” doit sa signification actuelle au célébre ouvrage de
Norbert Wiener Cybernetics or Control and Communication in the Animal
and the Machine (1948). C’est dans ce cadre-la que s’inscrit 1’automatique,
qui peut étre vue comme I’ensemble des méthodes pour trouver des solutions
a des idéalisations mathématiques de problémes posés par 'automatisation,
c.-a-d., I'art de rendre automatique un processus.

[’automatique est une science a part entiére : bien qu’elle ait ses origines
dans des besoins pratiques d’automatisation des processus industriels, le fait
d’avoir créé des modéles abstraits des problémes d’automatisation lui a per-
mit d’élargir son champ d’action, car ces modéles s’appliquent aussi bien
dans d’autres domaines, comme 1’économie, la biologie, la dynamique des
populations, I'épidémiologie, etc...

Au départ, 'automatique se développa en utilisant des modéles linéaires,
—ou la sortie est proportionelle & I’entrée— d’abord ne considérant que les
systémes avec une seule entrée et une seule sortie, puis, les systémes avec
plusieurs entrées et sorties. Mais ce n’est qu’avec I'introduction de la notion
d’état, dans les années soixantes, que I’automatique a connu une véritable
expansion, surtout dans le cas linéaire. Ceci est justifiable car, bien que la
nature des phénoménes de la physique ou des sciences de l'ingénieur soit, en
général, non linéaire, pour la plupart des applications courantes, un modéle
linéaire donne une bonne approximation du processus réel.

Cependant, dans certains cas, cette approximation linéaire n’est plus satis-
faisante. En effet, lorsque le point de travail est prés d’une forte non linéarité,
ou que 'on demande au systéme d’accomplir des taches trés sophistiquées,
le modéle linéaire conduit a de mauvaises performances. De plus, une modé-
lisation par des équations linéaires risque d’effacer des phénomeénes que les
équations linéaires ne peuvent pas prendre en compte.

C’est ainsi que la théorie des systémes non linéaires commenca a se déve-
lopper. Une des premiéres théories a été une extension de l'approche dite
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géométrique du cas linéaire qui a permis de résoudre un nombre important
de problémes (voir p.ex. |24]). Cependant, les solutions obtenues par cette
approche n’étaient pas toujours simples a mettre en ceuvre, et elle se montrait
inefficace pour s’attaquer a certains problémes, comme par exemple I'inver-
sion d’un systéme. C’est en cherchant une solution a ce dernier, que des
nouveaux outils mathématiques ont été développés : 'approche algébrique
était née. L’avantage de cette approche est la structure “linéaire” ainsi ob-
tenue pour analyser les systémes non linéaires. C’est & partir de cette base,
que des outils différentiels algébriques ont été développés, grace aux travaux
de plusieurs chercheurs (voir p.ex., [10]).

Tous ces travaux ont considéré que les systémes étaient gouvernés par un
principe de causalité, selon lequel 1’évolution de I'état du systéme est indé-
pendant de son passé et n’est déterminée que par I’état présent.

Cependant, encore une fois, ceci n’est qu'une approximation de la réalité,
et un modele plus réaliste doit inclure au moins une partie de I'histoire du
systéme. Dans ce cas-1a, on parle de systémes a retards.

La classe de systémes concernée est trés large. On peut méme affirmer qu’il y
a des retards associés a tout processus réel, en raison principalement du temps
de réaction des composants (capteurs, actionneurs,...) et les phénoménes de
transport (de matiére, d’information,. . .).

Lorsqu’on veut appliquer les techniques classiques de la commande sur cette
classe de systémes, on retrouve des compensateurs qui demandent la connais-
sance des valeurs futures de I’état du systéme. Pour contourner ce probléme,
il est tres courant dans la littérature de trouver des prédicteurs d’état, la plu-
part inspirés du travail de Smith |57|. Le probléme est, d’un coté, que cette
approche est trés sensible aux variations paramétriques et demande que le
systéme soit stable en boucle fermée. D’un autre coté, tel qu’il sera montré
tout au long de ce rapport, il est parfois possible de résoudre des problémes
de commande avec des solutions causales (et donc, I'emploi d'un prédicteur
est superflu).

Ce travail de thése a pour but le développement des outils mathématiques
permettant de caractériser ’existence des solutions aux problémes de la com-
mande, qui ne font pas appel aux prédicteurs d’état, et de les synthétiser.

Pour ce faire, une nouvelle analyse pour une classe trés large de systémes non
linéaires a retards a été dévéloppée. Elle est introduite d’une fagon naturelle
a partir des connaissances standard de systémes non linéaires sans retard |10]
et de systémes linéaires a retards.

Avec cette approche on a analysé quelques propriétés structurelles d’une
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classe étendue de systémes a retards, et on a trouvé des solutions causales a
divers problémes de la commande de ces systémes.

Le contenu de cette thése est organisé de la facon suivante.

Plan

Une contribution majeure de ce travail de thése, a savoir les définitions et
les outils mathématiques que 'on a développés pour 'analyse de systémes
a retards, sera présentée dans le premier Chapitre, aprés quelques rappels
mathématiques.

Puis, dans le Chapitre 2, on va s’intéresser a deux propriétés structurelles
des systémes a retards : 'accessibilité et I'inversibilité.

[’accessibilité est une condition nécessaire pour la commandabilité. Elle a
été d’abord définie sous un formalisme géométrique |23, 58], puis a I'aide des
outils algébriques |3, 4]. Cette notion est étendue aux systémes a retards, et
une condition suffisante, dont la nécessité est conjecturée, est proposée.

[’inversion d’un systéme permet, soit de trouver les entrées nécessaires pour
obtenir une sortie particuliére, soit de retrouver les entrées qui ont été appli-
quées a partir de la mesure des sorties. Ce probléme a déja été abordé dans
[14], ou des conditions trés faibles, mais non constructives ont été présen-
tées. Une extension de I'algorithme de Singh nous a permis de proposer des
conditions suffisantes, plus restrictives mais constructives sous lesquelles un
systéme inverse existe.

Ces résultats ont fait I'objet de deux publications en revue : [35] pour 'ac-
cessibilité, et [41] pour I'inversion.

Ensuite, on s’intéressera a deux problémes de la commande : le rejet de
perturbations et la linéarisation entrée—sortie.

Le probléme de rejet de perturbations, traité dans le Chapitre 3, est un des
problémes de base de 'automatique. Son but est de garantir I’accomplisse-
ment des objectifs de controle malgré I'action des entrées non pilotées (et
souvent non mesurées). Il a intéressé de nombreaux auteurs depuis relative-
ment longtemps [2, 7, 60, 61|. Nous avons apporté les premiéres solutions
causales a ce probléme pour la classe de systémes a retards [42] : une solu-
tion compléte par bouclage statique sur 1’état est donnée, et une condition
suffisante pour 'existence de bouclage dynamique causale a été établie. Ré-
cemment [36], cette approche a pu étre écrite sous des termes géométriques,
ce qui a permis de prouver son équivalence avec les conditions déja connues
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dans le cas linéaire |12|.

Finalement, le probléme de linéarisation entrée sortie est abordé dans le qua-
trieme Chapitre. Ce probléme avait déja été traité dans [19], o des condi-
tions trés restricitives sont présentées sous une approche géométrique. On a
contribué avec des solutions par retour statique et dynamique (d’état et de
sortie. Ces contributions sont inédites, bien que des résultats préliminaires
puissent étre trouvés dans [37]. On finit ce Chapitre avec deux applications
concretes : la synthése d'un observateur et la poursuite de trajectoire. Ces
exemples combinent notre approche avec des résultats disponibles dans la
littérature sur la stabilité des systémes linéaires a retards.



Chapitre 1

Formalisme mathématique

On présente dans ce chapitre les outils mathématiques qui seront la base de
notre étude sur les systémes a retards. Afin de faciliter la lecture de ce do-
cument, on va d’abord rappeler quelques notions qui seront utilisées par la
suite. Le lecteur intéressé pour plus de détails peut consulter des nombreux
ouvrages dont [5, 9, 10, 18, 29, 64]. La classe des systémes considérée sera
présentée dans la section 1.2 avant d’introduire le formalisme mathématique,
ce qui sera fait dans les sections 1.3 a 1.5. Finalement, on fera une compa-
raison entre I’approche présentée et des travaux trouvés dans la littérature,
valables pour d’autres classes de systémes.

1.1 Rappels

Algebre

Définition 1 (Semigroupe) Un semigroupe est un ensemble G muni d’une
loi de composition interne, dont la seule contrainte est d’étre associative.

Définition 2 (Groupe) Un groupe est un ensemble G non vide, muni d’une
loi de composition interne (notée x,+, X, o, ...) satisfaisant aux axiomes sui-
vants :

1. associativité : pour tout (a,b,c) € G®, (a*xb)xc=ax (bxc);

2. élément neutre e : il existe un é€lément e € G tel que, pour tout a €
G, axe=exa=a;
3. élément symétrique a=! : pour tout a € G, il existea™ € G, a 'xa =

axat=c¢e;
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Définition 3 (Groupe abélien) Un groupe, dont la loi de composition est
commutative (axb=bxa), ayant les propriétés suivantes :

1. axc=bxc = a=b, cxa=c*xb = a=b;
2.V (a,b) €G*, FrxelG, axr=xxa=0b (x=a'lxb=bxal).

Définition 4 (Anneau) Un anneau R est un ensemble muni de deuz lois de
composition interne S(+,*), appelées addition et multiplication, satisfaisant
les conditions suivantes :

1. associativité additive : pour tout a,b,c € S, (a+b)+c=a+ (b+c);
2. commutativité additive : pour tout a,b € S, a+b=b+a;

3. élément neutre pour l'addition : il existe un élément 0 € S tel que, pour
toutae S,0+a=a+0=a;

4. inverse additif : pour chaque a € S, il existe —a € S tel que a+ (—a) =
(—a)+a=0;

5. associativité multiplicative : pour tout a,b,c € S, (a*xb)*xc = ax*(bxc);

6. distributivité a droite et a gauche : pour tout a,b,c € S, ax (b+c) =
(axb)+ (axc) et (b+c)xa=(bxa)+ (cxa).

Un anneau est donc un groupe abélien sous ’addition et un semigroupe sous
la multiplication.

Un anneau doit contenir au moins un élément, mais n’a pas besoin d’avoir
un élément neutre pour la multiplication ou d’étre commutatif.

Par rapport a ses lois de composition, un anneau peut étre commutatif, avoir
ou non des "diviseurs de zéros", ou encore posséder des inverses par rapport
a la loi multiplicative. Ceci se traduit de la facon suivante.

Définition 5 Un anneau R est

— commutatif, si pour tout x,y € R, xy = yx;

— unitaire, s’il posséde un élément neutre pour la multiplication ;

— intégre, si pour tout x,y € R, vy = 0 implique x = 0 ou y = 0 (pas de
diviseurs de zéro) ;
un corps s’il est un anneau unitaire, et si R* = R\{0} est un groupe pour
la multiplication.

A partir d’'un anneau R, on peut construire un anneau plus grand, appelé
anneau de polynomes. Un polyndme est une somme d’un nombre fini de mo-
nomes & une ou plusieurs indéterminées. S’il n’y a qu’une seule indeterminée,
le polynéme peut s’écrire sous la forme a,2" + a,_12" "' +- - -+ a1z + ag, avec
a; € R.
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Définition 6 (Sous-anneau) Soit R un anneau. Un sous-anneau S de R
est un anneau contenu dans R, muni des mémes lois de composition que R.

Définition 7 (Idéal) Soit R un anneau.

— Un idéal a droite T de R est un sous-groupe additif de R tel que pour tout
reRyeZl ona:xyecl.
Un idéal a gauche T de R est un sous-groupe additif de R tel que pour tout
reRyeTona:yrel.

— Un idéal T de R est un idéal a droite et a gauche.

Sur Z, ’ensemble 27 des entiers pairs (divisibles par 2) est un idéal, engendré
par {2}. On remarque que ’élément unité 1 n’appartient pas a 2Z. L’exemple
suivant souligne la différence entre un idéal et un sous-anneau : 27 est un
idéal de Z mais n’est pas un sous-anneau, puisque 1’élément neutre pour la
multiplication n’appartient pas a 2Z.

Définition 8 Un idéal principal T de R est un idéal engendré par un seul
élémenta : T =Ra={zva | v € R}.

Définition 9 (Anneau principal) Un anneau R est principal si tout idéal
de R est principal.

Un exemple d’un anneau principal est Z, ou tout idéal kZ est engendré par
k. Les anneaux de polynomes a plusieurs variables ne sont pas principaux.

Théoréme 1 (Division euclidienne) Soit R un anneau et g un polynome
non nul de R[x| tel que le coefficient du terme de plus haut degré en x de g
soit inversible sur R. Alors pour tout f € Rlz|, il y a deux éléments uniques
q et r de R[x], tels que

f=q9+m; avec degr < degg

On remarque que I'on ne peut diviser un polyndéme que par un polynéme dont
le coefficient dominant est inversible sur I’anneau. Cette restriction disparait
sur ce qu’on appelle les anneaux euclidiens. La caractérisation de cette famille
d’anneaux s’appuie sur une notion plus générale de la fonction degré.

Définition 10 (Anneau euclidien) Soit R un anneau. R est un domaine

euclidien sl est intégre et sil existe une fonction "degré" ® : R v— 7 satis-

faisant les conditions suivantes.

i) Sia,be R\{0}, et si b divise a alors ®(b) < ®(a).

ii) Pour tout a,b € R, b # 0, il existe des éléments q et r de R uniques,
tels que a = bg + 1, avec ®(r) < O(b).
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Proposition 1 /22/ Un anneau euclidien est principal.

Définition 11 Soit a,b € R deux éléments d’un anneau R, et D [’ensemble
de diviseurs communs a gauche de a et b :

D:={deR|3r,ye R,a=uxd et b=yd}

FEtant donné une norme ®(x) définie pour tout élément x d’un anneau R, on
définit le plus grand commun diviseur (p.g.c.d.) a gauche de a et b comme
un élément d € D satisfaisant

®(d) = max{P(z),xz € D}

Dans le cas des nombres entiers, la norme usuelle est la norme euclidienne
(valeur absolue); dans le cas d’un anneau de polynomes, elle est le degré
polynémial.

Le p.g.c.d. a droite est défini a partir de I’ensemble des diviseurs communs a
droite :
D:={deR|3r,ye R,a=dzr et b=dy}

Le p.g.c.d. peut étre trouvé a 'aide de I'algorithme d’Euclide.

Définition 12 Deuz polynémes sont dits premiers entre eux a droite ou a
gauche si leur p.g.c.d. respectif est 1.

Théoréme 2 (Bezout) Soit a et b deux éléments d’un anneau de polynomes
Rlx]. Ils sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux polynomes
p,q de R[z] tels que

pa+qgb=1

Définition 13 (Anneau d’Ore) Soit R un anneau. Un sous-anneau in-
tegre D C R est un anneau d’Ore a gauche s’il satisfait les propriétés sui-
vantes :

i) Pourbée R, ac€D,ilexistet € R,a’ €D tels que b'a = a’b.
ii) Pour b€ D alors b € D.

Définition 14 (Module) Un module M sur un anneau R est un groupe
abélien additif satisfaisant

1. pour tout a € R et pour tout x € M, axr € M,
2. pour tout a € R et pour tout v,y € M, a(x +y) = ax + ay,
3. pour tout a,b € R et pour tout v € M, (a+b)x = ax + bz,
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4. pour tout a,b € R et pour tout v € M, a(bx) = (ab)z,
5. pour tout xt € M, 1o = x.

Remarque 1

Si l'anneau est un corps, le module M est un espace vectoriel. On appelle
vecteur, tout élément de M.

— Une somme quelconque (finie ou infinie) de sous-modules de M est un
sous-module de M et une intersection quelconque de sous-modules de M
est un sous-module de M.

Définition 15 Les vecteurs ligne (resp. colonne) {vq,...,vs} sont linéaire-
ment indépendants sur un anneau R si ¥;a;0; = 0 (resp. Yv;a; = 0) implique
que les coefficients a; € R sont tous nuls.

Définition 16 Le rang d’un sous-module ACM est défini comme le nombre
maximal de vecteurs linéairement indépendants contenus dans A.

Fonctions analytiques et méromorphes

Lorsque I'on travaille avec la commande de systémes non linéaires, on s’in-
téresse aux situations dans lesquelles les propriétés théoriques en considéra-
tion sont génériques, c’est-a-dire, valables presque partout (sur des voisinages
denses dans IRV, pour N adéquat).

D’un point de vue pratique, les propriétés théoriques d’un systéme se carac-
térisent trés souvent par des conditions qui exigent que certaines fonctions,
obtenues a partir des coefficients du systéme, ne s’annulent que sur un en-
semble non dense. Cette condition peut étre obtenue si nous limitons notre
attention aux systémes définis au moyen des fonctions analytiques, ou méro-
morphes [10].

Une fonction infiniment dérivable est dite C°°. Un cas particulier de fonctions
C* sont les fonctions analytiques.

Définition 17 Soit I C IR un intervalle ouvert; une fonction f : I — IR
est dite analytique dans un point xo de I si elle admet un développement en
séries de Taylor dans un voisinage de xo. On appelle analytique une fonction
f IR — IR qui est analytique dans tout point de IR.

Des exemples de fonctions analytiques sont les fonctions polynémiales ; tan x
n’est pas analytique en = (2k + 1)7/2, mais elle est méromorphe, ¢’est-a-
dire, le quotient de deux fonctions analytiques, (dans en I'occurrence sin z et
CoS ).
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On note que [10] :

I’anneau des fonctions C'*° n’est pas intégre.

— soit une fonction analytique d’une seule variable est identiquement nulle,
soit tous ses zéros sont des points isolés.

— I'ensemble de fonctions méromorphes f : IR™ — IR est un corps.

— les fonctions méromorphes sont analytiques dans tout leur domaine de
définition.

C’est d’ailleurs pour ces raisons, que 1’on va travailler seulement avec le corps
de fonctions méromorphes.

Causalité

Lorsqu’on veut éviter 'emploi de prédicteurs quand on travaille sur un sys-
téme a retards, il faut se restreindre a des expressions non anticipatives ou
causales. Dans cette section on va donner une définition de causalité qui a
été empruntée a [13].

Définition 18 Soit f: IR — IR. Pour tout T' € IR, la fonction fr : IR — IR
est définie comme suit :

R R

Définition 19 Une fonction G : IR — IR est dite causale (ou non antici-
pative) si :

(G(u))r = (G(ur))r, VT > 0.

Remarque 2 Une conséquence directe de cette définition est que, si l'on a
une fonction p(z(t),z(t £1),...), elle est causale si et seulement si :

op()  _ .
DG4 = VT >0

1.2 Systémes non linéaires a retards

Un systéme a retards est un systéme dynamique dont I’évolution dépend non
seulement de son état présent, mais aussi de son passé.

Dans ce travail, on va considérer comme systéme a retards tout objet pouvant
étre décrit par un ensemble d’équations différentielles et aux différences.
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Prenons par exemple le systéme suivant :
z(t) = —z(t).

LLa seule connaissance de la valeur de I'état x a l'instant ¢y nous permet de
connaitre 1’état a tout instant ¢. Etant donné que l'on a besoin d’un seul
point (appelé condition initiale), le systéme est de dimension 1.

Si I'on rajoute maintenant un retard h; au modéle :
(t) = —x(t — hy)

alors la simple connaissance de z(ty) n’est plus suffisante pour déterminer
I’évolution du systéme : pour cela, il faut connaitre les valeurs de 1’état a
chaque instant dans lintervalle [to — hy,to]. On a besoin maintenant d’un
nombre infini de conditions initiales : la dimension du systéme est infinie.

Les retards apparaissent naturellement dans les modéles des processus réels.
Leurs principales sources sont les temps de réaction (des actionneurs, des
capteurs,. . .) et les phénoménes de transport (de matiére, d’information, .. .).

Cependant, les retards peuvent étre aussi introduits artificiellement. Une
raison pour ce faire, est de profiter de leur dynamique plus riche pour résoudre
des problémes qui n’ont pas de solution autrement. Par exemple, on peut
considérer le systéme entrée—sortie suivant [1] :

§(t) +wy(t) = u(t).
Ce systéme ne peut pas étre stabilisé par retour de sortie statique. Cependant,
avec le compensateur par retour de sortie retardée suivant :
u(t) = ky(t — 7)

on obtient des régions de stabilité/instabilité en fonction de la valeur du
retard introduit 7.

Finalement, certains systémes modélisés par d’autres moyens peuvent aussi
étre modélisés comme des systémes a retards (par exemple, des systémes
hybrides [44] ou I'équation de propagation d’une onde (wave equation) [17]).

Les retards peuvent étre classés selon leur nature. Prenons par exemple les
expressions suivantes :

2t — ha() + 2t — ha(t))
ftih x(t — 7)dr.
La premiére contient des termes avec des retards ponctuels h;(t), tandis que

la deuxiéme montre un terme avec un retard distribué dans un intervalle h.
Dans le premier cas, les retards sont aussi appelés
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— constants, si (d/dt) h;(t) =0,
— commensurables, s’ils sont tous des multiples d’'un retard de base, c¢’est-a-
dire, s’il existe un réel h et des entiers a; tels que

hi = &ih
Dans ce travail, on va se restreindre a étudier la classe de systémes a un
nombre fini de retards ponctuels commensurables et constants.

Le fait de considérer seulement le cas des retards commensurables n’est pas
trop restrictif, surtout dans le cas d’applications pratiques : en effet, les re-
tards ne peuvent étre calculés qu’avec un degré de précision fini, et avec des
incertitudes. Alors, tous les retards peuvent étre considérés commensurables.

De plus, et sans perte de généralité, on va supposer que 1’axe du temps a été
ajustée pour avoir seulement des retards entiers (h = 1).

Sous ces conditions, la classe de systémes considérée est, définie par :

(t) = f(xT(t)7ac(t— 1),...,z(t—71))
oF —i—;)gi(x(t),x(t— 1),...,z(t —7))u(t —1) (1.1)

y(t) = h(z(t),z(t—1),...,2(t—1))
z(t) = @(t), u(t)=wup, Yt € [to—T,10

L’état x € IR", 'entrée de commande u € IR™, et la sortie y € IRP. Les
éléments de f g; et h sont des fonctions méromorphes de leurs arguments.
©(t) est un fonction continue de conditions initiales.

Remarque 3 Le fait d’avoir une fonction continue de conditions initiales
n’assure pas que les trajectoires engendrées soient C*°. Pour cela, des hypo-
theéses supplémentaires sur (t) sont nécessaires.

1.3 L’anneau K[V]

1.3.1 Définition

On considére ’ensemble infini des variables réelles

C = {2170, 22,05+ -+ 21,1,22,1 - - }

Pour toute paire d’entiers strictement positifs r, 7, on prend les éléments
suivants de C
{z}, i=1...rj=0...71—1 (1.2)
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pour représenter les coordonnées d’un point dans R"". Par conséquent, une
fonction de IR"™ vers IR peut étre écrite comme une fonction des r7 variables
de C données par (1.2). On défini K, , comme étant le corps de toutes les fonc-
tions méromorphes de ces r7 inconnues. L’opérateur de dérivation partielle,
donné par

Dz j ._{ 1 sii=idetj=jy

Dz jr 0 autrement
agit naturellement sur le corps K, qui est, pour cette raison, muni d’une
structure de corps différentiel. Soit C I'union théorique des ensembles K, ;.
En toute évidence, K est un corps. Tout élément de ce corps est une fonction
d’un nombre fini d’éléments de C et, par conséquence, il peut étre noté en
général par

a(zo, ..., 2%.),
ol
Z, — {Zl,i; oo Z,«,i}

pour des valeurs convenables de r et 7.

On considére maintenant ’ensemble infini de symboles

dC ={dz ;,i=1,2,..., j=0,1,...}.

Soit £ 'espace vectoriel engendré sur /C par les éléments de dC :
& = spany dC.
Tout élément appartenant a £ est un vecteur de la forme
v = Z Fidz g, Fiek
i>1
leN

ou seulement un nombre fini de coefficients £} ; sont différents de zéro. L’es-
pace vectoriel £ peut étre identifié au produit cartésien IC x --- X K, avec des
vecteurs unitaires dz; ;.

On définit un opérateur de IC vers &£, qui, avec un abus de notation sera noté
par d, de la maniére suivante :

d(F(zo,...,2,) = Y aFdei ..

Les éléments de £ seront appelés 1-formes.



14 CHAPITRE 1. FORMALISME MATHEMATIQUE

Considérons I’ensemble infini de symboles
AAC = {dz;; Adzy s, pour i’ >1, [,1" € N}

et l'espace vectoriel, qui sera représenté par AE, engendré sur I par les
éléments de AdC. Pour AE on considére la relation d’équivalence R décrite
par

daNdf = —-df A da.

L’espace vectoriel AE mod R sera dénoté par £ et ses éléments seront ap-
pelés 2-formes.

On définit maintenant un opérateur de & vers £, qui, avec un nouvel abus
de notation sera noté par d, de la fagon suivante :

dv = d( > F“dzi,l)
i >1
leN
= Z d(FLl)/\dZiJ
i>1
leN

= Z 82—’7l’ dZi/,l/ /\dZi,l
i

On définit maintenant un opérateur, 0 : K — I, comme suit :
da(zo, ... 2s) = a(Z1,...,2Zs11). (1.3)

Cet opérateur a été utilisé pour définir un anneau de polynomes pour I’étude
des systémes a retards dans les cas linéaire |5, 11, 48, 53|, et non linéaire
|7, 42, 45]. Cependant, il faut prendre des précautions pour éviter certaines
contradictions.

Par exemple, le membre de gauche de 'équation (1.3) peut étre vu comme
le produit d’un polynome de degré 1 (0) et un scalaire sur K (a(+)). Or, ceci
donne un scalaire, au lieu d'un polynéme de degré 1. De plus, une extension
de § aux éléments de & a été définie dans [35, 45| de sorte qu’elle commute
avec I'opérateur d. Or, si I'on évalue

(9) (21,0(121,0)7

cela donne
21715(12170 = Zle(SZLo = 2171(12’1715

ce qui n’est pas défini.
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Pour contourner ces “paradoxes”, il est nécessaire d’introduire un anneau de
polynomes d’un opérateur V a coefficients sur IC, qui sera noté K[V]; tout
élément de cet anneau se met sous la forme

a(V) = Zaivi, a; €K
=0

ou r, est le degré polynomial de a(V). La somme et le produit sur cet anneau
sont définis par

max(raq,"p)

W(VIB(V) = ;0 EO (a5) (8b,) V'

Cet opérateur est maintenant lié & 0 par la pseudo-commutation
Vd = do,

ce qui lui permet d’agir d’une fagon naturelle sur les éléments de £ : en
utilisant cet opérateur dans I'exemple précédent, on obtient

V$1,0d$1,0 = 1’1,1le’1,0 = $1,1d5$1,0 = 1U1,1d$1,1

Bien qu’il ne soit pas commutatif, il a des propriétés intéressantes qui seront,
présentées dans la section suivante.

1.3.2 Quelques propriétés de base

En toute évidence, cet anneau est intégre. On va montrer maintenant que cet
anneau posséde un algorithme de division Euclidienne.

Théoréme 3 (Algorithme de division & gauche) Pour toute paire de
polynomes a(V),b(V) € K[V], b(V) # 0, il existe deuz polynomes uniques
c(V), (V) € K[V], tels que

a(V) =c(V)b(V)+1r(V) avec degr(V) < degb(V) (1.4)

Preuve. L’existence est donnée par I’Algorithme 1.

La preuve d’unicité est directe, par contradiction. [ ]
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Algorithme 1 Division d’Euclide sur K[V]

Valeurs initiales :

boucle
Soit | = degr(V) — degb(V).
sil < 0 alors

fin de I’algorithme.
sinon
/’7
V) « —=V
ott les fonctions 7 et b sont, respectivement, les coefficients des mo-
nomes de plus haut degré de 7(V) et b(V). A noter que §'b € K.

(V) «— ¢c(V)+p(V)
r(V) < r(V)-
fin si

fin boucle
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Remarque 4 Dans certains cas, il est possible de trouver des polyndomes

d(V), r'(V) € K[V], tels que

a(V) = b(V) (V) + (V)

deg (V) < degb(V) (1.5)

Dans ce cas-la, on parle de division a droite. Un exemple est fourni par les
polynomes appartenant a R[V].

Considérons maintenant deux polynéomes non nuls a(V),b(V) € K[V]. En
utilisant I’algorithme de division a gauche on obtient ¢;(V),r1(V) € K[V]
tels que (1.4) soit satisfaite. Alors

RMERE!

Divisons b(V) par 7(V), ce qui donne
oo 9 ][9]

ou degr3(V) < degri(V). Sil’on continue cette procédure ( au plus dega(V)
fois), on obtient

[A@ @[] [] e

ou

0 1 } et [ —e(V) 1 } sont inversibles ;

— la premiére matrice du coté gauche de ’équation (1.6) est inversible, car
elle est le produit de matrices inversibles,

— le polynéome d(V) est le p.g.c.d. a gauche de a(V) et b(V).

Ce résultat montre bien que ’algorithme d’Euclide peut étre utilisé sur K[V]

(pour la division a gauche). Donc, K[V] est un anneau euclidien non commu-

tatif, ce qui implique a son tour que IC[V] est un anneau principal & gauche.

les matrices [

A partir de ce méme résultat, on peut montrer aussi que 'anneau KC[V] est
aussi un anneau d’Ore & gauche. Cette propriété a été prouvée avec des outils
différents, dans [35].

Théoréme 4 Pour tout a(V) et b(V) € K[V, il existe deuz polynémes non
nuls p(V), q(V) tels que

p(V)a(V) 4+ q(V)b(V) = 0 (1.7)
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Preuve. Elle découle directement de (1.6), en posant p(V) = Po(V) et
q(V) = Q2(V). Ces polynomes ne sont pas nuls, car ils forment une ligne
d’une matrice inversible, mais ils ne sont pas uniques. [

Théoréme 5 Soit a(V),b(V) deuzx éléments de KC[V| premiers entre euz a
gauche. Alors, il existe des polynomes p(V), q(V) € K[V] tels que

p(V)a(V) +q(V)b(V) = 1.

Preuve. Ceci vient directement de (1.4), car d(V) = 1. u

Corollaire 1 Considérons a(V),b(V) définis comme auparavant. Alors pour

tout f(V) € K[V], il existe des coefficients a(V), 3(V) € K[V] tels que
a(V)a(V) + B(V)b(V) = f(V).

Remarque 5 [ ’équivalent du Théoreme 5 pour les polyndmes premiers entre
eur a droite n’est valable que dans des cas particuliers. Par exemple, si l'on
divise a droite z1 oV par z2 oV on arrive a

Le terme 217_1/2’27_1 n’appartenant pas a KC[V], ces polyndomes sont premiers
entre euz a droite (sur KC[V]). Cependant il n’eziste pas de polynomes p(V),
q(V) € K[V] satisfaisant

2’170vp(V) —+ 2’270VC](V) =1.

1.3.3 Matrices a éléments dans K[V]

Dans l'application de notre approche, on sera souvent confronté & manipuler
des matrices dont les éléments appartiennent a K[V]. Cela nous impose a
bien établir certaines définitions pour de telles matrices.

Définition 20 Le rang par lignes (resp. par colonnes) sur l’anneau K[V]
d’une matrice A est le nombre mazimal de lignes (resp. colonnes) linéaire-
ment indépendantes a gauche (resp. & droite) sur cet anneau.

Remarque 6 Le rang par lignes est égal au rang par colonnes sur des an-
neaur commutatifs. Ceci n’est plus le cas pour le cas non commutatif. Prenons
par exemple la matrice
Zl,Ov \Y%
|: Z%’OV Zl’ov :| ’

pour laquelle le rang par colonnes est 2, mais le rang par lignes est 1.
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Une autre notion importante est celle de matrice unimodulaire. Les matrices
unimodulaires sont souvent définies comme étant celles dont le déterminant
est un scalaire. Cependant, la notion de déterminant n’existe pas pour les
matrices a éléments dans K[V]. Pour montrer les difficultés pour établir une
définition pratique, considérons la matrice suivante

[ ail a2 ] _ { 21,0+ 21,1V 220+ 221V — 211V ]

Qo1 Q922 211V 291V + 210 — 211V

Bien que cette matrice ait un inverse polynomial

1
{ a2 } _ 1 [ 21,0 + (22,0 — 21,0)V —22,0 — (22,0 — 21,0)V }

Q21 Q22 zf B —21,0V 210(1+ V)

le lecteur se convainquera qu’il n’existe pas d’expression unique privilégiée

pour une éventuelle notion de déterminant.

C’est pour cette raison que les matrices unimodulaires seront définies de la
maniére suivante.

Définition 21 (Matrice unimodulaire) Une matrice a éléments dans un
Panneau de polynomes KC[V] est unimodulaire si elle admet un inverse a
éléments dans le méme anneau.

[’avantage d’une telle définition est que, si la matrice inverse existe, elle peut
étre trouvée a 'aide de 1’Algorithme 2.

Considérons maintenant les trois opérations élémentaires suivantes, sur les
lignes ou les colonnes d’une matrice :

1. permutation de deux lignes ou deux colonnes;

2. somme d’un multiple d’une ligne ou colonne, & une autre;

3. multiplication d’une ligne ou une colonne par un élément non nul.

Toute matrice A € R™*P, de rang r, définie sur un anneau commutatif R,
peut étre ramenée, a 'aide de ces trois opérations élémentaires, a la “forme
diagonale” équivalente, Smith(A) appelée forme de Smith associée a A, sui-
vante (voir, par exemple, [34, 63] ) :

([A 0], si p<m p1
(0)
Smith(A) = A, siop=m avec A = br 0
{ % } , St p>m (0)
3 0
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Algorithme 2 Inversion d’'une matrice a éléments dans K[V]

Soit A=[A |I]
pour ¢ = 1 jusqu’a n faire
si [a; -+ ay) = 0 alors
le probléme n’a pas de solution. Fin de ’algorithme.
sinon
Permuter les lignes de A de sorte que dega; < min{degaj, Jj >
i,aj # 0}
tant que 35 > i tel que aj; # 0 faire
Permuter les lignes i + 1 et 7 de A
Trouver P,Q, R, S € K[V]\{0} tels que

w S]]

I; 4 (0)
P Q
A — n g A
(O) ]Infifl
fin tant que

si a; ¢ K alors
le probléme n’a pas de solution. Fin de 1’algorithme.
sinon

Diviser (a gauche) la ligne i de A par a;.

_ s -
I 4 : (0)
A —Gi-1, A
1 (0)
i (0) ]In—i—l 1
fin si
fin si
fin pour

Aprés n étapes, on obtient A = [I | A7!], ou A™! est la matrice inverse
de A.
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ou p; divise p;y1, ©=1...r—1. Les polynémes p; sont appelés les poly-
nomes invariants de A.

1.4 Systémes a retards modélisés sur K|V]

Considérons le systéme a retards ¥ modélisé par (1.1).

Par simplicité de notation, on utilisera les symboles suivants :

x; = {ri(t—1),...,x,(t —1)}

u, = {w(t—1),...,un(t—1)}
x = {xg,...,X%X;}
u = {uy,...,u;}

L’état z(t) := {x1(t),...,x,(f)}, Ventrée de commande u(t) = {u(t), ..., un,(t)}
avec ses dérivées par rapport au temps u”*(t), ainsi que leurs valeurs passées
sont associés aux éléments de C :

X; = {2177;,...,2’,171‘}

(k) { , )
u; = Bnl4+km,is - -+ Ant(1+k)m,i

& est alors I'espace vectoriel engendré sur C, et noté

E =span {d¢, ¢ €K}

Soit M le module a gauche sur Panneau K[V] :
M = Span,qv]{dﬁ | 5 c ’C}

Pour un ensemble donné de vecteurs {wi, ..., ws} sur &, spangg{wi, . .., ws}
représente le sous-module de M engendré par {wy,...,ws}.

L’introduction de ce module nous permet a présent d’écrire la différentielle
de toute fonction ¢(zo, ..., 2zx) comme suit :

dp(z) = [Z ag;:vll dz

Remarque 7 Tout élément de M appartient aussi a € et vice-versa. Méme
si € et M sont égaux en tant qu’ensembles, ils ont une structure algébrique
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différente. Considérons par ezemple deux vecteurs w; = dz1 o et wy =
Zl,Odzl,l- Alors

dimg{ span{wi,ws}} =2

tandis que

dimyw{spangig{wr, wo}t =1 (car wy = 21,0Vwr)

A présent, on peut modéliser les systémes a retards définis par (1.1) comme
un sous-module de M, en prenant la différentielle de z :

d).(o = F[V}dXO + g[V]duo

dy, = H[V]dxo (18)

ou les éléments de F[V], g[V] et H[V] appartiennent a K[V]. Le systéme
(1.8) est aussi appelé le systéme linéarisé tangent.

1.5 Définitions supplémentaires

1.5.1 Fermeture d’un sous-module

La notion de fermeture sur IR[V], introduite en automatique par Conte et
Perdon pour I'étude des systémes linéaires a retards [11], a prouvé étre un
outil puissant pour I’étude des systémes a retards.

Une définition générale est maintenant rappelée.

Définition 22 ([5] Fermeture d’un sous-module) Soit M un module sur
un anneau integre R et S 'ensemble multiplicatif des éléments non nuls de

R. La fermeture d'un sous-module N de M est l’ensemble N :
cspN =N ={x € M tel que Is € S; sz € N'}
Si N et N coincident, on dira que N est fermé.

Dans le but d’éviter des notations trop lourdes, on notera la fermeture d’'un
module sur un anneau R engendré par un nombre fini de vecteurs {vy, ..., vs}
par

clsp{vy, ..., vs} = clsp{spang{vy,...,v,}}.
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Exemple 1 Soit A = spangg{w}. Pour trouver sa fermeture on écrit d’abord

le,O

wzlpl pk]
dzk,o

Soit p le p.g.c.d. (a droite) sur KC[V] des tous les coefficients p; ; alors

k
w=p Z Pidzio
i=1

W = Zle pidzi o est une base de clsiw)A.

L’exemple suivant montre que la somme de deux fermés n’est pas forcément
fermée.

Exemple 2 Considérons les vecteurs wy = dzyo + dzo1 et wi = dz10 +
dzs 1. En suivant l'exemple précédent, on peut montrer que les sous-modules
spangrgiwi } et spangigiwa} sont fermés sur K[V]. Pourtant, spangg{wi, wa}
ne l’est pas, car :
dzg 0 — dzz,0 & spang{ws, w2}
mais
v<d22’0 — d2370) = W1 — Wa.

Une base de clsipw){wr,ws} est {wy,dza o —dzg o}

1.5.2 Transformations de systémes

LLa solution de beaucoup de problémes demande de modifier la dynamique
du systéme et/ou la représentation de l'espace d’état. La dynamique est
modifiée en utilisant des compensateurs, et les différentes représentations
de l'espace d’état sont obtenues a travers de changements de coordonnées.
Ces transformations sont bien définies et classées dans la littérature de la
commande standard. Cependant, ceci n’est plus le cas pour les systémes a
retards.

Changement de coordonnées

La définition standard de changement de coordonnées demande que les co-
ordonnées d’état xq soient associées (au moins dans un voisinage d'un point
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donné x() aux nouvelles coordonnées £, par un diffecomorphisme ¢(x). Cette
condition peut étre testée au moyen d’une condition de rang sur (0/0z)p(x).

Pour les systémes sans retard, cette condition n’est plus suffisante. Pour le
prouver, considérons d’abord la relation & o = ¢1(x) = 21,0 + 21,1, d’olt

d§170 = TdZL’LO = [1 + 5]dl‘170.

Bien que la matrice T soit de rang plein, ¢;(x) n’est pas un difféeomorphisme :
il existe une infinité de fonctions x = ¢(t) qui sont associées a &; o = 0. Trois
exemples sont 0, sin(7t) et sgn(sin(nt)) (voir fig. 1.1). La seule fagon de les
distinguer a partir d'un instant ¢, est de connaitre les valeurs de z(¢) dans
tout I'intervalle [ty — 1, ).

z(t)=sgn(sin(rt)) 1 5

z(t)=sin(mt)

:t:(t):O_‘2

—4 1
F1G. 1.1 — 1 = 21,0 + 21,1, évalué pour trois trajectoires différentes

Considérons maintenant la relation d§; o = T'dps(x) = x1,1. La matrice T
est a nouveau de rang plein. Cette fois-ci, on a une relation biunivoque entre
les valeurs de £ et x. @9 est une transformation causale, mais son inverse ne
I'est pas : x1 o ne peut pas étre exprimé comme une fonction causale de &.

Finalement, considérons la transformation causale décrite par

_ 2
21,0 = T1,0 + Ty,

22,0 = T20
Cette transformation est appelée bicausale, car elle admet un inverse causal :

_ 2
T1,0 = 21,0 — %21

T2.0 = 22,0
Dans ce travail, on s’est intéressé particulierement aux changements de coor-
données bicausaux. D’une part, parce que cette condition empéche d’avoir des
restrictions fictives pour la recherche des solutions causales aux problémes de
la commande. D’autre part, ceci évite de trouver des solutions causales apreés
transformation, qui deviennent non causales dans les coordonnées d’origine.

La notion de changement de coordonnées est définie par la suite.
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Définition 23 /Changement de coordonnées| Considérons le systéme X, avec
des coordonnées locales d’état xo. Alors

& = V(x)

est un changement de coordonnées d’état pour le systéeme s’il existe une fonc-
tion W1 et des constantes Ty, ... 7, € N telles que (localement)

diag[6™ }xo = W1 (£).

&, est un changement de coordonnées bicausal si max{r;} = 0, c.-a-d., si

xg = U(E).

Proposition 2 Soit A un sous-module de M donné par

A = spanig {wr, -+, ws )
avec {wy,...,ws} linéairement indépendants. Alors, pour toul ensemble de
vecteurs {@wq,...,ws}

A = spangg {@r, .., @5}

si, et seulement si, il existe une matrice unimodulaire T [V] € K**5[V] telle
que

w1 w1
Sl =TV s (1.9)
ws C‘7‘)5
Preuve. Puisque spang g {ws, ..., ws} C spangg {@1, - - ., ws}, il existe une
matrice T[V] satisfaisant (1.9). Aussi, spang g {1, ..., @} C spangg{wi, - . ., ws},

ce qui implique Iexistence d’une autre matrice polynomial 7"[V] satisfaisant

=TV | : |. (1.10)

w1 w1 w1
=T[V]| : | =TT
wS C’(}S wS

L’indépendance linéaire des vecteurs w; implique que 77" = I, ce qui com-
pléte la preuve. [ ]
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Proposition 3 — Soient £, = ¢(x) une transformation et T € K"*"[V] la
matrice définie par

dg() = TdXO

Si &, est un changement de coordonnées causal pour le systéme X, alors T
peut étre décomposée sous la forme

T - T1T2

ot la matrice Ty € K™"[V] est unimodulaire et Ty = diag{V"}; en
d’autres termes

spanycrg1dé o, - - - dén o} = spanggidey o,y dn 1, )

Si &y = p(x) est un changement de coordonnées bicausal alors Ty =1, et
SpanK[V]{d£1,07 oy dno} = SpanlC[V]{dxl,Oa ooy day o}

La preuve est assez directe, a partir de la Définition 23 et la Proposition 2.

Compensateurs causaux pour les systémes a retards

Un seul opérateur agit sur les systémes sans retard : la dérivation par rap-
port au temps. La terminologie standard considére les compensateurs sta-
tiques comme un cas particulier de la classe générale des compensateurs
dynamiques. Les systémes a retards sont décrits par des équations différen-
tielles et aux différences, et sont sujets a deux opérateurs : la différentiation
par rapport au temps et a I'opérateur de décalage de temps.

Les compensateurs généraux pour les systémes a retards se divisent alors
en plusieurs classes en fonction de leur dynamique par rapport a chaque
opérateur. Une classification trés générale est montrée dans le Tableau 1.1.

Dynamique par rapport a % ?

non oul

Dynamique par | non | statique sans mémoire | dynamique sans mémoire

rapport a ¢ 7 oui | statique avec retards | dynamique avec retards

TaB. 1.1 — Compensateurs causaux par rapport a leur dynamique

Dans ce tableau, les compensateurs sur la premiére ligne correspondent aux
compensateurs statique et dynamique standard pour les systémes sans retard.
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La deuxiéme ligne montre deux classes générales de compensateurs avec une
dynamique propre par rapport a 9.

Afin d’introduire ces nouvelles classes de compensateurs, supposons que lors
de la résolution d’un probléme de commande, on soit amené a résoudre en
u(t) 'équation

u(t) +x()u(t —2) = flx(t),z(t—1),...,2(t — 7)) +v(t) +v(t — 1),
ce qui nous conduit a une relation implicite en w :
u(t) = f(x(t),z(t —1),...,2(t — 7)) +v(t) — z(t)u(t — 1).

Cette équation peut s’écrire sous la forme

~

ut) = fx)+o(t) +olt — 1) — 2()C(0) L11)
C(t+2) = f(x)+ov)+ov(t—1)—z()(t). '

Ce compensateur appartient & la classe de compensateurs appelée statique
avec retards, et décrite par

w+m=Mmo+§Mmo%

W i= (1.12)
uy = a(x, ) + ;)@-(x, ¢)v;.

La classe la plus générale de compensateurs a avoir été considérée dans ce
travail sont les compensateurs dynamiques avec retards. Ceux-ci sont définis
par

( 770 - M(X7C7n) + ;Ni()gCan)’vi

a<cu+m=wmam+§y@£mwi (1.13)

1=

m=ngm+§m@¢mm

\

Reprenons maintenant I’équation (1.11); on la réécrit d’une fagon plus com-
pacte :

(1 —zod)ug = f(x) + (1 4 §)wvp.

C’est en utilisant cette notation que plusieurs sous-classes de compensateurs
sont présentées dans la Table 1.2. Ces compensateurs seront utilisés dans les
sections suivantes pour traiter divers problémes de commande.
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Retour statique sans mémoire

uy = a(xg) + f(x0)ve, [B(Xo) inversible

Retour statique avec retards

Plx, dlug = a(x) + B(x)vo, B(x) inversible, rangy g P[x,0] = m

Compensateur bicausal

Plx, 0]ug = a(x) + Q[x, 0] vy, rang,qv]P[x, 0] = rang,qv]Q[x, 0)=m

Compensateur dynamique avec retards

Plx,m,dluy = a(x,n) + Q[x,n, d]vg

Rlx.m, 8} = M(x,m) + Nx, 7, 6w, "20excm b, 0] =m

TAB. 1.2 — Compensateurs non linéaires causaux
1.5.3 Formes exactes, intégrabilité

La définition du module M donne lieu & des nouvelles relations entre les élé-
ments de £. Ainsi, des 1-formes indépendantes sur K deviennent colinéaires
sur K[V]. Certains concepts comme “forme exacte” et “forme intégrable” dé-
pendent de ces notions d’indépendance, ce qui nous oblige a définir ce que 'on
va appeler une forme exacte, une forme intégrable, et leur caractérisation.

Pour commencer, on emprunte une terminologie usuelle au cas sans retard :
— une 1-forme v € & est dite fermée si dv =0;

— la différentielle d’une fonction est appelée une 1-forme exacte ;

— toute 1-forme exacte est fermée;

— toute 1-forme fermée est localement exacte (Lemme de Poincaré).
L’exemple typique de la forme fermée qui n’est pas exacte est le suivant.

Exemple 3 [10] Dans IR?, on considére la 1-forme fermée

T2

w= dz; — 5——=dz,.

2 2
T+ 75 T+ 75

Localement, autour de tout point (x1,x2) tel que xo # 0, w = d [arctan(z /x2)],
et autour de tout point (x1,xs) tel que xo = 0 et x1 # 0, w = d [arctan(—zy/21)).
Cependant, il n’existe aucune fonction ¢ telle que w = do globalement sur

R=A\{(0,0)}.
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Une condition plus faible que d’étre exacte, est d’étre intégrable. Une 1-forme
v est dite intégrable si

spanyg{v} = spanyy{dp}.
On présente maintenant une généralisation de cette propriété.

Définition 24 Un sous-module V- C M de rang s est dit intégrable s’il existe
s fonctions ¢; telles que :

V= Span;c[v}{dSOh R SOS}

Dans le cas de systémes sans retard, cette propriété est caractérisée par le
théoréme de Frobenius, que ’on rappelle maintenant.

Théoréme 6 (Frobenius) /8] Soit {wy,...,w.} une base d’un sous-espace
V de £.V est fermé si et seulement st dw; Awp A...ANwy =0, Vi=1,...,r

Ce théoréme n’est plus valable pour les systémes a retards, comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 4 Soit les vecteurs wy,ws € M définis par

wi = dz1,0+ 23,0d22,1

Wy = dZQ’ 0

une base d’un sous module V de M. La condition de Frobenius n’est pas
satisfaite :

dw1 Nwi N\ wy = d2370 VAN dZQ’l N le,o VAN d2270 # 0

cependant, {dz1 o,dz2 0} est un changement de base pour V :
le,O o 1 —2370V w1
dZQ’O - 0 1 %) ’

La généralisation au cas des systémes a retards n’est disponible que pour le
cas de sous-modules engendrés par une seule 1-forme.

et donc V' est fermé.

Théoréme 7 FEtant donné v € &, il existe une fonction p € KC et un coeffi-
cient A € K[V] tels que v = A\dyp si et seulement si dv Av =0, ot v est une
base de clsipv{v}-

Preuve. Voir Annexe A. m
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1.6 Contributions par rapport a d’autres tra-
vaux

Dans ce chapitre on a présenté des définitions et des outils mathématiques
qui seront utilisés pour étudier une classe de systémes non linéaires a retards.

Cette classe de systémes a été restreinte au cas de retards ponctuels, constants
et commensurables. Dans le cas de systémes linéaires, cela se réduit aux
systémes pouvant étre modélisés sur un anneau principal. Ce choix est plus
restrictif par rapport a d’autres travaux dans le cas linéaire, oti des modéles
plus généraux ont été traités (par exemple systémes sur anneaux noétheriens
[5] ou systémes bidimensionnels [52]). Il reste aussi général, voire plus général,
que bon nombre de contributions pour les systémes a retards linéaires et non
linéaires |21, 43, 48, 53|. Cette restriction a permis de définir un anneau K[V|
avec des propriétés importantes, qui facilitent la mise en ceuvre effective des
algorithmes qui seront proposés dans ce rapport.

L’idée d’utiliser un opérateur retard pour traiter les systémes a retards en
tant que des systémes sur un anneau remonte aux travaux de Tzafestas et
Paraskevopoulos [59], Kamen [28|, et Morse [43].

Des anneaux non commutatifs ont déja été utilisés dans 'automatique pour
étudier d’autres classes de systémes, comme par exemple les systémes li-
néaires (en temps continu et discret) variant dans le temps [27, 26]. Ce-
pendant, aucun de ces anneaux a les propriétés adéquates pour 1’étude des
systémes non linéaires a retards.

La notion de changement de coordonnées a été utilisée dans le cas linéaire
depuis relativement longtemps [30], mais seulement trés récemment dans le
cas non linéaire par des travaux indépendants [21, 38].

Le classement de compensateurs a été rapporté pour la premiére fois dans
[42]. Dans leur forme la plus générale, ils peuvent étre considérés comme
appartenant a une généralisation du modéle de Roesser (voir par exemple
|52|) pour les systémes non linéaires a retards. Cette généralisation combine
des dynamiques en temps continu et discret, et une application aux systémes
hybrides peut étre envisagée.

La classe de compensateurs statique sans mémoire a été déja considérée dans
le cas des systémes linéaires avec retards [46]; la classe de compensateurs
statiques avec retards peut étre considérée comme une généralisation de celles
utilisées pour étudier le rejet de perturbations dans [12] (pour le cas linéaire
statique) et [21] (cas non linéaire).
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1.7 Conclusions

Dans ce Chapitre on a introduit des nouveaux outils mathématiques pour
I’étude d’une classe trés large de systémes non linéaires a retards.

La spécificité remarquable de cette approche conduit a la définition et 1'utili-
sation de modules sur un anneau qui, a différence de sa contrepartie linéaires,
n’est pas commutatif, ce qui est non usuel dans la théorie des systémes.

Dans le reste de ce mémoire, on montre comment ce formalisme peut étre
utilisé de maniére effective pour traiter divers problémes de 'analyse et la
commande de systémes non linéaires a retards.
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Chapitre 2

Propriétés structurelles des SAR

L’étude de la structure de systémes (linéaires et non linéaires), aussi appelée
approche structurelle de la commande, a permis de résoudre des problémes
importants comme, par exemple, les problémes de rejet de perturbation, de
découplage, ou de poursuite de modéle. Elle a fait 'objet de nombreuses
contributions dans le cas de systémes sans retard. Des extensions sont dis-
ponibles pour les systémes linéaires a retards [33].

Dans ce chapitre, on présentera quelques résultats sur deux sujets associés
aux propriétés structurelles des systémes a retards : 'accessibilité et la re-
cherche de systémes inverses.

2.1 Accessibilité

2.1.1 Définition

Quelle que soit la classe de systémes, il est raissonable d’analyser la comman-
dabilité avant de chercher a résoudre un probléme de commande quelconque.
Un sujet de recherche trés important, depuis le début de I'approche géomé-
trique différentielle de la commande, a été I’extension de la notion de com-
mandabilité pour les systémes non linéaires. Cette notion, qui est un outil
puissant dans la théorie linéaire, implique 'existence d’une entrée de com-
mande u () qui conduit le systéme d’'un état initial x;,; vers un état final x¢;,
dans un temps fini. Cependant, on a vite réalisé que ceci était une condition
trés forte pour la classe générale de systémes sans retard, comme le montre
I'exemple suivant.

33
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Exemple 5 Considérons le systeme

£(t) = x(t)u(l);
— il n’est pas commandable dans x;,; = 0 car on ne peut atteindre aucun
autre point;
il est “localement commandable” ailleurs : a partir de tout point x;,; # 0 il
existe un voisinage ouvert V. de points atteignables :

V={zy € R | zinxy >0}

De plus, une caractérisation pratique de cette propriété s’avére difficile. Tout
ceci a conduit a la définition d’une notion plus faible : I'accessibilité |23, 58|.
Il existe dans la littérature classique un critére bien défini pour 'accessibilité
des systémes non linéaires sans retard [3, 4, 15, 23, 58|.

D’une facon générale, I'accessibilité est associée a la possibilité de modifier
toute dynamique d’'un systéme. Cette notion a été définie dans des termes
d’existence ou non de fonctions autonomes.

Définition 25 (Elément autonome) Une 1-forme non nulle w est un élé-
ment autonome du systeme X3, s’il existe un entier v, et des coefficients non
tous nuls a; € K[V], tels que

aow + -+ + apw™ =0

Définition 26 Une fonction ¢ € K est autonome si dp est un élément au-
tonome de X..

D’un point de vue pratique, une fonction autonome est un état non comman-
dable du systéme ; cette notion a été introduite pour la premiére fois dans
|50] pour une classe étendue de systémes a paramétres distribués.

Dans le cas de systémes sans retard, un systéme X est accessible si une de
ces deux conditions équivalentes est satisfaite :

a) il n’existe aucune fonction autonome pour le systéme ¥, ou
b) il n’existe aucun élément autonome pour le systéme 3.

Pour les systémes linéaires a retards, ces notions sont équivalentes a dire
que le systéme est sans torsion sur I'anneau K[V, %]; dans notre cas, leur
équivalence demeure un probléme ouvert.

L’accessibilité d’un systéme non linéaire a retards est définie formellement
comme suit.

Définition 27 Le systeme X est dit accessible s’il n’existe pas de fonction
autonome.
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2.1.2 Filtration de M

La filtration M D Hyg D Hi D -+ D Hy a été introduite dans le cadre
des systémes non linéaires sans retard en temps discret |3| et continu [4].
Elle permet, parmi d’autres applications, de tester avec un nombre réduit de
calculs I'accessibilité d’un systéme donné.

Cette filtration est associée a la notion de degré relatif des 1-formes.

Définition 28 Soit X' = spanyg{dx}. Le degré relatif r(w) d’une 1-forme
w € X est défini comme suit :

r(w) =min {k € IV | wk) ¢ X}
Si, pour tout k € IN, w® € X, on pose r(w) = cc.

Cette filtration Hy D Hy D --- D Hi D --- peut étre généralisée au cas des
systémes non linéaires a retards [35] :

Ho = spangg {dz,du}

Hj+1 = span,qv] {w € H] | w E H]}, ] e IN. (21)

Cette filtration classe les 1—formes w selon leur degré relatif r(w), car Vj > 1

H;={we spanyy {dz} | r(w) > i}

2.1.3 Contribution

Dans le calcul pratique de la filtration Hj, pour les systémes a retards on
trouve une difficulté majeure : ces derniers sont, en général, engendrés par
un nombre infini de générateurs, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 6 Soit le systeme

Ti0 = T10Ut,0+ U2
To,0 = Ui,0+ U1 (2.2)
T30 = U1 — U2

Dans le calcul de Hs, on trouve une infinité de triplets de polynomes (o, Bi, ;)
satisfaisant

a;(z1,0u1,0 + u1,2) + Gi(ur,0 +ur,1) + vi(ur,1 —ug2) =0

sans que [’on trouve un nombre fini de vecteurs qui engendrent tous les autres.
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On va présenter maintenant une forme alternative pour le calcul de cette
filtration.

Lemme 1 Pour tout k > 1, le sous-module Hy, est l’annulateur a gauche de
la matrice

[gb T >gk*1]7
ot
g = g[V]
g9ir1 = F[Vlgi— g,
avec F[V] et g[V] définies par (1.8).
La preuve se trouve dans I’Annexe C. Dans ce méme Annexe, on montre que,

pour toute 1-forme avec un degré relatif fini, ce dernier n’est jamais supérieur
a n. En d’autres termes, H, 11 = Hoo-

Lemme 2 Soit w € X une 1-forme avec degré relatif r(w). Si r(w) > n,
alors r(w) = 0.

Ces résultats montrent que I'on peut caractériser les sous-modules H; au
moyen d'un nombre fini de vecteurs colonne. Ceci permet d’obtenir une condi-
tion suffisante vérifiable pour 'accessibilité.

Théoréme 8 Les énoncés suivants sont équivalents :

i) le systéme X n’a pas d’élément autonome
ii) Hoo =0
iii) [g1,...,g0)t =0
iv) rang par lignesgilgr, - -, 9a =0

L’exemple présenté par la suite montre qu’au dela du résultat principal, le
calcul des g, permet de donner des conclusions définitives sur 'accessibilité
d’un systéme dans certains cas.

Exemple 6 (suite) Pour le systeme (2.2) on a

1+ VQ U170V2 — Uy,2 (Uio — I'L170)V2 — 1'6172 +
He = 1+V 0 0
V- V2 0 0

d’ot on peut déduire que (V — V?)dxy — (1 4 V)dzs est dans Hy,. Cet €lé-
ment étant intégrable (méme exact), on peut affirmer que le systéme n’est pas
accessible.

Le seul probléme ouvert demmeure celui de I'intégrabilité de H.
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2.2 Structure des systémes a retards

[’inversion d’un systéme carré est un sujet important. Elle consiste a trouver
un systéme X!, qui a comme entrée la sortie y désirée (ot mesurée) du
systéme X, et dont les sorties sont égales aux entrées u qui produisent y, si
les conditions initiales sont adéquates.

u(t) SENEN R BN y(0)
%

t t

F1G. 2.1 — Un systéme X et son inverse Y1

L’intérét principal pour résoudre ce probléme est que, lorsque le systéme
inverse existe, il peut nous donner les lois de commande que engendrent une
trajectoire désirée quelconque. Ayant pour but cette application, on peut
accepter, pour les systémes a retards, des systémes inverses avec des avances
dans le temps pour la sortie car la trajectoire désirée est connue a ’avance.

La résolution de ce probléme pour les systémes sans retard est fondée sur un
algorithme di a Singh [56], développé a partir des travaux de Silverman [54].

On présente par la suite une extension de cet algorithme pour les systémes
non linéaires a retards. Elle permet de définir des notions de rang et d’inver-
tibilité pour cette classe de systémes. Une application de cette notion sera
montrée dans la section 3.2.

2.2.1 Algorithme de structure
L’extension de I'algorithme de Singh au cas de systémes non linéaires a re-
tards est donnée par I’Algorithme 3.

Cet algorithme converge au plus aprés n étapes, car {pk} est une séquence
non décroissante d’entiers bornée par le nombre d’entrées et de sorties.

Le rang p du systéme est défini comme

p = max{px, k > 1}.
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Algorithme 3 Algorithme de structure pour les syst. a retards.
Etape 0
Po = O, FO =0et

Fo:=y,—h(x)=0
Etape k+1

A létape précédente, on a défini les fonctions F, et F}, :

|iF~1k :| _ |: dk(x7Y7)y(k)) ‘| + { Bk<X7Y7"'ay(kil)’6)

. u
Fk ak(X7Y7"‘)y(k)) O 0

avec rankjs Bk() = rankyg] Fy, = pr = dimension de F.
Dériver F}, par rapport au temps :

Fk = &kJrl(x’ Y7 s 7y(k+1)) + 5k+1(x7 Y7 s 7y(k)7 (5)110

et définir ~
Z_)k?(X7 y? A 7y(k71)7 5) }

Phet = rank/C[(ﬂ |: bk—l—l(X) Y7 s 7y(k)7 5)

Permuter les composantes de F), pour que les premiéres pra1 lignes de
[bf  bi,,]" soient linéairement indépendantes sur K[d], et définir

] = e
F]‘H‘l 0 ]Ip—ﬂk+1 F
|: dk+1(x> Y7 s >y(k+1)) :| |: §k+1(x, y, o e ,y(k), 5)

~ . R u
ak+1(x> y,... 7y(k+1)) bk+1(X7 y,... 7y(k)7 6) ’

Trouver des matrices Sy q € KPP0kt [§] et Spyq € KPPre1)x(p=prsa) [5]
telles que

Skt1brsr + Serrbppr =0 et Faﬂkn[s]gkﬂ =D = Pk+1-
Finalement, définir Fj,y1(2,9) = Syi1Frs1 + Ski1Fps1, ce qui donne

Fk+1 ] { ar1(x,y, - - 7y(k+1)> } { i)k+1<x Y, y® )
— 4 + T ’ ug. (2.3
[ Fr1 ar1(%,y, - - 7y(k+1)> 0 0- (23)
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2.2.2 Systémes inverses

Dans cette section, on va considérer le probléme de trouver l'inverse d’un
systéme non linéaire a retards. Pour ce faire, prenons d’abord le systéme
(sans retard) défini par :

1,0 = T2,0U1,0
T2,0 = U1
Y,0 = 1,0

qui admet le systéme inverse suivant :

Mo = (moiino — 15 0)/91,0

Ui,0 = M,o-

Si 'on rajoute un retard au modéle de depart :

T1,0 = 56’2,05U1,0
X200 = U0 (24)
Yi,0 = T1,0
on obtient les relations :
yl,o = T2,0U1,1
t1,0 = u1,0u1,1+ U1,1Y1,0/U1,1-

La recherche d’un systéme inverse a partir de ces relations donne des solutions
anticipatives (donc, non réalisables), comme par exemple :

0o = (771,13]1,0—771,077%,1)/91,0

Ui,0 = M,0-

Dans [41] (voir Annexe A), on a défini une classe assez générale de systémes
inverses ; un cas particulier, qui est le seul a étre considéré dans ce rapport,
est décrit par

Rio6Tin, = Fly®,msi> 7k eN)

P[6]0"uy = H(y®™. m, i>7keN) (2:5)

ou les matrices carrées R[0] |s—o et P[J] |s—o sont de rang plein.

Définition 29 Le systéme (2.5) est un inverse a gauche du systéme X si la
sortie ug (2.5) est égale a l'entrée ug de ¥ lorsque la sortie 'y, de X est égale
a Uentrée y de (2.5) avec des conditions initiales adéquates.
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Définition 30 Le systeme X est dit inversible a gauche s’il admet un inverse
a gauche.

Pour les systémes sans retard, I’existence d’un inverse est caractérisé par le
rang du systéme. Cette condition est toujours nécessaire pour les systémes
a retards ; cependant, comme le montre le systéme (2.4), elle n’est plus suf-
fisante ; on a donc besoin de conditions supplémentaires pour assurer l'exis-
tence d’'un systéme inverse. Pour les trouver, supposons que l'algorithme ait
convergé a I'étape k. A partir de I’équation (2.3) on a

dF, = a(V)dxg + by (-, V)duy (2.6)
avec rang par lignesK[V]{I;k(~, V)} = pw.
On met (2.6) sous la forme

w1

AF}, = diag {pi(V)V*} [ A(V)dxo + B(V)dug] + | (2.7)

Woy,

avec pi(V) € KIV], pi(0) £ 0, i € IV, et w; € spanyg{dy, g, ...}, pour
1€ 1, ey Pk

Une condition suffisante pour I’existence d’un inverse a gauche est maintenant
rappelée (voir Annexe B) :

Théoréme 9 Le systeme X a un inverse a gauche si

rang par lignesgyy) B(V) [v=0= m. (2.8)

Un exemple illustratif peut étre trouvé dans [41] (Annexe B).

2.3 Lien avec d’autres travaux

Accessibilité

Quelques auteurs ont déja abordé le sujet de la commandabilité pour les
systémes non linéaires a retards. On trouve ainsi une étude d’un réacteur
chimique [45] et une autre sur les systémes bilinéaires [6].

Les contributions par rapport a ces travaux sont la définition formelle d’acces-
sibilité proposée, et une condition vérifiable sous laquelle un systéme donné
posséde cette propriété.
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Le Théoréme 8 peut étre vu comme la généralisation de la condition algé-
brique présentée dans |3, 4|. Sa particularité est qu’il ne demande pas le
calcul des sous-modules H;.. Ces sous-modules étant en général de dimension
infinie, on ne peut pas employer les conditions (basées sur leur dimension)
que 'on trouve dans les travaux cités précédemment.

Les conditions du Théoréme 8 deviennent, dans les contextes adéquats, une
condition nécessaire et suffisante pour 1'accessibilité forte (systémes sans re-
tard [4, 58|), pour la commandabilité faible (systémes linéaires a retards [43]),
et pour la commandabilité (systémes linéaires variants dans le temps [55]).

Finalement, il faut remarquer que 1'on peut arriver a ce méme résultat en
utilisant un formalisme développé dans [51].

Inversion de systémes

L’inversion pour les systémes non linéaires a retards a été considérée pour la
premiére fois dans [14].

La condition présentée dans ce rapport est moins générale que celle du travail
précédemment cité. Par contre, elle a ’avantage d’étre constructive.

2.4 Conclusions

Deux aspects structurels des systémes a retards ont été présentés. Le premier
concerne l’accessibilité, ot une définition de cette propriété et des condi-
tions vérifiables sous lesquelles un systéme la posséde, ont été proposées. Ces
conditions demandent un nombre de calculs moindre (par rapport aux autres
critéres disponibles) pour étre vérifiées dans le cas de systémes non linéaires
sans retard.

Lors de la résolution du probléme du rejet de perturbation, dans le Chapitre
suivant, nos redéfinirons H,, relativement & un seul type d’entrées, sachant
que le systéme est soumis aux entrées de commande et aux entrées de per-
turbation.

Le deuxiéme aspect concerne I'inversion d’un systéme. A ce sujet on a pré-
senté une extension de l'algorithme de structure de Singh. On montre que
la convergence de cet algorithme ne suffit pas pour I'existence d’un systéme
inverse, et des conditions supplémentaires pour le garantir ont été proposées.
A notre meilleure connaissance, cet algorithme est innovant aussi dans le cas
particulier de systémes linéaires a retards.
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Chapitre 3

Rejet de perturbations

3.1 Définition du probléme

La synthése d’une loi de commande est généralement effectuée a partir d'un
modéle mathématique élémentaire.

Ce modéle différe du processus réel pour plusieurs raisons; parmi les princi-
pales on trouve des erreurs de modélisation et /ou d’identification, des bruits,
et des perturbations. Une particularité de ces derniéres est qu’elles peuvent
étre incluses dans le modéle en tant qu’entrées sur lesquelles on ne peut pas
agir et que, trés souvent, on ne peut pas mesurer non plus.

Un des problémes majeurs de la commande est d’assurer le fonctionnement
du systéme malgré la présence de ces perturbations. Ainsi, le probléme de
rejet de perturbations consiste a éliminer leur influence sur les sorties d’un
systéme Y, ce qui peut étre fait d’une facon parfaite ou asymptotique.

g |- Rejet asymptotique
??????????????? .,y [——— =+ Rejet parfait
v LU -
C by

Fig. 3.1 — L’effet de la perturbation ¢ sur la sortie y est anéanti par le
compensateur C.

La classe de systémes qui sera considérée est modélisée par

%0 = f(x) +Z;o(gi(x>uz’+pi(x) qi)
wa { yo = hx)

43
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ou g; représente le vecteur de perturbations [q1,--.,q.]7 alinstant t — j. Le
probléme du rejet de perturbations est maintenant défini.

Définition 31 (Probléme de rejet de perturbations) Soit le systéeme ¥,
avec des entrées de commande u et des sorties 'y, affecté par des perturbations
q. Trouver, si possible, un compensateur C, tel que les sorties'y ne soient pas
affectées par les perturbations q ; plus précisément, tel que, pour le systéeme
compensé, la relation

dy™ spangy{dx, dv, . .. ,do*= VkeN,
ot v est la nouvelle entrée de commande, soit vérifiée.

Ce probléeme & été traité depuis longtemps pour les systémes sans retard, ot
une solution compléte est disponible (voir, par exemple [47| et références in-
cluses). Cette solution standard conduit & la perte maximale d’observabilité,
ce qui n’est pas toujours applicable dans le cas de systémes a retards si 'on
se restreint a des compensateurs causaux.

Exemple 7 Soit le systeme

10 = Xoo(ur1 —x32) + 10711
. 2

L2,0 = —10

T30 = (1,0

Y,0 = T1,0-

A partir de

V1,0 = Z2,0(u1,1 — X3,2) + 21,0211,

on obtient la solution élémentaire

U0 = (V1,0 — 1,-1%1,0) /T2, —1 + T3,1.

Cette solution n’est pas causale, car elle demande la connaissance de xq et
Ty a linstant t + 1 (notés xy, 1 et o _1). Néanmoins, avec le compensateur
causal suivant :

U1,0 = V1,0 + 3,1,

on obtient

Y1,0 = T2,0V1,1 + T1,0%1,1-

Le lecteur peut vérifier que la sortie n’est plus affectée par la perturbation q.
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Cet exemple permet d’illustrer I'idée de base des solutions qui seront présen-
tées dans ce chapitre : une partie de I'état (1 et x5 en Poccurrence) n’a pas
besoin d’étre rendue inobservable pour rejeter la perturbation. La question
est alors de l'identifier. La recherche de cette réponse a conduit a la définition
du sous-module 2 C M associé au systéme %, [42] :

Q:= {w e spangy{dx} | VkeN, w® € clsgw{dx, dy, dy, ...} } .
Ce sous-module peut étre calculé en tant que limite de la séquence

Qo = spangy{dx}
Qk—i—l = {w € Oy | w E C]S)C[V]{Qk + %(X N y)}}

avec X N Y 1= spang g {dx} Nspangy{dy,dy,...} et y les sorties de ;.

Remarque 8 Dans le cas de systémes sans retard, €0 est équivalent a la
notion standard d’un sous-espace de commandabilité ou d’une codistribution
de commandabilité.

2 est, en quelque sorte, une extension de H,, (cf. Chapitre 2), en considérant
les dérivées de y comme des paramétres.

Dans les sections suivantes, on va présenter des solutions statiques et dyna-
miques avec retards au probléme de rejet de perturbations. Ces solutions font
appel aux notions de degré et décalage relatifs [42].

Définition 32 Le systéme Xy a un degré relatif p s’il existe un entier non
négatif p tel que
oy
p=min{k € N | % # 0}. (3.1)
u

Si, pour tout k € N, 8y§]f()]/8u =0, alors p = oo.

Définition 33 Le décalage relatif est défini pour tout systéeme X4 ayant un
degré relatif fini p, comme [’entier non néga,(ti{‘u satisfaisant
p

p=min{k € N | %jz # 0}. (3.2)

Remarque 9 Dans le cas particulier des systéemes sans retard, la notion de
degré relatif, donnée par (3.1), est équivalente a la notion standard pour ces
systemes. Le décalage relatif est, en quelque sorte, équivalent a la notion de
degré relatif pour les systemes discrets.
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3.2 Solution statique bicausale

Considérons d’abord le cas monovariable, ot I'existence d’une solution bi-
causale au rejet de perturbations est caractérisée comme suit.

Théoréme 10 Considérons le systeme g avec m = p = 1. Le rejet de
perturbation peut étre résolu par compensation bicausale si, et seulement si,
il existe wy € & tel que

i) wo € spanyy{dx,, duy .},
i) dyép) —wy € Q, et
i) clsiv{wo} soit intégrable.

Ces conditions impliquent que (voir Annexe A) :

— il existe une fonction ¢(+) telle que wy = a(V)dyp (cond. iii)),

— ¢(+) dépende de I'entrée u (cond. ii) et déf. du degré relatif) ; plus encore,
qu’elle dépende de la valeur de l'entrée a Iinstant ¢ (cond. i) et déf. du
décalage relatif) :

dy?*® € Q + spanypy{de, ..., de®} (cond. ii)).
A partir de ceci, il est facile de montrer que
p(x,u) = vy
admet une solution statique (avec retards) ug qui rejette la perturbation.

Il reste que le probléme du choix de wg, qui n’est pas unique. En effet, si I'on
reprend I'exemple précédent, les 1-formes

Wy = $2,0d(U1,1 - 1’3,2)7 et
/
wy = xg0d(u1,1 — x3,2) + 1, 0dx1 1

satisfont toutes les deux les conditions i) et 7). Cependant, seulement la
premiére satisfait iii). Pour contourner cet inconvénient, notons d’abord que,
si le probléme est résolu, alors pour le systéme compensé

clsiv{Q + Q=00 spany){dvo } (3.3)

et, dans tous les cas,

) d
clsgw{Q+Q} = clsew{Q+ a(é\f Ny}
= clsgw{Q + span;qw{dy%}}-

On a le résultat suivant.



3.2. SOLUTION STATIQUE BICAUSALE 47

Théoréme 11 Considérons le systéeme Xy avec m = p = 1. Le rejet de
perturbations admet une solution par compensation bicausale si, et seulement

s,
a) duyg € clsiw {2+ span,qv]{dy%)())}} + spang{dxo, duy 1 }

b) dim (clsgw){Q + span,qvl{dyg%}})* =dim Q"+ 1
ou dim (-)* représente la dimension du plus grand sous-module intégrable
contenu dans (-).

Preuve.

Nécessité. Supposons que le probléme ait été résolu par compensation bi-
causale. Alors,

podur,o = ¢(V)dvy,o + f/(V)dxo + p'(V)duy, 1, po # 0

et
clsicrw {Q + spanK[V]{dygfg}} = Q @ spanyg {dvo}; (3.4)

donc,

clspo {2 + Span,qv]{dy%?())}} D spangy{q(V)dvy o}
D) Span,qv] {poduLo - f’(V)dXQ — p’(V)duLl

A partir de cette relation, il est simple de montrer la nécessité de a). La
nécessité de la deuxiéme condition découle directement de (3.4).

Suffisance. A partir de b), il existe une fonction ¢ telle que

clsxw{Q + spanye {dy) )} = Q + spanyg {de);

la condition a) implique que

Oy

aULo

£0

et alors, une solution peut étre obtenue a partir de ¢ = vy . [ ]

Cette méme idée a été étendue au cas multivariable, et une condition d’exis-
tence d’une solution bicausale peut s’écrire comme suit.

Théoréme 12 Soit le systéme Xq avec m entrées et p sorties. Il existe une
solution statique bicausale au probleme de rejet de perturbations si

i) Qc Pt
i1) dug € (cls,qv]{Q + Q} + span g {dxo, du1}>
iii) - dimyre) (elsee{Q+ Q) = dimQ +m
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avec P :=Y; p;(x)V'. Sile rang du systeme (cf. §2.2.2) est égal au nombre
d’entrées (c’est-a-dire, si le systéme est inversible a gauche), ces conditions
deviennent aussi nécessaires (voir Anneze B).

Remarque 10 On note l'inclusion d’une troisiéme condition par rapport
au cas monovariable. Ceci est di au fait que, dans ce cas particulier, les
conditions 1) et i1) du Théoréme 11 sont équivalentes.

3.3 Solution dynamique

Lorsque le probléme n’a pas de solution par retour statique avec retards,
on recherche des solutions dans la classe (plus générale) des compensateurs
dynamiques. Des conditions suffisantes pour l'existence de telles solutions
seront présentées maintenant.

Rappelons d’abord la notion suivante.

Définition 34 [42/ Soit le systéeme Xq. 1l a un degré relatif o vis-a-vis de la
perturbation q si

k
3y§ 3)

o =min{k € N| —— # 0} est fini.

Si, pour tout k € N, 3y¥%/aq =0, alors o = oco.

Si 0 = oo, le systéeme est déja découplé de la perturbation. On ne considére
par la suite que le cas o ¢ est fini.

Théoréme 13 Soit le systeme X4. Supposons qu’il ait des degrés relatifs p
et o finis, et un décalage relatif . On définit la forme différentielle

o (o—1) —p— (0—1
W = Z };Xf ZO )

(>

1l existe un compensateur dynamique qui rejette la perturbation q si

i) (’l@,qv]{wo} est infe’gmble
i) dy1 o € span,{dx, Vewo A eN, 0<i<k—p}, pour tout k > o — 1.

Preuve. Voir I’Annexe A. ]
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Corollaire 2 Soit le systeme ¥, avec degrés relatifs finis p et o, et un déca-
lage relatif i, et la forme différentielle suivante :

(o 1)

) iy |
wo = yl Po Z dull) . (3.5)
=0

17u

Le probleme de rejet de perturbations admet une solution dynamique sans
mémoire Si
i) cls;qv {wo} est intégrable
ii) dyg € spany{dx, V/w® ¢ € N,0 <i < k — p},
pour tout k > o — 1.

3.4 Lien avec d’autres travaux

Le cas monovariable du probléme de rejet de perturbations a été traité par
plusieurs auteurs. En dehors de nos contributions on trouve :

— une approche géométrique [62],
— une approche de systémes & perturbations singuliéres |62],
— une approche de linéarisation [62], et

une approche de discrétisation |2]

Leurs résultats sont résumés et comparés avec les notres dans le tableau 3.1.

On remarque que les conditions nécessaires et suffisantes données pour les
approches de perturbations singuliéres et de discrétisation sont par rapport
a une approximation du systéme original. Elles ne sont que suffisantes pour
le systéme de départ.

Dans le cas multivariable, ce n’est que tout récemment que notre approche,
appliqué aux systémes linéaires a retards (modélisés sur un anneau princi-
pal), a pu étre écrit sous un formalisme géométrique et donc, étre comparée
avec une approche disponible dans la littérature [5, 12|. L’équivalence des
conditions proposées par ces deux approches a été montrée dans [36].

Finalement, on remarque que la notion de degré relatif, qui a été employée
aussi pour étudier le probléme de linéarisation entrée—sortie dans [19], n’est
pas unifiée, comme le montre le Tableau 3.2, ou sont interprétées diverses
versions trouvées dans la littérature.

On note que, bien que pour les systémes sans retard, toutes ces définitions
coincident avec la notion classique, elles sont toutes différentes dans le cas
plus général de systémes a retards.
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Approche Systémes considérés Solutions
Type Retards NC | RESSM | RESAR | PS | BC | DG
Velasco M. |62]
Géométrique | MIMO 1 sur I’entrée CS
Pert. sing. MIMO 1 sur l'entrée CNS
1 (h) sur l'état,
Linéarisation | SISO 1 (k) sur l'en- CNS
trée, h >k >0
Alvarez Ja. et Alvarez Jq. [2]
plusieurs sur
Discrétisation| SISO entrée, ’état et CNS
la sortie
Moog et al. [42], Marquez, Moog et Velasco [40]
plusieurs sur
Algébrique | SISO  Dentrée, ’état et CS CS CS | ONS | CS
MIMO la perturbation cs*
NC Solution non causale
RESSM Solution par retour d’état statique sans retard
RESAR — Solution par retour d’état statique avec retards
PS = Solution “pure shift”
BC — Solution bicausale
DG = Solution dynamique (générale).
* Aussi nécessaire pour les systémes inversibles & gauche

TaB. 3.1 — Comparaison des contributions au probléme de rejet de pertur-
bations de systémes a retards.

Dans I'approche le degré relatif indique le nombre de fois qu’il
faut dériver (ou itérer) la sortie pour avoir une
dépendance explicite de

Géométrique [62] u(t — 7), T unique

Géométrique [19] u(t)

Perturbations singuliéres [62] wu(t) dans le modéle approché

Linéarisation [62] u(t — 7) dans 'approximation linéaire, 7 quel-
conque

Discrétisation [2] u(k) dans le modéle discrétisé

Algébrique [42] u(t — 7), 7 quelconque

TAB. 3.2 — Interprétation de plusieurs définitions de degré relatif.
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3.5 Conclusions

Dans ce Chapitre, notre formalisme mathématique a été employé pour ap-
porter des solutions causales exactes au probléme de rejet de perturbations.
Une solution compléte par retour statique d’état a été donnée, ainsi que des
conditions suffisantes pour I'existence d'une solution dynamique.

Il est a souligner que ces résultats se distinguent de ceux existant dans la

littérature car

— ils sont valables sous des hypothéses non restrictives sur le systéme consi-
déré,

— ils ne résultent pas d’approximations (linéarisation, perturbations singu-
lieres,. . .)

Dans cette mesure, nous apportons des résultats qui se veulent pionniers, et

qui peuvent mettre en lumiére des solutions originales pour des problémes

tels que le découplage ou la poursuite de modeéle.
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Chapitre 4

Linéarisation entrée—sortie

Un probléme important de 'automatique consiste a modifier la représentation
d’un systéme et/ou sa dynamique, de telle sorte qu’il soit équivalent a un
systéme linéaire. Ceci peut étre fait par deux types de transformation :

i) par injections additives de sortie [49]
ii) par bouclage |24, 25|

Le premier cas, est un probléme purement de représentation du systéme. Le
deuxiéme est un probléme de commande, dont la solution peut demander
de modifier la dynamique (avec un compensateur) et la représentation du
systéme (par un changement de coordonnées).

Ce probléme réside au coeur du développement de 'automatique non linéaire
car, sl existe une solution, on peut utiliser la théorie (plus développée) des
systémes linéaires sur le systéme compensé. Il a été résolu pour les systémes
sans retard depuis plus de vingt ans (le lecteur intéressé, peut trouver un
historique dans [24, 25, 49]).

Dans le cas de systémes a retards, seul le probléme de linéarisation de sys-
témes a retards par bouclage, a été considéré par quelques auteurs [19], sous
des hypothéses trés restrictives, évacuant la problématique réelle associée a
cette classe de systémes.

Dans ce chapitre, on montre que la solution au probléme de linéarisation
par injections additives de sortie est caractérisé a I'aide d'une extension de
'algorithme proposé dans [66].

Ce résultat est utilisé pour :
trouver une solution compléte au probléme de linéarisation par retour sta-
tique de sortie (§4.2)

53
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— donner une condition suffisante pour la synthése d’un observateur pour les
systémes a retards (§4.5).

Puis, dans la Section 4.3, on présente des conditions sous lesquelles le pro-

bléme de linéarisation admet une solution par retour d’état (statique et dy-

namique).

Finalement, dans la Section 4.4, on montre que la linéarisation d’un sys-
téme, en combinaison avec les résultats sur la stabilité de systémes linéaires
a retards, nous permet de donner une solution au probléme de poursuite de
trajectoire.

4.1 Définition du probléme

Dans sa formulation classique (voir, par exemple, [24, 25]),le probléme de
linéarisation entrée—sortie consiste a trouver un compensateur et une trans-
formation d’état, tels que le systéme puisse étre décomposé en deux sous-
systémes : une partie linéaire (commandable et observable), et une autre non
linéaire, non observable.

Pour le cas des systémes a retards, une telle formulation ne peut étre reprise
directement pour plusieurs raisons. D’abord, il n’y a pas de définition de
changement de coordonnées pour les systémes non linéaires a retards qui
soit acceptée de maniére générale. De plus, il existe plusieurs définitions de
commandabilité et d’observabilité pour les systémes linéaires a retards [16,
30, 31, 43, 48, 53|, ce qui ouvre le probléme de déterminer laquelle est la plus
adéquate dans la formulation du probléme. Finalement, certains systémes
linéaires a retards n’acceptent pas de réalisation observable et commandable
[32].

Pour contourner ces discussions, le probléme de linéarisation entrée—sortie
sera défini en termes de 'existence d’une équation différentielle et aux dif-
férences linéaire pour le systéme en boucle fermée plutét qu’en termes de
I’existence d’une forme particuliére de ’équation de 1’espace d’état.

Définition 35 (Linéarisation entrée—sortie) Soit le systéme non linéaire
a retards X3, avec degré relatif fini p. Trouver, si possible, un compensateur
causal C', tel que le systéeme en boucle fermée satisfasse

i) dgt'y € spangn{diio, ... Azt "V, dv o, ..., doffy VY
.. _(k _ _(k—
i) dgyy ¢ spangpy o, dgrg ) (4.1)

pour un certain k € N. y; o représente la sortie du systéme en boucle fermée
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et vi o la nouvelle entrée de commande.

Remarque 11 La condition ii) assure la commandabilité de la sortie et évite
des solutions triviales.

4.2 Solutions par retour de sortie

Dans cette section, on considére le cas ot la seule mesure disponible pour la
commande est la sortie du systéme. On cherche les conditions sous lesquelles
le probléme admet une solution en n’utilisant que cette information.

On montrera que, pour répondre & cette question, il est nécessaire de savoir
si la sortie peut s’écrire sous la forme

n —1
o => oV (y,u). (4.2)
j=1

Dans le cas particulier des systémes sans retard, cela se réduit a demander que
le systéme soit linéarisable par des injections additives de sortie [49]. Cette
condition peut étre vérifiée sur les systémes a retards avec 1’Algorithme 4,
qui est en fait une adaptation de I’algorithme proposé dans |66].

Soit E° = 0, EF = span,qw{dylyo,...,dyifﬂal),dul’o, ce duglfal)}. Si la
relation (4.2) est satisfaite, alors

dy™ = d[®y(y, u)](ﬁ_l) + -+ dPs(y, u). (4.3)
Sous I’hypothése suivante
dim;qv] E" = 2n, (4.4)

I’ Algorithme 4 donne un moyen de vérifier (4.3). Les conditions sont énoncées
en termes d’intégrabilité de certaines 1-formes différentielles.

Lemme 3 Sous I'hypothése (4.4), dy™ € &€ peut étre écrit sous la forme
(4.8) si, et seulement si, dy™ € E™ et

dw; =0, i=1,...,n. (4.6)

Un premier résultat peut étre énoncé.
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Algorithme 4 Linéarisation par injections additives de sortie.
si dy™ ¢ E™. alors
Fin de l'algorithme.

sinon
FEtape 1 :
Choisir des fonctions &, 6, € K[V] telles que

wy — Edy™) — 9,duD € ErL (4.5)

wy = &dy + 61du.

Si diwy # 0 alors fin de I'algorithme.

Etape { (¢ =2,...,n):

Soit ®;_1(y,u) telle que d®, 1 = wp_;.

Wp = Wp_q1 — d@gﬁ“l). Choisir &, 6, € K[V] telles que

Wy — ggdy(ﬁié) — Hgdu(ﬁie) c Eﬁié.
Définir la 1-forme différentielle w, comme
(Dg = fgdy — ngu

Vérifier si dw, = 0. Si non, stop!
Fin de I'algorithme.

fin si
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Théoréme 14 Considérons le systeme Y avec une entrée u, une sortie y, et
degré relatif p. Le probleme de linéarisation entrée-sortie admet une solution
par retour de sortie avec retards pour ce systéme si, et seulement si,

i) dy peut s’écrire sous la forme (4.3),
ZZ) dimR[(g}{dyl,o, d(I)l, e ,dq)ﬁ} =2
i) clsppo{dyro,d®, ) C spancg{dys,o, dus o}
¢ spangrg{dy,o, dug, 1}
Preuve. Voir Annexe C. ]
Remarque 12 La premiere condition indique simplement que l’entrée doit

agir sur la sortie avant la perturbation. La deuziéme implique [’exzistence
d’une fonction ® et des coefficients a;,b; € IR[V] tels que

(IDZ-:ai(T)—l—biyLo, 1=1...n

Finalement, la troisieme condition implique que ® est une fonction de 'y et u,
et que ® = v o admet une solution causale en wy o qui linéarise le systéme.

A partir de ce résultat, il est possible d’obtenir des conditions nécessaires et
suffisantes pour l'existence d’une solution par retour de sortie statique sans
retard.

Corollaire 3 [39] Soit ® une fonction telle que

spanpo{dP} + clsrrvi{dy1,0} = clsrro{dys,o, d®,}

Le probleme de linéarisation entrée sortie admet une solution par retour de
sortie statique sans retard si, et seulement si, les conditions i) et i) du Théo-
réme 14 sont satisfaites, et il existe un polynome p € IR[V] tel que

do — pdyr,0 € spane{dyi o, dus o}

Les conditions de ce Corollaire sont vérifiables. En pratique, il est requis que
® s’écrive sous la forme

® = ' (y1.0,u1,0) + PY1.0, p € R[V].

4.3 Solutions par retour d’état

Considérons maintenant le méme probléme, mais en recherchant une solution
dans la classe plus générale des bouclages d’état.
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4.3.1 Solution par retour d’état statique

Le premier cas a étre considéré est celui de systémes ayant un degré relatif
égal au nombre d’états. Ces sorties, sont connues aussi comme des sorties
plates [45].

Théoréme 15 /39 Soit le systéme a retards 3, avec degré relatif p = n.
Le probleme de linéarisation entrée—sortie peut étre résolu par retour d’état
dynamique avec retards si, et seulement si,

clspr{dyr,0, d91,0, - - -, dy%} ¢ spanygy{dxo, du, 1}

La preuve de ce théoréme (Annexe C), consiste & montrer que la condition
précédente est équivalente a la relation

n—1
dyy") = > aidyl’y + V*d®(x,u), a; € RV,

=0
ot OB/, o # 0, par définition de p.

Le calcul effectif d’'une base de cls;qv}{span,qv]{dyl,o,...,dy%}} permet
d’obtenir une telle fonction ® (non unique). C’est en imposant des restric-
tions sur son choix que I’on obtient des critéres pour I'existence d’autres types
de solutions.

Corollaire 4 Le probléme de linéarisation entrée—sortie admet une solution
par retour d’état statique sans retard si, et seulement si, il existe une forme
ezacte d® € span{dxo,dup} telle que

CZSR[V]{dyl,(b e ,dyglo_l), dé} = CZSB[V}{dyl,Oa e ,dyg?&}

On considére par la suite le cas le plus général ou p < n. Pour cela, on écrit
y®) comme suit :

(p) ._
Yo = ©(Xo, -+, Xpm1, U,y Xy -+ o5 UL, 7, Xr)

et on définit une fonction a; ¢ regroupant tous les termes non “anticipatifs”
par rapport a 'entrée w :

aro = 0 "p(0,...,0,uy 4 Xy, ..., UL -, X)
= SO(O""707u1,0’X0’"'7u1,T—M7XT—M)'

(4.7)

Une condition suffisante est maintenant énoncée.
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Proposition 4 Considérons le systéme X, avec oy o définie par (4.7). Le
probleme de linéarisation entrée—sortie admet une solution par retour d’état
statique avec retards, s’il existe un entier k tel que

i) dBio € spangg{dx}, et

. k +Ek—1 k—1

i7) dﬁi()) € spanpg{dys,o; - - ,dygf’o ), day g, .. ,dagjo )},

(P
avec 1,0 == Yo — May o.
Preuve. Annexe C ]

[’exemple suivant donne un indice pour affaiblir ces conditions.

Exemple 8 Considérons le systeme

1,0 = T22U12

. _ 2
Za0 = Z1,0+ 279
Y,0 = T10+ T2

pour lequel B¢ vaut x1 . Des calculs simples montrent que les conditions de
la Proposition 4 ne sont pas satisfaites. Pourtant

. 2
Yi,0 = Ti,1+ T3+ To 02Ul 2

2
= WYi,1 — T2,2 T T7 3+ Ta2U,2,
d’ot
2
w10 = (V1,0 + 22,0 — xl,l)/@,o
ce qui donne, en boucle fermée

Y1,0 = Y1,1 + v1,2.

Cette solution a été obtenue en utilisant le fait que le terme en avance par
rapport a l’entrée n’était pas génant, car il dépend linéairement de la sortie.

Ceci est formalisé comme suit.

Soit ®(xo, . ..,Xz_1,U1, 4, Xz, - - - » U1, k, Xg) une fonction telle que
SpanJR[V]{d‘I’} + CISJR[V]{dyLO, . ,dy§781)} = CISB[V}{dyl,m e ,dy% )

avec 00 /0uy 5 # 0.

Un choix de oy o moins restrictif que (4.7) est

Q1.0 = CID(O, ey 0, U1,0, X0y« UL k—f> Xk_ﬁ).
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4.3.2 Solution par retour d’état dynamique

Pour les systémes sans retard a sortie unique, il est bien connu que ’existence
d’une solution dynamique au probléme de linéarisation implique qu’il existe
aussi une solution statique. Ceci n’est plus vrai pour le cas des systémes a
retards, en raison de la contrainte supplémentaire de causalité.

Dans cette section, nous présenterons une condition suffisante pour résoudre
le probléme de linéarisation par retour d’état dynamique avec retards.

[’idée est d’examiner la structure de la dérivée de la sortie d’ordre supérieur

y§{’0+” au lieu de y%’()). Ceci est illustré par I'exemple préliminaire suivant.

Exemple 9 Considérons le systéeme :

Ti0 = Ui

To.o = T1,1+ Tao+ Too+ T30
T30 = 35%71

Tg0 = T20

Y,0 = 1,1+ T4,0,

pour lequel des calculs simples montrent qu’il n’admet pas de solution statique
causale. Cependant, si l’on continue a dériver la sortie on obtient :

2 ) .
yi% = U1, + T30+ Y10+ Y10 — Ut,u

(3) T 2 . . .
Yi,0 = Ul +27, + Y0+ Y — Uy
. . 3 . . s . .
Si l’on pose maintenant y§ 2) — Y1,p — Y1,0 = U1,u on est conduit a définir le
compensateur dynamique linéarisant suivant :

Ui,o = M0

Mi,0 = 7120

. 2

M2,0 = Vi,0— T T 720

On vérifie que le systéme en boucle fermée est linéaire :

(3
7Kt

=UY1,1 + Y10 + V1,1
La généralisation de ce résultat peut étre énoncée comme suit.

Théoréme 16 Soit le systéme 3. Le probleme de linéarisation entrée—sortie
admet une solution dynamique avec retards s’il existe k € IN tel que :

clspro1{dyo, - - - ,dy%rk)} 4 span,qv]{dxo, duy o, - .. ,duglfal)duglf)l}.

Preuve. Voir Annexe B. ]
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4.4 Application a la poursuite de trajectoire

Dans cette section, on traite le probléme de poursuite de trajectoire. Ce
probléme consiste a trouver une commande telle, que la sortie y; o du systéme
tende asymptotiquement vers une trajectoire de référence ¢ .

Définition 36 (Probléme de poursuite de trajectoire) Considérons le
systeme % avec une sortie y et soit § une fonction du temps continue. Trou-
ver, si possible, une commande telle que [’écart entre la sortie du systéme et
la fonction de référence e ==y 0 — Y10 soit stable a l'origine.

Le probléme de poursuite de trajectoire est trés lié a la linéarisation entrée—
sortie : la stabilité asymptotique de erreur (y1,0 —91,0) est, en effet, facilitée
par la linéarisation (par bouclage) de I'erreur.

Théoréme 17 Soit le systeme X, avec une sortie y; o et soit ¥y o la trajec-
toire désirée pour la sortie. Le probléeme de poursuite de trajectoire admet une
solution causale si

i) la relation entrée—sortie de ¥ peut étre linéarisée :
k k-1 '
dyts = S syl + 32, bidol), ai, by € RIV),
ii) la sortie en boucle fermée peut étre stabilisée a l'origine, et
iii) 0" divise tous les coefficients b;.

Preuve. Les conditions i) et i) impliquent I’existence d’'un compensateur
causal tel que, pour le systéme en boucle fermée,

Z a,yglo = o" Zblv1 0 br—p 7 0

avec lim;_. y1,0 = 0 lorsque v; o = 0.

Une solution est donnée par

V1,0 = ™T,o
M,0 = 720
Nk—p—1,0 = MNk—p,0

k—p—1
Mh-po = bpl, . (Z i, — > b}ﬁj,t))
§=0
(@)

ou y; _,, représente la i-éme dérivée par rapport au temps de la référence y,
évaluée a l'instant ¢ + p. |
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Exemple 10 Soit le systeme

Ti,0 = U0

. _ 3
To,0 = —X20+ Ty q
Y1,0 = To0+ T1,1

Awvec le compensateur causal suivant :

_ 3
U1,0 = V1,0 — T1,0 — Ty g

on obtient la relation linéaire entrée—sortie :
v1,1 = Y1,0 T Y1,0-

On définit maintenant
V1,0 =Y1,-1 + 91,1 (4.8)

et on obtient, en boucle fermée :

Y1,0 — 51,0 = —(y1,0 — U1,0)

ce qui implique que [’écart entre la sortie et la fonction de référence y1 0 —91,0
tende asymptotiquement vers 0.

Remarque 13 Le fait d’avoir utilisé des valeurs futures de y dans (4.8)
ne met pas en cause la causalité de la solution proposée, car la fonction de
référence y et ses dérivées sont connues a l’avance.

4.5 Synthése d’observateurs

Dans cette section on va utiliser les résultats sur la linéarisation par injec-
tions additives de sortie, pour construire des observateurs pour une classe
particuliére de systémes. Seulement des étapes préliminaires seront étudiées.

Avant d’aborder la synthése des observateurs, on va donner une notion d’ob-
servabilité, et proposer une classe d’observateurs.

Définition 37 Le systeme X est dit observable, si tout 1’état xo peut étre
exprimé en fonction des dérivés de la sortie, de l’entrée, et leurs valeurs
futures :

0xg = o(y® u?, k (eN)

pour un 7 € N.
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A partir de cette définition, il est simple de montrer que, si le systéme ¥ est
observable, alors il existe un entier 7 € N tel que

spany{dx,} C O

ot O := spany{dxo} N (spany g {dy,, dyy, . - -} + spangy{dug, du, . . .}).
Dans le cas particulier de systémes sans retard, O est I’espace d’observabilité.

Définition 38 On dit que le systeme dynamique

SO = 7(573’7“)
57}20 = W(Ea}’,u)
est un observateur pour le systéme X, si e-(t) — 0 lorsque t — oo, ot

er(t) :=90"x%g — 07xg, pour un T € N.

Admettons maintenant que le systéme soit linéarisable par injections addi-
tives d’entrée sortie avec i = n. A partir de I’Algorithme 4 (c¢f. §4.2), on
a

k
Y = dhy(x) + 3 de" (y,u), k=1....n
=1

Pour un systéme sans retard, ceci est une condition suffisante pour 'existence
d’un observateur [49]. Pour montrer que cela n’est pas toujours le cas pour
les systémes a retards, considérons un systéme avec un seul état x; o, et les
sorties y1 0 = 1,1 et Y20 = T1,0 + 21,1. Avec la premiere sortie, on ne peut
pas connaitre la valeur de x; a l'instant ¢, mais a l'instant ¢ — 1 :

T1,1 = Y1,0
Dans le deuxiéme cas, on ne peut connaitre la valeur de z; a partir de y3 ¢
que si I’on dispose des conditions initiales :
T1,0 = Y2,0 — 1,1
Ce deuxiéme cas n’est pas observable au sens de la Définition 37.

Dans le but de trouver des conditions suffisantes pour la synthése d’un ob-
servateur, on choisit des fonctions {{; ¢, ...,&. 0} telles que

spaan[V]{dﬁLo, e 7d§n,0} = CISR[V]{dhl(X)7 e ,dhn(X)},
et on écrit
dhy dé1,0

: : : T[V] € RV"[V]. (4.9)
dh, dé,.0



64 CHAPITRE 4. LINEARISATION ENTREE SORTIE

La forme de Smith de la matrice T[V] permet d’identifier des systémes qui ne
sont, pas observables, car une condition nécessaire est que tous les polynomes
invariants soient des monomes : dans I’exemple précédent, T[V] = [V] pour
y1,0 et T[V] = [1 4+ V] pour ya 0.

On arrive au résultat suivant (cf. Annexe C).

Théoréme 18 Considérons le systeme Y3, et admettons qu’il soit linéarisable
par ¢;(y,u)-injections. Soient T|V] et & donnés par (4.9). Si

i) & est un changement bicausal de coordonnées pour x :

50 = @(X)v X0 = 90_1<£)7 et
i) Smith{T[V]} = diag{V"}, u; € N,

alors

& = A&+ oy, u) = k(V)(y1o — C(V)éo) (4.10)
X = ¢ (&)
ot A(\V) + k(V)C(V) est une matrice stable, est un observateur pour le
systéeme ..

La stabilité d'une matrice A(V) est dans le sens ou toute solution de

t=A(V)x

est stable pour toute condition initiale.

4.6 Lien avec d’autres travaux

Nos contributions par rapport au probléme de linéarisation par compensation
causale pour les systémes a retards sont résumés dans le Tableau 4.1.

En dehors de nos travaux, on trouve dans la littérature une premiére contri-
bution faite par Germani et al. dans les cas monovariable [19] et multivariable
[20]. Ces travaux ont été faits dans un cadre géométrique, et sont valables
pour des systémes observables ayant un décalage relatif u = 0, ce qui est treés
restrictif.

La notion d’observabilité présentée dans ce rapport ramenée au cas linéaire,
est plus restrictive que l'observabilité faible, et sa relation avec les autres
notions d’observabilité disponibles reste a établir.
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‘ Compensateur H statique avec retards ‘ Statique sans retard ‘ Dynamique ‘

Retour de sortie CNS CNS CS
Retour d’état
p=n CNS CNS -
p<n CS* CS CS
CNS : Condition nécessaire et suffisante,

CS : Condition suffisante,
* ¢ plus faible que celle proposée dans [19].

TAB. 4.1 Solutions proposées pour la linéarisation entrée sortie

Finalement, le probléme de poursuite de trajectoire a été traité dans [65] pour
une classe particuliére de systémes avec retards dans ’entrée de commande.
Leur approche passe également par la linéarisation entrée sortie du systéme,
et la stabilité est assurée au moyen des théories de Lyapunov et Razumikhin.

4.7 Conclusions

Dans ce Chapitre, on a considéré la linéarisation d'un systéme a retards
(monovariable) par deux moyens :

— injections de sortie, et

— bouclage (statique et dynamique).

Pour la linéarisation par injections de sortie, un critére d’existence d’une
solution a été donné.

En ce qui concerne la linéarisation par bouclage, une solution compléte par
retour statique de sortie a été présentée, et des conditions suffisantes pour
I'existence de solutions par retour d’état statique et dynamique ont été dé-
veloppées.

On a montré aussi que, lorsqu’un systéme peut étre linéarisé, et que la théorie
sur la stabilisation de systémes linéaires a retards nous permet d’assurer
une relation entrée sortie stable, on peut définir une dynamique d’erreur qui
hérite cette stabilité. Ceci nous a permis d’aborder deux sujets particuliers :
la synthése d’un observateur et la poursuite de trajectoire.
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Conclusion et perspectives

L’analyse structurelle des systémes non linéaires a retards fut, a quelques
exceptions prés [14, 21|, un domaine de recherche inexploré. L’ambition de
cette thése fut de développer quelques résultats pionniers dans ce domaine.

Les difficultés inhérentes au domaine furent en partie dies a 'absence d’une
approche mathématique adaptée. Dans cette mesure, une contribution ma-
jeure de ce travail a été le développement d’un formalisme adapté a I’étude
de ces systémes.

Ce formalisme a été largement inspiré de résultats connus pour les systémes
sans retard, notamment I’approche dite différentielle-algébrique, et de résul-
tats valables pour les systémes linéaires a retards modélisés sur un anneau.
Pourtant, il est loin d’en étre une banale extension : le module introduit
dans le premier Chapitre est défini sur un anneau non commutatif, et pour
lequel la multiplication est définie d’'une fagon trés particuliére, non considé-
rée jusqu’a présent dans la littérature. De ces faits, chaque propriété, méme
les plus élémentaires (standards pour les espaces vectoriels ou les modules
commutatifs) et chaque définition doivent étre établies et revues.

Cette approche a été utilisée pour s’attaquer a divers problémes de ’analyse
et la commande d’une classe étendue de systémes a retards.

D’abord, dans le Chapitre 2, on s’est intéressé a deux aspects structurels :
I’accessibilité et la recherche de systémes inverses. Pour le premier, on a
donné une condition suffisante (vérifiable par un nombre réduit de calculs)
et dont la nécessité demeure une conjecture : l'intégrabilité de H,, suffirait
a le prouver. L’inversion de systémes nous a mené a faire une extension de
I'algorithme dit de structure. Ceci nous a permis de donner des conditions
pour l'existence d’un inverse. Ces conditions sont plus fortes que celles que
I'on trouve dans la littérature [14], mais elles sont constructives.

Puis, dans le troisieme Chapitre, on s’est intéressé au probléme de rejet de
perturbations. Une solution compléte par retour d’état bicausal a été donné,

67
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et de conditions suffisantes pour l'existence de plusieurs types de solutions
(statiques et dynamiques) ont été proposées. Ces résultats se distinguent des
autres trouvés dans la littérature car :
ils sont valables sous des hypothéses non restrictives,
— ils ne résultent pas d’approximations telles que la linéarisation ou la dis-
crétisation.

Finalement, dans le quatriéme Chapitre, la linéarisation de systémes a été
traitée. Deux types de linéarisation ont été considérés :

par injections de sortie, et

par bouclage.
Dans le premier cas, une solution compléte a été présentée. Pour le deuxiéme
cas, une solution compléte par retour statique de sortie a été trouvée. Des
conditions suffisantes pour I'existence d’un retour d’état statique résolvant le
probléme ont été obtenues dans le cas des systémes dont le degré relatif de la
sortie est égal a la dimension de 'état. De plus, dans le cas plus général ou
aucune hypothése est faite sur la sortie, des conditions garantissant ’existence
des plusieurs types de solutions par retour d’état ont été données.

Tous ces résultats motivent la poursuite des recherches dans le cadre de cette
approche : malgré la complexité importante inhérente a son développement,
ses possibilités d’application ont été démontrées par les premiers résultats
donnés dans les Chapitres 2 & 4. Ceci ouvre un axe de recherche qui s’avére
fécond pour d’autres problémes tels que le découplage, par exemple.

Une caractéristique importante des résultats apportés par ce travail, est
la possibilité de mise en ceuvre effective : toutes les conditions présentées
peuvent étre vérifiées en pratique, et leur programmation dans des langages
de calcul formel a été mise en ceuvre en partie.

Finalement, méme si cette approche n’est pas directement adaptée pour étu-
dier la stabilité, on peut passer par de formes particuliéres (linéarisation,
formes triangulaires,...) et les associer aux résultats connus sur la stabilisa-
tion pour assurer la stabilité du systéme compensé, tel qu’il est fait dans le
cas de systémes sans retard.
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