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4.3 Comportement élastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.4 Comportement plastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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Introduction générale

Mes activités de recherche s’effectuent depuis 1993 au Laboratoire de Génie Mécanique
et Matériaux (LG2M) de l’Université de Bretagne Sud et ont pour motivation l’étude
expérimentale, la modélisation et la simulation numérique du comportement mécanique des
matériaux en grandes transformations. Elles ont concerné dans un premier temps les alliages à
mémoire de forme et les propriétés spécifiques qui y sont associées telles que la transformation
martensitique, la pseudoélasticité, l’effet mémoire de forme simple et double sens, puis dans
un deuxième temps d’autres types de matériaux tels que les élastomères compacts et les com-
posites élastomère-tissu. Enfin dans un troisième temps, elles ont été consacrées à l’étude du
comportement en dynamique rapide des matériaux métalliques soumis à des chocs puis plus
récemment à l’étude de la mise en forme des tôles d’acier et d’aluminium par emboutissage.

Au travers de ces études, deux thèmes principaux ont été abordés, à savoir dans un pre-
mier temps, le développement de lois de comportement dans un formalisme de coordonnées
matérielles entrâınées et dans un deuxième temps, l’étude de procédés de mise en forme par
emboutissage. Ces deux thèmes constituent les deux parties de ce mémoire, la première (partie
I) étant intitulée : Lois de comportement en coordonnées matérielles entrâınées et la
seconde (partie II) : Mise en forme des matériaux métalliques. Après une thèse (1990-
1993) comportant à la fois des aspects numériques et expérimentaux [Manach(1993)], j’ai tout
d’abord participé, lors de mon arrivée au laboratoire en 1993, au développement d’un code
de calcul par éléments finis en intégrant plusieurs lois de comportement ainsi que différents
algorithmes numériques (frottement, chargements, etc.). Puis, souhaitant revenir à des aspects
plus expérimentaux, mes activités se sont orientées naturellement vers la mise en forme par
emboutissage, domaine déjà présent au laboratoire par l’intermédiaire de contrats industriels
(avec Renault notamment). La plupart des domaines traités dans ce mémoire ont fait l’objet
de contrats industriels.

La première partie de ce mémoire est donc consacrée aux développements numériques réalisés
dans le code de calcul par éléments finis du laboratoire, HEREZH1 en collaboration avec G.
Rio2. L’origine de ce code est née de la volonté du laboratoire de disposer d’un outil de calcul
permettant de faire de la conception d’éléments mécaniques intégrant des alliages à mémoire
de forme [Manach et al.(1994b)]. C’est dans ce cadre que j’ai participé à l’implantation du
modèle d’élastohystérésis développé par Guélin et Favier [Guélin(1980)] [Favier(1988)] dans le
code de calcul HEREZH (1993-1995). Ces développements ont aussi fait l’objet d’un contrat de
recherche avec le Service Technique des Programmes Aéronautiques (STPA) du Ministère de la
Défense. Dans un deuxième temps, par analogie entre certains comportements mécaniques des

1HEREZH signifie mémoire ou hérédité en breton
2Gérard Rio, Professeur des Universités, directeur du LG2M
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6 Introduction générale

alliages à mémoire de forme et les élastomères compacts, d’autres développements numériques
ont été réalisés pour appliquer le modèle d’élastohystérésis à d’autres types de matériaux. Une
des problématiques était par exemple, de simuler numériquement le comportement en service
de tuyaux d’air (durits) pour l’automobile. Cette étude a d’ailleurs été réalisée en partie dans
le cadre d’un contrat avec la société Avon Polymères France sur le thème : Etude du compor-
tement mécanique de tuyaux d’air en composite élastomère-tissu [Manach(1995)]. Les durits
étant des matériaux composites élastomère-tissu, un modèle permettant de modéliser le com-
portement orthotrope du tissu a été développé (1996-1998). Il est utilisé en combinaison avec
un modèle hyperélastique pour modéliser les couches d’élastomère. Enfin, une grande partie
des développements réalisés dans HEREZH ont été mis en place dans le cadre de la thèse
de N. Couty3 sur le thème : Etude du comportement mécanique en grandes transformations
des pièces ou structures en dynamique rapide ; application aux structures navales soumises
à des chocs [Couty(1999)] (1997-2000). La problématique était de simuler le comportement
d’un matériau métallique (acier doux pour la construction marine) lors d’un impact ou d’un
choc. Dans une première approche, on ne s’est pas intéressé aux couplages fluides-structures
qui existent inévitablement pour ces structures. Il s’est donc agit d’implanter dans le code de
nombreux aspects, tels que le contact, le frottement, la prise en compte des effets de vitesse
de déformation, l’application des lois de comportement aux contraintes planes, etc. De plus,
une partie expérimentale très importante a été réalisée pour disposer au laboratoire d’un es-
sai d’impact instrumenté. Bien que j’ai participé à l’implantation de nombreux algorithmes
numériques (frottement par exemple) dans le code de calcul HEREZH, j’ai choisi de présenter
uniquement les aspects relatifs aux lois de comportement implantées. De plus, les problèmes
liés à la méthode des éléments finis (discrétisation, calcul de la matrice de raideur, etc.) ne sont
pas abordés dans ce mémoire4. Il est à noter que cette étude a été en partie financée par la
Direction Générale de l’Armement (DGA) du Ministère de la Défense.

Les activités relatives à la deuxième partie de ce mémoire ont été initiées en partie au Grupo
de Tecnologia (GT) du Centro de Engenharia Mecânica da Universidade de Coimbra5 (Por-
tugal) durant le premier semestre de l’année 2001 au cours duquel j’ai obtenu un CRCT6.
Lors de mon séjour au Portugal, j’ai bénéficié d’une allocation de la FCT (Fundaçao para a
Ciencia e a Tecnologia), équivalent portugais du CNRS. L’objectif était l’étude expérimentale
et numérique de l’emboutissage de tôles métalliques. En effet, beaucoup de travaux ont été
consacré à la modélisation mécanique et à la simulation numérique des processus d’emboutissage
profonds et désormais plusieurs codes éléments finis commerciaux peuvent traiter avec succès
de la simulation numérique d’un tel procédé. Le cadre principal de la modélisation est celui
des grandes transformations élastoplastiques, du contact avec frottement, des lois de compor-
tement élastoplastiques anisotropes et de calculs statiques implicites ou dynamiques explicites.
Bien que de très nombreux travaux aient été réalisés dans ce domaine [Gélin et Picart(1999)]
[Yang et al.(2002)], plusieurs aspects de la modélisation peuvent encore être améliorés afin de
diminuer l’écart entre les résultats expérimentaux et numériques. Par exemple, en considérant
l’emboutissage en plusieurs étapes, la distribution des contraintes et des épaisseurs résultant de
la première étape influencera le comportement au cours des étapes suivantes. On s’attend à ce
que des changements de chemins de déformation se produisent, exigeant alors des lois consti-

3Thèse soutenue en septembre 1999 que j’ai co-encadrée avec G. Rio
4Par contre, les développements peuvent être trouvé dans le recueil d’articles joint à ce mémoire
5CEMUC : laboratoire dans lequel L.F. Menezes, Professeur à l’Université de Coimbra, m’a accueilli
6CRCT : Congé pour Recherche ou Conversion Thématique



Introduction générale 7

tutives plus complexes [Cannizzaro et al.(1990)]. Notre étude a été consacrée à deux procédés
particuliers de mise en forme, un procédé d’emboutissage de godets axisymétriques en deux
étapes en inversant la direction entre les deux étapes d’emboutissage (ré-emboutissage par re-
tournement) [Manach et al.(2001)] et un pliage de tôle rectangulaire (2000-2003). L’intérêt du
premier procédé est le développement d’une histoire complexe de déformation et le second est
bien adapté pour l’étude du retour élastique. J’ai notamment conçu à partir du cahier des
charges d’un benchmark [Gélin et Picart(1999)], les outils nécessaires à la réalisation du dispo-
sitif d’emboutissage de godets cylindriques en deux étapes. Ce dispositif a également été réalisé
au CEMUC selon des plans quasiment identiques. Les simulations numériques ont été réalisées
en collaboration avec L.F. Menezes et S. Thuillier7 avec le code de calcul DD3IMP développé
au CEMUC [Menezes et Teodosiu(2000)]. L’originalité de ce travail réside dans l’utilisation et
la caractérisation de plusieurs modèles plastique d’écrouissage, ainsi que dans la comparaison
entre les simulations numériques et les résultats expérimentaux grâce au développement de
plusieurs dispositifs pour la campagne expérimentale.

Concernant la caractérisation du comportement des matériaux, il est apparu que les lois
d’écrouissage traditionnellement utilisées pour les aciers dans les codes de calcul commerciaux
ainsi que les critères de plasticité conventionnels ne permettent pas de rendre compte fidèlement
des ruptures rencontrées sur des pièces en aluminium au cours des procédés d’emboutissage.
Nous nous sommes intéressés à l’identification paramétrique de lois de comportement utilisées
en emboutissage (2003-2004). Pour ce faire, nous avons établi, en concertation avec P. Pilvin8

et S. Thuillier une base expérimentale importante composée d’essais de traction, de cisaillement
simple monotones et cycliques, de traction plane et d’expansion biaxiale de façon à identifier le
comportement de plusieurs alliages d’aluminium en utilisant le logiciel d’identification SiDoLo9.
Le choix des lois de comportement s’est porté sur celles introduites actuellement dans les codes
métier de simulation numérique de l’emboutissage et afin d’étudier l’influence du critère de plas-
ticité, le critère de Barlat 1991 [Barlat et al.(1991)] a été écrit avec un écrouissage mixte isotrope
et cinématique non linéaire puis comparé par rapport au critère de Hill 1948 [Hill(1950)]. Cette
étude fait actuellement l’objet d’un contrat de recherche avec la société PCI10 sur les problèmes
de la mise en forme par emboutissage de pièces de doublure pour automobiles en aluminium
(portière, capot, etc.).

Enfin, je me suis aussi intéressé à l’emboutissage de matériaux plus complexes tels que les aciers
inoxydables. En effet, les aciers inoxydables sous forme de tôles sont de plus en plus utilisés
dans des domaines tels que l’automobile, l’architecture, l’industrie et les appareils ménagers,
notamment grâce à leur grande résistance à la corrosion, leurs bonnes propriétés mécaniques
et à leur aspect brillant. Par exemple, les tôles de certaines nuances austénitiques sont souvent
utilisées pour des produits mis en forme par emboutissage grâce à leur bonne formabilité.
En effet, l’austénite présente dans les aciers inoxydables, comme dans les aciers de type 304
par exemple, est instable et se transforme en martensite au cours d’une opération de mise en
forme à froid. La martensite induite par la déformation provoque un accroissement du taux
d’écrouissage, ce qui est favorable en mise en forme car l’apparition de la striction se trouve
ainsi retardée [Ludwigson et Berger(1969)]. Cependant, la transformation martensitique induite

7Sandrine Thuillier, Mâıtre de Conférences, LG2M
8Philippe Pilvin : Professeur des Universités, LG2M
9SiDoLo : logiciel d’identification paramétrique développé par P. Pilvin à l’Ecole Centrale de Paris

10PCI : Process Conception Ingénierie Le Rheu, Rennes



8 Introduction générale

peut aussi avoir des effets néfastes. En effet, pour obtenir des godets profonds en emboutissage,
plusieurs passes sont nécessaires. La grande quantité de martensite formée au cours des passes
d’emboutissage successives provoque une augmentation importante de la force sur le poinçon,
une diminution de la résistance à la corrosion, la magnétisation de la pièce ainsi que l’apparition
du phénomène de casse différée [David(1990)] [Giraud et Baroux(1990)]. On développe dans
cette partie un modèle de comportement micromécanique permettant de prendre en compte la
transformation de l’austénite en martensite et le comportement différent de chaque phase. Ce
modèle est alors comparé à un modèle phénoménologique sur des nuances d’acier inoxydables
stables et métastables. Cette étude fait l’objet d’un contrat avec la société Ugine et ALZ
(société du groupe Arcelor) sur le thème : Mise au point d’une loi de comportement pour
les aciers inoxydables austénitiques métastables et constitue actuellement le cadre de la thèse
de S. Gallée11 intitulée : Caractérisation expérimentale et simulation numérique des procédés
d’emboutissage profond. Application aux aciers inoxydables (2002-2005).

11Thèse que je co-encadre depuis 2002 avec P. Pilvin
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Partie I. Lois de comportement en coordonnées matérielles entrâınées 11

Le but de cette partie a été initialement d’intégrer la loi de comportement d’élastohystérésis
étudiée dans le cadre de ma thèse [Manach(1993)] dans un code de calcul de type éléments
finis, afin de pouvoir simuler le comportement mécanique de pièces ou structures intégrant
des alliages à mémoire de forme (AMF) [Manach et al.(1994b)] ou des élastomères compacts.
En effet, l’originalité de cette implantation était de pouvoir mettre en œuvre le schéma
d’élastohystérésis dans un code de calcul et par là même de disposer d’un des rares outils
de dimensionnement 3D permettant de calculer des pièces en AMF et de simuler leurs com-
portements complexes. Compte tenu des grandes déformations rencontrés dans ces matériaux
(allongement relatif en traction uniaxiale de 10% pour les AMF et 200% pour les élastomères),
cette étude se situe dans le cadre des grandes transformations géométriques. Dans ce contexte,
l’approche cinématique étudiée concerne une cinématique 3D complète ne privilégiant aucune
direction particulière. Le comportement thermomécanique élémentaire est modélisé en utilisant
la théorie de l’élastohystérésis, pour laquelle la contrainte totale est exprimée comme la somme
de deux contributions de contrainte, respectivement de type hyperélastique et d’hystérésis pure
[Manach(1993)]. La contribution hyperélastique est directement fonction de l’énergie libre et de
la partie réversible de l’énergie interne ; elle est exprimée dans le cadre général de la mécanique
des systèmes réversibles. La contribution d’hystérésis pure est décrite par un modèle de type
héréditaire à mémoire discrète et les équations constitutives obtenues dépendent explicitement
de la température.

Dans une première phase, ce travail a consisté à développer et à implanter cette loi dans le
code de calcul par éléments finis HEREZH développé au LG2M. La formulation est écrite en
coordonnées matérielles entrâınées et les équations différentielles gouvernant le comportement
sont résolues par une méthode de Newton. Le système final issu de la méthode des éléments finis
est approché par une méthode implicite de Newton-Raphson [Rio et al.(1995b)]. Le chapitre 1
présente brièvement la cinématique utilisée dans le code de calcul et la définition des quantités
tensorielles nécessaires à l’établissement des lois de comportement. Cette modélisation a été
validée sur des cas simples pour lesquels une solution semi-analytique existe, puis dans une
seconde phase, la validation des résultats numériques par rapport à un certain nombre de
résultats expérimentaux a été effectuée :

– sur des alliages à mémoire de forme ; de nombreux cas de flexion de poutres et de plaques
ont été publiés, montrant la pertinence de cette approche.

– sur des élastomères compacts ; en effet, la modélisation des élastomères homogènes et iso-
tropes est actuellement principalement effectuée en utilisant la théorie de l’hyperélasticité et
les différents potentiels élastiques classiques, en général exprimés sous forme polynomiale des
élongations principales. Les phénomènes de dissipation ne sont pas pris en compte alors que la
considération d’expériences de traction de type charge-décharge réalisées sur les élastomères
montre que ces matériaux présentent en fait des effets d’hystérésis dépendant ou non de la
vitesse de sollicitation. Il est donc apparu que la modélisation de ce type de comportement
pouvait être améliorée en utilisant une loi d’élastohystérésis. Différents cas de validation ont
donc été effectués, notamment sur des élastomères compacts thermoplastiques sollicités en
traction et en cisaillement [Manach et al.(1994a)] [Favier et al.(1997)].

Les développements numériques [Rio et al.(1995b)] qui ont permis d’analyser la validité de
la loi de comportement d’élastohystérésis appliquée à plusieurs types de matériaux sont
présentés dans le chapitre 2. Différents cas de calcul ont été publiés, parmi lesquels on peut
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citer l’étude de la génération des contraintes internes dans les alliages à mémoire de forme
[Manach et al.(1995)] qui est présentée au chapitre 3, ou encore l’effet d’un cyclage ther-
momécanique sur la déformation de bagues de serrage en alliage NiTi [Desplats et al.(1996)].

La loi d’élastohystérésis permet également de décrire le comportement mécanique
élastoplastique de matériaux plus classiques tels que les aciers par exemple [Favier(1981)]
[Han(1985)]. Dans ce cadre, on s’est intéressé à la modélisation du comportement mécanique
des structures navales soumises à des chocs et plus particulièrement au comportement d’un
acier doux sous chargement dynamique. Ce travail constitue une des premières études de la
dynamique rapide prenant en compte l’amortissement et l’hystérésis au cours des cycles charge-
décharge se produisant lors de l’impact des matériaux métalliques. Cette étude a fait l’objet
de la thèse de N. Couty [Couty(1999)]. On s’est concentré uniquement sur le comportement en
dynamique rapide des structures, sans tenir compte des inévitables couplages fluides-structures
apparaissant dans les structures navales. Cependant, on s’intéresse à la fois à l’aspect numérique
et expérimental du problème. L’équation du mouvement du corps déformable est discrétisée en
espace par la méthode des éléments finis et en temps par une méthode explicite. Le système
incrémental non-linéaire ainsi obtenu est résolu par une méthode de Newton-Raphson. Ce tra-
vail a consisté principalement à développer les trois parties suivantes :

– Il s’est tout d’abord agit d’étudier et d’implanter les aspects de contact dans le code de
calcul. Il est à noter que ces phénomènes imposent des difficultés supplémentaires qui viennent
s’ajouter aux non-linéarités dues à la loi de comportement et aux grandes transformations.
On s’est limité au cas de deux corps dont un est rigide et l’autre déformable, le contact
étant du type évolutif incrémental. Cette méthode consiste donc à imposer une condition de
contact localement pour chaque nœud concerné et à l’introduire dans l’algorithme global de
résolution correspondant au problème classique non-linéaire de la méthode des éléments finis.

– Il a ensuite été nécessaire de prendre en compte les effets de frottement. La première loi
de frottement introduite est celle de Tresca où la force tangentielle est proportionnelle au
déplacement dans le plan tangent à la direction du contact. La seconde est la loi de frottement
classique de Coulomb où la force de frottement est fonction de la force normale au contact. On
modifie alors les équations du problème général sans frottement en ajoutant une correction à
tous les termes correspondant à un nœud en contact. Ces deux premiers points sont présentés
dans la thèse de N. Couty [Couty(1999)].

– Enfin, lorsque l’on s’intéresse aux phénomènes de dynamique rapide, il est nécessaire de tenir
compte de la sensibilité du matériau à la vitesse de déformation. L’approche retenue dans
le cadre de cette étude consiste à utiliser une loi de comportement viscoplastique de type
Norton-Hoff dans laquelle la contrainte d’écoulement dépend uniquement de la vitesse de
déformation plastique. Cette loi de comportement est présentée dans le chapitre 2 et une
application à la modélisation d’essais de cisaillement monotones et cycliques à différentes
vitesses de déformation est présentée dans le chapitre 3.

J’ai plus particulièrement participé au développement des deux derniers points. Parallèlement,
une partie expérimentale a été entreprise pour analyser le comportement mécanique de ces
matériaux lors d’un impact. Cette étude, que j’ai encadré dans la phase de conception, a consisté
en la mise au point d’une machine d’impactométrie accélérée de façon à tester le comportement
sur une large plage de vitesse de déformation. La pièce impactée se présente sous forme de tôle
rectangulaire et le projectile est hémisphérique ; plusieurs dimensions de plaques et de projec-
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tiles peuvent être testés et la vitesse du projectile peut atteindre environ 20 m/s. Les résultats
expérimentaux obtenus et les simulation numériques relatives à ces tests ont fait l’objet de la
thèse de N. Couty [Couty(1999)], d’un contrat industriel avec la DCN12 Lorient, d’une publi-
cation [Manach et Couty(2001)] et de 2 conférences [Couty et al.(1998)] [Couty et al.(1999)].

Enfin, dans une troisième phase, on s’est intéressé à l’étude expérimentale et la simulation
numérique du comportement mécanique de matériaux composites élastomère-tissu au tra-
vers de pièces particulières (durits automobiles) intéressant la société Avon Polymères France
[Manach(1995)]. L’étude a consisté à développer des outils de caractérisation expérimentale
et de modélisation numérique permettant de prendre en compte les aspects non linéaires
géométriques et constitutifs de ces matériaux. L’originalité de ce travil réside dans le
développement d’une loi de comportement orthotrope simple d’utilisation et de son application
sur des géométries industrielles. Les durits étudiées sont composées de deux constituants prin-
cipaux, à savoir d’une couche de tissu textile polyester insérée entre deux couches d’élastomère
silicone (appelées robes). Il s’est avéré qu’une modélisation de la durit en trois couches distinctes
pouvait être envisagée en utilisant une loi hyperélastique pour les deux couches d’élastomère et
une loi orthotrope pour le renfort de tissu.

Du point de vue théorique, il s’est agit de développer les lois de comportement nécessaires à
la modélisation des durits. Ainsi, de façon à modéliser le comportement fortement non-linéaire
des élastomères, une loi hyperélastique permettant la description des grandes déformations
élastiques est utilisée, selon le cadre conceptuel défini dans le chapitre 1. Pour tenir compte du
comportement anisotrope du renfort textile et de l’ampleur des déformations rencontrées, une
loi d’orthotropie entrâınée est définie dans le cadre des grandes transformations géométriques.
Dans cette approche, les directions principales d’orthotropie correspondent aux directions des
fibres du tissu et on considère que ces directions sont constantes sur chaque élément, la normale
à la surface étant confondue avec une des directions du repère d’orthotropie. Le développement
et l’implantation de cette loi de comportement dans le code de calcul HEREZH est présentée
dans le chapitre 2.

Enfin du point de vue expérimental, il a été nécessaire dans un premier temps, de caractériser
séparément chaque constituant de la durit de façon à en extraire les paramètres caractéristiques
des lois de comportement utilisées au niveau de la modélisation. Ceci a consisté en la réalisation
d’essais de traction et de cisaillement sur des éprouvettes représentatives des matériaux étudiés,
c’est-à-dire d’élastomère silicone seul pour les robes intérieure et extérieure et de tissu enduit de
silicone pour la couche de tissu polyester. Dans un deuxième temps, un banc d’essais permettant
de réaliser quatre types de sollicitations, à savoir traction, compression, flexion et torsion a été
conçu pour pouvoir être adapté sur une machine de traction. Ce dispositif a permis de tester
plusieurs longueurs de durit et de montrer que les résultats obtenus sont reproductibles. Compte
tenu de la difficulté résidant dans l’instrumentation du banc d’essais due à la faible rigidité
des durits, l’étude a consisté à suivre l’évolution de la force au cours de l’essai. Les résultats
obtenus sont présentés dans le chapitre 3. Les développements théoriques et numériques relatifs
à la loi d’orthotropie entrâınée ont été publiés [Manach et Rio(2001)] et les principaux résultats
concernant les calculs sur les durits ont été présentés à une conférence [Manach(1999)].

12Direction des Constructions Navales, Lorient



14 Partie I. Lois de comportement en coordonnées matérielles entrâınées



Chapitre 1

Mécanique des milieux continus

1.1 Introduction

Pour les types d’applications envisagées dans ce mémoire (AMF, composites élastomère-tissu,
élastomères), une représentation adéquate du comportement matériel perd de son intérêt si une
cinématique de grandes transformations (grands déplacements et grandes déformations) n’est
pas adoptée. Dans cette première partie, les lois de comportement étudiées l’on été dans le cadre
du développement du code de calcul par éléments finis HEREZH qui utilise une cinématique
3D basée sur un référentiel matériel entrâıné. L’objet de ce chapitre est donc d’introduire
les éléments de géométrie différentielle essentiels à l’écriture des équations d’équilibre et à la
définition des modèles de comportement. La notion de repère matériel entrâıné est introduite,
associée à un choix particulier de coordonnées curvilignes appelées coordonnées matérielles en-
trâınées. Le tenseur des déformations d’Almansi est ensuite défini à partir du tenseur métrique.
Enfin, la dernière partie établit l’écriture des équations d’équilibre mécanique sur la base des
éléments de géométrie différentielle en coordonnées matérielles entrâınées. Ces dernières sont
exprimées sous une forme faible, équivalente au principe des puissances virtuelles, ce qui permet
ici une approximation éléments finis classique C0 de la cinématique.

Les concepts de géométrie différentielle introduits dans ce chapitre sont classiques
[Brillouin(1938)] [Lichnerowicz(1967)] [Flugge(1972)], pourtant ils ont été relativement peu ap-
pliqués sous la forme présentée dans ce mémoire. Les avantages théoriques et pratiques sont
nombreux, notamment sur le plan de la description des états de contrainte et de déformation,
rendue simple. De plus, ces notions forment un cadre naturel à la mise en place de modèles de
comportement tels que ceux d’hyperélasticité et d’hystérésis pure [Guélin(1980)] [Favier(1988)]
[Pégon(1988)], d’élastoviscohystérésis et d’orthotropie entrâınée décrits dans le chapitre 2, qui
sont tous basés sur ce formalisme. En effet, les concepts liés aux coordonnées matérielles en-
trâınées ont donné lieu récemment à une confrontation avec les formalismes classiques (voir
partie 4) et ont montré la pertinence de cette approche dans l’étude des grandes transforma-
tions élastoplastiques [Mora(2004)].

1.2 Cinématique générale 3D

La description du mouvement est basée sur les évolutions spatiale et temporelle de la position
des points matériels. L’espace euclidien à trois dimensions E3 fournit le cadre spatial et le temps

15
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est représenté par la variable t. L’espace E3 est rapporté à un repère général fixe orthonormé
(O,~Ia), (a = 1, 2, 3) appelé repère cartésien. Dans ce repère, on considère un solide déformable
Ω et on suppose que sa frontière ∂Ω est assez régulière pour appliquer le théorème de la diver-
gence permettant l’obtention des équations d’équilibre local. Afin de modéliser les phénomènes
physiques relatifs au milieu réel, on fait l’hypothèse de milieu continu. Le milieu réel est donc
remplacé par le corps homogène Ω à l’intérieur duquel il n’y a pas de vide et où toutes les
fonctions décrivant l’état de ce corps sont supposées continues et continûment différentiables.

1.2.1 Description cinématique

Le corps Ω est supposé se déformer dans l’intervalle de temps [0, t] à partir d’un état non
déformé défini à l’instant t = 0. On appelle, configuration à l’instant t notée Ct, l’ensemble
des positions spatiales des points matériels constituant le solide à un instant t. La configura-
tion de référence désigne la configuration particulière Ct0 du système à un instant t0 fixé. En
particulier, la configuration de référence à t0 = 0 est la configuration initiale, notée C0. La
notion de déformation est attachée au solide, et dans notre cas elle est définie en introduisant
un paramétrage matériel précisément attaché au solide lui-même.

On considère un point matériel M appartenant au solide Ω. A un instant t, quand le corps Ω
est dans la configuration Ct, le point M occupe dans le repère (O,~Ia) une position Mt définie
par le vecteur position :

~OM(t) = ~M t = xa(t)~Ia (1.1)

Ces coordonnées sont eulériennes puisqu’elles sont définies sur la configuration Ct, contrairement
aux coordonnées lagrangiennes xa(t0) définies sur la configuration Ct0 de référence. La position
du point matériel M à un instant t peut être repérée à l’aide d’un système de coordonnées
curvilignes θi (i = 1, 2, 3). Dans la configuration Ct, la position du point M s’exprime alors
selon :

~M t = xa(θi, t)~Ia (1.2)

Le système de coordonnées curvilignes que nous adoptons est lié à la matière et se déplace
avec elle au cours de la déformation. En ce sens, les paramètres θi sont appelés coordonnées
matérielles entrâınées. Ce paramétrage est établi dans la configuration initiale C0 et reste fixe
durant toute la déformation. Ainsi, si les variables d’espace xa(t) sont eulériennes, celles-ci sont
repérées à l’aide de variables lagrangiennes, c’est-à-dire indépendantes du temps, représentées
par le paramétrage curviligne θi. La description du mouvement peut alors être considérée comme
lagrangienne. Un paramétrage curviligne évident peut être constitué par exemple des coor-
données à l’instant initial (description lagrangienne classique). Par souci de simplicité, c’est le
paramétrage de la discrétisation par éléments finis qui joue le rôle de paramétrage matériel.

1.2.2 Repère matériel entrâıné

A tout instant t, un repère local relatif au paramétrage curviligne est défini au point M selon :

~gi =
∂~x

∂θi
=

∂xa

∂θi
~Ia (1.3)

Cette relation définit le repère dit covariant dépendant du temps (M,~gi). La base (~gi)i=1,2,3,
appelée base naturelle, est entrâınée par la matière. Le paramétrage curviligne étant matériel,
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(M,~gi) est intrinsèque au solide et est objectif car indépendant du repérage global du solide.
Il est donc bien adapté à l’écriture des lois de comportement. Les vecteurs de base ~gi sont
tangents aux courbes décrites par le point M quand seul le paramètre θi varie (cf. Fig.(1.1)).

e

e

e

1

2

3

M

g1

θ1
= cste

g
θ

2
2= cste

θ
3
= cste

g3

O

Fig. 1.1 – Base naturelle (~gi)i=1,2,3 associée aux coordonnées matérielles entrâınées.

A l’aide du produit scalaire classique noté (.), on peut associer au repère précédent un repère
contravariant noté (M,~g i). La base (~g i)i=1,2,3 est appelée base duale et est définie par :

~gi . ~g j = δj
i (1.4)

où δ désigne le symbole de Kronecker. Le champ des vecteurs de base ~gi contient l’information
géométrique spatiale appliquée aux points de la carte de coordonnées matérielles. En effet, si
l’on considère un point matériel M(θi) de position Mt à l’instant t et un point géométrique P

du voisinage de M , tel que ~P = ~M t + ~dl, alors dans le repère (M,~Ia), P peut être repéré par :

~MtP = ~dl = dxa ~Ia (1.5)

Mais P peut également être considéré comme la position M ′
t du point matériel M ′(θi + dθi)

du voisinage matériel de M où dθi désigne la différence infinitésimale entre les coordonnées θi

et θi + dθi. La définition (1.3) du champ de vecteurs de base permet de réécrire (1.5) sous la
forme naturelle :

~MtM
′
t = ~dl = dθi ~gi (1.6)

Si les positions Mt et M ′
t des points matériels M et M ′ évoluent au cours du temps, la relation

(1.6) reste néanmoins toujours valable. Les composantes dθi restent constantes et les vecteurs
de base ~gi évoluent avec la déformation et sont donc convectés par la matière.

1.2.3 Tenseur métrique

Si l’on connait les composantes d’un tenseur dans la base naturelle, il est souvent nécessaire
de pouvoir obtenir ses composantes dans la base duale, et inversement. Pour cela, on utilise les
matrices de changement de base :

gij = ~gi . ~gj et gij = ~g i . ~g j (1.7)
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Les gij et gij sont les composantes du tenseur métrique G respectivement dans la base duale
et dans la base naturelle :

G = gij ~g i ⊗ ~g j = gij ~gi ⊗ ~gj = δi
j ~gi ⊗ ~g j = δa

b
~Ia ⊗ ~Ib = I (1.8)

Le tenseur métrique est symétrique par construction et I est le tenseur identité. Si on pose
g = det[gij] on peut montrer que :

det[~gi] =
√

det[gij] =
√

g (1.9)

√
g représente ainsi le jacobien |∂xa/∂θi| de la transformation θi −→ xa. La définition d’une

déformation basée sur la variation au cours du temps du produit scalaire de deux vecteurs

élémentaires ~dM et ~dM ′ définis à partir du point M et de longueurs infinitésimales est réalisée
à partir du tenseur métrique. L’intérêt du produit scalaire est qu’il inclut à la fois les notions de
longueur et d’angle. En reprenant les formules (1.5) et (1.6) avec ~dM = dθi~gi et ~dM ′ = dθ′j~gj,
on obtient :

~dM . ~dM ′ = ~Ia . ~Ib dxadx′b = ~gi . ~gj dθidθ′j = gij dθidθ′j (1.10)

Soit (Mt1 , ~gi(t1)) le repère naturel au point matériel M de position Mt1 à l’instant t1 et

(Mt2 , ~gi(t2)) le repère analogue à l’instant t2. Les vecteurs élémentaires respectifs sont ~dM(t1) et
~dM ′(t1) à l’instant t1, ~dM(t2) et ~dM ′(t2) à l’instant t2. Comme les termes dθi restent constants,

la différence des produits scalaires correspondants peut s’exprimer :

~dM(t2) . ~dM ′(t2)− ~dM(t1) . ~dM ′(t1) = (gij(M, t2)− gij(M, t1)) dθidθ′j (1.11)

Ce résultat laisse entrevoir la définition d’un processus de comparaison entre les produits sca-
laires de vecteurs élémentaires estimés à des instants différents, autrement dit entre les longueurs
et les angles.

1.2.4 Tenseur des déformations d’Almansi

La notion de déformation entre un instant tR passé et l’instant présent t nécessite la comparaison
des vecteurs élémentaires ~dM(tR) et ~dM(t) (cf éq.(1.11)). Cette comparaison n’est possible que

si le vecteur ~dM est mémorisé à l’instant tR et transporté tel quel à t, ce qui est noté :

t
tR

~dM = ~dM(tR) (1.12)

D’après la relation (1.11), la variation du produit scalaire de deux vecteurs élémentaires ~dM et
~dM ′ définis à partir du point matériel M s’exprime maintenant par :

~dM(t) . ~dM ′(t)− ~dM(tR) . ~dM ′(tR) = ~dM(t) . ~dM ′(t) − t
tR

~dM . t
tR

~dM ′ (1.13)

=
(
gij(t) − t

tR
..gij

)
dθidθ′j (1.14)

Cette expression fait intervenir les composantes deux fois covariantes du tenseur de Cauchy-
Green droit défini par :

t
tR

..G = t
tR

..gij ~g i(t)⊗ ~g j(t) = gij(tR) ~g i(t)⊗ ~g j(t) (1.15)

On peut alors définir le tenseur des déformations d’Almansi entre les états tR et t par :

εt
tR

=
1

2

(
G − t

tR
..G

)
(1.16)
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Ce tenseur est symétrique. Le sens physique accordé à cette définition de la déformation tient
dans l’existence à l’état t de l’information t

tR
..G transportée intacte de tR à t. Autrement dit, elle

implique l’hypothèse selon laquelle la matière est support de mémoire. Parmi toutes les mesures
de déformation possibles, la déformation d’Almansi est eulérienne et en relation directe avec
le tenseur des vitesses de déformation D. Cependant, ses invariants classiques n’ont pas une
signification géométrique directe [Mora(2004)].

1.2.5 Tenseur des contraintes de Cauchy

Pour définir le tenseur des contraintes en se plaçant dans la configuration actuelle Ct, on
considère la force de cohésion ~dF = dF i ~gi(t) qu’exercent les différentes parties du corps Ω sur
un élément matériel infinitésimal de surface dS autour d’un point matériel M et de vecteur
normal unitaire ~N . On définit ainsi le vecteur : ~dS = dS ~N = dSi ~g i(t). Selon l’hypothèse de
Cauchy, on postule une relation linéaire entre les composantes dF i et dSi :

dF i = σijdSi (1.17)

de telle sorte que :
~dF =

(
σij ~gi(t)⊗ ~gj(t)

)
. ~dS (1.18)

Les composantes σij sont celles d’un tenseur σ, appelé tenseur des contraintes de Cauchy, qui
s’écrit dans les différentes bases :

σ = σij ~gi(t)⊗ ~gj(t) = σij ~g i(t)⊗ ~g j(t) = σi
j ~g i(t)⊗ ~g j(t) (1.19)

La notion de transport, déjà utilisée au sujet du tenseur métrique, est supposée s’appliquer aux
contraintes. Autrement dit, on admet qu’il est possible en tout point matériel M d’accorder un
sens physique à un processus de transport matériel d’une contrainte σ(M, tR) entre les instants
tR passé et t actuel [Guélin(1980)]. Cette opération sera employée dans le cadre du schéma
d’hystérésis pure.

1.2.6 Dérivée convective

Alors que la dérivation spatiale dite covariante est classique, l’attention est ici portée sur l’in-
troduction d’une dérivée temporelle de tenseur qui soit objective, c’est-à-dire qui ait une si-
gnification au niveau de l’élément matériel indépendamment de son mouvement dans l’espace
[Pégon(1988)]. En effet, une telle dérivée permet d’une part de respecter le principe d’objecti-
vité dans la définition du principe de superposition (cf. chapitre 2) et d’autre part de conduire
à un tenseur des vitesses de déformation (défini au §1.2.7) qui soit objectif.

La dérivée matérielle en un point matériel fixe dans l’espace d’un tenseur d’ordre 2 s’exprime :(
∂T

∂t

)
θk=cste

=
∂T ij

∂t
~gi ⊗ ~gj + T ij ∂

∂t
(~gi ⊗ ~gj) (1.20)

Dans cette relation, le premier terme est indépendant du mouvement du solide, contrairement
au second qui est entrâıné par le mouvement de ce solide. Le premier terme parâıt donc tout
à fait indiqué pour obtenir une dérivée temporelle objective. On distingue ainsi les dérivations
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selon la représentation du tenseur T , ce qui donne par exemple dans le cas d’une représentation
du tenseur en coordonnées mixtes, l’expression de la dérivée de Jaumann :

1

2
(Lv

.. + Lv.
.) T =

1

2

(
∂T i

j

∂t
~gi ⊗ ~g j +

∂T j
i

∂t
~g i ⊗ ~gj

)
(1.21)

Le taux Lv est appelé dérivée de Lie de T . Il est à noter que la nullité de la dérivée convective
exprime la condition d’existence de mémoire discrète matérielle. C’est le cas pour le tenseur de
Cauchy-Green droit (1.15), dont la définition s’appuie sur ce concept :

Lv..(
t
tR

..G) =
∂gij(tR)

∂t
~g i ⊗ ~g j = 0 (1.22)

1.2.7 Tenseur des vitesses de déformation

L’ensemble des vitesses des points du solide est obtenu en dérivant par rapport au temps la
position ~x(θi, t) dans le repère matériel entrâıné :

~v(θi, t) =
d~x

dt
= ẋa(θi, t)~Ia (1.23)

Le gradient du champ de vitesses précédent est un tenseur du second ordre défini par la relation :

L =
∂~v

∂~x
= δi

j

∂~v

∂θi
⊗ ∂θj

∂xa
~I

a
(1.24)

Grâce aux définitions de la base naturelle (1.3) et de la base duale (1.4), on peut écrire L sous
la forme :

L = δi
j

(
d~gi

dt

)
⊗ ~g j = gij

(
d~gi

dt

)
⊗ ~gj (1.25)

Le gradient du champ de vitesses apporte une information importante sur le mouvement de
l’ensemble des points du voisinage du point M . On peut alors considérer deux cas particuliers.
Lorsque L est antisymétrique, le voisinage de M se déplace comme un solide rigide, il tourne
par rapport à (M,~Ia) mais ne se déforme pas. Par contre, lorsque L est symétrique, il possède
alors trois directions principales dans lesquelles les points voisins de M ne font que s’éloigner ou
se rapprocher de lui mais ne tournent pas. Ces remarques conduisent à décomposer le gradient
du champ de vitesses en une partie symétrique et une partie antisymétrique :

L = D + W (1.26)

avec :

D =
1

2
(L + LT ) et W =

1

2
(L−LT ) (1.27)

où W est appelé tenseur des taux de rotation et D tenseur des taux de déformation. Dans le
cas du repère matériel entrâıné, on peut montrer que D est lié au tenseur des déformations
d’Almansi par la relation :

D = Lv.. εt
tR

(1.28)

qui d’après la définition du tenseur des déformations d’Almansi (1.16) et l’invariance du tenseur
de Cauchy-Green droit (1.22) se réduit à :

D =
1

2
Lv.. G (1.29)

Compte tenu du caractère objectif de la dérivée convective Lv, cette dernière expression implique
que le tenseur des vitesses de déformation est une grandeur objective.
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1.3 Formulation variationnelle

Les parties précédentes ont permis d’introduire les éléments qui définissent une cinématique
de grandes transformations basée sur la définition de coordonnées matérielles entrâınées. Les
tenseurs caractéristiques sont le tenseur métrique, le tenseur des déformations d’Almansi et
le tenseur des contraintes de Cauchy qui lui est associé. Ces grandeurs entrent en jeu dans
l’écriture des équations d’équilibre du mouvement local du solide Ω, qui s’écrivent en statique :

f i
v + σij|j = 0 (1.30)

où les termes σij|j sont les dérivées covariantes du tenseur des contraintes σ et fv les forces
volumiques (par exemple le poids) qui s’exercent sur le solide Ω. L’équilibre du milieu continu est
représenté par le système d’équations aux dérivées partielles (1.30) qui est, au travers de la loi
de comportement et des relations cinématiques, fonction des positions ~x(M, t) recherchées. Ces
équations sont alors exprimées sous une forme faible par application du principe des puissances
virtuelles. Cette forme permet d’obtenir les équations discrétisées par la méthode des éléments
finis. Le paramétrage issu de cette discrétisation spatiale étant lié à la matière, il est tout
naturellement désigné pour jouer le rôle de coordonnées curvilignes entrâınées par la matière.

On considère un ensemble de champs de vecteurs particulier : l’ensemble V∗ad des champs de
vitesses virtuelles ~v∗ = v∗i ~g i cinématiquement admissibles. Ce champ de vecteurs défini sur Ω
est qualifié de virtuel de manière à le distinguer du mouvement réel et il représente en fait toutes
les vitesses possibles, compatibles avec les conditions limites géométriques (ou cinématiques),
avec ~v∗ = ~0 sur ∂Ω. En effectuant une projection des équations d’équilibre sur les vitesses
virtuelles, on obtient de manière équivalente :∫

Ω

[
σij|j v∗i + f i

vv
∗
i

]
dv = 0 ∀~v∗ ∈ V∗ad (1.31)

Cette relation est la forme variationnelle des équations d’équilibre (1.30). Après intégration par
parties du premier terme, application du théorème de la divergence et en tenant compte des
conditions limites mécaniques, on obtient une formulation en vitesse, dite forme faible :∫

Ω

[
σijv∗i|j − f i

vv
∗
i

]
dv −

∫
∂Ω

f i
sv

∗
i ds = 0 ∀~v∗ ∈ V∗ad (1.32)

où les termes v∗i|j désignent les dérivées covariantes des composantes du vecteur ~v∗ et fs les
forces surfaciques s’exerçant sur la frontière ∂Ω du solide Ω. En exprimant la relation liant le
tenseur des vitesses de déformation D et les vitesses ~v, cette expression peut s’écrire :∫

Ω

[
σijD∗

ij − f i
vv

∗
i

]
dv −

∫
∂Ω

f i
sv

∗
i ds = 0 ∀~v∗ ∈ V∗ad (1.33)

L’intérêt de cette forme est de diminuer le degré de dérivation de σij donc de xi, l’inconnue prin-
cipale. Par ailleurs, la relation (1.33) est équivalente au principe des puissances virtuelles, dont
l’écriture est fondée sur une approche plus physique [Germain(1986)]. A partir de l’approxi-
mation par éléments finis, la résolution de l’équation précédente satisfaite pour tout champ
de vitesses virtuelles, conduit à la résolution d’un système non linéaire par la méthode de
Newton-Raphson.
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Chapitre 2

Formulation des lois de comportement

2.1 Introduction

Dans le cas des matériaux métalliques, l’existence simultanée de trois mécanismes, que
sont l’élasticité (mécanisme réversible), la plasticité (mécanisme irréversible) et la visco-
sité (dépendance vis-à-vis de la vitesse de déformation, fluage et relaxation) est clai-
rement mise en évidence par de nombreuses études expérimentales et métallurgiques
[Lemaitre et Chaboche(1985)]. Le point de départ de cette étude est basé sur un forma-
lisme particulier, développé antérieurement dans le cadre du schéma d’élastohystérésis par
Guélin, Pégon et Favier, constitué de la superposition d’une contribution de contrainte hy-
perélastique [Favier(1988)] et d’une contribution de contrainte d’hystérésis pure [Favier(1988)]
[Pégon(1988)]. Il s’appuie sur les processus physiques gouvernant le comportement ther-
momécanique des alliages à mémoire de forme (AMF). Mais le chapitre 3 montrera dans quelle
mesure ce modèle est susceptible de décrire aussi des comportements de matériaux plus conven-
tionnels comme ceux des aciers doux. Le cadre conceptuel général est celui mis en place dans les
travaux de Guélin [Guélin(1980)] et on présente dans ce chapitre les hypothèses et les relations
qui ont permis son introduction dans le code de calcul HEREZH.

Ensuite, un de nos domaines d’étude (explosions et impacts) a nécessité la prise en compte de
l’influence de la vitesse de déformation. Dans le cadre d’un schéma basé sur la superposition
de contribution de contraintes, nous avons considéré un schéma hyperélastique représentant la
contribution réversible du comportement. Le schéma d’hystérésis, initialement implanté dans
le cadre de l’étude des AMF [Manach et al.(1994b)], est à caractère irréversible et permet
par conséquent d’envisager la modélisation de la plasticité des matériaux classiques. Enfin, les
phénomènes étudiés ont lieu à grandes vitesses et il est donc fondamental de prendre en compte
la dépendance du comportement vis-à-vis du temps. Plus précisément, il s’agit de représenter
l’augmentation de la résistance du matériau quand la vitesse de déformation augmente. Pour
ce faire, un modèle viscoplastique simple de type Norton-Hoff a été retenu. Compte tenu des
comportements envisagés, le modèle complet inclut la description de l’écrouissage du matériau,
la possibilité de réaliser des cycles de charge-décharge et la prise en compte de la viscosité.

Ce chapitre présente tour à tour les modèles de lois de comportement développés et leur rôle dans
le modèle final. La loi d’hyperélasticité, modélisant un comportement élastique non linéaire, est
d’abord présentée. Le principe du schéma d’hystérésis est ensuite exposé. Ce modèle comporte
une partie irréversible et permet donc de représenter la plasticité du matériau. Il autorise

23
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également la réalisation de cycles de charge-décharge dissipatifs. Enfin, le modèle viscoplastique
de Norton-Hoff est présenté. Il rend compte de la dépendance du comportement vis-à-vis de la
vitesse de déformation. L’union de ces trois schémas est baptisée modèle d’élastoviscohystérésis.

Enfin, dans le cadre de la modélisation des matériaux composites élastomères-tissu, le compor-
tement du tissu peut induire de grandes déformations élastiques des fibres et de la matrice.
Quand de telles déformations sont considérées, il est clair qu’un comportement orthotrope clas-
sique ne peut plus être considéré en raison de la perte de symétrie matérielle. Afin de garder une
loi simple, même pour de grandes déformations, le concept d’orthotropie entrâınée a été défini.
La loi de comportement orthotrope est aussi développée dans le cadre des grandes transforma-
tions en utilisant les repères matériels entrainés présentés au chapitre 1. Cette loi est dédiée
à la modélisation des matériaux élastiques qui présentent un comportement orthotrope forte-
ment marqué comme, par exemple, les tissus ou les fibres. La loi de comportement orthotrope
entrâınée est présentée à la fin de ce chapitre.

2.2 Principe de superposition

Les lois de comportement développées dans cette partie sont basées sur la superposition de
plusieurs contributions de contrainte, chacune représentant un comportement élémentaire des
matériaux à modéliser. Cette décomposition, qui est généralement effectuée plutôt sur la
déformation que sur la contrainte, a initialement été suggérée par Duhem [Duhem(1980)]. Selon
le principe de superposition suivant, le tenseur des contraintes d’élastohystérésis s’exprime à
partir des tenseurs des contraintes hyperélastique et d’hystérésis pure sous la forme :

dσélastohystérésis = dσhyperélastique + dσhystérésis (2.1)

Cette écriture différentielle est rendue nécessaire car la contribution d’hystérésis pure dépend
du trajet de chargement emprunté pour atteindre l’état actuel. Plus tard, lors de l’étude dy-
namique d’un acier doux, il a été observé que l’effet de la vitesse de déformation sur le com-
portement du matériau semblait approximativement indépendant du niveau de déformation
[Couty(1999)]. Il est donc apparu justifié de considérer la contrainte totale comme la super-
position d’une contribution indépendante du temps et d’une contribution fonction du temps
mais indépendante du niveau de déformation. La première est représentée par le modèle
d’élastohystérésis et la deuxième par le modèle de Norton-Hoff. Selon le même principe de
superposition des contraintes, la contrainte totale est donc exprimée sous la forme différentielle
suivante :

dσélastoviscohystérésis = dσélastohystérésis + dσNorton (2.2)

La relation (2.2) définit le schéma tensoriel dit d’élastoviscohystérésis, par analogie au schéma
d’élastohystérésis. Enfin, dans le but de modéliser le comportement orthotrope lors des grandes
déformations élastiques de matériaux composites élastomère-tissu, la même approche a été
utilisée pour simuler le comportement de ces matériaux avec :

dσ = dσhyperélastique + dσorthotrope (2.3)
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2.3 Modèle hyperélastique

La loi de comportement hyperélastique est définie pour modéliser un comportement réversible
non linéaire dans le domaine des grandes déformations. Comme défini dans le principe de su-
perposition, l’hyperélasticité n’est pas entendue ici au sens de premier stade de la déformation
précédant la plasticité mais plutôt au sens de l’existence d’une contribution réversible à n’im-
porte quel stade de déformation. La définition d’un schéma d’hyperélasticité repose sur l’exis-
tence d’un état initial neutre (tR = 0) tel qu’après déformation, le tenseur des contraintes ∆t

0σ
dépend uniquement du tenseur de déformation induit, calculé à partir de cet état de référence :
∆t

0ε. L’état de référence étant l’état neutre (∆tR
0 σ(0) = 0), on écrit simplement σ = ∆t

0σ pour
la contrainte et ε = ∆t

0ε pour la déformation.

La définition du comportement s’appuie sur la conservation de l’énergie et sur le postulat de
l’existence d’une énergie élastique, fonction d’état. La densité d’énergie élastique E est définie
à partir de l’inégalité de Clausius-Duhem [Lemaitre et Chaboche(1985)] :

∂(
√

gE)

∂t
=
√

g σ : D =
√

g σij Dji (2.4)

où D est le tenseur des vitesses de déformation. E dépend à chaque instant d’un certain nombre
de grandeurs scalaires pa caractérisant les variations intrinsèques de la géométrie entre l’état
neutre et l’état déformé. Les fonctions pa peuvent s’écrire sous la forme :

∂pa

∂t
= f ij

a Dji (2.5)

Le terme ∂(
√

gE)/∂t peut ainsi être exprimé selon :

∂(
√

gE)

∂t
=

∂(
√

gE)

∂pa

∂pa

∂t
=

∂(
√

gE)

∂pa

f ij
a Dji (2.6)

Par identification, les composantes du tenseur des contraintes sont par conséquent définies par :

√
g σij =

∂(
√

gE)

∂pa

f ij
a (2.7)

E est supposée fonction uniquement de la variation de forme entre l’état neutre et l’état actuel.
En particulier, ce changement de forme peut être décrit par le tenseur des déformations d’Al-
mansi ε. L’hypothèse d’un comportement isotherme et isotrope permet de restreindre à trois le
nombre de grandeurs pa dont dépend E ; elles peuvent être choisies sous la forme d’invariants de
ε. Après calcul de ∂pa/∂t et sachant qu’on postule une forme donnée par la relation (2.5), on en
déduit la forme des termes f ij

a , puis celle de σ en fonction de E. Par exemple, pour les variables
pa on peut choisir la variation de volume v et les éléments Qε et ϕε d’une représentation polaire
classique du tenseur ε définis par :

v =

√
g

√
g0

(2.8)

Qε =
√

2ĪĪε̄ (2.9)

cos(3ϕε) = 3
√

6

(
ĪĪĪε̄

Q3
ε

)
(2.10)



26 Partie I. Lois de comportement en coordonnées matérielles entrâınées

où ĪĪε̄ et ĪĪĪε̄ désignent les moments du déviateur du tenseur des déformations [Favier(1988)].
Le tenseur des contraintes σ peut alors s’exprimer sous la forme [Favier(1988)] :

σ = α0 G + α1 ε + α2 ε . ε (2.11)

L’écriture des coefficients αi (i = 1, 2, 3) peut être trouvée dans [Couty(1999)]. Si l’on veut par
exemple que la partie isotrope du tenseur des contraintes soit indépendante de la phase ϕε, une
solution triviale est que E ne dépende pas de ϕε. Un exemple d’un tel potentiel E est celui
utilisé dans le cadre des alliages à mémoire de forme [Favier et al.(1989a)] :

E =
k

6
ln2 v +

Q2
0r

2µr

ln

[
cosh

(
2µr

Q0r

√
2ĪĪε̄

)]
+ 2µ∞ĪĪε̄ (2.12)

où µr, µ∞, Q0r sont des paramètres caractéristiques du matériau. Le paramètre k a la signifi-
cation d’un coefficient de compressibilité volumique : k = 3λ + 2µ (λ et µ = µr + µ∞ sont les
paramètres de Lamé). La dépendance du potentiel E vis-à-vis de la phase permet par exemple
de représenter la différence de comportement observée expérimentalement au cours d’essais
de traction-compression. Cette dépendance peut être envisagée au travers des paramètres ca-
ractéristiques précédents (par exemple Q0r = Q0r(ϕε)) [Krenk(1996)].

Par analogie avec la théorie de la plasticité, on peut introduire la contrainte équivalente au sens
de Von Mises et la déformation équivalente associée qui conduisent à l’écriture monodimension-
nelle de la loi hyperélastique obtenue à partir de la formulation tridimensionnelle :

σeq =
Q0r

√
3√

2
tanh

(
3µrεeq√
3Q0r/

√
2

)
+ 3µ∞εeq (2.13)

En considérant que la déformation est isovolume, on peut calculer les contrainte et déformation
équivalentes correspondant à une essai de traction et à un essai de cisaillement. La figure (2.1)
met en évidence la signification des paramètres matériau de ce modèle.

µ r

2

0r

τ

γ

Q µ

µ

2

σ

ε

3Q 0r 3 µ

3( )µ r µ

Fig. 2.1 – Signification des paramètres matériau de la loi hyperélastique sur un essai de
cisaillement simple (figure de gauche) et de traction uniaxiale (figure de droite).

2.4 Modèle d’hystérésis pure

La contribution d’hystérésis pure est toujours irréversible mais présente néanmoins certaines
particularités qui la distinguent des modèles plastiques classiques. La plus évidente est qu’elle
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met en jeu deux termes énergétiques dont l’un est un terme de dissipation et l’autre un terme
d’énergie interne. La présence de ce dernier la différencie fondamentalement d’un phénomène
de friction classique qui lui n’implique que des termes de dissipation. L’autre particularité
importante concerne encore ce terme d’énergie interne qui dépend de l’état actuel mais aussi
de toute l’histoire thermodynamique précédente. Cette caractéristique fait appel au concept de
mémoire discrète introduite dans les travaux de Guélin et Pégon, qui ont permis d’une part
de montrer l’intérêt d’un point de vue mathématique de l’usage des coordonnées matérielles
entrâınées [Guélin(1980)] et d’autre part de proposer une stratégie de résolution numérique
[Pégon(1988)]. Il est à noter que Favier [Favier(1988)] a plus particulièrement contribué à l’étude
du schéma d’élastohystérésis qu’il a étendu au cas non isotherme.

Une représentation simple du comportement d’hystérésis pure peut être faite à partir d’un essai
de cisaillement simple dont l’intérêt est de ne faire intervenir, au premier ordre, qu’une seule
composante des tenseurs de contrainte et de déformation : ∆t

0τ = ∆t
0σ12 est la contrainte de

Cauchy en cisaillement et ∆t
0γ = 2∆t

0ε12 représente le cisaillement d’Almansi dans le repère

fixe (O,~Ia). Si l’on considère que l’état neutre cöıncide avec l’état à t = 0, ces grandeurs se
réduisent simplement à ∆t

0τ = τ − t
0τ et ∆t

0γ = γ − t
0γ.

τ

γ

D
A

B

C’

O

E

C

µ h

F

S0h

Fig. 2.2 – Evolution complexe dans un cas monodimensionnel de cisaillement simple.

On s’intéresse aux évolutions représentées sur la figure (2.2). Le passage d’une phase de charge
à une phase de décharge et vice-versa est appelé inversion. Ainsi, le point A matérialise une
inversion dans le passage de la branche de première charge OA à la branche de décharge AB.
La discontinuité que représente le point A en fait un évènement mémorable dans la mesure où
il va jouer un rôle dans l’évolution ultérieure du milieu. Par conséquent, le long de la branche
AB, la contrainte actuelle τ se déduit de la définition de la variation de contrainte entre tA et
t, notée ∆t

Aτ :

∆t
Aτ = τ − t

Aτ = τ − τ(tA) =⇒ ∆t
0τ = τ = τ(tA) + ∆t

Aτ (2.14)

où la contrainte de référence τ(tA) aura dû être préalablement mémorisée. Le point A fait donc
office d’état de référence pour l’état à t. De la même façon, le point d’inversion B représente
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l’état de référence le long de la branche BC. On constate donc le rôle essentiel joué par les
notions de mémoire discrète et de transport dans la description du modèle d’hystérésis pure.
Physiquement, on observe que la branche BC ne peut être prolongée par CC ′ mais doit l’être
par CD c’est-à-dire selon la première charge. Le point C est appelé point de cöıncidence ou
point de rattrapage. Le cycle ABC se ferme sur lui-même de telle sorte que le long de ABC il est
nécessaire de conserver les mémoires de A et B mais ces mémoires peuvent être définitivement
effacées une fois sur la branche CD. Autrement dit, au delà de C, tout se passe comme si le
cycle ABC n’avait pas été réalisé et le nouvel état de référence est l’état neutre représenté par
le point O. Toutes les branches des cycles d’hystérésis se déduisent de la branche de première
charge OD par une homothétie de rapport ω = ±2, ω étant appelé paramètre de Masing. Ainsi,
sur OD et OE le paramètre de Masing vaut ω = 1 alors que sur les branches AB, BC ou encore
AE et FC (C désignant ici le rattrapage de la branche de première charge par la branche issue
de F ) : ω = 2. De plus, les pentes dτ/dγ à droite des points d’inversion tels que A, B ou E
sont égales à la pente à l’origine µh.

Si l’indice r désigne un état de référence, l’équation fonctionnelle du comportement d’hystérésis
pure monodimensionnel peut s’écrire sous la forme :

∆t
rτ = ωS0h tanh

(
µh

ωS0h

∆t
rγ
)

(2.15)

ou sous forme différentielle :

τ̇ = µh

(
1− ∆t

rτ
2

(ωS0h)2

)
γ̇ = µh γ̇ +

(
−µh

(ωS0h)2

)
φ ∆t

rτ (2.16)

où φ = ∆t
rτ γ̇ représente la dissipation intrinsèque [Pégon(1988)] définie par : φ = −Pi−π, avec

Pi = −τ γ̇ la puissance des efforts intérieurs et π = t
rτ γ̇ la puissance réversible [Guélin(1980)].

L’extension du cas monodimensionnel au cas tridimensionnel est effectuée en supposant d’une
part que le matériau est isotrope et d’autre part que la contribution d’hystérésis pure est
entièrement déviatoire [Favier(1988)]. Le schéma constitutif peut se présenter sous la forme
suivante :

∂ ∆t
rS

′i
.j

∂t
= 2µh D̄i

.j + β4 φ̄ ∆t
rS

′i
.j (2.17)

où S′ désigne le déviateur du tenseur des contraintes de Cauchy et D̄ le déviateur du tenseur
des vitesses de déformation. La valeur tr du paramètre d’avancement représente une situation de
référence qui correspond à l’état initial lors de la première charge et au dernier état d’inversion
dans le cas courant. Le paramètre t, analogue au temps, sert à décrire une évolution positive.
Les deux paramètres intrinsèques au matériau sont µh et β4. Le premier, µh, apparâıt dans
la formulation monodimensionnelle (2.16) et correspond au module de cisaillement. Si S0h

représente la contrainte seuil de cisaillement simple alors dans le cas particulier d’une surface
de plasticité de Von Mises, β4 est défini par [Pégon(1988)] :

β4 = − µh

(ωS0h)2
= − 2µh

(ωQ0h)2
(2.18)

où Q0h représente le rayon du cercle de Von Mises : Q0h =
√

2 S0h. Le terme φ̄ correspond à
une mesure de la dissipation intrinsèque qui s’exprime :

φ̄(t) = ∆t
rS

′ : D̄ = ∆t
rS

′i
j D̄j

i (2.19)
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Enfin, la définition de l’équation (2.17) est réalisée en utilisant un schéma à transport mixte
(schéma de Zaremba) dont l’intérêt par rapport aux autres types de transport (Zaremba à trans-
port covariant ou contravariant) est l’indépendance vis-à-vis de la métrique [Pégon(1988)]. Les
composantes symétriques deux fois contravariantes de S s’obtiennent par la relation suivante :

Sij =
1

2

(
S ′i

k gkj + S ′j
k gki

)
(2.20)

L’équation (2.20) définit en fait la dérivée de Lie de S′ une fois contravariante et une fois cova-
riante, dont l’usage permet de satisfaire automatiquement le principe d’objectivité. L’équation
(2.17) est une équation différentielle du premier ordre. La technique retenue pour en appro-
cher la solution est une linéarisation au premier ordre puis une intégration exacte de manière
implicite par un algorithme de Newton. L’équilibre global de la structure étant approché par
une méthode éléments finis incrémentale en déplacement de type lagrangienne réactualisée, il
est nécessaire de définir une cinématique d’évolution le long d’un pas de temps. Deux tech-
niques simples peuvent être envisagées [Pégon(1988)] : la vitesse de déplacement est supposée
constante sur l’incrément, ou bien la vitesse de déformation est supposée constante. D est ainsi
fixée sur l’incrément. L’expérience montre que les résultats diffèrent peu mais la solution à vi-
tesse de déformation constante a été privilégiée dans la majorité des calculs parce qu’elle parâıt
a priori plus conforme à la réalité. Le détail de la résolution de l’équation constitutive peut être
trouvé dans [Rio et al.(1995b)].

Détermination des inversions et des cöıncidences. Le critère d’inversion s’appuie sur
une mesure de la dissipation instantanée d’énergie qui peut être obtenue en utilisant le taux de
dissipation intrinsèque défini dans la relation (2.19). Si t correspond à l’état précédant l’état
actuel t + ∆t tel que tr ≤ t < t + ∆t, où tr représente l’état de référence, le taux de dissipation
intrinsèque vaut :

φ̄(t + ∆t) = ∆t+∆t
r S ′i

j D̄j
i (2.21)

Cette grandeur est relative à un élément de volume et doit être toujours positive, en accord avec
l’expression du second principe de la thermodynamique [Pégon(1988)]. Un critère d’inversion
lié à la discrétisation peut donc s’exprimer de la manière suivante :

si φ̄(t + ∆t) < 0 alors l’état à t est considéré comme point d’inversion

Le tenseur des contraintes S′(t) est alors mémorisé et cet état représente la nouvelle référence
S′

r pour les états suivants, jusqu’à une nouvelle inversion ou une cöıncidence. En particulier,
le calcul de l’état à t + ∆t, qui a permis de détecter l’inversion, doit être repris pour prendre
en compte justement cette nouvelle référence. Sur la figure (2.3), les points A, B, C et D sont
des points d’inversion. Si l’inversion a lieu à partir de la première charge (ω = 1), comme c’est
le cas du point A, le paramètre de Masing est affecté à la valeur ω = 2, jusqu’au retour à la
branche de première charge au point de cöıncidence F où de nouveau ω = 1.

Dans le but de déterminer les points de cöıncidence, on introduit la fonction d’aide W :

W =
2

ω2

∫ t

tr
φ̄(τ) dτ avec W (t+r ) = 0 (2.22)

Par définition, cette fonction représente en fait une mesure de l’énergie échangée le long d’un
trajet entre deux points d’inversion. La cöıncidence est observée lorsque le niveau courant
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d’énergie échangée rejoint le maximum atteint lors de la branche précédente. La cöıncidence
représente alors la fermeture d’un cycle qui peut donc être oublié. La figure (2.3) montre
l’évolution de la fonction d’aide dans le cas d’un cycle complexe.
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Fig. 2.3 – Evolution cyclique complexe dans un cas monodimensionnel de cisaillement et
évolution de la fonction d’aide W le long de ce trajet de chargement.

A titre d’exemple, considérons la branche DE pour laquelle D est l’état de référence. Soit deux
états consécutifs t et t + ∆t sur cette branche. Si W (t + ∆t) < W (tD) alors l’évolution est
normale et le calcul de S′(t + ∆t) est validé puis on passe à l’incrément suivant. Par contre, si
W (t) < W (tD) < W (t + ∆t) alors la branche précédente BA est rattrapée : il y a cöıncidence.
Il existe donc entre t et t + ∆t un état E tel que : W (tE) = W (tD), c’est-à-dire que l’énergie
échangée le long de la branche DE est égale à celle échangée le long de CD. Le cycle CDE est
alors oublié, ce qui est traduit par l’égalité : W (tE) = W (tC) et le point B devient nouvel état
de référence sur la partie de branche EF . Sur la figure (2.3), les points E et F sont des points
de cöıncidence.

Le processus de gestion des cöıncidences met en évidence la nécessité de mémoriser la valeur
de la fonction d’aide aux points d’inversion (en l’occurrence en D et C), en plus du tenseur des
contraintes S′. Si le paramètre d’avancement t représente un état d’inversion, les grandeurs S′ et
W (t) sont mémorisées simultanément et deviennent les grandeurs de référence S′

r et Wr jusqu’à
la prochaine inversion ou cöıncidence. La procédure algorithmique générale de détermination
des points d’inversion et des cöıncidences peut se résumer sous la forme suivante :

φ̄(t + ∆t) < 0 → état t : point d’inversion

φ̄(t + ∆t) ≥ 0 →


W (t + ∆t) ≤ Wr → monotonie

W (t + ∆t) > Wr → cöıncidence

(2.23)

Enfin, en vue de son identification, le modèle d’hystérésis pure peut être exprimé dans le cas
monodimensionnel, de manière analogue à la loi hyperélastique. La contrainte équivalente σeq

d’hystérésis pure et la déformation équivalente associée εeq sont ainsi liées par la relation :

σeq =
Q0h

√
3√

2
tanh

(
3µrεeq√
3Q0h/

√
2

)
(2.24)
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Dans l’hypothèse de déformation isovolume, la figure (2.4) met en évidence le rôle des pa-
ramètres matériau du modèle d’hystérésis pure respectivement dans les cas du cisaillement et
de la traction simple.

µ
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γ
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ε
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Q 0h

Fig. 2.4 – Signification des paramètres matériau de la loi d’hystérésis pure pour un essai de
cisaillement simple (figure de gauche) et pour un essai de traction simple (figure de droite).

2.5 Modèle viscoplastique de Norton

L’introduction d’une contribution viscoplastique dans le modèle de comportement est motivée
par le caractère visqueux des matériaux envisagés dans la plage de vitesses de déformation
concernée par les applications en dynamique. La loi utilisée ici est une loi viscoplastique de
type Norton-Hoff. Cette loi phénoménologique ne fait intervenir qu’un nombre restreint de
paramètres facilement identifiables à partir d’essais expérimentaux. Ce modèle est fréquemment
utilisé dans la simulation de la déformation des matériaux métalliques à chaud [Friaa(1979)]
ou pour décrire les phénomènes de fluage. Mais à notre connaissance, il ne semble pas avoir
été employé pour l’étude du comportement des matériaux en dynamique rapide, tout du moins
sous sa forme tensorielle générale. Par contre, la formulation simple de ce modèle ne permet pas
de prendre en compte l’ensemble des comportements visqueux et notamment les phénomènes
de relaxation.

On suppose que la partie déviatoire est découplée de la partie isotrope, ce qui revient à
considérer que la pression hydrostatique n’a pas d’influence sur la partie viscoplastique. La
loi de comportement de Norton-Hoff est donnée par la relation tensorielle suivante :

S = 2K
(√

3 ˙̄ε
)m−1

D̄ (2.25)

où S désigne le déviateur du tenseur des contraintes, D̄ le déviateur du tenseur des vitesses de
déformation, ˙̄ε la vitesse de déformation généralisée. K (MPa.sm) la consistance du matériau et
m la sensibilité à la vitesse de déformation sont les deux paramètres matériau. Comme dans le
cas du modèle d’hystérésis pure, la vitesse de déformation D peut être calculée à partir de deux
cinématiques différentes au cours d’un incrément : soit à vitesse de degrés de liberté constante
ou à vitesse de déformation constante. La vitesse de déformation généralisée est classiquement
donnée par la relation :

˙̄ε =
(

2

3
D̄ : D̄

)1/2

(2.26)
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Le système étant résolu par la méthode de Newton-Raphson dans le cas implicite, il est
nécessaire de calculer la variation de S par rapport aux degrés de liberté. Le calcul de ces
termes est détaillé dans [Manach et al.(2001)]. Ce calcul fait intervenir un terme en ˙̄ε

−1
qui

pose un problème lorsque la vitesse de déformation est nulle, c’est-à-dire au début de chaque
incrément. La solution retenue consiste à utiliser une loi linéaire de type Newton, ce qui revient
à prendre m = 1 dans la loi de Norton-Hoff pour la première itération de chaque incrément.

Cette loi de comportement a été appliquée au calcul de la déformation d’une inclusion visco-
plastique noyée dans une matrice viscoplastique [Manach et Couty(2001)]. Les résultats ob-
tenus ont montré une très bonne corrélation avec la solution théorique établie par Gilormini
[Gilormini(1985)].

2.6 Modèle orthotrope entrâıné

Dans le cas des matériaux à fibres, des déformations finies peuvent apparâıtre par cisaille-
ment dans le plan des fibres sans avoir de grandes déformations dans la direction des fibres.
Le matériau déformé n’est plus alors orthotrope, bien que le comportement initial soit le
même dans la direction principale des fibres. Selon la théorie classique de l’élasticité, ces
remarques mènent à un comportement anisotrope défini par 21 coefficients. Cependant, il
s’avère que le comportement le long des directions correspondant aux directions principales
initiales entrainées sur le corps déformé ne change pas beaucoup. C’est l’idée principale em-
ployée ici pour définir l’évolution de l’orthotropie initiale. Le modèle obtenu permet de ne
garder que les 9 paramètres initiaux du comportement orthotrope général. On considère un
champ de vecteurs objectivement définis qui est initialement le repère orthonormé lié aux di-
rections de l’anisotropie matérielle. Ce champ est entrainé par le mouvement des coordonnées
matérielles [Pégon et Guélin(1986)]. Ce repère matériel unitaire ~Oi(i = 1, 2, 3) dont les direc-
tions cöıncident avec la direction initiale des fibres représente les directions principales ortho-
trope du corps par rapport au repère fixe ~Ia de référence. La relation entre le repère d’ortho-
tropie initial et la base naturelle ~gi peut être définie par une rotation d’angle α dans le plan
tangent à la surface moyenne de l’élément (voir Fig.(2.5)).
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I 2
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α
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1

Fig. 2.5 – Définition des vecteurs d’orthotropie ~Oi par rapport aux vecteurs de la base naturelle
~gi. Les lignes pointillées représentent les directions des fibres.
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La loi de comportement orthotrope est représentée par un tenseur d’ordre 4 non constant E :

σ = E : ε (2.27)

Dans l’état initial, les coordonnées de E dans le repère ~Oi peuvent être représentées par la
matrice classique suivante, obtenue en inversant la matrice de rigidité pour laquelle les termes
sont généralement plus simples :

E−1 =



1

E1

−ν21

E2

−ν31

E3

0 0 0

−ν12

E1

1

E2

−ν32

E3

0 0 0

−ν13

E1

−ν23

E2

1

E3

0 0 0

0 0 0
1

2G23

0 0

0 0 0 0
1

2G13

0

0 0 0 0 0
1

2G12



(2.28)

où Ei sont les modules d’Young, νij les coefficients de Poisson et Gij les modules de cisaillement

dans la direction principale des fibres, c’est-à-dire dans le repère ~Oi. Conformément à notre
hypothèse, les composantes de E sont supposées constantes pendant la déformation et le tenseur
E est écrit dans le repère orthotrope initial ~Oi :

E = Ei l
jk

~Oi ⊗ ~O
j
⊗ ~O

k
⊗ ~Ol (2.29)

La loi de comportement est alors obtenue en coordonnées mixtes (contravariant et covariant)
dans le repère orthotrope puisque le repère mixte est le seul repère où les contraintes et les
déformations demeurent de la même grandeur que ~Ia. Cependant, comme tous les termes de la
loi doivent être écrits dans le même repère, on a par exemple :

σij = Eijkl εkl (2.30)

Dans notre cas, il est nécessaire de calculer les coordonnées covariantes de E dans la base
naturelle. De plus, le repère dans lequel est exprimée cette relation doit être normé puisque
les vecteurs ~Oi sont déformés similairement aux vecteurs ~Gi. Dans les conditions initiales, les
vecteurs ~Oi sont définis par :

~Oi = A j
i

~Gj

||~Gj||
et ~O

j
= Bj

i

~G
i

||~G
i
||

(2.31)

où (i, j = 1, 3). L’hypothèse d’orthotropie entrainée conduit à des coefficients A et B qui restent
constants pendant la déformation, c’est-à-dire que le repère d’orthotropie suit la rotation de la
base naturelle ; on obtient dans le repère déformé :

~oi = A j
i

~gj

||~gj||
et ~o j = Bj

i

~g i

||~g i||
(2.32)
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En introduisant les notations suivantes :

Γ β
α =

~oα

||~oα||
. ~g β and Λβ

α =
~oβ

||~oβ||
. ~gα (2.33)

le tenseur Ê dans la base naturelle déformée ~g
′

i = ~gi/||~gi|| peut être exprimé par :

Ê = Ei l
jk Γ α

i Λj
β Λk

γ Γ δ
l gββ′

gγγ′
~g

′

α ⊗ ~g
′

β′ ⊗ ~g
′

γ′ ⊗ ~g
′

δ

= Eαβ′γ′δ ~g
′

α ⊗ ~g
′

β′ ⊗ ~g
′

γ′ ⊗ ~g
′

δ (2.34)

où α, β, β′, γ, γ′, δ = 1, 2, 3. Il subsiste néanmoins une limitation de ce modèle lorsque l’on
considère des sollicitations telles que celles présentées Fig.(2.6). En effet, on peut envisager le
cas élémentaire d’un matériau composé de 2 fibres de module d’Young E1 dans la direction
principale des fibres (les autres propriétés mécaniques étant mises à zéro), dans une matrice
dont les propriétés mécaniques sont négligeables par rapport à celles des fibres. L’éprouvette
est déformée initialement selon Fig.(2.6.b) par un cisaillement d’angle θ. On s’intéresse à la
différence entre une traction sur le matériau prédéformé en cisaillement comparée à une traction
du même matériau sans cisaillement préalable. En fait, il est clair que le comportement devrait
être équivalent puisque les fibres n’ont pas été déformées par le cisaillement initial, le seul
changement entre les deux configurations étant relatif à la section. Cependant, la limitation
vient de l’aptitude de ce modèle à évaluer avec précision la proportion entre des déformations
significatives de cisaillement et les grandes déformations.

Fibres

Matrice

θ
L L

L

L

o o
o

ocos θ

Fa) b) c)

Fig. 2.6 – Déformation d’une éprouvette élémentaire. a) Etat initial, b) l’éprouvette est soumise
à un grand cisaillement d’angle θ et c) l’éprouvette est soumise à des grandes déformations sous
l’action de la force F .

Quand l’échantillon est d’abord soumis à une déformation de cisaillement, on peut considérer
que le repère matériel est déformé en cisaillement d’un angle θ et que les propriétés orthotropes
sont également modifiées par le même angle, selon Fig.(2.6). Quand le matériau est alors soumis
à un essai de traction dans l’axe principal des fibres, le module apparent est E ′

1 = E1/ cos θ
puisque la section a changé (voir Fig.(2.6.c)). Cependant, il semble évident que le module
apparent devrait être identique au module initial, c’est-à-dire à E1. Le modèle est donc cohérent
avec cette observation tant que cos θ est proche de 1. Dans une approche orthotrope classique,
le module apparent change linéairement en fonction de l’angle θ. Notre approche est donc valide
sur une gamme plus large de déformation de cisaillement.
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Afin de résoudre ce problème, un paramètre additionnel appelé densité de fibre df , peut être
introduit. Cette densité de fibre est liée au volume de l’éprouvette et est comparée à la densité
initiale de fibre df0. Le module apparent a donc la variation suivante :

E ′
1 = E1

df1

df0

(2.35)

Il est clair que le rapport de ces deux densités varie en 1/ cos θ, ce qui résout le problème
précédent. Cependant, cette modification ne satisfait pas l’équation de l’isotropie linéaire quand
les coefficients matériau sont mis égaux aux propriétés isotropes. Ceci produit en fait une ortho-
tropie induite dans le matériau, même si le matériau est initialement isotrope, pour plusieurs
cas de chargement puisque la densité de fibre peut changer. Une telle approche pourra être com-
parée au modèle actuel. Quoi qu’il en soit, quand les rotations ne sont pas trop importantes, les
deux approches donnent des résultats relativement proches. L’originalité ce modèle est donc de
permettre, comme dans le cas de l’orthotropie linéaire, de ne conserver que 9 coefficients pour
décrire l’orthotropie non linéaire.
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Chapitre 3

Applications

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à quelques applications utilisant les lois de comportement présentées
dans le chapitre 2. En ce qui concerne le modèle d’élastohystérésis, les développements
numériques ont permis d’analyser la pertinence de ce modèle en l’appliquant à la simulation
numérique du comportement mécanique des AMF. Différents cas de calcul ont été étudiés,
parmi lesquels on peut citer l’étude de la génération des contraintes internes, ou encore l’ef-
fet d’un cyclage thermomécanique sur la déformation de bagues de serrage en alliage NiTi
qui est présenté ici. Puis, lors de l’étude du comportement dynamique d’un acier doux, nous
avons montré que la prédiction de la résistance des structures soumises à des chargements
mécaniques rapides nécessite, quand le chargement fait intervenir des cycles ou des grandes
déformations, de prendre en compte non seulement les effets d’écrouissage monotones et cy-
cliques mais aussi la dépendance en fonction de la vitesse de déformation. On présente dans
ce chapitre une application du modèle d’élastoviscohystérésis à la simulation numérique d’es-
sais de cisaillement expérimentaux monotones et cycliques à différentes vitesses de déformation
[Manach et al.(2001)]. Enfin, la dernière partie concerne l’étude expérimentale et la simulation
numérique du comportement mécanique de matériaux composites élastomère-tissu. On présente
ici une application du modèle orthotrope entrâıné au cas de sollicitations élémentaires de durits
droites automobiles.

3.2 Modèle d’élastohystérésis : application aux alliages

à mémoire de forme

On s’intéresse à l’étude numérique de l’expansion d’un raccord de tubes en alliage à mémoire
de forme NiTi soumis à un champ de déplacement interne uniforme. Le but est d’analyser
la génération des contraintes internes pendant la déformation pseudoélastique avant l’effet de
mémoire de forme et de mettre en évidence les distributions de contraintes résiduelles à la fin du
processus de prédéformation. Les paramètres matériau ont été identifiés sur un alliage NiTi à
partir de résultats expérimentaux obtenus en traction et en cisaillement simple [Manach(1993)]
[Manach et Favier(1997)]. Dans l’état martensitique, Q0r est mis à zéro puisqu’il caractérise
la transformation martensitique induite et les autres paramètres sont donnés dans le tableau
(3.1). La courbe contrainte-déformation obtenue en utilisant ces paramètres présente un com-
portement caoutchoutique qui est caractéristique du comportement de la phase martensitique.
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kr µr µ∞ µh S0h

95000 22500 1000 15000 200

Tab. 3.1 – Paramètres matériau d’un alliage NiTi identifiés avec la loi d’élastohystérésis.
Toutes les valeurs sont en MPa.

Ce cas concerne une utilisation assez répandue des AMF, à savoir celle des raccords pour la
tuyauterie [Stockel(1989)]. Le principe de ces applications est de fabriquer un raccord tubu-
laire qui a un diamètre intérieur légèrement plus faible dans l’état austénitique que le diamètre
extérieur des tubes à relier. A une température inférieure à As (température de début de trans-
formation martensite-austénite), le raccord est déformé dans l’état martensitique tel que le
diamètre intérieur excède légèrement celui des tubes. Le raccord est alors placé autour des
tubes puis chauffé. Lorsque la transformation inverse se produit, le matériau tente de retrouver
sa forme austénitique initiale, le raccordement étant alors immédiatement opérationnel.

Fig. 3.1 – Maillage du raccord tubulaire en NiTi
soumis à un champ de déplacement uniforme. u, v
et w désignent les déplacements respectivement le
long des directions ~er, ~eθ et ~z.

Le raccord a un rayon intérieur de 5 mm, une longueur de 25 mm et une épaisseur de 3 mm. Pour
des raisons de symétrie, seul le quart du raccord a été maillé et les champs de déplacement et les
conditions limites sont définis Fig.(3.1). Sur les faces 1 et 2, les conditions limites sont des condi-
tions de symétrie. Le connecteur est soumis à un champ radial uniforme de déplacement u = 0.5
mm sur sa face interne et le point O est complètement fixe. Le maillage est constitué d’hexaèdres
quadratiques avec 4 éléments dans la longueur, 10 éléments le long de la circonférence et 3
éléments dans l’épaisseur. A la fin de l’application du déplacement, le raccord est déchargé.
La courbe force-déplacement obtenue pendant cette simulation est présentée Fig.(3.2.a) et les
distributions des contraintes principales dans l’épaisseur au point A du raccord sont présentées
Fig.(3.2.b), Fig.(3.2.c) et Fig.(3.2.d) respectivement pour σI , σIII et la contrainte équivalente σ̄
au sens de von Mises. La valeur de la contrainte principale majeure σI correspond à la contrainte
de traction dans l’épaisseur (c’est-à-dire à la contrainte σθθ), alors que la valeur de la contrainte
principale mineure σIII est la contrainte de compression σrr dans le raccord.

On observe sur la figure Fig.(3.2.b) que la répartition de la contrainte σI dans l’épaisseur du
raccord augmente du rayon intérieur vers sur la surface externe lorsque la déformation aug-
mente. De même, la distribution de σIII montre que les éléments placés près du rayon intérieur
sont plus comprimés que ceux situés sur la surface libre, générant ainsi un état de contrainte
non homogène dans l’épaisseur. Ces résultats sont cohérents pour les premiers incréments de
calcul avec des résultats théoriques obtenus sur un tube en appliquant la théorie de l’élasticité
linéaire aux coques épaisses [Timoshenko et Woinowsky-Krieger(1968)], où les distributions de
contraintes σrr et σθθ suivent une loi en 1/r2, où r représente le rayon du tube. Au cours de la
décharge, la contrainte de traction σI diminue pour tendre vers une valeur faible sur la surface
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Fig. 3.2 – a) Courbe force-déplacement obtenue au point A et distribution des contraintes b)
σI , c) σIII et d) σ̄ en fonction de l’épaisseur pour différents états de déformation. Les numéros
se réfèrent aux incréments de calcul de a).

externe, la face intérieure restant sous contrainte ; lorsque la charge est complètement retirée,
des contraintes résiduelles persistent sur la face interne du raccord. On observe sur la distribu-
tion de σIII que la contrainte sur les faces intérieures et externes tend vers zéro. La distribution
de contrainte suit alors une courbe parabolique, la partie moyenne du tube restant chargée.
Enfin, la distribution de contrainte σ̄ est comparable à σI puisque la valeur de σIII reste faible.
Au cours de la décharge, la répartition de la contrainte σ̄ montre que la face intérieure reste
soumise à des contraintes résiduelles. Ce calcul de raccord en NiTi comprenant en plus des rai-
nures circonférentielles sur la face interne (pour améliorer le sertissage) a aussi été traité dans
le cas non isotherme, de façon à mettre en évidence l’effet mémoire simple sens. Les résultats
sont présentés dans [Desplats et al.(1996)].

3.3 Modèle d’élastoviscohystérésis : comportement dy-

namique d’un acier doux

Le modèle d’élastoviscohystérésis est comparé à des essais expérimentaux monotones et cy-
cliques de cisaillement simple à température ambiante pour différentes vitesses de déformation.
L’identification des paramètres matériau est effectuée par analyse inverse en utilisant des essais
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de compression quasistatiques et dynamiques. Le matériau est une tôle d’acier doux dont les
constantes élastiques sont E = 190000 MPa, ν = 0.29 et de limite d’élasticité σ0 = 355 MPa.

Les essais d’identification sont issus de [Francou(1995)]. Une machine hydraulique d’es-
sai de compression est utilisée pour couvrir la gamme de vitesse de déformation comprise
entre 10−3 et 10 s−1 tandis qu’un système de barre d’Hopkinson [Bertholf et Karnes(1975)]
[Follansbee(1985)] est utilisé pour atteindre des vitesses plus élevées jusqu’à 105 s−1. Les
résultats expérimentaux obtenus par [Francou(1995)] donnent l’évolution de la contrainte de
Cauchy σ en fonction de la déformation plastique εp. Les effets étant découplés, les paramètres
du modèle d’élastoviscohystérésis ont été identifiés en séparant les contributions viscoplastique
et d’élastohystérésis.

3.3.1 Identification des paramètres matériau

L’identification de la contribution de contrainte viscoplastique est réalisée en utilisant les
résultats des essais de compression obtenus à différents niveaux de déformation. L’expression
monodimensionelle du modèle de Norton-Hoff dans le cas de la compression uniaxiale est obte-
nue à partir de l’équation (2.25), en supposant qu’il n’y a pas de variation de volume au cours
de la déformation plastique. La contrainte viscoplastique σvp est ainsi une fonction de la vitesse
de déformation ε̇ dans la direction de traction ou de compression selon :

σvp = K
√

2
m+1

ε̇m = A ε̇B (3.1)

En prenant comme référence la plus basse vitesse de déformation ε̇min = 10−3s−1, la contrainte
de Norton-Hoff peut être identifiée pour une vitesse de déformation donnée ε̇ > ε̇min par la
différence entre la contrainte σ(ε̇) et la contrainte σ(ε̇min). Afin d’identifier les paramètres K
et m, il est donc nécessaire de déterminer l’évolution de la contrainte σvp en fonction de la
vitesse de déformation ε̇ pour différents niveaux de déformation en mesurant l’influence de la
contrainte sur le terme σvp = σ(ε̇)− σ(ε̇min). Pour chaque niveau de déformation, la contrainte
est examinée pour les différentes vitesses de déformation précédentes et une régression de type
puissance est établie par la méthode de moindres carrés. Pour les niveaux de déformation
considérés ici, l’écart entre les points calculés et expérimentaux reste inférieur à 4%.

Les mesures réalisées avec les barres d’Hopkinson exigent l’hypothèse d’une réponse instantanée,
ce qui revient à supposer que la distribution de contrainte dans l’échantillon est homogène. Dans
la pratique, il est nécessaire d’attendre un nombre suffisant de réflexions dans l’échantillon avant
de pouvoir considérer l’état de contrainte comme homogène. Les courbes contrainte-déformation
ne sont pas directement utilisables pour les très petites déformations (inférieures à quelques
%). En effet, plus ou moins rapidement, la vitesse de déformation atteint un seuil, considéré
comme la vitesse de déformation de l’essai. Celui-ci intervient pour une déformation inférieure
à 5 % pour les plus basses vitesses de déformation (ε̇ ≤ 2500 s−1) et augmente avec la vitesse
de déformation pour atteindre 20 % à ε̇ = 8000 s−1.

Le tableau (3.2) donne les coefficients K et m identifiés pour différents niveaux de déformation.
Suite à la remarque sur l’exploitation des essais de barres d’Hopkinson, les résultats relatifs aux
plus basses déformations ε = 0.05 et ε = 0.1 n’ont pas été pris en considération. Les coefficients
correspondants à ε = 0.2 ont été retenus, soit K = 28.1 MPa.sm et m = 0.179. On observe dans
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le tableau (3.2) que des coefficients K et m varient peu avec la déformation, ce qui conforte le
choix d’une contribution de contrainte viscoplastique indépendante de la déformation.

εp 0.05 0.1 0.2 0.3
K(×106) 29.38 27.39 28.10 25.64

m 0.179 0.179 0.179 0.195

Tab. 3.2 – Paramètres matériau K (en MPa.sm) et m de la loi de Norton-Hoff identifiés pour
plusieurs valeurs de déformation.

L’identification des paramètres matériau de la contribution indépendante du temps est ef-
fectuée en utilisant un essai de compression correspondant à la plus basse vitesse de déformation
ε̇min = 10−3 s−1. La signification des paramètres utilisés dans le modèle d’élastohystérésis est
donnée dans le cas monodimensionel dans le chapitre 2 et [Rio et al.(1995b)]. L’identification
est effectuée par méthode inverse couplée au code de calcul HEREZH [Moreau et al.(1999)]. Les
résultats obtenus pour ces paramètres sont présentés dans le tableau (3.3). Le comportement
étant essentiellement plastique, les paramètres Q0r et µr relatifs à la contribution hyperélastique
sont fixés à 0. Enfin, kr est calculé à partir du module d’Young et du coefficient de Poisson.

k µ∞ S0h µh

151000 220 250 62380

Tab. 3.3 – Paramètres matériau de la loi d’élastohystérésis identifiés par méthode inverse sur
un essai de compression à ε̇ = 10−3s−1. Les valeurs sont exprimées en MPa.

3.3.2 Cisaillement à différentes vitesses de déformation

On s’intéresse maintenant au comportement mécanique en cisaillement simple pour différentes
vitesses de déformation. Les éprouvettes de cisaillement ont une forme rectangulaire L × l =
40 × 18 mm2 avec une largeur utile cisaillée h = 4.5 mm ; l’épaisseur de la tôle est e = 1 mm
et la direction de cisaillement est celle de la direction de laminage. Le principe de l’essai et le
dispositif expérimental de cisaillement sont présentés dans le paragraphe (5.2.2). Comme l’état
de contrainte est supposé homogène, les simulations des essais de cisaillement sont effectuées en
utilisant un seul élément fini de type hexaèdre linéaire. Fig.(3.3) présente les courbes numériques
contrainte-déformation en cisaillement obtenues pour différentes vitesses de déformation, c’est-
à-dire pour γ̇ variant de 10−4 s−1 à 1 s−1. On peut observer que l’influence de la contribution
viscoplastique est significative, puisque la différence de contrainte entre les deux courbes obte-
nues pour la plus basse et la plus grande vitesse de déformation atteint 40 MPa. Cependant,
ce modèle correspond à une formulation viscoplastique sans effet de saturation de la partie
visqueuse. Ce point peut être amélioré en décrivant la sensibilité à la vitesse par une fonc-
tion conduisant à la saturation de la vitesse de déformation viscoplastique au-dessus d’un
certain seuil [Nouailhas(1989)]. Enfin, la superposition d’une contribution de contrainte visco-
plastique croissante augmente la valeur de la pente à l’origine, ce phénomène n’étant pas observé
expérimentalement.

Des essais de cisaillement cyclique centré sont réalisés de façon à mettre en évidence le dur-
cissement cyclique de ce matériau sous des chargements cycliques. L’éprouvette est soumise
à 10 cycles entre γ = −0.25 et γ = 0.25 et Fig.(3.4) présente l’évolution de la contrainte de
cisaillement en fonction de la déformation de cisaillement.
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Fig. 3.3 – Courbe contrainte-déformation en cisaillement simple pour différentes valeurs de
vitesses de déformation simulées avec le modèle d’élastoviscohystérésis.
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Fig. 3.4 – Courbes contrainte-déformation en cisaillement simple, expérimentales et
numériques pour γ̇ = 10−3 s−1 et γ̇ = 1 s−1. Pour les courbes expérimentales, seuls le pre-
mier et le dixième cycles sont tracés.

Le cycle tracé correspond à l’état stabilisé pour chaque niveau de vitesse de déformation de
cisaillement. Expérimentalement, le premier chargement et le dixième cycle pour γ̇ = 0.001 s−1

et γ̇ = 1 s−1 sont tracés. Numériquement, un seul cycle a été réalisé pour les deux vitesses de
déformation, correspondant à l’état stabilisé. On observe que l’influence de la sensibilité à la vi-
tesse de déformation permet de prévoir le comportement cyclique grâce à la partie visqueuse du
modèle. Le durcissement cyclique n’est pas pris en considération dans le modèle actuel bien qu’il
ait été précédemment étudié dans le modèle d’élastohystérésis [Favier et al.(1987)]. Le principe
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est d’introduire un autre paramètre matériel dont l’évolution conduit à une saturation de la
valeur de la contrainte en fonction du nombre de cycles. Une étude complète de l’écrouissage
cyclique peut être trouvée dans [Favier(1988)] [Favier et al.(1989b)].
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Fig. 3.5 – Courbes contrainte-déformation en cisaillement simple de type charge-décharge pour
γ̇ = 10−3 s−1 et γ̇ = 0.25 s−1.

Finalement, le comportement du matériau pendant des essais de charge et décharge en ci-
saillement a été étudié pour observer l’évolution des boucles de charge-décharge. Les résultats
présentés Fig.(3.5) montrent une bonne concordance avec les données expérimentales. Il s’avère
que les boucles sont plutôt bien modélisées pour la plus basse vitesse de déformation, alors
que pour la vitesse de déformation la plus élevée, la largeur des boucles augmente de manière
significative, ce qui n’est pas observé dans de telles proportions expérimentalement.

3.4 Modèle d’orthotropie entrâınée : application aux

composites élastomère-tissu

On s’intéresse au comportement mécanique de tuyaux flexibles droits pour l’automobile. Ces
durits se composent de tissu polyester enduit d’élastomère incorporé entre deux couches
d’élastomère silicone, chacune des trois couches ayant une épaisseur de 2 mm. Les propriétés
mécaniques des couches d’élastomère sont déterminées à partir d’essais de traction afin de
déterminer les paramètres matériau de la loi hyperélastique. Ceux de la couche de tissu en-
duite sont obtenus à partir d’essais de traction ainsi que d’essais de cisaillement puisque le
comportement est choisi comme étant orthotrope.

3.4.1 Etude expérimentale

Le comportement des élastomères étant généralement considéré comme isotrope
[Charlton et al.(1994)], l’identification des paramètres matériau est effectuée en utilisant
seulement des essais de traction. Les éprouvettes ont une forme d’haltère dont la base de
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mesure est de 100 mm, l’épaisseur est de 2 mm et la déformation est mesurée à partir du
déplacement des mors. Les résultats obtenus sur deux échantillons différents sont présentés
Fig.(3.6) et à partir de ces résultats, les courbes contrainte de Cauchy-déformation d’Almansi
sont calculées. Le module de compressibilité kr est calculé avec E = 3(µr + µ∞) et ν = 0.47
qui sont respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson. Les paramètres
matériau obtenus par identification inverse de la loi hyperélastique [Moreau et al.(1999)]
[Favier et al.(1997)] sont donnés dans le tableau (3.4).

k Q0r µr µ∞
250 0.94 0.055 0.0153

Tab. 3.4 – Paramètres matériau de la loi hyperélastique des couches d’élastomère silicone. Les
valeurs sont en MPa.
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Fig. 3.6 – Essais de traction sur des
éprouvettes d’élastomère silicone et sur des tis-
sus enduits à une orientation de 0o et 90o des
directions des fibres du tissu. Courbes d’identi-
fication du comportement de l’élastomère avec
les paramètres du tableau (3.4).

La couche de tissu enduit d’élastomère est
composée de tissu en polyester tissé à 90o

et enduit d’une couche d’élastomère silicone.
Pour les essais de traction, les éprouvettes ont
les mêmes formes et dimensions que pour les
élastomères. Cette couche étant modélisée par
une loi de comportement orthotrope, les di-
rections principales des fibres du tissu sont
testées, c’est-à-dire 0o et 90o, les résultats des
essais de traction étant présentés Fig.(3.6).
On peut observer sur cette figure que le com-
portement est fortement anisotrope. Le mo-
dule de cisaillement G12 dans le plan de la
couche est déterminé à partir d’essais de ci-
saillement à l’aide du dispositif expérimental
présenté dans le paragraphe (5.2.2). Le coeffi-
cient de Poisson ν12 est pris comme la valeur
usuelle utilisée pour les matériaux élastomère
[Charlton et al.(1994)]. Enfin, les paramètres
E3, ν13, ν23, G13, G23 de la loi orthotrope sont
considérés comme négligeables par rapport
aux paramètres dans le plan de la couche.
Les paramètres matériau issus de l’identifi-
cation de la loi de comportement orthotrope
[Manach et Rio(2001)] sont données dans le
tableau (3.5).

Un dispositif expérimental a été conçu pour
tester des tuyaux flexibles droits soumis à
des essais élémentaires tels que traction,
compression, flexion et torsion. Comme les
déformations générées par la pression interne

en service (P = 0.12 MPa) sont plutôt faibles comparées à celles produites par les débattements
et les mouvements angulaires, les essais mécaniques sont effectués sans pression interne. Le dis-



Chapitre 3. Applications 45

positif est monté sur une machine de traction et la force est mesurée par une cellule dont la
capacité est de 5 kN, la mesure du déplacement étant directement donnée par le déplacement
de la traverse. La vitesse de déplacement est 5 mm/min.

E1 (MPa) E2 (MPa) ν12 G12 (MPa)
30 15 0.47 12

Tab. 3.5 – Paramètres matériau de la loi orthotrope entrâınée de la couche de tissu enduit.

Pour les essais de traction et de compression, les tuyaux flexibles sont placés de chaque côté dans
deux adapteurs striés et serrés par des colliers flexibles. Pour les essais de flexion, le dispositif
expérimental présenté Fig.(3.7.a), permet de tester deux tuyaux flexibles ensemble. Un plateau
en forme de U est relié à la traverse mobile de la machine de traction. Sur les parties latérales
de ce plateau, deux tuyaux flexibles sont serrés à l’aide des mêmes adapteurs qui sont utilisés
pour les essais de traction. Au niveau de l’axe central, les deux tuyaux flexibles sont maintenus
à l’aide des embouts de traction qui sont directement reliés au bâti de la machine de traction,
selon Fig.(3.7.a). Puis, en déplaçant le plateau par rapport à l’axe central, une sollicitation de
flexion encastrée aux deux extrémités est obtenue sur les tuyaux flexibles.

U-shaped plateau

Central axis

Rotation axis (shaft)

U-shaped plateau

Central axis

Crank

Rod
Flexible hoses

a) b)

Fig. 3.7 – Représentation schématique du dispositif expérimental pour tester les tuyaux
flexibles droits. a) essais de flexion et b) essais de torsion.

Pour les essais de torsion, le dispositif est semblable au précédent, excepté au niveau de l’axe
central, (Fig.(3.7.b)). Un axe de rotation est inséré entre les parties latérales du plateau en U
et l’axe central est monté sur cet axe par deux roulements à billes. Le mouvement de rotation
de l’axe central est effectué à partir du déplacement linéaire de la machine de traction par un
système de bielle et de manivelle. Les tuyaux flexibles sont également maintenus en utilisant
les adapteurs de traction et les colliers flexibles.
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3.4.2 Simulation numérique du comportement de tuyaux flexibles

Les tuyaux flexibles sont composés de trois couches d’épaisseur égale 2 mm, soit une couche
de tissu enduit incluse dans deux couches d’élastomère silicone. L’orientation initiale du tissu
est 45o par rapport à la direction longitudinale. Les dimensions sont une longueur de 170 mm,
avec 100 mm de longueur utile et 35 mm de chaque côté pour la partie maintenue par le
collier flexible, un diamètre intérieur de 58 mm et une épaisseur totale de 6 mm. Trois couches
d’hexaèdres quadratiques représentent les différentes couches du tuyau flexible. Le maillage se
compose de 10 éléments dans la longueur, 3 dans l’épaisseur et 16 sur la circonférence. L’axe
~z est pris dans le sens de la longueur du tuyau. Les conditions limites dépendent évidemment
du type d’essai mais dans tous les cas, une rangée d’éléments de l’extrémité est complètement
fixe. Pour les essais de traction ou de compression, une rangée de l’autre extrémité est telle que
u = v = 0. Pour les essais de traction w > 0 et pour les essais de compression w < 0. Pour les
essais de flexion, cette rangée est telle que u = w = 0 et v > 0, alors que pour les essais de
torsion, un couple est appliqué autour de l’axe ~z sur l’extrémité droite.

Les résultats présentés Fig.(3.8) montrent les courbes obtenues pour les différents types d’essais.
On observe une bonne concordance entre les courbes expérimentales et les résultats simulés
jusqu’à des déformations de l’ordre de 10%. Dans les autres cas que la traction, les résultats
sont obtenus pour des déformations telles qu’il n’y a pas apparition du flambement. En ce qui
concerne les essais de compression, les résultats numériques obtenus en utilisant les paramètres
du tableau (3.5) présentent un écart important entre les résultats expérimentaux et numériques
(voir Fig.(3.8.b.1)). Ceci est dû au fait que cet essai est réalisé en utilisant des paramètres
matériau identifiés uniquement en traction. Cependant, il s’avère que le comportement n’est
pas symétrique en traction et en compression, ce qui n’était pas pris en compte initialement
dans le modèle. Pour améliorer les simulations, une dépendance par rapport à l’angle de phase
ϕε est ajoutée par l’intermédiaire du paramètre Q0r(ϕε) qui remplace le paramètre Q0r. La
relation suivante est utilisée :

Q0r =
Q′

0r

(1 + γ cos 3ϕε)
n (3.2)

où Q′
0, γ, n sont des paramètres caractéristiques du matériau. Cette relation permet d’obte-

nir un seuil différent en traction (ϕε = 0) et en compression (ϕε = π/3), de ce fait me-
nant à un comportement dissymétrique. Les résultats obtenus en utilisant ces paramètres sont
présentés Fig.(3.8.b.2). L’accord entre les résultats expérimentaux et numériques est alors sa-
tisfaisant pour une large plage de déformation. Enfin, pour les essais de torsion, les résultats
expérimentaux sont obtenus en termes de déplacement de la bielle en fonction de la force.
Ces résultats sont ensuite transformé en courbes angle de rotation en fonction du couple. Les
résultats numériques sont aussi en bon accord avec les résultats expérimentaux.
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Fig. 3.8 – Résultats numériques et expérimentaux obtenus sur des tuyaux flexibles droits
soumis à des sollicitations élémentaires a) traction, b) compression, c) flexion et d) torsion.
Pour la courbe b), simulation 1 est sans ϕε est simulation 2 avec ϕε.
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Conclusion de la première partie

Cette partie présente les développements théoriques, numériques et expérimentaux effectués au
cours des années 1993-1999. Ces études ont consisté à développer plusieurs modèles de compor-
tement dans le cadre du code de calcul HEREZH développé au LG2M. Tout d’abord, afin de
réaliser des calculs par éléments finis sur des pièces en alliage à mémoire de forme, un modèle
d’élastohystérésis a été implanté et validé sur de nombreux cas tests, que ce soit sur des AMF
ou sur des élastomères compacts. Dans un deuxième temps, lors de la modélisation du com-
portement en dynamique d’un acier doux, un modèle d’élastoviscohystérésis a été développé en
superposant au modèle d’élastohystérésis précédent, une contribution visqueuse de type Norton-
Hoff. Enfin, un troisième modèle, dit d’orthotropie entrainée a été développé pour modéliser le
comportement élastique orthotrope en grandes déformations des matériaux tissés. Compte tenu
des déformations rencontrées dans ces matériaux, ces différentes lois ont été développées dans le
cadre des grandes transformations en utilisant une approche cinématique de type coordonnées
matérielles entrainées sur laquelle est basée la formulation du code HEREZH.

En ce qui concerne les AMF, on a confirmé que le modèle d’élastohystérésis permet de prendre
en compte les différents comportements de ces matériaux et que l’approche éléments finis permet
d’envisager le calcul de structures complexes intégrant ces alliages. Il est à noter que la prise en
compte des effets liés à la température (effet mémoire de forme par exemple) a été introduite
dans la code par Desplats [Rio et al.(1995a)] [Desplats et al.(1996)] et permet de simuler des
pièces intégrant ces alliages, en fonction de la température.

En ce qui concerne la modélisation du comportement de matériaux plus classiques en dyna-
mique rapide, on a montré que le modèle d’élastoviscohystérésis permet de simuler, en plus
de la plasticité classique, quelques phénomènes liés à la vitesse de déformation. Le modèle
visqueux étant relativement simple, il est clair que la prise en compte d’effets tels que la re-
laxation nécessitent des modèles visqueux plus complexes. Néanmoins le cadre général existe et
les résultats obtenus sont satisfaisants. Dans ce mémoire, on a présenté la simulation d’essais
homogènes de cisaillement simple, mais dans le cadre de la thèse de N. Couty [Couty(1999)] de
nombreux résultats ont été obtenus sur des essais d’impact et d’explosion. Notamment, lors de
l’utilisation des modèles d’élastohystérésis et d’élastoviscohystérésis en dynamique rapide, un
certain nombre de cas particuliers liés à la gestion des points d’inversion et de cöıncidence du
modèle d’hystérésis pure se sont posés. En effet, il semble que les phénomènes de propagation
d’ondes qui caractérisent les problèmes d’impacts et d’explosions générent localement des va-
riations sensibles et très rapides de l’état du matériau conduisant à des situations complexes
du point de vue de son comportement. Par rapport à la première implantation, la procédure de
gestion des points d’inversion et de cöıncidence a été totalement réécrite de manière à prendre
en compte l’ensemble de ces cas. Enfin, au cours de ce travail de thèse, les aspects de contact et
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de frottement et d’intégration temporelle explicite ont été introduits qui n’étaient pas présent
initialement dans le code. Il est à noter que parallèlement aux développements numériques, une
partie expérimentale importante a été effectuée pour caractériser le comportement en dyna-
mique rapide des aciers doux.

Concernant le comportement des composites élastomères-tissu, les résultats obtenus ont montré
que le comportement mécanique des tuyaux droits est bien modélisé par ces types de lois, aussi
bien en ce qui concerne les maillages déformés, les distributions des contraintes que les courbes
relatives au comportement macroscopique en traction, flexion et torsion. En ce qui concerne la
sollicitation de compression, on a montré que le comportement peut être bien modélisé par une
loi hyperélastique dont le potentiel prend en compte l’angle de la sollicitation par rapport aux
directions principales. Cette approche est relativement novatrice dans ce domaine puisque en
utilisant ce type de potentiel, on a vu qu’il est possible de modéliser le comportement de la durit
en compression jusqu’à l’apparition du flambement [Manach(1999)]. Depuis, de nombreuses
études complémentaires ont consisté en l’application de cette modélisation à des formes de durits
plus complexes soumises à des sollicitations combinées [Manach et Razafintsalama(1996)]. De
plus, une adaptation de ces modèles au cas des contraintes planes a été réalisée.

Tous les modèles présentés dans cette partie sont régulièrement améliorés depuis plusieurs
années. Par exemple, Blès [Blès(2002)] a développé un modèle pour décrire le comportement
viscoélastoplastique des matériaux tissés et des polymères solides. Le modèle développé est basé
sur la superposition de trois contributions de contrainte, de type hyperélastique, d’hystérésis
pure et viscoélastique linéaire. Le schéma d’hystérésis pure a été amélioré par l’introduction
d’une nouvelle fonction tensorielle permettant de mieux prendre en compte des comporte-
ments spécifiques de types trajets polygonaux dans le plan déviatoire. Le modèle viscoélastique
dépend à la fois de la déformation et de la vitesse de déformation et permet notamment de rendre
compte des effets de fluage et de relaxation observés sur ces matériaux. Plus récemment Chache
[Chache(2004)] s’est intéressée à l’étude du comportement élastoplastique, de l’écrouissage mo-
notone et cyclique des matériaux métalliques. L’objectif est de proposer une modélisation, sur
la base du schéma d’hystérésis pure, d’une part de la distorsion des surfaces seuil à faible offset
en déformation et d’autre part des phénomènes de rochet d’écrouissage cyclique ainsi que des
comportements d’écrouissage cyclique par durcissement et adoucissement.



Deuxième partie

Mise en forme des matériaux
métalliques
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L’emboutissage est un procédé de mise en forme largement répandu permettant de former des
tôles métalliques par déformation plastique à température ambiante. D’une manière générale,
un flan est placé entre une matrice et un serre-flan tandis qu’un poinçon entrâıne le matériau
dans la matrice. Dépendant principalement de la géométrie des outils et des conditions aux
limites, la déformation a lieu par étirement ou par expansion. Les champs d’application sont
nombreux, de l’industrie automobile aux biens ménagers. Ce procédé de mise en forme dépend
de plusieurs facteurs importants, tels que le nombre d’opérations, la conception des outils et
les paramètres du procédé comme l’effort de serre-flan ou la lubrification [Pearce(1992)]. Ces
paramètres étaient encore traités empiriquement dans beaucoup d’industries il y a quelques
années. C’est pourquoi un grand nombre de travaux théoriques et numériques ont été consacrés
depuis plusieurs décennies à la simulation numérique de ce processus, afin de réduire le temps
de conception et par conséquent les coûts. Ces travaux ont abouti à plusieurs codes de calcul
métier dédiés à l’emboutissage qui donnent dans la plupart des cas des résultats satisfaisants.

Cependant, en raison de la complexité du procédé, il est nécessaire de valider les simulations
numériques en comparant les résultats simulés à des résultats expérimentaux. Une telle va-
lidation exige donc des expériences fiables et bien définies, avec une attention particulière
consacrée aux conditions limites. Pour ce faire, les conférences internationales sur la simu-
lation numérique 3D de la mise en forme des tôles [Makinouchi et al.(1993)] [Lee et al.(1996)]
[Gélin et Picart(1999)] [Yang et al.(2002)] ont proposé plusieurs benchmarks expérimentaux et
numériques. Leur but est de fournir des bases de données expérimentales fiables partagées par
un grand nombre de laboratoires et de permettre une comparaison entre les résultats numériques
à partir de résultats expérimentaux bien établis. Même récemment [Yang et al.(2002)], on peut
voir qu’une telle comparaison est toujours une tâche difficile et que des études complémentaires
doivent être entreprises, notamment pour améliorer la prédiction des épaisseurs et de la forme
après retour élastique. Les spécifications des benchmarks imposent la géométrie des outils
(diamètre des outils, rayons de courbure, etc.), la gamme de vitesse de déplacement du poinçon,
les matériaux et la lubrification. Mais la conception mécanique des outils pour réaliser l’embouti
désiré est laissée à l’imagination du participant. Habituellement, les expériences d’emboutissage
profond sont effectuées par des laboratoires spécifiques, qui sont équipés de presses de forte ca-
pacité [Danckert et al.(1999)] [Ahmetoglu et al.(1995a)]. Quant aux simulations numériques,
celles-ci sont souvent réalisées par d’autres groupes de recherche.

Dans cette partie, on s’intéresse principalement à la comparaison expérimentale et numérique
de procédés d’emboutissage. Le processus de mise en forme par emboutissage constitue un
problème élastoplastique fortement non linéaire, caractérisé par de grandes déformations et
rotations et l’existence du contact-frottement. Ainsi, les modèles mécaniques de comportement
associés à ces problèmes sont complexes. Dans notre cas, les simulations numériques de ce
procédé ont été réalisées majoritairement avec le code de calcul par éléments finis DD3IMP
[Menezes et Teodosiu(2000)] développé par le CEMUC et avec le code commercial ABAQUS
[ABA(2003)]. De plus, compte tenu des différentes lois de comportement utilisées dans ce tra-
vail et des différents matériaux qui ont constitué des champs d’applications de ces lois, il a été
nécessaire de disposer d’un outil permettant d’identifer les paramètres matériaux. Notre choix
s’est porté sur le logiciel d’identification SiDoLo [Pilvin(2003)]. Le chapitre 4 présente la formu-
lation du problème associé à la mise en forme des tôles métalliques basée sur une formulation
de grandes transformations élastoplastiques telle qu’elle est utilisée dans la plupart des codes
de calcul par éléments finis.
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Concernant le comportement plastique des matériaux utilisés en emboutissage, il est apparu
que les lois d’écrouissage isotrope traditionnellement utilisées dans les codes de simulation
numérique, telles que Hollomon ou Swift ainsi que les critères de plasticité conventionnels (von
Mises, Hill 1948) ne permettent pas de rendre compte fidèlement des ruptures rencontrées sur les
pièces en aluminium au cours des procédés d’emboutissage. En vue d’améliorer la modélisation,
il est envisagé d’utiliser des lois d’écrouissage permettant de mieux modéliser le comportement
mécanique ainsi que des critères de plasticité dédiés aux alliages d’aluminium. Dans le chapitre
5, on détermine pour un alliage d’aluminium particulier, les paramètres de la loi de Hocket-
Sherby pour décrire l’écrouissage isotrope et du critère de plasticité de Barlat 1991 pour prendre
en compte l’anisotropie. De plus, afin d’améliorer la modélisation des phases de retour élastique
après emboutissage, un écrouissage cinématique est introduit. L’extension du critère de plas-
ticité de Barlat 1991 avec un écrouissage mixte a été introduite dans le logiciel SiDoLo et
est présentée dans le chapitre 4. Cette étude a notamment permis de caractériser de façon
fine le comportement mécanique d’un alliage d’aluminium à partir d’une base expérimentale
importante. L’obtention de la base de données matériau et la procédure d’identification des
paramètres, qui sont communes à tous les matériaux étudiés dans cette partie sont présentés
dans le chapitre 5.

De façon à étudier expérimentalement et numériquement l’emboutissage des tôles métalliques,
beaucoup de nos travaux ont été consacrés à deux procédés particuliers de mise en forme
par emboutissage ; un procédé d’emboutissage de godets axisymétriques en deux étapes en in-
versant la direction entre les deux étapes d’emboutissage (ré-emboutissage par retournement)
[Gélin et Picart(1999)] et un pliage de tôle rectangulaire [Yang et al.(2002)]. L’intérêt du pre-
mier procédé est le développement d’une histoire complexe de déformation et le second est bien
adapté pour l’étude du retour élastique. L’originalité de ce travail réside dans l’utilisation et
la caractérisation de plusieurs modèles plastique d’écrouissage, ainsi que dans la comparaison
entre les simulations numériques et les résultats expérimentaux.

Un dispositif expérimental d’emboutissage en deux étapes permettant de réaliser des godets axi-
symétriques a été développé au LG2M et installé sur une machine de traction électromécanique.
A partir d’un flan de diamètre initial 170 mm, un godet cylindrique de diamètre 100 mm
et de hauteur 60 mm est obtenu au cours de la première passe avec un poinçon creux puis
cette pièce est emboutie une seconde fois, à l’aide d’un poinçon de diamètre 73 mm. Le
sens de déplacement du poinçon est inversé entre les deux étapes, ce qui correspond à un ré-
emboutissage par retournement. Les avantages du processus d’emboutissage inverse sont un ou-
tillage plus compact, sans nouveau positionnement de la pièce entre les deux étapes, un meilleur
aspect extérieur que dans le cas d’un processus direct parce que l’extérieur est en contact seule-
ment une fois avec le rayon de matrice et finalement un plus petit nombre d’opérations de
pliage-dépliage [Parsa et al.(1994)]. Les simulations numériques relatives à cette étude ont été
réalisées avec le code DD3IMP en collaboration avec L.F. Menezes et S. Thuillier. Une compa-
raison entre expérience et simulation, avec le code DD3IMP et le code commercial PAMSTAMP
a été présentée à une conférence [Manach et al.(2001)] [Thuillier et al.(2001)] et l’influence des
modèles d’écrouissage à la conférence internationale Plasticity2002 [Menezes et al.(2002)]. De
plus, une comparaison entre le ré-emboutissage direct et par retournement a été publié dans une
revue [Thuillier et al.(2002)]. L’ensemble de ces travaux est détaillé dans [Thuillier et al.(2002)]
et les principaux résultats sont présentés dans le chapitre 6.
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La compréhension et la prédiction du retour élastique des pièces mises en forme par embou-
tissage est un sujet d’étude très actuel, comme en témoignent les nombreux travaux publiés à
Numisheet2002. L’état de contrainte local est fortement dépendant de l’histoire mécanique du
matériau et dans de nombreux cas est seulement grossièrement évalué, ce qui conduit à une
grande dispersion des résultats concernant les dimensions finales, après retour élastique. Une
étude a été consacrée à la simulation numérique avec le code DD3IMP et au développement
expérimental d’un procédé de pliage sans serre-flan, avec un poinçon cylindrique (benchmark
Numisheet2002). Le dispositif expérimental a été développé au LG2M et est utilisé sur une
machine de traction électromécanique. Le suivi de la forme pendant la charge et pendant le
retrait des outils est effectué par traitement d’images réalisées avec une caméra vidéo numérique
haute résolution. L’objectif est d’obtenir une mesure fiable et reproductible des paramètres qui
caractérisent le retour élastique. La caractérisation du comportement mécanique du matériau
étudié (aluminium) a été réalisée par S. Bouvier1 au cours d’une collaboration lors de mon séjour
au Portugal. Les résultats expérimentaux sont ensuite confrontés aux résultats numériques afin
de mettre en évidence l’influence du comportement matériel. La comparaison entre expérience
et simulation du procédé de pliage sans serre-flan a été présentée à la conférence Numisheet
2002 [Manach et al.(2002)]. L’obtention et le traitement des résultats expérimentaux ont été
obtenus dans le cadre du DEA de G. Guérin2 [Guérin(2002)].

Enfin, le chapitre 7 porte sur la modélisation du comportement mécanique d’aciers inoxy-
dables austénitiques métastables utilisés lors la mise en forme des éviers par emboutissage. Les
nuances austénitiques utilisées sont constituées d’une austénite métastable. Par déformation à
température ambiante, cette phase austénitique peut se transformer en une phase martensitique.
L’apparition de cette phase engendre des problèmes au niveau du procédé de mise en forme
et notamment l’apparition de casse différée [Giraud et Baroux(1990)]. On observe également
un changement du caractère magnétique de la pièce emboutie. Initialement amagnétique, il
apparâıt après emboutissage des zones magnétiques sur la pièce engendrées par la formation de
martensite, illustrant bien la présence d’un changement de phase au cours de la déformation.

De façon à prendre en compte la transformation martensitique induite par la déformation, un
modèle à deux phases a été utilisé dans cette étude et comparé à un modèle phénoménologique
classique. Du point de vue expérimental, une campagne d’essais mécaniques homogènes (trac-
tion, cisaillement simple) a été réalisée pour identifier le comportement matériel à température
ambiante. Le modèle est validé sur des essais d’emboutissage de godets cylindriques. Du point
de vue modélisation, les essais précédents sont simulés avec le code de calcul ABAQUS. Cette
étude fait l’objet de la thèse de S. Gallée sur le thème : Caractérisation expérimentale et si-
mulation numérique des procédés d’emboutissage profond : application aux aciers inoxydables.
Les premiers résultats concernant l’identification du modèle biphasé ont été publiés dans une
revue [Gallée et al.(2004b)]. Par comparaison avec les aciers inoxydables métastables, une étude
expérimentale et d’identification des paramètres matériaux d’un acier inoxydable stable (de type
316) a été réalisée dans le DEA de L. Le Rhun3 [LeRhun(2003)]. Enfin, les résultats concernant
la simulation de godets cylindriques sur ces aciers inoxydables ont été présentés à la conférence
EsaForm2004 [Gallée et al.(2004a)].

1Salima Bouvier, Mâıtre de conférences, Laboratoire LPMTM, Université Paris 13
2Guillaume Guérin, DEA de l’Université de Bretagne Sud, que j’ai encadré en 2002
3Loic Le Rhun, DEA de l’Université de Bretagne Sud, que j’ai encadré en 2003
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Chapitre 4

Elastoplasticité en grandes
transformations

4.1 Introduction

Dans l’étude des procédés de mise en forme par emboutissage, les simulations numériques ont été
effectuées pour la plupart avec les codes de calcul DD3IMP et ABAQUS et l’identification des
lois de comportement a été réalisée avec le logiciel SiDoLo. Ces codes utilisent une formulation
classique des lois de comportement en grandes transformations basée sur l’utilisation du tenseur
gradient de la transformation.

Dans ce cadre, la description d’une loi de comportement élastoplastique classique [Naghdi(1990)]
[Lemaitre et Chaboche(1985)] est basée sur la décomposition additive du tenseur des déforma-
tions et nécessite au minimum la définition de trois éléments constitutifs. Une loi élastique qui
donne l’état de contrainte du matériau en fonction de son état de déformation élastique. Un seuil
qui sépare un domaine élastique défini par le critère de plasticité, d’un domaine élastoplastique
dans lequel se produisent des transformations irréversibles. Une loi d’écoulement qui, lorsque
le seuil est dépassé, caractérise la direction de l’écoulement du matériau et son intensité dans
le cas d’un écoulement viscoplastique. En général, une partie de la déformation totale étant
réversible, la loi d’écoulement ne décrit que l’évolution de la partie irréversible de la déformation.
Les déformations inélastiques subies altèrent généralement la taille et la forme du seuil. Pour
rendre compte de cette modification, la fonction de charge est écrite grâce à des variables
supplémentaires : les variables d’écrouissage, qui peuvent être scalaires ou tensorielles. Il est
alors nécessaire de spécifier des lois d’évolution pour ces variables. Les modèles élastoplastiques
définis dans ce chapitre sont des modèles pour lesquels il existe un domaine de comportement
purement réversible, autrement dit des modèles à seuil. Il est à noter que les modèles de type
élastohystérésis décrits dans la partie I ne sont pas des modèles à seuil et ne sont donc pas des
modèles élastoplastiques au sens premier du terme.

Ce chapitre présente la formulation classique des lois de comportement élasto(visco)plastiques,
tout d’abord dans le cas des petites déformations. La généralisation au cas des grandes trans-
formations est ensuite développée en distinguant l’approche qui consiste à décomposer le taux
de déformation (cas du logiciel SiDoLo) de celle qui consiste à décomposer le gradient de la
transformation (cas du code DD3IMP).
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4.2 Méthode de l’état local

La méthode de l’état local proposée par [Germain(1986)] offre un cadre intéressant pour
le développement de modèles de comportement. Elle s’apuie sur des principes physiques
fondamentaux (ceux de la thermodynamique) qui définissent des conditions d’acceptabilité
des modèles. L’utilisation de la méthode de l’état local repose sur un postulat énoncé par
[Lemaitre et Chaboche(1985)] de la façon suivante : ”... l’état thermodynamique d’un milieu
matériel en un point et à un instant donné est complètement défini par la connaissance des
valeurs à cet instant d’un certain nombre de variables ne dépendant que du point considéré...”

Ces variables se définissent en deux catégories : les variables observables et les variables internes.
Dans le cas des lois de comportement élastoviscoplastiques, les variables observables sont le
tenseur des déformations ε et la température T . Nous nous limitons, dans le cadre de ce travail,
aux transformations mécaniques isothermes et la seule variable observable est la déformation ε.
La formulation d’un modèle élasto(visco)plastique nécessite d’introduire une variable interne,
qualifiée de déformation (visco)plastique ou de déformation inélastique, notée εp. L’introduction
de la variable εp conduit à une partition de la déformation :

ε = εe + εp (4.1)

où εe est la partie élastique de la déformation. En petites perturbations, l’hypothèse de
décomposition additive de la déformation (4.1) implique une décomposition additive de la
vitesse de déformation :

ε̇ = ε̇e + ε̇p (4.2)

et réciproquement. La fonction d’état qui décrit l’état thermodynamique du point matériel est
une fonction scalaire des variables d’états appelée potentiel thermodynamique. L’expression des
différentes variables d’état par rapport au potentiel thermodynamique peut être trouvée dans
[Lemaitre et Chaboche(1985)].

4.3 Comportement élastique

Dans le cas des comportements élastoplastiques, on suppose généralement que les déformations
élastiques sont petites par rapport à l’unité et on néglige l’influence de la déformation inélastique
sur les constantes élastiques ; ces hypothèses sont parfaitement justifiées dans le cas des
matériaux métalliques. Comme les procédés de mise en forme ont un caractère incrémental,
on écrit généralement la loi de Hooke sous la forme différentielle suivante :

σ̇ = Ce : ε̇ (4.3)

où σ est le tenseur des contraintes de Cauchy et Ce est le tenseur de quatrième ordre des
constantes élastiques. Cette relation correspond à la forme hypoélastique de la loi de Hooke.

4.4 Comportement plastique

Pour décrire le comportement plastique, il est nécessaire de préciser la surface de plasticité,
la loi d’écoulement et la loi d’écrouissage. En ce qui concerne les critères de plasticité, on
distingue généralement les critères isotropes (Tresca, von Mises, Drucker, [Hosford(1972)])
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pour lesquels la contrainte d’écoulement est invariante par rapport à un changement de
repère quelconque, des critères anisotropes qui font intervenir une rotation dans l’espace des
contraintes. Pour les critères anisotropes, plusieurs formulations ont été proposées en fonction
des matériaux à modéliser. La plus ancienne est celle du critère de Hill 1948 [Hill(1950)] qui
est bien adaptée aux aciers doux. Hill a ensuite proposé des modifications [Hill(1990)] pour
prendre en compte certaines particularités des alliages d’aluminium, notamment la propriété
d’avoir un coefficient d’anisotropie plastique normale inférieur à 1 et une limite d’élasticité
plus élevée en traction équibiaxiale qu’en traction uniaxiale. Barlat a aussi proposé plusieurs
critères dédiés aux alliages d’aluminium tels que [Barlat et al.(1991)] [Barlat et Lian(1989)].
Le critère de [Barlat et al.(1997a)] est lui défini pour augmenter la limite d’élasticité en ci-
saillement, phénomène observé sur les alliages aluminium-magnésium. Certains critères sont
écrits en contraintes planes, tel que le critère de [Ferron et al.(1994)] qui utilise une fonction
paramétrique en coordonnées polaires pour décrire la forme de la surface de charge. Enfin le
critère de [Karafillis et Boyce(1993)] permet de décrire un ensemble de surfaces de charge situées
entre le critère de Tresca et le critère de Barlat 1991. Une étude bibliographique de ces différents
critères peut être trouvée dans [Moreira(2002)]. On présente dans cette partie des modèles uti-
lisant deux critères de plasticité parmi les plus utilisés pour les matériaux anisotropes, à savoir
le critère de Hill 1948 [Hill(1950)] et le critère de Barlat 1991 [Barlat et al.(1991)] avec un
écrouissage mixte isotrope et cinématique.

4.4.1 Surface de plasticité

On observe généralement que les déformations plastiques apparaissent seulement pour certains
états de contrainte ; cette condition est traduite par le critère de plasticité au moyen de la fonc-
tion de charge f qui dépend du tenseur des contraintes de Cauchy σ et de l’état d’écrouissage :
– Le comportement est élastique si :

f < 0 ou f = 0 et
∂f

∂σ
: σ̇ ≤ 0 (4.4)

– il est élastoplastique si :

f = 0 et
∂f

∂σ
: σ̇ > 0 (4.5)

Pour le chargement plastique, l’évolution du critère est telle que l’état de contrainte actuel se
trouve toujours sur la surface de plasticité, ce qui est exprimé par la condition de cohérence :

ḟ = 0 (4.6)

où ḟ est la dérivée temporelle de f . On suppose que la surface de plasticité est décrite par une
équation du type :

f(σ, R, X) = 0 (4.7)

qui dépend du tenseur des contraintes σ, d’une variable scalaire d’écrouissage isotrope R et
d’une variable tensorielle X d’écrouissage cinématique.

4.4.2 Ecrouissage isotrope

Parmi les possibilités de choix de la variable R, on utilise généralement une mesure in-
trinsèquement plastique. Classiquement, on choisit la déformation plastique cumulée p =

∫
ε̇p :



60 Chapitre 4. Elastoplasticité en grandes transformations

ε̇pdt et on suppose que le critère de plasticité s’écrit :

f(σ, R, X) = f(σ, X)−R = σ̄ −R = 0 (4.8)

ou σ̄ désigne la contrainte équivalente au sens du critère de plasticité. L’évolution de R peut
être choisie sous différentes formes qui doivent être adaptées au comportement du matériau
considéré. Par exemple, la loi de Swift correspond généralement bien aux aciers doux :

R = K(ε0 + ε̄p)n (4.9)

avec ε0 = (σ0/K)1/n et ε̄p la déformation plastique équivalente, K et n étant des paramètres
matériau. On peut aussi utiliser la loi de Voce (ou la loi de Hocket-Sherby) plus adaptée aux
alliages d’aluminium :

R = B − (B − A) exp(−Cε̄p) (4.10)

où A, B, C sont des paramètres matériau.

4.4.3 Ecrouissage cinématique

Si la fonction de charge (4.7) admet la propriété f(σ, 0) = f(−σ, 0), cette propriété est
conservée par l’écrouissage isotrope ; à tout instant on a f(σ, R) = f(−σ, R) et le critère
est dit symétrique. L’écrouissage isotrope n’est donc pas adapté à la description de l’effet
Bauschinger [Lemaitre et Chaboche(1985)]. On est ainsi amené à introduire un écrouissage dit
cinématique au travers d’une variable X, qui intervient dans la fonction de charge en se sous-
trayant à la contrainte. L’effet de cette variable est d’opérer une translation de la surface seuil
dans l’espace des contraintes. La loi d’évolution de l’écrouissage cinématique est celle proposée
par Armstrong-Frederick [Lemaitre et Chaboche(1985)] avec une composante linéaire :

X =
2

3
CX α +

2

3
HX εp (4.11)

avec :
α̇ = ε̇p −DX ṗ α (4.12)

CX détermine l’intensité de l’écrouissage, DX caractérise la vitesse pour tendre vers la valeur
de saturation et HX est le module de la partie linéaire. α est la variable interne associée à X
et ṗ est la vitesse de déformation associée à la déformation plastique cumulée.

4.4.4 Ecoulement plastique

La modélisation présentée est basée sur la décomposition du tenseur vitesse de déformation en
une partie élastique et une partie plastique. Cette dernière est calculée par la loi d’écoulement
plastique qui fait intervenir le potentiel de déformation plastique. Dans le cas de l’écoulement
associé (ce qui est le cas lorsque la fonction de charge est quadratique et que l’écrouissage
cinématique est linéaire), ce potentiel est identifié à partir de la fonction de charge f . On
suppose que la vitesse de déformation plastique est déterminée d’après la loi d’écoulement par :

ε̇p = λ̇
∂f

∂σ
(4.13)

ce qui exprime que la vitesse de déformation plastique est normale à la surface seuil au point
de chargement σ. L’introduction d’une loi d’évolution non linéaire de la variable d’écrouissage
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cinématique en fonction de la déformation plastique nécessite de sortir du cadre de la plasticité
associée [Pilvin(1990)]. Une des solutions pouvant être envisagées consiste à modifier directe-
ment certaines lois d’évolution des variables internes obtenues par une modélisation associée.
Il devient alors indispensable de vérifier la positivité de la dissipation mécanique.

Le scalaire λ̇, appelé multiplicateur plastique, est calculé avec la condition de cohérence (4.6).
Dans le cas de la plasticité non visqueuse, si on considère un critère de plasticité quadratique
(ce qui est la cas dans le chapitre 6), on peut montrer que :

λ̇ = ṗ (4.14)

Dans le cas de la viscoplasticité, on considère que la composante viscoplastique de la déformation
suit une loi d’écoulement dérivant d’un potentiel viscoplastique Ω qui est une fonction puissance
de la fonction de charge [Lemaitre et Chaboche(1985)]. C’est cette approche qui est retenue
dans le chapitre 5, le potentiel étant défini par un relation du type Norton selon :

Ω(f) =
K

N + 1

(
f+

K

)N+1

(4.15)

où N est un coefficient de sensibilité à la vitesse de déformation, K un coefficient de pondération
de la partie visqueuse de la contrainte et f+ la partie positive de f . Le comportement est donc
élastique si f < 0 et la vitesse de déformation viscoplastique s’écrit :

ε̇p =
∂Ω

∂σ
= Ω′(f)

∂f

∂σ
(4.16)

En utilisant ce formalisme, les équations (4.13) et (4.16) montrent que quelque soit le critère
de plasticité (quadratique ou non), le multiplicateur plastique λ̇ peut être obtenu par un calcul
direct, selon :

λ̇ =
(

σ̄ −R

K

)N

(4.17)

4.4.5 Critère de Hill 1948

La contrainte équivalente σ̄ est définie dans le cas du critère de Hill 1948 [Hill(1950)] par la
forme quadratique :

σ̄2 = (σ −X) : M : (σ −X) (4.18)

où M est un tenseur symétrique du quatrième ordre qui vérifie Mijkl = Mjikl = Mklij et
Miikl = 0. Cette dernière relation, traduit l’incompressibilité plastique et permet de remplacer
le déviateur de σ par σ dans (4.18). Pour la mise en forme des tôles laminées, on suppose
que le matériau présente une orthotropie plastique initiale. Ainsi, en considérant que les axes
d’orthotropie (~x, ~y, ~z) coincident initialement avec les axes du repère global cartésien, on définit
le tenseur initial d’anisotropie M̂ correspondant au critère de Hill et la relation (4.18) peut
s’exprimer sous la forme indicielle suivante, en notant σX = σ −X :

σ̄2 = M̂ijkl σX
ij σX

kl (4.19)

= F (σX
yy − σX

zz)
2 + G(σX

zz − σX
xx)

2 + H(σX
xx − σX

yy)
2 + 2L(σX

yz)
2 + 2M(σX

xz)
2 + 2N(σX

xy)
2

où F, G, H, L,M,N sont des paramètres du matériau appelés coefficients de Hill.
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4.4.6 Critère de Barlat 1991 avec écrouissage cinématique

Dans le critère de Barlat 1991 [Barlat et al.(1991)], la fonction seuil f est définie par :

f =

(
φ

2

)1/m

(4.20)

avec :
φ = |S1 − S2|m + |S2 − S3|m + |S3 − S1|m = 2σ̄m (4.21)

où σ̄ est la contrainte équivalente relative à l’écoulement plastique du matériau et m un pa-
ramètre matériau. Cette forme est dérivée de celle proposée par Hershey et Hosford pour un
matériau isotrope. Elle donne une bonne approximation des surfaces d’écoulement calculées
avec des modèles polycristallins [Barlat et al.(1997b)] quand m = 6 et 8 respectivement pour
des matériaux de structure cristalline cubique centrée et cubique face centrée. Si=1,2,3 sont les
valeurs propres de la matrice symétrique S définie dans le repère (~x, ~y, ~z) des axes d’orthotropie,
à partir des composantes du tenseur σX = σ −X selon :

Sxx =
1

3

[
c(σX

xx − σX
yy)− b(σX

zz − σX
xx)
]

Syy =
1

3

[
a(σX

yy − σX
zz)− c(σX

xx − σX
yy)
]

Szz =
1

3

[
b(σX

zz − σX
xx)− a(σX

yy − σX
zz)
]

(4.22)

Syz = fσX
yz

Szx = gσX
zx

Sxy = hσX
xy

a, b, c, f, g, h sont des paramètres matériau caractéristiques de l’anisotropie. Dans le cas où l’on
ne considère pas l’écrouissage cinématique (X = 0), l’équation (4.22) redonne l’expression
classique du critère de Barlat 1991 [Barlat et al.(1991)]. En utilisant la notation de Bishop et
Hill, on définit les quantités suivantes :

A = σX
yy − σX

zz, B = σX
zz − σX

xx, C = σX
xx − σX

yy

F = σX
yz, G = σX

zx, H = σX
xy (4.23)

Avec cette notation, la matrice symétrique S s’écrit dans le référentiel (~x, ~y, ~z) :

S =



1
3
(cC − bB) hH gG

hH 1
3
(aA− cC) fF

gG fF 1
3
(bB − aA)

 (4.24)

Les valeurs propres Sk=1,2,3 de cette matrice peuvent s’écrire :

S1 = z1/3 + z̄1/3, S2 = ωz1/3 + ω̄z̄1/3, S3 = ω̄z1/3 + ωz̄1/3 (4.25)

où les nombres complexes z et ω sont :

z = I3 + i(I3
2 − I2

3 )1/2, ω = e−2iπ/3 (4.26)
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Les termes I2 et I3 sont les coefficients de l’équation caractéristique de degré 3 de la matrice S
(λ3 − 3I2λ− 2I3 = 0) et sont définis par :

I2 =
(fF )2 + (gG)2 + (hH)2

3
+

(aA− cC)2 + (cC − bB)2 + (bB − aA)2

54

I3 =
(cC − bB)(aA− cC)(bB − aA)

54
+ fghFGH (4.27)

− (cC − bB)(fF )2 + (aA− cC)(gG)2 + (bB − aA)(hH)2

6

I2 ≥ 0, mais cependant I3 peut prendre n’importe quelle valeur réelle. La fonction de charge φ
peut alors être réécrite sous la forme suivante :

φ = (3I2)
m/2

[(
2 cos

(
2θ + π

6

))m

+

(
2 cos

(
2θ − 3π

6

))m

+

(
−2 cos

(
2θ + 5π

6

))m]
(4.28)

avec cos θ = I3/I
3/2
2 . Cette forme se réduit au cas isotrope quand les coefficients a, b, c, f, g, h

sont égaux à 1 et en particulier au critère de Von Mises lorsque m = 2 ou 4. Selon la définition
précédente de la fonction seuil φ, le gradient ∂φ/∂σαβ nécessaire pour obtenir ε̇p

αβ à partir de
la règle de normalité généralisée est obtenu à partir de la relation suivante :

∂φ

∂σαβ

=

(
∂φ

∂Sk

∂Sk

∂I2

)
∂I2

∂σαβ

+

(
∂φ

∂Sk

∂Sk

∂I3

)
∂I3

∂σαβ

(4.29)

Le détail des calculs des différents termes de cette équation peut être obtenu dans
[Manach et Thuillier(2003)]. Comme pour les critères de plasticité plus classiques (von Mises,
Hill), on doit imposer que la contrainte d’écoulement initiale dans la direction de laminage
(DL) soit égale à la limite d’élasticité quels que soient les coefficients d’anisotropie. Pour ce
faire, on suppose un état de contrainte uniaxial, le critère devant vérifier φ = 2σm

0 avec σ0 la
limite d’élasticité en traction dans la DL. On obtient ainsi une condition supplémentaire sur
les paramètres b et c tels que :

f(c) =
[

1

2 3m
(|2c + b|m + |b− c|m + |−2b− c|m)

]
− 1 = 0 (4.30)

Cette équation non linéaire est résolue par une méthode de Newton-Raphson. On suppose b
connu, et on calcule c en utilisant l’algorithme suivant :∣∣∣∣∣∣∣

choix d’une valeur initiale c0

ck+1 = ck −
f(ck)

f ′(ck)

(4.31)

avec
f ′(c) =

m

2 3m

[
2(2c + b)m−1 + (2b + c)m−1 + (c− b)m−1

]
(4.32)

4.5 Extension aux cas des grandes transformations

Les approches cinématiques couramment utilisées en grandes transformations sont en fait is-
sues d’une généralisation des modèles définis en petites déformations. L’objectif est d’obtenir
une décomposition additive des vitesses de déformation élastique et inélastique comme dans la
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théorie des petites déformations. Pour ce faire, l’usage en mécanique des grandes transforma-
tions a consacré le gradient de la transformation F , défini par exemple dans [Mandel(1974)]
[Malvern(1969)]. On considère un solide déformable dans une configuration de référence C0 à
l’instant t0 et on note Ct la configuration courante. On désigne alors par ~x0 et ~x les vecteurs
position d’un point matériel de cette structure respectivement dans C0 et Ct. Dans le voisinage
de ce point, la déformation locale est définie par le tenseur gradient de transformation F , défini
par :

F =
∂~x

∂~x0

(4.33)

correspondant à la transformation finie de ~x0 à ~x. Le gradient de la transformation F est
donc une grandeur permettant de connaitre la déformation du voisinage d’un point matériel.
Cependant, F ne contient pas seulement l’information relative au changement de forme mais
aussi celle relative au mouvement de corps rigide.

Dans la suite, on présente les solutions retenues dans SiDoLo et DD3IMP pour substituer
aux variables internes εe et εp de la théorie de l’élastoplasticité en petites perturbations, des
variables internes adaptées à la prise en compte des grandes transformations. Dans le cas des
transformations finies, il n’est en effet plus possible d’utiliser le tenseur des déformations de la
théorie des petites perturbations. Il est d’usage d’utiliser alors deux variables, le tenseur des
contraintes de Cauchy σ et le tenseur des taux de déformation D.

Dans le cas de SiDoLo, la formulation utilise le référentiel corotationnel et la décomposition
additive du taux de déformation :

D = De + Dp (4.34)

proposée par [McMeeking et Rice(1975)]. Dans DD3IMP, la formulation utilise la décomposi-
tion multiplicative du gradient de la transformation telle que :

F = F e.F p (4.35)

associée à la notion de configuration relâchée proposée par [Green et Naghdi(1965)]. A part
cette distinction au niveau de la formulation du tenseur taux de rotation, les deux approches
conduisent à la même décomposition du tenseur taux de déformation. Il est à noter que dans
les deux approches citées ci-dessus, l’intégration temporelle du tenseur taux de déformation ne
donne pas une mesure exacte de la déformation. Cependant, lorsque les rotations restent raison-
nables (cisaillement < 1), l’intégration de D dans ces repères fourni une bonne approximation
de la mesure de déformation logarithmique [Mora(2004)].

4.5.1 Décomposition du taux de déformation

Il est possible, pour construire une théorie générale de l’élastoplasticité en grandes transforma-
tions, de partir du postulat d’une décomposition additive du tenseur taux de déformation D en
une partie élastique De et une partie plastique Dp. Deux possibilités sont ensuite classiquement
employées pour décrire la partie réversible du comportement. La première consiste à utiliser
De pour écrire une loi hypoélastique et la seconde est d’intégrer la relation (4.34) dans un
repère rigide. L’utilisation de repères locaux objectifs fournit une méthode systématique pour
transposer des lois de comportement développées dans le cadre des petites déformations au cas
des transformations finies. Considérons par exemple les lois de comportement décrites dans les
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paragraphes précédents. En transformations finies, D et σ/ρ (où ρ est la masse volumique du
solide) sont les variables privilégiées dans un référentiel E.

Considérons alors un repère local objectif E ′ en chaque point dont l’évolution par rapport à E
est décrite par la rotation Q. On transporte alors dans E ′ les quantités précédentes :

ė = QT DQ (4.36)

s = QT ρ0

ρ
σQ (4.37)

Les variables internes ainsi que leurs lois d’évolution sont définies dans le repère local objectif
et peuvent être ramenées dans E par la rotation inverse de la précédente. Cette méthode
systématique a été proposée par [Ladeveze(1980)] et développée dans [Dogui et Sidoroff(1986)].
Le point délicat concerne le choix du référentiel local objectif, ici le référentiel corotationnel.

Le référentiel corotationnel. Il existe une famille unique de référentiels locaux objectifs
Rc tels qu’en tout point et à chaque instant, le taux de rotation du milieu par rapport à ce
référentiel soit nul. En effet :

∀M ∈ Ω, W ′ = Q̇QT + QWQT (4.38)

Pour que W ′ = 0, il faut que :

−QT
c Q̇c = Q̇

T

c Qc = W (4.39)

Cette relation défini entièrement Rc à une translation près. Par rapport à ce référentiel, la
matière au voisinage de M se déforme sans tourner. On dit que c’est le référentiel corotationnel
en M . La dérivée associée est la dérivée de Jaumann :(

dT

dt

)
Rc

= QT
c

(
QcTQT

c

).
Qc = Ṫ + TW −WT (4.40)

4.5.2 Décomposition multiplicative du gradient de transformation

L’approche utilisée dans DD3IMP consiste à introduire une configuration particulière : la confi-
guration relâchée [Lee(1969)] [Sidoroff(1982)] [Teodosiu(1989)]. Cette configuration est sup-
posée être celle obtenue en relâchant les contraintes internes tout en bloquant les mécanismes
de plasticité. L’introduction de cette configuration relâchée se traduit localement par une
décomposition multiplicative du gradient de la transformation :

F = F e.F p (4.41)

où F e représente la transformation locale de la configuration relâchée à la configuration actuelle
(partie réversible de la transformation locale F ) et F p représente la transformation locale entre
la configuration initiale et la configuration relâchée. Pour définir l’orientation de la configura-
tion relâchée, la définition cinématique proposée par Mandel [Mandel(1982)] est adoptée, en
choisissant un repère tel que l’orientation cristallographique moyenne reste la même pendant le
mouvement. Ce repère peut être défini cinématiquement, en égalant sa vitesse de rotation avec la
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vitesse de rotation moyenne des grains [Teodosiu(1989)]. Dans le cas des matériaux métalliques,
la transformation élastique F e génère des déformations qui sont petites devant l’unité, bien que
de grandes rotations soient possibles [Sidoroff(1982)]. Ainsi, on peut adopter l’hypothèse des
petites déformations élastiques. Sous cette hypothèse, on utilise la décomposition polaire de F e

sous la forme :
F e = V R (4.42)

où R est un tenseur orthogonal de rotation élastique et V = 1+ε, un tenseur symétrique positif
avec ε << 1. Comme il a été vu au chapitre 1, le gradient de la vitesse peut être décomposé
en une partie symétrique D et une partie antisymétrique W . Ces deux tenseurs peuvent être
décomposés à leur tour en parties élastique et plastique. On obtient donc :

D = De + Dp et W = W e + W p (4.43)

On considère alors que la vitesse de rotation plastique W p peut être négligée devant la
vitesse de déformation élastique. Ainsi on peut montrer que l’équation (4.43) se réduit à
[Menezes et Teodosiu(2000)] :

D = De + Dp et W = W e = ṘRT avec W p = 0 (4.44)

L’évolution de la rotation élastique R au cours du temps peut être déduite à partir de la relation
(4.43). On abouti à l’équation différentielle suivante :

Ṙ ≈ (W −W p)R ≈ WR (4.45)

Cette évolution est similaire à l’évolution du repère corotationnel (voir paragraphe (4.5.1)). On
peut donc considérer que les deux approches sont similaires. Dans ce cas, ε̇ devient égal à la
dérivée objective de Jaumann de ε, définie par :

ε̇J = ε̇ + εW −Wε (4.46)

L’hypothèse de négliger la vitesse de rotation plastique, qui conduit à l’introduction de la
dérivée de Jaumann est habituelle dans la modélisation des procédés de mise en forme
[Eterovic et Bathe(1990)] où cette hypothèse est explicitée, ou alors [Chiou et al.(1990)] où
cette hypothèse est implicite, dû à l’utilisation directe dans la formulation du modèle de la
dérivée de Jaumann. Elle est cependant bien justifiée à condition que le cisaillement ne soit
pas trop important [Mora(2004)]. Dans le cas de l’emboutissage des tôles minces, par exemple,
le cisaillement est peu important, il est donc raisonnable d’accepter cette hypothèse. De plus,
l’évolution de la rotation élastique R est semblable à l’évolution du repère corotationnel. En ef-
fet, en posant R = QT , on peut montrer que W ′ est nulle. Dans le cas des petites déformations
élastiques, les deux approches précédentes sont donc équivalentes.

Enfin, la loi de comportement doit être invariante par rapport à un changement de référentiel
d’observation (principe d’objectivité [Sidoroff(1982)]). L’extension du formalisme des petites
aux grandes déformations, qui permet de contourner cette difficulté, est bien connue : on a
besoin de définir un référentiel tournant localement avec la matière dans lequel on écrit la loi
de comportement en petites déformations en assurant l’objectivité de celle-ci [Sidoroff(1982)].
Dans le cas présent, le principe d’objectivité sera satisfait si la loi de comportement est formulée
par rapport à la configuration naturelle relâchée CR [Green et Naghdi(1965)] [Lee(1969)] et
que toutes les quantités tournent à la vitesse de rotation W . Ainsi, pour prendre en compte
l’évolution des directions d’anisotropie pendant le processus de déformation, on suppose que le
matériau initialement orthotrope le reste pendant la déformation et que les axes d’orthotropie
du matériau tournent à la vitesse de rotation W .
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4.6 Loi élastoplastique

En manipulant les équations précédentes, on peut obtenir la forme en vitesses de la loi de
comportement élastoplastique du type :

σ̇J = Cep : D (4.47)

où Cep est le module élastoplastique. Son calcul va dépendre des algorithmes utilisés dans
l’intégration de la loi de comportement. En effet, le caractère incrémental des problèmes
élastoplastiques conduit à leur résolution par des schémas incrémentaux où l’objectif est d’avan-
cer le processus pas à pas. A chaque pas on connait l’état au début et on veut calculer l’état
à la fin du pas. L’intégration de la loi de comportement pour chaque pas dépend du type de
rapport considéré entre l’état à la fin et l’état au début du pas ; on parle alors d’approches ex-
plicites, implicites ou semi-implicites, qui conduisent à des formulations différentes du module
élastoplastique.
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Chapitre 5

Identification du comportement d’un
alliage d’aluminium

5.1 Introduction

Ce chapitre porte sur la caractérisation et la modélisation du comportement mécanique d’un
alliage d’aluminium Al5182-O1. L’objectif de cette étude est de déterminer les paramètres
matériau et de valider la loi de comportement sur des trajets de déformation très différents.
On détermine donc pour cet alliage les paramètres de la loi de Hocket-Sherby pour décrire
l’écrouissage isotrope et ceux du critère de Barlat 1991 pour prendre en compte l’anisotropie.
Les paramètres sont déterminés à partir d’essais de traction et de cisaillement pour différentes
orientations dans le plan de la tôle, d’essais de traction plane et d’expansion biaxiale (bulge test).
Le choix de ces essais est essentiel puisqu’il s’agit des sollicitations élémentaires le plus souvent
rencontrées en emboutissage. De plus, afin d’améliorer la modélisation des phases de retour
élastique après emboutissage, un écrouissage cinématique est introduit. La partie cinématique
de l’écrouissage est mise en évidence à partir d’essais de cisaillement cyliques puis modélisée par
une loi non-linéaire de type Armstrong-Frederick. La première partie de ce chapitre présente
l’alliage étudié ainsi que les essais mécaniques effectués au cours de cette étude. Dans la seconde
partie, on défini la loi de comportement utilisée et la stratégie d’identification avec le logiciel
SiDoLo. Enfin, on montre les résultats obtenus sur ce matériau, notamment en ce qui concerne
les paramètres matériaux et la comparaison entre les courbes expérimentales et numériques.

5.2 Essais mécaniques

En vue de réaliser une identification complète du comportement mécanique d’un matériau
donné, il est impératif de disposer d’informations sur la réponse du matériau en fonction de
différents états de déformation. Pour ce faire, des essais de traction uniaxiale et de cisaillement
simple ont été réalisés. Les mesures de déformation sont réalisées en utilisant un extensomètre
à couteaux et une caméra numérique haute résolution. La précision de la mesure obtenue par la
caméra numérique (5× 10−3) est moins bonne que celle obtenue par l’extensomètre (5× 10−5)
mais elle permet par contre d’investiguer une plus grande plage de déformation et d’accéder aux
déformations transverses. Les essais ont été réalisés avec des vitesses de déformation faibles,
limitant ainsi l’élévation de température provoquée par la déformation.

1Cet alliage est utilisé par la société PCI pour des pièces de doublure mises en forme par emboutissage
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5.2.1 Essais de traction uniaxiale

Les essais de traction ont été réalisés sur des éprouvettes rectangulaires de dimension 20×180×
1.2 mm3 découpées initialement à la cisaille. Les bords ont ensuite été usinés de façon à dimi-
nuer la zone écrouie par la découpe et augmenter ainsi le domaine de déformation homogène.
Une série d’essais de traction monotones est réalisée dans une direction de sollicitation à 0o, 45o

et 90o de la direction de laminage (DL) pour étudier l’anisotropie du matériau. La déformation
logarithmique est choisie comme mesure de la déformation, à savoir ε = ln(1 + ∆L/L0) où
L0 désigne la base de mesure initiale et ∆L l’allongement de l’éprouvette. Cette mesure de
la déformation est cohérente avec le fait que l’intégration temporelle de D dans le repère
corotationnel donne une bonne approximation de la mesure de déformation logarithmique
[Mora(2004)]. Les déformations longitudinale et transverse sont mesurées par caméra numérique
et par extensomètre. Lors d’un essai de traction simple, lorsque les champs mécaniques sont
considérés comme homogènes, le tenseur du gradient de la transformation F s’écrit :

F =
3∑

i=1

Fii
~bi ⊗~bi (5.1)

où les ~bi sont les vecteurs de base du repère associé au laboratoire. Les axes ~1,~2 et ~3 désignent
respectivement la direction de traction, la direction transverse et la direction normale au plan
de la tôle. Si la traction est réalisée suivant l’axe 1, seule la composante F11 est imposée. Pour
les tôles minces, on mesure la composante F22 par l’intermédiaire de la caméra numérique. Le
tenseur des contraintes de Cauchy se réduit donc à :

σ =
F

S
~b1 ⊗~b1 (5.2)

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Déformation logarithmique

C
on

tr
ai

nt
e 

de
 C

au
ch

y 
(M

Pa
)

TU00_01
TU90_02
TU45_02

Fig. 5.1 – Essais de traction monotone à 0o, 45o et 90o par rapport à la DL.
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Les variables observables sont le temps t, l’allongement relatif longitudinal ∆L/L0 = F11 − 1,
le rétrécissement transversal ∆l/l0 = F22 − 1 et la contrainte de Cauchy σ = F/S, avec S la
section courante. Pour ces essais, une vitesse de déformation constante est imposée à ε̇ = 10−3

s−1. En considérant que les matériaux métalliques sont en général incompressibles (det F = 1),
à partir de la mesure de la force F , de la section S0 et longueur L0 initiales de l’éprouvette,
ainsi que de celle de l’extensomètre longitudinal (L), on peut calculer la contrainte de Cauchy.

La figure (5.1) présente les résultats expérimentaux obtenus pour les orientations 0o, 45o et 90o

de la DL. L’effet discontinu observé sur ces courbes est dû à un phénomène de vieillissement
dynamique caractéristique des alliages d’aluminium de la série 5000. En effet, sous certaines
conditions de température T et de vitesse de déformation ε̇, ce phénomène résulte de l’in-
teraction entre les dislocations mobiles et les atomes interstitiels ou substitutionnels, ici les
atomes de magnésium [Baird(1973)]. Dans une partie du domaine (T, ε̇), il apparâıt donc sur la
courbe de traction des discontinuités qui portent le nom de Portevin-Le Chatelier (PLC) et qui
résultent de la propagation de bandes de déformation plastique localisée [Cuddy et Leslie(1972)]
[McCormick et al.(1993)].

y = 0.7377x + 0.002
R 2  = 0.9943
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Fig. 5.2 – Mesure des coefficients d’anisotropie de Hill par détermination de la pente de la
droite dεp

22 = f(dεp
33) au cours d’un essai de traction.

En ce qui concerne l’anisotropie de contrainte, on observe sur les courbes de la figure (5.1)
que les caractéristiques mécaniques sont légèrement supérieures pour les essais réalisés sur
des éprouvettes prélevées dans la DL. Celles-ci sont sensiblement identiques pour les essais
réalisés sur les éprouvettes à 45o et 90o de la direction de laminage. Cependant, l’anisotropie de
contrainte est peu marquée pour cet alliage. En ce qui concerne l’anisotropie de déformation, le
suivi de la déformation transverse permet de calculer les coefficients d’anisotropie à 0o, 45o et
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90o par rapport à la DL. La déformation transverse est mesurée par la caméra et la déformation
dans l’épaisseur est calculée par la relation d’invariance du volume plastique tr(εp) = 0. Les
coefficients d’anisotropie peuvent être mesurés de deux façons :

– soit par le rapport εp
22/ε

p
33 pris pour une valeur de déformation longitudinale εp

11 = 0.1. Ces
coefficients sont les coefficients de Lankford,

– soit comme la pente de la courbe déformation transverse en fonction de la déformation dans
l’épaisseur. Ces coefficients sont les coefficients de Hill (figure (5.2)).

Au cours de nos essais, ces deux méthodes ont donné des résultats très proches. Cependant,
la méthode de Hill a été retenue car elle donne des résultats plus reproductibles. Les ca-
ractéristiques mécaniques mesurées pour le module d’Young E, la limite d’élasticité conven-
tionnelle Rp0.2 et les coefficients de Hill rα représentent une moyenne obtenue sur 5 essais.
Le coefficient d’anisotropie moyen, qui caractérise l’anisotropie normale est déterminé par la
relation rmoy = (r0 + r90 + 2r45)/4 = 0.73. Sa valeur est relativement éloignée de 1 ce qui
signifie que l’anisotropie normale est importante. Enfin, l’anisotropie planaire, mesurée par le
coefficient ∆r = (r0 + r90 − 2r45)/2 = 0.014 est faible.

Orientation 0o 15o 30o 45o 60o 75o 90o

E (MPa) 72776 72745 72785 72884 73226 73771 74422
Rp0.2 (MPa) 151.3 152.5 153.0 153.0 153.5 153.4 153.8

rα Hill 0.738 0.736 0.730 0.726 0.729 0.739 0.742

Tab. 5.1 – Valeurs des caractéristiques mécaniques mesurées sur l’alliage Al5182-0 en fonction
de l’orientation par rapport à la DL.

5.2.2 Essais de cisaillement
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Fig. 5.3 – Schéma de principe du dispositif de
cisaillement simple.

Les essais de cisaillement ont été réalisés
sur un dispositif spécifique développé au la-
boratoire [Manach et al.(2001)] (voir figure
(5.3)). Cet essai revêt un grand intérêt pour
l’étude expérimentale des lois de compor-
tement, car dans le cas des tôles minces,
c’est un essai qui comme l’essai de trac-
tion uniaxiale, peut être considéré avec
une bonne approximation comme homogène
[Rauch et G’Sell(1989)]. De plus, la symétrie
du montage permet de réaliser des essais cy-
cliques en inversant la direction de sollicita-
tion. Ce dispositif est monté sur une machine
de traction. Les éprouvettes de cisaillement
sont de dimension 18 × 50 × 1.2 mm3 et la
largeur de la zone cisaillée de l’éprouvette est
égale à 4.5 mm. Des essais de cisaillement mo-
notone ont été conduits sur des éprouvettes à
0o, 45o et 90o de la DL, dans des conditions
expérimentales identiques à celles de la trac-
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tion, en utilisant la caméra numérique pour la mesure de la déformation de cisaillement. Les
essais sont réalisés en imposant une vitesse de déplacement de la traverse de 0.5 mm/min, ce qui
correspond à γ̇ = 2×10−3 s−1, γ étant le cisaillement imposé. On analyse l’essai de cisaillement
dans l’hypothèse d’une cinématique de glissement simple. Dans ce cas, F s’écrit :

F = I + F12
~b1 ⊗~b2 (5.3)

Avec cette cinématique, la composante de cisaillement du tenseur des contraintes de Cauchy se
déduit de la mesure de l’effort F selon σ12 = F/S, la section S étant constante pendant l’essai.
Les données observables au cours de l’essai sont le temps t, le glissement F12 mesuré par la
caméra numérique et la contrainte de Cauchy.
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Fig. 5.4 – Essais de cisaillement monotone à 0o, 45o et 90o par rapport à la DL.

La figure (5.4) montre les résultats expérimentaux obtenus pour les orientations 0o, 45o et 90o

par rapport à la DL. On observe que l’anisotropie de contrainte est négligeable. Au cours de
ces essais, nous n’avons pas noté d’effet PLC pour ce mode de déformation. Enfin, des essais
cycliques ont été réalisés de façon à mettre en évidence l’effet Bauschinger sur ce matériau,
puis d’identifier les paramètres d’écrouissage cinématique du modèle utilisé pour la simulation
numérique (voir figure (5.5)). Ces essais sont composés d’une charge jusqu’à différentes valeurs
de cisaillement imposé (ici γ = 0.1, 0.2, 0.3), puis d’une charge dans la direction opposée jusqu’à
rupture. L’alliage étudié ici présente un effet Bauschinger, caractérisé par une limite d’élasticité
à la recharge plus faible que la contrainte atteinte en fin de charge.

5.2.3 Essais d’expansion biaxiale

Le bulge test est un essai de caractérisation des matériaux par expansion biaxiale permettant
de déterminer le comportement mécanique d’un matériau en grandes déformations sous un état
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Fig. 5.5 – Essais de cisaillement Baushinger à 0o par rapport à la DL pour différentes valeurs
du cisaillement imposé (γ = 0.1, 0.2, 0.3). Superposition d’un essai de cisaillement monotone.

Fig. 5.6 – Schéma de principe de l’essai d’expansion biaxiale.

biaxial de déformation (figure (5.6)). Cet état de déformation est couramment rencontré en
emboutissage. Le dispositif est composé d’une matrice sur laquelle repose l’éprouvette, d’un
serre-flan et d’un support de capteurs. Le serre-flan est maintenu sur la platine par le serrage
de plusieurs vis serrées à couple constant (136 Nm). Un jonc est ajouté sous toute la périphérie
du serre-flan de façon à supprimer l’écoulement de la matière et réaliser ainsi un encastrement.
Les éprouvettes utilisées sont des flans circulaires de diamètre 325 mm, contenant 12 trous sur



Chapitre 5. Identification du comportement d’un alliage d’aluminium 75

tout le pourtour. Le gonflement de la tôle est obtenu par l’application d’une pression d’huile
asservie par une pompe électrique et mesurée par un capteur de pression. Le suivi de la forme
du flan au cours de l’essai est obtenu par trois capteurs de déplacement dont un est placé au
centre de l’éprouvette, les deux autres étant diamétralement opposés à une distance de 50 mm
du centre. L’exploitation des données recueillies au cours de l’essai est réalisée en considérant
que la forme de l’éprouvette déformée est sphérique. Cette hypothèse permet de déterminer la
déformation et la contrainte. La déformation logarithmique est calculée selon :

ε = ln
[
R

a
arctan

(
a

R− h

)]
(5.4)

où a désigne le diamètre utile du flan, h le déplacement du capteur central et R le rayon de
courbure tel que R = (D2 +∆2)/2∆ avec D la distance entre chaque capteur et ∆ la différence
de hauteur entre les capteurs radiaux et le capteur central. Cette définition correspond à une
mesure locale de la courbure au voisinage du pôle. Dans le cas d’un comportement isotrope, la
contrainte est directement donnée par la relation :

σ =
PR

2e
(5.5)

avec D = 50mm, a = 250mm et e désigne l’épaisseur de la tôle. Lors d’un essai d’expansion
biaxiale, le gradient de la transformation est tel que F11 et F22 sont égales et imposées si-
multanément. Les données observables sont le temps t, les composantes F11 et F22 du tenseur
gradient de la transformation et la contrainte de Cauchy calculée à partir de l’équation (5.5).

5.2.4 Essais de traction plane

2

1

Fig. 5.7 – Géométrie des éprouvettes de
traction plane.

Un dispositif de traction plane a été conçu pour
cette étude. En effet, une forme d’éprouvette
particulière [Vegter et al.(1999)] a été choisie
pour obtenir un état de déformation plane se-
lon la figure (5.7). Une des difficultés de cet essai
est de garantir un état de déformation plane uni-
forme sur toute l’éprouvette, à savoir ε22 = 0. En
effet, à cause de l’état de contrainte uniaxial exis-
tant sur les bords de la zone utile de l’échantillon,
il est nécessaire d’utiliser des éprouvettes dont
la largeur est beaucoup plus grande que la lon-
gueur. La mesure de la déformation par caméra
permet alors de vérifier que dans la zone cen-
trale de l’éprouvette, la déformation transverse
est quasiment nulle. Les essais ont été réalisés
dans la DL uniquement. Lors d’un essai de traction plane, le gradient de la transformation est
tel que seule F11 est imposée. Un essai de traction plane est considéré comme idéal lorsque
F22 = 1. Cette condition n’étant pas imposée, le rapport longueur/largeur important permet
de s’en approcher. Le tenseur des contraintes de Cauchy est :

σ = σ11
~b1 ⊗~b1 + σ22

~b2 ⊗~b2 (5.6)

La mesure optique permet de vérifier que la déformation transverse est quasiment nulle, (figure
(5.8)). Les données observables sont le temps t, la composante F11 et la contrainte de Cauchy.
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Fig. 5.8 – Evolution des déformations ε11 et ε22 en fonction du temps au cours d’un essai de
traction plane.

5.3 Modèle de comportement

Le modèle utilisé dans cette étude a été introduit dans le logiciel SiDoLo [Pilvin(2003)]. C’est
un modèle élastoviscoplastique à écrouissage mixte (isotrope et cinématique) présenté dans le
chapitre 4. Le comportement anisotrope du matériau est décrit par le critère de Barlat 1991 et
l’écrouissage cinématique est non linéaire défini par la relation (4.11). L’évolution de la variable
d’écrouissage isotrope R est choisie sous la forme de la loi de Hocket-Sherby :

R = B − (B − A) exp(−C(ε̄p)n) (5.7)

où A, B, C, n sont des paramètres caractéristiques du matériau. Il est à noter que la loi de
Hocket-Sherby redonne la loi de Voce pour n = 1. Le modèle utilisé comporte donc 18 coeffi-
cients, à savoir :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

E, ν coefficients d’élasticité
a, b, c, f, g, h, m coefficients du critère d’anisotropie de Barlat 1991
A, B, C, n coefficients de l’écrouissage isotrope (loi de Hocket-Sherby)
CX , DX , HX coefficients de l’écrouissage cinématique
K, N coefficients de viscosité

5.4 Identification et validation

Le matériau étudié est un alliage d’aluminium Al5182-O. Il se présente sous forme de tôles
laminées à froid, de dimension 700 × 1200 mm2 et d’épaisseur 1.2 mm. L’identification des
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paramètres est réalisée avec le logiciel SiDoLo [Pilvin(2003)]. La recherche d’un jeu optimum
de paramètres, représenté sous la forme d’un vecteur A, est basée sur la minimisation d’une
fonctionnelle L(A) qui mesure l’écart entre les données expérimentales et les données simulées.
Elle est définie par :

L(A) =
N∑

n=1

Ln(A) (5.8)

où N est le nombre d’essais de la base expérimentale et :

Ln(A) =
1

Mn

Mn∑
i=1

(
Zexp(ti)− Zsim(ti, A)

∆Z

)2

(5.9)

avec Mn le nombre de points de l’essai n, ti l’instant d’observation, Z la grandeur observable
et ∆Z un coefficient de pondération [Pilvin(2003)].

La base expérimentale est constituée d’essais avec deux grandeurs observables, à savoir la
contrainte et la déformation. Un coefficient de pondération est affecté à chacune de ces grandeurs
observables, dont la valeur est choisie en fonction de l’incertitude sur les mesures expérimentales.
Pour la contrainte de cisaillement, la valeur du coefficient de pondération est ∆τ = 2 MPa et
pour les essais de traction, ∆σ = 3 MPa et ∆ε = 0.001. La base d’essais initiale est composée
de 3 essais de traction (à 0o, 45o et 90o de la DL), de 3 essais de traction prenant en compte
la déformation transverse (à 0o, 45o et 90o de la DL), de 3 essais de cisaillement monotone
pour les mêmes orientations et d’un essai de traction plane, d’un essai d’expansion biaxiale
et d’essais de cisaillement Baushinger dans la DL. Certains coefficients sont fixés (E = 73230
MPa, ν = 0.33, f = g = 1.0, m = 8), les paramètres de la partie visqueuse ayant été déterminés
pour avoir une très faible influence de la vitesse de déformation tout en assurant une nombre
raisonnable d’itérations de calcul (K = 5 MPa.s1/N et N = 5), ce qui correspond à une contri-
bution visqueuse inférieure à 1 MPa. Compte tenu de l’évolution des courbes de recharge des
essais Baushinger, un écrouissage cinématique linéaire est considéré. Les valeurs des coefficients
identifiés pour ce modèle se trouvent dans le tableau (5.2).

Paramètre a b c h A B C n HX

Al5182-O 1.070 1.018 0.9813 1.019 139 375 10.18 0.9547 60

Tab. 5.2 – Valeurs des coefficients identifiés avec le modèle de Barlat 91, un écrouissage isotrope
de type Hocket-Sherby et un écrouissage cinématique linéaire. A, B, HX sont en MPa.

Les résultats obtenus lors de l’identification d’un essai de traction dans la DL sont présentés sur
la figure (5.9). Il s’avère que l’anisotropie de contrainte, qui est faible sur ce matériau, est bien
décrite pour toutes les orientations. En ce qui concerne les pics de relaxation observés sur les
courbes simulées, ceux-ci sont dûs à l’évolution non linéaire de la déformation en fonction du
temps. Cette évolution saccadée, qui est une conséquence de l’effet PLC, est partiellement re-
produite par ce modèle élastoviscoplastique. Par contre, on observe sur la figure (5.10) que l’ani-
sotropie de déformation est moins bien modélisée. En effet, plusieurs études traitant de l’iden-
tification des paramètres de différents critères de plasticité [Wu(2002)] [Lademo et al.(1999)]
ont montré également la difficulté de décrire à la fois l’anisotropie de contrainte et celle de
déformation dans le cas des critères de plasticité tels que Hill 1948, Barlat 1991, etc. En uti-
lisant le critère de Barlat 1991, il n’est pas possible de décrire correctement les courbes de
contrainte-déformation en traction et les coefficients rα. Un seul jeu de paramètres peut être
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Fig. 5.9 – Essais de traction monotone à 0o par rapport à la DL.
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Fig. 5.10 – Essais de traction monotone à 0o par rapport à la DL.

lissé à la fois. Ce problème peut être surmonté en définissant un critère dépendant de plus de
paramètres indépendants, afin de décrire toutes les données [Barlat et al.(2003)].

La simulation des essais de cisaillement monotone de la figure (5.11) donne aussi de très
bons résultats. En ce qui concerne les essais de cisaillement cycliques de la figure (5.12), il
est nécessaire de prendre en compte l’écrouissage cinématique pour décrire l’effet Baushinger.
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Fig. 5.11 – Essais de cisaillement monotone à 0o par rapport à la DL.
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Fig. 5.12 – Essais de cisaillement cyclique à 0o par rapport à la DL.

En effet, la simulation des courbes de cisaillement inverse a tendance à surestimer la valeur de
la contrainte à la recharge si l’écrouissage cinématique n’est pas considéré. Par contre, dans ce
cas précis, la modélisation par un écrouissage cinématique linéaire n’est pas complètement sa-
tisfaisante et il semble que l’identification de l’écrouissage cinématique non linéaire permettrait
d’améliorer la transition élastique-plastique lors de la recharge en cisaillement Baushinger. Ce
travail est actuellement en cours. Enfin, les simulations des essais de traction plane de la figure
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(5.14) et d’expansion biaxiale de la figure (5.13) montrent que ces essais sont décrits de façon
satisfaisante par ce modèle.
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Fig. 5.13 – Essais d’expansion biaxiale.
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Fig. 5.14 – Essais de traction plane à 0o par rapport à la DL.

Enfin, on note sur la figure (5.15) que la forme du critère de plasticité obtenu diffère sensiblement
du critère de von Mises et du critère de Hill dans la partie comprise entre la traction équibiaxiale
et la traction plane.
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Fig. 5.15 – Forme des critères de plasticité obtenus avec
le critère isotrope de von Mises, le critère anisotrope de
Hill 48 et le critère de Barlat 91 sur l’alliage Al5182-O.

Ce dernier mode de déformation est
fréquemment rencontré en emboutis-
sage et constitue le point le plus bas
des courbes limites de formage, c’est-
à-dire le mode de déformation le plus
sévère. On peut donc envisager une
influence du critère de plasticité sur
la prédiction des ruptures en embou-
tissage se produisant selon ce mode
de déformation. Il est à noter que
la forme du critère est peu affectée
par la variation des paramètres is-
sus soit d’une identification sur les
essais de traction-cisaillement seuls
soit d’une identification sur la base
expérimentale complète.
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Chapitre 6

Emboutissage et retour élastique

6.1 Introduction

La simulation par éléments finis des processus d’emboutissage profond des métaux devient
un outil fiable pour étudier l’emboutissabilité d’une pièce et on s’attend maintenant à ce
qu’elle prévoit exactement les dimensions finales de la partie emboutie. Toutefois l’état local de
contrainte, qui dépend fortement de l’histoire de déformation, est dans beaucoup de cas seule-
ment estimé, menant à des prévisions dispersées sur la forme finale notamment dans le cas de
l’aluminium. En effet, pendant le retrait des outils, le rétablissement partiel de la partie élastique
de la déformation conduit à une modification de la géométrie obtenue après chargement. C’est le
phénomène de retour élastique auquel de nombreuses études ont été consacrées afin d’améliorer
sa prévision. Hors, pendant un processus d’emboutissage, les inversions de contrainte comme
les changements complexes de chemin de déformation se produisent plus ou moins localement
et affectent l’état final de contrainte. Il a été montré que le modèle d’écrouissage a une influence
importante sur le calcul du retour élastique [Xia(2001)] et qu’un modèle d’écrouissage isotrope
et cinématique combiné, qui permet de prendre en compte l’effet Bauschinger, conduit à un
meilleur accord avec les résultats expérimentaux [Makinouchi(2001)].

L’objectif de ce chapitre est de mettre en évidence l’influence de la loi de comportement sur la
réponse du matériau au cours d’essais d’emboutissage et de pliage. Les simulations numériques
sont comparées par rapport à des résultats expérimentaux au cours de la phase de mise en forme
et après retour élastique. Les procédés d’emboutissage considérés sont issus de benchmarks
proposés lors des conférences Numisheet [Danckert et al.(1999)] [Yang et al.(2002)]. Le premier
cas consiste à emboutir des godets cylindriques en deux étapes et dans deux directions opposées :
le rapport d’emboutissage est de 1.7 dans la première étape et de 1.36 dans la deuxième étape.
Un dispositif expérimental a été conçu pour réaliser ce test, afin de pouvoir être utilisé sur une
machine de traction classique. Les données expérimentales mesurées se composent de courbes
force-déplacement du poinçon et de distributions des épaisseurs dans le mur des godets à 0o, 45o

et 90o par rapport à la DL. Le second cas consiste en un essai de flexion cylindrique sans
contrainte (pliage). Un dispositif expérimental a également été conçu pour réaliser la flexion
cylindrique de flans rectangulaires et une attention particulière à été apportée à la mesure de
la forme du flan au cours de l’essai et après retour élastique. Parallèlement, des simulations
numériques de ces tests ont été effectuées avec le code éléments finis DD3IMP en considérant
plusieurs lois de comportement différentes. Les dispositifs sont décrits et les résultats obtenus
sont présentés et comparés aux résultats expérimentaux.

83
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6.2 Modèles d’écrouissage

Conformément aux spécifications du benchmark Numisheet99, les essais d’emboutissage inverse
ont été réalisé sur une tôle d’acier doux de qualité emboutissage profond et d’épaisseur 0.98
mm. Trois modèles d’écrouissage différents ont été testés sur ce matériau. Le premier est un
modèle à écrouissage isotrope classique décrit par une loi de Swift (voir équation (4.9)). Le
second est un modèle à écrouissage mixte, l’écrouissage isotrope étant modelisé par une loi
de Swift et l’écrouissage cinématique est non linéaire défini par la relation (4.11). Enfin, le
troisième modèle est le modèle d’écrouissage mixte de Teodosiu et Hu [Teodosiu et Hu(1998)],
dont les variables internes sont liées à la microstructure de dislocation [Hiwatashi et al.(1997)].
En effet, sur ce type de matériau, on observe au cours d’un second trajet en cisaillement (voir
figure (6.1),2.1,2.2,2.3,3), tout d’abord une première phase d’écrouissage lors de la recharge,
puis un adoucissement et enfin une reprise de l’écrouissage. Lors du premier chargement mo-
notone, les dislocations s’arrangent en structures planaires polarisées. Lors de l’inversion de la
contrainte, ces systèmes de glissement sont actifs, mais dans la direction opposée. Ces struc-
tures se désintègrent progressivement par phénomène d’annihilation et une fois totalement
disparues, le cisaillement crée de nouvelles structures de polarité opposées. Cet aspect micro-
structural de la déformation en trajet de cisaillement n’est pas pris en compte dans les deux
premiers modèles. Par contre, on observe sur la figure (6.1) que le modèle de Teodosiu et Hu
permet de modéliser cet aspect. La définition des paramètres de ce modèle peut être trouvée
dans [Bouvier et Haddadi(2001)].
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Fig. 6.1 – Identification des paramètres matériaux en utilisant un essai de traction monotone
(1), de cisaillement monotone (2), de cisaillement Bauschinger après 10% (2.1), 20% (2.2), 30%
(2.3) et séquentiel traction/cisaillement (3) avec le modèle de Teodosiu et Hu.

Les essais de flexion cylindrique ont été réalisé sur un alliage d’aluminium. Le matériau est une
tôle d’aluminium Al6111-T4 et d’épaisseur 1.0 mm. Les propriétés mécaniques de ce matériau
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sont données dans [Yang et al.(2002)]. Comme dans le cas du matériau précédent, trois modèles
d’écrouissage différents ont été testés. Le premier est un modèle à écrouissage isotrope décrit
par une loi de Swift. Le second est un modèle à écrouissage mixte, l’écrouissage isotrope étant
modelisé par une loi de Voce (voir équation (4.10)) et l’écrouissage cinématique est non linéaire
du type de l’équation (4.11). Enfin, le troisième modèle est le modèle d’écrouissage mixte de
Teodosiu et Hu. Les paramètres caractéristiques de ces deux matériaux ont été identifiés avec
SiDoLo, à partir d’essais homogènes de traction et de cisaillement par S. Bouvier au LPMTM
[Bouvier et Haddadi(2001)], selon une procédure similaire à celle présentée dans le chapitre 5.

6.3 Etude expérimentale de l’emboutissage inverse

Le but de ce dispositif est d’emboutir successivement une tôle plane circulaire de diamètre initial
170 mm, premièrement en un godet cylindrique de diamètre 100 mm et deuxièmement en un
godet de diamètre 75 mm, dans la direction opposée [Gélin et Picart(1999)]. On impose un
écartement fixe entre la matrice et le serre-flan pour les deux passes d’emboutissage. La raison
de ce choix est que sur certaines presses, il est difficile de contrôler la force de serre-flan alors
qu’en spécifiant un écartement fixe de serre-flan, la plupart des laboratoires peuvent effectuer ce
test [Danckert et al.(1999)]. Lors de la première étape, le dispositif est composé d’une matrice
qui donne le centrage du flan (voir figure (6.2) gauche). La matrice a un diamètre intérieur de
104.5 mm et un rayon d’entrée de 8 mm. Le serre-flan est relié à la matrice par des vis. Pour
calibrer l’espace entre le serre-flan et la matrice, des cales de réglage sont interposées entre les
deux parties. Le poinçon a un diamètre externe de 100 mm, son rayon étant de 5.5 mm.
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Fig. 6.2 – Représentation schématique du dispositif d’emboutissage inverse lors de la première
étape (partie gauche) et lors de la deuxième étape (partie droite).

Le dispositif de la deuxième étape utilise la plupart des pièces de la première étape (voir figure
(6.2) droite). En effet, à la fin de la première étape, le godet est laissé sur le poinçon creux
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qui constitue alors la matrice de la deuxième étape. Comme à la première étape, le serre-flan
est relié à la matrice par des vis et placé à une distance constante de la matrice par des cales
de réglage. Le poinçon de la deuxième étape est constitué d’un cylindre de diamètre 73.4 mm
dont le rayon d’entrée est 8.5 mm. Afin d’obtenir des résultats reproductibles, une attention
particulière a été portée sur l’alignement du poinçon, de la matrice et du serre-flan. Il est à
noter que, contrairement aux presses d’emboutissage standard, plusieurs pièces doivent être
retirées entre les deux étapes, ce qui conduit à des temps de manipulation assez importants.

Fig. 6.3 – Photos de godets emboutis après la première
étape (partie haute) et la deuxième étape (partie basse).

Au cours des essais, la force sur
le poinçon et le déplacement de la
traverse sont enregistrés. Après la
première étape, quelques godets ont
été retirés du poinçon et gardés
de côté pour effectuer une mesure
d’épaisseur tandis que les autres
étaient emboutis dans la seconde
étape. Des photos de godets emboutis
sont présentées sur la figure (6.3).

Les mesures d’épaisseur sont ef-
fectuées sur une machine à mesurer
tridimensionnelle. Les coordonnées
des points sont prises à l’intérieur et
à l’extérieur du godet pour une même
hauteur, l’épaisseur étant alors cal-

culée. En raison de la courbure du godet près du fond, il n’était pas possible de mesurer
l’épaisseur en-dessous de 7 mm pour la première étape et de 12 mm pour la deuxième étape.
Enfin, la hauteur des cales de réglage du jeu matrice/serre-flan a été déterminée empirique-
ment de façon à avoir l’écartement le plus grand possible (pour ne pas serrer la tôle) tout en
empêchant la formation de plis. L’écart a été augmenté jusqu’à ce que des plis soient observés
sur les godets (voir figure (6.3)). Les écarts mesurés pour ce matériau sont 1.0 mm pour la
première étape et 1.4 mm pour la deuxième étape.

6.4 Simulation numérique de l’emboutissage inverse

Le processus d’emboutissage inverse décrit dans la partie expérimentale a été simulé en uti-
lisant le code éléments finis implicite DD3IMP. Dans ce code, le contact avec frottement
est décrit par la loi de Coulomb et son évolution est contrôlée par une formulation mixte
(cinématique et statique), utilisant une approche de type lagrangien augmenté. Le contact
est traité entre une tôle déformable et des outils rigides modélisés par des surfaces de
Bézier [Menezes et Teodosiu(2000)] [Alves et Menezes(2001)]. Compte tenu des conditions de
symétrie, un quart du flan a été maillé. Le maillage est concentrique et composé de 2016 éléments
héxaédriques linéaires avec 2 couches dans l’épaisseur. Le coefficient de frottement fait partie
des données du benchmark µ = 0.15 pour un matériau lubrifié. Bien qu’il ait déjà été uti-
lisé dans des études précédentes traitant de la comparaison entre des résultats expérimentaux
et numériques [Ahmetoglu et al.(1995b)] [Barlat et al.(2003)], le coefficient de frottement n’est
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pas ici un paramètre ajustable permettant de lisser les données expérimentales. Numériquement
l’écart entre la matrice et le serre-flan est fixé à 1.13 mm pour la première étape et 1.4 mm
pour la deuxième étape.

Fig. 6.4 – Courbes force-déplacement du poinçon expérimentales et numériques au cours de
l’étape 1 et de l’étape 2.

La figure (6.4) présente l’évolution de la force de poinçon pendant la première et la deuxième
étape respectivement obtenues expérimentalement et avec les trois modèles d’écrouissage définis
précédemment. La figure (6.5) montre la répartition de la déformation plastique équivalente avec
le modèle à écrouissage isotrope de Swift à la fin de chaque étape. Enfin, la figure (6.6) présente
la répartition de l’épaisseur dans le mur du godet à 0o, 45o et 90o par rapport à la DL.

Fig. 6.5 – Répartition de le déformation plastique équivalente au cours de l’étape 1 (figure de
gauche) et de l’étape 2 (figure de droite).
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Fig. 6.6 – Distribution expérimentales et numériques de l’épaisseur dans le mur des godets
après l’étape 1 (partie droite) et l’étape 2 (partie gauche) à 0o, 45o et 90o de la DL.

6.4.1 Etape 1

La force maximale atteinte pendant l’étape 1 est 80.8 kN pour un déplacement de 25 mm. En
raison de la légère anisotropie du matériau, les godets présentent des cornes à 0o et à 90o par
rapport à la DL, ce qui est cohérent avec le fait que le coefficient d’anisotropie r45 est inférieur
à r0 et à r90 [Marciniak et Duncan(1992)]. L’évolution de l’épaisseur est très semblable à 0o et
à 90o de la direction de laminage mais est différente à 45o. Un amincissement de la tôle est noté
au-dessous d’une hauteur d’environ 25 mm (entre 18 mmm et 30 mm) et un épaississement
au-dessus. Au début, et en raison d’une force de frottement résistive élevée au niveau du serre-
flan, le procédé de déformation implique un léger glissement de la tôle sous le serre-flan ainsi
qu’une extension de la tôle située entre le rayon de la matrice et le rayon du poinçon. Cette
extension provoque un amincissement de la tôle. Ensuite, la force totale diminue puisque que
la force résistive diminue. Une compression circonférentielle se produit alors et par conséquent
un épaississement de la tôle. Une zone de transition, entre une épaisseur donnée au-dessous ou
au-dessus de la valeur initiale, peut clairement être notée sur le godet, environ à mi-hauteur.
Une telle évolution est typique d’un procédé de déformation par extension.

Les simulations numériques montrent une bonne adéquation par rapport aux résultats
expérimentaux, en terme de force maximum atteinte et de largeur de courbe pour les trois
modèles. Les courbes numériques commencent par une pente plus élevée que la courbe
expérimentale en raison probablement des déformations élastiques des outils ou d’une fausse
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rigidité du flan due à l’interpolation linéaire des éléments finis. Les oscillations sur les courbes
simulées sont dues aux instabilités numériques liées au contact entre le maillage déformé et
l’outil. En effet, quand on utilise un maillage concentrique, tous les éléments à un rayon donné
entrent en contact avec l’outil en même temps. La présence de ces instabilités est liée au rapport
entre la taille des éléments du maillage et le rayon de courbure des outils. Pour éviter de tels
problèmes, la taille des éléments du maillage devrait être inférieure à 20% du rayon de cour-
bure de la matrice, ce qui correspond à 1.6 mm pour la première étape (la taille du maillage est
environ 3 mm). Mais une trop petite taille d’élément conduit à des temps de calcul prohibitifs.

On observe sur les distributions d’épaisseur de la figure (6.6) que l’épaisseur à 45o et à 90o de
la DL est surestimée par le code, les écarts étant de l’ordre de 4-5 % à la fin de la première
étape. Il semble que la répartition des épaisseurs ne soit pas sensible à la loi d’écrouissage
puisque quelque soit le modèle on obtient les mêmes résultats. Par contre, on a observé que
la répartition des épaisseurs est fortement influencée par les coefficients du critère de Hill.
En effet, si les coefficients de Hill sont identifiés à partir des courbes contrainte-déformation
et non pas à partir des coefficients rα, cela conduit à un abaissement de la courbe force-
déplacement (autour de 7%) et influence considérablement la distribution d’épaisseur. Il semble
donc que la contrainte d’écoulement et les valeurs des coefficients rα ont une grande influence sur
l’épaisseur, d’une manière découplée [Thuillier et al.(2002)]. Une étude traitant d’un processus
d’emboutissage différent [Thuillier et al.(2001)] a montré également la sensibilité des résultats
à la détermination des coefficients de Hill.

6.4.2 Etape 2

Pendant l’étape 2, la force maximale atteinte est de 73.6 kN pour un déplacement de 58 mm.
L’évolution de l’épaisseur est semblable pour les trois orientations, jusqu’à environ 50 mm
(voir figure (6.6)). On peut noter sur les courbes force-déplacement de la figure (6.4) qu’un
changement de pente intervient au-dessus de 20 mm. En fait, le diamètre du godet à emboutir
est de 100 mm et le diamètre de poinçon est de 73 mm. Par conséquent la première étape du
processus est principalement une déformation de la tôle située sous le poinçon et qui n’a pas
été déformée pendant la première étape. Ceci correspond à une première zone, presque linéaire,
sur la courbe force-déplacement. Puis une transition a lieu, lorsque la partie déjà déformée
commence à glisser entre la matrice et le serre-flan. En raison du frottement et de l’histoire de la
déformation, ceci a pour conséquence un changement sur la courbe force-déplacement. La pente
de la courbe force-déplacement est plus faible, correspondant principalement au glissement et
à l’emboutissage du godet et est associée à un amincissement du mur. En effet l’épaisseur
mesurée demeure plus faible qu’après l’étape 1, quelque soit l’orientation. Au-dessus de 50 mm,
un épaississement important de la tôle à 45o de la direction de laminage est noté, jusqu’à 1.09
mm. On ne l’observe pas dans les deux autres directions. Il est certainement associé aux cornes
formées à 0o et à 90o de la direction de laminage, comme dans le cas de la première étape. Le
pic qui a lieu aux alentours de 40 mm est lié au passage de la zone épaissie du mur du godet
après l’étape 1, entre la matrice et le serre-flan [Esche et al.(2000)].

On observe sur les courbes force-déplacement du poinçon (voir figure (6.4)) que l’influence de la
loi de comportement est importante. En effet, les courbes obtenues numériquement surestiment
la force, sauf pour le modèle de Teodosiu et Hu. Il s’avère donc dans ce cas que la prise en
compte de l’écrouissage cinématique n’est pas suffisante pour décrire correctement la courbe de
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la deuxième étape. Il semble donc que ce procédé mettent en jeu des changements de trajets
de déformation importants qui mettent en évidence la pertinence de ce modèle. Comme dans
l’étape 1, la distribution des épaisseurs obtenues numériquement est conforme aux résultats
expérimentaux avec une tendance à surestimer l’épaisseur à 90o de la DL.

En ce qui concerne le dispositif expérimental lui-même, des déformations élastiques du serre-flan
ont été envisagées, plusieurs auteurs ayant rapporté la difficulté d’empêcher les déformations
élastiques de cette pièce [Shulkin et al.(1995)]. De plus, le dispositif a été placé sur une machine
d’essai classique d’une capacité de charge maximum de 100 kN. Les expériences ont été alors
effectuées dans une plage de force près du maximum. On s’est ainsi attendu à ce que se produise
une déformation élastique de la machine, ce qui est un effet indésirable [Shulkin et al.(1995)].
Cependant, il est intéressant de noter que les courbes force-déplacement obtenues par les autres
participants à ce benchmark sont proches les unes des autres, l’écart maximum étant de l’ordre
de 11%, et diminue à 6% en ce qui concerne l’évolution des épaisseurs [Gélin et Picart(1999)].
La déformation élastique de la presse et du serre-flan semble donc ne pas avoir une influence
significative sur ce type de procédé d’emboutissage profond.

6.4.3 Changement de trajets de déformation

L’analyse phénoménologique du procédé a donc permis de mettre en évidence que ce type
d’emboutissage faisait intervenir des changements importants dans les trajets de déformation,
qui ne peuvent être modélisés uniquement avec un écrouissage cinématique. Dans deux études
numériques [Cannizzaro et al.(1990)] [Parsa et al.(1994)], pour de grands rapports d’emboutis-
sage (1.87 et 1.43 pour la première et deuxième étape respectivement [Cannizzaro et al.(1990)]
- 1.5 pour les deux étapes [Parsa et al.(1994)]), les auteurs ont rapporté le développement d’une
striction près du fond du godet dans la deuxième étape, en utilisant un modèle à écrouissage iso-
trope. On n’observe pas cette striction dans le cas du réemboutissage direct [Parsa et al.(1994)],
ni lorsqu’un modèle à écrouissage cinématique est utilisé au lieu de l’écrouissage isotrope
[Cannizzaro et al.(1990)]. Ceci suggère l’occurrence de changements de chemin de déformation
pendant le processus de mise en forme. Par exemple, un point matériel initialement situé dans
la partie externe du flan subira une compression circonférentielle et un étirement radial puis
une flexion et une déflexion et éventuellement une traction plane dans le mur du godet.

L’amplitude de ces changements de la direction du tenseur des vitesses de déformation peut
être évaluée avec le paramètre β défini par :

β = A1 : A2 (6.1)

où Ai est le tenseur normé par rapport au deuxième invariant du tenseur vitesses de déformation
à l’incrément i [Rauch et Schmitt(1989)]. β varie continuement de -1 (inversion de la contrainte)
jusqu’à 1 (chargement continu) en passant par 0 (chargement orthogonal). Le comportement
du matériau pendant le deuxième trajet de déformation dépend de la valeur de β et présente
un effet Baushinger ainsi qu’un plateau sur la courbe contrainte-déformation (β = −1) ou un
adoucissement (β = 0).

Le tenseur incremental de déformation plastique dεp est donné à chaque incrément de la
résolution de la méthode des éléments finis et β est calculé entre deux états correspondant
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Fig. 6.7 – Evolution du paramètre β pour un point situé à une distance radiale de 58 mm,
pour différentes orientations par rapport à la DL, au cours de l’étape 1 (à gauche) et de l’étape
2 (à droite).

à deux valeurs du déplacement de poinçon. Les changements de trajets de déformation se pro-
duisent pendant la première étape et la seconde (voir figure (6.7)). Un comportement semblable
pour tous les noeuds à une distance radiale donnée est noté, mais les valeurs de β dépendent de
l’orientation. Des valeurs de l’ordre de 0.3 - 0.5 sont rencontrées au cours de la première étape,
jusqu’à des valeurs proches de 0 dans la seconde. On remarque que les changements de trajets
les plus importants ont lieu pour des déplacements de poinçon entre 20 et 40 mm au cours
de la deuxième étape. Ceci est corrélé avec le changement de pente de la courbe obtenue avec
le modèle de Teodosiu et Hu au cours de la deuxième étape. Il apparait donc que la prise en
compte de l’écrouissage cinématique qui ne permet de modéliser que les changements de trajets
de type Baushinger n’est pas suffisante dans ce type d’embouti et qu’un modèle constitutif pre-
nant en compte les changements de trajets de déformation conduit à une meilleure prédiction
du procédé.

6.5 Etude expérimentale du retour élastique

Dans cette partie, le phénomène de retour élastique est étudié expérimentalement sur un essai
de flexion cylindrique. La géométrie des outils est donnée d’après un benchmark de la conférence
Numisheet02 [Yang et al.(2002)]. Un flan rectangulaire de dimensions 120 × 30 × 1 mm3 est
déformé dans le passage d’une matrice par un poinçon cylindrique sans l’utilisation de serre-flan.
Un dispositif expérimental a été conçu pour cette étude et monté sur une machine de traction
(voir figure (6.8)). La force est mesurée par une cellule de force de capacité 1 kN. Dans une
première étape, le poinçon est placé en contact avec la tôle et le poinçon se déplace. Lorsqu’il
atteint son déplacement maximun (28.5 mm), un éjecteur applique le flan contre le poinçon et
il se déplace en sens inverse.

La vitesse de déplacement du poinçon est égale à 0.2 mm/s. En effet, dans la gamme 0.2− 50
mm/s, aucune influence de la vitesse de déplacement du poinçon sur la courbe force-déplacement
n’a été notée. Les essais ont été effectués sans lubrifiant. Les flans sont découpés pour que la
longueur de l’éprouvette soit dans la DL.
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Fig. 6.8 – Schéma du dispositif expérimental pour la flexion cylindrique. A gauche : avant le
déplacement de poinçon. A droite : flan plié après le déplacement maximum du poinçon.
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Fig. 6.9 – Courbes force-déplacement du poinçon expérimentale et numérique pour l’aluminium
Al6111-T4 dans la DL.

La courbe force-déplacement du poinçon est présentée sur la figure (6.9). La force maximum
est atteinte à environ 23 mm puis pour les valeurs supérieures du déplacement on observe un
glissement du flan entre la matrice et le poinçon. Pendant le processus, le bord du flan est
suivi avec une caméra numérique haute résolution. Des images à niveaux de gris pour plusieurs
valeurs du déplacement du poinçon (7, 14, 21, 28.5 mm respectivement et après retour élastique)
sont enregistrées. Ces images codées sur 10-bit sont ensuite seuillées pour obtenir des images
en noir et blanc afin d’extraire les contours du flan.
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Fig. 6.10 – Définition de la mesure des angles d’ouverture (à droite) et de contact (à gauche).

On considère deux angles différents définis sur la figure (6.10) : le premier est l’angle d’ouverture
qui correspond à l’angle entre les deux parties droites de l’éprouvette. Cet angle est mesuré sur
le contour extérieur du profil du flan à la fin de la charge et après retour élastique. Les valeurs
mesurées de cet angle sont données dans le tableau (6.1) dans la colonne angle d’ouverture. Les
valeurs présentées sont des moyennes de six essais et l’écart type est compris entre 0.2o et 0.6o.

Angle d’ouverture Angle de contact
28.5 mm Springback ∆θ 7 mm 14 mm 21 mm 28.5 mm

Experimental 21.0 54.4 33.4 3.9 59.1 107.1 150.1
Modèle SI 21.4 2.0 % 52.5 3.4 % 31.1 4.0 60.1 103.8 148.2
Modèle VV 21.4 2.0 % 54.0 0.7 % 32.6 4.0 60.1 103.8 148.2
Modèle CT 21.4 2.0 % 54.2 0.3 % 32.8 4.0 60.1 103.8 148.2

Tab. 6.1 – Angles d’ouverture et angles de contact mesurés à la fin de l’étape de charge et
après décharge. Modèle SI correspond au modèle à écrouissage isotrope de Swift, Modèle VV
au modèle à écrouissage mixte de type Voce et Modèle CT au modèle de Teodosiu et Hu. Les
valeurs sont données en degrés.

Fig. 6.11 – Traitement d’images de
mesure de l’angle entre les lignes de
contact.

De plus, afin d’étudier l’évolution du contact au cours
l’essai, la position des lignes en contact entre la tôle et
avec le poinçon est étudiée (voir figure (6.10) gauche).
Le procédé suivant est employé : le contour intérieur
du profil est considéré pour un déplacement donné et
le poinçon est représenté par un cercle, dont le centre
est connu à partir de l’image (voir Fig.6.11). La dis-
tance d entre le contour de l’éprouvette et le cercle est
calculée le long d’une direction radiale et les lignes de
contact sont choisies lorsque la distance est minimum.
Deux lignes sont alors définies, du centre du poinçon
à chaque zone de contact et l’angle entre ces lignes est
calculé. Cet angle est appelé angle de contact dans le
tableau (6.1).
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6.6 Simulation numérique de la flexion cylindrique

La simulation numérique de ce processus a été réalisée avec le code de calcul DD3IMP, en
utilisant les trois modèles d’écrouissage décrits précédemment. Le flan est maillé avec 60 × 20
éléments héxaédriques quadratiques, et une couche d’éléments dans l’épaisseur. L’influence du
maillage et du type d’interpolation (linéaire ou quadratique) a été testée et des résultats stables
ont été obtenues pour une cette taille d’éléments [Oliveira et al.(2002)]. On peut souligner qu’à
la fin de l’étape de chargement, la déformation plastique équivalente maximum est de moins de
4%. Les résultats des simulations numériques obtenus avec les différents modèles sont présentés
dans le tableau (6.1). La même méthode que pour les profils expérimentaux a été employé pour
calculer les angles. On observe que les résultats numériques et expérimentaux sont très proches,
les écarts étant souvent inférieurs à 2 %.

Au cours de ce test, les déformations plastiques rencontrées étant relativement faibles, la fi-
gure (6.12) présente la répartition de la contrainte équivalente pour les trois lois constitutives
étudiées. Les isovaleurs de la partie gauche de la figure correspondent à la fin de la descente
du poinçon et celles de la partie droite à la fin de la phase de retour élastique, c’est-à-dire
après le retrait des outils. On oberve que les contraintes sont concentrées sous le poinçon alors
que les bords sont libres de contrainte puisqu’il n’y a pas de serre-flan. Quelque soit le modèle
considéré, la distribution de contrainte est du même ordre de grandeur à la fin de la charge
et atteint environ 225 MPa. Cette valeur n’est pas homogène sur les peaux du flan à cause de
l’effet anticlastique se produisant au cours de l’essai.

Par contre, après retour élastique, la répartition des contraintes est différente selon le modèle
utilisé. La valeur de la contrainte équivalente moyenne est de l’ordre de 40 MPa pour le modèle
à écrouissage isotrope de Swift, 65 MPa pour le modèle à écrouissage mixte de Voce et de
80 MPa pour le modèle de Teodosiu et Hu. Un tel écart provient de la prise en compte de
l’écrouissage cinématique entre les deux premiers modèles. En fait, lorsque l’on utilise unique-
ment un écrouissage isotrope, on obtient un plus grand accroissement de la surface de plasti-
cité qui conduit après décharge à une plus grande relaxation des contraintes résiduelles. Par
contre, en utilisant un écrouissage cinématique, la relaxation des contraintes est plus faible car
l’écrouissage isotrope est plus faible. Pour les deux modèles à écrouissage mixte, la différence
est essentiellement due à l’évolution de l’écrouissage cinématique. En utilisant le modèle de
Teodosiu et Hu, on observe que la valeur de X atteinte à la fin de la phase de charge est
plus faible que celle atteinte avec le modèle à écrouissage mixte de Voce, ce qui conduit à une
augmentation des contraintes résiduelles.

En ce qui concerne la prédiction des formes, aucune différence significative n’a été observée au
cours de la phase de descente du poinçon entre les trois modèles. Ceci est dû d’une part, au
fait que la forme de l’éprouvette est essentiellement gouvernée par les outils dans cette phase et
d’autre part au fait que les déformations plastiques sont trop faibles pour mettre en valeur le
rôle de la loi de comportement au cours de la charge. Par contre, en ce qui concerne la prédiction
du retour élastique, les résultats du tableau (6.1) montrent que l’angle d’ouverture est mieux
modélisé en prenant en compte l’écrouissage cinématique. Par contre, les différences entre les
deux modèles à écrouissage cinématique est négligeable, problablement à cause de la simplicité
de ce test qui ne fait pas intervenir des changements de trajets de déformation suffisamment
importants.
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Fig. 6.12 – Répartition de la contrainte équivalente à la fin de la charge (figures de gauche)
et après retour élastique (figures de droite). a) et b) correspondent au modèle à écrouissage
isotrope de Swift, c) et d) au modèle à écrouissage mixte de Voce et e) et f) au modèle de
Teodosiu et Hu.
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Chapitre 7

Mise en forme des aciers inoxydables

7.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la caractérisation et à la modélisation du comportement mécanique
d’aciers inoxydables austénitiques stables et métastables et plus particulièrement à leur ap-
plication aux procédés d’emboutissage profond. En effet, les aciers inoxydables métastables
présentent au cours de leur déformation plastique une transformation martensitique in-
duite. En dépit de nombreuses études sur l’instabilité de l’austénite des aciers inoxydables
[Fang et Dahl(1991)] [Stringfellow et al.(1992)] [Nagy et al.(2003)], l’incidence de cette trans-
formation martensitique induite sur leur aptitude au formage à température ambiante de-
meure mal appréciée expérimentalement et donc par conséquent numériquement. C’est pour-
quoi il est apparu intéressant de comparer les comportements en écrouissage et d’analyser leurs
conséquences sur l’emboutissabilité de godets profonds dans le cas de deux nuances d’acier
inoxydable austénitique, soit instable (du type AISI 304) soit stable (du type AISI 316L).
La différence entre ces deux matériaux se situe essentiellement au niveau du taux de nickel,
qui est plus faible dans le cas de la nuance 304, ce qui rend l’austénite instable au cours
de la déformation plastique. Commme l’apparition de cette phase martensitique engendre des
problèmes au niveau des procédés de mise en forme et notamment l’apparition de casses différées
[Giraud et Baroux(1990)], il est nécessaire de développer des lois de comportement fidèles aux
nuances austénitiques et prenant en compte cette transformation martensitique.

Dans une première partie, on présente un modèle micromécanique susceptible de prendre en
compte l’évolution microstructurale du matériau ainsi que la comparaison de ce modèle par
rapport à un modèle phénoménologique utilisant le critère de Hill. Dans une seconde partie,
on présente la campagne expérimentale menée pour déterminer les paramètres des modèles
étudiés sur les deux nuances d’acier. Cette campagne est composée d’essais de traction uniaxiale,
de cisaillement simple et d’essais séquentiels de type prédéformation en traction suivie d’un
cisaillement simple. Enfin, on compare les résultats obtenus avec ces deux approches sur la
simulation numérique de l’emboutissage d’un godet cylindrique.

7.2 Modèle de comportement

On présente dans cette partie une approche micromécanique qui prend en compte la trans-
formation de l’austénite en martensite ainsi que la différence de comportement entre ces deux

97
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phases. L’objectif de ce modèle est de caractériser le comportement à l’échelle macroscopique
(contrainte Σ, déformation E) à l’aide de la modélisation du comportement des phases présentes
et de la prise en compte de la fraction volumique de chaque constituant. Le changement d’échelle
est réalisé de façon à mettre en évidence les contraintes internes ainsi que l’hétérogénéité de
déformation des phases. Cette démarche est illustrée sur la figure (7.1). Pour simplifier l’étape
de changement d’échelle, nous supposerons que l’austénite et la martensite ont le même com-
portement élastique isotrope.

Σ

σA

σM

Ep.

ε
. p

A
εp.

M

Scale transition

Loading

Homogeneisation

Individual behaviour

Macroscopical

Phase
scale

scale

Fig. 7.1 – Principe de l’approche micromécanique du modèle biphasé.

La loi de comportement retenue pour chaque phase est de la même forme que dans le cas du
modèle phénoménologique de Hill présenté dans le chapitre 4. Le comportement de l’austénite
(phase majoritaire) dans le matériau est représenté à l’aide d’un critère orthotrope, alors que,
dans une premiere approche, le comportement de la martensite est supposé isotrope. Le critère
de plasticité de la phase austénitique s’écrit sous la forme de l’équation (4.18). L’évolution
de l’écrouissage isotrope est reliée à la déformation plastique cumulée pA dans l’austénite se-
lon l’équation (7.6). La loi d’évolution de l’écrouissage cinématique est donnée par la relation
(4.11). En ce qui concerne la phase martensitique, l’écrouissage est uniquement isotrope, son
évolution étant gouvernée par la déformation plastique cumulée dans la martensite pM .

7.2.1 Description de la transformation austénite-martensite

Il est maintenant clairement établi que l’austénite des aciers AISI 304 subit une transforma-
tion martensitique induite par la déformation plastique à température ambiante [David(1990)]
[Giraud et Baroux(1990)]. L’évolution de la fraction volumique de phase martensitique dans la
phase austénitique peut être décrite, par exemple, par des lois de type [Olson et Cohen(1975)]
permettant de rendre compte de la cinétique expérimentale de la transformation martensitique
induite par la déformation plastique. Ces lois apparaissent en effet appropriées pour décrire cette
cinétique dans une gamme de température comprise entre -200oC et 100oC [Choi et Won(1997)].

Dans cette étude, l’évolution de la fraction volumique de phase martensitique est décrite par la
loi de Shin [Shin et al.(2001)], dérivée de la loi de Olson et Cohen, dans laquelle la transforma-
tion martensitique est considérée comme une relaxation continue de l’énergie de déformation
interne accumulée durant la déformation plastique. Comme le modèle biphasé étudié calcule la
déformation dans la phase austénitique, la fraction volumique de martensite formée dépend de la
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déformation plastique équivalente dans l’austénite εA
eq et non de la déformation macroscopique.

Cette loi a été retenue car elle a été validée sur un intervalle de température correspondant
aux températures atteintes au cours de nos essais (entre 20 et 50oC), qu’elle est établie à par-
tir d’hypothèses métallurgiques et qu’elle s’exprime sous forme explicite (voir figure (7.2)). Ce
dernier point implique que la loi sera plus facile à développer sous forme incrémentale lorsque
les phénomènes de plasticité de transformation seront pris en compte. Cependant, dans cette
étude, ces termes seront négligés.

Fig. 7.2 – Evolution de la fraction volumique de martensite en fonction de la déformation
plastique pour différentes températures, obtenue avec la loi de Shin et al [Shin et al.(2001)].

Pour décrire le fait que la cinétique de la transformation dépend du trajet de chargement et
en particulier qu’elle s’effectue plus rapidement en traction uniaxiale qu’en cisaillement simple
[Lebedev et Kosarchuk(2000)], on suppose que le seuil de la transformation austénite-martensite
dépend du taux de triaxialité des contraintes dans l’austénite χ(σA). La loi d’évolution de la
fraction volumique de martensite fM s’exprime donc en fonction d’un critère g(εA, σA) selon
l’expression :

ḟM = n βM [max(0, g)]n−1(fS − fM) ṗA (7.1)

avec :
g(εA, σA) = εA

eq − [ε0 + ε1 χ(σA)] (7.2)

où fS désigne la valeur de la saturation de la fraction volumique de martensite, βM la vitesse
d’évolution de la transformation, et ε0, ε1 décrivent la dépendance du seuil d’apparition de la
transformation en fonction du taux de triaxialité des contraintes.

7.2.2 Transition d’échelles et homogénéisation

Le comportement étant défini individuellement pour les deux phases, l’objectif est à présent
d’effectuer un changement d’échelle permettant de relier les variables de chacune des phases aux
variables à l’échelle macroscopique du matériau. Cette transition d’échelle se déroule lors des
étapes de localisation et d’homogénéisation [Zaoui(1990)]. Cette première étape de localisation
vise à relier les variables mécaniques des deux phases, c’est-à-dire (σA, εA) et (σM , εM), aux
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variables à l’échelle macroscopique (Σ, E). La transition d’échelle pour chaque constituant est
décrite par une relation de la forme [Forest et Pilvin(1999)] :

σi = Σ +
E

2(1 + ν)
(B − βi) (7.3)

où i = M, A. L’expression des variables d’accommodation B et βi introduites dans l’équation
(7.3) est détaillée dans [Pilvin et al.(1996)]. L’étape finale consiste à obtenir le comportement
moyen à l’échelle du volume élémentaire représentatif à partir de :

E = fAεA + fMεM et Σ = fAσA + fMσM (7.4)

avec la condition fA + fM = 1. Si l’on suppose que l’élasticité est isotrope et homogène dans
les deux phases et que l’on néglige dans une première approche la plasticité de transformation,
la vitesse de déformation plastique macroscopique est alors obtenue à l’aide de l’expression :

Ė
p

= (1− fM) ε̇p
A + fM ε̇p

M + ˙fM (εp
M − εp

A) (7.5)

Ce modèle nécessite donc la connaissance de la fraction volumique de martensite et comporte
les coefficients matériaux suivants :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

E, ν coefficients d’élasticité
F, G, H, L,M,N coefficients du critère d’anisotropie de Hill 48
RA

0 , QA
1 , bA

1 , QA
2 , bA

2 , CA
X , HA

X , DA
X coefficients d’écrouissage de la phase austénitique

RM
0 , QM

1 , bM
1 , QM

2 , bM
2 coefficients d’écrouissage de la phase martensitique

K, N coefficients de viscosité

7.3 Identification du comportement des matériaux

Les matériaux étudiés sont des aciers inoxydables austénitiques, le X2CrNiMo17-12-2 (AISI
316L) et le X4CrNi18-9 (AISI 304). Les deux matériaux se présentent sous forme de tôles
laminées à froid, de dimension 500× 500 mm2 et d’épaisseur 0.8 mm dans un état final recuit
brillant. L’évolution de la variable d’écrouissage isotrope suit une loi de type Voce, telle que :

R = Q1[1− exp(−b1p)] + Q2[1− exp(−b2p)] (7.6)

où Q1 et Q2 représentent l’amplitude de l’écrouissage isotrope et b1, b2 la vitesse de saturation
de l’écrouissage. La loi d’évolution de l’écrouissage cinématique est décrite par l’équation 4.11).

La base expérimentale est composée d’essais de traction et de cisaillement tels que ceux définis
au chapitre 5, auquels ont été ajoutés des essais séquentiels composés d’une prédéformation de
0.3 en traction suivie d’un essai de cisaillement monotone. Pour la contrainte de cisaillement,
la valeur du coefficient de pondération est ∆τ = 3 MPa et pour les essais de traction, ∆σ = 5
MPa et ∆ε = 0.005. Certains coefficients sont fixés (L = M = 3 et E = 200 GPa, ν = 0.29) ou
déterminés manuellement à partir d’essais de sauts de vitesses, à savoir K = 20 MPa.s1/N et
N = 15 pour les deux nuances étudiées. Les valeurs des autres coefficients identifiés se trouvent
dans les tableaux 7.1 et 7.2.

Les résultats obtenus lors de l’identification des essais mécaniques sont présentés sur les figures
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Matériau F G N R0 CX DX HX Q1 b1 Q2 b2

AISI 304 1.62 0.55 5.83 234 11930 200 1010 696 0.026 373 3.6
AISI 316L 0.45 0.25 4.36 265 10800 244 648 466 0.013 503 4.0

Tab. 7.1 – Valeurs des coefficients identifiés avec le modèle de Hill. Les valeurs de R0, CX , DX ,
HX , Q1 et Q2 sont en MPa.

Paramètre F G N RA
0 CA

X DA
X HA

X QA
1 bA

1 QA
2 bA

2

Austénite 1.66 0.91 4.84 282 32061.5 291.3 364.7 1545.2 1 0 0
Paramètre RM

0 QM
1 bM

1 fS ε0 ε1 βM D ∆ Dp

Martensite 1200 550 1.01 0.45 0.05 -0.16 3.3 516.9 0.027 0.017

Tab. 7.2 – Valeurs des coefficients identifiés avec le modèle biphasé. Les valeurs de RA
0 , CA

X ,
DA

X , HA
X , QA

1 , QA
2 , RM

0 , QM
A sont en MPa).

(7.3) et (7.4) dans la direction de la laminage pour les deux nuances étudiées. La réponse
du modèle biphasé est présentée pour la nuance 304 et la nuance stable 316L est simulée
uniquement avec le modèle de Hill. Les deux modèles donnent des résultats satisfaisants pour
les deux matériaux lors de la simulation des essais de traction et de cisaillement (monotones et
Bauschinger).
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Fig. 7.3 – Identification avec le modèle biphasé des paramètres matériaux de l’acier 304 à
partir d’essais de traction monotone (1), de cisaillement monotone (2), de cisaillement de type
Bauschinger pour γ = 0.1 (2.1), γ = 0.2 (2.2), γ = 0.3 (2.3), et d’un essai séquentiel (3).

Par contre, on observe sur la simulation des essais séquentiels dans le cas de la nuance 304, que
le modèle biphasé améliore sensiblement la corrélation par rapport aux résultats expérimentaux.
En effet, le modèle biphasé est initialement représenté par le comportement de l’austénite, qui
est à l’origine la seule phase présente. Avec l’apparition de la phase martensitique, la contrainte
augmente sous l’influence de la nouvelle phase et il apparâıt donc que la prise en compte de
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Fig. 7.4 – Identification avec le modèle de Hill des paramètres matériaux de l’acier 316L à
partir d’essais de traction monotone (1), de cisaillement monotone (2), de cisaillement de type
Bauschinger pour γ = 0.1 (2.1), γ = 0.2 (2.2), γ = 0.3 (2.3), et d’un essai séquentiel (3).

la transformation martensitique diminue l’écart observé entre la courbe expérimentale et la
simulation. Il est à noter que dans le cas de l’identification du modèle biphasé, on retrouve bien
les valeurs couramment observées pour les limites d’élasticité RA

0 et RM
0 respectivement pour

les phases austénitique et martensitique.

7.4 Simulation numérique de l’emboutissage d’un godet

cylindrique

Les modèles identifiés précédemment ont été utilisés pour simuler l’emboutissage de godets
cylindriques sur les deux nuances d’aciers inoxydables avec le code de calcul ABAQUS. On
s’intéresse uniquement aux godets réalisés au cours de la première étape du dispositif d’embou-
tissage inverse (voir chapitre 6). La réalisation de godets expérimentaux sur ces matériaux a
nécessité d’appliquer une force de serre-flan pour ne pas avoir de formation de plis. L’application
de la force de serre-flan est obtenue par les serrage des vis reliant la matrice au serre-flan à la clé
dynamométrique. Dans un premier temps, les calculs sont réalisés dans un cas axisymétrique
et l’anisotropie n’est pas prise en compte. Le maillage est composé d’éléments quadrangulaires
comprenant 4 éléments dans l’épaisseur et 200 éléments le long du rayon. Les outils sont définis
par des surfaces analytiques. Le coefficient de frottement entre les outils et le flan est fixé à 0.11
ce qui correspond au lissage de la fin de la courbe force-déplacement du poinçon, c’est-à-dire
lorsqu’il n’y a plus que du glissement. De façon à avoir une force de serre-flan réaliste, celle-ci
est maintenue constante à 93 kN jusqu’à un déplacement du poinçon de 44 mm puis retirée.
Les courbes force-déplacement sont présentées sur la figure (7.5) pour les deux matériaux.
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Fig. 7.5 – Courbes force-déplacement du poinçon expérimentales et numériques obtenues sur
les aciers 304 et 316L. Les courbes notées 2P se rapportent au modèle biphasé.

Les courbes obtenues avec le modèle de Hill montrent une bonne corrélation par rapport aux
résultats expérimentaux pour l’acier 316L, notamment en ce qui concerne la force maximum
atteinte. Concernant l’acier 304, il apparait que le modèle de Hill surrestime la valeur de la
force dans la plage correspondant à un déplacement de poinçon de l’ordre de 10 à 35 mm.
Par contre, le modèle biphasé conduit à une meilleure description de la courbe expérimentale
jusqu’à ce que la force maximale soit atteinte. Le changement de courbure dans la gamme 10 à
35 mm de déplacement de poinçon est probablement dû à la transformation martensitique. La
différence concernant la largeur de la courbe entre les courbes expérimentales et numériques à
la fin du procédé peut provenir de la force appliquée par le serre-flan qui semble mal modélisée.
Le saut observé sur les courbes numériques pour un déplacement de 44 mm est dû au retrait de
la force de serre-flan. Expérimentalement, il semble que le serre-flan ne soit pas parfaitement
rigide et que la simulation pourrait être améliorée en considérant un serre-flan déformable à la
place d’un outil rigide. Ce point est actuellement en cours.

Mesures par courants de Foucault. De façon à caractériser expérimentalement l’évolution
de la transformation martensitique ainsi que la localisation de chaque phase dans les godets,
des mesures de courants de Foucault on été réalisées sur les godets emboutis pour les deux
nuances d’acier inoxydables. On utilise un dispositif expérimental composé d’une sonde Forster
et d’un instrument de mesure de courants de Foucault Defectoscop AF. Avant les mesures, on
effectue une calibration de la sonde sur le fond d’un godet. Une fréquence d’excitation de 20
kHz a été choisie pour la mesure des courants de Foucault de façon à obtenir des courants d’une
profondeur suffisante par rapport à l’épaisseur des godets. Le signal de la sonde est amplifié
avec un gain de 30 dB. Le déplacement de la sonde le long de la surface extérieure des godets
est réalisée en utilisant une table micrométrique.

La figure (7.6) présente la répartition de la fraction volumique de martensite dans le godet.
L’axe de gauche est relatif à la repartition numérique sur les peaux intérieure et extérieure
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Fig. 7.6 – Evolution de la fraction volumique de martensite et des courants de Foucault en
fonction de la distance par rapport au centre du godet sur le godet déformé.

du godet alors que l’axe de droite est relatif au signal réel donné par le dispositif de courants
de Foucault. Concernant les courbes numériques, on observe un gradient sur la répartition de
la fraction volumique de martensite entre les peaux intérieure et extérieure. Un pic apparâıt
près du nez du poinçon sur la peau située en traction alors que sur la peau en compression,
il n’apparait pas de martensite produite. Ceci est dû à l’évolution de la fraction volumique de
martensite qui n’est pas symétrique en traction et en compression (voir équation (7.1)).

De même, en haut du mur du godet, la peau extérieure est en compression et la peau intérieure
est en traction, ce qui conduit à une grande différence sur la répartition de la fraction volumique
de martensite dans cette région. Enfin, dans le mur du godet, le gradient entre les peaux

Fig. 7.7 – Evolution de la fraction volumique de martensite en fonction du déplacement du
poinçon en haut (A) et en bas (B) du mur du godet.
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intérieure et extérieure est relativement faible puisque toute cette région est dans un état de
traction plane. Concernant les mesures expérimentales, le signal enregistré par les courants de
Foucault reste faible le long du mur d’un godet en acier 316L alors qu’on observe une évolution
marquée de ce signal sur le godet en acier 304, dont l’évolution est similaire à celle observée au
cours de la simulation numérique.

Enfin, la figure (7.7) présente l’évolution au cours du procédé d’emboutissage de la fraction
volumique de martensite au sommet (point A) et au fond (point B) du mur du godet, à la
fois sur la peau intérieure et sur la peau extérieure. La transformation martensitique apparait
d’abord près du nez du poinçon, c’est-à-dire dans la zone B. Dans cette zone, la transforma-
tion est plus rapide sur la peau intérieure que sur la peau extérieure, le rayon de courbure
étant plus petit pour la peau intérieure. Cependant, à la fin du déplacement du poinçon, la
fraction volumique de martensite atteint une valeur constante qui reste plus importante sur la
peau extérieure, puisqu’il se produit plus de martensite en traction pour la même déformation
plastique équivalente. Concernant la zone du point A, le gradient de fraction volumique de
martensite est plus petit que dans la zone B mais un écart est aussi observé sur la courbe
lorsque le flan passe sur le rayon matrice.
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Conclusion de la deuxième partie

Cette partie constitue une synthèse des activités de recherche que j’ai mené entre 1999 et 2004.
Elles ont été consacrées principalement à la mise en forme des matériaux métalliques et plus par-
ticulièrement au procédé d’emboutissage des tôles minces. Contrairement à la première partie
ou la plupart des travaux ont été consacrés à la modélisation numérique, cette seconde par-
tie traite de façon équitable les applications numériques et expérimentales. Plusieurs facettes
de ce procédé ont été étudiées, à savoir, l’emboutissage de godets cylindriques, l’emboutis-
sage inverse et le retour élastique. De même, plusieurs matériaux ont été étudiés : des aciers
doux, des alliages d’aluminium et des aciers inoxydables. Une partie importante a d’ailleurs été
consacrée à l’identification de lois de comportement particulières dédiées à chaque matériau. En
ce qui concerne les simulations numériques, elles ont été réalisées essentiellement avec les codes
de calcul DD3IMP et ABAQUS. La formulation des problèmes élastoplastiques en grandes
transformations utilisée dans ces codes, ainsi que celle utilisée dans le logiciel d’identification
paramétrique SiDoLo fait l’objet du chapitre 4.

Sur alliage d’aluminium particulier, on présente la stratégie d’identification utilisée avec le
logiciel SiDoLo dans le chapitre 5. On détermine pour cet alliage les paramètres de la loi
de Hocket-Sherby pour décrire l’écrouissage isotrope, les paramètres d’anisotropie du critère de
plasticité de Barlat 1991 et les paramètres d’évolution de l’écrouissage cinématique. Ceux-ci sont
déterminés à partir d’essais de traction et de cisaillement dans différentes orientations du plan
de la tôle. La base expérimentale est complétée d’essais de traction plane, d’expansion biaxiale
et de cisaillement de type Bauschinger. Les résultats obtenus montrent que le modèle permet
de bien rendre compte des comportements observés aussi bien en traction qu’en cisaillement et
que la forme du critère de plasticité obtenue diffère sensiblement du critère de von Mises et du
critère de Hill. Il semble donc que l’utilisation de ce modèle lors de la simulation des procédés
d’emboutissage des alliages d’aluminium aura une influence significative sur la prédiction des
casses.

Une investigation expérimentale et numérique de l’emboutissage inverse de tôles d’acier doux
est présentée dans le chapitre 6. Expérimentalement, la force du poinçon a été enregistrée et
les épaisseurs à 0o, 45o et 90o par rapport à la DL ont été mesurées à la fin des deux étapes.
Parallèlement, des simulations numériques ont été effectuées avec le code de calcul DD3IMP
et trois modèles de comportement différents ont été testés. Les points suivants peuvent être
soulignés :

– Les résultats expérimentaux et simulés présentent un écart inférieur à 10% au cours de la
première étape quelque soit le modèle de comportement utilisé. Par contre, la simulation
numérique de la deuxième étape a montré que la loi de comportement a une grande influence
sur les résultats obtenus, notamment en ce qui concerne la courbe force-déplacement du
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poinçon. Des trajets de déformations complexes ont été mis en évidence au cours de la
deuxième étape, dont l’occurence se produit lorsque le modèle de Teodosiu et Hu s’écarte des
autres modèles.

– En ce qui concerne les prévisions d’épaisseurs, les résultats numériques ne dépendent pas du
modèle d’écrouissage retenu. Seule l’épaisseur dans la direction de laminage est correctement
prédite. L’épaisseur est surestimée dans les deux autres directions.

– Une meilleure prévision de l’épaisseur est prévue en améliorant la description du comporte-
ment anisotrope, en utilisant des paramètres matériau identifiés à la fois à partir des courbes
contrainte-déformation et des coefficients d’anisotropie.

– Les changements de chemin de déformation se produisent pendant les deux étapes du procédé
d’emboutissage inverse. Ceci suggère qu’un modèle d’écrouissage uniquement isotrope ne per-
met pas de fournir une description précise du comportement matériel pendant les différentes
étapes du procédé.

Grâce au dispositif expérimental présenté ici, un test d’emboutissage intéressant peut être ef-
fectué, Ce dispositif pouvant être installé sur une machine de traction. Plusieurs aspects peuvent
alors être étudiés, comme l’influence de la loi constitutive ou l’effet de la lubrification. De plus,
les contraintes internes peuvent également être mesurées expérimentalement, en découpant par
exemple une tranche du godet embouti. Ceci peut permettre d’enrichir la base de données
expérimentale à comparer aux simulations numériques.

Le phénomène de retour élastique a aussi été étudié expérimentalement et numériquement dans
le cas de la flexion cylindrique sans contrainte (voir chapitre 6). Le but de l’étude numérique était
de mettre en évidence l’influence de la loi constitutive sur la prévision de l’état de contrainte et
donc sur le retour élastique. Au cours du processus, la flexion est prédominante et le matériau est
légèrement déformé plastiquement. Une étude expérimentale a été réalisée, permettant d’obtenir
des résultats en termes de courbes force-déplacement et des différents angles liés à la forme après
retour élastique et pendant la phase de descente du poinçon. L’étude numérique a été faite en
utilisant trois modèles d’écrouissage différents, dont un uniquement à écrouissage isotrope, et
deux à écrouissage mixte isotrope et cinématique. Dans les trois cas, on observe une bonne
concordance avec les résultats expérimentaux. Cependant, on montre que la prise en compte
de l’écrouissage cinématique permet d’améliorer la prévision de l’angle de retour élastique, ce
qui aurait pu être plus marqué si les déformations plastiques et les changements de trajets de
déformation avaient été plus importants. Un développement du dispositif est actuellement en
cours d’instrumentation pour appliquer une force de serre-flan lors de la descente du poinçon.
Ceci devrait permettre de faire varier les paramètres de retour élastique en augmentant la
déformation plastique et les changements de trajets de déformation.

Enfin le chapitre 7 présente une étude consacrée à l’emboutissabilité d’aciers inoxydables
métastables présentant une transformation martensitique induite par la déformation plastique.
Une base de données expérimentale, constituée d’essais de traction et de cisaillement mono-
tones à plusieurs orientations par rapport à la direction de laminage, d’essais de cisaillement
Bauschinger et d’essais séquentiels traction-cisaillement a été établie sur deux nuances d’aciers
austénitiques. Le premier matériau étudié est un acier X2CrNiMo17-12-2 stable (de type AISI
316L) et le second X4CrNi18-9 est instable (type AISI 304). Deux modèles de comportement
ont été identifiés, à savoir un modèle phénoménologique de Hill et un modèle micromécanique
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à deux phases prenant en compte le changement de phase se produisant lors de la déformation
plastique des aciers inoxydables austénitiques métastables.

Les résultats de l’identification du modèle biphasé montrent que ce modèle est plus proche
de l’expérience que le modèle phénoménologique, notamment sur la description des essais
séquentiels traction/cisaillement. Ces lois de comportement, intégrées dans le code de calcul
ABAQUS, ont permis de simuler l’emboutissage d’un godet cylindrique tel que celui obtenu
avec le dispositif du chapitre 6. Les simulations ont montré que le modèle biphasé donne une
meilleure description de la courbe force-déplacement du poinçon, notamment lorsque la trans-
formation martensitique se produit. On a observé que les simulations numériques pourraient
être améliorées en considérant un serre-flan déformable au lieu d’un outil rigide. De plus, la
simulation réalisée avec le modèle biphasé a permis d’avoir accès à la répartition de la fraction
volumique de martensite induite par la déformation, répartition qui semble cohérente avec les
mesures par courants de Foucault réalisées sur les godets expérimentaux.
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Perspectives

La synthèse des travaux présentés dans ce mémoire permet d’envisager un certain nombre de
projets à plus ou moins longue échéance dans lesquels je compte m’impliquer. Tout d’abord,
il s’agit de terminer les travaux engagés dans la thèse de S. Gallée concernant notamment
l’étude de la loi d’évolution de la transformation martensitique et l’amélioration de la simulation
numérique des godets cylindriques. Les activités s’orientent d’une part vers une caractérisation
mécanique et métallurgique de la cinétique d’évolution de la fraction volumique de martensite
et d’autre part vers la prise en compte d’une échelle plus fine du comportement, du type modèle
polycristallin. Il s’agit donc d’effectuer des mesures de la fraction volumique en fonction de la
déformation, de réaliser des mesures complémentaires au cours de changements de trajets de
type traction/cisaillement et de mettre en évidence la dépendance de la loi d’évolution en fonc-
tion de l’état de contrainte. Pour ce faire, il est nécessaire de calibrer notre mesure par courants
de Foucault par rapport à des mesures de diffraction X. On envisage aussi l’utilisation d’un
modèle d’homogénéisation polycristallin1, qui prendra en compte la texture cristallographique
du matériau et le mécanisme de déformation plastique par glissement.

Cette partie fait aussi l’objet d’un projet de recherche entre l’Université de Bretagne Sud et
l’Escola de Engenharia Metalurgica UFF Volta Redonda au Brésil qui a été soumis en mai 2004
au COFECUB2. Ce projet de collaboration est articulé autour de plusieurs thématiques de
recherche impliquées dans une problématique commune : la simulation numérique des procédés
de mise en forme. Dans la thématique des aciers inoxydables, les chercheurs français impliqués
sont P. Pilvin, S. Thuillier, P.Y. Manach et S. Gallée et les chercheurs brésiliens sont P.R.
Rios, J.P. de Gouvêa, L.P. Moreira et M. Flavio. Il est à noter que cette étude sur les aciers
inoxydables peut s’adresser aussi à des nuances récentes d’aciers, comme par exemple les aciers
à transformation de phase, ou les aciers Dual Phase. En effet, les aciers multiphasés sont encore
peu commercialisés, car leur comportement n’est qu’imparfaitement mâıtrisé et mal modélisé.
Le fait que ces matériaux sont pressentis pour être les aciers du futur, par exemple par les
constructeurs automobiles, suscite un grand intérêt pour ces matériaux. Les développements
numériques et expérimentaux qui sont réalisés pour l’emboutissage des aciers inoxydables pour-
ront aussi être applicables à l’ensemble de ces matériaux industriels.

Une autre thématique déjà engagée concerne l’étude de la mise en forme des alliages d’alu-
minium. Ces alliages sont en effet de plus en plus utilisés dans l’industrie automobile, leur
progression a été en moyenne de 6% par an et cette tendance devrait s’accélérer sous l’effet
des besoins créés par les nouvelles normes annoncées, notamment au niveau du recyclage des

1Modèle développé par P. Pilvin
2Comité Français d’Evaluation de la Coopération Universitaire avec le Brésil
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matériaux. Les constructeurs automobiles mais aussi les outilleurs sont amenés à travailler avec
ces matériaux et rencontrent, comme nous l’avons vu dans le domaine de la mise en forme
par emboutissage, des problèmes liés au choix des lois de comportement, à l’identification des
paramètres ou à la prédiction du retour élastique. De plus, dans le domaine de l’assemblage, les
matériaux sont soumis à des hautes températures et leur comportement est sensiblement affecté
(chute de la limite d’élasticité de quelques dizaines de MPa pour une variation de température
de 200oC par exemple). Nous avons montré que les lois d’écrouissage traditionnellement uti-
lisées dans les codes de simulation numérique ainsi que les critères de plasticité conventionnels
ne permettent pas de rendre compte fidèlement des ruptures rencontrées sur les pièces en alu-
minium au cours des procédés d’emboutissage, alors que les résultats sont satisfaisants pour
des aciers traditionnels.

Notre projet concerne le développement d’outils numériques pour l’identification de paramètres
de lois de comportement d’alliages d’aluminium. Sur ce thème, nous avons déposé en juin
2004 un Programme d’Action Intégrée (PAI) au Ministère des Affaires Etrangères entre l’Uni-
versité de Bretagne Sud et les Universités de Coimbra3 et d’Aveiro4 au Portugal sur la
Méthodologie pour l’identification du comportement thermomécanique d’alliages d’aluminium.
Application à la mise en forme. Ce programme s’organise autour des lois de comportement
phénoménologique et micromécanique, de la caractérisation expérimentale du comportement
mécanique des matériaux, de l’identification paramétrique et de la simulation numérique de
procédés de mise en forme. Ce projet de recherche s’articule autour de cinq parties :

1. L’analyse des lois de comportement existantes et le recensement des besoins industriels,
pour répondre à une problématique actuelle. En effet, on constate un grand écart entre
les lois de comportement développées dans les laboratoires de recherche et celles utilisées
dans le milieu industriel. Cette différence s’explique par la difficulté à identifier les pa-
ramètres et à trouver un compromis entre un grand nombre de paramètres et la précision
numérique recherchée. Cependant, l’augmentation des moyens de calculs repoussent les li-
mitations et les solutions de conception entièrement numériques nécessitent une prédiction
très proche de la réalité, en particulier des lois de comportement qui sont au plus près du
comportement des matériaux. Pour preuve, les codes de calculs par éléments finis métier
commencent à intégrer des lois avec un écrouissage cinématique saturant. Mais leur uti-
lisation nécessite la détermination d’un plus grand nombre de paramètres matériau. Les
trois équipes ont une solide expérience des modèles : élastoviscoplastiques avec écrouissage
mixte non linéaire, thermoviscoplastiques de type Anand et de façon plus originale, des
lois avec prise en compte des changements de trajets de déformation.

2. La constitution d’une base de données expérimentales sur différentes nuances d’alliages
d’aluminium (séries 1000, 5000 et 6000) qui sont utilisées dans l’industrie automobile. Les
essais mécaniques sont des essais homogènes de traction, compression à l’ambiante et à
hautes températures et des essais de cisaillement simple. Pour la construction de critères
de plasticité, on a montré que des trajets de déformation supplémentaires, du type essais
de traction plane et d’expansion équibiaxiale, permettent d’avoir une meilleure prédiction
de la surface de charge.

3. Le développement d’une méthodologie d’identification des paramètres. Deux grandes ap-
proches sont classiquement utilisées : les méthodes de gradient et les méthodes de type

3Laboratoire CEMUC, Dept. Engenharia Mecânica, Professeur L.F. Menezes
4Dept. Engenharia Mecânica, Dr. P. Teixeira-Dias
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algorithmes génétiques. P. Pilvin a développé un logiciel basé sur la première approche
(SiDoLo) et les équipes portugaises ont développé la deuxième approche. Les méthodes
de type gradient ont l’avantage d’être relativement rapide mais très sensibles aux minima
locaux. Par contre, les méthodes par algorithmes génétiques sont très coûteuses en temps
de calcul.

4. Ces modélisations complexes nécessitent aussi un certain nombre d’essais mécaniques
d’identification et de validation. Le nombre de dispositifs expérimentaux nécessaires aug-
mente et il parâıt intéressant d’enrichir la base avec des essais virtuels fiables. Pour cela, on
utilise des modèles de comportement micromécaniques, pour conforter la base de données
expérimentales.

5. La validation des lois de comportement sur des cas test de mise en forme. L’objectif est de
pouvoir estimer l’influence de la complexité de la loi de comportement sur la simulation
numérique du procédé, par exemple la prise en compte de l’anisotropie de l’écrouissage.

Les trois équipes sont déjà impliquées dans ces thèmes : l’équipe de l’Université d’Aveiro est
plus spécialisée dans le domaine des hautes températures, à la fois pour la caractérisation
expérimentale et pour la modélisation ainsi que dans le développement d’algorithmes génétiques
pour l’identification paramétrique. L’équipe de l’Université de Coimbra est spécialisée dans le
domaine de la simulation numérique de procédés de mise en forme (elle a participé à un projet
mondial 3DS sur ce sujet). L’équipe de l’Université de Bretagne Sud est compétente dans la
caractérisation expérimentale du comportement mécanique à température ambiante, dans le
développement de dispositifs simulatifs d’opération de mise en forme (emboutissage de godets
cylindriques, essai de pliage) et dans l’optimisation paramétrique utilisant une méthode de
type gradient. Un travail commun a déjà été réalisé sur ces aspects ainsi que des échanges de
personnes : séjours de S. Thuillier et P.Y Manach au CEMUC en 2001, séjour de Antonio Gil
Campos en 2003 au LG2M.

Parallèlement, les développements qui seront effectués dans cette étude serviront de base à une
étude expérimentale et numérique du retour élastique d’un alliage d’aluminium dans le cadre
d’un contrat avec la société PCI. Elle constituera une étude globale de la simulation numérique
du retour élastique et de sa corrélation par rapport à des résultats expérimentaux. En effet,
comme nous l’avons vu, la prédiction du retour élastique dépend de l’état de contrainte et de
déformation de la pièce en fin de chargement. Le choix de la loi de comportement (écrouissage,
critère de plasticité) est donc particulièrement important. L’idée de l’étude est d’identifier un
modèle polycristallin pour un alliage d’aluminium considéré, afin de construire une référence.
Un modèle phénoménologique existant dans les codes EF métier utilisés par PCI sera alors
comparé à cette référence. La simulation numérique du retour élastique sur une géométrie de
laboratoire pourra être réalisée avec les deux modèles, pour mettre en évidence la pertinence
de la loi de comportement sur la prédiction du retour élastique.

Une autre perspective est actuellement à l’étude avec la société PCI, pour mâıtriser la simu-
lation numérique du sertissage, procédé qui se situe en aval du procédé de mise en forme par
emboutissage et qui est jusqu’à présent peu modélisé sur les alliages d’aluminium. En effet, la
forme après retour élastique étant évaluée à partir d’abaques expérimentaux sur des géométries
simples, la simulation des étapes consécutives à l’emboutissage donne des résultats aléatoires
sur la géométrie finale après assemblage. L’idée est donc de mettre au point un benchmark
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permettant de simuler le sertissage entre une pièce de peau et une pièce de doublure. L’étude
regroupe plusieurs équipes de recherche et nécessite de simuler plusieurs opérations après em-
boutissage, à savoir, le tombage de bord, le présertissage puis le sertissage. Les simulations
numériques seront réalisées avec le code ABAQUS et l’influence du comportement matériel
sera analysée en comparaison avec les codes métiers permettant de simuler ce procédé.

Enfin, à plus longue échéance, un nouveau projet va permettre de faire le lien entre les deux
parties de ce mémoire. Cette étude s’inscrit dans le cadre général de la caractérisation du
comportement mécanique des structures et des matériaux. Les thèmes abordés sont les lois
de comportement, la simulation numérique par éléments finis, l’expérimentation mécanique,
l’emboutissage et l’impact. Ces thèmes seront fédérés par la volonté d’appliquer une démarche
globale du matériau et de son procédé de mise en forme par déformation plastique à son
comportement ultérieur en service.

Ce projet concerne le lien existant entre le procédé de mise en forme d’une pièce et son com-
portement ultérieur en service sous sollicitations statiques ou dynamiques, en adoptant une
démarche tant expérimentale que numérique. L’objectif est d’établir une passerelle entre les
deux grands domaines de recherche que sont la mise en forme et le comportement sous sollici-
tations sévères, car ce dernier est bien évidemment conditionné par l’état final de la pièce à la
fin de l’étape de mise en forme. Cette démarche est au cœur de préoccupations très actuelles,
comme en témoignent par exemple le projet MACARENA5 ou les outils de simulation proposés
par ESI Group (PamStamp2G, PamCrash, etc.), pour les matériaux métalliques.

Une première particularité réside dans le fait que la base de données expérimentales classique
dont dispose le mécanicien des matériaux est élargie à des essais d’emboutissage simples, à des
essais de traction rapide et à des essais d’impact sur échantillon et sur structures. L’objectif
est d’être capable d’obtenir des modèles de comportement pouvant êtres utilisés à la fois lors
de la simulation de la mise en forme de la pièce et lors de la simulation du comportement de la
même pièce sous des conditions de chargement sévères. La deuxième particularité correspond au
fait d’utiliser différents logiciels de simulation numérique, à la fois des codes commerciaux (LS-
DYNA et ABAQUS) et des codes universitaires (HEREZH, DD3IMP), comme par exemple tous
les développements relatifs à l’élastohystérésis. En mâıtrisant le passage des informations entre
les codes, on devrait pouvoir créer un environnement logiciel complet, permettant d’envisager
la simulation de pièces ou de structures, du procédé de mise en forme jusqu’à son utilisation en
service, qu’elle soit statique ou dynamique.

L’originalité scientifique de ce vaste projet repose sur une approche expérimentale et numérique
du comportement mécanique d’un matériau appliquée à la simulation numérique de procédés
de mise en forme et d’impacts. Cette action a été proposée au sein du G2RB2M6 et a reçu un
avis favorable du Ministère de la Recherche en septembre 2004. Il s’agit d’une part de renforcer
le potentiel des différents laboratoires7 du groupe et d’autre part, de faire émerger des bases de
données expérimentales communes, des modélisations de comportements matériels complexes

5Modélisation Au Crash de structures Réelles obtenues par Emboutissage, moNtage ou Assemblage (MA-
CARENA), projet qui relève du Réseau National des Technologies Logicielles (2001) et dont l’objectif est le
couplage entre la simulation de l’emboutissage et du crash

6Groupe de Recherche de la Région Bretagne en Mécanique des Matériaux
7Notamment entre le LG2M et le MA2G de l’INSA de Rennes, avec le Professeur E. Ragneau
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et de nouveaux outils de simulation numérique du comportement des structures. Dans ce projet,
des expérimentations novatrices sont proposées avec des essais d’impacts sur tôle précontrainte
et des essais d’emboutissage très instrumentés. L’étude pourra être étendue à des matériaux
multiphasés, par une approche de type micro-macro. Dans ce thème, les perspectives concernent
le développement, l’identification et l’utilisation en calcul de structures de modèles de compor-
tement pour les matériaux métalliques en transformations finies. Le développement du logiciel
SiDoLo sera poursuivi pour faciliter l’identification des paramètres des modèles. De même, une
plate-forme d’essais d’emboutissage permettant leur validation, voire leur identification, doit
être développée. Celle-ci s’intègrera dans la machine hydraulique de capacité 500kN du LG2M
et permettra une expérimentation d’emboutissage avec contrôle de l’effort de serre flan.

En résumé, mes perspectives s’articulent autour de trois parties. La première est constituée
par la thèse de S. Gallée sur les aciers inoxydables et doit être terminée dans un an. Il s’agit
donc de finaliser les développements théoriques et d’amorcer la collaboration avec l’Univer-
sité brésilienne de Volta Redonda. La deuxième partie relative au comportement des alliages
d’aluminium a déjà été initiée au travers de contrats de recherche avec la société PCI depuis
plus d’un an et devrait se poursuivre encore au moins deux ans. Elle consistera tout d’abord
à améliorer la simulation du retour élastique puis à proposer une modélisation du procédé de
sertissage. Ces études seront réalisées en partie dans le cadre d’une collaboration avec des la-
boratoires portugais, par des échanges de chercheurs et de doctorants. Enfin, la dernière partie
plus ambitieuse, concerne la simulation numérique depuis le procédé de mise en forme jusqu’à
la tenue en service. Cette étude devrait s’échelonner sur plusieurs années, puisque le G2RB2M
vient de recevoir l’accord du Ministère par l’intermédiaire d’un contrat de plan Etat-Région
pour une durée de quatre ans.
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Références Bibliographiques 119

[Dogui et Sidoroff(1986)] A. Dogui et F. Sidoroff, Rhéologie anisotrope en grandes
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après emboutissage des toles minces, Rapport de DEA, Université de Bretagne Sud, Lorient
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ment d’élastohystérésis appliquées au calcul par éléments finis d’élastomères en grandes
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intégrant des alliages à mémoire de forme, Rapport de contrat, Convention de recherche n 90-
96011-00-471-75-96 entre le Ministère de la Défense et l’Association pour le Développement
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doctorat, Université Bretagne Sud, Lorient (France), 2004.

[Moreau et al.(1999)] C. Moreau, S. Thuillier, G. Rio et V. Grolleau, 1999, A different way
to model the mechanical behavior of a compressible rubber-like material. correlation of
simulation and experiments, Rubber Chemistry and Technology, 72, pp.269–282.

[Moreira(2002)] L.P. Moreira, Etude numérique de l’influence du modèle de plasticité sur le
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124 Références Bibliographiques

[Rauch et Schmitt(1989)] E.F. Rauch et J.H. Schmitt, 1989, Dislocation substructures in mild
steel deformed in simple shear, Material Science and Engineering A, 113, pp.441–448.

[Rio et al.(1995a)] G. Rio, D. Favier et H. Desplats, 1995a, Finite element simulation of
mechanical behavior of shape memory alloys coupled with a non-stationary thermal field,
Journal de Physique IV, C5, pp.215–220.

[Rio et al.(1995b)] G. Rio, P.Y. Manach et D. Favier, 1995b, Finite element simulation of
3D mechanical behavior of NiTi shape memory alloys, Archives of Mechanics, 47, pp.537–556.

[Shin et al.(2001)] H.C. Shin, T.K. Ha et Y.W. Chang, 2001, Kinetics of deformation induced
martensitic transformation in 304 stainless steel, Scripta Materialia, 45, pp.823–829.

[Shulkin et al.(1995)] L. Shulkin, S.W. Jansen, M.A. Ahmetoglu, G.L. Kinzel et T. Altan,
1995, Elastic deflections of the blank holder in deep drawing of sheet metal, Journal of
Material Processing Technology, 59, pp.34–40.

[Sidoroff(1982)] F. Sidoroff, 1982, Incremental constitutive equation for large strain elastoplas-
ticity, International Journal of Engineering Science, 20, pp.19–26.

[Stockel(1989)] D. Stockel, Industrial applications of nickel-titanium shape memory alloys, in
European Conference on Martensitic Transformations in science and technology, pp.223–229,
Bochum (Allemagne), 1989.

[Stringfellow et al.(1992)] R.G. Stringfellow, D.M. Parks et G.B. Olson, 1992, A constitutive
model for transformation plasticity accompanying strain-induced martensitic transforma-
tions in metastable austentic steels, Acta Metallurgica and Materialia, 40, pp.1703–1716.

[Teodosiu et Hu(1998)] C. Teodosiu et H.C. Hu, Microstructure in the continuum modelling of
plastic anisotropy, in 19th Risø International Symposium on Materials Science : modelling
of structure and mechanics from microstate to product, pp.445–455, Editions Risø National
Laboratory, Roskilde (Danemark), 1998.

[Teodosiu(1989)] C. Teodosiu, The plastic spin : microstructural origin and computational
significance, in 2nd Conference on Computational Plasticity, pp.163–171, Editions D.R.J.
Owen, E. Hinton et E. Onate, Barcelone (Espagne), 1989.

[Thuillier et al.(2001)] S. Thuillier, J.L. Alves, L.F. Menezes et P.Y. Manach, 2001, Compari-
son of experimental and simulated results for a mild steel and a dual-phase steel deformed
under tension and deep drawing, Advanced Materials Forum I, pp.549–552.

[Thuillier et al.(2002)] S. Thuillier, P.Y. Manach, L.F. Menezes et M.C. Oliveira, 2002,
Experimental and numerical study of reverse drawing of anisotropic sheet metals, Journal
of Materials Processing Technology, 125-126, pp.764–771.

[Timoshenko et Woinowsky-Krieger(1968)] S. Timoshenko et S. Woinowsky-Krieger, Théorie
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