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Introduction généraleLes techniques de communication ont connu dès la �n du XXe siècle un essor sans précédent.De nouveaux outils de communication ont été développés et sont devenus accessibles au particulieren l'espace de quelques années seulement. Internet est sans aucun doute l'exemple le plus signi�-catif pour illustrer cette démocratisation. Cet outil devenu incontournable aujourd'hui était encoreinconnu du grand public quinze ans plus tôt. L'utilisation de réseaux informatiques permet aujour-d'hui de relier entre eux des utilisateurs, des machines, des services et des besoins par l'intermédiairede structures de communications adaptées.Établir un lien entre deux entités quelconques d'un réseau suppose l'existence soit d'un liendirect entre les deux, soit d'une succession de relais consécutivement liés entre ces deux entités.L'information circule alors de proche en proche et permet la communication.Le câble est le premier et le plus répandu des supports de communications utilisés a�n d'établirun lien direct entre deux n÷uds. Son apparition dans les réseaux informatiques est une conséquencedirecte de son utilisation bien connue dans les réseaux de téléphonie analogique. De nombreuses avan-cées ont permis d'augmenter considérablement le volume d'information transporté par ces câbles,par exemple par l'utilisation de la �bre optique. Les réseaux �laires ont cependant un coût de dé-ploiement élevé. De plus, la mise en place de grands réseaux haut-débit s'est faite sans vraimenttenir compte du passage à l'échelle et de l'évolution de la demande. Un cas d'école souvent cité estcelui d'une métropole américaine, qui dès la �n du XXe siècle avait déployé des réseaux en �breoptique pour couvrir la ville entière. Les capacités des liens étaient surdimensionnées a�n de pouvoirfaire transiter un volume d'information de l'ordre de dix fois la demande de l'époque. Mais aucuneré�exion n'ayant été envisagée sur l'adaptabilité du réseau, ce dernier s'est retrouvé obsolète lorsquela demande actuelle a connu une croissance bien plus forte que prévu, au point d'atteindre cent foisla demande de l'époque.L'utilisation de la technologie sans-�l inscrit les réseaux de communication dans une nouvelle ère.Deux entités peuvent communiquer directement sans lien physique, à la condition qu'elles soientproches l'une de l'autre. Cette technologie, qui o�re des possibilités sans précédent en terme demobilité, trouve sa principale application dans la téléphonie mobile. La popularité de ces réseaux sans�l vient également du fait de leur facilité de déploiement. Aussi, le nombre de réseaux domestiqueswi-� a augmenté de manière exponentielle en quelques années seulement.Que ce soient pour les réseaux domestiques wi-�1 ou la téléphonie mobile, la technologie sans �ln'est employée qu'aux extrémités terminales du réseau de communication, c'est à dire pour réaliserune communication entre une borne sans �l et l'utilisateur �nal. Le reste du réseau repose la plupartdu temps sur une infrastructure �laire, qui relie physiquement les bornes entre elles. D'autres réseaux1en mode infrastructure 3



INTRODUCTION GÉNÉRALEutilisent exclusivement la technologie sans-�l comme support de communication (cas notammentdes réseaux ad-hoc, et des réseaux de capteurs). Ces réseaux sont utilisés dans un grand nombred'applications (militaires, scienti�ques, médicales, amateurs, . . .) et peuvent même s'étendre surplusieurs kilomètres grâce à l'utilisation d'antennes directionnelles. Ces réseaux occupent désormaisune place primordiale dans notre société, et leur déploiement devrait continuer à se démocratiserdans les prochaines années.Si la facilité de déploiement est un atout indéniable des réseaux sans �l, se posent en contrepartiede nouveaux problèmes liés à leur fonctionnement. Le contenu d'une transmission radio-électriquepeut être dégradée à cause de phénomènes d'interférences. Dans les réseaux sans �l où les n÷udsutilisent la même fréquence, l'établissement d'une communication nécessite un accès exclusif aumédia pour prévenir ces interférences. Par ailleurs les ondes hertziennes sont di�ciles à con�nerdans une surface géographique restreinte. Toute émission générée par une antenne classique2 se pro-page dans plusieurs directions. Les phénomènes d'amortissement d'ondes radio-électriques limitentcette propagation à une zone géographiquement proche du point d'émission. Ces caractéristiquescompliquent énormément la communication entre entités du réseau, puisqu'un n÷ud ne peut pas re-cevoir simultanément plusieurs transmissions, à l'inverse de ce qui s'opère dans les réseaux �laires.La norme 802.11 a été introduite a�n de dé�nir les couches basses du modèle OSI nécessaires àl'établissement de liaisons sans �l. Mais les performances obtenues par l'utilisation de cette normes'e�ondrent lorsque le nombre de transmissions concurrentes augmente considérablement, générantde multiples interférences. L'utilisation d'accusés de réception permet de garantir l'acheminementdu message, mais entretient la saturation du média radio.Dans cette thèse, nous étudions la résolution algorithmique et la complexité de trois familles deproblèmes inspirés des contraintes de fonctionnement des réseaux sans �l. Nous étudions dans unepremière partie le problème de la di�usion d'un message depuis une source unique vers l'ensembledes n÷uds d'un réseau sans �l. Réaliser une di�usion e�cace est un point clé dans le fonctionnementde nombreux protocoles de routage. Ces derniers utilisent par exemple une di�usion pour découvrirdes routes de communication pertinentes entre une source et une destination. L'objet de nos travauxconsiste ici à réaliser une di�usion minimisant les coûts en temps ou en nombre d'émissions. Nousdé�nissons à ce titre le problème de la di�usion dans di�érents modèles de communication et selondi�érentes fonctions objectif. L'analyse de ces problèmes nous amène à dé�nir di�érentes stratégiesde résolution et à étudier ces dernières. Une partie de nos travaux est dédiée à la résolution de cesproblèmes dans des topologies particulières comme la grille ou le tore.Nous abordons dans une seconde partie le problème de satisfaction d'un ensemble de requêtesde communications dans un réseau sans �l multi-sauts synchrone. Les émissions se déroulent parétapes, et le coût d'une solution à ce problème est égal au nombre d'étapes nécessaires pour satisfairetoutes les requêtes. L'étude que nous proposons vise à déterminer dans quelles circonstances larecherche d'une solution optimale est di�cile. Plus précisément, nous étudions l'impact de plusieursparamètres sur la complexité de ce problème (topologie, nombre maximum d'étapes autorisé, lenombre de requêtes à satisfaire).La dernière partie de ce mémoire nous amène au problème de conception d'un réseau sans �lmulti-sauts, initialement proposé par une entreprise de télécommunications. L'objectif du problèmeest d'assurer une distribution de �ux depuis des n÷uds sources vers des n÷uds clients, en minimi-sant le coût de l'infrastructure déployée. Les communications directes entre n÷uds sont réalisées à2qui n'est pas directionnelle ou parabolique4



INTRODUCTION GÉNÉRALEl'aide d'antennes directionnelles. L'utilisation de cette technologie permet de minimiser l'impact desphénomènes d'interférences, au point d'ignorer ces derniers dans notre modélisation. La di�cultédu problème réside ici dans la satisfaction de contraintes de déploiement (nombre d'antennes limitépar n÷ud, résistance aux pannes, . . .). Nous étudions la complexité de ce problème, et proposonsplusieurs méthodes de résolution exacte et approchée pour des instances de taille raisonnable. Nousimplémentons ces méthodes a�n de résoudre le problème pour des instances réelles proposées parl'entreprise.

5



6



Chapitre 1Prérequis et Notations1.1 Notations de la théorie des ensemblesLa lecture de ce document requiert les notions élémentaires de la théorie des ensembles. Nousprécisons dans cette première section les notations ensemblistes utilisées tout au long de ce mémoire.Le cardinal d'un ensemble A est noté |A|. La notation ∅ désigne l'ensemble vide.On note IN l'ensemble des entiers naturels, et IN∗ l'ensemble des entiers naturels strictementpositifs. On note IR l'ensemble des réels, et IR+ l'ensemble des réels positifs (respectivement IR∗ et
IR∗+ lorsque 0 est exclu de ces ensembles).La notation [a, b] désigne l'ensemble des entiers compris entre a et b.On note {

x|p(x)
} l'ensemble formé des éléments x qui véri�ent la propriété p(x). Lorsque leséléments sont indicés, nous préférons la notation {

xi

}

i∈[1,k]
pour désigner l'ensemble comprenantles éléments x1, x2, . . . , xk.Nous utilisons les trois principales opérations ensemblistes :� L'union de deux ensembles A et B, notée A∪B, est l'ensemble des éléments qui appartiennentà A ou à B.� L'intersection de deux ensembles A et B, notée A ∩ B, est l'ensemble des éléments quiappartiennent à A et à B.� La di�érence de deux ensembles A et B, notée A−B, est l'ensemble des éléments de A quine sont pas éléments de B.La notation ⋃

i∈[1,k] Ai désigne l'ensemble des éléments qui appartiennent à au moins un des en-sembles A1, A2, . . . , Ak.Soient A et B deux ensembles. Leur produit cartésien est l'ensemble {

(a, b)|a ∈ A, b ∈ B
}, etse note A × B. Le produit A × A est noté A2, A × A × A est noté A3 et ainsi de suite pour tousles entiers naturels supérieurs à 3. Nous utilisons l'abus de notation usuel x1, x2, . . . , xk ∈ X pour

(x1, x2, . . . , xk) ∈ Xk.L'ensemble des parties de A est noté P(A). L'ensemble des parties de A à k éléments est noté
Pk(A). 7



CHAPITRE 1. PRÉREQUIS ET NOTATIONS1.2 Éléments de la théorie des graphesLa théorie des graphes est probablement née alors que Leonhard Euler écrivait son article surles sept ponts de Königsberg en 1736. La théorie des graphes constitue un domaine des mathéma-tiques qui, historiquement, s'est aussi développé au sein de disciplines diverses telles que la chimie(modélisation de structures), la biologie (génome), les sciences sociales (modélisation des relations)ou en vue d'applications industrielles.Un graphe permet de représenter simplement la structure et les connexions d'un ensemble d'en-tités, en exprimant les relations ou les dépendances entre ses éléments (réseau de communication,réseaux ferroviaire ou routier, arbre généalogique, . . .). En plus de son existence purement mathé-matique, le graphe est aussi une structure de données puissante pour l'informatique.Dans les années 1960, Claude Berge a posé les bases de la théorie moderne des graphes. Lapremière dé�nition formelle d'un graphe n'est plus usitée à cause de sa lourdeur. De nombreuxéléments de la théorie des graphes peuvent être dé�nis de di�érentes manières. Ceci peut avoircomme conséquence l'apparition de di�cultés de compréhension. Nous proposons dans cette sectionles principales dé�nitions de la théorie des graphes a�n de prévenir toute ambiguïté. Ces dé�nitionsprévalent dans ce manuscrit sur les notations couramment utilisées.1.2.1 Graphes non orientésVocabulaire élémentaire :Dé�nition 1 (un graphe, un graphe non orienté) :Un graphe (ou graphe non orienté) G = (V,E) est la donnée d'un ensemble �ni non vide de sommets
V , et d'un ensemble E constitué de certaines paires non ordonnées de sommets distincts appeléesarêtes.Nous utilisons parfois la notation fonctionnelle V (G) pour désigner l'ensemble des sommets d'ungraphe G, et E(G) l'ensemble de ses arêtes. Sauf précision nous désignons par n et m les cardinauxrespectifs de V (G) et E(G). Pour un graphe G donné, nous dé�nissons le vocabulaire suivant :� Si {a, b} est une arête de G, on dit que {a, b} est incidente aux sommets a et b.� Deux sommets a et b sont adjacents dans G si l'arête {a, b} appartient à E(G).� Pour un sommet a, l'ensemble des voisins de a, noté NG(a), est l'ensemble des sommetsqui lui sont adjacents.� Le degré d'un sommet a de G, noté dG(a), est le nombre de sommets qui lui sont adjacents,c'est à dire |NG(a)|.� Nous notons respectivement δ(G) et ∆(G) le plus petit et le plus grand degré parmi les som-mets de G.En l'absence d'ambiguïté, le G disparaît des notations : V , E, N(a), ∆, δ, . . .Dé�nition 2 (Un sous-graphe et un sous-graphe induit) :Soit G = (V,E) un graphe.Un sous-graphe de G est un graphe G′ = (V ′, E′) tel que :� V ′ ⊆ V� E′ ⊆ E ∩ {{a, b}|a, b ∈ V ′}8



1.2. ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES GRAPHESSi E′ = E ∩ {{a, b}|a, b ∈ V ′}, alors G′ est le sous-graphe de G induit par V ′.Nous utilisons parfois la notation G[S] pour désigner le sous-graphe de G induit par l'ensemble
S.Dé�nition 3 (Un graphe partiel) :Soit G = (V,E) un graphe.Un graphe partiel de G est un graphe G′ = (V,E′) avec E′ ⊆ E.Dé�nition 4 (Une chaîne) :Une chaîne C est un graphe dans lequel :� V (C) = {x0, x1, x2, . . . , xk} avec k ≥ 0,� E(C) =

{

{xi, xi+1}|i ∈ [0, k − 1]
}.Une chaîne d'un graphe G est un sous-graphe de G qui est une chaîne. Pour une chaîne Cdonnée :� Les extrémités de C sont les sommets x0 et xk, et nous notons ext(C) = {x0, xk}. Nousdirons que C relie les sommets x0 et xk.� Les sommets x1 à xk−1 sont les maillons internes de C.� La longueur de C est égale à son nombre d'arêtes (ici k).Pour un graphe quelconque G donné (sans valuation sur les arêtes) :� La distance entre deux sommets a et b de V (G), notée distG(a, b), est la longueur de laplus courte chaîne d'extrémités a et b.� Le diamètre d'un graphe G est la plus grande des distances entre deux sommets. Nous lenotons diam(G) = maxa,b∈V (G){distG(a, b)}.Dé�nition 5 (Un parcours dans un graphe G) :Un parcours dans un graphe G est une liste ordonnée de sommets de G telle que 2 sommetsconsécutifs dans la liste sont adjacents dans le graphe.Nous considérons seulement des parcours simples pour lesquels le nombre d'occurrences d'unsommet dans la liste est au plus 1. La longueur d'un parcours est égale à son nombre de sommetsmoins 1.Dé�nition 6 (un cycle) :Un cycle P est un graphe dans lequel :� V (P ) = {x0, x1, x2, . . . , xk}, avec k > 0,� E(P ) =

{

{xi, xi+1}|i ∈ [0, k − 1]
}

∪
{

{xk, x0}
}.Un cycle dans un graphe G est un sous-graphe de G qui est un cycle. La longueur d'un cycle estégale à son nombre d'arêtes (ici k + 1).Dé�nition 7 (une corde) :Soient G = (V,E) un graphe, et P = (V ′, E′) un cycle dans G.L'arête {a, b} avec a, b ∈ V ′ est une corde de P si et seulement si {a, b} ∈ E − E′. 9



CHAPITRE 1. PRÉREQUIS ET NOTATIONSVocabulaire lié à la connexité :Dé�nition 8 (un graphe connexe, une composante connexe) :Un graphe G = (V,E) est connexe si et seulement s'il existe une chaîne d'extrémités a et b pourtoute paire de sommets {a, b}|a, b ∈ V .Une composante connexe de G est un sous-ensemble maximal de sommets S ⊆ V tel qu'il existeune chaîne d'extrémités a et b pour toute paire de sommets {a, b}|a, b ∈ S.Un graphe connexe possède une seule composante connexe. Un graphe possédant deux ou plu-sieurs composantes connexes n'est pas connexe.Dé�nition 9 (un ensemble dominant, un ensemble dominant connexe) :Soit G = (V,E) un graphe connexe.L'ensemble D ⊆ V est un ensemble dominant pour G si et seulement si tout sommet de x estcontenu dans cet ensemble, ou adjacent dans G à un sommet de cette ensemble. Formellement,
∀x ∈ V −D,∃y ∈ D|{x, y} ∈ E.L'ensemble D est un ensemble dominant connexe pour G si et seulement s'il est dominantpour G, et que G[D] est connexe.Dé�nition 10 (un point d'articulation, un séparateur) :Soit G = (V,E) un graphe connexe.Un sommet a de V est un point d'articulation dans G si le graphe de G induit par V −{a} n'estpas connexe.Un ensemble de sommets S ⊆ V est un séparateur si le graphe de G induit par V −S n'est pasconnexe.Dé�nition 11 (graphes sommet-disjoints, arête-disjoints) :Deux graphes G = (V,E) et H = (V ′, E′) sont sommet-disjoints (resp. arête-disjoints) si etseulement si V ∩ V ′ = ∅ (resp. E ∩E′ = ∅). Nous dirons qu'un ensemble de graphes est sommet-disjoints (resp. arête-disjoints) si et seulement si ces graphes sont deux à deux sommet-disjoints(resp. arête-disjoints).Dé�nition 12 (un graphe k-connexe) :Un graphe G = (V,E) est k-connexe s'il reste connexe après suppression d'un ensemble quelconquede k−1 sommets de E. Autrement dit, G est k-connexe si et seulement s'il existe au moins k chaînessommet-disjointes pour toute paire de sommets {a, b}|a, b ∈ V (G).Quelques topologies utilisées dans ce mémoire :Dé�nition 13 (un arbre) :Un arbre est un graphe connexe sans cycle.La �gure 1.3(a) montre un arbre de 15 sommets.10



1.2. ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES GRAPHESDé�nition 14 (un graphe planaire) :Un graphe planaire est un graphe qui peut se représenter sur un plan euclidien sans qu'aucunearête n'en croise une autre.Dé�nition 15 (un graphe triangulé) :Un graphe triangulé, parfois noté G∆, est un graphe dans lequel tout cycle de longueur strictementsupérieure à 3 contient une corde.Dé�nition 16 (une grille GM×N , un tore TM×N) :Une grille GM×N est un graphe dans lequel :� les sommets sont les couples (a, b) pour tout a ∈ [0,M − 1] et tout b ∈ [0, N − 1],� il existe une arête entre toute paire de sommets {(a, b), (c, d)}|a, c ∈ [0,M −1], b, d ∈ [0, N −1]si et seulement si |a− c|+ |b− d| = 1.Un tore TM×N est une grille GM×N à laquelle on a rajouté les ensembles d' arêtes {(a, 1), (a,N−
1)}|a ∈ [1,M − 1] et {(1, b), (M − 1, b)}|b ∈ [1, N − 1]Dans la suite, nous appelons M et N les dimensions de la grille GM×N . Une grille de dimen-sions quelconques est toujours un graphe planaire, à l'inverse d'un tore de mêmes dimensions, dontune représentation en 3 dimensions est donnée en �gure 1.1. Les représentations adoptées dans cemémoire pour les grilles et les tores sont montrées dans les �gures 1.2(a) et 1.2(b). Dans une grilleou un tore, nous dirons qu'un sommet (a, b) a comme coordonnées [a, b]. Une ligne (resp. unecolonne) est alors l'ensemble des sommets de même ordonnée (resp. abscisse). Cette terminologiedoit s'appliquer sur une représentation planaire d'un tore, et non sur le tore lui-même.

Fig. 1.1 � Une représentation en 3 dimensions d'un tore1.2.2 Vocabulaire propre aux graphes orientésDé�nition 17 (un graphe orienté) :Un graphe orienté G = (V,E) est la donnée d'un ensemble �ni non vide de sommets V , et d'unerelation binaire E dé�nie sur V . Les éléments de E sont appelés des arcs.La notation fonctionnelle V (G) désigne l'ensemble des sommets d'un graphe orienté G, et E(G)l'ensemble de ses arcs. À tout graphe orienté correspond un graphe non orienté, construit en rem-plaçant chaque arc par l'arête correspondante.Dé�nition 18 (un chemin) :Un chemin P est un graphe orienté dans lequel : 11



CHAPITRE 1. PRÉREQUIS ET NOTATIONSPSfrag replacements
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7 8 9 10 11(a) Représentation planaire d'une grille G12×8
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7 8 9 10 11(b) Représentation planaire d'un tore T12×8Fig. 1.2 � Représentations planaires d'une grille et d'un tore� V (P ) = {x0, x1, x2, . . . , xk} avec k ≥ 0,� E(P ) =
{

(xi, xi+1)|i ∈ [0, k − 1]
}.Un chemin d'un graphe G est un sous-graphe de G qui est un chemin. Pour un chemin P donné :� L'origine et la destination de P , notées ori(P ) et dest(P ), sont respectivement les sommets

x0 et xk. Ces termes s'étendent naturellement aux arcs, qui représentent des chemins à unarc.� Les sommets x1 à xk−1 sont les maillons internes de P .� La longueur de P est égale à son nombre de d'arcs (ici k).Dé�nition 19 (une arborescence) :Une arborescence, ou arbre enraciné, est un arbre dans lequel l'un de ses sommets se distingue desautres. Ce sommet s'appelle la racine de l'arborescence. Les arcs sont alors orientés de la racinevers les feuilles1.Un sommet d'une arborescence est souvent appelé un n÷ud2. Pour une arborescence donnée Tde racine r :� un n÷ud b quelconque sur l'unique chemin de r à a est appelé ancêtre de a. Nous dironsparfois que a et b sont liés par une relation de descendance.� Si b est un ancêtre de a, alors a est un descendant de b.� Si le n÷ud b est ancêtre de a et lui est adjacent, alors b est le père de a (nous notons
pere(a) = b), et a est un �ls de b.� La racine r est le seul n÷ud de T sans père.� Deux n÷uds a et b ayant le même père sont des frères.� Un n÷ud sans �ls est une feuille.� Un n÷ud qui n'est pas une feuille est un n÷ud interne.� La profondeur d'un n÷ud a dans une arborescence de source r est la longueur du cheminallant de r à a, c'est à dire son nombre d'ancêtres. Nous la notons profondeurT (a).1Le sommet le plus proche de la racine est l'origine de l'arc, le plus éloigné sa destination.2Terme également utilisé pour désigner un participant dans un réseau !12



1.3. COMPLEXITÉ ALGORITHMIQUE

PSfrag replacementsr (a) Un arbre PSfrag replacements
r

(b) Une arborescence de racine rFig. 1.3 � Un arbre, et une arborescence (arbre enraciné)� La hauteur de T , notée hauteur(T ), est la plus grande des profondeurs de ses feuilles.La �gure 1.3(b) montre une arborescence dé�nie en enracinant l'arbre de la �gure 1.3(a) sur lesommet r.Dé�nition 20 (un parcours en profondeur) :Soit G = (V,E) un graphe connexe orienté3.Un parcours en profondeur depuis r est un parcours récursif des voisins d'un sommet r de G.Les sommets atteints sont successivement ajoutés au parcours. Un sommet est ignoré s'il a déjà étéatteint précédemment.Un parcours en profondeur d'un graphe G connexe décrit une arborescence particulière A, telleque :� l'arborescence A est un sous-graphe de G, avec V (A) = V (G),� deux sommets adjacents dans G sont liés par une relation de descendance dans A,� quels que soient a et b deux sommets sans relation de descendance dans A, appelons SA[a, b]l'ensemble des maillons internes de la chaîne de A reliant a et b. Alors dans le sous-graphede G induit par V (G) − SA[a, b], les sommets a et b sont dans deux composantes connexesdi�érentes.1.3 Complexité algorithmiqueLa théorie de la complexité s'intéresse à l'étude de la di�culté de la résolution de problèmes pourlesquels on sait qu'il existe des solutions. L'objectif est de déterminer si ces solutions peuvent êtretrouvées e�cacement ou pas, en se basant sur une estimation (théorique) des temps de calcul et desbesoins en mémoire informatique. Nous présentons dans les sous-sections suivantes les principalesnotions de la théorie de la complexité.3La dé�nition s'applique aux graphes non orientés. En pareil cas, le graphe non orienté est ramené à un grapheorienté symétrique 13



CHAPITRE 1. PRÉREQUIS ET NOTATIONS1.3.1 Machines déterministesUnemachine déterministe est le modèle formel d'une machine de calcul (tel nos ordinateurs).Les deux principaux modèles de machines sont :1. la machine de Turing,2. la machine RAM (Random Access Machine)Ces modèles supposent un ordinateur idéal avec une mémoire in�nie, dans lequel une cellule mémoireest accessible en un temps constant, et les instructions sont exécutées séquentiellement.Pour l'ensemble des algorithmes étudiés, les calculs de complexité en temps d'exécution sup-posent l'utilisation d'une machine de Turing. Une large part de la théorie de la complexité utilisece modèle de machine, énoncé par Alan Turing en 1936 dans [Tur36] et largement repris dans lalittérature. Le lecteur est renvoyé à [TG95, Tur36] pour une description détaillée de ce modèle demachines. Pour cette architecture, le codage d'une donnée est supposé raisonnable. Par exemple :1. Le codage d'un nombre n utilise log n bits.2. Le codage d'un graphe4 G = (V,E) est polynomial en |V |.La description formelle des algorithmes s'inspire du modèle RAM. Ce modèle présenté dans[AHU74] suppose un accès direct à la mémoire (il modélise la machine de Von Neumann5 telle quece dernier la décrivait en 1945). Nous ne ferons apparaître que les principales instructions d'unalgorithme, a�n de faire apparaître plus clairement sa complexité. Notons que les machines RAMsont équivalentes aux machines de Turing : tout algorithme qui peut s'exécuter sur l'un de cesmodèles peut également s'exécuter sur l'autre, avec des temps d'exécution polynomialement liés.1.3.2 Problèmes algorithmiquesDeux grandes familles de problèmes sont considérées en informatique :1. les problèmes de décision2. les problèmes d'optimisationDé�nition 21 (un problème de décision) :En algorithmique, un problème de décision est une question mathématiquement dé�nie portantsur des paramètres donnés, et dont la réponse est oui ou non.Nous illustrons cette dé�nition par le problème de décision bien connu SET-COVER (problème1.3.1), que nous réutilisons dans certains des travaux de ce mémoire.Donnée : Une collection C de sous-ensembles d'un ensemble �ni S, un entier k.Question : Existe-t-il un sous-ensemble C ′ ⊆ C de cardinalité k ou moins, tel que toutélément de S appartient à au moins un membre de C ′ ?Problème de décision 1.3.1: Le problème SET-COVER4le codage d'un graphe utilise de l'ordre de |V | + |E| cases mémoires, une case mémoire est un emplacementpouvant stocker un entier.5Von Neumann est considéré comme le père des ordinateurs modernes14



1.3. COMPLEXITÉ ALGORITHMIQUEDé�nition 22 (un problème d'optimisation) :Un problème d'optimisation consiste à trouver la meilleure solution dans un ensemble des solu-tions réalisables. Cet ensemble peut être �ni mais compter un très grand nombre d'éléments. Il estdécrit de manière implicite, par une liste de contraintes que doivent satisfaire les solutions réalisables.La qualité d'une solution s'évalue par une fonction objectif ; la meilleure solution est celledont la qualité correspond le plus à un objectif recherché (généralement, maximiser ou minimiserune quantité).Nous présentons MIN-SET-COVER (1.3.1), la version optimisation du problème SET-COVERsur la cardinalité de l'ensemble solution.Donnée : Une collection C de sous-ensembles d'un ensemble �ni S.Résultat : Un sous-ensemble C ′ ⊆ C, tel que tout élément de S appar-tient au moins à un membre de C ′.Objectif : Minimiser |C|Problème d'optimisation 1.3.1: Le problème MIN-SET-COVERÀ chaque problème d'optimisation correspond un problème de décision. La résolution d'un pro-blème d'optimisation peut s'e�ectuer en résolvant plusieurs fois le problème de décision associé, enfaisant varier de manière dichotomique le paramètre de qualité d'une solution6. Dans notre dé�ni-tion de SET-COVER, ce paramètre est k. Une pratique commune consiste à extraire ce paramètrede la donnée, et à dé�nir un problème de décision pour chaque valeur de son domaine. Ainsi dansnotre exemple nous dé�nissons les problèmes de décision 1-SET-COVER, 2-SET-COVER, 3-SET-COVER, . . . et les désignons comme la famille des problèmes de décision k-SET-COVER.La donnée d'un problème de décision ou d'optimisation est appelée une instance du problème.Nous utilisons ce terme par la suite.1.3.3 Classes de complexitéNous présentons quelques classes de complexité dans lesquelles les problèmes de décision etd'optimisation se situent. Un problème de décision est dans P s'il peut être résolu par un algo-rithme déterministe en un temps polynomial par rapport à la taille de l'instance. Le problème estdit polynomial. La classe NP est la classe des problèmes de décision pour lesquels il existe unalgorithme polynomial déterministe A et, pour chaque instance positive7 I un certi�cat c(I), telsque l'algorithme A sait reconnaître à l'aide de c(I) que la réponse est oui pour I. Intuitivement, lesproblèmes dans NP sont tous les problèmes qui peuvent être résolus en énumérant l'ensemble dessolutions possibles et en les testant avec un algorithme polynomial. Le nombre de solutions peutnéanmoins être exponentiellement grand.Par dé�nition P ⊆ NP . On ne sait pas si cette inclusion est stricte, ou si P = NP . Une grandepart de la théorie de la complexité s'est construite sous l'hypothèse que P 6= NP .6Ceci n'est possible qu'en cas de monotonie du problème de décision. Nous assurons cette monotonie en recherchantun paramètre de qualité inférieur ou égal à une constante donnée, et non simplement égal à cette constante.7et seulement pour les instances positives. 15



CHAPITRE 1. PRÉREQUIS ET NOTATIONSLa classe NP-complet est une sous-classe des problèmes NP . Un problème de décision est
NP -Complet lorsque tous les problèmes de décision appartenant à NP lui sont réductibles par unalgorithme polynomial.Un problème de décision est NP-Di�cile si tous les problèmes d'optimisation NP-di�ciles luisont réductibles par un algorithme polynomial.Si P 6= NP , alors tout problème de décision NP-complet a une version optimisation qui estNP-di�cile, et il n'existe pas d'algorithme polynomial pour le résoudre.Pour les problèmes d'optimisation, il est parfois possible de calculer en temps polynomial des so-lutions avec des garanties de performances, c'est à dire des solutions dont le coût est comparableavec le coût optimum. Ces solutions peuvent être caractérisées par un rapport à l'optimum.Dé�nition 23 (rapport à l'optimum) :Soient une instance I d'un problème d'optimisation, une solution S pour I, et une fonction objectif
val. Alors le rapport à l'optimum de S pour I est égal à :

max
( val(S)

val(S∗)
;
val(S∗)

val(S)

)où S∗ est la solution optimale pour I.Pour un problème d'optimisation donné, nous dirons qu'un algorithme polynomial A est l(n)-approché, si pour toute instance I du problème, A renvoie une solution S dont le rapport à l'optimumest borné supérieurement par l(n). Lorsqu'il existe un algorithme polynomial k-approché avec kconstant, le problème d'optimisation appartient à une classe particulière, la classe APX.1.3.4 Réduction de problèmesLa réduction de problème en théorie de la complexité consiste à réduire un problème connu versle problème que l'on souhaite classer. Une réduction d'un problème P1 vers un problème P2 est unetransformation de toute instance de P1 en une instance de P2, de sorte que toute solution à P1puisse induire une solution à P2. Cette transformation doit être polynomiale en temps et mémoireselon la taille de P1. Ainsi, il y a une relation de di�culté de résolution entre ces deux problèmes.Si P1 est polynomial, alors P2 le sera aussi, et inversement, si P1 est NP-complet, alors P2 le serade même. Le théorème de Cook a classé en premier le problème SAT comme NP-complet. Il a�rmequ'il est possible de réduire tous les problèmes NP-complets au problème SAT, prouvant ainsi leurNP-complétude.
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IntroductionLe travail présenté dans cette première partie cible le problème de la di�usion dans les réseauxsans �l. Di�user un message depuis un n÷ud source vers l'ensemble des participants du réseau est uneopération essentielle dans de nombreux protocoles de routage. La di�usion s'opère e�cacement dansles réseaux �laires grâce à des techniques d'inondation bien connues [DM78]. L'adaptation de cesméthodes dans les réseaux sans �l où les n÷uds partagent la même fréquence se révèle désastreuse :dans un environnement où deux émissions géographiquement proches s'interfèrent mutuellement,le tra�c généré par inondation conduit à une saturation du média radio, et à un e�ondrement desperformances du réseau.Nous proposons dans cette partie l'étude du problème de di�usion dans un réseau sans �l multi-sauts, sujet aux contraintes de communications propres à l'utilisation du média radio, et en suppo-sant que les n÷uds ne disposent pas de couche MAC idéale8. Le problème se décline dans un modèlede communication synchrone - dans lequel les émissions des n÷uds s'e�ectuent par étapes de duréeégale - et asynchrone. En supposant que la topologie du réseau est connue (par un superviseur ouintrinsèque à chaque n÷ud), nous nous proposons de dé�nir des stratégies de di�usion et d'étudierleurs performances en terme de temps de di�usion et nombre d'émissions.Organisation de cette partieLe chapitre 2 introduit le problème de di�usion dans les réseaux sans �l. Nous y proposons unformalisme permettant une classi�cation des contextes dans lesquels ce problème se décline. Fortsde ce formalisme nous dressons un état de l'art sur les méthodes, bornes et algorithmes existants,et dessinons les limites de notre étude. Nous proposons en�n une nouvelle stratégie de di�usionoriginale, dite stratégie en arborescence.Le chapitre 3 présente les premiers résultats de complexité sur les stratégies introduites. Nousy établissons notamment les conditions d'existence d'une solution pour une stratégie donnée, etnous intéressons aux coûts minimums en temps et en émissions générées par chacune d'entre elles.Nous montrons que minimiser l'un ou l'autre de ces coûts est un problème NP-di�cile, et regardonsl'impact de la topologie sur la complexité de ces problèmes.Le chapitre 4 est dédié à la résolution du problème de di�usion. Nous y présentons un nouveloutil, la mv-décomposition, qui va servir de support à l'élaboration d'heuristiques avec garantie deperformance lorsque les émissions sont synchrones. Nous étudions également le problème de di�u-8Une couche MAC idéale suppose que deux n÷uds en contention n'accèdent jamais simultanément au canal 19



PARTIE I. INTRODUCTIONsion dans la grille et le tore dans un modèle asynchrone.Le chapitre 5 conclut notre étude par des expérimentations destinées à comparer les coûtsoptimaux entre di�érentes stratégies de di�usion, dont notre stratégie en arborescence. Les résultatsobtenus nous permettent d'établir la pertinence de notre stratégie dans des instances généréesaléatoirement.
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Chapitre 2Le problème de la di�usionLa première section de ce chapitre présente le problème de la di�usion, et explique la di�cultéà di�user e�cacement un message dans les réseaux radios. La seconde section dé�nit le formalismeemployé, ainsi que di�érentes stratégies que nous considérons dans cette partie.2.1 Introduction au problème de di�usionDe la di�usion dans les réseaux �laires...Une di�usion se dé�nit comme l'� Action de propager une idée, des connaissances, des tech-niques ou de distribuer un bien dans un large public, et le résultat de cette action � (dé�nitiondu Trésor de la Langue Française informatisé). Pouvoir di�user une information émise depuis unesource vers l'ensemble des entités d'un réseau informatique est une opération essentielle, utiliséeintrinsèquement dans de nombreux protocoles. Par exemple, les protocoles de routage à état delien utilisent la di�usion lorsqu'un routeur doit noti�er un changement d'état de liens aux autresrouteurs.La méthode de di�usion la plus élémentaire est l'inondation aveugle1 [DM78] (en anglais blind�ooding). Son fonctionnement est le suivant :� Le n÷ud initiant l'inondation envoie le paquet à tous ses voisins directs.� Si un n÷ud quelconque du réseau reçoit le paquet, il le redi�use à tous ses voisins.L'instauration d'un TTL permet d'éviter des situations de bouclage, limite la duplication des mes-sages, et garantit l'arrêt de la di�usion. Les n÷uds peuvent être amenés à appliquer durant l'inon-dation certains traitements de contrôle, a�n de minimiser le nombre de messages émis (estampillage,. . .). Bien qu'un peu coûteux dans le cas où le réseau est très dense, les mécanismes d'inondationaveugle se déroulent relativement bien dans les réseaux �laires.Il est important de souligner que les procédés d'inondations classiques génèrent beaucoup demessages redondants. Chaque n÷ud peut potentiellement recevoir le message autant de fois qu'ily a de liens. Cependant cette observation ne pose guère de problème dans les réseaux �laires (quiutilisent pour la plupart le protocole bas niveau ethernet) : un routeur possède un canal dédiépar voisin ce qui permet la réception simultanée de messages provenant de deux routeurs adjacents.Seuls les n÷uds partageant le même canal �laire (réseaux en architecture de bus, utilisation de hubs,1également nommée � di�usion pure � dans certains ouvrages 21



CHAPITRE 2. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSION. . .) sont susceptibles de générer des collisions s'ils émettent un message simultanément. En pareillesituation, l'utilisation d'un protocole d'accès multiples avec surveillance de porteuse et détectionde collision (CSMA/CD) permet de corriger les transmissions infructueuses : ce protocole s'appuiesur la capacité d'un n÷ud à pouvoir écouter le canal alors qu'il procède à une transmission. Parl'utilisation de CSMA/CD, tout n÷ud est en mesure de savoir si son émission a été correctementréceptionnée.... à la di�culté de di�user dans les réseaux radioCaractéristiques du média radio :Dans un réseau radio, les n÷uds communiquent entre eux en utilisant une onde radio-électriquecomme support de transmission du message. La transmission d'un message s'e�ectue sur une fré-quence spéci�que et ne peut être captée que dans une zone su�samment proche de la source d'émis-sion (à cause des phénomènes d'amortissement d'ondes) dite zone d'émission. Deux transmissionsde fréquences trop voisines et de sources géographiquement proches peuvent créer une interfé-rence. La région où les deux transmissions se superposent est appelée zone d'interférence. Dansles réseaux où les n÷uds utilisent tous la même fréquence, l'utilisation du média radio dessine uncontexte plus hostile qu'ethernet : un n÷ud émetteur communiquant avec un récepteur est phy-siquement incapable de détecter si l'information qu'il a transmise a été correctement reçue. Savision locale ne lui permet pas de connaître l'existence de transmissions en concurrence avec lasienne. Ce problème est celui du n÷ud caché pour lequel des protocoles de prévention de collisioncomme CSMA/CA2 se révèlent ine�caces. L'utilisation de mécanismes d'esquives de collision baséssur un principe d'accusé de réception réciproque entre l'émetteur et le récepteur (CSMA/CA avecRTS/CTS3) est nécessaire pour garantir l'acheminement d'une transmission. Mais l'utilisation deces accusés est susceptible de saturer le média radio et de détériorer des performances du réseau enterme de bande passante.Deux grandes familles de réseaux radio :On distingue deux grandes familles de réseaux radio :1. les réseaux à fréquences multiples (MFN : Multi-Frequency Network). Ces réseaux sontgénéralement déployés en mode infrastructure sur le fonctionnement suivant :� Un réseau couvre une surface subdivisée en zones, chacune couverte par une station debase. Les stations de base sont elle-mêmes organisées en réseau. Les n÷uds du réseau necommuniquent pas directement, mais dialoguent avec la station de base de la zone où ils sesituent.� Lorsqu'un n÷ud souhaite établir une communication vers la station de base, cette dernièrelui attribue, le temps de la transmission, deux fréquences propres : une dédiée à l'émissionvers la station de base (fréquence montante), et une pour la réception des messages de lastation de base (fréquence descendante). Aucun autre n÷ud voisin n'utilise alors l'une deces fréquences à ce moment-là.� À la �n d'une communication, les fréquences utilisées par un n÷ud sont libérées.2CSMA/CA se présente comme la version de CSMA/CD adaptée aux réseaux sans �l. Lorsque deux transmetteursconcurrents sont à portée l'un de l'autre, CSMA/CA permet d'éviter les transmissions simultanées.3Ready To Send / Clear To Send22



2.1. INTRODUCTION AU PROBLÈME DE DIFFUSIONLes réseaux de téléphonie mobile GSM fonctionnent sur ce principe. Le fait que chaque n÷udpossède sa propre fréquence d'émission/réception évite les interférences et o�re des perfor-mances en bande passante intéressantes. Cependant, le nombre de participants par zone estclairement limité par le nombre de fréquences que peut attribuer une station de base. De plus,l'attribution et l'utilisation des fréquences est soumise à une règlementation stricte propre àchaque pays.2. les réseaux à fréquence unique (SFN : single-frequency network) : Les n÷uds émettent etreçoivent sur une fréquence commune, ce qui ne limite plus le nombre de participants. Maisl'apparition de phénomènes d'interférences dans des zones à forte densité risque d'altérer lesperformances du réseau. Les communications entre n÷uds peuvent s'e�ectuer :� en mode infrastructure : les n÷uds s'appuient sur une station de base �xe qui agit commeun concentrateur.� en mode ad-hoc : les n÷uds s'auto-organisent sans architecture �xe a�n de constituer unréseau point à point. Si deux des stations du réseau sont hors de portée l'une de l'autre,elles ne pourront pas communiquer, même si elles sont à portée d'une troisième station.En e�et dans sa version actuelle le mode ad-hoc de 802.11 ne propose pas de système deroutage permettant d'acheminer les trames d'une station à une autre, en passant par unestation intermédiaire.Dans la suite de ce mémoire, nous ne considérons que des réseaux à fréquence unique, quiregroupent notamment les réseaux utilisant la norme 802.11.Di�usion dans les réseaux à fréquence uniqueLes procédés d'inondation créent dans les réseaux sans �l un problème de redondance, de conten-tion et de collision, connu sous le problème de la tempête d'inondation [TNCS02]. L'apparition dece problème est inhérent à l'utilisation du médium radio comme support de communication. Le faitqu'un n÷ud reçoive un message di�usé autant de fois qu'il a de voisins pose ici un sérieux problèmed'accès au média et de saturation du canal.Le problème de la di�usion a été très étudié sous l'hypothèse d'une couche MAC idéale : lescollisions sont inexistantes ou corrigées par un protocole bas niveau, type 802.11 (utilisé par exempledans les réseaux ad-hoc ou de capteurs). Les n÷uds de ces réseaux peuvent être des systèmes auto-nomes ayant une source d'énergie embarquée et limitée. Une attention particulière est alors apportéeà la gestion de l'énergie. La di�usion se révèle ici e�cace si elle minimise le nombre d'émissions né-cessaires à la propagation du message vers les autres participants. Le temps nécessaire à la di�usion,ou le nombre de n÷uds mobilisés sont quelques-uns des critères pouvant justi�er la pertinence d'unesolution de di�usion.Dans cette partie, nous ciblons notre étude sur les réseaux sans �l pour lesquels les n÷uds nedisposent pas de couche MAC idéale et ont un modèle d'antennes omnidirectionnelles avec puissanced'émission �xe. Les réseaux que nous considérons supposent les caractéristiques suivantes (proposéesnotamment dans [HHL86, FL94, Che04]) :� ∆-port émission : pour une transmission donnée, tous les n÷uds voisins de la source sontsusceptibles de recevoir le message. 23



CHAPITRE 2. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSION� 1-port réception : un n÷ud ne peut recevoir qu'un seul message à la fois. La réceptionsimultanée de deux ou plusieurs messages entraîne des interférences et une altération desmessages envoyés.� Half-duplex : un n÷ud du réseau ne peut à la fois émettre un message et en recevoir unautre. Cependant il peut choisir d'ignorer une réception pour procéder à une émission.Dans ce modèle, le fait que le réseau soit en 1-port réception rend les techniques d'inondation peue�caces.2.2 Modélisation et formalismeCette section décrit le modèle que nous utilisons et introduit un formalisme permettant de clas-ser les di�érentes approches que nous envisageons.2.2.1 Quelques dé�nitions et propriétés utilesUn réseau radio multi-sauts peut se modéliser par un graphe orienté G = (V,E), où V représentel'ensemble des n÷uds du réseau, et E l'ensemble des liaisons radios entre ces n÷uds. Sauf précision,nous considérons que si un n÷ud x peut communiquer vers un n÷ud y, alors y peut communiqueravec x. Nous en déduisons que le graphe orienté est symétrique et nous l'assimilons à un graphenon orienté. Par la suite, l'utilisation d'un graphe G = (V,E) sans précision implique que ce dernierpeut être orienté ou non. En�n, nous supposons que chacun des réseaux considérés est connexe,condition trivialement nécessaire à l'accomplissement d'une di�usion, et possède au moins deuxn÷uds.Le long de cette partie, nous restreignons notre étude à la di�usion d'un seul message émis d'unesource unique. Une instance du problème de la di�usion dans sa forme générale se décrit par uncouple (G, s), où G représente le graphe du réseau, et s le n÷ud émetteur du message, avec s ∈ V (G).Toute stratégie dont l'exécution aboutit à la di�usion d'un message depuis s vers l'ensemble desautres n÷uds du graphe G, est appelée stratégie de di�usion valide sur l'instance (G, s).Nous introduisons le vocabulaire suivant :Dé�nition 24 (Transmission correcte) :Soient x et y deux n÷uds d'un réseau sans �l. Le n÷ud x reçoit une transmission correcte (ouréception correcte) de y si et seulement si elle n'a pas été altérée par des interférences : aucunautre n÷ud voisin de x n'a émis en même temps que y.Dé�nition 25 (Durée de transmission) :Soit une transmission directe4 d'un n÷ud x vers un n÷ud y. Nous dé�nissons la durée de trans-mission comme l'intervalle de temps séparant le début de l'émission de x et la �n de la réceptionpar y.Dé�nition 26 (transmetteur, récepteur) :Soient un graphe G = (V,E), un n÷ud source s, et S une stratégie de di�usion sur G :Nous utilisons le vocabulaire suivant :4ou transmission à un saut.24



2.2. MODÉLISATION ET FORMALISME� Tout n÷ud de G désigné dans S pour émettre un message est un transmetteur. On note Tl'ensemble des transmetteurs de G.� Tout n÷ud de G qui reçoit dans S un message sans avoir à le relayer est un récepteur. Onnote R l'ensemble des récepteurs de G.Propriété 1 :Soient un graphe G = (V,E), un n÷ud source s, et S une stratégie de di�usion sur G.1. Les ensembles T et R partitionnent V .2. La source du message s appartient à T .3. L'ensemble T forme un ensemble dominant connexe dans G.Les points 1 et 2 de la propriété 1 se déduisent de la dé�nition 26. Tout n÷ud transmetteur tdoit pouvoir recevoir le message depuis s, d'où l'existence d'une chaîne de transmetteurs entre t et
s. Le point 3 est alors immédiat.La portée des dé�nitions suivantes se limite dans ce mémoire à la partie consacrée à la di�usion.Notamment la notion d'assignation de dates sera redé�nie autrement dans la seconde partieprésentant le problème de satisfaction de requêtes.Dé�nition 27 (ordonnancement d'émissions, assignation de dates) :Soient un graphe G = (V,E), et un message m.Un ordonnancement de dates d'émissions des sommets de G, ou ordonnancement d'émis-sions, est une application f qui à tout couple (x, i) où x ∈ V (G) et i ∈ IN∗ associe une valeur dans
{0, 1}, que l'on interprète comme suit :� f(x, i) = 1 si le n÷ud x du réseau émet à l'étape i le message m,� f(x, i) = 0 autrement.Par la suite et selon certaines hypothèses, l'ordonnancement d'émissions est utilisé pour décrire desstratégies de di�usion valides.Une assignation de dates d'émissions des sommets de G, appelée assignation de dates, est unordonnancement d'émissions dans lequel chaque n÷ud x émet au plus 1 fois le message m. Lors-qu'une stratégie peut se dé�nir par un ordonnancement d'émission, l'assignation de dates remplacece dernier si le modèle considéré impose qu'un n÷ud ne peut émettre au plus qu'une fois le message.La durée d'un ordonnancement f (resp. durée d'une assignation), notée duree(f), est laplus grande date à laquelle un sommet émet. Formellement :

duree(f) = max{i|f(x, i) = 1,∀x ∈ V (G)}Le nombre d'émissions d'un ordonnancement f (resp. nombre d'émissions d'une as-signation), noté emissions(f), est égal à :
emissions(f) =

∑

x∈V (G)

∑

i∈IN∗

f(x, i) 25



CHAPITRE 2. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSIONRemarque 1 :Une assignation de dates peut se dé�nir comme une application associant à tout x ∈ G une dated'émission dans i ∈ IN . La date 0 désigne alors un sommet récepteur. Cette seconde dé�nitionprésente un avantage considérable en terme de mémoire, puisqu'avec ce codage O(n) bits sont uti-lisés pour coder l'ensemble des dates d'émissions d'une stratégie. En utilisant la formulation de ladé�nition 27, il faut O(n×D), D étant la plus grande date a�ectée.Nous avons cependant privilégié une dé�nition selon une application de V (G)× IN∗ dans {0, 1}par souci de clarté, et pour assurer une continuité avec la dé�nition d'ordonnancement. Nous pou-vons ainsi établir des relations plus directes entre stratégies. En pratique, il convient de représenterun résultat selon le format le plus compact.2.2.2 Modèle de communicationNous envisageons plusieurs approches au problème de di�usion. Pour classer et référencer cesapproches, nous proposons une notation à cinq champs inspirée de la classi�cation de Graham pourles problèmes d�ordonnancement [Gra66], et dé�nie comme suit :Dé�nition 28 (modèle de communication) :Soit un problème de communication sur un réseau donné.Un modèle de communication o�re une notation simpli�ée reprenant les principaux élémentset caractéristiques du problème. Nous dé�nissons un tel modèle sous la forme d'une notation à cinqchamps [SC,TT,CÉ,CR,To] renseignant les éléments suivants :� Schéma de Communication� Type de Transmissions� Contexte d'Émission� Contexte de Réception� TopologieL'objet et le domaine de chacun de ces champs est expliqué ci-après. Un champ vide prend lavaleur dé�nie par défaut. Ce modèle ne se limite pas au problème de la di�usion, qui constituecependant l'unique objet de cette première partie.Schéma de communication :Le schéma de communication désigne le problème de communication que nous considérons.Parmi les principaux schémas étudiés dans la littérature citons :� [Di�] la Di�usion : un message émis depuis un n÷ud source s doit être acheminé versl'ensemble des n÷uds du réseau.� [CommGrp] la Communication de groupes, ou di�usion Partielle (en anglais Multicast) :un message émis depuis un n÷ud source s doit être acheminé vers un sous-ensemble des n÷udsdu réseau.� [Rassmblt] le Rassemblement (en anglais Gathering) : chaque n÷ud du réseau doit envoyerun message vers un n÷ud collecte t.� [Requêtes] la Satisfaction de Requêtes : un ensemble de requêtes doit être satisfait, unerequête ri = (si, ti) étant satisfaite si un message émis depuis si a transité vers sa destination
ti.26



2.2. MODÉLISATION ET FORMALISMEType de transmissions :Deux Types de transmissions sont considérés :1. [Sync] transmissions synchrones : le temps est divisé en étapes de longueurs égales (enanglais slots). Ces étapes sont numérotées dans IN∗. Une communication de x vers y entraîneune émission du sommet x au début de l'étape t, reçue et traitée par y avant la �n de l'étape.Un n÷ud ne peut pas émettre plus d'une fois durant une étape et les messages ne sont pasmultiplexables : une émission contient exactement un message.2. [Async] transmissions asynchrones : dans ce type de transmissions, le délai de traitementconsécutif à la réception d'un message est supposé non borné. Ce délai résulte de l'algorith-mique sous-jacente au traitement du message (passage à travers des di�érentes couches dumodèle réseau, . . .). L'absence de borne précise sur ce délai empêche tout découpage temporelen étapes. Une hypothèse supplémentaire doit être faite a�n de pouvoir exploiter e�cacementce modèle. Nous supposons ici que les temps de transmission sont tous identiques. Cette hy-pothèse se justi�e du fait que les n÷uds émettent des messages de taille et contenu similaires :le champs de données est le même pour chaque émission ; seul le champs d'en-tête, de faibletaille, est propre à une transmission.Contexte d'émission :Le contexte d'émission dé�nit les caractéristiques des n÷uds transmetteurs du réseau en termed'émission. Lorsqu'un transmetteur reçoit un message sans interférence et doit le relayer, nousappliquons l'une des politiques suivantes :� [] Immédiate : le transmetteur n'a aucune capacité. Il procède à l'émission du messageimmédiatement après l'avoir réceptionné (par exemple : à l'étape suivante dans un modèle decommunication synchrone).� [Tmp] Temporisation : le transmetteur peut temporiser l'unique émission du message du-rant un nombre indéterminé d'étapes (dans un modèle de communication synchrone) ou aubout d'une durée déterminée (dans un modèle de communication asynchrone).� [Tmp-EM] Temporisation et �émissions Multiples : le transmetteur peut e�ectuer plu-sieurs transmissions, en instaurant éventuellement un temps d'attente entre deux émissions(désigné par un nombre d'étapes dans un modèle synchrone, une durée autrement).Dans le quintuplet décrivant le modèle de communications, nous supposons les émissions im-médiates si aucune valeur ne renseigne le contexte d'émission.Contexte de réception :Le contexte de réception dé�nit les di�érentes politiques que peut adopter un n÷ud lorsqu'ilreçoit une transmission sans interférence. La propagation du message dans le réseau peut êtrecontrôlée en dé�nissant pour chaque n÷ud un sous-ensemble de ses voisins, nommé ensemble depères. Cette politique s'applique exclusivement aux n÷uds qui sont désignés comme transmetteursdans une solution S :1. Si j est un transmetteur dans S : une réception sans interférence est validée si et seule-ment si son émetteur i est inclus dans l'ensemble des pères de j. Elle est ignorée dans le cascontraire. Cette politique permet, en association avec le contexte d'émission dé�ni ci-avant,de lier causalement des émissions a�n de prévenir les interférences. 27



CHAPITRE 2. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSION2. Si j est un récepteur dans S : la première transmission correcte reçue est validée.Il peut paraître absurde d'ignorer un message bien reçu et de vouloir le recevoir de quelqu'und'autre. Cette approche se justi�e par le fait que la décision d'émission peut être une conséquenceimmédiate d'une réception : par exemple dans des modèles de communication où les émissionsdoivent être immédiatement consécutives à des réceptions valides. Valider une réception selon sonémetteur permet alors un contrôle sur la propagation du message.Nous considérons les contextes de réception suivants :� [] Réception neutre : l'ensemble des pères de chaque transmetteur est égal à son voisinage.Une réception correcte est validée quelle qu'en soit sa provenance.� [Arbo] Réception en arborescence : l'ensemble des pères de chaque transmetteur i estréduit à un élément désigné comme le père du n÷ud, et noté pere(i). La structure engendréepar les relations de parenté est une arborescence5 enracinée en la source du message s.Un contexte de réception non renseigné suppose une réception neutre.Topologie :Le dernier champ d'un modèle de communications indique les particularités topologiques duréseau. De nombreuses topologies peuvent être envisagées : arbre, grille, graphes triangulés,disques unitaires, . . .. En l'absence de valeur, le graphe du réseau est supposé connexe quelconque.Tableau récapitulatif :Champ : domaine :Schéma de Communication [Di�] [CommGrp] [Rassmblt] [Requêtes]Type de Transmissions [Sync] [Async]Contexte d'Emission [] [Tmp] [Tmp-EM]Contexte de Réception [] [Arbre]Topologie [] [arbre] [grille] [triangulé], . . .Tab. 2.1 � Dé�nition d'un modèle de communication : tableau récapitulatifNotre notation permet une meilleure classi�cation des travaux existants. Par exemple [BP05,BGK+06b, BGK+06a] réfèrent au modèle [Rassmblt, Sync, Tmp-EM�], et plus précisément auxmodèles [Rassmblt, Sync, Tmp-EM� grille] pour [BP05] et [Rassmblt, Sync, Tmp-EM� chaîne] pour[BGK+06a]. De nombreux auteurs ont également étudié le modèle [Di�,Sync,Tmp-EM�], pour lequelune bibliographie plus exhaustive est présentée en sous-section 2.3.1. En�n, la seconde partie de cemémoire se focalise sur le modèle [Requêtes, Sync, Tmp�].Nous présentons dans la section suivante quelques modèles pour lesquels le schéma de commu-nication est la di�usion.5Nous verrons qu'en fonction du contexte d'émission et du type de transmissions, cette arborescence présente descaractéristiques spéci�ques.28



2.3. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSION : MODÈLES, OBJECTIFS ET BIBLIOGRAPHIE2.3 Le problème de la di�usion : modèles, objectifs et bibliographieNous présentons dans cette section le problème de di�usion dans un réseau radio G = (V,E)d'un message m émis par une source unique s dans di�érents modèles de communications, et suivantdeux objectifs distincts. Nous étudions quatre modèles de communication, et dé�nissons pour chacundeux problèmes di�érenciés uniquement par leur fonction objectif :� minimiser les coûts en temps d'une part,� minimiser les coûts en nombre d'émissions d'autre part.Dans les deux premières sous-sections, nous présentons deux modèles de communication trèsétudiés dans la littérature : [Di�,Sync,Tmp-EM�] et [Di�,Sync,Tmp�]. Résoudre le problème de dif-fusion dans ces approches consiste essentiellement à établir des ordonnancement d'émissions dessommets de G.Dans les sous-sections 2.3.3 et 2.3.4, nous introduisons de nouveaux modèles [Di�,Sync�Arbo,]et [Di�,Async�Arbo,]. À notre connaissance, ces modèles n'ont encore jamais été étudiés. Nous lesétudions a�n de savoir s'ils peuvent constituer une alternative intéressante aux stratégies d'ordon-nancement classiques.2.3.1 Le modèle [Di�,Sync,Tmp-EM�]Description et problèmes considérésConsidérons le modèle [Di�,Sync,Tmp-EM�] : le problème de di�usion est abordé dans un envi-ronnement où les émissions sont synchrones, et les n÷uds peuvent émettre plusieurs fois à di�érentesétapes. Un n÷ud considère un message comme acquis dès la première réception correcte, quel qu'ensoit l'émetteur. Une stratégie de di�usion valide d'un message m dans ce modèle se représente parun ordonnancement cohérent pour [Di�,Sync,Tmp-EM�] dé�ni comme suit :Dé�nition 29 (ordonnancement cohérent pour [Di�,Sync,Tmp-EM�]) :Soient un graphe G = (V,E), une source unique s ∈ V possédant un message m, et un ordonnan-cement d'émissions f dans G.Cet ordonnancement est cohérent pour [Di�,Sync,Tmp-EM�] si et seulement si la stratégiede di�usion qu'il décrit est valide, c'est-à-dire que :� la source s émet m à l'étape 1,� un transmetteur relaie m à une étape j s'il a pu le recevoir correctement à une étape précédente
i < j,� tout sommet de G doit recevoir le message.Formellement, f est cohérent pour [Di�,Sync,Tmp-EM�] si et seulement si :1. f(s, 1) = 1,2. ∀x ∈ V − {s}, f(x, 1) = 03. ∀x ∈ V − {s}, f(x, j) = 1→ ∃i < j |∑y∈N(x) f(y, i) = 1,4. ∀x ∈ V,∃i > 0|∑y∈N(x) f(y, i) = 1. 29



CHAPITRE 2. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSIONDonnée : un graphe G = (V,E), un sommet s ∈ V , un entier kQuestion : Existe-t-il un ordonnancement f cohérent pour [Di�,Sync,Tmp-EM�] et telque duree(f) ≤ k ?Problème de décision 2.3.1: Le problème [Di�,Sync,Tmp-EM�]-TempsNous introduisons le problème de décision 2.3.1 [Di�,Sync,Tmp-EM�]-Temps :Nous appelons [Di�,Sync,Tmp-EM�]-minTemps la version optimisation de [Di�,Sync,Tmp-EM�]-Temps qui consiste à trouver un ordonnancement f minimisant duree(f).Remarque 2 :Nous ne nous intéressons pas au problème de minimisation du nombre d'émissions dans le modèle[Di�,Sync,Tmp-EM�] : si l'on cherche à minimiser uniquement le nombre d'émissions, le nombred'étapes utilisées n'est plus une contrainte critique, et peut être de l'ordre du nombre d'émissions.Soit S une stratégie de di�usion valide pour [Di�,Sync,Tmp-EM�] utilisant k émissions. On peut endéduire une nouvelle stratégie dans laquelle une seule émission a lieu à chaque étape. Il devient alorsinutile qu'un n÷ud émette à plusieurs étapes, puisque l'ensemble de ses voisins aura reçu le messagedès la première transmission. Il en résulte une stratégie S′ de coût k′ ≤ k valide pour le modèle[Di�,Sync,Tmp�] (présenté en section 2.3.2). Il est donc plus pertinent d'étudier la minimisationdu nombre d'émissions dans ce modèle. Nous verrons par la suite que ce problème se réduit alors àun problème très étudié de la théorie des graphes : la recherche d'un ensemble dominant connexe decardinalité minimum.État de l'art sur [Di�,Sync,Tmp-EM�]-TempsLe problème [Di�,Sync,Tmp-EM�]-Temps a fait l'objet de nombreux travaux de recherche. Dansles références suivantes, les auteurs utilisent pour représenter la topologie du réseau tantôt un grapheorienté, tantôt un graphe non orienté et considèrent alors le réseau comme symétrique. Si une confu-sion peut naître de la disparité de ces approches, il est important de souligner qu'en général, lesalgorithmes produits se déclinent e�cacement d'une modélisation vers une autre sans perte de per-formance.L'approche retenue dans les travaux suivants implique que la topologie du réseau est connuede tous les n÷uds du réseau ou par un superviseur dont le rôle est d'ordonnancer les émissions.Chlamtac et Kutten ont introduit le problème [Di�,Sync,Tmp-EM�]-Temps en 1985 dans [CK85],en proposant une preuve de NP-complétude basée sur le problème MINIMUM-SET-COVER. Desalgorithmes polynomiaux avec garantie de performance ont alors été proposés pour réaliser la di�u-sion dans un graphe G. L'objectif de ces algorithmes est de produire un ordonnancement f cohérentpour [Di�,Sync,Tmp-EM�] pour lequel duree(f) est fonction de la taille du réseau. Ainsi :� Un premier algorithme polynomial construisant un ordonnancement en O(D. log2 n) étapesest proposé dans [CW91], où D est le diamètre du graphe et n le nombre de n÷uds.� Cette borne supérieure fut améliorée peu après par Bar-Yehuda et al.[BYGI92] qui démon-trèrent l'existence d'un algorithme permettant une di�usion en O(D. log n + log2 n) étapes.Cette borne fut reprise dans [KP04] par une preuve présentant des caractéristiques algorith-miques plus intéressantes que la précédente.30



2.3. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSION : MODÈLES, OBJECTIFS ET BIBLIOGRAPHIE� En 1995, Gaber et Mansour [GM95] présentent alors un algorithme polynomial construisantune solution en O(D + log5 n) étapes.� Cet algorithme est repris par Elkin et Kortsarz [KE05], qui proposent alors une borne supé-rieure en O(D+log4 n) dans les graphes quelconques, et annoncent même un nombre d'étapesborné par O(D + log3 n) lorsque le graphe est planaire.� Concernant la recherche de bornes inférieure, les auteurs prouvent dans [ABNLP91] l'existenced'une famille de graphes de diamètre 2 pour lesquels une di�usion requiert nécessairement
Ω(log2 n) étapes.Ce problème a également été abordé sous la contrainte supplémentaire que les n÷uds n'ont apriori aucune connaissance du réseau, pas même de leurs voisins proches6. Les n÷uds sont seulementdistingués par un identi�ant unique. Quelques résultats relatifs à une telle approche sont les suivants :dans [BYGI87], les auteurs proposent une borne inférieure en Ω(n). Cette borne est améliorée dans[CGG+00], où les auteurs prouvent l'existence d'une famille de réseaux non symétriques ayant besoind'au moins Ω(n log n) étapes pour orchestrer une di�usion. Une construction similaire dans [BP97]généralise cette borne pour les graphes symétriques. Une succession d'algorithmes déterministes ourandomisés ont également été proposés :� Un premier algorithme dans [CGG+00] construit une di�usion en O(n11/6) étapes.� Cette borne supérieure est ramenée à O(n5/3 log1/3 n) dans [MP01].� Indépendamment les auteurs de [CGOR00] annoncent une solution en O(n3/2) étapes.� Une solution en O(n3/2

√

( log n)) est proposée dans [Pel00] en utilisant une méthode di�érente.� Finalement, un algorithme produisant un ordonnancement en O(n log2 n) étapes a été détaillédans [CGR02].Notons en�n que le problème a été évoqué dans [CF94, BCB99, CMS03] lorsque les n÷uds n'ontaucune connaissance de la topologie du réseau, mais que le degré maximum de ce dernier est bornépar ∆ :� Ces travaux sont initié en [CF94] avec un algorithme proposant une borne supérieure de
O(D ∆2

log2 ∆
log2 n).� Cette borne sera par la suite ramenée à O(D∆ loglog ∆ n) dans [BCB99].� En�n la borne sera en�n descendue à O(D∆ log n log(n/∆)) dans [CMS03].2.3.2 Le modèle [Di�,Sync,Tmp�]Description et problèmes considérésConsidérons le modèle [Di�,Sync,Tmp�] : le problème de di�usion est abordé dans un environne-ment où les émissions sont synchrones, mais les n÷uds peuvent émettre au plus une fois. Un n÷udconsidère un message comme acquis dès la première réception correcte, quel qu'en soit l'émetteur.Une stratégie de di�usion valide d'un message m dans ce modèle se représente par une assignationcohérente pour [Di�,Sync,Tmp�] dé�nie comme suit :Dé�nition 30 (assignation cohérente pour [Di�,Sync,Tmp�]) :Soient un graphe G = (V,E), une source unique s ∈ V possédant un message m, et une assignation6Dans une telle con�guration, une di�usion peut être achevée sans qu'aucun n÷ud ne le sache. La dé�nition précised'une di�usion en t étapes doit donc être la suivante : une di�usion s'opère en t étapes si tous les n÷uds connaissentle message après t étapes et qu'aucune émission n'a lieu après cette étape. 31



CHAPITRE 2. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSIONde dates f dans G.Cette assignation est cohérente pour [Di�,Sync,Tmp�] si et seulement si :1. Elle est cohérente pour [Di�,Sync,Tmp-EM�],2. ∀x,
∑

i∈IIN∗ f(x, i) ≤ 1.Clairement une assignation de date cohérente pour [Di�,Sync,Tmp�] dé�nit une stratégie dedi�usion valide, puisque le point 2 de la dé�nition 29 implique que tout sommet émet au plus unefois.Nous présentons le problème de décision [Di�,Sync,Tmp�]-Temps (2.3.2) :Donnée : un graphe G = (V,E), un sommet s ∈ V , un entier kQuestion : Existe-t-il une assignation g cohérente pour [Di�,Sync,Tmp�] et telle que
duree(g) ≤ k ?Problème de décision 2.3.2: Le problème [Di�,Sync,Tmp�]-TempsNous appelons [Di�,Sync,Tmp�]-minTemps la version optimisation de [Di�,Sync,Tmp�]-Temps,qui consiste à trouver une assignation f minimisant duree(f).Nous ne présentons pas le problème consistant à minimiser le nombre d'émissions dans ce mo-dèle : si l'on suppose que le nombre d'étapes n'est plus une contrainte critique, il peut être de l'ordredu nombre d'émissions, avec une seule émission par étape. Minimiser le nombre d'émissions consistealors à trouver un ensemble dominant connexe (comprenant la source du message) de cardinalitéminimum dans le graphe du réseau G (en anglais : MINIMUM CONNECTED DOMINATING SET(MCDS)). Ce problème est connu pour être NP-complet [GJ79, GK96] et a fait l'objet des travauxsuivants :Il est polynomialement équivalent à la recherche d'un arbre couvrant G ayant un nombre maxi-mum de feuilles [CWY00] (en anglais : MAXIMUM LEAF SPANNING TREE (MLST)).Il a été prouvé NP-complet même pour les topologies comme les graphes de disques unitaires[CCJ90]. Ces résultats ont poussé à rechercher des algorithmes d'approximation avec garantie deperformances dans ce type de graphes [CHLD, MBH+95, WAF02, FKMS06]. Breu et al. ont présentédans [MBH+95] un algorithme centralisé calculant un ensemble dominant connexe de cardinalitéd'au plus 10 fois l'optimal. D'autres travaux ont par la suite proposé des algorithmes distribués pourla construction d'ensembles dominants connexes toujours dans les graphes de disques unitaires . Wanet al. ont montré l'existence d'un algorithme ayant une garantie de performance de 8 [WAF02], parla suite ramenée à 6.91[FKMS06].Certains résultats à l'origine présentés pour [Di�,Sync,Tmp-EM�]-Temps proposent des or-donnancements d'émissions dans lesquels chaque n÷ud n'émet au plus qu'une fois. Ces résultatss'étendent donc naturellement à [Di�,Sync,Tmp�]-Temps. Ainsi dans [CK87] les auteurs proposentune stratégie de di�usion sans collision basée sur un arbre. Cette stratégie, d'abord présentée demanière centralisée, est ensuite adaptée pour être calculée dans un contexte distribué.32



2.3. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSION : MODÈLES, OBJECTIFS ET BIBLIOGRAPHIE2.3.3 Le modèle [Di�,Sync�Arbo,]Considérons le modèle [Di�,Sync�Arbo,] : le problème de di�usion est abordé dans un environ-nement où les émissions sont synchrones, et les transmetteurs ne peuvent émettre plus d'une foisle message. De plus un transmetteur ne peut temporiser son émission : sitôt une réception sansinterférence acceptée, il la réémet à l'étape suivante. Cependant tout transmetteur n'accepte queles transmissions émises par le n÷ud qui lui a été désigné comme son père, et ignore les autres. Lesn÷ud dé�nis comme récepteurs - ne retransmettent pas le message - peuvent accepter la premièreréception valide. Une stratégie de di�usion valide d'un message m dans ce modèle se représente parune arborescence particulière A, dite cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] et dé�nie comme suit :Dé�nition 31 (Arborescence cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,]) :Soient un graphe G = (V,E), une source unique s ∈ V possédant un message m, et une arbores-cence A = (V ′, E′) avec V ′ ⊆ V et E′ ⊆ E.Cette arborescence est cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] si et seulement si la stratégie dedi�usion dé�nie comme suit est valide :� Les n÷uds de V (A) représentent l'ensemble des transmetteurs.� Un arc (x, y) de E(A) désigne le n÷ud x comme père de y dans la stratégie de di�usion.Un transmetteur x avec profondeurA(x) = t va donc émettre à l'étape t. Cette stratégie est validesi, pour un transmetteur donné, aucune transmission voisine ne doit interfèrer avec l'émission deson père. De plus tout récepteur doit être en mesure de recevoir le message, à une étape durantlaquelle seul un transmetteur voisin émet.Formellement, toute arborescence A cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] dé�nit une stratégie dedi�usion valide si et seulement si :1. A est enracinée en s,2. ∀{x, y} ∈ E ∩ P2(V
′ − {s})|pereA(x) 6= y → profondeurA(pereA(x)) 6= profondeurA(y),3. ∀x ∈ V − V ′, ∃y ∈ V ′ ∩NG(x),∀z ∈ V ′ ∩NG(x)|profondeurA(y) 6= profondeurA(z).Le nombre d'étapes de la stratégie de di�usion est clairement égal à hauteur(A)+1. Son nombred'émissions est égal à |V ′|. La �gure 2.1(a) présente un exemple d'arborescence cohérente pour[Di�,Sync�Arbo,] sur un réseau de 26 n÷uds. La �gure 2.1(b) détaille les dates des émissions dessommets de l'arborescence, et les dates de réception des n÷uds récepteurs (c'est-à-dire les n÷udsqui ne sont pas dans l'arborescence).Nous introduisons les deux problèmes de décision :1. [Di�,Sync�Arbo,]-Temps (2.3.3),2. [Di�,Sync�Arbo,]-émissions (2.3.4)Donnée : un graphe G = (V,E), un sommet s ∈ V , un entier k.Question : Existe-t-il une arborescence A cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] et telle que

hauteur(A) ≤ k − 1 ?Problème de décision 2.3.3: Le problème [Di�,Sync�Arbo,]-Temps 33



CHAPITRE 2. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSION
PSfrag replacements
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stuvwxyz (a) Un graphe, et une arborescence cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,].
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34321234(b) Les dates d'émissions des n÷uds de l'arborescences. Les dates associées auxautres n÷uds indique au terme de quelle étape chacun reçoit correctement l'infor-mation pour la première fois.Fig. 2.1 � Une arborescence de di�usion dans un modèle synchrone
34



2.3. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSION : MODÈLES, OBJECTIFS ET BIBLIOGRAPHIEDonnée : un graphe G = (V,E), un sommet s ∈ V , un entier k.Question : Existe-t-il une arborescence A cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] et telle que
|V (A)| ≤ k ?Problème de décision 2.3.4: Le problème [Di�,Sync�Arbo,]-émissionsNous appelons [Di�,Sync�Arbo,]-minTemps et [Di�,Sync�Arbo,]-minémissions les versions opti-misation de [Di�,Sync�Arbo,]-Temps et [Di�,Sync�Arbo,]-émissions.2.3.4 Le modèle [Di�,Async�Arbo,]Le modèle [Di�,Async�Arbo,] est le seul modèle asynchrone que nous étudions. Le problème dedi�usion est abordé dans un environnement où chaque transmetteur n'émet qu'une fois, et n'acceptele message que du n÷ud père qui lui a été assigné. Un transmetteur ne peut pas temporiser sonémission : sitôt la réception de son père acceptée, il la réémet au terme d'un délai de traitementnon borné et propre au n÷ud. Nous introduisons les dé�nitions suivantes :Dé�nition 32 (élément dominant) :Soient A une arborescence et un ensemble S ⊆ V (A).L'ensemble S possède un élément dominant dans A si et seulement s'il existe un élément xde S tel que x est ancêtre de y dans A, pour tout y ∈ S − {x}.La �gure 2.2 représente une partie d'un graphe G, et une arborescence A sur ce graphe enracinéeen s (désignée par les arcs épais). Soit S = NG(m). Alors a est l'élément dominant de S.PSfrag replacements

s ab
c d e f g

h i j k lm
Fig. 2.2 � Représentation partielle d'un graphe G, d'une arborescence ADé�nition 33 (séquence d'émissions, robustesse, coe�cient de robustesse) :Soient A une arborescence et un ensemble S ⊆ V (A). 35



CHAPITRE 2. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSIONUn sous-ensemble S′ ⊆ S avec |S′ = k| décrit une séquence d'émissions dans A si et seule-ment s'il existe un ordre O = (s1, s2, . . . , sk) sur les éléments de S′ tel que si est ancêtre de sj dans
A, quels que soient i et j tels que 1 ≤ i < j ≤ k.La robustesse d'une séquence d'émissions dans A décrite par S, notée rseA(S), est la cardina-lité du plus grand sous-ensemble S′ ⊆ S tel que pereA(x) 6= y pour tout x, y ∈ S′.Le coe�cient de robustesse crA(S) d'un ensemble S dans A est dé�ni par :

crA(S) = max
S′⊆S

(

rseA(S′)−
∣

∣S − S′
∣

∣

)pour toute partie S′ de S telle que S′ décrit une séquence d'émissions dans A.Calculons sur la �gure 2.2 le coe�cient de robustesse du sommet récepteur m. Soit S l'ensembledes voisins transmetteurs de m. On a S = NG(m) ∩ V (A). Alors S1 = {a, c, e, g} ⊆ S et S2 =
{a, h, i, j, k, l} ⊆ S sont les deux séquences d'émissions dans A maximales au sens de l'inclusion. Ona rseA(S1) = |{a, c, e, g}| = 4 et rseA(S2) = |{a, i, k}| = 3. Le coe�cient de robustesse crA(S) estmaximum pour S2, et de valeur 0 (Pour S1, rseA(S1)− |S − S1| = −1).Une hypothèse du modèle asynchrone est que les transmissions sont de durées identiques. Soienttrois n÷uds a, b, c situés dans le voisinage de d, tels que les émissions de b et c sont liées par unerelation de précédence. Le n÷ud a peut émettre indépendamment de l'émission de b et/ou de c .Alors a peut interférer avec b et c si b et c sont immédiatement consécutives. Dans le cas contraire,
a ne peut interférer qu'avec au plus une seule de ces deux émissions.Propriété 2 Soit x un sommet donné n'appartenant pas à A et dont le coe�cient de robustessede son voisinage NG(x) est supérieur ou égal à 1. Alors il existe un nombre su�sant d'émissionsconsécutives dans NG(x) ∩ A, de sorte que x puisse recevoir au moins l'une de ces émissions sansinterférence.Une stratégie de di�usion valide dans le modèle [Di�,Async�Arbo,] se représente alors par unearborescence particulière A dite cohérente pour [Di�,Async�Arbo,], dé�nie comme suit :Dé�nition 34 (Arborescence cohérente pour [Di�,Async�Arbo,]) :Soient un graphe G = (V,E), une source unique s ∈ V possédant un message m, et une arbores-cence A = (V ′, E′) telle que V ′ ⊆ V,E′ ⊆ E.Cette arborescence est cohérente pour [Di�,Async�Arbo,] si et seulement si la stratégie dedi�usion dé�nie comme suit est valide :� Les n÷uds de V (A) représentent l'ensemble des transmetteurs.� Un arc (x, y) de E(A) désigne le n÷ud x comme père de y dans la stratégie de di�usion.Cette stratégie est e�ectivement valide si et seulement si pour toute paire de transmetteurs {x, y}adjacents dans G, les émissions de x et de pere(y) ne sont pas simultanées, sans quoi y pourraitne pas recevoir la transmission de pere(y). De même les émissions de y et pere(x) doivent êtresuccessives. Il en résulte que les émissions de x et y doivent être successives, ou que pere(x) =
pere(y). En�n, soit x un récepteur. S'il existe un élément dominant dans NG(x) ∩ V (A), alors xdoit recevoir correctement l'émission de ce dernier, ou alors il doit exister dans NG(x) ∩ V (A) uneséquence d'émissions dans A su�samment robuste pour assurer la réception de x.L'ensemble de ces conditions s'exprime formellement comme suit :36



2.3. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSION : MODÈLES, OBJECTIFS ET BIBLIOGRAPHIE1. A est enracinée en s.2. ∀{x, y} ∈ P2(V
′) ∩ E, l'une des trois conditions suivantes est satisfaite :(a) x est ancêtre de y dans A,(b) y est ancêtre de x dans A,(c) pereA(x) = pereA(y).3. ∀x ∈ V − V ′, NG(x) ∩ V ′ possède un élément dominant, ou bien crA(NG(x) ∩ V ′) ≥ 1La �gure 2.1(a) ne représente pas une arborescence cohérente pour [Di�,Async�Arbo,] : parexemple le sommet récepteur c ne possède ni élément dominant, ni un coe�cient de robustessesu�samment grand. En revanche la �gure 2.3 illustre une telle con�guration.
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Fig. 2.3 � Une arborescence cohérente pour [Di�,Async�Arbo,].Le temps de di�usion d'une telle stratégie ne peut être évalué avec précision, puisque les délais detraitement sont non bornés. Cependant l'indicateur le plus �able en moyenne est la hauteur de l'arbo-rescence, hauteur(A). Nous supposons le temps de di�usion proportionnel à hauteur(A). Le nombred'émissions est ici égal à la cardinalité de l'ensemble V (A). Nous introduisons deux problèmes dedécision [Di�,Async�Arbo,]-Temps (problème 2.3.5), et[Di�,Async�Arbo,]-émissions (pro-blème 2.3.6), dont les coûts sont liés à chacun de ces deux paramètres.Donnée : un graphe G = (V,E), un sommet s ∈ V , un entier kQuestion : Existe-t-il une arborescence A cohérente pour [Di�,Async�Arbo,] et telle que

hauteur(A) ≤ k − 1 ?Problème de décision 2.3.5: Le problème [Di�,Async�Arbo,]-TempsDonnée : un graphe G = (V,E), un sommet s ∈ V , un entier kQuestion : Existe-t-il une arborescence A cohérente pour [Di�,Async�Arbo,] et telle que
V (A) ≤ k ?Problème de décision 2.3.6: Le problème [Di�,Async�Arbo,]-émissions 37



CHAPITRE 2. LE PROBLÈME DE LA DIFFUSIONNous appelons [Di�,Async�Arbo,]-minTemps et [Di�,Async�Arbo,]-minÉmissions les versions op-timisation de [Di�,Async�Arbo,]-Temps et [Di�,Async�Arbo,]-émissions.
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Chapitre 3Étude de stratégies de di�usionNous menons une étude sur les stratégies introduites dans le chapitre précédent, et précisémentsur la stratégie de di�usion en arborescence. Nous dé�nissons dans une première section les condi-tions d'existence d'une solution en fonction de la stratégie retenue. Le seconde section s'oriente surla complexité des problèmes de minimisation du temps de di�usion et du nombre d'émissions pourune stratégie donnée. Nous étudions notamment dans la troisième section l'impact de la topologiesur de tels problèmes.3.1 Satis�abilité et comparaison de modèles3.1.1 Le modèle [Di�,Sync� ,], un oubli du chapitre précédent ?Dans le chapitre précédent, nous n'avons pas considéré le modèle [Di�,Sync� ,]. Dans une tellecon�guration, le problème de la di�usion est envisagé dans un réseau où les émissions sont syn-chrones mais les n÷uds ne peuvent émettre qu'une fois au plus, et sans pouvoir temporiser leurémission. Les possibilités d'un transmetteur sont réduites à relayer le message au plus une fois, età l'étape immédiatement successive à une première réception sans interférence. Une stratégie dedi�usion valide se représente de manière réduite par une bipartition des n÷uds du réseau en trans-metteurs / récepteurs. Pour une bipartition donnée, il est possible de véri�er en temps polynomialsi une di�usion couvre bien l'ensemble des n÷uds du réseau, simplement en simulant une di�usionet en véri�ant quels n÷uds ont été atteints une fois que le messsage ne se propage plus.Nous avons volontairement choisi d'ignorer ce modèle car pour certains graphes il n'existe pasde solution, comme en atteste la propriété 4. Sa preuve repose sur la propriété 3Propriété 3 :Soient G=(V,E) un graphe, et x un point d'articulation de G.Alors dans toute stratégie de di�usion, x est un transmetteur.Preuve :Immédiat par le point 3 de la propriété 1
�39



CHAPITRE 3. ÉTUDE DE STRATÉGIES DE DIFFUSIONPropriété 4 :Il existe des réseaux pour lesquels aucune stratégie ne peut satisfaire [Di�,Sync�,].Preuve :Soit G le graphe X84 présenté dans la �gure 3.1.PSfrag replacements 12 34 5 6Fig. 3.1 � Le graphe X84Soit s le sommet 1 de G. Supposons qu'il existe une stratégie de di�usion S cohérente pour[Di�,Sync� ,X84]. Alors les sommets 2 et 3 sont transmetteurs, en accord avec la propriété 3. L'émis-sion de 1 à l'étape 1 est correctement perçue par 2 et 3 qui émettent à l'étape suivante, empêchantle sommet 5 de recevoir une émission.
�Remarquons que X84 est 1-connexe, imposant de ce fait que certains n÷uds obligatoirement destransmetteurs dans la di�usion. Aussi peut-on se demander si l'infaisabilité de [Di�,Sync� ,] n'estpas simplement liée à a présence de ces transmetteurs imposés. La propriété suivante généralise lapropriété 4 sur des instances k-connexes :Propriété 5 :Il existe des réseaux pour lesquels aucune stratégie ne satisfait [Di�,Sync�,k-connexe].Preuve :Soit G = (V,E) le graphe tel que :� V = {s, x0, x

′
0, x1, x

′
1, . . . , xk, x

′
k}, k ∈ IN� E =

{

{s, xi},∀i ≤ k
}

⋃
{

{xi, x
′
j}|i 6= j,∀i, j ≤ k

}Clairement G est k-connexe. La �gure 3.1.1 présente un tel graphe pour k = 3.Supposons qu'il existe une stratégie S satisfaisant [Di�,Sync� ,] sur l'instance décrite par le graphe
G, où s désigne la source du message. Appelons Si l'ensemble des sommets situés à distance i de lasource. Clairement Si partitionne S, avec S0 = {s}, S1 =

{

xi

}

0≤i≤k
, et S2 =

{

x′
i

}

0≤i≤k
.L'émission de s à l'étape 1 touche correctement l'ensemble des sommets de S1. Puisque toutn÷ud xi possède au plus k voisins dans S2, lui-même de cardinalité k + 1, au moins deux n÷uds

a et b de S1 doivent être transmetteurs. Par les caractéristiques de [Di�,Sync� ,], a et b doiventémettre à l'étape 2. Dans le graphe G, pour toute paire de n÷uds {a, b} avec a, b ∈ S1, l'ensemble
NG(a) ∩ NG(b) ∩ S2 contient au moins un élément c. Cet élément ne peut recevoir le message si aet b émettent simultanément. Ceci conclut notre preuve.40



3.1. SATISFIABILITÉ ET COMPARAISON DE MODÈLESPSfrag replacements
s

x0 x1 x2 x3

x′
0 x′

1 x′
2 x′

3Fig. 3.2 � Un graphe 3-connexe
�Ces observations sont le point de départ d'une ré�exion consistant à déterminer les conditionsd'existence des stratégies dans di�érents modèles. Dans la sous-section suivante, nous établissonsquelques relations entre stratégies.3.1.2 Hiérarchisation des contextesNous établissons brièvement une hiérarchisation des modèles étudiés. Sur la �gure 3.3, un lienascendant entre deux modèles A et B signi�e qu'une stratégie de di�usion satisfaisant A satisfaitégalement B. Ces relations sont décrites dans la propriété 6 :Propriété 6 :Soient G = (V,E) un graphe, et une source s ∈ V . Alors :1. toute stratégie satisfaisant [Di�,Sync,Tmp�] satisfait également [Di�,Sync,Tmp-EM�],2. toute stratégie satisfaisant [Di�,Sync�Arbo,] satisfait également [Di�,Sync,Tmp�],3. toute stratégie satisfaisant [Di�,Sync�,] satisfait également [Di�,Sync�Arbo,],4. toute stratégie satisfaisant [Di�,Async�Arbo,] satisfait également [Di�,Sync�Arbo,].

PSfrag replacements
[Di�,Async�Arbo,][Di�,Sync�Arbo,]

[Di�,Sync,Tmp�][Di�,Sync,Tmp-EM�]
[Di�,Sync� ,]Fig. 3.3 � Relations de satis�abilité entre di�érents modèles de communication 41



CHAPITRE 3. ÉTUDE DE STRATÉGIES DE DIFFUSIONPreuve :� Preuve du point 1 : immédiate par les dé�nitions 27 et 30.� Preuve du point 2 : soit A une arborescence cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,]. Un transmetteurignore les émissions provenant des n÷uds autres que son père. Une fois l'émission de son pèrereçue à l'étape t, il émet à l'étape t + 1. Ce mode de fonctionnement est plus restrictive quepouvoir accepter la première émission correcte, et réémettre le message à une étape postérieurede son choix. On en déduit l'inclusion de l'espace des solutions.� Preuve du point 3 : dans une stratégie S satisfaisant [Di�,Sync� ,], tout transmetteur émet àl'étape immédiatement successive à la première transmission correctement reçue. Nous pou-vons dé�nir une arborescence A enracinée en s, dont les n÷uds sont les transmetteurs de S.Un arc (i, j) indique que l'émission de i est la première qui a été correctement reçue par j.Clairement A est cohérent pour [Di�,Sync�Arbo,] sur la même instance.� Preuve du point 4 : intuitivement, une stratégie satisfaisant [Di�,Async�Arbo,] doit satis-faire son homologue synchrone. Une étude approfondie des arborescentes cohérentes pourles contextes [Di�,Sync�Arbo,] (dé�nition 31) et [Di�,Async�Arbo,] (dé�nition 34) permet devalider l'inclusion des solutions d'un contexte dans l'autre.
�3.1.3 Satis�abilité des modèlesDans la sous-section 3.1.1 nous avons présenté un modèle pour lequel il n'existe pas toujours destratégie satisfaisant une instance donnée. La sous-section 3.1.2 a établi des relations de satis�abilitéentre modèles. Notre étude de satis�abilité se conclut ici par la démonstration qu'il existe toujoursdes stratégies de di�usion satisfaisant respectivement les modèles [Di�,Sync,Tmp�], [Di�,Sync,Tmp-EM�],[Di�,Sync�Arbo,] et [Di�,Async�Arbo,].Intuitivement, une stratégie de di�usion semble toujours pouvoir émerger dans les modèles[Di�,Sync,Tmp�] et [Di�,Sync,Tmp-EM�]. Les possibilités de temporisation d'émissions sont unoutil puissant permettant de prévenir d'éventuels brouillages. La réponse est moins immédiate pourles modèles [Di�,Sync�Arbo,] et [Di�,Async�Arbo,].Reprenons l'instance présentée dans la preuve de la propriété 4. Si l'instance n'est pas satis�abledans le modèle [Di�,Sync� ,], elle l'est en revanche dans le modèle [Di�,Sync�Arbo,] : l'arborescence Adé�nie par V (A) = {1, 3, 5} et E(A) = {{1, 3}, {3, 5}, {5, 2}} est cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,].La �gure 3.4 présente une telle arborescence.Remarque 3 :L'arborescence A a une hauteur de 3, et constitue ici la stratégie la plus e�cace en terme de temps dedi�usion, avec 4 étapes. Une stratégie dans un modèle [Di�,Sync,Tmp�] optimale en temps n'auraitnécessité que 3 étapes. Bien que A induise une assignation de dates cohérente dans [Di�,Sync,Tmp�],la qualité de cette dernière n'est plus aussi bonne dans un modèle hiérarchiquement supérieur enterme de faisabilité.Terminons cette section par l'énoncé du théorème 1 :42



3.2. MINIMISER LE TEMPS OU L'ÉNERGIE D'UNE DIFFUSIONPSfrag replacements 12 34 5 6Fig. 3.4 � Une arborescence cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] sur X84. La source s est le sommet 1.Théorème 1 :Soient G = (V,E) un graphe connexe, un sommet source s ∈ V .Alors il existe toujours une stratégie satisfaisant [Di�,Async�Arbo,].Preuve :Soit A′ une arborescence résultant d'un parcours en profondeur de G depuis le sommet s. Nousappelons A l'arborescence construite par copie de A′ et en y supprimant les n÷uds feuilles et leurarête incidente. Clairement A est cohérente pour le modèle [Di�,Async�Arbo,] :� La construction de A implique que deux n÷uds de V (A) adjacents dans G sont forcément liéspar une relation de descendance.� Pour tout n÷ud x de V (G)− V (A), l'ensemble de ses voisins est constitué de transmetteurs,tous situés sur la même branche de l'arborescence.Ces propriétés se déduisent de la construction d'une arborescence décrivant un parcours en profon-deur. L'existence d'un tel parcours est établie pour tout graphe connexe, ce qui termine la preuve.
�Corollaire 1 :Soient G = (V,E) un graphe connexe, un sommet source s ∈ V .Alors il existe toujours des stratégies de di�usion cohérentes pour les modèles [Di�,Async�Arbo,],[Di�,Sync�Arbo,], [Di�,Async,Tmp�] et [Di�,Async,Tmp-EM�].Preuve :Immédiat d'après le théorème 1 et les relations hiérarchiques établies dans la sous-section 3.1.2.
�Ces résultats permettent d'a�rmer que l'ensemble des problèmes de minimisation dé�nis dansla section 2.3 ont tous une solution réalisable.3.2 Minimiser le temps ou l'énergie d'une di�usionNous étudions dans cette section deux familles de problèmes consistant à construire une di�usionminimisant respectivement le temps nécessaire et l'énergie requise, selon di�érents modèles de com-43



CHAPITRE 3. ÉTUDE DE STRATÉGIES DE DIFFUSIONmunication. L'ensemble des problèmes considérés a été introduit et formalisé dans les sous-sections2.3.1 à 2.3.4.La donnée de chacun des problèmes dé�nis comporte un graphe G = (V,E) connexe, et unn÷ud source s ∈ V . Les problèmes de décision portant sur l'existence d'une solution avec nombred'étapes borné possèdent une donnée complémentaire, notée k, correspondant à la la plus grandedate allouable.Les trois problèmes [Di�,Sync,Tmp�]-Temps, [Di�,Sync,Tmp�]-émissions, [Di�,Sync,Tmp-EM�]-Temps et [Di�,Sync,Tmp-EM�]-émissions ont été montrés NP-complets dans de nombreux travaux.Nous ciblons notre étude de complexité sur les problèmes dont le contexte de réception est enarborescence.3.2.1 Minimiser le temps de di�usionDans cette première sous-section, nous montrons la NP-complétude du problème de décision[Di�,Sync�Arbo,]-Temps. La preuve présentée s'étend naturellement pour prouver la NP-complétudede [Di�,Async�Arbo,]-Temps.Théorème 2 :Le problème de décision [Di�,Sync�Arbo,]-Temps est NP-complet.Preuve :Nous montrons que le problème est NP-complet par une réduction depuis le problème NP-completEXACT SET COVER, désigné dans la suite du document par l'acronyme ESC. Ce problème estune version particulière du problème MINIMUM SET COVER dans laquelle les ensembles retenusdans une solution doivent être disjoints.Tout d'abord, le problème [Di�,Sync�Arbo,]-Temps est dans NP : soient I = (G, s, k) une ins-tance de [Di�,Sync�Arbo,]-Temps, et T une arborescence T donnée. Il est possible de véri�er en untemps polynomial que T est bien cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] sur I, et de hauteur inférieureou égale à k − 1.Soit IESC = (S,C) une instance du problème ESC, où C = (S1, S2, . . . , Sk) est une collectionde k sous-ensembles d'un ensemble S de l éléments S = {e1, e2, . . . , el}. Par une transformationpolynomiale en temps et en mémoire, nous construisons le graphe G = (V,E) tel que :� V = {x1, x2, . . . , xk}
⋃ {y1, y2, . . . , yl}

⋃ {s}.� E =
{

{s, xi},∀i ≤ k
}

⋃
{

{xi, yj},∀i ≤ k, j ≤ l|ej ∈ Si

}Considérons le problème [Di�,Sync�Arbo,]-Temps sur l'instance I dé�nie par le graphe G = (V,E)précédemment construit, le sommet source s ∈ V , et un entier k = 2. Résoudre I revient à trouvers'il existe une stratégie de di�usion en 2 étapes au plus. Nous montrons qu'il existe solution auproblème [Di�,Sync�Arbo,]-Temps sur I si et seulement s'il existe une solution à IESC .Soit A une arborescence cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] et de hauteur 1. Clairement A décritune solution de [Di�,Sync�Arbo,]-Temps sur I. Dans cette solution, le sommet s émet à l'étape 144



3.2. MINIMISER LE TEMPS OU L'ÉNERGIE D'UNE DIFFUSIONet tous les sommets de {

xi

}

1≤i≤k
reçoivent correctement le message. À l'étape suivante un sous-ensemble U de ces sommets émet. Cet ensemble est désigné par l'ensemble des sommets �ls de s dans

A. Puisque A décrit une solution, tous les sommets {

yj

}

1≤j≤l
reçoivent correctement le message.On en déduit une couverture de tous les sommets {

yj

}

1≤j≤l
par les sommets de U . En sélectionnantles ensembles Si tels que xi ∈ U , nous obtenons une solution au problème ESC.La réciproque est immédiate.Rappelons en�n que [Di�,Sync�Arbo,]-Temps est dans NP. Puisque ESC est un problème NP-complet, alors nous en concluons que [Di�,Sync�Arbo,]-Temps également.

�Corollaire 2 :Le problème [Di�,Async�Arbo,]-Temps est NP-complet.Preuve :L'arborescence A construite dans la preuve précédente est de hauteur 1 et est également cohérentepour le modèle [Di�,Async�Arbo,]. La preuve se généralise dans le cas asynchrone.
�Signalons en�n la propriété suivante :Propriété 7 :Dans un contexte synchrone, une borne inférieure au nombre d'étapes est dé�nie par l'excentricitédu sommet source. Une arborescence cohérente pour le modèle [Di�,Sync�Arbo,] (respectivement[Di�,Async�Arbo,]) possède une hauteur au moins égale à l'excentricité du sommet source moinsun.3.2.2 Minimiser le nombre d'émissionsDans la sous-section suivante, nous établissons la NP-complétude du problème de décision[Di�,Sync�Arbo,]-émissions. Ce résultat s'étend dans le modèle asynchrone.Théorème 3 :� Le problème de décision [Di�,Async�Arbo,]-émissions est NP-complet.� Le problème de minimisation associé [Di�,Async�Arbo,]-minémissions est NP-di�cile et nonapproximable à un facteur constant près.Preuve :Nous montrons que le problème de décision [Di�,Async�Arbo,]-émissions est NP-complet par uneréduction depuis le problème NP-complet SET COVER (SC), qui est le problème de décision associéau problème d'optimisation MINIMUM SET COVER (MSC). Nous montrons que notre réductionconserve le rapport d'approximation de la solution. Puisque MSC est un problème NP-di�cile etnon approximable à une constante près, nous en déduirons que [Di�,Async�Arbo,]-minémissionségalement. 45



CHAPITRE 3. ÉTUDE DE STRATÉGIES DE DIFFUSIONLe problème [Di�,Async�Arbo,]-émissions est dans NP : il est possible de véri�er en un tempspolynomial qu'une arborescence A donnée est bien cohérente pour [Di�,Async�Arbo,] sur une ins-tance I = (G, s, k) donnée, et que son nombre de n÷uds est inférieur ou égal à k − 1.Soit ISC = (C,S, k) une instance de SC, où C = {S1, S2, . . . , Sm} est une collection de sous-ensembles d'un ensemble S de l éléments S = {e1, e2, . . . , el}, et k un entier naturel. Par unetransformation polynomiale en temps et en mémoire, nous construisons depuis ISC le graphe G =
(V,E) tel que :� V = {x1, x2, . . . , xm}

⋃ {y1, y2, . . . , yl}
⋃ {s}.� E =

{

{s, xi},∀i ≤ m
}

⋃
{

{xi, yj},∀i ≤ m, j ≤ l|ej ∈ Si

}
⋃

{

{xi, xj},∀i, j ≤ m
}Considérons le problème [Di�,Async�Arbo,]-émissions sur l'instance I = (G, s, k+1). Résoudre I re-vient à trouver une arborescence A cohérente dans [Di�,Sync�Arbo,] telle que emissions(A) = k+1.Soit A une arborescence cohérente pour [Di�,Async�Arbo,]-émissions où emissions(A) = k + 1.À l'étape 1 seul s émet et l'ensemble {

xi

}

1≤i≤k
peut recevoir (et potentiellement accepter) lemessage. Aucun sommet yi n'est transmetteur, puisque l'ensemble de ses sommets voisins est inclusdans {

xi

}

1≤i≤k
. Exactement k sommets parmi {

xi

}

1≤i≤k
sont transmetteurs. L'ensemble T destransmetteurs forme une clique dans G. L'arborescence A est donc une chaîne, en accord avec ladé�nition 34. Les relations de parenté sont secondaires, et peuvent se dé�nir par un ordre quelconquesur les sommets de T . Il se déduit que tout sommet de {

yj

}

0≤j≤l
est voisin d'au moins un sommetde {

xi

}

1≤i≤k
. En sélectionnant les ensembles Si tels que xi ∈ V (A), nous obtenons une solution surl'instance ISC .La réciproque est immédiate.Cette réduction conserve le rapport entre solutions, et donc l'inaproximabilité de la solution.Rappelons en�n que [Di�,Async�Arbo,]-émissions est dans NP et que MSC est un problème NP-di�cile et non approximable à un facteur constant. Nous concluons que [Di�,Async�Arbo,]-émissionsest NP-complet et que [Di�,Async�Arbo,]-minémissions est un problème NP-di�cile et non approxi-mable à un facteur constant.

�Corollaire 3 :� Le problème de décision [Di�,Async�Arbo,]-émissions est NP-complet.� Le problème de minimisation [Di�,Async�Arbo,]-minémissions est NP-di�cile et non approxi-mable à un facteur constant.Preuve :La preuve présentée précédemment se décline dans le cas synchrone. L'arborescence A n'est plusforcément une chaîne. Cependant dans le graphe G construit dans la preuve précédente, s'il existeune arborescence A cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] avec emissions(A) = k + 1, nous pouvonsen déduire une arborescence B cohérente pour [Di�,Async�Arbo,] avec emissions(B) = k + 1, où
B est une chaîne avec V (B) = V (A) et s ∈ ext(B). Les résultats de la preuve s'étendent alorsnaturellement au modèle synchrone.
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3.3. IMPACT DE LA TOPOLOGIE SUR LE NOMBRE D'ÉMISSIONSTerminons avec la propriété suivante :Propriété 8 :Soit G = (V,E) un graphe connexe.Alors dans toute stratégie de di�usion, le nombre de n÷uds transmetteurs |T | véri�e l'équation :
|T | ≥ |V | − 2

∆G − 1
(3.1)où ∆G est le degré maximum du réseau.Preuve :En accord avec le point 3 de la propriété 1, |T | ≥ |D|, où |D| est la cardinalité du plus petitensemble dominant connexe.Soit D un ensemble dominant connexe de cardinalité minimum dans G, et G′ le graphe induitde G par les sommets de D. Appelons potentiel couvrant d'un sommet x ∈ D le nombre den÷uds de V (G)−V (G′) adjacents à x. Clairement ce potentiel est égal à dG(x)− d′G(x). La sommedes potentiels couvrant des x ∈ D doit être supérieure à la cardinalité de l'ensemble des sommetsde V (G) − V (G′), c'est-à-dire |V | − |D|. En remarquant que G′ doit être connexe, (donc contientnécessairement |D| − 1 arêtes) et que le degré de G est borné par ∆, nous obtenons :

∑

x∈D

(dG(x)− dG′(x)) ≥ n− |D|

|D|+
∑

x∈D

dG(x) ≥ n +
∑

x∈D

dG′(x))

|D|+ ∆× |D| ≥ n + 2× (|D| − 1)

|D| ≥ n− 2

∆− 1

�3.3 Impact de la topologie sur le nombre d'émissionsLe travail présenté dans la section suivante naît de l'observation suivante :Observation 1 :Il existe des graphes pour lesquels une stratégie cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] requiert un nombrede transmetteurs strictement supérieur à la cardinalité de l'ensemble dominant connexe minimumcontenant la source.Cette constatation s'applique pour le modèle [Di�,Async�Arbo,]. 47



CHAPITRE 3. ÉTUDE DE STRATÉGIES DE DIFFUSIONPreuve :Soient G le graphe X84 présenté en �gure 3.1, S une stratégie cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,]permettant une di�usion depuis 1, et D un ensemble dominant connexe minimum sur G.Une arborescence A induisant une stratégie valide pour ce modèle est présentée en �gure 3.4.D'après le point 3 de la propriété 1, |V (A)| ≥ |D|. La cardinalité de l'ensemble dominant connexeminimum D est 3, par exemple D = {1, 2, 3}. Clairement le nombre de n÷uds de cette arborescenceest 4, et ne peut être minimisé.Même démonstration pour le modèle [Di�,Async�Arbo,].
�3.3.1 Nombre d'émissions et ensemble dominant connexeNous répondons dans cette section à la question suivante : considérons la donnée d'un graphe

G et d'un sommet source s. Soient A une arborescence cohérente pour [Di�,Async�Arbo,], et D unensemble dominant connexe pour G, incluant s et de cardinalité minimum1. Par le point 3 de lapropriété 1, |V (A)| ≥ |D|. De plus l'obervation 1 montre qu'il existe des graphes (ex., X84) pourlesquels |V (A)| > |D|. Existe-t-il alors des familles de graphes pour lesquelles l'existence de A avec
|V (A)| = |D| est garantie ?Nous allons montrer que les graphes triangulés (dé�nition 15) constituent une de ces familles.Les résultats présentés s'étendent naturellement au modèle [Di�,Sync�Arbo,].L'arbre des cliques d'un graphe triangulé :Les graphes triangulés ont une structure particulière induisant de nombreuses propriétés. Plu-sieurs outils de traitement et notions ont pu être élaborés sur ces graphes, parmi lesquels l'arbre decliques [GHP95] que nous introduisons ici :Dé�nition 35 (Arbre de cliques) :Soit G∆ = (V,E) un graphe triangulé.Un arbre de cliques d'un graphe triangulé G∆ est une représentation de G par un arbre TG∆dans lequel :� V (TG∆

) est l'ensemble {

Ci

}

1≤i≤k
des cliques maximales de G∆,� E(TG∆

) contient toute arête {Ci, Cj} si l'intersection Ci ∩ Cj constitue un séparateur pour
G∆.Un arbre de cliques satisfait la propriété d'intersection des cliques : soient Ci et Cj deux cliquesmaximales, l'ensemble Ci∩Cj est contenu dans toutes les cliques sur la chaîne reliant Ci et Cj dans

TG∆
. En 1974, Gavril annonce le théorème suivant :1Nous ajoutons un sommet s′ et une arête {s, s′} à G pour assurer que la cardinalité d'un ensemble connexeminimal incluant s est aussi minimum.48



3.3. IMPACT DE LA TOPOLOGIE SUR LE NOMBRE D'ÉMISSIONSThéorème 4 ([Gav74]) :Un graphe est triangulé si et seulement s'il admet un arbre de cliques.Pour un graphe triangulé, nous pouvons généralement associer plusieurs arbres de cliques nonisomorphes. Le théorème suivant est un résultat énoncé par Blair et Peyton dans [BP94] :Théorème 5 :Soit G∆ un graphe triangulé.Il est possible de calculer un arbre de cliques de diamètre minimum en temps linéaire.Vers un algorithme de di�usion dans les graphes triangulésDans la suite, nous enracinons tout arbre de cliques sur un n÷ud contenant la source s. Nousparlons alors d'une arborescence de cliques, et sous-entendons que son n÷ud racine est une cliquemaximale de G∆ contenant s. Nous proposons l'algorithme 1.Algorithme 1 : ArborescenceTrianguléEntrées : Un graphe triangulé G∆, s ∈ V (G), un ensemble dominant connexe D dans G∆contenant s.Sorties : Une arborescence A.début1 Calculer TG∆
une arborescence de cliques de G∆2 Calculer O un ordre sur V (TG∆

) résultant d'un parcours en largeur de TG∆
3

V (A) = s4
E(A) = ∅5 pour i allant de 1 à |V (TG∆

)| faire6
C ←− i-ème élément de O7 tant que (C ∩D)− V (A) 6= ∅ faire8 choisir x le sommet dans V (A) ∩ C de profondeur maximale dans A9 choisir y dans (C ∩D)− V (A)10

V (A) = V (A) ∪ {x}11
E(A) = E(A) ∪ (x, y)12 retourner A13 �n14Théorème 6 :L'algorithme 1 renvoie une arborescence A cohérente pour [Di�,Async�Arbo,triangulé], et telle queles n÷uds de A sont exactement les éléments de D.Trouver un ensemble connexe dominant de taille minimum dans un graphe triangulé permet alorsde résoudre le problème [Di�,Async�Arbo,triangulé]-minémissions sur ce dernier. 49



CHAPITRE 3. ÉTUDE DE STRATÉGIES DE DIFFUSIONPreuve :L'algorithme s'exécute selon deux invariants :1. Au terme de chaque itération de premier niveau (qui s'étend des lignes 6 à 12) , l'ensemble
C ∩D est contenu dans V (A).2. Au début de chaque itération de premier niveau, la clique considérée C contient au moins unélément qui est dans V (A) :� Si cette clique est la première, V (A) ∩ C = {s}.� Sinon, appelons p(C) la clique parente de C dans A. En accord avec l'ordre O, p(C) a étédéjà traitée, et p(C) ∩D ⊆ V (A). Puisque C ∩ p(C) est un séparateur, C ∩ p(C) ∩D 6= ∅.Au départ V (A) contient uniquement s. Les éléments de A sont successivement ajoutés depuisl'ensemble (C ∩ D) − V (A). Donc V (A) ⊆ D. L'algorithme parcourt bien l'ensemble des cliquesmaximales de G∆. Donc V (A) = D.L'arborescence retournée est bien cohérente pour [Di�,Async�Arbo,triangulé] :� Soit x et y deux transmetteurs de V (A) adjacents dans G∆. Le premier élément rencontré estforcément ancêtre du second.� Soit x un récepteur de V (G∆) − V (A). Alors l'ensemble de ses voisins transmetteurs est surla même branche de A.

�Corollaire 4 :Optimisé, l'algorithme 1 propose une solution au problème [Di�,Async�Arbo,]-minTemps avec unfacteur d'approximation de max(l,∆G∆
) où l est la taille de la clique maximale de G∆.Lorsque le degré est borné par k, le rapport d'approximation est k.Preuve :Supposons que l'algorithme 1 calcule une arborescence de hauteur minimale, notée T ∗

G∆
. Lahauteur de T ∗

G∆
est égale à l'excentricité de la source. Si D est un ensemble dominant connexeminimal, alors aucune arête n'est ajoutée à l'arborescence A lors de l'exploration d'une feuilles de

T ∗
G∆

, puisque les éléments de D qu'elle contient auront été ajoutés précédemment.La hauteur de A est au plus de l× (hauteur(AG∆
)− 1), où l est la taille de la clique maximalede G∆.La propriété 7, et le fait que l est bornée par ∆G∆
permettent de conclure.

�3.3.2 Graphes triangulés et ensemble dominant connexe minimumD'après le théorème 6, résoudre [Di�,Async�Arbo,triangulé]-minTemps revient à trouver un en-semble dominant connexe de cardinalité minimum dans le graphe triangulé donné. Nous terminonsce chapitre par l'étude de la complexité de ce problème dans les graphes triangulés et ses sous-classes.Trois classes de graphes sont considérées :50



3.3. IMPACT DE LA TOPOLOGIE SUR LE NOMBRE D'ÉMISSIONS1. les graphes triangulés,2. les path-graphes,3. les graphes d'intervalles.Un graphe est triangulé si et seulement s'il est le graphe d'intersection de sous-arbres d'un arbre.Les path-graphes sont une sous-famille des graphes triangulés, décrite par l'ensemble des graphesd'intersection de sous-chaines d'un arbre. En�n les graphes d'intervalles, très étudiés dans la litté-ratures sont les graphes d'intersection de sous-chaines d'une chaîne. Les relations d'inclusion entreces classes sont immédiates. Nous énonçons le théorème suivant :Théorème 7 :Résoudre les problèmes [Di�,Async�Arbo,]-minTemps et [Di�,Sync�Arbo,]-minTemps est :� polynomial sur les graphes d'intervalles,� NP-di�cile sur les path-graphes,� NP-di�cile et non approximable à une constante sur les graphes triangulés.Preuve :La complexité est identique à la recherche d'un ensemble connexe dominant de cardinalité mini-mum :� Ce problème est polynomial dans les graphes d'intervalles : un algorithme polynomial en
O(n + m) a été proposé dans [RR88].� Dans les path-graphes, la recherche d'un tel ensemble est un problème NP-di�cile2.� En�n, il est NP-di�cile et non approximable à une constante près dans les graphes trian-gulés. La preuve du théorème 3 annonçait déjà ce résultat : le graphe construit dans cettedernière était triangulé et le résultat aboutissait à la non approximabilité du nombre minimumd'émissions.

�

2Communication personnelle de Dieter Kratsch : la preuve est une modi�cation d'une démonstration de [LPHH84],prouvant que trouver un ensemble dominant total de cardinalité minimum dans les path-graphes est NP-di�cile. 51
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Chapitre 4Mise en place d'heuristiques de di�usionLes résultats du chapitre précédent sont sans appel : minimiser le temps de di�usion ou le nombred'émissions est un problème di�cile, quelle que soit la stratégie adoptée. Ces résultats conduisent àla nécessité de dé�nir des heuristiques de di�usion. La première section de ce chapitre s'intéresseà la di�usion d'un message aux n÷uds situés à distance 2 de la source. Le principal résultat decette section est la mise en ÷uvre d'un algorithme proposant une stratégie en O(log2 n) étapes surcette classe de graphes. La seconde section est dédiée à la dé�nition d'une heuristique sur la grille.Nous montrons que cette heuristique ne peut s'appliquer au tore, et proposons alors une nouvelleheuristique dans une troisième section.4.1 Di�usion à distance 2Les résultats présentés dans cette section n'auraient pu être établis sans l'aide de Genèvieve Si-monet qui s'est particulièrement impliquée dans ces travaux. Qu'elle en soit ici remerciée.Dans cette section nous restreignons notre étude au problème de la di�usion à une distance
2 dans un type de communications synchrone. Plus précisément, nous nous situons exclusivementdans le modèle [Di�,Sync,Tmp-EM�]. Le problème se résume ainsi : au terme de l'étape initiale, lemessage est parvenu à l'ensemble des n÷uds situés à distance 1 de la source. Comment informer alorsl'ensemble des n÷uds à distance 2 ? Nous supposons que les sommets à distance 2 sont de simplesrécepteurs et ne redi�usent pas le message, donc que seuls les sommets de distance 1 peuventémettre.La donnée de ce problème peut se représenter par un graphe biparti G = (X,Y,E). L'ensemble
X contient les sommets qui ont connaissance du message, et l'ensemble Y représente les n÷uds àdistance 2. Les arêtes de E représentent les relations de voisinage. Nous ne représentons pas dans
G la source s, ni les liens reliant s à l'ensemble des éléments de X.Les problèmes [Di�,Sync,TMP-EM�]-minTemps et [Di�,Sync,TMP-EM�]-minémissions ont étémontrés NP-di�ciles, même lorsque l'excentricité de la source est d'au plus 2. Les principaux résul-tats de la section sont :� l'introduction d'un nouvel outil : la mv-décomposition,� la mise en place d'un algorithme proposant une stratégie de di�usion en O(log2 n) étapescohérente pour [Di�,Sync,TMP-EM�] ,� l'étude du problème dans une famille de graphes particulière, les graphes convexes circulaires.53



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSIONChacun de ces points fait l'objet d'une sous-section.4.1.1 Un outil pertinent : la mv-décompositionNous introduisons un nouvel outil appelé la mv-décomposition. Les dé�nitions suivantes nouspermettent de dé�nir cet outil :Dé�nition 36 (mono-voisinage, réceptivité, saturation, coût d'une saturation) :Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti tel que X couvre Y .Pour X ′ ⊆ X, on appelle mono-voisinage de X ′ l'ensemble des voisins de X ′ qui ne sontvoisins que d'un seul sommet de X ′. On le note mvG(X ′).La réceptivité de G, notée ρ(G), est alors dé�nie par :
ρ(G) = max

X′⊆X

∣

∣mvG(X ′)
∣

∣On dit qu'un ensemble {Xi}i∈I de parties de X sature Y dans G lorsque :
Y =

⋃

i∈I

mvG(Xi)Le coût de saturation de G, noté σ(G), est le cardinal minimal d'un ensemble de parties de
X qui sature Y dans GSur la �gure 4.1 nous représentons un graphe biparti G = (X,Y,E), si X1 = {A,B,D}, alors
mvG(X1) = {1, 3, 5, 6}. La réceptivité ρ(G) = 5 est obtenue pour X2 = {A,D}, ce qui donne
mvG(X2) = {1, 2, 4, 5, 6}. L'ensemble de parties {X1,X2} sature Y dans G, et porte le coût desaturation σ(G) à 2.PSfrag replacements

A B C D

1 2 3 4 5 6Fig. 4.1 � un graphe biparti.Appliquons ces dé�nitions au problème de di�usion à distance 2. Les n÷uds d'une partie Xiémettent à une même étape, durant laquelle seuls les n÷uds de mvG(Xi) reçoivent un message sansinterférence. La démarche entreprise le long de cette section consiste à dé�nir un ensemble {Xi}i∈Ide parties de X saturant Y . Cet ensemble se construit ici au moyen d'une mv-décomposition. En�nle coût de saturation est le nombre d'étapes minimum requis par une di�usion.54



4.1. DIFFUSION À DISTANCE 2La couverture minimale, clé de voute de la mv-décompositionLa construction d'une mv-décomposition s'opère par le calcul d'une couverture minimale, quenous dé�nissons comme suit :Dé�nition 37 (couverture, couverture minimale) :Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti.Une couverture dans G d'un sous-ensemble Y ′ ⊆ Y est un sous-ensemble X ′ ⊆ X tel que
Y ′ ⊆ NG(X ′), où NG(X ′) désigne l'ensemble des voisins des sommets de X ′ dans G.On dit que X ′ est une couverture minimale (au sens de l'inclusion) de Y ′ dans G lorsque X ′est une couverture de Y mais qu'aucun de ses sous-ensembles stricts n'en est une.Sur l'exemple de la �gure 4.1, {A,B,C,D} est une couverture de Y qui n'est pas minimale, àl'inverse de {A,C,D}. Nous proposons le lemme suivant :Lemme 1 :Soient G = (X,Y,E) un graphe biparti, et X ′ ⊆ X une couverture minimale de Y ′ ⊆ Y .Alors chaque sommet de X ′ possède dans Y ′ un voisin qui n'est voisin d'aucun autre sommet de X ′.Autrement dit, mvg(X ′) ≥ |X ′|.Preuve :Soient X ′ ⊆ X une couverture dans G de Y ′ ⊆ Y et x un sommet de X ′. Si chaque voisin de xdans Y ′ est également voisin d'un autre sommet de X ′, alors X ′ − {x} couvre encore Y ′.

�La mv-décomposition : Dé�nitions et propriétésNous présentons maintenant un nouvel outil, la mv-décomposition. Un des résultats de la mv-décomposition d'un graphe biparti G = (V,E) est un ensemble de parties de X saturant Y , qui vaservir de support à une di�usion. La mv-décomposition se dé�nit formellement comme suit :Dé�nition 38 (mv-décomposition) :Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti tel que X couvre Y .Une mv-décomposition de G consiste en la donnée d'un entier K et de trois suites (Xi)0≤i≤K ,
(Yi)0≤i≤K et (Zi)0≤i≤K satisfaisant les conditions suivantes :1. Pour i = 0 :� X0 = X� Y0 = Y2. Pour tout i tel que Xi soit dé�ni et non vide :� Xi+1 ⊆ Xi est une couverture minimale de Yi,� Zi est dé�ni de sorte que le biparti Hi, sous-graphe de G induit par Xi ∪ Zi, décrit uncouplage parfait1,1tous ses sommets sont de degré égal à 1 55



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSION� Yi+1 = Yi − Zi+1.3. K est l'entier pour lequel YK = ∅.L'entier K est la profondeur de la mv-décomposition.Nous énonçons les propriétés suivantes :Propriété 9 :Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti tel que X couvre Y .Alors G possède au moins une mv-décomposition, et pour toute mv-décomposition :1. {Xi}0≤i≤K et {Yi}0≤i≤K sont deux suites emboitées pour l'inclusion, avec XK 6= ∅ et YK = ∅.Par ailleurs Xi couvre Yi pour 0 ≤ i ≤ K.2. {Zj}i≤j≤K est une partition de Yi−1. En particulier {Zi}1≤i≤K est une partition de Y .3. pour tout i tel que 1 ≤ i ≤ K, on a :� |Zi| = |Xi| 6= ∅.� Zi ⊆ mvG(Xi).4. Pour tout i tel que 1 ≤ i ≤ K, tout sommet x de Xi possède, pour tout j tel que 1 ≤ j ≤ i,exactement un voisin dans Zj qui n'est voisin d'aucun autre sommet de Xi.Preuve :Soient Xi ⊆ X et Yi ⊆ Y , Yi non vide, tels que Xi couvre Yi (vrai pour i = 0). Alors Yi possèdeau moins une couverture minimale Xi+1 ⊆ Xi. Le lemme 1 permet d'a�rmer que pour tout Xi+1non vide, Zi+1 est bien dé�ni et non vide, et donc que Yi+1 est strictement inclus dans Yi. Ceciassure également que Xi+1 couvre Yi+1 L'existence d'une mv-décomposition pour tout G est doncassurée, de même que les points (1), (2) et (3).Pour tout i et j tels que 1 ≤ j ≤ i ≤ K, Xi ⊆ Xj . Alors tout sommet x de Xi est aussi unsommet de Xj. Comme le sous-graphe induit de G par les sommets Xj ∪ Zj dé�nit un couplageparfait, il existe donc un sommet zj ∈ Zj voisin de x qui n'est voisin d'aucun autre sommet de Xj .
�La �gure 4.2 présente une mv-décomposition d'un graphe biparti. Les arêtes en noir désignentpour chaque n÷ud y la provenance d'un message sans interférence. Dans une di�usion, l'émissionsimultanée des sommets d'un ensemble Xi de cardinalité l entraîne une réception correcte pour les

l sommets de Zi, ainsi que pour l sommets de chaque ensemble Zj avec 1 ≤ j ≤ i. Les sommets de
Yi reçoivent obligatoirement tous une réception avec interférences.Propriété 10 :Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti tel que X couvre Y . Alors pour toute mv-décomposition de Gde profondeur K, on a :

K ≤ ∆G(X) (4.1)en notant ∆G(X) le degré maximum dans G d'un sommet de X.56



4.1. DIFFUSION À DISTANCE 2

PSfrag replacements

X0X1X2X3

Y0Y1Y2 Z1Z2Z3

a b c d e f

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 4.2 � Construction d'une mv-décompositionPreuve :En reprenant les notations de la dé�nition 38, et d'après les points 2 et 4 de la propriété 9, on a
dG(x) ≥ K. Ce qui permet de conclure.

�Nous terminons cette sous-section par la remarque suivante :Remarque 4 :Intuitivement dans le problème de di�usion, on peut se convaincre du fait que l'émission simultanéedes n÷uds d'un ensemble Xi quelconque va assurer une di�usion sans interférence vers les n÷udsde Zi.Dans la dé�nition formelle d'une mv-décomposition (Xi)0≤i≤K , (Yi)0≤i≤K et (Zi)0≤i≤K , l'équa-tion suivante est toujours satisfaite :
|Xi| = |Zi| (4.2)On peut dé�nir une mv-décomposition que nous quali�ons d'alternative, en remplaçant l'équation4.2 par l'inéquation suivante, sans altérer pour autant la di�usion des Xi vers les Zi :
|Xi| ≤ |Zi| (4.3)Cette modi�cation permettrait de calculer des mv-décompositions plus pertinentes : par exempledans des topologies comme l'étoile à n branches, la profondeur minimale d'une mv-décompositionalternative serait de 1, alors que celle d'une mv-décomposition classique serait de n− 1.Dans l'étude théorique menée en sous-section 4.1.4, il est nécessaire d'avoir une égalité entre lescardinaux de Xi et Zi pour établier le rapport d'approximation de l'algorithme Saturation. Intuiti-vement, remplacer l'égalité 4.2 par l'inégalité 4.3 doit conduire à une approximation au moins aussibonne, mais cette intuition n'a pas été prouvée par le calcul.4.1.2 Calcul d'une mv-décompositionNous présentons l'algorithme mv-decomposition qui calcule la mv-décomposition d'un graphebiparti G = (X,Y,E) donné. 57



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSIONAlgorithme 2 : mv-décompositionDonnées : Un graphe biparti G = (X,Y,E)Résultat : Une suite (Xi)1≤i≤K de parties de X qui sature Y dans G// Déclaration des variables :Pile P [x] : pile des sommets de Y dont le seul voisin est x, ∀x ∈ X.1 int L : nombre d'éléments de Y qui ont été traités.2 int i : indice de profondeur actuelle3 // Initialisation des variables :
L = 0 ; X[0] = X ; i = 14 Initialiser P [x], ∀x ∈ X.5 tant que L < |Y | faire6

X[i] = ∅7 // Calcul d'une couverture minimale X[i] :pour tous les x ∈ X[i − 1] faire8 si |P [x]| = 0 alors9 // Suppression de x du voisinage de ses voisins :pour tous les y ∈ N(x) faire10
N(y) = N(y)− {x}11 si |N(y)| = 1 alors12 // Si y n'a plus qu'un voisin z, il est ajouté à P [z]

P [N(y)] = P [N(y)] ∪ {y}13 �n14 �n15 �n16 sinon17 // x est sélectionné dans la couverture.
X[i] = X[i] ∪ {x}18 // un sommet y devient récepteur de l'émission de x :Soit y ∈ P [x]. P [x] = P [x]− {y}.19
L + +20 �n21 �n22 �n23Théorème 8 L'algorithme mv-decomposition a une complexité de O(m).Preuve :La phase d'initialisation (ligne 5) se déroule en O(m) : un parcours des arêtes puis des sommetsde Y permettent d'initialiser les piles P [x],∀x ∈ X.Par la suite, et pour un sommet x ∈ X donné :� on exécute au plus une fois la portion de code située entre les lignes 9 et 16, et qui consiste àsupprimer le sommet x (il ne sera alors plus considéré par la suite).� on exécute au plus dG(x) fois la portion de code située entre les lignes 17 et 21.La complexité de la portion de code située entre les lignes 9 et 15 est en O(dG(x)), à la conditionque l'accès au voisinage d'un sommet (ligne 10) ainsi que que la suppression du sommet x du58



4.1. DIFFUSION À DISTANCE 2voisinage de y (ligne 11) soient en O(1). Une telle contrainte peut s'obtenir en programmation parl'utilisation d'une matrice à trous2 pour représenter les relations de voisinage.La complexité de la portion de code située entre les lignes 17 et 21 est en O(1).On en conclut que la complexité globale de l'algorithme est de l'ordre de :
O(

∑

x∈X

dG(x)) = O(m)

�Le calcul d'une mv-décomposition par cet algorithme permet l'évaluation du rapport d'approxi-mation de l'algorithme Saturation de la sous-section 4.1.4, en accord avec l'équation 4.2 de laremarque 4,Nous proposons une seconde version de cet algorithme qui renvoie une mv-decomposition al-ternative, évoquée dans la remarque 4. Cette version o�re de meilleurs résultats pratiques, puisquele nombre de sommets de Y éliminés par étape peut être plus important. La complexité de cetalgorithme demeure en O(m).Un des éléments de cet algorithme est le tableau de booléens M , qui indique pour chaque sommet
x ∈ X s'il existe un élément y dont il est le seul voisin, auquel cas x doit être ajouté à l'ensemble
Xi en cours.

2La mémoire réservée peut être de l'ordre de O(n2), mais le fait de ne pas initialiser cette mémoire et de n'utiliserque certaines des cases réduit la complexité en fonction du nombre de cases initialisées. 59



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSIONAlgorithme 3 : L'algorithme mv-decomposition alternativeDonnées : Un graphe biparti G = (X,Y,E)Résultat : Une suite (Xi)1≤i≤K de parties de X qui sature Y dans G// Déclaration des variables :
M : tableau de booléens indexé par les sommets de X1
L : liste des sommets de Y de degré 12 // Initialisation des variables :Initialiser M , L ∀x ∈ X, y ∈ Y .3
Y ′ = Y , X[0] = X, i = 14 tant que Y ′ 6= ∅ faire5

X[i] = ∅6 pour tous les x ∈ X[i − 1] faire7 si M [x] alors8
X[i] = X[i] ∪ {x}9
M [x] = 010 �n11 sinon12 pour tous les y ∈ NG(x) ∩ Y ′ faire13

NG(y) = NG(y)− {x}14 si |NG(y)| = 1 alors15
L = L ∪ {y}16
M [NG(y)] = 11718 �n19 �n20 �n21

Y ′ = Y ′ − L22
L = ∅23
i = i + 124 �n254.1.3 mv-décomposition et minimisation du nombre d'émissionsCette sous-section se consacre au problème de minimisation du nombre d'émissions lors d'unedi�usion à distance 2 dans le modèle [Di�,Sync,TMp-EM�]. Le théorème suivant établit le lien entrela couverture des sommets Y d'un graphe biparti = (X,Y,E), et nombre d'émetteurs requis pourle problème de la di�usion à distance 2 sur le même graphe.Théorème 9 :Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti tel que X couvre Y . Alors :1. Si C est une couverture minimale de Y , il en résulte une di�usion de X à Y avec un nombreminimal d'émetteurs de même cardinalité que C.2. Trouver un nombre minimum d'émetteurs revient à trouver une couverture minimum.60



4.1. DIFFUSION À DISTANCE 23. S'il existe un algorithme ρ-approché pour le problème de la couverture minimum, alors il existeun algorithme ρ-approché pour le problème de la di�usion de X à Y en minimisant le nombred'émissions.Preuve :Soit C ⊆ X une couverture minimale de Y de cardinalité k, avec C = {ci}1≤i≤k. Nous faisonsémettre séquentiellement chacun des sommets de C. Au terme de k étapes tous les sommets de Cont émis, sans générer d'interférences. Les sommets de Y ont donc bien tous reçu l'information.Nous en déduisons les points 1 et 2. La cardinalité du nombre d'émetteurs est clairement égaleà celle de la couverture C. Toute transformation conserve donc le rapport d'approximation d'unesolution.
�Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti, et un ensemble {

{Xi}1≤i≤K

} de parties de X résultantde la mv-décomposition de G. De toute mv-décomposition de G nous pouvons déduire une stratégiede di�usion cohérente pour [Di�,Sync,Tmp-EM�]. Par exemple nous dé�nissons une stratégie S1comme suit :� À l'étape i, tous les sommets de XK+1−i émettent le message.Cette stratégie aboutit bien à une di�usion de X à Y : puisque l'ensemble Xi1≤i≤K sature Y , lemessage sera bien reçu par les sommets de Y au terme de l'étape K. Analysons les coûts en nombred'émissions de S1. Son nombre d'émissions est :
K

∑

i=1

|Xi|D'après le théorème 9, le coût en nombre d'émissions de la stratégie S1 n'est pas minimal, puis-qu'à lui seul X1 est une couverture minimale de Y .Nous dé�nissons alors la stratégie suivante à partir de toute mv-décomposition de G :� A l'étape 1, tous les sommets de XK émettent le message.� A l'étape i tel que 2 ≤ i ≤ K, tous les sommets de XK+1−i −XK+2−i émettent le message.La stratégie de di�usion S2 di�ère de S1 du fait que les sommets qui ont émis à l'étape in'émettent plus à l'étape i + 1. Nous a�rmons la propriété suivante :Propriété 11 :La stratégie de di�usion S2 aboutit à une di�usion de X à Y .Preuve :Comparons la stratégie S2 à la stratégie S1. À l'étape 1, les sommets de XK émettent. À l'étape
2 ces derniers n'émettent plus dans S2 alors qu'ils émettent dans S1.Or l'émission de ces derniers est super�ue : rappelons que Xi+1 ⊆ Xi pour tout i tel que
1 ≤ i ≤ k − 1. Donc :� si les émissions des XK à l'étape 2 atteignaient correctement un sommet y dans la stratégie

S1, y avait déjà reçu correctement le message à l'étape 1. 61



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSION� si les émissions des XK provoquaient des interférences sur un sommet y à l'étape 1, alors dans
S1, l'émission des mêmes sommets à l'étape 2 provoquerait également des interférences sur y.Nous étendons ce raisonnement à chaque étape. Il en découle que S2 est une stratégie valide.

�Analysons les coûts de S2 :Le nombre d'étapes requis par la stratégie S2 est K. Son coût en nombre d'émissions est :
|XK |+

K
∑

i=2

|XK+1−i −XK+2−i| = |X1|L'ensemble X1 constitue une couverture minimale de Y . Nous obtenons donc une stratégie dedi�usion valide, dont le coût en nombre d'émissions est minimal par rapport à la décomposition, enaccord avec le théorème 9.Le nombre d'étapes requis ici est inférieur ou égal à ∆G(X) d'après la propriété 10. Nous allonsvoir qu'il est possible d'obtenir une stratégie présentant de meilleurs coûts en nombre d'étapes.4.1.4 mv-décomposition et minimisation du temps de di�usionCette sous-section s'intéresse au problème de minimisation du nombre d'étapes d'une di�usionde X à Y . Nous utilisons la mv-décomposition pour produire un algorithme retournant une solutiondont le nombre d'étapes est en O(log2 n).Propriétés et théorèmesPropriété 12 :Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti tel que X couvre Y . Alors, la réceptivité ρ(G) véri�e l'inéqua-tion suivante :
max
X′∈X

|mvG(X ′)| = ρ(G) ≥ max(∆G(X),
|Y |

∆G(X)
)Preuve :Soit x un sommet de G de degré ∆G(X). Alors |mvG({x})| = ∆G(X). L'inégalité ρ(G) ≥ ∆G(X)se déduit alors de la dé�nition de ρ(G).Soit X ′ ⊆ X une couverture minimale de Y dans G. Comme Y =

⋃

x∈X′ NG(x), alors :
|Y | ≤

∑

x∈X′

|NG(x)| =
∑

x∈X′

dG(x) ≤
∣

∣X ′
∣

∣×∆G(X) ≤ mvG(X ′)×∆G(X)La seconde inégalité ρ(G) ≥ |Y |
∆G(X) se déduit encore de la dé�nition de ρ(G).

�En corollaire immédiat à la propriété 12, on a donc :
ρ(G) ≥

√

|Y |62



4.1. DIFFUSION À DISTANCE 2En fait nous allons a�ner cette borne et montrer que :
ρ(G) ≥ |Y |

1 + ln |Y |Propriété 13 :Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti tel que X couvre Y . Alors, pour toute mv-décomposition de
G, on a, en reprenant les notations de la dé�nition 38 :

∀i|1 ≤ i ≤ K, |mvG(Xi)| ≥ i× |Xi| (4.4)Preuve :D'après le point 4 de la propriété 9, tout sommet x de Xi possède dans chaque Zj , pour 1 ≤ j ≤ i,un voisin qui n'est voisin d'aucun autre sommet de Xi. D'après le point 2 de cette même propriété,ces i voisins sont tous di�érents.
�Théorème 10 :Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti tel que X couvre Y . Alors pour toute mv-décomposition de G,on a :

ρ(G) ≥ max
1≤i≤K

|mvG(Xi)| ≥
|Y |
HK

(4.5)
σ(G) ≤ K (4.6)où Hn est le nombre harmonique Hn = 1 + 1
2 + 1

3 + · · · + 1
n .Preuve :La premère inégalité de la première inéquation découle de la dé�nition de ρ(G). La seconde sedéduit du calcul suivant :

|Y | =

K
∑

i=1

|Zi|

=

K
∑

i=1

|Xi|

≤
K

∑

i=1

|mvG(Xi)|
i

≤
K

∑

i=1

max1≤i≤K |mvG(Xi)|
i

= max
1≤i≤K

|mvG(Xi)| ×HKMontrons l'inéquation 4.6. Soit y un sommet quelconque de Y . Par le point 2 de la propriété 9,
y ∈ Zi pour un i tel que 1 ≤ i ≤ K. Par le point 3 de cette même propriété, y ∈ mvG(Xi). Donc
Y =

⋃K
i=1 mvG(Xi), ce qui permet de conclure.

�63



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSIONThéorème 11 :Soit G = (X,Y,E) un graphe biparti tel que X couvre Y . Alors :
ρ(G) ≥ |Y |

1 + ln∆G(X)
(4.7)

σ(G) ≤ ∆G(X) (4.8)Preuve :Se déduit du théorème 10 et de la propriété 10, compte tenu du fait que le nombre harmonique
Hn est une fonction croissante de n qui satisfait Hn ≤ 1 + ln n.

�l'algorithme SaturationNous proposons l'alorithme suivant :Algorithme 4 : L'algorithme SaturationDonnées : Un graphe biparti G = (X,Y,E) tel que X couvre YRésultat : Un ensemble {Wt}1≤t≤L qui sature Y dans G
R = Y ;1
t = 0;2 tant que R 6= ∅ faire3

t = t + 1;4 Calculer une mv-décomposition de G[X,R];5 Soit Kt sa profondeur, et soit (

Xt
i

)

0≤i≤Kt
la suite décomposant X;6 choisir i dans {1, . . . ,Kt} de sorte que mvG[X,R]

(Xt
i ) soit de cardinal maximum;7

R = R−mvG[X,R]
;8

Wt = Xt
i ;9 �n10 L = t;11 Retourner {Wt}1≤t≤L ;12 Clairement {Wt}1≤t≤L est un ensemble de sous-ensembles de X saturant Y . Une stratégie dedi�usion valide se déduit alors logiquement de ce dernier en faisant émettre les sommets de Wi àl'étape i. Le nombre d'étapes de cette stratégie est la cardinalité de l'ensemble résultat, c'est-à-direle nombre d'itérations L de l'algorithme.Théorème 12 :L'algorithme Saturation s'exécute en O(ln2 |Y |) itérations, c'est-à-dire que toute stratégie de di�u-sion construite à partir de l'ensemble {Wt}1≤t≤L s'exécute en O(ln2 |Y |) étapes.Preuve :En accord avec la propriété 10, Kt ≤ ∆G[X,R]

≤ |R|. Au cours d'une itération, on a, compte tenu64



4.1. DIFFUSION À DISTANCE 2du théorème 10 :
∣

∣

∣
mvG[X,R]

(Xt
i )

∣

∣

∣
≥ |R|

Hk
≥ |R|

1 + ln |R|Notons un le cardinal de R après la neme itération. On a alors :
u0 = |Y |

un+1 ≤ un

(

1− 1

1 + ln un

)

, 0 ≤ n ≤ L

uL = 0Soit (vn)n∈N la suite géométrique dé�nie par :
vn = |Y |

(

1− 1

1 + ln |Y |

)nOn a :
vθ(ln2 |Y |) = 0En e�et :

vn < 1 ⇔ ln vn < 0

⇔ ln |Y |+ n ln

(

1− 1

1 + ln |Y |

)

< 0Comme ln(1 + x) ≤ x, pour que vn < 1, il su�t que ln |Y | − n
1+ln|Y | < 0, soit n > ln |Y | × (1 +

ln |Y |).Clairement on a vn ≥ un,∀n et donc L ≤ ln |Y | × (1 + ln |Y |).
�Dans des travaux précédents, [CW91] proposait déjà un algorithme renvoyant une stratégie dedi�usion en O(ln2 n) étapes. Ce résultat n'est pas nouveau. Cependant, l'algorithme proposé dansce papier s'exécute en un temps d'exécution en O(n.m ln2 n). Le théorème suivant atteste que notrealgorithme possède une meilleure complexité :Théorème 13 :La complexité en temps de l'algorithme Saturation est de l'ordre de O(m× ln2 |Y |).Preuve :À chaque itération, l'algorithme calcule une mv-décomposition. Une décomposition se calculeen O(m) d'après le théorème 8. En�n rappelons que le nombre d'itérations de l'algorithme est en

O(ln2 |Y |), en accord avec le théorème 12.
�65



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSION4.1.5 di�usion à distance 2 dans les graphes convexes circulairesNous étudions la di�usion à distance 2 dans le modèle [Di�,Sync,Tmp-EM�] sur un graphe biparticonvexe circulaire G = (X,Y,E). Un graphe biparti G = (X,Y,E) est dit convexe circulaire en
Y s'il existe un ordre circulaire sur Y tel que pour tout sommet x ∈ X, les sommets de Y adjacentsà x apparaissent consécutivement dans cet ordre.La �gure 4.1.5 présente un graphe convexe circulaire.
PSfrag replacements
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8910
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Fig. 4.3 � Un graphe convexe circulaireRemarque 5 :Une représentation naturelle consiste à dé�nir les sommets de Y comme les points entiers d'uncercle de périmètre |Y |. Nous posons ainsi Y = {1, 2, . . . , |Y |}. Les sommets de X sont alors desintervalles, tels que x contient y si et seulement si l'arête {x, y} existe dans E.Nous proposons dans cette sous-section une stratégie de di�usion dont la construction reposesur le calcul d'une couverture minimum. Nous énonçons à ce propos le théorème suivant :Théorème 14 :Le calcul d'une couverture minimum des sommets de Y par X ′ ⊆ X sur un graphe convexe circulaire
G = (X,Y,E) d'e�ectue en temps polynomial.Preuve :Nous utilisons la représentation introduite dans la remarque 5. Le problème de la couvertureminimum équivaut à sélectionner un ensemble d'intervalles de cardinalité minimum et dont l'uniondoit contenir l'ensemble des entiers de 1 à |Y |.L'entier 1 est inclus dans X1 intervalles dont au moins un appartient à une couverture minimum.Pour chaque élément xi de X1, nous construisons une couverture minimale Cxi

comme suit :1. Nous posons Cxi
= {xi}.2. Soit y le plus petit entier de [1, |Y |] inclus dans aucun des intervalles de Cxi

. Alors parmi lesintervalles de X couvrant y, nous ajoutons à Cxi
celui qui contient le plus grand entier.3. Nous répétons la procédure précédente jusqu'à ce que tous les éléments de Y soient couvertspar des intervalles de Cxi

.66



4.1. DIFFUSION À DISTANCE 2Parmi l'ensemble des couvertures minimales Cxi
|xi ∈ X1, se trouve une couverture minimum. �Lemme 2 :Soit C une couverture minimale de Y de cardinalité k. Alors il existe un ordre {x1, x2, . . . , xk} surles éléments de C tel que N(xi) ∩N(xj) 6= 0⇒ |j − i| mod (k − 1) ≤ 1.Preuve :Nous détaillons la procédure permettant de dé�nir un tel ordre, en utilisant la représentation enintervalles introduite dans la remarque 5.Nous posons x0 ∈ C le premier sommet de l'ordre, avec x0 = [a0, b0]

3. Il existe un unique élément
x1 = [a1, b1] de C tel que b0 + 1 ∈ N(x1), que nous ajoutons immédiatement après x0 dans l'ordre.Nous continuons cette procédure, en ajoutant successivement dans l'ordre les éléments xi = [ai, bi]tels que bi−1 + 1 ∈ N(xi), et ce jusqu'à parcourir tous les éléments de X.Remarquons que dans le calcul d'une couverture minimum présenté dans la preuve du théorème14, l'ordre dans lequel sont ajoutés les sommets véri�e bien la propriété du lemme. �Par la suite, pour une couverture minimale C de cardinalité k donnée, nous appelons OC =
(x1, x2, . . . , xk) l'ordre sur les éléments de C renvoyé par la construction de la preuve du lemme 2.Propriété 14 :Soient G = (X,Y,E) un graphe convexe circulaire, et C une couverture minimum de Y de cardinalité
k. Alors pour tout sommet y ∈ Y :� y est adjacent à au moins un sommet xi ∈ C,� y est adjacent à au plus deux sommets qui sont consécutifs dans OC (ou alors au premier etau dernier élément de OC),� y ne peut être adjacent à trois sommets ou plus de C, autrement la couverture n'est pasminimale.Considérons C une couverture minimum de Y de cardinalité k. La propriété précédente nouspermet de partitionner l'ensemble Y comme suit :� Yi désigne l'ensemble des sommets de Y adjacents au sommet xi uniquement.� Y{i,j} désigne l'ensemble des sommets de Y tels que Y{i,j} = N(xi) ∩N(xj).En accord avec l'ordre OC dé�ni, Y{i,j} = ∅ si |j − i| mod (k − 1) > 1.Considérons l'émission de sommets de C à une étape donnée :� Si xi émet seulement, alors Yi, Y{i,i−1}, et Y{i,i+1} reçoivent correctement l'information� Si xi et xi+1 émettent seulement, alors Yi, Y{i,i−1}, Yi+1 et Y{i+1,i+2} reçoivent correctementl'information, mais pas Y{i,i+1}Théorème 15 :Il est possible d'informer au moins 2|Y |/3 sommets de Y en une étape.3Si xi contient |Y | et 1, alors on supposera que b0 est plus petit que a0. Autrement a0 ≤ b0. 67



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSIONPreuve :Soit C une couverture minimum de Y de cardinalité k et d'ordre associé OC = (x1, x2, . . . , xk).Dé�nissons trois ensembles T1, T2, et T3 en fonction de la parité de k. Soit YTi
l'ensemble dessommets de Y qui reçoivent le message lorsque seulement tous les éléments de Ti émettent simulta-nément.Si k est pair, nous dé�nissons les sous-ensembles suivants :� T1 = {x1, x3, x5, x7, . . . , xk−1}.� T2 = {x2, x4, x6, x8, . . . , xk}.� T3 = {x1, x2, x3, x4, x5, . . . , xk}.Les ensembles YTi

correspondants sont :� YT1 =
{

{Y2i−1,∀i ∈ [1, k/2]} ∪ {Y{i,i+1},∀i ∈ [1, k − 1]} ∪ Y{1,k}

}.� YT2 =
{

{Y2i,∀i ∈ [1, k/2]} ∪ {Y{i,i+1},∀i ∈ [1, k − 1]} ∪ Y{1,k}

}.� YT3 =
{

{Yi,∀i ∈ [1, k]}
}.Si k est impair, nous dé�nissons les sous-ensembles suivants :� T1 = {x1, x3, x5, x7, x9, . . . , xk}.� T2 = {x1, x2, x4, x6, x8, . . . , xk−1}.� T3 = {x2, x3, x4, x5, x6, . . . , xk}.Les ensembles YTi

correspondants sont :� YT1 =
{

{Y2i−1,∀i ∈ [1, k/2]} ∪ {Y{i,i+1},∀i ∈ [1, k − 1]}
}.� YT2 =

{

{Y2i,∀i ∈ [1, k/2]} ∪ {Y{i,i+1},∀i ∈ [2, k − 1]} ∪ Y{1,k}

}.� YT3 =
{

{Yi,∀i ∈ [1, k]} ∪ Y{1,k}

}.Quelle que soit la parité de k, chaque sous-ensemble de la forme Yi ou Y{i,i+1} est inclus dansdeux des trois ensembles YT1 , YT2 et YT3 . L'union de ces sous-ensembles forme l'ensemble Y . Si on faitémettre les sommets de T1, puis de T2, puis de T3, chaque sommet y reçoit deux fois l'information.Donc dans un cas au moins 2
3 des sommets de Y reçoivent l'information.

�Proposition 1 :Il est possible d'informer la totalité des sommets de Y en 2 étapes au plus.Preuve :Reprenons la preuve du théorème 15. Tout sommet y ∈ Y est inclus dans deux des trois sous-ensembles YT1 , YT2 et YT3 , donc dans au moins un ensemble parmi YT1 et YT2 . En faisant émettreles sommets de l'ensemble T1 à l'étape 1, et T2 à l'étape 2, nous assurons la réception par tous lessommets de y.
�68



4.2. UNE HEURISTIQUE DÉCENTRALISÉE DANS LA GRILLE4.2 Une heuristique décentralisée dans la grilleNous présentons dans la section suivante une heuristique qui retourne une stratégie de di�usionvalide pour le modèle [Di�,Sync,Tmp-EM, grille].Une grille GM×N représente une topologie très structurée. Elle constitue un intérêt particulierdans le déploiement de réseaux sans �l à l'échelle d'une ville, d'un bâtiment. Nous présentons d'abordune heuristique centralisée, puis évaluons ses performances en temps et di�usion. Nous montronspar la suite comment décentraliser cette heuristique.4.2.1 Mise en place d'une heuristique centraliséeNous présentons les grandes lignes d'une heuristique retournant une arborescence A cohérentepour [Di�,Sync,Tmp-EM�grille], sur une grille de dimensions P × Q. Cette heuristique se découpeen trois phases :1. Découpage de la grille en blocs de colonnes, et calcul d'une solution S1.2. Découpage de la grille en blocs de lignes, et calcul d'une solution S2.3. Évaluation de la meilleure solution parmi S1 et S2 en fonction de la valeur à minimiser (tempsou nombre d'émissions).Les deux premières phases sont identiques, à la rotation de la grille près. Aussi dans cette sous-section nous ne détaillons que la première phase relative au découpage en colonnes.Découpage en blocs :Soient GP×Q une grille de dimensions P ×Q, et un n÷ud source de coordonnées [xs, ys]. Nousnotons (x, y) le sommet de coordonnées [x, y]. Les colonnes sont indicées de 1 à Q.La grille GP×Q est découpée en blocs de deux ou trois colonnes d'indices consécutifs, chaquecolonne appartenant nécessairement à un et un seul bloc. Ce découpage dépend du nombre decolonnes Q :� Si Q = 3k, la grille est découpée en k blocs de trois colonnes chacun. Le bloc d'indice i contientles colonnes d'indices 3i− 2, 3i− 1 et 3i.� Si Q = 3k + 1, la grille est découpée en (k − 1) blocs de trois colonnes, et en 2 blocs de deuxcolonnes organisés comme suit : le bloc d'indice 1 contient les colonnes 1 et 2. Les blocs 2 à kenglobent trois colonnes, le bloc i contenant les colonnes 3i− 3, 3i− 2 et 3i− 1 pour i ∈ [2, k].Le bloc k + 1 contient les colonnes Q− 1 et Q.� Si Q = 3k + 2, la grille est découpée en k blocs de trois colonnes, le bloc i contenant lescolonnes 3i− 2, 3i− 1 et 3i. Un bloc d'indice k + 1 contenant deux colonnes Q− 1 et Q vientcompléter le découpage.Dé�nition des relations de parenté :L'idée générale de l'heuristique se présente comme suit :Dans chaque bloc de trois colonnes, les n÷uds de la colonne centrale sont des transmetteurs. Lessommets de la colonne 1 sont également des transmetteurs, à condition qu'elle appartienne à un69



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSIONbloc de deux colonnes. Même chose pour les sommets de la colonne Q. L'ajout de transmetteurssupplémentaires va permettre de connecter ces colonnes de transmetteurs au sommet source.Nous appelons r l'indice du bloc contenant le sommet source s. Suivant la position de s dans lebloc r, l'heuristique construit deux arbres de di�usion légèrement di�érents.Détaillons la construction d'une arborescence A1 lorsque le sommet source ne se situe pas sur lacolonne centrale du bloc r. Nous dé�nissons les relations de parenté suivantes4 (la compréhensionde ces relations est facilitée par la �gure 4.4) :� Pour tout bloc composé de trois colonnes {a− 1, a, a + 1} :� Le père de (a, i− 1) est (a, i)∀i ∈ [1, ys − 1].� Le père de (a, i + 1) est (a, i)∀i ∈ [ys + 1, q − 1].� Pour tout bloc d'indice l < r composé de trois colonnes {a− 1, a, a + 1} :� Le père de (a, ys + 1) est (a− 1, ys + 1)� Le père de (a, ys − 1) est (a− 1, ys − 1)� Le père de (a− 1, ys + 1) est (a− 1, ys)� Le père de (a− 1, ys − 1) est (a− 1, ys)� Le père de (a− 1, ys) est (a, ys)� Le père de (a, ys) est (a + 1, ys)� Le père de (a + 1, ys − 1) est (a + 2, ys)� Pour tout bloc d'indice l > r composé de trois colonnes {a− 1, a, a + 1} :� Le père de (a, ys + 1) est (a + 1, ys + 1)� Le père de (a, ys − 1) est (a + 1, ys − 1)� Le père de (a + 1, ys + 1) est (a + 1, ys)� Le père de (a + 1, ys − 1) est (a + 1, ys)� Le père de (a + 1, ys) est (a, ys)� Le père de (a, ys) est (a− 1, ys)� Le père de (a + 1, ys − 1) est (a− 2, ys)Traitons le cas particulier du bloc r, composé de trois colonnes {a − 1, a, a + 1} et dans lequelle n÷ud source s n'est pas sur la colonne centrale a :� Si s se situe sur la colonne a− 1 alors :� Le père de (a, ys + 1) est (a + 1, ys + 1)� Le père de (a, ys − 1) est (a + 1, ys − 1)� Le père de (a + 1, ys + 1) est (a + 1, ys)� Le père de (a + 1, ys − 1) est (a + 1, ys)� Le père de (a + 1, ys) est (a, ys)� Le père de (a, ys) est s� Si s se situe sur la colonne a + 1 alors :� Le père de (a, ys + 1) est (a− 1, ys + 1)� Le père de (a, ys − 1) est (a− 1, ys − 1)� Le père de (a− 1, ys + 1) est (a− 1, ys)� Le père de (a− 1, ys − 1) est (a− 1, ys)� Le père de (a− 1, ys) est (a, ys)� Le père de (a, ys) est s4une relation entre i et j implique naturellement que ces deux sommets sont des transmetteurs.70



4.2. UNE HEURISTIQUE DÉCENTRALISÉE DANS LA GRILLEEn�n dé�nissons les relations pour les blocs de deux colonnes. S'il existe un bloc d'indice 1 dedeux colonnes :� Le père de (1, i− 1) est (1, i)∀i ∈ [1, ys].� Le père de (1, i + 1) est (1, i)∀i ∈ [ys, q − 1].� Le père de (1, ys) est (2, ys)� Le père de (2, ys) est (3, ys)Symétriquement, s'il existe un bloc d'indice K + 1 de deux colonnes :� Le père de (Q, i− 1) est (1, i)∀i ∈ [1, ys].� Le père de (Q, i + 1) est (1, i)∀i ∈ [ys, q − 1].� Le père de (1, ys) est (2, ys)� Le père de (2, ys) est (3, ys)L'ensemble de ces relations de parenté induit une arborescence solution. La �gure 4.4 présentecette arborescence A1 dans une grille dont le nombre de colonnes est Q = 3k + 1. Le découpage enblocs est indiqué par des intervalles au dessus de la grille. Notons que le sommet source (représentéen gris clair) ne se situe pas sur la colonne centrale du bloc auquel il appartient. Les colonnes 1 et Qsont composées de transmetteurs. Intuitivement, lorsqu'on � ajoute � une colonne de récepteurs depart et d'autre de la grille, le schéma de di�usion reste inchangé. Ceci donne une idée d'une solutionlorsque Q = 3k ou Q = 3k + 2, si s ne se situe pas sur une colonne centrale de bloc r.
PSfrag replacements Relation de parentéSourceTransmetteurRécepteurFig. 4.4 � Une grille GP×Q, dans laquelle s ne se situe pas sur la colonne centrale d'un blocEn gardant la même arborescence, et si s = (xs, ys) est situé sur une colonne centrale, alors unproblème survient au niveau des n÷uds (xs−1, ys−1) et (xs−1, ys+1) (comme sur la �gure 4.4) oubien des n÷uds (xs+1, ys−1) et (xs+1, ys+1). En e�et les émissions des deux transmetteurs voisinspeuvent survenir indépendamment - donc simultanément dans le pire des cas - empêchant alors cesn÷uds de recevoir correctement le message. Pour corriger ce problème local, nous présentons uneseconde arborescence A2 pour le cas où s est situé sur un colonne centrale. Cette arborescence sedéduit de la �gure 4.5 5.5Nous nous abstenons d'énumérer les di�érentes relations de parenté lorsque s se situe sur une colonne centrale.71
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  z   z’

PSfrag replacements Relation de parentéSourceTransmetteurRécepteurFig. 4.5 � Une grille GP×Q, dans laquelle s se situe sur la colonne centrale d'un bloc
Remarque 6 :La seconde arborescence possède des performances un peu moins bonnes que la précédente : en com-parant les �gures 4.4 et 4.5, la branche reliant s au sommet (1, 1) (le sommet z sur la �gure) est unpeu plus longue sur A2. Il est parfois nécessaire de dégrader la qualité globale d'une solution simple-ment pour assurer la réception du message par une poignée de n÷uds supplémentaires. L'expériencenous montre que cette remarque est souvent observable.4.2.2 Évaluation de performancesNous évaluons les performances de notre heuristique en temps et en nombre d'émissions parrapport aux bornes inférieures connues.Théorème 16 :L'heuristique précédemment présentée renvoie une stratégie optimale en temps à une constante ad-ditive de 5 près.En terme d'émissions, cette même stratégie est ρ-approchée du nombre d'émissions minimum,avec :

ρ < 1 +
6

max(P,Q)− 2Ces relations se déduisent logiquement de la �gure 4.5 depuis la présentation du cas où s ne se situe pas sur unecolonne centrale.72



4.2. UNE HEURISTIQUE DÉCENTRALISÉE DANS LA GRILLEPreuve :Soit A une arborescence décrivant une solution au problème [Di�,Sync,Tmp-EM, grille] sur unegrille GP×Q. Une borne inférieure à la hauteur de A est l'excentricité du sommé source s moins un.Le sommet le plus éloigné de s est l'un des quatre sommets-coin de la grille. La hauteur optimale h∗est borné inférieurement par max(|xs−x|+ |ys− y|)− 1, pour (x, y) ∈ {(1, 1), (P, 1), (1, Q), (P,Q)}.Dans notre heuristique, la hauteur de l'arborescence est plus coûteuse lorsque s se situe sur unecolonne centrale du bloc. Dans pareil cas, la hauteur de T est max(|xs − x| + |y − sy|) + 4, pour
(x, y) ∈ {(1, 1), (P, 1), (1, Q), (P,Q)}. Nous obtenons une hauteur optimale à un facteur additif de
5 près.Une borne inférieure au nombre d'émissions est la cardinalité du plus petit ensemble connexedominant de GP×Q, lui même borné inférieurement par

1

3
(P ×Q− 2)en accord avec la propriété 8. Le cas critique en terme d'émissions intervient pour Q = 3k + 1, etlorsque s se situe sur une colonne centrale de bloc. En pareille situation, le nombre de transmetteursest de :

1

3
(P ×Q + 4Q + 2P − 7)Le calcul du rapport entre la solution trouvée et la borne inférieure permet de conclure.

�Remarque 7 :Le facteur d'approximation ρ tend très vite vers 1 pour des instances de grilles su�samment grandes.Par ailleurs, la borne minorante utilisée n'est pas atteignable pour la majorité des instances. Cecilaisse suggérer que le ratio de performance est un peu plus faible que celui proposé par le calcul,renforçant ainsi la pertinence de notre heuristique.4.2.3 Décentralisation de l'heuristiqueSi l'on s'en réfère à l'heuristique précédente et pour un n÷ud donné i, le statut de transmetteurou récepteur et la relation de parenté sont déterminés à partir :� des coordonnées (xi, yi) de i dans la grille,� des coordonnées (xs, ys) du sommet source s,� du dernier n÷ud ayant relayé le message,� du positionnement de s sur une colonne centrale de bloc ou non.La dernière information dépend des dimensions P ×Q de la grille GP×Q, et de la position de sdans cette dernière6. Ces deux informations permettent de retrouver immédiatement un découpageen blocs adéquat et le positionnement de s.Supposons que chaque n÷ud connaît les dimensions de la grille ainsi que ses propres coordon-nées. Considérons un message reçu par un n÷ud i sans interférence. Si le n÷ud source s et le n÷udayant e�ectué la transmission ont précisé dans l'entête du message leurs coordonnées, alors i détient6de manière anecdotique, elle dépend également de la stratégie de découpages de blocs en lignes ou colonnes 73



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSIONl'ensemble des éléments nécessaires à l'heuristique précédente. En calculant localement l'heuristiquedécrite, un n÷ud peut donc déterminer par lui même et pour chaque réception s'il doit ou nonrelayer le message.Remarque 8 :Le choix du découpage de GP×Q en lignes ou colonnes doit être identique pour tous les n÷uds. Ceciimplique un procédé de choix déterministe, par exemple :1. Valoriser le découpage pour lequel s ne se situe pas sur la colonne centrale.2. En cas d'égalité, privilégier la dimension de plus grande taille.3. En cas d'égalité, toujours découper par colonnes.Remarque 9 :Les dimensions de la grille peuvent également être passées dans l'entête du message, de manièreabsolue ou relatives par rapport aux coordonnées de la source. Ceci permet de gérer l'ajout et leretrait de colonnes dans la grille, ou la di�usion aux n÷uds présents dans une sous-grille G′ de
GP×Q.4.3 De la grille vers le tore4.3.1 Une migration possible ?Nous reprenons dans cette section l'heuristique présentée sur la grille. Peut-on adapter cette heu-ristique dans un tore TP×Q, a�n de fournir une stratégie cohérente pour [Di�,Sync,Tmp-EM�tore] ?Le tore est une grille dont les n÷uds qui sont situés sur les bords sont connectés aux extrémitéscorrespondantes. Il peut se voir comme une grille GP×Q repliée sur elle même, d'abord dans unedimension puis une autre. Ceci engendre de nouveaux liens, entre les sommets (1, i) et (P, i),∀i ∈ Qd'une part, et entre les sommets (i, 1) et (i,Q),∀i ∈ P d'autre part.L'idée naturelle pour adapter l'heuristique précédente de la grille vers le tore consiste à utiliserune représentation en deux dimensions du tore, en positionnant par exemple le sommet source sau centre de la représentation. On dé�nit alors les relations de parenté en se référant aux coor-données inhérentes à la représentation 2D. Cependant l'apparition de ces nouveaux liens entraînede nouveaux con�its en termes d'émissions. Il en résulte que tous les sommets aux abords de lareprésentation 2D peuvent ne pas recevoir correctement le message. Naturellement, ces n÷uds nereprésentent qu'une petite proportion des sommets du tore, qui diminue lorsque les dimensions aug-mentent. Mais puisque nous imposons une réception correcte par tous les n÷uds, la dé�nition d'uneheuristique dédiée au tore est nécessaire.Dans le reste de la section, nous associons un tore avec sa représentation 2D. Nous parlons,un peu abusivement, de lignes ou de colonnes pour désigner respectivement les sommets de mêmesabscisses ou ordonnées sur la représentation 2D. Notons que la source s peut se situer à n'importequel endroit de la représentation 2D.74



4.3. DE LA GRILLE VERS LE TORE4.3.2 Une heuristique dédiée au toreTout comme son homologue sur la grille, l'heuristique sur le tore e�ectue un découpage dela représentation 2D du tore en blocs de colonnes, et calcule une solution S1. Dans une secondephase elle e�ectue un découpage en blocs de lignes, et calcule une solution S2. Elle renvoie en�n lameilleure solution en fonction de la valeur à minimiser (temps ou nombre d'émissions). Les deuxpremières phases sont identiques, à la rotation de la représentation près. Aussi nous ne détaillonsque la première phase relative au découpage en colonnes.Découpage en blocs :Soient TP×Q un tore de dimensions P ×Q, et un n÷ud source de coordonnées [xs, ys]. Soit (x, y)le sommet de coordonnées [x, y]. Les lignes sont indicées de 1 à P , les colonnes de 1 à Q.Nous découpons TP×Q en blocs de trois, quatre, et cinq colonnes d'indices consécutifs. Chaquecolonne appartient nécessairement à un et un seul bloc. Ce découpage dépend du nombre de colonnes
Q. Les caractéristiques du tore nous laisse plus de liberté dans ce découpage. Nous pouvons donce�ectuer un découpage, et placer la source s par la suite :� Si Q = 3k, le tore est découpée en k blocs de trois colonnes chacun, de sorte que le sommetsource s soit situé sur la colonne centrale d'un bloc.� Si Q = 3k + 1, le tore est découpé en (k − 1) blocs de trois colonnes, et en 1 bloc de quatrecolonnes, de sorte que s soit situé sur l'une des deux colonnes centrales du bloc de 4 colonnes.� Si Q = 3k + 2, le tore est découpée en k − 1 blocs de trois colonnes, et en 1 bloc de cinqcolonnes. Le sommet source s se situe sur l'une des deux colonnes adjacentes à la colonnecentrale du bloc de cinq colonnes.Les blocs sont indicés de 1 à k = bQ/3c de sorte que :� le bloc contenant la source s possède l'indice R = bk/2c,� deux blocs adjacents possédent des numéros consécutifs,� les blocs 1 et k sont adjacents.Dé�nition des relations de parenté :Nous dé�nissons les relations de parenté entre sommets d'un même bloc. Ces relations sont plusexplicites lorsqu'elles apparaissent sur un schéma. Nous proposons 7 schémas possibles présentés en�gure 4.6, et nous abstenons de les énumérer de manière formelle.Nous appliquons les relations de parenté sur les blocs en fonction de leur indice et de leur taille,suivant la règle suivante :Pour un bloc d'indice i 6= R :� Si i = 1, nous appliquons les relations décrites par le schéma 4.6(a).� Si 1 < i < R nous appliquons les relations décrites par le schéma 4.6(b).� Si R < i < k : voir �gure 4.6(f)� Si i = k : voir �gure 4.6(g)Sur le bloc R :� Si R contient 3 colonnes : voir �gure 4.6(c).� Si R contient 4 colonnes : voir �gure 4.6(d).� Si R contient 5 colonnes : voir �gure 4.6(e). 75



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSION

(a) schéma 1 (b) schéma 2 (c) schéma 3 (d) schéma 4 (e) schéma 5 (f) schéma 6 (g) schéma 7Fig. 4.6 � Huit schémas représentant les relations de parenté pour un blocEn�n nous dé�nissons les relations entre deux transmetteurs a et b de 2 blocs adjacents d'indices
i et j, avec i < j :� Si R < i, alors a est le père de b.� Si j < R, alors b est le père de a.La �gure 4.7 présente une représentation 2D d'un tore T×. Sur cette dernière apparaissent ledécoupage en blocs (au dessus) et les relations de parenté dé�nies par notre heuristique.

Fig. 4.7 � Schéma de di�usion en arborescence sur la représentation 2D d'un tore76



4.3. DE LA GRILLE VERS LE TORE4.3.3 Évaluation de performancesNous évaluons dans cette sous-section les performances de l'heuristique sur le tore.Remarque 10 :Intuitivement, les performances de cette heuristique en temps sont moins bonnes que celle présentéedans la grille :� Les con�its apparus en repliant la grille horizontalement ont été résolu dans le bloc source endé�nissant une longue chaîne d'émissions. Cette chaîne est présente pour Q = 3k et Q = 3k+1est apparaît clairement dans les �gures 4.6(d) et 4.6(e) par une chaîne faisant un aller-retour.La longueur de cette chaîne va a�ecter la hauteur de l'arborescence résultat A. Aussi dé�nircette chaîne dans le bloc R permet de minimiser son impact sur le coût en temps de la solution.� Les con�its apparus en repliant la grille verticalement sont résolus dans chaque bloc i : lestransmissions de la colonne centrale forment alors une grande chaîne d'émissions, a�ectantégalement le coût en temps de la solution.Le théorème suivant annonce les coûts de notre heuristique :Théorème 17 :L'heuristique sur le tore renvoie une solution au problème [Di�,Sync,Tmp-EM�tore]-minTemps avecun rapport d'approximation d'au plus 2.Elle renvoie une solution ρ-approchée au problème [Di�,Sync,Tmp-EM�tore]-minémissions avec :
ρ < 1 +

4

min(P,Q)− 2Preuve :En accord avec la propriété 7, la borne inférieure à la hauteur d'une arborescence cohérente pour[Di�,Sync,Tmp-EM�tore] est l'excentricité de la source, c'est-à-dire :
bP

2
c+ bQ

2
cLe cas critique de l'heuristique intervient lorsque la dimension dans laquelle le découpage en blocsa été dé�ni est de la forme 3k + 2. En supposant que P = 3k + 2 et Q = 3k′ + 2, nous obtenons unesolution dont le coût est :

min
(

max(dP
2
e+ Q, 2Q),max(dQ

2
e+ P, 2P )

)D'après la propriété 8, une borne inférieure du nombre d'émissions est :
1

3
(P ×Q− 2)Le cas critique en terme d'émissions intervient pour une dimension de tore Q = 3k + 1 : le bloc Rcontient alors autant de transmetteurs que de récepteurs. En pareille situation, le nombre total detransmetteurs est de :

1

3
(P ×Q + 2Q + 2P − 14)

�77



CHAPITRE 4. MISE EN PLACE D'HEURISTIQUES DE DIFFUSIONRemarque 11 :Le résultat en nombre d'émissions est légèrement meilleur que sur la grille. Était-ce prévisible ? Apriori oui, car tous les sommets ont ici un degré 4. En comparaison, les sommets en bord de grillen'ont que 3 voire 2 voisins ce qui est plus contraignant.Remarque 12 :Le rapport d'approximation ρ au problème [Di�,Sync,Tmp-EM�tore]-minémissions tend très vite vers
1 pour des tores de dimensions su�samment grandes. Par ailleurs, la borne minorante utilisée n'estpas atteignable pour la majorité des instances. Ceci laisse suggérer que le ratio de performance estun peu plus faible que celui proposé par le calcul, renforçant ainsi la pertinence de notre heuristique.Notons en�n que la décentralisation de l'heuristique reste possible, par a�ectation de coordonnéesaux n÷uds selon une représentation 2D. Le principe est alors identique à celui employé dans la grille.
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Chapitre 5Outils de résolution exacteL'étude théorique menée dans le chapitre 3 permet d'a�rmer ceci : toute stratégie cohérentepour [Di�,Sync,Arbo�] possède des coûts en nombre d'étapes ou d'émissions supérieurs ou égauxà une stratégie optimale cohérente pour [Di�,Sync,Tmp-EM�]. En d'autres termes dans un modèlesynchrone, on ne peut pas espérer une meilleure solution en préférant notre stratégie en arborescenceplutôt que les stratégies d'ordonnancement classiques. Mais la di�érence de coûts est-elle signi�cativeen moyenne ? Nous proposons dans ce chapitre des expérimentations destinées à répondre à cettequestion. La première section décrit une formulation linéaire en nombre entiers destinée à produiredes solutions selon di�érentes stratégies. La seconde section détaille le protocole expérimental quenous avons mis en ÷uvre et les résultats que nous avons obtenus.5.1 Formulation linéaire en nombres entiersNous dé�nissons dans cette section une stratégie optimale pour résoudre le problème de ladi�usion dans un modèle de communication synchrone. Nous proposons des formulations linéairesen nombres entier pour les problèmes [Di�,Sync,Tmp-EM�]-minTemps, [Di�,Sync,Tmp�]-minTempset [Di�,Sync,Arbo�]-minTemps. L'intérêt de ces formulations réside dans le fait qu'elles permettentde minimiser lexicographiquement le temps de di�usion, puis le nombre d'émissions. Les solutionsrenvoyées sont donc optimales en temps, et utilisent un nombre minimal d'émissions.La donnée du programme linéaire en nombres entiers (PLNE) est composée d'un graphe G =
(V,E) supposé connexe et d'un n÷ud source s.Le nombre d'étapes et d'émissions sont minimisés comme suit :� Une variable T représente le nombre d'étapes maximum autorisé. Le PLNE est dé�ni seloncette variable.� La variable T est initialisé avec l'excentricité de s dans G lors de la première exécution duPLNE. Tant que ce dernier renvoie que l'instance donnée n'a pas de solution, nous incrémen-tons T et relançons l'exécution.� Dès qu'une solution réalisable est trouvée sur l'instance, on en déduit que T a atteint lavaleur minimum du nombre d'étapes. La fonction objectif consiste alors à minimiser le nombred'émissions utilisées. Au terme de son exécution, le programme renvoie une solution minimumen nombre d'étapes, et minimale en nombre d'émissions. 79



CHAPITRE 5. OUTILS DE RÉSOLUTION EXACTE5.1.1 Stratégie cohérente pour [Di�,Sync,Tmp-EM�]Nous proposons une formulation linéaire mixte qui renvoie, lorsqu'elle existe, une stratégie co-hérente pour le contexte [Di�,Sync,Tmp-EM�] sous forme d'un ordonnancement d'émissions. Lescritères de temps et de transmissions sont minimisés comme expliqué ci-avant.Soient G = (V,E), s ∈ V , et T ∈ IN∗ la donnée de notre programme linéaire.Nous utilisons deux types de variables :1. emet[i, t] ∈ {0, 1},∀i ∈ V, t ∈ [1, T ]2. recoitBien[i, t] ∈ {0, 1},∀i ∈ V, t ∈ [1, T ]Les variables entières emet[i, t] prennent la valeur 1 si et seulement si le n÷ud i émet à l'étape
t, et 0 autrement. De même chaque variable recoitBien[i, t] est a�ectée à 1 si et seulement si len÷ud i reçoit une transmission sans interférence à l'étape t, et 0 autrement. La formulation de noscontraintes nous autorise à relaxer le problème, c'est-à-dire dé�nir les variables recoitBien[i, t] demanière continue sur [0, 1], et non plus binaires.La minimisation du temps de di�usion est assurée en faisant varier le paramètre d'entrée T . Aussil'objectif de la fonction de minimisation du programme est la minimisation du nombre d'émissions :

min
∑

i∈V,t∈[1,T ]

emet[i, t]Cet objectif est sujet aux contraintes suivantes :1. L'inéquation 5.1 impose que chaque n÷ud (hormis la source) doit recevoir au moins une foisle message.
∑

t∈[1,T ]

recoitBien[i, t] ≥ 1 ∀i ∈ V − {s} (5.1)2. Les deux inéquations suivantes lient la réception d'un n÷ud à l'émission de ses voisins. Unn÷ud ne peut rien recevoir à l'étape t si aucun de ses voisins n'émet (inéquation 5.2), ou sideux de ses voisins (ou plus) émettent simultanément (inéquation 5.3).
recoitBien[i, t] ≤

∑

j∈NG(i)

emet[j, t] ∀i ∈ V, t ∈ [1, T ] (5.2)
recoitBien[i, t] ≤ 2− emet[j, t] − emet[k, t] ∀i ∈ V, t ∈ [1, T ], j, k ∈ N(i) (5.3)3. Un n÷ud autre que la source ne peut émettre qu'à la condition qu'il ait reçu le message à uneétape précédente, comme l'atteste l'inéquation 5.4 :

emet[i, t] ≤
∑

u∈[1,t−1]

recoitBien[i, u] ∀i ∈ (V )− {s}, t ∈ [1, T ] (5.4)4. En�n le n÷ud source est le seul à émettre à l'étape 1 :
emet[s, 1] = 1 (5.5)80



5.2. SIMULATIONS ET RÉSULTATSDes opérations de �ltrage sont réalisées pour optimiser le temps d'exécution de ce programme.Ainsi pour un n÷ud i situé à une distance d de la source, nous pouvons déjà attribuer la valeur
0 aux variables emet[i, t], et recoitBien[i, t − 1], ∀t ≤ d. De même seuls les n÷uds adjacents à lasource reçoivent bien le message à l'étape 1. En�n un n÷ud qui est un point d'articulation émetobligatoirement au moins une fois dans toute solution, ce qui nous conduit à dé�nir une nouvelleinéquation satisfaisant cette condition.5.1.2 Stratégie cohérente pour [Di�,Sync,Tmp�]La formulation présentée précédemment se modi�e très simplement si l'on souhaite dé�nir desstratégies cohérentes dans d'autres contextes. Si l'on souhaite que l'ordonnancement résultat dé-crive une stratégie cohérente pour [Di�,Sync,Tmp�], il nous su�t d'ajouter l'inéquation 5.6. Cetteinéquation contraint chaque n÷ud à n'émettre qu'au plus une fois dans la solution obtenue.

∑

t∈[1,T ]

emet[i, t] ≤ 1 ∀i ∈ V (5.6)5.1.3 Stratégie cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,]Une stratégie cohérente pour [Di�,Sync,Tmp�] l'est également pour [Di�,Sync�Arbo,] si et seule-ment si toute émission d'un n÷ud i quelconque à l'étape t est précédée d'une réception correcteà l'étape t − 1. Nous formulons cela en reprenant la formulation conduisant à l'obtention d'unestratégie valide pour [Di�,Sync,Tmp�], et en remplaçant l'inéquation 5.4 par l'inéquation suivante :
emet[i, t] ≤ recoitBien[i, t− 1] ∀i ∈ (V )− {s}, t ∈ [2, T ] (5.7)5.2 Simulations et résultats5.2.1 Mode opératoire et génération de graphes aléatoiresNous avons choisi d'e�ectuer nos simulations sur des graphes de disques unitaires. Cette classede graphes a été retenue car elle modélise e�cacement les réseaux radio dans lesquels les émissionssont omnidirectionnelles, ce qui est le cas des réseaux ad-hoc ou des réseaux de capteurs.Nous générons ces graphes à l'aide de deux paramètres que sont :1. n le nombre de sommets du graphe,2. r le rayon d'émission.Nous tirons pour chacun des n sommets deux coordonnées correspondant à la position du sommetdans un plan euclidien de dimensions M × M . Deux sommets sont voisins si leur distance estinférieure ou égale à r. Si le graphe résultat n'est pas connexe, nous augmentons progressivement rjusqu'à ce qu'il le devienne sans remettre en cause les coordonnées précédemment tirées. En pareilcas les graphes obtenus ont une densité généralement faible, et ont une plus grande probabilité decontenir le graphe X84 comme sous-graphe induit. La présence d'un tel motif n'est généralementpas à l'avantage de notre stratégie en arborescence.Le sommet source s est choisi au hasard dans le graphe résultat.Pour chaque graphe, nous calculons le coût optimal en nombre d'étapes puis d'émissions desolutions cohérentes pour [Di�,Sync,Tmp-EM�], [Di�,Sync,Tmp�] et [Di�,Sync�Arbo,], et reportons81



CHAPITRE 5. OUTILS DE RÉSOLUTION EXACTEà titre indicatif le temps nécessaire au calcul de cette solution. Nous générons un millier de graphesconnexes entre 5 et 70 sommets, et de densités diverses.5.2.2 Résultats et analyseLes simulations ont été réalisées sur une station de travail équipée d'un processeur Intel Core 2Duo 2.0 Ghz. Nous avons utilisé la librairie GLPK1 pour implémenter nos programmes. Le tableau5.1 présente une partie signi�cative des résultats obtenus. Pour chaque instance et chaque stratégie,nous indiquons le nombre d'étapes minimum et le nombre minimal d'émissions (colonnes étapes etémissions), ainsi que le temps en secondes pour trouver la solution (colonne temps).Excentricité et nombre d'étapesLa remarque suivante découle d'une analyse théorique :Remarque 13 :Il existe des instances de graphes de disques unitaires pour lesquelles le coût optimal d'une solutionà [Di�,Sync�Arbo,]-minTemps peut être éloigné à un facteur multiplicatif près du coût optimal de[Di�,Sync,Tmp�]-minTemps.Par exemple, si l'on considère l'instance de la �gure 5.1 :� toute stratégie de di�usion cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] requiert au moins 16 étapes : ene�et, chacun des sommets formant des cycles de taille 4 doit être transmetteur, et aucun nepeut émettre à la même étape (voir pour rappel la remarque 3).� En revanche, on peut trouver une stratégie de di�usion cohérente pour [Di�,Sync,Tmp�] en
12 étapes, puisque dans chaque cycle de taille 4 il n'est pas nécessaire de procéder à l'émissiondes 4 sommets (on temporise pour éviter un con�it).

s

Fig. 5.1 � Un graphe de disques unitaires, et une source s.1Gnu Linear Programming Tool82



5.2.SIMULATIONSETRÉSULTATS
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CHAPITRE 5. OUTILS DE RÉSOLUTION EXACTEEn généralisant la construction dont l'idée découle de la �gure 5.1, nous pouvons proposer desinstance composées de graphes de disques unitaires dans lesquelles l'optimum de [Di�,Sync�Arbo,]-minTemps est au moins égal à 4/3 fois l'optimum de [Di�,Sync,Tmp�]-minTemps.Or les résultats des simulations en terme de nombre d'étapes, synthétisés dans le tableau 5.2,montrent qu'au moins 93% des solutions trouvées utilisent autant d'étapes que l'excentricité de lasource, quelle que soit la stratégie employée. Les solutions restantes utilisent seulement une étapede plus que l'excentricité. Nombre d'étapes utiliséesModèle excentricité excentricité + 1 ≥ excentricité + 2[Di�,Sync,Tmp-EM�] 93.1% 6.9% 0.0%[Di�,Sync,Tmp�] 93.1% 6.9% 0.0%[Di�,Sync�Arbo,] 93.1% 7.0% 0.0%Tab. 5.2 � Relation entre le nombre d'étapes et l'excentricité de la source, selon les modèlesSur le millier d'instances générées, les optimums en nombre d'étapes selon les stratégies di�èrentsur seulement 2 instances : sur chacune d'entre elles, le nombre d'étapes des stratégie cohérentespour [Di�,Sync,Tmp-EM�] et [Di�,Sync,Tmp�] est égal à l'excentricité, et à l'excentricité plus unpour [Di�,Sync�Arbo,].� En moyenne et sur les graphes de disques unitaires aléatoires, des stratégies cohérentes pour[Di�,Sync,Tmp-EM�], [Di�,Sync,Tmp�] ou [Di�,Sync�Arbo,] ont des optimaux en nombred'étapes globalement identiques.� Ces optimaux sont égaux à l'excentricité de la source pour plus de 90% des cas.En examinant les instances où le nombre d'étapes requis est strictement supérieur à l'excentricité,on observe qu'en général la perte d'une étape est souvent liée à la présence d'une con�gurationdi�cile à franchir (par exemple le sous-graphe X84) aux abords du n÷ud source, ou vers les sommetsles plus éloignés de la source.Nombre d'émissions selon les stratégiesSur l'ensemble des simulations, aucune stratégie cohérente pour [Di�,Sync,Tmp-EM�] n'a utilisémoins d'émissions qu'une stratégie cohérente pour [Di�,Sync,Tmp�] sur la même instance. Cetteconstatation nous emmène à penser qu'en pratique, la capacité d'un n÷ud à pouvoir émettre plu-sieurs fois un même message n'est pas pertinente, et qu'une solution à coût équivalent peut êtretrouvée avec au plus une seule émission par n÷ud.De plus, le nombre d'émissions optimal d'une stratégie cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] estégal à l'optimal d'une stratégie cohérente pour [Di�,Sync,Tmp-EM�] sur 97.1% des instances, età l'optimal plus un pour les autres. Nous avons seulement identi�é une instance sur laquelle lenombre d'émissions optimal pour [Di�,Sync�Arbo,] était exactement celui de [Di�,Sync,Tmp-EM�]plus deux. Ceci nous conforte dans l'idée que toute stratégie cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] o�redes performances équiavalentes aux autres stratégies, bien que théoriquement moins bonnes.84



5.2. SIMULATIONS ET RÉSULTATSPar ailleurs, sur les deux instances pour lesquelles la stratégie cohérence pour [Di�,Sync�Arbo,]requiert une étape de plus que celle cohérente pour [Di�,Sync,Tmp�], le nombre d'émissions opti-mal est inférieur de deux. L'augmentation du nombre d'étapes permet ici de diminuer le nombred'émissions nécessaires.Temps de calculL'objectif de ces simulations consistait essentiellement à montrer que les stratégies basées surle modèle [Di�,Sync�Arbo,] o�rent des performances globalement équivalentes aux autres straté-gies synchrones. Nous ne cherchons pas à résoudre ici le plus rapidement possible des instances degrande taille. Néanmoins, nous terminons ce chapitre en soulevant une interrogation liée aux tempsde calcul, et qui relève plutôt du domaine de la recherche opérationnelle.Il est clair que l'implémentation de nos programmes permet de résoudre en quelques secondesdes instances de l'ordre de 50 sommets ou moins. Lorsque les instances deviennent de plus en plusgrandes, le temps nécessaire à la résolution d'une instance devient de plus en plus aléatoire, et peutvarier de quelques secondes à quelques heures pour deux instances pourtant très proches. Aucun desfacteurs que nous avons étudiés (nombre de sommets, densité, nombre de variables et de contraintes)ne sont à l'origine de telles variations. Nous citons à titre d'exemple l'expérimentation suivante :1. À partir de mêmes coordonnées de sommets, nous avons créé plusieurs graphes en faisantvarier seulement le rayon d'émission lors du processus de génération.2. Nous avons sélectionné un modèle, et noté le temps d'exécution du solveur pour calculer lastratégie optimale en temps puis en émissions sur chacun des graphes générés.3. Nous avons dressé la courbe du temps de calcul en fonction du rayon d'émission.Il apparaît que cette courbe n'est pas régulière, et qu'une augmentation même légère du rayond'émission a une variation imprévisible sur le temps de calcul de la stratégie optimale. Nous pen-sons que la variation du temps de calcul est certainement liée à la topologie du graphe, et aucomportement interne du solveur qui, dans son processus de résolution, arrive à e�ectuer souventde bonnes a�ectations de variables mais pas systématiquement.Notons en�n qu'en général et pour une instance donnée, nous trouvons plus rapidement lastratégie optimale cohérente pour [Di�,Sync�Arbo,] que les autres. Ceci est probablement dû au faitque l'espace des solutions est plus restreint, et engendre plus de coupes dans le processus de rechercheexhaustive des solutions. Le phénomène est très présent en recherche opérationnelle : une solution decoût optimal peut être déterminée rapidement (par rapport à la durée totale d'exécution du solveur),mais prouver l'optimalité de cette dernière nécessite un parcours exhaustif de toutes les solutionstrès coûteux en temps. Curieusement, cette remarque ne s'applique pas pour [Di�,Sync,Tmp�]. Letemps de recherche de la stratégie cohérente pour [Di�,Sync,Tmp�] est globalement plus long quepour [Di�,Sync,Tmp-EM�].
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ConclusionNous avons étudié le long de cette partie le problème de la di�usion depuis une source unique
s dans un réseau radio multi-sauts, sous diverses approches et contraintes. Les caractéristiques lesplus représentatives des réseaux que nous avons considéré sont :� des émissions omnidirectionnelles,� une même fréquence d'émission pour chaque n÷ud,� l'absence de couche MAC idéale, ce qui prévient la réception simultanée de deux transmissionsvoisines, et l'incapacité à émettre et recevoir simultanément.Le chapitre 2 a permis d'établir une classi�cation des di�érentes approches et travaux réalisés. Auxapproches traditionnelles proposant un ordonnancement d'émissions, nous avons opposés une nou-velle stratégie de di�usion, dite en arborescence, dont un des intérêt est l'application dans un modèleasynchrone.L'étude de menée dans le chapitre 3 a montré l'existence systématique d'une stratégie de dif-fusion en arborescence. Malheureusement, les problèmes qui consistent à trouver une arborescenceminimisant les coûts en temps de di�usion ou en nombre d'émissions ont été montré NP-di�cilesdans les cas synchrones ou asynchrones. L'étude de l'impact de la topologie du réseau sur ces pro-blèmes nous a permis d'établir que lorsque le graphe du réseau est triangulé, le nombre d'émissionsminimum d'une stratégie de di�usion en arborescence est exactement la taille d'un ensemble domi-nant connexe. Ce résultat aboutit à un algorithme polynomial minimisant le nombre d'émissionsdans les graphes d'intervalles. Nous avons par ailleurs proposé un algorithme approximant le tempsde di�usion par ∆G lorsque le graphe est triangulé.La première section du chapitre 4 reprend les stratégies d'ordonnancement propres aux modèlessynchrones sur les graphes dont l'excentricité de la source est 2. L'introduction d'un nouvel outil,la mv-décomposition, permet de dé�nir une stratégie de di�usion en O(ln2 n). Le résultat était déjaannoncé dans [CW91], mais l'algorithme que nous proposons a une meilleure complexité de l'ordrede O(m × O(ln2 n)). Nous annonçons également une stratégie minimum en nombre d'étapes etd'émissions sur les graphes convexes circulaires. Les seconde et troisième sections du chapitre sontdédiées à la dé�nition d'heuristiques sur la grille et le tore. Le principal résultat est la mise en placed'une stratégie de di�usion en arborescence dont les performances sont indiquées dans le tableau5.3 .En�n, les méthodes de résolutions exactes présentées dans le chapitre 5 nous ont permis d'établirdes observations intéressantes entre les trois stratégies de di�usion synchrones en ordonnancement,en ordonnancement et émission unique par n÷ud, et en arborescence : expérimentalement, les troisstratégies renvoient des solutions optimales de coûts équivalents en nombre d'étapes et nombre87



PARTIE 1. CONCLUSIONTopologie Temps de di�usion Nombre d'émissionsGrille [P ×Q] OPT + 5 OPT+ 6
max(P,Q)−2Tore [P ×Q] 2×OPT OPT+ 4
max(P,Q)−2Tab. 5.3 � Performance des heuristiques proposées sur la grille et le tored'émissions sur les graphes de disques unitaires. Ceci justi�e l'intérêt porté aux stratégies de di�usionen arborescence, que l'on pouvait penser moins pertinentes au terme de l'étude théorique.Le principal apport dont peut béné�cier ce travail est la mise en place d'heuristiques de di�usionpertinentes pour les stratégies en arborescences sur des topologies générales.Par ailleurs les résultats expérimentaux observés nous incitent à nous demander quel est l'écartentre les performances théoriques d'une stratégie de di�usion et ses performances réelles. Nous avonspar exemple proposé une stratégie de di�usion en O(m. log N) étapes sur des graphes pour lesquelsl'excentricité de la source est 2. Nous connaissons l'existence de graphes sur lesquels cette borneest atteinte. Mais qu'en est-il en général sur des instances quelconques ? Obtient-t-on des résultatsproches de cette borne ou au contraire bien meilleurs ? Et en généralisant cette approches sur desgraphes de diamètre D ? L'étude de ces questions sur les algorithmes de di�usion existants permet-trait de véri�er si l'analyse théorique est un bon indicateur de performances, ou si la comparaisonde deux algorithmes doit obligatoirement passer par l'expérimentation.
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Deuxième partieSatisfaction de requêtes decommunication dans un réseau radiomulti-sauts synchrone
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IntroductionNous étudions deux familles de problèmes algorithmiques inspirés des contraintes de routagerencontrées dans des réseaux sans �l multi-sauts synchrones. Ces problèmes consistent à satisfairedes requêtes de communication dans un environnement où deux n÷uds ne sont pas nécessairementà portée directe d'émission et où les émissions trop proches génèrent des zones de brouillage (pasde couche MAC idéale).Pour satisfaire une requête il est possible de lui a�ecter une route que devra suivre le message dela requête dans le réseau. Pour éviter les brouillages nous pouvons envisager de temporiser l'émis-sion de certains n÷uds. Notre objectif est de minimiser le temps nécessaire pour satisfaire toutesles requêtes. Les deux familles de problèmes di�èrent en ce que les routes sont imposées dans l'une,et à déterminer dans l'autre. Ces problèmes de routage constituent une suite naturelle au problèmede di�usion abordé dans la première partie de cette thèse.Nous proposons dans cette partie une étude de complexité de ces problèmes, et nous mettonsen évidence l'impact de certains paramètres sur la di�culté de ces problèmes.Organisation de cette partieCette partie est organisée de la manière suivante :Le chapitre 6 introduit formellement les deux familles de problèmes, respectivement nomméesDAWN-paths et DAWN-requests. Nous y présentons les sous-problèmes constituant chaque famille.Nous débutons dans le chapitre 7 une étude de complexité de l'ensemble des problèmes dé�nisau chapitre 6. La complexité des problèmes de DAWN-paths et DAWN-requests est envisagée engénéral, selon la distance maximum séparant chaque source d'une requête de sa destination, dansdes topologies restreintes et selon la valeur de la date maximum que l'on peut allouer. Nous dressonspour ce dernier paramètre la frontière entre la polynomialité et la NP-complétude de DAWN-pathset DAWN-requests.Le chapitre 8 conclut par l'existence d'algorithmes de résolution exacte en temps polynomiallorsque le nombre de requêtes d'une instance est borné.
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Chapitre 6Le problème de satisfaction de requêtesde communicationLa première section de ce chapitre dé�nit la notion de requêtes de communication, et introduitles conditions d'exécution dans lesquelles nous considérons le problème de satisfaction de requêtes decommunication. Le formalisme proposé dans la seconde section permet la dé�nition des problèmesDAWN-paths et DAWN-requests dans la section suivante. Nous concluons dans une quatrième sec-tion par la dé�nition de ces problèmes dans un modèle dit � online �, qui revient à considérer cesproblèmes sur des réseaux dynamiques.6.1 Introduction au problème de satisfaction de requêtesNous avons introduit dans la première partie de ce mémoire les principales caractéristiques liéesà l'utilisation d'un média radio, et avons étudié le problème de la di�usion dans di�érents modèles.Nous proposons l'étude de deux nouveaux problèmes algorithmiques inspirés du fonctionnement desréseaux radio, et liés à la satisfaction de requêtes de communication.Une requête entre deux n÷uds est la demande de ressources (slot de connexion, bande passante,donnée, . . .) d'un n÷ud à l'autre. Dans le cadre d'une requête de communication d'un n÷ud a versun n÷ub b, il convient de délivrer une information depuis le n÷ud a à destination du n÷ud b.On quali�e la requête de satisfaite si le message a été acheminé correctement de a vers b. Denombreux problèmes sont inhérents à la satisfaction d'un ensemble de requêtes de communications,par exemple :� Des problèmes de gestion de tra�c : l'émission d'une requête consomme les ressources d'unréseau, principalement de la bande passante et du temps de calcul des n÷uds routeurs. Lenombre de requêtes pouvant être traitées simultanément est donc limité par les ressourcesde l'infrastructure. A�n d'éviter des phénomènes d'engorgement, qui peuvent dégrader lesperformances du réseau, il est souvent nécessaire de retarder l'émission de requêtes, ou d'encontrôler au moins le débit. Un problème parfois évoqué consiste à trouver des stratégiespermettant de satisfaire un nombre maximum de requêtes simultanément, et a été notammentétudié dans les réseaux WDM (Wavelength Division Multiplexing) [CR02].� Des problèmes de routage d'information : un n÷ud ne sait pas nécessairement par quelle routeatteindre le destinataire d'une requête. 93



CHAPITRE 6. LE PROBLÈME DE SATISFACTION DE REQUÊTES DE COMMUNICATIONNous étudions le problème de satisfaction de requêtes exclusivement dans le modèle [Requêtes,Sync, Tmp�] dont nous rappelons les caractéristiques principales :� Les n÷uds ne disposent pas de couche MAC idéale.� Les n÷uds ont un modèle d'antennes omnidirectionnelles sans limitation de puissance (le rayond'émission ne peut varier au cours du temps).Les communications sont sujettes aux contraintes suivantes :� ∆-port émission : les émissions sont omnidirectionnelles. Pour une transmission donnée, tousles n÷uds voisins de l'émetteur recoivent le message.� 1-port réception : un n÷ud ne peut recevoir qu'un seul message à la fois. La réception si-multanée de deux ou plusieurs messages peut entraîner des interférences et une altération desmessages envoyés.� Half-duplex : un n÷ud du réseau ne peut pas simultanément émettre un message et en recevoirun autre. Cependant il peut choisir d'ignorer une réception pour procéder à une émission.Dès lors, toute émission a lieu à une étape donnée, sans multiplexage possible. Prévenir lescon�its d'émissions s'opère en temporisant les émissions. Nous supposons qu'un superviseur connaîtla topologie du réseau.C'est dans ce contexte qu'apparaissent nos deux problèmes algorithmiques : satisfaire le plusrapidement possible une collection de requêtes de communication en indiquant aux n÷uds du réseaules dates auxquelles ils doivent faire suivre les paquets qui transitent par eux.6.2 Modélisation et formalismeNous modélisons un réseau radio multi-sauts par un graphe orienté G = (V,E). L'ensemble Vreprésente l'ensemble des n÷uds du réseau, et E représente l'ensemble des liaisons radios entre cesn÷uds. Nous considérons généralement que le réseau est symétrique : si un n÷ud x peut communi-quer avec un n÷ud y, alors y peut communiquer avec x. Nous préférons dans ce cas une modélisationavec un graphe non orienté, faisant ainsi abstraction de l'orientation des liaisons. Une requête decommunication r est dé�nie comme un couple (s, t) dans lequel s désigne l'émetteur de la requêteet t son destinataire. Une route de communication dans le réseau est modélisée par un parcours.Dé�nition 39 (fonction de routage) :Soient un graphe G = (V,E) et une collection de requêtes R.Une fonction de routage est une fonction P qui à toute requête r = (s, t) de R associe unparcours P (r) dans G commençant par s et terminant par t. Pour un parcours donné, nous suppo-sons les sommets deux à deux di�érents.Dé�nition 40 (a�ectation de dates, correcte, sans con�it) :Soient un graphe G = (V,E), une collection de requêtes R, une fonction de routage P .94



6.3. LES PROBLÈMES DAWN-PATHS ET DAWN-REQUESTSUne a�ectation de dates est une fonction qui, à tout couple (r, x) où r = (s, t) ∈ R et x ∈ P (r)avec x 6= t1 associe un entier naturel positif : la date à laquelle le sommet x doit relayer le messagede la requête r.Une a�ectation de dates d est correcte si et seulement si les sommets xi de chaque parcours P (r)émettent dans un ordre cohérent. Formellement, pour toute requête r avec P (r) = (x0, x1, . . . , xk)on a d(r, x0) < d(r, x1) < ... < d(r, xk).Nous dirons qu'une a�ectation de dates d correcte est de plus sans con�it si et seulement si pourtoute paire de requêtes r et r′ de R avec P (r) = (. . . , xi, xi+1, . . . ) et P (r′) = (. . . , yi, yi+1, . . . ) lesémissions respectent le modèle de communication et ne s'interfèrent pas au niveau d'un destinataire.D'une manière formelle, lorsque d(r, xi) = d(r′, yj) les conditions suivantes doivent être satisfaites :1. xi 6= yj : prévient tout multiplexage, un même n÷ud ne peut émettre à la même étape lesmessages de deux requêtes di�érentes.2. xi+1 6= yj et yj+1 6= xi : implique qu'aucun n÷ud ne peut à la fois être récepteur et émetteurà la même étape (half-duplex).3. {xi, yj+1} /∈ E(G) et {yj, xi+1} /∈ E(G) : assure qu'un n÷ud ne peut recevoir un message ques'il n'est pas brouillé par une transmission voisine. Il implique également que l'émission d'unn÷ud a�ecte l'ensemble de ses voisins (∆-port-émission et 1-port-réception).Le coût d'une a�ectation est la valeur de la plus grande date a�ectée, c'est à dire max(d(r, x)|r ∈
R,x ∈ P (r)). Nous le notons duree(d).Dé�nition 41 (a�ectation inarrêtable) :Soient un graphe G = (V,E), une collection de requêtes R, une fonction de routage P , et unea�ectation de dates d correcte et sans con�it des requêtes de R sur le graphe G.L'a�ectation est dite inarrêtable si et seulement si pour toute requête r = (s, t) ∈ R, dès que
s émet alors la progression du message de r n'est plus temporisée et se propage sur P (r) jusqu'à sadestination t. Formellement, pour P (r) = (x0, x1, . . . , xi, . . . , xk), alors :

d(r, xi) = d(r, x0) + i, ∀0 ≤ i ≤ kSeuls les parcours et la date d'émission de la source de chaque requête nécessitent d'être connusdans la solution.6.3 Les problèmes DAWN-paths et DAWN-requestsCompte tenu d'une collection de requêtes de communication à satisfaire dans un réseau radiosynchrone, le problème DAWN (Date Assignment in Wireless Network) consiste à trouverune a�ectation de dates correcte et sans con�it le long de routes de communication. Selon si lesroutes de communication à suivre sont imposées (données par des tables de routage) ou pas, nousdistinguons respectivement deux types de problèmes : DAWN-paths et DAWN-requests. Chacun deces problèmes fait l'objet d'une des deux sections suivantes.1le dernier n÷ud du parcours, destinataire du message, n'a pas à le relayer. 95



CHAPITRE 6. LE PROBLÈME DE SATISFACTION DE REQUÊTES DE COMMUNICATION6.3.1 DAWN-pathsLe problème de décision DAWN-paths, présenté dans cette sous-section, consiste à se demanders'il est possible de satisfaire une collection de requêtes donnée en un nombre imposé d'étapes, lorsqueles routes de communication sont données.Donnée : Un graphe G = (V,E), une collection de requêtes R =
(

ri = (si, ti)
)

1≤i≤K
,une fonction de routage P qui associe à chaque requête ri un parcours P (ri)reliant les sommets de ri, un entier naturel D.Question : Existe-t-il une a�ectation de dates correcte et sans con�it, telle que la plusgrande date a�ectéenée soit inférieure ou égale à D ?Problème de décision 6.3.1: Le problème DAWN-pathsPSfrag replacements

A B C D E F
G H I J K(a)

PSfrag replacementsABCDEFGHIJK
1 3 4 5 6
1 2 3 5(b)Fig. 6.1 � (a) Une instance I = (G,R,P, 6) de DAWN-paths contenant 2 requêtes r1 = (A,F ),

r2 = (G,K), P (r1) = (A,B,C,D,E, F ) and P (r2) = (G,H, I, J,K). (b) Une a�ectation de datescorrecte et sans con�it pour I.Une instance I de DAWN-paths est représentée par un 4-uplet (G,R,P,D) désignant respec-tivement un graphe, une collection de requêtes, une fonction de routage et une date d'émissionmaximum. La �gure 6.1 illustre une instance de ce problème. Toute a�ectation d correcte et sanscon�it des requêtes de R sur P et de coût inférieur à D représente donc une solution réalisable pour
I, dont le coût est égal à duree(d). Par souci de clarté, nous dirons que l'a�ectation de dates estréalisable sur I.À partir de DAWN-paths nous dé�nissons les problèmes suivants :� Nous appelonsmin-DAWN-paths la version optimisation du problème DAWN-paths consis-tant à trouver une a�ectation de dates correcte et sans con�it ayant un nombre minimumd'étapes.� Nous appelonsDAWN-K-paths la version du problème DAWN-paths dans laquelle le nombrede requêtes est borné par une constante k.� Nous appelons D-DAWN-paths pour D ∈ IN∗ la version du problème DAWN-paths danslaquelle le nombre maximum d'étapes autorisé est extrait de la donnée et se situe dans le nomdu problème.Les instances de min-DAWN-paths et D-DAWN-paths se dé�nissent par un triplet (G,R,P ).96



6.3. LES PROBLÈMES DAWN-PATHS ET DAWN-REQUESTS6.3.2 DAWN-requestsCette sous-section décrit un problème approché de DAWN-paths, nommé DAWN-requests.L'étude du problème DAWN-requests naît de l'observation suivante :Observation 2 :Recalculer les routes de communication en fonction des requêtes peut permettre de diminuer lenombre d'étapes minimum requis. Autrement dit, il n'existe pas de routage �xe permettant d'atteindreune solution optimale pour n'importe quelle collection de requêtes donnée.Preuve :Soit G le graphe présenté dans la �gure 6.2.Dé�nissons I1 = (G,R1, P ) et I2 = (G,R2, P ) deux instances du problème min-DAWN-pathsavec R1 = (r1
1 = (A,H), r1

2 = (A,G)) et R2 = (r2
1 = (A,H), r2

2 = (A,D)). On peut montrer par uneétude de cas que l'instance I1 peut être satisfaite en 4 étapes si et seulement si P (r1
1) = (A,B,E,H)et P (r1

2) = (A,C,F,G). Tout autre routage entraîne une augmentation du nombre d'étapes mini-mum. L'instance I1 avec le routage précédemment énoncé est présentée en �gure 6.2 (a). La �gure
(b) présente une solution de cette instance.Or dans ce cas, la solution optimale du problème I2 est au mieux de 6 étapes, alors qu'avec leroutage P ′ tel que P ′(r2

1) = (A,C,F,H) P ′(r2
2) = (A,B,E,D) on obtient une solution en 4 étapes.L'instance I2 avec le dernier routage énoncé est présentée en �gure 6.2 (c). La �gure (d) présenteune solution de cette instance.PSfrag replacements
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1|22 33 4(d)Fig. 6.2 � Il n'y a pas de routage optimal �xe pour le problème DAWN-pathsClairement pour deux instances données, une même requête (A,H) doit tantôt suivre le parcours

(A,B,E,H), tantôt (A,C,F,H) si l'on souhaite satisfaire les instances en un nombre minimumd'étapes. �L'observation 2 nous incite à dé�nir un second problème de décision, nommé DAWN-requestset présenté en 6.3.2. Ce problème consiste à se demander s'il est possible de satisfaire une collectionde requêtes données en un nombre imposé d'étapes, avec la di�culté supplémentaire que les routesde communication sont libres. Une solution réalisable à une instance ce problème consiste à dé�nirles routes de communications empruntées par chaque requête ainsi qu'à produire une a�ectation dedates d correcte et sans con�it pour ces dernières. 97



CHAPITRE 6. LE PROBLÈME DE SATISFACTION DE REQUÊTES DE COMMUNICATIONDonnée : Un graphe G = (V,E), une collection de requêtes R =
(

ri = (si, ti)
)

1≤i≤K
,un entier naturel D,Question : Existe-t-il une fonction de routage P sur R, et une a�ectation de dates correcteet sans con�it, telle que la plus grande date a�ectée soit inférieure ou égale à

D ?Problème de décision 6.3.2: Le problème DAWN-requestsNous notons une instance I de DAWN-requests par un triplet (G,R,D) désignant respectivementun graphe, une collection de requêtes, et une date d'émission maximum. Une solution à cette instancese décrit par le couple (P, d) où P est la fonction de routage décrivant les routes de communicationset d une a�ectation de dates correcte et sans con�it de R sur P . Le coût de cette solution estalors égal à duree(d). Par souci de clarté, nous dirons qu'une a�ectation de dates est réalisablepour l'instance (G,R,D) de DAWN-requests si et seulement s'il existe un routage P sur R, tel quel'a�ectation est réalisable pour l'instance (G,R,P,D) de DAWN-paths.À partir de DAWN-requests nous dé�nissons les problèmes suivants :� Nous appelons min-DAWN-requests la version optimisation du problème DAWN-requestsconsistant à dé�nir la fonction de routage et à trouver une a�ectation de dates correcte etsans con�it ayant un nombre minimum d'étapes.� Nous appelons DAWN-K-requests la version du problème DAWN-requests dans laquelle lenombre de requêtes est borné par une constante k.� Nous appelons D-DAWN-requests pour D ∈ IN∗ la version du problème DAWN-requestsdans laquelle le nombre maximum d'étapes autorisé est extrait de la donnée et se situe dansle nom du problème.Une instance de min-DAWN-requests ou D-DAWN-requests est représentée par un couple (G,R).Remarque 14 :Dans la dé�nition d'un parcours donné par une fonction de routage, nous supposons que les sommetsd'un même parcours sont tous distincts. Cette condition n'est pas essentielle, mais permet d'éviterqu'un message boucle dans le réseau.Supprimer cette supposition n'a�ecte en rien le coût d'une solution optimale au problème DAWN-requests. En e�et, si dans une solution réalisable un message parcours une boucle dans le réseau, ilsu�t de temporiser l'émission responsable de l'entrée dans la boucle d'autant d'étapes que nécessitela traversée de la boucle. Nous revenons alors à un état identique à celui a�ché en sortie de bouclesi le message avait transité par elle.D'un point de vue formel, supposons l'existence d'une solution (P, d) de coût k sur une instance
I = (G,R,D) de DAWN-requests, telle que ∃r = (s, t) ∈ R|P (r) = (s, . . . , x, . . . , x . . . , t). Alors onpeut dé�nir une solution de coût k′ ≤ k en supprimant simplement dans P (r) les sommets contenusentre les deux occurrences du même sommet x, et la première occurrence de x. L'a�ectation de datesreste inchangée sur les éléments restants de P (r).Remarque 15 :L'ajout de la particule � unstoppable � devant un problème désigne sa version dans laquelle toutesolution réalisable est représentée par une a�ectation de date correcte, sans con�it, et inarrêtable.98



6.4. VERS UN MODÈLE ONLINEEn accord avec cette dernière remarque, nous dé�nissons les problèmes suivants :� unstoppable-min-DAWN-paths,� unstoppable-DAWN-K-paths,� unstoppable-D-DAWN-paths,� unstoppable-min-DAWN-requests,� unstoppable-DAWN-K-requests� unstoppable-D-DAWN-requests .Remarque 16 :Reprenons la condition citée en remarque 14 et stipulant que les sommets d'un parcours sont deuxà deux distincts. Nous annonçons dans cette même remarque que cette condition est facultative pourles instances de DAWN-requests. La condition devient essentielle dès lors que l'on s'intéresse auproblème unstoppable-DAWN-requests, car le coût de la solution optimale est a�ecté en conséquence.Nous illustrons cette remarque par l'instance I = (G,R) de unstoppable-min-DAWN-requests où
G est le graphe de la �gure 6.3(a), et R = {r1 = (a, n), r2 = (l, a)}. Si l'on n'autorise pas de boucle,les seuls parcours possibles sont P (r1) = (a, b, c, d, e, f, k, l,m) et P (r2) = (l, k, f, j, e, d, c, b) (�gure6.3(b)). Les requêtes ne pouvant être temporisées une fois parties, alors r2 ne peut pas débuteravant que r1 n'ait atteint le sommet m, à l'étape 8. Le coût de la solution optimale est alors de 15.Si l'on autorise un message à boucler dans le réseau, alors une solution optimale de coût 12utilisant les parcours P (r1) = (a, b, c, d, e, f, k, l,m) et P (r2) = (l, k, f, j, i, h, g, f, e, d, c, b) peut êtreobtenue, en faisant débuter chaque requête à la première étape (�gure 6.3(c)). Le passage de r1dans la boucle permet aux deux requêtes de se � croiser �.
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k lmn(c)Fig. 6.3 � Une instance de unstoppable-DAWN-requestsLa mise en place d'un routage incitant un message à boucler dans le réseau n'est pas à notresens une bonne option. Toute possibilité de boucle reste donc exclue par la suite.6.4 Vers un modèle onlineL'ensemble des problèmes jusqu'alors énoncés a été établi sur un réseau radio synchrone danslequel aucune émission n'a été plani�ée ou n'est en cours. Supposons le scénario suivant :1. Une collection R1 de requêtes doit être routée sur le réseau.2. Un superviseur calcule une solution en D1 étapes, communique l'a�ectation de dates (éven-tuellement les politiques de routage) aux n÷uds du réseau qui démarrent les émissions. 99



CHAPITRE 6. LE PROBLÈME DE SATISFACTION DE REQUÊTES DE COMMUNICATION3. Alors que le processus de satisfaction des requêtes de R1 est en pleine exécution, une secondecollection de requêtes R2 à satisfaire apparaît.Parmi les di�érentes politiques qui peuvent être envisagées, nous distinguons deux approches :1. Attendre que toutes les requêtes R1 soient satisfaites, calculer ensuite une a�ectation de datesdes requêtes R2 sur le graphe et exécuter cette a�ectation.2. Calculer une a�ectation de dates des requêtes R2 et l'exécuter sans attendre, en tenant comptedes indisponibilités des sommets déjà mobilisés pour satisfaire les requêtes de R1.Nous quali�ons la première approche d'o�ine, en opposition avec la seconde que nous dironsonline. Intuitivement l'approche online o�re de meilleures performances en terme de temps que sonéquivalent o�ine. Pourquoi attendre qu'une première collection de requêtes soit satisfaite pour fairepartir la seconde ? Ce modèle online présente en outre des aspects plus réalistes : si une région trèslocalisée du réseau est mobilisée pour satisfaire R1, la politique o�ine est pénalisante, car aucunerequête de R2 ne peut débuter même si l'ensemble des n÷uds des parcours des requêtes de R2 neparticipe à l'émission des requêtes de R1.Nous formalisons dans cette section l'approche online du problème DAWN.6.4.1 Formalisme des versions online de DAWNDans sa version online, le problème DAWN consiste à trouver une a�ectation de dates correcteet sans con�it pour un ensemble de requêtes donné, dans un réseau radio où des émissions ontdéjà été plani�ées. Ces émissions résultent d'une ou plusieurs a�ectations de date, précédemmentcalculées à partir d'un ou plusieurs ensembles de requêtes. L'ensemble de ces émissions plani�éespeut se décrire par une a�ectation de dates d1 correcte et sans con�it. Durant toute l'exécution de
d1, certaines arêtes deviennent indisponibles à certaines étapes, tandis que d'autres redeviennentutilisables. Le problème online-DAWN-paths consiste donc à satisfaire un ensemble de requêtes Rdans un réseau où la topologie varie au cours du temps de manière prédictible.Modéliser un réseau dynamiqueNous introduisons le vocabulaire suivant :Dé�nition 42 (a�ectations compatibles) :Soient un graphe G, deux collections de requêtes R1 et R2 et deux a�ectations de dates d1 et d2valides et sans con�it satisfaisant respectivement les requêtes de R1 et R2.Les a�ectations d1 et d2 sont compatibles si l'a�ectation d des requêtes R1 ∪R2 telle que :� d(r, x) = d1(r, x),∀r ∈ R1, x ∈ P (r)� d(r, x) = d2(r, x),∀r ∈ R2, x ∈ P (r)est correcte et sans con�it.Nous dirons que l'a�ectation d2 est compatible pour d1 si et seulement si d1 a été dé�ni avant
d2 sans tenir compte des requêtes satisfaites par d2, et que les deux a�ectations sont compatibles.La donnée de la version online du problème DAWN peut se décrire par un graphe et une a�ec-tation correcte et sans con�it d1 dé�nissant des émissions invalidant des liens du réseau le temps100



6.4. VERS UN MODÈLE ONLINEd'une étape, et par un ensemble de requêtes R à satisfaire. Une solution consiste donc à trouverune a�ectation d2 correcte de R sur un graphe G, et qui soit compatible avec d1. Concrètement, lesémissions de l'a�ectation d1 invalident des liens du réseau le temps d'une étape. La recherche d'unea�ectation d2 compatible avec d1 sur G peut se ramener à la recherche d'une a�ectation sur un ré-seau dynamique. Récemment, les graphes évolutifs [Fer02] ont été proposés comme une abstractionformelle pour les réseaux dynamiques. Nous reprenons la dé�nition proposée dans [BXFJ03] :Dé�nition 43 (Graphe évolutif) :Soient un graphe G = (V,E) un graphe, et une séquence ordonnée SG = (G1, G2, . . . , Gτ ) de graphespartiels de G̃ où G̃ = (V, Ẽ) est un graphe orienté symétrique tel que {x, y} ∈ E ⇔ (x, y) ∈ Ẽ et
(y, x) ∈ Ẽ.Alors le couple (G,SG) est appelé un graphe évolutif.Dans la suite, nous notons SG[i] le i-ème graphe de la séquence SG. Concrètement, chaque graphepartiel correspond à la connectivité du réseau durant une période de temps désignée par son index.La dé�nition suivante permet de construire un graphe évolutif à partir d'un graphe et d'unea�ectation de dates correcte et sans con�it.Dé�nition 44 (Graphe évolutif représentant une a�ectation) :Soient une instance (G,R,P,D) de DAWN-paths, et d une a�ectation réalisable pour I.Un graphe évolutif représentant une a�ectation est un couple (G,SG) qui décrit la dispo-nibilité des liens du réseau durant l'exécution de d. Le graphe SG[i] de la séquence SG représentel'état du réseau à l'étape i, pour tout i ∈ [1, duree(d)]. Le graphe G représente l'état du réseau aurepos. Cet état est considéré pour toute étape i ≥ duree(d) + 1.Ce graphe évolutif se construit par l'algorithme 5 :L'algorithme 5 intègre toutes les contraintes relatives à notre modèle. Soit (G,SG) le grapheévolutif construit à partir d'une a�ectation d1. Supposons une transmission de xk à xk+1 à l'étape
i dans d1, alors :� ligne 9 : le sommet x est isolé dans SG[i]. Il ne peut émettre ou recevoir tout autre message.Les émissions de y ∈ NG(xk) sont tolérées, mais ne peuvent être perçues par xk.� ligne 10 : aucun voisin de xk dans G ne peut recevoir de message à l'étape i.� ligne 11 : le sommet xk+1 est isolé dans SG[i]. Il ne peut émettre ou recevoir tout autremessage.� ligne 12 : aucun n÷ud y ∈ NG(xk+1) ne peut émettre à l'étape i, pour ne pas interférerl'émission de xk vers xk+1. Néanmoins y peut recevoir une transmission voisine.L'utilisation des graphes évolutifs permet de dé�nir le problème de satisfaction de requêtes demanière concise. Une requête dans un graphe évolutif (G,SG) est dé�nie par un couple (s, t), avec
s, t ∈ V (G). La dé�nition d'une a�ectation de dates dans sa version originale ne tient pas comptedu caractère dynamique de la topologie et doit être revue en conséquence. Nous proposons lesdé�nitions suivantes : 101



CHAPITRE 6. LE PROBLÈME DE SATISFACTION DE REQUÊTES DE COMMUNICATIONAlgorithme 5 : Construction d'un graphe évolutif représentant une a�ectationEntrées : une instance I = (G,R,P,D) de DAWN-paths, et d une a�ectation réalisablepour I.Sorties : Un graphe évolutif (G,SG) représentant l'a�ectation d.début1
G̃ = (V, Ẽ)|{x, y} ∈ E ⇔ (x, y) ∈ Ẽ et (y, x) ∈ Ẽ.2 Fixer le nombre d'éléments τ de la séquence SG à duree(d)3 pour i allant de 1 à τ faire4

SG[i] = G̃5 pour tous les r = (x1, xl) ∈ R avec P (r) = (x1, x2, . . . , xl) faire6 pour tous les k ∈ [1, l] faire7 si d(r, xk) = i alors8
E(SG[i]) = E(SG[i]) − {(xk, a), (a, xk)},∀a ∈ V (G)9
E(SG[i]) = E(SG[i]) − {(a, z)},∀z ∈ NG(xk),∀a ∈ V (G)10
E(SG[i]) = E(SG[i]) − {(xk+1, a), (a, xk+1)},∀a ∈ V (G)11
E(SG[i]) = E(SG[i]) − {(z, a)},∀z ∈ NG(xk+1),∀a ∈ V (G)12 �n13Dé�nition 45 (a�ectation online de dates, correcte, sans con�it) :Soient un graphe évolutif (G,SG) avec |SG| = τ , une collection de requêtes R, et une fonction deroutage P dans G.Une a�ectation online de dates est une fonction qui, à tout couple (r, x) où r = (s, t) ∈ Ret x ∈ P (r) avec x 6= t, associe un entier naturel positif : la date à laquelle le sommet x doit relayerle message.Une a�ectation online de dates d est correcte si et seulement si les sommets xi de chaqueparcours P (r) émettent dans un ordre cohérent, et sont possibles à la date �xée. Formellement, pourtoute requête r avec P (r) = (x0, x1, x2, . . . , xk) on a :1. d(r, x0) < d(r, x1) < d(r, x2) < · · · < d(r, xk)2. si d(r, xi) = p avec p ≤ τ , alors (xi, xi+1) ∈ E(SG[p]),∀i ∈ [0, k − 1]Une a�ectation online de dates d est sans con�it si et seulement si lorsque d(r, xi) = d(r′, yj) =

p les conditions suivantes sont satisfaites :1. xi 6= yj2. xi+1 6= yj et yj+1 6= xi3. si p ≤ τ , (xi, yj+1) /∈ E(SG[p]) et (yj, xi+1) /∈ E(SG[p])4. si p > τ , (xi, yj+1) /∈ E(G) et (yj , xi+1) /∈ E(G)Remarque 17 :Reprenons les notations de la dé�nition 45. Pour chaque requête r, un parcours P (r) est dé�nidans G. Ce parcours est valide dans (G,SG) car pour toute date t > τ la topologie du réseau est102



6.4. VERS UN MODÈLE ONLINEreprésentée par G.Déclinaison de DAWN dans sa version onlineNous déclinons les problèmes présentés dans cette seconde partie dans leur version online. Danschacun des problèmes, la topologie est désormais représentée par un graphe évolutif (G,SG), ettoute a�ectation de date correcte et sans con�it répondant au problème doit être online. Nous neconsidérons pas seulement les graphes évolutifs représentant une a�ectation, mais l'ensemble desgraphes évolutifs. Cette approche permet d'inclure à notre modèle des évènements ponctuels commepar exemple une intervention sur un lien.Nous ajoutons la particule � online- � devant le nom d'un problème pour désigner sa versiononline.À titre d'exemple, le problème de décision online-DAWN-paths, présenté dans cette sous-section,consiste à se demander s'il est possible de satisfaire dans un réseau dynamique (modélisé par ungraphe évolutif) une collection de requêtes données en un nombre imposé d'étapes, lorsque les routesde communication sont données.Donnée : Un graphe évolutif (G,S), une collection de requêtes (

ri = (si, ti)
)

1≤i≤K
, unefonction de routage P qui associe à chaque requête ri un parcours P (ri) reliantles sommets de ri, un entier naturel D.Question : Existe-t-il une a�ectation de dates online correcte et sans con�it, telle que laplus grande date a�ectée soit inférieure ou égale à D ?Problème de décision 6.4.1: Le problème online-DAWN-paths
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Chapitre 7Étude de complexitéCe chapitre est dédié à l'étude de complexité des problèmes DAWN-paths et DAWN-requests,et des sous-problèmes qui leurs sont associés. Nous montrons dans la première section que tous lesproblèmes introduits dans le chapitre précédent sont NP-complets en général. Nous montrons quececi reste vrai, même lorsque la topologie du réseau est restreinte, ou lorsque le nombre maximumd'étapes autorisées est très petit (de l'ordre de 3 ou plus). Nous dé�nissons dans la seconde section lalimite exacte entre la polynomialité et la NP-complétude de DAWN-paths et DAWN-requests, selonla valeur de ce nombre maximum d'étapes.7.1 Des problèmes di�cilesNous montrons dans cette section que les problèmes DAWN-paths et DAWN-requests sont engénéral NP-di�ciles et non approximables à un facteur constant près. Ces résultats concernantla NP-di�culté et la non approximabilité reposent sur des résultats connus pour le problème decoloration de graphes. Pour tout entier naturel D le problème D-COLORING cherche à déterminers'il est possible d'associer un entier de l'intervalle [1,D] à chaque sommet d'un graphe non orientédonné de sorte que deux sommets adjacents n'aient pas le même entier associé. On quali�e alors lacoloration obtenue de propre. Pour D ≥ 3, le problème D-COLORING est NP-complet. Le problèmede minimisation associé est min-COLORING, connu pour être NP-di�cile et non-approximable àun facteur constant près.Nous montrons que pour tout entier naturel D ≥ 3 le problème D-DAWN-paths est NP-complet(ce qui implique naturellement la NP-complétude du problème DAWN-paths et la NP-di�culté demin-DAWN-paths). Nous montrons par ailleurs qu'il n'existe pas, sauf si P = NP , d'algorithmepolynomial d'approximation à un facteur constant pour le problème min-DAWN-paths.7.1.1 Des problèmes di�ciles dans le cas généralNous démontrons dans cette sous-section le théorème suivant :Théorème 18 :Les problèmes de décision D-DAWN-paths et D-DAWN-requests sont NP-complets pour tout D ≥ 3.Les problèmes d'optimisation min-DAWN-paths et min-DAWN-Requests sont NP-di�ciles etnon approximables à un facteur constant près. 105



CHAPITRE 7. ÉTUDE DE COMPLEXITÉPreuve :Nous montrons d'abord que D-DAWN-requests est NP-complet depuis une réduction au problèmeD-COLORING.Le problème D-DAWN-requests est dans NP : on peut véri�er en temps polynomial si une fonc-tion de routage P permet de router e�cacement les requêtes, et si une a�ectation de dates f estcorrecte, sans con�it et requiert moins de D étapes.Soit IC = (GC) une instance du problème D-COLORING. Nous construisons à partir de IC uneinstance I=(G,R) de D-DAWN-requests, où G est un graphe avec :
V (G) = {sx, tx|x ∈ V (GC)}1et

E(G) =
{

{sx, tx}|x ∈ V (GC)
}

∪
{

{sx, ty}|{x, y} ∈ E(GC)
}

∪
{

{tx, ty}|x, y ∈ V (GC)
}Nous dé�nissons sur G une collection de requêtes R =

(

rx = (sx, tx)|x ∈ V (GC)
). La construc-tion de G et de l'ensemble R est clairement polynomiale. Les �gures 7.1(a) et 7.1(b) présentent ungraphe GC et le graphe résultat G construit depuis GC .
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t1 t2 t3 t4 t5
⋃ {ti}1≤i≤5 forme une clique(b) Un graphe G construit depuis GCFig. 7.1 � Exemple de construction de G depuis GcNous montrons que s'il existe une a�ectation de dates valide pour I en k étapes, alors il existe unesolution au problème D-COLORING pour l'instance IC avec k couleurs (k ≤ D), et réciproquement.Notons n = |V (GC)|. Soient S = (P, d) un couple désignant une fonction de routage P et unea�ectation de dates d réalisable pour (G,R,D) et de coût k ≤ D. Supposons qu'il existe une requête

ri = (si, ti) de sorte que le message n'est pas directement émis de si à ti, mais nécessite au moinsun n÷ud relais tj|j 6= i. Si tj émet le message de si à l'étape t, alors aucun autre n÷ud sl ne peuttransmettre à cette étape, puisque ⋃ {ti}1≤i≤n forme une clique. Nous pouvons alors construire unesolution S′ à partir de S avec un coût k′ ≤ k dans laquelle si transmet directement à ti à l'étape t.La fonction de routage est alors immédiate.Soit S′ = (P, d) une telle solution, où d est une a�ectation valide pour l'instance I, et P (ri) =
(si, ti)∀ri ∈ R. Soit c la fonction qui associe à chaque sommet x ∈ V (GC) la couleur d(rx, sx).1Formellement, la notation sx, tx|x ∈ V (GC) suppose que les éléments de V (GC) sont tous nommés. Nous suppo-sons par la suite que cette condition est toujours véri�ée lorsque nous utilisons cette notation.106



7.1. DES PROBLÈMES DIFFICILESNotons que duree(d) = max(c). La coloration résultante est propre puisque si x et y sont adjacentsdans GC , alors par construction les arêtes {rx, ty} et {ry, tx} existent dans G. Ceci implique que
d(rx, sx) 6= d(ry, sy).Réciproquement, soit c une coloration propre des sommets de G. Soit d l'a�ectation de datesqui à tout couple (rx, sx) associe la date c(x). Alors d est une a�ectation de dates correcte (évident)et sans con�it (puisque si {sx, ty} est une arête de G′ alors {x, y} est une arête de G et donc
c(x) 6= c(y) et par conséquent d(rx, sx) 6= d(ry, sy)). L'a�ectation est donc valide pour I. Notonsque max(c) = duree(d).Pour conclure, nous rappelons qu'à toute coloration c de GC correspond une solution (P, d) àl'instance I telle que P (ri) = (si, ti)∀ri ∈ R et max(c) = duree(d). La réciproque est égalementvraie et donc : puisque D-COLORING est NP-complet pour tout D ≥ 3, et que D-DAWN-requestsest un problème dans NP alors D-DAWN-requests est NP-complet.Par ailleurs, la réduction proposée conserve le coût d'une solution. Puisque le problème de mi-nimisation min-COLORING est connu pour être NP-di�cile et non approximable à une constanteprès, il s'en déduit la NP-di�culté de min-DAWN-requests.Cette preuve s'étend aux problèmes D-DAWN-paths et min-DAWN-paths, en créant une instance
(G,R,P ) de D-DAWN-paths depuis l'instance I de D-DAWN-requests, où P est une fonction deroutage qui associe le parcours prx = (sx, tx) à chaque requête rx = (sx, tx).

�Nous énonçons le corollaire suivant :Corollaire 5 :Les problèmes min-DAWN-paths et min-DAWN-requests restent NP-di�ciles et non-approximablesà une constante près même si pour chaque requête ri = (si, ti) les n÷uds si et ti sont adjacents.Preuve :Immédiat puisque dans la preuve du théorème 18, chaque source d'une requête est adjacente à sadestination. �Ce dernier corollaire insiste sur la di�culté de min-DAWN-paths et min-DAWN-requests, puis-qu'il montre que la distance maximum entre source et destination n'a aucune in�uence sur la com-plexité de ces problèmes.Remarque 18 :Intuitivement, on ne peut s'empêcher de penser qu'il est préférable de faire débuter le plus tôt possibleles requêtes dont la source est très éloignée de la destination qui lui est associée. Cette stratégie estcertainement e�cace dans des instances aléatoires, mais ne peut aboutir à une solution approchantl'optimum à une constante multiplicative près, au vu du théorème 18.Notons en�n que le théorème 18 et le corollaire 5 s'étendent aux problèmes de décision unstoppable-min-DAWN-paths et unstoppable-min-DAWN-requests et à leur version décision : sur l'instance107



CHAPITRE 7. ÉTUDE DE COMPLEXITÉconstruite dans la preuve de ce dernier, chaque requête doit être satisfaite en 1 seule émission(les routes de communication sont de longueur 1). Les problèmes unstoppable-min-DAWN-paths etunstoppable-min-DAWN-requests sont donc aussi di�ciles que min-DAWN-paths et min-DAWN-requests. De même, les problèmes unstoppable-D-DAWN-paths et unstoppable-D-DAWN-requestssont NP-complets pour D ≥ 3.Signalons en�n que lorsqu'un problème est montré NP-complet, alors sa version online l'estégalement (il su�t de considérer un graphe évolutif (G,SG) avec SG[i] = G pour tout 1 ≤ i ≤
τ). Nous en déduisons la NP-complétude de online-D-DAWN-paths, online-D-DAWN-requests ,online-unstoppable-D-DAWN-paths et online-unstoppable-D-DAWN-requests, pour tout D ≥ 3.Les versions optimisation de ces problèmes sont NP-di�ciles et non approximables à une constanteprès.7.1.2 Une di�culté établie même dans des topologies restreintesLes résultats de la sous-section précédente montrent que la majorité des problèmes étudiés sontdi�ciles à résoudre en général. Nous montrons dans cette sous-section que l'ajout de conditions fortessur la topologie du réseau n'a qu'un impact modéré sur la complexité des problèmes. Précisément,le principal résultat démontré au terme de cette sous-section est la NP-complétude des problèmesDAWN-paths et DAWN-requests sur les arbres binaires. La preuve de ce résultat requiert les quatreprochains lemmes.Lemme 3 :Soit une instance (G,R,P,D) de DAWN-paths, telle qu'il existe une requête r ∈ R avec P (r) =
(x1, x2, x3, . . . xD+1).Alors pour toute a�ectation d valide dans (G,R,P,D), on a d(r, xi) = i,∀1 ≤ i ≤ D.Preuve :Immédiat puisque la source et la destination de la requête r sont distantes de D sauts, qui est lenombre d'émissions maximum autorisé. �Le lemme suivant annonce que l'on peut, par construction, empêcher que dans toute solutiond'une instance I de DAWN-Paths un sommet x émette le message d'une requête r vers un sommet
y à l'étape i, et ce de deux façons :� en imposant l'existence d'une transmission inéluctable à cette étape dans le voisinage de y,� ou en imposant l'existence d'une transmission inéluctable à cette étape à destination d'unsommet adjacent à x.Lemme 4 :Soit I = (G,R,P,D) une instance de DAWN-Paths, et soient x un sommet de V (G) et i unentier. Alors il existe une instance I ′ = (G′, R′, P ′,D) du même problème avec V (G) ⊆ V (G′),
R ⊆ R′ et telle que :� toute a�ectation d correcte et sans con�it pour I ′ comporte exactement D étapes, et est éga-lement correcte et sans con�it pour I,108



7.1. DES PROBLÈMES DIFFICILES� pour toute a�ectation d correcte et sans con�it pour I ′ et toute requête r ∈ R′, on a d(r, x) 6= i,� l'instance I ′ est constructible en temps polynomial.Preuve :Soient les éléments suivants :� une instance I = (G,R,P,D) de DAWN-paths,� une requête r ∈ R avec P (r) = (s, . . . , x, y, . . . , t)� une chaîne C = {c1, c2, c3, . . . , cD+1}, avec V (G) ∩ V (C) = ∅,� une requête r′ = (c1, cD+1),� un entier i ∈ [1,D].Nous notons H1 le graphe (V (G) ∪ V (C), E(G) ∪ E(C) ∪ {{y, ci}}), et H2 le graphe (V (G) ∪
V (C), E(G) ∪E(C) ∪ {{x, ci+1}}).Soit H = H1 et posons P (r′) = (c1, c2, . . . cD+1). Nous a�rmons que :� L'instance (H,R ∪ {r′}, P,D) peut être construire depuis (G,R,P,D) en temps polynomial,� soit d une a�ectation de date correcte et sans con�it pour (H,R ∪ {r′}, P,D), alors on a

d(r′, ci) = i, d(r, x) 6= i, et d est réalisable pour (G,R,P,D).Ces a�rmations restent vraies si H = H2. Une instance (H,R ∪ {r′}, P,D) est représentée sur la�gure 7.2 lorsque H = H1 (�gure 7.2(a)) et H = H2 (�gure 7.2(b)).
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DE COMPLEXITÉpour d(r, x). Le lemme 5 généralise le lemme 4 pour un ensemble de dates donné, et propose danssa preuve une construction plus pertinente.Lemme 5 :Soit I = (G,R,P,D) une instance de DAWN-Paths, et soient x un sommet de V (G) et Tun ensemble d'entier. Alors il existe une instance I ′ = (G′, R′, P ′,D) du même problème avec
V (G) ⊆ V (G′), R ⊆ R′ et telle que :� toute a�ectation d correcte et sans con�it pour I ′ comporte exactement D étapes, et est éga-lement correcte et sans con�it pour I,� pour toute a�ectation d correcte et sans con�it pour I ′, toute requête r ∈ R′ et tout entier

i ∈ T , on a d(r, x) 6= i,� l'instance I ′ est constructible en temps polynomial,� on a, en notant dG(x) le degré de x dans le graphe G :� 0 ≤ dG′(x)− dG(x) ≤ 3,� 0 ≤ dG′(y)− dG(y) ≤ 3,� dG′(x)− dG(x) + dG′(y)− dG(y) = 3,Preuve :Nous considérons les éléments suivants :� une instance I = (G,R,P,D) de DAWN-paths,� une requête r ∈ R de parcours associé P (r) = (s, . . . , x, y, . . . , t)� une chaîne C0 = {c0
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7.1. DES PROBLÈMES DIFFICILESSoit une a�ectation de dates d valide pour (G,R,P,D).Les requêtes de R′ sont partitionnées sur trois chaînes distinctes en fonction de la valeur dumodulo de a par 3, où a est l'entier associé à une requête ra. Cette partition implique que pour toutensemble K quelconque, et tout élément i ∈ K avec i ≤ D, la requête ri peut être dé�nie sur unechaîne Ci, avec i ∈ [0, 2]. Réciproquement et pour tout i ∈ [0, 2], une chaîne Ci ne contient que desrequêtes ra avec a ≡ i[3].Les requêtes situées sur la même chaîne sont orientées dans le même sens. Si deux requêtes raet rb associées aux entiers a et b sont sur la même chaîne Ci, alors :� b− a ≡ 0[3],� leur source sont situées sur Ci à une distance de 3|b− a1|.La source et la destination de toute requête r ∈ R′ sont distantes de D sauts. Chaque requêtedémarre donc à la première étape sans pouvoir être stoppée, en accord avec le lemme 3. Les sourcesdes requêtes de R′ d'une même chaîne sont su�samment espacées pour ne pas se gêner.Pour tout entier a ∈ T , et tout entier j ∈ [D + 1 − a, 2D − a], et en posant i ∈ [0, 2] tel que
a ≡ i[3], on a donc ra = (ci

D+1−a, c
i
2D+1−a), et donc d(ra, c

i
j) = j −D + a.Ainsi pour une date a ∈ T , alors le sommet ci

D émet à l'étape a, avec a − i ≡ 0[3]. Notreconstruction implique que si c0
D, c1

D, ou c2
D émet à une étape a, alors d(r, x) 6= a. �Remarque 20 :Reprenons le contenu du lemme 5. Alors :1. Si G est un arbre, alors le graphe H est un arbre.2. dG(x) + dG(y) + 3 = dH(x) + dH(y).3. Si e0 = {x, c0

D+1}, e1 = {y, c1
D} et e2 = {y, c2

D}, alors dH(x) = dG(x)+1 et dH(y) = dG(y)+2.Clairement, la combinaison du lemme 5 et du point 3 de la remarque 20 annonce que :� on peut par construction interdire à un sommet x d'émettre vers un sommet y à un ensembled'étapes donné,� une des constructions possibles augmentera le degré de x de seulement 1, et le degré de y deseulement 2, quel que soit le nombre de dates interdites.La �gure 7.3 présente un exemple de cette construction depuis une instance I = (G,R,P,D) oùle graphe G est schématisé, et D est �xé à 7. Dans le graphe H résultant, le degré de x est augmentéde seulement 1, et le degré de y de seulement 2. Soit une a�ectation valide dans (H,R ∪R′, P ′, 7).Les requêtes dé�nies sur la chaîne C0 empêchent x d'émettre aux étapes 3 et 6, celles sur chaîne C1aux étapes 1 et 7, et celles de la chaîne C2 aux étapes 2 et 5. Seule la date 4 reste possible et donc
d(r, x) = 4.La construction du lemme 5 est utilisée dans la preuve du théorème 19, pour empêcher certainsn÷uds d'émettre à toutes les étapes exceptées certaines préalablement choisies. Nous introduisonsla dé�nition suivante :Dé�nition 46 (une instance (u,D)-tendue) :Soient u et D deux entier naturels, avec D ≥ 7. Nous dé�nissons une instance (u,D)-tendue111



CHAPITRE 7. ÉTUDE DE COMPLEXITÉ
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7.1. DES PROBLÈMES DIFFICILEStrois littéraux chacune. Notons n = |U |, m = |W |, et posons D = m + 7n + 3.Considérons une instance (n,D)-tendue (G1, R1, P,D). L'idée générale de la preuve consiste àfaire correspondre deux requêtes ri et r̄i à chaque variable xi ∈ U . Par souci de clarté nous notons
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DE COMPLEXITÉles émissions des requêtes se seraient interférées. Nous adoptons un raisonnement similaire si xj estun littéral négatif.Pour chaque clause ci il existe donc au moins un littéral l (positif ou négatif) contenu dans laclause ci, tel que la requête rl a débuté avant rl̄. En e�et, en a�ectant la valeur � Vrai � à toutes lesvariables xi si rxi
débute à l'étape 1 (c'est-à-dire avant rx̄i

) et � Faux � sinon, nous obtenons unesolution à l'instance ISAT .Réciproquement, s'il existe une solution à ISAT , alors nous pouvons déduire une solution pourl'instance I : pour chaque variable xi nous débutons la requête rxi
avant rx̄i

si et seulement si xia la valeur � Vrai �. Pour chaque clause ci, rci
démarre à la première étape autorisée et disponible(cette étape existe puisque la clause ci est satisfaite par au moins un littéral).Pour conclure nous rappelons que 3-SAT est NP-complet et que DAWN-paths appartient à NP.DAWN-paths est donc NP-complet sur les arbres binaires. �Corollaire 6 :Le problème de décision unstoppable-DAWN-paths est NP-complet sur les arbres binaires.Preuve :Dans la preuve du théorème 19, toute requête qui démarre à une étape donnée se propage alorsjusqu'à sa destination sans être temporisée. Les résultats s'étendent donc logiquement à unstoppable-DAWN-paths. �Remarque 21 :Dans le théorème 19, le graphe est supposé être un arbre. Une seule chaîne connecte toute pairede sommets. Toute instance de DAWN-paths est clairement une instance de DAWN-requests etréciproquement. Le problème DAWN-requests a donc une complexité identique à DAWN-paths dansles arbres.Corollaire 7 :Les problèmes de décision DAWN-paths et DAWN-requests sont NP-complets sur les graphes pla-naires.Preuve :Immédiat puisqu'un arbre est un graphe planaire. �Nous mentionnons que la preuve du théorème 19 peut être adaptée a�n de montrer la NP-complétude de DAWN-paths et DAWN-requests dans les graphes de disques unitaires. Ces graphessont souvent utilisés pour modéliser e�cacement les réseaux de capteurs ou les réseaux ad-hoc, cequi fait de cette remarque un résultat intéressant dans le cadre de notre étude. L'idée de la preuveconsiste à dé�nir un arbre qui est aussi un graphe de disques unitaires : on reprend la constructionde l'arbre, mais en ajoutant des sommets intermédiaires entre les sommets 7n + i|i ∈ [1,m] a�nde les éloigner su�samment les uns des autres. Il est alors possible de plonger les de l'arbre dansun plan euclidien de sorte qu'une arête existe si et seulement si les sommets incidents sont distants114



7.2. LIMITE ENTRE POLYNOMIALITÉ ET NP-COMPLÉTUDEd'au plus une distance r �xée.Signalons en�n qu'ici encore, les résultats de NP-complétude des problèmes s'étendent sur leurversion online.7.2 Limite entre polynomialité et NP-complétudeComme nous venons de le voir, les problèmes DAWN-paths et DAWN-requests restent NP-complets même sur des classes de graphes très restreintes. L'impact de la topologie ne semble pasdéterminant dans la complexité du problème. Dans la section suivante, nous étudions l'impact dela plus grande date allouable D.Un premier résultat a été proposé dans le théorème 18, et annonce que pour tout D ≥ 3, lesproblèmes de décision D-DAWN-paths et D-DAWN-requests sont NP-complets.Le théorème suivant annonce la complexité de 1-DAWN-paths et 1-DAWN-requests :Théorème 20 :Les problèmes de décision 1-DAWN-paths et 1-DAWN-requests sont polynomiaux.Preuve :Soit (G,R,P) une instance de 1-DAWN-paths.Les émissions ne peuvent avoir lieu qu'à la première étape. Appelons Ss (respectivement St)l'ensemble des sommets s (respectivement t) tels que ∃r ∈ R, r = (s, t).L'instance I possède une solution réalisable si et seulement si :1. ∀(r1 = (s1, t1), r2 = (s2, t2)) ∈ R2, ((s1 = s2) ∨ (t1 = t2)) 7→ r1 = r2,2. ∀r = (s, t) ∈ R, {Ss ∩NG(t)} = {s}.Auquel cas la solution est immédiate. La preuve est identique pour 1-DAWN-requests. �La frontière entre la polynomialité et la NP-complétude se situe donc entre D = 2 et D = 3pour chacun des problèmes.Le théorème 21 précise cette frontière sur D-DAWN-paths. La preuve de ce théorème utilise unrésultat connu du problème LIST-COLORING (LC). Ce problème est dé�ni par la donnée d'ungraphe G = (V,E) non orienté, d'un ensemble de couleurs C (par exemple un intervalle d'entiers) etd'une fonction L de V dans P (C) (l'ensemble des parties de C). Le but est de trouver une fonction
c de V dans C de telle sorte que pour chaque sommet v du graphe, c(v) appartienne à L(v) et soitdi�érent de chaque couleur choisie pour ses voisins. Lorsqu'on se restreint aux instances dont leslistes sont de longueur au plus 2 ce problème est connu pour être polynomial.Théorème 21 :Le problème de décision 2-DAWN-paths est polynomial. 115



CHAPITRE 7. ÉTUDE DE COMPLEXITÉPreuve :Soit I = (G,R,P ) une instance du problème 2-DAWN-paths. Nous pouvons supposer que pourchaque requête r le parcours P (r) est de la forme (s, t) ou (s, l, t), où l est adjacent à s et t dans G,puisque s'il existe un parcours plus long, l'instance est clairement sans solution.Nous construisons depuis I une instance de LC dans laquelle les listes contiennent au plus deuxéléments parmi les couleurs {1, 2}. Soit G′ le graphe non orienté avec V (G′) = {(r, x)|r ∈ R,x ∈
P (r)} avec x 6= t. Il existe dans G′ une arête entre deux sommets (u, x) et (v, y) si et seulement sipour toute a�ectation de dates d correcte et sans con�it pour l'instance I, on a d(u, x) 6= d(v, y).Dit autrement E(G′) contient l'ensemble des arêtes {(u, x), (v, y)}, telles que les sommets x et y nepeuvent émettre respectivement les requêtes u et v à la même étape sur l'instance I. Soit L unea�ectation de listes de couleurs aux sommets de G′. Pour toute requête r telle que P (r) contient
3 sommets (s, l, t) nous assignons dans G′ la liste (1) au sommet (r, s) et la liste (2) au sommet
(r, l). Nous assignons la liste de couleurs (1, 2) pour les autres sommets du graphe G′. Clairement
ILC = (G′, {1, 2}, L) est une instance de LC construite à partir de I en temps polynomial.La �gure 7.5(a) présente une instance ILC construite à partir de l'instance I de la �gure 7.5(b).
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(b) une instance de LCFig. 7.5 � Construction d'une instance de LC depuis une instance de DAWN-pathsS'il existe une solution c au problème de coloration sur listes pour l'instance ILC , alors il existeune a�ectation de dates d correcte, sans con�it et en 2 étapes au plus pour l'instance I : il su�t deposer d(r, x) = c(r, x). La réciproque est également vraie.Rappelons pour conclure que la construction de l'instance ILC est polynomiale en temps etespace, et que le problème de coloration sur listes est polynomial lorsque les listes sont de longueurau plus 2.
�Le théorème suivant complète notre étude de D-DAWN-requests.Théorème 22 :Le problème de décision 2-DAWN-requests est NP-complet.116



7.2. LIMITE ENTRE POLYNOMIALITÉ ET NP-COMPLÉTUDEPreuve :Soit I une instance du problème 3-SAT construite sur un ensemble de variables W .Pour chaque variable x de X soit Hx = (Xx, Yx, Ex) le biparti complet dont les sommets desdeux partitions sont Xx = {(1, x), (1,¬x)} et Yx = {(2, x), (2,¬x)}.Pour chaque clause C = {l1, l2, l3} de I, soit FC = (Xc, Yc, Ec) le biparti complet dont les deuxpartitions sont Xc = {(1, C), (2, C)} et Yc = {(C, l1), (C, l2), (C, l3)}.Soit I ′ = (G,R, 2) l'instance de DAWN-requests où G contient tous les sommets et les arêtes desgraphes Hx et FC pour toute variable x de W et toute clause C de I. De plus G contient les arêtes
{(C, l), (2, l)} pour tout littéral l et toute clause C tels que l ∈ C. La �gure 7.6 présente un exemplede graphe G construit à partir d'une instance de 3-SAT. La collection R contient exactement toutesles requêtes de la forme ((1, C), (2, C)) où C est une clause de I et toutes les requêtes de la forme
((1, l), (2, l)) où l est un littéral d'une clause de I. Clairement notre construction s'e�ectue en tempset en espace polynomiaux.Supposons que I ′ admette une solution. Un littéral l de I étant donné, a�ectons-lui la valeur� Vrai � si et seulement si (1, l) émet à la date 1. Une clause C étant donnée, exactement un sommetdu type (C, l) émet à l'étape 2. Ce sommet est relié à un sommet (2, l) qui n'a pu recevoir le messagequ'à l'étape 1. Donc l vaut � Vrai � et C est satisfait.Réciproquement, supposons que I admette une solution. Pour tout littéral l de I qui a pourvaleur � Vrai �, a�ectonsgnons la date 1 au sommet (1, l) et la date 2 au sommet (2,¬l). Soit Cune clause de I. La date 1 est a�ectée au sommet (1, C). La date 2 doit être a�ectée à un dessommets voisins (et un seul). Nous pouvons choisir un des couples dont le littéral l vaut � Vrai �.Cette date est possible puisque (C, l) est seulement relié à (2, C) (destinataire) et (2, l) qui a déjàreçu le message à la date 1.En�n, puisque 2-DAWN-requests est dans NP, il s'agit bien d'un problème NP-complet.
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�Le résultat suivant est un corollaire des théorèmes 20,21, et 22 : 117



CHAPITRE 7. ÉTUDE DE COMPLEXITÉCorollaire 8 :Les problèmes de décision :� unstoppable-1-DAWN-paths ,� unstoppable-1-DAWN-requests,� et unstoppable-2-DAWN-pathssont polynomiaux.Les problèmes de décision :� unstoppable-2-DAWN-requests,� unstoppable-D-DAWN-requests avec D ≥ 3,� et unstoppable-D-DAWN-paths avec D ≥ 3sont NP-complets.Preuve :Les résultats proposés sur D-DAWN-paths et D-DAWN-requests s'étendent à leur version in-arrêtable, puisque dans chacune des preuves présentées, aucune requête n'est temporisée une foisdémarrée. �
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Chapitre 8Algorithmes de résolution d'instancesIl découle du chapitre précédent que nos deux familles de problèmes restent di�ciles même sur destopologies restreintes. Lorsque l'on étudie leur complexité en fonction de la date maximale allouable
D, ces problèmes deviennent vite NP-complets même pour des petites valeurs de D. Nous proposonsl'étude d'un dernier paramètre de l'instance, le nombre de requêtes. Nous montrons dans la premièresection, que lorsque ce paramètre est borné par une constante, disons K, alors les deux problèmesdeviennent polynomiaux. Nous montrons dans la seconde section que ces résultats s'étendent lorsquela topologie du réseau est dynamique.8.1 Polynomialité et nombre de requêtesPour tout entier naturel K, le problème min-DAWN-K-paths consiste à minimiser le nombred'étapes nécessaires pour satisfaire K requêtes. Nous proposons le théorème suivant :Théorème 23 :Pour tout entier naturel K, le problème DAWN-K-paths est polynomial.Preuve :Pour un entier K donné, considérons (G,R,P ) une instance du problème min-DAWN-K-paths,respectivement un graphe, une collection de requêtes (r1 . . . rK) et une fonction de routage P . Nousconstruisons un graphe G′ = (V ′, E′) comme suit :Soit V ′ l'ensemble des K-uplets (e1 . . . eK) où ei est un sommet du parcours associé par P à larequête ri. Chacun de ces K-uplets représente un état possible du réseau : la composante ei indi-quant la position du message de la requête ri sur son parcours.Deux états (e1, . . . , ek) et (f1, . . . , fk) sont compatibles s'il est possible de passer du premier audeuxième en une étape, en faisant émettre simultanément l'ensemble des n÷uds {ei|ei 6= fi, 1 ≤ i ≤
K}. Auquel cas et pour tout ei 6= fi les conditions suivantes doivent être respectées :� les sommets ei et fi doivent être immédiatement consécutifs dans le parcours P (ri),� il n'existe pas d'indice j 6= i, tel que ej 6= fj et {ej , fi} ∈ E(G),� pour tout j 6= i tel que ej 6= fj, alors |{ei, fi, ej , fj}| = 4. 119



CHAPITRE 8. ALGORITHMES DE RÉSOLUTION D'INSTANCESLe K-uplet Es = (s1, . . . , si, . . . , sk) représente l'état initial du réseau, et le K-uplet Et =
(t1, . . . , ti, . . . , tk) l'état �nal du réseau.Soit E′ l'ensemble de tous les couples (x, y) où x et y sont des états compatibles de V ′. Clairement
(V ′, E′) est un graphe orienté constructible en temps polynomial. Nous pouvons associer à toutchemin Q = (Es, . . . , A, . . . , E − t) entre l'état (s1, . . . , si, . . . , sk) et l'état (t1, . . . , ti, . . . , tk) unea�ectation de dates d, correcte et sans con�it, telle que la plus grande date a�ectée est égale aunombre d'arcs du chemin, et réciproquement.Précisément, soient A et B deux sommets consécutifs dans Q. Si le i-ème sommet x de A estdi�érent du i-ème sommet de B alors d(ri, x) est égal à l'indice de A dans le chemin Q.Puisque la recherche d'un plus court chemin dans un graphe est un problème connu pour êtrepolynomial nous pouvons directement conclure.

�Nous illustrons une telle preuve par la �gure 8.1(b), construite à partir de l'instance de la �gure8.1(a).PSfrag replacements
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((b, c, f), (b, d, g), (b, e, g), (a, e, g)). Il donne une solution en 3 étapes :� les sommets c et f émettent à l'étape 1,� le sommet d est le seul à émettre à l'étape 2,� en�n le sommet b émet à l'étape 3.Corollaire 9 :120



8.1. POLYNOMIALITÉ ET NOMBRE DE REQUÊTESPour tout entier K donné, le problème DAWN-K-requests est polynomialPreuve :Reprenons la preuve de la polynomialité de min-DAWN-K-paths. Les problèmes min-DAWN-K-paths et min-DAWN-K-requests sont très similaires, à l'unique di�érence que l'on ne sait pas dansle second par quels n÷uds chaque requête transite.Dans l'algorithme proposé dans la preuve du théorème 23, il su�t de ne plus générer seulementl'ensemble des K-uplets (e1 . . . eK),∀ei ∈ P (ri), mais l'ensemble des k-uplets (e1 . . . eK),∀ei ∈ V (G).Le nombre d'états augmente mais reste polynomial en fonction de la donnée (de l'ordre de n2K avec
K constant). Deux états sont compatibles si l'on peut passer de l'un à l'autre en une étape. Lacondition relatant la consécutivité de ei et fi dans le parcours P (ri) est clairement hors de proposici. La suite de la preuve reste inchangée.Nous soulignons que si G est non orienté, alors le graphe des états est orienté symétrique.
� Dans la preuve précédente, la solution retournée S peut nécessiter un post-traitement : pourune requête r, un même sommet x peut apparaître plusieurs fois dans P (r). À partir de S nousgénérons une solution S′ en supprimant tous les sommets entre la première et la dernière occurrencede x dans P , comme annoncé dans la remarque 14.En appliquant successivement ce post-traitement nous générons une solution S∗ dans laquellechaque sommet apparaît au plus une fois dans un parcours donné.Corollaire 10 :Le problème unstoppable-DAWN-K-paths est polynomial.Preuve :Il su�t de modi�er la preuve du théorème 23 :Deux états (e1, . . . , ek) et (f1, . . . , fk) étaient compatibles s'il était possible de passer du premierau deuxième en une étape, en faisant émettre simultanément l'ensemble des n÷uds {ei|ei 6= fi, 1 ≤
i ≤ K}. Nous ajoutons aux conditions de compatibilité entre états une contrainte qui rend deuxétats incompatibles si la propagation d'un message est stoppée par un sommet autre que la source.Formellement, pour toute requête ri = (si, ti), si ei = fi alors ei = si.La suite de la preuve reste inchangée. �Remarque 22 :Dans la preuve de la polynomialité de unstoppable-min-DAWN-K-paths, le fait que la fonction deroutage est connue est un point important : Pour toute solution S déduite du graphe des états, noussommes certains que chaque sommet apparaît au plus une fois dans un parcours donné.Or si nous essayons d'étendre cette preuve à unstoppable-min-DAWN-K-requests (sur le mêmeprincipe que l'extension de la preuve de min-DAWN-K-paths à min-DAWN-K-requests), une solution121



CHAPITRE 8. ALGORITHMES DE RÉSOLUTION D'INSTANCES
S peut être retournée dans laquelle un parcours boucle sur un sommet, ce qui simule une temporisa-tion. Le coût de S peut alors être strictement inférieur au coût optimal d'une solution lorsqu'aucunsommet n'apparaît plus de deux fois dans un parcours, comme annoncé dans la remarque 16.Il n'est donc pas possible de conclure à la polynomialité de unstoppable-min-DAWN-K-requestsavec l'utilisation d'un graphe des états tel que nous l'avons dé�ni.8.2 Extension dans les topologies dynamiquesNous avons précédemment introduit ce que pourraient être DAWN-paths et DAWN-requestsdans un cadre plus pratique, dans lequel de nouvelles requêtes sont ajoutées spontanément aucourt du temps. Ceci nous a conduit à dé�nir les problèmes online-DAWN-paths et online-DAWN-requests, dans lesquels la topologie du réseau est modélisée par un graphe évolutif. Naturellement,ces problèmes sont NP-complets dès lors que leurs équivalents o�ine le sont. Les caractéristiques desréseaux dynamiques laissent penser qu'il existe des familles d'instances de DAWN-paths/DAWN-requests que l'on sait résoudre polynomialement, mais qui deviennent di�ciles dans leurs versionsonline. Cependant, nous montrons dans cette section que les problèmes online-DAWN-paths etonline-DAWN-requests sont polynomiaux lorsque le nombre de requêtes est borné par K. Ce résultatpermet d'envisager pour la suite des heuristiques destinées à résoudre les instances sans borne surle nombre de requêtes.La preuve du théorème suivant reprend l'idée de graphe des états introduit dans la preuve duthéorème 23, et l'applique aux graphes évolutifs.Théorème 24 :Pour tout entier naturel K, le problème online-DAWN-K-paths est polynomial.Preuve :Pour un entier K donné, considérons ((G,SG), R, P ) une instance du problème online-min-DAWN-K-paths, où S est une séquences de sous-graphes du graphe orienté symétrique G = (V,E), avec
|S| = τ , R une collection de K requêtes (r1 . . . rK) et P une fonction de routage. Nous dé�nissonsle graphe G′ = (V ′, E′) comme suit :Soit V ′ l'ensemble des (K+1)-uplets (e1 . . . eK , d) où ei est un sommet du parcours associé par
P à la requête ri, et d un entier tel que d ∈ [1, τ + 1]. Chacun de ces (K+1)-uplets représente unétat possible du réseau : la composante ei indique la position du message de la requête ri sur sonparcours, et l'entier d l'état du réseau, à savoir le graphe SG[d] pour d ≤ τ et le graphe G lorsque
d = τ + 1.Soit E′ l'ensemble de tous les couples (X,Y ) où X et Y sont des états compatibles de V ′ :deux états (e1, . . . , ek, d1) et (f1, . . . , fk, d2) sont compatibles s'il est possible de passer du premierau deuxième en une étape, en faisant émettre simultanément l'ensemble des n÷uds {ei|ei 6= fi, 1 ≤
i ≤ K}, lorsque le graphe du réseau est SG[d1] pour di ≤ τ , ou G si d = τ + 1. Compte tenu del'évolution de la topologie, si d1 6= τ +1, alors nécessairement d2 = d1+1, autrement d1 = d2 = τ +1.Pour tout ei 6= fi, les sommets ei et fi doivent être immédiatement consécutifs dans le parcours
P (ri).122



8.2. EXTENSION DANS LES TOPOLOGIES DYNAMIQUESClairement G′ = (V ′, E′) est un graphe orienté constructible en temps polynomial, puisque lenombre d'états est d'au plus (|V (G)|K × τ). Le (K+1)-uplet (s1, . . . si, . . . sk, 1) représente l'étatinitial du réseau. Chacun des (K+1)-uplets (t1, . . . ti, . . . tk, d)|d ∈ [1, τ + 1] désigne un état �nal,dans lequel les requêtes de R ont été satisfaites.Nous pouvons associer à tout chemin Q entre l'état initial (s1, . . . si, . . . sk) et tout état �nal
(t1, . . . ti, . . . tk, d) une a�ectation de dates d, correcte et sans con�it, telle que la plus grande datea�ectée est égale au nombre d'arcs du chemin, et réciproquement.Précisément, soient A et B deux sommets de G′ consécutifs dans Q. Si le i-ème sommet x de Aest di�érent du i-ème sommet de B alors d(ri, x) est égal au l'indice de A dans le chemin Q.En recherchant le plus court chemin entre l'état initial et un état �nal quelconque, nous endéduisons une a�ectation de dates online correcte et sans con�it sur l'instance ((G,SG), R, P ).Puisque la recherche d'un plus court chemin dans un graphe est un problème connu pour êtrepolynomial nous pouvons directement conclure.

�Corollaire 11 :Pour tout entier naturel K, le problème online-DAWN-K-requests est polynomial.Preuve :Sur le même principe que la preuve du corollaire 9. �Vers une heuristique pour DAWN-paths ?La polynomialité de online-DAWN-K-requests ouvre de nouvelles perspectives pour résoudree�cacement les instances de DAWN-paths. Supposons un ensemble non borné R de requêtes àsatisfaire sur un graphe G. Notre étude a montré que trouver le nombre minimum d'étapes requisest NP-di�cile et non approximable à une facteur constant près. Aussi doit-on envisager l'utilisationd'heuristiques a�n de pouvoir formuler une solution approchée dans des temps raisonnables.Une idée d'heuristique consécutive aux travaux sur online-DAWN-K-paths consisterait à décou-per l'ensemble de requêtes en paquets R1, R2, . . . de K requêtes chacun :� On dé�nit une a�ectation optimale d1 du premier paquet R1 sur G, en un temps polynomial.� Le système (G, d1) permet de dé�nir un graphe évolutif (G,S1
G), représentant l'état du réseaulors de l'exécution des requêtes de R1.� On dé�nit alors une a�ectation optimale d2 du second paquet R2 sur le graphe évolutif (G,S1

G),en un temps polynomial.� Le système ((G,S1
G), d2) permet à son tour de dé�nir un graphe évolutif (G,S2

G), représentantl'état du réseau lors de l'exécution des requêtes de R1 et R2.� Nous continuons cette exécution jusqu'à traiter l'ensemble des paquets de requêtes.Cette heuristique, à l'heure non implémentée, permettrait de dé�nir en temps polynomial dessolutions dont le coût moyen semble intuitivement bon par rapport à la solution optimale. Naturel-lement, ce coût est d'autant meilleur que K est grand, mais induit un temps d'exécution beaucoupplus long. Aussi la mise en place d'une telle heuristique, la comparaison des résultats obtenus avec123



CHAPITRE 8. ALGORITHMES DE RÉSOLUTION D'INSTANCESla solution optimale, et l'impact du paramètre K sur le coût des solutions constitueraient des suitesintéressantes à donner à ce travail.
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ConclusionDans cette seconde partie, nous avons étudié le problème de satisfaction de requêtes de commu-nication dans un réseau radio multi-sauts synchrone. Ce problème a été envisagé selon l'hypothèseque les routes de communications sont connues ou non, ce qui nous a conduit à dé�nir au chapitre 6les deux familles de problèmes DAWN-paths et DAWN-requests, et les problèmes qu'elles englobent.Les résultats présentés dans le chapitre 7 établissent la complexité de ces problèmes. Ils insistentsur le fait que ces problèmes restent di�ciles même lorsque des conditions supplémentaires sontenvisagées sur les instances étudiées. Considérer seulement les instances sur des topologies très spé-ci�ques comme l'arbre binaire, ou dans lesquelles la source de chaque requête est adjacente à sadestination, ne change en rien la complexité de ces problèmes.Le chapitre 8 apporte cependant un résultat encourageant, puisque les résultats qui y sont pré-sentés annoncent que les problèmes sont polynomiaux dès lors que le nombre de requêtes est bornépar une constante K. Cette polynomialité est garantie même sur des réseaux dynamiques, qui mo-délisent e�cacement des réseaux sur lesquels un ensemble de requêtes est en cours de satisfaction.Ceci permet d'envisager un processus de satisfaction de requêtes dans des conditions d'exécutionplus réalistes et ouvre une ré�exion sur la mise en ÷uvre d'heuristiques.Le tableau 8.1 résume l'ensemble des résultats de complexité présentés dans les chapitres 7 et 8.Nous ne pouvons a�rmer que unstoppable-min-DAWN-requests peut se résoudre en temps po-lynomial, bien que l'ensemble des résultats énoncés nous incitent à penser que oui.Soulignons dans les résultats présentés que D-DAWN-requests est NP-complet pour D ≥ 2,tandis que D-DAWN-paths reste polynomial pour D = 2. On constate sans surprise que la perte del'information de routage rend le problème plus di�cile. En revanche il est plus étonnant de constaterque la version inarrêtable d'un problème semble aussi di�cile que le problème lui-même : le fait d'im-poser qu'une requête ne soit plus temporisée une fois démarrée ne semble pas jouer un rôle importantdans la complexité des problèmes. Pourtant, et de manière intuitive, il est raisonnable de penser qu'ilexiste une classe d'instances sur laquelle DAWN-paths (respectivement DAWN-requests) serait NP-complet, mais pas unstoppable-DAWN-paths (respectivement unstoppable-DAWN-requests). Unapport intéressant à ce travail consisterait à mettre en évidence une telle classe d'instances.Au terme de cette partie, le principal problème ouvert consiste à établir la complexité de DAWN-paths lorsque le graphe est une chaîne, et que les requêtes sont orientées dans la même direction.Nous savons le problème approximable à une constante près (facilement majorable par 3), et qu'ilest même polynomial lorsque pour chaque requête source et destination ne sont distantes que d'au125



PARTIE 2. CONCLUSIONProblèmes Complexite RemarquesDAWN-pathsDAWN-requestsunstoppable-DAWN-pathsunstoppable-DAWN-requests NP-complet Reste NP-complet sur les arbres binaires, ou sichaque source est adjacente à sa destination.
D-DAWN-paths, D ≤ 2 Polynomial Réduction vers 2-LIST-COLORING
D-DAWN-paths, D ≥ 3 NP-complet Réduction depuis D-COLORING
D-DAWN-requests, D = 2 NP-complet Réduction depuis 3-SAT
D-DAWN-requests, D ≥ 3 NP-complet Réduction depuis D-COLORINGmin-DAWN-pathsmin-DAWN-requestsunstoppable-min-DAWN-pathsunstoppable-min-DAWN-requests NP-di�cile Non approximable à une constante près. ResteNP-di�cile sur les arbres binaires, les graphesplanaires, les graphes de disques unitaires ousi chaque source est adjacente à sa destination.min-DAWN-K-pathsmin-DAWN-K-requestsunstoppable-min-DAWN-K-paths Polynomial Algorithme en O(n2K).online-DAWN-K-pathsonline-DAWN-K-requests Polynomial Algorithme en O(n2K).Tab. 8.1 � Tableau récapitulatif des résultats de complexitéplus 3. Quelques algorithmes polynomiaux ont été proposés et évalués de manière expérimentale.Les résultats des simulations laissent penser qu'en améliorant ces algorithmes, il serait peut êtrepossible d'obtenir un algorithme polynomial pour résoudre le problème. Pourtant, et en dépit denombreux e�orts, il ne nous a pas été possible d'aboutir à un résultat concluant à la polynomialitéou la NP-complétude de DAWN-paths dans les chaînes, ni même de unstoppable-DAWN-paths.Pareillement, nous n'avons pas encore établi la complexité de DAWN-paths lorsque la topologieest une arborescence et que les requêtes sont orientées de la racine vers les feuilles. Nous supposonsla complexité de ce problème identique à celle de DAWN-paths sur les chaînes.
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Troisième partieConception de réseaux radio multi-sautsrobustes
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IntroductionNous consacrons cette troisième et dernière partie à l'étude d'un problème de conception deréseaux radio multi-sauts. Ce problème nous a été initialement proposé par une entreprise françaisede télécommunications. L'objectif de cette entreprise est d'assurer la distribution d'un �ux internethaut-débit dans des zones rurales non couvertes en technologie ADSL. Ce �ux internet est récupéréà partir de villes sources et doit être acheminé à destination de villages clients par un jeu de relais.Un village client peut également servir de relais. La technologie radio est utilisée pour établir un lienentre deux n÷uds du réseau (villes, villages ou relais). De nombreuses contraintes viennent cadrerle déploiement d'un tel réseau. La di�culté du problème consiste à dé�nir quels liens établir pourassurer une distribution e�cace, et ce en respectant les contraintes posées.Le modèle de communication considéré se démarque de celui retenu dans les deux premièresparties de ce mémoire : nous n'utilisons pas d'antennes omnidirectionnelles pour établir les commu-nications entre n÷uds. Un lien est rendu possible par la mise en place d'une antenne directionnellesur chacune de ses extrémités. La communication est possible si et seulement si la qualité du si-gnal est su�samment élevée. L'utilisation de cette technologie o�re une meilleure robustesse auxinterférences. Nous supposerons ces dernières inexistantes.Organisation de cette partieCette partie se décompose comme suit :Le chapitre 9 précise les conditions dans lesquelles sont abordées le problème de conception.Nous y présentons notamment les di�érentes contraintes que doit satisfaire le réseau à concevoir,ainsi qu'une modélisation formelle du problème.Nous proposons dans le chapitre 10 une étude de complexité du problème de conception. Nousdistinguons trois paramètres régissant trois principales contraintes de déploiement. Notre étude éta-blit la di�culté du problème selon si certains de ces trois paramètres sont considérés ou non. Nousmontrons notamment dans quelles mesures le problème de conception peut se ramener à des pro-blèmes algorithmiques biens connus, et quels résultats existent alors sur ces derniers.Nous proposons dans le chapitre 11 trois outils de résolution, dont deux méthodes optimales etune heuristique, a�n de résoudre rapidement le problème de conception sur des instances de tailleraisonnable. Nous comparons les résultats obtenus par ces méthodes en terme de temps d'exécution.
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Chapitre 9Conception de réseaux radio multi-sautsrobustes : objectifs et contraintesCe chapitre introductif dé�nit dans une première section le problème de conception d'un réseauradio multi-sauts, dont la résolution doit permettre l'acheminement d'un �ux réseau vers un en-semble de destinations. Nous y présentons les contraintes de déploiement que le réseau déployé doitsatisfaire. La seconde section précise la modélisation du problème que nous adoptons le long de cettepartie.9.1 Le problème de conceptionL'objectif des travaux de cette partie consiste à concevoir un réseau radio assurant la distribu-tion de bande passante depuis des n÷uds sources vers des n÷uds clients géographiquement proches.Cette distribution est soumise à plusieurs contraintes de divers ordres.D'un point de vue fonctionnel, les n÷uds du réseau représentent :� des n÷uds sources,� des n÷uds clients,� des relais additionnels qu'il est possible de mettre en place pour assurer la distribution.La dimension des réseaux considérés est à l'échelle pluri-urbaine, et peut s'étendre à un dépar-tement ou une région :� Les n÷uds sources représentent des villes disposant d'un accès haut-débit à Internet et qu'ilest possible d'exploiter. Un n÷ud source est donc l'association d'un routeur et d'un point decollecte fournissant un �ux haut-débit.� Les n÷uds clients, ou points de desserte , sont des villages pour lesquels une demande decouverture haut-débit (une bande passante) a été dé�nie, de taille par exemple proportionnelleà la taille du village. D'un point de vue technique, ces n÷uds désignent un routeur auquelest connecté un sous-réseau. Ce sous-réseau représente l'ensemble des utilisateurs qui vontbéné�cier de la bande passante demandée par ce routeur. Remarquons qu'un n÷ud clientpeut également être un n÷ud source. Ce statut implique la connexion d'un point de collecteau routeur du n÷ud. 131



CHAPITRE 9. CONCEPTION DE RÉSEAUX RADIO MULTI-SAUTS ROBUSTES� Les n÷uds relais sont des sites présentant un intérêt certain pour être envisagés comme relaispotentiels dans le réseau à concevoir. Ils peuvent être des villes dont la demande de couver-ture est nulle, ou des points stratégiques (ex. structures ou sommets élevés, . . .) permettantd'atteindre des destinations plus éloignées. L'équipement déployé sur ces sites se limite à unrouteur, mais nécessite une source électrique à proximité.Nous utilisons le média radio comme support de communication. Une communication directeentre deux n÷uds du réseau nécessite sur chacun d'entre eux la mise en place d'une antenne direc-tionnelle. Ces antennes doivent être en vision directe l'une de l'autre, et sont par conséquent placéessur des sites situés en hauteur (clochers, châteaux d'eau, . . .).La �gure 9.1 présente les di�érents types de n÷uds rencontrés. Nous limiterons notre étudeau déploiement d'un réseau radio assurant la connexion inter-routeurs (Nous n'étudierons pas ladistribution du �ux depuis un routeur aux utilisateurs �naux qui lui sont rattachés).PSfrag replacements
antennerouteurpoint decollectepoint de collecteclients�naux (a) n÷ud source

PSfrag replacements
antennerouteurpoint decollectepoint de collecte clients�naux (b) n÷ud client

PSfrag replacements
antennerouteurpoint decollectepoint de collecteclients�naux (c) n÷ud relaisPSfrag replacements antennerouteurpoint decollectepoint de collecte clients�naux(d) n÷ud source et clientFig. 9.1 � Types de n÷uds envisagés.Établir d'une communication directeL'utilisation d'antennes directionnelles s'opère par le déploiement suivant :1. Les deux antennes d'un doivent être orientées en direction l'une de l'autre, et en ligne de vue.2. Une antenne est reliée à un routeur par une carte réseau qui sert d'interface entre ces deuxentités.3. Le fonctionnement d'une antenne est régi par un protocole issu de la norme 802.11. Unecommunication directe entre deux n÷uds requiert que les deux antennes impliquées utilisentle même protocole.Remarque 23 :Le long de notre étude, nous limitons par souci de clarté le nombre de protocoles disponibles, et neconsidérons que les normes 802.11a et 802.11b. Néanmoins l'ajout de technologies supplémentairesn'a�ecte en rien la dé�nition et la résolution du problème de conception.132



9.1. LE PROBLÈME DE CONCEPTIONL'existence d'un lien radio entre deux n÷uds est déterminée par la qualité du signal émis depuisl'un des n÷uds vers l'autre, qui dépend notamment :� de la puissance d'émission de la transmission,� de facteurs environnementaux et géographiques.Établir la qualité d'un lien entre deux sites n'est pas évident. Une méthode exacte consiste àpositionner un émetteur sur un site, un récepteur sur l'autre site, et mesurer la qualité du lien.Cette mesure doit également être opérée dans l'autre sens, la mesure la plus faible est alors retenue.Cette démarche est coûteuse en temps et en moyens déployés. Une solution à coût réduit consiste àutiliser un simulateur de qualité de liens, qui prend en entrée :� les données topologiques et géographiques d'une zone,� les coordonnées GPS des sites sélectionnés.Il en ressort deux matrices :1. une matrice de qualité des liens par paire de n÷uds,2. une matrice des distances par paire de n÷uds.Un premier �ltrage des liens est opéré en supprimant les liens dont la qualité de signal se situeau dessous d'un seuil critique. Lorsqu'un lien radio possède un signal su�samment fort, il convientd'en dé�nir alors sa capacité, c'est-à-dire le débit maximal qu'il peut faire transiter. Les principauxfacteurs qui peuvent in�uer sur la capacité d'un lien sont :1. le type d'antennes (matériel),2. la distance entre les antennes,3. le protocole de communication utilisé.Les caractéristiques techniques d'une antenne directionnelle indiquent les débits atteignables enfonction de la distance et du protocole utilisé. Nous associons à chaque lien le protocole qui permetla plus grosse capacité, comme sur la �gure 9.2.
PSfrag replacements

802.11a802.11bdébit capacité
distance0

0Fig. 9.2 � Capacité d'un lien en fonction de la distance et du protocole.Remarque 24 :Nous supposons ici que le coût d'un lien n'est pas lié au choix d'un protocole. Dans le cas contraire,133



CHAPITRE 9. CONCEPTION DE RÉSEAUX RADIO MULTI-SAUTS ROBUSTESon peut considérer pour chaque paire de n÷uds autant de liens que de protocoles disponibles, etassocier à chacun de ces liens un coût en fonction de son protocole.Pannes envisageablesTrois types de pannes peuvent intervenir :1. une panne sur un lien radio : la liaison entre deux n÷uds est interrompue. Ce cas intervientgénéralement lors de pannes matérielles sur une carte réseau ou une antenne, mais peut aussiavoir des raisons logicielles. Parmi les causes liées à ces pannes citons la défaillance d'une carteréseau suite à une surchau�e, ou un coup de foudre sur l'antenne correspondante. Le routeurpeut cependant continuer à distribuer un �ux sur le sous-réseau qu'il connecte, ou acheminerles paquets aux autres routeurs.2. une panne sur un routeur : si une panne intervient sur le routeur d'un n÷ud, tous les liensassurant les communications vers les routeurs voisins deviennent hors d'usage. Aucun �ux nepeut être acheminé vers le sous-réseau qu'il connecte. Ce type de panne intervient généralementsi un impact de foudre sur une antenne s'est propagé à tout le routeur, ou en cas de coupured'électricité.3. une panne sur un point d'accès : en cas de panne sur un point d'accès, le routeur resteconnecté au réseau et à son sous-réseau, mais perd sa capacité à délivrer un �ux. Il se comportecomme un simple relai. Lorsque le n÷ud concerné est également un n÷ud client, le sous-réseaucorrespondant ne reçoit plus le �ux associé au routeur du n÷ud.Contraintes de déploiementLe déploiement du réseau est soumis à plusieurs contraintes de divers ordres :� Contraintes de demande : chaque n÷ud client exige un débit spéci�que en bande passante,qui doit lui être assuré dans des conditions normales de fonctionnement.� Contraintes de capacité des liens : le �ux circulant sur un lien est borné par la capacitéde ce dernier.� Contraintes de degré : le degré d'un n÷ud du réseau est égal au nombre d'antennes di-rectionnelles présentes sur ce dernier. La charge de travail d'un routeur est proportionnelleau nombre d'antennes qu'il commande. Ainsi un nombre élevé d'antennes peut entraîner desdi�cultés de fonctionnement (temps de traitement de paquets élevés, surchau�e du routeur,. . .). De plus, le nombre de slots disponibles pour les cartes réseau est borné sur chaque rou-teur. Le nombre d'antennes associées au même routeur ne doit donc pas excéder une certainevaleur.� Contraintes de nombre de sauts : la distribution d'un n÷ud client est assurée par un ouplusieurs n÷uds sources. Pour des raisons de temps d'accès et de réponse, le nombre de sautsentre entre un n÷ud client et la (les) source(s) dont il dépend ne peut excéder une certainevaleur.� Contraintes de robustesse : Dans la mesure du possible, le réseau doit être résistant auxpannes, c'est-à-dire assurer une bande passante non nulle à tous les n÷uds clients si uneanomalie survient, sur un n÷ud, un lien. Quelle que soit la localisation de la panne (routeur,lien, ou point d'accès), les n÷uds du réseau 1 doivent restés connectés à au moins un n÷ud1à l'exception du n÷ud sur lequel intervient une panne134



9.2. MODÉLISATIONsource, tout en respectant les contraintes de nombre de sauts énoncées précédemment. Nousnous autorisons en cas de panne à dégrader le débit reçu par certains n÷uds clients, a�nd'assurer une connexion avec l'extérieur à tous les n÷uds.Le déploiement d'un tel réseau possède un coût, que nous associons principalement à l'achat etl'installation d'une antenne directionnelle. Aussi est-il pertinent dans un tel déploiement de mini-miser le nombre d'antennes utilisées.Nous appelonsNetworkDesign le problème consistant à dé�nir un réseau entre les routeurs desn÷uds qui répond à toutes les contraintes énoncées ci-avant. La dé�nition formelle de ce problèmeest donnée en �n de section 9.2.9.2 ModélisationLa section suivante propose la formalisation du problème NetworkDesign. La première sous-section présente les éléments d'une instance de NetworkDesign. La seconde sous-section introduit levocabulaire inhérent au problème, et se conclut par la dé�nition formelle de NetworkDesign.9.2.1 Modélisation de la donnéeNous modélisons l'ensemble des informations nécessaires à la conception du réseau comme suit :� Nous modélisons la donnée par un graphe non orienté G = (V,E), où V désigne l'ensembledes n÷uds du réseau, et E l'ensemble des liens déployables de signal su�sament grand.� Une fonction capa associe à chaque arête e ∈ E un réel dans R∗+ correspondant à sa capacité.� Nous nommons S ⊆ V et T ⊆ V les ensembles de sommets correspondant respectivement auxn÷uds sources et aux n÷uds clients.� Une fonction dem associe pour chaque élément t ∈ T un réel dans R∗+ désignant la demandede bande passante de t.Répondre au problème NetworkDesign consiste à trouver un graphe H, sous-graphe partiel de
G, et répondant aux contraintes présentées précédemment. Nous proposons dans la sous-sectionsuivante une dé�nition formelle de ce problème. Parmi les contraintes de conception énoncées, ledegré des n÷uds et le nombre de sauts entre une source et un client doivent être bornés. De plus leréseau doit supporter un certain nombre de pannes simultanées. Nous notons respectivement deg,
hop et r le degré maximal, le nombre de sauts maximum, et le nombre de pannes simultanées quepeut supporter le réseau.9.2.2 formulation du problèmeLe vocabulaire suivant précède la dé�nition du problème :Dé�nition 47 (r-robustesse) :Soient un graphe G = (V,E), un sous-ensemble S ⊆ V , un entier naturel dist ≥ 1, et un sommet
x ∈ V .Un sommet x /∈ S est r-robuste dans (G,S, d), si et seulement s'il existe r + 1 chaînes
{C1, C2, . . . Cr+1}, Ci ⊆ G, telles que :� les extrémités de Ci sont x et si, avec si ∈ S, 135



CHAPITRE 9. CONCEPTION DE RÉSEAUX RADIO MULTI-SAUTS ROBUSTES� V (Ci) ∩ V (Cj) = {x}, ∀1 ≤ i < j ≤ r + 1.Réciproquement, nous disons que l'ensemble de chaînes {C1, C2, . . . Cr+1}, Ci ⊆ G,assure la r-robustesse de x /∈ S dans (G,S).Si x est inclus dans S, x est r-robuste dans (G,S) si et seulement s'il existe r chaînes avec lesconditions énoncées précédemment, puisque x est déjà connecté à un point de collecte.Nous disons qu'un ensemble de sommets T est r-robuste dans (G,S) si chacun de ses sommets
x ∈ T est r-robuste dans (G,S). Réciproquement, nous disons qu'un ensemble de chaînes assure la
r-robustesse de T dans (G,S) si et seulement s'il assure la r-robustesse de chacun des éléments de
T .Remarque 25 :La notion de résistance aux pannes est ici portée sur les n÷uds du réseau, et se veut logiquementplus forte que la résistance aux pannes sur les liens. Le modèle de robustesse proposé et l'ensemblede nos travaux peuvent se décliner aisément pour ne considérer que des pannes intervenant sur lesliens.Dans le problème de conception, l'ensemble des n÷uds clients T doit donc être r-robuste dansle réseau déployé.Le terme de �ot est couramment employé dans la terminologie des réseaux pour décrire laquantité de matière transitant sur chacun des liens du réseau. Les problèmes de �ots cherchentgénéralement à satisfaire des demande de tra�c entre paires de n÷uds selon des contraintes liéesaux capacité des liens. Nous proposons ici une dé�nition d'un �ot chaînes-contraint :Dé�nition 48 (�ot chaînes-contraint) :Soient un graphe non orienté G = (V,E), une valuation des arêtes capa : E → R∗+, un ensemble
S ⊆ V de n÷uds sources, un ensemble T ⊆ V de n÷uds clients, et une fonction dem : T → R∗+.Considérons alors un ensemble de chaînes C tel que ∀c ∈ C, ext(c) = {sc, tc}|sc ∈ S, tc ∈ T .Appelons PC(e) l'ensemble des chaînes de C contenant l'arête e.Un �ot chaînes-contraint valide est une fonction f : C → Z+ qui associe à chaque chaîne cde C un réel positif ou nul tel que, en notant h(e) =

∑

c∈PC(e) f(c) avec e ∈ E :� h(e) ≤ capa(e),∀e ∈ E� ∑

c∈C|t∈ext(c) f(c) ≥ dem(t),∀t ∈ TNous formalisons NetworkDesign par le problème de décision 9.2.1.Clairement, le problème NetworkDesign recherche à partir d'un réseau donné un sous-réseaudans lequel :� les n÷uds sont de degré borné,� en fonctionnement normal, les demandes de n÷uds clients sont satisfaites par des n÷udssources situés à un nombre de sauts borné,� le sous-réseau peut supporter un nombre donné de pannes.136



9.2. MODÉLISATIONDonnée : � un graphe non orienté G = (V,E),� une fonction capa : E → R∗+,� deux sous-ensembles S et T de V ,� une fonction dem : T → R∗+,� les entiers naturels deg, hop, r, k.Question : existe-t-il un ensemble de chaînes C de G avec ext(c) = {sc, tc}|sc ∈ S, tc ∈
T,∀c ∈ C, et un �ot chaînes-contraint f sur C tel que, en notant H = (VH , EH)le graphe pour lequel lequel VH =

⋃

c∈C V (c) et EH =
⋃

c∈C E(c), on a :1. |NH(x)| ≤ deg, ∀x ∈ V (H),2. ∀c ∈ C, |E(C)| ≤ hop,3. f est valide pour l'instance (H, capa, S, T, dem,C),4. l'ensemble des chaînes C assure la r-robustesse de T dans (H,S),5. |EH | ≤ k.Problème de décision 9.2.1: le problème NetworkDesignUne instance de NetworkDesign est a priori décrite par un 9-uplet (G, capa, S,T ,dem, k, deg,
hop, r). Nous cherchons une topologie dont le nombre de liens est borné par une constante k. Laversion optimisation de ce problème, appelée min-NetworkDesign, consiste à trouver le sous-réseauayant un nombre minimum de liens. La donnée k est alors supprimée de la donnée.Remarquons que la donnée des n÷uds sources, des n÷uds clients, des demandes qui leur sontassociées, des liens et de leur capacité sont des données de terrain. À l'opposé, les contraintes derobustesse, de distance et de degré relèvent plutôt de choix techniques et de politiques de déploie-ment. Par souci de clarté, nous utiliserons parfois une notation consistant à extraire les paramètrestechniques deg, hop et r de la donnée du problème. Ainsi le problème [deg,hop,r]-NetworkDesign ré-fère à une instance de NetworkDesign dans laquelle le degré maximum est borné par deg, le nombrede sauts entre une source et un client est d'au plus hop, et le réseau déployé doit être r-robuste. Ladonnée du problème est réduite à un 6-uplet (G, capa, S,T ,dem, k).La �gure 9.3(a) présente une instance de [3,3,1]-min-NetworkDesign. Les sommets A et F sontdes sommets sources. Les sommets B à F sont des sommets clients. La demande de chacun dessommets est indiquée entre crochets. La capacité de chaque arête est ici �xée à 3. La �gure 9.3(b)présente une solution de coût 13. Le tableau 9.1 détaille la solution, en énumérant pour chaqueclient la ou les chaînes assurant le transport du �ot, et les chaînes de secours utilisées en cas depanne.Nous terminons cette section par l'énoncé de la remarque suivante :Remarque 26 :Dans le problème tel que nous avons énoncé, les sommets du graphe résultat ont les mêmes contraintesde degré, de robustesse, et de distance. En adaptant notre formulation, nous pourrions dé�nir enrésultat un graphe dans lequel les paramètres critiques sont propres à chaque n÷ud. En e�et : 137



CHAPITRE 9. CONCEPTION DE RÉSEAUX RADIO MULTI-SAUTS ROBUSTESPSfrag replacements
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source client relais(b) Une solution de coût 13Fig. 9.3 � Une instance de [3,3,1]-min-NetworkDesign et sa solutionclient chaînes [�ot] secours client chaînes [�ot] secoursC A-I-C [1] B-L-D-C G B-H-G [2] A-K-GD B-L-D [2] A-I-C-D H B-H [1] A-F-GE B-L-E [1] A-I-E I A-I [2] B-L-E-IF A-F [1] B-H-G-F J A-J [2] B-H-G-KTab. 9.1 � Listes des chaînes assurant la distribution du �ot et la robustesse par sommet.138



9.2. MODÉLISATION� Au niveau du degré, certains sites peuvent accueillir plus d'antennes que d'autres.� Au niveau de la robustesse, on peut souhaiter que certains clients soient plus robustes qued'autres si la proportion d'utilisateurs �naux est supérieure.� En�n, augmenter la distance maximum entre une source et un client précis peut amener denouvelles solutions moins coûteuses en nombre de liens.Nous mentionnons l'existence de ces variantes qui peuvent se formaliser aisément par le voca-bulaire que nous avons introduit. Cependant, nous restreindrons notre étude dans ce mémoire auproblème présentant des contraintes identiques pour tous les n÷uds.
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Chapitre 10Étude de complexitéNous proposons une étude complexité du problème min-NetworkDesign en fonction des valeursdes paramètres de degré, nombre de sauts et robustesse, respectivement désignées par les valeurs deg,
hop et r. Ce chapitre regroupe à la fois un état de l'art sur des problèmes similaires, et instaure denouvelles preuves de complexité. Par la suite, lorsqu'une contrainte est ignorée, nous lui attribuonsune valeur correspondant à cet état : les a�ectations deg =∞ et hop =∞ impliquent respectivementque le degré maximum autorisé et le nombre maximum de sauts peuvent être arbitrairement grands(de l'ordre de n), et l'a�ectation r = 0 que le réseau ne tolère aucune panne.Organiser les nombreux problèmes résultant des variations de ces paramètres n'est pas chosefacile. Aussi nous découperons notre étude en trois sections. La première section décrit quelquesrésultats sur le problème min-NetworkDesign lorsqu'aucun des trois types de contraintes (degré,nombre de sauts, robustesse) n'est considéré. Les sections 2, et 3 s'intéressent aux problèmes pourlesquels respectivement 1 et 2 types de contraintes sont envisagés.10.1 NetworkDesign sans contrainteLe problème [∞,∞,0]-NetworkDesign décrit exactement le problème du EDGE-COST FLOW(ECF), connu pour être NP-complet [GJ79]. Il reste NP-complet même sous l'hypothèse que lescapacités des arêtes sont in�nies. On rencontre parfois ce dernier problème sous le nom INFINITECAPACITY EDGE-COST FLOW (ICECF) [EKS05].Les deux propositions suivantes illustrent l'impact de la cardinalité des ensembles sources etclients sur la complexité de ces deux familles de problèmes.Proposition 2 :1. Les deux précédents problèmes restent NP-complets, lorsque le nombre de sources est de 1.2. Lorsque le nombre de clients est de 1, ECF reste NP-complet.3. En revanche, lorsque le nombre de clients est de 1, ICECF devient polynomial.Preuve :Soit une instance I de ECF contenant (entre autres) un ensemble de sommets sources S dans ungraphe G = (V,E). À partir de I, on peut construire polynomialement une instance I ′ du même141



CHAPITRE 10. ÉTUDE DE COMPLEXITÉproblème dans laquelle le nombre de sources est de 1, en copiant I dans I ′ et en fusionnant1 lessommets de S dans G. Une solution à I de coût k induit alors une solution a I de coût équivalent,et réciproquement.Lorsque les arêtes sont de capacité in�nies, et qu'il n'y a qu'une seule source, ce problème n'estautre que celui du STEINER TREE (StT), connu pour être NP-complet. Ceci conclut la preuve dupoint 1 de la proposition 2.Soit une instance I de ECF contenant (entre autres) un ensemble de clients C = {c1, c2, . . . , cm}dans un graphe G = (V,E). On peut construire polynomialement une instance I ′ du même problèmecomme suit :� I ′ est initialisé par copie de I.� Nous ajoutons à G un sommet c, et les arêtes {ci, c}|ci ∈ C.� La capacité de {ci, c} est égale à dem(ci).� Le sommet c est désigné comme seul client, avec une demande dem(c) =
∑

ci∈C dem(ci).Par la suite, nous nommerons cette construction l'ajout d'un super client.S'il existe une solution à I ′ de coût k, alors elle mobilise chacune des arêtes {ci, c}|ci ∈ C à pleinecapacité. On peut en déduire une solution à I de coût k− |C|. Réciproquement, toute solution de Ide coût k implique une solution dans I ′ de coût k+ |C|. La complexité du problème reste inchangée,comme l'indique le point 2 de la proposition 2.Nous terminons par la justi�cation du point 3 : lorsque les capacités des arêtes sont in�nies etqu'il n'y a qu'un seul client c, il su�t de déterminer le plus court chemin entre s et une sourcequelconque pour obtenir un ensemble d'arêtes permettant le transit du �ux. Cette opération estconnue pour s'exécuter avec une complexité en O(n2). �La preuve de la proposition 3 utilise une réduction vers le problème BIPARTITION. Ce problèmeconsiste à se demander s'il existe une bipartition {NA, NB} d'un ensemble S d'entiers, telle que lasomme des éléments de N1 égale celle des éléments de N2. Ce problème est connu pour être NP-complet.Proposition 3 :Lorsque tous les n÷uds du réseau sont des clients :1. ECF reste NP-complet.2. ICECF est polynomial.Preuve :Nous prouvons le point 1 de la remarque par une réduction au problème BIPARTITION.Le problème ECF est dans NP : pour toute solution potentielle de coût k décrite par un ensembled'arêtes ES , on peut véri�er en un temps polynomial que le �ot est réalisable sur le graphe partielinduit par les arêtes de ES . Nous construisons à partir de toute instance N = {n1, n2, n3, . . . nm}du problème BIPARTITION une instance IECF = (G, capa, S, T, dem, k) de ECF comme suit : Le1L'opération de fusion d'un ensemble de sommets S = {s1, s2 . . . sk} dans un graphe G = (V, E) consiste àsupprimer dans V les sommets de S, et à ajouter un nouveau sommet s. Chaque arête du type {a, si}|a ∈ V −S, si ∈ Sest supprimée de E, et est remplacée par l'arête {a, s}. Les arêtes {si, sj}|si, sj ∈ S sont simplement supprimées.142



10.2. NETWORKDESIGN AVEC UN SEUL TYPE DE CONTRAINTESgraphe G = (V,E) est dé�ni par les ensembles :
V = {s} ∪N ∪ {N1, N2}et

E =
{

{s, ni}, {ni, N1}, {ni, N2}|ni ∈ N
}Pour tout ni ∈ N , on pose capa({s, ni}) = 2 × ni, capa({ni, N1}) = ni et capa({ni, N2}) = ni.L'instance ne comporte qu'une source S = {s}, et T = V . La demande de chaque n÷ud ni est égaleà ni. Nous posons également dem(N1) = dem(N2) = 1

2×
∑

ni∈N ni. Il convient dans notre réductionque tous les sommets soient des clients. Aussi la demande du n÷ud source s doit être non nulle,mais sa valeur n'est pas pertinente puisqu'auto-satisfaite. En�n nous posons k = 2× |N |.Nous a�rmons que s'il existe une solution S à l'instance IECF , alors elle est nécessairement decoût égal à k et permet de déduire une solution à l'instance N du problème BIPARTITION. Lecoût de S est ici le nombre d'arêtes de G transitant un �ot de valeur non nulle. Dans toute solutionréalisable, chacune des arêtes de la forme {s, ni} doit obligatoirement faire transiter un �ot égal àsa capacité. Ces arêtes sont au nombre de |N |. Pour chaque arête {s, ni} et sur les 2× ni unités de�ot qui transitent par elle, la moitié est consommée par le sommet ni. S'il est possible de satisfaireles demandes de N1 et N2 avec k = 2 × N arêtes, alors le �ot non-consommé par chaque sommet
ni ne se divise pas, et est intégralement routé en direction de N1 ou N2. On construit alors unebipartition N = {NA, NB} en ajoutant à NA les éléments ni de N pour lesquels l'arête {ni, N1} faittransiter un �ot non nul (précisément de n1 unités), et à NB sinon. La réciproque est immédiate.Le point 2 de la proposition 3 est immédiat. Soit une instance I de ICECF. S'il n'y a qu'unesource s, n'importe quel arbre couvrant le graphe en entrée décrit une solution pour I. S'il y aplusieurs sources, nous les fusionnons pareillement à la preuve du point 1 de la proposition 2. Nousobtenons une instance I ′ dont la résolution en temps polynomial donne une solution de même coûtpour I.

�10.2 NetworkDesign avec un seul type de contraintesNous étudions la complexité de min-NetworkDesign lorsque seulement un type de contraintes estenvisagé. Nous déterminons lorsqu'elle existe la limite entre la polynomialité et la NP-complétudedu problème en fonction de la valeur du paramètre régissant la contrainte.10.2.1 Seul le degré est bornéLe problème [deg,∞,0]-min-NetworkDesign est NP-di�cile en général, puisqu'il constitue unegénéralisation du problème ECF présenté précédemment.La première remarque énonce quelques résultats pour des instances particulières. La seconde re-marque conclut sur la limite entre la polynomialité et la NP-complétude de [deg,∞,0]-NetworkDesignen fonction de la valeur de deg.Proposition 4 :Considérons le problème [deg,∞,0]-min-NetworkDesign réduit aux instances où les arêtes sont decapacités in�nies, et le nombre de sources de 1. Alors : 143



CHAPITRE 10. ÉTUDE DE COMPLEXITÉ1. ce problème est NP-di�cile,2. il reste NP-di�cile même en supposant que tous les n÷uds sont des clients,3. il est polynomial s'il n'y a qu'un client.4. les trois premiers points restent exacts lorsque l'instance possède plusieurs sources.Preuve :1. Le problème est exactement le problème DEGREE-CONSTRAINED MINIMUM STEINERTREE (DCMStT) [BV95, Bau96], qui consiste à trouver un arbre de Steiner avec un nombreminimum d'arêtes et dont le degré des n÷uds est borné. Ce problème est connu pour êtreNP-di�cile.2. Lorsque tous les n÷uds sont des clients, l'objectif consiste à trouver un arbre couvrant dedegré borné par deg. Déterminer l'existence d'un tel arbre correspond au problème DEGREE-CONSTRAINED SPANNING TREE (DCSpT) [GJ79], connu pour être NP-complet pourtout deg ≥ 2 (voir preuve de la proposition 5).3. Lorsqu'il n'y a qu'un seul client, il su�t de rechercher un plus court chemin de la source versle client.4. S'il y a plusieurs sources dans une instance I, nous les fusionnons pareillement à la preuve dupoint 1 de la proposition 2. Nous obtenons une instance I ′ construite en temps polynomialdont la résolution donne une solution de même coût sur I.
�Proposition 5 :Le problème de décision [deg,∞,0]-NetworkDesign est :� polynomial lorsque deg = 1,� NP-complet pour tout deg ≥ 2.Preuve :Soit I = (G, capa, S, T, dem, k) une instance de [deg,∞,0]-NetworkDesign.Lorsque deg = 1, le problème consiste à trouver pour chaque client ci une source dédiée sjdans son voisinage, telle que la capacité de l'arête {ci, sj} soit supérieure à la demande dem(ci). Sarésolution consiste à trouver un couplage saturant T dans le graphe biparti H = (S, T, {x, y}|x ∈

S, y ∈ T, {x, y} ∈ E(G), capa({x, y}) ≥ dem(y)).Comme annoncé dans la preuve de la proposition 4 et dans les instances avec une seule source,où tous les n÷uds sont des clients et les arêtes sont de capacité in�nie, le problème est exactementcelui du DCSpT. En fait lorsque deg = 2, il s'agit du problème HAMILTONIAN PATH (HP).Il existe également une réduction vers problème HP qui prouve la NP-complétude pour toutevaleur deg ≥ 2 : depuis G une instance de HP. On construit une instance (H, capa, S, T, dem, k) de[deg,∞,0]-NetworkDesign telle que :� V (H) = V (G) ∪
{

(x, i)
}

x∈V (G),i∈[1,deg−2]
et E(H) = E(G) ∪

{

{x, (x, i)}
}

x∈V (G),i∈[1,deg−2]
,� S = {s}, où s est un sommet quelconque de V (G), et T =

{

(x, i)
}

x∈V (G),i∈[1,deg−2]
,144



10.2. NETWORKDESIGN AVEC UN SEUL TYPE DE CONTRAINTES� dem(t) = 1|t ∈ T, capa(e) =∞|e ∈ E(H),� k ≥ |V (H)|.S'il existe une solution sur l'instance (H,S, T, dem, capa, k), alors l'ensemble des arêtes de la forme
{

{x, (x, i)}|x ∈ V (G), i ∈ [1, deg − 2]
} appartient à la solution. Le degré des sommets de H ne peutexcéder deg dans la solution. Les sommets de V (G) sont alors connectés entre eux dans la solutionpar un ensemble d'arêtes formant un chemin hamiltonien sur G.

�10.2.2 Seul le nombre de sauts est bornéLe problème [∞,hop,0]-NetworkDesign s'intéresse à la recherche d'un �ot satisfaisant un en-semble de demandes, sous la contrainte que le �ot émis depuis chaque source n'e�ectue pas plusde hop sauts pour atteindre sa destination. L'objectif reste la minimisation du nombre d'arêtesmobilisées.Le théorème 25 regroupe les principaux résultats de complexité de ce problème :Théorème 25 :Le problème [∞,hop,0]-NetworkDesign est :1. polynomial lorsque hop = 1,2. NP-complet pour tout hop ≥ 2.Preuve :Posons hop = 1. Soit I = (G, capa, S, T, dem, k) une instance du problème [∞,hop,0]-NetworkDesign.Lorsque le nombre de sauts autorisé hop est d'au plus 1, une solution optimale en nombre d'arêtesse calcule polynomialement comme suit : pour chaque client t ∈ T , nous sélectionnons un ensemble
Et d'arêtes incidentes à t et à n'importe quel sommet source assurant à t la distribution du �ot.L'ensemble Et de cardinalité minimale se calcule en sélectionnant d'abord les arêtes {t, s}|s ∈ S deplus grande capacité, et en les ajoutant successivement à Et tant que la somme des capacités desarêtes de Et reste inférieure à la demande de t. Les arêtes du graphe solution sont alors l'union des
Et|t ∈ T . La distribution du �ot est évidente : il su�t de véri�er que la solution possède un coûtinférieur ou égal à k. Ceci conclut la démonstration du point 1 du théorème 252.Lorsque hop ≥ 2 nous proposons une réduction au problème NP-complet SET-COVER (SC) :Le problème [∞,hop,0]-NetworkDesign est dans NP : soit (G, capa, S, T, dem, k) une instancede ce problème. Étant donné un ensemble de chaînes C de taille au plus hop et d'un �ot chaînes-contraint f : C → R+, il est possible de véri�er en un temps polynomial que (C, f) est bien unesolution pour l'intance (G, capa, S, T, dem, k).Soit une instance ISC = (X,T, k) une instance de SC, où T est un ensemble de n éléments T =
{t1, t2, . . . , tn}, et X = {X1,X2, . . . ,Xm} est composé de m sous-ensembles de T . Nous construisonsdepuis ISC une instance I de [∞,hop,0]-NetworkDesign comme suit :Nous dé�nissons le graphe G = (V,E) tel que :

V =
{

Xi

}

0≤i≤m
∪

{

si

}

0≤i≤hop−22Cet algorithme est repris de manière plus détaillée dans la preuve du théorème 29, avec l'ajout de la contraintede robustesse. 145



CHAPITRE 10. ÉTUDE DE COMPLEXITÉet
E =

{

{Xi, tj}|tj ∈ Xi

}

0≤i≤m,0≤j≤n
∪

{

si, si+1

}

0≤i≤hop−3Nous posons S = {s0}, dem : T → R+ une fonction quelconque, et capa : E → ∞ la fonctionqui associe une capacité in�nie aux arêtes de G. Soit I = (G, capa, S, T, dem, k) une instance de[∞,hop,0]-NetworkDesign. La construction de I est clairement polynomiale en fonction de la taillede ISC . La �gure 10.1(b) présente l'instance I construite à partir de l'instance de SC de la �gure10.1(a), avec hop = 4.PSfrag replacements
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t0 t1 t2 t3 t4(b)Fig. 10.1 � Construction d'une instance de [∞,hop,0]-NetworkDesign depuis une instance de SET-COVER et un entier hop = 4Considérons une solution (C, f) de coût a ≤ k sur l'instance I, où C est l'ensemble des chaînes
c reliant s0 clients de T , et telles que f(c) > 0. La construction proposée implique que toute chaîne
c ∈ C est de taille hop. Appelons U l'ensemble des arêtes utilisées par les chaînes de C. Par dé�nition
|U | = a, il y a au moins n arêtes incidentes aux sommets de T , et au plus a − n arêtes relient s0aux éléments de X. Soit W ⊆ U l'ensemble des arêtes de la forme {shop−2,Xi}|Xi ∈ X. Alors
|W | ≤ a − n − (hop − 2). En sélectionnant les éléments de X incidents à une arête de W , nousobtenons une solution à l'instance ISC de coût au plus a− n− (hop− 2).Réciproquement, si Y ⊆ X est une solution à ISC de coût b, alors on peut en déduire une solutionde coût égal à b + n + (hop− 2) à I : nous posons U l'ensemble des arêtes {s,Xi}|Xi ∈ Y , et pourchaque client ti nous ajoutons à U une arête {ti,Xj}|Xj ∈ Y . Pour chaque client, il existe donc unechaîne de taille hop reliant tout client à la source, et que nous sélectionnons dans notre solution. Lescapacités des arêtes sont in�nies, aussi un seule chaîne su�t pour satisfaire une demande. Les arêtesde la forme {si, si+1}|0 ≤ i ≤ hop− 3 appartiennent nécessairement à la solution. La cardinalité de
U est clairement de b + n + (hop − 2).Rappelons en�n que SC est NP-complet en général, ce qui conclut la démonstration du point 2.

�Corollaire 12 :La réduction de la preuve du théorème 25 conserve le rapport d'approximation entre les solutions.146



10.2. NETWORKDESIGN AVEC UN SEUL TYPE DE CONTRAINTESLa version optimisation de SET-COVER, nommée MINIMUM-SET-COVER, est connue pour êtreNP-di�cile et non approximable à un facteur constant près. Ainsi [∞,hop,0]-min-NetworkDesignest un problème NP-di�cile et non approximable à un facteur constant près.Corollaire 13 :Le problème [∞,hop,0]-NetworkDesign reste NP-complet pour tout hop ≥ 3, même lorsque l'instancene possède qu'une source et une destination.Preuve :Nous reprenons l'instance I construite dans la démonstration du point 2 du théorème précédent.Nous ajoutons un super client, par une construction déjà présentée dans la preuve de la proposi-tion 2. Nous obtenons une instance I ′ n'ayant qu'une source s0 et un client t, et dans laquelle ladistance entre ces deux n÷uds a été augmentée de 1. Nous a�rmons que résoudre [∞,hop + 1,0]-NetworkDesign sur l'instance I ′ est aussi di�cile que résoudre [∞,hop,0]-NetworkDesign sur I : s'ilexiste une solution S′ à I ′ de coût k, alors elle mobilise chacune des |T | arêtes ajoutées lors del'ajout du super client, et ce à pleine capacité. On peut en déduire une solution à I de coût k− |T |en sélectionnant les arêtes de S′ non incidentes au super client. La réciproque est immédiate. On enconclut la NP-complétude du problème lorsque le nombre de sauts maximum est 3, et que l'instancene contient qu'un client.La �gure 10.2.2 présente l'ajout d'un super client t à partir de l'instance de la �gure 10.1(b).Les arêtes {c, ti} sont de capacité égale à la demande de ti dans I.

r e l a i sc l i en ts o u r c e
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tFig. 10.2 � Ajout d'un super client t à la construction de la �gure 10.1(b)
�La preuve du dernier théorème annonce que le problème est NP-complet pour hop ≥ 2 mêmelorsque l'instance ne comporte qu'une source. Le corollaire de ce théorème prouve la NP-complétudepour hop ≥ 3 lorsqu'il n'y a qu'un client. La construction présentée dans la preuve du point 1 dela proposition 3 permet d'établir que le problème reste NP-complet lorsque tous les n÷uds sont desclients. Signalons en�n que lorsque les arêtes sont de capacité in�nie, et que tous les n÷uds sont147



CHAPITRE 10. ÉTUDE DE COMPLEXITÉclients, le problème est exactement celui du MINIMUMDIAMETER SPANNING TREE (MDSpT),connu pour être polynomial lorsque le coût des arêtes est uniforme.10.2.3 Seule la robustesse est imposée.Même lorsque r = 0, le problème [∞,∞,r]-min-NetworkDesign est NP-di�cile, puisqu'il décritexactement le problème min-NetworkDesign sans contraintes, déjà étudié en 10.1. La variation dece paramètre n'a qu'une in�uence limitée sur la complexité du problème. Le nombre de sources (aumoins égal à la robustesse du réseau) et de clients ne change en rien la complexité du problème,puisque la preuve de NP-complétude présentée dans la section 10.1 s'applique pour des instancesne comportant qu'une source et un client.Nous citerons quelques résultats connus lorsque la capacité des arêtes est in�nie. En pareilcas, une solution consiste à dé�nir un sous-graphe du graphe de départ dans lequel chaque clientpeut être connecté à l'aide de r + 1 chaînes sommet-disjoints à r + 1 sources di�érentes. Unesolution optimale requiert alors un nombre d'arêtes minimal. Le problème de l'existence mêmed'une solution (sans qu'elle soit nécessairement optimale en nombre d'arêtes) s'apparente un peuà celui du UNDIRECTED VERTEX-DISJOINT PATHS (UVDP) consistant à se demander s'ilexiste des chaînes sommets-disjoints entre k paires de n÷uds sources et clients dans un graphe nonorienté. Le problème a été montré NP-complet [Kar75] en général, mais polynomial lorsque k estborné [RS95] ou si chaque chemin recherché possède une extrémité commune. Nous mentionneronsen�n le théorème énoncé par Menger en 1927, qui a ouvert la voie à de nombreux travaux sur laconnexité :Dé�nition 49 (un vw-séparateur) :Soient v et w deux sommets d'un graphe G.Un vw-séparateur de G est un ensemble S de sommets distincts de v et w tel que toute chaîneentre v et w passe par un des sommets de S.Théorème 26 (Menger, 1927) :Le nombre maximal de chaînes sommets-disjoints connectant deux sommets distincts non adjacents
v et w est égal à la taille minimum d'un vw-séparateur.Par une réduction appropriée, ces résultats permettent de dé�nir l'existence ou non de chaînesdisjointes dans un graphe entre un client et plusieurs sources pour une robustesse donnée r. Aucunne détermine en revanche la solution mobilisant un nombre minimum d'arêtes.10.3 NetworkDesign avec deux types de contraintesNous poursuivons l'étude de la complexité de NetworkDesign lorsque deux types de contraintessont envisagés.10.3.1 Lorsque le degré et le nombre de sauts sont bornésRésoudre [deg,hop,0]-NetworkDesign est ici encore un problème NP-complet en général. Rappe-lons tout de même que [1,hop,∅]-min-NetworkDesign est polynomial pour toute valeur de hop, enaccord avec la proposition 5. Ce problème à fait l'objet de nombreux travaux sous l'hypothèse que lesarêtes sont de capacité in�nie. Signalons par exemple qu'il est très voisin du DEGREE-BOUNDED148



10.3. NETWORKDESIGN AVEC DEUX TYPES DE CONTRAINTESMINIMUM DIAMETER SPANNING TREE (DBMDSpT) [KJL+04] lorsque tous les n÷uds sontclients, qu'il n'existe qu'une seule source et que les arêtes sont de capacité in�nie.Dans la suite de cette sous-section, les résultats énoncés supposent tous que les arêtes sontde capacité in�nie. Malgré cette hypothèse réductrice, nous allons voir que certains résultats decomplexité restent encore à trouver.Les deux théorèmes suivants annonçent la complexité de [deg,hop,0]-NetworkDesign pour cer-taines valeurs de deg et hop.Théorème 27 :Le problème [deg,1,0]-min-NetworkDesign est polynomial pour tout deg ≥ 1 lorsque les arêtes sontde capacité in�nie.Preuve :Soit I = (G, capa, S, T, dem) une instance de [deg,hop,0]-min-NetworkDesign. Le nombre de sautsmaximum est de 1, et les capacités des arêtes sont in�nies. La demande de débit de chaque clientest satisfaite à la condition qu'une arête le relie directement à une source. Toute solution se peut seréduire à trouver un ensemble d'arêtes connectant tout client à une source, de sorte qu'une sourcene connecte pas plus de deg clients. Le coût d'une solution lorsqu'elle existe est toujours de |T |.Le graphe G = (V,E) de l'instance peut se réduire ici à un graphe biparti GB = (S, T,E′)où E′ = {{x, y} ∈ E|x ∈ S, y ∈ T} puisque seules les arêtes reliant une source et un client sontexploitables.Nous dé�nissons alors le graphe biparti H = (XH , YH , EH) tel que :
XH = E′, YH = T ∪

{

(x, i)|x ∈ S, d(x) > deg, i ∈ [1, d(x) − deg]
}et

EH =
{

{{x, y}, y}|x ∈ S, y ∈ T
}

∪
{

{x, (x, i)}|x ∈ S, i ∈ IN∗
}La �gure 10.3(b) présente un graphe biparti H construit à partir du graphe biparti GB de la�gure 10.3(a), lorsque le paramètre deg est �xé à 2.
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CHAPITRE 10. ÉTUDE DE COMPLEXITÉSoit S un ensemble d'arêtes formant un couplage maximum dans H. Si S sature l'ensemble dessommets de YH , alors on peut en déduire une solution à l'instance I de [deg,1,0]-min-NetworkDesign.Nous sélectionnons dans GB = (S, T,E) les éléments de E associés à des éléments de T dans lecouplage S (par exemple dans la �gure 10.3(b), si l'arête {{a, t3}, t3} appartient au couplage, alors
{a, t3} fait partie de la solution de l'instance I sur la �gure 10.3(a)). Puisque S est un couplagesaturant, les éléments sélectionnés dans E touchent un nombre maximum d'éléments de T .Le fait que le couplage sature les sommets du type (x, i), x ∈ S, i ∈ IN∗ permet de maintenir ledegré de la source x inférieur ou égal à deg dans la solution de l'instance I. �Théorème 28 :Le problème [deg,hop,0]-min-NetworkDesign est NP-complet pour tout deg ≥ 4 et tout hop ≥ 2lorsque les arêtes sont de capacité in�nie.Preuve :Nous proposons une réduction au problème K-SET-COVER (KSC) qui décrit les instances de SCdans lesquelles la cardinalité de chaque sous-ensemble est d'au plus K. Le problème est connu pourêtre NP-complet à partir de K = 3.Le problème [deg,hop,0]-NetworkDesign est dans NP : soit (G, capa, S, T, dem, k) une instancede ce problème. Étant donné un ensemble de chaînes C de taille au plus hop et d'un �ot chaînes-contraint f : C → R+, il est possible de véri�er en un temps polynomial que (C, f) est bien unesolution pour l'intance (G, capa, S, T, dem, k) dans laquelle le degré des n÷uds est bien inférieur à
deg.Soit une instance IKSC = (X,T, k) une instance du problème K-SET-COVER, où T est unensemble de n éléments T = {t1, t2, . . . , tn}, et X = {X1,X2, . . . ,Xm} est composé de m sous-ensembles de T , de cardinalité au plus K.Nous construisons depuis IKSC une instance I du problème [deg,hop,0]-NetworkDesign commesuit :Nous dé�nissons le graphe G = (V,E) tel que :

V = X ∪ T ∪
{

sXi

j

}

1≤i≤m,0≤j≤hop−2et
E =

{

{Xi, tj}|tj ∈ Xi

}

0≤i≤m,0≤j≤n
∪

{

sXi

j , sXi

j+1

}

1≤i≤m,0≤j≤hop−3La construction de G est polynomiale en fonction de la taille de IKSC , et le degré dans G detous les sommets de V − T est clairement inférieur ou égal à K + 1. Nous considérons l'instance
I = (G, capa, S, T, dem, k), dans laquelle S =

{

sXi
0

}

1≤i≤m
et capa(e) =∞,∀e ∈ E. La �gure 10.4(b)présente l'instance I construite depuis l'instance de 3-SET-COVER de la �gure 10.4(a).Nous a�rmons que s'il existe une solution à l'instance I sur [deg,hop,0]-NetworkDesign, alors ilexiste une solution de coût proportionnel sur l'instance IKSC de K-SET-COVER et réciproquement.Soit (C, f) une solution de coût a sur l'instance I, où C est l'ensemble des chaînes c reliant unesource à un client de T , et telles que f(c) > 0. D'après la construction proposée et les conditionssur les capacités des arêtes, on peut supposer que toute chaîne c ∈ C est de taille hop, et qu'il n'ya qu'une seule chaîne par client (dans le cas contraire on peut se ramener à une solution de coûtinférieur). Appelons U l'ensemble des arêtes utilisées par les chaînes de C. Alors exactement |T |150
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(b) Une instance de min-NetworkDesignFig. 10.4 � -min-NetworkDesign]Construction d'une instance de [deg,hop,0]-min-NetworkDesign depuis une ins-tance de 3-SET-COVERarêtes de U sont incidentes aux sommets clients. Les autres arêtes assurent la connexion entre lesdi�érentes sources et les sommets de X. On peut en déduire une solution de coût (a−|T |)/(hop−2)sur l'instance IKSC , en sélectionnant les ensembles incidents aux arêtes de U . Rappelons que ledegré des clients dans le graphe induit par les arêtes U est de 1, et que celui des autres sommetsest d'au plus K + 1.Réciproquement, s'il existe une solution de coût b pour l'instance ISC , on en déduit une solutionde coût (hop− 2)× b + |T | sur I, en sélectionnant comme n÷uds relais les ensembles de la solution,et en assurant la connexité avec la source la plus proche.Rappelons en�n que le problème est dans NP, et que K-SET-COVER est NP-complet pour
K ≥ 3. �Le tableau 10.1 récapitule les résultats de cette sous-section, selon les valeurs de deg et hop.À la vue de ce dernier, certains résultats demeurent encore à trouver. On peut se demanderquelle est la complexité de [deg,hop,0]-min-NetworkDesign lorsque deg ∈ [2, 3], hop ≥ 2 et que lesarêtes sont de capacité in�nie.Il est par ailleurs admis que [deg,hop,0]-min-NetworkDesign avec arêtes de capacité in�nie estau moins aussi di�cile à résoudre que [deg,hop,0]-min-NetworkDesign lorsque les arêtes sont decapacité �nie. La NP-complétude du premier problème annonce la NP-complétude du second. Enrevanche, rien ne permet d'a�rmer que [deg,hop,0]-min-NetworkDesign est bien polynomial lorsque
deg ≥ 2 et hop = 1 : le fait qu'un client puisse recevoir un �ot depuis plusieurs sources ne permetpas d'étendre la preuve du théorème 27 à cette con�guration. La complexité de ce problème est iciouverte. 151
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Tab. 10.1 � complexité de [deg,hop,0]-NetworkDesign selon le nombre de sauts et le degré maximumautorisés, lorsque les arêtes sont de capacité in�nie10.3.2 Lorsque le degré est borné et la robustesse imposéeLa prochaine con�guration étudiée consiste à assurer une r-robustesse aux pannes lorsque ledegré du graphe est borné par deg. Il ne fait aucun doute de la NP-complétude du problème, mêmepour r = 0 puisque cette valeur a été considérée par défaut dans les travaux précédents. La remarquesuivante est immédiate :Remarque 27 :Si deg ≤ r ou si |S| ≤ r, alors [deg,0,r]-NetworkDesign est trivialement polynomial puisque sanssolution réalisable.En accord avec la proposition 5, le problème est polynomial lorsque deg = 1 et r = 0, etNP-complet pour tout deg ≥ 2. Nous énonçons la proposition suivante :Proposition 6 :Le problème [2,0,1]-NetworkDesign est NP-complet.Preuve :Nous proposons une réduction depuis le problème HAMILTONIAN PATH (HP), connu pour êtreNP-complet même lorsque les extrémités du chemin recherché sont �xées.Le problème [2,∅,1]-NetworkDesign est dans NP : étant donné une instance de ce problème, onpeut véri�er en temps polynomial que toute solution à cette instance assure une robustesse de 1 àchaque client, sans que le degré des n÷uds n'excède 2.Soit G une instance de HP avec extrémités �xées, ici s1, s2 ∈ V (G). Nous construisons uneinstance (H, capa, S, T, dem) de [2,∅,1]-NetworkDesign dans laquelle :� V (H) = V (G) ∪ {z},152



10.3. NETWORKDESIGN AVEC DEUX TYPES DE CONTRAINTES� E(H) = E(G) ∪
{

{s1, z}, {s2, z}
},� S =

{

{s1, s2}|s1, s2 ∈ V (G)
},� T = V (G),� capa(e) =∞|e ∈ E(G).Résoudre l'instance de NetworkDesign revient exactement à résoudre l'instance de HP avec extré-mités �xées.Dans toute solution à (H, capa, S, T, dem), le degré de chaque client est de 2 exactement (aumoins 2 pour assurer la robustesse, au plus 2 par la contrainte de limitation de degré). Soit U l'en-semble des arêtes utilisées dans toute solution. Alors {

{s1, z}, {s2, z}
}

⊆ U . De plus, chaque clientdoit être connecté aux deux sources s1 et s2 par deux chemins disjoints. Le degré de ces sources nepeut excéder 2, et les arêtes {s1, z}, {s2, z} appartiennent à la solution. Il en résulte que les arêtesde U −
{

{s1, z}, {s2, z}
} décrivent un chemin hamiltonien dont les extrémités sont s1 et s2. Laréciproque est immédiate. �Le tableau 10.2 résume les résultats de complexité de [deg,∅,r]-NetworkDesign selon la valeurdes variables deg et r.
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Tab. 10.2 � complexité de [deg,∅,r]-NetworkDesign selon la robustesse minimale et le degré maxi-mum autorisé.10.3.3 Lorsque le nombre de sauts est borné et la robustesse imposéeDepuis les résultats énoncés dans la section précédente, il est possible de conclure immédiatementà la NP-complétude du problème [∞,hop,r]-NetworkDesign lorsque hop et r sont quelconques. Lesdeux théorèmes suivants étudient la frontière entre la polynomialité et la NP-complétude en fonctionde ces deux paramètres. Le premier théorème annonce la polynomialité du problème pour tout couple
(hop, r) tel que hop = 1 et r ≥ 0. Le second précise la complexité du problème lorsque hop ≥ 2 et
r ≥ 0. 153



CHAPITRE 10. ÉTUDE DE COMPLEXITÉThéorème 29 :Le problème de décision [∞,1,r]-NetworkDesign est polynomial pour tout r ≥ 0.Preuve :La preuve est une extension de la démonstration du point 1 du théorème 25.Nous proposons un algorithme polynomial qui, depuis une instance I du problème [∞,hop,r]-NetworkDesign, renvoie une solution avec un nombre minimum d'arêtes lorsque hop = 1.Le nombre de sauts maximum étant 1, le graphe de l'instance peut se limiter au graphe biparti
GB , sous-graphe de G induit par les sommets S ∪ T . Notons que dans une solution, chaque arêtesélectionnée est alors dédiée à un couple (si, tj), si ∈ S, tj ∈ T et ne fera passser de �ux qu'adestination de tj. Les deux conditions sont nécessaires et su�santes pour obtenir une solution à I :1. chaque client t ∈ T doit être incident à un ensemble d'arêtes Es(t) tel que ∑

e∈Es(t)
capa(e) ≥

dem(t),2. l'ensemble Es(t) doit être de cardinalité au moins r pour chaque client t ∈ T .Pour chaque client t, nous dé�nissons un ensemble E∗(t) de cardinalité minimum comme suit :� nous ajoutons successivement à E∗(t) les arêtes {t, si}|si ∈ S en privilégiant celles de plusgrande capacité, et tant que la somme des capacités des arêtes de Et reste inférieure à lademande de t.� Si |E∗(t)| < r, nous ajoutons des arêtes incidentes à t jusqu'à ce que |E∗(t)| = r.Appelons E∗ =
⋃

t∈T E∗(t). Soit (C, f), avec C l'ensemble des chaînes c de longueur 1 tellesque E(c) ∈ E∗, et f : C → R une fonction telle que f(c) = capa(E(c)). Alors (C, f) constitue unesolution de coût minimum pour I.
�Théorème 30 :Le problème de décision [∞,hop,r]-NetworkDesign est NP-complet pour tout hop ≥ 2 et r ≥ 0.Preuve :Nous montrons que [∞,hop,r]-NetworkDesign est NP-complet, par une réduction au problème dedécision SET COVER (SC), pour tout hop ≥ 2 et r ≥ 0.Le problème est dans NP : soit (G, capa, S, T, dem, k) une instance de ce problème. Étant donnéun ensemble de chaînes C et d'un �ot chaînes-contraint f : C → R+, il est possible de véri�er enun temps polynomial que (C, f) est bien une solution pour l'intance (G, capa, S, T, dem, k).Soit une instance ISC = (X,T, k) une instance de SC, où T est un ensemble de n éléments T =

{t1, t2, . . . , tn}, et X = {X1,X2, . . . ,Xm} est composé de m sous-ensembles de T . Nous construisonsdepuis ISC une instance I de [∞,hop,r]-NetworkDesign comme suit :Nous construisons r + 1 copies distinctes de X nommées X0,X1, . . . Xr, en posant ∀0 ≤
i ≤ r,Xi = {Xi

1,X
i
2, . . . X

i
m}, où Xi

k est la copie de Xk dans Xi. Notons sj
i = (j, i),∀(j, i) ∈

[0, r]× [0, hop − 2].Nous dé�nissons le graphe G = (V,E) tel que :
V =

{

Xj
i

}

0≤j≤r,0≤i≤m
∪

{

sj
i

}

0≤j≤r,0≤i≤hop−2154



10.3. NETWORKDESIGN AVEC DEUX TYPES DE CONTRAINTESet
E =

{

{Xj
i , tk}|tk ∈ Xi

}

0≤j≤r,0≤i≤m,0≤k≤n
∪

{

sj
i , s

j
i+1

}

0≤j≤r,0≤i≤hop−3Soient S =
{

sj
0

}

0≤j≤r
, dem : T → R+ une fonction quelconque, et capa : E → ∞ la fonctionqui associe une capacité in�nie aux arêtes de G. Posons I = (G, capa, S, T, dem, l) une instance auproblème [∞,hop,r]-NetworkDesign. La construction de I est clairement polynomiale en fonctionde la taille de ISC . La �gure 10.3.3 présente l'instance I construite à partir de l'instance SC de la�gure 10.5 et des paramètres hop = 4 et r = 2. L'instance comporte r + 1 sources auxquelles toutclient doit être connecté.PSfrag replacements
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CHAPITRE 10. ÉTUDE DE COMPLEXITÉConsidérons une solution (C, f) de coût inférieur ou égal à l sur l'instance I, où C est l'ensembledes chaînes c reliant une source et un client, telles que f(c) > 0. La construction proposée impliqueque toute chaîne c ∈ C est de taille hop, et que deux chaînes contenant 2 sources di�érentes nepartagent aucune arête.Pour une source si
0 donnée, appelons pi =

∣

∣

⋃

E({c}), c ∈ C|si
0 ∈ ext(c)

∣

∣ le nombre d'arêtes utiliséespour connecter si
0 à l'ensemble des clients T . Soit p = min0≤i≤r pi. Alors, p arêtes su�sent pourconnecter n'importe quelle source à T (évident par construction), et on peut se ramener à une so-lution de coût a avec a = (r + 1)× p.Considérons alors une source si

0, et l'ensemble des arêtes U =
⋃

E({c}), c ∈ C|si
0 ∈ ext(c) la connec-tant à T , et notons p = |U |. Alors exactement p− |T | − (hop− 2) sommets de Xi sont utilisés pourconnecter si

0 à T . Ces sommets sont les ensembles de Xi ∩
{

⋃

V ({c}), c ∈ C|si
0 ∈ ext(c)

} , quidé�nissent alors une solution au problème SC sur ISC de coût p − |T | − (hop − 2), encore égal à
a/(r + 1)− |T | − (hop − 2).Réciproquement, soit XS ⊆ X une solution sur l'instance ISC de coût b = |XS | ≤ k. Onpeut raisonnablement penser que XS est une couverture minimale, c'est-à-dire qu'il existe pourchaque ensemble Xi de XS un élément de T qui n'appartient à aucun autre ensemble de XS .Pour chaque couple (si

0, tj), 0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ j ≤ n, nous considérons la chaîne c telle que V (c) =
{si

0, s
i
1, . . . , s

i
hop−2,X

i
α, tj} avec Xi

α ∈ XS et tj ∈ Xi
α, et posons f(c) = ∞. Soit C l'union de ceschaînes, et H le graphe pour lequel VH =

⋃

c∈C V (c) et EH =
⋃

c∈C E(c). Alors (C, f) est bien unesolution de I, puisque C assure la robustesse de T dans (G,S), et que les chaînes de C sont delongueur hop. Le nombre d'arêtes de H est alors de ((hop − 2) + b + |T |)× (r + 1).Ainsi pour toute solution sur I de coût a, on peut déduire une solution sur ISC de coût b,où b = a/(r + 1) − |T | − (hop − 2), et réciproquement. Rappelons en�n que SC est un problèmeNP-complet. �Corollaire 14 :La réduction présentée conserve le rapport d'approximation. Rappelons que MSC est NP-di�cile etnon approximable à un facteur constant près. Ainsi [∞,hop,r]-min-NetworkDesign est un problèmeNP-di�cile et non approximable à un facteur constant près pour tout hop ≥ 2 et r ≥ 0.Le tableau 10.3 résume les résultats présentées dans cette sous-section.
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Tab. 10.3 � Complexité de [∞,hop,r]-NetworkDesign en fonction de hop et r
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Chapitre 11Comparaison de méthodes de résolutionexacte et approchéeNous proposons dans ce chapitre trois stratégies destinées à résoudre rapidement des instancesdu problème NetworkDesign. Deux d'entre elles sont des méthodes exactes présentées dans les deuxpremières sections. Ces méthodes apportent une solution optimale au problème, mais nécessitenten contrepartie un temps d'exécution exponentiel en la taille de l'instance. Résoudre des instancesplus grandes ne peut pas se faire e�cacement par des approches optimales, et nécessite l'utilisationd'heuristiques. Nous proposons une heuristique basée sur la programmation génétique dans la troi-sième section de ce chapitre. Nous confrontons ces trois stratégies dans des jeux de simulations etprésentons les résultats obtenus dans une quatrième section.11.1 Formulation en programmation linéaire en nombres entiersLa programmation linéaire en nombres entiers est un outil de modélisation pour la résolutionde nombreux problèmes d'optimisation.Nous proposons dans cette section une formulation du problème NetworkDesign sous la formed'un programme linéaire en nombres entiers (PLNE), dans lequel toutes les variables entières sontbivalentes1. La première sous-section introduit une formulation pour ce problème. La seconde sous-section instaure une discussion sur la pertinence de certaines composantes de la formulation, etintroduit des coupes supplémentaires en vue d'optimiser les temps d'exécution du programme.Nous utilisons la méthode du simplexe pour résoudre les programmes linéaires en nombre réels.Le principe de résolution d'un problème en nombres entiers P avec variables bivalentes utilisegénéralement la méthode du Branch-And-Bound2 (B&B) dont le principe récursif est brièvementrappelé :1. Le problème P est résolu dans une version relaxée où toutes les variables sont considéréesréelles.1Le domaine d'une variable bivalente ne comporte que deux valeurs2La méthode de résolution est similaire lorsque le programme comporte des variables entières non bivalentes 159



CHAPITRE 11. COMPARAISON DE MÉTHODES DE RÉSOLUTION2. S'il existe au moins une variable bivalente ayant une valeur fractionnaire et si P est réalisable,l'une de ces variables est choisie principalemment en fonction de sa valeur dans la solution de
P .3. Deux problèmes �ls P1 et P2 sont dé�nis par copie de P , à ceci près que la variable v estdésormais a�ectée dans ces deux problèmes �ls par l'une ou l'autre des deux valeurs de sondomaine3.4. Les deux sous-problèmes P1 et P2 sont résolus successivement sur le même principe.L'exploration d'un �ls est récursive sur les variables entières non a�ectées. L'ensemble des re-lations entre un problème et ses �ls forme une une arborescence de problèmes dont la hauteurn'excède pas le nombre de variables bivalentes4, et dans laquelle toute feuille est soit un problèmesans solution réalisable, soit une solution au problème original.11.1.1 Formulation minimale du problèmeSoit I = (G, capa, S, T, dem, k) une instance du problème [deg,hop,r]-NetworkDesign, avec G =

(V,E). Une solution au problème NetworkDesign peut être décrite par un couple (C, f) où C est unensemble de chaînes tel que ext(c) = {sc, tc|sc ∈ S, tc ∈ T},∀c ∈ C, et f est un �ot chaînes-contraintsur C. Le coût de la solution est la cardinalité de l'ensemble W =
⋃

c∈C E(c).Nous considérons D l'ensemble de toutes les chaînes c de G de taille inférieure ou égale à hop tellesque ext(c) = {sc, tc|sc ∈ S, tc ∈ T}. Clairement C ⊆ D. Nous dé�nissons la fonction w : D → R+telle que :
w(c) = min

e∈E(c)
capa(e)La fonction w(c) dé�nit le �ot maximum qui peut transiter sur la chaîne c : dans toute solution

(C, f) valide on a f(c) ≤ w(c) pour tout c ∈ C. Nous proposons un PLNE dans lequel nous utilisons
3 types de variables :1. ue ∈ {0, 1},∀e ∈ E(G)2. uc ∈ [0, 1],∀c ∈ D3. fc ∈ [0, w(c)],∀c ∈ DLes variables ue sont les seules variables entières, et bivalentes, de notre formulation. La variable
ue indique pour chaque arête e si cette dernière est présente (ue = 1) ou absente (ue = 0) de lasolution. Pour une chaîne c donnée, la variable uc indique dans une solution si c peut être utilisée(auquel cas uc > 0) ou non (uc = 0). Ne pas dé�nir uc comme variable binaire est dû au faitqu'augmenter le nombre de variables binaires augmente les temps de résolution du PLNE. Lorsquela chaîne est utilisée, fc indique quelle quantité de �ot transite sur c.L'objectif est la minimisation du nombre d'arêtes utilisées :

min
∑

e∈E(G)

ue3Lorsque la variable entière n'est pas bivalente, son domaine est partitionné en deux sous-domaines, qui deviennentrespectivement les domaines de v dans P1 et P24Lorsque toutes les variables entières sont bivalentes, ce qui est le cas dans notre formulation160



11.1. FORMULATION EN PROGRAMMATION LINÉAIRE EN NOMBRES ENTIERSCette minimisation est sujette aux contraintes suivantes décrivant une solution :L'inéquation 11.1 signi�e que tout �ot transitant sur une chaîne implique l'utilisation de cettedernière.
fc ≤ w(c) × uc, ∀c ∈ D (11.1)L'inéquation 11.2 assure la cohérence entre les variables uc et ue : si une arête e n'est passélectionnée (ue = 0), alors les chaînes c contenant e ne peuvent pas être utilisées (uc = 0). Lafonction R(e) retourne le nombre de chaînes de D contenant l'arête e.

∑

c∈D|e∈E(c)

uc ≤ R(e)× ue, ∀e ∈ E(G) (11.2)L'inéquation 11.3 exprime les contraintes de capacité sur les arêtes : la somme des �ots transitantsur une arête ne peut dépasser sa capacité. Cette équation assure de même une cohérence entre lesvariables fc et ue : si une arête e n'est pas sélectionnée (ue = 0) alors le �ot de chaque chaîne ccontenant e ne peut qu'être nul.
∑

c∈D|e∈E(c)

fc ≤ ue × capa(e), ∀e ∈ E(G) (11.3)L'équation 11.4 décrit la contrainte de degré : pour chaque n÷ud x, le nombre d'arêtes incidentesà x est borné par le degré maximum deg.
∑

e∈E|x∈e

ue ≤ deg, ∀x ∈ V (G) (11.4)L'équation 11.5 modélise les demandes de �ot. La somme des �ots reçus par chaque n÷ud clientdoit être supérieure à sa demande.
∑

c∈D|t∈ext(c)

fc ≥ dem(t), ∀t ∈ T − S (11.5)Dans les inéquations suivantes, nous appelons V k l'ensemble des parties à k éléments de V .L'inéquation 11.6 dé�nit les contraintes de robustesses. Pour tout sommet client t, et toute partie
σ de r éléments (correspondant à r pannes simultanées) il doit exister une chaîne connectant t à unn÷ud source quelconque et ne contenant aucun sommet de σ. Lorsque t est également une source,on peut ne considérer que les parties de r − 1 éléments (équation 11.7).

∑

c∈D|t∈ext(c),σ∩V (c)=∅

uc ≥ 0, ∀t ∈ T − S,∀σ ∈ V r|t /∈ σ (11.6)
∑

c∈C|t∈ext(c),σ∩V (c)=∅

uc ≥ 0, ∀t ∈ T ∩ S,∀σ ∈ V r−1|t /∈ σ (11.7)La contrainte relative au nombre de sauts est directement intégrée dans la dé�nition de D : le�ot ne transite que sur des chaînes de taille inférieure ou égale à hop. 161



CHAPITRE 11. COMPARAISON DE MÉTHODES DE RÉSOLUTION11.1.2 Coupes supplémentairesLors de la résolution entière d'un PLNE, une méthode d'arrondis est utilisée, par exempleen remplaçant dans la solution optimale continue chaque composante fractionnaire par l'entierle plus proche. L'arrondi produit sur ces variables ainsi que l'ordre dans lequel sont traitées cesvariables, peut jouer un rôle important dans le temps de résolution. L'inéquation 11.2 dé�nit autantde contraintes qu'il y a d'arêtes. Ces contraintes sont peu nombreuses, mais ne sont pas pertinenteslors de la résolution entière du problème : chaque contrainte contient un nombre élevé de variables
uc, dont la somme doit être inférieure à une variable ue, elle même pondérée par un coe�cient R.Plus ce coe�cient est grand, plus les méthodes d'arrondi proposées se révèlent peu e�caces. Nousproposons une alternative à l'inéquation 11.2 par l'inéquation suivante :

uc ≤ ue, ∀c ∈ D, e ∈ E(c) (11.8)Le nombre de contraintes dé�nies par cette inéquation est de l'ordre de |D| × hop, ce qui estbien supérieur à son homologue 11.2, et allonge le temps de recherche d'une solution optimale ennombres réels. En contre-partie, les méthodes d'arrondis lors de la résolution entière produisent demeilleurs résultats.11.2 Une seconde méthode de résolution exacte : le B&B-dédiéNous suggérons dans cette section une seconde méthode de résolution optimale du problèmeNetworkDesign. La dé�nition de cette stratégie naît des critiques imputées à l'utilisation de laméthode B&B pour résoudre le PLNE de la section 11.1. Le temps de recherche d'une solutionoptimale est lié non seulement au nombre de variables et contraintes, mais également au temps derésolution de la relaxation linéaire de chaque sous-problème de l'arborescence. L'exploration de cettearborescence est donc très ciblée (les coupes générées font que de nombreux sous-arbres ne sont pasexplorés), mais lente en raison de l'ensemble des contraintes à véri�er pour chaque n÷ud. Lorsque lenombre maximum de sauts autorisés est élevé, le nombre de variables et contraintes grandit très vitesur des topologies denses. Ceci risque d'avoir une répercution négative sur les temps de calcul duPLNE. Nous proposons ici une stratégie de Branch-and-Bound dédié (B&B-dédié), qui se veut plusrobuste à la variation de certaines contraintes de déploiement comme le nombre de sauts maximum.11.2.1 Idée généraleL'originalité de notre approche consiste tout d'abord à partitionner l'ensemble des contraintesen deux catégories. Nous recherchons l'ensemble des solutions satisfaisant la première catégorie decontraintes au moyen d'une méthode exacte type B&B. À chaque solution trouvée, nous véri�onsles contraintes de la seconde catégorie et validons ou non la solution. Les contraintes sont dissociéescomme suit :1. La première catégorie contient les contraintes liées au degré des n÷uds, et à la distance entreune source et un client. Ces contraintes sont dites � topologiques �.2. La seconde catégorie rassemble les contraintes de robustesse, et de satisfaction de �ot.Dit autrement, la recherche de solutions répondant aux contraintes de première catégorie permet de�xer une topologie. Étant donné un ensemble de n÷uds et de liens �xés, les contraintes de seconde162



11.2. DÉFINITION DU B&B-DÉDIÉcatégorie véri�ent alors l'existence ou non d'un �ot chaînes-contraint dont les chaînes assurent larobustesse demandée.11.2.2 Recherche d'une topologie valide par B&BConsidérons I = (G, capa, S, T, dem, k) une instance du problème [deg,hop,r]-NetworkDesign,avec G = (V,E).La recherche d'une topologie en accord avec les contraintes de première catégorie s'opère par unetechnique classique B&B, grâce auquel nous dé�nissons une arborescence de topologies. Chacunede ces topologies est décrite par trois ensembles partitionnant E :1. l'ensemble des arêtes sélectionnées ES ,2. l'ensemble des arêtes interdites EI ,3. l'ensemble des arêtes éligibles EE .Par la suite, et pour un n÷ud quelconque N de l'arborescence des topologies, nous désignons cestrois ensembles par les notations ES(N), EI(N) et EE(N). Chaque n÷ud N désigne le sous-graphede G induit par les arêtes de ES(N). La racine de l'arborescence est le n÷ud r tel que EE(r) = E.Pour un n÷ud N , on dé�nit deux n÷uds �ls N1 et N2 comme suit :� On extrait de N une arête e parmi l'ensemble EE(N),� On dé�nit deux n÷uds N1 et N2 par copie de N ,� On ajoute e à ES(N1), et e à EI(N2).Dit autrement, N1 et N2 réfèrent respectivement à deux topologies, selon que l'arête e a été ajoutéeou interdite à la topologie décrite par N .Contrairement à la résolution entière du PLNE de la section 11.1, il n'y a pas ici de résolutionrelaxée sur les n÷uds de l'arborescence. Les énumérations suivantes précisent le mode opératoireutilisé permettant de véri�er les contraintes de première catégorie.1. Les arêtes sont successivement extraites de EE en fonction de leur éloignement d'une sourcede S5. Cette stratégie permet d'établir pour chaque n÷ud N un tableau de distances indicépar les sommets de G, qui renseigne sur la distance entre un sommet et la source la plusproche sur le sous-graphe de G induit par ES(N). Les arêtes dont les deux extrémités sontà une distance au moins égale au nombre de sauts maximum autorisés sont immédiatementdéclarées interdites, puisqu'aucune chaîne entre une source et une extrémité ne peut à la foistransiter par elles et satisfaire la contrainte de longueur.2. Pour chaque n÷ud N , nous maintenons à jour deux tableaux indicés par les sommets de G.Le premier tableau contient les degrés des sommets du sous-graphe de G induit par ES(N),et le second ceux du sous-graphe de G induit par EE(N). Ces éléments nous permettent dedé�nir des coupes relatives aux degrés : en un seul parcours, on peut véri�er si l'ajout ou lasuppression de chacune des arêtes de EE(N) risque de violer la contrainte de degré maximum,ou de degré minimum (imposée par la robustesse). L'arête est alors directement déplacée dansl'ensemble adéquat.Nous pouvons ainsi établir rapidement si une topologie décrite par un n÷ud N véri�e lescontraintes de première catégorie. Si oui, nous utilisons la programmation linéaire (voir sous-section5D'autres paramètres viennent s'ajouter au processus d'élection des arêtes. Mais dans tous les cas, si e1 est choisiavant e2, alors e1 est au moins aussi proche d'une source que e2. 163



CHAPITRE 11. COMPARAISON DE MÉTHODES DE RÉSOLUTION11.2.3) pour véri�er s'il l'on peut ou non dé�nir un �ot chaînes-contraint et garantir la robustessede ce �ot. Si la solution est conforme aux contraintes de seconde catégorie, nous avons une solutionà l'instance I de coût |EE(N)|. Autrement, l'exploration reprend depuis N si EE(N) n'est pas vide.Remarque 28 :Nous pouvons établir de nouvelles coupes au fur et à mesure que des solutions réalisables sont trou-vées : le coût d'une topologie décrite par le n÷ud N est clairement de |ES(N)|. L'instauration d'uncoût de référence permet de limiter l'exploration en profondeur de l'arbre. Ce coût de référenceest initialisé par deg × |V | qui désigne une borne supérieure du nombre d'arêtes d'une solution. Cecoût de référence est mis à jour chaque fois qu'une topologie valide véri�e les contraintes de secondecatégorie. L'exploration en profondeur d'un n÷ud est stoppée lorsque son coût atteint le coût deréférence.La remarque 29 caractérise le fonctionnement de notre B&B par rapport à celui opéré dans larésolution entière du PLNE de la section précédente.Remarque 29 :Les traitements opérés sur chacun des n÷uds de l'arborescence sont des opérations simples quine requièrent que peu de ressources. L'exploration de l'arborescence est donc plus rapide que pourl'arborescence de problèmes de la PLNE. Cependant certaines branches sont explorées en profondeur,alors que ces dernières auraient été écartées si l'on avait considéré l'ensemble des contraintes.11.2.3 Recherche d'un �ot chaînes-contraint robuste sur une topologie validePour chacune des solutions renvoyées par le B&B, nous utilisons la programmation linéairepour véri�er l'intégrité des contraintes de �ots et de robustesse. Pour ce faire, nous reprenons laformulation de la section 11.1. Appelons H une topologie retournée par le B&B. Nous appliquonsdonc cette méthode de résolution exacte sur l'instance I = (H, capa, S, T, dem). L'objectif n'est plusde trouver une solution minimisant le nombre d'arêtes, mais de déterminer l'existence ou non d'unesolution. Toutes les arêtes de H peuvent appartenir à cette solution et les variables ue sont �xées à
1. La formulation ne comporte plus de nombres entiers, et sa résolution est linéaire en fonction dunombre de variables. Les contraintes de degré dé�nies par l'inéquation 11.4 disparaissent (traitéesprécédemment par le branch-and-bound).Remarque 30 :Toutes les chaînes de D peuvent ici être utilisées. Conserver les variables de type uc ne sert qu'àdéterminer si la robustesse est assurée sur l'instance I. Par contre le lien entre les variables fc et
uc peut être rompu sans problème, par la suppression de l'inéquation 11.1.De même, chacune des variables uc peut être initialisée à 1, puisque les chaînes de D sontréalisables dans toute solution. Cette optimisation réduit la durée d'exécution du programme linéaire.Cependant, maintenir le domaine de uc dans [0, 1] permet de visualiser plus facilement dans unesolution les chaînes participant à la robustesse du réseau.11.3 Une heuristique issue de l'algorithmique génétiqueLes méthodes exactes appliquées sur des problèmes NP-complets ne supportent généralement pasle passage à l'échelle. Nous proposons dans cette section une heuristique sous forme d'un algorithme164



11.3. UNE HEURISTIQUE ISSUE DE L'ALGORITHMIQUE GÉNÉTIQUEgénétique. Notre choix s'est porté sur ces algorithmes, car leur utilisation est courante dans lesproblèmes de conception de réseaux avec contraintes de déploiement [GCO01, CC01, RG99]. Ilso�rent généralement de bons résultats sur ce genre de problèmes, bien qu'à notre connaissance ilsn'ont jamais été envisagés pour englober simultanément autant de types de contraintes.Les algorithmes génétiques sont des procédures inspirées des mécanismes de sélection naturelleet des phénomènes génétiques. Un algorithme génétique est un algorithme stochastique itératif quiopère sur une population initiale, et qui fait évoluer cette population grâce à trois opérateurs :1. croisement,2. mutation,3. sélection.Les deux premiers sont des opérateurs d'exploration de l'espace des états. Le dernier fait évoluer lapopulation vers les optima d'un problème. Une population est constituée de N individus. Chaqueindividu s'apparente à un ou plusieurs chromosomes, eux-mêmes constitués de plusieurs gènes quicontiennent les caractères héréditaires de l'individu. Les principes de sélection, de croisement, demutation s'inspirent des processus naturels du même nom.Notre idée consiste à reprendre la stratégie introduite dans la dé�nition du B&B-dédiée :1. diviser les contraintes en deux catégories,2. déterminer des topologies satisfaisant la première catégorie de contraintes (topologies valides),3. véri�er la seconde catégorie de contraintes sur les topologies valides.L'utilisation d'un algorithme génétique remplace ici la technique de B&B utilisée lors de larecherche de topologies valides. La bipartition des contraintes selon deux catégories est identique àcelle opérée dans le B&B-dédié.11.3.1 Dé�nition d'un individuPour un problème d'optimisation donné, un individu représente un état à explorer qui peutconduire ou non à une solution. Formuler un problème d'optimisation sous forme d'un algorithmegénétique consiste en premier lieu à dé�nir les fonctions attribuées à chacun des gènes d'un individu.Dé�nissons une telle formulation pour le problème [deg,hop,r]-NetworkDesign. Soit une I uneinstance (G = (V,E), capa, S, T, dem, k) de ce problème, où E = {e1, e2, . . . , em}. (les arêtes de Esont indicées de 1 à m). Un individu est un chromosome comportant m gènes, chacun associé à unearête. Un individu est alors un mot binaire M dont la ieme lettre correspond à l'activité du gèneassocié à l'arête d'indice i. Un gène actif implique que l'arête est considérée, un gène inactif écartecette arête.Tout individu M décrit donc un graphe H(M) dans lequel :
V (H(M)) = V (G)et

E(H(M)) =
{

{ei}, 1 ≤ i ≤ m|M [i] = 1
} 165



CHAPITRE 11. COMPARAISON DE MÉTHODES DE RÉSOLUTION11.3.2 Notation d'un individuL'évolution d'une population requiert la notation des individus la composant. La note attribuéeà un individu est d'autant plus forte que l'état qu'il représente s'approche d'une solution réalisabledu problème NetworkDesign. Soit H(M) le graphe décrit par l'individu M . Par la suite, appelons
rH(x) le nombre de sources distantes d'un n÷ud x d'au plus hop dans H. Nous dé�nissons égalementune fonction décroissante f1 et une fonction croissante f2, respectivement bornées supérieurementpar deux constantes const1 et const2. La note attribuée à M , désignée par note(M), est déterminéepar l'algorithme suivant :� note(M) est initialisé à 0 ;� Pour tout n÷ud x de V (H(M)), si dH(x) > deg, alors note(M) = note(M)+f1(dH(x)), sinon

note(M) = note(M) + const1.� Pour tout client x ∈ T , si rH(x) ≤ r, alors note(M) = note(M)+f2(rH(x)), sinon note(M) =
note(M) + const2.Remarque 31 :La condition rH(x) > r,∀x ∈ T est nécessaire à la contrainte de robustesse, mais pas su�sante,puisque rien ne garantit que les rH(x) sources sont atteignables depuis x par des chemins disjoints.Cependant, véri�er l'intégrité de cette contrainte est algorithmiquement plus rapide que véri�erl'existence de r + 1 chaînes disjointes reliant x à r + 1 sources.Cette condition pourrait être ajoutée à la recherche par B&B-dédié de la section précédente a�nde limiter le nombre d'appels à la résolution linéaire.Si note(M) atteint la valeur V (H(M)) × const1 + |T | × const2, alors H(M) est une topologievéri�ant la première catégorie de contraintes. Une résolution linéaire utilisée en sous-section 11.2.3nous permet de véri�er si les contraintes de �ot et de robustesse sont validées. Si oui, la note del'individu est incrémentée d'un bonus (de l'ordre de |V(H(M))|), auquel nous retranchons le coût dela solution, soit |E(H(M))|. Les individus les mieux notés représentent donc des états plus prochesdes solutions réalisables de l'instance I que les individus mal notés.11.3.3 Génération et évolutionNous générons une population initiale de N = 20000 individus dont les gènes sont tirés aléatoire-ment dans {0, 1}. Nous lui attribuons le rang 0. Le processus de génération d'une population �lle estune opération à mener avec attention : les individus doivent pouvoir évoluer vers les états-solutionsdu problème, sans pour autant converger vers un état unique. La diversité des individus doit êtreassurée, facilitant ainsi l'émergence de nouvelles combinaisons de gènes. À partir d'une populationde rang n, nous générons une population de rang n + 1 de même cardinalité comme suit :1. Les individus sont classés au sein de la population selon leur note. Chaque individu se voitattribuer un potentiel d'enfants, inversement proportionnel à son rang dans le classement. Despoints de potentiels d'enfants sont également distribués aléatoirement dans la population2. Des couples sont formés entre individus dont le potentiel d'enfants est non nul. Chaque coupleenfante deux individus, selon un processus d'enfantement décrit par la suite. Le potentield'enfants de chaque parent est alors décrémenté de 1. Cette étape se répète tant qu'il existeau moins deux parents dont le potentiel est non nul.3. Chacun des enfants est sujet à une probabilité de mutation, dont l'e�et est l'activation d'ungène inactif ou l'inhibition d'un gène actif.166



11.4. SIMULATIONS ET RÉSULTATS4. Les individus les mieux classés sont intégrés à la population suivante, de même que certainsindividus tirés aléatoirement.Le processus d'enfantement entre deux individus M1 et M2 consiste à tirer une variable aléatoire
t entre 1 et m, et à dé�nir deux �ls F1 et F2 tels que :

F1[i] = M1[i]|1 ≤ i ≤ t, F1[i] = M2[i]|t + 1 ≤ i ≤ m,

F2[i] = M2[i]|1 ≤ i ≤ t, F2[i] = M1[i]|t + 1 ≤ i ≤ m.Lorsque M1 = M2, nous instaurons une forte probabilité de mutation sur plusieurs des gènes de
F1 et F2.11.4 Simulations et résultatsNous présentons une étude comparative des trois stratégies dé�nies dans la section précédente. Lapremière sous-section s'intéresse à la résolution d'une instance réelle par nos deux méthodes exactes.La seconde sous-section étudie l'impact des contraintes de déploiement sur les temps d'exécutiondes deux méthodes exactes. La dernière sous-section conclut par une étude des performances del'heuristique par rapport au B&B-dédié.11.4.1 Résolution d'une instance réelleLe premier objectif de ces travaux est de résoudre une instance réelle proposée par l'entreprisequi nous a présenté le problème. L'instance est décrite par un graphe de 22 sommets et 65 arêtes.Tous les sommets du graphe sont des clients et possèdent une demande à satisfaire. L'instancecompte 4 sommets sources. La capacité de chaque arête, non communiquée, a été déterminée enfonction de la qualité du signal et de la distance séparant ses deux n÷uds. Notons que la taille decette instance est considérable par rapport aux déploiements habituels que l'entreprise est amenéeà réaliser. La solution recherchée doit respecter un degré d'au plus 3, un nombre de sauts d'au plus
3, et garantir une robustesse de 1. Ces valeurs de paramètres sont utilisées dans la majorité desdéploiements réalisés, et nous les supposons par défaut dans la suite.L'exécution des stratégies optimales a renvoyé chacun une solution en 27 arêtes. L'une de cessolution est présentée sur la �gure 11.1.Le temps de calcul nécessaire a été d'environ deux jours pour chaque stratégie et se décom-pose comme présenté dans le tableau 11.1. Ce tableau résume pour chaque stratégie le temps aubout duquel une solution réalisable et une solution optimale ont été atteintes, et le temps totald'exécution. Outil solution réalisable solution optimale Temps d'exécutionB& B dédié 0 sec 350 sec. ≈ 2 joursSolveur PLNE 0 sec 1253 sec. ≈ 2 joursTab. 11.1 � Temps de calcul sur une instance réelle de 22 sommets et 65 arêtesNous retrouvons dans ces temps d'exécutions un comportement souvent observé en rechercheopérationnelle : un solveur atteint très rapidement une solution optimale, mais utilise la majeure167



CHAPITRE 11. COMPARAISON DE MÉTHODES DE RÉSOLUTION

Fig. 11.1 � Résolution d'une instance réelle de [3,3,1]-min-NetworkDesignpartie du temps d'exécution à prouver son optimalité. Ce phénomène peut être atténué notam-ment par l'ajout de bornes inférieures précises. Le calcul de ces bornes constitue une perspectiveintéressante et laisse espérer des temps de calculs encore plus faibles.Si nous comparons nos deux stratégies optimales en terme de temps d'exécution total, aucune nesemble dominer l'autre sur cette simple instance. Dans les sous-sections suivantes, nous montronsqu'elles sont pourtant complémentaires. En particulier nous montrons comment la variation deparamètres d'instance a�ecte di�éremment chacune de ces stratégies.11.4.2 Comparaison des deux stratégies optimalesNous avons comparé les performances de nos trois stratégies par de nombreux jeux de simula-tions. Une première partie des simulations vise à déterminer comment les facteurs de déploiementin�uent sur le temps nécessaire à la résolution d'une instance. La seconde partie met en évidence lesperformances de l'heuristique, essentiellement sur son e�cacité à découvrir rapidement une solutionréalisable par rapport à une méthode exacte.Génération d'instancesNous avons généré aléatoirement des classes de graphes selon un schéma utilisé dans [CCS05].Pour générer un graphe de n sommets, nous attribuons à chaque sommet une coordonnée dans uncarré de dimensions √

(n) ×
√

(n). La probabilité d'existence d'une arête entre deux sommets aet b suit une loi de puissance de degré −dist(a,b)

α×
√

(2n)
où dist(a, b) est la distance euclidienne entre aet b, et α un paramètre donné. La variation de ce paramètre permet d'obtenir des graphes plusou moins denses. Lorsque l'existence d'une arête est avérée, nous lui attribuons une capacité tirée168



11.4. SIMULATIONS ET RÉSULTATSaléatoirement entre 5 et 20 unités par la fonction capa dé�nie comme suit :
capa({a, b}) = 5.0 + 15.0 ∗ (1.0 − dist(a, b)/

√
2n)× rand[0, 1]Impact de la demande :Nous étudions l'impact de la demande des clients sur les performances de nos deux stratégiesoptimales. Nous générons une instance I = (G, capa, S, T, dem) de [deg,hop,r]-min-NetworkDesignoù G est un graphe aléatoire de 15 sommets et 35 arêtes. L'instance comporte 2 sources et tous lesn÷uds sont clients. Nous posons une demande uniforme par client dem(x) = i|x ∈ T , ou i est unevariable donnée. Nous avons considéré les paramètres de déploiement par défaut, à savoir deg = 3,

hop = 3 et r = 1. Le tableau 11.2 présente les temps d'exécution des deux stratégies6. La variationde la demande s'établit de 1 à 7 dans la première ligne. La seconde ligne désigne le coût optimal dela solution en fonction de la demande. Les deux dernières lignes renseignent sur le temps nécessaireà chaque stratégie pour garantir l'optimalité de la dernière solution trouvée.
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demande i 1 2 3 4 5 6 6.3 7coût de la solution optimale 18 18 18 18 18 18 19 infPLNE (sec) 123 182 121 100 33 6 3 0B&B dédié (sec) 29 29 29 31 72 116 224 402Tab. 11.2 � Variation des temps d'exécution en fonction de la demande.Nous faisons les observations suivantes :� Lorsque la demande est faible, l'approche par B&B dédié donne de meilleurs résultats que lePLNE. Les contraintes de �ot jouent ici un rôle secondaire : dès qu'une topologie valide lescontraintes de degré et garantit une connectivité entre tout client et une source, il y a de forteschances qu'un �ot valide puisse être trouvé, en raison de la faible demande. Les performancesdu PLNE sont en revanche moins bonnes, du fait que ce dernier véri�e pour chaque n÷udexploré qu'un �ot est e�ectivement réalisable.6la notation inf du tableau signi�e que l'instance n'a pas de solution réalisable. 169



CHAPITRE 11. COMPARAISON DE MÉTHODES DE RÉSOLUTION� Si la demande est élevée, de nombreuses topologies validées par la première phrase du B&Bdédié ne satisfont plus les contraintes de �ot, ce qui le rend moins e�cace. Le solveur linéaireest souvent mobilisé pour traiter des solutions potentielles qui se révèlent fausses. À l'inversele PLNE cible plus e�cacement son exploration et génère des coupes d'autant plus pertinentesque la demande est élevée (Par exemple le PLNE peut immédiatement conclure à l'absencede solution réalisable si la demande d'un n÷ud excède la somme des capacités des arêtesadjacentes).Ces observations, présentées sur une instance, ont pu être véri�ées sur d'autres instances et avecd'autres paramètres de déploiement. L'écart entre les temps d'exécution des deux solutions varieselon les valeurs de deg, hop et r (la variation des temps d'exécution selon ces paramètres est analyséepar la suite), mais le phénomène reste pleinement observable. Ces observations sont cohérentes avecnos stratégies : l'augmentation de la demande rend les contraintes de �ot très fortes. Notre B&B-dédié les considère comme secondaires et cherche d'abord à établir une topologie respectant lescontraintes de degré.Sur des instances réelles, il a été remarqué que la capacité des liens est importante par rapport àla demande des n÷uds, les opérateurs ayant tendance à surdimentionner leur réseau pour anticiperdes demandes futures.Impact du nombre de sauts :Nous étudions l'impact du nombre de sauts sur les temps d'exécution. Nous générons une instance
I = (G, capa, S, T, dem, k) de [deg,hop,r]-min-NetworkDesign où G est un graphe de 10 sommets et
30 arêtes. L'instance comporte 2 sources et tous les n÷uds sont clients. Nous avons dans un premiertemps choisi un graphe su�samment dense (le degré moyen est de 6, ce qui est relativement grandpour une instance de NetworkDesign). Nous étudions par la suite l'impact du nombre de sauts surdes densités moyennes et faibles. Nous posons deg = 3, r = 1, et faisons varier le nombre de sautsmaximum autorisés dist. La demande de chaque client est �xée de sorte que, pour deg = 3, r = 1,et hop le plus petit que possible tel qu'il existe une solution réalisable, les temps de résolution dechaque stratégies sont relativement proches (voir section précédente). Le tableau 11.3 présente lestemps d'exécution des deux stratégies pour hop variant de 1 à 7.nombre de sauts i 1 2 3 4 5 6 7coût de la solution optimale inf inf 11 11 11 11 11PLNE (sec) 0 6 44 110 212 2809 2815B&B dédié (sec) 1 14 9 7 27 62 64Tab. 11.3 � Temps d'exécution en fonction du nombre de sauts : graphe fortement denseNous constatons que lorsque le nombre de sauts dist est trop faible (de 1 à 2) les deux straté-gies déterminent rapidement qu'aucune solution n'est réalisable. Lorsque la valeur de dist atteintle minimum nécessaire à l'existence d'une solution réalisable, ici 3, les deux stratégies calculente�cacement une solution optimale. Du fait de la densité du graphe, l'augmentation de dist n'estpas pertinente, car elle ne permet pas d'atteindre de meilleures solutions : le coût de la solutionoptimale reste ici de 11, que le nombre de sauts soit minimal (égal à 3) ou maximal (la plus grandechaîne dont les sommets sont deux à deux disjoints est de 6). Aussi plus nous augmentons le nombre170



11.4. SIMULATIONS ET RÉSULTATSde sauts, plus nous ajoutons des variables et des contraintes supplémentaires dont l'intérêt est trèsréduit, ce qui alourdit les temps d'exécution de nos stratégies, mais à di�érentes échelles :� Le PLNE est très sensible à l'élévation du nombre de sauts : le simple fait d'autoriser un sautsupplémentaire peut multiplier le nombre chaînes de longueur bornée, et donc le nombre devariables et contraintes de la formulation linéaire en nombres entiers. Les temps d'exécutionsaugmentent de manière exponentielle.� Le B&B dédié voit également ses temps d'exécution augmenter, mais de manière bien plusmodérée. Un nombre supérieur de n÷uds sont explorés, mais l'appel au programme linéaire sefait exclusivement sur une topologie de degré borné par deg. Ceci limite le nombre de chaîneset donc de variables et contraintes générées.La dé�nition même du B&B-dédié a été motivée par les craintes de tels comportements de la partdu PLNE. Ces observations s'avèrent conformes à nos prévisions. Le B&B-dédié fait ici preuve d'unerobustesse appréciable face à la variation du nombre de sauts. Notons qu'à partir d'une certainevaleur de dist, le nombre de chaînes se stabilise - puisque chaque chaîne ne peut contenir deux foisle même sommet - et les temps de calcul n'évoluent plus. Nous avons validé ces constatations surplusieurs instances pour lesquelles le graphe du réseau était dense, et avec d'autres valeurs pour lesparamètres deg et hop.Nous avons étendu notre protocole expérimental sur des graphes moyennement et faiblementdenses. Il apparaît que :� Lorsque l'instance est réalisable pour une valeur de hop la plus petit possible, les deux stra-tégies calculent une solution optimale dans des temps de référence.� L'augmentation légère de hop entraîne une diminution du coût optimal de la solution. Cette di-minution est d'autant plus marquée que le graphe est peu dense. Elle est pleinement pro�tableau B&B-dédié, car elle permet de limiter plus e�cacement l'exploration de l'arborescence derecherche une fois la solution optimale atteinte.� En revanche sur le PLNE, le gain engendré par une exploration moins profonde ne compensepas l'augmentation du temps de résolution de la relaxation linéaire de chaque sous-problème del'arborescence d'exploration, principalement dopé par l'augmentation du nombre de variableset contraintes.� En�n, si dist s'éloigne trop d'un minimum, nous retrouvons un phénomène identique à celuiobservé sur les graphes à forte densité, avec augmentation des temps d'exécution des deuxstratégies jusqu'à stabilisation.Nous illustrons l'augmentation des temps d'exécution du PLNE et la diminution de ceux duB&B-dédié par deux jeux de simulation présentés dans les tableaux 11.4 et 11.5. Le tableau 11.4présente les temps d'exécution pour une instance composé d'un graphe de 15 sommets et 35 arêtes.Tous les sommets sont clients, et trois d'entre eux sont également des sources. Le graphe est moyen-nement dense.Le tableau 11.4 présente les temps de calcul pour un de densité plus faible, composé de 20sommets pour 30 arêtes. Les sommets sont tous clients, dont 5 sources.Remarque 32 :Il était raisonnable de penser que sur le PLNE, l'augmentation du temps de calcul global seraitmoins prononcée lorsque le graphe est de faible densité : en e�et lorsque dist augmente, le nombrede chaînes de longueur bornée par dist augmente d'autant moins vite que la densité du graphe est171



CHAPITRE 11. COMPARAISON DE MÉTHODES DE RÉSOLUTIONnombre de sauts hop 1 2 3 4 5 6 7 8coût de la solution optimale inf inf 18 16 15 15 14 14PLNE (sec) 0 0 118 1128 2029 2298 17884 ≥ 20.000B&B-dédié (sec) 0 5 33 8 2 3 2 2Tab. 11.4 � Temps d'exécution en fonction du nombre de sauts : graphe moyennement densenombre de sauts hop 1 2 3 4 5 6 7 8 9coût de la solution optimale inf inf inf 21 19 18 18 18 18PLNE (sec) 0 0 0 6 37 176 1578 5083 ≥ 20.000B&B-dédié (sec) 0 0 1 6 1 0 1 1 2Tab. 11.5 � Temps d'exécution en fonction du nombre de sauts : graphe faiblement densefaible. Or dans cette con�guration, nos observations nous indiquent que la valeur de la solutionoptimale décroit moins vite à mesure que dist augmente, que dans des graphes de densité moyenne.Ainsi lorsque dist augmente :� dans les graphes de faible densité : le coût de la solution optimale diminue peu, et le nombrede chaînes de longueur au plus dist augmente raisonnablement.� dans les graphes de densité moyenne : le coût de la solution optimale diminue de manière unpeu plus prononcée, mais le nombre de chaînes de longueur dist subit une augmentation plusforte.Ces phénomènes se complétant, l'augmentation du temps de calcul du PLNE semble relativementhomogène pour les graphes de faible ou de moyenne densité.Impact du degré :Il ressort de nos simulations qu'il est di�cile d'évaluer avec précision l'impact du degré sur lestemps d'exécution de nos stratégies. Borner le degré est une contrainte très forte, qui agit a priorisur plusieurs points :� Si deg est très faible, l'espace des solutions est très réduit. De nombreuses coupes sont généréespar nos stratégies ce qui limite l'exploration des solutions réalisables. En revanche, la décou-verte de la première solution réalisable est plus longue. Atteindre rapidement des solutionsréalisables permet de dé�nir des bornes supérieures. A�n de limiter la profondeur de l'explo-ration et donc d'accélérer les temps de calculs, il est préférable de déterminer ces dernières leplus vite possible.� Si deg est très grand, l'espace des états est beaucoup plus vaste. L'exploration de l'ensembledes solutions est donc plus coûteuse en temps. Cependant une solution réalisable peut êtredéterminée plus rapidement, et le côut de la solution optimale peut être diminué par rapportà celui obtenu avec une une valeur de deg très faible. Nous limitons alors l'exploration auxétats de coûts strictement inférieurs.Ces observations portent essentiellement sur les graphes de moyenne et forte densité. Sur des graphesfaiblement denses, augmenter le degré maximum autorisé n'in�uence pas beaucoup les temps decalculs, puisque deg va rapidement atteindre et dépasser le degré moyen des sommets.172



11.4. SIMULATIONS ET RÉSULTATSSur des tailles d'instance raisonnables, il apparaît qu'un degré maximum élevé n'a qu'une in-�uence très limitée sur le coût de la solution optimale, et joue plutôt sur la distribution des degrésdans une solution. Sur les simulations e�ectuées, peu d'instances voient leur coût diminuer lorsque
deg augmente, quelque soit la proportion de clients dans la solution. Aussi un fort degré ne permetgénéralement pas une résolution plus rapide : l'espace des solutions est beaucoup plus vaste, tandisque la profondeur d'exploration n'est pas réduite par l'existence d'une solution optimale de meilleurcoût.Nous illustrons ces observations en présentant le comportement du B&B-dédié sur une instancecomposée de 15 sommets et 35 arêtes. Chaque n÷ud est client, et l'instance comporte 3 sources. Letableau 11.6 décrit quelques statistiques d'exécution lorsque le degré maximum autorisé varie de 2à 8, pour un nombre de sauts d'au plus 3 et une robustesse de 1. La première colonne présente lavariation du degré maximum autorisé deg. Les colonnes 2 et 3 donnent le coût de la solution opti-males, et le nombre de solutions réalisables trouvées, qui avaient un meilleur coût que les précédenteslors de leur découverte7. Les colonnes suivantes indiquent le nombre d'états qui ont été explorés(colonne 4) après coupes, ainsi que la proportion de ceux qui ont été explorés avant (colonne 5)et après (colonne 6) la découverte d'une solution optimale. La colonne 7 indique le nombre totalde coupes générées , et sa proportion par rapport au nombre d'états explorés. La dernière colonnedonne le temps d'exécution global en secondes.
deg Coût Sols État explorés avant opt. après opt. Coupes (×106) Temps2 inf 0 6339 100.0% 0.00% 0.26 (412%) 03 18 4 2.670.578 0.34% 99.66% 3.8 (142%) 304 18 8 14.452.442 2.37% 97.63% 21.9 (151%) 2415 18 12 19.429.336 4.46% 95.54% 28.9 (1.49%) 3986 18 12 19.758.607 3.46% 96.54% 29.2 (1.47%) 3907 18 15 19.756.198 3.22% 96.78% 29 (1.46%) 3758 18 15 19.756.198 3.22% 96.78% 29 (1.46%) 375Tab. 11.6 � Temps d'exécution du B&B-dédié en fonction du degré.En étudiant les résultats présentés dans le tableau 11.6, on voit que la solution optimale, lors-qu'elle existe, est déterminée très rapidement, et que l'essentiel de l'exploration est consacrée àprouver son optimalité. Une solution réalisable n'est atteignable qu'à partir d'un degré de 3. Aug-menter le degré ne permet pas d'obtenir une solution de meilleur coût. En revanche l'augmentationdu nombre d'états à explorer est considérable : +541% lorsque le degré maximum passe de 3 à 4,et +134% entre 4 et 5. Remarquons que le temps de résolution est proportionnel au pourcentaged'états explorés avant la découverte de la solution optimale. Ceci signi�e que le B&B-dédié s'exécuted'autant plus rapidement qu'une solution optimale est vite trouvée. La recherche de cette solutionoptimale est facilitée par la découverte à la volée de solutions réalisables, qui génèrent des coupesde profondeur lors du processus d'exploration des états. Le nombre de solutions réalisables explo-rées est naturellement très petit, puisque dès qu'une solution de coût k est trouvée, nous cherchonsuniquement les solutions de coût strictement inférieur à k. Nous observons que ce nombre augmenteavec le degré. Tant que le degré augmente en restant inférieur ou égal à 5, les coupes générées par ces7Si une solution de coût k a été trouvée à un instant t, alors ce nombre est incrémenté si et seulement si unesolution de coût k′ < k est trouvée, et k′ devient le nouveau coût de référence. 173



CHAPITRE 11. COMPARAISON DE MÉTHODES DE RÉSOLUTIONsolutions ne permettent pas de compenser l'importante augmentation du nombre d'états. Ce phé-nomène atteint son apogée pour deg = 5, la solution optimale n'est trouvée qu'après avoir parcouru
4.46% du nombre total d'états explorés. Les temps d'exécution atteignent un maximum. À partird'un degré autorisé de 6, nous assistons au processus inverse : le nombre d'états explorés a certesaugmenté, mais la solution optimale est atteinte plus rapidement (au bout de 3.46% du nombretotal d'états explorés). Cette observation se con�rme pour un degré de 7 : la solution optimale estdéterminée plus vite, ce qui génère une coupe e�cace contribuant à diminuer le nombre d'états totalexplorés (qui devient inférieur à celui annoncé pour un degré de 6).À titre de comparaison, les temps d'exécution du PLNE sont beaucoup moins prévisibles. Letableau 11.4.2 présente les temps d'exécution du PLNE sur la même instance. La colonne 3 présentele nombre d'itérations e�ectuées par le PLNE. La colonne 3 désigne le pourcentage d'itérationse�ectuées avant la découverte d'une solution optimale.

deg Coût itérations avant s. opt. après s. opt temps2 inf 74 100.00% 0.00% 03 18 766070 0.41 % 99.59 % 1684 18 2420079 0.27 % 99.73 % 5155 18 2406927 0.25 % 99.75 % 4826 18 2329243 0.32 % 99.68 % 3837 18 2479197 0.27 % 99.73 % 524Tab. 11.7 � Temps d'exécution du PLNE en fonction du degré.Nous constatons ici aussi une augmentation importante du temps de calcul lorsque le degré passede 3 à 4, relatif à l'augmentation de l'espace des états. En revanche, les variations lorsque le degrédépasse 4 sont plus délicates à expliquer. Nous supposons que ce comportement est propre au solveurlinéaire, et plus précisément à l'ordre dans lequel les variables binaires sont considérées : au termede la résolution de la relaxation linéaire, les variables useEdge(e) doivent satisfaire les contraintesde l'inéquation 11.4, incluant le paramètre deg. L'ordre de branchement sur ces variables binairesdépend des valeurs que prennent ces variables dans la relaxation linéaire, elles même sujettes auxvariations de deg. L'augmentation de deg laisse plus de liberté dans l'a�ectation des useEdge(e).L'ordre des branchements se révèle alors plus aléatoire : e�cace dans certains cas, et pénalisantdans d'autres. Notons que la rapidité à découvrir une solution optimale est ici encore un élémentqui in�uence les temps d'exécution de nos stratégies.Impact de la robustesse :Le dernier paramètre étudié est celui de la robustesse. À priori, plus le coe�cient de robustesse
r est élevé, plus le nombre de contraintes dans le PLNE va être élevé. Le nombre de contraintesgénérées par l'inéquation 11.6 est de l'ordre de nr+1. Il est di�cile d'évaluer l'impact de ce coe�cientlorsque ce dernier prend de grandes valeurs, à cause des raisons suivantes :� Un coe�cient de robustesse de r implique au moins r + 1 sources dans le réseau,� Dans toute solution, le degré des clients est minoré par r + 1 (par r lorsque le client estégalement une source). Les sommets clients doivent donc avoir un degré su�samment fortdans le graphe de départ.174



11.4. SIMULATIONS ET RÉSULTATS� Les chaînes connectant tout client à r + 1 sources distinctes doivent être deux à deux n÷uds-distinctes. Ceci est di�cilement réalisable pour de grandes valeurs de r lorsque le graphes estde faible ou moyenne densité.Ces contraintes limitent fortement le nombre d'instances de taille raisonnable sur lesquelles on peutespérer obtenir un fort coe�cient. Seules quelques rares instances générées aléatoirement ont unesolution réalisable avec un coe�cient de 3. Pour atteindre des coe�cients supérieurs ou égaux à
4 il est nécessaire de diminuer dramatiquement le nombre de clients de l'instance, d'augmenter lenombre de sources, et d'autoriser un degré maximum important. Notre étude se limite donc audomaine compris entre 0 et 2 :� Les résultats de nos simulations montrent que lorsque la robustesse est à 0, le coût de lasolution optimale est généralement faible. Les coupes générées une fois la solution optimaletrouvée sont pertinentes, et amènent à une résolution relativement rapide du problème, pourles deux stratégies.� Lorsque le coe�cient de robustesse est à 1, le coût optimal augmente, et l'espace des solutionsreste étendu. Les temps de résolution sont corrects pour des instances de taille raisonnable.� Lorsque le coe�cient de robustesse atteint 2, le coût optimal augmente encore, mais l'espacedes solutions se réduit considérablement. Les temps de résolution du problème sont très brefs,autant pour le B&B-dédié que pour le PLNE.Le tableau 11.8 présente les temps d'exécution pour une instance de 10 sommets,40 arêtes et 3sources, lorsque tous les n÷uds sont clients. Le degré maximum est de 3, et le nombre de sauts d'auplus 3. robustesse r 0 1 2coût de la solution optimale 7 10 14PLNE (sec) 87 337 6B&B-dédié (sec) 15 96 1Tab. 11.8 � Temps d'exécution en fonction de la robustesseNotons que lors de l'exécution du PLNE, la résolution de la relaxation linéaire du problèmesemble plus longue à l'initialisation lorsque r = 2. Mais les branchements sont plus ciblés, et lescoupes nombreuses.11.4.3 Performances de l'algorithme génétiqueNous terminons ce chapitre par l'analyse de l'heuristique dé�nie sous la forme d'un algorithmegénétique.On ne peut pas établir à quel moment notre heuristique aura découvert la solution opti-male sur de grandes instances. Le temps d'exécution ne dépend pas ici du nombre d'états explorés,mais du nombre de générations durant lesquelles nos solutions vont être amenées à évoluer. Notreévaluation consiste, pour une instance donnée, à comparer les temps utilisés par l'heuristique et leB&B-dédié pour atteindre une solution réalisable de même coût (ce coût n'est pas forcément opti-mal). Le tableau 11.9 présente un échantillon des résultats obtenus. Les coûts indicés d'une étoileont été prouvés optimaux par une méthode exacte. Pour les autres instances, le coût optimal n'apu être déterminé en moins de 24 heures.Nos simulations montrent que sur les instances de faible taille, le B&B-dédié o�re de meilleuresperformances : d'une part, quelques générations sont nécessaires à notre algorithme génétique pour175



CHAPITRE 11. COMPARAISON DE MÉTHODES DE RÉSOLUTIONInstance Algorithme génétique B&B-dédiéGraphe deg hop r Coût Temps Génération temps
|V | = 15 |E| = 35 3 3 1 18∗ 4 sec. 6 2 sec.
|V | = 15 |E| = 50 3 3 1 19∗ 7 sec. 10 272 sec.
|V | = 22 |E| = 65 3 3 1 27∗ 4 sec. 11 203 sec.
|V | = 20 |E| = 70 3 3 1 24∗ 13 sec. 13 63 sec.
|V | = 20 |E| = 70 3 3 1

26 17 sec. 16 26 sec.
25 22 sec. 20 557 sec.

|V | = 35 |E| = 112 3 3 1 48 51 sec. 22 >= 24 heures
|V | = 50 |E| = 160 3 4 1

63 84 sec. 18 >= 24 heures
62 143 sec. 20 >= 24 heuresTab. 11.9 � Comparaison des temps de recherche d'une solution réalisableétablir des individus décrivant une solution réalisable. Le temps perdu à faire évoluer une populationinitiale est su�sant au B&B-dédié pour atteindre une solution réalisable. D'autre part le B&B-dédiéest une stratégie optimale, et trouvera l'optimum même si l'espace des solutions optimales est trèsrestreint. Si l'espace des solutions réalisables est très grand par rapport à celui des solutions opti-males, les individus de l'algorithme génétique ont tendance à évoluer dans ce premier et éprouventdes di�cultés à converger vers le second.En revanche sur des instances de grandes tailles, notre algorithme génétique atteint plus facile-ment des solutions réalisables. Les écarts de temps sont proportionnels au nombre d'arêtes du graphede l'instance. Notons que la génération des individus est telle que dans la première génération, ladistribution des arêtes est uniforme dans les individus. À l'inverse dans le B&B-dédié, les premièresarêtes sélectionnées se retrouvent plus souvent dans les premiers n÷uds évalués. Si ces arêtes nepeuvent faire partie d'une solution, le B&B-dédié ne pourra pas déterminer rapidement l'existenceune solution réalisable. L'algorithme génétique o�re une certaine robustesse face à cela, alors que leB&B-dédié doit brancher dès le départ sur les bonnes arêtes pour être le plus e�cace possible. Lechoix des arêtes sur lesquelles brancher au départ est d'autant plus critique que le nombre d'arêtesest grand.Remarque 33 :L'utilisation d'un algorithme génétique o�re un intérêt certain sur le point suivant : lorsqu'une ins-tance ne possède pas de solution réalisable pour un triplet (deg, hop, r), alors l'algorithme génétiquepeut retourner une solution très proche d'une solution réalisable. La notation d'un individu que nousavons proposés suppose que plus le degré d'un sommet est proche de deg plus le nombre de pointsajoutés à la note �nale est grand. Il en est de même pour le nombre de sources distantes d'au plus

hop d'un client donné. En généralisant cette approches sur l'ensemble des contraintes, nous pouvonsdé�nir un algorithme génétique qui retourne des solutions proches de la solution espérée lorsque celleci ne peut être atteinte. Ceci s'avère particulièrement intéressant si l'instance ne peut être satisfaiteà cause d'un seul client (auquel cas dans un déploiement réel on relâcherait une contrainte sur ceclient uniquement). Les deux stratégies optimales proposées ne permettent pas une telle souplesse.176



ConclusionL'étude menée dans cette partie nous a permis d'introduire le problème de conception de réseauxradio multi-sauts robustes NetworkDesign. Les contraintes de déploiement sont liées à la satisfactionde bande passante, au degré maximal autorisé, au nombre de sauts entre une source et une destina-tion, et au nombre de pannes simultanées que peut supporter le réseau. L'objectif est de minimiserle nombre de liens du réseau à déployer.Nous avons étudié dans le chapitre 10 l'impact de chacune des contraintes de déploiement surla di�culté du problème. Nous avons notamment établi les bornes entre polynomialité et NP-complétude pour des familles de NetworkDesign dans lesquelles certaines contraintes sont ignorées.Certaines de ces familles réfèrent parfois à des problèmes algorithmiques bien connus. Le problèmemin-NetworkDesign a été montré NP-di�cile même lorsque seule la contrainte de �ot est considérée.Dans ce cas particulier, on peut aisément véri�er l'existence d'une solution réalisable en considéranttoutes les arêtes comme faisant partie d'une solution (Il su�t alors de savoir si les demandes de�ot sont réalisables pour obtenir une solution, ou au contraire a�rmer que le problème ne possèdepas de solution). Cette observation se véri�e également si nous considérons également la contraintede robustesse (la recherche de r chemins disjoints à origine ou destination unique se réduit à unproblème de �ots). En revanche l'introduction des contraintes de degré ou de distance ne permetplus d'assurer l'existence d'une solution, car elles rendent la sélection simultanée de certains liensincompatible avec les critères d'une solution.Nous avons montré que le problème est polynomial lorsque le nombre de sauts ou le degré autoriséont pour maximum 1. Résoudre certaines instances devient NP-complet dès que l'un ou l'autre deces paramètres atteint la valeur 2. Mais nous n'avons pas pu établir avec précision la frontièreentre polynomialité et NP-complétude lorsque ces deux paramètres interagissent simultanément,principalement lorsque le degré est compris entre 2 et 3, et le nombre de sauts entre 2 et hop, avec
hop constant.Nous avons proposé dans le chapitre 11 deux outils de résolution exacte,un PLNE et un B&B-dédié, pour traiter des instances de taille raisonnable. Nous avons étudié l'impact des trois para-mètres de degré, nombre de sauts et robustesse sur les temps d'exécution de ces stratégies. Lesobservations qui en ressortent attestent que nos deux stratégies sont complémentaires. Par exemplelorsque la demande des n÷uds est faible par rapport aux capacités des liens le B&B aboutit plusrapidement à une solution optimale. Le B&B-dédié est de plus robuste à un nombre élevé de sauts.En revanche, l'utilisation du PLNE est préconisée lorsque la demande est élevée car les coupes gé-nérées sont plus performantes. Par ailleurs le PLNE détermine plus rapidement si une instance peutassurer un facteur de robustesse r donnée ou non.Déterminer comment agit chacun de ces paramètres sur les temps d'exécution de nos outilspermet d'avoir une meilleure vision sur la façon d'aborder une instance donnée. 177



PARTIE 3. CONCLUSIONLa prise en compte d'instances plus larges a nécessité de dé�nir une heuristique basée sur lesalgorithmes génétiques. L'analyse de cette heuristique montre son e�cacité à trouver rapidementdes solutions réalisables lorsque les méthodes exactes se révèlent ine�caces. Les méthodes exactesrestent cependant globalement plus performantes sur les instances de faible taille, notamment pourtrouver les solutions de coût optimal.Les perspectives que nous donnons à ce travail consistent essentiellement à dé�nir de meilleuresbornes sur le coût des solutions optimales de NetworkDesign. L'utilisation de nouvelles normes ettechnologies (Wi-max, antennes directionnelles plus performantes, . . .) nous laissent penser que lestailles d'instances de ce problème seront plus importantes dans le futur. Savoir calculer des bornespertinentes permettrait d'améliorer considérablement les temps de calcul de nos stratégies, validantainsi leur utilisation dans des problèmes de conception plus étendus géographiquement.
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Conclusion généraleLe travail présenté dans ce manuscrit a porté sur l'étude de trois problèmes algorithmiquesinspirés des contraintes de fonctionnement des réseaux sans �l multi-sauts. La communication ausein de ces réseaux s'opère au moyen d'antennes omnidirectionnelles ou directionnelles. L'utilisationd'antennes directionnelles est privilégiée par exemple dans des réseaux très localisés géographique-ment ou des réseaux dynamiques où les n÷uds sont mobiles. La réception d'un message par cesantennes est sensible aux interférences et rend di�cile l'accomplissement de certaines opérations :dans un tel environnement, un n÷ud peut émettre vers ses voisins en une seule émission, mais nepeut pas recevoir simultanément plusieurs transmissions. Cette contrainte rend di�cile la résolutionde certains problèmes algorithmiques. Soulignons que la complexité des problèmes de communica-tion dans les réseaux sans-�l est parfois masquée par l'utilisation de la norme 802.11, qui assure àl'utilisateur un accès exclusif au média radio. Les phénomènes d'interférences sont cependant bienprésents au niveau de la couche physique, et leur traitement requiert des retransmissions multipleset l'utilisation d'accusés de réception. Nous avons étudié dans les deux premières parties de ce mé-moire deux problèmes de communication, sous l'hypothèse qu'aucun protocole bas-niveau n'assurede couche MAC idéale. En supposant que la topologie du réseau est connue (par un superviseur oupar l'ensemble des n÷uds du réseau), nous avons su dé�nir et étudier des stratégies de résolutionsans accusé de réception pour les deux problèmes algorithmiques considérés.L'étude du problème de la di�usion a fait l'objet de la première partie de ce mémoire. Di�érencierles modèles synchrones et asynchrones dans lesquels nous avons étudié ce problème a nécessité la miseen place d'une classi�cation. Nous avons pu ordonner les di�érentes approches et travaux réalisésgrâce à cette dernière. L'objet de notre travail a consisté à dé�nir des stratégies de résolution auproblème de la di�usion sur ces di�érents modèles. Sur les modèles synchrones, et en complément auxstratégies traditionnelles d'ordonnancement d'émissions, nous avons dé�ni une nouvelle stratégie dedi�usion, dite en arborescence, dont un des intérêts est sa déclinaison dans un modèle asynchrone.Nos travaux se sont par la suite orientés sur l'étude de cette stratégie. Nous avons montrél'existence systématique d'une stratégie de di�usion en arborescence. Malheureusement, minimiserles coûts en temps de di�usion ou en nombre d'émissions par cette stratégie sont des problèmesNP-di�ciles, aussi bien dans les cas synchrones qu'asynchrones.Nous avons montré l'évolution de la complexité du problème visant à minimiser le nombred'émissions en fonction de la topologie. Lorsque le graphe du réseau est triangulé, le nombre d'émis-sions minimum d'une stratégie de di�usion en arborescence est exactement la taille d'un ensembledominant connexe minimum. Ce résultat aboutit à un algorithme polynomial minimisant le nombred'émissions dans les graphes d'intervalles. Mais le problème devient NP-complet sur la classe despath-graphes, une classe de graphes comprise entre les graphes triangulés et les graphes d'inter-valles. Sa version optimisation devient même NP-di�cile et non approximable à un facteur constant179



CONCLUSION GÉNÉRALEprès sur les graphes triangulés. Lorsque l'on s'intéresse à la minimisation du temps de di�usion,nous avons montré l'existence d'un algorithme approximant le temps de di�usion par un facteur ∆lorsque le graphe est triangulé, où ∆ est le degré maximum du graphe.Parallèlement, nous poursuivi l'étude de stratégies d'ordonnancement synchrones sur des graphesdont l'excentricité de la source est 2. Des travaux menés dans [CW91] ont montré l'existence destratégies de di�usion en O(ln2 n) étapes. L'introduction d'un nouvel outil, la mv-décomposition,a permis de dé�nir une stratégie de di�usion également en O(ln2 n) étapes, mais dans des tempsde calculs raisonnablement meilleurs. La mv-décomposition est un outil intéressant, que nous avon-ségalement utilisé pour dé�nir une stratégie minimum en nombre d'étapes et d'émissions sur lesgraphes convexes circulaires.L'étude de notre stratégie en arborescence dans un modèle synchrone a mené à dé�nir des heu-ristiques de di�usion sur la grille et le tore. Le principal résultat est la mise en place d'une stratégiede di�usion en arborescence sur ces topologies. Les comparaisons menées entre les performances desheuristiques et le coût optimal ont conclus à la pertinence de nos heuristiques.Nous avons montré que notre stratégie de di�usion en arborescence o�re théoriquement des so-lutions optimales moins bonnes que les stratégies classiques de temporisation et d'ordonnancementd'émissions. Cependant, des jeux de simulation ont montré que les coûts obtenus sont généralementdu même ordre. Les simulations ont été réalisées sur des graphes de disques unitaires, qui modélisente�cacement les réseaux radios.Résoudre e�cacement le problème de la di�usion constitue un enjeu majeur dans le fonctionne-ment des réseaux radios. Un second problème tout aussi important et celui de la satisfaction d'unensemble de requêtes de communications donné. L'étude, cantonnée à un modèle synchrone, a consi-déré le problème sous deux familles, qui se di�érencient uniquement par la connaissance ou non dela fonction de routage. Les deux familles nommées DAWN-paths et DAWN-requests sont déclinéesen plusieurs sous-problèmes, dont une version online. Nous avons étudié dans la seconde partie dumémoire les problèmes de chacune de ces familles lorsque l'objectif recherché est la minimisation dutemps de di�usion.Les résultats de complexité présentés attestent de la di�culté de ces problèmes même lorsquedes conditions supplémentaires sont envisagées sur la topologie. Le principal résultat est la NP-complétude de DAWN-paths lorsque le graphe du réseau est un arbre binaire. Le résultat se déclinepour prouver la NP-complétude sur les graphes de disques unitaire. D'autres résultats annoncentla limite entre la polynomialité et la NP-complétude des problèmes en fonction du nombre d'étapesmaximum autorisé. Ces résultats montrent une frontière très basse pour des valeurs de 3 ou 2, selonque les routes de communication sont connues ou pas.Nous apportons cependant un résultat encourageant, puisque nous proposons des algorithmespolynomiaux dès lors que le nombre de requêtes est borné par une constante K. Cette polynomialitéest garantie même sur des réseaux dynamiques, qui modélisent e�cacement des réseaux sur lesquelsun ensemble de requêtes est en cours de satisfaction. Ceci permet d'envisager un processus de satis-faction de requêtes dans des conditions d'exécution plus réalistes et ouvre une ré�exion sur la miseen ÷uvre d'heuristiques lorsque le nombre de requêtes n'est pas borné.Les travaux menés dans ces deux premières parties ont apporté un ensemble de résultats théo-riques et d'outils de résolution optimale, auxquels peuvent se comparer les algorithmes utilisés dansla résolution pratique de ces problèmes.180



CONCLUSION GÉNÉRALENous avons montré par deux exemples que l'utilisation d'antennes omnidirectionnelles dans lesréseaux sans-�l augmente la di�culté de certains problèmes algorithmiques, que l'on sait pour-tant résoudre facilement dans les réseaux �laires. Cette di�culté est notamment dûe à la présenced'interférences prévenant certaines émissions simultanées.L'utilisation d'antennes directionnelles pour établir les liens d'un réseau sans-�l o�re un toutautre contexte d'exécution : les communications issues de l'emploi de cette technologie sont beau-coup moins sensibles aux interférences. Les antennes directionnelles permettent une communicationavec des sites géographiquement plus éloignés. Elles se retrouvent dans le déploiement de réseauxsans-�l à dimension pluri-urbaine, voire départementale. Mais la mise en ÷uvre de tels réseaux seheurte à d'autres types de contraintes.Dans la dernière partie de ce mémoire, nous avons étudié le problème de conception de réseauxradio multi-sauts robustes, dont le rôle est d'assurer la distribution d'un �ux depuis un ensemble desources vers un ensemble de destinations. Les contraintes de déploiement sont liées à la satisfaction debande passante, au degré maximal autorisé, au nombre de sauts entre une source et une destination,et au nombre de pannes simultanées que peut supporter le réseau. L'objectif est de minimiser lenombre de liens du réseau à déployer.Notre étude s'est intéressée à l'impact de chacune des contraintes de déploiement sur la di�cultéà concevoir un réseau validant toutes les contraintes, et qui minimise le nombre de liens utilisés.Nous avons notamment établi les bornes entre polynomialité et NP-complétude lorsque certainescontraintes sont ignorées. Parmi les résultats énoncés, nous avons montré que le problème est po-lynomial lorsque le nombre de sauts ou le degré autorisé ont pour maximum 1. Résoudre certainesinstances devient NP-complet dès que l'un ou l'autre de ces paramètres atteint la valeur 2.Nos travaux nous ont conduits a essayer de résoudre rapidement le problème sur des instancesde taille raisonnable. Nous avons pour cela proposé deux outils de résolution exacte dé�nis parun PLNE et un B&B-dédié. Nous avons étudié l'impact des trois paramètres de degré, nombre desauts et résistance aux pannes sur les temps d'exécution de ces stratégies, grâce à quoi nous avonspu dé�nir dans quelles circonstances une stratégie peut s'avérer meilleure que l'autre. Par exemplelorsque la demande des n÷uds est faible par rapport aux capacités des liens, le B&B aboutit plusrapidement à une solution optimale. De plus, les temps d'exécution du B&B-dédié ne sont que peusensibles à la variation du nombre de sauts. En revanche, le PLNE o�re de meilleurs résultats lorsquela demande est élevée, et détermine plus rapidement le nombre maximum de pannes simultanéesque peut supporter un réseau déployé.La prise en compte d'instances plus larges a nécessité la dé�nition d'une heuristique basée surles algorithmes génétiques. Ces méta-heuristiques ont prouvé par le passé leur e�cacité sur desproblèmes de conception de réseaux. Une des originalités de notre algorithme génétique est son in-teraction avec un programme linéaire, interaction également présente dans la stratégie de B&B-dédiéprécédemment introduite. L'analyse de cette heuristique montre son e�cacité à trouver rapidementdes solutions réalisables lorsque les méthodes exactes se révèlent ine�caces. Les méthodes exactesrestent cependant globalement plus performantes sur les instances de faible taille, notamment pourtrouver les solutions de coût optimal.Les outils et formulations dé�nis dans cette troisième partie sont pleinement exploitables pour unopérateur dont la mission est d'assurer la couverture en haut-débit de zones rurales. En outre, l'étudethéorique du problème permet d'aborder la conception de réseaux multi-sauts robustes avec des181



CONCLUSION GÉNÉRALEconnaissances intéressantes sur la variation du nombre de liens minimum en fonction des politiquesde déploiment adoptées.
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Résumé : Ces dernières années ont connu l'avènement des réseaux sans �l, dopés par leur fa-cilité de déploiement et par leur usage dans de multiples domaines : réseaux domestiques Wi-Fi,téléphonie mobile, réseaux ad-hoc, réseaux de capteurs, . . . L'objet de cette thèse porte sur l'étudede problèmes algorithmiques directement inspirés des contraintes de fonctionnement rencontréesdans de tels réseaux, et se découpe en trois parties. La première partie de nos travaux s'intéresse àl'étude du problème de la di�usion d'un message émis depuis un n÷ud source unique vers l'ensembledes n÷uds participant au réseau. Ce problème est abordé dans plusieurs modèles de communication,qui supposent tous des émissions omnidirectionnelles à portée �xée et l'existence de phénomènesd'interférences. Il en résulte l'incapacité pour un n÷ud donné de garantir la réception correcte dedeux transmissions voisines simultanées. Nous étudions la complexité de ce problème et proposonsdes stratégies de résolution exactes ou avec garantie de performance. Dans une seconde partie, l'undes modèles de communication précédemment introduits sert de support à l'étude d'un autre pro-blème algorithmique, dont l'objet est la satisfaction de requêtes de communications. Les travauxmenés sur ce problème visent à établir sa complexité ainsi que les facteurs dont elle dépend. Ladernière partie nous amène au problème de conception de réseaux sans �l. L'objectif est d'assurerune distribution de �ux depuis des n÷uds sources vers des n÷uds clients, en minimisant le coût del'infrastructure déployée. Les communications établies ici à l'aide d'antennes directionnelles ne sontpas sujettes aux phénomènes d'interférences. La di�culté du problème réside dans la satisfactionde contraintes de déploiement (nombre d'antennes limitées par n÷ud, résistance aux pannes, . . .).Nous étudions la complexité de ce problème, et proposons plusieurs méthodes de résolution exacteset approchées pour des instances de taille raisonnable.Abstract : The last couple of years have seen the advent of wireless networks, doped by theirease of deployment and their use in multiple �elds : personal WiFi networks, mobile telephony, adhoc networks, sensors networks, . . . The subject of this thesis relates to the study of algorithmicproblems directly inspired by operating constraints which can be found in such networks. Thismanuscrit is divided into three parts. The �rst part of our work is devoted to the study of theproblem of broadcasting a single source node message to all the other nodes of a network. Thisproblem is tackled in various communication models. All the considered model suppose range-�xedomnidirectional transmissions subject to interference phenomena. It results from that, that any givennode is unable to retrieve simultaneously two incoming transmissions. We study the complexity ofthis problem and propose some strategies in order to solve it.In a second part, We study another algorithmic problem in the same communication model,whose object is to satisfy a given set of communication requests. Our work consists in etablishingthe complexity of this problem, and studying the impact of various factors on this complexity.The last part considers the problem of designing survivable radio networks . The objective isto ensure a distribution of bandwidth from source nodes to customers nodes, by minimizing thecost of the deployed infrastructure. Communications are made via directional antennas, and arenot subjects to interferences. The di�culty of the problem lies in the satisfaction of deploymentconstraints (limited number of antennas per node, robustness against failures of nodes, . . .). Westudy the complexity of this problem, and propose exact and approximated resolution methods tosolve reasonable size instances.Discipline : InformatiqueMots Clés : Théorie, Complexité, Réseaux sans-�l, Communication.LIRMM UMR 5506 - 161 rue Ada, 34392 Montpellier Cedex 5 - France


