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���!���+D�b���� ���\� 	������ ��� �Y� 	��� !� �� '�k P��� ���#�����=Z����f��� � �9� 	 ��#�� ��$%��� ���������������!����b������k ��������� � �
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� ���+�#� ���"�jZ� �����# �54��64a$%���
(E(Rn)/n)

����� ���� !
��
���� !�C����� ���� � ������� ���\� ��� �
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(E(Rn)/n)
�#� ����� ���� �
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����� 	 �� !����� ��� � �������������������� !��"
	 �����+� �����1D��\D�� ��� ��� ����� �)D�$%��� � �"Z������ ��� �|��� � ���ED�� ��� �  !� �����1�����8� �����#�or 
� �����	 ����# ��� 	��+D������9,����
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� �"��� ���� :� ���Y&  ��_������
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����� ������������� �� �� �����=�#�-VAD� ���� � � ����� 	 ������� � �j�.�  ED���� �0�k# �!�����=� � �0�����F�q hD ����� �E������������	 �� � ���j���
� ���!� ��
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�
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n
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��������!�� �����:5��!�E,�� � ��� � ���� �" y �
	� �����\$%���0#+H �"�#� �C�#���������������#�
b �0Z������ ��� �  !� ����� � � ���������#��# ��� ���!�
	 �������-Z����l$_�#� ���(��� ��	���� 	��� 	2 ' �3� � ����� � � ��� 	 �� ���� ���� ��� �
���� ��or ���� !������� ����$%��� ��� �  ��"�+��� � 	��� ��� ��� ��� � $
���+� ��� ��	���� "q4 ��������� ������# ��� �o5��!�W,�� � �� � A � � �!���
��	aD� ���� ������� ��� ���"�� �� � � ���#��� ����������� ��� 	� �����D��+�� !�z�k � ����&$�� � ��� " ��� �o5 � �W,�� �B������� �-����� ���-b��� X���
���"�#�����"����� ��	���� � � ���L�����#�
���`�+D������  �������������"Z���� 	 ���� ����Z ���`H ���#��� ����������� ��� �
�+�  ED���� �0� " 3 �
�� ��� �ED� !�����!� �0�*$ ��@ �3�����g ����
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n
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 :D����� ��!�-H 	 ���# ���� �  ���������� ��� ���k P������Z����!�G�#�f�#�����+D���� � ��� ������� ��� � �� E�������+D���"
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n
D��\D�� ��� ���

{x1, x2, . . . , xn}
" 3��

�0�� � �!�����2� �����:D� !�� 2���#�������#��������� ���\D
xn+1

# ���=$_�#� ���� ! �����	 ���+�c�X����� ���&$&� ���!$&� � � ��� � ��#
�!�����Y�  ���� �#�� �� �#�� C��������� ���!� ��� ���"# �
�&$&� ���!$&� � �! ����
����� "AQ ��� ����� 	��� 
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��� � �3��� ��������� �����
�� EZ� !�"# �54��64���� ������
������� *�+� � ����� ��� ��� 	#�\��� ������
  !��������� � ���  �������#���2������H �����������)�����N �� :Z� ���"
K ���� !� ��� ��� �L$%����� � � �WD ���� � �����	 ���+� �"� �����jZ� !��� �I� �-� ���8��� ����� 	��� ������!����� ��V �����W�.D���� ���� !�
�q h���#�  ���� ���� !� ���"# � ��� � � ���(�! ����
������# �:�� ��N PK2(
J�"aO � ���!� �������� �# $%�k ��� �������!�\�+D� ��� ������� �����
� ���  A�� ����#������

blog2 nc ≤ Hn ≤ n− 1.
& ���� �������D �W�+������� ��� ���"�#� ���� ��k P���dK�(�J�##������ �& ����������$ �&� &g# 4 � �  !�65�� $ + d & "
C ��1�� � I C �'�!X����R #"$��%&�'���>� I 
 IY" D I=�R" D I �
& �-����
�D��.D� ������� ��� ��# ��� 	 ���#� �����#��� ��� �� ��_�+���� ��j��� $ ��@�� 	�� $ ��� ��� � � $�� � ���
������� $ ��@�� 	��
���&$&� ���!$&� ��# � ���E�� :D������ � �� E� �j��� ����� 	��� ���������#� ��V �����W�.D�����" & ���# �����������8� ��	aD� ���� ��������#
������� �����#����� � �C� 	��� ������� !�� 
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∑
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En
,  !���!	 "
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. ���!�^������� $&� ���7� � ��� � � �

�>:&� ��� � �7,  !����	 " � � � ��� � � . � ���������  !������� ����� �E��� ����� � �

En = In + 2n.

� �� �� ����� ��	AD� �����������)���  ���� �#�� �� �#���"�X�k �����!�� � �����k# �N �� EZ� !� �!�� � 	��� ������� :� 	��\�#�������� ��)H ������#
$%�������-� ��� � 	� !��	 �� !� ����������������� ��� �9� ��� � ���������

n
�#� ��� �����!� � ��������������� �E�� ���"$%��������� ��� ���!�

�����#�!�  :������" K ���#���N# �����G�����_� $ ��@�� ��#3��� $ ��� ����� �/$���� ��� � �=�#�2���&$&� ���!$&� ��#3� ���E�� !��� � ��� 	 �� or
H �� E� �������F��� �g hK�(�J 	 ���� =����� �����!�����=�#� � ����������� �������!�\�+D� �"Z�������"1y � �������!�\�+D� ��� � ��� � ���
���[� ������������ �# ��� ��Z#������� ��$%���
���*$ ��@��
	�� $ ��� ��� � � $�� � ���

En = O(n logn)
# �����\��� ��� 	��� !�

En = O(n2)
"

� �d$%����� � �����M� 	 ������ ������ �� ��� � " �!� ��� �� ��� �ED� !�����!�[� � ������������K2(�J �������!�� E��� � ���E�� f�����
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n
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	 �� E�j� � �����������'�#�

{1, . . . , n}
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�����fZ# ����� �#�  !��������� � ���� �������#�L�#� �g �� :Z� �������� �10��+� "%� �  ���������
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� "8x ���� $ + %�& "

����� , /��	� 4�:Y:Y@B:('B4�� /H- ��- 4 + 12->123 ��+
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�� ��� � ���������u����� ���"$%���z� ���!����� ������� �"� Z ���#�`�k ��� � �� !���������������
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�� ��� � ��������� ���F�#� 	� ���Z#�\,�� �L����Z� ������ ����� ��� �@##� � ��������� ���
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" 3 � �������
ξu(t) = ξu([0, t])
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�g ���+�������-�+�

u
$%��� ����� � �.D�� � ����� � ���j�������

t
" y � 	��� � ������������ �#

ξu(C) = ξu(∞)
" / ��	� ����������:��� ���!�

���� ��� �WD� ����:D�	��� ���j$%����� �����ED��:��������� ���"# ��	�	 ���-D�� ' ��� $���� ��� 	�� ��� � � ��	3�/$���� ���

µ(t) = E[ξ(t)].
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ε > 0
"7x ���� |( �� !� ����� $_j�& 	 ���� 
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n
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#���U
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	� ���Z��"Z��������ED �:�� 

{2, 3, . . .}
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1 ≤ i ≤ `
#.���

D��\D�� ��� � ���!�*� ��� ������� ���
i
rS,�� � ���"���or 
� ����#	 � � ����� 	 ���-��� ���\D���� ���� ��

Vi,`

# ��U
V` = (Vi,`; 1 ≤ i ≤ `)���!�j��� ������� ���� ���-D �������� !�`��� 	� ��"Z��"Z��������ED�"3O � 	 ���#� �"���!��� A��  !� ���������-�+D� :D �����9� �`���#�F� �� �� ���

���\D���� ���� ��2Z# ����� ����� � ��"
b �
Ni

�+D��!��
��#� ����� �� :���������1�+�
i
rS,�� ���!�����Rr 
� !����	 �"# ������ ���# �����+�#��� ����������������� ��� �C� �N PD��"D������ ��� �

{G = `}
��� �"�_� ���� ����"Z������ ���\D � � ���� ����

V1,`, V2,`, . . . , V`,`

#����������!�  !�\Z+� � �������+�������������� 
(N1, . . . , N`)���!�Y�j��� � ������� �������L�#��	��� �"�9,��� ����

n
� �

(V1,`, V2,`, . . . , V`,`)
#

P ((N1, . . . , N`) = (m1, . . . , m`)|V`) =
n!

m1!m2! · · ·m`!

∏̀

k=1

(Vk,`)
mk ,

	 ���# 
(mi) ∈ Nn �������)$%���

m1 + · · ·+m` = n
"Hb � ���

i
rS,�� � �����#�or 
� �����	 �"#

1 ≤ i ≤ n
# ���!� ����� $%���

Ni < D
# �N ����
��� �� � �+� � �� �� ! A���� 	 ���� ��� �����#�or 
� �����	 ��" b �������k# ��� ���!� ��	�	����\$%�+D 	 �"�� ���

i
rS,�� �

�������Rr 
� !����	 � "*����� ���� ����"Z����
Gi

#1���[�#A�� �[����� �  !�\Z+�#������� $_�#�
G
# ���!� ���#
����+�# ED��
��� ���

i
rS,�� �

�������Rr 
� !����	 � ���!�L��� �����ED ���
Gi

�����#�or 
� �����	 ����# ��� ���������3��� �:��������"
s � ����� � �"�� !�X���`��������������� ���\D � � ���� �� �dD �WD ��� �  ��_�+��� ��	��� G4 ���� ��65�� $ + j & �"U ��� ���"� 	 �� !����� ��� �
���:5_� 	#� �����\$%������� ��� � � �+' ��� 	������
��� �g �� :Z� �� �����������-D �9D �WD�D��E�+���-D�"
�_� ���
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� �

A B C D E

A B 

A B

C D E

DO

1/2 1/2

1/3 2/3 1/4 1/2 1/4

C E

C E

1/2 1/2

� �!	�� j � K ��
��� �� � �+� � ��� �� EZ� !� � �����
D = 2

# �����8�����������jZ�����������	 ���\��� ���-D �������� !���
(V1,2, V2,2)� �

(V1,3, V2,3, V1,3)
#
G
�#��� ���� !���"Z#�������-D �������� !��� ���������# ��C�����#�

{2, 3}
# ����
� ��"��	 � ��������������D�� ��� �

{A,B,C,D,E}
"

y�� ��� 	�������"
) K ��
��� �� � �+� �����]K  :Z� ���( �������� ���" 	 �����.�

P(G = 2) = 1
#
D = 2

� �
V1,2 ≡ V2,2 ≡ 1/2

#
���  ����� ���� ��� �N P���;����� 	� !��� ���� �������
��� !��� �.� ���
��������
����� !��"+O � ��D �WDCD��E�+���-D�	��� ���%�#� �
���
* �V]$^#"

) K ��
��� �� � �+� �����BK  :Z� �� b%58�9D��� ��-$_�#��" /  ��� ����� �����C$%�����+�
Vi,n ≡ 1/n

	 �"�� �����#�
n ≥ 2� �

1 ≤ i ≤ n
"

) �1 hK ��
��� !�����+� �
Q
r ���� !��";b �

P(G = Q) = 1
� �
D = 2

# ���  ����� ���� ��� �g ����
��� !�����+� �`���
 :D��!���\�#�������[�#���S5�	 �

Q
r ���� !� � ����� �� � !����D�����Z����8$%�+D�����# ����
��� !��� �.� � �������p5 �:D 	��� � �����%5�� ���

< ���?>!������� $e]i]�& "
x ���� ��"���!��� 4 � �� ��65�� $ + j & 	 ���# '�k �0�#�  !��� ��� ��� 	�������"

C ��1 � � I M � LNMPO �Q� %)� D!S I IY� L ��T#��I �
/ ���9� � 	 �"�� �g ����� � � � ����� � � � ��� ����� ��� � ��� ����# ��� �����jZ� !�X�k ��	aD� ���� ������� �.D������������� !����	 ���� 

$%��� �g ����
��� !�����+� ���� ! �� ���j� ���� :� �0# �54��64k$%�����+� ������� ����� �!�����Rr 
� !����	 ������Z#������������� �C�#� � �� :���������
� �  ���������� ��� �����.H D� ������� f�

D
�+D��!��
��#� ��� $ ��@��|��� �N ����
��� ������+� ��"AQ ����������	��� 

Rn

��� ��� �`$%����� � � �WD
$%�����.������
� ����#	 ��������������� ��� �Y�#� � ���������

n
"

LNMPO �'�R%)� D!S INIY� L �RT!��I�� ��� C �'�!X I=� U F ��%�� �
3 � �������!�\�+,� ������ ����� � ��� ����� � � �(������������������
� ED ���\D���� ���� ��

G
��� � ��� ��� �����-D �������� !��� ��� �C���


� !����	 � ����� � �����^����� ���������
n
���

G
���"���or 
� ����#	 ��������	�

����������������������� 	���	"!#��	�<��54��64 �����+��� � �����8r

����������� ��� �2� �N PD���D������ ��� �
{G = `}

# 	 �"�� 
1 ≤ i ≤ `

#a���zD��\D�� ��� ���+� 
� ��"��	 � ����� � ����� ��� �@# ��� � �
�7���Y�����#�����

i
rS,�� �����"���or 
� ����#	 � � ����� 	� ���Z��"Z��������ED

Vi,`

# ��� � ��� ���$	3� � �����9������	� !��Z��"Z#����� �WD
V0,`

#
��U

V` = (Vi,`; 0 ≤ i ≤ `)
���!�Y��� ������� ���� ���\D���� ���� ��Y��� 	� ���Z��"Z��������ED �E�# 

{0, . . . , `}
"

�%� �����
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4 ����� ��� � �"�� !�������  :D������"�8�9���������9�j������� ���������k# ��� � �� ������E,� !� � ��� $ ��� � ����� ����� ' �k P��� ����
��� ������+� �
�  �0�+����� ����	 �� !� �|���)� ��������
���� ���� ��3�#��� � ��� � ��� � �������k ������,�� �"��� ������� < ��� ��V ����# ���� � ������� � ��������
����
$_�#��������� � ��� �!� ���W� �[��� � �
�
���%��� � � ����� � � � � � ����� 	 ���# �"�#� ��� � A��� �� ���� � !��� � ��� ��� � �� ���#�E� ���
�E�� ��� ��������� " K ���#���N# ��� ����� � � � ����� � � � ��� ����� � ��� $ ��� � ��� � ����� '����j�#��
� :D

G
�����#����� � ���9������������ 

���\D���� ���� ���� ��� �^��� 
� !����	 � ����� � ����� ���
(G+1)

�!�����or 
� ��"��	 ����#��������� ������� �!�����Rr 
� !����	 � ���� ! �����	 ���+�
� ��������������� ����� ��
���� 	 �� E�.��� � ����������$%��� �k ��� ���� !������������� � 	��-���'�����#� ����	� ����������:����������� �����������
	 ���# �g ������,�� �"� � ������� "

LNM&O �Q�R%P� D!S I.IY� L ��T#��I /���� F S % [� I �
s ��� ���� ��!����� 	 ��� ���7� �6� �L��� �N ����
��� �� � �+� � ��� �� EZ� !�"#A� �������"D���	��� �����  :D��!� �"�8�z��� �����9�j�8r

��������� �����k#��GD �WD�D �W�+�#�\D�� 	��� �������"� ��� ���'J ��Z �� � $ � + & ".y � ��V � �@#������  ED������"�8�F� ������,�� �j��������	����
��� ����� ��	�����Z����8$%�+D��f�.�� ��� ���N ���8D����#�������]�+� � � � � �%$ � ��� 	(� �2$&$
�
� 	 ���� C��� 
� !����	 ������� � �����^���

n� ����� ��
�����# �!����� 	 ���� ������f�+�� :D������
� ��� 	�� ���\D���� ���� ���D�
 �����f�
Rn

" K��������# ��L��� �g � �8D���� � �����d�+�
� � � � �%$ � ��� 	 �"�� �����

n
� ���!� ��
�����#q��� ����� ��� �0�8�]� ��������
�����	 ���#����� �  !�R>!�����+�� !� ��� 
� ����#	 � �������������

� ���������  :,�
����2��� � � � � � � �+ 9� ��� � ���
� � ��� ��� �3� :�# �54��64�� ��������� ����� 	 � ���# �%��� " / ����� �!���  �0�+����� �E�� 
��� � �  :�����E�� ��2�#� �N �� :Z� �� �����!� ���\D 	��� �N �?>!���#� ���\D���� ���� ��L��� ���"$%�����10��+�F�#� �N �� :Z� ��L��� �#���#�����"�8�
D��\D�� ��� � ��# $%��� �!�� ���� �Y�������� � �"�� ��+D�	��� !� ��
�D�� ����������
������YZ# ����� �#���L��� �N �� EZ� !��"

A B C

A B C

B C

D

D

D C

A G

G

F

E F

E F

E

� �!	�� ] � K ��
��� �� � �+� � ��� �� :Z� ��
Z��������� �� � ����� �� � !����D���� ���\Z� !��� ���\D���� ���� ������ ���������� !�������#� {0, 1, 2} #����
� !����	 ���������������aD�� ��� �
{A,B,C}

"

� ���YD �W�+�#����H �����������E�# ����� ����� � � � � ��� �
�8� � ���������8	 ��� ���7� �6���
� ����� � ���!��� �  ��� �����# ��� � �������������  ��Ir
���0�8�f��� < ���?>!������� ��� ��� 4 $_]i]�& �:�� ����� ����
��� !��� �.� ���

Q
r ���� �����#��54��64I���)����
� ED|b.�8D

Q
� � ���� � !����	 ���+����� �

�_� � �
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� �

�F��� ���� E���������^�k �� � A � ���.H D� ������� � �  !��������� ��� �f�
D = 2

# � �����9����� �� � !����D���� ���-Z� ���� �E�#������� �C�����
� � � 	�� ��� ���
��������� 	��� ��"�9,��  !�

λ
"

32�#�� �� �g �������-5��!�"# ���#��� � � ��� ���:5_� 	#� �����\$%���0#a�.� $ ��@ � ��� �������� !�=�+� $ ��@ �,� ����� � # �N ������ � ��� ����� �
� � ��� ���
��	 � � ���7� �6� �)� ��� ���[D����\�#�������C�����8� 	� ��"Z��\,�� ��� 	� !��	� ����'� �!��� � �� ������E,� !��	 � � ���7� �6� � <

) ���
	� ���� ���� ��� � ��� ��������� � � �+ ��#� �N ����
��� �� � �+� �=< ��� ��� � ��r �:r ���'��� � �"�8� �k �� � !���"D���� �� !��� �-$%���
λc > 0

� ���
$%���"#^$%���������F$%��� �!����� ��� � �����������+� 
� �����	 � ������������� � ��$%�����
$_�#� ����� � ��� � �0�8�
�q �� ! �� ��D���� ���\Z# ����

λ < λc

#��N ����
��� ������+� � �� �� ! A � � ���!��� � ��� 	�� 	� !���E$%�����Ee# ���� ��� �Lb���� �
/ �# ������������ ��� �@# �N ��� ��� � ���#���f��� ���������  :D�
������d�#� �!� �"Z��������ED��k � 	����LD��ED 	� !��	� !��� ��� � �0Z �� Rr
�.D���" �1 ��	�	� !� � �#���������!���-$_�#��H �� E�j��������� $ ��@��.� ����� � #������WD

rλ
n

# �q h��� ����� � � � � ��� �8� � ���������
	 ��� ���7� �6� �����"�`� ��D�� ��� � ��� �����\�#�������c�k P�����XD�$%����� �����c���  :D����# � ��������X��� �S5�	 � 2���� ��� ���
� �����54� "� � ��� #+D�$%�����������!����� � ��� �:�������

(1, . . . , 1,∞, . . .)
##����� �

rλ
n = ∞,

	 ���� 
n ≥ D

rλ
0 = . . . = rλ

D−1 = 1

���!�������\�#������� "qK��#�� ���� ��� �f��� �@# ��� ����� 	����k ���8D����#� ����� � �65���� 	 ���#��A��� �� ���.b��#� 	 �"�� ������

� �����	 ���9���
� ����������������� � ��������� �E��	aD� !������ ���� �"� ���� E�#���������k �� ! A��

D
"|K �������g# ���  :D��!��������� �

�����!� �fD�$%�����������!���  ED����� ! ����#���"# �N ��	�	� !� � �#� �������-5 ���\$%���2H ���� !�����  !� I X � M  ���%P��� 	 ���!���-Z����0#
��������� � � ����# ��� ����� 	���� MPF X � M  ��%P�'� �_�u$%�k ��� �k P5 � 	����j�q h���#����� �WD � ��$%��� ���������-�#� �����
� � � � ��� ���!� ��� ������"

) �������������+� ���!���+eB� �N PD��� !���E�� ����#A�� �G��� �N PD�$%�����������;H ����� � �������������������� �����WD� ���� ��� �Y��� � ���
����
��� !�����+� �0#%D�$%�����������;����� � ���jH �� :� ��Z������-$%���"#������ ����Z��������� !�"#����!�L�����#�+D�� 	��� 

r(x) = r(px+ λ) + r(qx+ λ) + hλ(x),

�"U
p + q ≤ 1

, ��� � ��� ���������� !�������-H ���� ! ����!	 ���+� �
p + q = 1

. ���
hλ

���!�������[H ���#��� �����
�#�����+D��d$%��� �� ��� 	� !�\� ����� � �� E� �;���

D + 1
�������!� ��� � ���

ci(λ)
"1K �����!�N# ��� $ ��@��8� ����� � #

� �#����� �"� ���:5_� 	#� ��� �\$%���0# �#� 	 �"�� � �� $%��� �� ��� 	� !�\� �� ��� H ����� � ����� ��� ����� ������� � ��� � ����"
� �z�+D � �� E� ������������� ��� ����� �������!� ��� � ���9�q h���#�
	��� !��# ��� ��� �����+�#��� ����� ��� ������ �� �#���!���������"#
�����+��� � �����FD��� �� � ���E�# ���� � �"�8�;�k �� ! ����"D����

λ
�k �"�#�  !��	��� �@#��!��� �������8� 	 ����� � �����!����� �������������

�g hD �W�+�#�G�k P��� ����� ����
��� �� � �+� ��" �1 ��	�	� !� � �#� �������-5 � �-$_�#��	# ���	 ���ED��=������� ��� ����� 	��� !� ������������ 
D = 2

	��� �< ���6>!����� �
���,��� 4 $a^Vd & ��� 	��� �
����	���� ��� ��������
����"Z������ 
�D��+D� ����������� �"

����� � ��:2@ � 1H->12: 4 1 ����� /��	�	�B4 �
� � 	 ����� �j�#�F�+D�	��� !���#� � ��� � �FD �W�+���X��� ��� ����� �����������X�k ����
��� !�����+� ��� ���!���#���  ������������������

 :D����# � ��������B�#� �S5�	 � 2 ��� ��� ����� ����� 4� "� � ������D� ��pb D�� 	��� ��� �E�#��� �l����� ����e#���F��� �g ����
��� !��� �.� �
(Rn)n≥0

"�� � ���$� � � ' � � �  
� 	�� ��� ���
�����d��� ��������� �:�������"# D�� ��	 � ��	�	 ���-D���� � ���
����� ������� � ��� # �� ���#�or
H �� :� � �����!� �  �������������� ���
 ED����� ! ������������ �����!D�$%����������� H ����� � ���������������X����� � ���lH �� E� � ��� 	��-���
Z������\$%���0#�����������Z��������� �� �!� � � �\$%���0#���� �Y�.�
�S5�	 �

r(x) = r(px) + r(qx) + h(x),

�%���



� � ��� ��	3� $���� ���

��U
p + q ≤ 1

���
h
���!�9�����;H ����� � �����u�������+D���"|� � �  ���������� ��� ����� ��� �����dD�$_����� ����� H �������������_r

��������� 	��� ��N ��	�	� !� � ��� 	# ���Z��0Z��������!��� 	� !��	 ���ED��
����� ���!� �!��
����pb�� � � ������� ��� �����pVqD� ���� ���#� �����-�������
�N PD��W�.��� �������-5 � �-$%����"%K 	# E,��
$_�#���\$%����� �  ������oH �� E� ��� ��������# �����!� �YD�$%����������� ���!� ��� � �� �	� :D��WD�� �����`� �
�����9D�$%����������� 	� !��Z��"Z��������!� �=$_�#� ���� �� �� ��� �WD����#� ����������� �C����� �:�������9�#� ���� !���"Z#����� ���\D���� ���� �� �54��54 	 4
��	�	� !��	� ��-D�����" b8��������� � �����9D�� �#�8�������=J �"Z �� !� $!�$^�&N# �g hD � ��	 � �E��� ����� ��� �!�� �9�k ��V �����E���� Y�����G�+D�r
	 �������!����������� ����� 	# ���Z��0Z��������!��� ��� ���������g# ��� �#��������� ��� ������� �������0Z������ ��� � ��� ���+D��� :,�� �X������� ��� � � #
��Z#� ������ �����  !��	� :D��!��� � ��������� ��� �WD�
� ��������� ���G$%����� �����WD

E(Rn)
���FH �������������F�#�

n
���� !���"Z������ ���\D��Ir

� ���� ����9�����pH �� E� ��� �E�# �N ��� ���� !���������
[0, 1]

")� � 	 ����� ��b������ ���!�F�#���lD � ��	 � �� E�����������d$%��� �� � ��,� !�
���-VAD� !��� � ������J ��Z �� !� $!�i^ & < ��� ��V � �@# ������� �����#����� � �9�F�#������������ ��� � �+D��� E,�� ����� ��� � ���2����� ����� � � �
	 ���# �"Z#� ������ ���������� 	 �� !� ��� ��� � ���:5_� 	#� ��� �\$%������� ��� �E��� � �

(E(Rn))
"

�| ��	�	# ���� ������� �|D��\D�� ��� � ���� ��"# ����� 	#�\��� 
� ���+� � ����� � ��
�� 	���  ��	�	 �� � �"� �  ���������� ��� � �������-5 ���\$%���
�����������-$%��� ��� � ���� � ��������� ��� ���.e � �g h� � ����������� �����]�+� � �+D��� E,�� �[�#� �
� � ���2����� ����� � � �)$_�#��D�� �"Z���� �
	�� �
�&$�� ��� � � � ��������� 	 �� !� ��� ��� � ���:5_� 	#� �����\$%���C��� �g ����
��� !��� �.� ��"
� � b ��� � ����� * " + �������#�j�����  !��	� :D��!��� � ��������� ��� �WD� ����!� ��� �����+� ���"e#�C� �?5����B��� �N ����
��� �� � �+� ��" � �
 ED��:����� ��� ��� 	#�\��� �\� 	 �� � ��� � 	 ���� �N ������ � ��� ����� �7� � ����������������� � �6� � �����#���� !�����������"� 	 �� !����� ��� �
���:5_� 	#� �����\$%���B��� �g ����
��� !�����+� � � � ��� �  ��"�+��� � 	��� �����[&  !��	 �������������#�N^ ��� `�" / ��� 	� ���	 ���!�pr
� ������� �����#�� !��� � � �
D � ���.����� � ���� � �������  ED��:����� ��� �)�����#� ���Y���"� ������� " 	 ���� �N ����
��� �� � �+� � ��� �� :Z� ��
Z��������� ��0# ���_� � � $_d���& ��� 	 ���� ����� ����
��� �� � �+� ���

Q
r ���� !��� � ����� �� � !����D���� Z����_$%�+D�����##� ��� �75�� � ��< ���Ir

>!����� � $_]i] &g# ������ ����� / �� ����������� ���� + ��� ^#"+� �2�����8� �\,�� � � ����	����� �� 
"D��+D� ��������� ������ :D��:����� ��� � 	 ���� ���
� ��� � ��� $ ��� � ����� ����� ' # ��U���� � ����� � ����� 	 � ���k P������	 ���!���\Z#��� 	 �� � �'���
� ����� ��
���� ���� ��*�.��	� ����������E�#�
���=��� �����������
���\D���� ���� ���" � �  !��H �� :�j����� � �����
	# ���Z��0Z��������!���C��� �g hD�$%����� �����;H �������������#��������� ���!�������\D��=�
��� �S5 	 �!�k ����
��� !�����+� � 	������!� ������ !��	��� ������  ������� :� ����������� �����M����� � � ��	 �=���
���
	� ����������E�#�`���
���������!�����q# �54��64

p
� �
q
� �����'$%���

p+ q < 1
������� ����������Z��������� ���"

� � 	�������� ���6� ��� ���;������� �:�������
(Rn)

���!��D��E�+���-D��������#�����Nb ����������� * "a`�"k& ���� �	��-���2�����!�\� 	�������� �WD"#
�����#� ��� � ��� ��U ��� ���� !���"Z#���

G
���!� �����#�!� ��� ��� ��� ��U ���������� ����0Z������

V·,G
�!��� �jD�
��������j�

1/G
��� �

�������!�\�+D� ED�" � �2Z+�#�'�#�������!� � �!��� � ����� ���!���#�2� ��� �� ��� �$%��� ���G����� �  ��-Z+�#�������`��� �����  �����:H �� :�`D������
� � ���
�����9���������E�#��� ������� ����e#����# ��� 	��-��� 
�D��.D� ������� ��� ��#����������C������� 	#�\��	��� !�������LH ���#��� �����������������
�����N �� EZ# ������!�������-D"##	 ��� ��A��  !����� 	� !�\�9D�� �!�\� 	������ ��� � ���FH ���#��� �����[�+� 	� !� �����!�E���L��� ��� ���
����� ���
�������� ����0Z������'�����-H �� E�9D�� ��� �'�����!�  !�\Z+�.D������:�� 

[0, 1]
"

4 ���8�  ���	# ED��!��� � � � ���������������=�#���!�� ��-Z+�#� �����X�#����� �  ������oH �� E�9D��2�#� � � ���
�������!���������GH �� E� �2�k P�����
H �������������#���������z�+� 	� !� �����!�E���d��� ��� ���
����� �!��� �;D�� �0Z���������" / ���`� � �������ED�$%���������"#Y����� �����Y�����

� ���.�����#���jZ� !���
���!��	� !���#��D�� $%�����.� ��� 
� !����	 �]�k hD��\D�� ��� ����������������� ��� �l�#� � ��������� ���-D �������� !�
�E��� ����� �G����� �����1�#� ��� ���
����� , �  ������:H �� E�9D������ ��� ���
�����2. " 4 � 	��-����# ��� ����� 	 �� � ��� ��� �����!���������?r
� ���� �� ���:5_� 	#� ��� �\$%���L��� �N ����
��� �� � �+� � ���!� �+D�� ��� �  :D �����`� ���������ED�$_�#�������C�k h�#��� �����+����� 
� ����+���
�����jZ� !���7��� � � 	����$	�" / � ��� �`D��� ����
�� �����*����� 
� ����+��� �����=Z� ���� �� � ��,� �� �������!�1�+���`�!���#� �����*�����

� ���.��� �����jZ� !��� ���������!�\$%����"
K����!���N# ��� � �.D��� :,�� ����� ��� ���\� ��� ������� �  ��������� ��	� ���� ��D��#� ������� ��� �2�#�����`D � ���_��� �!�\� �������� �� 	 ���� 
���[�#A�� � � ����" /  ��� �����  ED��:����� ��� �������!���-$_�#�"# ������ j������$%��� � ����J�D�
��#���� $ `���& �����#���)$_�#�
� ���8r
� ���.�)$_]$^�&g##�����I>!���� !� 	� ���� ��D��#� ������� ��� �'�������`D � ���_�������k �������-5���� ���"� 	������ � ���������k$%��������� ���!���pr
� ���������#� ���!��� � ����� ���#�\$%������"%4 ����� ����� ����	#���  !�"#��������!� 	� ���� ��D����"�`� � �������ED�$%���������Y�.� � �+D��� E,�� �
��� ��� ���\� ����� ����� �� ����� ��� � � 	����$	�	 ���� L����� ���� ����"Z������ ���-D �������� !�������.�+D�	 ���+����� � ����"qy �����#�  !�"# �����
�����#���������  ���	# ED��!��� � � � ����� ���o5_� 	#����� �-$%���C��� ��� ���� ��������������!� ��Z � ���%����"

�_�����



� 4 � ��� � � ���6��� � ��� 	�� � � � � �
� �

� � ������� ����� * " dF� ��� ��� ���������� C��� ���� !� ����� 	��� ������-,���� ��� �  !�2����� � ��� ����� � � � ��� ����� ���7� � �%$
�
�
��� �
	��7���$� � $&� ��� � � �g# � ��� � ��D���	��� Y��� �  �� ������� ����( �� !������������� �� !� ����� � $_j & �E�# ����-� � �%$
�
�
����� 	��
' �$�%��� � � ����� � ����"^� � ����� 	 �� !� ��� ��� � ���:5_� 	#� ��� �\$%���[�.� � �_�+,����#� � ���
����� � ��� �B�k P��� ����� � � � � ��� �
� � ��� ����� ���!�  �0� ���+D����N PD��W�.�����+� � � �%$
�
�
�����
	��
���$� � $&� ��� � � � �����������-D�"
� � �  !�����!�\,�� � � ����	�� �  !� � 	 ���# ���Z_>!��� � �pH^�q �"����	#� �� ������ � ��� �����\$%�����Y� � �������:D���� 	��� $ � * & � ��Z����ED����
�:�� 
���#�  ���H �� E�=��������������	# ���Z��0Z��������!���'��� �g hD�$%����� ������H �������������#��������� �����!� ���\D�� �0b��F�k �������p5 �!�� )�����
$%����� �����WD �0�+�����������C�����������
����� ������� �f��� �!�� E��� �W�� !�G�k �� :Z� �� � � $ � � � ����� "
4 ����� ��� ������� ����� ^#"_^.#1�����[H �� :�j����� � � �% �� ���j�+� $ ��@�� � ����� �c�����g ����
��� !�����+� ���k � ����&$���� ��� 	3�
��� ��	���� # �����WD

E(Hn)
��� ���\� �������� !� �"� $ ��@��7� ��� � � ��� �N ����
��� ������+� �
��� �� EZ# �� $�� � �
��� �6� ��# ���!�

�������+D���"+4 ����� ����������� �����.^#"a`+#���� ����� 	 �� !� ��� ��� �����o58� 	#����� �-$_�#����� �g ����
��� !�����+� � ���!�  ���H �� E�j���-D
��� H ����� � ����� ���
�����\���L�k P��� ���� � ����� � ��� 	#�X�k �� � >A��

τ
�+D�b���� 	��� 9�����_� �:��������� ���\D���� ���� ���� �:�� 

�g ��� ���� ���������
[0, 1]

"aK �������g# ��� ���!� 	� ���� ��D�$%��� ��� $ ��@��,� ��� � � $
� � � �! L��� �N ����
��� ������+� �"#
E(Hn) −

logp(n)
# ���!��D�$_�#����������� ���d�#���XH ����� � ����� 	aD� !���_���\$%���9���

logp(n)
# H ����� � ����� ����� �=�����XH �� E�j�����

� �#	#����������� ��� �YD � �"Z#������"
4 ����� ���
�!�����������K^#" d_# ���d�����!�� ��\Z.�#� �����]�+� $ ��@�� ��� �N ����
��� �� � �+� � ��� �jD �W�+���-D���"�s � ����������� � ���!�.D�r
����� 	 ���!��� �����!Z��������� ��G�����N ��� ���� !���������

[0, 1]
# �g � � 	� ������������ ���#��� � ���������X�����!�  !�\Z+� � �����l���

Hn
���!�

D � �"Z�������" / �  ED��E��� � ��� ���!�9����� ���� !����������� �\D�
",� ���� ��� �����-VAD� !��� � �[��� ���lH �� E�j�#��� ���:5_� 	 � �����\$%���
�������+D�� 	��� $_d$^ & 	 ���# ���G����� �  ��-Z+�#�������`�+�*$ ��@ �A��� �g ����
��� !��� �.� �

Hn

������� ��� � �������:5_�9D��� ��\$%����"
� � ���������+�#� 	��� !� ���j��� �����9D�� ���� !� ���!�G�+D����-D�� �"�_� ����� � � � � ��� �
� � � ��� ���
��	 � � ���7� �6� �
� � �����
��� � ������	 �� � ��"+� ��	� ���� ���� � ����	�� �  !�2������� ����� 	��� � ���Y�+D�b�������H �� E� ��������� ��� � ����� �_�+,����Y�k P��� � ���
����
��� !��� �.� � ��� ��� 	����-$%��� ������� ��� � ����� ������� ������� � ��� �L� 	� ����+�� ������������ 	#���������������8��� �� ������E,� �����<
	 ��� ���7� �6��� � � � ��� $ ��� � ��� � ����� '
� ���GH ������"+4 ���8� 	# ���Z��-,�� ��� �!��� � ������ �� 	 ���:D���#���� �!� �"Z��������ED��k P���
����� ����
��� �� � �+� � ���"�������l� �_�+,�����
�D��.D� ���^�k �� ! ����"D���� ���-Z� ������k h�#��� 	��� !�@# � � �g � �#	# ����!������� ���#��� � �
�+� $ ��@��k� �65����
	 ���# L�#��� �� � !���"D���� � � ���
����� ��� � � �
� �k �"�#�� �� 	��� � "

����� , �5- +
� ��	# ���� �\,� ���	��� !� ������� �
�+D����\D��L����� �������!��������� ����
��� !��� �.� ��� ��� �� EZ# �� �!� ��� �-$_�#����< ����	# ���� ���� 

� ����	����� �� ���!�
�����LD��E�+���2Z����ED�� �E�� )����� ���#������� 	# ���Z��0Z��������!�����|�k P��� ����� � � � ����� � � ����� ����� ��� ����� �6���
$ ��� � ��� � ����� '��k h�#� 	 ����� �C�#� �8�#� ����� 	 �� � ��� ��� � ���:5_� 	#� ��� �\$%����� ������� �  !�\Z+�#������� "q� �������8� �\,�� �
� ����	����� �� 
�D��+D� ���������� �����  :D��:����� ��� �'�+� 	� !��� ���� �"� � ���'����� ����� � � � ����� �
�8� � ��� ����� ������� � �6� �
� � ���
$ ��� � ��� � ����� '�� " y �8b��k# ���f���� !������ � ����	#���  !� ���!�C�#��� �"����	#� � � �����d��� �N ��	�	� !� � �#�G�#���������ED�� 	 ���# �����
����� � � � ����� �
� � � ��������� �"� � ���X�k h�#� ����
��� �� � �+� � ���:5_�9D��� ��\$%���d�k P��� 	 ����� �`�����_��� � �  :�����E�� ��
�� :Z �� ����!����� ���"# ��	�	 ���-D�������� � � � ����� �
	(�  ����&$�� � ��� 	������ ��	���� "
� �C�����_�#�-,�� � 	��� !�����'��� ���L�`D�� ���� �� ���!� �+D����\D�� �0� ����� 	 ��� ���7� �6� � "74 ����� ��� 	� !��� ���� � ����	�� �  ��0#
��� ���������!�C����� ����� � � � ����� �
�8� � ��� �����
	 ��� ���7� �6���
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�#��� �� � �� ��D���� ���\D � � ���� ���� �����XH �� ���D�� ��� �
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����� ��� � � �
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� ��� $ ��� � ��� � ����� ' ��U �����;H �� E�=����� � ������� �d�+� $ ��@��8� ����� � �#���g ����
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� ����#	 � ����� � ����� ���
n
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) b��� E��� �W�� !���
�#�������#�+D���� " / � �!��� � ����� ����
��� !�����+� ���*�#���������ED�� 	 ���� �����  !��� ���� �� �������E�� )�����
Z����!�j���=�#�����+D�����# ��	�	 ���-D�� �0�����!� ����� ����
��� !�����+� ��� 	���� ��� ����� �����8�! "� � ��� " x ���� / �� :� ��� ���
��� 4 $ +2* & �������%�#���)$_d���& 	 ���# ������ 	� :D������ � ��������� 
�D��+D� ������ � �L< ���6>!����� � ��� b�����
�� � ���
# $ �&��&g#
� ���+� ���+� $_]$^ & ��� b
��	���� #���� � # �*$ * %&% & 	 �"�� ������ !���������p5������=Z����ED���� �E�# j�������9D������_�����
�������p5 � �\$%������"

) J�D������"�8� ��� �����9�j������� ��������� " / ��� ����
��� ������+� ��������� �G�#���������ED���	 ���� f�����#���� G��� ������,��
����� �  !�\Z+�+D������
� ������� �����`�=���k#+$%��� ��� 	 ���#� �� �����:� � ���� ��C�k P���
�����#�3� ����� ��
�� 	��� '����� �WD
��� ����� 	���"%x ���� / ��	 � � ����� #����%$ * j &N#_{ �o5_Z���#�� � ��� ����# ���,+ -���� � $ * % * & ��������� $%���2y 	#�� ���� �-�����
���Y} �6>!��# $a^&% & "

) b_5��!�E,�� ���1�����!�� ��\Z.�+D�� " / �� � ������� ����
��� �� � �+� ��� �#������������� ������� � ��� �����\$%�����|������� � ��������� 	 ���� 
�ED������ � ���������� X��� �!�����Rr 
� !����	 �l�k P��� ���������jZ����d��� ����� 	 ������� � ��� ���"�`�j�#��������� � ��� �\�����8r
� �-$_�#����# � ���������)$_�#�������
� ��� �����#���)������� ���  :D������"� ���8H �� E� ��� �-$%�������X�#��� � � ���������#� �������
���
 ED���� �0�  �0������"_x ���� '������������� � b/��	���� #���� � # ��$_d$^ & ���YJ � � ��� ��� 4 $!� * & "

) { ���!��� � � �������!���\$%����� "_s � � ���!��#���V �����E�+D �:�� )��� 
� !����	 ���k ���+��� � �-�+����# ���+���-$%��� ��� �"�9� �������
�N P���l�#��� ����� ���+��� ���\�+��� 	� :D��!��� � � ���� � ��������� � �� ������ED� !���!���\$%������, ������������$%�k P�����G� �����"�����"#����
��� ���� !� ������
� ��"��	 ��� ����
������/. " � �=Z.�#� ���!�����=� �����-� ������ ���������jZ# ��f��������� � �C� ��V �����E���� 
�0b��!�k �\����� ���-b��� ������ 	 �� !�����#����� �@5 ��� � ����� �� ����E,� !����"+x ���� �� ���-H $ * %&��&

< �� E� ��������� ��� �@#_��������
��� �� � �+� � ��� �� :Z� �� 	 ���#��A �  !�G�+D��� !��� ���"�`� � �E�#��� "
���/	���
������ ��� �'� ��
�� 
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S(n)) � ����� �����!��� � #%��
�
�&(� "
b �
n < D −→

��
�
�&(� "
) ) ��
 * +,��*�
��-� #%��
���
�� "b �

n ≥ D
#q��� �������� ����-D �������� !��� ��� �

n
���

n1
# "�"�"�#

nG
# � �����

n1 + · · · + nG = n
��U

G
��� �

����� ���� ����"Z���� ���\D���� ���� ������������ �  ��-Z+�#�������F�#�����+D���"
−→

��.'.'�
�!0 * �'

S(n1)

#
S(n2)

# "�"�"�#
S(nG)

"

������� � � 4�: ��/ 3 � 1H3 � +
K 	�	����-$%�+D��F��� 
� ��"��	 � ����� � �������#� � ���������

n
# �N ����
��� ������+� �f�#�������!� ��� � ���������jZ��������

G
�!�����or


� ����#	 ����#����Y�����!�  !�\Z+� � �����=���
G
��� �|�������.D���	��� 

P(G = `) = p`

#���U
(p`)

���!�*�����'�����!�  !�\Z+� � �����G���
	� ���Z��"Z��������ED �:�� 

{2, 3, . . .}
" / ���+��� � ����������������� ��� �
� �N PD��"D������ ��� �

{G = `}
# 	 ���# 

1 ≤ i ≤ `
#.���

D��\D�� ��� � ���!�2� ����������� ���
i
rS,�� �������#�or 
� �����	 � � �����j�#� 	 ���\��� ���-D �������� !�

Vi,`

# ��U
V` = (Vi,`; 1 ≤

i ≤ `)
���!� ������� ���� ���\D � � ���� �� �-����� ���-b �"Z#���C������� 	� !��Z��"Z������ �WD �:�� 

{1, . . . , `}
"

b �
Ni

�+D��!��
��#� ����� �� :���������1�+�
i
rS,�� ���!�����Rr 
� !����	 �"# ������ ���# �����+�#��� ����������������� ��� �C� �N PD��"D������ ��� �

{G = `}
��� �"�_� ���� ����"Z������ ���\D � � ���� ����

V1,`, V2,`, . . . , V`,`

#����������!�  !�\Z+� � �������+�������������� 
(N1, . . . , N`)���!�Y�j��� � ������� �������L�#��	��� �"�9,��� ��

n
� �

(V1,`, V2,`, . . . , V`,`)
#

P ((N1, . . . , N`) = (m1, . . . , m`)|V`) =
n!

m1!m2! · · ·m`!

∏̀

k=1

(Vk,`)
mk ,

	 ���# 
(mi) ∈ Nn � ���A$%���

m1 + · · ·+m` = n
" b � ���

i
rS,�� � �!�����or 
� ��"��	 �0#

1 ≤ i ≤ n
# ��� � � ���q$%���

Ni < D
# �N ����
��� �� � �+� � �� �� ! A���� 	 ���� ��� �����#�or 
� �����	 ��" b �������k# ��� ���!� ��	�	����\$%�+D 	 �"�� ���

i
rS,�� �

�������Rr 
� !����	 � "*����� ���� ����"Z����
Gi

#1���[�#A�� �[����� �  !�\Z+�#������� $_�#�
G
# ���!� ���#
����+�# ED��
��� ���

i
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�!�����or 
� ��"��	 � ���!�G���������:D ���
Gi

�����#�or 
� �����	 ����# ��� �������!�*��� �E��� � � "�"�"�"^� ��� ���� ����0Z������ ���\D���� ���� ����
Gi

����� � ���.�+D�	 ���+����� � ����# ���L����� A�� �0#������
V.`

�!��� �8�54��54 	 4 �
`
b.�8D�" x ���� ����<�O \ * " * "

s � � ��� ���"�� ��Y�����#�������!����� ���\D���� ���� �� �fD��WD ��� �  !�8�+�#��� 	��� 4 ���� !�?5�� $ + j�&q$%��� �=D �W�+���-D ��� ����� 	 �� Rr
����� ��� � ���:5_� 	#� ��� �\$%������� ��� � � �+' ��� 	������
�#���g �� EZ� !� �����!� ���\D�"
y�� ��� 	�������"

) K ��
��� �� � �+� ��Z��������� ���" 	 �����+�
P(G = 2) = 1

#
D = 2

���
V1,2 ≡ V2,2 ≡ 1/2

# ���  !���  !���#���
�g h�#�!�#��� 	� ���� ���� !� ����
��� ������+� ���
�#����� 
����� !��" O � ��D��EDfD �W�+�#�\D�	��� ����%�#� �
��� * �V] ^#"

) K ��
��� �� � �+� �����lK  EZ# ��Eb_5_�`D �  ��-$%��� " /  ���!� ����� ���L$%�����+�
Vi,n ≡ 1/n

	 �"�� �����#�
n ≥ 2� �

1 ≤ i ≤ n
"

) �1 hK ��
��� !�����+� �
Q
r ���� !� "!b �

P(G = Q) = 1
��U

Q ≥ 2
���
D = 2

# ���  ����� ���� ��� �N ����
��Ir
 !�����+� �����  ED������-�#� �����

Q
r ���� �� � �������� � !���"D�����Z����_$%�+D�����# ����
��� ������+� � �������p5 �:D 	��� �� �����75 �

� �L< ���6>!����� � $e]$] & "
x ���� �0�����!�'4 ���� !�?5�� $ + j & 	 ���� =�q �"� �  �������� ��� 	�������"*Q ���E�� ���������� ��� �@# ��� � ��� ����
��� �� � �+� � 	 ���#�
A �  �� 
� ���	����-$%����� ��� �  ���	� ED������ �ED 	��� '��� �� EZ� !�������9� � �g �����-���!�� �� ����< ��
��# �� * " * "

AB ∅ ∅ CD E

CDEAB F

ABCDEF

V 1
1,3 V 1

2,3

V 1
3,3

V 3
1,2 V 3

2,2

BA DC

V 4
1,2 V 4

2,2 V 5
1,2 V 5

2,2

V 2
1,3

V 2
2,3

V 2
3,3

� �!	�� * " * � K ��
��� �� � �+� ����� �� EZ� !� � �����
D = 2

# �����_������� � ���# ��2��� 	 ���\��� ���-D �������� !���
(V1,2, V2,2)� �

(V1,3, V2,3, V3,3)
#
G
�#��� ���� !���"Z#�������-D �������� !��� ���������# ��C�����#�

{2, 3}
# ����
� ��"��	 � ��������������D�� ��� �

{A,B,C,D,E, F}
"

��IYX  �RI �!I �#% U %&X %&�'�
/ ���9� ����� �!�� �;� ��� �  ED�������� ���9$%��� �E��� �@# ��� ����������� ���-D�	 �"�� ��N PD��E�+������� ��� � ����
��� !�����+� �

��� �� EZ� !����� � ���X�����!�� ��\Z.�#� �����l����	# ���Z��0Z��������WD
W

�:�� 
[0, 1]

�+D�b����������pr �����!��������� � ���-D��j� ���X�����or
�� ��\Z.�#� �����z����Z� ������ ����� ��� � , ��� ���� !���"Z����

G
. �����0�8� 	 ���\��� �E�� ������C���pVqD� ���� ��� �� ����#, ��� ����� � ���# 

(V1,G, . . . , VG,G)
. "I� � ����� 	 �� !� ��� ��� � ���:5_� 	 � �����\$%���)��� �g ����
��� !��� �.� � �� ��� 	� ��-� � �����E�� ���������� ��� �

���!H ���#��� �����[��� ��� �����G�����!�� ��\Z.�#� �����
W

"

^
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��� �����3 
�
� ��� �,�6�/ 
�
�

/ W � �#%)��%P�'��J���� �8� �
�����
� 	�� 	���� ����� ��� �
��� � �7	�������� ���6� ��� ��� 	��=� � ���
����� � � �+ 
W

�����
[0, 1]

	2 � � �����
� ��� � � � � ' ��� $�� � ��� � � �! �� ��� � � � � � ��� � ����� ��� � ��� ���

f
��� ���

∫
f(x)W(dx) = E

(
G∑

i=1

Vi,Gf(Vi,G)

)
=

+∞∑

`=2

∑̀

i=1

P(G = `)E(Vi,`f(Vi,`)).
, * " * .

{ ��� ���"� ������
[�#������� ����	#���  !�"# ��� �:��	�	 ������$%���
G ≥ 2

	� ����E$%��� �Ee� !��� ��� ������$%�k ��� � � ���!�������
 ED����

δ > 0
� ���3$%��� ���� ��������������

sup
`≥2

sup
1≤i≤`

Vi,` ≤ δ < 1
, K .

���!� �� ����� 	� !���E$%���
�Ee# ���� ��� ��# ��� 	��� !�������������� 
W([0, δ]) = 1

" / ��� �����+��� � ������� �-� 	����\$%����� � ���
	��� !�������������� ��� �����8r �+D�
�D��+D� !���!�����#���j�+�!�9D�� �������:� �2�#�f�#�������!����� ���-D �������� !��"

/ W � �#%)��%P�'� f���� � � � �
�������
W

�
��� ��� 	 ������� � ����������� ��� � �� ������+�9D�� �-$%��� � � � � �>:&����� ��� � �& 
���
ρ > 0� ���(�6� �

W
({
e−nρ : n ≥ 1

})
= 1,

��� � � � � ���$� � 	
ρ
��������� ' ������� � � $
��� � � ����� ��� � ��� 	2 � � � �.��� 	���� ��� 	 ������� � ����� 	��

W
4

b �
A
���!� ����� ���� ����"Z���� ���\D � � ���� ������L�����!�  !�\Z+� � �����

W
# ������ !�

W
���!� ��� 	 ������� ������������� ��� � �� ������+�9D�r

� �\$%������� 	�������� 	 ������� � �����
ρ
��� � � �!��������� ��� � ��� ���j����� �  ��-Z+�#�������F�#�

− log(A)
���!� �� !�����+�`D � �-$_�#�

��� 	����
ρ
"+x ���� b ��� � �����!K " + "

y*� ��� 	�������"
) K ��
��� !��� �.� �YZ��������� ��8"

P(G = 2) = 1
#
D = 2

���
V1,2 ≡ V2,2 ≡ 1/2

"
4 ����� ��� �����

W(dx) = δ1/2

��U
δx

���!� ���[�����!�  !�\Z+� � �����B��� 2 � � �2$ ���
x
#6<
W

��� � � �#	 ������� � ����������� ��� � �� �� � �+�9D����\$%���j���
	���� ��� 	 ������� �������

log 2
"

) K ��
��� !��� �.� � ���!K  EZ# �� b_5_�`D �  !�\$%��� "

W(dx) =
∑

n≥2

P (G = n)δ1/n,

��� 	�������� 	 ������� ������� ���!�
logK

��U
K

���!� ��� 	��\�#� 
� ���+� ��� � ���� 
p
�����k$%��� ��� �E�#	�	 �� !���������

���� ����"Z���� ���\D���� ���� ��
G

��� � ����� � ���_�d�������
{pn, n ∈ N}

"

) K ��
��� !��� �.� �
Q
r ���� !� "

P(G = Q) = 1
#
D = 2

#
V1,Q = p1

#�"�"�"�#
VQ,Q = pQ

"

W(dx) = p1δp1 + p2δp2 + · · · + pQδpQ
,

�����#���!�� ��-Z+�#� �����
W

��� � ��� 	 ������� ������������� ��� � �� �� � �+�9D����\$%��� ��� ��� �!��������� ��� � ����� ����� �����  ED������
log pi/ log pj

#
1 ≤ i < j ≤ Q

#��!��� �  �����������#������"

`
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C ��1 � � I M � LNMPO �Q� %)� D!S I IY� L ��T#��I
& �"�� ������ ���#����
��� !��� �.� �0#@����� $_����� � ���ED �-� 	 �� � ��� � � ���!� ��� �#���jZ� !� �k ��	aD� ���� ������� �+D������!� ���� ����

	 ���� Y$_�#���N ����
��� ������+� � �� � !�����j� � �� :� �0# �54��64q$%��� ������� ����� �!�����or 
� ��"��	 ��� � �� E� �����"�_� �!������� �C���
���� E��������� ���.H D� ������� �!�  !��� � ��� ��� �f�

D
"qQ ���������

Rn
��� ��� ��$%����� �����EDj$%�����+� ��� 
� ����#	 � ������������� ���!�

����� ���������
n
#������� ��

) Rn = 1
$%�����.�

n < D
<

) & ���# 
n ≥ D,

Rn

6 7:9 ; =
= 1 +R1,Nn

1
+ · · · +RG,Nn

G
,

, * " + .
�"U �����+�#��� ����������������� ��� �2� �g hD ��D������ ��� �

{G = `}
��� �"�_� ���� ����"Z������ ���\D � � ���� ����

V1,`

#
V2,`

#
"�"�"�#

V`,`

#
* "�� �������������� 

(Nn
1 , . . . , N

n
` )

�;�����������!�  !�\Z+� � �����B�j�����������"� �������f��� 	��� ��"�`, �  !���
n
���

(V1,`, V2,`, . . . , V`,`)
<

+ "�& ���� 
(pi) ∈ N` #����������� ����"Z������ R1,p1, . . . , R`,p`

����� � ���.�+D�	 ���+����� � ��� <
^ "�& ���� 

1 ≤ i ≤ `
#���� ���� !���"Z����

Ri,pi

�������#A�� �2�����!�� ��\Z.�#� �����[$%���
Rpi

"
� � ���� !���"Z#���

Rn

���!� ���\� 	������ ��� � ��� �#���jZ� !�
��� �#� ���+����������� �g �� :Z� �� ���!�������\D0# ������ ���Y< ��
��# �� * " * "

��������� � 1Y/ - + �;4 	 �;37' 4�:���/ - + ' :�� ��- 
B/ 4�:
Q ��� ����� $%���0# �����9� � ��� 	� ����������E�#�����|��� � ��������� ���!� ���-D �������� !�"#���� ���� ����"Z����

Rn

��� �����#� � ��� ���������
���( ��� � � ��� "64 ����� ��� ���"�� !�)�q h���  ED���� �0�G��� ���"�`�j�#��������� �����k# �����!� �)$%����� � � �WD ���� ! �����	 ���+� �"������� 	��
����� ��� �+D�������� ���� �� 	 ���# �  ������:� � ���  !�

n
� ����� ��
�����"�b �

E(Rn)
��� ��� � ���������# Y� �65����#���"#

E(Rn)/n���!� ��� � ��� 	#�*��� �� �����:� �����!�����G� �65������k h�#��� ����� ��
�� 	��� :� �
n
""4= P����	 ����� �*��� �8�#��	� ���Z��"Z�������� � �"#

��� ��� �������W�# ������k ����	aD� !�� f$_�#� ��� �E�#��� �
(Rn)

�"ZAD������!���[���������� !� �������������#��� 
� ���+��� �����jZ# �����#
�54��64+$%���

(E(Rn)/n)
����� ���� �
������� ������#������ � �����������-� � � �

α
".� � ������� � ��� � �

α
��� �@#����;��� ���� !� �����

�!������# ���;� �?5������#� ���o58� 	#����� �-$_�#�`�+� � ��� 	��G��� �� ���#�E� �����!�����c�k P���M� ���!� ��
���" / �# ������������ ��� �@#
��������� �����A����� 
� ����+�������"�jZ� ������k ���!� 	���� �����I>!���# �� ��D� ��pb D���" 4 ����� ���� !� ��������������� A�� �0##��� �E��� � �
(E(Rn)/n)

��� ����� ���� �
���	������+� � �"�#�@##������ !�C� A�� ��	# ED��!��� � �G���
����� 	 �� !� ��� ��� ���������������������� !��"
	 �����.�����
�#��
� :D����'��� � ��������� ���!� �������!� ��� �1D�
 ���+�

2
� �|$%���

V1,2 ≡ V2,2 ≡ 1/2
, �����^D��\D�� ��� � � ����� �

D�$_�#��� �0Z������ ��� � ��� � ���ED�� ��� �� �� �����
�#���8� �����#�or 
� �����	 ���!.�# ��� 	#�+D����"�`,���� ��� �'Z������ �������%� ".O � �=D �WD
�������-5��ED������#� ����������� �*����� � ��� �#���\$%����� �k �������-5���������� 	#����� �0#������ �� ���#�:H �� :� ���������#��H ����� � �����������������
, ��� ����� ��� ���� ���������� �����������-D����&. 	��� ���_� � � $_d���&g#�< ���?>!�������,��� ��� 4 $ `�%�&g#"� ���#� ���� E��� �|&  ��_�����#
��� $_j���&
� � 	��-���������� !� �"� �  �����"_x ���� } �"H  !�($a`=] &N##� ���+� ���+�.$e] ^�& � �'< ���?>!������� ���+� b ����
�� � ���
#.$!��� & 	 ���# 
���
�� ��� � ��� ��� � ����� 	������G��� ��� ����� ��	�	� !� � �#��"^x ���� ��"���!���'4 � �� ��65�� $ + ] & 	 �"�� 	��-���=�#�F�+D�� ������� �:�� 
�����E�I>!� � "�J �"Z �� !� $!�$^�& �
	# ���	 ���ED ���"�`� � �������� !����� � �������#�`�9D������8�#�9D��\D�� ��� � ���� !��	 �� E� ���!� ��� �
�k ��Z#�������� ��� ����� 	 �� !����� ��� � ���o58� 	#����� �-$_�#�F��� ���� !� �����#�����ED� ���������ZaD������ ��� ���z��� 	��+D������9,����
���!��������� � ���� ��"# � � ��� � �������#������������ ����� � ��� �����\$%�������k �������-5���� ���"� 	������ ��"
	 �����.� ���L����
� EDY������� ����������� ��� � �������!� ��� ����� ���"�#�

Q
� �����)$%��� ����� D��\D�� ��� ��� ��� ����� � 	����
D�$_�#�pr

� �"Z������ ��� �  :D�	��� !� ��� ��� �  �� ����� �!�����Rr 
� !����	 ����# �����GD �W�+�#��� �!��� �������� �� 	��-���� �� !����"�s � ����������� �������
����� �����-$%�����L�k �������p5 �!� ����� 	���� � �"# < �@5�������� ��� ��� 4 $a^i^ & ��Z#� �������#��� � �������"� 	 �� !����� ��� � ���o58� 	#���0r
���\$%������� �����E�#��� �����!�������-D��

(E(Rn))
" � �����75 � ����< ���?>!����� � $_]i] & ����������� �Y������
�D��.D� ����������� �����[���

����������D��W�.���G$%�����+�
Q

���!� �� :Z����� ���� ���"
� � ��� �6���
� � � � � �%$&� �
� � � � ��� � ��� �����
�64

d
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��� �����3 
�
� ��� �,�6�/ 
�
�

) / �� � ��������� �������1����� 
� ����+��� �����=Z� ���� ��� �)D��ED 	# ����#�"D���� 	��� )4 � �  !�65�� $ + ] &a������� �#� ���"�� ��
�����!� � 
�D��+D� ��� 	 ���� ;���pVqD� ���� �����;H �������������#�����������[�#� �g �� EZ� !� �����������-D�"�� ���
���.D�
 �������ED��F���
�����#����� �� ���������M�#�X{ ������
� ���+� ����� � �N ���#� ��� 	� ���������	����|�����#� ��� �����FD��E�+����"�y � ��V ����# ��� � �
 �� � ����� ��� 	� !���#���� �$_�#� ��������� �  ��-Z+�#�������C��� ��� ���� !���"Z���� ���-D �������� !�

Rn/E(Rn)
���!� ����������� �� ED��

�"�#������ ��#�
1
� �����������G�+D��� �������� ��������� �#	 ������� � ����������"a� ���  :D��E�#��� � � � �:�� �������#���!�� ��-Z+�#� �������

���-� � � �����+���S5 	 � ���+D��� :,�� �=��� ��� ���\� ����������� �� ����� ��� �����=Z������ � 	���� A �  !� ���������!���-Z������ 	��� 
��� ��� �f�9D�� �#�8����"

) / ����� ��� �2������� 4 $ + % & ��� � �������p5��EDX�#��������
��� !��� �.� �������\� �������� !���C������� ��� ����� ������� � 	#�\���

�D��.D� ���'����� �:5�� �W,�� �����.5����0� �-$_�#����"|s � ����������� �j��� ���"�� �� �#���\Z �� � �����k# �����j� ��� �� ���� ��$%���
���
����� 	 �� !����� ��� �X�.� 	� ���� ���� �� :�� ��d����� ����� ����
��� ������+� ������ ��� 	� !�\� ����� H ����� � ����� �+�
��	 ��� �  ��Y�k P��� ��	aD� ���� ���� 1H ����� � �����������g# ��	�	 ���-D��&�  �� ��� ����� 	�� ���$� � � ' ����� " 32Z#� ������ 1�����  :D��:���pr
� ����� ��� 	�������� � ����	��� �����!� ����	�	# ���� ��� �+D��������!����� 	��-���'�k ���.H �� :� � � ����� �E�� ���� !� �����#�������������� ��
	� ���	� ����Y��� ����� ��	aD� � � ���# '�����  �����:H �� !� "

s ��� ���� �������� �85 ���"� �-$%���]��� �����!� � �����������c�k ����
��� �� � �+� ��� ���!�dD��E�+���\D���������� �������"� ��� ���+�
J ��Z �� � $ � + & "k� � 	� !� �������:���C������� ����������� ���!� ���=�#A�� �"#a� ������# ���B�#��������� ��� � ��� �����#
 ��
��G������	� !�0r
�����!�E���X���;Z� ���#� ����� ��� �@#)����� �-�`� ��
� ���� ����� � ������� � � ���"$%���!H �����������X��� �N �� EZ� !� �����!� ���\D0# �54��64
��� ���"�#�����"�8�lD��\D�� ��� � � �� � !������� �2� � ���"$%���j���#���WDf��� � ��� 	���"a�| ���!	 �����2�85 ���"� �-$%���G�.� 	� ��������or
�E��� ����� 	����-$_�#����� 	# ���Z��-,�� ��" 4 ����� ��� � ����#a��� ���#����� 	� !��Z��"Z#�������!��� �0�+�����������#����� ���!�2� � �������:D7"A���
	� ����������E�#� �"�#���0r  :D�
� !���!���-H^����� � ��� �����k� �N PD�$%�������-Z� ��1>!���������  �!������\� 	 �� !� ��� ��"

������� � � ��:2@ � 12->12: 'B@ � �B- � 3 1Y/ 4
� � b������������ * " + �����#���j�����  ���	� ED������ � ��� ����� ��� �ED� ���������� � �j�+� ����e#�Y� �?5����B��� �N ����
��� �� � �+� ��"

� �� ED��E��� � ��� ����	#�\��� �\� 	 �� !� ��� ����� ����� ����	�� �  ���	 ���� ��� ���"� 	 �� !����� ��� � ���o58� 	#����� �-$_�#�G��� �g ����r

��� �� � �+� � ���!� ��� ���+D��� :,�� � �E��� ����� �L��� ��� b ��� � ����� * "e^#".O �  ���
� �����	 � ������&  !��	 ����� � ������� ^���� `#"
� D W �Q� � S I J , / �"� 	 �� !����� ��� �GK �:5_� 	#� ��� �\$%���X�+� / ��e#� ���65���� . � ������� � � ����� � � � ����� � � �
����������� ��������� � $ ��� 	�� ��� ���

∫ 1

0

| log(y)|

y
W(dy) < +∞,

, * "_^ .
�

� � � � � �
��� ���8	��
	2 &$ � � � � ��� ��� ���
W
�
� �
����� � �7�>: � ��� � � � ����� ����� � � � ����� �����  ���� �6����� ��� � ���

lim
n→+∞

E(Rn)

n
=

E(G)

(D − 1)
∫ 1

0
| log(y)|W(dy)

.
, * "a` .

�
� � � � � �
��� ���
	��8	2 &$ � � � � ��� ��� ���

W
�
���,�>: � ��� � � � ����� ����� � � ����� � �����  �� � �6� �
	�� � � � �>: � � �

� � � � �����
ρ > 0

� ��� � �
� � �6� � � 	
n
� � � 	 ����������� � � � � � � ���  ��6� ��� ����� � $
�
E(Rn)

n
∼ F

(
log n

ρ

) , * "ed .
� � ����� � ���

F
�
��� � � � ' ��� $�� � ���#�  ���� ��	�� �6� �
	�� �  �� � ��	��

1
	2 � � ���9� ��� � � �����

x ≥ 0
�

F (x) =
E(G)

∫ 1

0
| log(y)|W(dy)

ρ

1 − e−ρ

∫ +∞

0

exp

(
−ρ

{
x−

log y

ρ

})
yD−2

(D − 1)!
e−y dy

���
{z} = z − bzc

	2 
��� � � � � ��� ��� ����� ' � �2$���� ��� � ��� ��� 	��
z ∈ R

4
j
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� � �����+��� � ����� , * "e^ . �k ���!� 	����  :D���������� ��� �  ����!�� ���� � � ��� �_�[$%������� ���� ����"Z����
G

��� �'Z �� ��+D�� ��� 	� ��Ir
���\$%����" / � � �+D��� E,�� � ����� �  !� ���^D������+������ � �������  :D��:����� ��� ��������� ��� ����� ������� " �����8�=��� ���%�#� � $ed ��&
	 ���� �N ����
��� ������+� ��Z��������� !�"# ���������8�X��� ����� �75�������< ���?>!������� $_]i] & 	 ���# ����� ����
��� !��� �.� ���

Q
r ���� !���

� ����� �� � �� ��D�����Z����_$%�+D�����#������� ������ / �� !���������� !��� + ��� ^#"
	 �����.���g ����
��� !��� �.� � 	� ED������ ���j��� ����� 	 �� � ��� ��� � ���o5_� 	#����� �-$%��� ��������������� ���� ��0# ����H ������������� 	aD�r
 !���_���\$%���

F
�� � � 	� ��-� � 
�D��+D� �������� ��� � ���`H ���#��� ��������� ����� ��� ��� ������� ��� �#� � ����������� "7�1 ��� 	� !�����!�����

���
F


"D��+D� �������������  ���	� ED������ � ��� �����d�#�GJ ��Z �� �*$!�i^ & ��Z#� ���%��� 	 ���# �g ����
��� !�����+� ��Z��������� ���"
� � 	������������6����� ���!�#����� �:�������

(Rn)
��� ��D��E�+���\D��������������.b ��� � ����� * "a`�"k& ���� �	��-���2�����!�\� 	����������ED"#

�!����� ���!� �����#���\�.D� ED������ ��� ��U ��� ���� ����0Z����
G

��� � ������� � ��� ����� � ��U ����� ���� !���"Z#�����
V·,G

����� ��D�
 �������
�

1/G
"�� �`Z+� �j��� �����!� � ����� � ����� ��� �j���`� ��� �� ��� G$%��� ���;����� �  ��-Z+�#�������c��� ���
�� ���#�:H �� :�`D��`���

��� ���
�����9��� �����E��� � ������� ����e#� ��#���� 	��\�#��
�D��+D� ������� ��� �@#����������C��������	��-��	��� ��������H ����� � �����������������
�����N �� :Z� ������!�������\D0# 	 ���#� A �  !� ��� 	� !�\�9D������-� 	������ ��� � ���dH �������������;�k P��� 	# ��������!�E����������� ���
�����
� �*��� ���� !���"Z#����� ���.�+D�	 ���+����� � ���������-H �� E�9D�� ��� ���#���!�� ��-Z+�+D���� �:�� 

[0, 1]
"IK ���#���N#?���#� �����%����� 
� ����+���

���"�jZ� ���� ��� � 	� ���� ��D��|$%�����.� ��� 
� ��"��	 �1�q hD��\D�� ��� ��� ����� � ����� ���!� ��� � ��������� ���\D���� ���� �� �E��� ����� � ����� �����
��� ��� ���
����� , �  �����:H �� :�`D������ ��� ���
�����2. "%4 � 	��-����# ��� ����� 	 �� � ��� ��� � ���!��������� � ���� �� ���:5_� 	 � �����\$%���
��� �N ����
��� ������+� �����!���.D�� ��� �  ED �����9� � �����#�ED�$%���������f�k P����������� ������
� ����+��� �����jZ� !��� ����� � 	����$	�"
& �� ������������ !��#���� � �.D��� :,�� �=��� ��� ���\� ��� ������� �  ������ ��� ��	� ��"�#��Dj� � ����������� �Y�#���=�9D������8�#� ���-� �������� ��
	 ���� ���z�#A�� � ������" /  ��� �;���  ED��E��� � ��� ���������!�\$%���"# ������ [���"$%��� � ���;J�D�
������� $a`&� &��������!�Y$%���
� ���+� �"�+� $_]$^ &g# � ���I>!�"�� ���	� ��"�#��D 	��� f�����j�9D������_�����f�k �������p5 �!� ����� 	#����� � �����#���1$%���F����� ���or
���\� ��� ������� ������� �
����� ���#�\$%������")4 ����� ��� � ����	#���  !�"# ��� ��� � 	# ����#�"D ��� �#� ����������� ����� ���+D��� E,�� �;���
��� ���-� � � � ����� �  ������ ����� � 	����$	 	 �"�� F����� ���� ����"Z������ ���\D � � ���� ���� ���.�+D�	 ���+����� � ����"�y � ���#�  !�"#)�����
���"�#���������� !��	� :D��!��� � ���������!��� ��� ���� !�������������o58� 	#����� �-$_�#�����!� ��Z#�����%����"

	¦¥ � � � ���[��	���
������ ��� ��� 
������
& �"�� F��� ���"�`� ���� !���:�� ��� 	� !� �������:���
�����#����$%��� ��� �� �����oH �� E�9D��l��� ��� ���
����� # ������ `K " * "

J ��	�	 ����������$%��� 	 ���� 
x > 0

#
(N ([0, x]))

�+D��!��
����f����	� ����������E�#�2��� � � ���
�����`�k ��� � ������� �WD
1
�E�# 

�g ��� ���� ���������
[0, x]

����� � ����� 	 ����� � � �!��� � �����WD��
(tn)n≥1

#
N ([0, x])

D � ��� � ���.�+D�	 ���+����� � �#� ��� �E��� � �
���������� ����0Z����������\D���� ���� ����

(Rn)n∈N

"

�1 PD�$%����������� , * " + . �������!�*$%��� �����������+�#��� ���������0��Z �� E� 	 ���� ���� �E��� � �
(Rn)

����������� �����  !������� �����
�:��������� � �0#�	 �"�� 

n ≥ 0
#

Rn

687:9<;>=
= 1 +R1,Nn

1
+ · · ·+RG,Nn

G
−G 1{n<D}.

��� �������� !�"#

Rn − 1
687:9 ; =
=

G∑

i=1

(
Ri,Nn

i
− 1
)

+G 1{n≥D}
, * "_j .

/ W �>�!%)��%&�'� ��� � � ���$� � � ' � � �  
��	�� ��� ���
������	�� � �7����� � �
	��
� $ ��@�� ��� ����� � �
(rn := E(Rn))n∈N�
��� 	2 � � ����� � ������� �����

x ≥ 0
� � ���

∑

n≥0

rn
xn

n!
e−x = E

(
rN ([0,x])

)
= E

(
RN ([0,x])

)
.

, * "e] .

]
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��� �����3 
�
� ��� �,�6�/ 
�
�

�,��� ��� � ����������� � � ���$� � � ' � � �  
��	�� ��� ���
����� 	���� �7����� � �
	��
� $ ��@�� �
(Rn)n∈N

�
��� � �#� ��� ��������� ���( ���
� � � ���8	2 � � ��� � ���

RN ([0,x])

4

 I S F �R[� I<J���� � � ��� � �6� � � � �����

n
� :  ��

Rn

� � �>: � � � � � � � �  ��� ����� � � � � � ' ��� $�� � ��� 	��
(R0, R1, R2, . . . , Rn−1)

4 � � � ��� � ��� ' ��� �.	(� �3� � � � 	��
��$ ��� 	�� � � ��� ���3�3: � � �$	 � � � ���
�
E(R0) = E(R1) = 1

����� �B� ����� � �
������������� � � �  "���$����� � � �+ 	�� � � ����� � � 	��
� $ ��@�� �
(Rn)n∈N

4 � �
� ��������� � ��� � � � � ��� �& &$���� ��� � $
�8� ��� �������6���8��� $ ��@ �.� ��� � �

E(Rn)
�
��� �3� � � � ��� � � ��� � �7����� � �

n
� 	(� ��� ��� �>:&����� � � $
�
	�� � � � �$� � � ' � � �  
�
	�� ��� ���
����� 	���� ������� � �8	��
� $ ��@ � � � ����� � � ��� �

R+

4
� � 	� ���	 ���!��� ����� �E��� ����� � �
�#���������#���  !��	� :D������ � ����������� ��� �WD� ����!� ��� ������� ��� � � � � � ' � � �  
� 	�� � � ��� �
�����`��� ��� �:�������

(E(Rn))
"

6 ��� G �'X %P��%&�'�7J*, {  ���#�:H �� :�`D��f�#�G& �����!�����!��� ��� �:�������
(Rn)

. ���������
x > 0

�

E
(
RN ([0,x])

)
= 1 + E(G)E

(
+∞∑

i=0

1
∏i

k=1Wk

1{tD≤x
Qi

k=1 Wk}

)
.

, * "!� .

���
(Wi)

�
���B� � � ����� � � �54��54 	 4 	���� �������������
�����( ��� � � ���
�
	��8	�������� ���6� ��� ���
W
4

2  �� ��� ��� �$����� ��� 4Bb �
n
�E��� ���#��� �����7��� � � ���
�����Y��� 	��� �"�9,��� ��

x
# ��� 	� ���	# ��\D �WD|��� �+D������ 	 ���!��� �����

����� ���� ����"Z���������� ��� ���
����� , ������ �����#
�� ��� $ed$d &�	��� ��� ��� 	����;.�� ��� �� ��'$%���0# �����+�#��� ����������������� ��� �
� �N PD��"D������ ��� �

{G = `}
��� �"�8� ���� !���"Z������

V1,`

# "�"�"�#
V`,`

# ���������� !���"Z#�����
Nn

i

#
1 ≤ i ≤ l

�!��� �
���+�+D�	 ���+����� ���������

Nn
i

�F�#��������� �  ��-Z+�#�������z�#� ��� ���
�����;����	��� �"�9,��� ��
xVi,l

"3& �� ��������:D�$%����� ��#
	 ���# 

x > 0
#����

Φ(x)
6����
=

E
(
RN([0,x])

)
− 1

xE(G)
,

, * "!� .
��� ���!��H ���������C����D� ��pb��� �$%���

E(G)Φ(x) → R1 − R0 = 0
$%�����+�

x↘ 0
"

/ ���`� �
{N ([0, x]) ≥ D} = {tD ≤ x}

#��g hD�$%����� ����� , * "ej .
�#������� ���  !������� �����

Φ(x) =
+∞∑

`=2

P(G = `) E

(
∑̀

i=1

Vi,`Φ(xVi,`)

)
+

1

x
P(tD ≤ x).

, * " * % .

�| PD�$%��� � ����� , * " * % .�	 ���#� ������ �� A��� ��  :D�D��� �� � � �!����� ���9H �� :� � �E��� ����� � �"# ��U ��� ���� ����"Z���� ���-D �������� !�
W1

� 	 ���� ������ � � � �
�������
	��8	���� ����� ���
W

�+D�b������ 	��� �, * " * .�#

Φ(x) = E(Φ(xW1)) + E

(
1

x
1{tD≤x}

)
.

, * " *i* .
�| ���ED� ���� �����[��� �N PD�$%����������� , * " *i* .
� ��� �  ��C$%���0# 	 ���# 

n ≥ 1
#

Φ(x) = E

(
Φ

(
x

n∏

k=1

Wk

))
+ E

(
n−1∑

i=0

1

x
∏i

k=1Wk

1{tD≤x
Qi

k=1 Wk}

)
.

� ��� �75�	 ��� �+,�������H ��������� �E�# ��� ���� !���"Z#���
G

�������!�3$_�#� �:�� �����E��� � �f��������� � ���� ��
(Vn)

�\� 	����-$_�#��� �
$_�#�"# 	� ����E$%��� �Ee� !��� ��� �@# ��� �E��� � �

(
∏n

k=1Wk)
����� ���� �
�� ���� ��

0
"�� �2H ���#��� �����

Φ
���!� ������ ��*�#�����+D��

	��� 

Φ(x) = E

(
+∞∑

i=0

1

x
∏i

k=1Wk

1{tD≤x
Qi

k=1 Wk}

)
.

� � 	� !��	 ������������� ���!� ���������3�.D�� ��� �  ED���"

�
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�

{ ���#� �0� ������
G�+� � ����	�� �  !�"#
(Wi)

�+D�����
����2����� �E��� � � �54��54 	 4.��� ���� !���"Z#����� ���-D �������� !��� �:�� 
[0, 1]

���
�����!�� ��\Z.�#� �����

W
"

6c��� G �'X %)��%P�'��f , �+D rR& �������!��������� ���������!&  ��"Z��"Z�������� � �;. � ����� �
n ≥ D

� ��� �

E(Rn) = 1 + E(G)E




T(UD,n)−1∑

i=0

1
∏i

k=1Wk

,




, * " *�+ .

��� ��� �����
0 < y < 1

�

T (y) = inf

{
i ≥ 1 :

i∏

k=1

Wk < y

}

���
UD,n

�
��� � �
D
� ����� ��� � � ��� ����� � �B� ��� ��������� � ��� �7�

n
� � 	2 � � � 	�� � � �
��� � � � ' � � �  �� � � � 	�������� ���6�/ 
�
�

�����
[0, 1]

���.� � 	2 � � � 	�� � � �
� 	�� � �7��� � � �
(Wi)

4
2  �� ��� �����$��� � ��� 4�& �"�� 

x > 0
# 	��� F�+D������ 	 ���!��������� 	���  ���	�	 �� !� �"� �����jZ# ��z��� 	 ����� � �F�+�

	� !� �����!�E���L������� ���
�����
(N ([0, x]))

������� �N ��� � �� !���������
[0, x]

#���� ��Z#������� ��#�	 ���# 
0 < α ≤ 1

#

P(tD ≤ xα) =

+∞∑

n=D

P (tD ≤ xα,N ([0, x]) = n)

=
+∞∑

n=D

P (tD ≤ xα | N ([0, x]) = n) P(N ([0, x]) = n).

& ���� 
n ≥ D

# �����+�#��� ����������������� ��� ��� �g hD ��D������ ��� �
{N ([0, x]) = n}

#���� ���� !���"Z#���
tD

�����=�#A�� �
�����!�� ��\Z.�#� �����G$%��� ���

D
r �-,�� � 	#�\��� 	 � � ����� ���� !���"Z#��� ���\D���� ���� �� 	��� E� �

n
�����-H �� E�9D�� ��� ������� �  ��-Z+�+D����

�:�� 
[0, x]

" 	 �����+�
x = 1

# ����� �����
UD,n

����� ���� !���"Z#���
���\D���� ���� �� �:��������� � �����!� �z�����!�� ��\Z.�#� �����
�����+��� � ����������������""O ����� � �������� *$%���"# 	��� �#��� ��
�D��+D����ED"# ��� ���� !���"Z����

(tD |N ([0, x]) = n)
�����C� A�� �

�����!�� ��\Z.�#� �����F$%���
xUD,n

" < ����������� ��� �@# �����"Z#� ����� � �N �\����� � ���ED

P(tD ≤ xα) =

+∞∑

n=D

P (UD,n ≤ α)
xn

n!
e−x = E

(
+∞∑

n=D

1{UD,n≤α}
xn

n!
e−x

)
.

y �9�#� ����������� � �N ���.�+D�	 ���+��������������� �:���������
(Wi)

���
tD

������� �N PD�$%��� � �����-, * "!� . # �g �-����� � � �WD ���pr �����!�E���
��������� ���  !����� � ����� �E��� ����� ���

E
(
RN ([0,x])

)
= 1 + E(G)E

(
+∞∑

i=0

1
∏i

k=1Wk

+∞∑

n=D

1{UD,n≤
Qi

k=1 Wk}

xn

n!
e−x

)
.

y ���#��������� ��� � ��� ���+D��� E,�� �'��� � � ��� � � ��� ����D��� !������� �|$%���
1 = exp(x) exp(−x)

#�������������� 	� !�����!�����
��� ������� �

D−1∑

n=0

xn

n!
e−x +

+∞∑

n=D

(
1 + E(G)E

(
+∞∑

i=0

1
∏i

k=1Wk

1{UD,n≤
Qi

k=1 Wk}

))
xn

n!
e−x.

�1 �\����� ���-b������ ����� � ����� ���� !��	� :D������ � ��������� , K " * .k���
E
(
RN ([0,x])

) �����+�+�#���^� ����H �� E�j����� , * " *�+ .
�
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C �Q��� M MPF %P��I J , K ��
��� ������+� �Nb_5_�9D��  !�\$%���;��� �S5�	 �
Q
r ���� ��;. � � � � � 	

P(G = Q) = 1
��� �6���

Vi,Q ≡ 1/Q
� � �����

i = 1
�94%4%4

Q
�.��� � ��� � �����

n ≥ D
�

E(Rn) = 1 +
Q

Q− 1

(
E
(
Qd− logQ UD,ne

)
− 1
) , * " * ^ .

��� � � �����
0 ≤ x ≤ 1

�

P (UD,n > x) =
D−1∑

k=0

(
n

k

)
xk(1 − x)n−k.

& �� � ��� ����� �N PD�$%����������� , * " * ^ . # ���G� � ����������� � ���*H �����3$%���
nUD,n

����� ���� !
�� ���f����� �  ��-Z+�#�������2$%�����+�
n� ���.������ �� �N ���8b����N# �����k ���!� 	����3�#� � �������*�k ��Z#�������� ��� ����� 	 �� � ��� ��� � ���:5_� 	 � �����\$%���1���

E(Rn)
"?� �

� ��� 
�D��+D� ����N#@D�$%����� �����#, * " *�+ . # ���!� �\D�
�,� !��� ��� � 	��-��� ����� 	����\$%�+D�" 3 �f�#�����3D �W�+�#���� �g ���:5_� 	 � �����\$%���
����� �ED� ������L� �g ��� �WD� !������ ���� �N ���!	AD� ���#����"

������� � � ?A@ -0123 � + 6�+ 1 � �;/H-�� 4 � � +%�Q1H3 � + + 4�� � 4
b �
R(x) = E(RN (]0,x]))

�+D�����
���� ��� ���������� Y� �65������������ ��� �� �����oH �� E�9D��=��� ��� ���
�����[�������
�E��� � �

(Rn)
# ������ !� �N PD�$%����������� , * "ej .
��������� ���  �������� ����� �E�#������� � �

R(x) = 1 +

+∞∑

`=2

P(G = `) E

(
∑̀

i=1

R(xVi,`)

)
− E(G)P(tD ≥ x),

���
����� ��� �

h(x) = 1 − E(G)

∫ +∞

x

uD−1

(D − 1)!
du,

�������!� �������� k$%��� �g �-����� � � �WD 	# ED���D������ � � 	 ��� ��A��  !�  ED�D��� !��� � �!����� ���
H �� :� �1�q h���#�)D�$%����� ����� ��� �WD�
� �����
�����9� ���:�����

R(x) =

∫ +∞

0

R(xu)
W(du)

u
+ h(x).

, * " * ` .
J ��	#	 ���������3$%���

W
���!� ���#�)�#���!�� ��-Z+�#� �����2��� 	� !��Z��"Z#����� �WD �E�� �g ��� ���� ���������

[0, 1]
"6& ���� ��� 	# ������ �������

�����S5 	 �
Q
r ���� !� ���������-�+D� :D�	��� � ��� �75�� ���Y< ���6>!����� � $_]i] &g#���� ��� �fD�$%��� � �����
���!�

R(x) =

Q∑

i=1

R(xpi) + h(x).

y ����� ���!� �������p5��ED�� ��� � � ����������� � ��� ���$� � � ' � � �  
� 	�� � ��� � � �
R∗(s)

���
R(x)

�E�� ������ ���� !� �����#�
Z����+��� ���� !����� �����

S
���

C
#

R∗(s) =

∫ +∞

0

R(u)us−1 du, s ∈ S

$_�#� ���!��# ������� ��� ������# �����#�+D�� 	��� 

R∗(s) = h∗(s)

/(
1 −

Q∑

i=1

1

ps
i

)
.

* %
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�1 ��	�	� !� � ��� �������-5 � �-$_�#���������!���!���=� �������-5����� ����� 	 !����������
R∗(s)

�9�� ������ �C�#�
S
# �"���������� !� �����

�!���\�#�������#��� �����f����� 	��� !� ���� ED���������	 �������������C��� �N PD�$%�����������

p−s
1 + p−s

2 + · · · + p−s
Q = 1.

K ���� !��# 	��� ��� ���� ��!����� ��� ��� � �$� � � ' � � �  
� 	�� � ��� � � � ���;� � ����������� �F����� ����� ���#�\$%�����!�k �������p5����
����� 	#����� �0# ��� ���"� 	 �� !����� ��� � ���:5_� 	 � �����\$%���z���

(R(x))
�0� ��������������
��d��� �N ���8b���� ���!�F�+D��� ����

��� H ����� � ����� ����������� 	 !�������"��1 PD�� ��	 �9b��������"#������ ��� ���� !������� �������p5 � �\$%���9��� ��� ���$� � � ' � ���  
� 	��
��� ���
����� �?>!��� �WD��f�j����� ���!���\� ��� ������� � ��� �#���\$%������# D�� �"Z��������#���� �������������� ��� �  �� ��� ����� 	 �� !����� ��� �
���o5_� 	#����� �-$%���C��� ���=H ���#��� �����

x→ R(x)
� � �����-���3��� ��� �:�������

(Rn)
"

4 ����� ��� � ��� 
"D��+D� ��� �������!�\�+D� ED �����N# �g hD�$%����� ����� , * " * ` .=��������� �g � �#	# ����!������� �:��������� ��� 	 ���# ����
���$� � � ' � ���  
� 	�� � ��� � � �9���

(R(x))

R∗(s) = h∗(s)

/(
1 −

∫ +∞

0

1

us+1
W(du)

)

s ������	�	# ���� ��� ����������
���� � ��������� �������-5 � �-$_�#� �����������!� �� ��� � ��� �g hD �W�+�#�������  ������������
s ∈ C

#
<(s) ≥

0
#+��� �N PD�$%�����������

∫ +∞

0

1

us+1
W(du) = 1,

, * " * d .
� �@#���� 	 ���!���\Z#���"##���!����� ��� ���� ��!�����#� �:���������!���������2�#�����  ������:H �� E�9D�������� � ��� � � � � �L����� � ���
������"

 I S F � [  !I f�� ��� �
� �
����� � � $�� ��� ���6��� � � �8� ��� ��� ��� � � �%$&� ��� �����
� ������������� � � ���% 
�7	�� � ��� � ����� $ � �
� � � 	�� �& 
����� 	���� ����� 	��\, � ��� ��� ����� � � ��������� ��	3� $ � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �6��� 	��2� � ����� � �
(Rn)

� �54��64 ����� � � � � 	��
�7�>: � �
�
�
��� ��� �
�>: � � �"$�� � �
� 	3� $ ��@��.� ����� � 	������ ����� � � � ����� �64
/ ���9� �
�������� ���.D�� ��� �  ED!�����#� ��� �:�������"# ������ �����	�	� !� � ���d���� !��� � �
 ED��.����� �"� � �����\�j�.� �����
��� � ����� ����� �����-$%�������+D������!� ���� �����	 ���� 2���#� �����������������-5�����"3� � �  �����:H �� :�`D��j��� ��� ���
�����;���

(Rn)���!� �"���!��� �#���������ED��������#� �����!� � �����#������������	#	� ���� ���"# ���2���-VAD� !������� ���!�|$%�k �����������!� ����� �������"Z#����� ��� �
 !��	� :D������ �WD��0# ������ ��g hD�$%����� ����� , * " � .i# ����� ������� ���� � ��$%��� ��� �� �����oH �� E� ��������� ��� ���� !���f����������� � �\��r
�9D�������� � ����������� � �������!�.����� � �#	# ����!������� � � 	������������ , * " *�+ .����

E(Rn)
#�� �#	# ����!�������`�#��� � �N �������p5 �!�

�+�
���"� 	 �� !����� ��� � ���o5_� 	#����� �-$%�������
(E(Rn))

���!� �\�9�9D�������� ��"
O � ���!� ��� �WD� !���!� ��� ����� ����� �� �$%���0# ���

(Ln)
�+D��!��
���� ��� �E�#��� �X�+D��� �������� ��� ���"# �0� �����#� ���� �
��"#������

������
������� ��C�#��� �����#�or ��� � �� �����������2���
[0, 1]

���!�������\D���� ��� 	� !� ��D��+�� !�������+D������ 	 ���!��� ����� , ������ ���
b ����������� * "a` .�##��� ' ��� $�� � ����� ��� � ��� ��� �:�������

(Ln)
���!�Y�+D�b��#����	��� ���=H �������������;�9D� !��� �� �	����

ζ(s) =
∑

n≥1

Ls
n, s ∈ C,

x ���� =} �"�jZ��p5 ����� ��	#�\�+��� $a`ij�& �������!� $%���[� ��	#�\�+��� ��� �����M<  ���� #������%�.5������ $aj + & "�O � �k ��� � 	����
��� � �������2���������� '$%��� ���� ��������������

E(ζ(s)) =

∫ +∞

0

us W(du)

/(
1 −

∫ +∞

0

us W(du)

)

���!� �� ������"7y � 	��� !�������������� �# ����� 	 !������1�#� ����H ����� � ������� ��� � ���!�������-D��L����� �E�#��� � ���\D � � ���� ��  :D����# ���� ���
	 ���#����� �?A��  !� ��� 	� ��-�`D�� ���;H �������������[�#��� �����-�#� ����������� �g hD�$_����� ����� , * " * d . "

*i*
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	 ¥�� 
 � 
 ���F�3� � � � �=� � ����
 ��� ����
 
 ���X� �[
��f
 	�� �[� ��� � ���F


	 �
�j���
� � I � F �R" D I LNMPW=F ���'%P�RI L X X ��"V% W I �
b �

(Wi)
���!�����#� �E�#��� �`��� ���� !���"Z#���������-D �������� !��� �54��54 	 4^���`����� �  !�\Z+�#�������

W
�+D�b������ 	��� �N PD�$%���Ir

� �����*, * " * .�#���� �:�������
(Bi) = (− log(Wi))

��� �����#� �:���������54��54 	 4 �������� ����"Z������ ���-D �������� !��� 	 ����� � � �����
�����%����������" � ��� �� �� �������-D �������� !�

(Sn)
�����!� ���\D��G�

(Bi)
��� �L�������+D�� 	��� 

Sn = B1 +B2 + · · · +Bn, n ≥ 0.

/ ���`� � ��� ���� �d� ������� D����\���������`������� ���
�E��� � �"# ��� ����� 	 �� � ��� ��� � ���:5_� 	#� ��� �\$%���9��� �N ����
��Ir
 ������+� �=�����+D������ 	 ����� � �����l�+D�	 ���+� �����!��� � ����������� ��� �C�#� ���X�#���!�� ��-Z+�#� �����l�#�

(Bi)
"q& ���� 

x > 0
#

���7� ��� � �8	��
	2 � � �
� ��� � � �
νx

�+�
��� ��� �0�
x
	��� 

(Sn)
��� �L�+D�b��#� 	��� 

νx = inf{n : Sn > x}.

& ���� 
0 < y < 1

#���� ���� ����"Z����
T (y)

��� ���'&  !��	 ������������� + ���!� ���-� 	������ ��� �
ν− log(y)

"?� � b ��� � �����fK " +
 ��	�	 �������������� ED��E��� � ����� �\� 	 �� � ��� ��� �����#���� !����� � ����{��+D��� ����C�+�lJ ���#���#����������� ��� �L�#� �������:D�� ����� "
b �

Ψ
���!�L�+D�b������ 	��� 

Ψ(x) = E

(
νx−1∑

i=0

exp

(
i∑

k=1

Bk

))
, x > 0

������ !��#+�q ��	# E,�� �N PD�$%��� � ����� , * " *�+ .�#

E(Rn) = 1 + E(G)E [Ψ (− log (UD,n))] .
, * " * j .

O � ��� ���������� �$%���
− log(UD,n)

����� ���� �
������B����� �  !�\Z+�#������� ���� ��
+∞

$%�����+�
n
� ���+� ���� ����g ���.b���� "

3�� �����`� ���#��� ������ �� 	��� �������p5����� ��� ���"� 	 �� !����� ��� � ���o5_� 	#����� �-$%���[���
Ψ

�"� ��������������
��F�#�
�N ���.b��#� <#���������fH ������������� ���!�  ED�D��� !�������!����� ���=H �� :� ���:��������� ���

Ψ(x)e−x = E

(
νx−1∑

i=0

eSi−x

)
= E

(
νx∑

i=1

eSνx−i−x

)
.

, * " * ] .

�����'� � 	 4�89- : � � + � /H3 1	� - � 123 ? @B4
4 ��������� ��� ��	��� !�����"# ��� �:��	�	 ������$%�������`����� �  ��-Z+�#�������d���

W1
�q ���!� 	������ � 	 ���#��� � ����������� ��� �

�� �� � �+�9D����\$%����"8x ���� ����4�D�b������������ + "
� I SKS I J�� � ������� � $ ��� 	�� � � ���

E

(
| log(W1)|

W1

)
=

∫ 1

0

| log(x)|

x
W(dx) < +∞,

� � �
��� ����� ���

sup
x≥0

E
(
eSνx−x

)
< +∞

�
��� � �$�����64
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2  �� ��� �����$��� � ��� 4�� �������+D�
 �������ED�������� �� :�����k# ������ 2� �� :����� $ajV] & ��� / ������
 $ * ��&N#A� ��� �� ���� �2$_�#�"#
	 ���� �����#�

p ≥ 0
#

sup
x≥0

E ((Sνx − x)p) ≤
p+ 2

(p+ 1)E(B1)
E
(
Bp+1

1

)
.

& �� �E��� � �"##�����"Z#� ����� � ���  !����� � �����

sup
x≥0

E
(
eSνx−x

)
≤

1

E(B1)

∫ +∞

0

(u+ 2)eu P(B1 ≥ u) du

= E
(
(B1 + 1)eB1

)
− 1 = E

(
− log(W1) + 1

W1

)
− 1 < +∞.

& ���� 
i > 1

# ����{��+D��� E,�� � � ��� ������� �#�YK � ��� �  !�L$%���0#.$%�����.�
x
� ���+� ���� �� �N ���.b��#�N#���� ���� !���"Z����

Sνx−i − x
����� ���� �
�� ���z�#���!�� ��-Z+�#� ����� ���� ��

−(τ ∗ + τ1 + τ2 + · · · + τi−1)
#��"U ����� ���� !���"Z#�����

(τn)�!��� � �54��54 	 43�����#A�� �9�#���!�� ��-Z+�#� �����z$%���
B1

��� ���+�+D�	 ���+����� �����f���
τ ∗

�#��� � ���[����� �  ��-Z+�#������� ���!�
�������+D�� 	��� 

E(f(τ ∗)) =
1

E(B1)

∫ +∞

0

f(u)P(B1 ≥ u) du,

	 ���� � ���#���YH ���#��� �����FZ �� ED������������ 	 ����� � ����� �:�� 
R
" b8�#��� ��� �N �75�	 �����+,��!� , K . ��� * " * " * #������ ���#�� ED r

� ��� � ����������� �� !� ��� ���\D���� ���� ��
(Sn)

�!��� �|� �?>!�� ED�� 	��� 
− log(δ)

#����|�����#��������Z#������� � ���  ��������������
�:��������� � �0#�	 �"�� � ��� �

1 < K ≤ νx

#

νx∑

i=K

eSνx−i−x = eSνx−x

νx∑

i=K

eSνx−i−Sνx ≤ eSνx−x δK

1 − δ
.

4��d� ���9� � * ���������q$_�#�f�#���g hD�$%����� ����� , * " * ] .i#����;�+D��+����� ������ ��
$_�#�

lim
x→+∞

Ψ(x)e−x = E

(
+∞∑

i=1

exp (−τ ∗ − τ1 − τ2 − · · · − τi−1)

)

=
1 − E (exp(−τ1))

E(τ1)
×

1

1 − E (exp(−τ1))
=

1

−E(log(W1))
,

, * " * � .

��Uq#+�k ��	� E,�� �g hD�$%����� ����� , K " + .�#����j�#���!�� ��-Z+�#� �����F���
τ ∗

�E�# 
R+

��� ���������+D�� 	��� 

P(τ ∗ > x) = P(τ1 ≥ x)/E(τ1), x ≥ 0.

6c��� G �'X %)��%P�'� � , / ��� ���� !
��������C���������65����#�����!. � � � � ��	������ � ���6��� � ���2	��
W1

�
� �
��� � � � �>: � ��� � � �
������� ����� � � �.����� �����  ���� �6��� ���B�3 �� � � �

E

(
| log(W1)|

W1

)
< +∞,

��� � ����� ��� �

lim
n→+∞

E(Rn)

n
=

E(G)

(D − 1)E(− logW1)
.

* ^
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��� �����3 
�
� ��� �,�6�/ 
�
�

2  �� ��� ��� �$����� ��� 4Y�1 PD�$%����������� , * " * j . �\� 	����-$_�#��$%���"# 	 ���� 
n ≥ 1

#

E(Rn)

n
=

1

n
+ E(G)E

(
Ψ [− log (UD,n)] exp (log (UD,n))

1

nUD,n

)
.

	 �����+�
n
� ���+� ���� !� �N ���.b����N# ��� ���� ����0Z����

nUD,n
����� ���� �
�� ���M�����!�� ��\Z.�#� ����� ���� ��=�#��� ���� !���"Z����

���\D���� ���� ��
tD
#������9� �����

D
���� !���"Z������ � � 	 ���#��� � ����������� �54��54 	 4 ��� 	��� ��"�`, �  !�

1
" 4 � 	��\����#

lim
n→+∞

E

(
1

nUD,n

)
= E(1/tD) =

1

D − 1
.

& ���� 
ε > 0

#���� ��� ���!� �
K

� ���3$_�#�"#�	 ���� 
x > K

#
|Ψ(x) exp(−x) + 1/E(logW1)| < ε

"+K ���� ���#����
C
�+D��!��
���� ���8��� �X���

x→ Ψ(x) exp(−x)
�E�� 

R+

#������

∣∣∣∣E
(

Ψ [− log (UD,n)] exp (log (UD,n))
1

nUD,n

)
−

1

(D − 1)E(− logW1)

∣∣∣∣

≤ εE

(
1

nUD,n

)
+

(
C +

1

E(− logW1)

)
E

(
1{UD,n>exp(−K)}

1

nUD,n

)

+
1

E(− logW1)

∣∣∣∣E
(

1

nUD,n

)
−

1

D − 1

∣∣∣∣ .
, * " * � .

& ���� 
K2 > 0

#

lim sup
n→+∞

E

(
1{UD,n > exp(−K)}

1

nUD,n

)

≤ lim sup
n→+∞

E

(
1{nUD,n > K2 exp(−K)}

1

nUD,n

)
= E

(
1{tD>K2 exp(−K)}

1

tD

)
,

��� ��� ���� E� � �����+� ���� !�
0
$_�����+�

K2

� ���.� ���� �� �g ���.b���� " 3 � �����#���\� �=$%��� ����� �� :� �`���X�# ���� � �
������� ���jJ ����� � ����� , * " * � . ���!� �� :Z����� ���� ���� ��� � 	 ��������$%�����+�

n
�����+� ���� �� �g ���.b���� "_� � 	� ���	 ���!��� �����

���!� 	� !���#��D���"
C �Q��� M MPF %P��I�f ,�K ��
��� !�����+� �

Q
r ���� �� � �������� � !����D�����Z����8$%�+D�����" . � � � � � 	

D = 2
�
G ≡ Q

���

Vi,Q = pi
� �����

1 ≤ i ≤ Q
��� � ����� ��� �3�7� � � � � ��� � � 	��
� � � �������
� �! 
��� �

log pi/ log p1
�
2 ≤ i ≤ Q�
���.� � �$��� � ��� � ��� � ��� � � � $ ��� ����� ��� � $
� ������� � � � �

lim
n→+∞

E(Rn)

n
=

Q
∑Q

i=1 −pi log pi

.

�����'� � 	 4�89- : � / 3 1�� - � 1235?A@B4
3 � �:��	�	 �����=$_�#� ���9����� �  ��-Z+�#�������;���

W1

���!� � � 	 ���#��� � ����������� ��� � �� �� � �+�9D����\$%������� 	���� ���%r
	 ���#��� � �����

ρ > 0
"�� �������1���

− log(W1)/ρ
���!�j�#���X�����!�� ��\Z.�#� �����]��� 	� !��Z��"Z#����� �WD �:�� 

N
"�& �"�� 

i ≥ 1
#����!�+D�b��#���

Ci = Bi/ρ = − log(Wi)/ρ
" 4 ����� ��������� �� �� � �+�9D����\$%���"# ���j� �� �� �#� ���\D � � ���� ��

� ���������� !� ��� � �\,� ���� ���!�������-D��Y�
(Ci)

>!���������  �!�����������HR# ���-� �������� �� �������\�#� ���
(Sn)

������� ����� ��� �����
�� �� � �+�9D����\$%����"+y �
����� ��� �

τn = inf

{
k ≥ 1 :

k∑

i=1

Ci ≥ n

}
,

* `



� 4�� 4 � � ��� � � � 	3� � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ��� �6���8	3��� ��@�� � ��� � �

�g hD�$_����� ����� , * " * ] .
�#��������� ��#�	 �"�� 
x ≥ 0

#

Ψ(x)e−ρdx/ρe = E




τdx/ρe∑

i=1

exp


ρ




τdx/ρe−i∑

k=1

Ck − dx/ρe






 ,

��U
dye = inf{n ∈ N : n > y}

	 ���� 
y ≥ 0

"ay �l� � ����������� � ����{��+D��� E,�� � �������N ������� � �=K �������!�
$%��� ����� �#��� ���������#��##	 ���� 

i ≥ 1
#.$_�����+�

n
�����+� ���� �� �N ���.b����N# ��� ���� ����"Z����

C1 + · · ·+ Cτn−i − n����� ���� !
������l�#���!�� ��-Z+�#� ����� ���� ��
−(C∗

1 + C2 + · · ·+ Ci)
" K �����������#A�� �C�`D � ���_���C$%����	 ���# ���

����� �����
�� �� � �+�9D����\$%���0#���� ��� ���� ����0Z����
| log(W1)|/W1

��� � ��� �WD�
� �"Z����"#������� !�

lim
x→+∞

Ψ(x)e−ρdx/ρe =
1

E(| log(W1)|)

ρe−ρ

1 − e−ρ
.

6c��� G �'X %)��%P�'� 1 ,�3 ������������� �������f&^D� ����8���-$%�����jK �:5_� 	#� �����\$%�����&. � � �*� � 	������������6����� ��� 	��
W1

�
���
�>: � ��� � � ������� ����� � � � ��� � � ���  ���� �6� �8�3���&$ � � � � �8�>: � ��� � � � �����

ρ > 0
�,���.� ��� ��� �6� �

E

(
| log(W1)|

W1

)
< +∞,

��� � ����� �6� � � 	
n
� � � 	 ����������� � � � � � � ���  ��6����� ����� � $
�

E(Rn)

n
∼ F

(
logn

ρ

)

� � ����� � ���
F

�
���B� � � ' ��� $�� � ��� �  �� � ��	�� �6� �
	�� �  �� � ��	��
1
	2 � � ��� � ��� ��� ��� �

x ≥ 0
�

F (x) =
E(G)

E(| log(W1)|)

ρ

1 − e−ρ

∫ +∞

0

exp

(
−ρ

{
x−

log y

ρ

})
yD−2

(D − 1)!
e−y dy

���
{x} = x− bxc

4
2  �� ��� �����$��� � ��� 4�& �"�� 

n ≥ 1
#����

dxe = bxc + 1
#

1

n
E [Ψ (− log(UD,n))]

= E

[
Ψ (− logUD,n) e

−ρd− log(UD,n/ρ)eeρ exp

(
−ρ

{
− log(UD,n)

ρ

})
1

nUD,n

]
,

�����`� �
nUD,n

����� ���� �
�� ���c�#���!�� ��-Z+�#� ����� ���� ��
tD

$%�����+�
n
� ���+� ���� !� �g ���.b����g# � ����� ���F�#A�� �

�9D������8�#�G$%��� 	 ���� ���9�+D�� ����� �  ���� �����d�#� ���9&  ���	 ����� � ����� ^8# ������Z#������� � �����YD�$%��� ���������#����� �E����r
����� � ���

1

n
E [Ψ (− log(UD,n))] × E(| log(W1)|)

1 − e−ρ

ρ

∼ E

[
exp

(
−ρ

{
log(n)

ρ
−

log(nUD,n)

ρ

})
1

nUD,n

]

= E

[
exp

(
−ρ

{
log(n)

ρ
−

log tD
ρ

})
1

tD

]
.

3 � �����#���\� �Y� � ����������� � �N PD�$%��� � ����� , * " * j . "
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�
�

C �Q��� M MPF %P��I � , K ��
��� �� � �+� �
Q
r ���� !� � ����� �� � !����D����[Z����8$%�+D����!. � � � � � 	

D = 2
�
G ≡ Q

���

Vi,Q = pi
� �����

1 ≤ i ≤ Q
��� � ����� ��� � ��� � ���
� �! 
��� �

log pi/ log p1
�
2 ≤ i ≤ Q

� ����� �.�$����� ��� � ��� ���
���  ��6� ��� ����� � $
�

E(Rn)

n
∼ F

(
logn

ρ

)

� � ����� � ���
F

�
��� � � � ' ��� $�� � ���#�  ���� ��	�� �6� �
	�� �  �� � ��	��
1
	2 � � ��� � ��� ��� �����

x ≥ 0
�

F (x) =
Q

−
∑Q

i=1 pi log pi

ρ

1 − e−ρ

∫ +∞

0

exp

(
−ρ

{
x−

log y

ρ

})
e−y dy,

���
{x} = x− bxc

���
ρ = sup {y > 0 : ∀i ∈ {1, . . . , Q}, log pi ∈ yZ}

4

 I S F �R[� I � � � � $ � � ��� � �����  �� � �6� � ��� � � ���*$ ��� � � ���  ��5� 	��" �
��� � ���5� ����� ����� � � � $
��� ���8	��
��� ���������2��� � ��� ���

Q ≡ 2, D = 2
���

W = δ1/2

4 2 � � �-$
� $ � ���
E(Rn)/n ∼ F (log2 n)

��� � �
' ��� $�� � ���

F
�
��� 	 ��� �  
� � ���

F (x) = 4

∫ +∞

0

(
1

2

){x−log2 y}

e−ydy.

� �j< ��
��� !� * " + ��� � �! 
� � � � � $
�
� � �%$�� � � ����� ��� �64

� �!	�� * " + � K ��
��� !��� �.� �YZ��������� ��8"������������������������ ��� ��� �:������� n 7−→ E(Rn)/n
"

* j



� 4�� 4�2������ � ���6��� � ��� 	�� ��� � ��� � ��� ����� �
Q
� ��� ��� � � �  �� � � �6� �

	¦¥�� � 	��3
3�^	�� �F
 	��=� �[� ��� 
 ��� ���^	�
��;� �
Q 	


f	 ��� 
 �X� ��
3�^	 � �[�

4 ���#�������!� � 	��� !�����"#���� �:��	�	 �����C$%��� ��������
� ED����CZ� ����� ����� ��� �'�#���N ����
��� ������+� �'���2�+D�������r
	 ����� � ���������!��������� � ��� ��# �54��64

P(G = Q) = 1
# � �2�����pH �� E� �"#

Vi,Q ≡ 1/Q
	 ���� 

1 ≤ i ≤ Q
"qs �


� !����	 �F���
n ≥ D

D��\D�� ��� ��� ��� � ���\D���� ���� ���� ��� �@#�D�$%����� �"Z������ ��� �j��� �����ED ���
Q

�!�����or 
� ��"��	 ����"
4= ��	� :,�� ����&  ���	 ���!���������N`+##���
�

E(Rn)/n ∼ F1

(
logQ n

)

$%�����.�
n
� ���+� ���� !� �g ���.b����g##� �����

F1(x) =
Q2

Q− 1

∫ +∞

0

Q−{x−logQ y} yD−2

(D − 1)!
e−y dy.

, * " + % .

/ ����� ��� � �S5�	��-$%����� ��� �L���
� ��� ��U!����� �����q����� 
� ����+��� ���"�jZ� ��������������!�\$%��� �k ���!� 	������������"Z�����"
� �lZ.�#�F������� ��� ��������� ����� ���!�[�k �������� �������� !� 	��-��� ������� �����#� �N PD��E�+���d��� ��������� ����� ���� !
����#����"
3 �cD��W�.����� ���[�����!�� ��\Z.�#� �����B��� ��� �  ������oH �� E�9D������ ��� ���
�����d�#� ��� �E��� � �

(Rn)
# �54��64 ��� ���� ����"Z����

���-D �������� !�
RN (]0,x])

# � ������� �!��������� ��� � ���j� �65��������������`� �L������� ����� ����� � ������� 	� :D���D������ ������"Ay �
	��� !� ������������ �# �������!� �+D�� ��� �� ED1$%���0# 	 ���� ��� �  ������oH �� E�9D��1��� ��� ���
����� #������ �����0����� 
� ����+��� �#���jZ� !���
����� � 	����$	�	 ��� ��A��  !�C�#� �������ED�� 	 �"�� 	� !���#���� ��� ����� 	 �� � ��� ��� ����������������� ���� ������ �N ����
��� �� � �+� ��"%y �
�k �"�#�� ���� � �� E� ����# �����!� � ������������
� ����+��� �����jZ� !���������B���E��������� ��� � ���zb��]��� ����� 	#� �=D�� �0Z������=�
	��� !� �� ��k P����� �����k����� 
� ����+��� ���"�jZ� ���� �����������-$%����"

� �012->123 ��+ :
4 ���#� �����#� ����$%��� �:������#����
�E��	�	 ���!�G$%���
* "

N
���!����� 	� !� �����!�E���'��� � � ���
�������q ��� �������!���ED

1
�:�� 

R+

".s � �"�#�  !� 	� !� �������:���'��� ��� ���
�����
�!�� ��9�#���������ED0#8�.D�b���� �:�� ����	������

[0, 1] × R+

"

+ "Y� � ���� !���"Z����
M

�+D�����
�������� 	� !� �����!�E���f��� ��� ���
����� �E�� 
[0, 1] × R+

�k ��� � ���#�����ED
1
# �" ���!�

�#��������� �  ��-Z+�#�������B��� 	 ����� � �����-D �������� !��� �:�� 
[0, 1] × R+

� ����� ��� 	� !��	� !�\D��ED �E��� ����� ��� " �!�
M(H)

�+D�����
���� ��� ���"�jZ� ��L��� 	 ����� � �)$_�#��� �����jZ ��� �
��������� �N �����!���jZ����
H ⊂ [0, 1]×R+

#
) & ���� 

x ∈ [0, 1] × R+

#
M({x}) ∈ {0, 1}) b �

G
���
H

����� �G�����8� ���������jZ������f����� >!����� � �C�#�
[0, 1] × R+

# ���������� ����0Z������
M(G)

���

M(H)
����� � ���.�+D�	 ���+����� � ����"

) � �'����� �  !�\Z+�#�������C�#� ��� ���� ����0Z����
M([a, b]×[y, z])

��� ���#��� �������#����� ���
��������� 	��� �0�`, �  ��
(b− a)(z − y)

	 ���# 
0 ≤ a ≤ b ≤ 1

���
0 ≤ y ≤ z

"
Q ��� �����1$%��������� ���� ����0Z������ ���-D �������� !���

N ([0, x])
� �

M([0, 1]× [0, x])
��� �|�����'�����!�  !�\Z+� � �����

�#� ��� ���
��������� 	��� ��"�9,��  !�
x
"

^ "Y� � �  ������oH �� E�9D������ ��� ���
�����;��� ��� �E�#��� �
(Rn)

���!�f���������� !���"Z��������-D �������� !� �����ED��
R(x)

#
x ≥ 0

##���������2$%���

R(x)
6 7:9 ; =
= RN ([0,x])

687:9 ; =
= RM([0,1]×[0,x]).

b#�;� �?5������#� ��� �=�#�����+D�� 	��� ��g hD�$%����� ����� , * "!� . " / � ����� �!����������� ��� �=�+D����\D��X� �N PD��E�+���9�+� ������r
	 �� !����� ��� � ���o58� 	#����� �-$_�#�C��� ��� 	������ � ���6��� � ��� ���

R(x)
"

* ]



��� ��� � � ��� � 4 � ��� � � � ����� � � � ��� �����8�3���&$
��� �����3 
�
� ��� �,�6�/ 
�
�

����� � � 	 �;37' 4�:���/ - + ' :�� ��- 
B/ 4�:
4 ����� ��������� �!�����������q# ��� ��� � 	� !���#��D`$%��� ��� �� �����oH �� E�9D������ ��� ���
�����l��� ��� �E��� � �

(Rn)
� �Ir

� ���oH ����������� �����^H �� � �j����� 
� ���.���������jZ# �����"3s �#�9Z �����#�� ���	# ED��!��� � � � �����c�#� �����!� � �  ������oH �� E�9D��
�����9� �|H ����� � ���������������|�+� 	� ����������E�#�1��� ��� ���
����� ���!� �����#�*�q �"Z �� :� 	� !���#��D��'������� ��� 	� ���	 ���!��� �����
�E��� ����� ����"
6 ��� G �'X %P��%&�'� 5 � � �2	������ � ���6��� � ��� 	��7� � ���$� � � ' � � �  
� 	��C& �����������

R(x)
	�� � � ����� � �

(Rn)
�����

� ��� ' ��� �����
� ����� ��� � ��� � ������� � � � �
���

R(x) �
�������
= R1(x) � �
	

�
= 1 +Q

∑

p≥0

Qp−1∑

k=0

φN

(
xk/Qp, x(k + 1)/Qp

)
,

, * " +2* .

��� � � �����
0 ≤ a ≤ b

�
φN (a, b) = 1

���
N (]a, b]) ≥ D

���
0
��� � ��� �

R(x) �
�������
= R2(x) � �
	

�
= 1 +Q

∑

p≥0

Qp−1∑

k=0

1{M(]k/Qp, (k + 1)/Qp] × [0, x]) ≥ D}.
, * " +i+ .

Q ����������$%��� ����H �������������
x → R2(x)

���!� �������� ���� ��� � �� ������������ � ��"qy � 	��� � ������������ �#����
f
��� �2���#�

H �������������;�+D��� !�����!� ��� � �f�����#�+D�� �E�# 
R+

#����j� A�� ��	� !��	� !�\D��ED���� � �� �������	 ���� 
x→ E[f(R(x))].

� �  ���	� ED������ � ��� ����� , * " +Y* . ���� � 	# �����\$%����	 ���# �"Z#� ������ ������������qH �� !��������� 
� ���.��� �#���jZ� !��� �E�� 
����� �����#�or �:����������#�� ���.������$%��� ���  ���	� ED������ � ��� ����� , * " +i+ . ���� ���#���������ED�� 	 ���� ��Z#�������� ��� ����� ���� !
��������
���!����� �  ��-Z+�#�������[���

R(x)/x
$%�����+�

x
�����+� ���� �� �N ���.b��#� "

2  �� ��� ��� �$����� ��� 4Yy �M�#��������� ��� �����
	� !��	� !�\D��ED`�#�F�+D������ 	 ���!���������]����� ���� ����"Z���������� ��� ���
����� # ���
 �������� �����[���  ED����� ! �������� , * " + .
D��� !�������E�� ��� �:�������

(Rn)
	 ���#� A��  !� ��� 	� ��-�`D���	��� 

RN (]0,x])

687:9<;>=
= 1 +

Q∑

i=1

Ri,N (]x(i−1)/Q,xi/Q]) −Q1{N (]0,x])<D},

	 ���# 
x ≥ 0

"Qb��N#�	 ���� 
0 ≤ a < b

#

Φ(a, b) =
1

Q
(RN (]a,b]) − 1),

, * " + ^ .
�������� !���\,� ���D�$%��� � �����
	 ��� �?A �  !�� :D�D��� �� � � ���"��� ���=H �� :� ���:��������� � �

Φ(0, x)
687:9 ; =
=

Q∑

i=1

Φi

(
i− 1

Q
x,

i

Q
x

)
+ φN (0, x),

, * " + ` .

y �
���ED� ���� � �����!� �� ��������������k# ��� ��Z#������� ��$%���

Φ(0, x)
6 7:9 ; =
=
∑

p≥0

Qp−1∑

k=0

φN

(
k

Qp
x,
k + 1

Qp
x

)
,

, * " + d .

� �XH �������������
Φ(0, x)

��� �
>:���!��� ��� �����9� �G�����2H ���������������
φN

�E�� ����� ��� � �� !�����������
Q
r �"���-$_�#�����#�

[0, x]
" �1 PD�$%����������� , * " +$+ . ��� � 	# ����#�"D��f��� �����#A�� �C� ���#�\,� !��"

* �



� 4�� 4�2������ � ���6��� � ��� 	�� ��� � ��� � ��� ����� �
Q
� ��� ��� � � �  �� � � �6� �

����� ��� ��4 � / ��:Y4 + 12->1H3 � + 'B4 ?A@B4��5?A@ 4�:�� � + �'123 ��+*+B4�� �54�: 'B4 � 
P-0/�
B/H4K-;:2: �	� 3 �
	 �����+�

N ([0, x])
D��\D�� ��� ��� �!��� �1� ���  ����������)��� �g �� EZ� !� ���!�������-D"# ��� �����jZ# �� � ��� ���7����� �������+���

��� �g �� :Z� ��
RN ([0,x])

�k ���!� 	���� �������������)$%����� � � �WD 	 ���#����� � A �  !�  !��	� :D������ �WD�� 	��� �N PD�$%����������� , * " +Y* .
���
���� E� ���'�.��	� !� �����!�E���Y����� � ���
�����

N
"

� � � �3� � ������# ��� �������� !��� � �+' ��� 	������ ���;:&� �������
M(x)

��� �N �� EZ# �� ���!�������\D�$%�����.� ���85 �
N ([0, x])D��\D�� ��� ���
� ���  ��������� 	 ���#� A��� �� ��� 	� !�\�9D�� �����9� �'�#���YH ���#��� �����������������+� 	# ��������!�E���
��� ��� ���
�����

M(x) = max{p ≥ 1 : ∃k, 0 ≤ k < Qp−1 − 1,N (]k/Qp−1, (k + 1)/Qp−1]) ≥ D}

� ��$%����� � � �WD

F (x) = max{p ≥ 1 : ∀k, 0 ≤ k < Qp−1 − 1,N (]k/Qp−1, (k + 1)/Qp−1]) ≥ D}

���!� ��� � � ������� 	��
��� ����� �3�3: $ � � � ����� �L�#���N �� EZ� !�"# ��	�	 ���\D�� ���#���� !� � ����� �3� 	��8�����5� �$����� ����"Ax ���� 
����������� � � b/��	���� #���� � # � $_d���& " J ��� �� E$%�����#�f$%��� �����G$%����� �����ED�������� �f���� !��� � ��� ��� �� ������-D������"�_�
	� !��Z��-,�� ���2�k �������#	���� ����� ���������!�\$%������"3� � � � ������� 	��
��� � ��� 	 � ��� � � ����� �3�

p ≥ 1
��� �f�������+D

	��� 

Q

Qp−1−1∑

k=0

1{N (]k/Qp−1, (k + 1)/Qp−1]) ≥ D}.

/ ����� �k ���!� 	����|����� �����!� ��� � ���"��� � �����������  !��	� :D��!��� � ���������#� 	 �����!�\Z������ �� ��� 	� !�\� ��� � ��� ���� E� ���)�+�
	� !� �����!�E���L������� ���
������"
O � ���!� ��� �ED� ���������� �`�#�;H ���� �� ��� 	��� �����\,���� ��� �� �� �����������_�  ���	� ED������ � ��� ������� 	 �������-Z������������2����� � �
� � ����� �
�7� � ��� ����� <��N P���������
� �� :� ���k ���� ������# �g �0�#�  !���������� E� �f����� �����#�or ��� � �� �����������

Q
r �"���-$%�����

���
[0, 1]

"I4 �����*�#� � ��� 	��\�#� 
�D��+D� ����N# �54��640$%�����.����� 	� ����������E�#�*������� �������������k ���!� 	���� �o58�9D��� ��-$_�#�"#
���#�  ���	� ED������ � ��� ����� �!�\� �������� ��
� ��������� , * " +2* . 	 ���#� A��  !� ��Z � ���%��� ���F�#��������� ��� � ��� 	2 &$ � � � � ��� ��� ���
���( ��� � � ���
�#� �g ��� ���� ���������

[0, 1]
�"���������[��� ���������

Q
r �0���\$%����".x ���� �< ������������ $a^ + & "

�;�'%����Q��� I � I2X��N� F �!�!X���� S T!�RIYX �
�1 PD�$%����������� , * " + ` .�� ��� �  !��$_�#�"# ���

N > 0
# ���[$_����� � ���ED

Φ
(
0, yQN

) ���!� ��� �����9� �9�#�
Φ

�:�� 
����� ��� � �� !�����������

[yp, yp + y]
#
0 ≤ p < QN # � �G�#� φN

�E�� ����� ��� � �� !�����������
[ykQn, y(k + 1)Qn]����� � ���%���L�����#�

[0, yQN ]
#

Φ
(
0, yQN

)
=

QN−1∑

p=0

Φ(yp, yp+ y) +
N∑

n=1

QN−n−1∑

k=0

φN (ykQn, y(k + 1)Qn) .
, * " + j .

\� �������� ��� 	# ���	� !�\D �WDL�k ���+�+D�	 ���+���������2�+� 	� !� �����!�E�����#� ��� ���
����� �E�� ����� �����!���jZ��������#��� >!����� � ��#
��� �����aH �� !���f�#��� 
� ���+��� �����jZ# ���� �������!���\$%��� �-� 	����\$%���Y$_�#�"# 	� ����E$%�����Ee� !��� ��� �@#

lim
N→+∞

1

QN

QN−1∑

p=0

Φ(yp, yp+ y) = E(Φ(0, y)) =
∑

p≥0

Qp E(φN (0, y/Qp)

=
∑

p≥0

QpP (N (]0, y/Qp]) ≥ D) .

* �



��� ��� � � ��� � 4 � ��� � � � ����� � � � ��� �����8�3���&$
��� �����3 
�
� ��� �,�6�/ 
�
�

y �!�#��������� ��� ���g hD�$%����� ����� , * " + d3.�#�� � 	 ���� 
n > 0

#

lim
N→+∞

1

QN

QN−n−1∑

k=0

φN (ykQn, y(k + 1)Qn) =
1

Qn
E(φN (0, yQn)).

Q ����������$%���"# 	 ���� 
0 < K < N

#

N∑

n=K

1

QN

QN−n−1∑

k=0

φN (ykQn, y(k + 1)Qn) ≤
N∑

n=K

1

QN
QN−n ≤

1

QK−1
.

� ��� �� ����������� !���\,� ���� �-����� � � �WD�� �������!��$%�������B�+D������ 	 ���!��� ����� , * " + j . �\� 	����-$_�#��� ��$%���"# 	� !���:$_�#�
�Ee� !��� ��� �@#

lim
N→+∞

1

yQN
Φ
(
0, yQN

)
=
∑

n∈Z

1

yQn
P(N (]0, yQn]) ≥ D).

6 ��� G �'X %P��%&�'��� , � ���^<��� � �f����� \  ����+���YQ �"�jZ� ����&. � � ���&$
���
� ����� �
� � � � ����� ��� � �6���
� � �.� � �
� � ��� � � ����� � � �����

0 < y ≤ Q
� � ���
�,�6� � ��@ ����� � � � �

lim
N→+∞

R1

(
yQN

)

yQN
= Q

∑

n∈Z

1

yQn
P(N (]0, yQn]) ≥ D)

, * " + ] .

= Q
∑

n∈Z

1

yQn

∫ yQn

0

uD−1

(D − 1)!
e−u du = F1(logQ y),

���
F1

�
���.� � ' ��� $���� ��� �  �� � ��	�� �6� �
	2 � � ��� � ��� ���  ��6� ��� � ��� , * " + % .�4
4= �0�#�  !� 	��� �@# ��� 	# ���	 ����� � �����=D � �"Z������ ���  ED��E��� � ��� ��� �W��� � �pH , ��� �������!���\$%���;.�$%��� ��� �:�������

(E(Rn)/n)��� ���9H ���#��� �����
x → E(RN ([0,x]))/x

��� � ���G�#A�� ������� 	 �� !� ��� ��� � ���o5_� 	#����� �-$%��� �0� ��������������
��
��� �N ���.b��#� "0Q ���������1$%��� ���

G(y)
���!�)�+D�b����������`� ��D � ��� � ��� ���������+� � �� :� �
��� �N PD�$%����������� , * " + ] . #

������ !�����=H ���#��� �����
x→ G(Qx)

���!� �������� !��� ��� ��	aD� !���_���\$%���C��� 	aD� !���_���
1
"

2  �� ��� ��� �$����� ��� 4Bb ������� ���  ��������������
F1(logQ y) = G(y)

���!��� 	� ���� ���� �"k& ���� 
n ∈ Z

# ���
tD

���!�
���
D
r �\,�� � 	 ����� ���+�
	� !� �������:���L����� � ���
�����

N
#������� ��

P(N (]0, yQn]) ≥ D) = P(tD ≤ yQn) =

∫ +∞

0

1{u≤yQn}
uD−1

(D − 1)!
e−u du.

y ���"�+�#��� ����������� � ������� �� E� ����#���� ���!�#� ������� ��� � ��� � �+D��� E,�� ����� � � ��� � � # ���
��Z#� ����� ��$%���

G(y) = Q

∫ +∞

0

∑

n∈Z

1

yQn
1{u≤yQn}

uD−1

(D − 1)!
e−u du

=
Q2

Q− 1

∫ +∞

0

1

yQdlogQ(u/y)e

uD−1

(D − 1)!
e−u du

=
Q2

Q− 1

∫ +∞

0

1

Q−{logQ(u/y)}

uD−2

(D − 1)!
e−u du = F1(logQ y).

� � 	� !��	 ������������� ���!� 	� !���#�"D���"

+ %



� 4�� 4�2������ � ���6��� � ��� 	�� ��� � ��� � ��� ����� �
Q
� ��� ��� � � �  �� � � �6� �

� � 	� ���	 ���!��� ����� �E��� ����� � �fD�� �0Z���� ������� �����qH ���-Z����C�#��� 
� ���+�#� ���"�jZ� ���� 	 ���� ��� ��� � � � ' � � �  
�8	��
��� ���
��������� �����E�#��� �

(Rn)
"%4 � �  !�65���$ + ] &�� �"Z#� ���_�`�����  :D��E�#��� � � � ���-� �������� ����������#�)�#� ���"�� �� 	��-���


�D��+D� ���� ���!�#��������� ��� � ����� ���+D�
 �������ED�� ��� ����������� �  ���� �����!����{ ������
� ����+� "

� D!W �Q� � S I f ,g� ���������.\  ����+���`Q �"�jZ� ����&. � � � $ ��� ����� ��� � $
��� � 	�������� ���6� ��� ��� ��� ��� � � � � �
���
� �$��������� ������� �����

ε > 0
�

lim
x→+∞

P

(∣∣∣∣
R(x)

xF1(logQ x)
− 1

∣∣∣∣ ≥ ε

)
= 0,

���
F1

�
����� �?' ��� $���� ��� 	2 � � ��� � �������  ��6� ��� � ��� , * " + % .64
2  �� ��� �����$��� � ��� 4�& �"�� 

x > 0
# ��� �+D�b��#���

Nx = blogQ xc
#
ux = x/QNx

���@# 	 ���� 
p ≥ 1

#
zx = buxpcQNx/p

"%Q ��� ���#�)$%���
supx≥1 |x/zx−1|

����� ���� !
�� ���� ��
0
$%�����+�

p
�����+� ���� �� �N ���.b��#� <

������ ���##	��� ����� � ���_�#���WDC�#�
F1
#

lim
p→+∞

sup
x≥1

∣∣∣∣
xF1(logQ x)

zxF1(logQ zx)
− 1

∣∣∣∣ = 0.

� ��	� ���	 ���!���������Nj�� ��� �  ��C$%��� 	 ���� 
p ≥ 1

���
k
� ���3$_�#�

0 ≤ k ≤ p
#�������	� !���:$_�#� �Ee# ���� ��� �

lim
N→+∞

R1(ykQ
N)

ykQNF1(logQ yk)
= 1,

��U
yk = k/p

" & �� �:�������"#��!�
p ≥ 1

���!��b.�8D"#�	# ����:$%��� �:e� ���� ��� ��#

lim
x→+∞

R1(zx)

zxF1(logQ zx)
= 1,

� ��� ������� �������2�#�����=H ����� � �����
x→ R2(x)

�����#��� ���  ��������������

R2

(
buxpc

p
QNx

)
≤ R2(x),

b���������� ��� ��#���� ��Z#������� �L$%���

P

(
R(x)

xF1(logQ x)
< 1 − ε

)
= P

(
R2(x)

xF1(logQ x)
< 1 − ε

)

≤ P

(
R2(zx)

xF1(logQ x)
< 1 − ε

)
= P

(
R1(zx)

zxF1(logQ zx)

zxF1(logQ zx)

xF1(logQ x)
< 1 − ε

)
,

� ���������

lim
x→+∞

P

(
R(x)

xF1(logQ x)
< 1 − ε

)
= 0.

�1 ���+D�
 ����� �WD ����������
���� ���!� ��Z#�����%���f��� �����#A�� ��H � ����� " � � ���+D��� E,�� ����� � �������!� 	� !���#��D�"

+2*



��� ��� � � ��� � 4 � ��� � � � ����� � � � ��� �����8�3���&$
��� �����3 
�
� ��� �,�6�/ 
�
�

����� � � � � ���0/#� - 4�:('B4 �5- 	 3 - 3 124 894 + 1Y/ -��54
& ���� 

N ≥ 1
���

0 < x ≤ Q
# � �����

Φ
�.D�b������ 	��� ��g hD�$_����� ����� , * " + ^ .�# �������� ����������[�#� ���

���� ����0Z����
Φ(0, x)

���!�L�k �"Z �� E�
�������p5��ED���"a�| ��� 	� !���!������� , * " + d .
���������

[Φ(0, x) − E (Φ(0, x))]2 =
∑

p≥0

Qp−1∑

k=0

∑

p′≥0

Qp′−1∑

k′=0

∆k,p(x)∆k′,p′(x),

��U

∆k,p(x) = φN

(
k

Qp
x,
k + 1

Qp
x

)
− E

(
φN

(
0,

1

Qp
x

))
.

� ��� �?5������#�=������� ���� ����"Z����
∆k,p(x)∆k′,p′(x)

���!� �����
�_�#����� �!��������� ��� � �!�
p ≤ p′

���
kQp′−p ≤

k′ ≤ (k + 1)Qp′−p − 1
��� �!����� ���������+��� � ����� �o58�9D��� ��-$_�#� ��Z#�����%��� ���MD�� ������
�� ��� �

(p, k)
� �

(p′, k′)
"

E

[(
Φ(0, x) − E (Φ(0, x))

)2
]

=
∑

p≥0

Qp−1∑

k=0

E
[
∆k,p(x)

2
]

+ 2
∑

p≥0

Qp−1∑

k=0

∑

p′>p

(k+1)Qp′−p−1∑

k′=kQp′−p

E [∆k,p(x)∆k′,p′(x)] .

y �!�#��������� ��� �'�#��� �\����� �����ED��'D��-D�� ��� � ���� ����

E
[
∆k,p(x)

2
]

= E [φN (0, x/Qp)] (1 − E [φN (0, x/Qp)])

= P(tD ≤ x/Qp)P(sD ≥ x/Qp),

E [∆k,p(x)∆k′,p′(x)] = E

[
φN (0, x/Qp′)

]
(1 − E [φN (0, x/Qp)])

= P(tD ≤ x/Qp′)P(sD ≥ x/Qp),
��U

tD
���
sD

�!��� �X�#���8� ���� !���"Z������ ���-D �������� !�������+�+D�	 ���.����� � ���`���!�#A�� �[����� �  ��-Z+�#������� $%�������

D
r �-,�� � 	 ����� ���+�
	� ����������E�#�Y������� ���
�����

N
#����
�"Z#� ����� � ������ ������  !������� �����

E

[(
Φ(0, x) − E (Φ(0, x))

)2
]

=
∑

p≥0

QpP(tD ≤ x/Qp ≤ sD)

+ 2
∑

p′>p≥0

Qp′P(tD ≤ x/Qp′, x/Qp ≤ sD).

y �
	 �� E�=�#� ��� � ���"�`� ����� ��� �ED�
� ������0#���� ��Z#������� �'b���������� ��� ��$_�#�

(Q− 1)E

[(
Φ(0, x) − E (Φ(0, x))

)2
]

= QE

((
QblogQ(x/tD)c −QblogQ(x/sD)c

)
1{blogQ(x/tD)c>blogQ(x/sD)c}

)

+ 2QE

((
blogQ(x/tD)c − blogQ(x/sD)c − 1

)+
QblogQ(x/tD)c

)

− 2
Q

Q− 1
E

((
QblogQ(x/tD)c −QblogQ(x/sD)c+1

)+)
,

, * " + � .

+i+



� 4�� 4�2������ � ���6��� � ��� 	�� ��� � ��� � ��� ����� �
Q
� ��� ��� � � �  �� � � �6� �

��U
a+ = max(a, 0)

	 �"�� 
a ∈ R

" / ���!� �
�\����� � ���ED �����.�+�����`� ��� 	� !��	 ����� � ����� �E��� ����� � ��")s ���
	� !��	 ����� � �����
�!�\� �������� !���`D �WD 	# ����#�"D�� 	��� 2������$%����� ���2JLD�
������� $ `�� & ��������� $%���=JLD�
������� � �C������r
$%��� � $ �V] &)�����#� ��� ��������U

Q = D = 2
������� �����+��� � �����]��� �o5_�`D �  ���� �����9� ���0 ���!� ��� � ��� ����� "

x ���� ��"���!��� � ���+� �"�+� $_]$^ & / ����	�� �  ��cd�"
6c��� G �'X %)��%P�'��� , x �� �����������K �:5_� 	#� �����\$%���;. � � �-� ��� ��� � $
��	�� � �2���$� � � ' � � �  
� 	��f& �������!��� 	��
� � ����� � �

(Rn)
��������� ' ��� �.���  ��6����� ����� � $
� ������� � � � ��� �6� � � 	

x
����������� � � � � � �

1

x
Var (R(x)) ∼ F2(logQ(x)),

���
F2

�
����� �?' ��� $���� ���#�  �� � ��	�� �6��� $ ��� � � � � �8	�� �  �� � ��	��
1
	2 � � ���9� ����� � ��� �

y ≥ 0
�

F2(y) =

∫

R2
+

f2

(
{y − logQ(u)}, {y − logQ(v)}, u, v

)

×
uD−1

(D − 1)!

vD−1

(D − 1)!
e−(u+v) dudv,

, * " + � .
���

{z} = z − bzc
� ��� �

z ∈ R
����� �����

u > 0
�
v > 0

���
y ∈ R

�

f2(a, b, u, v) =
Q

Q− 1

(
Qa

u
−
Qb

v

)
1{logQ(v/u)+b>a}

+
2Q

Q− 1

(
logQ(v/u) − a+ b− 1

)+
−

2Q

(Q− 1)2

(
Qa

u
−
Qb+1

v

)+

���
z+ = max(z, 0)

4
Q ��� ���#�j$%�k h�#��� ��� 	� !�����!����� �������� !� 	��\�#�j�+D�� �������\D��`��� ���
���� !��������� 	 ���#��A �  !� ��Z#�����%��� 	��� ���
H �� :�j����� , * " + � . "
6c��� G �'X %)��%P�'��� , {��+D��� E,�� �Y��� ���f� �\� ����� / ��� �  ����� 	 ���� ���f{  ������:H �� E�9D����#� ��� ���
�����2. � �������
0 < y < Q

� �6� � � 	
N

� � � 	 ������� ��� � � � � � � � � � ��� ���������
1√
QN

(
R(yQN) − E(R(yQN ))

)

$ ��� ����� ��� � � 	�������� ���6� ��� ��� �����
� � � �?� ��� ����������� �3� �
����� � � �7$
� � ���! 
� 	�� � ������� � $
�
yF2(logQ y)

� ���

F2

�
��� 	2 � � ���9� ��� ���  ��6� ����� ��� , * " + � .�4
2  �� ��� �����$��� � ��� 4'O � �E� � �L��� 	� !���#���� ��� 	� !��	 ������������� 	 ���� ���� ���� ����"Z����

Φ(0, x)
�.D�b������ 	��� 

Φ(0, x) =
1

Q
(RN (]0,x]) − 1),

�1 PD�$%����������� , * " + j . �\� 	����-$_�#��$%���"# 	 ���� 
K ≥ 1

#

Φ
(
0, yQN

)
− E

(
Φ
(
0, yQN

))
=

QN−1∑

p=0

[Φ(yp, yp+ y) − E(Φ(0, y))]

+
K∑

n=1

QN−n−1∑

k=0

[φN (ykQn, y(k + 1)Qn) − E (φN (0, yQn))] + ∆K .

+ ^
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��� �����3 
�
� ��� �,�6�/ 
�
�

��U
∆K

��� � ��� � �� E� �� ED��!�\�+�#���3��� �����:D� �����" y �!�#� ����������� �����j�#A�� �C�9D�� �#�8���C$%����	 ���� ����������������
��� ��� ���� ����������0# ��� �k ���!� 	������#� � �������F�k PD�� �"Z����� j$%���0# 	 ���� �����#�

ε > 0
# ��� � �#���!���!�#� ���� � �����

K > 0
�����3$%��� ����� �?5������#�f�#�

(∆K/Q
N)2 ������� ���8H D� ������� !���

ε
##	 ���# 

N
������� � 
� ���.� "

y �
 ���
� ��"��	���� � ����� ���� :� ���'��� �N PD�$%����������� 	� :D���D������ ��� �E�#������� � ����� ��� � �� �����������
Q
r �0���\$%�����

[yk/QK, y(k + 1)/QK]
	 ���# 

0 ≤ k < QN−K ��� ��� �#� ����������� � ��� 	� !��	� ��-D��ED`�k ���.�+D�	 ���+���������
�+� 	� ����������:���'��� ��� ���
�����

N
#����G$%����� �����ED

Φ
(
0, yQN

)
−E

(
Φ
(
0, yQN

))
−∆K

�� PD��� ���� �����#� ���
H �� E� �j�k P�������!���`� �=�#�

QN−K ���� ����"Z������ ���-D �������� !��� �54��54 	 4qK ���� ���# ����� �+D��� E,�� � ����� �� ��� ���\� �����
$�� � �
��� �6��� �� ��	�	����\$%����" � � 	� !��	 ����� � ����� ��� � �������!� 	� ��"�#��D���"

����� � � 	 - � 35:V12/H3 
 @ 123 � + ' 4 �5- :2@ 3 124
(Rn)

� � 	� ���	 ���!��������� �:��������� � ���.D��� !�������F�#���!�� ��-Z+�#� �����z��� ��� ���� !���"Z#���
Rn

���]H �������������]���
n
���Ir

 ����0Z������ ���\D � � ���� ����1�#���-H �� :� ���,�54��54 	 4��:�� �g ��� � �� ���������
[0, 1]

" / ���!� � � �� ������ED� ���� ��������� ���!� ��� 
"D��+D� ���
�\� 	�������������� ��� �|�#���������ED�� �0b��[�k hD � �"Z#���� )���pVqD� ���� ����D�$%��� ��������� �������:5_� 	#� ��� �\$%�����
��� ��� 	� !�"H ���+�#���� 
��� �N �� EZ� !� �����!� ���\D0#������� � ���+� ���+� $_]$^�& � ��& � ��� ��� $ �&��& "
6 ��� G �'X %P��%&�'� :�� ����� �

n ≥ 0
� � � � ��� ���������
���( ��� � � ���

Rn

��� � ����� �
	������ � ���6��� � ��� �6� �

Rn �
�������
= 1 +Q

∑

p≥0

Qp−1∑

k=0

φUn (]k/Qp, (k + 1)/Qp]) ,
, * "_^&% .

��� ��� �����
0 ≤ a ≤ b ≤ 1

�
φUn(]a, b]) = 1

���
Un(]a, b]) ≥ D

���
0
��� � ��� 4 � � � ��� ���������

Un

�
����� �
� �
��� ���8	������ �
� � �����

[0, 1]
	2 � � ���9� ���

Un = δU1 + δU2 + · · ·+ δUn ,

(U1, . . . , Un)
����� � 	��
� � ��� ���������
� � � � ' � � � �
� �54��54 	 4 ��� �

[0, 1]
�
� � � ��� � �"$���� �����

Un(]a, b])
�
��� ���

� � �����
� 	��
�
Ui

	�� � ����� � � � ����� ��� ���
]a, b]

4
2  �� ��� ��� �$����� ��� 4Bb8�#	�	 ����������$%���

N
���!�L��� 	� !� �������:���L��� ��� ���
�����9�#��	��� �0�`, �  ��

1
" & �� '�+D�b.r

�����������
(
RN (]0,x]) | N (]0, x]) = n

) 6 7:9 ; =
= Rn.

4= ��	� E,�� ����&  !��	 ������������� d_#���������� �  !�\Z+�#�������[�#����� �  �����:H �� :�`D�������� � ���
�����
RN (]0,x])

�� � � 	� ��-� �
���XH ���#��� ����������� 	 ����� � �|�+� 	� ����������E�#����� � � ���
����� �E�� �N ��� ���� !���������

[0, x]
" � ������# �����`� ��������� ���

�+D�� ����� �  � � �����`��� ���G&  ���	 ���!��������� + # �����+��� � ����������������� ��� �|���g hD ��D������ ��� �
{N (]0, x]) = n}

# �����
	 ����� � � ��� � ���L�#A�� �|����� �  ��-Z+�#��������$%��� �����

xUi

#
1 ≤ i ≤ n

# ��U
(Ui)

�!��� �*�����^���#�-H �� :� �����54��54 	 4 �E�� 
�N ��� � �� !���������

[0, 1]
""�| PD�$%��� � �����-, * "_^&% . ���!� ������ ��*���#���������:D�$%���������Y���� !�������'��� ���CJ ������� ����� , * " +2* . "

	 ¥�� 
 � ���f�^	 
��!� � ��� 
 � �[�^� ��
 � ���9�
��� � �!� �[��� � 
G�;� �[��� ����


/��������
	��
����������� D � D�� ������� D ����������� �����!�������#"��
$������������%���'&(����������� � $_] & 	�)�� ���
� � � �%$
�
�
��� �
	�� ' �$�%��� � � � ����� ���+* �3���&$ ��� ��� � � � ����� ��* "-,.)��/�102��	�	��1"�������3
��4656�7�+����������8
���9���:�����1���;�=<>�#�1"��
�����>�
��	�	�)/	?���1���@0A3
�
������	�0A�2"��%"�3��
��0A�B��	��C�������D"+���/	1)�� ����� � ��� ����� � � � ��� ����� 	�)�E�E�3
�������1)��

+ `



� 4 � 4 � ��� � � � � ��� �8� � � � ���
�7��� �.� �%$
�
�
��� �
	��
	,� � � $&� ��� � � �

����)/���
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�
�
��� � 	�� ���$� � $&� ��� � � � 4 56�������!�������
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��02��� $!�$^�& �B��)��'���9�!��	��/����� ������� � 0A3������:)��;������	��	�:)��7���
��)�� "�� \ ��� � ��)/����	 $a`V^ & �B��)�� ���
�
��	1������� � 0?3����
�:)�� * ����)�	;���
	9"��
)���
+��	�3
	7	�)��7� ,.3���)�"���� �������?�+��������E�����	 $_d + & "��2���
��	 � � �%$
�
�
��� �
	�� ���$� � $&� ��� � � � * � ��)/������	�	���� ��� � ��� ����	9���A�!��"/���2� � 3
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ξu(t) = ξu([0, t])��������0�
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���
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µ(t) = E[ξ(t)].
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pi δpi
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* ��������	

Ri = 1,
�B��)��

0 ≤ i < D

Rn

6 7:9 ; =
= 1 +
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Ri,Si(n),
�#��)��

n ≥ D,
,13 4 ^!3 .
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Rn

687:9 ; =
= 1 +

Q−1∑

i=0

Ri,Si(n) −Q1(n<D).
,13 4 � 7 .
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� ���������
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I0
0 = [0, 1]
In+1
k =

(
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k−1

)
+

+ pk−Qbk/Qc I
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bk/Qc,
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i=0 |I
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i |
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|I|
��	�� � �1������E�)���)���"��
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I
4

E ������� �
n ∈ N
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�
��0?�B��	��C�������1�
��
+��	��
Q
"��
k
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k = a0 + a1Q+ . . .+ anQ
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pai
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0

I1
0 I1

1

σ1
0
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����9��� ��� 
����9E�3
�/3!� �����E��
�:)���4

5 ��� �������������%"��
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�/���>"�)�����������3������ � "�3  ������
�+���
µ(t) = E(ξ(t))

* ��������	

µ(t) =

Q−1∑

i=0

1(pi≥e−t).

����0A0A�

µ(dt) =
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i=0

δ− log(pi)(t),
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∫ ∞

0

e−tµ(dt) = 1.
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∑
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5 , 3��:)+��������� "�� ��3
��)������
�����
(1.33)

������"�)����A��� � ����E ��E�� "���	 F �	�	��������
S� R�� ��� ��$����)������$)� �
�
�����
"��A�=<>�#��� ���#���#��� F ��
 ���  ��$H��� �!����������3
����	���� �9���A�
�.U �7" , )�� ��
������
���)����� ��$>�������	�

(1.31)
4�� �����

� �/�/����0A� 	���0?�/���
0A�
� �����7������������3���3 	�)�������� ��� .� 
�$<��$����&��$)� R���$)$� 
t S 
�� $H��� ������RM� ��$�R����#�QR 
S��R���$)�T
�� ��$��ON��Q�	� �����

∅
��� �  ��
� C ��$)��
N� �V��� �!���  ��
�����Q�$#�
 �

φ S $H��� ���	��$H���  
Zφ

t S �����  �S��
 � ����
 
�� R�����R����	����$�RS��$)����R����
Q − 1

C 
 ��R��
∅
�  ��
� C ��$)�


N�1� N���� �V��� �!���  ��
�������$#�
)�
φ S � 
 ������$)�  R��

1
��� 
�� ��$��ON��Q��� F ��� R! Q��� 
��

∅
�  ��
� C � �����Q� � � N����

�V��� �!���  ��������Q�$#�
)� S RM�L��L 
�� � ���
���
φ∅(t)

P

� ;�/1? ��
�� ;
	 @ A �  "#�
������&��$
(1.33)

R�� � ���	� R�� ����
�
��  ��$
AR��  �� F ���
�����
� ��$ RS��$�� ��� ��� � 
 �#��$��
��L ��$ ����$����QRD���	��� ��� 
���� R����	����$�RS��$)�8� R���� ��
S� 
����<C 
 �GR���
�� ��$��ON����	�

∅ S ��� $H��$��#��
�
�������$)������
��
$� ���������$)� 
�� ��$����&��$)� C��  

t
����� ����RS��$�� ��� ��� P � ����� ����� R�� � 
N� R! QC $)���Q�&��$ R 
 F �	�	��������
S�

φ
��
��

� ��
 �
R

��� $H��$ �#��
�
�������$)� ��
��
R+

P AB� ��$����&��$)� C��  
t

��� F �#�#� 
�$H���#��
�
����	�����Q�
� �����&��$ S RM� ����
�
���
 �	�
R�� ��� F ����
  V��� �����	� S ��
�� 
�����RS��� ����R���$�����������$������ R���� ��$�R����#�QR 
S��R���
�� ��������� �! �$� V��
��"���$#�
 � S �#�����

N ([0, et−σu]) ≥ D,
��L

σu

R! ���� ��$H� 
�� ��$���� ��$)� R���$�����������$�����RM� 
�$ ��$�R����#�QR 

u

P

�

@����� ����$���� ��
N������#�
�� ��
 $ �L����� F ����$� ��������������	��#�
)��
�� ��$�R����#�QR 

u

�#����� $� �������$)� 
�� ��$����&��$)�
t
P

E �-���(�B��	��
mφ

t = E[e−t Zφ
t ],

��������	 *
mφ

t

��3
���� +�
� , 3��:)+� ��������"/� �	��$H��
D����
�
�������$)�

mφ
t = e−t E[φ(t)] +

∫ ∞

0

mφ
t−se

−sµ(ds) � 3 4 ��� �
E �����

µ̃
��� 0A�
	�)����
"�3- +����� 	�)��

[0,+∞[
�+���

µ̃(t) =

∫ t

0

e−sµ(ds),

� ,.3 �>)����������
(1.34)

	
, 3
�������'��������	
mφ = f +mφ ∗ µ̃. � 3 4 � 8 �

��,
f
�
	 ��"�3- +�����;	�)/�'����)/�

R
�+���

f(t) = e−t E[φ(t)]
4-5 , 3��:)+��������� � 3 4 � 8 ���
	 � )����  "#�
A���Q�&��$ R��

�	��$H��
D����
�
�������$)����
N�������$#�
 � 3���)�"/��3
�1�/��� ��0A0A�
� ���+�����+�
�����
� � � W � *�� ����0A0?����� ����E>�������!�����
� � � 8 � *
����E��
��	 � 8�7 � ���@��) ������	2��)/����)���	�4�� ����� �2"�������3 �>)/�

f
�
	 � 
B������3
� * � ,.3 �:)+��������� � 3 4 � 8 �1��"�0A�����������	 )����;)����
�:)��9	�����)/������� 
B������3
�9	�)�� ����)/� ��� ���������������. +��� * 	�����)/�������("������/3
�7�+���

m = f ∗ ν
*

��,
ν =

∑
n≥0 (µ̃)∗

n * � �7	�3
�����
"��
	 ����� "/)�����	�"��
�
��� ������)/������� "��
� �10A�
	�)����
µ̃
4

"�#&% #! " 1$4$# 12'D+ ( 4 ( )$+&%('*) 4$# + 1P+,+.-%8 (

5 ,.��
�+��
������� "�� ��������� 	��
���������
�
	�� "�� 	�� 0A��������� "+����	6��� �!��"���� � � 3��������:)�� 3�� � 
������+��������E�����	 � 8�7 � *
��� �
��0A����3���3��+��� �'�
��02��� ��� ��� � �!��	 �/����� ������� � 0A3������:)��	� ��� � ���/�
��)/����	 � �S��� � �!��	 ������� � 0?3������>)/�	� *�B��)�� ������	�� �������C����� �23���)�"����
�����;����0?�B��� ���
0A�
� ����	�<>0A�/�������
�:)��9"��

e−t Zφ
t

�:)+����"
t
������" ������	

� ,.���! +��� 4
� �2� 
-��� * "+���/	��
� �!��"���� * 
����
���:)�� 	��
)��B��� �!��	�" , )��2�/���>�
�
	�	�)�	

φ
�:)��B	�)/�

R−
���C� 3���3'����������3 *)�QPQ��P

Zφ
t

���������
	��#���/" ��)D�/��0�
����2" , ����"/���>��"�)/	 �/3
	 ������$)� )��D����	 � ��� �9"�������3
t > 0

���;�
����������3�����	�3
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� ��� F �����	� � P���
������
���)��������$��������	�������������
�����  �������
���#�
  ����

�+���
φ
* ���7E�3
��3���������	����������%"��
�
�
�����������
0A�
� � ��) �!��	 " , )��������>�
��	�	�)/	 
����
��"�3  +�/�6	�)�� ����) �

R
�
	 �

3
��3�0?��� � ��������4 $ , ���������
)���	 * "+����	 	���� ������������0?��� � "/� � ,.3 �:)+���������
(1.35)

* ����E��
��	 � 8�7 � 3������:)�� ���������
E�3
��3���������	���������� ��	�	�� � ��� ��)/�����C����4
� ?A3 9 -�9��V? ��486	�@/1*S674 
 � ; BC � 	�)����B��	����:)�� � �7"���	������

/)/�������@"��

µ̃
� , �
	 � �+��	 ������� � 0?3����
�:)�� * ���.�>)/�6�����>���
� �/��� ��������� , � < �B� �

� � 8�	�� �:)��
W

� , �
	��9�+��	 ��� F ��$H��$)�Q�&��
�
�������$)� �����C� � 0A3����
�:)���4 4 ��� � ��� �9"��A� , 3��:)+��������� "��A��������)�����
������0?���:� � 3 4 � 8 � * ���?��
/�����
� � ������3
	�)/��� � � 	�)��C�����:� �������
�����+���:� �����
��0A�#��������0?��� � ��	�<>0A�/�������
�:)��"��
m := f ∗ µ̃

��)�������	����+��E���"��
+∞

4
� �7- 02-�35486#4Q-�97= = � ����� ������E������
�9"��
	 &(� <���������	�� @�� 
���$�R

t
� ��$�R �����	��
�� ��$�C $)� S mφ

t

� ��$�R �����	�

mφ
∞ : t 7−→ mφ

∞(t) :=

∫∞

−∞
e−tE[φ(t)]dt

∫∞

0
te−tµ(dt)

.

� ���  �� � R�� F �	��
 ����R 
)� � ���	�����	� � 8�7 � P E ���C�
(rn)

)�����	�)/��������3
������� ��� 
�������������� ������"+��� � ������	 � ,.�����
 +��� 4!' ������	

(rn)
��"�0A����)��/� 	���)�	1�=	�)/���������
����� �:)�� * �:)��������&�7����0?�/� �����
�

rn

�+������������� 	���)/	*�=	�)������ *
� �1	�)��C��� "���	'0A�
	�)�����	 ��	�	�� ����3
��	 �������/	�� � ��3
��	

νrn

"�3  �������	 �����

νrn = ν(rn + .)

���
�/"(����E�)���0?��� �����
��	
ν
�:)+����"

n
������" ���
��	'� ,.���! +��� 4!''������	 * �����

m(t + rn) =

∫ t+rn

0

f(rn + t− u)ν(du)

=

∫ t

−rn

f(t− u)νn(du) →

∫ t

−∞

f(t− u)ν(du)

�#��)/���>) �:)��2��� � �������������
f
	����C�;��	�	�� �2��3
E�)�����8���� * �����9� � �
0A����� * ��� 	�)�� �#�>)/� * �#��)/�

t ∈ R,
���

n ∈ N
* ����� �������������

f(t− .)
	������ )/����� ����0?3�0?��� ����� ��3�E���� 
���� �+�����������B��� �/� ���10?��	�)����

νrn

* �QPQ��P
�#��)/� ����)/�

ε > 0
* ��� �-� ��	����
)�����3��
�

K > 0
����� �:)�� * �B��)�������)/�

n ∈ N
* ��� �

∫

|u|>K

f(t− u)νrn(du) < ε.

C �
∫

|u|>K

f(t− u)νrn(du) =

∫ +∞

K

f(t− u)νrn(du) +

∫ −K

−∞

f(t− u)νrn(du)

=

∫ +∞

K−t

f(−u)νt+rn(du) +

∫ −K−t

−∞

f(−u)νt+rn(du)

≤
∑

i≥bK−tc

∫ i+1

i

f(−u)νt+rn(du) +
∑

i≤d−K−te

∫ i+1

i

f(−u)νt+rn(du)

≤
∑

i≥bK−tc

sup
i≤u≤i+1

f(−u) (ν(rn + t + i+ 1) − ν(rn + t + i))

+
∑

i≤d−K−te

sup
i≤u≤i+1

f(−u) (ν(t + rn + i+ 1) − ν(t + rn + i))

�
	



� P��SP���
������
������������$���������� ��� " �	�	��������
 ��R��
� �V��$����)������$)�

� ��)/��������	���� � ��� ���
0A0A�
(5.2.3)

"/� � 8�7 � * ����	������ �:) , ���6� �/��	���� )/���
�
����	 � ��� ���
A
���
����� �:)��R 

ν(t + rn + i + 1) − ν(t + rn + i) ≤ A.

� ������� ���:� �:)�� �B��)��
K
��	�	�� �9E�������" * �
���
� ��0A�������:)�� �:)��

∫

|u|>K

f(t− u)νrn(du) ≤ A
∑

|i|≥K

f(i),

��� 	�)�� � ��������	 "������
0?�����:)����)�:)�� � � 	�3
����� ∑
i∈Z

f(i)
��	�� ����� ���
��E��
� ��� * ��,1���1�������B�
�����%�:)�� * "+����	

��������� �
��	 �+��� ������)������
� *

f(t) := e−t E(φ(t)) = P
(
N ([0, e−t]) ≥ D

)
.

! �
	 ��� ��������	 �1"�3����
��0?�����
��� �/�/�����������
0A�
� ��� �1����0A�����
mφ

∞

"/3  +����� 	�)��
R
�+���

mφ
∞(t) =

∫ t

−∞

f(t− u)ν(du).

''����	�� "�3  ������ * � �#� �������������
mφ

∞

��3����0 +�
� �7������������3���3 	�)��C�����:���

mφ
∞(t) =

∫
mφ

∞(t− u)µ̃(du).

$ ,.������8
	 � � 8 � * ��) �
��������� � 8�7 � * ������������������� � 8 4 7 4 � ������� � 3
����8
0A� � 8 4 7 4 W � * � � 	�����)/������� "��A�
�������"���������8
��� 3 �:)+��������� �
	 �'"/������3��9�+���

∫∞

−∞
e−tE[φ(t)]dt
∫∞

0
tµ̃(dt)

.

5 �1�������#��	����������@��	�� �����/	�� ������)/��3
��4

���%��3
	�)/��� � �73�����
������7��� �
���:���
��E��
����� * ��� 0A� <�������� * "�) ���������
RN ([0,x])/x

�:)+����"
x
���
��" ���
��	

� ,.���! +��� "+����	
���1�
��	
����� �����C� � 0A3����
�:)���4 $ ��	9��3
	�)/��� � ��	
����)/	 � ������	 �
�������
���+��� �;���%�
��� ������E������
�
�����
	 �>)/�A	 U����1���:��3���313�� ��
/����	 * �����.�'����0?��� ��� ��� "+����	 ���;�!��	 ����� ������� � 0?3����
�:)�� * ��� �+��� � ���*�
����)�����	 � �S���+"+����	 �����!��	 ������� � 0A3������:)�� * �#��)/� )�� �����>�
��	�	�)�	 "/�/
/������� � �
0A�
� �

Zt

�!����������3
����	�3��+���
)��/�&� �������������

φ
�:)�������	�)/�

R∗
−

4

� ;�/1? ��
�� ;�� @�� $ �	� F �	��$���$)� 
�� ��� ��������
 R�� �����
� ��$�� � ��� S ��� � ��$)$���$)� R���� ������$!��������$)��� � � �$H��
��	��R�� � 
N� R! QC $)�����&��$ R 
 F �	�	��������
S�
φ

��
�� � ��
��
R S ��$ F ��
�� ����� ��$)���

�$ �  ���
 
 �&��� F 
 
S�P�5���
� �


N������$ ����� ����$���� F ������#�
)� � �����B�����	� 
N��� N����T
 ��� ��� � #�
)��RS��$�� 
N� " �	� F �#�����Q�&��$ 3�3 P

$ ����	 ���������
�!��	 * �
�
��)�� "��
� , ����E�������� � 0?� �
�(����
/���
"��
"��
E���3
Q
* �����

mφ
∞ =

1

(D − 1)
∫ 1

0
| log(y)|W(du)

.
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� ��� F �����	� � P���
������
���)��������$��������	�������������
�����  �������
���#�
  ����

$ ����� ���;����0?�C��� * �:)+����"
x
���
��"@���
��	 � ,.���! +��� * "��

E[RN ([0,x])]/x
������	�� �:)�� �
�������'"��

E(Rn)/n
�
	 �

3
E �����&�
Q

(D − 1)
∫ 1

0
| log(y)|W(du)

.

� ?A3 ? ��4�6 � /1*S674'
�� ; BC � 	�)����B��	��#�:)��
µ̃
�
	 � ������� � 0?3������>)/� * ��)(�
���������2�:)��;���A"���	������

/)/������� "��

W
�
	 ��� �/�B������� �������0�

���
0A� �'�����C� � 0A3����
�:)�� * "�� �+��	
ρ > 0

4 $ ����	 �
� �!��	 * �
��3���)�"�� ���:� � ,.3 �>)���������� "��9���
����)/����������0?��� �
(1.35)

* ������
/�������:� ��� ��3�	�)��C� ��� 	�)�������� �

� �7- 02-�35486#4Q-�9 =�� � ����� ������E������
� "��
	�&(� <��������
	 � @ � �����
s ∈ [0, ρ[

P � 
A��$�R
n

� ��$�R �����	� 
�� ��$�C $)� S
mφ

nρ+s

� ��$�R �����	�

ρ

∑
j∈Z

e−(jρ+s)E[φ(jρ + s)]
∫∞

0
te−tµ(dt)

.

� ���  �� � R�� F �	��
 ����R�� � ���	�����	�B� 8�7 � P � ,.��	�� )���� ������� ��� ��� " ,.)/����3
	�)�������� "AU ������E�����	 � 8�7 � * � � �
�
�����&�13�� � 
��������>) �:)�� � �7������"��C�������

∑

j∈Z

f(jρ+ s) <∞,

�
	�� ��3����0 +3
��4�C ���������#������� �:)��

f(t) = e−t P
(
N([0, e−t]) ≥ D

)
.

� ;�/1? ��
 � ;�� @ A � ��$���
��"� 
 � R 
��Q� ��������
 R�� �����
� ��$ � � � � ����������
 
��:R���� ��������
�� ���%� �S��� RS��$�� 
��+�V���
�������)���  ��Q�$#�
 � R���$)���� ���
�
 � � S ��� � ��$)$���$)�HR����+������$!��������$)�8� ��$���
��"� 
 ��� � 
 �V��� $H��$G���
�������  ��Q�$#�
)� S
N� ����$ ����� ����$���� F �	����#�
 �T� ���	� S � 
+�#��$�����L �
" ��
���� ��
 �

s ∈ [0, ρ[ S ��
2���.����� � 
�$ ��$��#��� ��
��
As

R�� F �������S����
 ���  
1

� ��
 #�
 � S F ��
���� ��
 �
ω ∈ As S��$ �

lim
n→∞

e−nρ Zφ
nρ+s(ω) = ρ

∑
j∈Z

e−(jρ+s)E[φ(jρ + s)]
∫∞

0
te−tµ(dt)

.

' ���/	�� * �#��)�����
/���
���������9�
��0A�B�������
0A�
� �
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V`,`

»
�lÊMª�«�Çl«H¬2ºX«H´'¯

(Nn
0 , . . . , N

n
` )

§n´�¨�«Ö®'¹�©°º³¯³¹3Ó�´'ºX¹3·;¨ ¸±´�ª3º³¹�¨�·l¸\¹�§lª�«\®�« � §l¯³§l¸q½+ºX¯°«
n
«+º

(V0,`, V1,`, . . . , V`,`)
 

� Ê � ·;´'¯ (pi) ∈ N` »-ª�«H©SÇa§l¯°¹"§lÓ'ª�«H© R1,p1 , . . . , R`,p`

©°·;¨Zºd¹3¨�®�² � «+¨�®-§l¨ZºX«+©  
�hÊ  �·;´�¯

1 ≤ i ≤ `
»�ª"§±Ça§l¯°¹"§lÓ�ª3«

Ri,pi

§�ª�§_¸ � ¸q«4®�¹3©°º³¯³¹�Ó'´'ºX¹3·;¨ÈÉ�´�«
Rpi

Ê
Ï{§MºX¯X§a¨�©°ÔÕ·;¯°¸\²+«�®�«�� ��á����$�
�N®�´u¬+· U º�¸\·$�;«+¨u®�«�ªÌ¾¿§lª�Ál·;¯³¹ÄºXÃ�¸q«�«+©°ºÒ¨�·lºX²+«

r
»>«Hª3ª�«�Ç;²+¯³¹%�-«�ªs¾¿²+É�´-§aºX¹3·;¨ÔÕ·;¨'¬+ºX¹3·;¨�¨�«+ª�ª3«6©³´'¹3Ça§l¨ZºX« .

r(x) = 1 + E

(
G∑

i=1

r(Vi,G x)

)
− E(G) P(N ([0, x]) ≤ D − 1).

� ºL®�·;¨'¬l»�«H¨�®�²H¯°¹3Ça§l¨ZºC»'·;¨~·;Ó'ºX¹3«H¨ZºNÉ�´�«
r′(x) = E

(
G∑

i=1

Vi,G r′(Vi,G x)

)
+ E(G)

xD−1

(D − 1)!
e−x. ��� Ê � �

E ´'¹3Ça§l¨Zº�ª"§�¸ � ¸\«\¸\²2ºXÃ�·8®�«�®�«È¨'·;¯³¸\§lª�¹3©X§aº³¹�·;¨ ®�«+© � ·;¹3®�©±´'º³¹�ª3¹�©³²+« � §l¯ � ¯³® �;©ÛÝ2à��lÞNP ����� � »Ò·;¨®�²)�-¨�¹ÄºLª"§uÔÕ·;¨�¬2ºX¹3·;¨
g(u) = E

(
G∑

i=1

(Vi,G)u

)
.

Ï{§±ÔÕ·;¨�¬2ºX¹�·l¨
g
«H©ÆºN©°ºX¯°¹�¬2ºX«H¸q«H¨ZºN®�²+¬H¯³·l¹�©³©³§l¨ZºX«`©³´'¯

R
»-®�·l¨�¬5¹�ª�«)µh¹�©°º³«`´�¨�´'¨�¹�É�´�«`¯³²+«Hª

ε
»�®�·l¨�ºN´�¨«+¨�¬C§l®'¯³«H¸q«H¨ZºM«+©°º

]0, 1]
Ç8´ÈÉ�´�«

g(0) = E(G) > 1,
«+ºMÉ�´�«

g(1) ≤ 1
»8º³«Hª¼É�´�«

g(u) = 1
»oáQP�Ý�P'É�´�«

E

(
G∑

i=1

(Vi,G)ε

)
= 1.

C ¨À¹�¨ZºX¯°·h®'´�¹3º6ª�«�¬%Ã-§l¨'Á;«H¸q«H¨Zº}®�«±ÔÕ·;¨�¬2ºX¹3·;¨�©5©³´'¹3Ça§l¨Zº
r′(x) = xε−1f(x)

Ê�Ï�¾¿²+É�´-§aºX¹3·;¨¶ÔÕ·;¨�¬2ºX¹�·l¨hÂ¨�«+ª�ª3«4Ó-§l©°¹�É�´�«`®�«+Ç8¹3«H¨Zº4§aª�·;¯°©
f(x) = E

(
G∑

i=1

(Vi,G)ε f(Vi,G x)

)
+ E(G)

xD−ε

(D − 1)!
e−x. ��� Ê � �

���! #"�$&%'$)(*" �M@�+ � R! QC �-áßà�Þ%�&�AÝ���
8Ü%Ý�R8Ý�R! ����
� F �$�2áßàsá �
� ����Ü)���lÞ=á��	 %Ý
W

��
8Ü
[0, 1]

F �lÜ
∫
f(x)W(dx) = E

(
G∑

i=1

(Vi,G)ε f(Vi,G)

)
,

��L
f
Ý��2à 
 �¼Ý�� �
���2à�á �
���)��Ü  2Þ=áÌÝ)� �¼Ý F �$�2áßàsá��lÝ�P

�!,



� ��� F áßàsÜXÝ���P��6Þ�����Ü)áßà)���AÝ±Ý)���lÜ��HÜXÝ	���lÝ�� F Ý2Ü)àVÝ
�
6�798 ��
 �:6�� @ A{Ý F �lÜ'�(� �2à�ÜXÝ

ε ∈]0, 1]
�AÝ���
8ÜXÝ S Ý)� 
 � �%Ý2Ü)à �lá � �>Ý)��� S Þ�Ý4à � 
���R8Ý ���
���>Ý2Ü��
�là�á �
�

R 
 F Ü��	�%Ý�����
 ��R8Ý�R! ����
� F �$�2áßà�á �
��R8Ý­Þ�� �lÞ�����Ü2áßà)���AÝ�P5A{Ý �=�
� ���
���>Ý2Ü �
�là�á � ����Ü)ÜXÝ�� F �
��R �
ε = 1 S �
�Ü%Ý2à�Ü���
 �lÝ	�lá ���2áÒÞ�� Ý�� F Ü%Ý����2á �
� R 
 ��� �8à �?� �ZÝ)�  2à � �HÞ=áÌÝ�R �(���`Þ�Ý F ÜXÝ)��áÌÝ2Ü ����� F áßà�Ü%Ý�P

E ·;¹3º
A
´'¨�«5Çl§a¯³¹"§aÓ�ª�«6§lª�²H§aºX·;¹3¯³«4®'«5ª�·;¹

W
Ê�Ï�¾Ð²HÉ�´-§�ºX¹�·l¨~ÔÕ·l¨�¬+º³¹�·;¨�¨'«Hª�ª3«

(2.3)
©H¾Ð²H¬+¯³¹3ºd§lª3·;¯³©Å©³·;´�©Lª�§ÔÕ·;¯³¸q«5©³´�¹ÄÇa§l¨ZºX«

f(x) = E(f(Ax)) + h(x),·#"
h(x) = E(G)

xD−ε

(D − 1)!
e−x.

 Ò§l¯L¹3º³²H¯³§aºX¹3·;¨�»'«2ºN¬H·;¸q¸\«
f(0) = 0 � ¬H§l¯ r′(0) = 0

«2º
ε < 1

� »-·;¨~·;Ó'º³¹�«+¨�ºLÉ�´�«
f(x) =

∑

k≥0

E(h(Xk)),
§CÇ;«H¬

Xk = Ak.Xk−1

»
(Ak) i.i.d.

®�«`ª�·;¹
W

«+º
X0 = x > 0

E ¹�·;¨�¨�·lºX« � §l¯
πk =

∏k−1
i=0 Ai

»-§lª3·;¯³©
Xk = xπk

«+ºN®�·l¨�¬
f(x) = E(G)

∑

k≥0

E

(
(πkx)

D−ε

(D − 1)!
e−πkx

)
.

� «+¨-§l¨Zº�¬H·;¸ � ºX«¶®'«¶ª"§n¬+·;¨�®�¹ÄºX¹�·l¨ §l´ Óo·l¯³®
r(0) = 1

»Å·;¨ ·;Ó'ºX¹3«H¨Zº~§lª3·;¯³©AªÌ¾Ð«2µ � ¯³«+©³©°¹�·;¨ ®�«¶ª�§ºX¯X§a¨�©°ÔÕ·;¯°¸\²+«`®�« �/��á����$�
�_®�´�¬H· U ºN¸\·$�;«+¨
r(x) = 1 + E(G)

∑

k≥0

E

(
1

πε
k

1(tD<πkx)

)
.

 Ò§l¯­ª�«q¸ � ¸\« � ¯°·h¬+²H®�²\®�«A®�² � ·l¹�©³©°·;¨�¹3©X§aº³¹�·;¨ � ¯°·;Ó-§lÓ�¹3ª�¹3©°ºX«_´'º³¹�ª3¹�©³² � ¯³²H¬+²H®�«+¸\¸q«H¨ZºH»�·;¨ ·;Ó'º³¹�«H¨Zº§lª�·;¯°©Mª�«5¯°²H©³´'ª3º%§�ºL©³´�¹ÄÇl§a¨�º
� �'(�� (�� $ % $)(*" =�� @0A{Ý ��� �8à �?� �ZÝ)� RM� 
�� �lÞ�����Ü)áßà����AÝqÝ)�9�lÜ �HÜXÝGR��
�-àMÞ�Ý�à � 
�� R8Ý����
���>Ý2Ü��
�làsá �
�Ý��2à ����à  

ε ∈]0, 1]
Ý��2à R��
� �� F �lÜ

E(Rn) = 1 + E(G)
∑

k≥0

E

(
1

πε
k

1(UD,n<πk)

)
,

��L
UD,n

R! ��2á �(�¼ÝdÞ%�
D � á��)�AÝ F Þ 
 � F Ý2à�áßàVÝ �
�lÜ)á � �HÞ�Ý>�lÞ  =�là ��áßÜXÝ F �lÜ���á

n

��-á � ��Ü��AÝ��dá ��R! F Ý)��R �(�-àVÝ��

��
hÜ
[0, 1]

P

�q�	� ���
� 
¶�`��� 	 � 	L��� ��� � � 
È�{�}�{£�
\¡�	  �	 �!� � � �}�`�Ò£)����� 	

Ï�¾Ð·;Ó��°«H¬2ºX¹ÄÔ6®�«�¬H«2º³º³«�©°«H¬2ºX¹�·l¨j«+©°º\®�¾¿²2º%§lÓ'ª�¹�¯�´'¨j²+É8´'¹3Ça§lª�«+¨Zºq§l©'�8¸ � ºX·lº³¹�É�´�«~®�´ ¬H· U º\¸q·$�;«+¨®�« ªs¾ §aª�Á;·;¯°¹3º³Ã�¸\«�«H¨ ºX«+¨-§l¨Zº�¬H·;¸ � ºX«À®�¾Ð´�¨�« � ·;©³©°¹�Ó�ª3« � «+¯°ºX« ®�«À®�·;¨'¨�²H«+©Ö§CÇ;«+¬ ´�¨ º%§l´8µ
ε ∈

]0, 1]
Ê'×LºX¹�ª3¹�©³§l¨Zº�ª"§­¸ � ¸q«N§ ��� ¯°·h¬%Ã'«4É�´�«6ª3«d¬H§l©S¬H·l¨�©³«+¯°Ça§aºX¹ÄÔ � ©³§l¨�© � «+¯°ºX« � »8·;¨�®�²)�-¨�¹ÄºÅª�§­¸\§l¯³¬%Ã�«§lª�²H§aºX·;¹3¯³«

Sk

®�« � §l©
− logA

«2º � §l¯Æº%§l¨Zº`®�« � ²H¯³·'Ê�Ï�«±ºX«H¸ � ©5®�«�®'² � §l©°©³«+¸\«+¨�º­®�¾Ð´�¨�«�Ó-§a¯³¯³¹3½H¯°«
� W



��P�� P � �
� F ��Ü)àEÝ)�AÝ)�-à � � �
� F à ��à�á$#�
-Ý�R8Ý`Þ�� �6Þ�����Ü)áßà����AÝ
®�·l¨�¨�²H«

x > 0
� §l¯�¬+«+º°ºX«Ñ¸A§l¯°¬%Ã�«�§lª�²H§aºX·;¹3¯³«�«+©°º�¨�·lºX²

ν(x)
Ê�Ë6¹3¨�©³¹s»Cª�«Ñ¬H· U º�¸q·$�;«+¨±®�«ÑªÌ¾¿§lª�Á;·l¯³¹3º³Ã�¸q«©+¾¿²+¬H¯³¹ÄºL©³·;´'©dª�§uÔÕ·;¯³¸q«5©³´�¹ÄÇa§l¨ZºX«

E(Rn) = 1 + E(G)E




ν(− log(UD,n)−1∑

k≥0

1

πε
k


 .

C ¨~®�²���¨�¹3ºNª"§uÔÕ·l¨�¬+º³¹�·;¨
ψ
� §a¯

Ψ(x) = E




ν(x)−1∑

k≥0

eεSk



 .

Ï�¾Ð²+ºX´'®�«}§l©'�8¸ � ºX·lº³¹�É�´�«`®�´~¬H· U ºN¸\·$�;«+¨�¯°«+Ç8¹�«+¨Zº Í ²+º³´�®�¹3«H¯M¬H«+ª�´�¹�®'«

Ψ(x) e−εx = E




ν(x)∑

k≥1

eε(Sν(x)−k−x)



 .

×LºX¹�ª3¹�©³§l¨ZºSª�«+©L¹�¨�²+ÁZ§lª�¹ÄºX²+©S®�«}Ï�·;¯³®�«+¨�®¼¾¿´�¨'«­¸\§l¨�¹3½H¯³«`§a¨-§lª�·lÁ;´�« Í ¬H«+ª�ª�«5®'´ÛÏ�«H¸q¸q«
8
®-§l¨�© ����� � »ª3«5¯³²H©°´�ª3ºX§aºL©³´'¹3Ça§l¨ZºL«H©Æºd¹3¸\¸q²H®'¹"§aº  

� 6�7 796 �!@ � ��
 �}Þ%� ���
��Rláßàsá �
�
E

(
− logA

Aε

)
<∞,

�
���

sup
x≥0

E
(
eε(Sν(x)−x))

)
<∞

E ·l¹3º
1 ≤ K ≤ ν(x)

»-·;¨�§
ν(x)∑

k≥K

eε(Sν(x)−k−x) ≤ eε(Sν(x)−x)

ν(x)∑

k≥K

eε(Sν(x)−k−Sν(x)) ≤ eε(Sν(x)−x) (δε)K

1 − δε
.

¤%# & # " " %(' ) 1�) % 4 + +.- 4 / +,+ - 8>1
¦4§l¨'©}¬+«\¬H§l©H»�ª3«Èà��  ���Ü	�)�AÝGR8Ý_ÜXÝ)����
 �lÝ2ÞßÞ�Ý)�AÝ)�-à�� �lÝ2Ü��2á �
� ���
�-à�á � 
�Ý��±§ ��� ª�¹�É�´�² Í ª�§�¸A§l¯°¬%Ã�«§lª3²C§aº³·;¹�¯°«Å§a¯³¯ � ºX²+«

(Sk)
¸q·;¨ZºX¯°«SÉ�´�«Lª"§dÇa§l¯°¹"§lÓ'ª�«

Sν(x)−k−x
¬+·;¨ZÇ;«+¯³Á;«L«H¨_ª3·;¹Ì»�É�´-§l¨�®

x
ºX«H¨'®qÇl«H¯³©ªs¾¿¹3¨��-¨�¹s»aÇ;«+¯³©

−(τ ∗ + τ1 + . . .+ τk−1)
»Z·("Aª�«+©�Çl§a¯³¹"§aÓ�ª�«+©

(τi)
©³·;¨ZºdáQP�áQP�RSP8®�«Nª�·l¹

W
¹�¨'®�² � «H¨�®�§l¨ZºX«H©®�«

τ ∗
®�·l¨�ºNª�§±®�«H¨�©°¹3º³²}«+©°ºd®�·;¨�¨'²H« � §l¯

P(− logA ≥ x)/E(− logA).�Å·;¨'¬Hª�´'©³¹�·l¨�»
Ψ(x) e−εx º³«H¨�®�»-É�´-§a¨�® x ºX«+¨�®�Çl«H¯°©dªs¾¿¹3¨��-¨�¹s»hÇ;«+¯³©

E

(
∞∑

k≥1

e−ε(τ∗+τ1+...+τk−1)

)
=

1

−ε E(logA)
.

� /



� ��� F áßàsÜXÝ���P��6Þ�����Ü)áßà)���AÝ±Ý)���lÜ��HÜXÝ	���lÝ�� F Ý2Ü)àVÝ
� �'(�� (�� $ % $)(*" = � � �S§l©�¨�·;¨ §l¯°¹3ºXÃ'¸\²2ºX¹�É�´�« � @ � á6Þ%���AÝ���
hÜXÝ

W
� � Ý��2à F �
�ÛÝ�� F �
�¼Ý)�-à�áÌÝ2ÞßÞ�Ý)�AÝ)�-à

�lÜ2áßà)���  2à�á$#�
�Ý�Ý2à*�$��
 �}Þ%� ���
��Rláßàsá �
�
E

(
− logA

Aε

)
<∞,

�
� �

lim
n→∞

E(Rn)

nε
=

E(G)Γ(D − ε)

(D − 1)!E(− logA)
,

��L
Γ

R! ��2á �(�¼Ý`Þ%� � �
���2à�á �
� � �(�-��� RM� �'
8Þ�Ý2Ü�P

�  )�?�
���2àsÜ'�là�á �
��P  Ù·;´�¯
n ≥ 1

»�·;¨�§
E(Rn)

nε
=

1

nε
+ E(G)E

(
Ψ [− log (UD,n)] exp (ε log (UD,n))

1

(nUD,n)ε

)
.

� ´�§l¨�®
n
º³«H¨�® Ç;«+¯³©�ªs¾¿¹3¨��-¨�¹Ñª"§~Çl§a¯³¹"§aÓ�ª�«

nUD,n

¬+·;¨ZÇ;«+¯³Á;«È«+¨ ®�¹�©ÆºX¯³¹3Ó�´'º³¹�·;¨ Ç;«H¯°©�´�¨�«�Ça§l¯°¹"§lÓ�ª3«§lª�²H§aºX·;¹3¯³«
tD
»-©³·;¸q¸\«6®�«

D
Ça§l¯°¹"§lÓ�ª3«H©S«)µ � ·;¨'«H¨ZºX¹3«Hª�ª3«H©5áQP�áQP�RSP-®�« � §l¯³§l¸\½2ºX¯°«

1
»-®�« � ª�´�©+»

lim
n→+∞

E

(
1

(nUD,n)ε

)
= E(1/tεD) =

Γ(D − ε)

(D − 1)!
,

·#"
Γ
®�²H©°¹�Á;¨'«}ª�§±ÔÕ·;¨�¬+º³¹�·;¨ �`§l¸q¸A§u¦u¾ � ´�ª3«H¯+Ê

 �·;´�¯
ε0 > 0

»o¹3ª�«)µh¹�©°º³«
K

ºX«+ªÒÉ�´�«a» � ·;´�¯
x > K

»
|Ψ(x) exp(−εx) + 1/εE(logA)| < ε0

»o©°¹
C®�²H©°¹�Á;¨�«`ª3«	��
 F ®�«

x→ Ψ(x) exp(−εx)
©°´�¯

R+
»�§lª�·l¯³©

∣∣∣∣E
(

Ψ [− log (UD,n)] exp (ε log (UD,n))
1

(nUD,n)ε

)
−

Γ(D − ε)

(D − 1)!E(− logA)

∣∣∣∣

≤ ε0E

(
1

(nUD,n)ε

)
+

(
C +

1

εE(− logA)

)
E

(
1{UD,n>exp(−K)}

1

(nUD,n)ε

)

+
1

εE(− logA)

∣∣∣∣E
(

1

(nUD,n)ε

)
−

Γ(D − ε)

(D − 1)!

∣∣∣∣ . � � Ê � �
 �·;´�¯

K2 > 0
»

lim sup
n→+∞

E

(
1{UD,n > exp(−K)}

1

(nUD,n)ε

)

≤ lim sup
n→+∞

E

(
1{nUD,n > K2 exp(−K)}

1

(nUD,n)ε

)
= E

(
1{tD>K2 exp(−K)}

1

tεD

)
,

«+º±¬+«\º³«H¯³¸q«\º³«H¨�® Ç;«H¯°©
0
É8´�§l¨�®

K2

ºX«H¨'®nÇ;«+¯³©±ªs¾¿¹3¨��-¨�¹sÊ C ¨ ¬H·;¨'¬Hª�´hºuÉ�´�«�ª3«�ºX«H¯°¸\«\®�«A®'¯³·;¹ÄºX«®-§l¨�©`ª"§\¯³«Hª�§aºX¹3·;¨ ��� Ê � � «H©Æºu§a¯³Ó�¹ÄºX¯X§a¹�¯³«+¸\«+¨Zº � «+ºX¹Äº5É�´-§l¨�® n º³«H¨�®¶Ç;«+¯³©}ªÌ¾Ð¹�¨���¨�¹ÌÊ	Ï{§ � ¯³· � ·;©°¹3ºX¹3·;¨«H©°º � ¯°·;´'Ç;²+«lÊ
� �



��P�� P � �
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-Ý�R8Ý`Þ�� �6Þ�����Ü)áßà����AÝ
¤%# & #Ì¤ " %('&% 4 + +.- 4 / +,+ - 8>1

E ¹oª"§­¸q«H©°´�¯³«
W

«+©°ºM«)µ � ·;¨�«+¨ZºX¹�«+ª�ª3«H¸q«H¨ZºM§l¯°¹3º³Ã�¸\²2ºX¹3É8´'«d®�« � §l©
ρ > 0

»'§lª3·;¯³©�ª�«}à��  ���Ü	�)�AÝ R8ÝÜXÝ)����
D�lÝ2ÞßÞ�Ý)�AÝ)�-à � �lÝ2Ü��2á �
� Rlá��	�2Ü	�2àEÝ���«+©°ºu§ ��� ª3¹�É�´�² Í ª�§È¸A§l¯°¬%Ã�«q§lª�²H§aºX·l¹�¯³«�¨'·;¯³¸\§lª�¹3©³²+«
(S∗

k) :=
(Sk/ρ)

®'·;¨Zºdª3«4ºX«+¸ � ©M®¼¾ §l¯°¯ � º6§a©³©³·8¬H¹3²5«H©Æº6®�²)�-¨�¹ � §a¯
ν∗
(
x

ρ

)
= ν∗

(⌈
x

ρ

⌉)
:= ν(x).

Ï�«5¸ � ¸q«5¯X§l¹3©³·;¨�¨'«H¸q«H¨ZºL´'ºX¹3ª�¹3©³² � ·;´�¯Mª�§_¬H§l©L¨�·;¨�§l¯³¹ÄºXÃ�¸q²+º³¹�É�´�«4¹3¸ � ª�¹�É�´�«dÉ�´�«
lim

x→+∞
Ψ(x) e−ερdx/ρe =

1

−ε E(logA)

ρe−ερ

1 − e−ερ
.

���'(�� (�� $&%'$ (*" =*	 � �S§l©4§a¯³¹3º³Ã�¸q²+ºX¹3É�´�« � @ � á�Þ%� �AÝ���
hÜXÝ W Ý��2àdÝ�� F �
�¼Ý2à�áÌÝ2ÞßÞ�Ý)�AÝ)�-à �lÜ2áßà)���  2à�á$#�
�Ý
R8Ý F �
�

ρ > 0
Ý2à �$��
 �`Þ%� ���
��Rláßà�á �
�

E

(
− logA

Aε

)
<∞,

�lÞ���Ü�� S #�
��(��R
n
àEÝ)��R �lÝ2Ü��`Þ�� á ��C �-á S

E(Rn)

nε
∼ F

(
log n

ρ

)
,

��L
F
Ý��2à'
��¼Ý�� �
���2àsá �
� F  2Ü2á ��Rlá$#�
-Ý�R8Ý F  2Ü)á ��R8Ý

1
R! QC �-áÌÝ F ��
8Ü`à ��
8à

x ≥ 0
F �lÜ

F (x) =
E(G)

−ε E(logA)

ρ

1 − e−ερ

∫ ∞

0

exp

(
−ερ

{
x−

log y

ρ

})
yD−1−ε

(D − 1)!
e−ydy,

{z} := z − bzc
R! ��2á �(� �(�-àÑÞ%� F �lÜ2à�áÌÝ��)Ü'�!�2àsá �
� � �láßÜXÝ�R8Ý

z
P

�  )�?�
���2à�Ü'�làsá �
��P DEª6©°´ � ºÈ®�«¶¯°«H¸\§l¯³É�´�«+¯�É�´�«l»�´'ºX¹3ª�¹�©³§l¨ZºAª3«Û¸ � ¸q«Û¯³§l¹�©°·;¨�¨�«+¸\«+¨�º�É8´'«Öª�«Ö¬H§l©¨�·l¨hÂV§l¯°¹3º³Ã�¸\²2ºX¹3É8´'«l»8·;¨Û§�ªs¾¿²+É8´'¹3Ça§lª�«+¨�¬H«5©°´�¹3Ça§l¨Zº³«
1

nε
E(Ψ(− log(UD,n))).(εE(− logA))

1 − e−ερ

ρ
) ∼ E

(
exp

(
−ερ

{
log n

ρ
−

log tD
ρ

})
1

tεD

)
.
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C ¨ ¬H·l¨�©³¹3®�½H¯°«Aª�«q¬C§a© � §l¯ÆºX¹�¬+´�ª�¹3«H¯5®�¾Ð´�¨ �lÞ�����Ü)áßà)���AÝÈÝ)� �lÜ��HÜXÝ
�Há � �láßÜXÝ ���lÝ�� ��
�� �(��� F Ý2Ü)àEÝ2»©°·;¹3º
G ≡ 2

»
D = 2

»
V1,2 ≡ p

«+º
V2,2 ≡ q

·#"
p+q ≤ 1

ÊlË6ª�·l¯³©H»a¹�ªh«2µh¹�©ÆºX«M´�¨_´�¨�¹3É�´�«L¯³²H«+ª
ε ∈]0, 1]º³«Hª¼É�´�«

pε + qε = 1
Ê�Ï{§±¸q«H©³´'¯³«

W
«+©°ºL®�·l¨�¨�²H« � §l¯

W = pε δp + qε δq
Ê'Ï�¾¿§l¯°¹3ºXÃ'¸\²2ºX¹�¬+¹3º³²d®�«6ª"§¸q«H©°´�¯³«

− logW
«+©°ºd§lª�·l¯³©S²+É8´'¹3Ça§lª�«+¨ZºX«}§l´ÈÔ�§l¹3ºSÉ8´'«­ª3«5É8´'·lºX¹3«H¨Zº

log p/ log q
©³·;¹ÄºL¯X§aº³¹�·;¨�¨'«HªÌÊ

� 8 � "�(*" 8 � $&% ��7 �!%'$ 
 ��6��
E ¹

log p/ log q 6∈ Q
»-§aª�·;¯°©Sª�«4¬+· U ºL¸q·$�;«H¨�®�«5ªs¾ §lª3Á;·;¯°¹3ºXÃ'¸\«

E(Rn)
«+©°ºN²HÉ�´�¹ÄÇl§aª�«H¨ZºH»'É�´-§l¨�®

nº³«H¨�®~Ç;«+¯³©NªÌ¾Ð¹�¨��-¨'¹Ì» Í
−2 nε Γ(2 − ε)

pε log p+ qε log q
.

� 0



� ��� F áßàsÜXÝ���P��6Þ�����Ü)áßà)���AÝ±Ý)���lÜ��HÜXÝ	���lÝ�� F Ý2Ü)àVÝ
� 8 ��8 � $&% ��7 �!%'$'
���6��

E ¾Ð¹�ª¼«2µh¹�©ÆºX«`´�¨�¬H·;´ � ª�«5®�¾Ð«H¨ZºX¹3«H¯°© � ¯°«H¸q¹�«+¯³©M«H¨Zº³¯³«`«H´hµ
(a, b) ∈ (N∗)2 ºX«+ª�É8´'«

log p/ log q = a/b
»'§aª�·;¯°©�ª�§­¸q«H©³´'¯³«

− logW
«H©ÆºM§l¯°¹3º³Ã�¸\²2ºX¹3É8´'«d®�« � §l©

ρ = − log p/a
Ê'Ï�«d¬H· U º¸\·$�;«+¨Û®�«`ªs¾ §lª3Á;·;¯°¹3ºXÃ'¸\«

E(Rn)
«H©Æº6²+É8´'¹3Ça§lª�«+¨ZºC»�É�´-§l¨'®

n
ºX«+¨�®~Ç;«H¯°©dªs¾¿¹3¨��-¨�¹s» Í

C nεF

(
logn

ρ

)
,

·#"
C
«H©°ºd´�¨�«`¬+·;¨�©°ºX§l¨ZºX«}®�·;¨�¨'²H« � §l¯

−2

ε(pε log p+ qε log q)

ρ

1 − e−ερ
,

«+º
F
«H©Æº6´'¨�«5ÔÕ·;¨�¬+º³¹�·;¨ � ²H¯°¹�·8®�¹�É�´�«5®'²��-¨�¹3«l» � ·;´�¯Sº³·;´'º

x ≥ 0
» � §l¯

F (x) =

∫ ∞

0

exp

(
−ερ

{
x−

log y

ρ

})
y1−εe−ydy.
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Ï{§Ûº%§a¹�ª�ª3«
n
®�´ ¯°²H©³«H§l´ «H©°ºq©°´ ��� ·;©³²+«�¹3¨�¬H·;¨'¨8´'«lÊ �ÅÃ-§lÉ�´�«~©Æº%§aº³¹�·;¨ «+©°ºq©³´ �/� ·;©°²H« � ·l©³©³²+®�«H¯´�¨ ��� �  2Ü��já
�8Ý)�-à�á C �(�-à����-á$#���Ý2»N¨�·lº³²��V¦uÊ> �·;´�¯Û²Hª�¹3¯³« ´�¨ Þ�Ý=���8Ý2Ü � §l¯°¸\¹`«+ª�ª�«+©H»Nª�«+©Û©°ºX§aºX¹3·;¨�©®�·;¹3Çl«H¨Zº�´'ºX¹3ª�¹�©°«H¯�ª3«¶¸ � ¸\«À§aª�Á;·;¯°¹3º³Ã�¸\«aÊSÏ�«À¬C§l©

n ∈ {0, 1}
²2º%§l¨Zº�ºX¯°¹3Ç8¹"§lªs»�·l¨ ©°´ ��� ·;©³« É�´�«

n ≥ 2
ÊKA � �lÞ F���Ü)áßà G �AÝ��M�  2Þ�ÝJK2àsá �
���8Ý`Þ�Ý=���8Ý2ÜÅ®-§a¨�©L©X§�Ç;«H¯°©³¹3·;¨�Ó�§l©³¹3É8´'«}«+©°ºNª�«5©°´�¹3Ça§l¨Zº .

� �E¨�¹ÄºX¹"§aª�¹�©³§aºX¹3·;¨À®�²+º³«H¯°¸\¹3¨�¹�©ÆºX« . Í ª"§ � ¯°«H¸q¹�½H¯°«�´�¨�¹ÄºX²�®'«�ºX«H¸ � ©+»�¬%Ã-§lÉ�´�«~©°ºX§aºX¹3·;¨ «+¨�Çl·;¹�«§l´ ¯³²H©°«C§l´�´�¨j¸q«H©°©X§lÁl«Û§CÇ;«+¬�©°·;¨�¨�´�¸q²H¯°·��V¦­Ê �Å·l¸\¸q«
n ≥ 2

»�¬%Ã-§l¬+´�¨�«Û®'²+ºX«+¬+º³«�´�¨'«K���ÞßÞ=á��2á �
�-Ê
�  �¯³·8¬H«+©³©³´'©N®'«4©³²+ª�«H¬2ºX¹3·;¨~§lª�²H§aºX·l¹�¯³« . ¬%Ã�§lÉ�´�«5©°ºX§aºX¹3·;¨ S Á;²H¨�½+¯³«a»�®�¾Ð´�¨�«4¸\§l¨�¹3½H¯³«d¹�¨�®'² � «H¨hÂ®-§l¨ZºX«a»�´�¨�«LÇl§a¯³¹"§aÓ�ª�«L§lª3²C§aº³·;¹�¯°«S®�«��4Ý2Ü������hÞßÞ=á

BS
®�« � §a¯X§l¸q½+º³¯³«

p
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+ G �EI	áßàsÜXÝ �����6Þ F���Ü)áßà G �AÝ��;:=<2Þ�ÝJK2àsá �
���8Ý`Þ�Ý=���8Ý2Ü
�
I ���hÜ

0 < x < y < 1 S
τ(x, y) = min (ν(x);µ(y)) ,

� � ÝJK
ν(x) = inf {i ≥ 1 : αi > x} ,

µ(y) = inf {i ≥ 1 : αi + πi < y} ,

� (αk)k≥0

Ý2à
(αk + πk)k≥0

�$�
�-à �8Ý	��� �	�háßàEÝ�� �8Ý � �lÜ)á � �HÞ�Ý����lÞ <=�là ��áßÜ%Ý�� � �(��� [0, 1]
@

π0 = 1
Ý2à S I ���hÜ i ≥ 1, πi =

i−1∏

j=0

Aj

α0 = 0
Ý2à S I ���8Ü i ≥ 1, αi =

i−1∑

j=0

πj Bj

� (Aj, Bj)j∈N

�$�
�-à��8Ý���Ü-<=�lÞ=á�� �là�á �
���Èá
��á
� ��� ��� K���� I	Þ�Ý �8Ý � �lÜ)á � �HÞ�Ý�� �lÞ <=�là ��áßÜ%Ý�� (A,B)
�8Ý

�lá��2àsÜ)á ���8àsá �
�
P(A = p, B = 0) = p, P(A = q, B = p) = q,

�
Ý2à
Ui,n

Ý��2à¼Þ%�
i
,)�AÝ I	Þ � � I-Ý2à�áßàEÝ � �lÜ2á � �HÞ�Ý �lÞ <=�là ��áßÜXÝ;I��lÜ���á n á � ��<
I-Ý)� � �(�-àEÝ�� S ���-á D ��Ü�� <)�AÝ)�-à�lá��2àsÜ)á ����<%Ý�� � �(���

[0, 1]
á � ��<
I-Ý)� � �(�-àEÝ�� �8Ý}Þ%� �	�8áßàVÝ

(Aj, Bj)
�

¦4§l¨�©Sª�§}©°«H¬2ºX¹�·l¨
�'Ê � »�ª�«N¬H·;¸ � ·;¯°º³«H¸q«H¨ZºS§a©'�8¸ � ºX·lº³¹�É�´�«N®�«6ªs¾ §lª3Á;·;¯°¹3ºXÃ'¸\«�«H©°ºÅ¯³«2ÔÕ·;¯³¸±´'ª�²N«H¨\ÔÕ·l¨�¬2ÂºX¹�·l¨�®'«}¬+«Hª3´�¹�®�´ÈºX«+¸ � ©L®�¾¿§l¯°¯ �+º
τ
Ê

( � � ()
+*�796 � 6 �Å·l¸ � ·;¯°º³«H¸q«H¨ZºA§l©'�8¸ � ºX·lº³¹�É�´�«�®�´ K�� �8àd¸q·$�;«H¨�®�«ÖªÌ¾¿§lª3Á;·;¯³¹ÄºXÃ�¸q«�9�@ A{ÝA¬+·�8'º
�?� ��Ý)� �8Ý`Þ>: �lÞ F���Ü)áßà G �AÝ E(Hn)

���(�AÝ2à�Þ>:=< @ �há � �lÞ�Ý)�-à �
� �
� I	à ��à�á @ �-Ý �	�há � �(�-à
E(Hn) = − logp(n) + E(dlogp(t2)e) + F (logp(n)) + R(n),

��L
t2
Ý��2àÙÞ%���$�
�-�AÝ �8Ý

2 �
�lÜ)á � �HÞ�Ý��>�lÞ <=�là ��áßÜ%Ý��6Ý�� I �
�¼Ý)�-àsáÌÝ2ÞßÞ�Ý��Lá
��á
� ��� �8Ý I��lÜ=�(� ,2à�ÜXÝ

1 S F Ý��2à ���¼Ý
D �
� K2àsá �
�7I�<2Ü)á ���lá @ �-Ý���<QC �-áÌÝ,I ���8Ü`à ���8à z > 0

I��lÜ
F (z) =
∫ ∞

0

y(1 − p1−{logp y−z})

(
dlogp(

1 − p1−{logp y−z}

1 − p
) + logp y − ze − blogp y − zc

)
e−ydy,

{z} = z − bzc
Ý��2àÑÞ%� I��lÜ)àsáÌÝ D)Ü'�@K2à�á �
� � �láßÜXÝ �8Ý

z
Ý2à

R(n)
Ý��2à ��� ÜXÝ��2àEÝ <2à � �lá <�� �(���`Þ%�&�>ÝJK2àsá �
�

3.4.3
�
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[0, 1]

»	ªÌ¾Ð«2µ � ¯°«H©³©°¹�·;¨À«)µ�§a¬+ºX«�®'«�ª"§A®�¹3©°º³¯³¹�Ó'´'ºX¹3·;¨Û®�«
Hn

«H©°º²+º%§aÓ�ª�¹3«lÊ
� 
'(�� (�� $ % $)(*"7= � @

P(Hn ≤ k) = n

∫ 1

0

(1 − t)n−1 dµk(t),

� E



������� + � �8à�� � �ZÝ)� �8Ý`Þ>: �6Þ F���Ü)áßà G �AÝ
��LqÞ%� �AÝ��	�8Ü%Ý �8Ý I	Ü��(��� �HáßÞ=áßà?<

µk
Ý��2à ��<JK2Ü)áßàEÝ � �(���LÞ%� �>ÝJK2à�á �
�

(3.5)
� � Ý I	Þ � � S @ ���(� � n àEÝ)� � � Ý2Ü��Þ>: á ��C �-á S �
� �\Þ>:=< @ �há � �lÞ�Ý)� K%Ý>�	�há � �(�-àEÝ

P(Hn > k) ∼

∫ 1

0

P(U2,n < t) dµk(t).
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Hn

®�§l¨�©Nª�«5¬C§a©d§a©'�8¸\²2ºX¯°¹�É�´�«lÊ
�\� � ��������� ���
	L�  �	
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Hn

6�¯°«H© � Ê
Pn

9L¬H«+©4É�´-§l¨ZºX¹ÄºX²H©6É8´�§l¨�®Öª3«uÁ;¯°·;´ � «­¹3¨�¹3º³¹"§lª�«+©°º®�«`º%§a¹�ª�ª3«
n
»	§lª3·;¯³©M¬+«H©d®�«H´hµ�Ça§l¯°¹"§lÓ�ª3«H©L§lª3²C§aº³·;¹�¯°«H©MÇ;²+¯³¹%�-«H¨Zºdª"§ � N)�AÝS¯°«Hª"§�ºX¹�·l¨�®'«­¯°²H¬H´'¯³¯³«+¨�¬H«u«+º·;¨�§'» � ·;´'¯
n ≥ 0

»
Hn = 1 + Pn

»-«+º � ·;´�¯
n ≥ 2

»
Pn

dist.
= 1 + P1,Sn 1{Sn 6=0} + P2,n 1{Sn=0},

§CÇ;«+¬
P0 = P1 = 0

»'«+º
Sn =

n∑

i=1

Bi(p).

·#"
(Bi(p))1≤i≤n

®�²+©³¹�Ál¨�«H¨Zº
n
Ça§l¯³¹�§lÓ�ª�«+©Ñ§lª�²H§aºX·;¹3¯³«+©Ñ¹3¨�®�² � «+¨�®-§l¨ZºX«+©S®�«��4Ý2Ü������hÞßÞ=á�®'« � §l¯³§l¸q½+ºX¯°«

p
Ê-¦6« � ª�´�©+»
4 � ·;´�¯

(m,n) ∈ N2 » P1,m

«+º
P2,n

©³·;¨ZºN¹�¨�®'² � «H¨�®-§a¨�º³«H©+Ê
4 � ·;´�¯

i = 1, 2
»�ª"§±Ça§l¯³¹�§lÓ�ª3«

Pi,m
§�ª�§±¸��+¸\«5®�¹3©°º³¯³¹�Ó'´'ºX¹3·;¨ÈÉ�´�«

Pm
ÊËdª�·;¯°©H» � ·;´�¯

n ≥ 0
»�ª�§~¯°«Hª�§aºX¹3·;¨¶®�«q¯³²H¬+´�¯³¯°«H¨�¬+«\Çl²H¯³¹%�-²H« � §l¯`ª�§~©°´�¹3º³«

(Pn)
� «H´hº �2ºX¯°«\¯°²H²H¬+¯³¹ÄºX«©°·;´�©Lª"§uÔÕ·;¯°¸\«5©°´�¹3Ça§l¨Zº³«

Pn
dist.
= 1 + PSn + Pn 1(Sn=0) − 1{n≤1}.
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� �láßà�á �
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� H0 = H1 = 1
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���8Ý}Þ�Ý=���8Ý2ÜuÝ)�Öà �(�-à @ �-Ý G ���hàEÝ	�hÜ��8Ý`Þ>: �lÜ��HÜXÝ �
���$�&K2á < S��LÛÝ)� K���ÜXÝ6Þ%�qÞ��
�@F��-Ý	�hÜ ��� K G Ý)��á ��Þ�Ý I	Þ � �4Þ��
�@F�� �(���6Þ>: �lÜ��HÜ%Ý�� + Ý2à�àVÝ�K��
� � Ý)�-àsá �
�¶Ý��2à �lá �5<2ÜXÝ)�-àVÝ�8Ý K%Ý2ÞßÞ�Ý��hà�áßÞ=á���<%Ý,I��lÜ � ,(� F S ���lá��`Þ�Ý K��
� I ��Ü)àEÝ)�AÝ)�-à �
� �
� I	à ��àsá @ �-Ý��8Ý`Þ>: �lÞ F���Ü)áßà G �AÝ �&: Ý)����<
I-Ý)� �I��
���
�
6�798 
�� ��6 = = @��LÝ)���lÜ @ � �
��� @ �-Ý ∀n ∈ N S �
� �

Pn ≤ Rn S à �láßÞßÞ�ÝAà ��à �lÞ�Ý �8Ý�Þ>: �lÜ��HÜXÝ S �;: ��LÞ>: á �-à?<HFlÜ'� �HáßÞ=áßà < �8Ý�Þ%� � �lÜ)á � �HÞ�Ý �lÞ <=�là ��áßÜ%Ý Pn

Ý2à	Þ%� �)�
� �¼Ý ��<QC �-áßàsá �
� �8Ý � �6à�Ü'�(��� D ��Ü)� <%Ý �8Ý � ��á����$�
�
�	�8Ü

R+
�

� 0



+ G �EI	áßàsÜXÝ �����6Þ F���Ü)áßà G �AÝ��;:=<2Þ�ÝJK2àsá �
���8Ý`Þ�Ý=���8Ý2Ü
� �����Î¤ � 1(+.','D1�) +.',%R+,+;1�)

�Å·;¨'©³¹�®'²H¯³·l¨�©�ª"§Û¸q·8®�½Hª3« I ��á����$�
�-áÌÝ)�-»Ñá
��Ý���ª�§�º%§a¹�ª�ª3«\®'´ Á;¯³·;´ � «�¹3¨�¹3º³¹"§lª�«+©°ºq§lª3²C§aº³·;¹�¯°«\¨�·aºX²H«
N ([0, x])

©³´'¹3Ça§l¨Zºq´�¨�«Ûª3·;¹M®�« � ��á����$�
�n®�¾Ð¹�¨ZºX«+¨�©³¹ÄºX²
x ≥ 0

ÊÑÏÙ§ � ¯°· � ·l©³¹3º³¹�·;¨ ©°´�¹3Ça§l¨ZºX«�®�·;¨'¨�«´�¨�«u¯°« � ¯°²H©°«H¨Zº%§aº³¹�·;¨ � ¯³·;Ó�§lÓ�¹�ª3¹�©ÆºX«`®�«uª�§�à�Ü'�(��� D ��Ü�� <%Ý �8Ý � ��á����$�
��®'«­ª�§\©³´'¹3ºX«}®�«+© � ¯°·lÔÕ·;¨�®�«+´�¯³©¸\·$�;«+¨�¨�«+©
(Pn)

Ê
� 
'(�� (�� $ % $)(*"7= � @�� ���8Ü

x > 0 S
E(PN ([0,x])) = E

(
+∞∑

i=0

1

πi
1{t1>xπi ; t2≤x(αi+πi)}

)
,

��L S �2á (Aj, Bj)
Ý��2à ���¼Ý>�	�8áßàEÝ �8Ý5ÜA<=�lÞ=á�� �là�á �
���4á
��á
� ��� ��� K����&I	Þ�Ý �8Ý�� � �lÜ2á � �HÞ�Ý�� �lÞ <=�là ��áßÜ%Ý�� (A,B)���
�-à�Þ%� �lá��2à�Ü)á ���hà�á �
� Ý��2à ���
� �&<%Ý,I��lÜ

P(A = p, B = 0) = p, P(A = q, B = p) = q.

�lÞ���Ü��}Þ�Ý��>�	�háßàEÝ��
(πi)i≥0

Ý2à
(αi)i≥0

�$�
�-à ��<QC �-áÌÝ�� I ���8Ü
i ≥ 1

I��lÜ
πi =

i−1∏

j=0

Aj, αi =

i−1∑

j=0

πj Bj,
6 �'Ê � 9

� � ÝJK π0 = 1
Ý2à
α0 = 0

�

� <)�?�
���2àsÜ'�là�á �
� � �h·l¹3º
h
ª�§�àsÜ'�(��� D ��Ü�� <%Ý��8Ý � ��á����$�
�_®�«H© � ¯°·lÔÕ·;¨�®�«+´�¯³©L¸q·$�;«H¨'¨�«H©

h(x) = E(PN ([0,x])).Ë6ª�·l¯³©H»'ª"§�¯³«+ª"§aº³¹�·;¨�®'«}¯°²H¬+´�¯³¯°«H¨�¬+«
(3.2)

� ·l´�¯Mª"§±©°´�¹3º³«
(Pn)n≥0

®�«2Çh¹3«H¨Zº
h(x) = h(px) + h(qx) e−px + 1 − (1 + x)e−x.

�h´�¹3Ça§l¨Zº�ªÌ¾¿§ ��� ¯°·h¬%Ã'«N®'« ��E�� FÌ»Z´�¨\©³¬%Ã�²+¸A§}¹3º³²H¯X§�ºX¹3Ô	®�¹3¯³«+¬+º�®�«+Ç8¹�«+¨Zº � ·;©³©°¹�Ó�ª3«L´'ºX¹3ª�¹�©³§l¨Zº�´�¨�«LÔÕ·;¯°¸±´hÂª"§aº³¹�·;¨ � ¯°·;Ó-§lÓ'¹�ª�¹3©°º³«6®�«`ª"§�®�«+¯³¨�¹3½H¯°«}²+É�´-§aºX¹3·;¨~¬H·;¸q¸q«4©³´�¹Äº
h(x) = h(px) + h(qx) e−px + f(x) = E

(
h(Ax)

A
e−Bx

)
+ f(x),

6 �'Ê � 9
·#"

(A,B)
«H©Æºd´'¨�¬+·;´ � ª3«}®'«`Ça§l¯°¹"§lÓ'ª�«H©S§lª�²H§aºX·;¹3¯³«+©S®�«`®�¹�©ÆºX¯°¹�Ó�´'º³¹�·;¨

P(A = p, B = 0) = p, P(A = q, B = p) = q,«+º
f(x) = (1 − (1 + x)e−x).

C ¨~®�²)�-¨�¹ÄºLª"§±©³´'¹3ºX«�á
��á
� �5®�«+©N¯°²C§lª3¹�©³§aºX¹3·;¨�©
(Ai, Bi)i∈N

®�´~¬H·;´ � ª�«
(A,B)

Ê C ¨~¨�·lº³«`§l´�©³©°¹Ì» � ·;´�¯
n ∈ N

«+º
x ≥ 0

»
Xn+1 = AnXn,

Yn+1 = BnXn,

, 	



������� + � �8à�� � �ZÝ)� �8Ý`Þ>: �6Þ F���Ü)áßà G �AÝ
§CÇ;«+¬­ª3«H©M¬+·;¨�®�¹ÄºX¹�·l¨�©M¹�¨�¹ÄºX¹�§lª�«+©

X0 = x, Y0 = 0. �§l¯L¹3ºX²+¯X§aº³¹�·;¨'©S®�«`ªÌ¾Ð²HÉ�´-§aº³¹�·;¨ 6 �'Ê � 92»�·l¨�·lÓ'ºX¹3«H¨Zºd§l´
(n+ 1)ieme ¨�¹ÄÇ;«H§l´

h(x) = E

(
h(Xn+1)∏n

i=0Ai
e−

Pn+1
i=0 Yi

)
+ E

(
n∑

i=0

e−
Pi

j=0 Yj
f(Xi)∏i−1
j=0Aj

)
.

�Å·;¸q¸q«l» � ¯³«H©°É�´�«u© 8�¯³«+¸\«+¨�ºH»-É�´-§l¨�®
n→ +∞

Xn+1 = x

(
n∏

i=0

Ai

)
→ 0,

«2º
h′(0) = 0

»-§lª3·;¯³©
h(x) = E

(
+∞∑

i=0

1

πi

(
1 − (1 + πix)e

−πix
)
e−αix

)
,

·#"~ª3«H©L©³´�¹ÄºX«+©
(πi)i≥0

«2º
(αi)i≥0

©°·;¨Zºd®'²��-¨�¹3«H© � §l¯ 6 �'Ê � 9%Ê
�Å·;¸q¸q«6ª�«+©S©³´'¹3ºX«+©

(αi)i≥0

«+º
(αi + πi)i≥0

©³·l¨�ºH» � ¯°«H©³É�´�«`© 8�¯³«+¸\«+¨�ºH»-®-§l¨�©Mªs¾¿¹3¨ZºX«H¯ÆÇa§lª�ª3«
[0, 1]

»hª"§ÔÕ·;¨'¬+ºX¹3·;¨
h
� «H´'º �2ºX¯³«`¯°« � ¯°²H©³«+¨ZºX²H«­¬H·;¸q¸q«4©³´�¹Äº

h(x) = E

(
+∞∑

i=0

1

πi
1{t1>αix ; t2<(αi+πi)x}

)
.

6 �'Ê ,�9
Ï{§ � ¯³· � ·;©°¹3º³¹�·;¨�«+©°º6§l¹�¨'©³¹ � ¯°·;´'Çl²H«lÊ
� ·;´'ºLª3«5ª�·;¨�Á_®�«`¬+«}¬%Ã�§ � ¹3º³¯³«a»�·;¨�¬H·;¨�©°«H¯ÆÇ;«H¯³§\ª3«H©L¨�·lºX§aºX¹3·;¨�©S¹3¨�º³¯³·8®�´�¹ÄºX«H©M®�§l¨�©L¬H«2º³ºX« � ¯°«H´'Çl«lÊ
����� ��� 0*/ # 1(+.'*' 1�) +.'*%R+ +;1�)

Ï�¾¿²2º%§ � «A©°´�¹3Ça§l¨Zº³«A«H©Æº�ª"§�®�² � ·;¹3©³©³·l¨�¹�©³§aºX¹3·;¨ � ¯³·;Ó-§aÓ�¹�ª3¹�©°º³«_®�«
(3.5)

©°´�¹3Ça§l¨Zºuª"§�¸q²+º³Ã�·8®�«A®�«
� 0 �GF{«2ºN¬H«}§ �-¨~®�¾Ð·;Ó'º³«H¨�¹3¯Nªs¾¿«)µ � ¯³«+©³©³¹3·;¨�«2µ'§l¬+º³«`®�´ K�� �8à�¸q·+�l«H¨�®�«`ªÌ¾¿§lª�Ál·;¯³¹ÄºXÃ�¸q«

E(Hn)
Ê

� 
'(�� (�� $&%'$ (*" =�; @�� ���8Ü
n ≥ 2 S

E(Hn) = 1 + E




τ(U1,n,U2,n)−1∑

i=0

1

πi


 ,

��L S I ���8Ü 0 < x < y < 1 S
τ(x, y) = min (ν(x);µ(y)) ,

ν(x) = inf {i ≥ 1 : αi > x} ,

µ(y) = inf {i ≥ 1 : αi + πi < y} ,Ý2à
Ui,n

Ý��2àNÞ%�
i
�>,)�AÝ I	Þ � � I-Ý2à�áßàVÝ � �lÜ)á � �HÞ�Ý I��lÜ���á n � �lÜ)á � �HÞ�Ý��&�lÞ <=�là ��áßÜXÝ��_á � ��<
I-Ý)� � �(�-àVÝ�� S � �-á&�D ��Ü�� <)�AÝ)�-à �lá��2à�Ü2á ����<%Ý�� �	�8Ü

[0, 1] S á � ��<
I-Ý)� � �(�-àVÝ����8Ý}Þ%� �	�háßàEÝ (Aj, Bj)j≥0

�

, �



+ G �EI	áßàsÜXÝ �����6Þ F���Ü)áßà G �AÝ��;:=<2Þ�ÝJK2àsá �
���8Ý`Þ�Ý=���8Ý2Ü
� <)�?�
���2àsÜ'�là�á �
� �  Ù·;´�¯

x > 0
»;«+¨�®�²H¬+·;¸ � ·;©³§l¨Zº � §l¯�¯³§ ��� ·;¯°º�§l´�¨�·;¸±Ó'¯³«M®�« � ·;¹�¨Zº³©

(N ([0, x]))®-§l¨�©5ªs¾¿¹3¨�º³«H¯ÆÇl§aª�ª�«
[0, x]

®�¾Ð´�¨ � ¯³·8¬H«+©³©³´'©5®�« � ��á����$�
�È®�¾¿¹3¨ZºX«H¨'©³¹3º³²
1
»o·;¨¶·;Ó'º³¹�«H¨Zº6É8´'«l» � ·;´�¯

0 <
a < b < 1

»
P(t1 > ax , t2 < bx) =

+∞∑

n=2

P(t1 > ax , t2 < bx, N ([0, x]) = n)

=

+∞∑

n=2

P(t1 > ax , t2 < bx|N ([0, x]) = n)P(N ([0, x]) = n)

 �·;´�¯
n ≥ 2

»Z©X§a¬%Ã-§l¨ZºSªs¾¿²2Ç;½H¨'«H¸q«H¨Zº
{N ([0, x]) = n}

»�ª�«L¬+·;´ � ª3«N®'«NÇa§l¯°¹"§lÓ�ª3«H©
(t1, t2)

§}ª�§}¸
�H¸q«®�¹�©ÆºX¯³¹3Ó�´'º³¹�·;¨ÖÉ�´�«_ª3«±¬H·;´ � ª�«
(xU1,n, xU2,n)

®�«H©5®�«+´hµ � ª3´�© � «+ºX¹ÄºX«+©6Ça§l¯³¹�§lÓ�ª�«+©5§lª3²C§aº³·;¹�¯°«H© � §l¯³¸q¹
n
¹3¨�®�² � «+¨�®-§l¨ZºX«+©d´'¨�¹3ÔÕ·;¯°¸\²+¸\«+¨ZºM®�¹�©ÆºX¯°¹�Ó�´�²+«H©L©³´'¯

[0, x]
Ê-Ëdª�·;¯°©H»�·;¨~·;ÓhºX¹�«+¨ZºLªÌ¾Ð¹�®�«+¨�º³¹3º³²4©³´�¹ÄÇa§l¨ZºX«

P(t1 > ax, t2 < bx) =
+∞∑

n=2

P(U1,n > a, U2,n < b)
xn

n!
e−x

= E

(
+∞∑

n=2

1{U1,n>a,U2,n<b}
xn

n!
e−x

)
.

Ï�¾Ð¹�¨'®�² � «H¨�®�§l¨�¬H«}®�«`ª"§±©°´�¹3º³«
(Ai, Bi)

«2ºL®�´�¬H·;´ � ª�«
(t1, t2)

¹�¸ � ª�¹3É8´'«6É�´�«
E(PN ([0,x])) = E

(
+∞∑

i=0

1

πi

+∞∑

n=2

1{U1,n>πi , U2,n<(αi+πi)}
xn

n!
e−x

)
.

×NºX¹3ª�¹3©X§l¨ZºMª3«4ºXÃ�²+·;¯³½+¸\«5®�« � ´�Ó�¹3¨�¹Ì»h¬H«2º³ºX«}«2µ � ¯°«H©°©³¹�·l¨ � «H´'º �2ºX¯³«`¯°²H²H¬+¯³¹ÄºX«}§l¹�¨'©³¹
+∞∑

n=2

(
E

(
+∞∑

i=0

1

πi
1{U1,n>πi , U2,n<(αi+πi)}

))
xn

n!
e−x.

Ï�¾Ð¹�®'«H¨ZºX¹%�-¬C§aº³¹�·;¨ ®�«\ª"§�¯°« � ¯°²H©°«H¨Zº%§aº³¹�·;¨n®�«Aª�§ à�Ü'�(��� D ��Ü)� <%Ý �8Ý � ��á����$�
� 6ßÇ;·;¹3¯­ª�§Û¦6²)�-¨�¹3º³¹�·;¨ � 9
E(PN ([0,x]))

§CÇ;«H¬}ªÌ¾Ð¹�®'«H¨ZºX¹ÄºX² � ¯°²H¬+²H®�«+¨�º³«u¹3¸ � ª3¹�É�´�«dÉ8´'«l» � ·;´�¯
n ≥ 2

E(Pn) = E

(
+∞∑

i=0

1

πi
1{U1,n>πi , U2,n<(αi+πi)}

)
.

�Å·;¸\¸q«l» � ¯°«H©°É8´'«4©>8�¯°«H¸q«H¨ZºC»8ª"§`©³´'¹3ºX«
(αi)i≥0

«+©°ºÅ¬H¯³·l¹�©³©³§l¨ZºX«NÇ;«H¯°©Å´�¨'«dÇa§l¯³¹�§lÓ�ª3«L§lª�²H§aºX·;¹3¯³«M¨�·aºX²H«
α ∈ [0, 1]

«+ºÅÉ�´�«l»h®�¾ §a´'ºX¯°« � §l¯ÆºC»8ª"§`©³´�¹ÄºX«
(αi + πi)i≥0

«+©°ºÅ®�²H¬+¯³·;¹3©³©X§a¨�º³«6Ç;«+¯³©Mª�§}¸
�H¸q«dª3¹�¸q¹3º³«
α
»ªÌ¾Ð²HÁZ§lª3¹3º³²6©³´'¹3Ça§l¨ZºX«`«H©Æº6²2º%§lÓ'ª�¹�«

{i ≥ 0 : U1,n > πi , U2,n < αi + πi} = [0, τ(U1,n, U2,n) − 1],·#"�» � ·;´�¯
0 < x < y < 1

»
τ(x, y) = min (ν(x);µ(y)) ,

ν(x) = inf {i ≥ 1 : αi > x} ,

µ(y) = inf {i ≥ 1 : αi + πi < y} .

, �



����� � �>� �lÞ �+�>Ý �>� �
� I	à ��à�á @ ��Ý ��� + � �8à�� � ��Ý)�
�
6�798 
�� ��6 =�� @ � �(���4Þ�Ý K=�
� ���
� �Há �lá���< S Þ�Ý�K����&I	Þ�Ý (A,B)

Ý��2à ���
� �&< I��lÜ
1/2(1, δ1/2) S ��L δ��<��2á F(�¼Ý4Þ%�?�AÝ��	�hÜXÝ��8Ýd¦6¹3¯X§l¬ � �6á ���2á S

πn =
1

2n
, αn =

1

2

n−1∑

i=0

1

2i
δ1/2,

Ý2à ���
� K`Þ%�\Þ=á ��áßàEÝ
α � <2Ü)á CSÝ

E(α) = 1/2
�

�\��� � � ' ��� � 	 � � � � 
È�{�`�{£ 
q¡�	  ~¡ ��������� ���
	L�
C ¨Û§�ªs¾¿¹3®�«H¨ZºX¹ÄºX² � ¯³«H©°É�´�«2ÂÎ©>8�¯°«u©³´'¹3Ça§l¨ZºX«

E




τ(U1,n,U2,n)−1∑

i=0

1

πi
|U1,n, U2,n


 = Φ(U1,n, U2,n),

·#"
Φ(x, y) = E




τ(x,y)−1∑

i=0

1

πi


 .

���! ��� 021!8 � ' 8 +�+ 1�'&% : /�%P+ 1(+ 4 1�'�� 8 ),+�154$# ' 6�� %*4�4�� +
�Eª{«H©Æº4¬Hª�§l¹�¯MÉ�´�«­ª"§_¬Hª3²­®�«­ªÌ¾¿§l¨-§lª%�8©³«`®�´Û¬+·;¸ � ·;¯ÆºX«+¸\«+¨�º6§l©!�h¸ � º³·lºX¹3É8´'«­®�«}ªÌ¾¿§lª3Á;·;¯³¹ÄºXÃ�¸q«6«+©°ºª3«4ºX«H¸ � ©M®�¾¿§l¯°¯ �+º

τ
®�²)�-¨�¹ � §l¯L¯³§ ��� ·;¯°ºN§l´8µ~®�«H´8µ~©³´�¹ÄºX«+©d§aª�²C§�ºX·;¹3¯³«H©

(αi)i≥0

«2º
(αi + πi)i≥0

Ê
�h·l¹3º

(γi)
ª"§�©³´'¹3ºX«5®'«H©LÇl§a¯³¹"§aÓ�ª�«+©M§lª�²H§aºX·l¹�¯³«+©S®�²)�-¨�¹�« � §a¯

(γi)i∈N
= {j ≥ 0 : Bj = p}.

�Å«Ñ©³·;¨Zº�ª�«+©�¹3¨�©°ºX§l¨ZºX©Ù®�«�©³§l´'º³©�®�«Ñª"§L©³´'¹3ºX«+©Ò§aª�²C§�ºX·;¹3¯³«
(αi)i≥0

«+ºC»0¹3¨�Çl«H¯°©³«H¸q«H¨ZºH»l¬H«+´hµ}®�¾¿§l¯³¯ �+º�®�«Ñª"§©°´�¹3º³«
(πi+αi)i≥0

Ê �Eª'«H©Æº�©³¹3¸ � ª�« Í Ç;²+¯³¹���«H¯�É�´�«S¬+«H©�¹3¨�©°ºX§l¨ZºX© � «H´'Çl«H¨Zº �+º³¯³«S®'²��-¨�¹3©�¯³²+¬H´�¯°©³¹ÄÇ;«H¸q«H¨Zº¬+·;¸\¸q«N©³´�¹Äº B
γ0 = G0

«+º
γn+1 = 1 + γn +Gn+1

»'·#"
(Gn)n≥0

«H©ÆºM´�¨�«6©³´�¹ÄºX«±á
��á
� �d®'«4Çl§a¯³¹"§aÓ�ª�«+©§lª3²C§aº³·;¹�¯°«H©S®'«}ª3·;¹¼Ál²H·;¸q²+º³¯³¹�É�´�«5®'« � §l¯X§l¸q½+º³¯³«
q
¨'·lºX²+«

Geo(q)
ºX«+ª�ª3«4É�´�«l» � ·;´�¯

k ∈ N
»�·;¨�§

Geo(q)(k) = q pk.

 Ù·;´�¯MºX·;´hºL«H¨ZºX¹3«H¯
i ≥ 0

»�·;¨�§
α1+γi

= p

i∑

j=0

πγj
.

Ëdª�·;¯°©H»�¹3ª¼«H©ÆºdÔ�§a¬H¹�ª3«4®�«5Ç;·l¹�¯MÉ�´�«
ν(x) ∈ {1 + γi : i ∈ N},

µ(y) 6∈ {1 + γi : i ∈ N}.×LºX¹�ª3¹�©³§l¨Zº5´�¨�«q®�¹�©°¬H´�©°©³¹3·;¨ ©°´�¯}ª"§ � ·l©³¹3º³¹�·;¨¶®'´ º³«H¸ � ©­®¼¾ §l¯°¯ �2º
τ
� §l¯`¯³§ ��� ·;¯°º Í ª"§È©³´'¹3ºX«

γ
»�·;¨²2º%§lÓ�ª3¹3ºÅª�«5ª�«+¸\¸q«4©°´�¹3Ça§l¨ZºN®�·;¨ZºNª"§±®�²+¸\·l¨�©°º³¯X§aº³¹�·;¨È«+©°ºd®�·;¨�¨�²+«`«H¨�Ø6Ê
,(�



+ G �EI	áßàsÜXÝ �����6Þ F���Ü)áßà G �AÝ��;:=<2Þ�ÝJK2àsá �
���8Ý`Þ�Ý=���8Ý2Ü
� 6�7 796 � @ A � D �
� K2àsá �
�

φ : (x, y) 7−→ E

(∑τ(x,y)−1
i=0 1/πi

)
� <2Ü)á CSÝ`Þ>:=<HF �lÞ=áßà?< �	�8á � �(�-àVÝ

Φ(x, y) = dlogp(y)e +
(
dlogp(ρ(logp(y))y)e − blogp(y)c

)
1Ω(x,y)

+ E




τ(x,y)−1∑

i=1+dlogp(ρ(logp(y))y)e

1

πi
1{γ0=blogp(y)c;γ1=dlogp(ρ(logp(y))y)e}


 1Ω(x,y).

��L
Ω(x, y) = {(x, y) ∈ (]0, 1[)2 : dlogp(y)e = dlogp(x)e}

ρ(z) =
1 − p1−{z}

1 − p

Ý��2à � �¼Ý�D �
� K2à�á �
�7I�<2Ü)á ���lá @ �-Ý��;: �(� I	Þ=áßà � �8Ý 1
�

�
6�798�
 ���:6 =��!@ A : Ý)���>Ý)���HÞ�Ý
Ω

I-Ý	�8à N2à�ÜXÝ ��<QC �-á S �;: � �¼Ý ���(�-á ,2Ü%Ý < @ �há � �lÞ�Ý)�-àEÝ S I��lÜ
Ω(x, y) = {(x, y) ∈ [0, 1]2; pdlogp(y)e < x < y}.

+ �nÝ)� ��< ���háßà @ �-Ý � �&�AÝ��	�hÜXÝ � <2Ü)á CSÝ
P(Ω(U1,n, U2,n)) = n(n− 1)

∫ 1

0

(∫ y

pdlogp ye
dx

)
(1 − y)n−2dy

= n(n− 1)

∫ 1

0

y(1 − p1−{logp(y)})(1 − y)n−2dy

∼ g(logp(n))

@ � �(� � n àVÝ)� � � Ý2Ü��`Þ>: á ��C �-á S ��L g Ý��2à � �¼Ý�D �
� K2àsá �
�7I�<2Ü)á ���lá @ �-Ý���<QC �-áÌÝ,I��lÜ
g(z) =

∫ ∞

0

y(1 − p1−{logp(y)−z})e−ydy.

� �! �Î¤ ��-0/!) 1$4 2!)>1 6 1�� 8>3 +.8 %R+ +;1�) ' %('*) 4$#0+ 1R+ +.-%8 1�'
� 
'(�� (�� $ % $)(*"7=�� @ A{ÝL¬+·�8'º	�?� ��Ý)�

E(Hn)
���(�AÝ2à�Þ%� D ��Ü��
�8Þ�Ý	�
� � � I	à ��àsá @ �-Ý �	�8á � �(�-àVÝ

E(Hn) = − logp(n) + E
(
dlogp(t2)

⌉
) + F (logp(n)) + R(n),

��L
F
Ý��2à ���¼Ý D �
� K2à�á �
�7I�<2Ü)á ���lá @ ��Ý���<QC �-áÌÝ,I ���hÜ`à ���hà z > 0

I��lÜ
F (z) =
∫ ∞

0

y(1 − p1−{logp y−z})

(
dlogp(

1 − p1−{logp y−z}

1 − p
) + logp y − ze − blogp y − zc

)
e−ydy

Ý2à
R(n)

Ý��2à ���¶ÜXÝ��2àVÝ ��<QC �-áÌÝ I��lÜ
R(n) =

E



(

τ(U1,n,U2,n)−1∑

i=1+dlogp(ρ(logp(U2,n))U2,n)e

1

πi
)1{γ0=blogp(U2,n)c;γ1=dlogp(ρ(U2,n)U2,n)e} 1Ω(U1,n,U2,n)



 .

, �



����� � �>� �lÞ �+�>Ý �>� �
� I	à ��à�á @ ��Ý ��� + � �8à�� � ��Ý)�
� <)�?�
���2à�Ü'�làsá �
� �L×Nº³¹�ª3¹�©X§a¨�ºÅª�«5ª3«H¸q¸\«

3
»-·;¨�§

E(Hn) = E
(
dlogp(U2,n)e

)
+ E

(
(dlogp(ρ(logp(U2,n))U2,n)e − blogp(U2,n)c)1Ωn

)

+ E



(

τ(U1,n,U2,n)−1∑

i=1+dlogp(ρ(logp(y))y)e

1

πi

)1{γ0=blogp(U2,n)c;γ1=dlogp(ρ(U2,n)U2,n)e} 1Ωn



 ,

·#"
Ωn = Ω(U1,n, U2,n).Ï�«H©L©°«H´�ª3©Lº³«H¯°¸\«+©N¨'·;¨~¨�²HÁ;ª3¹�Á;«H§lÓ�ª3«H©S©°·;¨Zº

T1(n) = E
(
dlogp(U2,n)e

)

T2(n) = E
(
(dlogp(ρ(logp(U2,n))U2,n)e − blogp(U2,n)c)1Ωn

)

� ´-§l¨'®
n
ºX«H¨'®ÖÇ;«H¯°©`ªÌ¾Ð¹�¨��-¨'¹Ì»

nU2,n

¬+·;¨ZÇ;«H¯°Á;«_«H¨À®�¹3©°ºX¯°¹�Ó�´hºX¹�·l¨�Ç;«+¯³©`´�¨�«±Ça§l¯°¹"§lÓ'ª�«­§lª�²H§aºX·;¹3¯³«
t2
»©°·;¸\¸q«È®�«�®�«H´8µjÇa§l¯°¹"§lÓ'ª�«H©Èá
��á
� ����«2µ � ·;¨�«H¨Zº³¹�«Hª3ª�«+©q®'« � §a¯X§l¸q½+º³¯³«

1
Ê�Ë6ª3·;¯³©+»�ª�« � ¯°«H¸q¹�«H¯±º³«H¯°¸\«©³§aºX¹3©°Ô�§l¹ÄºSªÌ¾Ð²HÁ;§lª�¹ÄºX²6©°´�¹3Ça§l¨Zº³«

T1(n) = E(dlogp(t2) − logp(n)e) +O(
1

n
).

�h·l¹3º
D
»hÔÕ·;¨�¬+º³¹�·;¨~®�«

− logp(n)
»'ª"§�®�¹
�o²H¯°«H¨�¬+«

D(− logp(n)) = E(dlogp(t2) − logp(n)e) −
(
E(dlogp(t2)e) − logp(n)

)

�Eª�«+©°ºd©³¹3¸ � ª3« Í Ç;²+¯³¹���«H¯LÉ�´�«
D(z) = D({z}) − bzc,®�·l¨�¬

lim
n→+∞

n D(− logp(n)) = lim
z→+∞

p−z D(z) = 0,§l¹3¨�©³¹¼·;¨~·;Ó'ºX¹3«H¨ZºLÉ�´�«
T1(n) = − logp(n) + E(dlogp(t2)e) +O(

1

n
).

Ï�«5®�«+´hµh¹�½H¸q«5ºX«+¯³¸q«l»-É�´�¹�©H¾Ð²H¬+¯³¹Äº
T2(n) = n(n− 1)

∫ 1

0

(
dlogp(ρ(logp(y))y)e − blogp yc

)
y(1 − p1−{logp(y)}) (1 − y)n−2 dy,

«+©°º\§l©'�8¸ � ºX·aºX¹�É�´�«+¸\«+¨Zº_²HÉ�´�¹3Ça§lª3«H¨ZºC»Ò¸\·8®�´�ª3·
O(1/n)

» Í
F (logp(n))

·("
F
«H©°ºq´�¨'«~ÔÕ·l¨�¬+º³¹�·;¨

� ²H¯°¹�·8®�¹�É�´�«4®'²��-¨�¹3« � ·;´'¯
z > 0

� §a¯
F (z) =
∫ ∞

0

y(1 − p1−{logp(y)−z})

(
dlogp(

1 − p1−{logp(y)−z}

1 − p
) + logp(y) − ze − blogp(y) − zc

)
e−ydy.

, ,



+ G �EI	áßàsÜXÝ �����6Þ F���Ü)áßà G �AÝ��;:=<2Þ�ÝJK2àsá �
���8Ý`Þ�Ý=���8Ý2Ü
� ¨�« �o«+ºH»
|F (logp(n)) − T2(n)| ≤

∫ n

0

∣∣∣(1 −
y

n
)n−2 − e−y

∣∣∣ dy +

∫ ∞

n

logp(ρ(logp(y/n))) y e−ydy

+
1

n
F (logp(n)) + 2e−n

C Ó'©³«H¯ÆÇ;·;¨'©6É�´�«
∫ ∞

n

logp(ρ(logp(y/n))) y e−ydy = n2

∫ ∞

1

logp(ρ(logp y))y e
−nydy.

 Ò§l¯Ù®�²H¬+·;¸ � ·;©°¹3º³¹�·;¨5©°´�¯�ª�§S©³´�¹ÄºX«Ñ®�¾Ð¹�¨ZºX«+¯°Ça§lª�ª3«H© (
[pk+1, pk]

) »>·;¨}·;Ó'ºX¹3«H¨ZºÙÉ�´�«�ª�§M®�«H¯°¨�¹�½+¯³«�¹�¨ZºX²+Á;¯X§aª�««H©°ºd®�·;¸q¹�¨'²H« � §a¯N´'¨�«`©³·;¸q¸\«5Ál²H·;¸q²+º³¯³¹�É�´�«5«2ºL®�·;¨�¬`ªs¾¿¹3¨�²HÁZ§aª�¹3º³²6©°´�¹3Ça§l¨ZºX«a» � ·l´�¯
n > 2

»
∫ ∞

1

logp(ρ(logp(y))) y e
−nydy ≤

pn−2

1 − p
.

Ë6ª�·l¯³©H»
F (logp(n)) − E

(
(dlogp(ρ(logp(U2,n))U2,n)e − blogp(U2,n)c)1Ωn

)
= O(

1

n
).

� �! � � ��' + + 4 %R+,+;1$) 6 8 4 1�' + 1
Ï�¾Ð²+º%§ � « �-¨-§aª�«5«H©ÆºN®�¾¿«+©°º³¹�¸q«H¯Mª�«5¯°«H©ÆºX«

R(n) = E


(

τ(U1,n,U2,n)−1∑

i=1+dlogp(ρ(logp(U2,n))U2,n)e

1

πi

)1{γ0=blogp(U2,n)c;γ1=dlogp(ρ(U2,n)U2,n)e} 1Ωn


 .

¦6«­©°¹�¸ � ª�«+©S¬C§aª�¬H´'ª�©M¹�¸ � ª3¹�É�´�«H¨ZºMÉ�´�«a» � ·l´�¯
x, y ∈ [0, 1]

»'«+º
K > k > 0

»�·l¨Û§

E




τ(x,y)−1∑

i=K

1

πi
1{γ0=k;γ1=K}



 ≤ (1 − δ)K

√

E

(
(

1

δ2
)τ(x,y)

)
,

·#"
δ = min(p, q)

Ê
Ï{«`¯°²H©³´'ª3º%§�ºL©³´�¹ÄÇl§a¨�ºN©°«H¯X§q§l®�¸q¹�©+Ê
� (*"�� 6 � %+� 

6 = @ A{Ý`àVÝ)� I � �;: �lÜ)Ü	N2à

τ
� �là�á�� D��láßà

sup
x∈[0,1]

E

(
(

1

δ2
)τ(x,x)

)
<∞.

,��



����� � �>� �lÞ �+�>Ý �>� �
� I	à ��à�á @ ��Ý ��� + � �8à�� � ��Ý)�
�
6�798 
�� ��6 = � @ A � K��
���CÝJK2à
�hÜXÝ ��Ý��2à
���¼Ý¶ÜXÝ��2à�Ü2áHK2à�á �
� á �-à
�8áßàsá � Ý �	�hÜÖÞ�Ý �?�
�AÝ)�-à\Ý�� I �
�¼Ý)�-�à�áÌÝ2Þ ����àEÝ)� I � �;: �lÜ)Ü	N2à

τ
� ��ÞßÞ�Ý�Ý��2à �?��àsá � <%Ý I��lÜ��8Ý�� �2á �
�8Þ%�làsá �
��� ��� � <2Ü)á @ �-Ý�� ����á F�������� S ����� � �8Ý

x :→ E
(
( 1

δ2 )
τ(x,x)

) �hà�áßÞ=á�� �(�-à�Þ%��� <2à G ���8Ý��8Ý � �
�-àEÝ � + �lÜ2Þ����
+ �)�>Ý2Ü � �
��� @ �-Ý S I ���hÜqÞ�Ý K=�
�?�Há �lá���< ����á F�������� � S Þ�Ý&��� �;á �
� � K���Ü)ÜXÝ��
I �
� �<����� � �lÞ�Ý	�8Ü��&��� � < �Ü)á @ �-Ý�� �8Ý x ���hà ���hÜ �8Ý

0.5 S �?� �ZÝ)� �¼Ý �8Ý�Þ%�ÖÞ=á ��áßàEÝ�I	ÜXÝ�� @ �-Ý � � �hÜXÝ α �8Ý�� �8Ý	��� �	�háßàEÝ��
(αi)

Ý2à
(αi +πi)

Þ���Ü�� @ �-Ý i àEÝ)� � � Ý2Ü��LÞ>: á ��C �-á
� + Ý ��� �;á �
� � Ý��2à �8ÝMÞ>: ��Ü �lÜXÝ �8Ý
1014 S K%Ý @ �há�Ü'�lá��$�
� � � �HÞ�Ý

� � @ ��Ý
E(τ) ≤ 14 log4(10) ≈ 23.25

� ���8Ü4Þ�Ý�K=�
� �Há �lá���< ����á F�������� � S p = 0.2, p = 0.8 S K��
�-�AÝ δ = 0.2 S Þ�Ý�D��láßà @ �-Ý5Þ�Ý ��� �;á �
� � Ý��2à
�8Ý`Þ>: ��Ü �lÜXÝ��8Ý

1080 Ý��2à ��� ���2á �@KJK%Ý
I	à � �HÞ�Ý5@
E(τ) ≤ 57.22

�
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.0/�132 �hÊ � 4 �S§l©L¨�·;¨~Ó�¹"§a¹�©³² B'©³¹�¸u´�ª"§aº³¹�·;¨'©Å®�« x :→ E
(
4τ(x,x)

) Ê
�Eª�«+©°ºd©³¹3¸ � ª3«4®�«5Ç;·l¹�¯MÉ�´�«l» � ·;´�¯

0 ≤ x < y ≤ 1
»

τ(x, y) ≤ max(τ(x, x), τ(y, y)).Ëdª�·;¯°©H»�´'º³¹�ª3¹�©X§a¨�ºÅª"§�¬H·l¨ �°«H¬2ºX´�¯°«��l»-·;¨~·;Ó'ºX¹3«H¨ZºLÉ�´�«
R(n) ≤ C E

(
(1 − δ)dlogp(ρ(U2,n)U2,n)e

)
,·#"

C = sup
x∈[0,1]

√

E

(
(

1

δ2
)τ(x,x)

)
.

×LºX¹�ª3¹�©³§l¨ZºSª"§±¸
�H¸q«5¸q²+ºXÃ'·h®�«5É�´�« � ·;´�¯Mª"§±ÔÕ·;¨'¬+ºX¹3·;¨
F
»�·#"

n
º³«H¨�®~Ç;«+¯³©NªÌ¾Ð¹�¨���¨�¹Ì»8·;¨�§

E
(
(1 − δ)dlogp(ρ(U2,n)U2,n)e

)
≤ E

(
(1 − δ)dlogp(U2,n)e

)
∼

(
1

n

)logp(1−δ)

.

, �
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.0/�132 �'Ê � 4 �S§l©LÓ�¹"§a¹�©³²>B
p = 0.2, p = 0.8

Ê �8¹�¸±´�ª�§aºX¹3·;¨�©�®�«
x :→ E

(
( 1

δ2 )
τ(x,x)

) Ê

�Å«H¬H¹{¹3¸ � ª3¹�É�´�«dÉ8´'«
R(n) = O(

1

nlogp(1−δ)
).

C ¨�¬H·l¨�¬Hª3´'ºLÉ�´�«
E(Hn) = − logp(n) + E

(
dlogp(t2)e

)
+ F (logp(n)) +O(

1

nlogp(1−δ)
).

�A��� �K£������Ò£���¡È�{£2�­�  ~¡ �������  �	
���������­�`��£2����� 	

¦4§a¨�©�¬+«+º°ºX«Å©°«H¬2ºX¹�·l¨�»>¹�ªZ©°«H¯X§ � ª�´'©Ò§ �/� ¯³· � ¯³¹�²�®¼¾¿´'º³¹�ª3¹�©³«+¯�ª�«+©�¨�·aº%§aº³¹�·;¨�©�©°´�¹3Ça§l¨Zº³«H© 	
p0 = p, p1 =

q
» � ·;´�¯�®�²)�-¨�¹3¯Ñ¯°²H¬+´�¯³©°¹3Ç;«+¸\«+¨ZºÅª�§4©³´�¹ÄºX«L®�¾Ð¹�¨ZºX«+¯°Ça§lª�ª3«H©

(In
k )
§l©°©³·8¬H¹�²+© Í ª�§5®�²H¬+·;¸ � ·;©°¹3ºX¹3·;¨±Ó�¹3¨-§l¹3¯³«®�«`ªÌ¾Ð¹�¨ZºX«+¯°Ça§lª�ª3«

[0, 1]
®-§l¨�©Lª�§_Ó�§l©³«

(p0, p1)

{
I0
0 = [0, 1]
In+1
k =

(
In+1
k−1

)
+

+ pk−2bk/2c I
n
bk/2c,·#"

(I)+

®�²H©°¹�Á;¨'«}ªs¾¿«)µ8ºX¯³²+¸\¹ÄºX²4®'¯³·;¹ÄºX«5®�«`ªÌ¾Ð¹�¨Zº³«H¯°Ça§lª3ª�«
I
Ê �Eª�«H©°ºN¬+ª"§l¹3¯SÉ�´�«

(In
k )+ =

k∑

i=0

|In
i |,

·#"
|I|

«H©°ºNª�§±ª�·;¨�Ál´�«H´�¯M®'«}ªs¾¿¹3¨ZºX«H¯ÆÇa§lª�ª3«
I
Ê

�h·;¹3º
n ∈ N

«+º
0 ≤ k ≤ 2n+1 − 1

Ê �Å·;¨�©°¹�®�²+¯³·;¨'©Nª�§±®�²H¬+·;¸ � ·;©°¹3º³¹�·;¨ÈÓ�¹3¨-§l¹3¯³«4®�«
k
Í ªÌ¾Ð·;¯³®'¯³«

n

k = a0 + a12 + . . .+ an2n.

 �·;´�¯
0 ≤ i ≤ n

»
ai ∈ {0, 1}

Ê�Ë6ª3·;¯³©+»�ª"§±ª3·;¨�Á;´'«H´�¯M®�«`ªs¾¿¹3¨�º³«H¯ÆÇl§aª�ª�«
In+1
k

«+©°º
|In+1

k | =
n∏

i=0

pai
.

,�E



������� � á��2à�Ü)á ���hà�á �
� ��� + � �8à �8Ý`Þ>: �6Þ F���Ü)áßà G �AÝ
,N§ ��� «Hª3·;¨�©ÅÉ�´�«

Hn
«H©ÆºMª"§­ª�·;¨�Ál´�«H´�¯�®�´�¬%Ã�«+¸\¹3¨�¯³«+ª�¹�§l¨ZºSª"§}¯X§l¬+¹�¨�«d®�«4ªs¾ §l¯°Ó�¯³«6§l´ÖÞ�Ý=���8Ý2Ü)Ê��Å·;¨�©³¹IÂ®�²+¯³·;¨'©Nª3«5¸\·8®�½+ª�« I ��á����$�
�-áÌÝ)��	 � ·;´�¯

k ∈ N
«2º
x > 0

»-·;¨~·;Ó'º³¹�«H¨ZºLªs¾¿¹3®�«H¨ZºX¹ÄºX²4©°´�¹3Ça§l¨Zº³«
{HN ([0,x]) > k} = {∃i ∈ [0, 2k − 1] : N (xIk

0 ) = . . . = N (xIk
i−1) = 0 , N (xIk

i ) ≥ 2}.Ëdª�·;¯°©H»
P(HN ([0,x]) ≤ k) = e−x + x

2k−1∑

i=0

|Ik
i |e

−(Ik
i )+.

6 �'Ê�� 9
C ¨~®�²���¨�¹3ºNª"§±©°´�¹3º³«`®�«H©L¸q«H©³´'¯³«H©N®�« � ¯°·;Ó-§lÓ�¹3ª�¹ÄºX²

(µk)
� §l¯

µk(t) =

2k−1∑

i=0

|Ik
i | δ(Ik

i )+

.
6 �'Ê ��9

Ëdª�·;¯°©H»�ªs¾¿²+É8´�§aºX¹3·;¨
(3.6)

� «+´'º �+ºX¯°«`¯³²H²+¬H¯°¹3ºX«`©°·;´�©Lª"§uÔÕ·;¯°¸\«5©°´�¹3Ça§l¨Zº³«
P(HN ([0,x]) ≤ k) = e−x + x

∫ 1

0

e−xt dµk(t).
6 �'Ê�E 9

 Ù·;´�¯5·;Ó'º³«H¨�¹3¯4ª"§\®�¹�©ÆºX¯³¹3Ó�´'º³¹�·;¨Ö®'«
Hn

»�·;¨¶´hºX¹�ª3¹�©°«u´�¨�«�®'² � ·;¹�©°©³·;¨�¹3©X§aº³¹�·;¨ � ¯³·;Ó�§lÓ�¹�ª3¹�©ÆºX«u®'«�¬H«+º°ºX«®�«+¯³¨�¹3½H¯°«}²+É�´-§aºX¹3·;¨�Ê
� 
'(�� (�� $&%'$ (*" � >!@�� ���8Ü

n ≥ 2 S
P(Hn ≤ k) = n

∫ 1

0

(1 − t)n−1 dµk(t),

��L�Þ%�&�AÝ��	�8Ü%Ý �8Ý I	Ü��(��� �HáßÞ=áßà?<
µk

Ý��2à ���
� �&<%Ý,I��lÜ 6 �'Ê ��9��
� <)�?�
���2à�Ü'�làsá �
� � � ¨`®�²H¬+·;¸ � ·;©³§l¨Zº{ªÌ¾Ð²HÉ�´-§aº³¹�·;¨

(3.8)
� §a¯�¯X§ �/� ·;¯Æº{§l´`¨�·;¸uÓ�¯³«�®�« � ·;¹3¨�º³©

(N ([0, x]))®-§a¨�©LªÌ¾Ð¹�¨ZºX«+¯°Ça§lª�ª3«
[0, x]

®�¾¿´'¨ � ¯°·h¬+«H©°©³´�©d®�« �/��á����$�
�_®�¾Ð¹�¨Zº³«H¨�©°¹3ºX²
1
»'·;¨�·lÓ'ºX¹3«H¨ZºLÉ�´�«

P(HN ([0,x]) ≤ k) = e−x

(
1 + x

∫ 1

0

ex(1−t) dµk(t)

)

=
+∞∑

n=0

P(Hn ≤ k)
xn

n!
e−x,

®�¾Ð·#"
P(HN ([0,x]) ≤ k) = e−x

(
1 +

+∞∑

n=0

(n + 1)

(∫ 1

0

(1 − t)ndµk(t)

)
xn+1

(n+ 1)!

)
.

 �§l¯`¹�®�«+¨�º³¹��-¬H§aºX¹3·;¨À§CÇ;«+¬\ª�§�®�²��-¨'¹3ºX¹3·;¨À®�«_ª"§Öà�Ü'�(��� D ��Ü)� <%Ý �8Ý � ��á����$�
�-»�·;¨À·;Ó'º³¹�«H¨Zº}ª�«�¯°²H©°´�ª3ºX§aºÇl·;´�ª�´¼Ê
� ¨�´'ºX¹3ª�¹�©³§l¨ZºSªs¾¿¹3®�«H¨ZºX¹ÄºX²4©°´�¹3Ça§l¨Zº³«

1 − n(1 − t)n−1 = 1 − nt (1 − t)n−1 − n(1 − t)n,ª3«5¬H·;¯°·;ª�ª�§l¹�¯°«d©°´�¹3Ça§l¨ZºN«H©Æºd¹3¸\¸q²H®'¹"§aºHÊ
, 0



+ G �EI	áßàsÜXÝ �����6Þ F���Ü)áßà G �AÝ��;:=<2Þ�ÝJK2àsá �
���8Ý`Þ�Ý=���8Ý2Ü
� ()
'( � � 8 $ 
+6 � @ �/���8Ü

k ∈ N S �
�<�AÞ>:=< @ �há � �lÞ�Ý)� K%Ý �	�há � �(�-àEÝ @ ���(� � n àEÝ)� � � Ý2Ü��5Þ>: á ��C �-á S
P(Hn > k) ∼

∫ 1

0

P(U2,n < t) dµk(t),

��L
U2,n

Ý��2à{Þ%���8Ý	���;á ,)�AÝ I	Þ � � I-Ý2à�áßàEÝ � �lÜ)á � �HÞ�Ý/�lÞ <=�là ��áßÜ%Ý I��lÜ)��á n á � ��<
I-Ý)� � �(�-àEÝ�� ���-á D ��Ü�� <)�AÝ)�-à
�lá��2àsÜ)á ����<%Ý�� �	�hÜ

[0, 1]
�

�A��� � � �}�}��£)��� � 	   ��� � 	L¢Ñ�{£+�­�  �	�� 	�'­ �	S� ��� 	S� ��£+�­� � '`�
	u���

 £ 	L�~��	

Ï�¾¿§lª�Á;·l¯³¹3º³Ã�¸q«A®�¹ÄÇh¹3©³«~´�¨ Á;¯³·l´ � «~¹3¨�¹3º³¹"§lªÑ®�«
n
²+ª�²+¸\«+¨�º³©\«+¨j®'«H´hµ ©°·;´�©ÆÂÎÁ;¯³·l´ � «+©\©°«Hª3·;¨jª3«H©

� ·;¹3®�©
p
«+º
q
·#"

q = 1 − p
	Å§l´hºX¯³«+¸\«+¨ZºA®�¹ÄºAª�§ � ¯³·;Ó-§aÓ�¹�ª3¹3ºX²ÈÉ�´�¾Ð´�¨�²+ª�²+¸\«+¨�ºA©³·;¹Äºq¸\¹3©q®�§l¨�©ª�« � ¯³«+¸\¹3«H¯_©³·l´�©ÆÂÎÁ;¯³·;´ � «�«H©Æº
p
Ê �Å«�®�«+¯³¨�¹3«H¯q«H©°º\®�¹ÄÇh¹3©³² Í ©°·;¨jº³·;´�¯_«H¨j®�«H´8µ�©°«Hª3·;¨jª3«H© � ·l¹�®�©

(p(0, 0), p(0, 1))
Ê�Ï�«~©³«+¬H·;¨'®j©°·;´�©ÆÂÎÁ;¯³·l´ � «È«+©°ºq¹�Ál¨�·;¯³²a»�©X§a´'Ô6©°¹Sª�« � ¯³«H¸q¹�«+¯±«H©Æº_Çh¹3®�«lÊ�¦4§l¨�©_¬H«¬C§l©+»�ª�«­©³«H¬+·;¨�®¶©°·;´�©ÆÂÎÁ;¯³·l´ � «u«H©°º4®�¹3Ç8¹�©°² � §a¯4ªÌ¾¿§lª�Ál·;¯³¹ÄºXÃ�¸q«5©³«+ª�·;¨Öª3«H© � ·;¹3®�©

(p(1, 0), p(1, 1))
Ê�Ï�«

� ¯³·8¬H«+©³©³´'©4®�«}©³²Hª3«H¬2ºX¹�·l¨Û§lª3²C§aº³·;¹�¯°«5©³´�¹Äºd§lª�·;¯°©L´�¨�«}¬%Ã-§��"¨'«­®�« �<�lÜ�� � � (Xk)k∈N

®�·;¨Zº6ª�§�¸A§aº³¯³¹3¬H«®�«5ºX¯X§a¨�©³¹ÄºX¹�·l¨È«H©°ºd®�·;¨'¨�²H« � §l¯
(
p(0, 0) p(0, 1)
p(1, 0) p(1, 1)

)
.

� ����� � 0������ +�� +�������� 3 ���!�"�>1$# ��% # � � 4'&��'(*) 1

A B C D

A B C D

O A B

A B

p(0,0) p(0,1)

p(1,0) p(1,1)

p q

I0
0

I1
0

I1
1

σ1
0

σ1
1

.0/�132 �'Ê,+ 4.-�ª�«+¬+º³¹�·;¨~®�´ Þ�Ý=���8Ý2ÜÅË 	
H0

4 = 4, H1
2 = 3, H2

2 = 2, H3
1 = 1

Ê
�h´ ��� ·l©³·;¨�©�É�´�«l»h§ � ¯°½H©

k
¹3º³²H¯³§aºX¹3·;¨�©H»Zª3«L¨�·;¸±Ó�¯°«d®¼¾¿²+ª�²H¸q«H¨Zº³©Å¨�·;¨\²Hª3¹�¸q¹�¨�²+© � §l¯ÑªÌ¾¿§lª�Á;·l¯³¹3º³Ã�¸q««H©°º

n
Ê5.d·lº³·;¨�©4§aª�·;¯°©

Hk
n

ª3«­¨�·l¸±Ó�¯³«­®�¾Ð²+º%§ � «+©4¨�²H¬+«H©°©X§l¹3¯³«H© � ·;´'¯6®�²2ºX«H¯°¸\¹3¨�«H¯Nª�«qÞ�Ý=���8Ý2Ü � §l¯Æº%§l¨Zº®�«5¬H«2º³ºX« � ·;©³¹ÄºX¹3·;¨�Ê8¦u¾Ð´�¨�« � §l¯ÆºC»'¹3ª¼«+©°ºL¬Hª�§l¹�¯�É�´�«l» � ·;´�¯Sº³·;´'ºM«+¨ZºX¹�«+¯
k ∈ N

»�·;¨~§
Hk

0 = Hk
1 = 1

Ê
�0/



������� �6Þ F���Ü2áßà G �AÝ��;: ��Þ�ÝJK2à�á �
� �8Ý��{Ý=���8Ý2Ü����	Ý2Ü��2á �
� ���lÜ � � � áÌÝ)� �¼Ý
¦u¾¿§l´'º³¯³« � §l¯ÆºC» Í ¬%Ã-§lÉ�´�«�¨�¹ÄÇ;«C§a´

k ≥ 0
®�«~ªs¾ §l¯°Ó�¯³«a»�ª"§Ö¯°«Hª�§aºX¹3·;¨ ®�«~¯³²+¬H´�¯°¯³«H¨'¬H« � ·;´'¯

n ≥ 2©+¾¿²+¬H¯³¹ÄºC» � ·;´�¯Lª�§ G ���hàEÝ	�hÜÅ¬H·;¸q¸\« � ·;´�¯Mª�§�I	Ü��HD �
� �8Ý	�hÜ ���	�;á ���lÞ�Ý2»h©³·;´�©Nª"§uÔÕ·l¯³¸q«5©³´�¹ÄÇl§a¨�º³« B
P k

n
dist.
= 1 + P k+1

1,Sn(Xk) 1(Sn(Xk)6=0) + P k+1
2,n 1(Sn(Xk)=0),·#"

4 ©°¹
B
®�²H©°¹�Á;¨�«M´'¨�«MÇl§a¯³¹"§aÓ�ª�«M§aª�²C§�ºX·;¹3¯³«Å®'·;¨Zº

(Bi)1≤i≤n
©°·;¨Zº

n
¯°²C§lª3¹�©X§�ºX¹�·l¨�©Ò¹3¨�®�² � «H¨'®-§l¨ZºX«+©H»§aª�·;¯°©Sª"§uÇa§l¯°¹"§lÓ�ª3«5§lª3²C§aº³·;¹�¯°«

Sn(B)
«+©°ºN®�²���¨�¹�« � §l¯

Sn(B) =

n∑

i=1

1{Bi=0},

4 � ·;´�¯
(m,n, k) ∈ N3 » P k

1,m

«2º
P k

2,n

©°·;¨Zºd¹3¨�®�² � «+¨�®-§l¨ZºX«+©H»
4 � ·;´�¯

i ∈ {1, 2}
»hª"§±Ça§l¯³¹�§lÓ�ª3«

P k
i,m

§�ª�§_¸
�H¸q«4®�¹3©°º³¯³¹�Ó'´'ºX¹3·;¨ÈÉ�´�«
P k

m

Ê
Ëdª�·;¯°©H»>§l´

kieme ¨�¹3Çl«C§l´�»>ªs¾¿²+É�´-§aºX¹3·;¨`®�«�¯³²+¬H´�¯°¯³«H¨'¬H« � ·;´�¯�ª�§S©³´�¹ÄºX«�®�·;´'Ó�ª�«+¸\«+¨�ºÙ¹3¨�®�«2µh²+« (P k
n )n,k∈N©+¾¿²+¬H¯³¹Äº

P k
n

dist.
= 1 + P k+1

Sn(Xk) + P k+1
n 1(Sn(Xk)=0) − 1(n≤1),

6 �'Ê�
 9
§CÇ;«+¬­¬+·;¸q¸\«4¬+·;¨�®�¹ÄºX¹3·;¨�©M¹�¨'¹3ºX¹�§lª�«+© B

P k
0 = P k

1 = 0
Ê

����� �Ì¤ �.� �*�>1 �*� 3 ���!� ) ��
 1 �
�Å·;¨�©°¹�®�²+¯³·;¨'©M´�¨ÈÁ;¯³·l´ � «6®�«

n
²+ª�²H¸q«H¨Zº³©M©³¹3º³´�²5§l´

kieme ¨�¹ÄÇ;«H§l´È®�«4ªs¾ §l¯°Ó�¯³«4§l©³©°·h¬+¹�² Í ªs¾ §aª�Á;·aÂ¯°¹3ºXÃ'¸\«4®¼¾¿²+ª�«H¬2ºX¹3·;¨�»
k ≥ 1

Ê ,d§ �/� «+ª�·;¨�©Mªs¾¿²+É�´-§aºX¹3·;¨
(3.9)

P k
n

dist.
= 1 + P k+1

Sn(Xk) + P k+1
n 1(Sn(Xk)=0) − 1(n≤1).

.N·lºX·;¨'© � §l¯
en,k−1

ª�«.I��
����< K��
�-�
� �Ö®'«�¬H«+©
n
²+ª�²H¸q«H¨Zº³©±©³¹ÄºX´�²+©±§l´

kieme ¨'¹3Ç;«H§l´ ®�²)�-¨�¹ � §l¯ª3«H´�¯°© � ·l©³¹3º³¹�·;¨'©�©°´�¯SªÌ¾¿§l¯°Ó�¯³«4®'´�¯X§l¨ZºMª3«H©S¨'¹3Ç;«H§l´hµ � ¯³²+¬H²+®�«H¨ZºX©+»�Ó�¯X§l¨'¬%Ã�«5®�«4ÁZ§a´�¬%Ã�«5·;´È®�«6®�¯³·;¹ÄºX«aÊ
C ¨�§

en,k−1 =

n∏

i=1

X i
k−1 =

{
1

©³¹Ì» � ·;´'¯Lº³·;´'ºL¹3¨�®�¹�¬+«
1 ≤ j ≤ n

»
Xj

k−1 = 1
»

0
©³¹�¨'·;¨�Ê

�Å·;¸q¸q«�ª�«H©
n
²Hª3²H¸q«H¨ZºX©}·;¨Zºuª3«_¸��+¸\« � §a©³©³²a»

en,k−1 = Xj
k−1

� ·;´�¯`´�¨ ¹�¨�®'¹�¬H«q§l¯°Ó�¹3º³¯X§l¹3¯³«
j ∈

{1, . . . , n}
Ê C ¨�®�²)�-¨�¹ÄºLª"§�©³´�¹ÄºX«5®�«5ÔÕ·;¨'¬+ºX¹3·;¨�©

(hk)k≥0

� §l¯
hk(x) = E(P k

N ([0,x])),·#"
N ([0, x])

®�²+©³¹�Ál¨�«`ª�«5¨�·;¸uÓ�¯³«5®�« � ·;¹�¨ZºX©
(tn)n≥1

®-§l¨�©NªÌ¾Ð¹�¨Zº³«H¯°Ça§lª3ª�«
[0, x]

®�¾Ð´�¨ � ¯³·8¬H«+©³©³´'©6®�«
� ��á����$�
�_®�¾Ð¹�¨ZºX«+¨�©³¹ÄºX²

1
Ê�Ëdª�·;¯°©H»

� 
'(�� (�� $&%'$ (*"�������� ���8Ü
x > 0 �

h0(x) = E

(
+∞∑

j=0

1

πj
1(t1>xπj ; t2≤x(πj+αj))

)
,

6 �'Ê�� / 9
���

(πj)j≥0

Ý2à
(αj)j≥0

�$�
�-à �8Ý	�����	�háßàEÝ�� �8Ý � �lÜ)á � �HÞ�Ý����lÞ <=�là ��áßÜXÝ�����<�� �-áÌÝ��,I��lÜ 6 �'Ê%� � 9	�
���



+ G �EI	áßàsÜXÝ �����6Þ F���Ü)áßà G �AÝ��;:=<2Þ�ÝJK2àsá �
���8Ý`Þ�Ý=���8Ý2Ü
� <)�?�
���2àsÜ'�là�á �
� � �h·l¹3º

k ≥ 1
Ê  Ò§l¯/ �·l¹�©³©°·;¨�¹3©X§aº³¹�·;¨È®�«}ªÌ¾Ð²HÉ�´-§�ºX¹�·l¨

(3.9)
»�·;¨~·;Ó'º³¹�«H¨ZºNÉ�´�«

hk(x) = E

(
P k+1

SN ([0,x])(Xk) + P k+1
N ([0,x]) 1(SN ([0,x])(Xk)=0)|X

1
k−1 = 0

)
P(Xk−1 = 0)

+ E

(
P k+1

SN ([0,x])(Xk) + P k+1
N ([0,x]) 1(SN ([0,x])(Xk)=0)|X

1
k−1 = 1

)
P(Xk−1 = 1) + P(t2 ≥ x),·;´�®¼¾¿´�¨'«}¸\§l¨�¹3½H¯°«5²HÉ�´�¹3Ça§lª3«H¨ZºX«5´'¨�«­²+É�´-§aºX¹3·;¨ÈÔÕ·;¨�¬2ºX¹�·l¨�¨�«Hª3ª�«

hk(x) =
(
hk+1(p(0, 0) x) + hk+1(p(0, 1) x) e−p(0,0) x

)
P(Xk−1 = 0)

+
(
hk+1(p(1, 0) x) + hk+1(p(1, 1) x) e−p(1,0) x

)
P(Xk−1 = 1) + P(t2 ≥ x),É8´¼¾¿·;¨�ºX¯³§l¨�©°ÔÕ·l¯³¸q«`§l¹�¨�©°¹

hk(x) = E
(
hk+1(p(Xk−1, 0) x) + hk+1(p(Xk−1, 1) x) e−(p(Xk−1,0) x

)
+ P(t2 ≥ x).

6 �'Ê%�#��9
Ï�¾Ð²HÉ�´-§�ºX¹�·l¨

(3.11)
«+©°ºN²HÉ�´�¹ÄÇl§aª�«H¨Zº³« Í
hk(x) = E

(
hk+1(U

Xk−1 x)

AXk−1
e−BXk−1x

)
+ P(t2 ≥ x)

·#"�»-©X§a¬%Ã-§l¨Zº
Xk

»
(AXk , BXk)

«H©Æºd´'¨�¬+·;´ � ª3«5®�«5Çl§a¯³¹"§aÓ�ª�«+©L§lª�²H§aºX·;¹3¯³«+©S®�«`®�¹�©ÆºX¯°¹�Ó�´'º³¹�·;¨
P
(
AXk = p(Xk, 0), BXk = 0|Xk

)
= p(Xk, 0), P

(
AXk = p(Xk, 1), BXk = p(Xk, 0)|Xk

)
= p(Xk, 1).

 �·;´�¯
k = 0

»�á
��Ý�� Í ª�§_¯³§l¬H¹3¨�«5®�«`ªÌ¾¿§l¯°Ó�¯³«`§l©°©³·8¬H¹3² Í ªs¾ §lª3Á;·;¯°¹3ºXÃ'¸\«L®�¾Ð²Hª3«H¬+º³¹�·;¨¼»�·;¨�§
p = P(X0 = 0), q = P(X0 = 1).¦6·;¨�¬

h0(x) = E

(
h1(U x)

A
e−B x

)
+ P(t2 ≥ x)·#"�ª3«5¬H·;´ � ª�«

(A,B)
«+©°ºN®�²)�-¨�¹ � §l¯
P (A = p, B = 0) = p, P(A = q, B = p) = q.×NºX¹3ª�¹3©X§l¨ZºM¬+«}©°¬%Ã�²H¸\§_¹3ºX²+¯X§aº³¹3ÔV»h·;¨�§'» � ·l´�¯

n ≥ 0
»

h0(x) = E

(
hn(πn x)

πn

e−αn x

)
+ E

(
n−1∑

j=0

e−αj x

πj

1(t2≥πj x)

)
,

·#"�» � ·;´'¯
i, j ∈ {0, 1}

�'µh²H©+»Åª�§ ©°´�¹3º³«
(Ai

k, B
i
k)k≥1

«H©°ºA¹ÌÊÐ¹ÌÊÐ®�Ê�®�«�¸��+¸\«~®�¹3©°ºX¯°¹�Ó�´hºX¹�·l¨ É�´�«Ûª�«¬H·;´ � ª�«
(Ai, Bj)

ºX«Hª�É�´�«
P
(
Ai = p(i, 0), Bi = 0

)
= p(i, 0), P

(
Ai = p(i, 1), Bi = p(i, 0)

)
= p(i, 1).Ï{«+©6©°´�¹3º³«H©

(πj)j≥0

«2º
(αj)j≥0

©°·;¨Zº6®'«H´hµ�©³´'¹3ºX«+©L®�«}Ça§l¯°¹"§lÓ'ª�«H©L§aª�²C§�ºX·;¹3¯³«H©M®'²��-¨�¹3«H©+» � ·;´�¯
j ≥ 1

»
� §l¯

πj = A

j−1∏

l=1

AXl
l , αj = B +

j−1∑

l=1

BXl
l πl,

6 �'Ê%� � 9
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������� �6Þ F���Ü2áßà G �AÝ��;: ��Þ�ÝJK2à�á �
� �8Ý��{Ý=���8Ý2Ü����	Ý2Ü��2á �
� ���lÜ � � � áÌÝ)� �¼Ý
§CÇ;«+¬

π0 = 1
«2º
α0 = 0

Ê
�Å·;¸q¸\«Åª"§6©°´�¹3º³«

(πj)j≥0
¬H·;¨ZÇ;«+¯³Á;« � ¯°«H©°É8´'«d© 8�¯³«+¸\«+¨�º�Çl«H¯°©

0
»;«+º�«H¨_´'ºX¹3ª�¹3©X§l¨Zº�ª3«H©�¬+·;¨�®�¹ÄºX¹3·;¨�©¹3¨�¹3º³¹"§lª3«H©

Hk
0 = Hk

1 = 0
� ·;´'¯

k ∈ N
�'µh²l»-·;¨�·;Ó'º³¹�«H¨ZºLÉ�´�«
lim

n→+∞

(
hn(πn x)

πn

)
= 0

�Å«+¬H¹�¸q·;¨ZºX¯³«`É�´�«`ª"§uÔÕ·l¨�¬+º³¹�·;¨
h0

� «H´hº �2ºX¯°«}¯°« � ¯°²H©°«H¨ZºX²+«u©³·l´�©dª�§uÔÕ·;¯³¸q«5©³´'¹3Ça§l¨ZºX«
h0(x) = E

(
+∞∑

j=0

e−αj x

πj
1(t2≥πj x)

)
,

Ï�«H©Å©³´�¹ÄºX«H©
(πj)

«+º
(πj +αj)

©³·;¨Zº � ¯°«H©³É�´�«5© 8�¯³«+¸\«+¨ZºL®-§l¨�©Sªs¾¿¹3¨ZºX«H¯ÆÇa§lª�ª3«
[0, 1]

»8®�·;¨'¬5ª"§}ÔÕ·l¨�¬+º³¹�·;¨
h0

«H©°ºN®�·l¨�¨�²H« � §l¯
h0(x) = E

(
+∞∑

j=0

1

πj
1(t1>πjx ; t2<(πj+αj)x)

)
.

6 �'Ê�� � 9
Ï{§ � ¯³· � ·;©°¹3º³¹�·;¨�«+©°º6§l¹�¨'©³¹ � ¯°·;´'Çl²H«lÊ
Ï{§±®�² � ·;¹3©³©°·;¨�¹�©³§aºX¹3·;¨È®�«5ªs¾¿²+É8´�§aºX¹3·;¨

(3.13)
«H©ÆºN©³¹�¸q¹�ª�§l¹�¯°« Í ¬+«Hª3ª�«4«��¼«+¬+ºX´'²H«}«H¨

(3.3.3)
Ê�Ë6¹3¨�©³¹s»'ª3«¯°²H©³´'ª3º%§�ºL©³´�¹ÄÇl§a¨�ºL«+©°ºd·;Ó'º³«H¨�´

� 
'(�� (�� $&%'$ (*"�� � ��� ���8Ü
n ≥ 2 � �lÞ���Ü��

E(H0
n) = 1 + E




τ(U1,n,U2,n)−1∑

i=0

1

πi


 ,

��� � I ���8Ü 0 < x < y < 1 �
τ(x, y) = min (τ(x); τ(y)) ,

τ(x) = inf {i ≥ 1 : αi > x} ,

τ(y) = inf {i ≥ 0 : πi + αi < y} ,Ý2à
Ui,n

Ý��2à}Þ%�
i
,)�AÝ I	Þ � �.I-Ý2àsáßàEÝ � �lÜ)á � �HÞ�Ý �lÞ <=�là ��áßÜXÝ I��lÜ���á n á � ��<
I-Ý)� � �(�-àEÝ�� � ���-á D ��Ü�� <)�AÝ)�-à

�lá��2à�Ü)á ��� <%Ý�� �	�8Ü
[0, 1] � á � ��<
I-Ý)� � �(�-àEÝ�� �8Ý}Þ%� �	�8áßàVÝ (AXj

j , B
Xj

j

)
j≥0

�

����� ��� � %�����% 4 � & 3 ��#�& 1 4���# 1 3 %�� &����*� � 1 �*� % � �
¦4§l¨'©Nª3«5¬C§l©L¹3¨�®�² � «H¨'®-§l¨ZºC»�ª"§±¸\§aº³¯³¹�¬+«4®�«5ºX¯³§l¨�©°¹3ºX¹3·;¨È®�«2Çh¹3«H¨Zº

(
p q
p q

)

«2ºLª"§�©³´�¹ÄºX«5®�«+©NÇa§l¯°¹"§lÓ'ª�«H©S§lª�²H§aºX·;¹3¯³«+©
(Xk)k≥0

§�ª"§�¸��+¸\«6®�¹�©ÆºX¯³¹3Ó�´'º³¹�·;¨ÈÉ�´�«
p δ0 + q δ1.

�#�



+ G �EI	áßàsÜXÝ �����6Þ F���Ü)áßà G �AÝ��;:=<2Þ�ÝJK2àsá �
���8Ý`Þ�Ý=���8Ý2Ü
�Å·;¸\¸q«`ª"§�©³´'¹3ºX«`®�«+©6¯°²C§lª3¹�©X§�ºX¹�·l¨�©

(AXk , BXk)k≥0
«+©°º

i.i.d.
«+º6§qª�§_¸
�H¸q«`®�¹�©ÆºX¯°¹�Ó�´'º³¹�·;¨ÈÉ�´�«­ª�«¬H·;´ � ª�«`®�«5Ça§l¯³¹�§lÓ�ª�«+©M§lª3²C§aº³·;¹�¯°«H©

(A,B)
®�«`®�¹�©ÆºX¯³¹3Ó�´'º³¹�·;¨

P (A = p, B = 0) = p, P(A = q, B = p) = q,

«+ºNÉ�´�«
Hk

n
dist.
= H0

n := Hn
»�§lª�·l¯³©Mª"§- �¯°· � ·l©³¹3º³¹�·;¨ 6 � E 9 � §lÁ;«

53
«H©ÆºN¹�¸q¸\²+®�¹"§aº³«lÊ
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'(�*)+"�� �,�,�-�.�,�,�-�,�,�-�.�,�-�,�,�-�,�.�,�-�,�,�-�,�.�-� /�0�
�21 3%"4 657&98;:<�*);"=�>$?&>@A"%$?BC8;DE�-�,�,�-�.�,�-�,�,�-�,�.�,�-�,�,�-�,�.�-� /4F�
�HG �I�!JK L:<�*)+"��>$NM;O,PQJK L:<�!DC&9 #RS3%"��
'(�*)+"��9�9DC8;R��,�-�,�.�,�-�,�,�-�,�.�-� /4TUWVYX<V[Z \^]�_a`cb�bedafW_�d�gih%jlk^b�mcbednVoVpVpVoVpVoVqVpVoVpVoVpVoVpVqVoVpVoVpVoVpV r6sUWVYX<VYt \^daucbe]�gedafKvxwLv�yHz6f|{|wLb�}(z*~CyHdafcfWd�VoVqVpVoVpVoVpVoVpVqVoVpVoVpVoVpV r6s�
�
� �

)+���!JK L:<�*&9 #D �-�,�,�-�.�,�,�-�,�,�-�.�,�-�,�,�-�,�.�,�-�,�,�-�,�.�-� 0=��
�2� O,�
��DK'��*);��R-DK���EJKR*&?8+�!:<�!R��,�-�,�,�-�.�,�-�,�,�-�,�.�,�-�,�,�-�,�.�-� 0c1UWVY�<V[Z �CvxwLmcy[�[y[ve]qhcdo��jYwL�[�(z6b�y[v��c�Sdqdaf�wLb�mcbed�VpVoVpVoVpVoVpVqVoVpVoVpVoVpV r6tUWVY�<VYt k^f4wL�[�<gedohcd�be]�_a`cb�bedafW_�d�g^h%jYwLb�mcbedp�(]afW]abxwL�Hd�g!V>VoVpVqVoVpVoVpVoVpV r6X�
�H/ �i�
);R��!D��
'KD�$NM[&?�9D���JC�=);"=�>$9D����!:c��)�8�)2�!J7��������)+$?D �,�,�-�,�.�-� 0

�

¡n¢L£ ¤9¥�¦¨§N©�ª�«�¬^¦®­*©E¥
¯±°#²³²a°	´%µ�¶x²a·;°�°#¸³²�¹�ºL¹�·+ºL°¼»>½¿¾ÀµCÁ%µ�½+Â4¸³°	¹?¾ÄÃ�Á�° Ç °L¶I¸³·;Å<ÁÇÆ�ÈCÉ
Ê�Ë�Ì�ÍLÎ%ÏE¹�¾ÀµC½;Ð<Å<¶³·+² Ã�Ñ °#¸�´�¶IÅ�Ò%µ�Ò�·HÓ½+·;¸³²I°L¸ É Ã�·Ô¹�ºLÕ#Å Ñ ´
Å<¸³°LÁc²6Öi×%ØÚÙ(ÛÝÜ�Þàß�×%áÔß�â®Ù�ã<äaÙ�Ö¨¶IºLÕ#Ã�¶I¸³· Ç ° Ñ °LÁc²�Ã�Áå°LÁ�¸³° Ñ Ò�½+°�¹�¾æºL½;º Ñ °#Ác²a¸S°LÁÃ�ÁçÁ�Å Ñ Ò�¶I°�µ�½;ºLµC²aÅ<·+¶I°è¹�°|¸IÅ�Ã�¸xÓé°LÁ�¸³° Ñ Ò�½+°L¸oê³Ã�¸ É Ã�¾Ä»ëÕL° É Ã�°�²IÅ<Ã�¸�ÕL°#¸E¸IÅ�Ã�¸xÓé°LÁ�¸³° Ñ Ò�½+°L¸Eµ�·;°#ÁW²�Ã�ÁÕLµ�¶I¹�·+Á%µ�½�¸x²a¶³·;Õ#²I° Ñ °LÁc²i·;Á�ì�º#¶I·+°LÃ�¶í»SÃ�Á�Á�Å Ñ Ò�¶I°oî�ï=º

D
Ê ¯±°L¸^µ�½;Ð�Å<¶I·2² Ã�Ñ °L¸N¸IÅ<Ác²^½�µ�¶³Ð<° Ñ °LÁc²ðÃ�²I·;½;·+¸Iº#¸°#Á�·;Á�ì�Å<¶ Ñ µK²a· É Ã�°�µ�·+Á�¸I· É Ã�°�¹%µ�Á�¸.¹�·+ñ9ºL¶³°LÁc²a¸-´�¶³Å�²aÅ4ÕLÅ�½;°L¸ò¹�°èÕ#Å Ñ�Ñ Ã�Á�·;ÕLµC²a·+Å<Á	¸IÃ�¶-¹�°#¸,¸³Â4¸x²aó Ñ °L¸¹�·+¸³²I¶I·;Ò�Ã�ºL¸ Ê�ô Å<·;¶oõ¼Å Ã µ Ñ °L¹	°#²òöpÅ<Ò
°L¶³²�÷æø�ù*ú®´9Å<Ã�¶o´�½;Ã�¸p¹�°S¹�º*²�µ�·+½;¸ Ê

û Å<Ã�¶.Ã�Áü°LÁ�¸³° Ñ Ò�½;°E¹�Å<Á�Á�ºè¹�°EÕ6µC¶I¹�·+Á%µ�½
n ≥ D

ÖÚÃ�Áüµ�¶IÒ�¶³°E°#¸³²-Á%µK²aÃ�¶³°L½;½+° Ñ °LÁc²òµ�¸I¸³Å=Õ#·;ºE»|Ã�Áë²I°L½µ�½+Ð<Å<¶³·+² Ã�Ñ °7ý®½;µ	¶Iµ�ÕL·+Á�°�Õ#Å<Ác²a·+°LÁc²è½+°�Ð�¶IÅ<Ã�´
°�·;Á�·2²a·�µC½þÖ?½+°L¸�Á�Å4°LÃ�¹�¸�ÕLÅ<Ác²I·;°LÁ�Á�°LÁc²è½+°L¸�µ�Ã�²I¶I°L¸�¸IÅ<Ã�¸xÓÐ<¶³Å<Ã�´
°L¸ÿ°*²ðµ�·+Á�¸I·4¹�°�¸³Ã�·+²I° ÊHÊ+ÊHÊ�� ½;µqî%Á�¹�°oÕL°�´�¶³Å=Õ#°L¸³¸IÃ�¸#Öc½þ¾Äµ�¶IÒ�¶³°±Å<Ò=²a°LÁWÃ�°#¸³²ðÕ6µC¶aµ�Õ*²aºL¶³·;¸³º�´%µ�¶N¹�°L¸
�6Ï*Î4Ì����;Ï��NÕLÅ<Ác²a°#Á%µ�Ác² Ñ Å<·+Á�¸ÿ¹�°

D
ºL½+º Ñ °LÁc²a¸ÿ²aµ�Á�¹�·+¸ É Ã�°q²IÅ<Ã�¸ð¸I°#¸òÉ��±Î�Æ	�pÌ É�
�Ï
�*É?Ï��Ô°LÁ�ÕLÅ�ÁW²I·;°#Á�Á�°LÁc²µ�Ã Ñ Å<·+Á�¸

D
Ê ¯±°*²Sµ�½+Ð<Å<¶I·2² Ã�Ñ ° É Ã%µ�½+·+î%º�¹�°��

þÊ�
¿Ì�ÍLÎ%Ïò´9°#Ã�²��*²a¶³° Ç Ã�ÕLÅ Ñ�Ñ °�º#²aµ�Ác²-Ã�Áü´�¶IÅ4ÕL°L¸³¸IÃ�¸¹�°SÒ�¶Iµ�Á�Õ Ã ° Ñ °#Ác² É Ã�· Ñ °LÃ�¶x²p¹�óL¸ É Ã�¾æÃ�Á�°�ÕL°#¶³²�µC·;Á�°SÕLÅ�Á�¹�·+²I·;Å<Án¹?¾Àµ�¶³¶��*²p°L¸³²ò¸aµK²a·;¸xì�µ�·+²I° Ê

� µ Ç °#¶I¸³·;Å<ÁëÆ�ÈCÉ
Ê�Ë�Ì�ÍLÎ%ÏNÕLÅ<Á�¸I·;¸x²a°q»-·;Ác²a¶³Å=¹�Ã�·;¶³°�Ã�Á�°-Ì Ë�Ë�Ì����³Ê�
�Ì��KÉ�¹�µ�Á�¸ð½;°�½;µ�Á�ÐcµCÐ<°�¹�°#¸i´�¶IÅ4ÕL°L¸³¸IÃ�¸¹�°�Ò�¶Iµ�Á�Õ Ã ° Ñ °#ÁW²7ý É Ã%µCÁ�¹
n ≥ D

ÖQ»¼Õ Ã µ�Õ#Ã�Á ¹�°#¸è¸IÅ�Ã�¸xÓé°LÁ�¸³° Ñ Ò�½+°L¸�°LÁ�Ð<°#Á�¹�¶³ºL¸è´%µC¶�½;µ	¹�º#ÕLÅ Ñ Ó´
Å<¸I·2²a·+Å<Á	µ�½;ºLµC²aÅ<·+¶I°-¸#¾Àµ(ê³Å�Ã�²a°�Ã�ÁüÁ�Å Ñ Ò�¶I°�µ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°-¹�¾æºL½;º Ñ °#Ác²a¸�Ï���
��
�!ÌþÏ*Î�������Á�Å<Ã Ç °L½+½;°L¸òµ�¶³¶I· Ç ºL°#¸� 
!#"



����Ê��
Ì�
 �aÏ����
	 � � �	�!Ì�
��4Ë|ÏèÏ*ÉåÊ��
� �aÏEÊ���Ï���Ê�� �*Ì�����Ï�� �[Ì�� ��Ï��
Á�ºLÕ#°L¸I¸³·+²aµ�Ác²ò½+° Ñ � Ñ °.²a¶Iµ�·+²I° Ñ °LÁc² Ê � ¾Äµ�½+Ð<Å<¶I·2² Ã�Ñ °q°LÁ	µ�¶IÒ�¶I°-°L¸x²qµ�½;Å�¶I¸oµ�´�´�½;· É Ã�º,»�Õ Ã µ�Õ#Ã�Á¼¹�°-ÕL°L¸¸IÅ<Ã�¸eÓ�°#Á�¸I° Ñ Ò�½;°#¸�µ�Ã�Ð Ñ °LÁc²IºL¸ Ê ¯±° Ñ Å4¹�ó#½;°|°#¸³²�µC¸I¸I°
�nÁ%µC²IÃ�¶I°#½±´
Å<Ã�¶è½+°L¸E´�¶IÅ�²IÅ=Õ#Å<½;°#¸E¹�°7Õ#Å Ñ�Ñ Ã=ÓÁ�·;ÕLµC²a·+Å<Á Ç Ã É Ã�°�½�µ�ÕLÅ�Á�¹�·+²I·;Å<Á

n ≥ D
Õ#Å<¶I¶³°L¸I´
Å<Á�¹�µ�Ã ì�µ�·+² É Ã�¾Äµ�Ã�Õ#Ã�Á�°	¹�°L¸

n
²a°#ÁW²aµC²a· Ç °#¸�¹�°²a¶aµCÁ�¸ Ñ ·;¸³¸I·;Å�Á>Á?¾Àµn¶Iº#Ã�¸I¸³·ð¹�Ã�¶aµCÁW²�½þ¾æÃ�Á�·2²aºè¹�°�²I° Ñ ´�¸S°LÁ>ÕLÅ<Ã�¶I¸LÖ®´
°LÁ�¹�µ�Ác²�½;µ É Ã�°L½+½;°è¹�°�Á�Å<Ã Ç °Lµ�Ã=ïÑ °#¸I¸aµCÐ<°L¸q¸IÅ<Ác².µ�¶I¶³· Ç ºL¸q»�Õ#°SÁ��SÃ�¹¼¹�°�Õ#Å Ñ�Ñ Ã�Á�·;ÕLµC²a·+Å<Á Ê=û Å<Ã�¶ò´�½+Ã�¸p¹�°S¹�º#²aµ�·;½+¸o¸IÃ�¶p½¿¾ÄÃ�²I·;½+·;¸aµK²a·;Å�Á¹�¾ÄÃ�ÁÝ²I°L½pµ�½+Ð<Å<¶I·2² Ã�Ñ °�¹%µ�Á�¸�½;°nÕ#Å<Ác²a°!ï=²I°¼¹�°L¸�¶Iº#¸I°6µCÃ=ïÝ¹�°�ÕLÅ Ñ�Ñ Ã�Á�·;Õ6µK²a·;Å�Á�Ö Ç Å<·;¶��^°L¶IÐ�°L¶�÷ � úp°#²õëµ�¸I¸³°#Âç÷ "�! ú Ê

����� ���������� "!#!%$ � ��& �'!
(*)+$�,- "��.+/'!
D(n)

Ê
0 1 �+$'2-�����&�+$32546,)����7-��Ê
8=·
n < D −→

� ���'7-��Ê
0 9 ���:/�;%��/0��!<2546,)��& �'!�Ê
8=·
n ≥ D

Ö?¹�· Ç ·;¸³°L¶-µC½;º6µK²aÅ<·+¶I° Ñ °LÁc²
n
°LÁ

n1

Ö ÊHÊHÊ Ö
nG

Ö¨µ Ç °LÕ
n1 + · · · + nG ≤ n = Ê���Ï�� �KÎ

�LÊ�É �>�%Ï
� 
eÏ@?
−→

�BA%A�� ��.+/'!$�
D(n1 +A1)

Ö
D(n2 +A2)

Ö ÊHÊ+Ê Ö
D(nG +AG)

ÅDC
(Ap)¸IÅ<Ác²q¹�°#¸ Ç µ�¶³·�µ�Ò�½+°L¸oµC½;º6µK²aÅ<·+¶I°L¸.Ì��;Ì�� ÆE� Ê

¯±° Ñ Å4¹�óL½+°^Ð�ºLÁ�º#¶aµ�½4¹�°�´�¶³Å=Õ#°L¸³¸IÃ�¸í¹�°±¹�ºLÕ#Å Ñ ´
Å<¸³·+²a·+Å<Áèµòº#²aº±·;Ác²a¶³Å=¹�Ã�·+²Q¹%µ�Á�¸Ô¸aµ Ç °#¶I¸³·;Å<Á�Õ#Å<Á�¸I°#¶ Ç µKÓ²a· Ç °ò´�µ�¶5Fò° Ç ¶IÅ�Â<°E÷HG ! ú ÊJI ½Ú°L¸x²^ì�µCÕL·;½+°o¹�° Ç Å<·+¶ É Ã�°CÖ=´
Å<Ã�¶ Ç Ã É Ã�°q½;° Ñ º#Õ6µ�Á�·;¸ Ñ °p¹�°q¹�ºLÕ#Å Ñ ´
Å<¸³·+²a·+Å<ÁÁ�°n¸IÅ<·2²E´�µ�¸è¹�º#Ð<ºLÁ�º#¶IºCÖÿ½þ¾Äµ�½;Ð�Å<¶I·2² Ã�Ñ ° �

éÊ�
�Ì�ÍLÎ%ÏE¸#¾ÀµC¶I¶��*²a°7´�¶I°L¸ É Ã�°�¸LK�¶³° Ñ °LÁc²6Öÿ°*² É Ã�°n½+°|Á�Å Ñ Ò�¶I°²aÅ�²aµ�½9¹�°L¸�Á��SÃ�¹�¸�¹�°,½¿¾Àµ�¶³Ò�¶I°q°L¸x²o·;Ác²IºLÐ<¶Iµ�Ò�½;° Êcô Å<·;¶ ÷Äø=ùLú Ê=û Å�Ã�¶�½�µ Ç °#¶I¸I·+Å<ÁåÆ�ÈKÉ
Ê�Ë�Ì�ÍLÎÚÏ*Ö4·;Ác²IÃ�·+²I· Ç °!ÓÑ °#ÁW²LÖ(¸I·c½;°ðÁ�Å Ñ Ò�¶I°ð¹�°#¸NÁ�Å<Ã Ç °#½;½+°L¸Qµ�¶I¶³· Ç ºL°L¸Qµ(ê³Å�Ã�²aº#°L¸N»qÕ Ã µ É Ã�°±¸IÅ�Ã�¸xÓé°LÁ�¸³° Ñ Ò�½+°^°#¸³²N¸IÃNM�¸Iµ Ñ�Ñ °LÁc²½�µ�¶³Ð<° ��¸³Ã�´9º#¶I·+°LÃ�¶-Å<Ã>ºLÐ<µ�½í»
D

µ Ç °LÕ�´�¶IÅ�Ò%µ�Ò�·+½;·+²Iº
1
´%µC¶�°!ï=° Ñ ´�½;°�´
Å<Ã�¶-½+°�Õ6µ�¸SÕLÅ�Á�¸I°#¶ Ç µC²a·2ì� !Ö�½�µ´�¶IÅ<Ò�µ�Ò�·;½+·+²Iº É Ã�°o½¿¾ÀµC½;Ð<Å<¶³·+² Ã�Ñ °ÔÁ�°�¸L¾Äµ�¶³¶��#²I°QêIµ Ñ µ�·;¸Q°L¸x²ðµ�½+Å<¶I¸QºLÐcµC½;°�»

1
ÖKÕL° É Ã�·=¸I·;Ð�Á�·+î%° É Ã�°o½þ¾Äµ�¶³Ò�¶I°µ�¸I¸³Å=Õ#·;ºq°L¸³²±´�¶I°#¸ É Ã�°,¸OK�¶I° Ñ °#Ác²�·;Á=î%Á�· Ê ¯.¾æ°L¸x²�Ã�Á�°.¹�°#¸ É Ã�°L¸x²a·+Å<Á�¸±º*²aÃ�¹�·;ºL°#¸±¹%µCÁ�¸±Õ#°#²I²I°.´%µC¶³²a·+° Ê F.°´�½;Ã�¸#Öc¸I·%½+°�´�¶IÅ4ÕL°#¸I¸³Ã�¸^¸#¾ÀµC¶I¶��*²a°q´�¶I°#¸ É Ã�°q¸LK�¶³° Ñ °LÁc²6ÖcÃ�Á|µ�Ã=²a¶I°o´�¶IÅ<Ò�½+ó Ñ °o¸I°p´
Å<¸I°-ýc¹�º#ÕL¶³·;¶I°o½+°oÕLÅ Ñ Ó´9Å<¶x²a° Ñ °#ÁW²-µ�¸³Â Ñ ´�²aÅ�²I· É Ã�°è¹�°è½�µ�²�µ�·+½;½;° Ñ Å�Â<°LÁ�Á�°�¹�°�½þ¾Äµ�¶³Ò�¶I°�°LÁ�Ð<°#Á�¹�¶³º�´%µ�¶

n
ºL½;º Ñ °#Ác²a¸ É Ã%µ�Á�¹

n
²I°LÁ�¹ Ç °#¶I¸q½þ¾æ·;Á�î�Á�· Ê

¡�¢LP Q|©S§+R «TS
US¦®­*©E¥ ª�« V ©�ªTWXS
Y
� ¾Äµ�½;Ð<Å�¶I·+² Ã�Ñ °N°#¸³²Qµ�´�´�½;· É Ã�ºÿ»pÃ�Á�°#Á�¸I° Ñ Ò�½+°í¹�°

n
ºL½+º Ñ °LÁc²a¸ Ê 8=·

n < D
µC½;Å<¶³¸�·;½C¸L¾Äµ�¶I¶��#²a° Ê 8=·+Á�Å<Á�Ö½þ¾æ°LÁ�¸³° Ñ Ò�½+°E°#¸³²-¹�· Ç ·;¸IºEµ�½;ºLµC²aÅ�·;¶I° Ñ °#Ác²ò°#Á

G
¸IÅ<Ã�¸eÓ�°#Á�¸I° Ñ Ò�½;°#¸LÖ�Å�C

G
°#¸³²-Ã�Á�° Ç µ�¶I·;µ�Ò�½+°�µC½;º6µK²aÅ<·+¶I°¹�Å<Á�Á�º#° Ê � ÕL°*²I²a°qº#²aµ�´
°�ÖcÕLÅ�Á�¹�·+²I·;Å<Á�Á�°L½+½;° Ñ °LÁc²ð»S½þ¾æº Ç ºLÁ�° Ñ °#Ác²

{G = `}
Ö<´
Å<Ã�¶

1 ≤ i ≤ `
ÖcÕ Ã µ�ÕLÃ�Á¹�°L¸

n
º#½;º Ñ °LÁc²I¸E°L¸x²E°#Á Ç Å�Â<ºCÖÿ¸IÅ<·2²�µ�Ã

i
Ó�ó Ñ °�¸IÅ<Ã�¸xÓ�°#Á�¸I° Ñ Ò�½+°7µ Ç °#Õ|´�¶³Å<Ò%µ�Ò�·+½;·2²aº

Vi,`

Ö®¸³Å<·+²�´
°L¶I¹�Ãµ Ç °LÕ�´�¶³Å<Ò%µ�Ò�·+½;·2²aº
V0,`

Å�C
V` = (Vi,`; 0 ≤ i ≤ `)

°#¸³²�Ã�Á Ç °LÕ#²I°LÃ�¶�µ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°E¹�°�´�¶IÅ<Ò%µCÒ�·;½+·+²aºS¸³Ã�¶
{0, . . . , `}

Ê
8=Å<·+².Ã�Á Ç °#Õ#²I°LÃ�¶

(A1, . . . , A`)
¹�° Ç µC¶I·�µCÒ�½;°#¸.µ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°L¸ò·;Á�¹�º#´9°#Á�¹%µ�Ác²I°L¸-¹�° Ñ � Ñ °E¹�·;¸³²I¶I·+Ò�Ã�²a·+Å<ÁÉ Ã?¾ÄÃ�Á�° Ç µ�¶I·;µ�Ò�½;°�µC½;º6µK²aÅ<·+¶I°�¹�Å<Á�Á�ºL°

A
Ê'Z ÁçÁ�Å Ñ Ò�¶³°

Ai

¹?¾Àµ�¶³¶I· Ç ºL°#¸EÁ�Å�Ã Ç °#½;½;°#¸�°#¸³²èµ(ê³Å<Ã�²Iº|µ�Ã
i
Óó Ñ °o¸IÅ<Ã�¸eÓ�°#Á�¸I° Ñ Ò�½;° Ê 8=·

ni

°L¸³²ð½+°�Õ6µC¶I¹�·+Á%µ�½�¹�Ã
i
Ó�ó Ñ °o¸³Å<Ã�¸xÓé°LÁ�¸³° Ñ Ò�½;°�ÖWµC½;Å<¶³¸LÖKÕLÅ<Á�¹�·+²a·+Å<Á�Á�°#½;½+° Ñ °LÁc²»ç½þ¾æº Ç ºLÁ�° Ñ °#Ác²

{G = `}
°#²�µ�Ã=ï Ç µ�¶³·�µ�Ò�½+°L¸�µ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°L¸

V0,`, V1,`, . . . , V`,`

Öð½�µ�¹�·;¸x²a¶³·;Ò�Ã�²I·;Å<Á ¹�ÃÇ °LÕ*²a°#Ã�¶
(n0, . . . , n`)

°L¸³² Ñ Ã�½2²a·+Á�Å Ñ ·�µ�½+°�¹�°�´%µ�¶Iµ Ñ ó#²a¶³°L¸
n
°*²

(V0,`, V1,`, . . . , V`,`)
Ê 8=·ð½+°

i
Ó�ó Ñ °¸IÅ<Ã�¸eÓ�°#Á�¸I° Ñ Ò�½;°CÖ

1 ≤ i ≤ n
Ö<°#¸³²í²a°#½ É Ã�°

ni +Ai < D
Ö<½¿¾Àµ�½+Ð<Å<¶³·+² Ã�Ñ °í¸#¾Àµ�¶³¶��*²a°p´9Å�Ã�¶ÿÕL°*²ð°LÁ�¸³° Ñ Ò�½;° Ê

! ø
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�³Ê�
�Ì��KÉåÆ��������
�³Ê�
eÏ*Î ���	� �KÉ �

�Ì��KÉ%É?Ï
� �
8=·+Á�Å<Á�Öc·+½Ú°L¸³²�µ�´�´�½+·�
WÃ�ºqµ�Ã

i
Ó�ó Ñ °q¸IÅ�Ã�¸xÓé°LÁ�¸³° Ñ Ò�½+°èýWÃ�Á�°
��µC¶I·�µCÒ�½;°

Gi

Ö4¹�° Ñ � Ñ °q¹�·;¸x²a¶³·;Ò�Ã�²I·;Å<Á�
WÃ�°
G
Ö�°#¸³²qÐ<ºLÁ�ºL¶Iº#°�°*²qÕL°

i
Óéó Ñ °-°LÁ�¸³° Ñ Ò�½+°S°L¸³²ò¹�·��=·+¸Iº-°#Á

Gi

¸³Å<Ã�¸eÓ�°LÁ�¸I° Ñ Ò�½;°#¸LÖÚ°#²qµ�·+Á�¸I·?¹�°S¸IÃ�·2²a°��

nG + AGn2 + A2n1 + A1

Á
VGG

V1G

V2G

� � ����� �2ù�� û ¶I° Ñ ·;°#¶�Á�·���°6µ�ÃÝ¹�¾æÃ�Á µ�½+Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °7°#Á�µC¶IÒ�¶³°¼¹�Â4Á%µ Ñ ·�
4Ã�°	¹�ºLÕLÅ Ñ ´
Å<¸aµCÁW²
n ≥ D

Ö
n1 + · · · + nG ≤ n

°*²òµ���°LÕ�µ�¶I¶³·���ºL°L¸
(Ai)

� ¾Äµ�½;Ð<Å�¶I·+²�� Ñ °
Q
Ó�µ�·;¶³°èÕLÅ<Á�¸I·;¹�ºL¶Iº�´�µ�¶�õëµC²��WÂ4¸S°#²��N½�µ(ê³Å<½+°#²E÷ "�" úÿÕ#Å<¶I¶³°L¸I´
Å<Á�¹çµ�Ã�ÕLµ�¸SÕLÅ<Á�¸³°L¶ ��µK²a·+ìÅDC

G
°L¸³²�ÕLÅ<Á�¸x²�µ�Ác²I°,ºLÐcµC½;°ò»

Q
°#²oµCÃ!�<°#Õ#²a°#Ã�¶o¹�°ò´9Å<·+¹�¸

(Vi,Q, 1 ≤ i ≤ Q)
¹�º*²a°L¶ Ñ ·+Á�·;¸x²a°CÖ

(V0,Q)º*²�µ�Ác²q´�¶I°#¸�
WÃ�°�¸LK�¶³° Ñ °LÁc²qÁWÃ�½"�
¡n¢$# ¤Ú¦&%�§-U-¦®­#©�¥ ª('*),+-%�§+U-¦�Yp«7§/. Q�©E¥�¬^¦®­*©E¥�¥TYXS0.

FE¾æÃ�Á�´
Å<·;Ác²ò¹�°1�4Ã�° Ñ µC²���º Ñ µC²a·�
WÃ�°�ÖÚÕL°#¸-µ�½+Ð<Å<¶I·2²�� Ñ °L¸p¹�·2²a¸EÆ�ÈCÉ
Ê�Ë�Ì�ÍLÎ%Ï��p¸³Å<Ác²-Ã�Á2�4¶aµC·N¹�º*î3�
Z ²a·;½+·;¸Iµ�Ác²pÃ�Áü¸IÕ*��º Ñ µ|·+²IºL¶aµK²a·+ìeÖ%Ã�Á�°�ì�µ Ñ ·;½+½;°,¹?¾ÄÅ<´
ºL¶IµC²a°#Ã�¶I¸òì�Å<Á�Õ#²I·;Å<Á�Á�°L½+¸ò¸³· Ñ ´�½;°#¸

(P λ
v , v ∈]0, 1[)ê³Å<Ã�°-Ã�Á¼¶$4<½;°-Õ#°LÁc²a¶Iµ�½¨¹%µ�Á�¸q½+°LÃ�¶pµCÁ%µ�½+Â4¸³°��
¯±°L¸qÅ<´
ºL¶IµC²a°#Ã�¶I¸p¸IÅ�ÁW²q¹�º*î%Á�·+¸q´�µ�¶

P λ
v (f)(x) =

1

vε
f(xv + λ),

ÅDC
f : R+→R+

¹�º#¸I·+Ð<Á�°�Ã�Á�°èì�Å�Á�Õ#²I·;Å<Á�Õ#Å<Ác²a·;ÁWÃ�°5� � ¾ÀµC½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ ° �

þÊ�
¿Ì�ÍLÎ%ÏòÕLÅ<¶³¶I°L¸³´9Å�Á�¹ µC½;Å<¶³¸,µ�ÃÕLµ�¸
λ = 0

ÖQÕL°#½;Ã�· �LÊ�É � �%Ï
�

�Ï�ÕLÅ<¶³¶I°#¸I´
Å<Á�¹ »ëÃ�Á ²aµ�Ã=ï ¹�°7Õ#Å<Á�¸I°#¶$�CµC²I·;Å<Á
ε = 1

� Z Á�°6
WÃ%µCÁW²I·+²Iº¹�¾æ·;Ác²IºL¶��*²p¹%µ�Á�¸qÕL°SÕ#Å<Ác²a°*ï4²I°�°#¸³²q¹�Å<Á�Á�ºL°�´%µ�¶o½�µè¸³ºL¶³·;°
+∞∑

n=1

∫

[0,1]n
P λ

v1
◦ P λ

v2
◦ · · ·P λ

vn
(f)(x)

n⊗

i=1

W(dvi), x ≥ 0,
� � �2ù  

ÅDC
W

°#¸³²qÃ�Á�°�¹�·+¸³²a¶³·;Ò�Ã=²a·;Å�Á7¹�°S´�¶IÅ�Ò%µ�Ò�·+½;·+²Iº.¹�Å�Á�Á�ºL°�¸IÃ�¶
[0, 1]

�
I ½�°#¸³²oì�µ�Õ#·;½+°.¹�°	��Å<·;¶7
WÃ�°S½+°L¸�Å<´
ºL¶IµC²a°#Ã�¶I¸

(P λ
v , v ∈ [0, 1])

ÕLÅ Ñ�Ñ Ã�²I°LÁc²p¸I°#Ã�½;° Ñ °#ÁW²8
WÃ%µCÁ�¹
λ = 0

�¯±°#ÕL·oÕLÅ Ñ ´�½+·�
WÃ�°7¸³·;Ð<Á�·+î%ÕLµC²a·��<° Ñ °LÁc²�½¿¾ÀµCÁ%µ�½+Â4¸³°7¹�ÃÝÕLÅ Ñ ´9Å�¶³²a° Ñ °#Ác²�µ�¸³Â Ñ ´�²aÅC²a·�
WÃ�°n¹�°	½¿¾Ä°!ï=´�¶I°#¸xÓ¸³·;Å<Á � � �+ù  9
WÃ%µCÁ�¹
x
²a°#Á�¹:��°L¶³¸ò½¿¾Ä·+Á�î%Á�·;��F,µ�Á�¸q½+°-Õ6µ�¸��

þÊ�
¿Ì�ÍLÎ%Ï*Ö%Å<Á	µ

P 0
v1
◦ P 0

v2
◦ · · ·P 0

vn
= P 0

v1v2···vnÕ#°<
WÃ�·Ú·;Á�¹�Ã�·+²iÃ�Á�°ò¶³°L´�¶³ºL¸I°#Ác²�µC²I·;Å<Á Ñ Ã�½+²I·;´�½+·;ÕLµC²a·��<°±¹�°.½þ¾æ°*ï=´�¶³°L¸³¸I·;Å�Á � � �+ù  ÿ´
Å<Ã=�Cµ�Ác² �#²a¶³°.µCÁ%µ�½+Â4¸³ºL°´%µC¶±½�µ-²a¶Iµ�Á�¸xì�Å<¶ Ñ ºL°ò¹�°Sõ¼°#½;½;·+Á�¹�µ�Á�¸±Ã�ÁnÕLÅ<Ác²a°!ï4²a°-µ�Á�µ�½+ÂW²a·�
WÃ�° �>�<Å<·+¶9�Ô½;µ(ê³Å<½+°#²-Ï

iÊ�� �>÷ �@? ú  iÅ�Ã7°LÁÃ�²I·;½+·;¸aµCÁW²NÃ�Á�° Ñ º#²���Å=¹�°�¹�° Ñ µC¶IÕ*��°oµC½;º6µK²aÅ<·+¶I°±¹�µ�Á�¸ðÃ�Á�°pµ�´�´�¶IÅ4Õ*��°o´�¶³Å<Ò%µ�Ò�·+½;·+¸³²a°��A��Å<·;¶ðõ	ÅB�%µ Ñ °L¹°*²qöqÅ<Ò
°L¶x²�÷Äø=ùLú� C�ED,Ã%µ�Á�¹
λ > 0

Ö%Ã�Á�°-²a°#½;½+°.ì�Å<¶ Ñ Ã�½�µC²I·;Å<Á Ñ Ã�½2²a·;´�½;·;ÕLµC²a·��<°qÁ�¾æ°L¸³²ò´�½+Ã�¸7�Cµ�½;·+¹�°�Ö=Õ�¾æ°L¸³²´
Å<Ã�¶$
4Ã�Å<·�ÕL°#¸ Ñ º*²���Å4¹�°#¸í¹�Å<·���°LÁc² �#²I¶I°pµ�¹%µC´�²aº#°L¸F�HGíÁ�°#ñ9°#²LÖ<Ã�Á�°p¸³· Ñ ´�½;°^Ð<ºLÁ�º#¶aµ�½+·;¸IµC²a·+Å<ÁEÁ�¾æ°L¸x²i´%µ�¸°#ÁH�4·+¸aµ�Ð<°Lµ�Ò�½+°��
!BI
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F,µCÁ�¸NÕ#°^Õ#Å<Ác²a°!ï=²I°�ÖK½�µ�
WÃ%µ�Ác²a·2²aºi¹�¾æ·;Ác²aº#¶��#²N½�µo´�½+Ã�¸®· Ñ ´9Å�¶³²�µCÁW²I°í°L¸x²Ô½+°iÁ�Å Ñ Ò�¶³°ð²IÅ�²�µC½c¹�°^ÁN��Ã�¹�¸LÖÁ�Å�²aº
RA

n

Ö%¹%µ�Á�¸p½þ¾Äµ�¶³Ò�¶I°Sµ�¸³¸IÅ4ÕL·+º�
WÃ%µCÁ�¹ë½¿¾Àµ�½+Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °q°L¸x²,µ�´�´�½;·�
4Ã�ºS»
n
ºL½+º Ñ °LÁc²a¸0�%F,µ�Á�¸qÕL°SÕLµ�¸LÖ


4Ã�µ�Á�¹
n ≥ D

Ö®µ �<°#Õ�½+°L¸ Ñ � Ñ °#¸-Á�Å�²aµC²a·+Å<Á�¸ 
WÃ�°�´�¶Iº#ÕLºL¹�° Ñ�Ñ °#ÁW²LÖ®Å<ÁçÅ�Ò�²a·+°LÁc²SÃ�Á�°�¶I°#½�µC²I·;Å<Áü¹�°¶IºLÕ#Ã�¶I¶³°LÁ�Õ#°
RA

n

�������� 
= 1 +

(
RA

1,n1+A1
+RA

2,n2+A2
+ · · ·+RA

G,nG+AG

)
1(n≥D),

� � �HG� 
ÅDC�Ö
´9Å<Ã�¶

i ≥ 1
Ö
(RA

i,n, n ≥ 0)
¸IÅ�ÁW².¹�°L¸<��µC¶I·�µCÒ�½;°#¸òµC½;º6µK²aÅ<·+¶I°L¸p·+Á�¹�ºL´
°LÁ�¹%µ�Ác²a°#¸.¹�° Ñ � Ñ °�¹�·;¸x²a¶³·2ÓÒ�Ã�²a·+Å<Á 
WÃ�°

(RA
n , n ≥ 0)

�
û Å<Ã�¶ �4Ã 
WÃ�°7½+°L¸ �Cµ�¶³·�µ�Ò�½;°L¸

(RA
n )

¸IÅ�·;°LÁc²�·+Ác²aºLÐ�¶aµ�Ò�½+°L¸#ÖN½;µ¼²a¶Iµ�Á�¸³ì�Å�¶ Ñ ºL°|¹�°"! �KÌ ��� �KÉ
φ(x)

¹�°7½�µ¸IÃ�·2²a°
(E(RA

n ))
°#¸³²q¹�º*î%Á�·;°S´%µC¶

φ(x)
��#�$% 
=
∑

n≥0

E(RA
n )
xn

n!
e−x.

� � �'&# 

GðÁ ´�¶I°#Á%µ�Ác²¼½þ¾æ°L¸I´
ºL¶Iµ�Á�Õ#° ¹�°å½þ¾æºF
WÃ%µK²a·;Å�Á � � � G� |°#²¼°LÁ ·2²aº#¶aµ�Ác²	½þ¾æºF
WÃ%µC²I·;Å<Á ì�Å<Á�Õ#²a·+Å<Á�Á�°#½;½+°�µ�·;Á�¸I·Å<Ò�²a°#ÁWÃ�°�ÖoÅ<Á Å<Ò=²a·;°#Ác²nÃ�Á�°å¶I°#´�¶Iº#¸I°#ÁW²aµC²a·+Å<Á ¹�°�½�µ ²I¶aµ�Á�¸³ì�Å<¶ Ñ º#°ü¹�°(! �KÌ ��� �KÉ � � �+ù  �´9Å�Ã�¶7Ã�Á�°ÕL°L¶x²�µ�·+Á�°-ì�Å<Á�Õ*²a·;Å�Á
f
¸#¾Ä°!ï�´�¶I· Ñ µ�Ác²p°#Á	²I°L¶ Ñ °L¸p¹�°SÕ#°L¶³²aµ�·;Á�°L¸pÕLÅ<Á�¸³²�µCÁW²I°L¸�Ì É ���KÉ%É%ÎÚÏ�� �

�������*) � �,+.� 	 �4��� �.- �./ � �102-í��3 �54 /e���6�.�
¯±°*²�µ�½;Ð�Å<¶I·2²�� Ñ °�´9°#Ã�² �#²I¶I°7¶³°L´�¶³ºL¸³°LÁc²aº�´%µ�¶�Ã�Á�°7Õ*��µ87�Á�°|¹�°:9�Ê��<;#� �

(Ln)
¹�º#î%Á�·±¸IÃ�¶è½¿¾Ä°#Á=Ó¸I° Ñ Ò�½;°

S = ∪n≥0N
n
¹�°L¸S¸IÃ�·+²a°#¸,î%Á�·+°L¸-¸IÃ�¶

N
Ö�¸³°L¸-²a¶Iµ�Á�¸³·+²a·+Å<Á�¸,¸³Å<Ác²S¹�ºLÕ#¶I·2²a°L¸-Õ#Å Ñ�Ñ °è¸³Ã�·+²�ý9¸I·

(L0) = (li, i ≥ 0)

(L1) =





(l1 + A1, l2, . . . , ln, . . .)
¸I·
l0 < D

(n1 + A1, n2, . . . , nG, l2, l3, . . . , ln, . . .)
¸³·
l0 ≥ D,

� � � �  

¸I·p½þ¾æ°LÁc²a·+°L¶
n = l0

°#¸³²�¹�ºLÕ#Å Ñ ´
Å<¸³º¼°#Á
(n1, n2, . . . , nG)

´%µC¶�½+°	´�¶IÅ4ÕL°L¸³¸IÃ�¸�¹�°	¹�ºLÕ#Å Ñ ´
Å<¸³·+²a·+Å<Áµ�½;ºLµC²aÅ<·+¶I°,¹�ºLÕL¶³·+²pÕ#·2Ó�¹�°L¸I¸³Ã�¸F�
û Å<Ã�¶

n ≥ 1
Ö�¸³·¨½þ¾æº#²aµC²p·;Á�·2²a·;µ�½Ú°L¸³²

L0 = (n, 0, . . . , 0, . . .)
Ö�µ�½;Å<¶³¸o·;½�°#¸³²q¸I· Ñ ´�½;°,¹�° ��ºL¶I·2î%°L¶8
WÃ�°

RA
n

�=������ 
= inf{t ≥ 1 : (Lt = (0, . . . , 0, . . .)},

½�µ	�Cµ�¶I·;µ�Ò�½;°
RA

n

°L¸³²±µ�·+Á�¸I·�½+°o²a° Ñ ´�¸ð¹�¾ÄµC²I²I°L·+ÁW²I°p¹�°p½þ¾æº#²�µK²
(0, . . . , 0, . . .)

´�µ�¶ð½�µ-Õ*�%µ87;Á�°p¹�°>9åÊ��=;#� �
(Ln)

� � ¾æ°L¶³Ð<Å=¹�·;ÕL·2²aºo¹�°qÕL°*²I²I°.Õ*�%µ87;Á�°q¹�°?9�Ê��=;#� ��°L¸x²�µC½;Å<¶³¸iº0
WÃ�·��Cµ�½+°LÁc²a°òµ�Ã�ì�µ�·+² 
WÃ�°.½+°L¸ �Cµ�¶I·;µ�Ò�½+°L¸
RA

A1

¸IÅ<·+°LÁc²±·+Ác²aºLÐ�¶aµ�Ò�½+°L¸0�JF,µ�Á�¸i½;°pÕ6µC¸^ÅDC�½;°#¸^µC¶I¶I·��<º#°L¸±¸³Å<Ác² ���KÌ ��� �KÉ%ÌþÏ*É%É?Ï��N¹�°q´%µ�¶Iµ Ñ ó#²a¶³°
λ
ÖWÕL°#ÕL·¶I°0�4·+°LÁc²�»	´�¶³Å<Ã=��°L¶ 
WÃ�°�½;µ|²a¶Iµ�Á�¸³ì�Å�¶ Ñ ºL°�¹�°@! �KÌ ��� �KÉ¼¹�°�½;µ7¸IÃ�·2²a°

(E(RA
n ))

°L¸x²�Ò�·;°LÁ>¹�º*î%Á�·;°�°#Á
x = λ

�

" ?



���H�����NÌ�
 
��
�³Ê�
¿Î �aÏ
��� Ù���â��¿Ù
	���ã�
cã(Ù�����áÿ×���ã�Ù�� � ° Ñ ºLÕLµ�Á�·;¸ Ñ °�¹�°7¹�·��4·;¸I·+Å<Á °#¸³²�Ò�·;Á%µ�·+¶I°CÖQ½+°|¹�°#Ð<¶Iºn¹�°7Ò�¶aµCÁ=ÓÕ*��° Ñ °#Ác²

G
°#¸³²�¹�º*²a°L¶ Ñ ·+Á�·;¸x²a°7º#Ðcµ�½±»

2
Ö
G ≡ 2

Öÿµ �<°#Õ�¹�°L¸�´
Å<·;¹�¸�¹�º#²I°L¶ Ñ ·+Á�·;¸x²a°L¸#Ö
V11 ≡ p

°#²
V12 ≡ q = 1 − p

²I°L½;¸<
WÃ�°
p ∈ (0, 1)

� � °L¸ �Cµ�¶³·�µ�Ò�½;°L¸
(Ai)

¸³Å<Ác²-¸IÃ�´�´9Å<¸³ºL°#¸"���KÌ ��� �KÉ%É%ÌþÏ*É%É?Ï���¹�°´%µC¶aµ Ñ ó#²I¶I°
λ
� � ¾Ä°!ï=´9Å<¸Iµ�Ác²

A
¹%µ�Á�¸

(RA
n )

°#¸³²�¶I° Ñ ´�½;µ�ÕLº|´%µ�¶
λ
¹�µ�Á�¸�ÕL°nÕLµ�¸�´9Å<Ã�¶�µ�½;½+ºLÐ<°#¶E½+°L¸Á�ÅC²�µC²I·;Å<Á�¸0� û Å�Ã�¶$�4Ã2
WÃ�°�½;°#¸8�Cµ�¶³·�µ�Ò�½;°L¸

Rλ
n

¸IÅ<·+°LÁc²q·;Ác²aº#Ð<¶aµ�Ò�½;°L¸#Ö%°#²ò¸I·
αλ

n = E(Rλ
n)
Ö%½þ¾æ·;Ác²aº#Ð<¶aµK²a·;Å�Á¹�°S½¿¾Äº0
4Ã�µC²a·+Å<Á � � �HG� ±· Ñ ´�½+·�
WÃ�°ò½;°L¸p·+¹�°LÁc²a·2²aº#¸

αλ
0 = αλ

1 = 1
°#²�Ö�´
Å<Ã�¶

n ≥ 2
Ö

αλ
n = 1 +

n∑

i=0

(
n

i

)
piqn−i

∑

k,`≥0

λk

k!
e−λλ

`

`!
e−λ

(
αλ

i+k + αλ
n−i+`

)
.

� � � �  

F,µCÁ�¸7ÕL°ëÕ6µ�¸#Ö�·;½pÁ�¾æ°L¸x²�´%µ�¸7¹�· M�ÕL·;½+°¼¹�°2�<º#¶I·+î�°L¶6
WÃ�°ü½;µç²a¶Iµ�Á�¸xì�Å<¶ Ñ ºL°¼¹�° ! �KÌ ��� �KÉ
φ
¸IµC²a·+¸³ì�µ�·2²½¿¾Äº0
4Ã�µC²a·+Å<Á

φ(x) = φ(px+ λ) + φ(qx+ λ) + h(x),
� � � !  

ÅDC
x→ h(x)

°L¸x²pÃ�Á�°,ì�Å<Á�Õ*²a·+Å<Á7¹�Å<Á�Á�ºL°S¸L¾æ°*ï=´�¶³· Ñ µ�Ác²o°LÁn²I°L¶ Ñ °,¹�°.ÕL°L¶x²�µ�·+Á�¸oÕLÅ4°
M�Õ#·;°LÁc²I¸o·;Á�Õ#Å<Á=ÓÁWÃ�¸0�
¡n¢�¡ �ç­!¦¨¦&%�§+U-¦Q«7§-Y

¯±°L¸�´�¶IÅ�Ò�½;ó Ñ °#¸�Å�ÁW²�º#²Iº7µ�Á�µ�½+Â4¸Iº#¸�¹�µ�Á�¸E¹�·+ñ9ºL¶I°#Ác²a¸�ÕLÅ<Ác²a°!ï4²a°L¸E¹%µ�Á�¸�½;°�´%µ�¸³¸Iº��Ôõ¼Å�²I·���ºL¸�´%µ�¶½+°L¸±´�¶IÅ�²IÅ=Õ#Å<½;°#¸±¹�°-Õ#Å Ñ�Ñ Ã�Á�·;ÕLµC²a·+Å<Á�Ö��Q¸³Â4Ò%µ��CÅ���°#²qõ¼·��H�%µ�� �;½+Å��	÷2ù ? ù#ú¨µC·;Á�¸³· 
WÃ�°�¯�µ�´
°#²aµ�Á%µ��W·;¸.÷2ù ! úÅ<Ác²ò°#ñ9°LÕ*²aÃ�º#¸-½;°L¸q´�¶³° Ñ ·;óL¶³°L¸òº#²aÃ�¹�°L¸,¹�µ�Á�¸.Õ#°E¹�Å Ñ µ�·+Á�°���°*²6Ö9µ�Ã Ñ � Ñ ° Ñ Å Ñ °LÁc²6Ö%´�¶³Å<´
Å<¸Iº�½þ¾æÃ�²a·HÓ½+·;¸aµK²a·;Å�Á�¹�°-Õ#°L¸pµ�½+Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °#¸^¹%µCÁ�¸�½;°.ÕLÅ<Ác²a°!ï4²a°-¹�°#¸o¸³Â4¸³²Ió Ñ °L¸p¹�·;¸x²a¶³·;Ò�Ã�º#¸� !Ö �<Å�·;¶oµ�Ã�¸I¸I·��N¸xÂ=Ò�µ���Å��°*² ô �<°L¹�°LÁ�¸��Cµ6Â<µ�÷2ù ? G(ú;�
F,µCÁ�¸ü½;°#¸üµ�Á�Á�ºL°#¸�ø ? Ö<�Ô½�µ�ê³Å<½;°*²¼°*²ü¸³°L¸üÕ#ÅCÓeµ�Ã=²a°LÃ�¶I¸ü¹%µCÁ�¸üÃ�Á�°ç¸Iº#¶I·;° ¹�¾ÀµC¶³²a·+ÕL½+°L¸ ÷'& &=Ö6& � Ö "�" úÅ<Ác²SÅ<Ò=²a°LÁWÃå¹�°#¸�º0
WÃ�·��Cµ�½+°LÁc²a¸Sµ�¸xÂ Ñ ´�²IÅ�²a·�
WÃ�°L¸S¶I·+Ð<Å<Ã�¶³°LÃ=ïë´
Å<Ã�¶-¹�°#¸�¸³Å<½;Ã=²a·;Å�Á�¸.¹�°�½¿¾Äº0
4Ã�µC²a·+Å<Á�¹�°²�Â4´
° � � � �  .¹%µ�Á�¸S¹�·2ñ?º#¶I°#ÁW²I¸SÕ6µ�¸0��F,µ�Á�¸SÃ�Á>´�¶I° Ñ ·+°L¶-µC¶³²a·+ÕL½+°�Ö �Úµ6Â<Å�½;½;°	Ï

,Ê�� �à÷ & &CúíÅ<Ác²�º#²IÃ�¹�·+º�½�µ¶³ºLÕLÃ�¶I¶I°#Á�ÕL°ë°LÁ µ�¶³Ò�¶I° � � � �  �´9Å�Ã�¶|½¿¾Àµ�¶³Ò�¶I°	Ò�·+Á%µ�·;¶³°åý^´
Å<Ã�¶

λ
´�½;Ã�¸�´9°*²a·+² 
WÃ�¾æÃ�Á ÕL°#¶³²�µC·;Á�¸³°LÃ�·+½Õ#¶I·+²I·�
WÃ�°CÖÿ·;½+¸èÅ<Ác²�´�¶IÅ<Ã �<º:
4Ã?¾Ä·+½o°*ï=·;¸x²a°	Ã�Á�°�Ã�Á�·�
4Ã�°	¸³Ã�·+²I°�¹�°¼¶³ºL°#½;¸

(αλ
n)

Öí¸³Å<½;Ã=²a·;Å�Á ¹�° � � � �  *�
� ¾Äµ�Á%µ�½2Â=¸³°Sµ�¸³Â Ñ ´�²aÅC²a·�
WÃ�°S¹�°

(αλ
n)
°L¸x²qì�µC·+²a°-°#Á	²I¶IÅ<·+¸oº#²aµ�´9°#¸Sý

ù��<GíÁ ·+²IºL¶Iµ�Ác²èÕL°*²I²I°	º0
WÃ%µC²a·+Å<Á ì�Å<Á�Õ*²a·+Å<Á�Á�°#½;½;°CÖN°!ï=´�¶I· Ñ °#¶è½�µ¼²I¶aµ�Á�¸³ì�Å<¶ Ñ º#°7¹�°"! �KÌ ��� �KÉ
φ
¹�°

(αλ
n)
¸IÅ�Ã�¸p½�µèì�Å<¶ Ñ ° � � �2ù  �Ö

φ(x) =
∑

n≥0

∑

i∈{1,2}n

h (σi1 ◦ σi2 ◦ · · · ◦ σin(x)) ,
� � � "  

Å�C
σ1(x) = px + λ

°#²
σ2(x) = qx+ λ

�
G ��C,Ò�²I°LÁ�·+¶í½þ¾Äµ�¸³Â Ñ ´�²aÅC²a·�
WÃ�°o¹�°ò½;µ-²I¶aµ�Á�¸³ì�Å<¶ Ñ º#°q¹�° ! �KÌ ��� �KÉ

φ(x)

WÃ%µCÁ�¹

x
²a°LÁ�¹ �<°#¶I¸i½þ¾æ·;Á�î�Á�·»�´%µC¶³²a·+¶�¹�°SÕL°#½;Ã�·¨¹�°�¸Iµ�²I¶aµ�Á�¸³ì�Å<¶ Ñ º#°-¹�°�9çÏ
���[Ì É �

& � û ¶³Å<Ã=�<°#¶7
WÃ�°
φ(x)

°#²
Rλ

n

Å<Ác²±½;° Ñ � Ñ °qÕLÅ Ñ ´
Å<¶³²I° Ñ °LÁc²�µC¸³Â Ñ ´=²aÅ�²I·�
WÃ�° 
WÃ%µCÁ�¹
x
��¶³°L¸³´

n
 ²I°LÁ�¹ �<°#¶I¸q½þ¾æ·;Á�î�Á�·"�

Z Á�°.Ð<¶Iµ�Á�¹�°ò´%µ�¶x²a·;°q¹�° ÷ & &(ú ��´%µ�Ð<°#¸ � � ? Ó � !�!  *Öc°L¸x²oÕLÅ�Á�¸aµ�Õ#¶Iº#°-»E½þ¾æº#²aµ�´
° � G� iÅDC?Ö4´�µ�¶±¹�·2ñ?º#¶I°#ÁW²I°L¸°#¸³²a· Ñ µK²a·;Å�Á�¸o¹�°�¸IºL¶³·;°#¸ò°*².¹�¾æ·;Ác²IºLÐ<¶Iµ�½;°#¸q¸³Ã�¶q¹�°L¸qÕLÅ<Ác²IÅ<Ã�¶I¸.µ(ê³Å<Ã�²IºL°#¸,»�¹�°L¸p²a°#Õ*��Á�·�
WÃ�°#¸,¹�¾Äµ�Á%µ�½2Â4¸I°Õ#Å Ñ ´�½;°*ï=°CÖ¨½;°L¸�µ�Ã�²I°LÃ�¶³¸èµ�¶³¶I·��<°LÁc²�»¼·+¹�°LÁc²I·+î%°#¶�¹�µ�Á�¸E½;µn¸IºL¶³·;° � � � "  ,½;°#¸�²I°L¶ Ñ °#¸1
WÃ�·iÕLÅ<Ác²I¶I·;Ò�Ã�°LÁc²
" ù



����Ê��
Ì�
 �aÏ����
	 � � �	�!Ì�
��4Ë|ÏèÏ*ÉåÊ��
� �aÏEÊ���Ï���Ê�� �*Ì�����Ï�� �[Ì�� ��Ï��
°#ñ9°LÕ#²I·���° Ñ °LÁc²	¹%µ�Á�¸7½+°üÕLÅ Ñ ´
Å<¶³²I° Ñ °LÁc²nµC¸³Â Ñ ´=²aÅ�²I·�
WÃ�°ü¹�°

φ(x)

4Ã�µ�Á�¹

x
²I°LÁ�¹ ��°L¶³¸	½¿¾Ä·+Á�î%Á�·;�

� ²aµ�Ác²è¹�Å�Á�Á�º7½;µ	Õ#Å Ñ ´�½;°*ï=·2²aº�¹�°|½;µ Ñ º#²���Å=¹�°|µ�´�´�½;·�
4Ã�ºL°�»¼½þ¾æ°*ï=° Ñ ´�½+°�¹�°|½þ¾Äµ�¶³Ò�¶I°�Ò�·;Á�µ�·;¶³°�Ö¨Ã�Á�°µ�¹%µ�´�²aµC²a·+Å<Á>¹�°�½;µ Ñ � Ñ °�µ�´�´�¶³Å=Õ*��° 
WÃ�° ÷'& &Cúð´9Å�Ã�¶�¹�°L¸EÕLµ�¸�¹�° Ñ ºLÕLµ�Á�·;¸ Ñ °�¹�°|Ò�¶Iµ�Á�Õ*��° Ñ °#ÁW²´�½;Ã�¸pÐ<º#Á�ºL¶Iµ�Ã=ï	¸³° Ñ Ò�½+°S¹�ºL½+·;Õ6µK²a°�� Z Á	¸IÅ Ñ�Ñ µ�·;¶³°,¹�°SÕL°*²I²a°�µ�´�´�¶IÅ4Õ*��°S°L¸³²ò´�¶³ºL¸I°#Ác²aºL°�´%µ�¶qõëµK²��cÂ4¸°#² �Ô½;µ(ê³Å<½+°#²ò¹%µ�Á�¸,½;µ 8=°#Õ#²I·;Å<Á Iéô ¹�° ÷ "�" úÿ¹%µCÁ�¸,½;°�Õ6µ�¸.ÅDC
W

°#¸³²-Ã�Á�·+ì�Å<¶ Ñ °5���qÅ�²aÅ�Á�¸	
WÃ�°è¸³·
Wµ�¹ Ñ °#²íÃ�Á�°oÕLÅ Ñ ´9Å�¸aµ�Ác²a° �QÏ �*Ï�����Î%Ï�Ó Ñ °L¸³Ã�¶aµCÒ�½;°CÖKÃ�Á�°o¶I°#´�¶Iº#¸I°LÁc²aµC²a·+Å<Á�¹�°

φ
¸³Å<Ã�¸ÿ½;µòì�Å<¶ Ñ °±¹�°o¸IºL¶³·;°¸I· Ñ ·;½;µ�·;¶³°.» � � � "  ±Á�¾æ°L¸x²ò´�½;Ã�¸��Cµ�½�µCÒ�½;°,°*²pÅ<Á	¶I°0�4·+°LÁc²òµ�½;Å<¶³¸o»�½�µè¶I°#´�¶Iº#¸I°#ÁW²aµC²a·+Å<Á	Ð<ºLÁ�º#¶aµ�½+° � � �+ù  �

I ½^Â µ¼°LÁ�Õ#Å<¶I°nÃ�Á ·+Ác²aºL¶��#²�Õ#Å<Á�¸x²�µ�Ác²�´
Å<Ã�¶è¹�°|²a°#½;½;°#¸ 
WÃ�°#¸³²a·+Å<Á�¸#Ö �<Å<·+¶��±Å6ï Ñ µÝÏ

�Ê�� � ÷Hù GKú¿Ö �Cµ�Á
� Å<Ã�¹=²o°#²>�±½;Å<Á�¹�·�µ�÷2ù ?5� ú?µ�·;Á�¸³· 
WÃ�° ô °#½+²���Å��<°LÁ Ï

iÊ�� �å÷Hù ? � ú9´%µ�¶^°*ï=° Ñ ´�½;°5� û Å<Ã�¶�´�½;Ã�¸^¹�°,¹�º*²�µ�·+½;¸¸IÃ�¶S½;°#¸,´�¶³Å�²aÅ4ÕLÅ<½+°L¸,¹�°�Õ#Å Ñ�Ñ Ã�Á�·+Õ6µC²I·;Å<Áë»nµ�ÕLÕ#óL¸�µ�½;ºLµC²aÅ�·;¶I°CÖE��Å<·;¶ �±°L¶³Ð<°L¶�÷ � ú¿Ö®õëµ�¸³¸I°#ÂÝ÷ "�! úÿµ�·;Á�¸I·

4Ã�° Gí´ ��¶³° Ñ ·;¹�°#¸p°#² � µ(ê³° ��÷ & ? ú;�
¡�¢�� )��	� Yp¬i¦®­�
5. Y�¦
� %8.Q«TS!¦'US¦�.

� ¾ÔÅ�Ò4ê³°LÕ*²a·+ìq¹�°nÕ#°#²³²a°n´%µ�¶x²a·+°|°L¸x²�¹�°n´�¶³ºL¸I°#Ác²a°L¶�Ã�Á�°�µ�´�´�¶³Å=Õ*��°n´�¶IÅ<Ò%µCÒ�·;½+·;¸³²I°�´
Å<Ã�¶EÕL°L¸�´�¶³ÅCÓÒ�½;ó Ñ °#¸N´
Å<Ã=�Cµ�Ác²Q²a¶aµC·+²a°#¶LÖKµ �<°#Õ±Ã�Á Ñ ·;Á�· Ñ Ã Ñ ¹�°i²a°LÕ*��Á�·�
WÃ�°#¸LÖ�¹�°L¸ Ñ Å4¹�óL½+°L¸Q¹�¾ÀµC¶IÒ�¶³°L¸Ô¹=Â=Á�µ Ñ ·�
WÃ�°L¸µ�¸I¸³° ��Ð<ºLÁ�º#¶aµ�Ã4ï �
û Å<Ã�¶S½+° Ñ Å4¹�óL½+°è¹�º#ÕL¶I·2²S¹%µ�Á�¸-Õ#°�Õ*�%µ�´�·2²a¶I°CÖ¨½þ¾æºF
WÃ%µC²I·;Å<Á � � � !  ò´
Å<Ã�¶-½�µ|²I¶aµ�Á�¸³ì�Å<¶ Ñ º#°�¹�°@! �KÌ ��� �KÉ°L¸³²ò¹�Å<Á�Á�ºL°S´%µ�¶

φ(x) =

∫ 1

0

φ(wx+ λ)

wε
W(dw) + h(x),

� � �Äø# 
´9Å<Ã�¶±Ã�Á�°qì�Å<Á�Õ*²a·;Å�Á�¹�Å�Á�Á�ºL°

h
°*²±Ã�Á�°,ÕL°#¶³²aµ�·;Á�°q¹�·+¸³²a¶³·;Ò�Ã=²a·;Å�Á�¹�°ò´�¶IÅ�Ò%µ�Ò�·+½;·+²Iº

W
¸IÃ�¶

(0, 1)
¹�ºLÕ#¶I·2Ó

��µCÁW²p½+°,´�¶³Å=Õ#°L¸I¸³Ã�¸q¹�°-Ò�¶aµCÁ�Õ*��° Ñ °LÁc²qÐ<º#Á�ºL¶³º-´%µ�¶�½¿¾Àµ�½+Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °CÖc½;°,´%µC¶aµ Ñ ó#²I¶I°
ε
¹�ºL¸³·;Ð<Á�°-½+°.²�µCÃ=ï¹�°òÕ#Å<Á�¸³°L¶$�CµC²I·;Å<Á�¹�°p½¿¾Àµ�½+Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °5� � ¾æ°*ï=° Ñ ´�½+°qÒ�·;Á%µ�·+¶I°�Õ#Å<¶I¶³°L¸³´9Å<Á�¹|µ�Ã�Õ6µC¸iÅ�C

W
°#¸³²i´
Å<¶³²IºL°p´%µ�¶¹�°LÃ=ï>´
Å<·+ÁW²I¸LÖ

p
°#²
q = 1 − p

��D,Ã%µ�Á�¹>½�µ Ñ °L¸³Ã�¶I°
W

°L¸x²�´9Å<¶x²aº#°�´%µC¶-¹�°L¸ Ñ µC¸I¸I°#¸�¹�°��-Ì��IÊ��,»
k
´
Å<·;Ác²I¸o¹�°

[0, 1]
Ö�½þ¾æ°*ï=´�¶I°#¸I¸³·;Å<Á¼ºF
WÃ�·��Cµ�½+°LÁc²a°S´
Å<Ã�¶p½�µ�¸³ºL¶I·+° � � � "  ±ì�µ�·2²o·;Ác²I°L¶$��°LÁ�·+¶p½;°L¸p¹�·2ñ?º#¶I°#ÁW²I¸´�¶IÅ4¹�Ã�·2²a¸o´
Å<¸I¸³·;Ò�½+°L¸p¹�°

k
ì�Å<Á�Õ*²a·;Å�Á�¸

(σm, 1 ≤ m ≤ k)
�

����� ��� � ��- �6/�� /�� 	 �.��� ��-���� � � /������ � ��� -í���ò���
� µè´�¶³Å<´�¶I·+º#²Iº-¹�°-¸³²aµ�Ò�·;½+·+²Iº.°L¸x²pÕL¶³Ã�ÕL·;µ�½;°,´
Å<Ã�¶±½;°L¸pµC½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °#¸^°#ÁëµC¶IÒ�¶³°,Ã�²a·+½;·+¸IºL¸±¹%µ�Á�¸o½+°,Õ6µ�¸¹�°L¸í¸xÂ=¸x²aó Ñ °#¸i¹�·;¸³²I¶I·+Ò�Ã�ºL¸N²a°L½+¸ 
WÃ�°o½+°L¸ÿ¶³ºL¸I°Lµ�Ã=ïè¹�°�ÕLÅ Ñ�Ñ Ã�Á�·;ÕLµC²a·+Å<Áè».ÕLµ�Á%µ�½=´%µ�¶x²�µ�Ð<º5���o¹ Ñ °#²³²�µ�Ác²


4Ã�°q½+°L¸Ôµ�¶I¶³·��<º#°L¸í¸³Å<·;°#ÁW²����KÌ ��� �KÉ%ÌþÏ*É%É?Ï��®¹�°o´%µ�¶Iµ Ñ ó#²a¶³°
λ
Ö�Õ#°LÕL·�¶I°0�4·+°LÁc²i»,½þ¾æ°*ï=·;¸x²a°#Á�ÕL°o¹�¾æÃ�Á�Õ#°L¶³²aµ�·;Á¸I°LÃ�·;½®ÕL¶³·+²a·�
WÃ�°

λ0 > 0
²a°L½3
WÃ�°CÖÚ¸I·®½;°,²aµ�Ã=ï	¹�°#¸.µ�¶³¶I·��<ºL°#¸

λ
°#¸³²q¸³²I¶I·+Õ#²a° Ñ °#Ác².·+Á�ì�ºL¶³·;°LÃ�¶p»

λ0

ÖÚµ�½;Å�¶I¸½;°�´�¶IÅ4ÕL°#¸I¸IÃ�¸,¹�° 9�Ê��=;#� �-µ�¸³¸IÅ4ÕL·;º�¹�º#ÕL¶I·��Cµ�Ác²,½þ¾Äµ�½+Ð<Å<¶I·2²�� Ñ °.°#Á�µ�¶³Ò�¶I°�°L¸³².°L¶³Ð<Å=¹�·�
WÃ�°���F.Ã�¶aµ�Ác²,½+°L¸µ�Á�Á�º#°L¸ " ? Ö^½þ¾æºL½;µ�Ò9Å�¶aµC²I·;Å<Á ¹�°ü´�¶IÅ�²IÅ=Õ#Å<½;°#¸|¸³²aµ�Ò�½+°L¸nµ�·+Á�¸I·<
WÃ�°ü½;°#¸7´�¶³°LÃ=��°L¸ Ñ µK²���º Ñ µC²I·�
WÃ�°#¸�¹�°½;°LÃ�¶i¸x²�µ�Ò�·;½;·2²aº^Å<Ác²^º*²aºp¹�°#¸i¹�Å Ñ µC·;Á�°#¸í¹�°p¶I°LÕ*��°L¶IÕ*��°ò²a¶³óL¸^µ�Õ#²I·+ì�¸0� ô Å<·;¶/Gð´=��¶I° Ñ ·+¹�°L¸ð°#² � µ(ê³° �n÷ & ? ú;�öqº#ÕL° Ñ�Ñ °LÁc²6Ö�¸³Ã�·+²I°í»o½þ¾æº Ñ °L¶IÐ�°LÁ�Õ#°í¹�°L¸®¶Iº#¸I°Lµ�Ã=ï Ñ Å<Ò�·+½;°L¸9°#²Q¸aµCÁ�¸�î%½;¸#Ö6·;½KÂ-µo°LÃSÃ�Á�¶I°#Ðcµ�·+Á-¹�¾Ä·+Ác²aºL¶��#²´9Å<Ã�¶òÕ#°L¸ Ñ Å4¹�óL½+°L¸F� � °#¸ò´�¶³° Ñ ·;°#¶I¸q´�¶IÅ�²IÅ=Õ#Å<½;°#¸LÖ��ò½;ÅB�%µ�°#² Gÿ²���°#¶IÁ�°*²6Ö
Å<Ác².º*²aº�´�¶IÅ�Ã=�<º#¸.·;Á�¸³²�µCÒ�½;°#¸LÖÌ���Ï �(´
Å<Ã�¶¨Õ#°L¸®¹�°LÃ4ï�µ�½;Ð�Å<¶I·2²�� Ñ °L¸#Ö#½+°íÁ�Å Ñ Ò�¶³°í¹�°í¹�° Ñ µ�Á�¹�°L¸®°LÁ�µC²³²a°LÁc²I°í¹�°í²a¶aµCÁ�¸ Ñ ·;¸³¸I·;Å�Á,²a°LÁ�¹ ��°L¶³¸½þ¾æ·;Á�î%Á�·Ô°LÁ�¹�·;¸³²I¶I·+Ò�Ã�²a·+Å<Á2
WÃ�°#½ 
WÃ�°�¸IÅ<·2²,½+°E²�µ�Ã4ïü¹�¾Äµ�¶³¶I·���ºL°
> 0

� ô Å<·+¶��.½+¹�Å<Ã�¸è÷2ù*ú"� � ¾Äµ�½;Ð�Å<¶I·2²�� Ñ °ÕLÅ<¶³¶I°L¸³´9Å�Á�¹%µ�Ác²|»>½¿¾Ä°!ï�° Ñ ´�½;°nÒ�·+Á%µ�·;¶³°nµ �<°#Õ
p = q = 1/2

°#¸³²�½;°n´�¶³° Ñ ·;°#¶�´�¶IÅ�²IÅ=Õ#Å<½;°|¹%µ�Á�¸�Ã�Á¸³Â4¸³²Ió Ñ °,¹�·;¸x²a¶³·;Ò�Ã�º

WÃ�·9µ�¹ Ñ °#²I²I°òÃ�Á�°.¶³ºLÐ<·+Å<Á|¹�°q¸³²aµ�Ò�·+½;·+²IºpÁ�Å<Á �4·+¹�°�ÖH�<Å<·+¶�õ¼µ�¸I¸³°#Âë÷ "�! ú?µC·;Á�¸³·E
WÃ�°
" G



�����E� � ���6Ï��

�Ì ���èÏ

�� ���*Î�� 
þÊ�
 �
�±°#¶³²I¸I° �Kµ�¸-°*²���µC½;½�µCÐ<°L¶�÷Äø(ú"� û ½+Ã�¸.²aµ�¶I¹�Ö?½þ¾Äµ�½;Ð<Å�¶I·+²�� Ñ °-°LÁ>µ�¶IÒ�¶I°�µnº#²Iº�µ Ñ ºL½+·;Å<¶³º�´
Å<Ã�¶-µK²I²a°#·;Á�¹�¶I°¹�°#¸n¸I°#Ã�·;½+¸7¹�°�¸³²aµ�Ò�·+½;·+²Iº¼´�½;Ã�¸7Ð�¶aµ�Á�¹�¸F� � µ ¸³²aµ�Ò�·+½;·+²Iº¼¹�°�½þ¾Äµ�½;Ð<Å�¶I·+²�� Ñ °n°LÁ µ�¶IÒ�¶I°üÕ#Å<¶I¶³°L¸I´
Å<Á�¹ »½¿¾Ä°#¶IÐ<Å4¹�·;Õ#·+²Iº.¹�°S½�µèÕ*��µ87�Á�°S¹�°�9�Ê��=;#� �ò¹�º*î%Á�·+°�´�µ�¶o½;°#¸p²I¶aµ�Á�¸I·+²I·;Å<Á�¸ � � � �  C�
�
	���
�������	�������	���
������� !����"#���������%$&��')(�
�(�$+*
� °L¸|¶IºL¸³Ã�½+²aµC²a¸|¹�°ü¸³²aµ�Ò�·+½;·+²Iº�Å<Ò�²a°#ÁWÃ�¸�ê³Ã�¸�
WÃ�¾Ä» ´�¶Iº#¸I°#ÁW²�¸³Å<Ác²n¶I°#½�µC²I·+ì�¸�» ¹�°#¸n¹�¾ÀµC¶I¶I·��<º#°L¸ ���KÌ ��� �-,
. ÌþÏ .�. Ï�� � �QÅ<Ã�²a°#¸í½;°#¸Ô´�¶³°LÃ=��°L¸LÖW»,Á�Å�²a¶³°�ÕLÅ<Á�Á%µ�·;¸³¸aµ�Á�ÕL°�ÖC¸IÅ<Ác²íÒ�µ�¸Iº#°L¸ð¸IÃ�¶Ô½þ¾Äµ�Á%µ�½2Â=¸³°±¹�¾æÃ�Á�°±ºF
WÃ%µC²I·;Å<Á¹�°ò²�Â=´
° � � �0/� ^´
Å<Ã�¶

(E(Rλ
n))

ý�·;½
°L¸x²qµ�½;Å<¶³¸±´�¶³Å<Ã=��º�
WÃ�¾æ·;½9°*ï=·;¸x²a°-Ã�ÁnÕ#°L¶x²�µ�·+Á
λ0>0

²a°#½ 
WÃ�°-´
Å<Ã�¶
λ < λ0

Ö � � �1/� ,µC¹ Ñ °*²I²I°�Ã�Á�°�Ã�Á�·�
WÃ�°�¸IÅ�½;Ã�²I·;Å<Á32 . ÌþÏ (αn)
°#²�¹�Å�Á�Õ 
WÃ�°�½�µnÕ*�%µ 7�Á�°�¹�° 9åÊ��=;#� �Õ#Å<¶I¶³°L¸I´
Å<Á�¹�µ�Ác²a°S°L¸x²p°L¶IÐ�Å=¹�·�
WÃ�°�� � °-´�¶³Å<Ò�½+ó Ñ °,·;Õ#·?°L¸x²8
WÃ�°SÕL°#²³²a°�µ�Á%µC½+Â4¸I°Sµ�¹ Ñ °*²o· Ñ ´�½;·+ÕL·2²a° Ñ °LÁc²


WÃ�°,½+°L¸ ��µC¶I·�µCÒ�½;°#¸
(Rλ

n)
¸IÅ<Ác²-Ì . 
������³ÊE� �;Ï�� ��´
Å<Ã�¶^ºLÕL¶³·;¶³°,½þ¾æºF
WÃ%µC²I·;Å<Á � � �0/�  ^°#²±¹�Å<Á�Õ 
4Ã�° �2Ê ����Ê54 . ÏÆ4Ï�9�Ê��=;#� �¼Ï��

.Æ ���%6�Ï
� � �LÆ�Ì�ÍLÎÚÏ ���.·;Á�¸I·þÖ?½;°L¸S¶³ºL¸IÃ�½+²�µK²a¸-´�¶³ºLÕLº#¹�°LÁc²I¸ Ñ Å<Ác²a¶I°#Ác²�¸³°LÃ�½+° Ñ °LÁc²�
WÃ�°�½+°¸xÂ=¸x²aó Ñ °7°#¸³²E·;Á�¸x²�µ�Ò�½+°�´
Å<Ã�¶

λ ≥ λ0

�ÿõ � Ñ °|¸I·^½þ¾æºF
WÃ%µC²I·;Å<Á � � �1/� �µ�¹ Ñ °#²�Ã�Á�°�Ã�Á�·�
WÃ�°|¸IÅ<½+Ã�²a·+Å<Áî%Á�·;°�ÖWÅ<Á�Á�°q´9°#Ã�²�°!ï�Õ#½;Ã�¶³°.½;µ�´
Å<¸I¸³·;Ò�·+½;·2²aº7
WÃ�°
E(Rλ

n)=+∞
´
Å<Ã�¶ð²aÅ<Ã�²

n ≥ 2
°*²^²IÅ<Ã�²

λ > 0
Ö@�4Ã


WÃ�°CÖ%¹%µ�Á�¸pÕL°�Õ6µC¸LÖ
(αn)

°#²
(1, 1,+∞, . . . ,+∞, . . .)

¸³Å<Ác²q¹�°LÃ=ï	¸³Å<½;Ã=²a·;Å�Á�¸�¹�°S½þ¾æºF
WÃ%µK²a·;Å�Á � � �0/� C�
¯±°*²I²a°�½�µ�Õ#Ã�Á�°�¹%µ�Á�¸ò½;°#¸ò´�¶³°LÃ=��°L¸,¹�°L¸.¶³ºL¸³Ã�½+²aµC²a¸ò¹�°�¸x²�µ�Ò�·;½;·2²aº-°#¸³²,¹�·;¸IÕ#Ã�²aº#°E¹%µCÁ�¸.Õ#°EÕ*�%µ�´�·+²a¶³°���F.°´�½+Ã�¸LÖc·+½�°L¸x²�´�¶³Å<Ã=��º<
WÃ�°CÖ4¸³Å<Ã�¸^¹�°L¸ �cÂ=´
Å�²���óL¸³°L¸oµ�¸³¸I°
�òÐ<º#Á�ºL¶Iµ�½;°#¸^¸³Ã�¶i½�µ-¹�·;¸x²a¶³·;Ò�Ã�²I·;Å<Á�¹�°L¸�µC¶I¶I·��<º#°L¸
(Ai)

°#².¸IÃ�¶,½+° Ñ ºLÕLµ�Á�·+¸ Ñ °�¹�°EÒ�¶aµ�Á�Õ*��° Ñ °LÁc²6Ö9½þ¾Äµ�½;Ð�Å<¶I·2²�� Ñ °,°LÁåµC¶IÒ�¶³°E°L¸x²-¸³²aµ�Ò�½+°E´
Å<Ã�¶qÃ�Áü²�µ�Ã4ï¹�¾Äµ�¶³¶I·���ºL°�µ�¸³¸I° ��´9°*²a·2² � � Á�Å�²I¶I°�ÕLÅ<Á�Á%µ�·;¸³¸aµ�Á�ÕL°�Ö®ÕC¾Ä°#¸³²è½+°�´�¶I° Ñ ·+°L¶S¶Iº#¸IÃ�½2²�µC²S¹�°�¸x²�µ�Ò�·+½;·2²aºè¸³Ã�¶�Õ#°L¸µ�½+Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °#¸±´
Å<Ã�¶o¹�°#¸.µ�¶³¶I·��<ºL°#¸pÁ�Å<Ánì�Å<¶IÕ#º Ñ °LÁc²X���KÌ ��� � . ÌþÏ .�. Ï�� �
� ��� � ) � ��- �87 �4� �.� � 	�� 
 ������� � ��� ����-í���ò��� � 	 � 	 � -��e��� �

� °�¹�°LÃ=ï=·;ó Ñ °SÕ*�%µC´�·+²I¶I°S¹�°�½�µ�´%µ�¶x²a·;°�Æ�È . Ê�Ë�Ì�ÍLÎÚÏ±¹�°�ÕL° Ñ º Ñ Å�·;¶I°.°L¸³²ò¹�º#¹�·;º�µ�Ã ���-9�
^Ë �KÈWÏ .Æ4Ï���� Ê�� � �	�!Ì�
 �4Ë|Ï*ÖÚÁ�ÅC²aº
E(RA

n )
Ö
ÅDC

(RA
n )

°L¸x²,¸IÅ�½;Ã�²I·;Å<Á¼¹�°E½;µ�¶Iº#ÕLÃ�¶³¶I°#Á�ÕL° � � � G� p°*²-ÅDC
A
°L¸x²,Ã�Á�°

�Cµ�¶³·�µ�Ò�½+°nµ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°|¹�° ! �KÌ ��� � . ¹�°	´�µ�¶aµ Ñ ó#²I¶I°
λ
� û Å<Ã�¶�º*²aÃ�¹�·+°L¶�Õ#°L¸�¶IºLÕ#Ã�¶I¶³°LÁ�Õ#°L¸#Ö^½¿¾Àµ�´�´�¶IÅ4Õ*��°Õ*��Å�·;¸I·+°EÕ#Å<Á�¸I·+¸³²I°�»7°*ï=´�¶I· Ñ °#¶,½�µ�¸IºL¶³·;° � � � "  ò¹%µ�Á�¸-½;°EÕLµ�¸-¹�¾æÃ�Á>µ�¶IÒ�¶I°èÒ�·+Á%µ�·+¶I°�Ö
Å<Ã � � �+ù  ò¹%µ�Á�¸-½+°ÕLµ�¸èÐ<º#Á�ºL¶Iµ�½þÖ®ÕLÅ Ñ�Ñ °|½¿¾Ä°#¸I´
ºL¶aµCÁ�ÕL°7¹?¾ÄÃ�Á�°!�Cµ�¶I·;µ�Ò�½;°�µ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°�¹�Å<Á�Á�º#°7¹�ºL´
°LÁ�¹%µ�Ác²�¹�¾æÃ�Á ÕL°#¶³²�µC·;Á´�¶³Å=Õ#°L¸³¸IÃ�¸òµ�Ã�²IÅCÓ�¶³ºLÐ<¶³°L¸I¸³·+ì

(Xn)
¹�º#î%Á�·Q´�µ�¶

X0 = x
°#²

Xn+1 = WnXn + λ, n ≥ 0,
� � � I  

ÅDC
(Wn)

°L¸x²ÔÃ�Á�°±¸³Ã�·+²I°òÌ��;Ì�� ÆE�C¹�°^¹�·+¸³²I¶I·;Ò�Ã�²a·+Å<ÁSÕLÅ Ñ�Ñ Ã�Á�°
W

� � ¾æº#²aµ�´
°^¸³Ã�·��Cµ�Ác²a°^°L¸x²Ô¹�¾æ·;¹�°LÁc²a·2î%°L¶Q½�µì�Å<Á�Õ#²a·+Å<Á
h
µ�¹ Ñ °#²³²�µ�Ác²

D
ÕLÅ4°
M�ÕL·+°LÁc²a¸i·;Á�Õ#Å<Á�ÁWÃ�¸0��¯.¾æ°L¸x²�½;» 
WÃ�°q½;°p´�¶³Å=Õ#°L¸³¸IÃ�¸±µ�Ã�²aÅKÓ�¶Iº#Ð<¶I°#¸I¸³·+ìcê³Å<Ã�°Ã�Áë¶�4<½+°�· Ñ ´
Å<¶³²aµ�Ác²��4Ã-
4Ã?¾ÄÃ�Á�°èºF
WÃ%µC²I·;Å<Áë½;·;Á�º6µ�·+¶I°-ÕL¶³Ã�ÕL·;µ�½;°�°L¸x²,Å<Ò=²a°LÁWÃ�°EÕLÅ Ñ�Ñ °�Ã�Á�°�ì�Å<Á�Õ#²I·;Å<Á4ÓÁ�°#½;½+°o¹�°ò¸Iµ�¹�·+¸³²I¶I·;Ò�Ã�²a·+Å<Á�¸³²aµC²a·+Å<Á�Á%µ�·+¶I°5�EF,µ�Á�¸^½;°oÕLµ�¸^Ò�·;Á%µ�·+¶I°CÖ<ÕL°*²I²a°ò¹�°L¶³Á�·;ó#¶I°qº#²aµ�´9°p°#¸³²^°#ñ9°LÕ#²IÃ�ºL°µ�Ã=²a¶I° Ñ °#Ác²p¹%µ�Á�¸ ÷ &�/Kú¿Ö Ñ µ�·;¸±½þ¾Äµ�¶IÐ<Ã Ñ °#ÁW²pÃ=²a·;½+·;¸³º.Á�°S¸I° Ñ Ò�½+°�´�µ�¸pÐ<ºLÁ�º#¶aµ�½+·;¸Iµ�Ò�½;°5�

û ½;Ã�¸I·;°#Ã�¶I¸Ô·;Á�Ð<¶³ºL¹�·+°LÁc²a¸íÃ=²a·;½+·;¸³ºL¸Ô´
Å<Ã�¶Ô½þ¾Äµ�Á%µ�½2Â=¸³°�¹�Ã�Õ6µC¸ �

éÊ�
�Ì�ÍLÎÚÏ �>�<Å<·+¶ðõ¼ÅB�%µ Ñ °#¹�°*²ðöpÅ<Ò9°#¶³²q÷æø�ù#ú  ¸³Å<Ác²n¶I°#´�¶I·+¸7·;Õ#·Eý±¹�ºL´
Å<·;¸³¸IÅ<Á�·+¸aµC²I·;Å<ÁA´�¶IÅ�Ò%µ�Ò�·+½;·;¸x²a°	´9Å�Ã�¶7Å<Ò�²I°LÁ�·+¶|Ã�Á�°�°*ï=´�¶I°#¸I¸³·;Å<Á °*ï=´�½+·;Õ#·+²a°¼¹�°
E(Rλ

n)
Ö�µ�·+Á�¸I· 
4Ã�°�½;°E²���ºLÅ<¶³ó Ñ °è¹�°!�?Î��LÌ . Ì>� � ¾Äº0
WÃ%µC²a·+Å<ÁüÕ#Å<¶I¶³°L¸I´
Å<Á�¹�µ�Ác²a°�°L¸x²S¹�Å<Á�Á�º#°�´%µ�¶ � � �Äø# ÅDC

λ = 0
� �qÅ�²aÅ<Á�¸ 
WÃ�°åÖí¹%µCÁ�¸�ÕL°	Õ6µ�¸#Öí½;°nÕLÅ Ñ ´
Å<¶³²I° Ñ °LÁc²�µ�¸xÂ Ñ ´�²IÅ�²a·�
4Ã�°n¹�°�½�µ�¸IÅ<½+Ã�²a·+Å<Á ¹�°Õ#°#²I²I°.º0
4Ã�µC²a·+Å<Á|ì�Å<Á�Õ*²a·+Å<Á�Á�°#½;½;°p´
°LÃ�² �#²I¶I°,µC·;Á�¸³·
º*²�µ�Ò�½;·Ú´9Å�Ã�¶ 
��KÎ�
�Ïðì�Å<Á�Õ*²a·+Å<Á

h
¹�°òÕL½�µC¸I¸I°

C1
�>�<Å<·+¶

8=°#Õ#²I·;Å<Á � ¹�°�öpÅ<Ò
°L¶x²�÷ I &Cúo´
Å<Ã�¶èÃ�Á °!ï�° Ñ ´�½;°7¹�º*²a°#¶ Ñ ·;Á�·+¸³²a°  � � µü¹�·;¸³²I¶I·+Ò�Ã�²a·+Å<Á ·+Á@��µC¶I·�µCÁW²I°7¹�Ã´�¶³Å=Õ#°L¸³¸IÃ�¸òµ�Ã�²IÅCÓ�¶³ºLÐ<¶³°L¸I¸³·+ì � � � I  ±°L¸x².½;µ Ñ °#¸IÃ�¶³°�¹�° �-Ì��IÊ��±°LÁ
0
�

" &
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Ì�
 �aÏ����
	 � � �	�!Ì�
��4Ë|ÏèÏ . Ê��
� �aÏEÊ���Ï���Ê�� �*Ì�����Ï�� �[Ì�� ��Ï��
� µ�¸³·+²aÃ�µC²a·+Å<Á °#¸³²�ÕLÅ Ñ ´�½+ó#²a° Ñ °#Ác²è¹�·2ñ?º#¶I°LÁc²I°�
4Ã�µ�Á�¹

λ > 0
ÖÔ´�¶I·+Á�ÕL·+´%µ�½;° Ñ °#Ác²è»üÕLµ�Ã�¸I°�¹�°n½¿¾Ä·+Á=Ó²a¶IÅ4¹�Ã�Õ*²a·+Å<Á ¹�ÃA´�¶IÅ4ÕL°L¸³¸IÃ�¸|µ�Ã�²IÅCÓ�¶³ºLÐ<¶³°L¸I¸³·+ì

(Xn)
�i¯±Å<Ác²a¶Iµ�·;¶³° Ñ °LÁc²�µ�ÃÝÕ6µ�¸

λ = 0
Öí½þ¾æ°*ï=´�¶³°L¸³¸I·;Å�Á°*ï=´�½;·+ÕL·2²a°�¹�°

h
°L¸x²E· Ñ ´
Å<¶x²�µ�Ác²a°�´
Å<Ã�¶SÅ<Ò=²a°LÁ�·;¶-Ã�Á�°�ì�Å<¶ Ñ Ã�½;°�°!ï=´�½;·+ÕL·+²I°�´9Å�Ã�¶

E(Rλ
n)

°!ï�´�¶I· Ñ µ�Ác²µ�·;Á�¸³·9Õ#°L¶x²�µ�·+Á�°L¸ 
4Ã�µ�Ác²a·+²IºL¸^ÕLÅ Ñ�Ñ °pì�Å<Á�Õ*²a·+Å<Á�Á�°#½;½;°#¸ð¹�Ã7´�¶³Å=Õ#°L¸I¸³Ã�¸o¹�°?! �KÌ ��� � . �=¯±°,´
Å<·+ÁW²^°L¸x²�Õ#¶IÃ=ÓÕL·�µC½
¹�µ�Á�¸±Õ#°#²³²a°,µC´�´�¶IÅ4Õ*��°5� � °òì�µC·+² 
WÃ�°.½;µ�¹�·+¸³²a¶³·;Ò�Ã=²a·;Å�Á�·+Á@��µC¶I·�µCÁW²I°p¹�°
(Xn)

Á�°.¸³Å<·+²^´%µ�¸^ÕLÅ<Á�ÁWÃ�°ÕLÅ Ñ ´�½;·�
WÃ�°-½�µè¹�º*²a°#¶ Ñ ·;Á%µC²I·;Å<Án¹�°�Õ#°L¶x²�µ�·+Á�°L¸pÕLÅ�Á�¸³²aµ�Ác²a°L¸0�
��� ����$������ ��� ��$
	���$+� $+(��#	��¯±Å Ñ�Ñ °ðµ�ÃS´�¶³° Ñ ·;°L¶?Õ*�%µ�´�·2²a¶I°í´
Å<Ã�¶¨½+°íÕ6µ�¸ �

þÊ�
¿Ì�ÍLÎ%Ï*Ö6½;µ�Õ6µ�¶Iµ�Õ#²IºL¶I·+¸³²I·�
WÃ�°íÕL½+ºí¹�°ðÕL°*²ÔµC½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °±Æ�È-,
. Ê�Ë�Ì�ÍLÎÚÏ®°#¸³²í½;µò¹�·+¸³²I¶I·;Ò�Ã�²a·+Å<Á�¹�°±´�¶³Å<Ò%µ�Ò�·+½;·2²aº W ¸IÃ�¶

[0, 1]
¹�º#î�Á�·;°�°#ÁEì�Å<Á�Õ*²a·+Å<ÁE¹�°^½�µq¹�·;¸x²a¶I·+Ò�Ã�²I·;Å<Á¹�°oÒ�¶aµCÁ�Õ*��° Ñ °LÁc² ��½;µ<�Cµ�¶I·;µ�Ò�½+°

G
 N°#²ð½+°L¸í´
Å<·;¹�¸Ô¸IÃ�¶íÕ*�%µ�
WÃ�°qÕ*��° Ñ ·;Á�ÖC½;°9��°LÕ*²a°LÃ�¶

(V1,G, . . . , VG,G)
�



*��)	�(�$!(��#	���� �¨Ê7Ë|Ï��*Î �aÏ�Æ4ÏèÆ�Ì���Ì �*Ì�� .�. �	�!Ë�Ê��[Ì � ��ÏèÏ��

 �2Ê�Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ�
�Ì�� . Æ4Ï���������ÊE�LÌ��[Ì�
��
W

�*Î �
[0, 1]

Æ ��2 . ÌþÏ�� ���KÎ � 
��KÎ 
eÏ � � . �

�Ì�� . �
�	���
�[ÌþÏ .�. Ï5��� �*Ì�
�Ì���Ï f � ��Ê��
∫
f(x)W(dx) = E

(
G∑

i=1

V ε
i,Gf(Vi,G)

)
=

+∞∑

`=2

∑̀

i=1

P(G = `)E(V ε
i,`f(Vi,`)),

� � �2ù ?  
���

ε ∈]0, 1]
Æ ���*Ì�� . Ï �;Ï 
éÊ�Î �üÆ4Ï ��� . ��Ï
� �KÊ�
¿Ì�� . Æ4Ï ��� Ê�� � �	�!Ì�
��4Ë|Ï = ���KÌ�� �;Ï ����Ê��
Ì�
 �aÏ

3
Æ4Ï �2Ê����aÏ ,Ë�Ì��
��ÏX��Ê�� 
�ÌþÏ@?��

F,µ�Á�¸�½+°òÕ#Å<Ác²a°!ï=²I°-¹�°L¸^´�¶IÅ4ÕL°#¸I¸³Ã�¸o¹�°òì�¶Iµ�Ð Ñ °LÁc²�µK²a·;Å�Á�ÖcÕL°*²I²a° Ñ °#¸IÃ�¶³°,°L¸x²oµ�´�´9°#½;ºL°�Ë|Ï��*Î��aÏ-Æ4ÏSÆ�Ì � ,
� � �IÊ�
¿Ì�� . ÖH�<Å<·+¶5�^°L¶³²IÅ<·;Áü÷ ! ú;� � µ Ñ °#¸IÃ�¶³° W Õ6µ�¶Iµ�Õ#²IºL¶I·+¸I°òÕLÅ Ñ ´�½;ó*²a° Ñ °#ÁW²±½;°q´�¶IÅ4ÕL°#¸I¸³Ã�¸o¹�°,¹�·��4·;¸I·+Å<Á¹�°S½þ¾Äµ�½;Ð<Å�¶I·+²�� Ñ °ò°#Áëµ�¶³Ò�¶I°5�
� °#¸NÕ#Å<Á�¹�·2²a·+Å<Á�¸�¸³Ã�·��Cµ�Ác²a°#¸N¸³°L¶³Å<Ác²ÔµC¹ Ñ ·+¸I°#¸®²IÅ<Ã�²Qµ�Ã�½;Å�Á�Ðo¹�°ð½�µo´%µ�¶x²a·+°qÆ�È . Ê�Ë�Ì�ÍLÎ%Ï9¹�°^Õ#° Ñ º Ñ Å<·+¶I°5�
��� ����$������ ���

ùB�6! ��Ï��LÍLÎ%Ï � 9 ��Ï*Ë|Ï . 
�� G ≥ 2
�oÏ

^Ì��QÏ��<Ì �

eÏ�Î . ����Ï
�

δ > 0

eÏ
�QÍLÎ%Ï �2Ê��aÏ
�2Ê�
¿Ì�� .

sup
`≥2

sup
1≤i≤`

Vi,` ≤ δ < 1,
�
H1

 

Ï . ��Ê�� 
¿Ì �*Î �[ÌþÏ
� W([0, δ]) = 1
�

G �
W

���
�!Ì 2�Ï
∫ 1

0

| log x|

x
W(dx) < +∞.

�
H2

 

� µ�ÕLÅ�Á�¹�·+²I·;Å<Á
H1

· Ñ ´�½;·�
WÃ�°ò°LÁ	´%µ�¶x²a·;Õ#Ã�½;·+°L¶^½�µ�Á�Å<Á�¹�º#Ð<ºLÁ�º#¶I°#¸IÕL°#Á�ÕL°E¹�Ã¼´�¶IÅ4ÕL°L¸³¸IÃ�¸ò¹�°S¹�·��4·+¸I·;Å�Á �
¡�¢�� � �7­0.�¦�Yp¥	¬ Y ª('e«�¥TY � %"!�­*©E¥ ª Y #�¦'U ��­�S#­!¦&% $�©E¥ % ­#ªTY

¯±°*²I²a°�¸³°LÕ#²I·;Å<ÁÝ°L¸x²�Ã�Á�°	µ�Á%µ�½2Â4¸I°�Ò%µ�¸³ºL°�Öí°#ÁAÃ�ÁAÕ#°L¶³²aµ�·;Á ¸³°LÁ�¸#Öi¸³Ã�¶�Ã�Á�°'&#´
°L¶x²aÃ�¶³Ò%µC²a·+Å<Á�&|¹�°½þ¾Äµ�½;Ð<Å�¶I·+²�� Ñ °ò°#Áëµ�¶³Ò�¶I° �

þÊ�
¿Ì�ÍLÎ%Ï �%F.Å<Á�Á�Å<Á�¸p¹�¾Äµ�Ò
Å<¶I¹:
WÃ�°L½�
4Ã�°L¸q¹�º#î%Á�·+²a·+Å<Á�¸0�


*��)	�(�$!(��#	)(*� ! �KÎ �

n ≥ 0
Ï


p ≥ 1

� � . . �	
�Ï���Ê�� RA,p
n

� �;Ï . �KË � �aÏ�Æ4Ï . �±Î�Æ	���*Ì�
�Î�����Ï . 
 �aÏ
�2Ê �³Ê��*Ì . Ï�Ï

��;Ï

p
,�Ì��*Ë|Ï . Ì���ÏIÊ�Î Æ4Ï���� Ê��
� ��Ï7Æ�È . Ê�Ë�Ì�ÍLÎÚÏ	Ï . �4Ï . Æ����"��Ê��|Î . �����KÎ �%Ï7Ì . Ì�
�Ì�Ê��^Æ4Ï n�
� �*Ë|Ï . 
 � � A Æ ���*Ì�� . Ï�Î . Ï �KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï¼Ê�� �IÊ�
 �KÌ��aÏ¼Æ4Ï	Ë,+*Ë|Ï	Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ 
¿Ì�� . ÍLÎÚÏ �2Ê �*Î4Ì�
�Ï	Ì��;Ì�� ÆE�-Æ4Ï��

" �



��������� �<Ì �

�Ï . ��Ï�Æ�� Î . Ï � ����Ì�� . Æ4Ï�� 
éÊE�LÌ��[Ì�
���� � .	� Ì�Æ4Ï
Ê�� �!Ì�����Ï��

(Ai)
� !�Ê�� ��� . ��Ï . 
�Ì�� . � RA,∞

n = RA
n


éÊ . Æ�Ì ��ÍLÎÚÏ (R0,p
n )

���	� ��Ï��@��� . Æ�Ê�Î
�IÊ	� �

éÊ�
�Ì�ÍLÎÚÏ��Ì���Ï �ÿÍLÎ�Ê . Æ A ≡ 0
� ��Ê �KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï

GA

Ï��

±Æ ��2 . ÌþÏ>��Ê��

GA =

+∞∑

i=0

Ai∑

k=1

Bi
k,

���������KÎ��
i ≥ 0

�
(Bi

k, k ≥ 0)
Ï��

±Î . Ï �*Î4Ì�
�ÏèÌ��;Ì�� ÆE�íÆ4Ï�
,Ï
� . �KÎ ���[ÌíÌ . Æ �@�%Ï . ÆcÊ . 
eÏ�Æ4Ï Ai


�Ï
���;ÏèÍLÎÚÏ
P(Bi

k = 1) = δi
� �;Ï�� �*Î4Ì�
�Ï��

(Bi
. , i ≥ 0)

�

éÊ . 
±Æ4Ï*Î��
6|Æ4Ï*Î��7Ì . Æ �@�%Ï . ÆcÊ . 
�Ï�� �
�qÅ�²aÅ<Á�¸ 
WÃ�°n¸I·

E(A) < +∞
ÖQ½�µ:��µC¶I·�µCÒ�½;°

GA

°#¸³²�Ò�·+°LÁ ¹�º*î%Á�·;°|°#²�·;Ác²IºLÐ<¶Iµ�Ò�½;°5� � °|²���ºLÅ�¶Ió Ñ °¸³Ã�·��Cµ�Ác²oµèº*²aº,´�¶IÅ<Ã=��º�Ö�¹�µ�Á�¸�½+°,Õ6µ�¸±ÕLÅ<Á�¸³°L¶ ��µK²a·+ì
ε = 1

Ö=¹%µCÁ�¸qõ¼ÅB�%µ Ñ °#¹7°#²pöpÅ<Ò
°L¶x²S÷Äø=ù#ú¿Ö � ����ºLÅCÓ¶³ó Ñ ° &# � û Å<Ã�¶�½;°|ÕLµ�¸�µ �<°#Õ	Å�Ã ¸aµ�Á�¸�´
°L¶x²a°CÖ �<Å<·+¶è½;°�Õ*�%µ�´�·2²a¶³° Gë¹�°7½�µü´�¶I° Ñ ·;ó#¶I°�´%µ�¶³²I·;°7¹�°7ÕL°Ñ º Ñ Å<·;¶³°�Ö � û ¶IÅ�´9Å<¸³·+²I·;Å<Á�¸.ù � °#²�ù!/� C�
� ��* �  ��
� ���*� � �KÎ#� �;Ï�� �4È����	
 � ����Ï��

H1

Ï


H2

�iÌ��NÏ��<Ì �

�Ï�Î . Ï���� . �

éÊ . 
�Ï C0
W


�Ï
���;ÏEÍLÎÚÏ
E
(
R0

n

)
≤ nεC0

W , ∀n ≥ 0.

� °�½;° Ñ�Ñ °�¸IÃ�·���µCÁW²�º*²�µ�Ò�½+·+²SÃ�Á�°|¶I°#½�µC²I·;Å<Áå·+ÁW²IºL¶³°L¸I¸Iµ�Ác²a°�´9Å<Ã�¶�½;µ�²aµ�·;½+½;°è¹?¾ÄÃ�Á µ�¶IÒ�¶I°�Ö®½+°�¸xÂ Ñ Ò9Å<½+°
≤ ��� ¹�ºL¸I·+Ð<Á�°S½þ¾æÅ<¶³¹�¶I°-¸x²aÅ4Õ*�%µ�¸³²I·�
WÃ�°SÕL½;µ�¸I¸³·�
WÃ�°5�
� ����� ��� � I Á�º#Ðcµ�½+·+²aº"84²aÅ4Õ*�%µ�¸x²a·�
WÃ�°  � ! �KÎ �

n ∈ N
�

RA,p
n ≤ ��� R0,p

n +

R0,p
n∑

k=1

R̃A,p
D−1+GA,i

1(GA,i>0),
� � �+ù�ù  

���
(R̃A,p

n ) = ��Ï��@� (GA,i)
?ÝÏ��

èÎ . Ï �*Î=Ì�
�ÏåÆ4Ï �KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï��ëÊ�� �IÊ�
 �KÌ��aÏ��üÆ4ÏëË,+*Ë|Ï�Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ�
�Ì�� . ÍLÎÚÏ

(RA,p
n ) = ��Ï��@� GA

?�� �®Ï�� �KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï��
(R̃A,p

n )
�
(R0,p

n )
Ï



(GA,i)
� � . 
iÌ . Æ �@�%Ï . ÆcÊ . 
eÏ�� �

� �*Ë � . �

 �³Ê�
¿Ì�� . � �QÅ<Ã�²q¹�¾Äµ�Ò9Å�¶I¹�Ö�Á�Å�²aÅ<Á�¸

WÃ�°CÖ%´9Å�Ã�¶
n ≤ m

Ö%Å<Á	µ�Õ#½�µ�·+¶I° Ñ °#ÁW²7
4Ã�°
RA,p

n ≤ ���� RA,p
m

� Z Á	ÕLÅ<Ã�´�½�µ�Ð<°-°#¸³²òÃ�²a·+½;·+¸Iº,´
Å<Ã�¶p´�¶³Å<Ã=�<°#¶òÕ#°#²òÅ<¶I¹�¶I°S¸³²IÅ=Õ*�%µC¸³²a·�
WÃ�°�� � ¾ÀµC½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °¸x²�µC²I·�
WÃ�°q°L¸³²±¹�¾Äµ�Ò9Å�¶I¹7µC´�´�½;·�
WÃ�ºqµ�Ã|Ð<¶³Å<Ã�´
°ò·+Á�·+²I·�µ�½=¹�°L¸
n
º#½;º Ñ °#ÁW²I¸F� � °òÁ�Å Ñ Ò�¶I°p²aÅC²�µ�½Ú¹�°qÁ��SÃ�¹�¸ê³Ã�¸$
WÃ�¾À»�Ã�ÁüÁ�·��<°6µCÃ

p
¹%µCÁ�¸.½¿¾Àµ�¶³Ò�¶I°�µ�¸³¸IÅ4ÕL·;º

T 0
°L¸x²,Á�Å�²Iº

R0,p
n

�:8=°#¸ �6Ï*Î=Ì����;Ï��oÅ<Ác²-µ�Ã¼´�½;Ã�¸
D − 1º#½;º Ñ °LÁc²I¸�²�µ�Á�¹�·;¸8
WÃ�°S½;°L¸ . �±Î�Æ	��Ì . 
�Ï
� . Ï��±°LÁ	ÕLÅ�ÁW²I·;°#Á�Á�°LÁc²òµ�Ã Ñ Å�·;Á�¸ D �

� Õ#°#²³²a°�º#²aµ�´
°�Ö±¹�°�Á�Å<Ã=��°L½;½+°L¸nµC¶I¶I·��<º#°L¸n¸IÅ�ÁW²	µ�ê³Å<Ã�²aº#°L¸�µ�Ã4ï . �±Î�Æ	�üÌ . 
�Ï
� . Ï���°#²n½¿¾Àµ�½+Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °¸x²�µC²I·�
WÃ�°�°L¸x²E¹�°�Á�Å<Ã=�<°Lµ�Ãçµ�´�´�½+·�
WÃ�º�¸IÃ�·��Cµ�Ác²�½�µ7¸³²I¶IÃ�Õ*²aÃ�¶³°
T 0

ê³Ã�¸$
4Ã?¾À»�ÕL°�
WÃ�°�Õ*�%µ�ÕLÃ�Á�°�¹�°�Õ#°L¸Á�Å�Ã=�<°#½;½;°#¸7µ�¶³¶I·��<ºL°#¸7µ�¶³¶I·��<°ë¹�µ�Á�¸7Ã�Á�°��6Ï*Î4Ì����;Ï�¹�°ë½¿¾Àµ�¶³Ò�¶I°
T 0

� � »=Ö^´
Å<Ã�¶�Õ*�%µ�
WÃ�° �6Ï*Î4Ì����;Ï�µ6Âcµ�Ác²´�½+Ã�¸±¹�°
D
º#½;º Ñ °LÁc²I¸LÖ�½¿¾ÀµC½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °�Æ�È . Ê�Ë�Ì�ÍLÎ%Ïð°L¸x²pµ�´�´�½+·�
WÃ�ºq´%µ�¶x²�µ�Ác²o¹�°òÕL°,ÁN��Ã�¹ � �ò·;Á�¸³·þÖWÅ<ÁnµÒ
°L¸³Å<·;Á�¹�¾æ°L¸x²a· Ñ °L¶o½+°-Á�Å Ñ Ò�¶I°-¹�¾æºL½+º Ñ °LÁc²a¸q°*ï4²a°#¶IÁ�°#¸.»�Õ*�%µ5
4Ã�° �6Ï*Î4Ì����;Ï �

�qÅ�²aÅ<Á�¸9
WÃ�°�Ö�¸IÃ�·2²a°-»E½¿¾��cÂ4´
Å�²���ó#¸I°
H1

Ö�Ã�Á7º#½;º Ñ °#ÁW²�¹%µ�Á�¸�Ã�ÁnÁ��SÃ�¹nÕLÅ<Ác²I°LÁ%µ�Ác²o¹�ºeêI»�µ�Ã Ñ Å<·+Á�¸
D
ºL½+º Ñ °LÁc²a¸p°L¸x²,°#ÁH��Å�Â<º�»�½þ¾æÃ�Á	¹�°�¸³°L¸ . �±Î�Æ	� ,12 � ��µ �<°LÕ�Ã�Á�°�´�¶IÅ�Ò%µ�Ò�·+½;·+²Iº-µ�Ã	´�½;Ã�¸ δ ���.·+Á�¸I·¿Ö�Ã�Á�°�6Ï*Î4Ì����;Ïp¹�Å<Á�Á�ºL°

L = Ii
¹�°

T 0
¸³·+²IÃ�ºL°E»|Ã�Á�Á�·��<°6µCÃ

i ≤ p
Õ#Å<Ác²a·;°#Ác²-µ�Ãü´�½;Ã�¸

D−1
ºL½+º Ñ °LÁc²a¸,¹�ÃÐ<¶³Å<Ã�´
°o·;Á�·2²a·;µ�½=°*²iÃ�Á�°oì�¶aµ�Õ*²a·+Å<Á�¹�°L¸iºL½+º Ñ °LÁc²a¸íÁ�Å�Ã=�<°Lµ�Ã=ï|µ�¶I¶³·���ºL¸ð¸IÃ�Õ#ÕL°#¸I¸I·��<° Ñ °#ÁW²±´%µ�¶ð½;°#¸íÁ��SÃ�¹�¸·+ÁW²I°L¶³Á�°L¸

I2
Ö
I3
Ö �0�F�LÖ

Ii−1

¶I°L½+·�µ�Ác²�Õ#°#²I²I° �6Ï*Î=Ì����;Ï7» ½�µ ¶aµ�Õ#·;Á�°5�p¯9�%µ�Õ#Ã�Á ¹�°L¸
AL,k−1

ºL½;º Ñ °#Ác²a¸
" /



����Ê��
Ì�
 �aÏ����
	 � � �	�!Ì�
��4Ë|ÏèÏ . Ê��
� �aÏEÊ���Ï���Ê�� �*Ì�����Ï�� �[Ì�� ��Ï��
°*ï4²a°#¶IÁ�°#¸.µ�¶³¶I·��<ºL¸qµ�Ã�Á��SÃ�¹

Ii−1

°L¸³² Ñ ·;¸�¹�µ�Á�¸pÕL°#½;Ã�·
Ii
µ �<°LÕS´�¶³Å<Ò%µ�Ò�·;½;·2²aº.µ�Ã�´�½;Ã�¸

δ
°#²p¹�Å<Á�Õ�Ö�°#Á¹�·;¸x²a¶I·+Ò�Ã�²I·;Å<Á�Ö=·;½?Ânµ�µCÃ	´�½;Ã�¸

B1
1 +B1

2 + · · · +B1
AL,i−1ºL½;º Ñ °#Ác²a¸o°LÁ

Ii
��F�¾ÄÃ�Á�° Ñ µ�Á�·+óL¶³°.¸I· Ñ ·+½�µ�·+¶I°CÖ<´9Å�Ã�¶

2 ≤ k ≤ i− 1
Ö�½+°L¸�º#½;º Ñ °#ÁW²I¸�°*ï4²I°L¶IÁ�°L¸òµ�¶I¶³·��<º#¸µ�ÃüÁ��SÃ�¹

Ik
µK²I²a°#·;Ð<Á�°LÁc²,½;µ �6Ï*Î4Ì����;Ï

L = Ii
µ �<°LÕE´�¶IÅ<Ò�µ�Ò�·;½+·+²IºSµ�Ãü´�½+Ã�¸

δi−k
� û µ�¶.Õ#Å<Á�¸³ºF
WÃ�°LÁc²LÖ¨½;°Á�Å Ñ Ò�¶³°-²aÅ�²aµ�½

NL

¹?¾Äº#½;º Ñ °LÁc²I¸q´�¶IºL¸³°LÁc²a¸q¹%µ�Á�¸q½;µ��6Ï*Î=Ì����;Ï
L
°L¸x²6Ö%°#Á¼¹�·+¸³²I¶I·;Ò�Ã�²a·+Å<Á�Ö�µCÃ	´�½;Ã�¸

D − 1 +
k−2∑

i=1

Ai∑

k=1

Bi
k.

8=·
NL

°L¸x²�¸IÃ�´9º#¶I·;°#Ã�¶EÅ�Ã ºLÐcµ�½^»
D
ÖQ½þ¾Äµ�½+Ð<Å<¶I·2²�� Ñ °	Æ�È . Ê�Ë�Ì�ÍLÎÚÏSÕ#Å<Ác²a·+Á4Ã�°7´%µ�¶x²�µ�Ác²�¹�°|ÕL°7Á��SÃ�¹µ�´�´�½+·�
WÃ�º�» Ã�Á Ð<¶IÅ<Ã�´9°ü¹�°ü²�µ�·+½;½;°
NL + A0 ≤ ���� D − 1 + GA

� �òÅC²aÅ<Á�¸!
4Ã�°�Ö�´
Å<Ã�¶ 
4Ã�°�ÕL°#²º0�<º#Á�° Ñ °LÁc²|µ�·+²è½;·;°#Ã�ÖQÅ<Á ¹�°0�4¶aµC·+²�µ �<Å<·+¶è¹�°#¸�Á�Å<Ã=�<°Lµ�Ã=ï º#½;º Ñ °#ÁW²I¸�»�ÕL°#²³²a° �6Ï*Î4Ì����;Ïè°*²�µ�·;Á�¸I·9
WÃ�°
GA > 0

��84·;Á�Å<Á?Ö�·;½¨Á�¾YÂ	µ�
4Ã�°�¹�°#¸òº#½;º Ñ °#ÁW²I¸p·;¸I¸³Ã�¸q¹�ÃëÐ<¶³Å<Ã�´
°S·;Á�·2²a·�µC½9¹%µCÁ�¸ò½;µ��6Ï*Î=Ì����;Ï
L
°#²q¹�Å<Á�Õ½þ¾Äµ�½;Ð<Å�¶I·+²�� Ñ °ò¸#¾Àµ�¶³¶��*²a°��

GðÁ�¶³° Ñ µ�¶�
WÃ%µCÁW² 
WÃ�°è½;°�Á�Å Ñ Ò�¶I°�¹�° �6Ï*Î4Ì����;Ï��p¹�°
T 0 ¹�Å<Ác²-½;µ ����� � � . Æ4Ï*Î �o°L¸³²,·;Á�ì�º#¶I·;°#Ã�¶I°�» p °L¸x²Ñ µ(ê³Å�¶Iº-´%µ�¶

R0,p
n

ÖÚµC½;Å<¶³¸�Å<Á	Å<Ò�²a·+°LÁc²p½�µè¶³°L½;µC²a·+Å<Án¹�ºL¸³·;¶³ºL°

RA,p
n ≤ ��� R0,p

n +

R0,p
n∑

k=1

R̃A,p
D−1+GA,i

1(GA,i>0).

� ��* �  ���� ��� � Gÿï=·+¸³²a°#Á�ÕL°�¹�¾æÃ�Áë¸xÂ=¸x²aó Ñ °�¸³²�µCÒ�½;°  � � �KÎ#���;Ï�� ��� . Æ�Ì�
¿Ì�� . � H1

Ï


H2

�oÏ

 �*Ì
AηÏ��

^Î . Ï �#Ê�Ë�Ì����;Ï�Æ4Ï �KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï���Ê�� �IÊ�
��KÌ��aÏ��SÌ . 
 �����³ÊE� �;Ï��èÏ

 6 �KÊ��;Ï*Î ����Ï . 
¿Ì��
�aÏ�� 
�Ï
���;ÏEÍLÎÚÏ

lim
η→0

Aη=0
°LÁ	¹�·+¸³²a¶³·;Ò�Ã=²a·;Å�Án°#²

lim sup
η→0

E(Aη | Aη > 0) < +∞,

Ê�� �	���-Ì��NÏ��<Ì �

eÏ,Î . ��Ï
�

þÊ�Ì . η0 > 0
Ï

ðÎ . Ï���� . �

éÊ . 
�Ï�2 . ÌþÏ C1

W


eÏ
� ��ÍLÎÚÏ>���KÎ � 
��KÎ�

η ≤ η0

�
RAη

nÏ��

^Ì . 
������³ÊE� �;ÏèÏ


E
(
RAη

n

)
≤ nεC1

W , ∀n ≥ 0.
� � �2ù G� 

�òÅ�²IÅ<Á�¸ 
4Ã�°¼½+°L¸�ÕLÅ<Á�¹�·+²I·;Å<Á�¸�¸³Ã�¶�½�µüì�µ Ñ ·;½+½;°
(Aη)

¸IÅ<Ác²�µ�¸I¸³° �	ì�µ�·;Ò�½+°L¸ �4Ã 
4Ã?¾Ä°#½;½;°#¸|µC¸I¸IÃ�¶I°LÁc²�½�µ¸³²�µCÒ�·;½+·+²aº.¹�°S½þ¾Äµ�½;Ð<Å�¶I·+²�� Ñ °ò´
Å<Ã�¶
η
¸IÃNM�¸aµ Ñ�Ñ °LÁc²q´9°*²a·2² �

� �*Ë � . �

 �³Ê�
�Ì�� . �*8=· FAη

°L¸x²NÃ�Á�°/�Cµ�¶I·;µ�Ò�½;°Ôµ�½;ºLµC²aÅ�·;¶I°N¹�° Ñ � Ñ °ÿ¹�·;¸x²a¶³·;Ò�Ã�²I·;Å<Á 
4Ã�°
(GAη |GAη > 0)

Ö
E (FAη) =

1

P(GAη > 0)
E (GAη1GAη > 0)

≤
E (Aη)

P(Aη > 0)(1 − δ)
= E (Aη | Aη > 0)

1

1 − δ
,

½þ¾ �WÂ4´
Å�²���óL¸I°n¹�Ã ²���º#Å<¶Ió Ñ °�· Ñ ´�½;·�
4Ã�° 
WÃ�°
E (FAη)

°L¸x²�Ò9Å�¶IÁ�º�´%µ�¶èÃ�Á�°7ÕL°#¶³²�µC·;Á�°�ÕLÅ<Á�¸x²�µ�Ác²I°
K
4Ã�µ�Á�¹

η
²a°LÁ�¹:��°L¶I¸

0
� ����ºLÅ<¶³ó Ñ ° /è¹�Å�Á�Á�°S½�µè¶³°L½�µK²a·;Å�Á

E
(
R0

D−1+FAη

)
≤ (D +K)ε C0

W

�

"�!



��������� �<Ì �

�Ï . ��Ï�Æ�� Î . Ï � ����Ì�� . Æ4Ï�� 
éÊE�LÌ��[Ì�
���� � .	� Ì�Æ4Ï
� µ �Cµ�¶I·;µ�Ò�½;°

RAη ,p
n

°#¸³²òÕL½�µC·;¶I° Ñ °#Ác²o·;Ác²aº#Ð<¶aµCÒ�½;°5� � µ�¶I°L½;µC²a·+Å<Á � � �+ù<ù  ±· Ñ ´�½;·�
4Ã�°.½þ¾æ·;Á�ºLÐcµ�½+·+²Iº
E
(
RAη ,p

n

)
≤ E

(
R0,p

n

)
+ E

(
R0,p

n

)
P(GAη > 0)E

(
RAη ,p

D−1+FAη

)
, n ≥ 0,

� � �2ù &# 
°*²p¹�Å<Á�ÕS½�µ�¶³°L½�µK²a·;Å�Á7¸IÃ�·��Cµ�Ác²a°

E

(
RAη ,p

D−1+FAη

)
≤ E

(
R0,p

D−1+FAη

) (
1 + P(GAη > 0)E

(
RAη ,p

D−1+FAη

))

≤ (D +K)ε C0
W

(
1 + P(GAη > 0)E

(
RAη ,p

D−1+FAη

))

µë½+·;°#Ã � I ½^°L¸x²�ì�µ�ÕL·+½;°�¹�°6�<º#¶I·+î�°L¶ 
WÃ�°n½+°L¸ �Cµ�¶³·�µ�Ò�½+°L¸
(GAη)

ÕLÅ<Á@��°L¶IÐ�°LÁc²��<°L¶³¸
0
°LÁ ¹�·;¸³²I¶I·+Ò�Ã�²a·+Å<Á


WÃ%µ�Á�¹
η
²I°LÁ�¹ �<°L¶³¸

0
� û µC¶.ÕLÅ�Á�¸Iº0
4Ã�°LÁc²6Ö¨·+½Q°!ï=·;¸³²I°EÃ�ÁëÕL°L¶x²�µ�·+Á

η0 > 0
²a°#½ 
WÃ�°CÖ?¸³·

η ≤ η0

Ö9µ�½;Å<¶³¸
P(GAη > 0)(D +K)ε C0

W < 1/2
Ö�°#²q¹�Å�Á�Õ 
4Ã�°

E

(
RAη ,p

D−1+FAη

)
≤ 2(D +K)ε C0

W ,°#Á�ì�µC·;¸aµCÁW²Ô²a°LÁ�¹�¶I°
p

�<°#¶I¸ð½þ¾æ·;Á=î%Á�·þÖKÅ<Á�Å<Ò=²a·;°#Ác²�
4Ã�°
E
(
RAη

D−1+FAη

)
≤ 2(D+K)C0

W

�@GíÁ�Ã=²a·;½+·;¸Iµ�Ác²°#Á�ÕLÅ<¶³°ò½¿¾Äº0
WÃ%µC²a·+Å<Á � � �2ù &# ÿ°*²^½+°o²���º#Å<¶Ió Ñ °qÕL·HÓ�¹�°#¸I¸IÃ�¸LÖWÕL°*²I²a°q¹�°#¶IÁ�·+óL¶I°q·;Á�ºLÐcµ�½+·+²Iº�¹�Å<Á�Á�°ò½;µS¶³°L½;µC²a·+Å<Á¸³Ã�·��Cµ�Ác²a°
E
(
RAη ,p

n

)
≤ nε C0

W

(
1 + 2(D +K)ε C0

W

)
,Õ#°�
WÃ�·¨Õ#Å<Á�Õ#½;Ã�²p½;µ�¹�º Ñ Å<Á�¸³²I¶aµC²I·;Å<Án¹�Ã	²���ºLÅ<¶³ó Ñ °��

� °S²���º#Å<¶Ió Ñ °�µ�·;Á�¸I·¨´�¶³Å<Ã=�<º Ñ Å<Ác²I¶I° 
WÃ�°�Ö
´9Å�Ã�¶
η
¸³ÃNM�¸aµ Ñ�Ñ °LÁc².´
°#²I·+²LÖ%½;°L¸8�Cµ�¶I·;µ�Ò�½+°L¸qµ�½;ºLµC²aÅ�·;¶I°#¸

(RAη

n )
¸³Å<Ác²	·;Ác²aº#Ð<¶aµ�Ò�½;°L¸#Öo°LÁ ´%µ�¶x²a·;Õ#Ã�½;·+°L¶6
WÃ�°>½�µ Õ*�%µ 7�Á�°å¹�° 9åÊ��=;#� �	¹�º#î�Á�·;°>´%µ�¶n½+°L¸n²a¶Iµ�Á�¸I·HÓ²I·;Å<Á�¸ � � � �  ^°#¸³²p°L¶³Ð<Å4¹�·�
WÃ�°5� Z Á�ÕLµ�¸o´%µ�¶x²a·;Õ#Ã�½;·+°L¶^· Ñ ´9Å<¶x²�µ�Ác²^°L¸x²òÕ#°L½+Ã�·?¹�¾æÃ�Á	µ�½+Ð<Å<¶I·2²�� Ñ °q°LÁ	µ�¶IÒ�¶I°¸Iµ�Á�¸�´9°#¶³²I°�µ���°LÕ	¹�°L¸�µ�¶³¶I·��<ºL°#¸�½;·;Ò�¶I°L¸E¸IÃ�·���µCÁW²�Ã�Á�°�½;Å<·^¹�° ! �KÌ ��� � . ¹�°�´%µC¶aµ Ñ ó#²I¶I°

λ > 0
� � °¶³ºL¸IÃ�½+²�µK²�¸IÃ�·��Cµ�Ác²oº#²aµ�Ò�½+·+²�½¿¾Ä°!ï=·;¸³²I°LÁ�Õ#°,¹�¾æÃ�Án²�µ�Ã4ï7¹�¾Äµ�¶³¶I·���ºL°#¸oÕL¶I·2²a·�
4Ã�°

λW > 0
µ�Ãn¹�°L½;»è¹�Ã 
WÃ�°#½�½�µ´�¶³Å<Ò%µ�Ò�·;½;·2²aº<
4Ã�°�½¿¾ÀµC½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °qÁ�°S¸L¾Äµ�¶³¶��#²I°±êIµ Ñ µC·;¸�°*²òÁ�Å<Á�Á4Ã�½;½;°5�

� �  �� 
�
���(� !� � �¿öpºLÐ<·+Å<Á�¹�°�8W²�µ�Ò�·+½;·2²aº�´9Å<Ã�¶,½;°#¸��.½+Ð<Å<¶I·2²�� Ñ °L¸q°LÁ �ò¶IÒ�¶³°�¯±Å<Á�¸I°#¶$�CµC²I·+ì�¸-µ �<°#Õ�¹�°L¸
�ò¶I¶I·��<º#°L¸ û Å�·;¸I¸³Å<Á�·+°LÁ�Á�°#¸� � ! �KÎ � 
��KÎ�
.Ê�� � �	�!Ì�
 �4Ë|Ï�Ï . Ê��
� �aÏ ��� . ��Ï
� �KÊ�
�Ì � = ε = 1

?	Ê���Ï���Æ4Ï���Ê�� ,
�!Ì�����Ï�� ���KÌ ��� � . ÌþÏ .�. Ï���Æ4Ï"��Ê��IÊ�Ë,�

 �aÏ λ Æ � . 
 �;Ï"����� ��Ï����*Î ��Æ4Ï � �IÊ . ���%Ï*Ë|Ï . 
,Ï��

.Æ ��2 . Ì-��Ê�� W�LÊ�
�Ì � �#Ê�Ì �LÊ . 
 �;Ï�� �4È ���	
�� ����Ï�� H1

Ï


H2

�oÌ��ðÏ��<Ì �

eÏ
λW > 0


eÏ
�ÿÍLÎÚÏ�� �*Ì
λ < λW

� �2Ê 
 �IÊ . � � �	� ,Ë ��Ï7Æ4Ï ! �KÌ ��� � . Æ4Ï
(Rλ

n)
Ï��

SÆ ��2 . ÌþÏ �*Î �

R
��Ï . ��Ê��

�Ì �*Î �[ÌþÏ
� 
��KÎ�
�Ï�� �;Ï�� �KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï��

(Rλ
n)

� � . 
Ì . 
������³ÊE� �;Ï�� ����Î�Ê . Æ λ ≥ λW
Ê�� �	���

E(Rλ
n) = +∞

���KÎ�� 
��KÎ�

n ≥ D

�
� �*Ë � . �

 �³Ê�
¿Ì�� . ��8=· Aλ

1

°#¸³²èÃ�Á�°!�Cµ�¶I·;µ�Ò�½+°�µC½;º6µK²aÅ<·+¶I°�¸IÃ�·��Cµ�Ác²EÃ�Á�°7¹�·;¸x²a¶³·;Ò�Ã�²I·;Å<Áå¹�° û Å<·+¸I¸IÅ�Á ¹�°´%µC¶aµ Ñ ó#²I¶I°
λ
ÖQ½;µ7ì�µ Ñ ·+½;½+°

(Aλ
1)

¸aµC²I·;¸³ì�µC·+²-Õ#½�µ�·+¶I° Ñ °LÁc²S½+°L¸ �cÂ=´
Å�²���óL¸³°L¸è¹�Ã>²���º#Å<¶Ió Ñ °�Ð<º#Á�ºL¶Iµ�½ð¹�°¸x²�µ�Ò�·+½;·2²aº�� �.½+Å<¶I¸#Ö�·;½?°*ï=·;¸x²a°SÃ�Á	ÕL°L¶x²�µ�·+Á
λ0 > 0

²a°#½3
WÃ�°
E(Rλ

n) < +∞
´
Å<Ã�¶�²IÅ<Ã�²

n ≥ 0
�

FE¾æÃ�Á�°¼´%µ�¶x²6Öí½�µå¸IÅ Ñ�Ñ °�¹�°L¸�ÕLÅ Ñ ´9Å�¸aµ�Ác²a°#¸�¹�°ë½�µ�Õ*�%µ 7�Á�°	¹�°�õ¼µ�¶ �CÅ �Ý¹�º*î%Á�·+°¼´%µC¶�½+°L¸�²a¶Iµ�Á�¸I·HÓ²I·;Å<Á�¸ � � � �  �¹�º#ÕL¶³Å 7;²n¹?¾Àµ�Ã ´�½+Ã�¸
D − 1

µ�Ã Õ#Å<Ã�¶I¸�¹�¾æÃ�Á�°�Ã�Á�·+²Iº�¹�°ü²a° Ñ ´�¸0�XFE¾Äµ�Ã�²I¶I°å´%µ�¶x²6Ö±½+°L¸Á�Å�Ã=�<°#½;½;°#¸iµ�¶I¶³·��<º#°L¸iÅ<Ác²i´9Å<Ã�¶ Ñ Å�Â<°#Á�Á�°
λ
Öc¹�Å<Á�Õ

E(Rλ
n) = +∞

´
Å<Ã�¶í²aÅ<Ã=²
n ≥ D

¸I·
λ > D−1

�
� µ 
WÃ%µ�Ác²a·2²aº

λW = sup{λ ≥ 0 : E(Rλ
n) < +∞}°#¸³²Ôµ�½;Å<¶³¸¨´9Å�¸I·+²I·���°í°#²®î%Á�·+°�� F.°i´�½;Ã�¸LÖ(°L½+½;°íÁ�°ð¹�º#´9°#Á�¹E´%µC¸N¹�°

n ≥ D
� GíÁ�°#ñ9°#²6Ö(¸³·

E(Rλ
n) < +∞

°#²´
Å<Ã�¶
m ≥ D

ÖW¸I·
m ≤ n

ÖWÕ#½�µ�·+¶I° Ñ °LÁc²
E(Rλ

m) < E(Rλ
n)

� 8=·
m ≥ n

ÖW´%µ�¶x²�µ�Ác²^¹�°ò½¿¾Äº0
WÃ%µC²a·+Å<Á � � �HG� 
"�"



����Ê��
Ì�
 �aÏ����
	 � � �	�!Ì�
��4Ë|ÏèÏ . Ê��
� �aÏEÊ���Ï���Ê�� �*Ì�����Ï�� �[Ì�� ��Ï��
Å<Á Å<Ò�²I·;°#ÁW²!
WÃ�°

Rλ
n ≥ Rλ

m1(n1+A1=m)

Öi°#²|¹�Å<Á�Õ 
4Ã�°
Rλ

m

°L¸³²|·;Ác²aº#Ð<¶aµCÒ�½;°5� û Å<Ã�¶
n ∈ N

Ö^Ã�Áµ�¶IÐ<Ã Ñ °#ÁW²p¸³· Ñ ´�½;°.¹�°SÕLÅ<Ã�´�½�µ�Ð<° Ñ Å<Ác²a¶³° 
WÃ�°S½�µèì�Å<Á�Õ*²a·;Å�Á
: λ 7→ E(Rλ

n)
Á�¾æ°L¸x²ò´�µ�¸p¹�ºLÕ#¶IÅ<·+¸I¸aµCÁW²I°��¯±°LÕL·Qµ�Õ*��ó0�<°�½�µè¹�º Ñ Å�Á�¸³²I¶aµC²I·;Å<Án¹�Ã	ÕLÅ�¶IÅ<½+½�µ�·+¶I°��

" ø
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� 
�
�� 
�� ��� � � ����� ��� ��� ��� ���

��� � � - /����
����� �Q L:W�9R!���= L5	JKD�$?D��±�=);R!R!��� �,�,�-�.�,�-�,�,�-�,�.�,�-�,�,�-�,�.�-� 0<T�<V[Z�V[Z ���K`4wLv�yHz6f�� z6fW_av�yHz6fcfWda�[�Hdpm4w6gey��K`Wd VqVpVoVpVoVpVoVpVqVoVpVoVpVoVpV  �s�<V[Z�VYt !®bezC_�d�gege`WgiwL`cvez#"�be]a��bed�geg�y$��VpVoVpVoVqVpVoVpVoVpVoVpVqVoVpVoVpVoVpV  <Z�<V[Z�VYX %Ôz'&cvi�Sz!�(daf�hcdo��jYwL�[�(z6b�y[v��c�Sd,VpVoVqVpVoVpVoVpVoVpVqVoVpVoVpVoVpV  �X
���21 (q�=�9$?)+�*);�=�å$9D����!:c��)�8;)+�!J�)¨8;D�'(:cRS'(���
R!DC +*c:<�*);� ε = 1 �.�-�,�,�-� F

�
F,µ�Á�¸�Õ#°�Õ*�%µC´�·+²I¶I°�Ö¨½+°�Õ6µ�¸S´%µ�¶x²a·+ÕLÃ�½+·;°L¶.¹�¾ÀµC¶I¶I·��<º#°L¸

A
¸³Ã�·��Cµ�Ác²�Ã�Á�°�¹�·+¸³²a¶³·;Ò�Ã=²a·;Å�Á>¹�° ! �KÌ ��� � .¹�°S´%µC¶aµ Ñ ó#²I¶I°

λ
°#¸³²p²a¶Iµ�·+²Iº��Ú¯±Å Ñ�Ñ °-´�¶Iº#ÕLºL¹�° Ñ�Ñ °#ÁW²LÖ%Å<Á	ºLÕL¶³·;¶Iµ

Rλ
n

µ�Ã	½;·;°#Ãn¹�°
RA

n

�

��¢L£ ,>§+U�¥ . 
C©S§+R %XY ªTY.- ©�­0.&.¨©E¥
� µ,¸IÃ�·2²a°

N = (tn)
Ö
0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn ≤ · · ·

¹�º#¸I·+Ð<Á�°�Ã�Á�´�¶³Å=Õ#°L¸³¸IÃ�¸ð¹�°6! �KÌ ��� � . ¹�¾æ·;Ác²a°#Á�¸I·2²aº
1
°*²6Ö%´
Å<Ã�¶

x ≥ 0
Ö
N ([0, x])

°L¸³²q½+°-Á�Å Ñ Ò�¶³°-¹�°L¸
tn
¹�µ�Á�¸p½þ¾æ·;Ác²a°#¶$�Cµ�½+½;°

[0, x]
ý

N ([0, x]) = sup{n : tn ≤ x}.
� µ 
 �³Ê . � � �	�!Ë ��Ï�Æ4Ï>! �KÌ ��� � . φr

¹�°S½;µè¸IÃ�·2²a°
r = (rn)

°#¸³²q¹�Å<Á�Á�ºL°�´%µ�¶
φr(x) =

∑

n≥0

rn
xn

n!
e−x = E

(
rN ([0,x])

)
.

û Å<Ã�¶$�4Ã:
WÃ�°�Õ#°#²³²a°-ì�Å<Á�Õ*²a·;Å�Á	¸³Å<·+²pÒ�·;°LÁ�¹�º*î%Á�·+°�¸³Ã�¶
R+

Ö
φ′

r(x) =
∑

n≥0

(rn+1 − rn)
xn

n!
e−x = φ∆r(x),

ÅDC
∆r = (rn+1 − rn, n ≥ 0)

� �.Ã�²I¶I° Ñ °LÁc²S¹�·2²6Ö
½�µ 
 �³Ê . � � �	�!Ë ��Ï�Æ4Ï ! �KÌ ��� � . ÕLÅ Ñ�Ñ Ã�²I°èµ �<°#Õ�½�µ¹�º#¶I·���µK²a·;Å�Áëý�½;µE¹�º#¶I·���ºL°-¹�°.½�µ 
 �³Ê . � � �	�*Ë ��ÏSÆ4Ï6! �KÌ ��� � . ¹�° (rn)
°L¸x²p½�µ 
 �³Ê . � � �	�*Ë ��Ï-Æ4Ï6! �KÌ ��� � .¹�°�½�µ�¹�º#¶I·���ºL° ��¹�·+¸IÕL¶³ó#²I°  -¹�°

(rn)
� � µ	¶I°#½�µC²I·;Å<Áå¸IÃ�·��Cµ�Ác²a°�°L¸x²Eì�µ�Õ#·;½;°�» �<º#¶I·+î�°L¶LÖ®´
Å<Ã�¶

n ≥ 0
°#²

x ≥ 0
Ö

E
(
rn+N ([0,x])

)
=

n∑

k=0

(
n

k

)
φ(k)

r (x).
� / �2ù  

"�I



����Ê��
Ì�
 �aÏ �E�
	 � �!Ì�����Ï��>! �KÌ ��� � . ÌþÏ .�. Ï��
� � � ��� ��� 
 - �./ � ��� � � � �./ � ���.� � �e� �>- �./ � 
 �

� µ|´�¶³Å<´
Å<¸I·2²a·;Å�Á¼¸³Ã�·��Cµ�Ác²a°Eº#²�µCÒ�½;·2².Ã�Á�°èºF
WÃ%µC²I·;Å<Á¼ì�Å<Á�Õ#²I·;Å<Á�Á�°L½+½;°�´�¶I· Ñ Å<¶³¹�·�µC½;°-´
Å<Ã�¶.½;µ 
 �³Ê . � ,
� �	�*Ë ��ÏqÆ4Ï ! �KÌ ��� � . � û Å<Ã�¶ðµ�½;½+ºLÐ<°#¶ÿ½;°#¸íÁ�Å�²�µK²a·;Å�Á�¸LÖC½�µ 
 �IÊ . � � �	�!Ë ��ÏòÆ4Ï ! �KÌ ��� � . ¹�° (Rλ

n)
°#¸³²ðÁ�ÅC²aºL°

φλ

µCÃ	½+·;°#Ã	¹�°
φRλ

�

�� �� ���#�&(�$+(��#	��	� � �Q¶aµCÁ�¸³ì�Å<¶ Ñ º#°ò¹�° û Å�·;¸I¸³Å<Á  � ! �KÎ � ��Î�ÍLÎ%Ï
λ
� �KÌ�
íÊ	����Ï�
5�%Ï

�Ì�
�� �2Ê.²a¶Iµ�Á�¸xì�Å<¶ Ñ ºL°¹�° û Å<·+¸I¸IÅ�Á

φλ(x)
Æ4Ï �2Ê �*Î4Ì�
eÏ

(Rλ
n)

�LÊ�
¿Ì � �#Ê�Ì�
 �2Ê��aÏ
�2Ê�
�Ì�� .
φλ(x) = E

(
1

W ε
1

φλ(λ+W1x)

)
+ 1 − φC(x),

� / � G� 
���
W1

Ï��

?Î . Ï �KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï^Ê�� �IÊ�
 �KÌ��aÏ^Æ4Ï±Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ�
�Ì�� . W � ε ∈]0, 1]
Æ ���*Ì�� . Ï �;Ï 
þÊ�Î���Æ4Ï>��� . ��Ï
� �KÊ�
�Ì�� .Æ4Ï ��� Ê�� � �	�*Ì�
��4Ë|ÏüÏ



C = (Cm)
Ï��

�Î . Ï �*Î4Ì�
eÏüÆ ��2 . ÌþÏ���Ê�� Cm = 0

���KÎ��
m ≥ D

Ï

��X���KÎ��
0 ≤ m < D

�

Cm =
m∑

k=0

(
m

k

)
E
(
W k−ε

1

)
φ

(k)
λ (λ).

� �*Ë � . �

 �³Ê�
�Ì�� . � FE¾Äµ�´�¶³óL¸,½+° ����ºLÅ<¶³ó Ñ ° ! µ�·+Á�¸I·&
WÃ�°è½+°L¸ò¶I°L½;µC²a·+Å<Á�¸�� � �+ù G� !Ö
·;½®°*ï=·+¸³²a°�Ã�ÁüÕ#°L¶³²aµ�·;Á
λ0

²a°L½ 
WÃ�°
φλ

¸IÅ<·2²ð¹�º#î�Á�·;°p¸IÃ�¶
R+


4Ã�µ�Á�¹
λ ≤ λ0

�HGíÁ�Ã�²a·+½;·;¸Iµ�Ác²í½�µ-´�¶³Å<´�¶³·;º#²Iºo¹�°q¹�ºLÕ#Å Ñ ´
Å<¸³·+²a·+Å<Á¹�¾ÄÃ�Án´�¶IÅ4ÕL°#¸I¸IÃ�¸�¹�° ! �KÌ ��� � . °#²�°#Á7·;Á�ÕL½;Ã�µ�Ác²^½+°L¸^ÕLÅ<Á�¹�·+²a·+Å<Á�¸iµ�Ã=ï�½+· Ñ ·+²a°#¸í¹�°.½¿¾Äº0
WÃ%µC²a·+Å<Á � � �HG� �Ö=Å<ÁÅ<Ò�²a·+°LÁc²q½�µè¶³°L½�µK²a·;Å�Á
Rλ

N ([0,x])

�=���%�  
= 1 +

G∑

i=1

Rλ
i,N ([xSi−1,G,xSi,G])+Zi

− 1(N ([0,x])<D)

G∑

i=1

Rλ
i,N ([xSi−1,G,xSi,G])+Zi

,
� / �'&# 

ÅDC
� û Å<Ã�¶

1 ≤ i ≤ G
Ö
Si,G

°#¸³²q½�µ
i−
·;ó Ñ °S¸IÅ Ñ�Ñ °,´%µ�¶x²a·;°#½;½+°,¹�°L¸p´
Å<·;¹�¸

Si,G = V1,G + V2,G + · · ·+ Vi,G,°LÁ	´%µ�¶x²a·;Õ#Ã�½;·+°L¶
S0,G = 0

°*²
SG,G = 1 − V0,G = ��� ���*Ì��LÌ��[Ì�
 �SÆ4ÏX�%Ï
�

�Ï@?��� ½;°#¸��Cµ�¶³·�µ�Ò�½+°L¸

Ri,j

Ö
i ≥ 1

Ö
j ≥ 0

¸IÅ<Ác²�·;Á�¹�º#´9°#Á�¹%µ�Ác²I°L¸E°*²
Ri,n

µ�½�µ Ñ � Ñ °�¹�·;¸³²I¶I·+Ò�Ã�²a·+Å<Á

WÃ�°

Rn

´9Å<Ã�¶�²aÅ<Ã�²
n ≥ 0

�
�

(Zi)
°L¸x²qÃ�Á�°S¸IÃ�·2²a°S·"�æ·"�æ¹n¹�° �Cµ�¶I·;µ�Ò�½+°L¸�¹�°�! �KÌ ��� � . ¹�°�´%µ�¶aµ Ñ ó*²a¶I° λ �û Å<Ã�¶

k ≥ 0
Ö%½;µè´�¶IÅ�´�¶I·+º#²aº-¹?¾���Å Ñ Å<Ð�ºLÁ�º#·+²aº-¹?¾ÄÃ�Á	´�¶³Å=Õ#°L¸I¸³Ã�¸.¹�° ! �KÌ ��� � . · Ñ ´�½+·�
WÃ�° 
WÃ�°

E

(
1(N ([0,x])=k)

G∑

i=1

Rλ
i,N ([xSi−1,G,xSi,G])+Zi

)
= E

(
1(N ([0,x])=k)

G∑

i=1

Rλ
N ([0,xVi,G])+Zi

)

= E

(
1(N ([0,x])=k)

Rλ
N ([0,xW1])+Z1

W ε
1

)

= E

(
Rλ

N ([0,W1])+Z1

W ε
1

∣∣∣∣∣N ([0, 1]) = k

)
xk

k!
e−x,

ø ?



�E���E��� �³Ê . � � �	�!Ë ��Ï�Æ4Ï>! �KÌ ��� � .
ÅDC

W1

°L¸x²SÃ�Á�° �Cµ�¶I·;µ�Ò�½;°�µ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°E¹�°�¹�·+¸³²I¶I·;Ò�Ã�²a·+Å<Á
W

�&GíÁ>µ�´�´�½+·�
WÃ%µ�Ác²,½¿¾Ä°#¸I´
ºL¶Iµ�Á�ÕL°�»n½¿¾Äº0
4Ã�µKÓ²I·;Å<Á ��/ � &� *Ö�Å<Á	Å<Ò�²I·;°#ÁW²p½;µè¶I°#½�µC²I·;Å<Án¸³Ã�·��Cµ�Ác²a°

φλ(x) = E

(
G∑

i=1

φλ(λ+ xVi,G)

)
−

D−1∑

k=0

E

(
Rλ

N ([0,W1])+Z1

W ε
1

∣∣∣∣∣N ([0, 1]) = k

)
xk

k!
e−x,

= E

(
1

W ε
1

φλ(λ+ xW1)

)
−

D−1∑

k=0

E

(
Rλ

N ([0,W1])+Z1

W ε
1

∣∣∣∣∣N ([0, 1]) = k

)
xk

k!
e−x.

û Å<Ã�¶
k ≥ 0

Ö�¹�¾Äµ�´�¶³óL¸p½þ¾æºF
WÃ%µK²a·;Å�Á ��/ �2ù  

E

(
Rλ

N ([0,W1])+Z1

W ε
1

∣∣∣∣∣ N ([0, 1]) = k,W1

)
= W−ε

1

k∑

`=0

(
k

`

)
W `

1(1 −W1)
k−`E

(
Rλ

`+Z1

)

= W−ε
1

k∑

`=0

∑̀

m=0

(
k

`

)(
`

m

)
W `

1 (1 −W1)
k−`φ

(m)
λ (λ)

=

k∑

m=0

(
k

m

)
Wm−ε

1 φ
(m)
λ (λ)

� µ�´�¶IÅ�´9Å<¸³·+²I·;Å<Á7°#¸³²ò´�¶IÅ�Ã=�<º#°��
� ��� �  �� �������*� �®Ï �IÊ	� ��� . ��Ï
���KÊ�
�Ì � �'���	�
�aÏ��@��� . ÆcÊ . 
�6 ε = 1

� ���
�*Ì�
�6���� �IÍLÎ�Ê�
¿Ì�� . � � . �

¿Ì�� .�. Ï
���;Ï
�*Î4Ì��KÊ . 
eÏ

φλ(x) = E

(
1

W1
φλ(λ+W1x)

)
+ 1 − φC(x).

��� �2Ê �*Î4Ì�
eÏ
C
Æ4Ï������ . �

þÊ . 
eÏ��èÏ��

±Æ � .�. ��Ï>��Ê�� �2Ê ! ������� �*Ì�
¿Ì�� .
	 �J�

� � � � ) � � � � ���.� 
 � - 
 � �
� � 	 �ð�����.� / �
� ¾Äº0
WÃ%µC²a·+Å<Á ��/ � G� Q¸IÃ�Ð<Ð<óL¶³°o½þ¾æ·;Ác²a¶³Å=¹�Ã�Õ#²I·;Å<Á�¹�¾æÃ�Á�°o¸IÃ�·+²a°±¹�°9�Cµ�¶I·;µ�Ò�½+°L¸Nµ�½;ºLµC²aÅ<·+¶I°#¸

(Xx
n)
¹�º#î%Á�·+°L¸´%µC¶

Xx
0 = x

°*²6Ö%´
Å<Ã�¶
n ≥ 1

Ö
Xx

n = WnX
x
n−1 + λ,

� / � �  
ÅDC

(Wn)
°L¸x²7Ã�Á�°¼¸IÃ�·2²a°çÌ��;Ì�� ÆE�i¹�°:��µC¶I·�µCÒ�½;°#¸�µC½;º6µK²aÅ<·+¶I°L¸�¹�° Ñ � Ñ °	¹�·+¸³²a¶³·;Ò�Ã=²a·;Å�Á 
WÃ�°

W1

� � °L¸²I°L¶ Ñ °L¸o¹�°�½;µ�¸IÃ�·2²a°
(Xx

n)
´9°#Ã=�<°#Ác²��#²I¶I°S°*ï=´�¶³· Ñ ºL¸pÕLÅ Ñ�Ñ °,¸IÃ�·+²6Ö�´9Å<Ã�¶

n ≥ 0
Ö

Xx
n = x

n∏

i=1

Wi +
n∑

p=1

λ
n∏

i=p+1

Wi

�=���%�  
= πnx + λ

n−1∑

p=0

πp = πnx+X0
n,

��/ �0/� 

ÅDC?Ö9´
Å<Ã�¶
1 ≤ k

Ö
πk =

∏k
i=1Wi

� û Å�Ã�¶
x = 0

Ö9½¿¾Ä·+Á�¹�·;Õ#°S°LÁü°!ï�´
Å<¸Iµ�Ác²-°L¸x²-Å Ñ ·;¸F� � µ|¸³Ã�·+²I°
(Xx

n)Õ#Å<Á@�<°L¶³Ð<°�°LÁ	¹�·;¸x²a¶I·+Ò�Ã�²I·;Å<Á!��°L¶³¸òÃ�Á�°��Cµ�¶³·�µ�Ò�½+°,µ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°
X∞

²I°L½+½;°	
WÃ�°
X∞

�������� 
= W0X∞ + λ

¸IÅ�·+²
X∞

�=���%�  
= λ

+∞∑

p=0

πp.

ø�ù



����Ê��
Ì�
 �aÏ �E�
	 � �!Ì�����Ï��>! �KÌ ��� � . ÌþÏ .�. Ï��
�-Á	Á�Å�²I° 
4Ã�°�½;µ�¹�·;¸x²a¶I·+Ò�Ã�²I·;Å<Á7¹�°

X∞
Á�¾æ°L¸³²ò´%µ�¸p°!ï�´�½;·;Õ#·+²I° Ñ °LÁc²oÕLÅ�Á�ÁWÃ�°�°#Á¼Ð�ºLÁ�º#¶aµ�½;�

� µ�¹�º#¶I·��CµC²I·;Å<Á|¹�°�½¿¾Äº0
WÃ%µC²a·+Å<Á � / � G� ±´�µ�¶o¶aµ�´�´9Å<¶x²q»
x
· Ñ ´�½+·�
WÃ�°	
WÃ�°

φ′
λ(x) = E

(
W 1−ε

1 φ′
λ(X

x
1 )
)
− φ∆C(x).

� / � !  

� ¾æºF
WÃ%µK²a·;Å�Á ��/ � !  .°*ï=´�¶I· Ñ °
φ′

λ

Õ#Å Ñ�Ñ °è½;µ7¸IÅ<½+Ã�²a·+Å<Áå¹�¾ÄÃ�Á�°�ºF
WÃ%µC²I·;Å<Áå¹�°@! �KÌ ��� � . µC¸I¸IÅ4ÕL·+ºL°�»n½�µÕ*�%µ87�Á�°-¹�°�9åÊ��=;#� �
(Xn)

°#²q»�½�µ�ì�Å<Á�Õ#²I·;Å<Á
φ∆C

� �òÅ�²IÅ<Á�¸�
WÃ�°S½�µ�ì�Å�Á�Õ#²I·;Å<Á
φ∆C

¹�ºL´
°LÁ�¹¼¹�°
φλ

»²a¶aµ ��°L¶I¸q¸I°#¸ò¹�ºL¶I·��<º#°L¸q¸IÃ�Õ#ÕL°L¸³¸I·��<°L¸.°LÁ
λ
�

� ��� �� � ��� � � � � � �IÍLÎ�Ê�
�Ì�� . � / � !  �Ì Ë*���[Ì�ÍLÎ%Ï�ÍLÎ%Ï�� ���KÎ �
ε ∈]0, 1]

� ��Ê��-Ì . �KÊ��!Ì�Ê . ��Ï�� � . Ê
E
(
(W 1−ε − 1)φ′

λ(X∞)
)

= E(φ∆C(X∞)),
� / � "  

Ï . ��Ê��

�Ì �*Î �[ÌþÏ
���iÆcÊ . � �;Ï �IÊ	����� . ��Ï
� �KÊ�
¿Ì � ε = 1
�±ÍLÎÚÏ

E(φ∆C(X∞)) = 0.

� ¾æ·+²IºL¶IµC²a·+Å<Án¹�°S½þ¾æºF
WÃ%µC²I·;Å<Á ��/ � !  ±¹�Å<Á�Á�°�ÖÚ´9Å�Ã�¶
n ≥ 1

Ö
φ′

λ(x) = E
(
π1−ε

n φ′
λ(X

x
n)
)
−

n−1∑

k=0

E
(
π1−ε

k φ∆C(πkx+Xk)
)
,

µ�·;Á�¸³·þÖ�´�µ�¶o´%µ�¸³¸aµ�Ð<°�»�½�µè½+· Ñ ·+²a°CÖWÅ<Á¼Å�Ò�²a·+°LÁc²p½�µEì�Å<¶ Ñ Ã�½+°-¸IÃ�·���µCÁW²I°
0 � ��� � � 	�� �  +"�� $+(����

ε = 1

φ′
λ(x) = E (φ′

λ(X∞)) −
+∞∑

k=0

E (φ∆C(πkx+Xk)) .
� / �Àø# 

0 � ��� 	 �#	 � �#	��%�� +" � $!(����
ε ∈]0, 1[

φ′
λ(x) = −

+∞∑

k=0

E
(
π1−ε

k φ∆C(πkx +Xk)
)
.

� / � I  

�òÅ�²IÅ<Á�¸8
WÃ�°�ÖÚ´
Å<Ã�¶
ε = 1

°#²
k ≥ 0

Ö
E

[
1

πk

(
φC(πkx+Xk) − φC(Xk)

)]
= E

[
1

πk

(
φC(πkx+Xk) − φC(Xk) − πkx φ∆C(X∞)

)]

°#²

WÃ�°
|φC(πkx +Xk) − φC(Xk) − πkx φ∆C(X∞)|

≤
1

2
(πkx)

2‖φ∆2C‖∞ + πkx |φ∆C(X∞) − φ∆C(Xk)|

≤ π2
k

(
x2

2
+

x

1 − δ

)
‖φ∆2C‖∞,

øEG



�E���E��� �³Ê . � � �	�!Ë ��Ï�Æ4Ï>! �KÌ ��� � .
�4Ã:
4Ã�°

|X∞ −Xk| ≤ πk/(1 − δ)
¹?¾Àµ�´�¶IóL¸q½þ¾ �cÂ4´9Å�²���óL¸³°

H1

�
FE¾Äµ�Ã�²I¶I°S´%µ�¶x²6Ö�´
Å<Ã�¶

ε ∈]0, 1[
°*²
k ≥ 0

Ö�Å<Áëµ
π−ε

k |φC(πkx+Xk) − φC(Xk)| ≤ π1−ε
k x‖φ∆C‖∞.

� ¾æ·;Ác²aº#Ð<¶aµC²I·;Å<Áë¹�°L¸�ºF
WÃ%µC²I·;Å<Á�¸ � / �Äø# .°#² � / � I  ò²I°L¶ Ñ °�´%µ�¶,²I°L¶ Ñ °�°#¸³²�µ�½;Å�¶I¸ �Cµ�½+·;¹�°5�¨¯±°LÕ#·ðº#²�µCÒ�½;·2²î%Á�µ�½;° Ñ °#ÁW²p½;µè¶I°#´�¶Iº#¸I°LÁc²aµC²a·+Å<Á¼¸³Ã�·��Cµ�Ác²I°��
�  ��#���#�&(�$!(��#	 � � ��öq°#´�¶Iº#¸I°#ÁW²aµC²a·+Å<Á|¹�°q½;µ �N¶Iµ�Á�¸³ì�Å�¶ Ñ ºL°q¹�° û Å<·+¸I¸IÅ�Á  � ! �KÎ ����Î7ÍLÎÚÏ

λ
� �KÌ�
íÊ	����Ï�


�%Ï

�Ì�
�� �2ÊS²a¶aµCÁ�¸³ì�Å<¶ Ñ º#°-¹�° û Å<·+¸I¸³Å<Á
φλ(x)

Æ4Ï �2Ê �*Î4Ì�
�Ï
(Rλ

n)

φλ(x) = 1 + xE (φ′
λ(X∞)) 1(ε=1) + E

(
+∞∑

k=0

1

πε
k

[
φC(Xk) − φC(πkx +Xk)

])
,

��/ �+ù ?  
���

ε ∈]0, 1]
Ï��

 �;Ï 
þÊ�Î��AÆ4Ï<��� . ��Ï
� �KÊ�
¿Ì�� . Æ4Ï ��� Ê�� � �	�!Ì�
��4Ë|Ï��

C
Ï��

��2Ê �*Î=Ì�
�ÏüÆ ��2 . ÌþÏ¼ÆcÊ . � �2Ê

! ������� �*Ì�
¿Ì�� . 	 � � (Wn)
Ï��

qÎ . Ï �*Î4Ì�
�Ï�Æ4Ï��KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï��èÌ��;Ì�� ÆE�^Æ4Ï�Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ�
�Ì�� . W

Ï

��+���KÎ �
n ∈ N

�
πn =

∏n
i=1Wi

Ï


(Xn)

Ï��

 �;Ï ����� ��Ï����*Î#�±Ê�Î 
 �-,��������aÏ����*Ì �^Æ ��2 . Ì���Ê�� X0 = 0
Ï


Xn+1 = WnXn+λ���KÎ �

n ≥ 0
Ï


X∞

Ï��

 �LÊ��[Ì Ë�Ì�
�Ï�Ï . Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ 
¿Ì�� . �
� � � ��� � ��� � � � 7ð��� �ò��� ��-�� � � � /������ �

8=·
Fk

°#¸³²7½;µå²I¶I·+Ò�ÃA°#Á�Ð<°#Á�¹�¶Iº#°ü´%µ�¶�½;°#¸ �Cµ�¶³·�µ�Ò�½+°L¸
W1

Ö8�F�F�#Ö
Wk

°*²
N1

°#¸³²|Ã�Á ¹�°#Ã=ï=·;ó Ñ °´�¶³Å=Õ#°L¸³¸IÃ�¸ ! �KÌ ��� � . ¹�¾æ·;Ác²I°LÁ�¸³·+²aº 1
Ö%·;Á�¹�ºL´
°LÁ�¹%µCÁW²q¹�°

N
°*²p¹�°

(Wn)
ÖÚµ�½;Å<¶³¸LÖ�´
Å<Ã�¶

k ≥ 1
Ö

φC(πkx+Xk) = E
(
CN ([0,xπk])+N1([0,Xk]) | Fk

)

=
∑

m≥0

E
(
CN ([0,xπk])+N1([0,Xk]) | Fk,N ([0, x]) = m

) xm

m!
e−x

=
∑

m≥0

E
(
CN ([0,πk])+N1([0,Xk]) | Fk,N ([0, 1]) = m

) xm

m!
e−x.

Z ²a·;½+·;¸Iµ�Ác²�½þ¾æºF
WÃ%µK²a·;Å�Á ��/ �2ù ?  �Ö�Å<Á	Å<Ò�²a·+°LÁc²p½�µè¶³°L½;µC²a·+Å<Á
φλ(x) = 1 + xE (φ′

λ(X∞)) 1(ε=1)

+
∑

m≥0

xm

m!
e−x

∑

k≥0

E

(
1

πε
k

[
CN ([0,Xk]) − CUm([0,πk])+N ([0,Xk])

])
,

ÅDC?Ö�¸I·
U1

Ö �0�F�#Ö
Un

¸IÅ<Ác²
n

�Cµ�¶³·�µ�Ò�½;°L¸íÌ��;Ì�� ÆE�(Ã�Á�·2ì�Å<¶ Ñ º Ñ °LÁc²Q¹�·;¸x²a¶³·;Ò�Ã�º#°L¸Q¸IÃ�¶
[0, 1]

Ö�´
Å<Ã�¶
0 ≤ x ≤ 1

Ö
Un([0, x])

¹�º#¸I·+Ð<Á�°|½+°�Á�Å Ñ Ò�¶³°�¹�°#¸
Ui

¹%µCÁ�¸E½¿¾Ä·+ÁW²I°L¶ ��µC½;½;°
[0, x]

��GíÁ ·;¹�°LÁc²a·2îÚµ�Ác²E½+°L¸�ÕLÅ4°
M�ÕL·+°LÁc²a¸¹%µCÁ�¸p½þ¾æ°*ï=´�¶I°#¸I¸³·;Å<Á	ÕL·HÓ�¹�°#¸I¸IÃ�¸LÖ%Å<Á	Å<Ò�²I·;°LÁc²8
WÃ�°CÖ
´
Å<Ã�¶
n ≥ 0

Ö
E
(
Rλ

n

)
= 1 + nE (φ′

λ(X∞)) 1(ε=1)

+
∑

k≥0

E

(
1

πε
k

[
CN ([0,Xk]) − CUn([0,πk])+N ([0,Xk])

])
.

��/ �+ù�ù  

ø &



����Ê��
Ì�
 �aÏ �E�
	 � �!Ì�����Ï��>! �KÌ ��� � . ÌþÏ .�. Ï��
� ¾æºF
WÃ%µK²a·;Å�Á ��/ �+ù�ù  ^¹�Å<Á�Á�°�½;µè¶I°#´�¶Iº#¸I°LÁc²aµC²a·+Å<Á¼¸³Ã�·��Cµ�Ác²I°�Ö%´
Å<Ã�¶

n ≥ D
Ö

E
(
Rλ

n

)
= 1 + nE (φ′

λ(X∞)) 1(ε=1) −
D−1∑

i=0

∑

k≥0

E

(
1

πε
k

∆Ci+N ([0,Xk]) 1(Ui+1,n≤πk)

)
,

��/ �2ù G� 
ÅDC

(∆Ci)
°#¸³²S½;µ|¸IÃ�·2²a°

(Ci+1 − Ci)
°*²6Ö�´
Å<Ã�¶

1 ≤ i ≤ n
Ö
Ui,n

°#¸³²S½;°
i
Ó�·+ó Ñ °E´�½+Ã�¸,´
°#²I·+².²I°L¶ Ñ °´%µ�¶ Ñ ·

n
�Cµ�¶I·;µ�Ò�½+°L¸oµ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°L¸�·+Á�¹�º#´9°#Á�¹%µ�Ác²a°#¸òÃ�Á�·+ì�Å<¶ Ñ °#¸o¸IÃ�¶

[0, 1]
�

� ��� ���� +$!(�����
�(��  -�

0 � ��� �%$+� $!( � ��� �
λ = 0

�
F,µ�Á�¸�ÕL°�ÕLµ�¸LÖ¨½;µ7¸IÃ�·2²a°�¹�°#¸�·+Á�ÕLÅ<Á�Á4Ã�°L¸

C = (Ci)0≤i≤D−1

°L¸x²�Õ#Å<Á�¸x²�µ�Ác²a°�°*²�°#¸³²�ºLÐ<µ�½;°�µ�Ã¹�°LÐ�¶Iº Ñ Å�Â�°LÁë¹�°�½¿¾ÀµC¶IÒ�¶³°
C ≡ E(W−ε

1 ) = E(G).F.Å<Á�ÕCÖÚ´9Å<Ã�¶�²aÅ<Ã�²
n ≥ 0

Ö
E
(
R0

n

)
= 1 + E(G)

∑

k≥0

E

(
1

πε
k

1(UD,n≤πk)

)
.

�,Án¶I°#²I¶IÅ<Ã �<°�µ�·;Á�¸I·
½þ¾æ°*ï=´�¶I°#¸I¸³·;Å<Á�º#²aµ�Ò�½+·;°q¹%µ�Á�¸o½+°.Õ*�%µ�´�·+²a¶³°
3
´
Å<Ã�¶�½;µE½;°òÕLÅDK=² Ñ Å�Â<°#Án¹�¾æÃ�Áµ�½;Ð�Å<¶I·2²�� Ñ °.°#Áëµ�¶³Ò�¶I°SÁ�Å�Á�ì�Å�¶IÕLº Ñ °#Ác²òÕ#Å<Á�¸³°L¶$�CµC²I·+ì �

0 � ����')(�	���(� !� ����	�� � ( � ��� �
G = D = 2

�
� µ�¸³Ã�·+²I°-¹�°L¸q·;Á�Õ#Å<Á�ÁWÃ�°#¸

C
°#¸³²q¶Iº#¹�Ã�·2²a°S»�¹�°LÃ=ïnÕLÅ4°
M�ÕL·+°LÁc²a¸q°#²q°L¸x²q¹�Å<Á�Á�º#°S´%µ�¶

C0 = 2φλ(λ), C1 = 2φλ(λ) + (p+ q)φ′
λ(λ).

� °�Õ#ÅDK�² Ñ Å(Â�°LÁ	¹�°S½þ¾Äµ�½;Ð�Å<¶I·2²�� Ñ °ò°#¸³²òµ�½+Å<¶I¸o¹�Å�Á�Á�ºS´%µ�¶
E
(
Rλ

n

)
= 1 + nE (φ′

λ(X∞))1(ε=1) − (p+ q) φ′
λ(λ)

∑

k≥0

E

(
e−Xk

πε
k

1(U1,n≤πk)

)

+ (2φλ(λ) + (p + q) φ′
λ(λ))

∑

k≥0

E

(
(1 +Xk)e

−Xk

πε
k

1(U2,n≤πk)

)
.

� °èÕ6µ�¸.Ò�·;Á%µC·;¶I° �

þÊ�
¿Ì�ÍLÎ%ÏòÕLÅ<¶³¶I°L¸³´9Å�Á�¹å»
φ0(0) = 1, φ′

0(0) = 0
Ö9½+°EÕLÅ�K�² Ñ Å(Â�°LÁ�°#¸³²Sµ�½+Å<¶I¸¹�Å<Á�Á�º�´�µ�¶

E
(
R0

n

)
= 1 + 2

∑

k≥0

E

(
1

πε
k

1(U2,n≤πk)

)
.

��¢LP � ©E¥�ªn­*¦®­*©�¥ ª Y #�¦'U ��­�S#­!¦&% � S�Y ¬>U�. ¬±©�¥ . Y�§�� US¦®­ 

ε = 1û Å<Ã�¶pÅ<Ò�²I°LÁ�·+¶o½�µè¶I°#´�¶Iº#¸I°#ÁW²aµC²a·+Å<Á	°*ï=´�½;·+ÕL·2²a°-¹�°S½�µè¸³Ã�·+²I°

(Rλ
m)
Ö%½+°L¸

D
ÕLÅ4°
M�ÕL·+°LÁc²a¸p·+Á�ÕLÅ<Á�Á4Ã�¸

C0

Ö �F�0�LÖ
CD−1

��¶aµC´�´9°#½;Å<Á�¸�
4Ã�°�½+°L¸pµ�Ã�²I¶I°#¸
Ck

¸³Å<Ác².ÁWÃ�½+¸� �µ�·+Á�¸I· 
4Ã�°�½;µèÕLÅ<Á�¸x²�µ�Ác²I°
C∞ = E (φ′

λ(X∞))
¹�Å<·���°LÁc² �#²a¶³°S¹�º#²I°L¶ Ñ ·;Á�ºL¸F�

ø �



�E� 	 � � � . Æ�Ì�
�Ì�� . Æ4Ï�� 
þÊE�LÌ��[Ì�
 ��� �;Ï��IÊ	� ��� . ��Ï
� �KÊ�
¿Ì � ε = 1

� °L¸�Õ#Å<Á�¹�·2²a·;Å�Á�¸�µ�Ã=ï Ò
Å<¶³¹�¸
E
(
Rλ

m

)
= 1

´
Å<Ã�¶
1 ≤ m ≤ D − 1

¸³Å<Ác²�²I¶aµ�¹�Ã�·+²a°#¸�°LÁ
D − 1º0
4Ã�µC²a·+Å<Á�¸o½;·+Á�º6µC·;¶I°#¸�¶I°#½;·;µ�Ác²oÕL°#¸

D + 1
·+Á�ÕLÅ�Á�ÁWÃ�°L¸#Ö

Mλ
m,DC∞ +

D∑

`=0

D−1∑

`=0

Mλ
m,`C` = 0, 1 ≤ m ≤ D − 1,

� / �+ù &� 
ÅDC?Ö�´9Å�Ã�¶

1 ≤ m ≤ D − 1
Ö
0 ≤ ` ≤ D − 1

Ö

Mλ
m,` =

∑

k≥0

E

(
1

πk

[
1(N ([0,Xk])=`) − 1(Um([0,πk])+N ([0,Xk])=`)

])

°*²
Mλ

m,D = m
�

� ��� �  �� ��� � � � ! �KÎ �
m = 0

� ��� �IÍLÎ�Ê�
¿Ì�� . � / �+ù<ù  |Ï��

 
 �!Ì���Ì�Ê��;Ï�� ��Ï��*ÌqÏ��

pÎ . Ï ��� . � �IÍLÎÚÏ . ��Ï�Æ�Î
�#Ê�Ì�
^ÍLÎ%Ï �2Ê ��Ï
�2Ê�
�Ì�� . Rλ

0 = 1
ÊnÆ ���%6 �

 ��Î 
¿Ì��[Ì � ��ÏX���KÎ � ��� 
eÏ . Ì�� ��� �IÍLÎ�Ê�
�Ì�� . ��/ �+ù ?  
�

� ¾æºF
WÃ%µC²I·;Å<Á � / � "  ±¹�Å<Á�Á�°SÃ�Á�°S¶³°L½�µK²a·;Å�Á�µ�¹�¹�·2²a·;Å�Á�Á�°L½+½;°
Mλ

D,0C0 +Mλ
D,1C1 + · · · +Mλ

D,D−1CD−1 = 0,
��/ �2ù �  

ÅDC
Mλ

D` = E

(
(X∞)`

`!

(
`X−1

∞ − 1
)
e−X∞

)
, 0 ≤ ` ≤ D − 1.

� ¾æºF
WÃ%µC²I·;Å<Á�î%Á%µC½;°�Å<Ò�²I°LÁWÃ�°�°LÁ ´
Å<¸Iµ�Ác²
x = λ

¹�µ�Á�¸S½þ¾æºF
WÃ%µC²I·;Å<Á ��/ �+ù ?  .· Ñ ´�½;·�
WÃ�° 
WÃ�°�Ö®Õ#Å Ñ�Ñ °
C0 = E(G) φ(λ)

Ö

− 1 = λ CD −
1

E(G)
C0

+

D−1∑

`=0

C`E

(
+∞∑

k=0

1

πk

[
X`

k

`!
e−Xk −

(πkλ+Xk)
`

`!
e−(πkλ+Xk)

])
��/ �+ù+/� 

� °ð²���º#Å<¶Ió Ñ °ð¸IÃ�·��Cµ�Ác²Ô°#¸³²Ô½;°ð¶Iº#¸IÃ�½2²�µC² Ñ µ(ê³°LÃ�¶QÕLÅ�Á�ÕL°#¶IÁ%µ�Ác²Ô½þ¾æ°L¶IÐ�Å=¹�·+ÕL·2²aºÿ¹�°i½þ¾;Ê�� � �	�!Ì�
 �4Ë|ÏoÏ . Ê��
� �aÏ �
� ��* �  ��
� � � � 84²�µ�Ò�·;½;·2²aºp¹�°-½¿¾ �ò½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °o°#Á��.¶³Ò�¶I°-µ ��°LÕ �.¶³¶I·���ºL°#¸ û Å<·+¸I¸³Å<Á�Á�·+°LÁ�Á�°#¸� � ��Ê�Ë�Ê5,

 �!Ì ��Ï

Mλ = (Mλ
m,`, 1≤m≤D+1, 0≤`≤D)

Ê	��� � �*Ì���Ï�6���� Ê�� � �	�!Ì�
��4Ë|ÏèÏ . Ê��
� �aÏ�Ï��

�Æ ��2 . ÌþÏ ��Ê��

Mλ
m,` =

∑

k≥0

E

(
1

πk

[
1(N ([0,Xk])=`) − 1(Um([0,πk])+N ([0,Xk])=`)

])
,

ø�/



����Ê��
Ì�
 �aÏ �E�
	 � �!Ì�����Ï��>! �KÌ ��� � . ÌþÏ .�. Ï��
���KÎ��

1 ≤ m ≤ D − 1
�
0 ≤ ` ≤ D − 1

�±Ï



Mλ
D,`=E

(
(X∞)`−1

(`− 1)!

(
1 −

X∞

`

)
e−X∞

)
, 1≤`≤D−1,

Mλ
D,0= − E

(
e−X∞

)
,

Mλ
m,D=m, , 1≤m≤D−1,

Mλ
D+1,` = E

(
+∞∑

k=0

1

πk

[
X`

k

`!
e−Xk −

(πkλ+Xk)
`

`!
e−(πkλ+Xk)

])
, 1≤`≤D−1,

Mλ
D+1,0 = E

(
+∞∑

k=0

1

πk

[
e−Xk − e−(πkλ+Xk)

])
−

1

E(G)
,

���
Mλ

D+1,D+1 = λ
Ï

 �;Ï"����Ï�� �*ÌþÏ . 
 �aÏ��

þÊ . 
ðÏ��

 . Î�� � �®Ï ����� ��Ï����*Î#�òÊ�Î�
��-,��������aÏ����*Ì � (Xn, 0 ≤ n ≤

+∞)
Ï��

iÌ . 
 ���LÆ�Î4Ì�
�ÆcÊ . � �2Ê ! ������� �*Ì�
�Ì�� . 	 ��� �ÚÌ

λc = inf{λ > 0 : detMλ = 0},
� / �2ù !  

Ê�� �	����� ���KÎ�� 
��KÎ�

λ < λc

� �;Ï�� �KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï��
(Rλ

n)
� � . 
ðÌ . 
 �����³ÊE� �;Ï��EÏ

 ��Ê��B��� . � �IÍLÎ%Ï . 
 �2ÊT����Ê54 . ÏSÆ4Ïõëµ�¶ �CÅ�� Ê	��� � �*Ì���Ï 6 ��� Ê�� � �	�!Ì�
��4Ë|ÏEÏ . Ê��
� �aÏèÏ��

oÏ
��� �LÆ�Ì�ÍLÎ%Ï �

� ��� �� � ��� � ( � ��Ê|Ë�Ê�
 �!Ì ��Ï
Mλ

Ï��

X��� . �

�Ì�
¿Î���ÏEÆ4Ï 3
���KË*��� �LÊ . 
�Ï����

Mλ =







Mλ
1,0 Mλ

1,1 . . . Mλ
1,D−1 1

Mλ
2,0 Mλ

2,1 . . . Mλ
2,D−1 2��� ��� ��� ��� ���

Mλ
D−1,0 Mλ

D−1,1 . . . Mλ
D−1,D−1 D − 1




(
Mλ

D,0 Mλ
D,1 . . . Mλ

D,D−1 0
)

(
Mλ

D+1,0 Mλ
D+1,1 . . . Mλ

D+1,D−1 Mλ
D+1,D

)




��� �;Ï��
(D − 1)

���aÏ*Ë�Ì��
��Ï�� �[Ì�� . Ï�� = Ï . � �;Ï*Î ? � � . 
�Æ�Î%Ï��èÊ�Î�� ��� . Æ�Ì�
�Ì�� . ��Æ4Ï��
�	�³Æ	� Rλ
` = 1

���KÎ �
1 ≤ ` ≤ D − 1

� �2Ê
D
,�Ì��*Ë|Ï �[Ì�� . Ï = Ï . ���KÎ��4Ï@? 
 �³ÊcÆ�Î=Ì�
 ��� �IÍLÎ4Ì��[Ì�� �aÏ�Æ�Î ����� ��Ï����*Î#��Ê�Î 
 �-,��������aÏ����*Ì �

(Xn, 0 ≤ n ≤ +∞)
� 6 �LÊ����KÌ��

E(φ∆c(X∞)) = 0
�pÏ

qÏ . 2 . �2Ê�Æ4Ï
� . Ì��
�aÏ �[Ì�� . Ï 
 �³ÊcÆ�Î4Ì�
 �2Ê �
� .�. ÏÆ ��2 . Ì�
¿Ì�� . Æ4Ï �2Ê 
 �³Ê . � � �	�!Ë ��Ï�Æ4Ï ! �KÌ ��� � . Æ4Ï �2Ê �*Î4Ì�
eÏ

(rn)
�

� �*Ë � . �

 �³Ê�
�Ì�� . � û Å<Ã�¶ λ < λc

Ö9¹�ºL¸I·+Ð<Á�Å<Á�¸.´%µ�¶
Cλ = (Cλ

0 , C
λ
1 , . . . , C

λ
D−1, C

λ
∞)

½þ¾æÃ�Á�·�
WÃ�°�¸IÅ<½+Ã=Ó²a·;Å�Á	¹�Ã¼¸xÂ=¸x²aó Ñ °�½;·+Á�º6µ�·+¶I°
Mλ · C

λ = (0, 0, . . . , 0,−1)
�

8=Ã�´�´
Å<¸IÅ�Á�¸ðµ�Ã�¸³¸I·=
WÃ�°
λ < λW

ÖC¹�¾Äµ�´�¶³óL¸ÿ½+°o¯±Å<¶³Å<½;½;µ�·;¶³° /=ÖK½�µ�
 �³Ê . � � �	�!Ë ��ÏpÆ4Ï ! �KÌ ��� � . ¹�°�½�µq¸IÃ�·2²a°
(Rλ

n)
°#¸³²iî%Á�·+°ò¸³Ã�¶

R
�JFE¾Äµ�´�¶³óL¸^½;°L¸iºF
WÃ%µK²a·;Å�Á�¸ � / �2ù &# � / �+ù �  í°*² ��/ �2ù!/� �ÖcÅ<Á7µSÁ�ºLÕ#°L¸³¸aµ�·+¶I° Ñ °LÁc²9
4Ã�°´9Å<Ã�¶

i = 0, . . . , D − 1
Ö
Cλ

i = Ci

°#²
Cλ

∞ = E (φ′
λ(X∞))

� �,¶
lim

λ→λW

φλ(λ) = +∞

°LÁ�Õ#Å<¶I°�¹�¾Äµ�´�¶Ió#¸p½;°�¯±Å<¶³Å<½;½;µ�·;¶³° /=Ö%Å<Á�Å<Ò�²I·;°LÁc²

WÃ�°
λW ≥ λc

� � °,²���ºLÅ�¶Ió Ñ °S°L¸x²ò´�¶IÅ<Ã=��º��
ø !



�E� 	 � � � . Æ�Ì�
�Ì�� . Æ4Ï�� 
þÊE�LÌ��[Ì�
 ��� �;Ï��IÊ	� ��� . ��Ï
� �KÊ�
¿Ì � ε = 1

� - � +>-í� ��/ � 
 � /e��� �
� ��� ��� �%$+� $!( � ���

λ = 0
�

� °-Õ6µC¸ �

þÊ�
¿Ì�ÍLÎ%Ï±ÕLÅ<¶³¶I°L¸³´9Å�Á�¹ü»�½�µ Ñ µC²I¶I·;Õ#°
M0

¹�Å<Á�Á�º#°S´%µ�¶

M0 =




M0
1,0 M0

1,1 . . . M0
1,D−1 1

M0
2,0 M0

2,1 . . . M0
2,D−1 2��� ��� ��� ��� ���

M0
D−1,0 M0

D−1,1 . . . M0
D−1,D−1 D − 1

−1 1 0 . . . 0
−1/E(G) 0 . . . 0 0




Z Á�¹�º0��°L½;Å�´�´9° Ñ °#Ác²^¹�Ã�¹�º#²I°L¶ Ñ ·;Á�µ�Ác²í¹�°
M0

´%µ�¶í¶Iµ�´�´
Å<¶³²ÿ»-½�µ.¹�°#¶IÁ�·+óL¶³°�½;·+Ð<Á�°�ÖK¸IÃ�·��4·�¹�¾æÃ�Á�µ�Ã�²I¶I°´%µC¶o¶aµ�´�´
Å<¶x²q»�½¿¾Àµ �Cµ�Ác²p¹�°#¶IÁ�·+óL¶I°CÖ%· Ñ ´�½;·�
WÃ�° 
WÃ�°

det(M0) =
−1

E(G)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M0
1,2 M 0

1,3 . . . M 0
1,D−1 1

M0
2,2 M0

2,3 . . . M 0
2,D−1 2��� ��� ��� ��� ���

M0
D−1,2 M0

D−1,3 . . . M0
D−1,D−1 D − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

�,¶LÖ�´9Å<Ã�¶
1 ≤ m, ` ≤ D − 1

Ö
M0

m,` = −
∑

k≥0

E

(
1

πk
1(Um([0,πk])=`)

)
,

µ�½+Å<¶I¸#Ö
M0

m,` = 0
¹�ó#¸ 
WÃ�°

` ≥ m
� �ò·;Á�¸³·þÖ¨´%µ�¶�Ã�Áç¹�º0��°L½;Å�´�´ Ñ °LÁc²è´%µC¶�¶Iµ�´�´
Å<¶³²�»¼½;µ	´�¶I° Ñ ·;ó#¶I°½+·;Ð<Á�°CÖ�Å<Á�Å<Ò=²a·;°#Ác²8
4Ã�°

det(M0) =
−1

E(G)
M0

2,2 . . .M
0
D−1,D−1.

� ��� ����'�(�	���(� -� �û Å<Ã�¶qÃ�Á Ê�� � �	�!Ì�
��4Ë|Ï�Ï . Ê��
� �aÏ��LÌ . Ê�Ì��aÏ*Ö¨Ì���Ï � G ≡ 2
°#²
D = 2

Ö%½�µ�Ë|Ï��*Î ��ÏèÆ4Ï�� �³Ê . ���%Ï*Ë|Ï . 
�°L¸x²¹�Å�Á�Á�ºL°�´�µ�¶
W = pδp + qδq

Ö�ÅDC
p
°L¸x²S½�µ7´�¶³Å<Ò%µ�Ò�·;½;·2²aº�¹�¾Äµ�½;½+°L¶,»7Ð<µ�Ã�Õ*��°�¹%µCÁ�¸-½þ¾Äµ�¶IÒ�¶I°�µ�¸³¸IÅ4ÕL·+º�Ö

q = 1 − p
�

� µ ¸³°LÃ�½+°�ÕLÅ<Á�¹�·+²a·+Å<Á µCÃ=ï Ò
Å<¶³¹�¸7Á�Å<Á4Óé²a¶³·��4·�µC½;°	º#²�µCÁW²
Rλ

1 = 1
Ö±Å<Á Å<Ò=²a·;°#Ác²�µ�·;Á�¸I·q½�µ ´�¶³° Ñ ·;ó#¶I°º0
4Ã�µC²a·+Å<Á�½;·;Á�º6µ�·+¶I°.¹�Ã¼¸xÂ=¸x²aó Ñ °�¹�°S¸³²aµ�Ò�·;½+·+²Iº

C∞ +Mλ
1,0 C0 +Mλ

1,1 C1 = 0,ÅDC�½+°-ÕLÅ4°
M�ÕL·+°LÁc²
M1,2 = 1

°#²
Mλ

1,0 = E

[
∑

k≥0

e−Xk

πk

]

Mλ
1,1 = E

[
∑

k≥0

e−Xk(Xk − 1)

πk

]

ø "



����Ê��
Ì�
 �aÏ �E�
	 � �!Ì�����Ï��>! �KÌ ��� � . ÌþÏ .�. Ï��
Z Á�°�¹�°LÃ4ï�·+ó Ñ °�º0
WÃ%µC²a·+Å<Á>½;·;Á�º6µ�·+¶I°è°#¸³²�¹�Ã�°�»	½¿¾Äº0
4Ã�µC²a·+Å<Á � / � "  

E(φ∆C(X∞)) = 0
Ö¨Õ#° 
WÃ�·ð· Ñ Ó´�½;·�
4Ã�° 
4Ã�°

Mλ
2,0 C0 +Mλ

2,1 C1 = 0,ÅDC
Mλ

2,0 = −E
(
e−X∞

)
, Mλ

2,1 = E
(
e−X∞

)
− E

(
X∞e

−X∞
)
.

�-¶#Ö
C0 = 2φλ(λ)

°#²
C1 = 2φλ(λ) + φ′

λ(λ)
ÖÚµ�½;Å<¶³¸�Å<Á	Å<Ò�²I·;°LÁc²8
WÃ�°

φ′
λ(λ) = −2

(
Mλ

2,0

Mλ
2,1

+ 1

)
φλ(λ) = 2

(
E
(
e−X∞

)

E (e−X∞) − E (X∞e−X∞)
− 1

)
φλ(λ).

� / �2ù "  
öòµ�´�´9°#½;Å<Á�¸ 
WÃ�°�ÖC¸I·

(A)i≥0

¹�º#¸I·+Ð<Á�°±Ã�Á�°�¸IÃ�·+²a°qÌ��;Ì�� ÆE��¹�°^½;Å<·
W
Ö�µC½;Å<¶³¸

X∞ = λ
∑

k≥0A0 . . . Ak−1

�
F,µ�Á�¸o½+°òÕLµ�¸�´%µ�¶x²a·+ÕLÃ�½+·;°L¶ðÅDCn½+°ò´�¶IÅ4ÕL°L¸³¸IÃ�¸o¹�°,¹�ºLÕ#Å Ñ ´9Å<¸³·+²I·;Å<Á�°L¸³²�¸³Â Ñ º*²a¶³·�
WÃ�°�Ö9Ì���Ï �

p = q = 1/2
Ö

X∞
°L¸x²ò¹�º#²a°#¶ Ñ ·;Á�·+¸³²I°,°#²8�Cµ�Ã�²

2λ
�

� µ�¶I°#½�µC²I·;Å<Á � / �2ù "  ±Õ#Å<¶I¶³°L¸I´
Å<Á�¹¼»�ÕL°L½+½;°,º*²�µ�Ò�½;·;°-´�µ�¶8�Úµ�Â�Å<½;½+°�Ï

±Ê�� �ÿ÷'&�/�ú
φ′

λ(λ) = 2(K − 1) φλ(λ),ÅDC
K = −

e−λ/p − e−λ/q

λ
p
e−λ/p − λ

q
e−λ/q

¸³·
p 6= 1/2,

= 1/(1 − 2λ)
¸I·
p = q = 1/2.

� µ�²a¶³Å<·;¸³·;ó Ñ °ò°#²q¹�°L¶³Á�·;ó#¶I°SºF
WÃ%µK²a·;Å�Á	½+·;Á�ºLµ�·;¶³°,°L¸x²q¹�Ã�°�»�½þ¾æºLÐcµ�½+·+²Iº
φλ(λ) = 1 + λ C∞ +

∑

k≥0

E

(
1

πk
[φC(Xk) − φC(πkλ+Xk)]

)
.

�-Á	Å<Ò�²I·;°#ÁW²qµC½;Å<¶³¸o½�µè¶I°#½�µC²I·;Å<Án¸³Ã�·��Cµ�Ác²I°
Mλ

3,0 C0 +Mλ
3,1 C1 +Mλ

3,2 C∞ = −1,ÅDC
Mλ

3,0 = −
1

2
+
∑

k≥0

E

(
1

πk

[
e−Xk − e−(πkλ+Xk)

])

Mλ
3,1 =

∑

k≥0

E

(
1

πk

[
Xke

−Xk − (πkλ+Xk)e
−(πkλ+Xk)

])

Mλ
3,2 = λ.

8=·
D(λ)

¹�º#¸I·;Ð�Á�°S½;°-¹�º*²a°L¶ Ñ ·+Á%µ�Ác²p¹�°S½�µ Ñ µC²I¶I·;Õ#°
Mλ

¹�º*î%Á�·+°�´�µ�¶

Mλ =




Mλ

1,0 Mλ
1,1 1

Mλ
2,0 Mλ

2,1 0
Mλ

3,0 Mλ
3,1 λ





ø<ø



�E� 	 � � � . Æ�Ì�
�Ì�� . Æ4Ï�� 
þÊE�LÌ��[Ì�
 ��� �;Ï��IÊ	� ��� . ��Ï
� �KÊ�
¿Ì � ε = 1

µ�½+Å<¶I¸#Ö�½;µ�Õ#Å<Á�¹�·2²a·+Å<Án¹�°S¸³²aµ�Ò�·;½+·+²Iº.¹�°S½þ¾;Ê�� � �	�!Ì�
 �4Ë|Ï�Ï . Ê��
� ��Ï �LÌ . Ê�Ì���Ï±°L¸x²q¹�Å<Á�Á�º#°S´%µ�¶
D(λ) 6= 0,µ�·+Á�¸I·¿Ö?½;µ�¶³ºLÐ<·+Å<Áå¹�°�¸³²aµ�Ò�·;½+·+²Iºè°L¸x²�½¿¾Ä·+Ác²a°L¶ �Cµ�½;½+°

[0, λW [
Ö¨Å�C

λW = inf{λ ≥ 0; D(λ) = 0}
�®öq°!ÓÑ µ�¶�
WÃ�Å�Á�¸�
4Ã�°�Öí¹%µ�Á�¸�½+°nÕ6µ�¸ �

éÊ�
�Ì�ÍLÎ%Ï

λ = 0
ÖíÅ<ÁÝµ>Ò�·;°LÁ

D(0) = −1/2
� F.°	´�½;Ã�¸LÖí½þ¾æÃ�Á�·�
WÃ�°¸³Å<½;Ã�²I·;Å<Án¹�Ãë¸³Â4¸x²aó Ñ °E½+·;Á�ºLµ�·;¶³°.²a¶Iµ�¹�Ã�·+¸aµ�Ác²q½�µ�¸x²�µ�Ò�·+½;·2²aº,¹�°�½þ¾Äµ�½+Ð<Å<¶I·2²�� Ñ °.°#¸³²ò¹�Å<Á�Á�ºL°�´%µ�¶p½;° �<°#Õ*Ó²I°LÃ�¶èý

(C0, C1, C∞) = (2, 2, 0)
� � °�Õ#ÅDK�² Ñ Å�Â<°LÁå¹�° ��� Ê�� � �	�!Ì�
��4Ë|Ï��LÌ . Ê�Ì��aÏ �

éÊ�
�Ì�ÍLÎ%Ï.°#¸³²�µ�½+Å<¶I¸¹�Å�Á�Á�º�Ö%´
Å<Ã�¶�²IÅ<Ã�²

n ≥ 0
Ö�´�µ�¶

E
(
R0

n

)
= 1 + 2

∑

k≥0

E

(
1

πk
1(U2,n≤πk)

)
,

ÅDC?Ö�´9Å�Ã�¶
k ≥ 1

Ö
πk = A0 . . . Ak−1

µ �<°#Õ
π0 = 1

�

ø I
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� ��� � ��� ��� ���

�QÅ<Ã�²Nµ�Ã�½;Å<Á�Ðp¹�°ðÕ#° Ñ º Ñ Å<·;¶³°�Ö#Ã�Á�°iÕL½�µC¸I¸I°ð¹�¾Äµ�½+Ð<Å<¶I·2²�� Ñ °L¸�µ�Â<µ�Ác²ÔÃ�Á�°^¸x²a¶³Ã�Õ#²IÃ�¶I°i°LÁEµ�¶IÒ�¶³°iµqº*²aºº*²aÃ�¹�·+ºL°ò¹�¾ÄÃ�Án´9Å<·+Ác²�¹�° �4Ã�° 
éÊ�Ì����;Ïi°*²*��Ê�Î�
�Ï*Î �i¹�°,½þ¾Äµ�¶IÒ�¶I°,µC¸I¸IÅ4ÕL·+º�� � ¾Àµ�´�´�¶IÅ4Õ*��°,Õ#Å<Á�¸³²I¶IÃ�·2²a°,°*²�½+°L¸Å<Ã=²a·;½+¸®Ã�²a·+½;·;¸³ºL¸Q¸I°9��°LÃ�½+°LÁc²í¸³· Ñ ´�½;°#¸N°*²ÿ¶IÅ�Ò�Ã�¸³²I°L¸í»ò½�µqì�Å�·;¸LÖKµ�ÃE¸I°LÁ�¸íÅDCè¹�·2ñ?º#¶I°LÁc²I¸íµ�½;Ð�Å<¶I·2²�� Ñ °L¸#Ö �

éÊ5,

�Ì�ÍLÎÚÏ��¨Å<ÃnÆ�È . Ê�Ë�Ì�ÍLÎÚÏ��*Ö�¸³Å<·;°#Ác²Ô²a¶Iµ�·+²IºL¸®¸I°#½;Å<Á�Ã�Á�° Ñ � Ñ ° Ñ º*²���Å4¹�Å<½+Å<Ð<·+°���¯±°*²I²I°�º#²IÃ�¹�°±°#¸³²ÔÃ�Á�²IÅ<Ã�¶¹�¾ ��Å<¶³· �#Å<Á�¹�°<
WÃ�°#½�
WÃ�°#¸^Ã�Á�°L¸±´�µ�¶ Ñ ·�½;°#¸�
4Ã�°L¸³²I·;Å<Á�¸ 
WÃ�¾æ·;½%¸³°L¶aµC·+²i´9Å�¸I¸I·+Ò�½;°o¹?¾Äº*²aÃ�¹�·+°L¶ð¸IÃ�·��Cµ�Ác²iÕL°#²³²a°µ�´�´�¶IÅ4Õ*��°|²I°L½;½+°L¸�
WÃ�°n½þ¾Äµ�Á%µ�½2Â4¸I°�°*ï�µ�Õ#²I°nÅ<Ã µ�¸xÂ Ñ ´�²IÅ�²a·�
WÃ�°|¹�°|¹�·+ñ9ºL¶³°LÁc²a¸èÕ#ÅDK�²I¸è¹�¾Äµ�½;Ð<Å�¶I·+²�� Ñ °L¸LÖ½¿¾Ä· Ñ ´%µCÕ#²ð¹�¾æÃ�Á�°ò´9Å<¸³¸I·+Ò�½;°q´9°#¶³²I°.½;Å�¶I¸ð¹�Ã7´�¶³Å=Õ#°L¸³¸IÃ�¸�¹�°.¹�º#ÕLÅ Ñ ´9Å�¸I·+²I·;Å<Á�µ�¸³¸IÅ4ÕL·;ºCÖW½�µS¸³²�µCÒ�·;½+·+²aºp¹�¾Äµ�½HÓÐ<Å�¶I·+²�� Ñ °L¸�¹�·+²I¸�Æ�È . Ê�Ë�Ì�ÍLÎ%Ï��SÅ<Ã °#Á�ÕLÅ�¶I°n½;°�½;·+°LÁ °#Ác²a¶I°>Ê�� � �	�!Ì�
��4Ë|Ï���Ï . Ê��
� �aÏ�°#²B����� ��Ï����*Î#��Æ4Ï
� �³Ê . ���%Ï*Ë|Ï . 
 � � ¾ÄÅ�Ò4ê³°LÕ*²a·+ìN´�¶³·;Á�Õ#·;´%µ�½9º#²aµ�Ác²ò½¿¾ÀµCÁ%µ�½+Â4¸³°-¹�Ã¼Õ#Å Ñ ´9Å<¶x²a° Ñ °#ÁW²oµ�¸³Â Ñ ´�²aÅ�²I·�
WÃ�°S¹�°#¸qÕ#°L¸µ�½+Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °#¸LÖ
½;°�Õ6µC¸�¹=Â=Á�µ Ñ ·�
WÃ�°�°L¸³²�Ã�Áå²a¶Iµ��Cµ�·+½Ô°#ÁçÕ#Å<Ã�¶I¸�µ �<°#Õ û ��·+½;·;´�´9°�öpÅ<Ò
°L¶x² �3GíÁ °*ñ?°*²6Ö¨·+½°!ï�·+¸³²I°7Ã�Á ²���ºLÅ<¶³ó Ñ °7½;· Ñ ·2²a°�Ö¨½+° 
������	� �*Ë|ÏnÆ4Ï �aÏ . �KÎ ��Ï
���;Ï*Ë|Ï . 
�Ö�
4Ã�·��eÕ#Å<Á�Á%µ 7;²���½+°L¸�²I¶aµ(ê³°#Õ#²IÅ<·;¶³°L¸½+°L¸o´�½+Ã�¸�¸I·+Ð<Á�·2î%Õ6µC²I·���°L¸o¹%µ�Á�¸o½;°L¸oÕ#Å Ñ ´9Å<¸³·+²I·;Å<Á�¸^¹�°L¸pÅ<´
ºL¶IµC²a°#Ã�¶I¸oì�Å<Á�Õ#²a·+Å<Á�Á�°#½;¸7
WÃ�·?·;Ác²a°#¶$�4·;°#Á�Á�°LÁc²¹%µCÁ�¸,½þ¾æ°*ï=´�¶³°L¸³¸I·;Å�Áüº#²aµ�Ò�½;·+°�¹�Ã�ÕLÅDK�² Ñ Å�Â�°LÁ�¹�¾æÃ�Áü²a°#½ÿµ�½+Ð<Å<¶³·+²�� Ñ ° �>�<Å<·+¶.½þ¾æ°*ï=´�¶³°L¸³¸I·;Å�Á � � � "  o´%µ�¶°!ï�° Ñ ´�½;°  ð°#²oº �4·+²a°,µ�·;Á�¸³·9½¿¾ÄÃ=²a·;½+·;¸IµC²a·+Å<Á�¹�°-¹�·2ñ?º#¶I°LÁc²I°L¸�°#¸³²a· Ñ µK²a·;Å�Á�¸±µC¸I¸I°
�,²a°#Õ*��Á�·�
WÃ�°#¸oÁ�ºLÕ#°L¸³¸aµ�·+¶I°L¸´
Å<Ã�¶N°LÁè²a·+¶I°#¶N½+°L¸Ô²I°L¶ Ñ °L¸Ô¸I·;Ð�Á�·+î%ÕLµC²a·2ì�¸Qµ�¸³Â Ñ ´�²aÅ�²I·�
WÃ�° Ñ °#ÁW²ÔÕLÅ Ñ�Ñ °±·;½W°#¸³²ð½;°^Õ6µ�¸Ô¹%µ�Á�¸ ÷ & &Cú;� F,µ�Á�¸½+°�Õ6µ�¸òÆ�È . Ê�Ë�Ì�ÍLÎÚÏ*ÖC½þ¾Äµ�´�´�½+·;ÕLµC²a·+Å<ÁE¹�°pÕ#°�²���º#Å<¶Ió Ñ °p°L¸x²ðÒ%µ�¸³ºL°q¸IÃ�¶íÃ�Á�°q´�¶IÅ<´�¶³·;º*²aºo¹�¾æ·;Á�¹�ºL´
°LÁ�¹%µCÁ�ÕL°µ�¸xÂ Ñ ´�²IÅ�²a·�
WÃ�°�°#Ác²a¶I°E½;°�´�¶IÅ4ÕL°#¸I¸IÃ�¸Sµ�Ã�²aÅKÓ�¶Iº#Ð<¶I°#¸I¸³·+ì

(Xk)k≥0

¹�¾æÃ�Á�°è´%µC¶³²,°*²,½;µ Ñ µ�¶IÕ*��°èµ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°µ�¸³¸IÅ4ÕL·+ºL°,»�½þ¾Äµ�½;Ð�Å<¶I·2²�� Ñ °o¹�¾Äµ�Ã�²a¶³°.´%µC¶³² �=¯±°#ÕL·�Õ#Å<Á�¸³²I·+²IÃ�°.Ã�Á�°.¸IÃ�·+²a°òÁ%µC²IÃ�¶I°#½;½;°òµ�Ã�²a¶aµ �Cµ�·+½
´�¶IºL¸³°LÁc²aº¹%µCÁ�¸pÕL° Ñ º Ñ Å�·;¶I°5�

I ù
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���� � � � 
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 � �¨� ��� � � �

� ¢L£ �ç©�­F. Y�¦ -Ç§N©�¬ Y8.�.®« . ªTY 	�

������

�
�,Á¼Á�Å�²a°-´%µC¶

(tn)n≥1

Ã�Á�°�¸IÃ�·+²a°-Á�Å<Á¼¹�ºLÕL¶³Å<·;¸³¸aµ�Ác²I°�¹�° �Cµ�¶³·�µ�Ò�½;°L¸pµC½;º6µK²aÅ<·+¶I°L¸^²a°L½+½;°#¸7
WÃ�°
�
t1
¸IÃ�·+²pÃ�Á�°S¹�·+¸³²I¶I·;Ò�Ã�²a·+Å<Án°*ï=´
Å<Á�°LÁc²I·;°L½+½;°,¹�°�´%µC¶aµ Ñ ó#²I¶I°

1
Ö

�
(tn+1 − tn)

°L¸³²,Ã�Á�°E¸³Ã�·+²I°|Ì��;Ì�� ÆE�9¹�°1�Cµ�¶I·;µ�Ò�½+°L¸òµ�½;ºLµC²aÅ<·+¶I°#¸q°!ï=´9Å<Á�°LÁc²a·+°L½;½+° Ñ °LÁc²ò¹�·;¸x²a¶I·+Ò�Ã�º#°L¸¹�°�´�µ�¶aµ Ñ ó#²I¶I°
1
�

û Å<Ã�¶
x ≥ 0

Ö�¸IÅ<·2²
N ([0, x])

½;°-Á�Å Ñ Ò�¶I°-¹�°#¸ò´
Å<·+ÁW²I¸
tn
¹�µ�Á�¸p½þ¾æ·;Ác²a°#¶$�Cµ�½+½;°

[0, x]

N ([0, x])
��� $� 
=

∞∑

n=1

1(tn≤x).

û Å<Ã�¶
x > 0

î=ï�ºCÖ
N ([0, x])

¸IÃ�·2²pÃ�Á�°�½;Å<·9¹�°�! �KÌ ��� � . ¹�°S´%µ�¶Iµ Ñ ó#²a¶³° x Ö¨Ì���Ï �
P(N ([0, x]) = k) =

xk

k!
e−x.

� °q´�¶IÅ4ÕL°#¸I¸IÃ�¸7
WÃ�·?»
x > 0

µ�¸³¸IÅ4ÕL·;°
N ([0, x])

°L¸³²±Ã�Á ����� ��Ï����*Î#�-Æ4Ï�! �KÌ ��� � . ¹�°.´%µ�¶Iµ Ñ ó#²a¶³° 1
¸IÃ�¶

[0, x]
�


3*�� 	�(�$!(��#	�� � �N¶Iµ�Á�¸³ì�Å�¶ Ñ ºL°E¹�° ! �KÌ ��� � .  � ��Ê�²I¶aµ�Á�¸xì�Å<¶ Ñ ºL°�¹�° û Å<·+¸I¸IÅ�Á�Æ�� Î . Ï �*Î=Ì�
�Ï���� �*Ì�
¿Ì���Ï
(an)

Ï��

^Æ ��2 . ÌþÏ>��Ê��
∑

n≥0

an
xn

n!
e−x = E

(
aN ([0,x])

)
.

� � �2ù  
� °.¶³ºL¸³Ã�½+²aµC²�¸³Ã�·��Cµ�Ác²oº*²�µ�Ò�½+·+²i½�µ�½;Å<·<ê³Å<·+ÁW²I°ò¹�°L¸o´
Å<·;Ác²a¸

(ti)
¹�¾æÃ�Án´�¶³Å=Õ#°L¸I¸³Ã�¸p¹�° ! �KÌ ��� � . N ([0, x])¸Iµ�Õ*�%µ�Ác²

WÃ�°�½+°LÃ�¶oÁ�Å Ñ Ò�¶³°-¸IÃ�¶q½þ¾æ·;Ác²a°#¶$�Cµ�½+½;°

[0, x]
°L¸x²qî=ï�º5� ô Å<·;¶oöpÅ<Ò
°L¶x²�÷ I � ú"�

�  ��#���#�&(�$!(��#	 � � � � Å<·;¸-¯±Å<Á�¹�·2²a·;Å�Á�Á�°L½+½;°#¸� � ! �KÎ��
n ≥ 1

�*��� . Æ�Ì�
�Ì�� .�. Ï
���;Ï*Ë|Ï . 
 6 ��� ����� . Ï*Ë|Ï . 

(N ([0, x]) = n)

� ���lÏ . ��Ï*Ë � �;ÏëÆ4Ï�� �KÊ��*Ì�ÊE� �;Ï��
(t1, t2, . . . , tn)

Ê �2Ê Ë,+*Ë|Ï � �KÌ�ÍLÎ%Ï
n
�KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï��Ì . Æ �@�%Ï . ÆcÊ . 
�Ï��-Î . Ì � �	�!Ë �*Ë|Ï . 
iÆ�Ì �

 �!Ì��LÎ���Ï�� �*Î��

[0, x]
�

I &
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D,Ã�°#½�
WÃ�°L¸p¹�º*î%Á�·2²a·;Å�Á�¸o°#²q¶Iº#¸IÃ�½2²�µC²I¸pÕLÅ<Á�Õ#°L¶³Á%µ�Ác²q½;°,²���ºLÅ<¶³ó Ñ °�¹�°�¶³°LÁ�Å�Ã=�<°#½;½;° Ñ °#Ác²ò¸³Å<Ác²qÒ�¶I·+ó*Ó

�<° Ñ °LÁc²ò¶aµ�´�´9°#½;ºL¸p·+ÕL·"� ô Å<·;¶ �S¶³· Ñ�Ñ °*²I²�°*²*84²a·+¶L�6µ ��°L¶S÷ � /Kú®´�µ�¶o°*ï=° Ñ ´�½+°��


*��)	�(�$!(��#	���� � F.·+¸³²I¶I·;Ò�Ã�²a·+Å<Á �ò¶I·2²�� Ñ º#²I·�
WÃ�°E�
	 . Ï�Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ�
�Ì�� . µ �*Î �

R+

Ï��

pÆ�Ì�
�Ï-µ�¶³·+²�� Ñ º!Ó²a·�
WÃ�° � � Ì��íÏ��<Ì �

�ÏEÎ . ����Ï
�
λ > 0

� 
�Ï
�ÿÍLÎ%Ï
µ ({nλ : n ∈ N}) = 1

� �QÏ ���[Î#� ���³Ê . Æ λ �LÊ�
�Ì � �#Ê�Ì �LÊ . 
��Ï

 
�Ï ���������!Ì��

��èÏ��

±Ê��E�%Ï
� �>��Ê	��Æ4Ï �2ÊnÆ�Ì �

 �!Ì��LÎ�
�Ì�� . �
� �*) � � � � � � ��� � 
 � �.� � ��� � 
 4 � � �e��� � � � � �./ � 


8=·
(τi)

°L¸x²�Ã�Á�°ò¸IÃ�·2²a°�Ì��;Ì�� ÆE�;Ö4´
Å<Ã�¶
x > 0

ÖW½�µ ��µC¶I·�µCÒ�½;°
νx

°L¸³²�¹�º#î%Á�·;°.´�µ�¶^½+°q²I° Ñ ´�¸±¹?¾ÀµC²³²a°#·;Ác²a°¹�°n½þ¾æ°LÁ�¸³° Ñ Ò�½;°
[x,+∞[

ÖNÅ�Ã °LÁ�Õ#Å<¶I°7Õ#°L½+Ã�·±¹�Ã ¹�ºL´%µ�¸³¸I° Ñ °#ÁW²�¹�°7½�µëÒ�µ�¶I¶³·;óL¶³°
x
ÖN´%µ�¶E½;µ Ñ µ�¶IÕ*��°µ�½;ºLµC²aÅ<·+¶I°-µC¸I¸IÅ4ÕL·+ºL°�»

(τi)
Ö

νx = inf{n : Sn ≥ x},ÅDC�Ö%´
Å<Ã�¶
n ≥ 0

Ö
Sn = τ1 + τ2 + · · ·+ τn

�
� µ �Cµ�¶I·;µ�Ò�½;°

tx0 = Sνx −x
°L¸x²�½�µ �Cµ�½;°#Ã�¶ð¹�Ã|¹�ºL´%µ�¸³¸I° Ñ °#ÁW²�¹�Ã|Á�·��<°Lµ�Ã

x
´�µ�¶^½;µ Ñ µ�¶³Õ*��°.µC½;º6µK²aÅ<·+¶I°

Sk

� û Å<Ã�¶
k ≥ 0

Ö®Å<Á ¹�º#î%Á�·2²
txk
Õ#Å Ñ�Ñ °�½�µ�´
Å<¸I·2²a·;Å�Á>¹�Ã

k
·+ó Ñ °�´9Å<·+Ác²�¹�°�½;µ Ñ µ�¶IÕ*��°|µ �Cµ�Ác²

x
Ö

txk = Sνx−k − x
ÖÚµ �<°#Õ�½;µèÕLÅ<Á@�<°#Ác²a·;Å�Á

Si = −∞
´
Å<Ã�¶

i < 0
�

� ��* �  ���� � ( � ����ºLÅ<¶³ó Ñ °è¹�°�öp°LÁ�Å<Ã=�<°#½;½+° Ñ °LÁc²S¯±Å<Ác²I·;ÁWÃ  � �ÚÌ �2Ê	Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ 
¿Ì�� . Æ4Ï
τ0

Ï��

 . � . ,Ê��*Ì�
��4Ë �

�Ì�ÍLÎÚÏ��±Ê�� �	��� �;Ï�� �KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï���Ê�� �IÊ�
��KÌ��aÏ��
(
(txk − txk+1, k ≥ 1), tx1, t

x
0

)

��� . ��Ï
���4Ï . 
EÏ . Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ 
¿Ì�� . ��Ï
���nÎ . Ï �*Î=Ì�
�Ï
((τ̃i, i ≥ 2), τ ∗1 , τ

∗)
� ��� �2Ê �*Î=Ì�
�Ï

(τ̃i, i ≥ 2)
Ï��

Ì��;Ì�� ÆE�íÆ4ÏEË,+*Ë|Ï�Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ 
¿Ì�� . ÍLÎ%Ï

τ0
Ï

iÌ . Æ �@�%Ï . ÆcÊ . 
eÏ�Æ�Î ���KÎ ���;ÏEÆ4Ï �KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï��

(τ ∗1 , τ
∗)
Æ � . 
 �2ÊÆ�Ì �

 �!Ì��LÎ 
¿Ì�� . Ï��

±Æ � .�. ��Ï>��Ê��

E (f(τ ∗1 , τ
∗)) =

1

E(τ0)
E

(∫ τ0

0

f(−u, τ0 − u) du

)
,

� � �HG� 
���KÎ�� 
��KÎ�
�Ï � � . �

¿Ì�� . �
�	���
�[ÌþÏ .�. Ï ��� �*Ì�
¿Ì���Ï f �*Î��

R2
�

� �*) � ) � � � � ��� � 
 � �.� � ��� � 
 4 � � �e� � ��� ��� / � � ��� �
8=·

(Ci)
°#¸³²qÃ�Á�°S¸IÃ�·+²a°S·;�Ä·;�Ä¹ �=¹�° �Cµ�¶I·;µ�Ò�½;°#¸oµ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°L¸o» �Cµ�½;°#Ã�¶I¸o°#ÁW²I·;ó#¶I°L¸o²I°L½;½+° 
WÃ�°

P(C1 = 1) > 0
°*²

τn = inf

{
k :

k∑

i=1

Ci ≥ n

}
,
µ�½+Å<¶I¸

� ��* �  ���� � � � ����º#Å<¶Ió Ñ °S¹�°�öp°LÁ�Å<Ã �<°L½+½;° Ñ °#ÁW²�Fò·;¸IÕ#¶I°*²  � �QÏ��"�KÊ��*Ì�ÊE� �;Ï���Ê�� �IÊ�
 �KÌ��aÏ��
(

(Cτn−k, 1 ≤ k ≤ τn) , n−
τn−1∑

i=1

Ci

)
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	 � 	 � ��ÎÚÏ
�2ÍLÎ%Ï�� � ���*Î � 
éÊ�
��EÊ�Î�
��KÎ �èÆ�Î � �����	� �*Ë|Ï�Æ4Ï �pÏ . �KÎ ��Ï
���;Ï*Ë|Ï . 

��� . ��Ï
� �4Ï . 
±Ï . Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ�
�Ì�� . ��Ï
���

((C̃i, i ≥ 2), C∗
1)
� ��� �2Ê �*Î=Ì�
�Ï

(C̃i, i ≥ 2)
Ï��

ðÌ��;Ì�� ÆE�ÔÆ4ÏSË,+*Ë|ÏÆ�Ì �

 �!Ì��LÎ�
�Ì�� . ÍLÎ%Ï C1

Ï

íÌ . Æ �@�%Ï . ÆcÊ . 
�Ï��-Æ4Ï �2Ê �KÊ��!Ì�ÊE� �;Ï C∗
1

Æ � . 
 �2Ê�Æ�Ì �

 �!Ì��LÎ 
¿Ì�� . Ï��

iÆ � .�. ��Ï ��Ê��
P(C∗

1 = n) =
1

E(C1)
P(C1 ≥ n), n ≥ 1.

I /
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� ��� ��� � �

� � � � ��� ��� � � � ��� � ��
 ����
�� � 
 � � � � � � � �
3

�,Á�´�¶IºL¸³°LÁc²a°±·;ÕL·c½;µo´�¶I°#Ã=�<°^¹�ÃE½+° Ñ�Ñ °
3
¹�Ã�Õ*�%µ�´�·2²a¶I°

3
¹�°i½�µp´�¶I° Ñ ·+óL¶I°í´�µ�¶³²I·;°ð¹�°iÕL° Ñ º Ñ Å<·+¶I°5�

� �*Ë � . �

 �³Ê�
¿Ì�� . Æ�Î �;Ï*Ë�Ë|Ï
3
��Ê �4Ï �����qöòµ�´�´9°#½;Å<Á�¸o½;µè¸IÃ�·2²a°�µ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°

(γi)
¹�º#î%Á�·+°S´%µ�¶

(γi)i∈N
= {j ≥ 0 : Bj = p}.

û Å<Ã�¶pº#²IÃ�¹�·;°#¶o½;°,²I° Ñ ´�¸p¹�¾ÀµC¶I¶��*²
τ
Ö%Á�Å�²IÅ<Á�¸�
WÃ�°

(ν(x) ≥ 2 + γ0) ⇔ (γ0 ≥ blogp(x)c)

(µ(y) ≤ γ0) ⇔ (γ0 ≥ dlogp(y)e).¯±Å Ñ�Ñ °
0 < x < y

Ö
logp(y) < logp(x).

�,Á�¹�·;¸x²a·+Á�Ð<Ã�°-¹�°#Ã=ï	Õ6µC¸�ý
ù��*84·

∃n ∈ N
²a°L½3
WÃ�°

logp(y) < n < logp(x),µC½;Å<¶³¸
dlogp(y)e ≤ blogp(x)c.Z Á�°�¹�·+¸IÕ#Ã�¸I¸³·;Å<Á�¸³°L½;Å�Á�½�µ.´
Å<¸I·2²a·+Å<ÁE¹�°

γ0

´�µ�¶ÿ¶aµC´�´9Å�¶³²í»,Õ#°L¸í¹�°#Ã=ï�Á�Å Ñ Ò�¶³°L¸í· Ñ ´�½+·�
WÃ�°�
WÃ�°-ý
� ¸I·

γ0 ≥ blogp(x)c
ÖÚµ�½+Å<¶I¸

τ(x, y) = µ(y) ≤ γ0

Ö
� ¸I·

γ0 < dlogp(y)e
Ö%µ�½+Å<¶I¸

{
µ(y) ≥ 2 + γ0,
ν(x) = 1 + γ0,

°#²q¹�Å<Á�Õ
τ(x, y) = ν(x) = 1 + γ0.

� ¸I·
dlogp(y)e ≤ γ0 < blogp(x)c

Ö9µC½;Å<¶³¸
{
µ(y) ≤ γ0,
ν(x) = 1 + γ0,

°*²ò¹�Å<Á�Õ
τ(x, y) = µ(y) ≤ γ0.

I#"
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3

G �o¸I·
[logp(y), logp(x)] ∩ N = ∅

Ö%µC½;Å<¶³¸
dlogp(y)e = dlogp(x)e.

F.° Ñ � Ñ °CÖ�Ã�Á�°�¹�·;¸³ÕLÃ�¸³¸I·+Å<Áç¸³°L½+Å<Áç½;µ7´9Å�¸I·+²I·;Å<Á�¹�°
γ0

´%µ�¶-¶aµC´�´9Å�¶³²�»
dlogp(y)e

· Ñ ´�½+·�
WÃ�°

WÃ�°�ý
� ¸³·

γ0 ≥ dlogp(y)e
Ö%µ�½+Å<¶I¸

τ(x, y) = µ(y) ≤ γ0

�
� ¸³·

γ0 < blogp(y)c
Ö%µC½;Å<¶³¸

{
µ(y) ≥ 2 + γ0,
ν(x) = 1 + γ0,

°#²q¹�Å�Á�Õ
τ(x, y) = ν(x) = 1 + γ0.

� ¸³·
(γ0 = blogp(y)c)

Ö%µC½;Å<¶³¸
{
µ(y) ≥ 2 + γ0,
ν(x) ≥ 2 + γ0,

°#²q¹�Å<Á�Õ
τ(x, y) ≥ 2 + γ0.

�òÅ�²IÅ<Á�¸p´%µ�¶
Ω0

½þ¾æ°LÁ�¸³° Ñ Ò�½+°-¸IÃ�·��Cµ�Ác²
Ω0 = Ω(x, y) = {(x, y) ∈ (]0, 1[)2 : dlogp(y)e = dlogp(x)e}.

GðÁ	¹�º#ÕLÅ Ñ ´9Å�¸aµ�Ác²q½�µèì�Å<Á�Õ*²a·+Å<Á
Φ
´%µC¶o¶aµ�´�´
Å<¶x²q»

Ω0

Ö�Å�Á¼Å<Ò=²a·;°#Ác²8
4Ã�°

E




τ(x,y)−1∑

i=0

1

πi



 = E

(
γ0∑

i=0

1

pi
1{γ0<blogp(y)c}

)

+ P
(
γ0 = blogp(y)c

) blogp(y)c∑

i=0

1

pi

+ E




µ(y)−1∑

i=0

1

pi
1{γ0≥dlogp(y)e}




+ E


(

τ(x,y)−1∑

i=dlogp(y)e

1

πi
)1{γ0=blogp(y)c}


1Ω0 .

I ½±°L¸x²�ÕL½;µ�·;¶�
WÃ�°7½;µ:�Cµ�¶I·;µ�Ò�½+°|µ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°
γ0

µ�¹ Ñ °#²èÃ�Á�°7¹�°#Á�¸I·2²aº7Ð<º#Å Ñ º#²a¶³·�
WÃ�°�¹�°7´%µC¶aµ Ñ ó#²I¶I°
q
�

I ÁW²IºL¶³°L¸I¸³Å<Á�¸eÓ�Á�Å<Ã�¸-µ�Ãn²a°#¶ Ñ °
E




µ(y)−1∑

i=0

1

pi
1{γ0≥dlogp(y)e}



 .

¯±Å Ñ�Ñ °
(γ0 ≥ dlogp(y)e) ⇔ (µ(y) ≤ γ0),µ�½;Å<¶³¸

µ(y)|(γ0 ≥ dlogp(y)e) = inf{i ≥ 1, pi < y} = dlogp(y)e.

I ø



¯±°#ÕL·¨· Ñ ´�½+·�
WÃ�°	
WÃ�°

E




µ(y)−1∑

i=0

1

pi
1{γ0≥dlogp(y)e}


 =

p

q
(1 − pdlogp(y)e).

û µ�¶p¹�°L¸p¸I· Ñ ´�½;°L¸±Õ6µ�½+ÕLÃ�½+¸LÖ�Å<Á	Å<Ò�²I·;°#ÁW²8
WÃ�°

E




τ(x,y)−1∑

i=0

1

πi


 = dlogp(y)e + E


(

τ(x,y)−1∑

i=dlogp(y)e

1

πi
)1{γ0=blogp(y)c}


 1Ω0 .

Z Á�°S¸I°LÕ#Å<Á�¹�°�¹�·+¸IÕLÃ�¸I¸I·+Å<Á	¸IÃ�¶
γ1

· Ñ ´�½;·�
4Ã�°	
WÃ�°�Ö%¸³Ã�¶p½þ¾æ°LÁ�¸³° Ñ Ò�½+°
(γ0 = blogp(y)c,Ω0)

Ö%Å<Á	µ
(ν(x) ≥ 2 + γ1) ⇔ (γ1 ≥ dlogp(ρ(logp(x))x)e)

(µ(y) ≤ γ1) ⇔ (γ1 ≥ 1 + dlogp(ρ(logp(y))y)e),ÅDC
ρ(z) =

1 − p1−{z}

1 − p°#¸³²qÃ�Á�°Sì�Å<Á�Õ*²a·;Å�Á	´
ºL¶³·;Å4¹�·�
WÃ�°-¹?¾Àµ Ñ ´�½+·+²aÃ�¹�°
1
°#²

{z}
¹�ºL¸³·;Ð<Á�°�½�µè´�µ�¶³²I·;°-ì�¶aµ�Õ*²a·+Å<Á�Á%µ�·+¶I°,¹�°

z
�:Fò°´�½+Ã�¸LÖ�ÕLÅ Ñ�Ñ °

ρ
°L¸x²q¹�ºLÕ#¶IÅ<·+¸I¸aµCÁW²I°S¸IÃ�¶

[0, 1[
ÖÚµ�½+Å<¶I¸#Ö�¸IÃ�¶q½¿¾Ä°#Á�¸I° Ñ Ò�½+°

Ω0

Ö%Å<Á	µ
ρ(logp(x))x < ρ(logp(y))y.8=Ã�·��Cµ�Ác²p½;° Ñ � Ñ °-¶aµ�·+¸IÅ<Á�Á�° Ñ °LÁc²8
WÃ�°S½�µ�´�¶³° Ñ ·;óL¶³°-¹�·;¸³ÕLÃ�¸³¸I·+Å<Á�¸IÃ�¶

γ0

Ö%Å<Á	¹�º#î�Á�·+²
Ω1 = Ω(ρ(logp(x))x, ρ(logp(y))y).

�ò½;Å<¶³¸LÖ�¸³Ã�¶p½þ¾æ°LÁ�¸³° Ñ Ò�½+°
(γ0 = blogp(y)c,Ω0)

Ö�Å<Á¼µ
τ(x,y)−1∑

i=dlogp(y)e

1

πi

=




γ1∑

i=dlogp(y)e

1

πi


1{γ1≤blogp(ρ(logp(y))y)c}

+




dlogp(ρ(logp(y))y)e∑

i=dlogp(y)e

1

πi


 1{γ1=dlogp(ρ(logp(y))y)e}

+




µ(y)−1∑

i=dlogp(y)e

1

πi


1{γ1≥1+dlogp(ρ(logp(y))y)e}

+




τ(x,y)−1∑

i=1+dlogp(ρ(logp(y))y)e

1

πi



 1{γ1=dlogp(ρ(logp(y))y)e}1Ω1

I ½�°#¸³²ò¸I· Ñ ´�½+°,¹�° �<º#¶I·2î%°L¶8
WÃ�°�Ö%¸³·
γ1 ≥ 1 + dlogp(ρ(logp(y))y)e,

µ�½;Å<¶³¸
µ(y) = 1 + dlogp(ρ(logp(y))y)e.

IBI
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3

FE¾ÀµCÃ�²a¶³°�´%µC¶³²6Ö
γ1 = 1 + γ0 +Geo(q)

ÅDC?Ö�´9Å�Ã�¶o²aÅ<Ã�²
k ∈ N

Ö
Geo(q) = (k) = q pk,¹�¾ÄÅ�C

E


(

γ1∑

i=dlogp(y)e

1

πi
)1{γ0=blogp(y)c;γ1≤blogp(ρ(logp(y))y)c}


 =

(
blogp(ρ(logp(y))y)c − blogp(y)c

)

−
p

q

(
1 − pblogp(ρ(logp(y))y)c−blogp(y)c

)

P
(
γ0 = blogp(y)c; γ1 = dlogp(ρ(logp(y))y)e

) dlogp(ρ(logp(y))y)e∑

i=dlogp(y)e

1

πi

=

1 − pdlogp(ρ(logp(y))y)e−blogp(y)c

E


(

µ(y)−1∑

i=dlogp(y)e

1

πi
)1{γ0=blogp(y)c;γ1≥1+dlogp(ρ(logp(y))y)e}


 =

p

q

(
1 − pdlogp(ρ(logp(y))y)e−blogp(y)c

)
.

¯±Å Ñ�Ñ °
Ω0 ∩ Ω1 = Ω0,µ�½;Å<¶³¸

E




τ(x,y)−1∑

i=0

1

πi



 = dlogp(y)e +
(
dlogp(ρ(logp(y))y)e − blogp(y)c

)
1Ω(x,y)

+ E




τ(x,y)−1∑

i=1+dlogp(ρ(logp(y))y)e

1

πi
1{γ0=blogp(y)c;γ1=dlogp(ρ(logp(y))y)e}



 1Ω(x,y).
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H4 = 4
�%84²a¶³Ã�Õ#²IÃ�¶I°�¹�¾Äµ�¶IÒ�¶I°S·;Á�Õ#Å Ñ ´�½;°*² � ���1���1� ���1����ï�·��

& GÔï=° Ñ ´�½;°S¹�¾Äµ�¶³Ò�¶I°SÒ�·+Á%µ�·;¶³°,¹�°S¶I°#Õ*��°L¶³Õ*��°E¸³Ã�¶p½�µèÕ*�%µ 7�Á�°�ý�� " Ö'&�Ö2ù ? Ö2ù � Ö2ù<Ö ! Ö " Ö � Ö2ù &��B��ï �4·
� �Q¶I·+°-Ò�·;Á%µC·;¶I°-´
Å<Ã�¶ /èÕ*�%µ 7�Á�°#¸q¹�°�Ò�·+²a¸ ?�?B?B? ù<ù�Ö ?B?B? ù�ù<ù<Ö ?�? ù ? ù ? Ö?ù ?B? ù ?B? Ö9ù<ù ?B? ù�ùB�pï=·Hï
/ �ò¶IÒ�¶³° û � �pö I ¯ I � ý%¸IÃ�´�´�¶I°#¸I¸³·;Å<Á	¹�¾æÃ�ÁëÁ��SÃ�¹	·;Ác²I°L¶IÁ�°-´9ó#¶I°�»�î�½;¸oÃ�Á�·�
WÃ�°6���1��� ïWï
! �ò½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °ç°LÁ µ�¶IÒ�¶I°Ýµ �<°LÕ

D = 2
Ö,¹�°#Ã=ï °LÁ�¸³° Ñ Ò�½;°L¸å¹�° ´
Å<·;¹�¸åµ�½;ºLµC²aÅ<·+¶I°#¸

(V1,2, V2,2)
°*²

(V1,3, V2,3, V1,3)
Ö
G
Ã�Á�°
�Cµ�¶³·�µ�Ò�½+°oµ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°o» �Cµ�½+°LÃ�¶³¸ð¹%µ�Á�¸

{2, 3}
Ö½+°-Ð<¶IÅ<Ã�´9°S·;Á�·+²a·;µ�½Úº#²aµ�Ác²

{A,B,C,D,E}
� �1���1��� �1�����1���1�����1��� �1���1��ïWï=·;·+·

" �ò½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °�°#Á µ�¶³Ò�¶I°�Ò�·;Á�µ�·;¶³°�µ ��°LÕ7µC¶I¶I·��<º#°L¸E½+·;Ò�¶³°L¸�µ�½+º6µC²IÅ<·;¶³°L¸�»:�Cµ�½+°LÃ�¶³¸�¹%µCÁ�¸
{0, 1, 2}

Ö�½+°-Ð<¶IÅ<Ã�´9°S·;Á�·+²a·;µ�½Úº#²aµ�Ác²
{A,B,C}

� ���1� ���1�����1���1�����1� ���1����ï4ï=·��
ùB�2ù �ò½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °Q°LÁ�µ�¶³Ò�¶I°íµ ��°LÕ

D = 2
ÖL¹�°LÃ=ï ��°LÕ*²a°LÃ�¶I¸Q¹�°í´9Å�·;¹�¸¨µC½;º6µK²aÅ<·+¶I°L¸

(V1,2, V2,2)°*²
(V1,3, V2,3, V3,3)

Ö
G
Ã�Á�° �Cµ�¶I·;µ�Ò�½;°.µ�½;ºLµC²aÅ�·;¶I°ò» �Cµ�½;°#Ã�¶I¸^¹%µ�Á�¸

{2, 3}
Ö4½;°.Ð<¶IÅ<Ã�´9°·+Á�·+²I·�µ�½
º#²aµ�Ác²

{A,B,C,D,E, F}
� ���1�����1���1��� �1�����1���1�����1��� �1���1� &ùB�HG �ò½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °òÒ�·;Á�µ�·;¶³°èý%Å<¸IÕ#·;½+½�µC²I·;Å<Á�¸i¹�°�½�µè¸³Ã�·+²I°

n 7−→ E(Rn)/n
�/���1���1� ���1����ù !ùB�'& F.º#ÕLÅ Ñ ´
Å<¸I·2²a·;Å�Á¼¹�°

[0, 1]
ýÚ²a¶aµCÁ�¸I·2²a·;Å�Á¼°#ÁW²I¶I°�µC½;Ð<Å<¶³·+²�� Ñ °.°LÁåµ�¶³Ò�¶I°�°#²,µ�¶IÒ�¶³°EÐ<º!ÓÁ�ºLµ�½;Å�Ð<·�
WÃ�°5�=� �1�����1���1�����1� ���1���1�����1���1� ���1�����1���1�����1� ���1��� G "

&=�2ù � ½;°#Õ#²I·;Å<Á�¹�Ã �;ÏIÊcÆ4Ï
� � �
H4 = 1 + P4 = 4

� ���1�����������1���1�����1���1� ���1��� � &
&=�HG ¯�µ�¸pÁ�Å�Á¼Ò�·;µ�·;¸³º�ý�¸I· Ñ Ã�½;µC²a·+Å<Á�¸±¹�°

x :→ E
(
4τ(x,x)

) � ���1�����1���1�����1� ���1��� / "
&=�'& ¯�µ�¸pÒ�·;µ�·;¸³º�ý

p = 0.2, p = 0.8
� 8=· Ñ Ã�½�µC²I·;Å<Á�¸^¹�°

x :→ E
(
( 1

δ2 )
τ(x,x)

) ���1� ���1��� /�ø
&=� � � ½;°#Õ#²I·;Å<Á�¹�Ã �;ÏIÊcÆ4Ï
� � �

H0
4 = 4, H1

2 = 3, H2
2 = 2, H3

1 = 1
�:�����1���1� ���1��� ! ?

� �2ù û ¶I° Ñ ·+°L¶oÁ�·��<°Lµ�Ã¼¹?¾ÄÃ�Á¼µ�½+Ð<Å<¶I·2²�� Ñ °.°#ÁëµC¶IÒ�¶³°�¹=Â=Á�µ Ñ ·�
WÃ�°S¹�ºLÕ#Å Ñ ´
Å<¸Iµ�Ác²
n ≥ D

Ö
n1 + · · ·+ nG ≤ n

°*²òµ���°LÕ�µ�¶I¶³·���ºL°L¸
(Ai)

���1���1� ���1�����1���1�����1� ���1��� !BI
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