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Chapitre 1

Introduction

1.1 L’identification des systemes

L’¢laboration de modeles de systemes dynamiques représente un point clé en automatique et
dans les sciences expérimentales. La procédure d’identification, qui suit les étapes détaillées
dans la figure 1.1 [VAH96, Joh93], consiste a rechercher un modeéle mathématique adéquat
pour un systeme donné a partir de données expérimentales et de connaissances disponibles

a priori.

FiGc. 1.1 — La procédure d’identification

Connaissances

Y
Y
Y

Données

Planif. d’exp.

a priori

Ensemble de modeles

Y

Critere

Y

Y

Y

Construction du modele

Y

A

Validation du modele

NON

your

Les trois éléments principaux nécessaires lors d'une procédure d’identification sont :
— les données : elles peuvent étre disponibles d’apres les mesures d'un systeme fonctionnant

de maniere normale (on parle alors de conditions expérimentales passives [Tho05]) ; lorsque



2 Chapitre 1 : Introduction

cela est possible, elles peuvent aussi provenir d’expériences particulierement étudiées pour
I'obtention d’informations spécifiques sur le systeme ;

— [’ensemble de modéles : définit I’ensemble au sein duquel le « meilleur » modele sera obtenu.
L’ensemble de modeles détermine par exemple la structure et 'ordre des modeles ;

— le critere d’identification : ayant a disposition des données et un ensemble de modeles, le

critere d’identification spécifie dans quel sens le modele recherché sera « meilleur ».

F1a. 1.2 — Objectifs de I'identification et modeles recherchés
Ba(t) s ()

-—/—P‘ B.O.Z. > Actionneur | Processus | —>
k
uq (k) Y
Capteur
4(t)
y(tk) ¢
(a) Synthese d'une loi de commande : modele entre ug(k) et y(tx)
s (1)
»  Processus | >
Y Y
Capteur Capteur
a(t) 4(t)

u(ty) ¢ y(tr) #

(b) Simulation : modele entre u(ty) et y(tx)

Le travail présenté dans ce document se focalise sur la partie centrale de la figure 1.1 (données,
ensemble de modeles; critére et construction du modele).

Durant les dernieres décennies, de nombreuses méthodes ont été développées pour l'iden-
tification de systemes a partir de leurs signaux d’entrée/sortie. La majorité des techniques
ainsi développées suppose le signal d’entrée parfaitement connu. Une justification de cette hy-
pothese est fournie a la figure 1.2 : si 'objectif de I'identification est, par exemple, la synthese
d’une loi de commande, la recherche du modele s’effectue entre la sortie du générateur,
connue, et la sortie du systéme, mesurée et entachée de bruits (d’actionneur 7,, de systéme
s, de capteur 7). En revanche, si 'objectif de identification est, par exemple, d’avoir une
meilleure connaissance du processus, ’entrée du systeme n’est bien souvent accessible que
par l'intermédiaire de mesures et est par conséquent entachée de bruit [PS01]. C’est cette

derniere situation ou l'entrée et la sortie du systeme sont toutes deux perturbées par des
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bruits — que I'on nommera modele « avec erreurs en les variables » — qui est étudiée dans ce

document. L’abréviation correspondante sera EIV (d’apres 'anglais « errors-in-variables »).

1.2 Formulation du probleme EIV

Dans la suite de ce mémoire, deux types de modeles EIV sont considérés : les modeles a temps
continu et les modeles a temps discret. Le modele a temps continu étudié est de type hybride,
c’est-a-dire que les bruits additifs sur les signaux d’entrée/sortie du processus a identifier sont
a temps discret (voir la figure 1.3). Les disciplines scientifiques ayant recours a ce type de
modele incluent I'étude des séries temporelles, le traitement d’antenne, le traitement d’image,

ou encore la modélisation environnementale [VH02, GYTGO07].

F1G. 1.3 — Modele EIV a temps continu (hybride)

Yo(t)
Processus T
a(ty) Y u(ty) 4(tk) % y(tk)

1.2.1 Hypotheses générales — Probleme considéré

Uo(t)

Suivant les notations employées dans I'ouvrage [Lju99], le systeme générant les données est

noté! :

ou l'on note :

— les (vrais) signaux d’entrée/sortie non bruités sont respectivement notés u, et ¥, ;

— les (vrais) bruits additifs affectant les signaux d’entrée/sortie sont respectivement notés
et §;

— les signaux d’entrée/sortie disponibles sont respectivement notés u et y.

1On prend ici 'exemple d’un modele & temps discret. Les notations sont néanmoins directement trans-

posables au cas d’'un modele a temps continu.
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Lorsque cela sera nécessaire, nous nous référerons aux vrais opérateurs de transfert de I’entrée

non bruitée et des bruits additifs, notés :

te) = Hi(g)el () (L.1b)

ou ere, el et e’ sont des bruits blancs.

Introduisons les hypotheses générales suivantes :

H1. la fonction de transfert GG, est asymptotiquement stable ;

H2. les modes du systeme sont observables et controlables, i.e. les polynomes A, et B, n’ont
pas de facteurs communs;

H3. les degrés n, et n, des polynomes A, et B, sont connus;

H4. i, u, gj sont des processus aléatoires ergodiques?, stationnaires au sens strict® et de
moyenne nulle;

H5. u, est d’excitation persistante d’ordre suffisant, et n’est pas corrélé avec @ ni avec gj;

H6. les données disponibles, {u(ty), y(tx)}n_,, sont générées par le vrai systéme S.

Ces hypotheses seront supposées vraies tout au long de ce document. Au fil des chapitres
s’ajouteront d’autres hypotheses, spécifiques a telle méthode ou nécessaires pour 'applica-
tion de telle autre. Ces dernieres n’auront de validité qu’au sein de la section dans laquelle

elles auront été introduites.

Le vecteur des parametres du processus vrai est noté 6,. Le probleme considéré peut main-

tenant étre formulé de la maniere suivante :

Probléme : sous les hypotheéses H1-H6, et ayant a disposition un jeu de données d’entrée/sortie

{y(tx), u(tk)}ff:l, obtenir un estimateur convergent du vecteur des parametres 6,.

Pour les besoins de l'identification, nous définissons un ensemble de modeles pouvant étre
considérés comme candidats possibles pour le systeme, et dans lequel le « meilleur » modele
est déterminé, suivant le critére choisi. Cet ensemble de modeles est défini dans le paragraphe

suivant.

2Plus précisément, on supposera les processus ergodiques ¢ l’ordre des statistiques utilisées. Ainsi, lorsque

les cumulants d’ordre quatre seront utilisés, les processus seront supposés ergodiques a l'ordre quatre.
3Cette hypothese peut étre adoucie en la remplacant par stationnaires a l’ordre des statistiques utilisées.
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1.2.2 Modele du systeme « vrai »

Le modele que 'on considere, noté M, est associé a la structure suivante :

yo(tkz) = G(Qa e)uo(tk) uo(tk) = H" <Qa nuo)euo (tk’)
u(ty) avec 4 a(ty) = H"(q,ng)e" (ty) (1.2)
y(te) y(tr) = HY(q,my)e" ()

ou l'on utilise les notations suivantes :

— les signaux d’entrée/sortie non bruités sont respectivement notés u, et y, ;

— les bruits additifs affectant les signaux d’entrée/sortie sont respectivement notés @ et g ;
— les signaux d’entrée/sortie disponibles sont respectivement notés u et y;

— e¥, e% et e¥ désignent des bruits blancs.

Par ailleurs, puisque les bruits sont additifs, on adopte la convention suivante pour toute

variable linéaire en les données mesurées : la partie non bruitée de la variable sera notée avec

113 W~

I'indice “ o 7, tandis que la contribution du bruit sera coiffée d'un signe . Ainsi, par
exemple, le signal de sortie mesuré s’écrit y(ti) = yo(tx) + G(tr)-
Formellement, la modélisation utilisée est définie comme une fonction d’un ouvert Dy, de

R™ dans un ensemble de modeles M* :

M: Dy —M* = {M(0)|® € Dy}
0 —M(O)

La modélisation M est tres générale et contient les modeles du processus, de 'entrée non
bruitée et des bruits additifs sur les signaux d’entrée/sortie; tous les coefficients de ces
modeles sont regroupés au sein du vecteur des parametres ©. On suppose que ces modeles
sont paramétrés de maniere indépendante, si bien qu’il est possible de décomposer 1’ensemble

de modeles M* de la maniere suivante :

Dy = Dy x Dy, X Dy, X D, (1.3a)
M =G UE UH (1.3b)
. _ B(q',0)
e ={man,,)|n., €Dy} (1.3)
= { (H(g.n5), H'(¢,n;)) | ms € Dy, my € Dy | (1.3¢)
On a ainsi :
M(©) = {G(q,8), H"(¢,n,,), H'(¢3,m;), H'(q,m)} (1.3f)

©"=1[6"n. ni n,] € Dum (1.3g)
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Il convient de noter que ’ensemble de ces modélisations n’est pas toujours nécessaire. En
effet, toutes les méthodes présentées dans la suite ne nécessitent pas de modéliser 'entrée
non bruitée ou les bruits affectant les signaux d’entrée/sortie du systeme pour fournir une
estimation du vecteur des parametres d’intérét 6. Bien que, comme nous le verrons dans
la suite, certaines méthodes nécessitent ’estimation de certains d’entre eux, les autres pa-
rametres contenus dans les vecteurs n,, , n; et 1; ne présentent pas un intérét direct, et leur
estimation n’est pas impérative. Lorsque le cas se présentera, nous ferons donc les hypotheses
ad hoc.

1.2.3 Adéquation entre le modele utilisé et le systeme « vrai »

Ayant ainsi défini le systeme a identifier (1.1a) et la modélisation choisie (1.3), plusieurs

situations peuvent survenir, parmi lesquelles on citera :

Hsl. § € M* : situation idéale, mais peu réaliste d’un point de vue pratique. Elle signifie
en effet que les fonctions de transfert G,, H', H* et HY appartiennent & I'ensemble de
modeles considéré ;

Hs2. G, € G* et (Hf}, H g) € 'H* : situation intermédiaire ne faisant pas d’hypothese structu-
relle sur le signal d’entrée non bruité. Les fonctions de transfert G,, H” et HY appartiennent
a I’ensemble de modeles considéré;

Hs3. G, € G* : situation plus réaliste, puisqu’elle suppose uniquement que la fonction de
transfert G, appartient a I’ensemble de modeles considéré.

Afin de significativement simplifier les notations et de garder une présentation agréable, les

développements effectués dans la suite de ce mémoire ne feront pas intervenir le vecteur

des parametres vrais 6,, ni le vrai signal d’entrée non bruité ou les vrais signaux de bruits
en entrée/sortie : nous travaillerons a partir des équations du modele. Néanmoins, sous les
hypotheses idoines, un estimateur convergent du vecteur des parametres du modele 6 sera
un estimateur convergent de 6,. Ainsi, bien que le vrai systeme n’intervienne plus dans les
développements qui suivent, nous donnons toutefois sous laquelle des hypotheses Hs1-Hs3

les méthodes présentées fournissent une estimation convergente de 6,.

1.3 Difficultés inhérentes a 1’identification de modeles
EIV

L’identification des systémes en présence de bruits additifs sur les signaux d’entrée/sortie est
reconnue comme étant un probleme plus difficile que I'identification « classique »*. En effet,
la plupart des estimateurs communément utilisés pour traiter le cas classique fournissent des

estimées biaisées pour ce probleme. Pour illustrer ce point, nous considérons ci-dessous un

44.e. lorsque le signal d’entrée est parfaitement connu.
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probleme d’identification a priori tres simple : 'estimation de la valeur d’une résistance a
partir de mesures du courant et de la tension a ses bornes. Cet exemple est développé dans
l'ouvrage [SP91].

1.3.1 Un exemple introductif : mesure d’une résistance

L’objectif est d’estimer la valeur d’une résistance R, dans laquelle passe un courant I,
constant, produisant la tension U, = RI, a ses bornes. Supposons que l'on réalise N
expériences indépendantes ou l'on mesure le courant passant par la résistance et la ten-
sion a ses bornes. Ces mesures de courant et de tension sont toutes entachées d’erreurs, et

les données disponibles sont en fait :
I(ty) = I, + I(t},) Ulty) = U, + Ulty)

Supposons enfin que les bruits a des instants de mesures différents soient indépendants, que
les bruits de mesure de courant et de tension soient indépendants, et que ces bruits soient

de moyenne nulle. Donc, pour tout 7, k, on a :

E{f(tk)} —0 E{U(tk)} ~0 E{J(tj)ff(tk)} —0
B{I) It} = Mo B{O®)T(t) } = Aoty

ou 0.. représente le symbole de Kronecker et E{-} 'espérance mathématique. On considere

un modele ayant un parametre inconnu R, dont ’équation est :

ou v(ty) est « 'erreur d’équation ». En minimisant :

Vi= Y00 = Y (Ut - RI(1)? (14)

k=1
par rapport a R, on obtient I'estimateur des moindres carrés :
RS (Ul + U () + LU (#) + (60T (1))
T sl (B + )
R 4 I (Rl B 4 Tego)
TS (20 + B}

~R+a—pFR—af+F*R+af?

_R+a
144

Les termes d’ordre supérieur ou égal a trois ont été négligés lors de la derniere approximation.

Les hypothéses statistiques sur I(t;) et U(t;,) impliquent que :

A\ 2 \; 4 Af
Blo}=0 E{f}=7 Elap)=SHR  E{F} =53

o
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On a ainsi :

L’estimateur des moindres carrés est donc biaisé, et méme asymptotiquement biaisé puisque :

: A Af
ngr;oE{R.s} ~ R (1 _ ﬁ>

On voit donc que ce biais est uniquement dia au bruit de mesure sur le courant. Pour la

variance de ’estimateur, on obtient :

R (N\g A
Aﬂ:ﬁ<ﬁ+ﬁ>

La variance est ainsi proportionnelle a la somme des rapports bruit a signal du courant et
de la tension, et elle tend vers zéro asymptotiquement. Ceci est typique de beaucoup d’esti-
mateurs. On constate aussi que, si le bruit de mesure de la tension n’induit aucun biais, il a
en revanche un impact sur la variance de ’estimateur. L’erreur sur les mesures du courant a
ainsi deux conséquences sur l'estimateur des moindres carrés : une variance plus grande et

un biais asymptotique.

Considérons maintenant un autre estimateur. Plutot que de minimiser la somme des carrés

des erreurs (1.4), on peut minimiser le critere suivant :

R R (s

k=1 k=1

si I’on suppose les variances Ay, A\; connues. Ce probleme de minimisation sous la contrainte

U, = RI, se résout en utilisant une technique Lagrangienne. On obtient :

lf€2 _ 2%1 U(tk)
> 1 (tk)

On peut montrer que cet estimateur est asymptotiquement non biaisé, et que, pour N suffi-

R (N\g  A;
A%:W(ﬁ+ﬁ)

La variance sur les estimées fournies par cet estimateur est donc identique a celle sur Ry,

samment grand :

mais l'ajout des hypotheses sur la variance des bruits permet d’obtenir une estimée qui

converge vers R plutot que vers une valeur biaisée.



1.3 Difficultés inhérentes a I'identification de modeles EIV 9

1.3.2 Nécessité de poser des hypotheses supplémentaires
1.3.2.1 Estimateurs convergents

Dans l'exemple précédent, nous avons constaté que l’estimateur des moindres carrés est
biaisé, mais qu’il est possible d’obtenir un estimateur asymptotiquement non biaisé en
posant une hypothese supplémentaire sur les bruits perturbant les données. Cela est ty-
pique de lidentification de modeles EIV : il est souvent crucial de formuler des hypotheses
supplémentaires sur les bruits en entrée/sortie ou le signal d’entrée non bruité pour obtenir
des estimées non biaisées du vecteur des parametres, alors que dans le probleme d’identifi-
cation classique, ces hypotheses n’affectent habituellement que la variance sur les estimées
[S6d03].

Parmi ces hypotheses supplémentaires, certaines, plus restrictives, simplifient significative-

ment le probleme, et donnent lieu a des méthodes qui ne seront pas évoquées dans ce docu-

ment :

— la méthode de Koopmans-Levin (voir [Koo36, Lev64, FN85]) et la méthode des moindres
carrés totaux (voir [GL80, VHO02]) s’appliquent lorsque les bruits en entrée/sortie sont
blancs, et ont une variance égale (ou, trivialement, lorsque le rapport des variances est
connu) ;

— certaines méthodes s’appliquent sous I’hypothese que le signal d’entrée non bruité du
systeme est périodique [SPVG97, FGM99, SHO5] ;

— dans [MKVHO6] a été considérée 1'utilisation de plusieurs jeux de données obtenus avec
des conditions expérimentales différentes : il est supposé que le spectre du signal d’entrée
non bruité change d’une expérience a ’autre, tandis que les propriétés des bruits restent
identiques.

Il convient aussi de noter que ce document se focalise sur les méthodes d’estimation pa-

ramétrique dans le domaine temporel pour l'identification de modeles EIV. Les approches

développées dans le domaine fréquentiel (voir par exemple [GPS95, SPVGI7, BCS97, PS01,

SMS03]) ne sont donc pas abordées. Par ailleurs, les méthodes fondées sur la décomposition

en sous-espaces [SCE95, CS96b, CVI7| n’apparaissent pas non plus dans ce document. Enfin,

notons que si 'accent n’a pas été mis sur I'identification en ligne, beaucoup des algorithmes
présentés peuvent néanmoins se décliner sous une forme récursive. Un panorama des algo-

rithmes récursifs d’estimation paramétrique peut étre trouvé dans [dMO01], par exemple.

1.3.2.2 Identifiabilité

Nous venons de voir qu’il est crucial de formuler des hypotheses supplémentaires pour obtenir
des estimées non biaisées du vecteur des parametres. Il existe un autre probleme récurrent
du modele EIV : son identifiabilité n’est pas garantie, si I'on impose uniquement des hy-
potheses générales telles que H1-H5 [AD84]. Nous donnons ici une courte bibliographie sur

les travaux réalisés jusqu’a présent.
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L’étude de 'identifiabilité des modeles EIV a suscité beaucoup d’intérét depuis pres d'un
siecle. L’attention s’est dans un premier temps portée sur le cas des systemes statiques, les
premiers travaux remontant au XIX*m® siecle [Adc77, Adc78, Fri34]. Ce n’est que plus tard
que le cas des systemes dynamiques a été étudié. Les travaux sont nombreux : [AD84, And85,
CS96a, Dei86, Sol86, AD87, DA89, CS96a] pour n’en citer que quelques-uns. Un travail de
synthese a été récemment réalisé dans [AG06, AGOS], en utilisant I’analyse spectrale. On
y trouve un résultat général sur 'identifiabilité de modeles EIV paramétriques, a partir de
statistiques de second ordre.

Les études mentionnées ci-dessus sont fondées uniquement sur l'utilisation des moments
d’ordre deux des signaux disponibles. Or, il est possible d’utiliser les moments d’ordre
supérieurs a deux pour réaliser I'identification de modeles EIV. Il est donc d’'un intérét
certain de spécifier sous quelles conditions l'identifiabilité est garantie, et, bien que moins
nombreux, des travaux ont néanmoins été réalisés dans ce sens. A nouveau, le cas statique a
été tout d’abord étudié, et, sous ’hypothese d’observations non-gaussiennes, il a été montré
que les moments d’ordre supérieur de ces observations peuvent contenir suffisamment d’in-
formation pour garantir I'identifiabilité [Gea42, Rei50]. Ces analyses ont ensuite été étendues
au cas dynamique par [Aka66], et plusieurs travaux ont été réalisés par la suite (par exemple
[Dei86, DA8I| en utilisant les multispectres, [Gia90] en utilisant les cumulants). Bien qu'un
travail de synthese semble étre manquant dans la littérature, il est néanmoins possible de se
référer au résultat [DA89, Theorem 6.1, p.61].

1.4 Organisation de la these et contributions

Ce mémoire est organisé de la maniere suivante.

Le second chapitre de la these traite de I'identification de modeles EIV a temps discret, et est
lui-méme divisé en deux parties. La premiere porte sur les méthodes utilisant les statistiques
d’ordre deux. L’identification de modeles EIV a temps discret a I'aide des statistiques d’ordre
deux a été un domaine de recherche tres actif au cours des dernieres années. Aussi, nous ex-
posons dans un premier temps les principales méthodes développées. Un accent particulier
est alors mis sur les méthodes de compensation du biais de ’estimateur des moindres carrés.
Des estimateurs fondés sur la technique de la variable instrumentale sont ensuite proposés.
La seconde partie s’intéresse aux méthodes ayant recours aux statistiques d’ordre supérieur
(a deux). Apres un rapide état de 'art, des estimateurs utilisant une variable instrumentale
sont étudiés : il est en effet possible de définir des vecteurs d’instruments « particuliers »,
conduisant a l'utilisation de cumulants d’ordre supérieur. Les estimateurs des moindres carrés
et des moindres carrés itératifs fondés sur I’équation du systeme, qui est vérifiée par les cu-
mulants, sont alors présentés. Enfin, une expression de la matrice de covariance asymptotique

de I'estimateur des moindres carrés fondés sur les cumulants d’ordre trois est obtenue.
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Le troisieme chapitre traite de l'identification de modeles EIV a temps continu. Si I'iden-
tification de modeles EIV a temps discret a fait 'objet de nombreux travaux au cours des
dernieres années, l'identification de modeles a temps continu n’a en revanche été que tres
peu étudiée. Ce domaine est donc encore tres largement ouvert. Dans un premier temps nous
revenons sur l'intérét particulier des méthodes directes d’identification de modeles a temps
continu. Un état de I'art est ensuite dressé, au cours duquel nous revenons sur les rares
méthodes existantes, utilisant toutes les statistiques d’ordre deux. Des estimateurs ayant
recours aux cumulants d’ordre trois et d’ordre quatre sont ensuite proposés, en insistant
sur les spécificités liées a leur mise en ceuvre. Ces estimateurs permettent en particulier de
s’affranchir des hypotheses structurelles sur les bruits additifs en entrée/sortie du systeme.
Ils peuvent ainsi étre utilisés lorsque ceux-ci sont tous deux colorés (et méme mutuellement

corrélés), cas de figure ne pouvant étre traité jusqu’a présent.

Afin d’avoir une présentation cohérente, il a été choisi de ne pas séparer les contributions de
la these des parties plus bibliographiques. Elles sont donc disséminées au fil du document.

Les travaux effectués lors de la these ont donné lieu aux publications suivantes :

1. S. TuiL, M. GILSON. Closed-loop system identification : a bayesian approach. 16th
IFAC World Congress. Prague, Czech Republic, July 2005.

2. S. THiL, M. GILSON ET H. GARNIER. Méthodes de compensation de biais pour
I'identification de modeles erreurs en les variables. Journées Doctorales du GDR MACS
2005. Lyon, France, septembre 2005.

3. S. THiL, H. GARNIER ET M. GILSON. Une méthode pour I'identification de modeles

a temps continu dans un contexte erreurs en les variables. Conférence Internationale
Francophone d’Automatique (CIFA’2006). Bordeaux, France, juin 2006.

4. S. THIL, H. GARNIER ET M. GILSON. A cumulant statistics-based method for
continuous-time errors-in-variables model identification. EURASIP Workshop on Total

Least Squares and Errors-in-Variables Modeling. Leuven, Belgium, August 2006.

5. H. GARNIER, P.C. YOUNG, S. THIL ET M. GILSON. Data-based Continuous-time

Modelling of Environmental Systems. STIC € Environnement. Lyon, France, novembre

2007.

6. S. THiL, H. GARNIER, M. GILSON ET K. MAHATA. Continuous-time model iden-

tification from noisy input/output measurements using fourth-order cumulants. /6th
Conference on Decision and Control (CDC’2007). New Orleans, LA, USA, December
2007.

7. S. THiL, H. GARNIER ET M. GILSON. Third-order cumulants based methods for

continuous-time errors-in-variables model identification. Automatica (44), 2008. A paraitre.

8. S. THIL, M. GIiLsON ET H. GARNIER. On instrumental variable-based methods for
errors-in-variables model identification. 17th IFAC World Congress. Seoul, Korea, July
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2008.
9. S. THiL, M. HoNGg, T. SODERSTROM, M. GILSON ET H. GARNIER. Statistical
analysis of a third-order cumulants based algorithm for discrete-time errors-in-variables

identification. 17th IFAC World Congress. Seoul, Korea, July 2008.



Chapitre 2

Identification de modeles a temps

discret

2.1 Position du probleme et notations

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux méthodes dédiées a 'identification de modeles
EIV a temps discret. Dans un premier temps, les notations et hypotheses générales qui sont
utilisées dans la suite sont explicitées.

Conformément aux notations introduites dans le chapitre 1, nous considérons un modele M

associé a la structure suivante (voir la figure 2.1) :

) (2.1a)

ou 'on note :

— G(q,0) Vopérateur de transfert du modele du processus;
— Uy, Yo les signaux d’entrée/sortie non bruités;
— 1, 9 les bruits de mesure sur I'entrée et la sortie;

— u, y les signaux d’entrée/sortie mesurés.

Les signaux d’entrée non bruitée et de bruits sont modélisés par :

uo(tr) = H"*(q,m,,)e" (tk)
U(ty) = H*(q,mz)e" (tr) (2.1b)
y(tr) = HY(q,my)e" ()
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F1G. 2.1 — Schéma détaillé du modele EIV a temps discret

euo(tk) Uo(tk:) yO(tk’)

—— H" G

Y

Y

olt e (ty), e%(tr), €¥(t;) désignent des bruits blancs. Les variances de e(t), €¥(t;) sont

notées A.a et \.5. L’ensemble de modeles M* est défini comme :

M ={G(q,0), H*(a,m,,), H'(a.n,), H'(q,m;) | © € Do | (2.10)
B(q™',0) big7 .. by, g™ }

" =1G(g,0) = = : 6cD 2.1d

g { (@.9) Al 1,0)  1+aqgt+..+ayq " o (2.1d)

o {Huo(q,mo) ‘ My, € D%} (2.1e)

H— {(Ha(q, n:), H(q,m;)) ‘ N € Dy,, my € D,w} (2.1f)

ou les vecteurs des parametres sont donnés par :

©" = [0" n;, n; nj] (2.1g)
0" =[a" b'] =[a1 ... ay, b1 ... by, (2.1h)

Par ailleurs, les notations suivantes sont utilisées dans la suite :

g (t) = [y(ts) y" (te)] (2:2)
y' (1) = [y(tea) - ylten)] = yo () + 9" (1) (2.3)
wt(ty) = [u(ti_1) ... u(tp—n,)] = ul(te) + @’ () (2.4)
@ (tr) = [~y (te) u ()] = @, (tr) + & (1) (2.5)

0" =@ b =[1a" b =[lay ... an, by ... by (2.6)

Le vecteur des parametres vrais est noté 6,. Le modele (2.1) peut alors étre écrit sous la
forme d’une régression linéaire :
y(tr) = @ (t:)0 + v(ty, ) (2.7a)
0(t,0) = (1) — B (11)8 (2.7)

ou v est 'erreur d’équation. Enfin, on adopte les notations suivantes pour les vecteurs et les

matrices de covariance :
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- R,, = E{va} dénote la matrice d’intercovariance entre deux vecteurs aléatoires v et
w;

~ 7,, = E{vs} dénote le vecteur d’intercovariance du vecteur aléatoire v et de la variable
aléatoire s ;

— r.(7) = E{z(t)z(trs-)} dénote la fonction d’autocovariance d’un processus aléatoire sta-
tionnaire et centré x.

ot E{-} représente I'espérance généralisée, définie par [Lju99) :

B{a(t)} = Jim + > E{x(t)) (2.8)

Les estimées des vecteurs et matrices de covariance obtenues a l'aide du jeu de données

disponible seront notées R et 7.

2.2 Estimateurs fondés sur les statistiques de second

ordre

Dans cette partie, nous nous intéressons aux méthodes s’appuyant sur les statistiques de
second ordre pour identifier le modele (2.1). Ce domaine de recherche a été tres actif ces
dernieres années, et de nombreuses méthodes ont été développées. Dans un premier temps,
nous rappelons les principales méthodes existantes, puis nous nous attardons plus parti-
culierement sur la famille des méthodes dites de compensation du biais de 'estimateur des
moindres carrés. Quelques estimateurs fondés sur la technique de la variable instrumentale
sont ensuite proposés, avant d’illustrer les performances des méthodes présentées a 1’aide de

simulations numériques.

2.2.1 Un bref tour d’horizon
2.2.1.1 Méthode de Frisch (frisch)

La méthode de Frisch a été développée dans un premier temps pour un probleme classique

d’estimation algébrique dans [Fri34]. Elle a été appliquée a l'identification de systémes dy-

namiques par [BGS90, SD98]|, et a ensuite fait 'objet de plusieurs travaux, parmi lesquels

on pourra citer par exemple [DGS03, S6d08].

Cette méthode s’applique lorsque les bruits en entrée et en sortie sont blancs! :

Hb1l. @ et y sont non-corrélés;

Hb2. H%(q) = HY(q) = 1, i.e. les bruits additifs @ et 7 sont blancs, de variances respectives
Aei €6 Aoi;

1 convient de noter de 'hypothese Hb2 implique ’hypothese Hb1. De maniére générale, dans la suite
du mémoire, nous précisons les deux hypothéses pour insister sur le fait que, lorsque les bruits ne sont plus

blancs, 'hypotheése de non-corrélation est nécessaire.
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Hs2. G, € G* et (HY HY) € H".
Il est nécessaire d’introduire quelques notations supplémentaires pour le vecteur de régression

et le vecteur des parametres « augmentés » :
@' (tr) = [~ylte) @' (te)] = [~7" (tx) u" (ts)] (2.9)
8" =[16"] (2.10)
De I'équation (2.1a) on déduit :
@, (11)8 =0 (2.11)
et donc :
Roppn8=0 (2.12)

La matrice Ry 5, est par conséquent singuliere (semi-définie positive), avec au moins une
valeur propre égale a 0. Il est en fait possible de montrer que, sous 'hypothese H5, la matrice
R;,;, n’a qu'une seule valeur propre nulle [S6d05]. Le vecteur propre associé a cette valeur
propre est §. L’équation (2.12) constitue le point de départ de la méthode : puisque Rgyg
est connue (calculée a partir des signaux mesurés), si I'on dispose d'une estimée Rs3, il est
possible d’estimer le vecteur des parametres en exploitant la relation :

(Rss — R33) 0 =0 (2.13)

Or, sous I’hypothese Hb2, la matrice R3; s’écrit :

_ )‘eﬂInaJrl 0 (2 14)
0 Nl '

R

n

@

Il faut ainsi obtenir une estimée des variances A\.a et A.5. Supposons, dans un premier temps,
que la variance du bruit blanc en entrée A,z est disponible. Alors la variance du bruit sur
@:,) apparaissant en (2.13)
soit singuliere. 11 est en effet possible de montrer que cette variance vérifie [S6d05] :

la sortie est déterminée de maniere a ce que la matrice (RW -R

)\eif = Omin (Rgg - Rgu (Ruu - AeaInb)il RUZU) (215)

ol 0 pin (M) représente la plus petite valeur propre de M. On constate par (2.15) que A
est une fonction de A.a. Donc, si 'on suppose A.a connue, on peut en déduire A.s. Lorsque

les deux variances sont connues, I'estimée de @ est alors obtenue en résolvant (2.13) :

Aol 0
R _ € Na
< i [ 0 Aealy,

Il reste maintenant a obtenir une estimée de \.a. Deux alternatives ont été proposées :

) Frisch = ’I"@y (216)
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— la fonction A ()\ea) est évaluée pour le modele nominal et pour un modele étendu, obtenu
en ajoutant un parametre a A et/ou B. Alors, idéalement, lorsque 'on trace les courbes
de ces deux fonctions dans le plan (/\eg, )\ea), elles se coupent en un unique point, dont les
coordonnées donnent les estimées (voir [BGS90] pour plus de détails) ;

— calculer les résidus de la méthode, et comparer leurs propriétés statistiques avec celles de
résidus théoriques basés sur le modele (voir [DGS03] pour plus de détails).

Les estimées fournies par la méthode frisch suivent asymptotiquement une loi gaussienne

dont une expression de la variance peut étre trouvée dans [S6d05] (la deuxieme alternative

décrite ci-dessus y est considérée).

Extension au cas d’un bruit coloré en sortie

La méthode de Frisch a été récemment étendue au cas d’un bruit coloré en sortie dans

[S6d08].

Hb1l. @ et y sont non-corrélés;

Hb4. H%(q) =1, HY(q) # 1, i.e. le bruit en entrée @ est blanc, de variance \.a, tandis que

g est coloré (voir la figure 2.1) ;

Hs2. G, € G* et (HY HY) € H*".

Comme il a été vu précédemment, la méthode frisch utilise les équations :
(Rpp — Rpp) 0 = 1y (2.17)
Aei = Omin (Ryg — Ry (Ruw — AeiI,,) "' Rug) (2.18)

Lorsque le bruit en sortie est coloré, I'équation (2.17) devient :
(Ryp — Rp5) 0 =1y — 75y (2.19)
Suivant la méme idée que dans le cas ou les bruits sont blancs, supposons que le vecteur :

p=[rz(0) ... rz(n)] (2.20)

soit disponible, ot n est une valeur a définir dans la suite. Il est alors possible de trouver la
variance Az de maniere a ce que la matrice Rz — R35 soit singuliere. On obtient alors une

relation similaire a (2.18), a savoir :

—1
Enfin, 'estimation du vecteur p est réalisée en exploitant une propriété de la corrélation
entre les résidus et les entrées retardées :

U(tk—ny—1)

E : (y(te) = " (t)Bfisen) ¢ =0 (2.22)
U(tk—nb—m)

Cette relation fournit m équations. Pour que le nombre d’équations et le nombre d’inconnues

soient compatibles, il faut alors choisir m et n de maniere a ce que n, < n < m— 1 [S6d08].
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2.2.1.2 Méthodes de l’erreur de prédiction (pem) et du maximum de vraisem-
blance (ml)

Pour 'application de ces deux méthodes au cas EIV, le modele est vu comme un systeme

multivariable ol u et y jouent le role de sorties [S6d81]. Les hypotheses nécessaires a leur

application sont :

Hel. le signal d’entrée non-bruité u, a une densité spectrale rationnelle ;

Hb1l. @ et y sont non-corrélés;

Hb2. H%(q) = HY(q) = 1, i.e. les bruits additifs @ et 7 sont blancs, de variances respectives
Aei et Aoy (voir la figure 2.1) ;

Hsl. § € M*.

L’hypothese Hel est cruciale; elle permet de considérer u, comme la sortie d'un modele

ARMA excité par un bruit blanc :

C"(qg"\m,,)
Due(q=1,n,,)

Le modele EIV dans son ensemble est alors considéré comme un systeéme excité par trois

uo(te) = H"(q,m,,)e" (tk) = e (tr) (2.23)

Uo

bruits blancs non corrélés e
"

, u et y, et ayant un vecteur de sortie a deux dimensions

z=[yu

B(q_la g)cuo (q_17 nuo) 10 elo (tk)
y(te) | _ | Alg,0)D* (¢, n,,) .
[ ]— C(q7t,m,,)) 0 1 y(tk) 224)
DU (g, m,,) (t)

Le modele du signal d’entrée non-bruité H"(q,m, ) fait ainsi partie du modele global, et
ses coefficients doivent étre estimés avec ceux de A(¢7',0) et B(q™',0). Le vecteur des
parametres a estimer est donc 97 = [OT 7730}. Le modele (2.24) est alors écrit sous forme
d’état, qui est elle-méme mise sous sa forme d’innovation (voir par exemple [AM79, S6d02]).
Le signal d’innovation peut étre interprété comme l'erreur de prédiction a un pas [S6d81],

définie par :
€(tk, ’19) = Z(tk) — 2(tk’tk_1, ’(9) (2.25)

Cette erreur de prédiction dépend des données et des matrices du modele d’état. Le vecteur

des parametres 9 est estimé A partir de {&(ty,9)}2_, en minimisant une fonction de cofit

VN(’ﬁ) .

9 = arg mén Vi (1) (2.26)

Méthode a erreur de prédiction (pem)

Cette méthode vise a déterminer ¥ de maniere a minimiser l'erreur de prédiction e(t;, ). 11
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n’existe pas une maniere unique de définir un critere pour pénaliser I'erreur de prédiction.

Une fonction de cotut communément choisie est :
| XN
Vi (9) = det (N ’; e(ty, 9)e (ty, 0)) (2.27)

L’erreur d’estimation est asymptotiquement distribuée selon une loi normale. Soit @ la

matrice de covariance des erreurs de prédiction. On a [SS89, Lju99] :

VN (é - 19) B N0, P pern) (2.28)
P = (B{¢" (t, 9)Q ' (9014, 9)}) (2.29)
avec  Y(ty,?) = — (%) (2.30)

Méthode du maximum de vraisemblance (ml)
Si les données sont normalement distribuées (bruits et entrée non-bruitée), 'estimateur du

maximum de vraisemblance minimise la fonction de cott suivante :
| N
V() = — l(e(ty,I), 9,1 2.31
N (D) N tz:; (e(ty, ) k) (2.31)
ol la fonction de vraisemblance est donnée par :

Ue(t, ), 9. 1,) = %log det Q(9) + %GT(tk, 9)Q~ (9)e(ty, 9) (2.32)

Pour le probleme EIV considéré, 'estimateur du maximum de vraisemblance est plus précis
que celui a erreur de prédiction. En effet, 'erreur d’estimation est asymptotiquement dis-

tribuée selon une loi normale [S6d06] :

VN <1§ — 19) Bt N0, P (2.33)

ot
P = (B{g" (1, 9)Q ' (9)t(ty, 9)} + P) (2.34)
ol Py = %tr (Q7'Q,Q'Q;) et Q= gg (2.35)

En examinant (2.34) et (2.29), on remarque que le terme additionnel P rend 'estimateur du
maximum de vraisemblance plus précis. De plus, la borne de Cramér-Rao? est égale & Py,

lorsque les données sont gaussiennes [S6d07].

2Voir ’annexe B pour des détails sur cette borne.
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REMARQUE

Ces deux méthodes présentent [’avantage de donner des estimées précises du vecteur des
parameétres, avec une erreur d’estimation proche de la borne de Cramér-Rao pour pem, et
meéme égale a cette borne pour ml. Leur principal désavantage est de requérir une procédure
d’optimisation numérique difficile, puisqu’a chacune de leur itération une équation de Riccati
doit étre résolue afin d’obtenir les erreurs de prédiction. Il est par ailleurs a noter que ces
méthodes sont sensibles a l'initialisation du vecteur des parameétres : si l'on a seulement
acces a une pietre estimée initiale du vecteur des parametres, la procédure d’optimisation
peut conduire a de mauvais résultats, dus a lexistence d’optimiseurs locaux [S6d07].

En théorie il est possible d’appliquer ces méthodes dans le cas de bruits colorés en entrée et
en sortie. Toutefois, en plus de l’entrée non-bruitée u,, il faut alors de surcroit modéliser les
bruits @ et g, et inclure ces modéles dans le modeéle général (2.24). Les problémes liés a la
procédure d’optimisation numérique cités précédemment sont alors accrus.

Notons enfin que les problémes soulevés par les optimiseurs locauzr peuvent néanmoins étre
évités en mettant en ceuvre, lorsque cela est possible, des techniques particuliéres de collecte

des données expérimentales, voir [PW01, PW02] par exemple. [

2.2.2 Compensation du biais de 'estimateur des moindres carrés

(bcls)

Nous nous intéressons ici a la famille de méthodes dites de compensation de biais de 1’esti-
mateur des moindres carrés. Ces méthodes sont intéressantes car, sans avoir a recourir a une
optimisation numérique et généralement avec un faible cotut algorithmique, elles fournissent
des estimations dont la précision est proche de celle obtenue avec une méthode a erreur de
prédiction. Leur principe est d’estimer le biais, puis de le soustraire des parametres estimés
par moindres carrés. De nombreuses approches utilisant cette technique ont été proposées.

L’estimée asymptotique de @ au sens des moindres carrés est donnée par :

Is

= arg mgin E{v(t:,0)’} = R_ 7, (2.36)

ou v(ty, 0) est I'erreur d’équation du modele, donnée par :

y(ts) = @ (t1)0 + v(ty, 0) (2.37a)
v(ty, 0) = G(te) — @' (1r)0 (2.37b)
En utilisant (2.37) on obtient :
w=R_ (R0 +7,) (2.38)
=60+ R;; (’I"@g - R@@O) (239)

On constate ainsi que 'estimée des moindres carrés est asymptotiquement biaisée, et que le

biais dépend des fonctions d’autocovariance des bruits @ et i contenues dans Rgg et rg;. Cela
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suggere donc une méthode de compensation de biais basée sur ’estimation de ces fonctions.
En effet, si ces fonctions sont disponibles, une estimée de @ asymptotiquement non biaisée
est donnée par :

bas = 0 — R, (155 — Ry;0) (2.40)

Bien évidemment, comme ’expression du terme de biais fait aussi intervenir le vecteur des
parametres 6, 'algorithme de compensation de biais doit étre itératif. On obtient ainsi la

procédure suivante :

A0
1. Initialisation : O, = Os;
oL e Ni
2. Estimation de : 7; et R;;
3. Calcul de :
it 1

iin=0u - R, (- RL.6L,)

e \ "¢ ThppUbcls
4. Répéter les étapes 2 et 3 jusqu’a convergence.

Il reste maintenant a estimer les fonctions d’autocovariance des bruits u et ¢, ce qui représente
la clé de voute de ces algorithmes. En effet, meilleure sera cette estimation, meilleure sera
I'estimée de @ (et plus rapide sera la convergence de I'algorithme). C’est sur ce point que se
distinguent les nombreuses approches développées. Nous allons tout d’abord présenter ces
diverses méthodes pour le cas de bruits blancs en entrée et en sortie, puis pour le cas d’un

bruit blanc en entrée et coloré en sortie.

2.2.2.1 Premier cas : bruit blanc en entrée et en sortie

On suppose que :

Hb1l. @ et y sont non-corrélés ;

Hb2. H%(q) = HY(q) = 1, i.e. les bruits additifs @ et § sont blancs, de variances respectives
Aei et Ay (voir la figure 2.1) ;

Hs2. G, € G* et (HY HY) € H*.

L’équation (2.39) devient :

(2.41)

Aei L 0
* —1 e¥YLtng
|S—0—RW[ ]9

0 Aaln,

Le biais est donc entierement déterminé par les deux variances Az et A.z. Pour les estimer, il
faut obtenir (au moins) deux équations supplémentaires qui viendront compléter 1’équation
(2.40).

La premiere équation supplémentaire, linéaire en les inconnues A,z et A\, est déduite de

I’expression de la corrélation des résidus de la méthode des moindres carrés :

J(65) = E{v(ty, 03)"} (2.42)
Ao (1+ag"a) + Aaby b (2.43)

S
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L’obtention de cette équation est détaillée a la section B.2 de 'annexe B. Toutes les méthodes
présentées dans la suite utilisent cette équation. Elles se distinguent en revanche par la

deuxieme équation utilisée.

Méthode bels

La méthode bels® a été introduite par W.X. Zheng. Une premicere version de la méthode a
été donnée dans [Zhe98]. Dans [Zhe99] est exposée la méme méthode, avec ceci de différent
que les vecteurs sont mieux agencés et des calculs superflus évités, réduisant ainsi son cotit
algorithmique. Cette derniere version est exposée ici.

La deuxieme équation nécessaire a l’estimation des variances des bruits additifs est obtenue
en considérant une structure de modele étendue. Le degré de A(g, 8) est augmenté d'une
unité, le nouveau parametre ainsi introduit ayant une valeur vraie égale a zéro. On définit

I'opérateur de transfert du modele augmenté par :

G(q,0) = B(g",0) _ bugt 4 oot b g i
) /_1((]—1’ é) l4+aig '+ ...+ U, @ + ana+1q_n‘l—1 )

et le vecteur des parametres augmenté par :

AT

0 =1[0" an,+1] (2.45)

Bien que 'opérateur de transfert du modele augmenté G(q, @) soit équivalent & I'opérateur de
transfert original dans le sens o1 a,,, 1 = 0, 'augmentation du degré du dénominateur permet
d’obtenir une équation supplémentaire que I’on pourra utiliser pour estimer les variances des

bruits.

REMARQUE
Notons qu’il est aussi possible d’augmenter le degré du numérateur B(q,0). Cela mene
néanmoins & des performances amoindries, tant au niveau de la convergence (voir [SHZ05])

qu’au niveau de la précision de ’estimation (voir [HSZ06a]). "

Ecrivons le modele augmenté sous la forme d’une régression linéaire :

y(ty) = ()8 + §(ty) — & (1)@ (2.46)
@' (t) = (@ (tk) = Y(tk—n,—1)] (2.47)

L’estimée asymptotique au sens des moindres carrés du vecteur augmenté 6 s’écrit :

0, =R_.ry, (2.48)
Aeily, 0 0
_ _
=0-R;.| 0 Aal, 06 (2.49)
0 0 A

3Pour Bias Eliminated Least Squares.
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La forme du vecteur de régression @(t;) permet de décomposer rz, et Rz sous la forme :

Ty
r. = 2.50
vy [Ty(na + 1) ( )
R v
R, =| 77 2.51
pp [ I/T Ty(O)] ( )
avec v = E{@(tx)y(tp_n,_1)}. L’inverse de cette matrice s’écrit :
-1 -1 -1 1,5
Rl R +R_,viv'R,, —R_vi ' (2.52)
oy -1,,Tp-1 —1 .
-0 v R, 4]

avec § = r,(0) — I/TR;;V. Alors, en injectant les équations (2.50), (2.52) dans la premiere

expression de 'estimateur des moindres carrés (2.48), on obtient :
(ng+1)ie =0 "ry(na +1) =6 "W 'R 7y, (2.53)

D’autre part, en injectant ces mémes équations dans la seconde expression de ’estimateur

des moindres carrés (2.49), on obtient :

(i1 ) = 41 + 5‘1VTR;;R¢¢0 — 0 N, 1 (2.54)

= 5’1VTR;;R¢¢0 car a,,+1 =0 (2.55)

En combinant les équations (2.53) et (2.55) on obtient :

V'R R;:0 =ry(n,+1)—v'R_r,, (2.56)

— v'R}} Aval (ng +1) — 0 (2.57)
o aap| | |

— AoV M, a+\av"'M,,b=r,(n,+1) —v"0;; (2.58)

ou M, et M, dénotent respectivement les matrices formées en ne prenant que les n,

premieres colonnes et les n; dernieres colonnes de la matrice R;; :
~1
R, = (M, M,,] (2.59)

On obtient donc une deuxieme équation linéaire en les variances des bruits, et le résultat

suivant peut étre énoncé :

PROPOSITION 2.2.1 ([ZHE99])

Les variances des bruits A.a et A.g satisfont
AV M, a+ NV M, b=r,(n, +1) — "0, (2.60)

ouw M, , M,, dénotent respectivement les matrices formées en ne prenant que les n, premieres

colonnes et les ny, derniéres colonnes de la matrice R;;. n
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L’algorithme bels est alors obtenu en utilisant les deux équations (2.43) et (2.60) pour estimer

les variances des bruits, et se résume ainsi [Zhe99] :

Etape 1. Initialisation par la méthode des moindres carrés a partir des données disponibles :
~0 ~
ebels = 0|S

Etape 2. Estimation de 3\2“1 et S\Zeffl en résolvant le systeme linéaire :

AT ~i pT g Litl
1 + Qs Qs bls bbels ] [)\e@ ]
STar At ~Tar Bl \it1
v Mnaa’bels v M”bbbels )\e’a

J(0y) ]

7y (ng+1) — D70

Etape 3. Calcul de é?;i :

Aitl A Ry N 0 Ai
Opets = 0 + R P bel
els 0P 0 )\ej{ Inb els

Etape 4. Répéter les étapes 2 et 3 jusqu’a ce que la différence entre deux estimées successives

satisfasse un critere d’arrét préalablement choisi.

Les performances de cet algorithme dépendent grandement de la qualité des estimées de \.a
et A.s. Comme nous venons de le voir, leur estimation est réalisée en résolvant un systeme
linéaire de deux équations faisant intervenir ces deux variances.

Cependant, il appert que dans un certain nombre de cas ’algorithme bels requiert un grand
nombre d’itérations pour atteindre le critere d’arrét [Zhe00]. Or il est toujours préférable
que la vitesse de convergence d'un algorithme itératif soit grande pour qu’il soit applicable
en pratique. En outre, les estimations de A,z et A.; ne sont pas toujours satisfaisantes,
notamment quand le rapport signal & bruit (RSB) est faible. La qualité de I'estimation des
parametres en est alors affectée dans le sens ou la variance sur les estimées est plus grande,
bien qu’elles soient toujours non biaisées [TGGO5].

La méthode abels (pour augmented bels) repose sur I'idée suivante : utiliser non plus une
seule mesure supplémentaire de la sortie, mais plusieurs, de maniere a avoir plus de deux
équations linéaires en \.a et \.5. La résolution au sens des moindres carrés du systeme linéaire
surdéterminé ainsi obtenu donnera, en moins d’itérations, une estimation plus satisfaisante
des deux variances. De plus, les estimées des variances étant meilleures, les variances sur
les parametres se verront diminuées, et le nouvel algorithme sera plus fiable dans le cas de
faibles RSB [Zhe00].

Méthode abels
On augmente le degré du dénominateur de G(q, @) non plus de un, mais d’un nombre npes >

1, les nouveaux parametres ainsi introduits ayant une valeur vraie égale a zéro. L’opérateur
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de transfert du modele augmenté et le vecteur des parametres augmenté sont donnés par :

.~ B(qg',0 big7t + ...+ by, g™
G(q,0) = a.6) _ 19 F e T Omd (2.61)
A(q_17 0) ]' + a’lq_l + + ana+nbelsq_na_nbels
éT frd |:0T aT] 7 aT = [ana+1 .o ana+nbels] (262)
Le vecteur de régression s’écrit :
@' (te) = [@" (1) 1" (t)] (2.63)
p=—ytr-n,-1) ... — y(tk—na—nbe|s)]T (2.64)

De méme qu’auparavant, ot une équation linéaire en A.a et A5 était déduite de 'ajout d’'un
nouveau parametre, il est ici possible de déduire npes équations supplémentaires, comme il est

précisé dans la proposition suivante (dont la preuve se trouve a la section B.3 de 'annexe B) :

PROPOSITION 2.2.2 ([ZHEOO])

Les variances des bruits A.a et Mg satisfont

Is

AR, M,,a+ iR, ,M,b=r, — R0 (2.65)

ov M, , M,, représentent respectivement les matrices formées en ne prenant que les n,

premieres colonnes et les ny, derniéres colonnes de la matrice R;‘;. [

En utilisant les équations (2.43) et (2.65), on obtient désormais un systeme de (npes + 1)
équations linéaires. La résolution au sens des moindres carrés de ce systeme surdéterminé
donne alors une estimée des deux variances A.a et A.5. L’algorithme abels peut étre vu
comme une extension de la méthode bels : lorsque npes = 1, 'équation (2.65) est identique
a I’équation (2.60).

Le nombre npes est a choisir par 1'utilisateur, mais le meilleur compromis entre temps de
calcul et qualité des estimées semble obtenu pour npes = 2 ou 3; d’apres différents tests pra-
tiques, de plus grandes valeurs n’offrent pas de différence significative en terme de précision

des estimées, tandis que le temps de calcul est accru [Zhe00].

Méthode fbcls

Cette méthode differe de la méthode bels en cela qu’elle ne considere pas une structure de
modeles étendue pour obtenir la seconde équation nécessaire a I’estimation des variances des
bruits. Cette seconde équation est en effet déduite des résidus de la méthode des moindres
carrés appliquée aux données filtrées [TKYWO05].

Introduisons un filtre a(¢™*) = Y% a;q~" avec n, > max(ng,ny) que l'on applique aux

deux membres de 'équation (2.37a). L’estimateur des moindres carrés appliqué aux données
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filtrées est donné par? :

07, = arg Hbm E{v(t,0)°} = R;}Wrwyf (2.66)
vi(t, ) = ys(te) — o (t1)0 (2.67)

Introduisons la notation suivante : Z,(k) est la matrice carrée de dimension n ayant la
k¢ diagonale inférieure et la k¢ diagonale supérieure composées de 1, et des zéros partout
ailleurs (par convention Z,,(0) = I,,). Alors, de 'examen de la corrélation des résidus de la
méthode des moindres carrés appliquée aux données filtrées, on déduit (voir la section B.5

de 'annexe B) :

PROPOSITION 2.2.3 ([IKYWO05])

Les variances des bruits A.a et Mg satisfont

J( ;Is) = E{Uf<tk7 ;:/5)2}

= A\s <Z ol +v'(a+a}) + aTHnaa’;,5> + Aab" H,, b}, (2.68)
i=0
ot l'on note :
ng—1na—J np—1lna—j
Hna - aiai—I—jIna (]) Hnb - azaz+JInb(j)
7=0 =0 7=0 =0
m

L’équation (2.68) en conjonction avec 'équation (2.43), permet alors d’obtenir une estimée
des variances des deux bruits blancs [IKYWO05].

REMARQUE
L’équation (2.68) peut étre vue comme une généralisation de l’équation (2.43). En effet, si
le filtre a(q™) est égal a 1, on retrouve bien l'expression de la corrélation des résidus de la

méthode des moindres carrés, puisqu’alors Y i a2 =1, v=0, H,, =1I,, et H, =1,,. =

Méthode pbcls
Cette méthode utilise une estimée du vecteur des parametres 8 obtenue a l’aide d’un prédicteur

a un pas de la sortie [JIJWO01]. Cette estimée est donnée par :

s = E{e(ti)e T (t-1) ) E{o(ti)y(t)} (2.69)
= R 7ot )yt (2.70)

Les résidus de cette méthode s’écrivent :

U(tk7 egbcls) = y(tk) - @T(tkfl)a;;bcls (271)

4Les variables filtrées sont notées avec un f en indice.
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et vérifient de maniere triviale :

B{p(ti-1)0(tx, Bpes)} = 0 (2.72)

L’examen de la corrélation entre les résidus de la méthode des moindres carrés et de ceux
du prédicteur a un pas de la sortie permet d’énoncer le résultat suivant (voir la section B.4

de I'annexe B) :

PROPOSITION 2.2.4 ([JIJWO1])
Les variances des bruits A.a et Mg satisfont

E{U(tk*b 075)1}@]67 ;bcls)} = /\6?3 a’Ta’;bcls + )‘eﬂbT ; (273)

pbcls

L’équation (2.73) en conjonction avec 'équation (2.43), permet alors d’obtenir une estimée
des variances des deux bruits blancs [JILJWOL].

2.2.2.2 Deuxiéme cas : bruit blanc en entrée et coloré en sortie

On suppose que :

Hb1l. @ et y sont non-corrélés;

Hb4. H%(q) = 1, HY(q) # 1, i.e. le bruit en entrée du systéme est blanc, tandis que le bruit
en sortie est coloré (voir la figure 2.1) ;

Hs2. G, € G* et (HY HY) € H*.

L’équation (2.39) devient :

. _ T Ry; 0
c=0-R_ { s Oyy T ] 9} (2.74)
et ny
_1 | Tyy + R;;a
=60-R_ | " Aeﬂbyy ] (2.75)

Peu de méthodes de compensation de biais ont été étendues pour étre applicables dans le
cas d'un bruit blanc en entrée et d'un bruit coloré en sortie. La méthode bels est une notable

exception. Elle est présentée dans la suite.

REMARQUE

Les deuzx cas « bruit coloré en entrée/blanc en sortie » et « blanc en entrée/coloré en sortie »
peuvent étre traités de la méme maniere. Une méthode applicable dans un cas peut étre mo-
difiée pour étre applicable dans l'autre. Il faut toutefois noter que, d’un point de vue pratique,
le deuzieme cas est plus réaliste. Le bruit sur le signal de sortie peut en effet représenter non

seulement le bruit de mesure ou de capteur, mais ausst les erreurs de modélisation. [
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Méthode bels2

Le biais asymptotique de la méthode des moindres carrés est donc déterminé par les pro-
priétés statistiques des bruits additifs sur 'entrée et la sortie du systeme : la variance Az,
le vecteur de covariance ry; et la matrice de covariance Ry;. La premiere étape consiste a
regrouper toutes les inconnues a estimer en sus du vecteur des parametres au sein d’un seul

vecteur pg s
pg,g = [)‘617 TT* )‘eﬂ} = {Tg(O) Tg(].) c. ’/’g(na) /\eﬁ] (276)

Il est alors possible d’écrire :

Ma(b) (2.77)

M, + Mz(a)]
u,y

ou l’on note :

- M, =01, 0] € Rrexn+2),
- My(a) =Y I, (k)ar) € Rt
k=1

M;s(b) =bT, , € RW*Met?)

T € Rat2x1 Je vecteur dont la k° composante vaut 1 et toutes les autres 0;

— T,(k) la matrice carrée de dimension n ayant la k¢ diagonale supérieure et la k¢ diagonale
inférieure composées de 1, et des zéros partout ailleurs, avec par convention Z,(0) = I,

(ces matrices sont utilisées pour réécrire les matrices de Teeplitz symétriques Ry; et Raq).

Si 'on note :

M, + M.
Mmg) = | M+ Mela) (2.78)
M;(b)
alors I’équation (2.75) devient :
=0 — R;:,M(O)pﬁ’g (2.79)

Pour la méthode bels, I'extension au cas d’un bruit coloré en sortie se fait plutot naturel-
lement. En effet, au lieu des deux variances des bruits blancs, il faut désormais estimer les
ng+2 corrélations contenues dans le vecteur p; ;. Il faut donc obtenir plus de deux équations
linéaires en les inconnues, ce qui est réalisé justement par la méthode abels, présentée aupa-
ravant.

Tout d’abord, pour un systéeme avec bruit blanc en entrée et bruit coloré en sortie, la

corrélation des résidus de la méthode des moindres carrés s’écrit (voir la section B.2 de
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I'annexe B) :
J( I*s) = )\eﬂ + OE’T (R@@O — ’l"@g) — GT'I"@Z] (280)
Ty + Ryza T35
=N+ 02T TR LT | 2.81
N Aib 0 (281)

d (2.82)

{7‘1 +0°"M(6) + aTMl} p

00

Is»

Pour obtenir les autres équations linéaires nécessaires, on augmente le degré du numérateur
de G(g, 0) d’un nombre npes, les nouveaux parametres ainsi introduits ayant une valeur vraie

égale a zéro.

REMARQUE

On a vu qu’augmenter le degré du dénominateur fait apparaitre des mesures supplémentaires

de la sortie dans le vecteur de régression augmenté (voir I’équation (2.63), par exemple). De

la méme maniére, augmenter le degré du numérateur fait apparaitre des mesures supplémentaires
de l’entrée. Celle-ci étant contaminée par un bruit blanc, il est logique de ['utiliser plutot que

la sortie, puisque, comme on le verra dans la suite, cela évite ainsi de faire apparaitre la

fonction d’autocorrélation du bruit coloré. [

L’opérateur de transfert du modele augmenté est donné par :

B<q_17 g) . blq_l + + bnb+nbelsq_nb_nbels

Gla,0) = A(gh,0) 14+aig'+..+a,q™m (2:83)
6' =0 3" (2.84)
B =[bnys1 - oy = [0 ... 0] (2.85)

On écrit le modele augmenté sous la forme d’une régression linéaire :

y(te)
v(ty, 6)
@' ()
p(te)

L’estimée au sens des moindres carrés pour le modele augmenté est donnée par :

@' (t1)8 + v(ty, ) (2.86)
i(te) — @ ()0 (2.87)
o™ (te) 1" (th)] (2.88)
[ (2.89)

U(tk np— 1) u(tk_nb_nbels>]T

0, = R ;75 (2.90)
[ ] R T ]
_gar || - (B B g (2.91)
e Ty Rﬁ@ )‘6" I Thbels |
_ _r ] _R~~ 0 1
— 0 4 le Y PP 0 292
‘P“’{ 0 0 Al (2.92)
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Ici apparait clairement ’avantage d’augmenter le degré du numérateur et non du dénominateur :
comme ft(t;) contient des versions retardées de u(ty) on a r,; = 0 et R;s = 0 de par la

blancheur de u et son indépendance de 3.

REMARQUE

On constate par ailleurs que [’extension de cette méthode au cas de bruits colorés en entrée
et en sortie ne peut pas se faire de cette maniere, puisqu’augmenter le degré du numérateur
ou du dénominateur pour obtenir des équations supplémentaires ajoute en méme temps des

mconnues a estimer. ]

Puis, de la méme maniere qu’auparavant, en exploitant la forme de la matrice Rs5 on déduit

Npels €quations linéaires en p; -, qui s’ajoutent a 1’équation (2.82) pour obtenir le résultat

w90

suivant (dont la preuve se trouve a la section B.3 de I'annexe B) :

PROPOSITION 2.2.5 ([ZHE02])

Le vecteur pg 5 satisfait le systeme linéaire :

R R, M(0) _|rw— R0
[ a(07.) ]p‘[ A ] (298)

Is

On obtient donc un systeme de (npes + 1) équations linéaires en les (n, + 2) inconnues
contenues dans le vecteur p; ;. Pour que ce systéme ait une unique solution, on fixe alors
Npels = Mg + 1 [Zhe02].

Méthode abels2

Il semble cependant que la méthode bels2 ne fournisse pas toujours des estimées satisfaisantes,
notamment lorsque le RSB est faible. Aussi, sur le méme principe que la méthode abels
présentée auparavant, il est possible d’étendre la méthode bels2 : en augmentant le degré
du numérateur de npes > n, + 1, on obtient alors plus d’équations qu’il n’est nécessaire. On
résout alors au sens des moindres carrés le systeme linéaire surdéterminé ainsi obtenu pour

obtenir une meilleure estimation du vecteur des corrélations p; ; [TGGO8b].

2.2.3 Méthodes fondées sur une variable instrumentale (iv et xiv)

Ces méthodes sont souvent utilisées car elles donnent lieu a des estimateurs simples (d'un
point de vue algorithmique) pour remplacer 'estimateur des moindres carrés, biaisé. Le
principe de ces méthodes remonte & [Rei41, Rei50]. Une étude circonstanciée de 'application
de ces estimateurs a l'identification des systemes est donnée dans [SS83, You84].

Rappelons brievement le principe de ces méthodes. L’idée de la variable instrumentale est
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d’utiliser un vecteur d’instruments z(tx), de méme dimension que 6, ayant les propriétés
suivantes :

— il est corrélé avec le vecteur de régression (ty) (voir (2.7a));

— il est non-corrélé avec l'erreur d’équation v(tx) (voir (2.7b)).

On a alors :
0=E{z(t)v(ts)} = E{z(t) (y(tr) — ¢ (tx)0) } = 7., — R..0 (2.94)
L’estimateur de la variable instrumentale est donc défini par :
0, =R_)r., (2.95)

si I'inverse de R, existe. L’estimateur de la variable instrumentale étendue® est obtenu en
généralisant (2.95) dans deux directions : d’'une part en autorisant le vecteur des instru-
ments z(t;) a étre d'une dimension supérieure a celle de 6, et d’autre part en permettant de
pré-filtrer les données d’entrée/sortie disponibles [SS89]. L’estimateur de la variable instru-

mentale étendue est donné par :

* . 2
xiv — I8 Irzn [ Ry 0 — 7y, HQ (2.96)
ou 'on note :
es(tr) = Fla)p(tr) (2.97)
yr(te) = Flq)y(tr) (2.98)
|5, = =" Qa (2.99)

et out F'(q) est I'opérateur de transfert d’un filtre asymptotiquement stable et @ une matrice

de pondération définie positive. Notons que (2.96) n’est autre que la solution au sens des

moindres carrés pondérés d’un systeme linéaire surdéterminé.

Le choix des instruments peut se faire de diverses manieres. Parmi les choix classiques, on

trouve des entrées (filtrées) ou encore des entrées et /ou des sorties retardées [SS81a]. Bien sur,

le cas du modele EIV est rendu plus difficile par le fait que toutes les données sont corrélées

avec I'un ou l'autre des bruits. Il est toutefois possible de modifier I’approche classique pour

que la méthode s’applique au modele EIV. Le choix des instruments dépend alors du modele

de bruit considéré. Supposons par exemple que :

Hbl. @ et y sont non-corrélés;

Hb2. H%(q) = 1 et HY(q) = 1, c’est-a-dire les bruits additifs @ et §j sont blancs, de variances
respectives A.a et Agg;

Hs2. G, € G* et (HY HY) € H".

Sque I'on abrégera par xiv pour eXtended Instrumental Variable.
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On peut alors définir le vecteur des instruments des manieéres suivantes :

ZE(tk) = [u(tk_d_l) ) tk—d—nzu)] (2.100)
2, () = [y(th-a—1) - y(th-a n.,)] (2.101)
Zyu(te) = [Y(te-ai 1) -+ Y(te-ai—n.,) Wlth-—1) - W(tr-dy—n, )] (2.102)

ou d, dy et dy sont des délais dont les valeurs dépendent de 'ordre du systeme. Le vecteur
des instruments z, est par exemple utilisé dans [SM02] avec d = n,. Il semble donc y avoir
une relativement grande latitude dans le choix du vecteur des intruments. Il faut néanmoins
veiller a ce que le choix ne rende pas la matrice a inverser R, singuliere ou mal conditionnée ;
c’est pourquoi on dit d’ordinaire qu’il est préférable de prendre un vecteur d’instruments « le
plus corrélé possible » avec le vecteur de régression ¢(ty).

La convergence et la précision asymptotique des estimateurs de la variable instrumentale
sont étudiées dans [SS81al, dans le cas « classique » des modeles avec un signal d’entrée
supposé parfaitement connu. Une comparaison entre I’estimateur des moindres carrés totaux
et un estimateur de la variable instrumentale est également disponible dans [SM02]. Notons
par ailleurs qu’il a été montré que la compensation du biais de 'estimateur des moindres
carrés peut étre vue comme une méthode fondée sur une variable instrumentale pour le
cas de l'identification de modeles en boucle ouverte [SZS99, JJYWO02] et en boucle fermée
[GVAHO1, GVAHO05]. 11 semble qu’une telle étude n’ait pas été réalisée pour le modele ETVC,
Dans la suite nous aurons besoin d’une notation supplémentaire, tenant compte de la di-

mension variable du vecteur des instruments :

ul (tg,ns,) = [u(tir) ... u(te—n,, )] (2.103)
yT(tk,nzy) = [y(tk_l) y(tk_nzy)] (2.104)

Il est alors possible d’écrire par exemple le vecteur d’instruments z,, donné en (2.102) de

maniere compacte :
Zy, () = [y (te—ay s nz,) ' (theay, 12, (2.105)

2.2.3.1 Cas d’un bruit blanc en entrée et coloré en sortie

Les hypotheses sur les bruits sont :

Hb1l. @ et y sont non-corrélés;

Hb3. H(q) = 1et H(q) =1+ clg~" + -+ ¢l g ", c’est-a-dire @ est blanc, de variance
A, tandis que g est obtenu en sortie d’un filtre MA ;

Hs2. G, € G* et (HY HY) € H*.

611 faut toutefois noter que certaines similitudes entre la méthode bels et la méthode de la variable
instrumentale sont mentionnées dans [HSZ06b].
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Dans la suite, les estimateurs de la variable instrumentale étendue considérés ne feront pas
intervenir de pré-filtrage (donc F(¢~1) = 1), et il n’y aura pas de pondération (donc Q = I).

En utilisant (2.7a), 'estimateur de la variable instrumentale étendue s’écrit :

0:, =Rl r., = (RLR.,) Rl r., (2.106)

Xiv
1

=0+ (R,R.,) 7. (2.107)

ott ()T dénote la pseudo-inverse d'une matrice. Pour que I'estimateur (2.106) soit non biaisé,
le vecteur des instruments z(t;) doit étre non-corrélé avec v(ty), et « aussi corrélé que pos-
sible » avec le vecteur de régression (), de sorte que la matrice a inverser (2.106) ne soit

pas mal conditionnée, ce que 1’on résume par :

=0 (2.108)
R., est non-singuliere (2.109)

Comme nous I'avons vu précédemment, il n’y a pas de maniere unique de définir z(ty), et

dans la suite deux manieres différentes de le faire sont présentées.

Premieéere approche : méthode xivl

La premiere approche a été explorée dans [SM02], considérant le cas de bruits blancs en
entrée et en sortie. Puisque le vecteur d’instruments choisi est uniquement composé d’entrées
retardées cette approche peut donc également étre utilisée lorsque le bruit en sortie est coloré

(si @ et g sont non-corrélés) :

ZT(tk) = uT(tk_dl,nzu) = [u(tk_l_dl) c. u(tk_dl_mu)] (2110)
Puisque @, y et u, sont non-corrélés on a :
oo = E{z(tx)v(tr)} (2.111)

t0)@ — ﬁT(tk)b> } (2.112)
ty)} b (2.113)

Ainsi, si le délai vérifie dy > ny, le vecteur d’instruments z(t;) satisfait a la condition (2.108).

Notons enfin que la matrice de covariance asymptotique de 'estimateur 05, est également
donnée dans [SM02].

Seconde approche : méthode xiv2

La méthode xiv1 satisfait aux conditions (2.108)—(2.109). Toutefois, le conditionnement de la
matrice R, peut étre amélioré en choisissant un vecteur d’instruments basé non seulement
sur des entrées retardées, mais utilisant également le signal de sortie. Bien que cette idée
soit classique, il semble que les travaux sur 'identification de modeles EIV a ’aide d’une va-

riable instrumentale ne fassent intervenir que des vecteurs d’instruments composés d’entrées
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retardées. Nous proposons donc d’utiliser un vecteur d’instruments contenant des entrées
retardées et des sorties retardées [TGGO8b] :

2 () = [y (teodynz,) Wt )] (2.114)
Puisque u, 3 et u, sont non-corrélés on a :
. = BE{z(t)v(ty)} (2.115)

_y<tk,d27 nzy) (ng(tk)& — {LT(tk)b)
Wty ms,) (:T(tk)a _ faT(mb)
7]

:E{ Gtz ()3 } (2.117)

E

(2.116)

Ainsi, si les délais sont tels que dy > n, + n. et d3 > ny, le vecteur d’instruments z(ty)
satisfait a la condition (2.108). De plus, puisque le vecteur d’instruments (2.114) est plus
proche du vecteur de régression, il est naturel de s’attendre a ce que la matrice R, soit
mieux conditionnée que lorsque I'on utilise le vecteur d’instruments (2.110). Les résultats
obtenus a I’aide de la méthode xiv2 sont donc plus précis que ceux issus de la méthode xivl;

I’exemple donné en section 2.2.6 illustre ce point.

2.2.4 Compensation du biais de ’estimateur de la variable instru-

mentale
2.2.4.1 Méthode des moindres carrés séparables (ecls)

On suppose que :

Hbl. @ et y sont non-corrélés;

Hb2. H%(q) = HY(q) = 1, i.e. les bruits additifs @ et § sont blancs, de variances respectives
Aei et Ay (voir la figure 2.1) ;

Hs2. G, € G* et (HY HY) € H".

La méthode ecls” [Ekm05] peut étre vue comme une extension du concept de la compensation

de biais de la méthode des moindres carrés a la méthode de la variable instrumentale. Elle

est fondée sur le systeme (surdéterminé) suivant (& comparer avec (2.19)) :
(Rep— Rep(p)) 0 = 2y — 724(p) (2.118)

Le choix du vecteur des instruments z(t;) détermine les structures de R:;, de 735, ainsi
que les propriétés statistiques inconnues a estimer, regroupées dans le vecteur p. Si, par
exemple, on choisit z(tx) = ¢(tx) on retrouve une méthode du type bels. Si z(t;) est choisi

non-corrélé avec l'erreur d’équation v(t), on obtient une méthode du type xiv. Comme l'on

"Pour Extended Compensated Least Squares.
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souhaite ici estimer le vecteur des parametres @ et le vecteur p, certaines des composantes
de z(t)) doivent étre corrélées avec 'erreur d’équation v(tg).
L’équation (2.118) est résolue de la maniere suivante : les estimées des vecteurs 8 et p sont

obtenues en minimisant une fonction de cotit donnée par :

V(0.p) = lIr.y — r23(p) — (Rey — Rey(p)) 6 (2.1190)
( chs? p:cls) = arg Iélln V(0> p) (2119b)
P

Puisque le probléme de minimisation (2.119) est séparable, les deux vecteurs 6 et p peuvent
étre estimés séparément. Pour p fixé, on minimise (2.119) par rapport & @ donne une premiere

estimation de 0 :

2s(P) = (Rep — Rep(p))' (12 — 755(p) (2.120)

Une estimée de p est alors obtenue en substituant (2.120) dans (2.119a) :
p:cls = arg mﬁi)n V(H:cls(p)v p) (2121)

Enfin, I'estimée finale du vecteur des parametres @ est donnée par (2.120), ou I'on a substitué

p par sa valeur obtenue précédemment.

REMARQUE

Une étude de la convergence de cette méthode, et son extension au cas de bruits colorés en
entrée et en sortie peuvent étre trouvées dans [EHS06]. Il est par ailleurs a noter qu’en intro-
duisant un filtrage des données, cette méthode peut fournir des estimées ayant une précision

accrue, proche de la borne de Cramér-Rao, (voir [Mah07]). "

2.2.4.2 Méthode de compensation du biais de la variable instrumentale (bciv)

Les hypotheses d’application sont :

Hbl. @ et y sont non-corrélés;

Hb3. H(q) =1et HI(q) =1+ ¢ '+ -+ ¥ g7, cest-a-dire @ est blanc, de variance
Aqa, tandis que g est obtenu en sortie d'un filtre MA ;

Hs2. G, € G* et (HY HY) € H*".

La précision des estimées délivrées par les méthodes de compensation de biais dépend de

la qualité de 'estimation des fonctions d’autocovariance des bruits. Or cette estimation est

d’autant plus délicate que le nombre de points en lesquels ces fonctions doivent étre estimées

est grand. Lorsque les bruits sont supposés blancs, il n’y a que leur variance a estimer, et

les méthodes de compensation du biais de I'estimateur des moindres carrés fournissent des

résultats satisfaisants. En revanche, lorsque le bruit en sortie est coloré, le nombre de points

en lesquels sa fonction d’autocorrélation doit étre estimée est directement lié a l'ordre du

modele estimé (voir (2.76)). Cela peut poser probléme si celui-ci est grand.
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Par ailleurs, les méthodes fondées sur une variable instrumentale sont intéressantes car elles
peuvent s’appliquer dans des conditions de bruit assez générales (blanc en entrée, coloré en
sortie), et sont peu couteuses d'un point de vue algorithmique. Il n’est toutefois pas toujours
aisé de choisir le vecteur des instruments, car les deux conditions qu’il doit satisfaire (2.108)—
(2.109) sont bien souvent contradictoires : pour qu'il soit non-corrélé avec les bruits, il doit
faire intervenir des signaux d’entrée/sortie assez retardés, ce qui le rend « moins corrélé »
avec le vecteur de régression.

Dans cette partie nous proposons un moyen permettant d’éviter ces désavantages [TGGO8b].
Une méthode de compensation du biais de la variable instrumentale est utilisée pour obtenir
une estimée du vecteur des parametres 6 : dans une premiere étape la variable instrumentale
permet de s’affranchir du bruit coloré en sortie du systeme, puis le biais induit par le bruit
blanc en entrée est estimé et retranché. En autorisant ’estimateur de la variable instrumen-
tale a étre biaisé, le vecteur des instruments peut étre choisi « plus corrélé » avec le vecteur de
régression, tandis que la compensation de biais ne nécessite que 'estimation du bruit blanc
en entrée. Il convient de noter que 'idée de compenser le biais de I’estimateur de la variable
instrumentale a été initialement proposée dans [YSW93], dans le cadre de l'identification de
modeles EIV a temps continu. Toutefois, afin de s’affranchir du probleme de ’estimation
des dérivées des signaux d’entrée/sortie, leur étude utilise une transformation bilinéaire; il
en résulte une perte de la blancheur du bruit en entrée, compliquant de la sorte I’expression
du biais, ainsi que son estimation. L’algorithme proposé ci-apres a ’avantage de rester tres
simple, et la méthode d’estimation du biais proposée est originale.

On définit le vecteur d’instruments comme :

ZT(tk) = [yT(tk_d, nzy) ’U/T(tk, nzu)} (2122)

En utilisant (2.7a), 'estimateur de la variable instrumentale associé au vecteur d’instruments

précédent s’écrit :
0, =R 7., =0+ R_]r., (2.123)

Supposons que le délai vérifie d > n, + n.. Alors :

o] T | 212

—@(ty, n., )@ (tx)b

— _)\.M.8 (2.125)
ou :
On n, OTL n,
My = | e e (2.126)
Onzuxna Inzuxnb

Donc finalement :

6, =0 — \.aR_ ) M,0 (2.127)
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Si une estimée de la variance du bruit blanc en entrée A.a est disponible, le biais de 1’esti-

mateur (2.127) peut alors étre retranché pour obtenir une estimée non-biaisée de 6.

Estimation de ).
Pour obtenir une estimée de A.a 'idée est d’utiliser la corrélation entre I'erreur d’équation

v(ty, 0) et le « résidu » 1y, défini par :

1 (tk, d, 9) = y(tk_d) — zT(tk)B (2.128)
=a Y(tp—ans,) — b ulty,ns,) (2.129)

Alors, si d > ng, + ne :

E{r(tg,d,0)v(ty,0)}

TE{y(tk_d, nz)yT(tk)} a+ b E{a(ty, n.,)a" (1)} b
ab'h (2.130)

J1(d, 0)

Il
QI

I
>

Ainsi, si une estimée de @ est disponible, il est possible d’estimer la variance du bruit « par :

o Jl(d7 é)

b'b

Aea

pour d > ng, + ne (2.131)

Amélioration par filtrage

L’estimation de A,z s’appuie sur celle de b. Or, c¢’est justement sur cette partie du vecteur
des parametres que le biais est le plus important dans le cas EIV. Il est par conséquent
possible que les estimées de A,z ne soient pas tres précises. Cela implique des problemes
de convergence ainsi qu'une faible précision des estimées du vecteur des parametres. Pour
remédier a cela, une version filtrée de (2.131) est proposée. Ce filtrage permet d’apporter des
connaissances a priori au probleme (i.e. les coefficients du filtre) [TGGO8b]. Définissons un
filtre MA F(q™') par :

nf
Flg ") =1+ fug™* (2.132)
k=1

De la méme maniére qu’auparavant, on s’intéresse a la corrélation entre v(t;,6) et un
« résidu » 7y, défini par :

Tg(tk, d, 0) = &Tg(tk_d, nz) — bT’U,f(tk, nz“) (2133)
ot wy(t,n.,) = Flg u(ty, ns,). Alors, si d > n, + n,. :

J2(d, 0)

E{ry(ty, d, 0)v(ty, 0)}

B Gtean)§ () } @+ BT B g (b, e, )@ (1)} b
Aeib" M b (2.134)

I
Ql
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ou M est la matrice de Teeplitz suivante :

My = Jfl f‘) 0 (2.135)

fnb—l fnb—2 fO

Subséquemment, si une estimée de b est disponible, il est possible d’estimer la variance \.a

par :

pour d > n, + n. (2.136)

REMARQUES

— la méthode bciv nécessite la connaissance de 0 (dans l'expression du biais et dans l'esti-
mation de la variance du bruit en entrée). Elle doit donc étre itérative ;

— puisque (2.131) est vraie pour d > n, + n., une meilleure estimée de la variance peut
étre obtenue en utilisant plusieurs valeurs de d au lieu d’une seule. Le nombre de valeurs

utilisées est alors noté npgj,. n

L’algorithme bciv

A~

1. Initialisation : éﬂdv = 0;,
2. Itération jusqu’a convergence :
2.1. Estimation de A\, a I'aide de (2.131) ou (2.136) ;
2.2. Calcul de 6,

bciv -

Dans 'exemple de simulation du paragraphe 2.2.6.2, I’algorithme utilisant (2.131) pour esti-
mer la variance de @ est appelé bciv®, tandis que I'algorithme utilisant (2.136) est noté fbciv?

(le nombre de valeurs de J;(d, ) utilisées pour I'estimation est noté npgy ).

2.2.5 Récapitulatif des méthodes présentées

Avant d’illustrer les performances des méthodes présentées jusqu’ici a I’aide de simulations
numeériques, il nous a semblé utile de donner un tableau récapitulant ces méthodes, ainsi que

leurs hypotheses, que nous rappelons ici :

Hsl. SeM*
Hs2. G,€G" et (H! HY) € H*

8Pour Bias Compensated Instrumental Variable.
9Pour Filtered Bias Compensated Instrumental Variable.
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Hel. Le signal d’entrée non-bruité u, a une densité spectrale rationnelle

Hb1l. Les bruits en entrée et en sortie « et § sont non-corrélés

Hb2. Les bruits en entrée et en sortie sont blancs

Hb3. Le bruit en entrée est blanc, tandis que le bruit en sortie est coloré (filtre MA)
Hb4. Le bruit en entrée est blanc, tandis que le bruit en sortie est coloré (filtre ARMA)
Hbb5. Les bruits en entrée et en sortie sont colorés (filtres ARMA)

Toutes les méthodes présentées font 'hypothése que les bruits en entrée et en sortie du
systeme ne sont pas corrélés (Hb1). Notons par ailleurs que les hypotheses Hs1-Hs2 et
Hb2-Hbb5 sont classées de la plus restrictive a la moins restrictive.

Les méthodes sont organisées en trois catégories :

— les « méthodes diverses » regroupent : la méthode de Frisch (frisch) [DGS03, S6d08], les
méthodes de lerreur de prédiction (pem) et du maximum de vraisemblance (ml) [S6d81];

— les méthodes de compensation du biais de I'estimateur des moindres carrés, a savoir bels
[Zhe98, Zhe02], fbcls [IKYWO05] et pbcls [JTJTWO1];

— les méthodes de la variable instrumentale (iv) [SM02, TGGO8b], des moindres carrés
séparables (ecls) [Ekm05, EHS06] et de compensation du biais de la variable instrumentale
(bciv) [TGGO8D].

Certaines méthodes sont précisées comme n’étant pas applicables'® sous certaines des hy-

potheses Hb2-HDb5. 11 convient de noter que ce n’est pas forcément parce qu’il est impossible

de les étendre a ce cas de figure : il se peut que ce soit simplement parce que (a notre connais-
sance) cela n’a pas été réalisé jusqu’a présent. On peut ainsi juger des améliorations pouvant
encore étre apportées aux différentes méthodes.

Par ailleurs, bien que les méthodes pem et ml soient, en théorie, applicables lorsque les bruits

ne sont pas blancs, ce cas n’est pas considéré dans la littérature. Or, le nombre de parametres

a estimer sous I'hypothese Hb5 (a savoir m,, , m; et 73, en plus du vecteur des parametres

d’intérét 6, voir (2.1)) implique une optimisation numérique délicate, dont les inconvénients

habituels sont accrus a mesure que le rapport signal a bruit diminue. Sans davantage d’étude
sur leur comportement lorsque les bruits ne sont pas blancs, il est plus prudent de distinguer

les cas de figure pour lesquels leur efficacité est avérée (o) de ceux pour lesquels elle reste a

montrer (o).

2.2.6 Simulations numériques

Les performances des algorithmes sont étudiées a 1'aide de simulations de Monte Carlo (de

nme = 100 réalisations). Pour avoir une mesure d’ensemble de la qualité d’un estimateur

0Par « ne sont pas applicables » nous entendons « ne fournissent pas une estimation convergente du
vecteur des parametres 6 ».
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TaB. 2.2 — Récapitulatif des méthodes présentées qui utilisent des statistiques de second
ordre, suivant leur hypotheses d’application (e = disponible dans la littérature, o = en

théorie, jamais expérimenté).

Méthodes diverses Comp. biais LS IV et comp. biais IV

frisch | pem ml bels' | fbcls | pbcls iv ecls | bciv?
Hs1. ° °
Hs2. ° ° ° ° ° ° °
Hel. ° °
Hbl. ° ° ° ° ° ° ° ° °
Hb2. ° ° ° ° ° ° ° ° °
Hb3. ° o o ° ° ° °
Hb4. ° o o ° ° ° °
Hb5. o o °

! Représentent les différentes versions de ces méthodes (i.e. abels, fbciv, ...)

Ierreur quadratique moyenne relative sur les parametres est calculée :

EQMR = Z ”9 - 9 I (2.137)

-ieme

ou 0 représente I'estimée obtenue a la j réalisation de la simulation de Monte Carlo. Le

méme critere d’arrét est adopté pour chacun des algorithmes itératifs :

|| Az-‘rl Ai

<107®  ou i > 50 (2.138)

NG

Ainsi, si 'algorithme n’a pas « convergé » avant 50 itérations, il est automatiquement stoppé.
Les variances des bruits perturbant I’entrée et la sortie du systeme sont ajustées de maniere

a obtenir un certain rapport signal a bruit (RSB), défini par :

P, P,
RSBU_ - 10 loglo (?O) RSBy - ]_0 ].Oglo ( Pyo) (2.139)
@ 7]

ou P, représente la puissance moyenne du signal x.

2.2.6.1 Analyse comparative des différentes méthodes bcls

Nous nous intéressons tout d’abord aux algorithmes de compensation du biais de I'estimateur

des moindres carrés, présentés a la section 2.2.2.

Bruit blanc en entrée et en sortie



2.2 Estimateurs fondés sur les statistiques de second ordre 41

Le systeme considéré est caractérisé par [Zhe99] :

1.0g7* + 0.5¢ 2
Golq) =
@) =T 511074
H¥(q) =1—03¢"'+05¢2—0.7¢%+09¢*

Hi(q) = Hi(q) =1

(2.140)

Les diagrammes de Bode de HY> et de GG, sont représentés a la figure 2.2. Le vecteur des

parameétres & estimer est ainsi @) = [~1.5 0.7 1 0.5]. Les bruits additifs en entrée/sortie

F1G. 2.2 — Diagrammes de Bode de H}° et G,
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Uo
(a) H; (b) G,

sont blancs (gaussiens), de variances fixées a Az = 0.26 et Ay = 1.9, de sorte & avoir un
RSB en entrée et en sortie environ égal a 10dB. Le tableau 2.3 contient les résultats de
la simulation pour des jeux de données de longueurs respectives N = 1000 et N = 5000
(« #it. » représente le nombre d’itérations nécessaires avant convergence). Pour mettre en
exergue l'intérét des algorithmes dédiés aux modeles erreurs es variables, I'identification a
également été réalisée a 'aide des méthodes iv4 et srivl!, qui supposent le signal d’entrée
non-bruité. Les diagrammes de Bode des modeles estimés a 'aide de N = 1000 points sont

tracés a la figure 2.3.

Discussion
On constate tout d’abord que, pour ce niveau de bruit, les méthodes sriv et iv4 four-
nissent logiquement des estimées biaisées. Ce biais concerne principalement les parametres

du numérateur de 'opérateur de transfert, tandis que les parametres du dénominateur sont

iv4 et sriv sont deux méthodes fondées sur une variable instrumentale optimale. Elles sont respectivement
disponibles au sein des boites a outils Matlab SiD et CONTSID. iv4 est un estimateur & quatre étapes supposant
un modele de type ARARX [Lju99], tandis que sriv est un estimateur itératif supposant un modele OE
[You84].
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TAB. 2.3 — Comparaison des méthodes bcls : moyenne des estimées obtenues + écart-type
(bruits blancs, RSB ~ 10dB)

N |ag=—15|as=07|b;=101| b,=0.5 Aeg:0.26 )\egzl.Q EQMR | #it.
oo | Laom [ ors | ossas | opmal | - ~ [1a40% |87
5000 | L4959 | 0.6701 | 08683 | 02702 | - ~ | 13.08%] 73
| 000] —Las93 [ oo | ososo [ ogals | - ~ [r2eam | -
5000 | 14888 | 06722 | 0.8085 | 03587 | ~|1218% | -
s | 1000 <1058 | o008 | Lotad | o5uds | o2a0r | L8750 [1172% | 163
5000 | L3057 | 07048 | 0.9070 | 04913 | 02440 | L9006 | 477% | 154
1000 ] Lases | aaora | Losis [ g | oron | 18672 [ 935% |75
5000 | —LA99T | Q7001 | L0067 | 05018 | 02509 | 18957 | 306% | 71
shels | 1000 L4916 [ 06019 | 10295 | 05190 | 02758 | 18715 | 6.63% |71
" 5000 | L3004 | 07006 | 10060 | 05007 | 02605 | 18966 | 2.83% | 6.4
o | 1000 45026 | 032 | o050 [ odost | gs0r | L8796 | 528 | 104
5000 | L3015 | Q7015 | 10036 | 04950 | 02581 | 18975 | 239% | 10,

plutot convenablement estimés. Les différents algorithmes de compensation de biais four-
nissent en revanche des estimées non-biaisées. On peut distinguer deux groupes d’algo-
rithmes : pbcls et bels d’une part, abels et fbcls d’autre part. Bien que satisfaisants, les
premiers offrent de moins bons résultats, car ’écart-type sur les estimées des variances des
bruits blancs est plus important, ce qui implique un écart-type plus important sur les pa-
rametres estimés.

La clé de votite de ces algorithmes est en effet 'estimation des variances A.z et A.z : meilleures
sont ces estimées, meilleures seront les estimées des parametres, comme en attestent les
résultats contenus dans le tableau 2.3. Nous avons vu qu’il existe de nombreuses manieres
d’estimer ces deux variances. Une perspective intéressante serait donc d’étudier s’il existe

une « meilleure » maniere d’utiliser les données disponibles pour estimer les variances.

Bruit blanc en entrée, coloré en sortie

Nous nous intéressons maintenant au cas d’un bruit coloré en sortie. Les méthodes étudiées

sont donc bels2 et fbels2, que 1’on utilise pour estimer les parametres d'un systeme de premier
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F1a. 2.3 — Diagrammes de Bode du vrai systeme (‘") et des modeles estimés (bruits blancs,

N = 1000, RSB~ 10dB)
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ordre, donné par'? (on constatera dans 1’exemple suivant que lorsque l'ordre du systéme &

identifier augmente, les performances de la méthode bels2 se dégradent significativement) :

( 1.0g7!
Go(q) = T-08q 1

H'(q) =1—-0.4¢"" 4 0.8¢72
1-0.87¢7' +0.57¢?
 1—q'+04g?

(2.141)

HY(q)

o

\Hg<Q) =1

Les diagrammes de Bode de H, HY et G, sont donnés a la figure 2.4. Les variances des bruits
sont fixées a Az = 0.56 et Aegg = L1.15 pour obtenir un RSB en entrée et en sortie environ
égal a 5dB. La longueur du jeu de données est fixée a N = 1000. A titre de comparaison,
les résultats fournis par la méthode abels, qui suppose blancs les bruits en entrée/sortie,
apparaissent également dans le tableau 2.4. Les diagrammes de Bode des modeles estimés se

trouvent a la figure 2.5.

F1G. 2.4 — Diagrammes de Bode de H', HY et G,
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Discussion

A nouveau, on constate qu’une meilleure estimation des propriétés statistiques des bruits
conduit a une précision accrue des parametres estimés. La méthode abels2 fournit ainsi les
meilleurs résultats, offrant notamment une plus petite variance sur les estimées des fonctions
d’autocovariance. Notons par ailleurs que la méthode abels fournit de médiocres résultats,
illustrant I'implication d’une erreur de modélisation des bruits affectant 'entrée et la sortie
du systeme. Cette méthode suppose en effet que les bruits en entrée/sortie sont blancs. On
est donc dans une situation ou G, € G*, mais (H;L, H ;;7) ¢ H*, puisque le bruit en sortie du

vrai systeme est coloré.

121es conditions de simulation et le systéme s’inspirent de [Zhe(2].
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TAB. 2.4 — Comparaison des méthodes bels2 et abels2 (bruit blanc en entrée et coloré en

sortie, N = 1000, RSB ~ 5dB)

a1 =—08| by =10 | A\y=13629 | r;1)=0.3223 | A,y = 0.56 | EQMR | #it.
bels | —o0. . . _ .
Aoy | e | 132 Wi 0808 | 178% | 4
—0.8011 _ . . .
bels2 | 0800 | 9938 128 28852 ot | 839% | 2
abels2 | —0.7996 | 0.9905 1.3887 0.3434 05395 | 7.94% | 2
(nbe|5:4) +0.0216 +0.0994 +0.4548 +0.3859 +0.1606

F1c. 2.5 — Diagrammes de Bode du vrai systeme (‘~’) et des modeles estimés (bruit blanc

en entrée et coloré en sortie, N = 1000, RSB~ 5dB)
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2.2.6.2 Analyse comparative des méthodes fondées sur une variable instrumen-

tale

Le systeme considéré est [SM02] :

(G (@) = 1.0g7 " + 0.5¢2
M= L5 0707
HY(q) =
o) = 02T T 0507 (2.142)
Hi(q)=1-02q¢""
| Hy(g) =1

Les diagrammes de Bode de H%, HY et G, se trouvent a la figure 2.6. Les variances des
bruits blancs sont fixées a Aa = 0.14 et Mg = 1.45 pour obtenir un RSB environ égal a
10dB en entrée et en sortie. La longueur du jeu de données est N = 2000, et le filtre de la

méthode fbciv est choisi comme F(q7') =1+ ¢~ 4 ¢~2 (voir (2.132)). La valeur minimale
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des délais est choisie pour chaque méthode utilisant une variable instrumentale. Les résultats
de la simulation se trouvent dans le tableau 2.5. Puisque certaines méthodes ne convergent
pas toujours avant 50 itérations, ce tableau contient une ligne « C'°® », qui représente le
pourcentage de réalisations pour lesquelles les algorithmes ont convergé. Les diagrammes de

Bode sont représentés a la figure 2.7.

H' HY et G,

o

F1G. 2.6 — Diagrammes de Bode de
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TAB. 2.5 — Comparaison des méthodes xiv, bciv et bels2 (bruit blanc en entrée et coloré en

sortie, N = 2000, RSB ~ 10dB)

bels2 abels2 xivl Xiv2 bciv fbciv
Npels = 3 Npels = 4 Nbciv= 1 Npciv = 2
a; |—1.5| —0.696 | —1.488 | —1.488 | —1.476 | —1.499 | —1.462 | —1.490 | —1.498
+0.556 +0.002 +0.001 +0.001 +0.001 +0.005 +0.001 +0.001
as | 0.7 0.325 0.691 0.691 0.681 0.699 0.689 0.695 0.697
+0.130 +0.001 +0.001 +0.001 +0.001 +0.001 +0.001 +0.001
by 1 0.450 0.973 0.972 0.942 0.996 1.305 1.083 1.022
+0.279 +0.022 +0.014 +0.012 +0.008 +0.251 40.044 $0.009
by | 0.5 0.207 0.491 0.494 0.495 0.504 0.629 0.533 0.506
+0.061 +0.003 +0.003 +0.006 +0.007 +0.053 4+0.009 +0.003
Mz 1014 0.626 0.069 0.080 _ _ 0.361 0.209 0.155
e 1+12.56 4+0.049 1+0.028 1+0.148 40.054 4+0.013
cee | — 47% 100% 100% — — 52% 88% 100%
EQur | — 66.4% 7.7% 6.3% 6.9% 5.5% 29.0% 11.2% 5.1%
Discussion

Contrairement a ce que 'on a constaté lors de 'exemple précédent pour le cas d'un systeme
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F1a. 2.7 — Diagrammes de Bode du vrai systeme (‘~’) et des modeles estimés (bruit blanc

en entrée et coloré en sortie, N = 2000, RSB~ 10dB)
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de premier ordre, la méthode bels2 ne fournit pas ici de résultats satisfaisants. Notons en par-
ticulier la mauvaise estimation de la variance A.a. En revanche, ses performances sont gran-
dement améliorées par 'utilisation du systeme sur-déterminé suggéré dans la présentation de
la méthode abels2 (voir le paragraphe 2.2.2.2). Bien que l’estimation de la variance du bruit
en entrée ne soit toujours pas satisfaisante, elle a néanmoins été améliorée, ce qui conduit a
une meilleure estimation du vecteur des parametres.

Les deux méthodes fondées sur une variable instrumentale fournissent de bons résultats,
avec un écart-type raisonnable. Notons que, comme 'on s’y attendait, I'utilisation de sorties
retardées dans la méthode xiv2 permet d’obtenir de meilleurs résultats que la méthode xivl.
Enfin, 'algorithme de compensation du biais de la variable instrumentale bciv donne en pre-
mier lieu des résultats médiocres, améliorés ensuite lorsque 'on estime la variance du bruit
en entrée par résolution d’un systeme sur-déterminé. En revanche, les résultats deviennent
convaincants lorsqu’est utilisée ’étape de filtrage de I'algorithme fbciv. En particulier, I'es-

timée de Aca est tres proche de la vraie valeur de la variance.

2.3 Estimateurs fondés sur les statistiques d’ordre supérieur

La majeure partie des techniques d’identification ont pour point commun d’utiliser les pro-
priétés statistiques de second ordre. La (relative) simplicité d’analyse et de calcul, ou encore
le théoreme de la limite centrale, qui laisse penser que tout signal a tendance a étre gaussien
(et donc caractérisé par ses statistiques de premier et second ordre), sont quelques raisons de
cet engouement pour les statistiques de second ordre. De plus, I’entrée du systéeme est sou-
vent considérée parfaitement connue, et 'identifiabilité est dans ce cas généralement assurée
si ’on utilise les statistiques de second ordre. Or, comme nous I’avons brievement vu dans la
paragraphe 1.3.2.2 du chapitre 1, lorsque I'entrée est bruitée, des problemes d’identifiabilité
surviennent, et ce méme dans le cas le plus simple, a savoir si 'entrée et la sortie du systeme
sont contaminées par des bruits blancs.

Il est alors possible de suivre deux voies : soit caractériser plus précisément la classe de
modeles pour laquelle les statistiques de second ordre sont en adéquation avec les données
[AD87, SN87, AG06], soit utiliser les statistiques d’ordre supérieur'® (SOS). Cette derniere
voie est explorée dans cette partie.

Par SOS, il faut comprendre moments et cumulants d’ordre supérieur & deux (ou multis-
pectre dans le domaine fréquentiel [LAC97]). Dans les années 1990, ce domaine de recherche
a été tres populaire dans la littérature du traitement du signal (voir par exemple [Men91]
et les références qui y figurent). Parmi les nombreuses raisons de cette popularité, citons
le fait que les cumulants de processus gaussiens sont nuls, et que lorsque I'on observe un
signal non-gaussien perturbé par un bruit indépendant gaussien, les effets de ce bruit sont

potentiellement supprimés. Il est a noter que lorsque le signal d’entrée est non-gaussien, les

BPar « supérieur » nous entendons « supérieur & deux ».
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méthodes du type maximum de vraisemblance requierent la connaissance de la distribution
de cette entrée et du type de coloration des bruits; ce pour aboutir a une optimisation d'une
fonction non-linéaire en les parametres. Un avantage des méthodes fondées sur les SOS est
que, sans connaitre explicitement la distribution du signal d’entrée, elles suppriment le bruit
additif gaussien (qui peut lui aussi avoir un spectre inconnu) [DG94].

Cette partie ne prétend pas étre exhaustive, et de nombreux domaines d’application ne se-
ront pas abordés, comme 'estimation de retard [NP88, Tug91, CC94], ou encore I'estimation
d’ordre et la validation de modele [Tug94, Tug95, TLI9]. Nous donnons toutefois dans la
suite quelques détails sur certaines méthodes paraissant étre plus appropriées au probleme
considéré. Notons par ailleurs que les méthodes fondées sur 'analyse des multispectres et
multispectres intégrés (voir [TY95] par exemple) ne seront pas étudiées.

L’annexe A contient les principales définitions et propriétés des statistiques d’ordre supérieur

qui sont utiles aux méthodes étudiées dans la suite.

2.3.1 Discussion des hypotheses d’application

Avant de présenter des approches développées pour l'identification de modeles EIV, il est
nécessaire de discuter les hypotheses d’application de ces méthodes. Les cumulants d’ordre
trois sont nuls pour une variable aléatoire ayant une distribution symétrique, tandis que
les cumulants d’ordre quatre sont nuls pour une variable aléatoire ayant une distribution
gaussienne ; voir I'annexe A. Si I'on désire appliquer les SOS a 'identification des systemes,
il faut donc formuler des hypotheses sur la distribution de ’entrée non-bruitée (afin que ses
cumulants soient non nuls), ainsi que sur les distributions des bruits en entrée et en sortie
(pour que leurs contributions disparaissent). Les hypotheses sur les bruits sont :

— pour les cumulants d’ordre trois : ils doivent étre distribués de maniere symétrique ;

— pour les cumulants d’ordre quatre : ils doivent étre gaussiens.

Beaucoup de méthodes d’estimation font ’hypothese que les bruits sont gaussiens (invoquant
le théoreme de la limite centrale comme justification), et — a notre connaissance — aucune ne
suppose que les bruits ont une distribution asymétrique. Les hypotheses sur les bruits sont
donc plutot douces et communes.

Les hypotheses sur le signal d’entrée non-bruité, en revanche, sont spécifiques aux méthodes
fondées sur les SOS :

— pour les cumulants d’ordre trois : il doit avoir une distribution asymétrique ;

— pour les cumulants d’ordre quatre : il doit étre non-gaussien.

Supposer le signal d’entrée non-bruité distribué de maniere asymétrique ou non gaussienne
est certainement restrictif, et les méthodes fondées sur les cumulants ne peuvent étre ap-
pliquées a un systeme réel sans auparavant vérifier si cette hypothese est vérifiée. Il est
néanmoins possible de procéder a divers tests pour jauger de 'applicabilité des méthodes

(condition d’identifiabilité, valeur des cumulants, etc).
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Les hypotheses de travail sont rappelées au début de chaque méthode. Il faut de surcroit noter
que les méthodes utilisant des SOS, bien qu’'imposant des restrictions sur le signal d’entrée
non-bruité, permettent bien souvent de considérer la situation de bruit la plus générale, a
savoir des bruits sur 'entrée et la sortie du systeme colorés et mutuellement corrélés. Enfin,
comme nous l'avons succinctement vu lors de la simulation numérique de la section 2.2.6, une
erreur de modélisation des bruits peut avoir des conséquences importantes sur les résultats
fournis par les méthodes fondées sur les statistiques d’ordre deux. Les méthodes fondées sur
les SOS peuvent quant a elles s’appliquer sans changement dans le cas de bruits blancs ou
colorés, donc sans requérir la modélisation des bruits (elles s’appliquent par conséquent sous
I'hypothese G, € G*).

2.3.2 Meéthodes fondées sur la minimisation de criteres faisant in-

tervenir les cumulants d’ordre supérieur

Cumulants d’ordre quatre
Dans [Tug92] est proposée une méthode fondée sur la minimisation d’une fonction de cotit
faisant intervenir les cumulants d’ordre quatre de l'erreur d’équation habituelle, qui est

donnée par :
v(tr, 0) = y(tr) — @ (1x)0 (2.143)

Elle s’applique sous les hypotheses suivantes :

Hel. le signal d’entrée non-bruité u, a une densité spectrale rationnelle ;
He3. e"° est un processus stochastique i.i.d. non gaussien ;

Hb6. u et y sont gaussiens;

Hs3. G, € G*.

Il est alors proposé de minimiser le critere :

J14(6,N) = %Z Wt 0) — 3 (% St e)) (2.144)

On reconnait ’expression de ’estimateur du cumulant d’ordre quatre de I'erreur d’équation.

Une estimée du vecteur des parametres est alors obtenue en minimisant :

0" = arg mein | J1(6,N)| (2.145)
Puisque cette fonction de cotit est non linéaire en @, on a alors recours a un algorithme
d’optimisation itératif de type Newton-Raphson.

REMARQUE

Deux observations s’ imposent :
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— Destimation du cumulant d’ordre quatre de Uerreur d’équation apparaissant dans (2.144)
est réalisée en utilisant un estimateur approximativement non biaisé dans [Tug92]. Il eit
été préférable d’utiliser les k-statistiques (c.f. la section A.5.2);

— lorsqu’elles existent, les dérivées de |J4(0,N)| par rapport a @ sont nulles au voisinage
de la solution désirée, ce qui implique que le critére (2.144) est relativement insensible
a de petites perturbations sur @ au voisinage de la solution. Cela a non seulement une
conséquence sur le conditionnement du hessien de |J4(0,N)|, mais cela implique aussi

une grande variance sur l'estimée de 0 [Tug92]. ]

Cumulants d’ordre trois

Dans [DG94], I'identification est réalisée a 1’aide d’une fonction de cott faisant intervenir les
cumulants d’ordre trois des données d’entrée/sortie.

Cette méthode s’applique sous les hypotheses suivantes :

Hel. le signal d’entrée non-bruité u, a une densité spectrale rationnelle ;

He2. e" est un processus stochastique i.i.d. ayant une distribution asymétrique ;

Hb6. @ et y ont une distribution symétrique;

Hs3. G, € G*.

Introduisons la fonction de colt suivante :

o0

Vo= Efu(tir)el, o(te)} (2.146)
l=—00
ou 'erreur de prédiction généralisée e, , 4(t) est construite comme une combinaison linéaire

d’entrées et de sorties retardées :
Euyo(te) = Wulg, D)ulty) + Wy (g, 9)y(tx) (2.147)

Les filtres W, (¢, ?¥) et W, (¢q,) sont supposés uniformément stables en 9 (voir [Lju99, chap.
7] pour des détails sur différentes manieres de construire ces filtres, qui déterminent ce que
contient le vecteur ). Il est possible de montrer que la fonction de cott (2.146) est égale, a
un facteur d’échelle pres, au critere des moindres carrés « idéal », c¢’est-a-dire défini avec les

signaux non-bruités [DG94] :

5 G(0)
V'ﬁ C olo O(O 0) Cuouo (O) Vﬂ ( 8)
avec Vy=E{el  (tx)} (2.149)

Le vecteur des parametres 1 est alors obtenu par optimisation (au sens des moindres carrés)
de V19 :

9 = arg mq%n Vy = arg extr%mum Vg (2.150)
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REMARQUE

Notons que le signe de Cy,y,u,(0,0)G(0)/Cl,u, (0) est a priori inconnu. En outre, des problémes
surviennent si Vy a plus d’un minimiseur global, car alors 9 représente un ensemble de vec-
teurs admissibles plutot qu’un seul. Enfin, il se trouve que ’approximation de (2.146) réalisée

avec les N données disponibles nécessite un fenétrage pour étre un estimateur convergent de
Vo [DGY4]. o

2.3.3 Méthodes fondées sur une variable instrumentale (tociv, fo-
civ)

Il est possible de modifier I'approche classique de la variable instrumentale afin d’y faire

14)

intervenir les cumulants d’ordre trois [IT91] (algorithme tociv'*) ou les cumulants d’ordre

quatre [IS94] (algorithme fociv'®).

Cumulants d’ordre trois [IT91]

Cette méthode s’applique sous les hypotheses suivantes :

He2. u, a une distribution asymétrique;

Hb1l. @ et y sont non-corrélés;

Hb6. u et y ont une distribution symétrique;;

Hs3. G, € G*.

Le point de départ de la méthode est ’équation du modele mise sous forme de régression

linéaire :

y(ty) = @ (t:)0 + v(ty, ) (2.151)
v(te, 0) = j(ty) — @ (t:)0 (2.152)

Définissons le vecteur d’instruments comme :

2t (ty) = [>T (t) w7 (11)] (2.153)
[—y2(tk_1) e yQ(tk_na) u2(tk_1) .. u2(tk_nb)} (2154)

ol I'on note v? le vecteur obtenu en mettant au carré toutes les composantes du vecteur v.

Si 'on multiplie (2.151) par z(tx), et que 'on considere 1'espérance du résultat, il vient :
T =R..0+ 1, (2.155)

Les vecteurs et matrices apparaissant dans (2.155) contiennent des cumulants d’ordre trois,
et il est possible de montrer que le vecteur des instruments z(t;) et lerreur d’équation
v(tg, @) sont non-corrélés, sous les hypotheses H4, H5, Hb1l et Hb6 [IT91]. De plus, si le

Ytociv signifie Third-Order Cumulants-based Instrumental Variable.
Yfociv signifie Fourth-Order Cumulants-based Instrumental Variable.



2.3 Estimateurs fondés sur les statistiques d'ordre supérieur 53

signal d’entrée u, est blanc a lordre trois'®, la matrice R., est non-singuli¢re de maniere
générique. On obtient alors I'estimateur de la variable instrumentale fondé sur les cumulants
d’ordre trois :

oy = R,y (2.156)
Cumulants d’ordre quatre [IS94]
Cette méthode s’applique dans le cas de bruits gaussiens indépendants, tandis que le signal
d’entrée non-bruité est supposé non-gaussien :
He3. u, est non-gaussien;
Hb1l. u et y sont non-corrélés;
Hb7. u et y sont gaussiens;
Hs3. G, € G*.

Définissons le vecteur d’instruments suivant :

—y?(te) + 3E{y*(t) } y(ts)

=) = wB(ty) — 3E{u2(ty)} ul(ty)

(2.157)
olt 'on note v? le vecteur obtenu en mettant au cube toutes les composantes du vecteur v. On
constate une ressemblance avec 'estimateur (approximativement non biaisé) du cumulant
d’ordre quatre (voir (A.28) avec x; = x5 = x3). Si 'on multiplie (2.151) par z(tx), et que

I’on considere 'espérance du résultat, il vient :
IrZy = RZLpO + TZ’U (2158)

Les vecteurs et matrices apparaissant dans (2.158) contiennent des cumulants d’ordre quatre,
et il est possible de montrer que le vecteur des instruments z(t;) et Uerreur d’équation v(t, )
sont non-corrélés; sous les hypotheses H4, He3, Hbl et Hb7 [IS94]. De plus, si le signal
d’entrée u, est blanc a I’ordre quatre, la matrice R, est non-singuliere de maniere générique.
On obtient alors 'estimateur de la variable instrumentale fondé sur les cumulants d’ordre

quatre!” :
fociv

fociv = R,y (2.159)

2.3.4 Méthodes fondées sur I’équation du modele avec cumulants

La multilinéarité des cumulants permet d’énoncer le résultat suivant :

16D ordinaire, un bruit blanc (3 temps discret) désigne une suite de variables aléatoires centrées décorrélées,
c’est-a~-dire un bruit blanc a I’ordre 2. Il est possible d’étendre la notion de blancheur aux ordres supérieurs
a l'aide des cumulants. Un bruit blanc a l'ordre n est une suite de variables aléatoires centrées dont les
cumulants d’ordre inférieur ou égal a n sont nuls, dés lors que toutes les variables aléatoires qu’ils mettent

en jeu ne sont pas toutes identiques [BP90].
fociv signifie Fourth-Order Cumulants-based Instrumental Variable.
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PRrRoOPOSITION 2.3.1

L’équation du modéle est vérifiée par les cumulants d’ordre trois et quatre :

B(qg71,0
CUZ/U<7—17 7—2) AEQ ; Cuuu (7—17 T2) (2160&)
B(q', )
Cu uu ) ) Cuuuu ) ) 2160b
Yy (7'1 T 7'3) A(q 7 ) (7’1 T2 7'3) ( )
ot lopérateur retard ¢—* agit sur 1. [
PrREUVE Voir la section B.7 de l'annexe B. n

Ces équations sont a la base des méthodes développées. Dans la suite sont présentées deux
méthodes que I'on applique a (2.160) : celle des moindres carrés et celle des moindres carrés
itératifs. Aussi surprenant que cela puisse paraitre, 'application de la méthode des moindres
carrés a (2.160) n’a pas été étudiée jusqu’a présent ; seule la méthode des moindres carrés
itératifs apparait dans la littérature.

Ces deux méthodes sont ici développées avec des cumulants d’ordre trois, mais elles peuvent
aisément étre étendues aux cumulants d’ordre quatre. Une étude approfondie de ces méthodes
est donnée dans la section 3.3 du chapitre 3, ou leur application dans le cadre de 'identi-
fication de modeles a temps continu est étudiée. Nous omettons donc ici volontairement de
nombreux aspects et détails de ces algorithmes.

Les hypotheses suivantes sont nécessaires :

He2. u, a une distribution asymétrique;

Hb6. @ et y ont une distribution symétrique ;

Hs3. G, € G*.

REMARQUE
Dans la suite, pour simplifier les notations, nous noterons Cy..(7) les cumulants d’ordre trois
et Crpzz(T) ceuz d’ordre quatre (le nombre de composantes du vecteur T étant déterminé par

lordre du cumulant). n

2.3.4.1 Estimateur des moindres carrés (tocls)

A partir de (2.160) on peut définir Perreur d’équation suivante :

Veum (7,0) = A(q™",0)Clayu(T) — B(q™",0)Crvu(T) (2.161)
= Cuyu(T) = Poum(T)0 (2.162)

ou le vecteur de régression est défini comme :

cchum('r) = [— Cuyu(T1 — 1,73) ... — Cuyu(T1 — ng, T2)
Cuuu(Tl - 1,’7'2) e Cuuu(Tl — Ny, 7'2)} (2163)
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L’estimateur des moindres carrés fondé sur les cumulants d’ordre trois minimise une fonction
de cout quadratique faisant intervenir 'erreur d’équation (2.161). Par exemple, si 1’on choisit

de minimiser :

(2.164)

l\')l»—t

M
7_27 E

on obtient Iestimateur des moindres carrés fondés sur les cumulants d’ordre trois'® :

tocls (Z (Pcum (pcum< )) Z Socum uyu( ) (2]‘65)

T1=1 T1=1

2.3.4.2 Estimateur des moindres carrés itératifs (tocils)

A partir de (2.160) on peut définir erreur de sortie :
Veur (T, 0) = Cuyu(T) — =75 Clivu(T) (2.166)

Cette erreur est non linéaire en les parametres, et pour éviter de recourir a des méthodes

d’optimisation numérique, cette erreur de sortie est réécrite sous la forme :

1 — _
Ve (7,6) = gy (Alg™",0)Cuyu(7) = B(g™",0)Cuu(T)) (2.167)
=A™, 0)C,.(7) — B(g',0)C,,(T) (2.168)
ot CI . et C’{fyu sont les cumulants filtrés par 1/A(¢~',6). On obtient ainsi une erreur

d’équation linéaire en les parametres, qui peuvent alors facilement étre estimés par la méthode
des moindres carrés. Comme A(¢™!,0) est inconnu, on procede de facon itérative [AGI6,
AE97]. Cette méthode d’estimation s’inspire de la méthode de Steiglitz-McBride [SM65],
appliquée aux cumulants d’ordre trois (au lieu des signaux d’entrée/sortie). La convergence
de la méthode de Steiglitz-McBride est tres rapide : typiquement quelques itérations suffisent

[WP94]. On peut donc s’attendre a ce qu’il en soit de méme ici.

2.3.5 Matrice de covariance asymptotique de I’estimateur tocls

L’estimateur 67, proposé dans la section précédente (voir (2.165)) permet d’obtenir des

tocls
résultats non biaisés tout en restant simple a utiliser. Nous nous sommes attachés a trouver

I'expression de la matrice de covariance sur les estimées [THST08], définie par :

lim NE{ (étoc.s . 0) (9t0ds . 9>T} (2.169)

N—oo

Btocls signifie Third-Order Cumulant-based Least Squares.
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ou étods est I'estimée du vecteur des parametres obtenue a partir des données disponibles,

c’est-a-dire calculée a 1’aide des cumulants estimés. L’approche utilisée dans [S6d05, HSZ07]

pour analyser les méthodes fondées sur les statistiques d’ordre deux est étendue au cas qui

nous intéresse ici.

Posons les hypotheses d’application de la méthode tocls :

He2. u, a une distribution asymétrique ;

Hb7. @ et @ ont une distribution symétrique.

Il est en outre nécessaire de faire I'hypothese technique suivante :

Ht1. les moments d’ordre deux, quatre et six du signal d’entrée non-bruité u, et des bruits
u, y décroissent exponentiellement, c’est-a-dire que si un tel moment d’ordre p + 1 est
donné par E{xz(tx)2(tisn) ... x(tyir,)}, alors E{a(ty)z(tpern) ... 2(tetr, )} déeroit expo-

nentiellement quand maxy, || — o0.

*

tocls SOUs une forme matricielle :

Tout d’abord, réécrivons @

1

s = (2@1) @C (2.170)
ou :
Cuyu(0,0) P eum(0,0)
o : T — : (2.171)
Oqu(M - 17 O) Qo;rum(M - 17 O)
Les estimées de C et ® sont notées :
cC=Cc+C -+ (2.172)

ou C et ® représentent les erreurs d’estimation correspondantes. On a :

- é) —6
- (#8") (#(c-2"0))

PN -1 ~ ~ ~ /[ ~ ~
- <<I>«I>T> (<I> (C - che) 4+ d (c - @Te)) (2.173)
Supposons que N est grand, de manitre  ce que ||C|| < ||C|| et [|®| < ||®]|. Le lemme
suivant
LEMME 2.3.1

Soient R et R deux matrices carrées non singuliéres telles que |R|| < || R||. Alors :
_\ 1 - -
(R + R) ~R'—R'RR +O(|R|? (2.174)
C

PREUVE Voir la section B.6.1 de ['annexe B. m
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D’apres le lemme 2.3.1 on a :

~ ~T\ 1 T ~T ~ T - ~T\ 1

(cp@ ) - (cI><I> L 08 1+ 30T + 5d ) (2.175)

~ (@07) ' - (@07) ' (23" + 0T+ 33 ) (20") (2.176)

Si l'on injecte cette expression dans (2.173) et que l'on néglige les termes de second ordre,
on obtient :

b — 0~ (207) '@ (C - 3'0) (2.177)

~ (@2") ' (C -0 (2.178)

Soit w = C — @TB € RM. Notons que @ est une matrice déterministe, tandis que w est un
terme stochastique de moyenne nulle et qui tend vers 0 lorsque N tend vers I'infini.

Sous les hypotheses H1 et Ht1, les cumulants d’ordre trois Cyy, (71, 0) et Cyyy (71, 0) décroissent
exponentiellement quand 77 tend vers l'infini. Il est maintenant possible d’énoncer le résultat

suivant :

THEOREME 2.3.1
Sous les hypotheses explicitées en début de section, l'estimée du vecteur des paramétres 0 ocis

suit une distribution gaussienne :

\/N<étocls - 0) ﬂ N(07 P) (2179)
ot l'on note :
_ ™1l n T & 7T T\—1
P=(22") & lim NE{ww'} & (2&") (2.180)
m
PREUVE Voir la section B.6.2 de l'annexe B. [

Par souci de simplification, introduisons la notation suivante, utilisée dans la suite pour

écrire les moments :

por (T) = E{a(tp) 2 (tisr,) - - - 2(bhgr,_y) } (2.181)

Supposons que les moments d’ordre deux, quatre et six du signal d’entrée non-bruité u, et
des bruits @, y décroissent exponentiellement lorsque 7 — oo. On peut désormais énoncer le

lemme suivant, qui précise la forme que revét A}im N E{wa} :
— 00
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LEMME 2.3.2
On a, pour 0< j1,Jo <M —1:

. = NI
Jim NE{wj 1wjp 41} = Z e {
Z Z ap, A, [#ug(ov T, 7—)/1712 (7— +1—lh —Jjat+ l2) + 4Mu§(7)ﬂa2g2 (7-7 T+ g1 —l1,j2 — l2)
11=012=0

+ p2(0) (ﬂa?gQ(Oﬁ + 1 = I, J2 = la) + pazge(0, 1 — 11, J2 — lo — T))

+ pgage (0,7, 7,7 + j1 — b, ja — 52)]
Na ng

= > ayb, [Mu§(07T7 7) (Mﬂg(T th—h—jatl)+pag(—T =i —l+ 2+ lz))

110 15—0

+ 4ty (7) <Mﬁ33}<7_7 Jo —lo, T+ g1 — L) + pasg(T, T+ J1 — 1o, Jo — ll))
+ 12 (0) <#a3g(07j2 — o, 7+ g1 — 1) + pasg(0, 7 + j1 — la, o — 11)
+ pasg(0,j2 — by — 7, 1 — 1) 4 pasg(0, j1 — la, jo — 1 — 7'))

+ pg55(0, 7,7, jo — o, T+ 1 — 1) + pasg(0, 7, 7, T + 1 — Lo, ja — 11]
ny My

30D b [ps (0,7 a7+ s = b = o+ o)

11=012=0

A Atz (T)paa (7,7 + g1 — 11, Jo — l2) + p2(0) <Mﬁ4(07 T+ 1=l ja — 12)

+ paa (0,51 — b, jo — b — 7')) + 1 (0, 7, 7,7 + 51 — 11, Jo — 12)} } (2.182)
=
PREUVE Voir la section B.6.3 de l'annexe B. m

Bien que la méthode tocls soit applicable lorsque les bruits sont mutuellement corrélés, par
souci de simplification, nous supposons dans la suite que @ et y sont indépendants. La seconde

double somme apparaissant dans (2.182) disparait, et 'on en déduit le corollaire suivant :
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COROLLAIRE 2.3.1

Lorsque les bruits u et § sont indépendants, (2.182) se simplifie en :

T=—00

lim NE{w;, 1wj,11} = Z { Z Zazl%uzﬂ (T+h—Jao—lL+1)

N—o0
11=012=0

|::U/u3 0,7,7) + 4Mug (T)paz(7) + 2/Lug (0)paz(0) + paa (0,7, T)]

ny Ny

+ Z Z bllbl2 |::u116(07 T, T, T +.71 - l17j2 - l2> + 4:uu(2)(7-)lu’ﬂ4<7-77— +.]1 - l17j2 - l2>
11=012=0

+ 2(0) <Ma4(077 + g1 =l o —la) + paa (0,51 — Ly, ja — lo — T))

+ pag (0,7, T paz (T + 1 =l — ja + ZQ)} } (2.183)

Pour obtenir la matrice de covariance P donnée par (2.180), il reste maintenant a obtenir

les moments d’ordre quatre et six apparaissant dans (2.183).

LEMME 2.3.3
Supposons que :
Hel. le signal d’entrée non-bruité u, a une densité spectrale rationnelle.

Alors les moments d’ordre quatre et siz de @ sont donnés par :

o o
_ 2 U 1,0 [ R IR U 1, U 1, u 1 Uu
Mﬂ4(7—> — Mea? z : z : (hjlhjﬁ-ﬂhjzhj2+T2—T3+hj1th-Tzhjzhj2+71—73+hj1hj1+T3hj2hj2+Tz—Tl)

Jj1=072=0

* <’u6ﬁ4 N 3,&3712) Z h?lhgl'i'ﬁ h?1+72h?1+73 (2'184)
j1=0
et :

o0 o0 o0
.3 U .0 U 10 U 1.0
pas (0, 7, 7,71, Tz) = Hea2 Z Z Z Z hj1hj1+mhjzhj2+Tbhj3hj3+Tc

J1=0 j2=0 j3=0 7a,7p,7c

o0 o0
3 [T R U 1,0 U U
+ (lﬁeﬂglu’el24 o 31“’5112) 2 : 2 : 2 : hjlhj1+7'dhj2hj2+‘rehj2+‘rfhj2+7'g
J1=072=074,7e,7f,Tqg

o0

+ (gas — 15ptgafigas +30%2) > (W5 )P (A )?hE B (2.185)

Jj1=0
ol T, ..., Tg sont donnés dans les tableaux B.1 et B.1 de 'anneze B. [
PREUVE Voir la section B.6.4 de [’annexe B. [

Les moments de u, peuvent étre obtenus de la méme maniere, en supposant que u, est lui

aussi obtenu en sortie d’un filtre ARMA excité par un bruit blanc.



60 Chapitre 2 : Identification de modéles a temps discret

2.3.6 Simulations numériques

Dans cette partie, nous comparons les méthodes tociv, tocls et tocils, et vérifions la concor-
dance de la distribution asymptotique des estimées de tocls et des résultats de simulation.
I1 convient de noter que I’étude des méthodes tocls et tocils est plutot succincte (elles sont
analysées plus avant dans le chapitre suivant).
Comme dans les simulations numériques précédentes, les performances des différents algo-
rithmes sont étudiées a 'aide de simulations de Monte Carlo (de n,,. = 100 réalisations).
Pour avoir une mesure d’ensemble de la qualité d’'un estimateur, 'TEQMR est calculée (voir
(2.137)). Le méme critere d’arrét est adopté pour chacun des algorithmes itératifs :

NES N

”0 -0 -3 .
—— <10 ou 7> 50 (2.186)

@l

2.3.6.1 Analyse comparative des méthodes tociv, tocls et tocils

Le systéme considéré est caractérisé par'? :

( 1.0¢71 +0.5¢72
G.(q) =
@) = T T57 50742
Uo — _ —1 —2
H'(q) =1—-0.2¢"" +0.3¢q (2.187)
H%(q) =1-2.33¢"" +0.75¢72 + 0.5¢72 + 0.3¢7* — 1.4¢™°
Hi(q) =1+4+0.2¢7' - 0.3¢72+0.4q3

Les bruits blancs gaussiens e¢? et e/ ont une variance ajustée de maniere & obtenir un RSB
de 10dB en entrée et en sortie. Les diagrammes de Bode des filtres H¥°, H® HY et G, sont
représentés a la figure 2.8. Pour évaluer 'influence du nombre de données sur les résultats,
les méthodes sont appliquées a trois jeux de données de longueurs respectives N = 1000,
N = 5000 et N = 10000. Les résultats apparaissent dans le tableau 2.6 et les diagrammes

de Bode des modeles estimés avec N = 5000 points sont représentés a la figure 2.9.

Discussion

On constate tout d’abord que la longueur du jeu de données a une grande importance,
puisque lorsque N = 1000 les algorithmes n’offrent pas d’estimées acceptables; le biais est
non négligeable et la variance est assez grande. En revanche, a mesure que le nombre de
données augmente, les estimées des cumulants d’ordre trois deviennent meilleures, ce qui
conduit a de tres bons résultats. Rappelons qu’avec des bruits colorés en entrée et en sortie,
la plupart des méthodes utilisant les statistiques de second ordre sont condamnées a échouer.
La méthode fondée sur une variable instrumentale (tociv) fournit des résultats avec une plus
grande variance que les algorithmes tocls et tocils. Enfin, notons que les estimées obtenues

par tocils sont un peu plus dispersées que celles de tocls, mais ont un plus petit biais.

19 systeme considéré et les conditions de simulation s’inspirent de [AG96].
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F1G. 2.8 — Diagrammes de Bode de H', H® HY et G,

o
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2.3.6.2 Matrice de covariance asymptotique
Le systeme considéré est caractérisé par :
1.0~ 4+ 0.5¢72 14+0.7¢7"
Gylg) = 2 HYo(q) = L
o = —
1—1.5¢71+0.7¢2 © 1—0.5¢71
1 (2.188)
i 1 G 1+0.7¢g
HO (q) = -1 Ho (q) = 1
1—-0.7q 1—-0.7¢

Le signal e en entrée de H'°(q) est un bruit blanc exponentiel de moyenne nulle et de
variance unité. Les moments d’ordre trois et quatre de e sont donc fieues = 2 et fruos = 9.
Les bruits €%, e” en entrée de H%(q) et HY(q) sont des bruits blancs gaussiens de moyenne
nulle et de variance unité, dont les moments d’ordre quatre et six sont donc respectivement
égaux a 3 et 15.

Les simulations de Monte Carlo (200 réalisations) ont été effectuées avec un jeu de données

de longueur N = 50000. L’hyper-parametre M est choisi égal a 5.
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TAB. 2.6 — Comparaison des méthodes tociv, tocls et tocils (bruits colorés, RSB = 10dB)

N |a=—15] ay=0.7 | by=1.0 | by= 0.5 | EQMR | #it.
tooo | 5009 | 07955 [ 09999 | 0ap | ssan |-
oo | 5000 | LAT9 | 0S| L0003 | 030 | L4 |-
toooo | 45020 | Q7021 | Q9967 | 0a18 | 6 |-
tooo | 360 | oseer [ 10i02 [ opmr | o |-
focs | 5000 | Lol | Qgm0 | LooLT | Opiat | s |-
toooo | 4400 | Qgass | Qgm0 | aies | sav |-
oo [ 2am05 [ ogsed | os | ogiu | son |-
focs | so00 | 23013 | 07009 | L0%P | G2 | a9% |-
toooo | 45004 | 000 | LG | O | s |-

F1a. 2.9 — Diagrammes de Bode du vrai systeme (‘—’) et des modeles estimés (bruits colorés,
N = 5000, RSB = 10dB)
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La valeur de la matrice de covariance obtenue a partir des résultats de simulation est com-
parée avec la valeur théorique obtenue au théoreme 2.3.1. L’algorithme tocls fournit les

résultats suivants :

83.34
—60.16  44.37
—14.92 9.10 21.32
11242 —78.99 —35.26 169.62

Psim =
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2.4 Conclusion

tandis que la matrice de covariance asymptotique théorique est :

80.13

p _ —58.14  43.51
—12.84 6.56  20.62
109.54 —=77.22 —=30.73 166.95

On constate une bonne concordance des résultats théoriques et des résultats de simulation
(voir aussi le tableau 2.7, qui présente les valeurs des parametres estimés ainsi ’écart-type

théorique et celui obtenu d’apres les simulations).

TAB. 2.7 — Comparaison des résultats théoriques et des résultats de simulation pour la

méthode tocls (N = 50000)

0 —1.5 0.7 1.0 —0.5

Oocis —1.49919 0.69954 0.99951 | —0.49901
Sim. +0.00166 | £0.00089 | £0.00043 | £0.00339
Théor. || £0.00160 | £0.00087 | £0.00041 | £0.00333

2.4 Conclusion

Ce chapitre a traité de l'identification de modeles a temps discret avec des erreurs en les
variables.

Nous nous sommes dans un premier temps intéressés aux méthodes utilisant les statistiques
d’ordre deux. Apres un bref tour d’horizon, au cours duquel nous sommes revenus sur les
principales méthodes développées, un accent particulier a été mis sur les méthodes de com-
pensation du biais de l'estimateur des moindres carrés. Ces méthodes sont intéressantes
car, sans avoir a recourir a une optimisation numérique et généralement avec un faible cout
algorithmique, elles fournissent des estimées dont la précision est proche de celle obtenue
avec une méthode a erreur de prédiction. Une étude des différents algorithmes de compen-
sation du biais de I'estimateur des moindres carrés a donc été effectuée, en insistant sur
la clé de voute de ces algorithmes, a savoir la maniere dont les propriétés statistiques des
bruits sont estimées. Nous avons ensuite proposé des estimateurs fondés sur la technique
de la variable instrumentale, ainsi que des algorithmes cherchant a compenser leur éventuel
biais, selon le vecteur d’instruments choisi. En effet, puisque dans le modele EIV les signaux
d’entrée/sortie sont tous deux corrompus par un bruit additif, le vecteur d’instruments est a
choisir précautionneusement. Une analyse comparative des différents algorithmes de compen-

sation de biais, ainsi qu'une étude des performances des méthodes fondées sur une variable



64 Chapitre 2 : Identification de modéles a temps discret

instrumentale, ont alors été réalisées par I'intermédiaire d’exemples de simulation.

Dans un second temps, nous nous sommes focalisés sur les méthodes fondées sur les sta-
tistiques d’ordre supérieur. Des estimateurs fondés sur la minimisation de criteres faisant
intervenir les cumulants d’ordre trois et quatre sont tout d’abord évoqués. Ensuite, des esti-
mateurs utilisant une variable instrumentale ont été étudiés : il est en effet possible de définir
des vecteurs d’instruments « particuliers », conduisant a 1'utilisation de cumulants d’ordre
supérieur. Nous nous sommes alors intéressés aux estimateurs des moindres carrés et des
moindres carrés itératifs fondés sur I’équation du systeme, dont on peut montrer qu’elle est
vérifiée par les cumulants. Enfin, nous nous sommes attachés a trouver 'expression de la ma-
trice de covariance asymptotique de I'estimateur des moindres carrés fondé sur les cumulants
d’ordre trois, que nous avons proposé auparavant. Des exemples de simulation ont permis
d’illustrer les performances des estimateurs de la variable instrumentale, des moindres carrés
et des moindres carrés itératifs, ainsi que de constater la concordance entre la matrice de

covariance théorique et celle obtenue par simulation.

De ces études et analyses il ressort :

— I'importance des hypothéses structurelles pour les méthodes fondées sur les statistiques
d’ordre deux. Une erreur de modélisation des bruits ou du signal d’entrée non-bruité peut
en effet conduire a une estimation défaillante du vecteur des parametres ;

— l'importance des hypotheses distributionnelles pour les méthodes fondées sur les statis-
tiques d’ordre supérieur. En effet, si la structure des modeles des bruits ou de 'entrée
non-bruitée n’ont dans ce cas que peu d’importance, les hypotheses sur leurs distributions
sont en revanche fondamentales.

Les estimateurs fondés sur les statistiques d’ordre deux et ceux fondés sur les statistiques

d’ordre supérieur ont leurs avantages et inconvénients respectifs, et il serait insensé de pri-

vilégier les uns ou les autres. Lors du choix entre les différentes méthodes, les conditions
expérimentales sont alors déterminantes : longueur du jeu de données, vraisemblance des

hypotheses structurelles/distributionnelles, etc.

Perspectives

Le travail présenté dans ce chapitre a permis d’ouvrir de nombreuses perspectives, pour

beaucoup spécifiques a chacune des méthodes présentées. Certaines d’entre elles n’ont été

développées que pour le cas de bruits blancs en entrée et en sortie du systeme. L’extension

de ces méthodes a des situations plus générales est donc une premiere perspective, a laquelle

peuvent s’ajouter les quelques autres, plus spécifiques, données ci-apres :

— lors de lI'étude des méthodes de compensation de biais, nous avons vu qu’il existe de
nombreuses équations a partir desquelles il est possible d’estimer les variances des bruits
(ou leurs fonctions d’autocovariance lorsqu’ils ne sont pas blancs). Existe-t-il des équations

plus « fiables » que d’autres, permettant d’obtenir des estimées plus précises, et pourquoi ?
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— nous avons constaté que les méthodes de compensation de biais utilisant les données filtrées
par un filtre MA (fbcls et fbciv) semblent fournir de meilleurs résultats que les méthodes
ne faisant pas intervenir de filtrage. Est-ce que le filtrage peut étre vu comme un moyen
« générique » d’améliorer les performances de méthodes? 1l serait également intéressant
d’étudier comment choisir ce filtre de maniere optimale ;

— laligne de cumulants utilisée par I'estimateur de la variable instrumentale tociv est déterminée
par le vecteur d’instruments choisi. Ce choix peut étre effectué de diverses manieres, et il
serait intéressant d’étudier les relations entre cet estimateur et celui des moindres carrés
fondés sur les cumulants (tocls) ;

— une étude approfondie de la matrice de covariance asymptotique permet-elle de justifier
I'utilisation de cumulants particuliers? Par exemple, peut-on trouver une justification

théorique de I'utilisation de cumulants du type C,,, plutot que Cyy,, ?
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Chapitre 2 : Identification de modéles a temps discret




Chapitre 3

Identification de modeles a temps

continu

3.1 Introduction et position du probleme

Si, comme nous avons pu le voir au chapitre précédent, 'identification de modeles EIV a
temps discret a fait 'objet de nombreux travaux au cours des dernieres années, I'identifica-
tion de modeles a temps continu n’a en revanche été que tres peu étudiée. Ce domaine reste
donc tres largement ouvert. Pour identifier un modele a temps continu a partir de données
d’entrée/sortie échantillonnées, deux approches principales sont possibles : 'approche in-
directe et 'approche directe [UR90]. L’approche indirecte consiste a déterminer, dans un
premier temps, un modele a temps discret a 1’aide de techniques maintenant convention-
nelles [Lju99], [SS89], [WP94], puis & convertir ce dernier en un modele & temps continu.
L’approche directe vise quant a elle a obtenir un modele a temps continu en une seule étape,
a 'aide de méthodes spécifiquement développées pour l'identification de modeles a temps
continu.

La plupart des systemes réels régis par les lois de la physique (systémes électroniques,
mécaniques, thermiques, hydrauliques, ...) évoluent par nature continiument dans le temps.
Leur comportement peut étre décrit approximativement apres linéarisation autour d’un
point de fonctionnement par des équations différentielles ordinaires linéaires a coefficients
constants. Cette représentation dans le domaine continu est donc naturelle pour I'étude
des systemes linéaires. Comparativement a l'approche indirecte, I'identification directe de

modeles a temps continu présente de nombreux avantages, dont les principaux sont :

— de fournir directement un modele a temps continu a partir de données échantillonnées.
Les parametres du modele identifié sont fortement liés aux propriétés et aux coefficients
physiques du systeme a identifier. Ce modele peut étre interprété physiquement beaucoup
plus aisément que 1’équivalent discret délivré par les approches indirecte d’identification ;

— de s’appuyer sur une paramétrisation parcimonieuse. La connaissance a priori de I'ordre
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relatif du systeme est facilement prise en compte ce qui permet d’éviter ’estimation
de zéros de discrétisation rencontrés lors de l'identification de modeles a temps discret
[AHSS84, Lju03];

— de pouvoir plus naturellement traiter des données échantillonnées rapidement. Ces ap-
proches sont en effet beaucoup moins sensibles aux problemes numériques que les ap-
proches discretes. Elles sont par conséquent tres bien adaptées aux équipements actuels
d’acquisition qui permettent un échantillonnage rapide des données;

— de pouvoir aisément traiter le cas de données échantillonnées a pas variable [HG02].
Ce type de données est souvent rencontré dans le cas des systemes mécaniques ou un
échantillonnage angulaire est réalisé, ou encore dans le domaine biomédical [WFS98] ou
biologique ;

— de simplifier ’application de la procédure complete d’identification de systemes pour 'uti-
lisateur. La théorie de l'identification de modeles a temps discret est bien établie; la
pratique, quant a elle, n’est pas toujours simple a mettre en ceuvre pour l'utilisateur
qui se trouve souvent démuni devant les choix multiples a effectuer (signal d’excitation,
période d’échantillonnage, filtrage des signaux bruités, ...) avant d’effectuer I'estimation
paramétrique. L’étape de pré-filtrage est souvent primordiale dans le cas de I'identification
de modeles a temps discret. Les approches directes integrent toutes un pré-filtrage implicite
des données, I'application de la méthodologie d’identification se trouve alors grandement

simplifiée pour I'utilisateur.

Dans la suite du chapitre, nous allons nous intéresser a ces techniques d’identification directe
de modeles EIV a temps continu. Apres avoir introduit les notations utilisées, nous présentons
succinctement les rares méthodes développées jusqu’a présent pour l'identification de modeles
EIV a temps continu a partir de statistiques d’ordre deux. Plusieurs estimateurs fondés sur
les statistiques d’ordre supérieur pour identifier les modeles EIV a temps continu sont ensuite
proposés. Enfin, avant de conclure, les performances des algorithmes proposés sont illustrées

a ’aide de simulations numériques.

Fi1G. 3.1 — Schéma détaillé du modele EIV a temps continu

T w | wlt)
e (t,) i ¥ (t) | u(tk) X y(te)
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On considere un systeme a temps continu, linéaire et invariant. Selon les notations introduites

au chapitre 1, les signaux d’entrée/sortie non-bruités sont liés par :

?jo(t) = Go(p)ao(t) (31)

ou p est l'opérateur différentiel et G,(p) 'opérateur de transfert du vrai systeme. On suppose
que les signaux u,(t) et y,(t) sont échantillonnés aux instants {t, = kT,}Y |, et que les
signaux échantillonnés mesurés sont perturbés par des bruits a temps discret a(tx) et y(tx).

Le systeme a temps continu générant les données est donc caractérisé par :

Uo(t) = Go(p)tto(t)
S u(te) = to(te) + w(ty,) (3.2)
y(tk) = Yoltr) + U(te)

Les modeles paramétriques recherchés ont une forme hybride, au sens ot le modele du systeme
est a temps continu, tandis que les modeles des bruits en entrée/sortie sont a temps discret.

Considérons par conséquent la structure suivante, dont le schéma est donné a la figure 3.1 :

Yo(t) = G(p, 0)uo(t) uo(t) = H"(p,m,,)e"(t)
M(©) u(ty) = uo(ty) +a(ty) avec §a(ty) = H"(q,mg)e"(tr) (3.3a)
y(tk) - yo(tkz) + g(tk) g(tk) = Hg(Qa ng)eg@k)

ol % (t) est la dérivée d’un processus de Wiener de variance incrémentale unité, et e¥(ty,),
e¥(ty,) désignent des bruits blancs & temps discret, dont les variances sont respectivement

notées A.a et A\.s5. Les ensembles de modeles sont ainsi :

M = {G(p, 6), H"(p,n,,), H*(¢,n;), H*(q,n;) ) O c D@} (3.3b)
B(p, 0) bo + bip + ... + by, P }
T= G0 = = : 9cD 3.3
g { (p ) A(p, 0) ap+ ar1p+ ... + ana—lpnail + pha 0 ( C)
E* = {Huo(p’ nuo) ‘ N, € Dnuo} (33d)

H = {(Ha(q,na),Hg(q, ;) | Ma € Dy, my € Dng} (3.3¢)

Les vecteurs des parametres sont donnés par :

0" =1la" b =[ap ... an,—1bo ... by (3.4)
©" = [0" n,, n; ;] (3.5)
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3.2 Estimateurs fondés sur les statistiques de second

ordre

3.2.1 Swuccinct état de 'art

Dans cette partie, nous revenons sur les rares travaux effectués jusqu’a présent pour identifier
directement un modele & temps continu & partir de données d’entrée/sortie échantillonnées,
perturbées par des bruits additifs. Plutot que de décrire chacune des méthodes, nous donnons
ici un tableau regroupant leurs principales caractéristiques : elles sont en effet lourdes a
présenter, tout en semblant étre d’une efficacité limitée.

Un des problemes majeurs de l'identification directe de modeles a temps continu est la
nécessité d’obtenir les dérivées des signaux d’entrée/sortie. Toute tentative utilisant une
approximation numérique de la dérivation résulte en effet en une accentuation des bruits.
Ce probleme est habituellement évité en réalisant un pré-traitement des données. On peut
distinguer trois classes de pré-traitement [Men99, GMRO3] :

— les filtres linéaires ;

— les méthodes du filtre intégral linéaire ;

— les fonctions de modulation.

Dans la majeure partie des cas, la présentation des méthodes a temps continu met 1’accent
sur les aspects de mise en ceuvre. Les méthodes sont en effet rendues plus complexes par le
pré-traitement utilisé. Par exemple, I’expression du biais de la méthode des moindres carrés,
dans le cas de bruits blancs en entrée et en sortie du systeme, dépend de leurs variances
et du vecteur des parametres recherché. Lorsque l'on effectue un pré-traitement a base de
filtrage, ’expression de ce biais dépend alors également d’une maniére non triviale du filtre
employeé.

Néanmoins, la mise en ceuvre des méthodes peut étre effectuée de différentes manieres, et
une maniere plus générale de présenter les méthodes est de séparer la méthode d’estima-
tion proprement dite du pré-traitement utilisé. Dans le tableau ci-dessous, les travaux sont
classés suivant la méthode d’estimation employée, I’hypothese structurelle sous laquelle elles
fournissent une estimation convergente de 8,, les hypotheses sur les bruits en entrée/sortie
(E/S) du systeme, le pré-traitement choisi, et les inconnues supplémentaires a estimer en sus

du vecteur des parametres 6.

Méthode d’estimation || Compens. biais LS | Compens. biais IV | LS séparables
Hyp. structurelle Hs2 Hs2 Hs2

Bruits en E/S Blanc/blanc Blanc/coloré Blanc/blanc
Pré-traitement Filtre intégral lin. | Filtre intégral lin. | Fonctions de mod.
Inconnues suppl. Aeity i Agii Aeiiy Aei

Référence [SYWO1] [YSW93] [SLMMO6]
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REMARQUES

— les méthodes de compensation du biais de l’estimateur des moindres carrés présentées au
chapitre précédent estiment les variances Aga, Ao en résolvant un systeme linéaire. La
méthode de [SYW91] procéde de la méme maniére, et la premiére équation de ce systéme
est identique (elle provient de la corrélation des résidus de la méthode des moindres carrés).
La deuzxieme équation est en revanche originale et utilise la corrélation des résidus d’un
estimateur fondé sur une variable instrumentale. Cela montre une fois de plus qu’il existe
de nombreuses maniéres d’estimer les variances des bruits blancs perturbant les signauz
d’entrée/sortie ;

— dans [SLMMO06] sont également exposées les méthodes de lerreur de prédiction et du mazi-
mum de vraisemblance. Le modéle a temps continu est dans un premier temps représenté
sous forme d’état; ce modeéle d’état est ensuite échantillonné. A partir de ce modéle d’état
a temps discret, il est alors possible de définir les estimateurs de ’erreur de prédiction et du
maximum de vraisemblance. Il convient toutefois de noter que les matrices du modele d’état
a temps discret dépendent d’une maniére plus complexe de 0, le vecteur des parameétres
du modeéle a temps continu, impliquant une fonction plus délicate encore a optimiser. Ces
deuz méthodes présentent en effet des risques inhérents (optimiseurs locauzx), d’autant plus
grands que le rapport signal-a-bruit est faible [SLMMO6]. Par ailleurs, la méthode a erreur
de prédiction nécessite une étape intermédiaire. En effet, les erreurs de prédiction sont
déterminées par le gain du filtre de Kalman, et celui-ci est insensible a une multiplication
par une constante des matrices de covariance des bruits. Pour lever ce degré de liberté,
il est possible de fixer un des parameétres des bruits a une valeur constante lors de [’opti-
misation, et ensuite d’utiliser également la valeur minimale du critére. Voir [S6d06] pour

des détails. n

3.2.2 Méthode fondée sur les moindres carrés séparables (eivsvf)

Le principe de cette méthode est d’appliquer I’approche traditionnelle du filtre des variables
d’état (voir [You81] ou la section 3.3.3) au modele EIV, puis d’analyser les effets des bruits
en entrée et en sortie du systeme sur le filtre des variables d’état pour obtenir une estimation
convergente du vecteur des parametres [MG05, MGOG6].

Les hypotheses d’application de cette méthode sont :

Hb1. Les bruits en entrée et en sortie u et ¢ sont non-corrélés;

Hb2. Les bruits en entrée et en sortie sont blancs;

Hs2. G, € G* et (HY HY) € H".

Soit :

nag+1

F(p) = _Z fir’ (3.6)
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un filtre linéaire invariant. Pré-filtrons les données d’entrée/sortie non-bruitées pour obtenir

les signaux w et r :

ng+1 ng+1
(350}t =t (S o)uo-nir 07
§=0 5=0
Il est immédiat que les signaux w et r vérifient I’équation différentielle du systeme :
Ng ‘ ng '
> auw@(t) =Y " birV(t) (3.8)
5=0 5=0
ce que 'on peut écrire sous la forme :
2 (1) = 0 (3.9)

ot Pon note (x(™ représente la n'*™e dérivée de ) :

b, () = [-w () ... —w") (@) rO) ()] (3.10)

0" =lag ... an,o11by ... by (3.11)

Introduisons les matrices suivantes, définies a 1’aide des signaux échantillonnés :

d o(ti) " (tr) (3.12)

WE

e
Il
—

D, (k) @, (tr) (3.13)

®
I
(]~

i
I

WE

&= e{dt)e ()} (3.14)

B
Il
—

Alors, si N est assez grand, on peut décomposer ® en une partie bruitée et une partie

non-bruitée!, et par conséquent :
Ta _&Th
P 0=o 0 (3.15)
Il est en outre possible de montrer que :

ProrosiTION 3.2.1 ([MGO06])
Soit {tr} une suite strictement croissante de RY. Supposons que les moments d’ordre quatre

des bruits blancs u et § soient bornés. Alors :

lim i(@—éo—i)zo P.S.

N—oo tN

1Si N est assez grand & ~ &, + ® car les termes croisés tendent vers zéro lorsque N — oo.



3.2 Estimateurs fondés sur les statistiques de second ordre 73

Par ailleurs, I’analyse de I'implantation numérique du filtre des variables d’état permet d’iso-
ler la contribution des bruits. En effet, en utilisant la proposition précédente et ’équation
(3.15) il vient :

®0 = X0 + O(y) (3.16)

ou :

— & est une matrice diagonale par bloc dont les éléments sont donnés par I'implanta-
tion numérique du filtre des variables d’état, mis sous forme d’état. Ces éléments sont
dépendants de ’hypothese réalisée sur I’évolution du signal entre les instants d’échantillonnage
(voir [MGO05, MGO6] pour plus de détails) ;

— vy est un terme stochastique qui converge presque stirement vers 0 lorsque N — o0

- X = /\e(;I )\OI est la matrice contenant la contribution des bruits blancs.

el

Pour exploiter (3.16) il est encore nécessaire de s’affranchir de la matrice 3, inconnue. Pour ce

faire, I'idée est de pré-filtrer les données avec deux filtres différents : on obtient par conséquent

deux équations du type (3.16), qu'il est possible d’utiliser pour estimer conjointement le
vecteur des parametres et les variances des bruits blancs. En effet, si 'on note ¢;(t) le

vecteur de régression associé au ;™ filtre (j = 1,2) et :

N
P;; = Z &, (tr) b, (tr) (3.17)
k=1
on obtient :
1 |®, ®52]|6 0 1 |®, @ |20 0
1 en 12 L [P P |+ 00w (3.18)
tN (1)21 @22 0 9 tN q)gl (1)22 0 20
Il est possible d’écrire cette équation sous la forme :
VO = U320 + O(vy) (3.19)
avec :
Lo a1 a7 o717 x I [e1 257 27 2717
v = In [‘1)11 ¢, Py <I)22} v = . [‘1’11 e, Py (1’22} (3.20)

L’équation (3.19) est alors résolue au sens des moindres carrés pour obtenir des estimées de
0, >\6a et )\eg :

(6T \v As] = arg min | ®8 - ¥x0|’ (3.21)
0.0
Puisque (3.19) est bilinéaire en X et , le probleme d’optimisation (3.21) peut étre résolu
de maniere itérative. L’algorithme de minimisation est donné ci-dessous.

0
1. Choisir une valeur initiale appropriée @ et fixer i = 0;
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2. Dans (3.21), fixer 0 — [1 éz] puis minimiser par rapport a A, et A ;

3. Fixer A& et Ay aux valeurs estimées a I’étape précédente, et minimiser (3.21) par rapport
a0;

4. Incrémenter ¢ et revenir a 1’étape 2. tant que

PN ~i—1

6 -0

\i yi—1
)\eg - Aeg
est supérieure a un critere d’arrét préalablement défini.

REMARQUES

— les estimations réalisées au cours des étapes 2. et 3. sont effectuées par moindres carrés
classiques ;

— une étude de la convergence de cet estimateur, une expression de la matrice de covariance
des estimées et une méthode permettant d’obtenir une initialisation « appropriée » sont
également disponibles dans [MGO06]. =

3.3 Estimateurs fondés sur les statistiques d’ordre supérieur

Comme nous venons de le voir, I'identification de modeles EIV a temps continu a fait I'objet
de peu de travaux jusqu’a présent. Hormis la méthode de compensation du biais de la variable
instrumentale [YSW93], les méthodes font I'hypotheése que les bruits perturbant les signaux
d’entrée /sortie sont blancs. Cette hypothese de blancheur permet non seulement de simplifier
I’analyse, mais aussi d’éliminer certains problemes d’identifiabilité lorsque 1’on a recours aux
statistiques d’ordre deux [AD84, AGO06]. En outre, le pré-traitement des données résulte bien
souvent en la perte de la blancheur des bruits et mene ainsi a une complexité accrue. Les
approches fondées sur les statistiques d’ordre supérieur (SOS) sont donc intéressantes d’une
part pour leur « insensibilité » aux bruits, indépendamment de leur structure, et d’autre part
pour s’affranchir des problemes d’identifiabilité.

Si plusieurs méthodes utilisant les SOS ont été proposées dans le cadre de l'identification
de modeles EIV a temps discret (voir la section 2.3.1 du chapitre 2), aucune n’a en re-
vanche été développée pour le cas des modeles a temps continu. Nous nous intéressons ici
particulierement a la méthode mentionnée au section 2.3.4, et présentons son extension a
I'identification de modeles EIV a temps continu, ainsi que les spécificités liées a la mise en

ceuvre des algorithmes proposés.

3.3.1 Meéthodes fondées sur I’équation du modele avec cumulants

La multilinéarité des cumulants permet d’énoncer le résultat suivant :
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ProprosITION 3.3.1 ([TGGO08A])

L’équation du modéle est vérifiée par les cumulants d’ordre trois et quatre :

Cuyu(T1,72) = i((i: Z; Couu(T1,T2) (3.22a)

Cuyunu(T1, T2, T3) = ﬁ((ij g)) Cuwun(T1, T2, T3) (3.22b)

ou l'opérateur différentiel p représente %. [
PREUVE Voir la section B.7 de l’anneze B. [

REMARQUE
Comme au chapitre 2, pour simplifier les notations, nous noterons Cu..(T) les cumulants
d’ordre trois et Cyprr(T) ceux d’ordre quatre (le nombre de composantes du vecteur T étant

déterminé par 'ordre du cumulant). ]

Ces équations sont a la base des méthodes développées : a partir de (3.22) il est possible
d’utiliser toute méthode « classique » pour obtenir une estimée du vecteur des parametres
0. En outre, puisque les cumulants d’ordre trois (resp. quatre) sont nuls pour les signaux
distribués de maniere symétrique (resp. gaussiens), si 'on pose les hypotheses idoines sur le

signal d’entrée non-bruitée et sur les bruits, (3.22) mene a :

Cuvnn1) = 5 o7 (3.230)
Cunpnons7) = 33 o) (3.230)

On voit donc — si les hypotheses adéquates sont vérifiées — que 'utilisation de SOS per-
met de travailler non plus avec les signaux d’entrée/sortie bruités, mais avec les cumulants,
théoriquement insensibles aux bruits. Toutefois, en pratique, les cumulants sont estimés a

partir des N échantillons de données disponibles. Par conséquent, on a :

Cup(r) = G () +22(7,6) (3.242)
Coyun(T) = igp: zi Chowna(T) + £4(T,0) (3.24D)
83(7’, 0) = iég: z; ~uuu("’-) - éuyu("-) (325&)
es(T,0) = 5(p.) Cuuwia(T) = Cguau(T) (3.25D)
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ou C.(7) = C.(1) — C.(7) représente Uerreur d’estimation de C.(7). Puisque les estimées des
cumulants sont non-biaisées et convergentes (voir la section A.5.2 de 'annexe A), il vient
pour 7 = 3,4 :

lim ¢;(7,0)=0 p.s. (3.26)

N—o0

Dans la suite sont présentés deux estimateurs utilisés pour estimer 6 a partir de (3.22) : celui
des moindres carrés et celui des moindres carrés itératifs [TGGMO7, TGGO08a].

REMARQUE
1l est possible de travailler avec d’autres cumulants, comme par exemple :
B(p,0)
Cpy(T) = —LC (T 3.27a
yyy( ) A(p, 0) Yy y( ) ( )
B(p, 0)
C T)= —"=
yyyy( ) A(p, 0)

S’il parait plus approprié de travailler avec les cumulants faisant intervenir le plus possible

Cyuyy(T) (3.27b)

le signal de sortie (ils contiennent plus d’information sur la dynamique du systeme), il n'y a
toutefois pas de justification théorique a ce jour. Les développements effectués dans la suite
s’appuient sur (3.22). Ils sont néanmoins directement transposables a d’autres cumulants,

comme par ezemple ceux de (3.27). =

3.3.2 Meéthodes fondées sur les cumulants d’ordre trois

Les hypotheses suivantes sont nécessaires :
He2. u, a une distribution asymétrique;

Hb6. @ et y ont une distribution symétrique ;
Hs3. G, € G*.

3.3.2.1 Estimateur des moindres carrés (tocls)
L’équation (3.24a) peut étre écrite sous la forme d’une régression linéaire :
A AT
Clyid (1) = @ (7)0 + Ap, 0)es(T,0) (3.28)

ou le vecteur de régression est donné par :

~T ~ ~ _ ~ Aln
' (1) = [~COLT) ... =Cl(r) COL(T) . Cll(r) (3.29)
s & .
) -
avec O (T) = o7 Cluyu(T) (3.30)

On définit alors I'erreur d’équation suivante :

Veum (T,0) = é(”“)(T) — (i)T(T)O (3.31)

uYyu

= B(p, 0)Couu(T) — A(p, 0)Coiyu(T) (3.32)
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Minimiser la fonction de cout ci-apres par rapport au vecteur des parametres 6 :

11
V (79,0, M) = —v2 (1,0) (3.33)

conduit a l'estimateur tocls?, & savoir :

étocls(7—2, M) = [% Z_ @(T)@T<T>

71=0

[% S d(r)Cl(r) (3.34)

Le « bruit » apparaissant dans le membre de droite de 'erreur d’équation (3.32) est composé
des erreurs d’estimation C’Wu et éuyu filtrées par A et B. Ce bruit n’est par conséquent
pas blanc, et I'on ne s’attend donc pas a ce que l'estimée B:ocs SOIt TON biaisée, a partir
d’un nombre fini de données. Toutefois, lorsque N tend vers U'infini, (3.22) fait uniquement

intervenir des termes sans erreur : I’estimée @yoqs est donc asymptotiquement non biaisée.

Le role de 'hyper-parametre M apparaissant dans la fonction de cott (3.33) est de prévenir
I'utilisation de cumulants ayant un grand délai. Il est en effet possible de calculer cette
fonction de cout avec toutes les données disponibles, i.e. en fixant la borne supérieure de
la somme de 'équation (3.33) a N. Cependant, puisque les cumulants sont estimés par
des moyennes, lorsque le délai augmente, ces estimées sont calculées avec moins de points,
devenant ainsi moins fiables (voir la section A.5 de 'annexe A). Notons qu'il est nécessaire

que M > n, + n, + 1 afin que la matrice a inverser dans (3.34) ne soit pas singuliere.

REMARQUE
Il est possible de choisir la fonction de cott de différentes maniéres; (3.33) peut notamment
étre remplacée par :

Mi—1 Moy— 1

Va(0, My, My) = M1M2 > Z 5 Veun (3.35)

71=0 79=0

ce qui mene a l'estimateur :

AT D> B(r)Ch) ()| (3.36)

1[ Mi—1 Ma—1
71=0 79=0

Cette question est lice au choix des lignes de cumulants : par définition les cumulants d’ordre
trois (de processus stationnaires) sont bi-dimensionnels, dans le sens ou ils dépendent de
deuz variables (ici T et Ts). A partir des données disponibles il est donc possible d’obtenir
une matrice constituée des cumulants d’ordre trois calculés avec différents délais. Le second

estimateur évz(Mh Ms) peut alors étre interprété comme la solution de la minimisation de

2Pour Third-Order Cumulants-based Least Squares algorithm.
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Uerreur d’équation (3.32) en considérant une sous-matrice de dimension My X Ms, tandis
que le premier estimateur étods(TQ,M) est obtenu en ne considérant qu’une ligne de cette
matrice; d’ou sa dépendance de . Lors des simulations numériques, le second estimateur
évz(Ml, M) n'a pas fourni d’amélioration significative, tout en ayant un cout algorithmique
plus important (voir aussi la section A.5.1).

Au final, ’estimateur étods fait intervenir une ligne de cumulants trés simple : le vecteur
obtenu en posant 7, =0 et 0 < 71 < M. L’influence de l’horizon de calcul des cumulants M

est discuté a la section 3.4. [

3.3.2.2 Estimateur des moindres carrés itératifs (tocils)

Les équations (3.24b)-(3.25b) définissent une erreur de sortie donnée par :

Veu (7, 8) = Cuuyu(T) — igj ’ z; Cloun(T) (3.37)
_ B(p, 9) 2 ) — ~ T
= 0.9 Crua(T) = Cyu(T) (3.38)

Cette erreur est non-linéaire en les parametres. Plutot que d’effectuer une optimisation non-
linéaire, I’approche proposée est fondée sur une procédure des moindres carrés itératifs. Cette
approche a été suggérée pour l'identification de modele EIV a temps discret [AG96], et est
étendue ici au cas des modeles a temps continu.

L’erreur de sortie (3.37) peut s’écrire :

toun(7,0) = 05 (A0, 0)Conl7) = B0 0)Cunn() (3.9
= A9, 6)Cuyus () ~ B(p,6) oy () (3.40

ou C’uw 7 et CA’uyu,f représentent les cumulants filtrés par 1/A(p,0). On obtient ainsi une
erreur d’équation, linéaire en les parametres, qui peuvent alors étre estimés par la méthode
des moindres carrés.

Puisque A(p,0) est inconnu, on procede de maniere itérative pour transformer lerreur
d’équation (3.40) en Derreur de sortie (3.37). Soit @' l'estimée de 6 obtenue lors de la i*me
itération. A chaque itération, éiﬂ est calculée par moindres carrés, en utilisant les cumu-
lants filtrés par 1/A(p, éz), en vérifiant auparavant la stabilité du filtre. Dans la mesure ou

les parametres convergent vers une valeur constante, on a :

il ~itl Aitl
Ap6 ) Bp.6 )  Bwo )

~1 ~1 ~i+1
A(p,0) A(p,0) Ap,0 )

Par conséquent, I'erreur d’équation (3.40) tend vers l'erreur d’équation (3.37). Cette méthode
itérative s'inspire de celle de Steiglitz-McBride [SM65]. 11 y a néanmoins une différence

majeure : la méthode de Steiglitz-McBride applique I'estimateur des moindres carrés itératifs
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sur les données d’entrée/sortie mesurées plutot que sur les cumulants. Elle est par conséquent
applicable sous des hypotheses assez restrictives (bruit blanc en sortie et aucun bruit en
entrée) comme il a été montré dans [SS81b]. La méthode exposée ci-avant applique cette
procédure itérative aux cumulants d’ordre trois, et comme ceux-ci sont insensibles aux bruits
ayant une distribution symétrique, ces restrictions ne sont pas nécessaires. La convergence de
I’algorithme de Steiglitz-McBride est tres rapide : typiquement quelques itérations suffisent
[WP94]. On peut donc s’attendre a ce qu’il en soit de méme ici.

L’erreur d’équation (3.40) peut étre mise sous la forme d’une régression linéaire :

A(na ~T
Veurn(7,0) = C12) (1) — &, ()8 (3.41)
ou le vecteur de régression est donné par :
& T A0 A(ng—1 A(0 A(n
by (r) = [~COL A7) o = Con D@D, ) ] (342)
La minimisation du critere suivant a chaque itération :
M-1
1 1 2
V12,0, M) = — = 3.43
(7-27 M ‘ 2 cum )) ( )
T1=

ou v, est donné par :

Vi (720) = A(p,0) C2(T) _ ) G (3.44)
A(p, 0 A(p, 0

mene a l'estimateur tocils®

étocils(7-27 M) = [% i: ‘i)f(T)(i)?(T)

71=0

[ Z@ YO () (3.45)

71=0

3.3.3 Mise en ceuvre des algorithmes tocls et tocils

Les dérivées des cumulants sont nécessaires pour construire les vecteurs de régression (3.29),
(3.42). Nous avons choisi de les calculer en utilisant 'approche du filtre des variables d’état,
dont le principe est rappelé dans cette partie (voir [You64, You81] pour plus de détails).
Nous ne mentionnons ici que le cas des cumulants d’ordre trois, mais les cumulants d’ordre
quatre sont traités de maniere similaire.

L’approche du filtre des variables d’état permet de reconstruire les dérivées (jusqu’a un ordre

n,) d'un signal en le passant dans le banc de filtres suivant :

A\
Fo(p) =p" [ —— <n<n, 4
= (-25) . o< (3.40)

3Pour Third-Order Cumulants-based Iterative Least Squares algorithm.
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ou A est un hyper-parametre symbolisant la pulsation de coupure du filtre. Intuitivement,
elle peut étre choisie pour privilégier une bande fréquentielle particuliere, et d’une maniere
générale, il est préférable de la choisir légerement supérieure a la borne supérieure de la
bande passante du systeme a identifier.

Ainsi, les approximations des dérivées filtrées d’un signal = sont obtenues en sortie du banc
de filtres :

2{(t) = Fu(p)a(t) (3.47)
= [fa* ] (t) (3.48)

ou * représente 1'opérateur de convolution et f, () la réponse impulsionnelle du filtre linéaire
F.(s) :

Falt) = L7 [Fa(s)] (3.49)

avec L la transformée de Laplace.

Les vecteurs de régression (3.29)-(3.42) sont donc obtenus en utilisant ’approche du filtre
des variables d’état. Or, la multilinéarité des cumulants implique qu'un cumulant filtré peut
étre obtenu a partir du signal filtré [LAC97, NP93] :

O (T) = Fu(p) Coa(T) (3.50)

:/fn(T)C'mm(Tl—T,Tg,Tg)dT

(ME{z®)z(t + 1 — 7)a(t + )} dr

{ (/f oft-+ 7 =) alt + )

= { Pt + 1) (t—i—TQ)} (3.51)

I
el

On obtient donc :

o (1) = Cat,(T) (3.52)

Z

L’utilisation de ’approche du filtre des variables d’état, c¢’est-a-dire ’application aux deux
membres de (3.22) des filtres {F,(p)}rma”, permet ainsi de transférer le probleme de 1'es-
timation des dérivées de cumulants en un probleme d’estimation des dérivées des signaux
d’entrée/sortie, tache bien connue de Iidentification de modele a temps continu [GMRO3].

Pour 'algorithme des moindres carrés, le banc de filtres invariants (3.46) est utilisé pour
filtrer les signaux d’entrée/sortie. Leurs dérivées dans la bande fréquentielle d’intérét sont
ainsi obtenues, a partir desquelles les dérivées des cumulants sont calculées. En revanche,
pour l'algorithme des moindres carrés itératifs, le banc de filtres (3.46) n’est utilisé que lors

de I'étape d’initialisation (I’algorithme des moindres carrés itératifs est donc initialisé avec
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I'algorithme des moindres carrés). Lors des itérations suivantes, comme une estimée de 0 est

disponible, il est possible d’utiliser le banc de filtres suivant :

V12

N p
Fn<p79 ) = ~i

, 0<n<ng (3.53)
A(p,0)

Notons que ce banc de filtres présente ’avantage de réaliser la dérivation ainsi que le filtrage
par 1/A(p, @) en une seule étape.

On peut désormais donner les étapes principales des algorithmes tocls et tocils.

L’algorithme tocls

1. Définir un banc de filtre des variables d’état d’ordre Ng *
I n s IN XN

Générer les dérivées u'l” (ty) et ytm (ty) des signaux d’entrée/sortie par :

WM () = Fo(p)ulty) , 0<n<n
v () = Fu(p)y(t) . 0 <n <,
2. Calculer les cumulants d’ordre trois et leurs dérivées :
1 =
Cin (1) = N > utn)ul” (tr Jultirn) . 0<n <y
k=1
N—p
() 1 (n)
Cuyu,f(T) = N—p u(tk>yf (tk+Tl)u(tk+72) . 0<n<n,
k=1
ot pt = max(7y,T2);
3. Construire le vecteur de régression :
=T A(0 A(na—1 A(0 A(n
by(r) = [~COL ) o = Cln D) O ) L ()]

Calculer D'estimée tocls (3.34) :

O rocts(12, M) = (% i @f(f)éf(r)) (% i éf(r)ég;gf(r))

71=0

L’algorithme tocils

A0
1. Initialisation. La premiére estimée 0,,_.(T2, M) est donnée par I’algorithme tocls :

~

etocils(7-27 M) - étocls(7_2; M)
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i

2. (i+1)*me étape. Comme une estimée 6., (12, M) est disponible, procéder aux mémes

étapes que pour ’algorithme tocls, mais en utilisant le banc de filtres suivant :

~i p"
Fn(p70tocils(T27M)) = ; s 0<n< Ng

A<p7 é:ocils(T% M))

it
pour obtenir 0,,(12, M) ;

3. Itérer jusqu’a ce que la différence entre deux estimées successives satisfasse le critére

d’arrét choisi.

3.3.4 Méthodes fondées sur les cumulants d’ordre quatre (focls,

focils)

Nous proposons, dans cette partie, d’adoucir la restriction sur la distribution du signal
d’entrée non bruité en utilisant les cumulants d’ordre quatre. En effet, I'hypothese sur u, est
dans ce cas simplement d’étre non gaussien (au lieu d’avoir une distribution asymétrique). Le
pendant est une hypothese légerement plus forte sur les bruits, qui doivent quant a eux étre
gaussiens (au lieu d’avoir une distribution symétrique). Il est ainsi nécessaire de supposer

que :

He3. u, est non-gaussien;
Hb7. @ et u sont gaussiens;
Hs3. G, € G*.

Les développements exposés dans la section 3.3.2 restent vrais, et ne sont donc pas répétés
ici. Les deux algorithmes obtenus sont appelés focls et focils*.

Les principales différences entre le cas des cumulants d’ordre trois et celui des cumulants
d’ordre quatre sont liées aux aspects pratiques : l'estimation de cumulants et le choix
des lignes de cumulants. Ayant a disposition N échantillons de données d’entrée/sortie

{u(ty), y(tk)}szl, les cumulants d’ordre quatre sont estimés a l’aide des k-statistiques (voir

4pour Fourth-Order Cumulants-based (Iterative) Least Squares.
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l'annexe A) :

R 1
Craaa(T) = (N —1)(N —2)(N — 3){

] =

NN +1) » w(tp)z(ty +m)o(te + 72)z(tr + 73)
i
—3(N —-1) éx(tk)m(tk + 1) éx(z&k + o)z (ty + 73)
—3(N —1) ém(tk)x(tk + 73) éx(tk + )z (ty + 73)
~3(N —1) ;le(tk)x(tk +73) kzix(tk )ty + Tg)} (3.54)

Nous avons déja mentionné a la fin du paragraphe 3.3.2.1 qu’il est nécessaire de choisir
des lignes de cumulants plutot que d’utiliser tous les cumulants disponibles. Lorsque les
cumulants d’ordre trois ont été étudiés, nous n’avions en effet utilisé qu’une partie de la
« matrice » contenant les cumulants d’ordre trois calculés avec différents délais. Ici le nombre
de cumulants disponibles est encore augmenté : un ordre de plus signifie une dimension
supplémentaire, et on obtient ainsi un cube contenant les cumulants d’ordre quatre calculés
avec différents délais. De la méme maniere qu’auparavant, on se limite a n’utiliser quune
partie de ce cube : d’une part on évite I'utilisation de cumulants ayant un délai trop grand (a
l'aide de I'horizon de calcul M), et d’autre part uniquement une partie de ce « sous-cube »
est utilisée (a l'aide de la ligne de cumulants choisie). Au final, une ligne de cumulants tres
simple est a nouveau choisie : le vecteur obtenu en posant m, =713 =0et 0 < 73 < M.

Ci-dessous sont données les étapes principales des deux algorithmes focls et focils.

L’algorithme focls

1. Définir un banc de filtre des variables d’état d’ordre n, :

A

F.(p) =p" | —— ;o 0<n<n,
w=r(-35) n<n

Générer les dérivées u'l”(t),) et y](c") (t) des signaux d’entrée/sortie par :

uﬁ‘n) (te) = Fa(p)u(ty) , 0<n<ny
() = Fu(p)y(te) . 0<n<n,

2. A Paide des k-statistiques (3.54), calculer les cumulants d’ordre quatre et leurs dérivées

our 0 < n < n, a partir des dérivées des signaux d’entrée/sortie obtenues précédemment ;
a )

3. Construire le vecteur de régression :

By () =[Oy (7)o = Chn ) r) COuy(m) - Cl ()

uyuu, f uyuu, f uuuw, f uuuw, f
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Calculer Pestimée focls :
= - -1 | M-l
O tocis(2, 73, M) = (M Z y(T)P (ﬂ) (M Z %(T)CiZZL,f(T))

L’algorithme focils

A0
1. Initialisation. La premiere estimée Oy, (T2, T3, M) est donnée par I’algorithme focls :
~0 ~
efocils(7-27 73, M)) = 9f06/5(7-27 73, M)

2. (i + 1)®me gtape. Comme une estimée O (75,75, M) est disponible, procéder aux
mémes étapes que dans I'algorithme focls, mais en utilisant le banc de filtres suivant :

Fn(p7é;ocils(7-277—37M)) = ~ 7 b 9 O < n < Ng
A(p? efocils(7—27 73, M))

At
pour obtenir 0, (12, 73, M) ;
3. Itérer jusqu’a ce que la différence entre deux estimées successives satisfasse le critére

d’arrét choisi.

3.4 Simulations numériques

Le systeme suivant est considéré tout au long des simulations numériques [CVJ99] :
p—1
Go(p) = 5——— 3.55
Les performances des différents algorithmes sont étudiées a 1’aide de simulations de Monte
Carlo (de n,,. = 100 réalisations). Une mesure d’ensemble de la qualité des estimateurs est

donnée par I'erreur quadratique moyenne relative sur les parametres :

Nme

1 i _ 0.2
BQMR = | ~ > OJHO‘%H (3.56)

mc le

ieme

ou éj représente ’estimée obtenue a la j réalisation de la simulation de Monte Carlo. Par

ailleurs, le méme critere d’arrét est adopté pour chacun des algorithmes itératifs :
NS P

”9—._0 <107  ou  i>50 (3.57)

A~

0

Ainsi, si 'algorithme n’a pas « convergé » avant 50 itérations, il est automatiquement stoppé.

Les variances des bruits perturbant I’entrée et la sortie du systeme sont ajustées de maniere

a obtenir un certain rapport signal a bruit (RSB), défini par :

P, P
RSBu = 101log,, ( PO) RSBy = 10log,,, ( ]_};) (3.58)
U g

ou P, représente la puissance moyenne du signal z. Les signaux d’entrée/sortie non-bruités

sont échantillonnés avec une période d’échantillonnage T, = 50ms.
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3.4 Simulations numériques

3.4.1 Estimateurs fondés sur les cumulants d’ordre trois

Cette section est divisée en trois parties, dans lesquelles sont étudiés certains aspects des

algorithmes tocls et tocils :

1. les performances des algorithmes proposés sont analysées et comparées a celles des méthodes
srivc et ivsvf® [You70, YJ80, YGGOS], toutes deux disponibles dans la boite & outils logi-
cielle CONTSID ;

2. I'influence de I'horizon de calcul M sur la qualité de ’estimation est ensuite étudiée ;

3. dans la derniere partie, I'influence de A, la pulsation de coupure du filtre des variables
d’état, est analysée.

Le signal d’entrée non-bruité et les bruits en entrée/sortie du systeme sont définis par :

u(ty) = H(q)el(tr) = (1 +2¢7" — q72) e (ty) (3.59)

oll e est un bruit blanc suivant une loi du x? avec deux degrés de liberté®, eZ(t;) est un
bruit blanc suivant une distribution uniforme et « est une constante. La variance de e (t;)
et la constante a sont alors ajustées de maniere a obtenir un RSB égal a 5 dB en entrée et
en sortie du systeme. Les bruits sont donc colorés et mutuellement corrélés. Une partie des

signaux d’entrée/sortie bruités et non-bruités est représentée a la figure 3.3.

F1G. 3.2 — Diagrammes de Bode de HY, HY et G,
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3.4.1.1 Analyse des performances

On se focalise dans un premier temps sur les performances des algorithmes tocls, tocils

en comparaison avec celles de ivsvf et srivc. Bien que ces deux méthodes ne soient pas

Les acronymes signifient Simplified Refined Instrumental Variable for Continuous-time models et Ins-

trumental Variable-based State Variable Filter.
6La loi du x? est choisie uniquement pour obtenir un signal d’entrée ayant une distribution asymétrique.
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F1G. 3.3 — Partie des signaux d’entrée/sortie bruités et non-bruités
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al | 0.4t 1
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of J \/q
I ‘ -0.41 |

-1 b _06} i
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(a) Signal d’entrée (b) Signal de sortie

spécifiquement développées pour l'identification de modele EIV, ils font preuve d’une cer-
taine robustesse vis-a-vis du bruit sur le signal d’entrée. Ce phénomene peut étre expliqué par
I’étape de filtrage qui leur est inhérente, puisque le filtrage des données a un effet régularisant
[MBRO5].

Les méthodes fondées sur les SOS sont connues pour nécessiter une grande quantité de
données pour atteindre une bonne précision [Men91]. Pour juger de l'influence de la lon-
gueur du jeu de données, les algorithmes ont été appliqués pour N = 1000 et N = 5000.

Le tableau 3.1 contient la moyenne et ’écart-type des estimées, 'EQMR, ainsi que A\, M
et #it, représentant respectivement la pulsation de coupure du filtre des variables d’état,
I’horizon de calcul des cumulants intervenant dans les méthodes tocls, tocils et le nombre
moyen d’itérations. Conformément a la théorie, les méthodes ivsvf et srivc fournissent des
résultats biaisés. Lorsque le nombre de données augmente, le biais des deux méthodes ne
décroit pas significativement (voire augmente), ce qui confirme qu’elles ne fournissent pas
d’estimées convergentes dans un contexte EIV, par opposition aux algorithmes fondés sur
les SOS.

Le biais sur les estimées obtenues par tocls et tocils est en effet réduit, tandis que I'écart-type
est quant a lui supérieur : les estimateurs fondés sur les SOS sont connus pour fournir des
résultats plus dispersés que ceux obtenus a l’aide de méthodes utilisant les statistiques de
second ordre [DG94]. Cela se voit confirmé ici : la variance est environ doublée par rapport
aux résultats des méthodes ivsvf ou srivc, mais reste toutefois tres faible.

La méthode srive fournit des résultats acceptables lorsque N = 1000, proches de ceux des
algorithmes tocls et tocils en terme d’EQMR en raison d’une variance plus faible. Toutefois,
lorsque N = 5000, ces deux derniers algorithmes donnent de meilleurs résultats. Enfin, si
I’on compare ces deux algorithmes, on constate que tocils fournit de meilleures estimées que
tocls en terme de biais (indiquant par conséquent que Ierreur minimisée par tocils est « plus

blanche » que celle minimisée par tocls), mais que leur variance est légerement plus grande.
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Les diagrammes de Bode du vrai systeme et des modeles estimés (voir la figure 3.4) corro-
borent cette analyse.
Enfin, on peut vérifier que I’algorithme tocils converge rapidement, le nombre moyen d’itérations

étant inférieur a 4.

TaAB. 3.1 — Comparaison des méthodes ivsvf, srivc, tocls et tocils (bruits colorés, RSB ~ 5dB)

MMl N [a=2 [ a=1]b=1]h=—1]EQUR|#i.

coof | 5| _ (1000 1883 9907 | 988 | 08| 12% | -
so00 | 1812 | O | O0R9 | 90T | 138% | -

cive || | _ | 1o00 | L8O 0T ) 0TI | WSS | 1B1% | 7L
5000 | 1999 | Ol | %8R | 952t | 1.6% |52

wocs | 3 15012000 188 | 998 | 9942 | 29 | 107% | -
5000 | 1939 | 0902 | 9983 | Q8T | 48% | -

ocile | | 5010001 1933 | 9TT | QPRd | 9PR0 | 11.2% |35
5000 | 1992 | O9%2 | 9% | LSO | 49% |29

3.4.1.2 Influence de I’horizon de calcul M

Afin d’étudier I'influence de I’hyper-parametre M sur la qualité des estimées, les algorithmes
proposés sont appliqués avec différentes valeurs de M, le nombre d’échantillons de données
disponibles étant N = 5000. La moyenne et ’écart-type sur les parametres estimés sont
représentés en fonction de M a la figure 3.5 pour la méthode tocls et a la figure 3.6 pour la
méthode tocils. A la figure 3.7, TEQMR est représentée en fonction de M.

On peut constater que lorsque M est tres petit (M < 20), les estimées obtenues sont mau-
vaises, puisque les cumulants ne sont alors estimés qu’a partir d’'un nombre d’échantillons
insuffisant. Cependant, lorsque M s’accroit, les estimées des cumulants deviennent meilleures,
conduisant a une estimation précise du vecteur des parametres. Notons que lorsque M de-
vient tres grand (M > 80), un léger biais apparait pour les deux méthodes tocls et tocils. La
figure 3.7 résume ce phénomene : 'TEQMR diminue brutalement, se stabilise, puis augmente
lentement lorsque M devient grand. Les meilleures valeurs de M dépendent du systeme et
des conditions expérimentales d’une maniere restant a déterminer. Les deux méthodes ne
sont néanmoins pas tres sensibles a cet hyper-parametre, tant que 'on ne le choisit pas de

valeur extréme.
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F1G. 3.4 — Diagrammes de Bode du vrai systeme (‘-’) et des modeles estimés (bruits colorés,

N = 5000, RSB ~ 5dB)
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F1G. 3.5 — tocls — Moyenne des estimées et écart-type en fonction de M (bruits colorés,

N = 5000, RSB ~ 5dB)

2.4 1.4

1.4 -0.6
23¢r 1 1.3 1.3+ -0.7
22 1 1.2 1.2+ -0.8
211 1 1.1 1 1.1 1 -0.9 1
191 H/HHHHHM 0.9 1 091 1 -1.1
1.8 1 0.8 0.8r -1.2
1.7 1 0.7 0.7r -1.3
1 -60 20 40 6'3 80 100 120 0>60 20 40 5]\(/)| 80 100 120 0>60 20 40 63' 80 100 120 -1 -40 20 40 6]8| 80 100 120

(a) a; =2, a0 =1

(b) by =1, by = —1
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F1G. 3.6 — tocils — Moyenne des estimées et écart-type en fonction de M (bruits colorés,
N = 5000, RSB ~ 5dB)

2.4t 1 1.1 \ 1 1.1 1 -o9r|l| E
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Fi1G. 3.7 - EQMR en fonction de I'horizon de calcul M
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3.4.1.3 Influence de la pulsation de coupure du filtre des variables d’état A

Dans ce paragraphe la robustesse des algorithmes par rapport a la pulsation de coupure du
filtre des variables d’état est étudiée. La valeur de M est fixée a 50 et les algorithmes sont
appliqués avec 0.4 < A < 4.9, le nombre d’échantillons étant N = 5000. Les résultats de la
simulation sont donnés dans le tableau 3.2.

On constate que cet hyper-parametre affecte les performances de la méthode tocls : comme
I’on pouvait s’y attendre, plus la bande passante du filtre des variables d’état est proche
de celle du systeme, plus 'EQMR est petite. En revanche, puisque A\ n’est utilisé que pour
I'initialisation de la méthode tocils, il n’influence que le nombre d’itérations avant convergence
de cet algorithme : plus l'initialisation est proche de la vraie valeur des parametres, plus la

convergence est rapide.
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TAB. 3.2 — Influence de la pulsation de coupure A (bruits colorés, M = 50, N = 5000)

A 6L1:2 CLO:1 blz]_ b():—l EQMR #It
04| 2010 | 0999 | 1.004 | —0.989 | 5% | —

+0.123 +0.061 +0.106 +0.062
. . . —0.990 _
1.3 }[09(?92 (i)Og.(%% gogt%g +0.053 4.6%
. . . —0.986 _
tocls 2.2 }[090%9 9[09(?5% 909532% +0.050 4.4%

| Lo | L0 | 098 | 0978 | 50w | -

. . . —0.964 _
4.0 }[081%% }zo(.)o%gj 909.(%? i%.(%% 6.4%

. . . —-0.94 _
4.9 }Eoslqg io(.)015% 909(?3% i%.(?525 8.8%

o 2.7
1.3 93
ocs | 7| 3003 | 08 | 0997 | 0| e |
4.0 31
4.9 31

3.4.2 Estimateurs fondés sur les cumulants d’ordre quatre

Dans cette partie, le méme systeme (3.55) est considéré. Le signal d’entrée non-bruité , est

défini comme une somme de sinus :
Uo(t) = sin(t) + sin(1.9¢) 4 sin(2.1¢) + sin(2.3t) (3.60)

Les signaux d’entrée/sortie sont échantillonnés uniformément avec une période d’échantillonnage
T. = 50ms. Une partie des signaux d’entrée/sortie bruités et non-bruités est représentée a la
figure 3.8.

3.4.2.1 Analyse des performances

On se focalise dans un premier temps sur les performances des algorithmes focls et focils en
les comparant a celles de la méthode eivsvf. Les tableaux 3.3 et 3.4 contiennent la moyenne
et Iécart-type des estimées, TEQMR, ainsi que \, M et #it, représentant respectivement
la pulsation de coupure du filtre des variables d’état, I’hyper-parametre des méthodes focls,
focils et le nombre moyen d’itérations avant convergence. Les diagrammes de Bode du vrai
systeme et des modeles estimés se trouvent a la figure 3.10.

Deux types de bruits additifs en entrée/sortie du systéme sont considérés.

Bruits blancs en entrée/sortie
Les bruits perturbant les signaux d’entrée/sortie sont définis comme des bruits blancs gaus-
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F1G. 3.8 — Partie des signaux d’entrée/sortie bruités et non-bruités
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siens, dont les variances sont ajustées de sorte que le RSB soit égal a 5 dB en entrée et en

sortie.

Bruit blanc en entrée et coloré en sortie
Les bruits sont définis par :
14+0.7¢7!

alty) = e (ty) y(te) = qu,leg(tk) (3.61)

! est lopérateur retard et e%(t), €/(¢) des bruits blancs gaussiens. A nouveau, les

ou ¢~
variances des bruits blancs sont ajustées de maniere a obtenir un RSB égal a 5 dB en entrée

et en sortie. Le diagramme de Bode de HY est représenté a la figure 3.9.

F1G. 3.9 — Diagramme de Bode de HY
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TAB. 3.3 — Comparaison des méthodes eivsvf, focls et focils (bruits blancs, N = 1000)

AM M| ar=2 1] a=1| bp=1 | bp=—1 | EQMR | #it.
eivsvf | —| — | Z83 | W08 | L2 | o' | 108% |-
o | 3| 10| 20 | Lm0 | o [0 [ e |-

oo | 195 | 1026 | 0% | 0O | oo |-
focils | (10| 2R | LB | W7 | 2987 | 89% |3
160 | 282 | LIP3 | QORE | D8R | 89% |29

TAB. 3.4 — Comparaison des méthodes eivsvf, focls et focils (bruits blancs, N = 5000)

N M [ a=2] a=1] bi=1 | bo=—1 | EQMR | #it.
eivsf | — | — | HIS1 | 0978 | L0l | b | 3% |-
ocs |5 |10 107 | 1% | W& | D9 | 478 |-

160 | LO8T | L0 | 99} | O0rT | 42% |-
cocits | 1101 2083 | LT | 098 | S0k | 46% |26
160 | 30U | LOM9 | 999 | S0Rt | 42% |23

TaAB. 3.5 — Comparaison des méthodes eivsvf, focls et focils (bruit blanc en entrée et coloré
en sortie, N = 5000)

AN M| ai=2|a=1|b=1|b=-1|EQMR | #it.
eivsvf | — | — | Hi20 | LOB | I3 | 82 | 153% | -
ods |5 |10 10| IS | WTR | et | 82% |-

160 | 10 | 1929 | 99R | OAT | 6% |-
e | oo LRT L LOAT 1 Q9RO | 9953 | T8% |27
160 | 1980 | 1038 | 99R3 | 09| To% |26

Lorsque les bruits sont tous deux blancs, les trois méthodes fournissent de bons résultats.
Les estimées obtenues par les algorithmes focls et focils ont un biais sur les estimées inférieur
a celui sur les estimées de la méthode eivsvf, tandis que les variances sont comparables.
L’EQMR est par conséquent légerement meilleure pour les méthodes fondées sur les SOS.
Cette différence devient plus franche lorsque la longueur du jeu de données augmente (N =

5000) : les estimées des cumulants s’améliorent, et par conséquent les estimateurs focls et
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3.5 Conclusion

F1a. 3.10 — Diagrammes de Bode du vrai systeme (‘-’) et des modeles estimés (bruits blancs
N = 5000, M = 160, SNR = 5dB)
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focils deviennent plus précis.
Lorsque le bruit en sortie est coloré, les performances de la méthode eivsvf se détériorent

logiquement. Elle suppose en effet que les bruits en entrée/sortie sont blancs : ’hypothese
(H “ H fj) € H* n’est donc plus vérifiée. Les algorithmes focls et focils fournissent quant a

eux toujours de bons résultats, montrant ainsi leur robustesse face a des bruits gaussiens,

qu’ils soient blancs ou colorés.

3.4.2.2 Influence de I’horizon de calcul M

Pour étudier I'influence de I’hyper-parametre M sur la qualité des estimées, les algorithmes
focls et focils ont été appliqués pour différentes valeurs de M. L’EQMR sur les parametres
estimés a l’aide des trois méthodes eivsvf, focls et focils est tracée en fonction de M pour
N = 1000 et pour N = 5000 a la figure 3.11.

On constate que les deux algorithmes ne sont pas tres sensibles a cet hyper-parametre,
tant qu’il n’est pas choisi trop petit, ou trop proche de la longueur du jeu de données. En
effet, 'accroissement brutal de 'EQMR a la figure 3.11-(a) s’explique par la valeur de M
relativement a celle de N : les cumulants sont estimés avec trop peu de données pour étre

fiables, ce qui a pour conséquence d’engendrer de grandes erreurs sur les estimées du vecteur

des parametres.

3.5 Conclusion

Ce chapitre a traité de l'identification de modeles a temps continu avec des erreurs en les

variables. Peu de travaux s’intéressant a ce probleme ont été effectués, et ce domaine de
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FiG. 3.11 — EQMR en fonction de I’horizon de calcul M
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recherche est encore tres largement ouvert.

Apres avoir motivé I'intéret particulier des approches directes pour l'identification de modeles
a temps continu, nous sommes dans un premier temps revenus succinctement sur les quelques
méthodes existantes, toutes fondées sur 'utilisation de statistiques d’ordre deux. L’étape de
pré-traitement de données, utilisée pour éviter d’avoir a calculer les dérivées des signaux
d’entrée/sortie bruités, complique bien souvent le probleme d’identification, et la plupart
des méthodes développées supposent en conséquence blancs les bruits en entrée/sortie du
systeme. Cette hypothese permet en effet, outre d’éviter quelques cas de non-identifiabilité,
de simplifier le développement des algorithmes.

Les approches fondées sur les statistiques d’ordre supérieur (SOS) sont donc intéressantes
d’une part pour leur « insensibilité » aux bruits, indépendamment de leur structure, et d’autre
part pour s’affranchir des problemes d’identifiabilité. Si plusieurs méthodes utilisant les SOS
ont été développées dans le cadre de 'identification de modeles EIV a temps discret, aucune
ne ’a en revanche été pour le cas des modeles a temps continu. Nous avons donc proposé
des algorithmes fondés sur 'utilisation de cumulants d’ordre trois et quatre, et avons exposé
les spécificités liées a leur mise en ceuvre. Ces estimateurs permettent en particulier de s’af-
franchir des hypotheses structurelles sur les bruits additifs en entrée/sortie du systeme. Ils
peuvent par conséquent étre appliqués, sans changement, lorsque ceux-ci sont tous deux co-
lorés (et méme mutuellement corrélés), cas de figure qu’aucune des méthodes précédemment
développées ne pouvait traiter.

Une étude s’appuyant sur des simulations numériques a permis d’illustrer différents aspects
des méthodes proposées, i.e. la comparaison de leurs performances avec celles d’une méthode
fondée sur les statistiques d’ordre deux, ainsi que l'influence des hyper-parametres a choisir

par l'utilisateur.
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Perspectives

Comme nous 'avons déja précisé, I'identification de modeles EIV a temps continu est encore

tres ouvert. Les perspectives sont donc nombreuses : par exemple, étudier quelles méthodes

a temps discret présentées au chapitre 2 pourraient étre transformées pour l'identification

directe de modeles EIV a temps continu ; ou encore quelles méthodes d’identification directe

de modeles a temps continu « classiques » peuvent étre étendues au cas des modeles EIV. Par
ailleurs, nous donnons ci-apres quelques perspectives ouvertes par le travail présenté dans ce
chapitre :

— l'estimation et le choix des lignes de cumulants — et méme le choix des cumulants — sont
autant de problemes intéressants. Les études réalisées a ce sujet font généralement interve-
nir des variables aléatoires n’ayant pas de lien spécifique. Existe-t-il des choix particuliers
judicieux, prenant en compte la structure du modele choisi ?

— il serait intéressant d’étudier le comportement des méthodes fondées sur les statistiques
d’ordre supérieur lorsque les hypotheses distributionnelles ne sont pas exactement vérifiées.
Par exemple, supposons que la distribution du signal d’entrée non-bruité s’approche d’une
distribution gaussienne. Est-il possible d’utiliser les valeurs du critere de gaussiannité pour
spécifier a partir de quel moment ces méthodes fournissent des résultats satisfaisants ?

— les méthodes de compensation du biais des estimateurs de la variable instrumentale et des
moindres carrés mentionnés a la section 3.2.1 utilisent un pré-traitement fondé sur un filtre
linéaire intégral. Est-il possible de développer ces méthodes en utilisant un pré-traitement
fondé sur un filtre linéaire avec un choix automatique et optimal des hyper-parametres ?

L’idée serait alors de développer une méthode du type srivc pour le modele EIV.
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Chapitre 3 : Identification de modeles a temps continu




Chapitre 4
Conclusion et perspectives

Ce mémoire a traité de I'identification de modeles lorsque les signaux d’entrée/sortie sont
tous deux perturbés par un bruit additif. La présentation s’est focalisée sur les méthodes
d’estimation paramétrique dans le domaine temporel.

Le chapitre d’introduction a tout d’abord permis de motiver I'intérét porté aux modeles avec
des erreurs en les variables et de mettre en évidence les difficultés inhérentes a leur identifi-
cation. Le second chapitre de la these a traité de 'identification de modeles a temps discret.
Dans la premiere partie de ce chapitre, 'attention s’est portée sur les méthodes utilisant
les statistiques d’ordre deux; les méthodes d’identification ayant recours aux statistiques
d’ordre supérieur ont fait I'objet de la seconde partie de ce chapitre. Enfin, le troisieme
chapitre a traité de 'identification de modeles a temps continu avec des erreurs en les va-
riables. Nous sommes dans un premier temps revenus succinctement sur les rares méthodes
existantes, avant de proposer des algorithmes fondés sur I'utilisation de cumulants d’ordre

trois et quatre.

Nous avons vu que les méthodes s’appuyant sur les statistiques d’ordre deux fournissent
une estimation convergente du vecteur des parametres sous des hypotheses structurelles sur
les bruits additifs en entrée/sortie (et sur le signal d’entrée non bruité pour les méthodes
de Terreur de prédiction et du maximum de vraisemblance). Ces hypotheéses permettent de
simplifier le probleme, et la plupart des méthodes considerent le cas le plus simple, a savoir
des bruits blancs en entrée/sortie du systeme. L’estimation de leur variance permet alors
d’obtenir des estimées non biaisées du vecteur des parametres. De nombreuses approches
ont été développées pour traiter ce cas. Lorsque I'un des bruits additifs du modele est co-
loré, la situation se complique. Il est alors possible d’estimer la fonction d’autocorrélation du
bruit coloré (pour quelques délais, suivant I'ordre du modele) ; cette opération est cependant
délicate, surtout si le nombre de délais pour lesquels la fonction d’autocorrélation doit étre
estimée devient important. Nous avons également proposé et développé des méthodes fondées
sur la technique de la variable instrumentale. Plusieurs méthodes peuvent ainsi prendre en

compte le cas ou un des bruits additifs est coloré ; elles sont pour la plupart des extensions
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des méthodes développées pour le cas de bruits blancs en entrée/sortie (comme récemment la
méthode de Frisch, par exemple). Le cas de figure ou les bruits sont tous deux colorés est en
revanche encore relativement ouvert, puisque jusqu’a présent seules les méthodes de I'erreur
de prédiction, du maximum de vraisemblance et des moindres carrés séparables permettent
théoriquement de le traiter!. Il faut toutefois noter que la convergence des estimateurs fondés
sur les statistiques d’ordre deux est assurée uniquement si les hypotheses structurelles sont
vérifiées. Une difficulté supplémentaire est donc de modéliser de maniere appropriée les bruits
additifs (et, le cas échéant, le signal d’entrée non bruité).

Les méthodes fondées sur les statistiques d’ordre supérieur permettent de s’affranchir de
ces problemes de structure. En effet, puisque les cumulants d’ordre supérieur sont « insen-
sibles » a certaines classes de bruits (ayant une distribution symétrique pour l'ordre trois,
gaussienne pour 'ordre quatre), ils offrent la possibilité de développer des estimateurs conver-
gents sans avoir avoir modéliser les bruits additifs en entrée/sortie du systeme. Cela implique
également qu’a ’'aide de méthodes fondées sur les statistiques d’ordre supérieur, il est pos-
sible de traiter, a l'aide d’'une méme méthode, des situations allant du cas le plus simple
(bruits blancs en entrée/sortie) au cas général de bruits colorés en entrée et en sortie (et
méme mutuellement corrélés). Evidemment, ces avantages ne viennent pas seuls, et il faut
poser des hypotheses distributionnelles sur les bruits et le signal d’entrée non bruité. Si les
hypotheses sur les bruits sont assez douces (distribution symétrique ou gaussienne), celles sur
le signal d’entrée non bruité sont en revanche plutdt restrictives (distribution asymétrique
ou non gaussienne). Il convient par ailleurs de noter que, de maniére générale, pour obtenir
une précision comparable, I'estimation des cumulants d’ordre supérieur nécessite un plus
grand nombre de données que l'estimation des corrélations. Par l'intermédiaire de simula-
tions numériques, nous avons toutefois pu constater qu’il n’est pas nécessaire que la longueur
du jeu de données soit démesurément grande.

Les estimateurs fondés sur les statistiques d’ordre deux et ceux fondés sur les statistiques
d’ordre supérieur ont ainsi leurs avantages et inconvénients respectifs, et il serait insensé de
privilégier les uns ou les autres. Lors du choix entre les différentes méthodes, les conditions
expérimentales sont alors déterminantes : longueur du jeu de données, vraisemblance des

hypotheses structurelles/distributionnelles, etc.

Les principales contributions du travail effectué lors de la these sont les suivantes :

— une présentation unifiée de différentes méthodes de type compensation du biais de ’esti-
mateur des moindres carrés;

— la proposition d’estimateurs de type variable instrumentale pour I'identification de modeles
EIV a temps discret ;

— la proposition d'un estimateur des moindres carrés fondé sur les cumulants d’ordre supérieur,

IPrécisons encore une fois que nous nous sommes focalisés sur les méthodes d’estimation paramétrique

dans le domaine temporel. Ce bilan est donc restreint a ce domaine.



99

pour le modele EIV a temps discret ;

— le calcul de la matrice de covariance asymptotique d’un estimateur fondé sur les cumulants
d’ordre supérieur, pour le modele EIV a temps discret ;

— la proposition et le développement de plusieurs estimateurs originaux de modeles EIV a
temps continu, fondés sur les cumulants d’ordre supérieur ;

— une analyse comparative des différents algorithmes présentés a ’aide de simulations de
Monte Carlo;

— l'ajout des algorithmes développés pour I'identification de modeles EIV a temps continu

au sein de la boite a outils logicielle CONTSID.

Perspectives
Le travail présenté dans ce mémoire a permis d’ouvrir de nombreuses perspectives. Concer-
nant l'identification de modele EIV a partir des statistiques d’ordre deux, I'extension a des
cas plus généraux des méthodes ayant uniquement été développées pour le cas de bruits
blancs en entrée et en sortie du systeme est une premiere perspective, a laquelle peuvent
s’ajouter quelques autres, plus spécifiques aux différentes méthodes présentées, proposées
en fin des chapitres 2 et 3. L’identification de modeles EIV a partir de statistiques d’ordre
supérieur souleve également nombre de questions; celles-ci semblent toutefois moins liées la
procédure d’identification proprement dite qu’aux aspects pratiques de l'utilisation de cu-
mulants.

De maniere générale, les travaux suivants nous semblent étre des perspectives directes du

travail effectué lors de la these :

— il serait intéressant d’évaluer la robustesse des approches présentées vis-a-vis de leurs
hypotheses structurelles et distributionnelles ;

— de nombreuses méthodes présentées utilisent des hyper-parametres devant étre choisis
par l'utilisateur. Est-il possible d’en faire des méthodes non supervisées, c’est-a-dire sans
hyper-parametres ou avec un choix un choix automatique et optimal de ceux-ci?

— il est également possible d’utiliser les statistiques d’ordre supérieur pour estimer I’ordre du
systeme (voir [CC94, Tug95, TLI9] par exemple). Il serait donc intéressant de développer
des algorithmes qui estiment conjointement l'ordre et les parametres du modele;

— dans ce mémoire, nous nous sommes exclusivement intéressés aux modeles linéaires avec
des erreurs en les variables. Or, les systemes non linéaires engendrent en général des si-
gnaux non gaussiens, et 1'utilisation des statistiques d’ordre supérieur pour une description
complete de ces systemes est donc nécessaire. L’identification de modeles non linéaires avec
des erreurs en les variables est donc une perspective directe du travail présenté dans ce
mémoire.

Enfin, notons que les études menées et les connaissances théoriques acquises durant ces trois

années ne m’ont pas laissé le loisir de m’intéresser plus avant aux possibles applications.

L’utilisation des méthodes étudiées et des algorithmes développés sur des jeux de données
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réelles est néanmoins un objectif de tout premier plan.



Annexe A

Statistiques d’ordre supérieur :

définitions et propriétés

Ce qui suit provient en grande partie de [LACI7].

A.1 Cas des variables aléatoires réelles scalaires

Soit x une variable aléatoire a valeurs réelles. F,(u), la fonction de répartition de z, est la
probabilité d’apparition de la variable aléatoire dans le segment | —oo, u|. Si  admet une
densité de probabilité p,(u), alors dF,(u) = p,(u)du. La densité de probabilité p,(u) est
positive et a pour somme ['unité.

Les moments généralisés de x sont définis pour toute application réelle g par :

Blo@) = [ " g (w)du (A1)

On utilise souvent des fonctions polynomiales pour g, conduisant aux moments « classiques »
de différents ordres, tels que la moyenne ou la variance. En utilisant des fonctions exponen-

tielles, on associe aux variables aléatoires des fonctions caractéristiques.

DEFINITION A.1.1 (PREMIERE FONCTION CARACTERISTIQUE)

La premiere fonction caractéristique de x est définie par :
P, (v) = E{e""} (A.2)
ou 7 désigne la racine carrée de —1. [

Lorsque la variable aléatoire x admet une densité de probabilité p,(u), la premiere fonction

caractéristique @, est sa transformée de Fourier :

@x(v):/_ OOej”“pgﬂ(u)du (A.3)

o0
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Dans ce cas, on retrouve la densité de probabilité a partir de la premiere fonction ca-

ractéristique par la transformation de Fourier inverse :

1 [T .

pelu) = —— / P, (v)du (A4)
21 J_ o

La fonction caractéristique est continue et vaut 1 a 'origine. Elle est donc non nulle dans un

voisinage de l'origine, sur lequel on pourra définir son logarithme népérien.

DEFINITION A.1.2 (SECONDE FONCTION CARACTERISTIQUE)
La seconde fonction caractéristique de x est définie comme le logarithme népérien de la

premiere fonction caractéristique de x :

Ve (v) = In (P4 (v)) (A.5)

Lorsqu’ils existent, on note p,(z) les moments d’ordre r de z :

() = E{a'} (A6)

et p! (x) les moments centrés :

po(z) = Ef(z — i (2))"} (A7)

Les fonctions caractéristiques décrivent completement la variable aléatoire a laquelle elles
sont associées. Si, dans 1’équation (A.2), on développe ¢/“* au voisinage de l'origine, et que
I’on identifie ses coefficients avec ceux du développement de Taylor de la premiere fonction

caractéristique, on obtient les moments :

. A", (v)

- — B{z"} (A.8)

pr(2) = (=J)
v=0
De maniere similaire les dérivées de la seconde fonction caractéristique, prises a l'origine,

définissent les cumulants.

DEFINITION A.1.3 (CUMULANTS)
Les cumulants de la variable aléatoire x sont donnés par les coefficients du développement

de Taylor a l'origine de la seconde fonction caractéristique. Par exemple a l'ordre r :

r ()

Cum{z,z,...,z} = (=) Tor

(A.9)
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Les cumulants d’ordre r peuvent étre calculés a partir des moments d’ordre inférieur ou égal

a r. Pour les ordres 1 a 4, ces relations sont :

Cum{z} = () (A.10a)
Cum{z, 2} = py(x) = po(x) — pu (2)? (A.10Db)
Cum{z, v, 2} = p5(x) = pa(x) — 3pa () () + 2401 (2)° (A.10c)
Cum{z, z,x, v} = pa(x) — dps(x)p () = 3pa(2) + 12p0(2) pa (2)* = 6pa () (A.10d)

Dans le cas de variables aléatoires centrées, les expressions se simplifient en :

Cum{z} =0 (A.1la)
Cum{z,z} = ps(x) (A.11Db)
Cum{zx, z,z} = us(x) (A.11c)
Cum{z,z,z, 2} = py(x) — 3ua(z)? (A.11d)

Un cas particulier important : lorsque la variable x est gaussienne, sa seconde fonction
caractéristique est :

Wo(0) = i ()0 — pa(a)e” (A12)

Ses cumulants d’ordre supérieur a 2 sont par conséquent tous nuls. Les variables gaussiennes
sont donc entierement décrites par leurs propriétés au second ordre. Ceci explique pourquoi
on se limite souvent au second ordre. Le théoreme de la limite centrale peut en effet laisser

penser que la plupart des signaux ont tendance a étre gaussiens.

En centrant la variable aléatoire x et en la normalisant on obtient la variable standardisée :

o L) (A.13)
v/ Cum{z, x}

de laquelle on déduit les cumulants standardisés, qui sont les cumulants de la variable
aléatoire standardisée. Le cumulant standardisé d’ordre 3 est dénommé I’ asymétrie. L’asymétrie
est nulle si la densité de probabilité de = possede un axe de symétrie. Le cumulant stan-
dardisé d’ordre 4 est le facteur d’aplatissement ou kurtosis. Le signe du kurtosis caractérise
le comportement a l'infini des densités de probabilité unimodales. Les densités de probabi-
lité unimodales possédant un kurtosis négatif sont dites sous-gaussiennes car elles tendent
vers 0 a l'infini plus rapidement que la loi gaussienne. Les densités de probabilité unimo-
dales a kurtosis positif, dites sur-gaussiennes, tendent vers 0 a I'infini moins vite que la loi

gaussienne.

A.2 Cas des vecteurs aléatoires

Soit 1 = (21, 29, ..., 1,) un vecteur aléatoire. De la méme maniére que dans le cas scalaire,

on définit la premiere fonction caractéristique conjointe de ces n variables aléatoires par la



104 Annexe A : Statistiques d'ordre supérieur : définitions et propriétés

relation :
Dp(v) = E{eﬂﬂw} (A.14)

olt vT = (vy,v9,...,v,). Si les composantes du vecteur aléatoire & admettent une densité de
probabilité conjointe pg(u), alors la fonction caractéristique de x est donnée par la trans-

formée de Fourier de cette densité :
Qg (v) = / IV U (w)du (A.15)

Comme précédemment, la seconde fonction caractéristique est ¥z (v) = log (Px(v)). Les
fonctions caractéristiques peuvent servir a générer les moments et les cumulants. Il est pos-
sible d’écrire des relations générales liant moments et cumulants de maniere compacte grace

a la formule de Leonov et Shiryayev.

DEFINITION A.2.1 (FORMULE DE LEONOV ET SHIRYAYEV)
La relation générale liant les moments et les cumulants du vecteur aléatoire x est (donnée

ici a l'ordre 1) :
Cum{zy, ..., z,} =Y (=1 '(k - 1)! E{H x} E{ 1T x} BT (A.16)
1€V 1€V 1€Vp

ot la sommation s’étend sur tous les ensembles {vl, Vg, ..., Up ‘1 <p< 7’} formant une par-

tition de {1,2,...,r}, et ou k est le nombre d’éléments composant cette partition. [

Dans le cas d’'un vecteur aléatoire centré

Cum{z} = E{z1} (A.17a)
Cum{zy, 2} = E{x125} (A.17b)
Cum{xy, z9, x5} = E{z12023} (A.17¢)

Cum{xy, xo, w3, x4} = E{z1202324} — E{z122} E{x324}

— E{ZL‘leg} E{ZL‘Q?L’4} - E{I1[E4} E{ZL‘QIL’3} (Al?d)
Les cumulants de variables multidimensionnelles apparaitront naturellement lorsque 1’'on

s’'intéressera aux multicorrélations des signaux aléatoires.

A.3 Propriétés des cumulants

On se restreint ici aux seules propriétés qui seront utilisées dans la suite. Il en existe un

grand nombre que l'on peut trouver dans [Bri81, Bri01] par exemple.
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PROPRIETE A.3.1 (MULTILINEARITE)
Soient x et y deux vecteurs aléatoires liés par la relation linéaire y = Ax, ou A est une
matrice quelconque. Alors les cumulants de y sont des fonctions linéaires de chacune des

composantes A;;. Par exemple, on a

Cum{yia yja yk} = Z AiaAijkccum{xaa Ty, xc} (A18)
a,b,c
]
En particulier, quelles que soient les variables aléatoires x, y, 21, ..., z,, réelles ou complexes,

scalaires ou multidimensionnelles, indépendantes ou non, on a :

Cum{z +y,21,...,2,} = Cum{z, 21, ..., 2, } + Cum{y, 21,...,2,} (A.19)
Cum{Az, z1,...,2,} = A Cum{x, z1,...,2,} (A.20)

PROPRIETE A.3.2 (INVARIANCE PAR TRANSLATION)

Les cumulants sont invariants par translation déterministe : sty = x+t ou t est déterministe,
alors les cumulants d’ordre supérieur ou égal a 2 de y sont identiques a ceux de x. En effet,
la translation provoque un déphasage de la premiére fonction caractéristique, qui implique que
les secondes fonctions caractéristiques de T et y sont lices par Yy (v) = jRe[tTv] + Vg (v).
Cette relation montre que la translation n’affecte que le cumulant d’ordre 1, c’est-a-dire la

moyenne. |

La propriété d’invariance par translation n’est évidemment pas vérifiée par les moments.

A.3.1 Variables aléatoires indépendantes

L’indépendance statistique de variables aléatoires implique la factorisation des moments (via
la factorisation des premieres fonctions caractéristiques).

Soient & et y deux vecteurs aléatoires indépendants de dimensions respectives n et p, et soit
2T = [:BT yT] la concaténation des deux vecteurs. Alors la premiere fonction caractéristique
de z est le produit des premieres fonctions caractéristiques de x et y. Par conséquent, la
seconde fonction caractéristique de z s’écrit Wz (u,v) = Vg (u) + Vy(v). Les cumulants
croisés entre x et y sont donc nuls. En effet on a de maniere générale :

O 5 (u, v)

Cum{zi,, ..., @i Yirs - Yy, b = (=) (A.21)
{ 1 J1 Jp} 5%1 Ce 8uin8vj1 . (%jp (’LL,’U):O

Puisque ¥z (u,v) = Vg (u) + Yy (v), le camulant précédent est nul des que 'un des i, et
I'un des j; sont non nuls simultanément. En d’autres termes, les cumulants croisés de x et

y sont nuls.
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Une propriété en découlant immédiatement est que si x et y sont des variables aléatoires

indépendantes, alors quelle que soit z :
Cum{z,y,z} =0 (A.22)
On en déduit une propriété fondamentale : la propriété d’additivité.

PROPRIETE A.3.3 (ADDITIVITE)
Le cumulant de la somme de deux vecteurs aléatoires indépendants x et y est égal a la somme

de leurs cumulants :

Cum{x; + y1, ..., 2y + Yo} = Cum{zy, ...,z } + Cum{ys,...,yn} (A.23)

Cette propriété, bien connue a l'ordre 2 (variance), est évidemment fausse pour les moments
d’ordre supérieurs.
Enfin, énoncons des propriétés moins générales, dans le sens ou elles s’appliquent a des

variables aléatoires ayant une distribution particuliere :

PROPRIETE A.3.4 (V.A. DE DISTRIBUTION SYMETRIQUE OU GAUSSIENNE)

Les cumulants d’ordre trois d’une variable aléatoire dont la distribution possede un axe de
symétrie sont tous nuls.

Les cumulants d’ordre quatre d’une variable aléatoire ayant une distribution gaussienne sont

tous nuls. m

A.4 Signaux aléatoires

Les propriétés statistiques d’ordre supérieur des signaux aléatoires stationnaires peuvent
étre décrites, comme le sont les propriétés d’ordre 2, dans le domaine du temps ou dans le
domaine des fréquences. L’étude dans le domaine du temps conduit aux multicorrélations,

I’étude dans le domaine des fréquences aux multispectres.
Les multicorrélations sont définies a partir des cumulants d’ordre supérieur a 2, de la méme
maniere que les corrélations sont définies a partir des cumulants d’ordre 2.

DEFINITION A.4.1 (MULTICORRELATION)
Soit x un signal aléatoire a valeurs réelles. La multicorrélation d’ordre r de x est le cumulant

d’ordre r des valeurs (variables aléatoires) du signal auzx instants ty, ..., t,_q :
Crz(t) = Cum{z(ty), x(t1),...,x(t,—1)} (A.24)

O’l\tt:(tg,...,tr_l). |
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Dans le cas général, la multicorrélation d’ordre r est fonction d’un temps absolu ¢y et des r—1
temps t;. Lorsque le signal = est stationnaire au sens strict, ses statistiques sont invariantes
par changement de l'origine des temps. Un des temps peut étre pris comme origine (nous
choisirons tg ici). La multicorrélation d’ordre r n’est alors fonction que des r — 1 écarts de

temps 7; = t; — o :

Cro(T) = Cum{@(tr), @(tpsr ), - - -, (tosr,_y) } (A.25)
ouT = (T,...,Tr_1)

REMARQUE

Dans la suite, par un abus de langage usuel, nous appellerons les multicorrélations « cumu-
lants ». De plus, comme ne seront considérés que les cumulants d’ordre trois et quatre (les
cumulants d’ordre supérieur a quatre ne présentent que peu d’intérét pratique), une nota-
tion plus intuitive est adoptée : Copp(T) pour les cumulants d’ordre trois et Cu..(T) pour
ceuzr d’ordre quatre (le nombre de composantes du vecteur T étant déterminé par 'ordre du

cumulant). n

A.5 Aspects pratiques liés a ’utilisation de cumulants

L’utilisation de cumulants dans un probleme pratique souléve de nombreuses questions, pour
la plupart liées a leur estimation ou a la redondance d’information. Dans les paragraphes
suivants, nous essayons de donner quelques voies pour y répondre. Néanmoins, force est de

constater qu’il ne semble pas y avoir de réponse définitive a la plupart de ces questions.

A.5.1 Lignes de cumulants

Lorsque I'on utilise les cumulants d’un signal stationnaire x, on obtient des fonctions dépendant
de plusieurs variables : deux pour les cumulants d’ordre trois, trois pour les cumulants d’ordre
quatre. En général, 'ensemble de ces valeurs fournit trop d’informations [LAC97]. Il est pos-
sible de se limiter a certaines parties de I'espace des délais, ne dépendant que d’une seule
variable : ces « parties » de cumulants sont appelées lignes de cumulants. Les cumulants
d’ordre trois de x s’écrivent :

Craz(T) = Craa (11, 72) = B{2(t) (o1 r )T (thimy) } (A.26)

Une ligne de cumulant est obtenue en fixant par exemple 75 a une valeur particuliere. D’au-
cuns ont mis en avant 'intérét particulier des diagonales [GM89], obtenues en fixant 7, = 79,

mais, malgré tout, il n’existe pas de régle pour choisir les lignes de cumulants & utiliser!.

1 est cependant & noter qu'’il existe généralement des symétries qui aident & se restreindre & certaines
partie de ’espace des délais.
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Un autre aspect est que, dans la pratique, les cumulants sont estimés a partir des N
échantillons disponibles. Or plus le délai est grand, moins 'estimation est fiable, puisque
réalisée a l'aide de moins de points. Il est donc préférable de se limiter a utiliser les estimées
des cumulants n’ayant pas un délai trop grand. A nouveau, il n’y a pas de regle pour se

limiter a un délai particulier.

A.5.2 Estimation des cumulants

Supposons que N échantillons d’un signal aléatoire centré, stationnaire et ergodique x sont
disponibles. Comparativement a l’estimation des corrélations, 1’estimation des cumulants
d’ordre supérieur est connue pour nécessiter un plus grand nombre d’échantillons pour réduire
la variance des estimées obtenues a partir de données réelles [Men91]. Nous nous intéressons
ici a l'estimation des cumulants, et dans la suite sont présentées les estimées classiques
des cumulants de troisitme et de quatrieme ordre. Le théoreme ergodique [Bol96], justifie
le remplacement des moyennes d’ensemble par des moyennes temporelles. Une étude de la
convergence des cumulants échantillonnés vers les vrais cumulants peut étre trouvée dans
[RN65]. Les covariances sur les estimées des cumulants sont disponibles dans [LAC97, PF89,
FP90].

A.5.2.1 Cumulants d’ordre trois

Ce cas est simple, puisqu’il suffit de remplacer I'espérance mathématique par son estimateur
classique pour obtenir une estimée consistante et non biaisée des cumulants d’ordre trois de

T .

Mz

(tr )T (et ) (A.27)

x:r:p
k:

A.5.2.2 Cumulants d’ordre quatre

De la méme maniere que pour les cumulants d’ordre trois, une estimée naturelle des cumu-

lants d’ordre quatre de x est :

N

szx:r (T) - % Z $(tk)x(tk+71)x(tk+72)x(tk+73)

=2

N

1

m Z x tk tk+7'1 Z x(tk-i-m )x<tk+7'3)
1

k= k=1

1 N
BT Z x tk’ tk+T2
N =1

Mz

x(tk+71 )x(tk+73 )

El

=1

1
N2

Mz

N
l’ tk+7'3 Zx tk+‘f'1 tk+‘/‘2) (A28>
k=1

ol

=1
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Des calculs simples montrent que l'estimateur (A.28) est asymptotiquement non biaisé. En
revanche, il est biaisé pour N fini. Par conséquent, lorsque le nombre d’échantillon N est
grand, (A.28) fournit un estimateur approximativement non biaisé. Néanmoins, lorsque 1'on
ne dispose que d'un petit nombre d’échantillons, le biais ne peut plus étre négligé. Pour
ces situations, il devient crucial d’utiliser un estimateur non biaisé, appelé k-statistique
[LACO7, Bri0l, SO94] :

N
R 1
pr— N
CIICL‘I(T) (N — 1)(N _ 2)(N — 3) { g x(t tk+T1 (tk’JrTz):E(tk’JrTs)
N N
- 3(N - 1) Z x(tk)x tk+7'1 Zx tk+72>x(tk+7'3)
k=1 k=1
N N
- 3(N - 1) Z :L’ tk+7'2 Z T tk+7—1 tk+7'3)
k=1 k=1

N N
— 1 Z$ tk tk—&-n Z$ tk+Tl tk+T2)} (AQQ)
k=1 k=1

Notons enfin qu’une analyse tres détaillée des k-statistiques est donnée dans [McC87].
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Annexe B

Annexe des chapitres 2 et 3

B.1 Borne de Cramér-Rao

La borne de Cramér-Rao permet de juger de la précision d’'un estimateur non-biaisé. C’est

en effet une borne inférieure pour la matrice de covariance du vecteur des parametres :
cov(@ —0) > J! (B.1a)

J:E{(alo%(@)) (alo§§<e>)T} (B.11)

ou £(0) est la fonction de vraisemblance et J la matrice d’information de Fisher. Le résultat

(B.1) est vrai pour tout estimateur non biaisé, et pour un jeu de données de longueur infinie.
Lors du calcul de la valeur de cette borne pour le modele EIV, un aspect essentiel est la
modélisation du signal d’entrée non bruité. Si les données sont supposées gaussiennes, il
existe au moins deux manieres de calculer la borne de Cramér-Rao, voir [KSS00] et [S6d06]

pour plus de détails.

B.2 Corrélation des résidus de la méthode des moindres

carrés

On utilise ici majoritairement les deux relations suivantes :

E{e(t) (y(te) — 9" (#)05) } = 0 (B.2)
y(t) = " ()8 + (k) — & (1)8 (B.3)



112 Annexe B : Annexe des chapitres 2 et 3

On a donc

J(63) = B{ (y(te) — 0" (11)87)" } (B.4)
=E{y(te) (y(tx) — @  (tr)6}) } (B.5)

=E{(9(tx) — & (tx)0) (y(tr) — " (tx)0) } (B.6)

= E{(5(tx) — " (t)0) (¢ (1x)(0 — O) + §(t1) (t)0) } (B.7)

= (0 - 60 B{w(t) (3(t) — 3" (1)0) } + E{ (3() - #"(1)0)"}  (BS)

= (9 - GE)TE{Sa(tk) (G(te) — @' (11)0) } + E{(?J(tk) - @T(tk)O)Q} (B.9)

{ @@0} + )\eﬂ — 29 T + OTR¢¢0 (Bl())

= /\ey + 0* T (R@@O ’l"@g) — OT'I"@Z] (Bll)

L’équation (B.11) donne le résultat pour le cas général de bruits colorés en entrée et en sortie

du systeme. Lorsque ces bruits sont tous deux blancs, (B.11) se simplifie en :
J(05) = Aes + 07 R0 (B.12)
= Ao (1 +ap a) + AibTh (B.13)

B.3 Preuve des propositions relatives a la méthode bels

Tout d’abord, une partie de démonstration commune.

La matrice de covariance du vecteur de régression augmenté @(t;) peut étre décomposée en :

R, R,

L’inversion de cette matrice nous donne :

1 1pT p— —1 -1

Rl — R, +R_ R, A" RWRW -R__R,.A B.15

pp A 1RT R— A—l ( : )
o o Vpp

on A=R,,—R,,RR,, (B.16)

On utilise alors cette expression dans des équations qui dépendent des hypotheses sur les

bruits, spécifiques a chaque proposition.

B.3.1 Preuve de la proposition 2.2.2 (fbels)

On remplace R > par son expression (B.15) dans les deux équations suivantes :

o Ail,, 0 0
0, = [a:] =0-R;| 0 Aal,, 0 |6
: 0 0 Aaly,,
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On obtient respectivement :

/\e;gIna O
0 Al
aj = _Aile/J‘R;;E{(p(tk‘)y(tk>} + AT E{p(te)y(te)}

0

op Yop

o =A'R; R, [

Ces deux dernieres équations permettent alors d’écrire :

]
T p-1 |7 _ T p-1
R, R_, ol = Ty — Ry R Ty (B.17)
BT got |2oa] R".0; B.18
— enTree |y b = Tuy — Py, Ys (B.18)
— MR A,a+ R, A, b=1, —R] 0 (B.19)
ce qui complete la preuve.
B.3.2 Preuve de la proposition 2.2.5 (bels2)
On remplace R;é par son expression (B.15) dans les deux équations suivantes :
_, * _ . R 0 _
.= || =a+RLS || - |1 0
/8|S 0 O AeﬁInbeIs
0|*s = R;;T'@y
On obtient respectivement :
Bi=-A"'R_ R (ry; — Rs;0)
Br=-A"'R] R r,,+A'r,
D’ou :
T — R R Toy = R R_L(R550 — 7,) (B.20)
— ry,—R,06.=R, R _M0)p,, (B.21)

ce qui complete la preuve.
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B.4 Preuve de la proposition 2.2.4 (pbcls)

On considere la corrélation entre les résidus des méthodes des moindres carrés et du prédicteur

a un pas de la sortie :

E{v(ti1,00)0(tr, Opps) } = E{ (y(tr-1) — @™ (te-1)05) v(ts, Oppei) } (B.22)
= BE{(¢" (te-1)(0 — 0},) + v(ti—1,0)) v(tx, O3peis) } (B.23)

= 7{ (tr-1,0 tka%bd.;)} (B.24)

= E{(9(tx1) — @ (tx-1)8) (9(tk) — @ (tk—1)Oppeis) } (B.25)

- OTR‘P‘Pepbcls (B.26)

= Ava@ @l + Aeib b (B.27)

B.5 Corrélation des résidus de la méthode des moindres

carrés filtrés

De méme qu’a la section B.2, on utilise ici majoritairement les deux relations suivantes :

E{e(ty) (yr(te) — o} (t1)0s5) } =0 (B.28)
yr(ti) = @ (te)0 + vs(ty, 6) (B.29)
Alors :
J(65) = B{ (y () — 0T (81)03,)°} (B.30)
= E{vs(tr, 0)ys(tr)} — 05 E{e; (th)vs (1, 0) } (B.31)

Or on a d'une part :

E{yf(tk)vf(tk, {(Z o,y tk I ) (Za ajl)(tk_j,0>>} (B32)

j=0
=3 o Bt (i(ti—s) — @ (tr-;)0) } (B.33)
=0 7=0
= ZZOzla]E{y tei)Y(te—j)}
=0 7=0
—ZZOJZOJJE{Z/ tk ( tk j) '&T(tk,J))O} (B34)
=0 7=0
= OéOz]E{y(tk i tk —j }—i—ZZOQOé]E{y tk z tk —j }a
i=0 j=0 i=0 j=0

(B.35)
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Si g(tx) est un bruit blanc :

E{vs(te, 0)ys(tr)} = Aes (Za: ai + UT&)

i=0
ou :

Nna—1 Na—2 Na—"Na ]

T
v = E 7{e7EN ] E (07107 EE, NN g Qi n,
i=0 i=0 i=0

D’autre part :

E{p;(te)vs(t, 0)} = n; ;;) aio; E{p(ty—i)v(tr—;, 0)}
_ Zo Zo cuos B{@ (1) (i(tiy) — 3" (015)0) }
_ Z z i B () B(ti )}
- Z Z S I E TR ELIY

Si a(ty) et g(tx) sont des bruits blancs :

_ v
E{e;(te)vs(te, 0)} = —Aco [0] - D¢
ou :
D - )‘eﬂHna Onaxnb
Onbxna )‘eﬁHnb
ng—1na—7
7=0 =0
np—1na—j
Hyo=3 > 00 To, ()
7=0 =0
Finalement :

J(05;) = E{vg(te, 0)yy(tr)} — OE;TE{LPf(tk)Uf(tk7 0)}
- MNoH, a
— A\ 2 L oTa | + 05T [a || + |
(; @ v a’) fls 0 )\eﬂHnbb

= A (Z o? +v" (a+af) +ai H naa> + Acibi H b

1=0

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)

(B.45)
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B.6 Preuves des résultats du paragraphe 2.3.5

B.6.1 Preuve du lemme 2.3.1

<R+R)_1 - (R+R)_1 <<R+ R) - 1%) R (B.46)
—R- (R + R)l RR™! (B.47)
—R'- (R‘l - (R + R) B RR—1> RR™! (B.48)
—R'-R'RR '+ (R + R)_l RR'RR! (B.49)

Puisque ||R|| est petite en comparaison avec ||R||, le dernier terme de (B.49) peut étre
négligé.
B.6.2 Preuve du théoreme 2.3.1

On a:

b — 0~ (207) '@ (C - b'0) (B.50)

-1

~ (22")  Pw (B.51)
Notons que ® est une matrice déterministe, tandis que w est un terme stochastique de

moyenne nulle et qui tend vers 0 lorsque N tend vers l'infini. Pour prouver le théoreme, il

suffit d’appliquer le lemme 9A.1 donné a la page 266 de 'ouvrage [Lju87], a :

() (B.52)

N

I

g

I
M =

y(te) @ (tr)

Y(trsnr—1) @ (tyrrr—1)

Les termes xy(tx) sont clairement de moyenne nulle, et les hypotheses (9A.4) et (9A.5)

découlent de Ht1. D’apres le lemme 9A.1, on a alors :

w 24 N(0,Q) (B.54)
Q = lim NE{ww"} (B.55)

Le théoreme suit maintenant de (B.51), (B.54), (B.55).
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B.6.3 Preuve du lemme 2.3.2

Le ji®me ¢lément du vecteur w est donné par (0 < j < M) :

Wjt1 = éuyu(ja 0) (Pcum j7 Zu tk tk-i—]a ) (B56)

ou v(ty, 8) est le bruit composite habituel :

V(tr, 0) = Alg)g(tres) — Bla™ ) ultrss) (B.57)

Pour éviter toute lourdeur, on notera v(tyy;,0) = v(ty4+;) dans la suite. D’apres les hy-
potheses H5, He2 et Hb6, on a :

E{wj, wj, 1} = E{ % Z Z UQ(tk)UQ(tl)U(tkm)U(tl+j2)}

I
=
[\o}
(1=
(1=
T
,—Aﬂ
ONJ
—~
~
??‘
Q
O
:“
==
el
—~
@
H~
B
+
=
\_/
/-\
o
+
)
[\V)
N~—
—

+ 4B {uo (tr)uo(tr) } E{a(tr)a(t)v(ths )o(tieg,)}
+E{u3(tl)} E{fﬂ( ) (tk-l-jl)v(tl-l-h)}
+ E{@ (1)@ ()0 (trs )0 (b)) | (B.58)
Posons 7 = k — [. Alors :
SRS N e ; | |
B{wjnwiin} = Y o g (0.7 B0t ot}

+ 2 (0VE{ @ (1) 0 (gm0 )0 (hetn) b+ 4paag (T)E{ @k 7 )00 )0 (gm0 )0 (rer o) }
+ 2 (0)E{ T (b )0 (1500t ) b4 BLG (trgr) @ (60 (Ersr g0 () } } (B.59)

ou 'on a utilisé la notation (2.181). Or :

E{v(tk-i-'r-l-jl) tk+]2 } - Z Z al1al2E{y tk+7'+j1 ll)y(tk+j2—l2)}

11=012=0

- Z Za’llleE{y tk+7'+]1 l1) (tk+]2 Iy } Z Za’llleE{u tk+7’+]1 lQ)y(tk-l—h l1)}

ll 012 0 ll 0[2 0
np np

+ Z Z bllble{a(tk‘—i—T-l—ﬁ—ll)a<tk+j2—l2)} (BGO)

11=012=0
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Donc :
E{0(thra V(i) } = D D anappge(T+ ji — b — ja + 1)
11=012=0
Na ny
> > by [Nﬂg(T tiv =l —Ja+ b))+ pag(=7 =i — b+ ja + lz)]

11=01>=0

ny, nyg
+ Y bubppa(r i — b — s+ 1) (B.61)

11=012=0

Si I'on suit les mémes étapes pour les quatre autres espérances dans (B.59) on obtient :

Mg MNa

E{a(thpr)u(te)v(terrig) v (i)} = Z Z an, Q flazge (T, T+ J1 — i, J2 — l2)
11=0 l5=0
Na Ny
- Z Z ai, by, [MﬁSg(T; go —lo, T+ ji — l) + pasg(7, 7+ J1 — l2, j2 — ll)]
11=0 l5=0
ny N
+ Z Z bi buy praa (7,7 + j1 — b, j2 — l2)  (B.62)
11=012=0
B{@2 (t)0(thgras V(Ergin) } = D Y annpizzge (0,7 + j1 — by, jo — Io)
11=0l5=0
Na Ny
= DD b sy 0,52 = by T+t = 1)+ prasy(0,7 + 1 = la o = )]
11=0 ls=0
ng ny
DY bubipas(0,7+ ji =l g — 1) (B.63)
11=012=0
B (brr) 0 (b g )0 (Brin) ) = Y Y @i ptazge (0, 1 — b o — by = 7)
11=0ls=0
Na Ny
= ayb, [uﬁsg(o,ga —ly =7, 1 =) + pasp(0, 1 = Lo, o — 1 = 7)
11=0l5=0
Np ny
+ ) Y bybpas(0, 51 — by =l — 1) (B.64)
11=012=0
E{ 02 (b )0 (£ )0 (bt 0 (Brria) = D > a2 (0,7, 7,7 + ji — by, o — Io)
11=0 ls=0
Na Ny
- Z Z allbl2 |::uﬂ5?§(07 T, T, j2 - l27 T+ jl - ll) + :uﬂ5'g(07 T, T, T + jl - l27j2 - ll)]
11=0 l5=0
Np ny

+ 0 bubipas (0,7, 7,7+ 1 — b, jo — ) (B.65)

11=012=0
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Donc finalement :

N7
E{wj 1wy} = IE {
T=—N

Z Z ap, A, [#ug(ov T, 7—)/1712 (7— +1—lh —Jat+ l2) + 4Mu§(7)ﬂa2g2 (7-7 T+ g1 —l1,j2 — l2)

11=012=0

+ p2(0) (ﬂa?gQ(Oﬁ + 71—, J2 = la) + pazge(0, 51 — 1, Jo — lo — T))

+ pgage (0,7, 7,7 + j1 — b, ja — 52)]
Na ng

- Z Z ai, b, [Mu§(07T7 7) (Mﬂg(T + 1=l — g2+ lo) + pag(—7 — j1 — I + jo2 + lz))

11=0 15=0
+ 4ty (T) <Mﬂ3g(7'7 Jo —lo, T+ g1 — L) + pasg(T, T 4+ J1 — 1o, Jo — ll))
+ ﬂug(o) <#a3g(07j2 —lo, T+ j1 — ll) + Ma3g(0, T+ 1= la, j2 — ll)
+ pasg(0,j2 — by — 7, 1 — 1) 4 pasg(0, j1 — la, jo — 11 — 7'))

+ pgs5(0, 7,7, jo — o, T+ 1 — 1) + pasg(0, 7, 7, T + 1 — Lo, ja — 11]
ny My

0D b g (0,7, Pt (7 + 1 = b = o+ o)

11=012=0

gz (T) s (7,7 + 1 — Iy, Jo — l2) + 11,2 (0) <Mﬁ4(07 T+ j1— 1,2 — o)

+ pas (0,51 = by jo — I — T)) + pas (0,7, 7,7 + J1 — 11, o — 12)} } (B.66)

Ce qui prouve le lemme.

B.6.4 Preuve du lemme 2.3.3

D’apres les hypotheses du lemme 2.3.3, on a :

pas (1) = E{(t0) 0 (s, ) (Ermy ) U Errs) }

oo 0 0

=D D DN hl R A BB (ki) (thrr—ia )€ (hrs—gs )€ (rimy—ia) } (B.6T)

71=0 j52=0 j3=0 j4=0

Comme e%(t) est un bruit blanc, 'espérance dans (B.67) est non-nulle uniquement lorsque

les arguments sont égaux deux a deux, ou tous égaux. Subséquemment :

E{eﬂ (tk’—jl )eﬂ (tk’-i-ﬁ —J2 )eﬂ (tk+7'2 _j3)€11 (tk+T3 —Ja ) }
= /“LiﬁQ (5j1,j2—7'1 5]‘3—7’2,]‘4—73 + 6j17j3—7'25j2—71,j4—7'3 + 5j1,j4—7'35j2—7’1,j3—72)

+ (Meﬂ“ - 3/@#) 5j1,j2*7’15]'2*7'17]‘3*7'25%*7’2,]'4*73 (B68)
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ou ¢.. est le symbole de Kronecker. Si I'on insére cette derniere expression dans (B.67) il

vient :

o0 o0
_ 2 o 1,0 u 1,0 u U o U u 1,0 u 1,U
'uﬂ4(T) = Hea2 z : § : (hjlhlerTlhjzhszrTz73+hj1hj1+72hj2hj2+f1Ts+hjlhjl+T3hj2hj2+T2ﬁ>

Jj1=0j2=0
oo
2 ~ ~ ~ ~
T (Meﬂ‘l - Suelﬁ) Z h;‘l h?1+7'1 h?1+72h?1+73 (B69)
j1=0
Pour le moment d’ordre six de u le résultat se complique quelque peu :

pas (0,7, 7,71, 7o) = B{a(ty) a(tyr) @t s )u(tein) }

oo xS 0 X0

=220 2.0 > HaRLhN ALK,

11=0142=013=0i4=015=0 ig=0

E{e"(thoi,)e" (thoin) € (trsr—iy) € (torr—is)€" (bhri—is )€ (bhim—is) ) (B.70)

Cette derniere espérance dans (B.70) est non-nulle lorsque :

1. il y a trois groupes d’arguments égaux, chacun étant composé de deux arguments

(quinze combinaisons — voir le tableau B.1);

2. il y a deux groupes d’arguments égaux, un groupe étant composé de deux arguments,

lautre de quatre arguments (quinze combinaisons — voir le tableau B.1);
3. tous les arguments sont égaux (une combinaison).

Le moment d’ordre six de u peut donc s’écrire :

o0 o0 o0
.3 [ R R U 1.0
pas (0,7, 7, 71, o) = iz E : E , E , E : X N o .

J1=0 j2=0 j3=0 7a,7p,7c

+ (ﬂeﬂ2u6ﬂ4 - 3“3?12) Z Z Z h?lh?1+7'dh?2h?z-&-Teh?Q-‘rTfh?z-i-Tg

J1=0 j2=0 74,7e,7f,Tqg

+ ('ueﬁG o 151“6712“6114 + 30'“252) Z(h’?l>2(h?1+7')2h?1+71h?1+72 (B71>
j1=0
ou 7,,...,7, prennent des valeurs explicitées dans le tableau B.1, dans lesquels la colonne

‘coef.” représente le coefficient multiplicatif du terme considéré.

B.7 Preuve des propositions 2.3.1 et 3.3.1 (tocls, tocils,

focls, focils)

La démonstration est effectuée ici pour le modele EIV a temps continu. Dans le cas du

modele a temps discret, la démonstration est similaire.
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TaAB. B.1 — Valeurs prises par 7,, 7, T, T4, Te €t 7 dans (B.71)

coef. | 7, | T T,

1 0 0 T — T2
2 O |7—7 | T—T
2 T |7 T — To
2 T |7 T — Ty
2 T | Ty T—T
2 T T — Ty
2 Ty | T T —T
2 T1 | T2 O

coef. | 14 Te | Tf Ty
1 O |l7T—7m|T—m
2 T T |7 Ty
2 T T Ty
2 Ty T T
2 T T |7 To
1 0 0 T T2
1 5! 0|7 Ty
1 Ty 0|71 T
1 T—m1 |0 | T Ty
1 T—7 |0 | T T
1 m—T7 |0 |71 T

Soit ¢(t) la réponse impulsionnelle du systeme G(p,8). A Taide de la multilinéarité des

cumulants, une formule pour leur filtrage peut étre trouvée [LAC97, NP93]. Considérons par

exemple les cumulants d’ordre trois (croisés) entre les signaux d’entrée/sortie mesurés u et

y. Alors :

Cuyu(T) =

Il
QA QA 5—5— @ m

ce qui complete la preuve.

®

uoyouo (T)

o)

p7 )Cuououo (T)
P, 0)Cu(T)

{uo(t>yo(t + 7-1)uo<t + 7—2)}

Uo(t) </R g(T)uo(t + 1 — T)dT) uo(t + 72)}

9(7) Cuguou, (11 — 7, T2)dT

9(T)VE{ue(t)uo(t + 71 — T)uo(t + )} dr

(B.72)
(B.73)

(B.74)
(B.75)

(B.76)

(B.77)
(B.78)

Notons par ailleurs que puisque 'intégration dans (B.76) est faite par rapport au premier

argument du cumulant, ’opérateur p représente 8%1 dans la notation compacte (B.77).
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Annexe C

Ajouts a la boite a outils Contsid

Ci-apres sont donnés les programmes — écrits pour le logiciel Matlab — des algorithmes
développés pour 'estimation paramétrique de modeles EIV a temps continu. Ces estimations
sont fondées sur les statistiques d’ordre supérieur (voir la section 3.3 du chapitre 3). On
pourra trouver les méthodes s’appuyant sur les cumulants d’ordre trois (algorithmes tocls et

tocils) et les cumulants d’ordre quatre (algorithmes focls et focils).

C.1 Algorithme tocls

function [model] = tocls(data,nn,M,lambda,tol);

%  TOCLS -- Computes the continuous-time SISO EIV model parameters

%  from regular sampled I/0 data by the Least Squares method

% using Third-order cumulants (input of the system must

% have a skewed distribution, the noises a symmetrical distribution).

h

% Usage :

% [model] = tocls(data,nn,M,lambda,tol);

h

%  Outputs:

% model : returns the estimated model in an IDPOLY object format

% along with structure information.

% y(t) = [B(s)/F(s)]u(t) + e(t)

yA For the exact format of M see also help IDPOLY.

"

%  Inputs:

% data : The estimation data in IDDATA object format.

% Data are must be equally sampled. See help IDDATA.

% nn : nn = [nb nf nk] where

% nb : number of parameters to be estimated for the numerator

% nf : number of parameters to be estimated for the denominator
yA nk : delay of the model (integer number of sampling period Ts)
% M : user parameter. See (Thil, Garnier and Gilson, 2008), Automatica (44:3).
)

% Optional inputs :

% lambda : cut-off frequency of the SVF (default value: 3)

% tol : tolerance of the stop criterion (default value: le-4)

h

% author : Stéphane Thil

% date : February 2007
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% name : tocls.m
yA
% CRAN - Centre de Recherche en Automatique de Nancy

%*** Preliminary calculations **x*

timescaling=0;

if nargin<4,error(’Not enough input arguments!’),return,end
if nargin<5,tol = 0.0001; end;

if data.ny”=1,error(’For SISO systems ny must be one !’),end;
if data.nu”=1,error(’For SISO systems nu must be one !’),end;

if data.nu==0,error(’No input data ’),end;

% Beginning of the algorithm
yA

Ts = data.Ts;
N = data.N;

u = data.u;

y = data.y;
nf = nn(1);
nb = nn(2);
nk = nn(3);
tau2 = 0;

datay = iddata([],data.y,Ts,’Intersample’,’foh’);
iddata([],data.u,Ts,’Intersample’,’foh’);

datau

% Differentiation of the input/output signals by SVF
svf (datay,nf,lambda) ;

ysvf

usvf = svf(datau,nf,lambda);

% Estimation of the third-order cumulants
c_uuu = zeros(M,nf+1);
c_uyu = zeros(M,nf+1);
for taul=0:M-1
w = N-max(taul,tau2);
for der=1:nf+1
c_uuu(taul+1,der) u(l:w)’*(usvf (1+taul:w+taul,der) . xu(1+tau2:w+tau2)) /w;
c_uyu(taul+l,der) = u(l:w)’*(ysvf(l+taul:w+taul,der).*u(l+tau2:w+tau2))/w;

end
end

% Estimation using least squares

i=1;

phi = [-c_uyu(:,2:end) c_uuu(:,end-nb:end)];

Y = c_uyu(:,1);

param = phi\Y;

param = [param(nf+1l:end,end)’ param(l:nf,end)’];

% End of the algorithm
pA

% Final model construction
model = par2poly(data,0,nb+1,nf,0,param,’LSHOS’,zeros(length(param)),0,0,0);
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C.2 Algorithme tocils

function [model] = tocils(data,nn,M,maxiter,lambda,tol);

%  TOCILS -- Computes the continuous-time SISO EIV model parameters

%  from regular sampled I/0 data by the Iterative Least

%  Squares method using Third-order cumulants (input of the system must

% have a skewed distribution, the noises a symmetrical distribution).

yA

%  Usage

% [model,nbIter] = tocils(data,nn,M,maxiter,lambda,tol);

yA

%  Outputs:

% model : returns the estimated model in an IDPOLY object format

% along with structure information.

) y(t) = [B(s)/F(s)]ult) + e(t)

% For the exact format of M see also help IDPOLY.

h

%  Inputs:

% data : The estimation data in IDDATA object format.

yA Data are must be equally sampled. See help IDDATA.

% nn : nn = [nb nf nk] where

% nb : number of parameters to be estimated for the numerator
yA nf : number of parameters to be estimated for the denominator
% nk : delay of the model (integer number of sampling period Ts)
% M : user parameter. See (Thil, Garnier and Gilson, 2008) Automatica (44:3).
h

% Optional inputs :

% maxiter : maximum of loops for the iterations (default value: 20)

% lambda : cut-off frequency of the SVF (default value: 3)

% tol : tolerance of the stop criterion (default value: le-4)

)

% author : Stéphane Thil

% date : February 2007

% name : tocils.m

)

% CRAN - Centre de Recherche en Automatique de Nancy

YA T Preliminary calculations x**x*

timescaling=0;

if nargin<3,error(’Not enough input arguments!’),return,end
if nargin<4,maxiter = 20; end;

if nargin<5,lambda = 3; end;

if nargin<6,tol = 0.0001; end;

if data.ny”=1,error(’For SISO systems ny must be one !’),end;
if data.nu”=1,error(’For SISO systems nu must be one !’),end;

if data.nu==0,error(’No input data ’),end;

% Beginning of the algorithm
yA

Ts = data.Ts;
N = data.N;

u = data.u;

y = data.y;
nf = nn(1);
nb = nn(2);
nk = nn(3);

tau2 = 0;
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datay = iddata([],data.y,Ts,’Intersample’,’foh’);
iddata([],data.u,Ts,’Intersample’,’foh’);

datau

% Differentiation of the input/output signals by SVF
ysvf = svf(datay,nf,lambda);

usvf = svf(datau,nf,lambda);

% Estimation of the third-order cumulants
c_uuu = zeros(M,nf+1);
c_uyu = zeros(M,nf+1);
for taul=0:M-1
w = N-max(taul,tau2);
for der=1:nf+1
c_uuu(taul+i,der) = u(l:w)’*(usvf(1+taul:w+taul,der).*u(1+tau2:w+tau2))/w;

c_uyu(taul+l,der) = u(l:w)’*(ysvf(l+taul:w+taul,der).*u(l+tau2:w+tau2))/w;

end
end

% First estimation using least squares
i=1;

phi = [-c_uyu(:,2:end) c_uuu(:,end-nb:end)];
Y = c_uyu(:,1);

theta_tocils(:,i) = (phi’*phi)\phi’*Y;

% Model stabilisation
den = mkstable([1 theta_tocils(l:nf,i)’]);

% Differentiation and filtering by estimated 1/A(p) using SVF

ysvE = svf(datay,den);
usvf = svf(datau,den);

for taul=0:M-1
w = N-max(taul,tau2);
for der=1:nf+1
c_uuu(taul+i,der) = u(l:w)’*(usvf(1+taul:w+taul,der).*u(1+tau:w+tau2))/w;
c_uyu(taul+l,der) = u(l:w)’*(ysvf(1+taul:w+taul,der).*u(l+tau2:w+tau2))/w;
end

end

% Second estimation by using the Least-squares-based SVF method
phi = [-c_uyu(:,2:end) c_uuu(:,end-nb:end)];

Y = c_uyu(:,1);

% old version theta_tocils(:,i+1)=(phi’*phi)\phi’*Y;
theta_tocils(:,i+1)=phi\Y;

% Iteration
while ( norm(theta_tocils(:,i+1)-theta_tocils(:,i))/norm(theta_tocils(:,i)) > tol )&&(i < maxiter)

i = i+1;

% Differentiation and filtering by estimated 1/A(p) using SVF
den = mkstable([1 theta_tocils(1l:nf,i)’]);

ysvf = svf(datay, [1 theta_tocils(1:nf,i)’]);

usvf = svf(datau, [1 theta_tocils(1:nf,i)’]);

% Calculation of the third-order cumulants
for taul=0:M-1

w = N-max(taul,tau2);

for der=1:nf+1

c_uuu(taul+l,der) = u(l:w)’*(usvf(l+taul:w+taul,der).*u(1+tau2:w+tau))/w;



C.3 Algorithme focls 127

c_uyu(taul+l,der) = u(l:w)’*(ysvf(l+taul:w+taul,der).*u(l+tau2:w+tau2))/w;
end
end
% Estimation by using the least squares
phi = [-c_uyu(:,2:end) c_uuu(:,end-nb:end)];
Y = c_uyu(:,1);
theta_tocils(:,i+1)=phi\Y;

end
param = [theta_tocils(nf+l:end,end)’ theta_tocils(l:nf,end)’];

% End of the algorithm
yA

% Final model construction
model = par2poly(data,0,nb+1,nf,0,param,’TOCILS’,zeros(length(param)),0,0,0);
model.es.Iterations=i;

C.3 Algorithme focls

function [model] = focls(data,nn,M,lambda,tol);

%  FOCLS -- Computes the continuous-time SISO EIV model parameters
%  from regular sampled I/0 data by the Least Squares method

% using fourth-order cumulants (input of the system must

% have a non-Gaussian distribution, the noises a Gaussian distribution).

)

% Usage:

% [model] = focls(data,nn,M,lambda,tol);

h

%  Outputs:

yA model : returns the estimated model in an IDPOLY object format

% along with structure information.

% y(t) = [B(s)/F(s)]u(t) + e(t)

% For the exact format of M see also help IDPOLY.

h

%  Inputs:

% data : The estimation data in IDDATA object format.

% Data are must be equally sampled. See help IDDATA.

% nn : nn = [nb nf nk] where

% nb : number of parameters to be estimated for the numerator

% nf : number of parameters to be estimated for the denominator
% nk : delay of the model (integer number of sampling period Ts)
% M : user parameter. See (Thil, Garnier and Gilson, 2008), Automatica (44:3).
)

% Optional inputs :

% lambda : cut-off frequency of the SVF (default value: 3)

% tol : tolerance of the stop criterion (default value: le-4)

)

% author : Stéphane Thil

% date : February 2007

% name : focls.m

h

% CRAN - Centre de Recherche en Automatique de Nancy

%*** Preliminary calculations **x*

timescaling=0;
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if nargin<4,error(’Not enough input arguments!’),return,end
if nargin<5,tol = 0.0001; end;

if data.ny"=1,error(’For SISO systems ny must be one !’),end;
if data.nu”=1,error(’For SISO systems nu must be one !’),end;
if data.nu==0,error(’No input data ’),end;

% Beginning of the algorithm
h

Ts = data.Ts;

N = data.N;

y = data.y;

u = data.u;

nf = nn(1);

nb = nn(2);

nk = nn(3);

tau2 = 0;

tau3d = 0;

datay = iddata([],data.y,Ts,’Intersample’,’foh’);

datau = iddata([],data.u,Ts,’Intersample’,’foh’);

% Differentiation of the input/output signals by SVF
ysvf = svf(datay,nf,lambda);

usvf = svf(datau,nf,lambda);

% Fourth-order cumulants estimation with k-statistics
c_uuuu = zeros(M,nf+1);
c_uyuu = zeros(M,nf+1);
for taul=0:M-1
minn = 1-min(min(min(0,tau2-tau3d),taud-taul) ,taul-tau2);
maxx = N-max(max(taul,tau2),tau3);
W = maxx-minn+1;
for der=1:na+l
c_uuuu(taul+l,der) =
u(l:w) >*(usvf (1+taul:w+taul,der) . *u(1+tau2:w+tau2) . *u(1+tauld:w+tauld) ) * (w+2) / (wx (w-1))
-( (u(1:w)’*usvf(1+taul:w+taul,der)) * (u(l+tau2:w+tau2)’*u(l+taud:w+tau3)) )*3/(wk(w-1))
-( (u(1:w)’*u(1+tau2:w+tau2)) * (usvf(1+taul:w+taul,der)’*u(l+tauld:w+taud)) )*3/(wx(w-1))
-( (u(l:w)’*u(1+taud:w+tauld)) * (usvf(il+taul:w+taul,der)’*u(il+tau2:w+tau)) )*3/(wx(w-1));
c_uyuu(taul+l,der) =
u(l:w) > *(ysvf (1+taul:w+taul,der) . xu(1+tau2: w+tau2) . *u(1l+tauld: w+taud) ) * (w+2) / (wx (w-1))
-( (u(l:w)’*ysvf(l+taul:w+taul,der)) * (u(l+tau2:w+tau2)’*u(il+taud:w+taud)) )*3/(wx(w-1))
-( (u(1:w)’*u(1l+tau2:w+tau2)) * (ysvf(il+taul:w+taul,der)’*u(l+tauld:w+tauld)) )*3/(wk(w-1))
-( (u(1:w)’*u(1+tau3:w+tau3d)) * (ysvf(l+taul:w+taul,der)’*u(l+tau2:w+tau2)) )*3/(w*(w-1));
end
end

% Estimation using least-squares

phi = [-c_uyuu(:,2:end) c_uuuu(:,end-nb:end)];
c_y = c_uyuu(:,1);

param = phi\c_y;

param = [param(nf+1l:end,end)’ param(l:nf,end)’];

% End of the algorithm
yA

% Final model construction
model = par2poly(data,0,nb+1,nf,0,param,’FOCLS’,zeros(length(param)),0,0,0);



C.4 Algorithme focils 129

C.4 Algorithme focils

function [model] = focils(data,nn,M,maxiter,lambda,tol);

%  FOCILS -- Computes the continuous-time SISO EIV model parameters

%  from regular sampled I/0 data by the Iterative Least

%  Squares method using fourth-order cumulants (input of the system must

% have a non-Gaussian distribution, the noises a Gaussian distribution).

yA

%  Usage

% [model,nbIter] = tocils(data,nn,M,maxiter,lambda,tol);

yA

%  Outputs:

% model : returns the estimated model in an IDPOLY object format

% along with structure information.

) y(t) = [B(s)/F(s)]ult) + e(t)

% For the exact format of M see also help IDPOLY.

h

%  Inputs:

% data : The estimation data in IDDATA object format.

yA Data are must be equally sampled. See help IDDATA.

% nn : nn = [nb nf nk] where

% nb : number of parameters to be estimated for the numerator
yA nf : number of parameters to be estimated for the denominator
% nk : delay of the model (integer number of sampling period Ts)
% M : user parameter. See (Thil, Garnier and Gilson, 2008) Automatica (44:3).
h

% Optional inputs :

% maxiter : maximum of loops for the iterations (default value: 20)

% lambda : cut-off frequency of the SVF (default value: 3)

% tol : tolerance of the stop criterion (default value: le-4)

)

% author : Stéphane Thil

% date : February 2007

% name : focils.m

h

% CRAN - Centre de Recherche en Automatique de Nancy

%*** Preliminary calculations **x*

timescaling=0;

if nargin<3,error(’Not enough input arguments!’),return,end
if nargin<4,maxiter = 20; end;

if nargin<5,lambda = 3; end;

if nargin<6,tol = 0.0001; end;

if data.ny”=1,error(’For SISO systems ny must be one !’),end;
if data.nu”=1,error(’For SISO systems nu must be one !’),end;

if data.nu==0,error(’No input data ’),end;

% Beginning of the algorithm
h

Ts = data.Ts;

N = data.N;
y = data.y;
u = data.u;
nf = nn(1);
nb = nn(2);

nk = nn(3);
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tau2 = 0;
tau3 = 0;
datay = iddata([],data.y,Ts,’Intersample’,’foh’);

datau = iddata([],data.u,Ts,’Intersample’,’foh’);

% Differentiation of the input/output signals by SVF
ysvf = svf(datay,nf,lambda) ;

usvf = svf(datau,nf,lambda);

% Fourth-order cumulants estimation with k-statistics
c_uuuu = zeros(M,nf+1);
c_uyuu = zeros(M,nf+1);
for taul=0:M-1
minn = 1-min(min(min(0,tau2-tau3),tau3-taul) ,taul-tau2);
maxx = N-max(max(taul,tau2),tau3);
W = maxx-minn+1;
for der=1:na+l
c_uuuu(taul+l,der) =
u(1l:w) ’*(usvf (1+taul:w+taul,der) . *u(l+tau2:w+tau2) . *u(1+tauld: w+taud) ) * (w+2) / (wx (w-1))
-( (u(1:w)’*usvf (1+taul:w+taul,der)) * (u(l+tau2:w+tau2)’*u(l+tauld:w+taud)) )*3/(W*(w—1))
-( (u(1:w)’*u(1+tau2:w+tau2)) * (usvf(l+taul:w+taul,der)’*u(i+taud:w+tauld)) )*3/(wx(w-1))
-( (u(l:w)’*u(l+tauld:w+taud)) * (usvf(l+taul:w+taul,der)’*u(il+tau:w+tau2)) )*3/(wx(w-1));
c_uyuu(taul+l,der) =
u(l:w) ’*(ysvf (1+taul:w+taul,der) . ¥u(l+tau2:w+tau2) . *u(1+tauld: w+taud) ) * (w+2) / (wx (w-1))
-( (u(1:w)’*ysvf(1+taul:w+taul,der)) * (u(l+tau2:w+tau2)’*u(l+taud:w+taud)) )*3/(wx(w-1))
-( (u(1:w)’*u(1+tau2:w+tau2)) * (ysvf(il+taul:w+taul,der)’*u(l+tauld:w+tauld)) )*3/(wx(w-1))
-( (u(l:w)’*u(l+tauld:w+taud)) * (ysvf(l+taul:w+taul,der)’*u(il+tau2:w+tau2)) )*3/(wx(w-1));
end

end

% First estimation using least squares

i=1;

phi = [-c_uyuu(:,2:end) c_uuuu(:,end-nb:end)];

c_y = c_uyuu(:,1);

% old version theta_focils(:,i) = (phi’*phi)\phi’*c_y;
theta_focils(:,i) = philc_y;

% Model stabilisation
den = mkstable([1 theta_focils(1l:nf,i)’]);

% Differentiation and filtering by estimated 1/A(p) using SVF
ysvf = svf(datay,den);
usvf = svf(datau,den);

% Fourth-order cumulants estimation with k-statistics
for taul=0:M-1
minn = 1-min(min(min(0,tau2-tau3),tau3-taul),taul-tau2);
maxx = N-max(max(taul,tau2),tau3);
W = maxx-minn+1;
for der=1:na+1
c_uuuu(taul+l,der) =
u(1:w)’*(usvf (1+taul:w+taul,der) . *u(1+tau2:w+tau2) . *u(1+tauld: w+taul) ) * (w+2) / (wx (w-1))
-( (u(1:w)’*usvf(1+taul:w+taul,der)) * (u(l+tau2:w+tau2)’*u(l+taud:w+tau3)) )*3/(wk(w-1))
-( (u(1l:w)’*u(l+tau2:w+tau2)) * (usvf(l+taul:w+taul,der)’*u(il+taud:w+taud)) )*3/(wx(w-1))
-( (u(1:w)’*u(1+tauld:w+tau3d)) * (usvf(l+taul:w+taul,der)’*u(i+tau2:w+tau)) )*3/(wx(w-1));
c_uyuu(taul+l,der) =
u(l:w)’*(ysvf (1+taul:w+taul,der) . *u(1+tau2:w+tau2) . *u(i+tauld:w+taud) ) * (w+2) / (wk (w-1))
-( (u(l:w)’*ysvf(l+taul:w+taul,der)) * (u(l+tau2:w+tau2)’*u(i+taud:w+taud)) )*3/(wx(w-1))
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-( (u(1:w)’*u(1+tau2:w+tau2)) * (ysvf(il+taul:w+taul,der)’*u(l+taud:w+taud)) )*3/(wx(w-1))
-( (u(1:w)’*u(1+tau3:w+taud)) * (ysvf(l+taul:w+taul,der)’*u(l+tau2:w+tau2)) )*3/(w*(w-1));
end

end

% Second estimation by using the Least-squares-based SVF method
phi = [-c_uyuu(:,2:end) c_uuuu(:,end-nb:end)];

c_y = c_uyuu(:,1);

% old version theta_focils(:,i) = (phi’*phi)\phi’*c_y;
theta_focils(:,i) = philc_y;

% Iteration
while ( norm(theta_focils(:,i+1)-theta_focils(:,i))/norm(theta_focils(:,i)) > tol )&&(i < maxiter)

i = i+1;
den = mkstable([1 theta_focils(1:nf,i)’]);
% Differentiation and filtering by estimated 1/A(p) using SVF
ysvf = svf(datay,den);
usvf = svf(datau,den);
% Fourth-order cumulants estimation with k-statistics
for taul=0:M-1
minn = 1-min(min(min(0,tau2-tau3),tau3-taul),taul-tau2);
maxx = N-max(max(taul,tau2),tau3);
W = maxx-minn+1;
for der=1:na+l
c_uuuu(taul+l,der) =
u(l:w)’*(usvf (1+taul:w+taul,der) . *u(1+tau2:w+tau2) . *u(1+taud:w+taud) ) * (w+2) / (w* (w-1))
-( (u(1:w)’*usvf(1+taul:w+taul,der)) * (u(i+tau2:w+tau)’*u(l+taud:w+taud)) )*3/(wkx(w-1))
-( (u(1:w)’*u(1+tau2:w+tau2)) * (usvf(l+taul:w+taul,der)’*u(i+taud:w+taud)) )*3/(wx(w-1))
-( (u(1:w)’*u(1+tauld:w+tauld)) * (usvf(l+taul:w+taul,der)’*u(l+tau:w+tau2)) )*3/(w*x(w-1));
c_uyuu(taul+l,der) =
u(l:w) ’*(ysvf (1+taul:wt+taul,der) .xu(1+tau2:w+tau2) . *u(1+tau3:w+tau3) ) * (w+2) / (wx (w-1))
-( (u(1:w)’*ysvf (1+taul:w+taul,der)) * (u(l+tau2:w+tau2)’*u(l+tauld:w+tauld)) )*3/(wx(w-1))
-( (u(1:w)’*u(l+tau2:w+tau2)) * (ysvf(l+taul:w+taul,der)’*u(il+tauld:w+taud)) )*3/(wx(w-1))
-( (u(1:w)’*u(i+tau3:w+tau3)) * (ysvf(l+taul:w+taul,der)’*u(l+tau2:w+tau2)) )*3/(wx(w-1));
end
end
% Estimation by using the least squares
phi = [-c_uyuu(:,2:end) c_uuuu(:,end-nb:end)];
c_y = c_uyuu(:,1);
theta_focils(:,i) = philc_y;

end
param = [theta_focils(nf+l:end,end)’ theta_focils(l:nf,end)’];

% End of the algorithm
yA

% Final model construction
model = par2poly(data,0,nb+1,nf,0,param, ’FOCILS’,zeros(length(param)),0,0,0);

model.es.Iterations=i;
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