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Chapitre A;: Introduction a la problématique

1. Relations mathématiques/physique

Le rapport entre les mathématiques et la physique reléve d’une problématique d’ordre philosophique
et épistémologique. Depuis longtemps des mathématiciens et des physiciens ont eu différentes
positions sur ce rapport. L’idée prétendant que les mathématiques constituent le langage de la
physique, est ’une des explications données sur le probléme des relations entre ces deux disciplines. A

ce propos Poincaré déclare que :
"Toutes les lois sont tirées de I’expérience, mais, pour les énoncer, il faut une langue spéciale ; le
langage ordinaire est trop pauvre, il est d’ailleurs trop vague, pour exprimer des rapports si
délicats, si riches et si précis. Voila donc une premiére raison pour laquelle le physicien ne peut se
passer des mathématiques ; elles lui fournissent la seule langue qu’il puisse parler". (Poincaré,
1910).

Bien que ce langage soit utile pour exprimer les situations physiques il est cependant essentiel de
remarquer qu’il induit une réduction du systéme réel. Il s’agit ainsi de trouver un point d’équilibre lors
du passage du systéme a la formule reposant sur les couples : expérience-théorie, phénomenes-lois etc.
On peut commencer par remarquer que les mathématiques permettent de décrire les phénomeénes
physiques et que les sciences physiques permettent de donner du sens aux concepts mathématiques.
Cela revient a caractériser ce rapport comme un rapport réciproque entre deux disciplines
complémentaires. Bien entendu, un phénomeéne physique ne se réduit pas aux concepts mathématiques
qu’il contient mais il se traduit a I’aide de ces derniers. Ce point de vue rejoindrait celui consistant a
considérer les mathématiques comme des modeles de phénoménes physiques.

Il y a un concept mathématique qui vit depuis presque quatre siécles et qui assume remarquablement le
role de modele pour des phénomeénes physiques: celui d’équation différentielle. C’est ce concept qui a

attiré particulierement notre attention dans ce travail.

2. Modéles et modélisation

Ce paragraphe s’intéresse au processus de modélisation des phénomeénes physiques et se penche sur
les démarches mises en jeu dans la construction des modéles. La complexité des phénomenes
physiques qui ne permet pas de travailler directement sur la réalité et la volonté de relier les objets
mathématiques aux expériences pour leur donner du sens, nous ont amené a attribuer au processus de

mod¢élisation une place importante dans notre travail.
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2.1. Le modele

Différentes définitions du modéle
Dés qu’on s’intéresse a la modélisation, on remarque la difficulté qu’il y a pour définir le modele.
Examinons certaines définitions attribuées au concept de modele avant de préciser le point de vue que

nous adopterons dans notre recherche :

Une définition de ce terme au sens le plus large est trouvée dans I’Encyclopaedia Universalis :

"Le modéle est d’abord la "maquette”, 1’objet réduit et maniable qui reproduit en lui, sous une
forme simplifiée, "miniaturisée”, les proprié¢tés d’un objet de grandes dimensions, qu’il s’agisse
d’une architecture ou d’un systéme mécanique ; 1’objet réduit peut étre soumis a des mesures, des
calculs, des tests physiques qui ne sont pas appliqués commodément a la chose reproduite. De 1a,
le terme a acquis une vaste portée méthodologique, pour désigner toutes les figurations ou

reproductions qui servent les buts de la connaissance".

Dans le langage courant, le modele peut prendre, selon les contextes et les situations envisagés, des
sens variés. Drouin (1988) propose trois sens différents: "mode¢le & imiter" (I’enfant mode¢le, le modele
d’un peintre..), "modele copie” (un exemplaire, une illustration d’une catégorie...) et "modéle

catégorie" (un modele représente toute une catégorie de vétement semblable)

Compte tenu ce constat nous nous attendons a ce que cette variété de sens du modéele soit toujours
présente dans le discours scientifique :
Pour Johsua et Dupin (1993) :

" le modele reléve entiérement du domaine théorique ou une "représentation" d’une situation cible

est construite. Cette représentation n’est pas une "description", méme simplifiée, du domaine cible,

mais une construction théorique, comprenant des notions de base définies les unes par rapport aux

autres, au moyen d’énoncés qui introduisent entre elles des relations".

Une autre définition, moins générale, est celle de Pavé (1994) :
"Un modéle est une représentation symbolique de certains aspects d’un objet ou d’un phénomeéne
du monde réel, c’est-a-dire une expression ou une formule écrite suivant les régles du systéme

symbolique [...]".

Avant de poursuivre notre étude, il nous a paru indispensable de définir notre position par rapport a
ces différentes définitions tout en précisant ce que signifie ce terme pour notre recherche. Dans notre

recherche nous considérons un modéle comme :
une structure construite pour représenter des phenomenes réels. Cette structure posséde deux
aspects complémentaires : un aspect lexical, pour lequel les symboles mathématiques sont mis en
avant et les références au systeme sont ignorées et un aspect séemantique qui tient compte de ces

derniers.
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Cela implique que, parmi tous les modéles possibles nous retenions, dans le cadre de cette recherche,
un seul type de modele : le modele mathématique et, plus particuliérement, le modele "équation
différentielle". Ce modéle est une représentation de la réalité établie qui doit permettre de prévoir les

valeurs de certaines variables difficilement accessibles ou les valeurs futures d’autres variables.

Validation du modéle
Les recherches réalisées dans le domaine de la modélisation sont d’accord sur le fait que pour le méme
phénomene il existe plusieurs modeles et que chacun d’eux ne prétend expliquer qu'une partie de ce

phénomeéne. C’est sur ce point que Bachelard (1979) attire I’attention quand elle écrit :
"[...] loin de fonctionner comme une copie, le modéle fonctionne comme un opérateur sélectif. 11

représente non pas les propriétés du réel mais seulement certaines propriétés".

La pertinence du choix du mod¢le dépend des questions qu'on se pose dans le systéme d'étude. Le fait
de choisir un modéle parmi les autres n’impose pas de chercher la ressemblance la plus large et la plus
fidele du modele au réel, mais plutdt la meilleure adéquation entre la partie du domaine de réalité ou le
probléme se pose, et les connaissances mises a disposition par le modéle choisi (Di Martino, et al.,
1995).

L’extrait suivant emprunté a Chevallard, affine encore cette idée :
"[... le] modéle, comme toujours dans I’activité scientifique, n’est pas I’image la plus compléte
possible du réel. Tout au contraire, il en fournit une image (volontairement) appauvrie, et c’est ce
qui fait sa force" (Chevallard, 1989a).

L’intérét essentiel est que chaque modele n’opére que sur une partie limitée ou localisée de la réalité.
A ce propos, un point délicat, toujours présent dans la modélisation, mérite d’étre évoqué: la
validation du modele, c’est-a-dire I’évaluation du degré d’approximation des résultats théoriques
obtenus par rapport aux valeurs expérimentales. Si, compte tenu de la précision des résultats, les deux
valeurs obtenues sont en accord I'une avec I’autre, ceci atteste que le modele représente correctement
le systéme étudi¢ (Blanchard et al., 1996). Le modéle est donc indissociable de la classe de situations

expérimentales qu’il est censé traiter.

Caracteéristiques du modéle
Une situation réelle peut étre représentée en effet dans différents systémes -a I’aide de symboles
algébriques, de graphiques, de schémas- s’inscrivant chaque fois dans les différents types de mode¢les.
Quelles sont les caractéristiques d’un modele ?
> Le modéle est calculable : ceci doit étre pris non dans le sens limitatif de ’algébre ou de
I’analyse, mais dans le sens plus large ou des inférences maitrisées peuvent étre produites a
partir des relations de base du mod¢le,
> Le modele est explicatif : il permet de mettre en relation des phénomeénes complexes et ainsi

de construire des espaces de sens, ou I’on peut organiser de nouvelles connaissances,
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> Il est prédictif: il permet de fournir des valeurs proches de celles mesurées
expérimentalement,

> Le modéle doit étre pertinent par rapport a son objet,

> Le modele doit étre cohérent avec les autres modeles qui représentent le méme systéme et

avec ce qu’on sait par ailleurs. (Dupin, 1995).

2.2. Le processus de modélisation

Dans le champ de la didactique, ou s’inscrit ce travail, le processus de modélisation se trouve au centre
de plusieurs recherches méme si celles-ci ont abordé ce processus de fagons différentes.

En nous basant sur les travaux existants surtout ceux de Chevallard (1989a), nous pouvons distinguer
trois étapes dans un processus de modélisation:

La premiere étape importante est la définition du systéme. Cette définition est déja une sorte
d’abstraction et de simplification de la situation réelle. Certains choix sont faits en fonction des
questions initialement posées. Par exemple si on s’intéresse a 1’évolution d’un systéme au cours du
temps il faut tout d’abord définir les variables pertinentes et les aspects qui peuvent étre négligés par
rapport au probléme étudié.

La deuxieme étape est la construction ou la formalisation du modele et le travail dans le modéle
construit. Dans notre cas, cela nécessite de représenter le modéle grice aux symboles mathématiques
qui nous permettent d’établir des relations entre les variables définies dans la premicére étape.

Enfin la troisiéeme étape consiste a revenir au probléme pour traduire les résultats obtenus en leur
donnant du sens et en les validant dans la situation réelle en fonction des réponses apportées aux

questions initiales.

La modélisation se caractérise particulicrement en tant qu’activité d’élaboration de mod¢le passant par
le choix de grandeurs ou des paramétres particuliers (objet homogene, force négligeable, relation
linéaire dans un domaine, etc.) et la relation construite entre ces derniers. Ainsi cette activité mérite,
pour nous, d’étre évoquée d’une facon détaillée. Ceci est le sujet de paragraphe suivant (paragraphe
2.3).

2.3. Les démarches de construction du modele

A la lumiére des recherches faites en sciences physiques sur la modélisation des systémes réels
- Guillon (1995), Winther (1993) -, il est intéressant de distinguer deux démarches de construction
d’un modéle mathématique. Pour cela nous proposons la figure 1 ci-dessous en nous inspirant du
travail de Guillon (1995) :
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Phénoméne physique

Questionnement

: Expérimentation ! : Modgéle physique '

| |
| v o v i
! Iy i ' . o |
i Acquisition de i | Mise en équation i
I données i I dans une théorie i
[ i ! (loi) existante |
! i ! i
! i i ! »L i
! i ! i
: Modéle ! : Modéle !
i mathématique : i mathématique :
| Démarche I | Démarche I
: expérimentale ! : théorique |

| . |
b 4 . a1

Figure 1 : Présentation de deux démarches de la construction d’un modele mathématique

Une premiére démarche appelée démarche expérimentale, implique I’acquisition des données a partir
d’une expérimentation, alors qu’une deuxiéme, appelée demarche théorique, nécessite de mettre en
équation le systéme dans une théorie existante en se basant sur les connaissances théoriques. Ce point
de vue apporte une distinction notable entre les démarches suivies lors de la modélisation d’un
systeme.

Nous montrerons, dans les différentes parties de ce travail de thése, I’intérét de nous interroger sur ces

deux démarches de construction du modéle.

3. Apercu des travaux existant sur les équations différentielles

Nous reprenons ci-dessous, de fagon non exhaustive, des travaux se placant d’un point de vue

didactique sur ’enseignement des équations différentielles.

3.1. La prédominance de I’approche algébrique dans I’enseignement actuel

Les travaux francais les plus connus de didactique des mathématiques relatifs aux équations
différentielles, sont ceux de Artigue. L’un de ses travaux, qui porte sur I’enseignement actuel de cette
notion en 1% cycle de I'université, améne a deux constats importants : cet enseignement favorise
exclusivement I’approche algébrique et il ne prend pas en compte le processus de modélisation

pourtant essentiel dans ce domaine (Artigue, 1989). L’auteur résume cette idée ainsi :
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"C’est enfin un enseignement trés algorithmisé vu la réduction opérée, plutoét facile a la fois pour
les enseignants et les étudiants, mais sans réel enjeu malgré I’'importance mathématique du
domaine" (Artigue, 1989).
11 faut bien signaler que la France n’est pas le seul pays ou I’enseignement de cette notion est réservé a
I’approche algébrique. Par exemple, Rasmussen, dans son travail de 1998, met également I’accent sur

la prédominance de cette approche dans 1’enseignement des équations différentielles aux Etats-Unis.

3.2. La place de la modélisation dans I’enseignement des équations
différentielles

Dans son travail de mémoire de DEA Rodriguez (2003) a cherché a mettre en ceuvre les
caractéristiques de 1’enseignement actuel de Terminale S (aprés les derniers changements de
programme) en se penchant particulicrement sur le processus de la modélisation a I’aide des équations
différentielles. Elle montre que la notion d’équation différentielle sert a introduire la fonction
exponentielle et a modéliser des situations issues des sciences expérimentales (physique, chimie etc.).
Bien que cette notion soit trés utile pour modéliser des systémes, Rodriguez met I’accent sur I’écart
observé entre la démarche de modélisation établie (savoir savant) dans laquelle elle distingue six
¢tapes - réalité, modele pseudo-concret, modele mathématique, étude mathématique, confrontation
modele-réalité, généralisation et prévision-, et la démarche transposée dans les manuels et programmes
(savoir a enseigner) dans lesquels interviennent seulement les trois étapes : modele mathématique,

¢tude mathématique et confrontation modeéle-réalité.

3.3. Les études visant I’évolution de I’enseignement

Au cours des années 80, Artigue présente des travaux se situant dans une perspective
développementale. Bien que, historiquement, la théorie des équations différentielles connaisse trois
approches -algébrique, numérique et qualitative- c’est la premiére approche qui a dominé pendant un
certain temps et domine actuellement. Ainsi cette prédominance de I’approche algébrique dans le
domaine des mathématiques conduit Artigue a réfléchir sur la viabilité d’une autre approche, et plus
particulierement de 1’approche qualitative dans 1’enseignement universitaire. Afin de vérifier cette
viabilité, Artigue identifie tout d’abord les contraintes' qui pésent sur I’enseignement et élabore
ensuite des situations permettant une étude qualitative a I’aide des dispositifs informatiques. L un des

résultats obtenus montre que la résolution géométrique des équations différentielles est accessible

'Des _contraintes épistémologiques : relatives aux caractéristiques du savoir en jeu: la longue domination du cadre
algébrique, le développement tardif et relativement autonome de 1’étude qualitative, 1’élémentarisation relativement récente
de la théorie géométrique, le statut utilitaire et palliatif de la résolution numérique approchée.

Des contraintes cognitives : La difficulté des mathématiques liées a une perspective non empirique dans le cadre algébrique,
la mobilité de point de vue nécessaire a 1’approche qualitative, le niveau de maitrise en analyse requis par les justifications
dans les cadres numériques et géométriques

Des contraintes didactiques : La tentation de la réduction algorithmique, le statut infra-mathématique du cadre graphique, le
mythe de la résolution complete

-10 -
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méme a des étudiants débutants. D’un autre coté Rasmussen (1998), Chau & Pulivinage (1999),
Hubbard & West (1999) se sont focalisés également sur ’adaptation de I’approche qualitative dans

I’enseignement des équations différentielles.

De leurs cotés, certains physiciens (Serra (1999), Winther (1996), Raballand (1996), en se basant sur
le fait que les méthodes de résolution algébrique des équations différentielles sont trés compliquées et
souvent non connues par les €léves, cherchent a mettre a la disposition des éléves des instruments
informatiques qui permettent en particulier I’enseignement de méthodes de 1’analyse numérique. Ils

ne vérifient cependant pas la viabilité de I’approche numérique par une étude expérimentale.

Plus récemment, conformément au dernier changement du programme de Terminale S qui impose
explicitement aux professeurs des mathématiques et de physique-chimie de travailler en concertation
sur le sujet des équations différentielles, Winther (2003) réalise une recherche avec la participation de
plusieurs professeurs de lycée afin de proposer quelques pistes qui facilitent la mise en ceuvre de cette
interdisciplinarité. Dans ce travail commun, il s’agit particuliécrement de faire intervenir la méthode
d’Euler dans I’enseignement des équations différentielles, méthode qui permet de s’interroger sur les

paramétres influant sur la dérivée d’une grandeur physique.

3.4. Notre position

La plupart des chercheurs s’intéressant a I’enseignement des équations différentielles soulignent, nous
I’avons vu, la prédominance et la complexité de I’approche algébrique. Ils cherchent alors souvent a
mettre en oeuvre les deux autres approches en adaptant des supports de nouvelle technologie a
I’enseignement.

Il semble que I’on se trouve face a une absence de recherches prenant en compte I’enseignement des
équations différentielles dans les deux disciplines Mathématiques et Physique et ses effets chez les

apprenants. Ainsi notre attention s’est-elle portée dans un premier temps sur ce domaine.

4. Statuts de la notion d’équation différentielle

Les équations différentielles représentent un domaine extrémement puissant de 1’analyse
mathématique. On les rencontre dans absolument tous les domaines, que ce soit en mécanique, en

¢lectronique, en économie etc.

Examinons successivement, dans le paragraphe 4.1, 1’équation différentielle comme objet

mathématique et puis, dans le paragraphe 4.2, comme modele de situations physiques.

o1l -
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4.1. Objet "équation différentielle"

L’¢équation différentielle est un objet sur lequel ’apprenant est amené a travailler au niveau de la
recherche de solutions. La résolution des équations différentielles peut étre abordée a I’aide de trois

approches : I’approche algébrique, I’approche numérique et I’approche qualitative.

Résumons, sans entrer dans les détails, le fonctionnement de chacune de ces approches.

Les méthodes algebriques de résolution d’équations différentielles sont les plus connues et les plus
répandues depuis leur apparition dans le monde des mathématiques. Ces méthodes donnent des
solutions exactes sous la forme des formules explicites, d’expressions finies, de développements en
séries ou d’expressions intégrales. Cependant ces méthodes ne sont pas suffisantes pour résoudre tous
les types d’équations différentielles ; il existe, en effet, plusieurs types d’équations différentielles et

chacun d’eux implique une méthode de résolution particuliére.

Cette insuffisance nécessite l’intervention de nouvelles méthodes : les méthodes numériques et
graphiques. Les méthodes numériques permettent presque toujours d’approximer la solution d’une
équation donnée vérifiant une condition initiale donnée. 11 existe plusieurs de ces méthodes, dont les

plus connues sont la méthode d’Euler et la méthode de Runge-Kutta .

Pour résoudre une équation différentielle d’ordre peu élevé, on peut utiliser aussi une construction
graphique. La méthode graphique de base est celle des isoclines. Elle s’applique directement aux
équations du premier ordre que 1’on peut écrire sous la forme : y'(x) = f(x, y) (E). Une fonction y est la
solution de (F) si en tout point (x, (x)), la tangente a la courbe représentative a pour pente f{x, y(x)).
On peut alors calculer, pour tout point du plan, la valeur numérique de f{x, y(x)) ce qui permet la
construction de la courbe. Cette méthode donne rapidement un aper¢u du comportement des solutions,

et plus précisément de leurs comportements a long terme.

4.2. Modele "¢équation différentielle"

Dans le domaine de la physique, notre objet d’étude (les équations différentielles) est considéré en tant
que mode¢le utilisable pour décrire les phénomenes ¢tudiés, expliquer leurs relations et prévoir leur
évolution.

Dans ce paragraphe, nous mettrons I’accent sur deux utilisations générales des équations
différentielles dans le domaine de la physique: 1’équation différentielle dans la modélisation passive et

I’équation différentielle dans /la modélisation active.

4.2.1. Les équations différentielles dans la modélisation passive

L’utilisation des équations différentielles dans la modélisation passive masque presque toutes les

caractéristiques du processus de modélisation. Voici un exemple tiré d’un manuel d’université :
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Un circuit se compose d’un condensateur de capacité C et d’une résistance R en série, alimentés

par une force électromotrice V.

d
a) Si g est la charge emmagasinée par le condensateur, g(z) vérifie : R?q + 4 14
t

C
Calculer ¢(#) sachant que la charge initiale du condensateur est nulle et V constante.
. - . . di i _dV
b) Pour le méme circuit, on s’intéresse au courant i(z). Il vérifie : Rz + E = 7
t

Calculer i(2) sachant qu’a I’instant 0 le courant est /, et que V(z) = V,.sintx

Ce sont des exercices ou la modélisation a été effectuée en amont de 1’énoncé. Pour un tel exercice, a
premicre vue, on s’apercoit que le contexte physique n’a aucune importance. Il faut essentiellement
résoudre des équations différentielles linéaires avec second membre. Cependant on peut constater
deux différences par rapport a un exercice classique de mathématiques:
> [’équation "physique" comporte de multiples paramétres (résistance, condensateur..) qui
perturbent la simplicité de 1’équation,

> il est possible d’interpréter physiquement les solutions obtenues.

4.2.2. Les équations différentielles dans la modélisation active

Ce type d’utilisation ne contient plus des exercices de mathématiques "déguisés", mais des exercices
de physique demandant une interprétation de 1’énoncé et nécessitant de comprendre le vocabulaire
employ€. On précise d’abord les phénoménes étudiés par des variables qui se rapportent aux grandeurs
considérées, puis on cherche a établir des relations entre ces variables. L’exercice suivant illustre ce

processus :

Soit 4 = y(?) la trajectoire d’un objet lancé sans vitesse initiale v, depuis le haut de la tour Eiffel
dont la hauteur est estimée a 300 m. (Le frottement de ’air est négligé).

Calculer la hauteur de 1’objet au moment ¢ = 4s ?

Ce type de situation permet de rendre compte de certaines propriétés du systéme réel -1’objet réalise un
mouvement- sur lequel s’exercent certaines lois théoriques permettant de mettre en relation les

parametres en question.

4.3. Analyse du statut des €quations différentielles dans 1’enseignement actuel

Pour démarrer notre travail nous nous sommes focalisés sur le niveau le plus élémentaire de

I’enseignement des équations différentielles, en vue de caractériser la premicre rencontre des
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apprenants avec cet objet. Cette idée nous a amené a nous intéresser a 1’enseignement en classe de
Terminale.

Lorsqu’on s’intéresse a l’enseignement d’un concept, I'une des premiéres références est le
programme. En effet celui-ci précise les caractéristiques générales de cet enseignement. Ainsi pour
relever les "conditions de vie" de I’objet "équation différentielle” dans les deux disciplines, nous
analyserons rapidement les programmes officiels de la classe Terminale scientifique.

L’analyse des programmes doit nous permettre de mettre en évidence le systéme de conditions et de
contraintes auxquelles les ¢léves sont soumis. Ensuite, nous ferons une analyse rapide' des manuels
avec comme objectif de relever les places occupées par les équations différentielles et de mieux cerner

les caractéristiques de I’enseignement de cet objet.

4.3.1. Les équations différentielles en mathématiques

Dans les programmes officiels (1998) de I’enseignement obligatoire de mathématiques au niveau du
lycée, et particuliérement ceux qui correspondent a la série scientifique (S), I’étude des équations
différentielles ne constitue pas un chapitre a part entiére, mais se trouve dans la partie destinée a
I’étude des fonctions usuelles (pour plus de détails cf. Annexes A).
Sont étudiés seulement deux types d’équations différentielles : y'=ayet y" + @’y =0. Le premier
type est utile pour illustrer I’étude des fonctions logarithmes et exponentielles tandis que le deuxiéme
type est intéressant pour étudier les fonctions circulaires, sinus, cosinus et tangente.
Parallelement au programme officiel les manuels scolaires limitent I’étude des équations
différentielles a ces deux types d’équations différentielles. L’¢éléve a a sa disposition une définition
d’une équation différenticlle donnée comme "umne relation entre ume fonction et ses dérivées
successives, et qui est réalisée sur un intervalle"” et est confronté a certaines situations, issues d’autres
disciplines, qui montrent le domaine d’utilisation des €équations différentielles.
Les auteurs des manuels examinés® distinguent trois types d’exercices :
> Dans de nombreux exercices, on demande de trouver la solution compléte qui satisfait une
équation différentielle donnée,
> Dans d’autres exercices, on demande de vérifier qu’une fonction donnée est la solution de
I’équation différentielle étudiée,
> Enfin, dans certains cas on demande d’étudier 1’évolution d’un phénomeéne au cours du temps

o).

Nous ne détaillerons pas ici le contenu des choix des auteurs de chaque manuel en ce qui concerne
5z P . Py . . ’ .4 . , .
I’étude des équations différentielles mais nous €évoquerons un exercice’ qui met en évidence les

caractéristiques générales de cet enseignement :

' Cette analyse sera détaillée ultérieurement

* Terracher (1998)

? Fractale(1998), Terracher (1998)

* L’exercice est emprunté au manuel Terracher (1998)
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Soit 1’équation différentielle (E): 2)' +y =0
1. Déterminer la solution générale de (E)
2. Dans chacun des cas proposés, déterminer la ou les solutions de (E) vérifiant la condition
donnée :
a. f(H=1;
b. f(2)=(f (1))’

c. lim f(x) = +o0

On voit, a travers le contenu général de cet exercice, que I’enseignement des équations différentielles

se réduit aux méthodes de résolution algébrique.

4.3.2 Les équations différentielles en physique

Le programme officiel de 1996 fait intervenir 1’objet équation différentielle comme un "modéle" qui
permet d’étudier les mouvements oscillants. Il est prévu d’étudier deux types d’équations
différentielles : le premier type, x" + @’x = 0, est utile pour modéliser le ressort linéaire horizontal et
le circuit LC, et le deuxiéme type, x" + Ax' + w’x =0, est introduit pour étudier le comportement des
oscillateurs mécaniques a frottement visqueux ainsi que les oscillations amorties du circuit RLC (Pour

plus de détails cf. Annexes A;).

Conformément a ce qui est prévu par le programme, le concept d’équation différentielle est considéré,
dans les manuels scolaires, comme un modéle des systémes oscillants. L.’éléve commence par étudier
une fonction sinusoidale du temps sous la forme x =a.cos(@)t), ensuite il lui est proposé des
activités régies par les équations différentielles.

L’¢établissement d’équations différentielles décrivant des pendules élastiques horizontaux et des

. . . N . . . 1
circuits LC joue le rdle principal comme le montre 1’exercice suivant :

Un oscillateur mécanique est constitué¢ d’un ressort a spires non jointives de constante de raideur &
dont une extrémité est fixée a un solide S de dimensions telles qu’il peut étre assimilé a un solide
ponctuel de masse m. Dans cette expérience on néglige tous les frottements. Le plan sur lequel se
déplace le solide S est horizontal. La position du centre d’inertie G est donnée par le vecteur
position 0G = xi .

a. Indiquer sur le schéma les forces appliquées a S lors que I’on a 0G = x.i

b. Etablir I’équation différentielle du mouvement de S,

c. Calculer la pulsation propre @) et la période T; de 1’oscillateur.

Nous pouvons donc affirmer qu’il existe trois types de problémes concernant I’application des

équations différentielles en physique :

! L’exercice est emprunté au manuel Durandeau (1999)
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> les exercices qui portent sur I’établissement de 1’équation différentielle,
> les exercices nécessitant de vérifier si une fonction donnée est la solution de 1’équation
différentielle du systéme étudié,

> les exercices visant a trouver spécifiquement la période propre de I’oscillateur.

4.3.3. Conclusion

Concernant I’enseignement mathématique a propos de notre objet d’étude, nous avons noté que la
tache de modélisation est complétement abandonnée malgré I’importance des équations différentielles
pour les autres domaines. Cela revient a dire que cet enseignement reste limité aux mathématiques. De
plus cette limitation est renforcée par le monopole de I’approche algébrique qui entraine la limitation

de I’étude des équations différentielles aux équations linéaires.

Cependant, 1’analyse des manuels de physique de la classe de Terminale, prenant en compte notre
¢tude réalisée dans le paragraphe 2.2 de ce chapitre concernant le processus de modélisation, a montré
que la deuxieéme étape de ce processus, celle de "construction du modele et de travail dans le modele",
occupe une place trés importante dans I’enseignement de la physique.

On peut aussi noter que la recherche du modéle équation différentielle des phénomeénes physiques
porte quasi-exclusivement sur une seule démarche purement théorique s'appuyant sur certaines lois de

la physique (ex : la loi fondamentale de la dynamique, la loi des mailles).
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Chapitre A, : De I’objet de 1’étude au plan de 1’¢tude

1. Introduction a notre objet d’étude

A partir de différents travaux en didactique des mathématiques nous avons montré (Chapitre A,
paragraphe 3.1) que ’enseignement des équations différentielles au niveau de la premiére année de
I’université, se limite aux mathématiques et est dominé par I’approche algébrique. Cette prédominance
conduit les chercheurs a adopter de nouvelles méthodes de résolution pour diminuer les effets
indésirables de cette approche. Nous avons noté également que les travaux en didactique de la
physique se focalisent aussi sur ’adaptation des méthodes numériques dans I’enseignement de la
physique. Ces recherches nous ont montré I’existence d’un domaine vierge qui porte sur
I’enseignement du concept d’équation différentielle dans les deux disciplines et donc sur le rapport
entre les mathématiques et la physique, qui se partagent I’enseignement de ce concept.

Ceci nous a conduit a mettre en évidence les différents statuts du concept dans ces deux disciplines, et
a en regarder le fonctionnement dans 1’enseignement actuel, au niveau du lycée, lors de la premicre
rencontre avec le concept. En mathématiques, ce statut implique de connaitre certaines formules de la
résolution algébrique des équations différentielles linéaires. Ainsi, on commence par enseigner des
méthodes de résolution avant de faire étudier le concept a proprement parler. Dans I’enseignement de
la physique, ce concept joue un rdle important en tant que modele lors de I’étude des différents
systémes. Cependant nous avons observé que 1’établissement de ce modéle mathématique' est
fortement li¢é aux connaissances théoriques. Ces remarques nous montrent a quel point les deux

enseignements sont insuffisants.

En vue d’¢élargir I’objet de notre étude, nous avons décidé d’examiner, au niveau de [’enseignement
universitaire, les conditions d’apprentissage du concept d’équation différentielle dans le cadre de son
enseignement dans les deux disciplines.

Nous nous plagons, pour ce faire, dans le cadre de la théorie anthropologique de la didactique
développée par Chevallard (1989).

' Notons qu’au cours de ce travail le terme "modéle mathématique" signifie, pour nous, le "modéle équation
différentielle".
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2. Reformulation de 1’objet d’¢tude dans le cadre théorique de la
théorie anthropologique du didactique

Une des premicres notions fondamentales sur lesquels s’appuie essentiellement la théorie
anthropologique de la didactique est celle d’objet : nous nous intéressons ici a 1’objet équation
différentielle "ED".

Une autre notion fondamentale est celle de rapport personnel d’un individu x a un objet de savoir.

Cette notion est défini par Chevallard comme suit :
" le rapport personnel reléve notamment de tout ce que I’on croit ordinairement pouvoir dire en
termes de '"savoir", de "savoir-faire", de "conceptions", de "compétences", de "maitrise",

d’"images mentales", de "représentation" [...]". (Chevallard, 1989b)

En effet le rapport personnel d’un individu x, ici d’un étudiant, aux équations différentielles, qui peut
se noter comme R(x,ED)', désigne le systéme de toutes les interactions que x peut avoir avec I’objet
ED, par exemple quand il manipule ED pour la résoudre, quand il I'utilise pour résoudre un probléme

de physique etc.

Pour expliquer la formation et 1’évolution du rapport personnel d’une personne a un objet Chevallard
introduit une autre notion fondamentale, celle d’institution. Une institution est un dispositif social "qui
permet — et impose — a ses sujets (personnes), la mise en jeu de maniéres de faire et de penser
propres”. D’une fagon générale, le rapport institutionnel met ’accent sur ce qui se fait avec 1’objet et
explique comment I’objet doit €tre mis en oeuvre ou encore, en termes plus imageés, il est ce qui

apparait quand on observe le "destin" de 1’objet dans I’institution (Chevallard, 1989b).

Vouloir analyser, au niveau de [’enseignement universitaire, les conditions d’apprentissage du
concept d’équation différentielle dans le cadre de son enseignement dans les deux disciplines
mathématiques et en physique, nous conduit, dans le cadre de la théorie anthropologique de la
didactique, a rechercher les caractéristiques du rapport personnel a 1’objet ED des étudiants de

premiere année de DEUG.

Pour cela, nous nous intéresserons aux deux institutions : I’institution mathématique / et I’institution
physique I'. En effet, le rapport personnel des étudiants a 1’objet ED change par leur entrée dans
certains travaux dont I’objet ED est constitutif, et qui vivent dans les deux institutions / et I'. De plus,
le rapport personnel de x a ED étant le résultat de 1’histoire d’assujettissements institutionnels passés
et présents, nous serons conduits a étudier, au sein de / et de ', les rapports institutionnels a £D en

classe de Terminale et en premicre année d’université.

'R (x, ED) : Rapport d’une personne (x) a I’objet Equation Différentielle
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Nous proposons ci-dessous la figure 2 qui schématise les relations entre 1’ensemble des rapports

institutionnels d’un étudiant et son rapport personnel a 1’objet équation différentielle :

L’ensemble des rapports institutionnel

I’étudiant

1
1
!
aux équations différentielles de !
i
1
1

Rapport aux équations différentielles
de I’institution de 1’enseignement
mathématique

Rapport personnel
de I’étudiant aux
équations
différentielles

Rapport aux équations différentielles
de I’institution de 1’enseignement
physique

Rapport aux équations différentielles
d’autres institutions

Figure 2 : Représentation de la relation entre le rapport institutionnel d’un étudiant aux équations

différentielles et son rapport personnel

Les relations qui seront traitées particulicrement dans ce travail de thése sont désignées par les deux

fleches en trait plein alors que la fleche en pointillés concerne une relation qui ne sera pas traitée ici.

Questions et hypothéses de recherche

Dans ce travail de thése, nous allons chercher les éléments de réponses aux deux questions suivantes :

Question 1: Quels sont les choix didactiques de [’enseignement des équations différentielles
dans [institution mathématiques?

Quels sont les effets de ces choix sur la construction des savoirs des étudiants ?

Question 2. Quelles sont les caractéristiques du processus de modélisation, associé aux
équations différentielles, dans l'institution physique ?

Quel role les équations différentielles peuvent-elles jouer, pour les étudiants, dans [’institution
physique ? Celui d’'un modele qui représente effectivement des systemes physiques ? Ou bien

celui d’un outil qui facilite I’étude de ces systemes physiques ?

Nous formulons les hypothéses de recherche suivantes que nous mettrons a I’épreuve :
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Hypotheése de recherche 1 : La prédominance de la résolution algébrique en mathématiques est
une contrainte pour la vie de la notion d’équation différentielle et conduit les étudiants a faire
porter 'accent sur cette résolution. 1l en résulte que lorsque les étudiants sont confrontés a

d’autres tdches que la résolution algébrique, ils rencontrent des difficultés notables.

Hypotheése de recherche 2 : La force du contrat institutionnel en physique entraine, chez les

étudiants, la réduction du processus de modélisation a [’aide des équations différentielles a une

étude algorithmique qui facilite leurs tdches mais conduit a une perte de sens.

3. Organisation de la recherche

Dans ce paragraphe nous présenterons le plan de notre recherche. Nous 1’avons scindé en trois grandes
parties : une analyse des conditions d’émergence des équations différentielles, une analyse
institutionnelle de 1’enseignement des équations différentielles en mathématiques et en physique, et

enfin une analyse des pratiques des étudiants.

3.1. Etude épistémologique

Les travaux antérieurs et I’é¢tude des manuels nous permettent d’identifier les fonctionnements
généraux des équations différentielles dans I’enseignement des deux disciplines et de relever
I’importance des différentes approches dans 1’enseignement des équations différentielles. Mais ces
travaux ne nous renseignent pas sur d’autres types de démarches possibles (différentes de la démarche
théorique) et sur les conditions sous lesquelles celles-ci peuvent étre utilisées dans la construction du
mod¢le "équation différentielle”.
En vue de découvrir d’autres types de démarches pour la construction de ce modele, nous avons été
conduits a élargir notre étude en utilisant 1’hypothése de travail suivante :
Une analyse épistémologique devrait nous permettre d’établir un paralléle entre le
fonctionnement historique des équations différentielles et leur fonctionnement dans
[’enseignement moderne afin d'en tirer éventuellement des réponses aux questions qui se

posent aujourd'hui dans l'enseignement des équations différentielles.

Une premicre entrée dans la Partie B de notre recherche consiste en 1'étude des différents problemes
posés lors de la naissance des équations différentielles. Dans cette étude nous repérons les contraintes
et conditions de 1’émergence du concept d’équation différentielle, tout en mettant en avant son étroite
relation avec différentes disciplines.

Cette étude met en évidence les caractéristiques du fonctionnement des équations différentielles dans

la modélisation des différents systemes mécaniques et géométriques. Elle montre ainsi 1’existence
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d’une autre démarche (que la démarche théorique) qui présente les mémes caractéristiques que la
démarche expérimentale (cf. 2.3 du Chapitre A;). Cela nous conduit a la question suivante :

1 ’ . . . y . . ., .
Qg : Cette démarche historique trouve-t-elle une vie dans [’enseignement universitaire ?

3.2. Etude des rapports institutionnels

Revenant sur 1’objet central de cette étude, nous décrivons, dans la Partie C, les rapports
institutionnels des étudiants aux équations différentielles dans les deux institutions, / et I' et nous
répondons a la question suivante :

Oc’ : Quelles sont les caractéristiques de ['ensemble des rapports institutionnels (en mathématiques

et en physique) a l’objet équation différentielle?

Pour apporter des éléments de réponses a cette question, nous analysons tout d’abord des manuels de
Terminale S, afin de mieux cerner les conditions de la premicre rencontre des étudiants avec 1’objet
"équation différentielle".

Ensuite, une analyse, en premiére année de DEUG, des polycopiés de cours magistraux et des feuilles
de travaux dirigés de mathématiques et d’électrocinétique’, nous permet, d’une part de vérifier la
continuité des contraintes repérées par I’analyse des manuels, d’autre part de repérer éventuellement
d’autres contraintes. Ces derniers points sont complétés par I’observation du cours magistral des deux

disciplines et des séances de travaux dirigés.

3.3. Etude des rapports personnels des étudiants a I’objet équation différentielle

Dans la Partie D, nous complétons les études précédentes par la caractérisation des rapports
personnels des étudiants a propos de 1’objet équation différentielle. Pour cela nous concevons deux
dispositifs expérimentaux que nous faisons fonctionner aupres des étudiants de DEUG Sma (filiére
Sciences de la Matiére) de premicre année. Dans ces dispositifs, nous tentons de faire vivre les deux
statuts du concept d’équation différentielle (I’objet et le modele).

11 s’agit pour nous de répondre aux questions suivantes:

Op,” : Quelles sont les caractéristiques du rapport personnel des étudiants a 1'objet équation
différentielle ? et notamment quel est le degré d’adéquation entre le rapport personnel et le rapport
institutionnel (de deux institutions) a [’objet en question ?

Op; : Quelles sont les difficultés spécifiques des étudiants qui résultent des choix de deux institutions ?

(Les méthodologies spécifiques a chaque étude sont présentées au début de chacun des chapitres.)

! Puisqu’il s’agit des questions qui sont formulées a 1’aide de 1’étude épistémologique réalisée dans la partie B
de cette recherche, nous utilisons la notation Qpi.

? Le fait de la reformuler dans cette étape de 1’étude (partie C), nous permet d’utiliser la notation suivante : QOci.
3 Rappelons que, a ce niveau, 1’¢électrocinétique est le seul domaine de la physique ou sont enseignées les équations
différentielles.

*Le fait de les reformuler dans cette étape de 1’étude (partie D), nous permet d’utiliser la notation suivante : Qpi.
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Chapitre B : Apercu épistémologique du concept d’équation
différentielle






Chapitre B

Chapitre B : Apercu épistémologique du concept
d’¢quation différentielle

"C’est du besoin de modélisation que sont nées les
mathématiques en Mésopotamie ou dans ['’Egypte
ancienne",

André Pichot, La naissance de la science

Introduction

Rappelons tout d’abord que dans la partie précédente (cf. chapitre A, paragraphe 4) nous avons mis
I’accent sur deux statuts du concept d’équation différentielle : équation différentielle "objet" d’étude et
¢quation différentielle "modele". Pour ce statut de modele, la physique a été choisie comme discipline
privilégiée permettant d’étudier le fonctionnement des équations différentielles dans un travail de
mod¢élisation.

Nous avons insisté ainsi sur deux points essentiels :

- en mathématiques, I’enseignement des équations différentielles (objet) est enfermé quasi-
exclusivement dans cette discipline et ignore la relation qui peut exister avec d’autres
disciplines,

- en physique, la construction du modele équation différentielle est restreinte a une démarche

théorique.

L’objet de cette partie B est donc définir la relation entre cet objet et d’autres disciplines, de connaitre
le fonctionnement des équations différentielles dans le travail de modélisation et ainsi de relever
d’autres types de démarches possibles a propos de 1’établissement des équations différentielles.
Notons a ce propos que I’étude réalisée (cf. chapitre A,, paragraphe 4.3) a propos de 1’enseignement
actuel n’a pas pu nous renseigner sur d’autres types de démarches possibles. Ainsi, notre attention se
portera-t-elle particuliérement sur une étude ¢€pistémologique en vue de mettre en évidence les
conditions de la naissance du concept d’équation différentielle ainsi que son évolution historique.
Nous souhaitons plus particuliérement connaitre les caractéristiques de ce concept en tant que modele
a I’époque de son émergence, et comprendre le role joué par la physique dans I’évolution de ce

concept.

Quel est l'intérét d’intégrer d’une telle étude dans notre travail ?

Nous répondrons a cette question en mettant en avant la relation entre épistémologie et didactique :
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Si une notion est aujourd’hui contenue entiérement dans une définition ou dans un théoréme, il est
¢vident qu’elle ne va pas de soi pour autant. En effet il lui a fallu plusieurs siecles pour apparaitre,
s’affirmer et étre enseignée (Cornu, 1983).

L’analyse épistémologique met bien en évidence 1’évolution au cours du temps d’une notion, sa
dépendance des domaines concernés et le niveau d’élaboration des objets qu’elle manipule. Cette
analyse épistémologique permet également de connaitre les différences existant entre "savoir savant"
et "savoir enseigné" (Artigue, 1990). Une telle analyse, en nous permettant de comprendre ce qui
gouverne 1’évolution de la connaissance scientifique, nous aide a prendre conscience de la distance qui

sépare les deux systémes (savoir savant et savoir enseigné).

L’¢étude historique permet de connaitre les conditions dans lesquelles s’est développée une notion. En
effet, une notion ne peut pas apparaitre et se développer toute seule ; elle est forcément liée a d’autres
notions. L’idée selon laquelle les objets mathématiques sont souvent apparus pour répondre aux
besoins d’autres disciplines montre que le champ conceptuel dans lequel se trouve une notion
mathématique dépasse le cadre de cette discipline. C’est pourquoi un regard sur 1’époque ou est
apparue la notion d’équation différentielle nous apportera un éclairage sur les problématiques ayant
accompagné cette apparition. Cette notion, comme la plupart des notions en mathématiques, s’est

construite progressivement en tant qu’outil pour résoudre divers problémes.

Dans le développement historique de la résolution de problémes, on cherche en général a introduire un
outil en se basant sur les concepts déja existants. On se focalise ensuite sur les caractéristiques et le
développement de cet outil. C’est a partir de cette étape qu’il devient "un objet mathématique".
L’¢étude historique permet donc, d’une part, de relever les problemes qui lui ont donné naissance et

d’autre part de connaitre les étapes de I’évolution d’une notion.

1. Naissance du concept d’équations différentielles

1.1. Du calcul différentiel aux équations différentielles

L’objet équation différentielle tel que les mathématiciens le connaissent actuellement a été mis en
place progressivement depuis quatre siécles. Gottfried W. Leibniz (1646-1716) appelle d’une fagon
générale "équation différentielle" une équation y = f{x) ou intervient au moins une fonction dérivée de
f (dérivée premiére : 1, dérivée seconde : /") (Bossut, 1810).

On peut trouver diverses formes d’utilisation des équations différentielles. Mais au-dela de ces formes,
il faut absolument saisir le concept de "calcul différentiel", qui joue un role central dans I’émergence
des équations différentielles. Bien que plusieurs mathématiciens se soient intéressés a ce concept
depuis longtemps, celui-ci ne trouve son autonomie que lors de la derniére moitié de 17°™ siécle,

(Bessot et al., 1999) avec les travaux de Newton et Leibniz que nous détaillons ci-dessous.
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La principale question qui se posait a cette époque se centrait sur la théorie générale des courbes et
leurs propriétés. Afin de diminuer les erreurs et les méprises apparaissant dans la résolution de certains
problémes rencontrés, les scientifiques avaient été conduits a introduire "le calcul différentiel".

Dans I'Encyclopédie de Diderot et d'Alembert, ce concept est défini de la maniére suivante :
"Le calcul différentiel est une quantité différentielle (ou simplement différentielle), une quantité
infiniment petite, ou moindre que toute grandeur assignable. On l'appelle différentielle ou quantité
différentielle, parce qu'on la considére ordinairement comme la différence infiniment petite de

deux quantités finies, dont I'une surpasse l'autre infiniment peu". [1]

Isaac Newton (1642-1727) considérait qu’il s’agissait de l'accroissement momentané d'une quantité ;
il I'appel fluxion. En effet il avait une vision cinématique de I’analyse selon laquelle "une courbe n’est
pas une juxtaposition de points, mais le trajet d’un point en mouvement" (Cornu, 1983). Cette
approche lui a permis de se poser le probléme du mouvement instantané et de calculer des dérivées et
des intégrales en utilisant " le faux de variation instantané ". Dans son ouvrage " La méthode des
fluxions et des suites infinies "', Newton développe la transformation des données entre la vitesse et la

longueur de I’espace.

En effet son calcul des fluxions est une comparaison entre des vitesses de variation. Les quantités
Fluentes qui sont considérées comme des quantités augmentées régulicrement et indéfiniment, sont

représentées par Newton a 1’aide des dernieres lettres de 1’alphabet v, x, y et z. Ainsi, pour les vitesses
de x, y, z il met un point sur ces lettres: x, v,z .

La méthode de Newton porte sur les notions évidentes du mouvement :

"Lorsqu’un corps se meut uniformément, la vitesse qu’il a a chaque instant est la méme ; mais il en
est autrement d’un corps qui se meut d’'un mouvement accéléré ; qui tombe, par exemple, en vertu
de sa pesanteur. Ce corps a une vitesse différente a chaque instant, et cette vitesse est celle avec
laquelle il continuerait de se mouvoir, si la pesanteur ou la force qui 1’accélére cessait d’exercer
sur lui son action. Il en est de méme du mouvement retardé ; la vitesse en chaque point de 1’espace
parcouru par un mouvement semblable, est celle avec laquelle le corps continuerait a se mouvoir,
si la cause retardatrice cessait d’agir. La vitesse d’un corps mi d’un mouvement, soit accéléré, soit
retardé, pourrait étre mesurée par 1’espace que ce corps parcourrait dans un certain temps donné,
son mouvement cessant d’étre altéré par I’action de la cause qu’on a dit ci-dessus". (Montucla,
1968).

Cette méthode indique que toute courbe peut représenter deux mouvements : le premier est celui de

I’ordonnée et le deuxiéme est celui de I’abscisse.

Gottfried W. Leibniz (1646-1716) parle de calcul différentiel, en considérant les grandeurs infiniment

petites comme des différences de quantités finies. Cette considération le conduit & exprimer ces

" Newton, 1671, (trad. fr.1740) Traduit par Buffon de: The method of fluxions and infinite series
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différences en utilisant la lettre d : ainsi la différentielle de x est exprimée par dx, celle de y par dy.
(Bossut, 1810). Leibniz présente, dans son premier travail édité en 1684 dans les Acta Eruditorum, les

régles générales de la différentiation (I’addition, la soustraction, la multiplication et la division).

"Addition et Soustraction:si v =z —y+w+Xx [...] dvseraégal dz —dy +dw+dx

Multiplication : dxv égal xdv +vdx [...]

v v o EvdyF ydv .
Enfin la division : d — ou (en posant z égal a— ), dz égal —————— " (Leibniz, 1684, trad.
Y

fr. 1989)

Une fois que ce concept a acquis son autonomie, on a commencé a I'utiliser dans divers problémes. En
effet, avant ’intervention du calcul différentiel, les scientifiques n’avaient pas su trouver de solution
aux problémes rencontrés au 17°™ siécle. Ce calcul leur a permis de résoudre ce type de problémes

d’ou I’émergence des équations différentielles.

1.2. Problémes initiaux

Aprées un rapide survol historique de notion de calcul différentiel, nous étudierons les principaux
problémes qui donnent naissance a la théorie des équations différentielles.

Il nous a paru important de savoir comment ce concept d’équation différentielle, qu’on emploie en
mathématiques et qu’on utilise dans divers domaines de fagon courante, est né, de quels problémes il
est issu et quelles sont les étapes de son élaboration.

Nous allons donc ici étudier les caractéristiques du modele "équation différentielle” en remontant au
17°™ siécle, époque a laquelle ce concept a émergé. Pour cela nous nous appuierons sur certains

problémes rencontrés a cette époque.

1.2.1. Probléme "inverse tangente"

En 1638, F. De Beaune propose quelques problémes nommés "inverses des tangentes" a la sagacité
des mathématiciens (Wanner, 1988). Il s’agit de trouver une courbe représentée a 1’aide d’une
propriété tangentielle. Leibniz est le premier parmi plusieurs scientifiques qui tentaient de résoudre ce
probléme a avoir publié sa solution en 1684 dans Acta Eruditorum. Voici le probleme original et la

solution proposée par Leibniz :
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"Trouver la courbe WW (présentée dans la figure suivante) telle qu’en tragant la tangente WC

jusqu’a I’axe, XC soit toujours égal a un méme segment constant ¢" (Leibniz 1684, trad. fr. 1989)

B dx
/D
G N
KN/ A Ix S
, /\/M\f
\ 5\,( A,
\E
,B

Afin de faciliter la lecture de la figure précédente nous proposons la figure suivante qui simplifie celle

premiére :

A&)

w
MW
x
T —
a

Il s’agissait de représenter une courbe a partir de ses caractéristiques : sous-tangente constante en chaque point.

Leibniz a raisonné de la fagon suivante :
"J'imaginais [...] pour toutes les courbes, un triangle que j'appelai caractéristique, dont les cotés
fussent indivisibles (ou, pour parler mieux, infiniment petits), c'est-a-dire des quantités
différentielles ; [...]" (Leibniz, 1684, (trad. fr. 1989).

Ce triangle, caractéristique pour le probléme dont I’analyse est en cours, est semblable au triangle WXC. Ceci

lui permit d’en déduire une relation du type: —— = d_ et d’obtenir (en considérant que les x, ou AX,
X

croissent uniformément, autrement dit "dx" constant, a savoir égal a "b") I’équation différentielle suivante :
> $

w=2 dw.
b

A la fin de sa résolution, il définit la courbe cherchée WIW comme une courbe logarithmique.
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Comment Leibniz a-t-il pu aboutir a cette équation différentielle ? La réponse se trouve
vraisemblablement dans I’application du calcul différentiel. D’une fagon générale, Leibniz considere
que chaque petit intervalle de la courbe cherchée correspond a un déplacement sur deux axes:
horizontal et vertical. Sa résolution montre qu’il définit un petit triangle en chaque point de la courbe.
Les propriétés des triangles semblables permettent ensuite d’aboutir a une relation qui se transforme
en une équation différentielle.

Une confirmation que c’est effectivement la méthode de Thales qui était utilisée par Leibniz se trouve

dans le travail de Harrier et al. (2001).

1.2.2. Probléme "isochrone"

Un autre probléme remarquable, est celui de 1’"isochrone", proposé par Leibniz en 1687 :

"Trouver une ligne de descente, dans laquelle le corps pesant descende uniformément, et approche

¢galement de I’horizon en temps égaux ". (Leibniz, 1687 (cité par Blay, 1992)).

Notons qu’il s’agit d’une variété de solutions proposées par plusieurs scientifiques. Nous ne
travaillons ici que sur celle proposée par Jacques Bernoulli en 1690. Dans la solution de Bernoulli on
rencontre encore des triangles semblables. Sa solution se scinde en deux étapes bien distinctes : une
premiere a pour objet de ramener le probléme physique a un probléme de géométrie et une deuxieme
comprend la résolution de cette question de géométrie a I’aide du calcul différentiel. Voici la solution

proposée par Bernoulli :
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Bernoulli se concentre tout d’abord sur la condition qui impose que "le corps descende avec une vitesse
verticale constante". Pour cela il suppose qu’un point pesant est abandonné en A sans vitesse initiale (cf. figure
suivante). Ensuite il définit BFG comme la courbe que le point pesant doit décrire en arrivant en B avec la
vitesse acquise au cours de la chute AB. Ce point s’approche ou s’éloigne de I’horizon avec un mouvement tel

que des espaces parcourus soient égaux pour des temps égaux. (Blay, 1992).

" £ A P N M

En s’appuyant tout d’abord sur la loi de la chute des graves de Galilée, Bernoulli établit deux relations
correspondant respectivement a la vitesse acquise par le point pesant en point A et a la vitesse finale qu’il a au
point G (cf. figure précédente). La combinaison des deux relations obtenues et la considération des triangles
CG _GM’

EH GP*’

Sur le schéma, il appelle vg et vy les "vitesses acquises en G et H" par un point pesant tombant en chute libre

semblables ’ameénent a la relation suivante :

"de la méme ligne horizontale AC suivant les droites CG et EH". 1l continue, d’aprés la loi chute des graves de

2
c s . .. v _CG
Galilée qui permet une résolution en passant par la géométrie : —- = —— .
vy, EH

Cette loi permet de remplacer dans toutes les démonstrations le rapport des carrés des vitesses par celui des
longueurs.
Dans sa solution, Jacques Bernoulli suppose sans 1’expliciter que la vitesse le long des segments rectilignes

infiniment petits FH et DG est constante (cf. figure), et donc, puisque ces segments sont parcourus dans le

o . ve _ DG
méme intervalle de temps, il suppose que : — = —— .

vy, FH

A T’aide de cette nouvelle relation, il remplace dans toutes les démonstrations le rapport des vitesses par celui
des longueurs. Par conséquent, la combinaison de ces deux relations rend possible, 1’élimination de la vitesse ;
CG _ DG>
EH FH®
En mobilisant certaines régles de la géométrie pure (ex : les triangles semblables, ...) il trouve finalement la
CG _GM* HE*’ GG _ GM*
EH GC* NH* ~EH GP*

il résulte la relation suivante :

relation suivante : D’ou

Bernoulli intégre ensuite le calcul différentiel dans le probléme et finalement trouve que 1’équation

Q B \/bzy—a3
dx \/a_3

représente la courbe cherchée. (Blay, 1992) (pour plus de détails se rapporter a ’annexe n° 1 de la partie B).

différentielle, du type : (oua=CG,b=GM,x=AE, dx = LF, y = EH et dy = HL)
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Il a été observé explicitement que la solution de Bernoulli témoigne d’une combinaison parfaite entre

la géométrie et la mécanique.

1.2.3. Probléme "brahystochrone"

Parmi tous les problémes posés au 17°™ siécle, il existait un probléme qui a occupé une place

importante pendant longtemps. 1l s’agit de probléme "Brahystochrone", qui s’énonce ainsi :

"Trouver la courbe plane AMB (définie par figure suivante) qu’un point pesant M doit parcourir
pour descendre sans vitesse initiale d’un point 4 & un point B dans le temps le plus bref." (J.
Bernoulli 1696 cité par Blay 1992)

La solution de ce probléme qui a 1’air simple a priori, souléve en fait des difficultés sur lesquelles se
sont penchés plusieurs scientifiques. Nous illustrons 1'une des solutions proposées par les

scientifiques, celle de Jean Bernoulli lui-méme :
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Bernoulli redéfinit la courbe cherchée par la figure suivante :

F__ 4 - &
\
H _rl ¢ I A W— Y
cf %
E o 8 %

Pour démarrer sa solution il s’appuie sur le principe de Fermat qui dit que
"un rayon de lumiére, passant d’un milieu moins dense ou plus rare dans un milieu plus dense, se
rompt par rapport a la perpendiculaire, en sorte que le rayon procédant continuellement de la

source de lumiére vers le point éclairé emploie le moins de temps possible". (Chabert, 1993).

Fermat déduit de ce principe que les sinus d’incidence et de réfraction sont proportionnels aux vitesses avec

lesquelles la lumiére se déplace dans les deux milieux : le rayon suit le chemin qui satisfait partout a la loi de

réfraction : =a (4 estl’angle que la tangente fait avec la verticale et il est proportionnel a la

sina

vitesse v).

Dans cette solution la courbe cherchée AMB (cf. figure citée ci-dessus) correspondant au trajet le plus rapide

pour aller de 4 en B, est la courbe décrite par le rayon lumineux.

En définissant chaque élément de cette figure, Bernoulli pose: AC =x, CH=t, CM =y, Cc = dx, nm = dy et

. d
Mm =dz et écriten M: SINQ = d—y il donne ainsi 1’équation différentielle décrivant une telle courbe :
Iz

dy = vdx

Il caractérise enfin la courbe brahystochrone comme une cycloide ordinaire dont le cercle GLK a roulé sur AB

a partir de la position initiale 4. (cf. ’annexe n° 2 de la partie B pour la solution détaillée)

La difficulté de résoudre des problémes de mécanique qui nécessitent une mathématisation des
propriétés des systémes était toujours présente. C’est pour cela que dans sa solution, Bernoulli fait
fonctionner a la fois deux domaines de la physique aujourd’hui distincts : optique et mécanique tout en

intégrant les lois de 1’optique dans un probléme de mécanique.
A travers ces exemples on observe une diversité de méthodes de résolution de chaque type de

problémes. On constate ainsi que I’établissement d’une équation différentielle est [’aboutissement de

démarches différentes de la démarche théorique qui utilise des lois bien connues.
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2. L’évolution du concept d’équation différentielle

Bien que I’apparition du calcul différentiel ait permis aux scientifiques de 17°™ si¢cle de résoudre
certains problémes de la géométrie et de la mécanique, autrement dit de les modéliser par des
¢quations différentielles, ces scientifiques ont bientdt constaté que la résolution de ces dernicres était
difficile. Depuis cette époque, se pose une question qui occupe une place importante dans le domaine
de mathématiques : Comment peut-on résoudre les différents types d’équations différentielles ?

Rappelons que les différents types d’équations différentielles sont apparus quasi-exclusivement a
travers des phénomenes réels liés en général a la physique. On peut d’ailleurs constater un va-et-vient

perpétuel entre les phénomeénes physiques et les équations différentielles.

Il est possible ainsi d’examiner cette question tout en scindant 1’histoire de la genése de la notion

d’équations différentielles en trois grandes périodes :

La premiére période est marquée par les écrits de Newton et de Leibniz, sur la résolution des
équations différentielles. Newton étudie celles-ci dans son traité sur le calcul différentiel en 1671 et les
résout par intégration et développement en séries. Il affirme qu’il est possible de résoudre toutes les
équations différentielles a 1’aide de cette méthode. La méthode proposée par Newton consiste a
exprimer la solution de 1’équation sous forme d’une série qui est la somme d’une infinité de termes.
Les coefficients de la série sont déterminés par récurrence, I’un apres 1’autre, a partir de 1’équation et

des conditions initiales (Harrier, et al., 1987).

De son coté Leibniz découvre en 1691 la méthode d’intégration des équations différentielles a
variables séparées. Il intégre ainsi les équations différentielles homogeénes du premier ordre et ensuite
les équations linéaires du premier ordre : Si I'équation est de la forme A(x) = y'.B(x), on la raméne a
I'égalité de deux différentielles, I'une en x, I'autre en y, et on intégre les deux membres (Bossut, 1810).

Le théoréme fondamental de I’analyse et du calcul intégral introduit lors de cette premiere période,
n’est utile que dans certaines circonstances, notamment lorsqu’il s’agit des équations différentielles a

variables séparées.

Ces premicres tentatives des inventeurs du calcul différentiel sont suivies par la généralisation de cette
théorie et 1’apparition de nouvelles méthodes de résolution que nous avons considérées dans la
deuxiéme période :

Au cours de 18°™ siécle, plusieurs mathématiciens (J. Bernoulli (1654-1705), J. F. Riccati (1676-
1754), et al.) ont cherché des techniques pour analyser et résoudre plusieurs types d'équations.
Cependant, la plupart des équations n’avaient pas encore été résolues et un mathématicien, L. Euler
(1707-1783), remarque que le développement des équations différentielles fait apparaitre un besoin de

nouvelles méthodes pour aborder les familles de solutions de nombreux types d’équations. Euler

_34 -



Chapitre B

réalise des travaux importants dans ce domaine tout en y intégrant le concept de fonction. Il est le
premier a comprendre les propriétés et les rdles des fonctions exponentielles, logarithmiques,
trigonométriques, et de beaucoup d'autres fonctions élémentaires. En 1739, il développe la méthode de
variation des parameétres. Ses travaux incluent également l'utilisation des approximations numériques
et I'¢laboration des méthodes numériques, qui fournissent des solutions approximatives pour presque
toutes les équations. Euler continue ensuite ses travaux en les appliquant a la mécanique, ce qui le
conduit a des modeles et donc aux équations différentielles [2].

Apres Euler, certains mathématiciens se sont servis de ses méthodes. D. Bernoulli (1700-1789) les a
utilisées pour étudier les oscillations et les équations qui donnent ce genre de solutions. Il en est de
méme pour J. L. Lagrange (1736-1813) et P. S. Laplace (1749-1827). Lagrange a suivi les méthodes
d’Euler pour étudier particulicrement des équations décrivant le probléme a trois corps et I’énergie
potentielle associée. Quant a Laplace, il a travaillé sur la stabilité du systeme solaire en utilisant des

techniques numériques.

Aprées les premicres tentatives de résolutions numériques (les travaux d’Euler), I’histoire de la théorie
des équations différentielles témoigne du développement de nouvelles méthodes numériques. L’une
de ces méthodes a été développée par C. Runge (1856-1927) pour résoudre les équations qui sont
apparues dans son étude des spectres atomiques. Cette méthode fait partie des méthodes les plus

connues et les plus utilisées actuellement, sous le nom des "méthodes de Runge-Kutta". [2]

L’apparition des méthodes numériques n’était pas suffisante pour résoudre certains types d’équations
différentielles. Ainsi une troisiéme période qui se situe & la deuxiéme moitié¢ du 19°™ siécle débute
par D’apparition d’un nouvel obstacle, la résolution des équations différentielles non-linéaires. Le
franchissement de cet obstacle est a ’origine de 1’émergence d’une nouvelle approche nommée
"qualitative". Cette approche est introduite par les travaux de H. Poincaré (1854-1912) qui a ouvert
une nouvelle piste pour la résolution des équations différentielles non linéaires.

Poincaré propose une étude globale, dans laquelle il tente d’analyser le comportement des intégrales
dans tout le plan. En effet selon Poincaré la méthode d’intégration a I’aide de séries n’est pas
suffisante pour résoudre des équations différentielles de la mécanique et d’autres domaines de la
physique. C’est la raison pour laquelle il était indispensable de développer des méthodes différentes

des méthodes algébriques.
La plupart de travaux de Poincaré contiennent l'utilisation et I'analyse des équations différentielles.

Dans la mécanique céleste il a maitrisé la stabilité des orbites et a lancé la théorie qualitative

d'équations différentielles non-linéaires.
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A ce propos Poincaré énonce que :
[...] I’étude qualitative aura par elle-méme un intérét du premier ordre. Diverses questions fort
importantes d’Analyse et de Mécanique peuvent ainsi s’y ramener. Prenons pour exemple le
probléme de trois corps : ne peut-on se demander si I’'un des corps restera toujours dans une
certaine région du ciel ou bien s’il pourra s’¢loigner indéfiniment ; si la distance de deux corps
augmentera, ou diminuera indéfiniment, ou bien s’il restera comprise entre certaine limites ? ne
peut-on pas se poser mille questions de ce genre qui seront toutes résolues quand on saura
construire qualitativement les trajectoires des trois corps ? Et si I’on considére un nombre plus
grand de corps, qu’est-ce que la question de l’invariabilit¢ des planctes, sinon une véritable
question de géométrie qualitative, puisque, faire voir que le plus grand axe n’a pas de variations
séculaires, ¢’est montrer qu’il oscille constamment entre certaines limites ? (Poincaré, 1932, cité

par Bottazini, 2000)

Un tel probléme qui porte sur le mouvement de » points matériels, s’attirant mutuellement en raison
directe de leurs masses et en raison inverse du carré des distances peut en effet se caractériser comme

un paradoxe :
"[...] la loi de Newton est I’une des plus simples, = mm' / %, mais la solution de I’équation du
mouvement de n corps dans un référentiel a défié depuis longtemps les mathématiciens. Dans le
cas n = 2, les solution sont connues : la trajectoire du premier corps par rapport au second est une

conique. Déja pour n = 3, le probléme devient particuliérement difficile". (Ramunni, 1991)

Poincaré présente en 1889 la solution de ce probléme a trois corps ou plus généralement a n corps sur
lequel il a travaillé lors de son étude qualitative des équations différentielles. Dans sa solution il trouve
que trois corps obé¢issant a la gravitation universelle de Newton ont une trajectoire qui dépend
fortement des conditions initiales. Beaucoup de résultats de son travail seront a 1’origine de nouvelles
manicres de penser, comme l'analyse des séries divergentes et les équations différentielles non

linéaires.

Conclusion

Nous avons tenté de réaliser une analyse historique avec plusieurs objectifs :
- Dégager les caractéristiques de fonctionnement des équations différentielles,
- FEtudier les problématiques associées,
- Mettre en évidences les étapes historiques de 1’évolution et les facteurs de progres,
- Chercher les relations avec d’autres disciplines qui ont marqué I’histoire du concept

d’équations diftérentielles,

L’analyse développée dans le paragraphe 1 et le survol historique décrit dans le paragraphe 2

permettent de dégager des résultats suivants :
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> Notre analyse des problémes qui se sont posés lors de la naissance des équations
différentielles et de leur résolution nous a montré dans quelles circonstances la notion
d’équations différentielles a trouvé une vie. Nous avons observé ainsi qu’elle est née comme
un modele qui permet de résoudre certains problémes. En effet tous les problémes analysés
précédemment (cf. paragraphe 1.2) nécessitait de décrire certaines courbes pour les quelles on
connait une ou plusieurs propriétés. Ceci correspond en effet aux deux étapes du processus de
mod¢élisation : une premicre qui nécessite de définir le systéme a modéliser et une deuxieme
qui implique de construire un modéle. Cependant compte tenu des sources aux quelles nous
avons pu accéder pour cette analyse, il est quasiment impossible de discuter la troisiéme étape
de ce processus.
En nous focalisant sur la résolution des problémes posés nous avons noté que quelles que
soient les méthodes suivies par tel ou tel mathématicien il y avait au moins un point
commun : la tracé de la courbe a partir des propriétés données. Ceci montre, explicitement,
que les méthodes utilisées pour construire un modéle mathématique sont sensiblement
identiques a la démarche expérimentale (cf. partie A, paragraphe 2.3) qui nécessite souvent de

travailler sur une courbe expérimentale.

> Le survol historique nous a montré a quel point les problémes issus d’autres disciplines
¢taient importants pour 1’évolution de la théorie des équations différentielles. Il est certes hors
de doute que, depuis sa naissance, le développement de la théorie des équations différentielles
est en relation étroite avec le développement de la mécanique, de I’astronomie et d’autres
domaines de la physique. Si les équations différentielles apparaissent d’abord dans le travail
de modélisation il faut ensuite aborder une autre étape, celle de leur résolution, c’est a dire la
recherche de la fonction inconnue. Notre analyse montre ainsi que depuis quatre siecles la
nécessité de comprendre le monde réel a forcé les mathématiciens a répondre a des questions
spécifiques qui aménent souvent a une équation différentielle. Cela montre que les problémes
issus d’autres disciplines, particulierement des sciences physiques, ont jou¢ un rdle trés

important tout au long de I’histoire des équations différentielles.

A ce propos nous pouvons nous questionner sur I'importance du savoir-faire ancien qui semble
largement méconnu aujourd’hui. Il nous faut surtout retenir, pour notre sujet d’étude, la méthodologie
générale des constructions du modele, autrement dit de 1’établissement des équations différentielles. Il
va de soi que les contraintes de la geneése historique et celles d’une genése scolaire sont bien
différentes. C’est pourquoi il serait difficile de tenter de faire passer les éleves/étudiants par un
cheminement analogue au cheminement historique pour étudier les équations différentielles. On peut
cependant supposer que, dans ce cas particulier, I’étude des équations différentielles peut commencer
a se développer a I’aide d’un point de vue interdisciplinaire et que la construction du modele équation

différentielle peut s’appuyer aussi sur les démarches expérimentales.
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Rapports institutionnels des étudiants de premiére année
de ['université aux équations différentielles

Chapitre C; : Etude des caractéristiques de [enseignement de [objet
équation différentielle en classe de Terminale S
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Partie C

Introduction et méthodologie

"Ce qui est objet d’enseignement n’a que la force

que lui préte celui qui est enseigne"
Francisco Sanchez, I/ n’est Science de Rien

Aucune des notions (plus généralement la science elle-méme) n’est pas fabriquée pour &tre enseignée
mais elles sont nécessaires pour comprendre essentiellement le monde (Sanchez, 1581 trad. fr. 1984).
Comme une notion ne peut jamais étre enseignée telle quelle, selon les intéréts et les contraintes d’une
société, en 1’occurrence d’une institution scolaire, elle peut se présenter différemment et posséde
différentes valeurs. Cette troisiéme partie de notre travail s’intéresse donc aux différentes valeurs
attribuées a I’objet équation différentielle par les institutions scolaires.

Rappelons tout d’abord que notre probléme de départ portait essentiellement sur les contraintes
d’enseignement et d’apprentissage du concept d’équation différentielle en premicére année
d’université. Lors de la transformation de notre premier questionnement en problématique de
recherche nous nous sommes placés dans une perspective anthropologique (cf. paragraphe 2, chapitre
A,) ou notre premicre réflexion s’est manifestée par une tentative de décrire les rapports institutionnels
et les rapports personnels des étudiants a I’objet équation différentielle. A ce propos, rappelons que,
dans la partie A, en nous inspirant de travaux de Chevallard, I’accent a été mis particuliérement sur la
relation entre ces deux types de rapport. En effet les connaissances des étudiants se forment sous la

contrainte des savoirs enseignés.

Ainsi, cette troisiéme partie a pour but de décrire le rapport institutionnel des étudiants (en
mathématiques et en physique) a 1’objet équation différentielle. Nous nous sommes questionnés sur les
¢léments a I’aide desquels il est possible de décrire ce rapport institutionnel. A ce propos, Chaachoua
(1997) déclare que :

" Pour déterminer le rapport institutionnel, on peut procéder a I’analyse des programmes, des
manuels et/ou d’une réalisation effective dans une classe [...]."
En effet les programmes désignent les objets de savoir a enseigner et ils définissent plus précisément
les attentes de I’institution a propos de ces objets de savoir. Cependant 1’analyse des programmes n’est
pas suffisante pour décrire le rapport institutionnel, ce que Mensouri (1994) explique par deux
raisons :

" La premiére est que les programmes ne constituent pas un texte de savoir, mais seulement un

discours sur un hypothétique texte de savoir [...],

La deuxiéme raison est que, méme en disposant d’un certain texte de savoir, toutes les pratiques a

propos des objets de savoir figurant dans ce texte ne peuvent pas étre citées "
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et il signale que :
"Les manuels sont ainsi incontournables pour celui qui veut faire une analyse fine du rapport

mstitutionnel".

Etant donnée 1’absence de programmes officiels en DEUG et de manuels utilisés systématiquement au
niveau national, nous prenons comme hypothése de travail pour notre étude que le rapport
institutionnel des étudiants peut étre approché par [’analyse des manuels de terminale (de
mathématiques et de physique), et par ['analyse du corpus des données (polycopiées des cours
magistraux, feuilles de travaux dirigées, observation des classes) de deux institutions (Mathématiques
et Physique) de la premiere année de DEUG.

Quels liens y a-t-il entre les rapports institutionnels des étudiants et 1’analyse des manuels de
terminale ? Nous considérons en effet que les manuels sont des terrains privilégiés pour connaitre les
caractéristiques de la premiere rencontre officielle des étudiants avec les équations différentielles.
Notre analyse des programmes de classe de terminale S (Parti A, paragraphe 4.3) nous avait donné un
premier apercu de I’enseignement des équations différentielles en Mathématiques et en Physique. Le
fait de travailler avec les étudiants qui ont étudié les manuels scolaires avant le dernier changement de
programme (de 2001) nous a conduits a analyser les manuels édités avant ce changement de
programme. Cette analyse nous permettra d’identifier le fonctionnement de 1’objet équation
différentielle dans deux institutions en classe de terminale S.

Au niveau de I’université' nous avons pris en compte deux institutions particuliéres: "mathématiques"
et "¢lectrocinétique". Comme nous 1’avons évoqué dans la partie problématique, nous avons limité le
domaine d’utilisation du mode¢le équation différentielle a la branche "électrocinétique" des sciences
physiques. Ce choix a ¢été fait en fonction de deux raisons : d’abord la volonté de trouver une
continuité entre 1I’enseignement au niveau de I’objet équation différentielle sur deux niveaux : la classe
de terminale et la premicre année d’université. A ce propos nous avons noté qu’en Physique, la
modélisation des oscillations électriques et mécaniques est le seul chapitre dans lequel on fait appel a
I’objet équation différentielle ce qui nous a conduits a nous orienter vers 1'une de ces deux branches
des sciences physiques. La deuxiéme raison est que I’électrocinétique est le seul domaine de la
physique permettant d’enseigner explicitement les équations différentielles en premicre année de

1I’Université Joseph Fourier.

Aprées avoir choisi un terrain favorable pour définir le rapport institutionnel des étudiants a 1’objet
équation différentielle, nous nous placerons dans le cadre de la théorie anthropologique de la
didactique de Chevallard (approche écologique du savoir et approche praxéologique) pour conduire

cette étude. Nous présentons briévement ces deux approches :

" Université Joseph Fourier DEUG premiére année (section science de la matiére).
! Université Joseph Fourier DEUG premiére année section science de la matiére.
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Dans une institution donnée un objet de savoir se trouve en interaction avec d’autres objets

institutionnels qui constituent des conditions écologiques de la vie de cet objet.
"L’étude du rapport institutionnel revient ainsi a 1’identification des conditions et des contraintes
(réalisées a travers les situations didactiques que sont les différents états du systéme didactique),
de leurs effets (de genése, d’évolution, de stabilisation) [...] et aussi a l’identification des
conditions sous lesquelles un tel rapport institutionnel peut se mettre en place dans le type de

systeme didactique considéré". (Chevallard 1989 cité par Le Van, 2001)

Le point de vue de ’écologie du savoir nous apporte des €léments qui peuvent étre considérés comme
un premier outil d’analyse. Notons que nous reprenons particulierement deux notions de cette

approche : la notion de niche et celle d’habitat. Rajonson (1988) définit ces deux notions :
"les différents lieux ou I’on pourra trouver tel étre mathématique [...] seront appelés ses habitats.
L’habitat est au fond I’adresse de 1’étre mathématique considéré [...],
Ce que nous nommerons niche (écologique) en revanche est relatif a la place fonctionnelle
qu’occupe dans un habitat donné, 1’étre mathématique étudié. On peut définir la niche [...] comme

étant la "profession", ’art et la maniére de vivre de 1’étre considéré".
b

En lien avec la notion d’écologie du savoir, nous nous sommes posés les questions suivantes : Quels
sont "les habitats" ou "les différents lieux" de vie du concept équation différentielle en Mathématiques
et en Physique ? Quelles sont "les niches écologiques", ou "les fonctions" occupées par les équations

différentielles dans ces deux disciplines ?

Ce premier questionnement nous permettra d’avoir un premier indice du rapport a I’objet d’étude.
Cependant la notion de praxéologie propose une méthode d’analyse plus détaillée des caractéristiques

de I’enseignement d’un objet de savoir dans une institution précise :
"Le rapport institutionnel a un objet, pour une position institutionnelle donnée, est fagonné et
refagonné par I’ensemble des taches que doivent accomplir, par des techniques déterminées, les

personnes occupant cette position [...]". (Bosch et Chevallard, 1999).

Selon la notion de praxéologie introduite par Chevallard (1998) toute activité d’une personne qui
occupe une place dans une institution peut se présenter dans un systéme de taches. Ainsi on désignera
par T un type de tdche, comme "corriger un texte écrit en anglais", "résoudre une équation

différentielle du premier ordre" etc.

En praxéologie, I’existence d’une tiche T rend nécessaire la définition d’une maniére de I’accomplir,

de la réaliser ; on donnera a cette "maniére de faire" le nom de technique, T .

Toute technique T, pour pouvoir s’appliquer est assujettie a un discours rationnel, nommé technologie

0, qui prend en charge les trois fonctions suivantes :
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- ce discours doit justifier la technique T tout en assurant qu’elle permet d’accomplir les types de
taches T,
- il doit expliquer, rendre intelligible et éclairer la technique,

- il doit permettre de produire la technique.

Enfin cette technologie 6 peut étre soumise a une théorie ©. Cette derniére a pour but d’expliquer et de

justifier la technologie en question.

En lien avec la notion de praxéologie, nous nous posons les questions suivantes :
Quels types de taches caractérisant 1’étude du concept d’équation différentielle sont-ils abordés ?
Quelles sont les techniques les accompagnant ? Quels sont les discours technologiques qui justifient,

expliquent ces techniques ? Existe-t-il des théories expliquant cette technologie ?

Pour mener une analyse praxéologique, au niveau de la premiére année de I'université, nous nous
sommes appuyés a la fois sur les feuilles de travaux dirigées qui nous permettent, dans un premier
temps, de définir les taches proposées aux étudiants, sur les polycopiés des cours afin de relever les
techniques associées a ces taches et enfin sur les notes des cours magistraux (prises par nous-méme
lors de I’observation des classes) qui nous permettent de décrire les éléments de la technologie

justifiant ces techniques et la théorie si elle existe.

En vue de compléter cette analyse nous nous sommes aussi focalisés sur ce qui est réalisé
concrétement lors des séances de travaux dirigés. Comme nous 1’avons déja développé dans la
partie A de ce travail, les rapports personnels des sujets, en 1’occurrence des étudiants, se construisent
sous l’effet de plusieurs interactions existantes (cours suivis, ouvrages étudiés, pratiques réalisées
etc.). Considérant que les rapports institutionnels des étudiants ne se limitent pas a ce qui est prévu
théoriquement, nous avons décidé d’analyser les séances de travaux dirigés. Nous avons alors étudié
les rapports institutionnels des étudiants en fonction des déroulements des séances de travaux dirigés
sans nous questionner sur les pratiques des enseignants. A ce propos, il est possible de distinguer deux
types de savoirs enseignés qui jouent des roles importants dans la formation des rapports personnels
des ¢étudiants : d’une part le savoir écrit dans les polycopiés du cours et dans les fiches de travaux
dirigés (distribués par le responsable des modules universitaires), d’autre part, le savoir transmis en
travaux dirigés par les enseignants. Ceci nous a permis de conclure que les systémes de contraintes
dans lesquels le responsable du module et les enseignants effectuent leurs choix ne sont pas de méme

nature.

Plan de la Partie C :
Pour caractériser 1’ensemble des rapports institutionnels (dans deux institutions) des étudiants de
premicre année de I'université a I’objet équation différentielle et les liens entre ces rapports, nous

menerons nos analyses sur les objets suivants :
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> FEtude des caractéristiques de la premiere rencontre officielle avec 1’objet équation
différentielle : analyse des manuels de mathématiques et de physique de la classe de terminale
S. (Chapitre C1)

> Etude de I’évolution du rapport a I’objet équation différentielle : analyse des feuilles de
travaux dirigées, des polycopiées et des notes prises lors de 1’observation en classe (les cours
magistraux -au total 15 séances dont 10 en mathématiques et 5 en électrocinétique- et les
travaux pratiques -au total 54 séances dont 30 en mathématiques et 24 en électrocinétique-).
(Chapitre C2)
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Chapitre C, : Etude des caractéristiques de
I’enseignement de 1’objet €quation différentielle en
classe de Terminale S

1. Etude des manuels de mathématiques de la classe de terminale

1.1. Analyse écologique des manuels

a. Manuel "Terracher"

Un seul chapitre intitulé' "Fonction exponentielles et puissances. Equations différentielles" consacre
une courte partie a I’enseignement des équations différentielles linéaires du premier et du second
ordre. L’organisation des chapitres de cet ouvrage nous permet de détecter les rubriques "cours",

nn nn

"travaux pratiques", "applications du cours", " exercices et problémes".

"Cours"

Dans cet ouvrage le cours se scinde en trois parties comme suit.

> La partie introduction, visant a présenter le concept d’équation différentielle, commence par une
définition courte du type : " [...] une équation différentielle que I’on peut présenter sommairement
comme une relation entre une fonction et ses dérivées successives, et qui est réalisée sur un
intervalle" (Terracher, 1998.p. 160). Cette définition est suivie par la présentation de deux
situations réelles menant a une équation différentielle. Cette introduction aboutit a un point de vue

mathématique de 1’¢étude, point de vue qui se formule de la fagon suivante :

"Une fonction solution sur un intervalle / de I’équation différentielle ' = ay est une
fonction f, dérivable sur [ telle que f'(x) = af (x) pour tout x de /. (sans précision, on

considére que / = R).
- Résoudre I’équation différentielle y'=qy , c’est trouver toutes les solutions". (Ibid. p.

160.)

> La deuxiéme partie est consacrée a 1’étude de la résolution de [’équation différentielle du type
y'=ay . Cette étude a pour but de montrer que les fonctions solutions de ce type d’équations
différentielles sont des fonctions exponentielles. Un exemple est donné pour montrer que les
fonctions exponentielles vérifient ce type d’équations différentielles.

> Enfin la troisiéme partie se centre sur la résolution de [’équation différentielle du type

Y +a’y =0. Comme déja observé dans la partie précédente, on démontre que les fonctions

solutions de ce type d’équations sont des fonctions trigonométriques.

! Pour la structure du chapitre cf. Annexes C
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"Exercices et Problémes non résolus"

Dans ce chapitre, ou les auteurs visent principalement a introduire les fonctions exponentielles, le
nombre d’exercices relatifs a notre objet d’étude reste limité. Il nous a paru intéressant de mettre en
¢vidence la proportion de ce type d’exercices par rapport au nombre d’exercices proposés dans ce
chapitre. Nous avons identifié 38 exercices qui abordent les équations différentielles parmi les 152

exercices du chapitre.

b. Manuel "Fractale"

Dans cet ouvrage, le concept d’équation différentielle est présenté dans deux chapitres' : Le chapitre 2
intitulé "Calcul différentiel, Primitives" traite des équations différentielles linéaires du second ordre et
le chapitre 5 "Fonction exponentielle”, des équations différentielles linéaires du premier ordre.

Tout au long de ce manuel, on trouve systématiquement les rubriques suivantes: "Activités
préparatoires", "Cours", "Travaux pratiques”, "Exercices résolus", "Le jour de Bac" et "Exercices et

problémes".

"Activités préparatoires"

Les activités préparatoires du chapitre 2 portent essentiellement sur "fonction composée et dérivée",
alors que le contenu comporte quatre sujets principaux : Dérivée d’une fonction composée, Dérivées
successives, Inégalité des accroissements finis et Primitives d’une fonction sur un intervalle. L’étude

associée aux équations différentielles du type y"+ @’y =0 constitue ’'une des sous-parties de la

partie appelée "dérivées successives'.

Dans la rubrique "Activités préparatoires” du chapitre 5, I’éléve est amené, d’une part a étudier la
définition et les propriétés de la fonction exponentielle et d’autre part les équations différentielles du

type y'=ay . Cela implique que, contrairement a 1’étude des équations différentielles du second ordre,

I’¢étude du premier ordre constitue une partie indépendante du chapitre.

"Cours"

L’ ¢étude essentielle de ces deux types d’équations différentielles est axée sur la présentation de la
fonction solution précisée par le programme officiel. Les auteurs se sont contentés de donner la forme
générale de la fonction solution de ce type d’équations différentielles en faisant référence au
programme officiel ; ils donnent également un exemple dans lequel I’¢leve a la possibilité de constater

I’identification des constantes de la fonction solution.

! Pour la structure des chapitres cf. Annexes C"
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"Exercices et problémes non résolus"

Nous avons recensé ici au total 6 exercices amenant les €leves a travailler sur les équations
différentielles linéaires du second ordre parmi 82 exercices du chapitre "Calcul différentiel et
primitive".

Et dans le chapitre 5 intitulé "Fonction exponentielle", ou nous avons répertorié au total 119 exercices
laissés a la charge des ¢éléves, seulement 19 exercices sont consacrés aux équations différentielles du

premier ordre.

1.2. Analyse praxéologique des manuels

a. Manuel "Terracher"

1° Détermination des différents types de tiches

Pour ce manuel, I’analyse des caractéristiques des exercices et des problémes non résolus, nous permet
de proposer un tableau récapitulatif présentant a la fois les différents types de tches observés et le
taux de répétitivité de chacun de ces types de taches.

Notons qu’il s’agit au total de 87 taches observées dans 38 exercices non résolus.

Types de taches Taux de répétition

T, : Trouver la famille de solutions d’une équation 29,8%
différentielle linéaire du premier ordre

T, : Trouver une seule solution vérifiant une 10,4%
équation différentielle linéaire du premier ordre

T; : Trouver la famille de solutions d’une équation 19,6%
différentielle linéaire du second ordre

T, : Trouver une seule solution vérifiant une 4,6%
équation différentielle linéaire du second ordre (3 taches)
Ts : Vérifier si une famille de fonctions est bien la 19,6%
solution d’une équation différentielle donnée
T : Tracer la courbe solution d’une équation 2,3%
différentielle (2 taches)
T; : Etudier un probléme conduisant a une équation 1,1%
différentielle (1 tache)
Tg : Résoudre un probléme décrit par une équation 12,6%
différentielle

Tableau 1 : Présentation des différents types de taches observés

A partir des informations citées dans ce tableau 1, il est possible de catégoriser ces types de taches de

la fagon suivante : la premicre catégorie concerne des types de tiches relatifs a la résolution algébrique
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d’une équation différentielle (T, T,, T3, T4 et Ts). On constate que la part prise par cette catégorie est
assez importante (84 % des tdches proposées dans le manuel analysé). La deuxiéme catégorie
concerne des types de taches relatifs au travail de modélisation passive/active (T et Ts) et représente
13,7 % des taches. Finalement la derniére catégorie se caractérise par un seul type de taches (T¢) li¢ au

changement de représentation et elle comprend seulement 2,3% des taches proposées.

2° Détermination des praxéologies associées

Suivant la méthode classique permettant de mener une analyse visant a connaitre les éléments
praxéologiques associés a ces types de tdches nous nous sommes intéressés aux exercices résolus dans
le manuel.

On observe que les deux types de tiches T et T7 ne sont pas abordés dans les exercices résolus. Nous

nous bornons donc, dans ce paragraphe, a 1’étude des autres types de taches.

= T : Trouver la famille de solutions d’une équation différentielle linéaire du premier ordre

Ce type de tiches se compose de deux sous-types de taches: un premier sous-type concerne les
équations différentielles linéaires du premier ordre sans second membre ( ' = ay ) et un deuxiéme les

équations différentielles avec second membre (y'=ay +¢@).

Etudions ces deux sous-types de taches tout en mettant en évidence les techniques permettant de les

résoudre ainsi que les éléments de la technologie vérifiant ces techniques.

— les tdches relatives a la résolution algébrique des équations différentielles du type : (y'=ay),

portent sur une seule technique. Cette technique annonce que les fonctions solutions de ce type
d’équations différentielles, doivent étre sous la forme suivante : x> C.e” ( a est une constante réelle
quelconque).

Bien qu’il ne soit pas détaillé, le discours technologique justifiant cette unique technique peut aider les
¢leves a mieux comprendre cette derniere. Le discours en question a deux fonctions : d’abord de
vérifier que la fonction proposée - x+> C.e™ - est bien la solution de 1’équation différentielle en
question et ensuite de montrer que C est une constante réelle quelconque. Illustrons ce discours par un

extrait du manuel:
"Démonstration :
y'=ay )
- Posons y(x) =Ce™; alors y'(x)=aCe™ et il est clair que la fonction y est solution de
I’équation différentielle : y'=ay .
- Soit & présent une fonction dérivable sur [ et vérifiant (1),
On considére la fonction auxiliaire z : x> e y(x).
z est dérivable sur [ et z'(x) = —ae ™ y(x) + e y'(x),
[ (x) — ay(x)] = 0, puisque »'= ay .
Il en résulte que z est une fonction constante sur [ : il existe C tel que z(x) =C.

—ax

soit encore z'(x)=e

Comme y(x) =e“z(x), il en résulte que y(x) = Ce™, d’ou le résultat annoncé." (Terracher,

1998, p.161)
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— les tdches liées a la résolution des équations différentielles du type : y' = ay+ @, nécessitent de

trouver une solution particuliére, apres avoir résolu 1’équation différentielle sans second membre.

La technique permettant d’aboutir a la réponse finale se compose de deux sous-types de tiches :
"vérifier que la fonction g(x) (qui doit représenter probablement I'une des solutions particuli¢res de
I’équation différentielle étudiée), fournie (dans 1’exercice proposé€) est bien la solution de 1’équation
différentielle étudiée " et "trouver la solution générale de cette équation différentielle”.

On observe qu’une solution particuliere est fournie explicitement dans ce genre d’exercices. Ceci
montre que le but essentiel est de faire trouver a I’¢léve la solution générale de ce type d’équations
différentielles tout en additionnant une solution particulicre donnée a la solution de 1’équation

homogeéne.

= T, : Trouver une seule solution vérifiant une équation différentielle linéaire du premier ordre

Les exercices résolus traitant de ce type de tdches montrent que sa résolution nécessite tout d’abord de
trouver la famille de fonctions solutions vérifiant 1’équation différentielle étudiée, autrement dit
d’accomplir T, et ensuite de trouver la solution unique vérifiant les conditions initiales. Ayant traité
précédemment T;, nous nous focalisons ici sur la recherche d’une seule solution. Cette recherche
nécessite de définir la constante qui se trouve dans la fonction solution obtenue. On observe que, dans
cet ouvrage, la technique et la technologie se présentent de la fagon suivante :

" Il existe une unique solution de 1’équation différentielle )' = gy vérifiant la condition initiale :

y(xo) = yo (00 X et yp sont des réels donnés).
Il s’agit de la fonction : x — y,e“™ " (Ibid., p.161)

= Tj; : Trouver la famille de solutions d’une équation différentielle linéaire du second ordre

La résolution de ce type de tdches, autrement dit la résolution de 1’équation différentielle du type
"+ @’y =0 seraméne a une seule technique qui vise & montrer que les fonctions solutions vérifiant
ce type d’équations différentielles doivent se présenter sous la forme suivante :
x - A.cosx + B.sin cix. Voici un extrait représentant cette unique technique :

"Les fonctions solutions de 1’équation différentielle (E3) y"+cw’y =0 (&w#0) sont les

fonctions : x > Acosx + Bsinawx " (Ibid. p.162)

Le discours cité ci-dessous montrant que la fonction proposée est bien la solution de cette équation

différentielle justifie cette technique.

"Si y(x) = costx,ona: y'(x) = —wsinax et y"(x) = —w’ cosax = —w’ y(x),

Ce qui montre que x> cos ux est solution de (£3)

La vérification est analogue pour x> sin v x

Une simple remarque achéve alors cette étape : la somme de deux fonctions vérifiant (E£3) et le

produit par un réel d’une fonction vérifiant (E3) sont encore des fonctions vérifiant (£3). Donc
X A cos wx + B sin wx vérifie (E3)". (Ibid. p. 162)
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= T4 : Trouver une seule solution vérifiant une équation différentielle linéaire du second ordre

L’unique technique permettant de résoudre ce type de tiches comporte les mémes caractéristiques que
la technique utilisée pour résoudre le type de taches T,. D’une facon générale il faut déterminer les
valeurs des constantes (4 et B) qui se présentent dans la fonction solution proposée en faisant

référence aux conditions initialement données.

= Ts : Vérifier qu’une fonction solution est la solution d’une équation différentielle donnée

Ce type de taches est I'un des plus souvent proposés dans le manuel analysé. L’exécution de ce type
tache nécessite d’injecter la fonction proposée dans I’équation différentielle étudiée et de vérifier
qu’elle satisfait cette dernicre. Cette facon de faire est donc fortement liée a la recherche de la

premicére et seconde dérivée d’une fonction donnée.

=Tjs : Résoudre un probleme décrit par une équation différentielle

Les exercices relatifs a ce type de taches sont toujours similaires mais conduisent a I’é¢tude des
différents types d’équations différentielles. 72% de ces taches portent sur les équations différentielles
linéaires du premier ordre (une moitié¢ avec second membre et ’autre moiti¢ sans second membre) et
seulement 28% font intervenir des situations décrites par une équation différentielle linéaire du second

ordre sans second membre.

Bien que ces taches fassent référence a une situation issue d’autres disciplines, elles portent
essentiellement sur la recherche de la famille de solutions vérifiant 1’équation différentielle proposée.
Citons un exemple tiré du manuel pour mieux expliquer ce propos :

"On note f(¢) le nombre d’atomes de carbone 14 existant a I’instant ¢ dans un échantillon de

matiere organique. On montre que la fonction f'vérifie, pour tout réel ¢ :

J®) =-kf1) et f(0) =N,
ou k est un réel strictement positif (constante radioactive de 1’élément).
1) Donner I’expression de f{z) en fonction de Ny, k et ¢ (Ibid. p.170).

Cet exemple montre explicitement que ce type de taches ne se distingue pas beaucoup de ceux
concernant la recherche des fonctions solutions d’une équation différentielle. La technique présentée
pour trouver les solutions d’une équation différentielle reste valable pour accomplir ce type de taches.
Bien que la tache initiale s’inscrive dans un systéme extra-mathématique, les autres ¢éléments de
I’organisation praxéologique s’inscrivent dans le domaine mathématique.
Il est a noter que la résolution d’un tel probleme ne s’arréte pas a la résolution de 1’équation
différentielle. Dans plusieurs cas, I’exercice continue par une autre question comme par exemple :
"On appelle période (ou demi-vie) de 1’¢élément radioactif, le temps 7" au bout duquel la moiti¢ des
atomes se sont désintégrés. Sachant que k= 1,238.107 et que 7 est évalué en années, déterminer la

demi-vie du carbone 14" (Ibid, p. 170).
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Ceci conduit en général a de simples calculs mathématiques dont certains exercices résolus montrent

explicitement la méthode de résolution.

b. Manuel "Fractale"

Nous avons répertori¢ 48 taches dans 25 exercices, au sein de deux chapitres, relatifs aux équations
différentielles linéaires du premier et du second ordre. Voici le tableau récapitulatif résumant la

répartition des types de taches proposés dans ce deuxiéme manuel :

Types de taches Taux de répétition

T, : Trouver la famille de solutions d’une équation 20,8%
différentielle linéaire du premier ordre

T, : Trouver une seule solution vérifiant une 25%
équation différentielle linéaire du premier ordre

T4 : Trouver une seule solution vérifiant une 6,4%
équation différentielle linéaire du second ordre

Ts : Vérifier si une famille de fonctions est bien la 33,3%
solution d’une équation différentielle donnée

T : Tracer la courbe solution d’une équation 4,1%
différentielle 2 taches
T; : Etudier un probléme conduisant a une équation 2,1%
différenticlle | tache
Tg : Résoudre un probléme décrit par une équation 8,3%
différentielle

Tableau 2 : Présentation des différents types de taches observés

Notons rapidement les premiéres conclusions suivantes :

> conformément aux résultats obtenus lors de I’analyse du manuel précédent, on observe que les
types de taches (T, T,, T4 et Ts) relatifs a la résolution algébrique d’une équation différentielle
sont trés majoritaires (85,5 %) devant les autres types de taches (la part prise par les types de
taches relatifs au travail de modélisation est 10,4% et celle prise par les types de taches liés au
changement de représentation de 4,1%).

> une nette différence entre les deux manuels analysés est la disparition de I'un de types de
taches identifiés précédemment, T; "trouver la famille de solutions d’une équation
différentielle linéaire du second ordre".

> les taches de type Tg sont centrées beaucoup plus souvent par rapport au manuel précédent sur
les phénomenes physiques. Certes, ces phénomenes portent sur une modélisation de type

passif qui ne demande a 1’¢éléve que de comprendre 1’énoncé de 1’exercice et de considérer que
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I’équation différentielle donnée représente une situation, probablement, réelle. Comme dans le
manuel précédent, il s’agit & nouveau de trouver la fonction solution de ces équations
différentielles. En fait, ce type de taches a ’avantage de donner a 1’¢éléve des idées a propos

des domaines d’utilisation de 1’objet équation différentielle.
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2. Etude des manuels de physique de la classe de terminale

2.1. Analyse écologique des manuels

Nous analysons ci-dessous deux manuels de Physique (Nathan 1999, Durandeau 1999) édités avant le
dernier changement de programme scolaire. Dans ces deux manuels, conformément au programme
officiel, le concept d’équation différentielle n’est étudié que dans un seul chapitre' centré sur la
mod¢élisation des oscillateurs. 1l s’agit de deux parties centrales qui constituent la partie "cours" du
chapitre. Une premicre partie est consacrée a I’étude des oscillateurs libres non amortis alors que la
deuxiéme partie se centre sur les oscillateurs amortis. Notons que ces deux parties concernent les

oscillateurs électriques et mécaniques.

Au niveau de la structure générale, les deux manuels comportent presque les mémes rubriques. On
trouve en amont du cours certains paragraphes introduisant le sujet traité¢ dans le chapitre et en aval,
les rubriques "activités expérimentales"”, "BAC exercices résolus" et "exercices".

Certaines de ces rubriques servent clairement a mettre en relation des techniques ou des résultats de
cours. Ainsi, la sous rubrique "Essentiel" permet aux éléves d’acquérir rapidement I’outillage
technique dont ils ont besoin pour résoudre les exercices proposés a la fin du chapitre.

Il sera alors intéressant d’analyser dans 1’environnement d’exercices et de problémes de cet unique

chapitre, les caractéristiques de I’enseignement du modéle "équation différentielle" en physique.

2.2. Analyse praxéologique des manuels

a. Manuel "Nathan"

1° Résultats globaux

Nous donnons tout d’abord quelques informations a propos des exercices proposés dans ce manuel.
Nous avons comptabilisé¢ au total 11 exercices non résolus, dont 6 portent sur 1’étude d’un circuit
¢lectrique et font appel explicitement au modéle équation différentielle. On constate qu’en général

deux types d’équations,? +a[z=0, ?+ Az+afz =0, sont apparus dans la modélisation des

systémes physiques.

2° Détermination des différents types de tiches

Nous avons répertorié, au total 19 taches au sein de 6 exercices non résolus qui nécessitent d’étudier
certains circuits électriques amortis et non amortis. Ces taches se classent en 4 types que nous
recensons dans un tableau (Tableau 3) ci-apres tout en mettant en scéne le nombre d’apparition de

chacun d’eux :

' La structure générale des chapitres étudiés, pour chacun des manuels, est présente dans 1’annexe de cette partie.
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Les types de taches observés La quantité

T, : Etudier 1’évolution de la charge dans 5
un circuit conduisant a une équation
différentielle linéaire du 2™ ordre

T, : Représenter graphiquement 1
I’évolution de la charge/ du courant d’un
circuit étudié

T; : Etudier les échanges énergétiques dans 5
le circuit étudié

T, : Trouver la pulsation propre et/ou la 8
période propre du circuit

TOTAL 19

Tableau 3 : Répartition générale des différents types de taches détectés

Les caractéristiques des types de taches énumérés dans ce tableau peuvent se classer en deux
catégories : une premicre catégorie consiste en un seul type de tiches, Ty, en relation directe avec une
équation différentielle. La deuxiéme catégorie regroupe les autres types de taches qui ont une relation
implicite avec une équation différentielle, autrement dit les types de taches reliés en général a la
fonction solution de cette derniére. A ce propos, on constate que la deuxieéme catégorie est majoritaire

(14 versus 5, sur 19).

3° Détermination des praxéologies associées

Nous nous proposons d’étudier, a présent, tous les types de tdches répertoriés en relevant les
techniques d’exécution de ces tiches et en identifiant les éléments de la technologie justifiant ces
techniques a I’aide d’exercices résolus de ce manuel. Signalons tout d’abord que deux de ces types de
taches, T, (Représenter graphiquement I’évolution de la charge/ du courant d’un circuit étudi€) et Ts
(Trouver I’énergie magnétique et/ou électrique associée au circuit), ne sont pas abordés dans les
exercices résolus. Ceci indique I’absence d’une organisation praxéologique associée a ces types de
taches.

Lors de cette analyse, s’il s’agit de types de taches ou sous-types de taches déja rencontrés dans
I’analyse des manuels de mathématiques, nous les évoquerons en faisant une comparaison entre les
techniques détectées dans chacune des deux institutions. En effet cette comparaison est nécessaire
pour relever les ressemblances et éventuellement les différences entre 1’enseignement dans les deux

institutions au niveau du traitement des mémes types de taches.
= T, : Etudier I’évolution de la charge d’un circuit électrique conduisant & une équation différentielle

linéaire du 2™ ordre :

La technique permettant d’accomplir ce type de tache se scinde en trois sous-types de taches :
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T, : Etablir I’équation différentielle représentant le circuit électrique,

T1p : Résoudre I’équation différentielle établie,

T : Trouver I’expression de la charge a un instant donné.

Chacun de ces sous-types de taches s’inscrit dans une organisation praxéologique que nous décrivons

de la fagon suivante :

— Ty, : Etablir I’équation différentielle du systéme
Deux techniques sont a la disposition des éléves pour exécuter ce sous-type de taches :
Une premiere technique porte sur ’application de la loi des tensions aux bornes du circuit étudié. A ce
propos citons le texte intégral de ce manuel :

"Considérons le circuit (L, C) (fig. 6).

L’¢émergence historique de I’objet équation

Les tensions s’écrivent : v
i
u. = q aux bornes du condensateur, q
= ; L ¢
u, = Lé avec j = dq = g aux bornes de la bobine. i
dt dt

La somme des tensions est nulle, ce qui conduit a : Fi - i
ig. 6. Circuit (L, C) équivalent au circuit

uctu, = % +Lg=0 (R L, C) entretenu de la figure 4.
doa Lyrg=0.
C

L’équation obtenue est 1’équation différentielle de 1’oscillateur électrique non amorti" (Nathan,
p-218).

Bien qu’une grande partie des exercices résolus concernant les oscillations €lectriques se centrent
exclusivement sur cette technique, le troisiéme ¢lément de la notion de praxéologie (technologie), qui

doit justifier cette technique n’est pas présenté explicitement dans cet ouvrage.

Quant a la deuxieme technique permettant de résoudre ce sous-type de taches, elle est construite a
partir de la loi de conservation de I’énergie.
"L’énergie de 1’oscillateur électrique non amorti est la somme de 1’énergie magnétique

=E£,  tE, cst

mag elmag — ~mag

E = 1 Li? et de I’énergie électrique E = lCu2 L’énergie totale E
2 “ 2 ¢

constante ; sa dérivée par rapport au temps est donc nulle.

dE dE
elmag — mag + dEel - 0 " (Ibld p219)
dt dt dt

Cette derniere conduit a une autre relation a partir de laquelle est déduite 1’équation différentielle du

systeme :
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dE

" elmag
dt

- la solution # =0 ne convient pas puisqu’elle suppose que I’oscillateur électrique non amorti

g . q
=Lig+i—=i(Lg+—>)=0
griig=illg*o)

n’oscille pas.

- la solution 15 + 4 0 permet de retrouver 1’équation du mouvement de 1’oscillateur électrique
C

s e q " :
non amorti : g +—— =(." (Ibid. p219).
e

Nous ne trouvons aucune explication portant sur 'utilité et/ou I’efficacité de cette technique par

rapport a la technique précédente.

— Ty : Résoudre I’équation différentielle établie
La seule technique observée dans les manuels de Physique qui permet d’accomplir ce type de taches

est la suivante :
"On démontre en mathématiques que la fonction ¢ =Q, cos(,t + @) est solution de 1’équation

différentielle G + afq = 0" (Ibid., p.219).

L’accomplissement de ce type de tiches repose donc sur les connaissances mathématiques que 1’éléve

doit connaitre par cceur.

— T, : Trouver la valeur de la charge a un moment donné
Comme nous I’avons montré dans 1’analyse des manuels mathématiques, aprés avoir trouvé la forme
des fonctions solutions, I’¢léve doit appliquer a la solution trouvée les conditions initiales données

pour compléter la résolution de ce type de taches.

= T4 : Trouver la pulsation/période propre du circuit

Il n’existe qu’une seule technique permettant d’accomplir ce type de taches. Celle-ci porte sur les

connaissances théoriques vérifiant les relations suivantes : ¢ = /L , T, =2 LC .
LC

Le discours qui justifie cette technique s’appuie en fait sur deux représentations différentes de la
méme équation différentielle : une premicre est celle trouvée en fonction de la loi de la conservation

de I’énergie que nous montrons de la fagon suivante.
"Equation différentielle (de 1’oscillateur électrique non amorti) établie a partir de la loi de

conservation de 1’énergie :

[.1g +iq =0 " (Ibid., p.219).

Sur la méme page, on constate un peu plus loin que la vérification de la fonction fournie comme

solution de ce type d’équation différentielle permet de donner une nouvelle forme de cette équation
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différentielle et d’en déduire les relations précédentes. Nous illustrons ce propos a I’aide de I’extrait

suivant :
"Nous vérifions que [I’expression g =Q, cos(wy+¢@) est solution de 1’équation

différentielle : j + ajq =0,
En comparant les deux expressions de 1’équation différentielle, on établit 1’expression

W, = /LlC de la pulsation propre, puis celle de la période propre : T, = 2l =2/ LC " (Ibid.

0

p-219)

Les exercices qui portent sur ce type de tdches impliquent de connaitre les expressions de la pulsation
propre ou de la période propre. Les taches proposées ne nécessitent donc pas de construire ou de
connaitre les deux formes d’équation différentielle d’un systéme oscillant mais uniquement de réaliser

un calcul simple pour aboutir & une réponse correcte.

b. Manuel "Durandeau”

Nous présentons ici certains résultats sans réaliser une analyse détaillée comme précédemment.

Parmi 17 exercices non résolus nous en avons comptabilisés 10, dont 5 portent sur les problémes
d’électrocinétique qui sont liés aux équations différentielles linéaires du second ordre.

On constate que I’étude des oscillations ¢€lectriques libres et amorties fait référence principalement aux
mémes types d’équations différentielles que ceux du manuel précédent.

Au sein d’un seul chapitre de ce manuel, nous avons répertorié, au total, 11 taches relatives aux

problémes d’électrocinétique conduisant a une équation différentielle (Tableau 4).

Les types de taches observés La quantité
T, : Etudier 1’évolution de la charge du 5
circuit
T, : Représenter graphiquement 1

I’évolution de la charge du circuit

T;: Trouver 1’énergie magnétique et/ou 2
énergie ¢lectrique du circuit

T, : Trouver la pulsation propre et/ou 3
période propre du circuit

Total 11

Tableau 4 : Répartition générale des différents types de taches observés

Par comparaison avec les résultats de 1’analyse du manuel précédent, on constate certaines

différences :
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> Une premiere différence est la diminution importante du nombre des taches du type T, (3
versus 8).

> Une deuxiéme différence apparait au niveau des techniques proposées (une premicre
technique favorise 1’application de la loi des mailles et une deuxiéme utilise la loi de
conservation de 1’énergie) permettant d’établir 1I’équation du circuit étudié (T;,). On note que
dans ce manuel certains exercices (20% des exercices proposés) nécessitent d’accomplir ce

sous-type de taches a 1’aide des deux techniques disponibles.

3. Conclusion sur I’étude des manuels de la classe de Terminale S

Il s’agissait, dans ce chapitre, d’étudier les caractéristiques de la premicre rencontre des ¢léves avec
notre 1’objet d’étude. Pour cela nous avons pris en compte les deux statuts de ce dernier : I’objet
¢quation différentielle et le modéle équation différentielle. D’ou notre premier questionnement :
Quels sont "les habitats" ou "les différents lieux" de vie du concept d’équation différentielle en
Mathématiques et en Physique ? Quelles sont "les niches écologiques”, ou "les fonctions"

occupées par les équations différentielles dans ces deux disciplines ?

Nous avons résumé dans le Tableau 5, ci-dessous certains éléments de réponse a ce questionnement :

Mathématique Physique (Electricité)
Fonctions exponentielles et primitives Mod¢élisation des oscillateurs
y'=ay
V=ay+g
Electricité

y'+aly =0 G+af.g=0

G+Ag+ay.q=0
y'+w'y=¢

Tableau 5 : Présentation des différents types d’équations différentielles étudiés en classe de

terminale

En conformité avec le programme scolaire nous avons montré qu’en mathématiques 1’objet équation
différentielle n’est pas traité dans un chapitre a part, mais fait partic d’un (des) chapitre(s) sur
"fonctions exponentielles et primitives". Cet enseignement porte exclusivement sur deux types

d’équations différentielles linéaires, premier ordre et second ordre.
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Par contre, en physique le seul chapitre qui concerne cet objet d’étude est celui portant sur la
mod¢élisation des oscillateurs (mécaniques et ¢électriques). Un seul type d’équations différentielles, a
savoir, linéaire du second ordre, est abordé dans cette institution.
Pour une analyse plus fine, au sujet de traitement de ces équations différentielles, nous avions formulé
ainsi notre deuxiéme questionnement :
Quels types de taches caractérisant [’étude du concept d’équation différentielle sont abordés ?
Quelles sont les techniques les accompagnant ? Quels sont les discours technologiques qui

Justifient, expliquent ces techniques ? Existe-t-il des théories expliquant cette technologie ?

Au sujet des types de taches proposés dans les manuels de terminale, nous en avons recensé 12 au total

(dont 8 en Mathématiques et 4 en Physique).

En Mathématiques, une classification est faite entre les différents types de taches qui apparaissent
dans les manuels ; nous avons relevé trois catégories de types de tiches qui caractérisent explicitement
I’étude de I’objet équation différentielle dans cette institution :
> une grande partie des types de taches portent sur la résolution algébrique d’une équation
différentielle. Nous avons constaté, le plus souvent, 1’existence d’une seule technique pour
exécuter chacun de ces types de taches et I’absence presque totale de la technologie qui
justifie cette technique,
> les types de taches relatifs au processus de modélisation occupent le second rang de fréquence
d’apparition. Leur résolution a montré qu’ils se distinguent peu de ceux relatifs a une simple
résolution algébrique. Il est a noter que le travail de modélisation a complétement disparu,
> le type de taches relatif & un changement de registre ou de représentation est trés minoritaire
par rapports aux autres. Il est a noter ainsi qu’aucune technique n’apparait dans les manuels

analysés.

En physique, le regroupement en 4 types de taches (Tableau 4) a montré qu’il s’agit majoritairement
de taches relatives au domaine d’utilisation des équations différentielles et surtout de leur solutions.
Nous pouvons classer chacun de ces types de tdches selon les trois phases du processus de
modélisation' défini dans la partie théorique de cette thése (chapitre A, paragraphe 2.2). Par rapport a
cette classification, nous avons observé que tous les types de taches proposés s’inscrivent dans la
deuxieme phase de ce processus dont une petite minorité porte sur la construction du modele
mathématique et la majorité sur certaines études faites dans ce modele. Concernant les autres éléments

de I’organisation praxéologique, nous avons constaté, le plus souvent, 1’existence une seule technique

! Trois phases du processus de modélisation

Phase 1 : définition du systéme,

Phase 2 : construction ou la formalisation du modéle et le travail dans le modéle construit,

Phase 3 : étude du probléme initial pour traduire les résultats obtenus en leur donnant du sens et en les validant
dans la situation réelle en fonction des réponses apportées aux questions initiales.
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mobilisée pour exécuter chacun des types de tiches rencontrés et I’absence de discours technologique
et théorique.

Parall¢lement a la place attribuée, dans ce travail, au processus de modélisation, notre intérét a porté
particulierement sur les techniques utilisées lors de la construction du modele mathématique. Dans
I’institution physique, nous avons constaté qu’en général, des techniques portant sur les lois de la
physique sont mobilisées sans justification technologique. A ce propos, notons que les manuels
analysés permettent d’algorithmiser la recherche du modéle représentant les circuits électriques tout en

la rapportant a I’application de certaines lois de la physique.

Ce chapitre nous a permis de caractériser la premicre rencontre officielle avec notre objet d’étude.
Ceci nous a conduit a ajouter les questions suivantes :

1. L’analyse des manuels de terminale nous a montré que les exercices proposés conduisent 1’éléve a
développer son automatisme en vue de répondre a des attentes précises. Au niveau de DEUG s’agit-il
des pratiques qui permettent a 1’étudiant de développer un tel automatisme?

2. En lien avec ’interrogation précédente, quel est le niveau de prise en compte, dans le supérieur, des
différents types de taches et des techniques lors de I’enseignement des équations différentielles?

3. L’institution universitaire tient-elle compte des pratiques effectives de 1’enseignement secondaire en
ce qui concerne particuliecrement I’enseignement des équations différentielles dans les deux

institutions mathématiques et physique du lycée ?
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Chapitre C, : Etude de caractéristiques de
"enseignement de I’objet équation différentielle au
niveau de DEUG 1°° année

1. Etude de I’enseignement du concept d’équation différentielle en
mathématiques

1.1. Présentation générale du cours magistral

L’enseignement de I’objet équation différentielle constitue une partie importante du programme de
premiére année de DEUG SMa (filiere Sciences de la Matiere). Il s’étend sur dix séances de 90
minutes. 11 s’agit principalement de trois chapitres : le premier vise a introduire le concept d’équations
différentielles, le deuxieéme se focalise particuliérement sur les équations différentielles linéaires du
premier ordre et le troisiéme se centre sur I’étude des équations différentielles linéaires du second

ordre. Tableau 6 résume la répartition globale des séances par chapitre :

Introduction aux équations Equations différentielles linéaires Equations différentielles linéaires
différentielles du premier ordre du second ordre
1 séance 4 séances 3 séances

Tableau 6 : Distribution générale des séances selon les chapitres enseignés

Ces séances de cours magistral s’appuient sur les polycopiés distribués aux étudiants : on peut
remarquer que 1’enseignant détaille rarement ce qui figure dans ces derniers.
Le premier chapitre consiste en une présentation générale qui porte essentiellement sur la
représentation algébrique des équations différentielles. La rubrique intitulée "classification des
équations différentielles" qui suit cette présentation a pour but de présenter les différents types
d’équations différentielles (équations différentielles linéaires, non-linéaires et autres types d’équations
différentielles). Suite a cette présentation rapide des types d’équations différentielles, 1’enseignant
annonce le contenu général du cours :
"On va traiter uniquement celles qu’on sait intégrer c’est-a-dire donner une formule pour la
solution". (CM-1")
Conformément aux objectifs fixés, dés la premiére séance consacrée au deuxiéme chapitre, on se
restreint & 1’étude des équations différentielles linéaires du premier et du second ordre et

I’enseignement porte intégralement sur les méthodes de résolution de ces derniéres.

' Nous utilisons chaque fois, la notation CM-i pour montrer ce qui est écrit par I’enseignant pendant iéme séance
au tableau.
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1.2. Analyse praxeéologique des exercices proposes

Restant fidéle a la méthode d’analyse utilisée dans le chapitre précédent, (Chapitre C;) nous
définissons les organisations praxéologiques observées dans cette institution. Notons que, pour
recenser les types de taches relatifs a I’objet équation différentielle nous faisons appel aux exercices
proposés au sein des feuilles de travaux dirigés', et pour décrire les techniques permettant de les
exécuter et les technologies associées a ces derniéres, nous faisons appel aux exercices résolus lors des

cours magistraux et/ou lors des séances des travaux dirigés.

11 existe toutefois des exercices qui ne peuvent étre classés dans le cadre de 1’analyse praxéologique :
nous avons choisi de les écarter de notre étude. Ce sont les exercices des deux types suivants :

> exercices trés courts dont la réponse ne porte pas exactement sur des techniques précises :
Est-ce qu’un calcul de primitives est un cas particulier d’intégration d’une équation différentielle ?
Oui  Non

> exercices qui demandent de compléter une phrase donnée :
Complétez : la solution générale de I’équation (E) 1’équation y"(x) + py'(x) + gy(x) = g(x)

sur un intervalle / ou g est continue, ou p et g sont des constantes réelles est ...........................

a. Détermination des différents types de taches

Au sein des feuilles de travaux dirigés, nous avons recensé 117 taches dans 53 exercices. Ces taches
nous ont permis de détecter 12 types différents que nous décrivons ci-dessous tout en mettant en
¢vidence la répartition générale qui en découle. Notons que, afin de repérer les types de taches trouvés
a la fois dans les deux niveaux (terminale et premiére année de DEUG), nous utiliserons les mémes
codages dans les deux tableaux (Tableau 1 cité dans paragraphe 1.1 et le suivant (Tableau 7)) et pour
la présentation des types de tiches similaires. Ainsi le fait d’avoir défini 8 types de tiches au niveau de
terminale nous conduit a écrire les nouveaux types de taches apparaissant en DEUG a partir du

codage Ty. (Tableau 7 représente le taux d’apparition de chaque type de tiches rencontrés en DEUG).

! Pour une illustration cf. Annexes C
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Types de taches Taux d’apparition

T, : Trouver la famille des fonctions solutions d’une 37,6%
équation différentielle linéaire du premier ordre

T, : Trouver une seule solution vérifiant une équation 2,6%
différentielle linéaire du premier ordre

T; : Trouver la famille des fonctions solutions d’une 25,7%
équation différentielle linéaire du second ordre

Ts : Vérifier si une famille de fonctions est bien la 1,7%
solution d’une équation différentielle

T : Tracer la courbe solution d’une équation 0,8%
ifférentiell R
différentielle | tache
Ts : Résoudre un probléme décrit par une équation 6,8%
différentielle
Ty : Démontrer que deux solutions données d’une 3,4%
équation différentielle linéaire du second ordre sont
indépendantes
T : Choisir le champ des vecteurs d’une équation 3,4%

différentielle linéaire du premier ordre

Ty, : Trouver I’ensemble des solutions d’une équation 1,7%
différentielle dont le portrait de phase est connu

Ty, : Etudier le comportement de la fonction solution 3,4%
d’une équation différentielle dont le champ des
vecteurs tangents est connu

Ty3 : Trouver une équation différentielle dont la 5,2%
famille des solutions est connue

T4 : Préciser la nature d’une équation différentielle 7,7%

Tableau 7 : Répartition générale des différents types de taches rencontrés en DEUG Sma

La comparaison avec le premier tableau (Tableau 1) d’analyse des types de taches rencontrées dans
I’institution mathématique en terminale montre l’absence, en DEUG, des 2 types de taches
T4 (Trouver une seule solution vérifiant une équation différentielle linéaire du second ordre) et
T; (Etudier un probléme conduisant a une équation différentielle). On note également 1’apparition de 6
nouveaux types de tiches (T a T14).

A partir de ce tableau, on observe que les types de taches les plus fréquents (71%) sont relatifs a la
résolution algébrique d’une équation différentielle lin¢aire (T;, T,, T3, Ts et Ty) et que les types de
taches (Tg, T1o, T11, T1p) relatifs aux différents registres sémiotiques (symbolique et graphique) au sens
de Duval (1993), viennent en deuxiéme lieu (9,3%). Chacun des autres types de taches (Ts, Ti3, Ti4),

dont Tg auquel nous nous intéressons particulicrement, sont minoritaires.
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b. Détermination des praxéologies associés

Pour mieux exploiter les résultats donnés dans le tableau précédent, il convient d’analyser les types de
taches tout en déterminant les techniques permettant de les accomplir et les éléments de la technologie
justifiant ces techniques.

Rappelons que pour mener une telle analyse nous nous focalisons particuliérement sur les exercices
résolus en cours magistraux ou en séances des travaux dirigées. Le tableau (Tableau 8) suivant montre
quels types de tiches sont traités dans les exercices résolus et résume 1’existence ou éventuellement
I’absence des techniques et des technologies associées a ces types de taches. La justification de ce

tableau sera faite dans les pages qui suivent.

Ti Technique Technologie
CM TD CM TD
T, X X X ¢
T, X X ¢ ¢
T, X X X ¢
Ts X ¢ ¢ ¢
Te X X ¢ ¢
Ty X X ¢ ¢
To X ¢ X ¢
Tio X X ¢ ¢
Ty, X X X ¢
T, X ¢ ¢ ¢
T3 ¢ X ¢ ¢
T X X X ¢

Tableau 8 : Présentation des techniques et des technologies associées aux différents types de
taches
Légende :
CM : Cours magistraux
TD : Travaux dirigées
X : Présente

¢ : Absente

Nous présentons maintenant notre analyse pour chacun de ces types de taches :

= T : Trouver la famille de fonctions solutions d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
du type a(x)y'(x) + b(x)y(x) = g(x) (£).

Ce type de taches se présente sous deux formes : une premicre nécessite de résoudre tout simplement
les équations différentielles proposées (surl[]), alors que la deuxiéme nécessite de les résoudre sur
certains intervalles donnés (/,,/,, ...). Nous nous contenterons d’analyser les techniques et les

technologies associées a ce type de tiche sans évoquer les cas particuliers.
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La technique qui permet de résoudre ce type d’équations différentielles est donnée par un théoréeme
selon lequel la solution de ce type d’équations différentielles est la somme de la solution de 1’équation
homogene associée (Ey) et d’une solution particuliére (F) de I’équation différentielle étudiée.

Notons ci-dessous le discours de 1’enseignant expliquant cette technique :
"1° Soit y; et y, deux solutions de (E) sur /
ay,'+by, = g (égalité vraie pour tout x de /)
ay,'+by, =g
= a(y,'"=y,") +b(y; =y,) =0= y, ~ y, estsolution de (£)
En notant, Sy={solutions de (Ey) sur /}et S ={solutions de () sur /}
» s
» s
soit yp une solution de (£) (s’il en existe une)
soit y, 1.5, V=V = Ypt Y, dou SO {yp +y,/y, 0S,}" (CM-2)

——

0s,

}jy1 -y, USs,

La vérification du résultat proposée par ’enseignant est la suivante :
"2° Montrons I’inclusion réciproque :
soit une fonction de la forme yp+ ygavec
ay,+by, =0 (Eo)
ay,'tby, =g (E)
Conclusion finale: S ={y, +y,/y, 0S8,} =y, +S," (CM-2)

= a(y," " ) +0(y, *y) =g =y,

L’ensemble de ces discours justifie explicitement la technique proposée afin de résoudre ce type de
taches. Notons que cette technique consiste en deux sous-types de taches qui s’inscrivent chacun dans
les organisations praxéologiques Ti,: intégrer £y (I’équation homogéne) associée a £ (I’équation

différentielle a résoudre) et Ty : trouver une solution particulicre de E.

Le premier sous type de taches peut étre exécuté a I’aide d’une simple technique qui améne 1’étudiant
a savoir que les fonctions solutions vérifiant ce type d’équation différentielle homogene doivent se

présenter de la fagon suivante : x > C.e™

On observe que cette technique a été justifiée de deux fagons.

Une premicre est exposée dans le discours de I’enseignant correspondant a la recherche des fonctions
solutions satisfaisant les équations différentielles linéaires du premier ordre sans second membre. Ce
discours permet en effet d’observer chaque étape de la résolution algébrique et ainsi d’arriver a la
conclusion que la famille des solutions de ce type d’équations différentielles doit étre sous la forme:

x = C.e”. Une partie de ce discours est présentée ci-dessous :
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"Recherche des solutions de (Ey) y' =y
Soit y une solution de (£j) qui ne s’annule pas sur []
Ce OO0 y'(x) = p(x)
"(x
000 2% ar 1x00 P(x)£0)
y(x)
kOO OvOO Injy(x)| =x+k
kOO e0O |y(x) =™
e O0 (p(x) =e*™ou y(x)=-e""")
Les solutions de (Ep) »'=yqui ne s’annulent pas sur [] sont exactement les

fonctions x > C.e™". (CM-2)

Dans cette solution on suppose que la lettre C représente une constante. Cette supposition a été
vérifiée explicitement:

"Soit Sp{solutions de Eysur [] }

Onawu: {x Ce™/0030S,

Pour montrer 1’égalité il reste & montrer 1’inclusion réciproque : soit y une solution quelconque de
(Ep).

Onvamontrerque: 0CO0O Ox 00 y(x)=Ce® = Ce' = C=y(x)e ™.

Notons C(x) = y(x).e™* (changement de fonction inconnue)

[.]Ox00 C'(x) =0". (CM-2)

L’enseignant généralise ce résultat pour le méme type d’équations différentielles en notant que :
"Plus généralement ; 1’équation différentielle (E,) »'(x) =ay(x) (avec a [I1[1) admet pour

ensemble de solution sur [1 Sy= {xO0x > Ce™/CO0O}" (CM-2)

Une deuxiéme fagon de justifier cette technique est observée lors de 1’é¢tude des équations

différentielles linéaires du premier ordre avec second membre. Cette fois-ci I’enseignant fait appel aux
primitives qui permettent de décrire la forme de la famille de solutions de I’équation différentielle
homogene associée a cette équation. L’enseignant attire Iattention des étudiants sur les coefficients
variables apparaissant dans 1’équation différentielle a résoudre. Citons un extrait du discours de
I’enseignant :

"(Ep) OxO7 a(x)y'(x)+b(x)y(x) =0 (a, b continues sur / et a s’annule pas sur /)

Recherche des solutions de (Ej) qui ne s’annulent jamais sur /.

y solution de (Ep) sur I « [Ix [/ Y'(x) = _bEx;y(x)
a(x

(Comme [x U1y(x)#0) = OxO17 Y _ _bx) (on peut prendre la primitive)". (CM-3)
yx)  alx)

Ce discours montre que les solutions d’une telle équation différentielle peuvent s’écrire sous la forme

- - b
suivante : Sy ={Ce™? /COO} @ est une primitive de —— sur .
a
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Le deuxiéme sous-type de tdache, "trouver une solution particuliére de E", est exécuté en employant
deux techniques : la premiére porte sur la recherche d’une solution qui peut avoir la méme forme que
le second membre de 1’équation différentielle proposée et la deuxiéme passe par I’application de la

méthode de variation de la constante.

La premiére technique conduit a examiner tout d’abord si I’équation différentielle étudiée admet une

solution particuliére de la méme forme que le second membre de cette dernicre. Pour rendre accessible
cette méthode, I’enseignant développe une étude concernant quelques exemples dont certains
admettent une solution particulicre constante, alors que d’autres n’en admettent pas. L’existence de
ces derni¢res conduit I’étude a D'interprétation du "principe de superposition”. L’application de ce
principe nécessite de trouver deux ou plusieurs solutions particuliéres, puis de les additionner en vue
d’aboutir a une seule. Pour montrer la validité de cette technique 1’enseignant propose la discussion

suivante :
"Une solution particuliere yp de (E) est: @y, +Q,y,,

Ou ayp, est une solution particuli¢re de (E1) : ay'+by = g,
ayp; est une solution particuliére de (£2) : ay'+by = g,
eneffet; a,.(ay',, +by, )= g,.a,

a, (', tbyp,)= g,.a,

a(a1y}3 +O’2y;32)+(0’1y13] +a2ypz) =a,g, 10,8,

donc ayp; + ayp; est la solution de (E) ". (CM-3)

La deuxiéme technique, énoncée comme la méthode la plus stire pour trouver une solution particulicre,

porte sur ’application de la méthode de variation de la constante. Cette technique nécessite une bonne
maitrise du calcul intégral et/ou de la recherche des primitives. Bien qu’elle soit appliquée a certaines

équations différentielles, aucun discours ne 1’a justifice.

= T, : Trouver une seule solution vérifiant une équation différentielle

Notons que 1’étude de ce type de tiches concerne a la fois celles qui portent sur un probléme de
Cauchy et celles qui se centrent sur la recherche d’une seule solution d’une équation différentielle
ordinaire. En effet I’exécution de ce type de taches nécessite strictement de trouver la famille de
solutions puis d’appliquer les conditions initiales en vue d’aboutir & une réponse compléte. A ce
propos le type de tache T, devient un des sous-types de tAche qui constituent la technique nécessaire a
T,.

Ainsi aprés avoir trouvé la famille de fonctions solutions de I’équation différentielle proposée, on

terminera cette tdche par un simple calcul mathématique.
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= T; : Trouver la famille de fonctions solutions d’une équation différentielle linéaire du second ordre
de type : y"(x) + py'(x) + qy(x) = g(x)
Nous n’avons observé qu’une technique permettant d’accomplir ce type de taches; celle-ci est
présentée par I’enseignant de la fagon suivante :

"OxO1 y"(x)+ py'(x) + gy(x) = g(x) (E) équation compléte. Avec (p, ) I * et (g) continue

sur /.
Corollaire : la solution générale de (£) sur / = la solution générale de (Ey) sur / + une solution
particuliére de (E) sur I". (CM-6)

Cette technique est vérifiée par un discours identique a celui qui a servi a ’introduction de ce
corollaire lors de 1’étude des équations différentielles linéaires du premier ordre. Notons qu’elle se
ramene a deux sous-types de taches : Ts, : "Trouver la solution générale de 1’équation homogene
associée (Ep) " et "Tsy : trouver une solution particuliére de (£) ". Nous détaillons a présent chacun de
ces sous-types de taches tout en mettant en scéne les éventuelles techniques évoquées et les éléments
technologiques associés.
Une seule technique permet de résoudre le premier sous type de tdche. Elle nécessite de connaitre trois
formes de solutions de 1’équation homogéne (£,) que I’enseignant présente de la fagon suivante :
"= )" (X)+ py'(x) +qy(x) =0 avec A= p* —4g >0
r* + pr+q =0 le trindme du second degré admet deux racines réelles simples,
{(xOO > Ce™ +Cye™ /(C,,C,) 0010 S,
— A =0, ryracine double de 7> + pr+¢q =0
I’ensemble des solutions de (Eo) sur 0= {xO0 > (C, + C,x)e" /(C,,C,)00°}
—A<0, a+if lesracines complexes de > + pr+g =0
So={x00 > e™(C, cos(fx) + C, sin(Bx)) /(C,,C,) 00 }" (CM-6)

Chacune de ces formes est discutée d’une fagcon détaillée en vue de justifier et de démontrer que les
solutions données vérifient bien 1’équation différentielle correspondante. Notons que, lors de la

présentation des solutions d’une équation différentielle pour laquelle A = p* —4g >0, I’enseignant

explique tout d’abord I'utilisation et 1’obtention de I’équation caractéristique en faisant référence a la
forme des solutions des équations différentielles linéaires du premier ordre, telle que y'=ay . Ceci
implique de rechercher les solutions de (£j) sous la forme d’une fonction exponentielle. La raison

expliquant une telle recherche a été résumée par I’enseignant de la fagon suivante :

"La fonction exponentielle est infiniment dérivable sur [1". (CM-6)

On constate qu’une grande partie de discours de 1’enseignant porte, a ce propos, sur la démonstration
de la recherche des fonctions solutions vérifiant ce type d’équations différentielles. Pour cela
I’enseignant fait appel a la méthode de changement de fonction inconnue qui lui permettra de

retrouver la forme de 1’ensemble des solutions de ce type d’équations différentielles (pour le cas ou
A= p* —4q >0). Pour réaliser cette démonstration il démarre de la fagon suivante :
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"Détermination de toutes les solutions de (Ey)
u, xe

nxy

changement de fonction inconnue : y(x) = z(x). €™ ". (CM-6)

Ce changement de fonction - y(x) par z(x).e™ - dans I’équation différentielle (E,) permet de travailler
sur une autre équation différentielle du type z"(x) + z'(x)[27, + p] = 0. Un deuxiéme changement de

fonction — z'(x) par @(x)-, permet alors de trouver une équation différentielle linéaire du premier

ordre. En résolvant cette derniére a 1’aide des méthodes disponibles, 1’enseignant arrive & montrer que
I’ensemble des fonctions doit s’écrire de la facon suivante :

So={x00 Ce™ +C,e™ /(C,,C,)007%}.

Notons que la résolution de ce type d’équations différentielles pour les deux autres cas
(A =0et A<0) est faite en se basant sur le travail résumé ci-dessus.

Nous avons énuméré deux techniques permettant de résoudre le deuxieme sous type de tache, trouver
une solution particulicre de (£): La premicre, la plus souvent utilisée lors de la résolution des
exercices, nécessite d’analyser la forme du second membre de 1’équation différentielle proposée.

Résumons cette technique en nous appuyant sur 1’ interprétation de 1’enseignant responsable du cours:

" — cas ou second membre est un polynéme
Y"(x) + py'(x) + qy(x) = A(x) avec 4 polynome
admet une solution particuliére de type polynéme de méme degré que A dés que g # 0" (CM-8)

Aprées avoir montré aux étudiants la forme de la solution particuliére pour les casou g =0oug=0=p

a ’aide des exemples choisis, 1’enseignant fournit le tableau suivant :

q#0, r+ pr +q =0 (0 n’est pas racine) Polyndéme de méme degré que 4
g=0etp+#0, r+ pr = 0(0 racine simple) x. polynéme de méme degré que 4
q=0=p, r’=0 (0 racine double) x’. polyndme de méme degré que 4
"(CM- 8)

Il s’agit 1a des techniques qui permettent aux étudiants de trouver facilement une solution particuliére
de I’équation différentielle. En dehors des exemples donnés, aucun discours n’explique 1’utilisation de

I’ensemble de ces techniques.

L’application de la méthode de variation des constantes est la deuxi¢me technique permettant de
trouver une solution particuliére de ce type d’équations différentielles. Cette technique est évoquée,

sans entrer dans les détails de la fagon suivante :

"1 existe une méthode de variation des constantes :

Y(x) = C (x)u, (x) + C, (x)u,(x)
avec 0 = C, (x)u, (x) + C (x)u, (x)" (CM-8)
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= Ts : Vérifier si une famille des fonctions donnée est bien la solution d’une équation différentielle
connue

Nous n’avons relevé qu’une seule technique permettant d’exécuter ce type de taches. Cette technique
nécessite de dériver la fonction donnée selon I'ordre de 1’équation différentielle proposée et de

I’injecter dans 1’équation différentielle en question.

= T : Tracer la courbe solution d’une équation différentielle

La technique nécessaire pour accomplir ce type de tiche, qui peut étre qualifiée de qualitative,
nécessite tout d’abord de calculer les valeurs initiales et les valeurs limites puis de faire appel a la
forme d’une fonction de référence (par exemple la fonction exponentielle). Nous pensons que, le fait
de s’intéresser a une technique familiére aux étudiants peut expliquer 1’absence de discours détaillant

cette facon de faire.

= Ty : Résoudre un probléme (issu d’autres disciplines) décrit par une équation différentielle
Toutes les tiches se classant dans cette catégorie portent sur les équations différentielles linéaires du
premier ordre. On constate par ailleurs que ces tiches portent toujours sur une mod¢lisation passive ou
I’étudiant doit uniquement remplacer les valeurs correspondant a une situation réelle dans une
¢équation différentielle donnée. L’exercice suivant représente explicitement ce type de taches :

"Un corps radioactif se désintégre a une vitesse proportionnelle a la quantité N(z) de maticre

dN
présente a Dinstant #, c’est-a-dire suivant la loi : 7(2‘) =—kN(t) avec une constante
t

d’intégration £ > 0.

Ecrivez N(#) en fonction de ¢, k et de la quantité Ny de matiere a I’instant initial #".

Bien que ce genre d’exercice ne se distingue pas trop d’un exercice classique de mathématiques, on
note une nette différence dans 1’étude qui suit la résolution de 1I’équation différentielle. En effet, ce
type d’exercice nécessite de trouver (2 un instant donné), le statut du systéme étudié. La deuxiéme

partie de I’exercice cité ci-dessus sera utile pour mieux expliquer ce point:
"Sachant qu’en 1970 (respectivement en 1980), la radioactivité est la moitié (respectivement le
quart) de ce qu’elle était au départ, déterminez le temps 7 de demi-vie de ce corps, défini par
N(@)

Ox0O0 N(["‘T):T

Donnez la date ¢, du début de la désintégration de ce corps ".
La résolution de ce type de tdches implique exclusivement de trouver la forme des fonctions solutions

de I’équation différentielle donnée et d’appliquer les conditions initiales pour aboutir & la réponse

finale.
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=Ty : Démontrer que deux solutions données d’une équation différentielle linéaire du second ordre
sont indépendantes

Les techniques permettant de résoudre ce type de taches font partie de la technologie justifiant les
techniques utilisées afin de résoudre les tiches du type Ts. Celles-ci nécessitent en effet une étude plus
approfondie = qu'une  simple résolution des  équations  différentielles du  type:
Y'(x)+ py'(x) +qy(x) = g(x).

Remarquons qu’une partie des exercices, notés comme facultatifs et proposés pour une meilleure
compréhension du cours, conduisent les étudiants a se pencher sur les démonstrations faites lors de
I’interprétation des caractéristiques de la famille des solutions générales de ce type d’équations

différentielles. Pour mieux comprendre ce type de taches, illustrons par I’exemple suivant:
"13. Fonctions lin¢airement indépendantes
Soient 7 et , deux nombres réels distincts.
En revenant a la définition de I’indépendance, montrez que les fonctions
u x> e
U, :x+>e*

sont linéairement indépendantes sur []".

La technique qui permet d’exécuter cette tiche se trouve dans la partie du cours ou l’enseignant
cherche a montrer la "famille génératrice de Sy" et "I’indépendance de la famille {u, u,}", partie
intitulée "un peu d’algebre linéaire".
La résolution d’un tel type de taches nécessite de réaliser une série de calculs algébriques comme dans
ce qui suit :
"Cu, +Cu, =0
Cu, +Cu, =0 « xUO C,(x)u, + C,(x)u, =0
= W00 Ce™ +Che™ =0
- 00 C, +C,e"™™* =0(*)

par dérivation on trouve C,= 0 puis en revenant a I’équation (*), C; =0

Cu, +Cu, =0=(C,,C,)=(0,0)

Définition : la famille {u;, u,} est dite libre (u;, u, sont linéairement indépendantes)
Si Cu, +Cou, =0=C, +C, =0
[ u,, u, ne sont pas proportionnelles]" (CM-6)

A partir de cet extrait, on peut noter que technique et technologie apparaissent comme imbriquées.

= T}y : Choisir le champ des vecteurs d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
Une seule technique graphique est introduite en vue d’accomplir ce type de taches. Cette technique se
centre sur la définition de la valeur de la dérivée. Nous citons ci-dessous un extrait emprunté au

discours de I’enseignant du cours magistral. Ce discours, qui a été recueilli lors de la recherche de la
famille des fonctions solutions d’une équation différentielle du type : y'= ay, porte sur trois figures
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(présentées ci-dessous) qui représentant la forme du champs des vecteurs tangents de 1’équation

différentielle en question selon le signe de @ .

"...I’équation différentielle (Eq) y'=ay (avec a[J[]) admet pour I’ensemble de solution sur []
S, ={x00 - Ce™/cO0}

a>0 a=0 a<0

"(CM-1)

Notons que les éléments technologiques qui peuvent justifier cette technique sont totalement absents.

= Ty : Trouver I’ensemble des solutions d’une équation différentielle dont le portrait de phase est
connu

Ce type de taches conduit I’étudiant a trouver la forme de la solution générale d’une équation
différentielle. Pour résoudre une telle tache il doit faire appel au discours de I’enseignant a propos de
la recherche de I’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogene. En effet ce
discours donne la possibilité de conclure que, si toutes les solutions d’une équation différentielle ont la
méme forme, la représentation algébrique de 1’ensemble de ces solutions peut étre obtenue a partir

d’une seule fonction multipliée par une constante C.

= T}, : Etudier le comportement de la fonction solution d’une équation différentielle
Ce type de taches est proposé en général aprés avoir demandé de trouver le champ des vecteurs
tangents associ¢ a une équation différentielle. Deux techniques peuvent étre utilisées:
- Une technique graphique qui passe par la lecture du graphique qui représente le champ des
vecteurs tangents associé a I’équation différentielle.
- Une technique algébrique qui nécessite de calculer la valeur limite de la fonction solution de
I’équation différentielle proposée.

Aucun discours de I’enseignant n’a justifié ces deux techniques d’une fagon détaillée.
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= T3 : Trouver une équation différentielle dont la famille des solutions est connue

Pour concrétiser ce type de tiches, citons un exemple:

"Trouvez une équation différentielle dont I’ensemble des solutions sur [] soit exactement
1

{x> Ce¥*/COO "

Une seule technique permet de résoudre ce type de tache. Elle nécessite d’exprimer la(les) constante(s)
en fonction de y (la fonction) et de x (la variable indépendante), puis de la(les) dériver en vue d’aboutir
a I’équation différentielle cherchée : il s’agit de 1’étude inverse de la résolution algébrique d’une

équation différentielle.

= T4 : Préciser la nature d’une équation différentielle
Ce type de taches est le seul qui nécessite de travailler sur les équations différentielles non linéaires.
En effet, 55% des taches proposées portent sur les équations différentielles linéaires et 45% sont

centrées sur les équations différentielles non-linéaires.

En s’appuyant sur les exercices résolus portant sur ce type de tiches, on observe que la technique qui
lui est associée se ramene aux deux sous-types de taches suivants T, : Déterminer si une équation
différentielle donnée est linéaire ou non et T4, : Préciser ’ordre de I’équation différentielle proposée.

Evoquons ci-dessous les techniques disponibles pour accomplir ces sous-types de taches :

— T4, : Déterminer si une équation différentielle donnée est linéaire ou non

Il n’existe qu’une seule technique associée ; on peut la décrire de la fagon suivante :

" Une équation différentielle linéaire d’ordre # est une équation différentielle de la forme :
OxOla, (x)y™" +a,  (x)y" ™ +....+a,(x)y' (x) +a,y(x) = #(x)". (CM-1)

On constate que cette technique porte sur la forme générale des équations différentielles linéaires.
Nous avons constaté la présence d’exemples visant a attribuer un réle opérationnel a cette forme.

Voici quelques exemples donnés par I’enseignant du cours :

9P 1y = y(p, - Pa)P(1)
dt

9P =y, (o
dt

Pas linéaire
d’e
dr’

(1) +sinf(t)=0" (CM-1)

Pas linéaire

On observe que le concept de linéarité n’est pas détaillé explicitement dans le cours. Ainsi I’étudiant

doit connaitre par cceur la forme des équations différentielles linéaires pour pouvoir répondre a ce type
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d’exercice. Ceci nous permet de caractériser 1’enseignement réalis¢é a ce propos comme un

enseignement ostensif (Bosch et Chevallard, 1999).

— T4 : Préciser ’ordre d’une d’équation différentielle
Nous n’avons identifié qu’une seule technique permettant d’accomplir ce sous-type de taches. Cette
technique nécessite de connaitre la définition suivante (tirée de discours de I’enseignant) :

"L’ordre d’une équation différentielle est 1’ordre le plus grand des dérivées successives de y

(fonction inconnue) qui apparaissent dans 1’équation” (CM-1).

L’enseignant donne quelques exemples, sur les équations différentielles linéaires et non linéaires, pour

rendre accessible cette technique. En voici deux :
2

c;f (t) = —kx(¢) ordre 2

d*e
dt?

llm

(t) +sin 8(¢t) = O ordre 2 " (CM-1).

On observe que ce type de taches est trait¢ d’'une facon générale en vue de présenter aux étudiants

I’ensemble de la théorie des équations différentielles.

1.3. Analyse des séances des travaux dirigés

Précisons tout d’abord que nous n’avons pas fait le choix d’analyser en détail toutes les séances de
travaux dirigés mais que nous voulons simplement mettre en évidence les différences entre les choix
d’exercices travaillés, autrement dit des taches réalisées.

Notons que chaque enseignant (qui a la charge d’un ou deux groupes d’étudiants) a une méthode
propre pour diriger ses séances et que cette méthode joue probablement un role important dans la
formation des rapports personnels des étudiants. C’est la raison pour laquelle nous analysons les
groupes dirigés par le méme enseignant comme une seule groupe d’étudiants. Nous n’avons donc
observé que cing groupes d’étudiants, dirigés au total par trois enseignants. Chacun de ces enseignants
avait des choix différents a propos de déroulement des séances et des exercices sélectionnés. Dans ce
qui suit, nous chercherons a connaitre, pour chaque groupe d’étudiants, le taux d’accomplissement de
chaque type de taches répertorié ci-dessus et la conformité entre les techniques pronées par le
responsable du module et celles mobilisées par ces enseignants.

Pour cela, nous avons effectué, durant I’enseignement des équations différentielles, une observation
des séances des travaux dirigés de trois Enseignants de Mathématiques pour lesquels nous utilisons les

codages suivant dans cette analyse : EM1, EM2 et EM3.

En prenant en compte la problématique de notre recherche, résumons ci-dessous 1’ensemble des

questions qui guide notre analyse des pratiques des enseignants :
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Quel est le taux de traitement de chacun des types des tdches notés dans notre tableau d’analyse ?
Quelles sont les techniques associées a ces taches ? Quelles sont les contraintes et les conditions

pesant sur le choix méthodologique ?

a. Détermination des différents types de taches traités

Le Tableau 9 ci-dessous résume le taux de répétition de chacun de type de taches selon les enseignants

responsables des travaux dirigés :
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Types de taches EM1 EM2 EM3 Taux de
proposition des

types de taches

T, : Trouver la famille des fonctions 35,2% 33,3% 23%, 37,6%
solutions d’une équation différentielle
linéaire du premier ordre

T, : Trouver une seule solution vérifiant 3,3% 4,7% 14,2% 2,6%
une équation différentielle linéaire du
premier ordre

T; : Trouver la famille des fonctions 10,5% 9,5% 0 25,7%
solutions d’une équation différentielle
linéaire du second ordre

Ts : Vérifier si une famille de fonctions 0 0 0 1,7%
est bien la solution d’une équation
différentielle

T : Tracer la courbe solution d’une 2,7% 0 14,2% 0,8%

équation différentielle | tache

Tg : Résoudre un probléme décrit par une 5,4% 9,5% 5,8% 6,8%
équation différentielle

To : Démontrer que deux solutions 0 0 0 3,4%
données d’une équation différentielle
linéaires du second ordre sont
indépendantes

Ty : Choisir le champ de vecteurs d’une 10,5% 7,2% 8,5% 3,4%
équation différentielle linéaire du premier
ordre

Ty : Trouver I’ensemble des solutions 8,1% 7,2% 2,8% 1,7%
d’une équation différentielle dont le
portrait de phase est connu

Ty, : Etudier le comportement de la 0 0 0 3,4%
fonction solution d’une équation
différentielle dont le champ des vecteurs
tangents est connu

T3 : Trouver une équation différentielle 0 7,2% 5,8% 5,2%
dont la famille des solutions est connue

T4 : Préciser la nature d’une équation 24,3% 21,4% 25,7% 7,7%
différenticlle

Nombres de taches 37 42 35 117

Tableau 9 : Répartition des types de taches observés en fonction des enseignants

-78 -




Chapitre C,

L’un des premiers résultats a tirer de ce tableau porte sur I’accomplissement majoritaire de deux types
de taches (T, et Ty4) par les trois enseignants. A ce propos on note, a la fois, une similitude forte entre
le taux de proposition du type de tdche T; et son accomplissement par chaque enseignant et une
contradiction a propos de T4 En effet ce dernier type de taches, qui est I’un de ceux minoritairement
proposés dans les feuilles de travaux dirigés, apparait comme le deuxieéme type de taches le plus
souvent proposé par les enseignants. Cette contradiction peut s’expliquer par la diminution du nombre
total de taches prises en charge par les enseignants par rapport au nombre de tAches proposées dans les
feuilles de travaux dirigés.

Un deuxieme résultat est la non prise en compte de trois types de taches (Ts, Ty, T12) par les trois
enseignants.

Un troisiéme résultat montre que le premier groupe des types de taches (T, T,, Tz, Ts et Ty),
précédemment décrit comme relatif a la résolution algébrique d’une équation différentielle, est ici

encore majoritaire dans les pratiques des enseignants.

b. Détermination des praxéologies associés

Analysons dans ce paragraphe le degré de conformité entre les techniques utilisées par chacun de ces
trois enseignants, lors de I’exécution des types de tdches énumérés ci-dessus, et celles étudiées pendant
les cours magistraux.

= Analyse des caractéristiques de séances dirigées par EM 1

Notre tableau récapitulatif (Tableau 9) cité ci-dessus montre que 8 types de taches issus des feuilles de
travaux dirigés sont traités par cet enseignant. Ceci met I’accent sur le fait que les exercices choisis
s’appuient intégralement sur les fiches de travaux dirigés distribués par le responsable du module.
Malgré une conformité générale observée au niveau des techniques mobilisées afin d’accomplir les
types de taches traités, on note certaines différences.

Premicre différence lors de la recherche d’une solution particuliére d’une équation différentielle

linéaire (du 1°" ou du 2" ordre) I’enseignant, préfére, a chaque fois, proposer une forme de fonctions
proche de la solution cherchée. Pour mieux expliquer ce propos, citons un extrait comportant un
exercice et les conseils de cet enseignant a propos de la résolution de ce dernier :
L’exercice proposé :

"8. Intégrez les équations différentielles suivantes sur []

a) y'(x) + y(x) =x* +5

b) ¥'(x)+ y(x) =e™

) y'(x)+y(x)=e”
Discours de I’enseignant :

"a) substituer y = a +bx +cx’

b) substituer y = a.e™*

X

c) substituer y =a.x.e™ (puisque e " est solution de I’équation homogene)" (TD-2").

1 o . . , , .
Nous utilisons la notation TD-i en vue de montrer au cours de quelle séance s’est passé le discours (de
I’enseignant concernant) cité
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Tenant compte de la ressemblance notable entre les trois équations différentielles citées ci-dessus, on
fait I’hypothése qu’un tel exercice a pour but d’entrainer les étudiants a la recherche d’une solution

particuliere, recherche grandement facilitée par I'initiative de 1’enseignant.

Deuxiéme différence lors de la résolution du type de taches T,y (Choisir le champ des vecteurs d’une

équation différentielle linéaire du premier ordre). D’apres notre analyse faite ci-dessus (cf. paragraphe
1.2), il est a noter que seule une technique a caractere graphique, permettant de résoudre ce type de
tache, était traitée dans le cours magistral. Notre observation des séances de EM1 nous a permis de
noter I’existence d’une deuxieme technique qui passe exclusivement par la résolution algébrique de

I’équation différentielle étudiée (technique algébrique).

= L’analyse des caractéristiques des séances dirigées par I’enseignant EM2 :

Les exercices choisis par ce deuxieéme enseignant s’appuient intégralement, comme pour EM1, sur les
exercices préparés par le responsable du module. Cinq types de taches issus des feuilles de travaux
dirigés ne sont pas traités par cet enseignant. Une analyse faite sur I’accomplissement des autres types
de taches met en évidence un seul point différent par rapport a ce qui est enseigné dans les cours
magistraux : il concerne Tyy. On constate que cet enseignant préfeére alors justifier par la technique
algébrique évoquée ci-dessus les réponses données a 1’aide de 1'unique technique (graphique) énoncée
dans le cours magistral. Comme chez I’enseignant EM1, ces deux techniques sont mises en parallcle

lors de I’accomplissement de ce type de taches.

= L’analyse des caractéristiques des séances dirigées par 1’enseignant EM3 :

Contrairement au cas des deux enseignants précédents, les exercices abordés par EM3 ne
correspondent pas généralement a ceux proposés par le responsable du module. Ce choix se manifeste
par I’intervention d’exercices comportant a la fois les types de taches T, et Ts. L’augmentation du taux
d’accomplissement de T par rapport au taux de proposition confirme ce propos. Voici un exemple de

ce type d’exercices proposés par cet enseignant :
"Exemple : y'=(y+1)°

Résoudre 1’équation différentielle ? L’équation différentielle posséde-t-elle une solution y telle que

¥(0) =2, y(0) =-4 ? Tracer leurs représentations graphiques ? " (TD-3).

Les techniques utilisées pour exécuter les tAches proposées par un tel exercice ne se distinguent pas de

celles étudiées dans les cours magistraux.
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2. Etude de 1’enseignement du concept d’équation différentielle en
physique

2.1. Présentation générale

L’enseignement des circuits électriques fait partie d’'un module qui se trouve dans le programme de
premicre année de I’Université Joseph Fourier (filiére Sma).

Cet enseignement dure cing séances de 90 minutes. Il s’agit de deux grands chapitres : le premier est
centré sur 1’étude "des circuits électriques en régime transitoire" (2 séances), le deuxiéme étudie "des
circuits ¢électriques en régime forcé alternatif” (3 séances).

Dans le premier chapitre, notre objet d’étude prend vie dans le travail de modélisation des circuits RL
et RLC alors que ce n’est pas le cas pour le deuxieéme.

L’intérét de faire appel au concept d’équations différentielles dans cet enseignement apparait dans le

discours de I’enseignant lors de I’étude de "I’installation du courant électrique dans une bobine" :
"Nous ¢étudions maintenant un circuit électrique constitué par une résistance électrique passive R
mise en série avec une bobine de résistance électrique 7 et de self inductance L.

Comment le courant électrique s’installe-t-il au cours du temps' lorsqu’on connecte brutalement
q

ce circuit, a un générateur, de force électromotrice E, de résistance interne Rg trés petite devant R
en fermant un interrupteur K ?

Le courant cherché i(#) est la solution de 1’équation différentielle établie." (CM-1).

Ce discours montre qu’on représente un circuit électrique a I’aide d’une équation différentielle en vue

de connaitre 1’évolution du systéme au cours du temps.

2.2. Analyse prax¢ologique des feuilles de travaux dirigés

Pour mener une telle analyse, nous suivons la méthode déja utilisée au cours de cette partie, pour
connaitre d’une part les types de taches proposés et d’autre part les autres ¢léments de I’organisation
praxéologique associés a ces derniers : nous faisons appel aux exercices non résolus en vue de définir
les différents types de taches et aux exercices résolus afin d’identifier les techniques et les
technologies associées a ces derniers.

Contrairement aux exercices ¢tudiés dans I’institution mathématique, il s’agit ici de problémes longs
dont chacun est étudié lors d’une séance de travaux dirigés”. Résumons rapidement le contenu de
chacune des feuilles de travaux dirigés.

Une premiere feuille d’exercices est centrée sur la mise en équation d’un circuit électrique RC a partir
des lois sur les tensions et les courants. Une deuxieme feuille d’exercices vise a apprendre a manipuler
les solutions des équations différentielles du second ordre associées un circuit RLC. La troisieme

feuille se centre sur I’étude de la réponse d’un circuit RC alimenté par un générateur de tension

1 . .
C’est nous qui soulignons
* Pour une illustration cf. Annexes C
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périodique. La quatrieme feuille se focalise sur 1’étude de la réponse d’un circuit RC alimenté par un
générateur de tension sinusoidale. La cinquieme feuille de travaux dirigés vise a faire étudier le
comportement en fréquence de composants R, L ou C non idéaux alimentés par un générateur de

tension sinusoidale. Et enfin la sixieme feuille conduit a étudier les courbes de gain et filtres.

a. Détermination des différents types de taches

Nous avons recensé au total 6 types de taches relatives aux équations différentielles dans 6 feuilles de
travaux dirigés concernant les exercices non résolus. Pour mieux observer la continuité entre les types
de tiches détectées dans les deux niveaux (classe de terminale et 1°° année de 1’université) nous avons
choisi de conserver les mémes codages utilisés dans 1’é¢tude des manuels de Physique (cf. paragraphe

2.2 de Chapitre C1) et de représenter les types de tiches nouveaux par de nouveaux codages.

Les types de taches observés Nombre d’apparition

T : Etudier 1’évolution de la charge électrique dun 1
circuit décrit par une équation différentielle linéaire
du second ordre

T, : Représenter graphiquement 1’évolution de la 1
charge d’un circuit décrit par une équation
différentielle linéaire du 2" ordre

T; : Etudier les échanges énergétiques dans le circuit 2
étudié
Ts : Etudier 1’évolution de la charge électrique dun 1

circuit conduisant a une équation différentielle
linéaire du premier ordre

Ts : Représenter graphiquement 1’évolution de la 2
charge (ou du courant) d’un circuit décrit par une
équation différentielle linéaire du 17 ordre

T; : Montrer qu’un circuit se comporte comme un 2
circuit intégrateur si RC>>T

TOTAL 9

Tableau 10 : Répartition générale des types de taches détectés

Le Tableau 10 témoigne, d’une part, de la disparition de ’un des types de taches (T4 décrit a partir des
manuels analysés) et I’apparition de trois autres types de taches (Ts, T¢et T7). Comme nous I’avons vu
précédemment, tous ces types de taches se scindent en deux groupes : ceux relatifs explicitement a une
équation différentielle (T, Ts et T;) et ceux relatifs a la fonction solution d’une équation différentielle

représentant un circuit (T, et Ts et Tg).
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b. Détermination des praxéologies associés

Nous nous proposons a présent d’analyser les techniques associées a ces types de tiches et

éventuellement les éléments de la technologie vérifiant ces dernicres.

=T, : Etudier I’évolution de I’intensité de la charge d’un circuit électrique décrit par une équation
différentielle linéaire du second ordre

En conformité avec I’étude faite en classe de terminale, on observe que 1’unique technique permettant
de résoudre ce type de tiches fait appel a deux sous-types de tiches Ty, : Etablir I’équation

différentielle, et Ty, : Résoudre I’équation différentielle établie.

Chacun de ces sous-types de tiches s’inscrit dans une organisation praxéologique que nous analysons
ci-dessous :

— Ty. : Etablir I’équation différentielle
L’unique technique notée dans I’analyse des manuels de terminale pour établir I’équation différentielle
d’un circuit RLC, passe par I'une des lois de Kirchoff : "dans un circuit électrique fermé, a chaque
instant, la chute de tension est nulle" : celle-ci est toujours valable pour exécuter ce type de taches.

Montrons ci-dessous I’application de cette technique par 1’enseignant dans le cours magistral.

"Equation différentielle associée au circuit RLC :
ZR.i(t) —E =0 le long d’une maille

U, () Fug, () tuy, () +u, ()=0

q() . di . a
C + (R, .i(2) (Ldz))+R.z(z) E=0
a0,
C

d’q(t) , Ry dq(t), 1
dt’ L dt LC

di ,
L=+ (R, + Ri() = F

qg@)=E"
(CM-1)

Le discours de ’enseignant expliquant cette technique s’appuie exclusivement sur ’écriture des

conventions récepteurs de chacun des composants du circuit. Nous I’illustrons comme ci-dessous :
"Conventions pour les dipoles

Convention récepteur 0w >0 (1’énergie reqoit|50.+ )
Ot <0 (I’énergie fournit|5[u.+)
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Cas d’une résistance :
VMN: VM(t) - VN(t) >0
VMN =R. l(t)

Vi (1) = Vi(®) - V(1) > 0
VNM(t) = Rg. l(t) -E

Vu(®) - Va(t) = Rp.i(1) - (E")
E'=f.c.e.m (force contre électromotrice)

S
dt

di
Vu(®) - Vn(t) =R, i —
t)-Vit) =R, i(t)+L ” (1)

an® =-|q,, )|

q() = C.[Vu(®) - Vn(t)]
si Vi) > V0], qu(®) >0

"(CM-1).

Les ¢léments technologiques qui doivent, d’une part montrer 1’utilité de la technique proposée, d’autre

part rendre intelligible cette derniére, ne sont pas développés dans le cours. Cette technologie doit

-84 -



Chapitre C,

s’appuyer a la fois sur la théorie des équations différentielles et sur la loi d’additivité des différences

de tensions.

—Tp : Résoudre I’équation différentielle établie
On reléve la ressemblance notable entre ce type de tiche et celui analysé dans les exercices
mathématiques a propos de la résolution des équations différentielles du second ordre. La résolution se
fait a ’aide des techniques étudiées en mathématiques en gardant a D’esprit que 1’équation
différentielle représente un circuit électrique. Rappelons que cette technique se scinde en deux sous-
types de taches: trouver la fonction solution de [’équation homogene associée a [’équation

différentielle du circuit puis chercher une solution particuliere de cette derniére.

L’exécution du premier sous type de tdches implique tout d’abord d’écrire I’équation caractéristique
de cette équation différentielle ; on observe la méme technique que celle notée dans I’institution
mathématique. Il faut ensuite trouver la forme de la solution générale de I’équation différentielle en
question. Cette étape, contrairement a ce qui est observé dans I’institution mathématique, nécessite de
connaitre "physiquement" ce que signifie la valeur de A pour le régime précisé dans 1’exercice
proposé. Rappelons qu’il s’agit de trois régimes : régime critique, régime pseudo-périodique et régime
apériodique. Pour mettre en évidence la relation entre la valeur de A et ces derniers, citons un extrait
de discours de I’enseignant :
"Le régime apériodique correspond aux valeurs de L, R et C pour lesquelles 1’équation

caractéristique [x? + Rx +— = ( posséde deux racines réelles, ce qui se produit si le discriminant
C

1 L

A =b* —4ac est positif, avec dans le cas présent : a=L,hb=R, ¢ =—. R? — 4E > (. Alors les
. . -R+./(A -R-,/(A
racines réelles s’écrivent : x, = 7() et x, = 7() ". (CM-2)

2L 2L

Finalement, aprés avoir défini les deux racines de 1’équation caractéristique, il suffit de faire appel a la
forme de la fonction solution correspondant a I’étude faite : ¢ — A,.e™" + A4,.e™" pour aboutir a la

résolution de ce premier sous-type de taches.

Il n’existe qu’une seule technique permettant d’exécuter le deuxieme sous-type de tdches. Cette
technique nécessite de connaitre la valeur de la charge quand le temps augmente jusqu’a I’infini. Voici
le discours de I’enseignant noté a ce propos :

"Si on attend suffisamment longtemps pour que le régime transitoire soit terminé alors le

condensateur est totalement chargé et Q(?) = constante.
Une solution particuliére évidente est : Qo ) = CE". (CM-2)

Cette technique présente les mémes caractéristiques que celle, observée dans [’institution

mathématique : recherche d’une solution constante
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= T,: Représenter graphiquement 1’évolution de la charge d’un circuit décrit par une équation
différentielle linéaire du 2™ ordre

L’unique technique observée dans cette institution a les mémes caractéristiques que celles mobilisées
dans D’institution mathématique en vue de tracer le graphe d’une fonction solution des équations
différentielles. Cette technique comporte cette fois-ci trois étapes : trouver une seule solution vérifiant
les conditions initiales données, calculer la valeur limite de cette solution et faire appel a la forme

d’une fonction connue (exponentielle, sinusoidale etc.).

= Tj; : Etudier les échanges énergétiques du circuit étudié

Citons ci-dessous un exemple représentatif de ce type de taches:

et ’on

2
"On rappelle que I’énergie emmagasinée dans un condensateur peut s’écrire £ = % q ét)

va chercher a comparer cette énergie emmagasinée dans le condensateur au cours du temps a
I’énergie qui aura été dissipée par effet joule a travers la résistance.

- Sachant que I’énergie dissipée dans la résistance depuis la fermeture de I’interrupteur peut

s’écrire ‘[ R.i*(t)dt calculer I'énergie totale dissipée dans la resistance pendant la charge du

0

condensateur." (CM- 3)

On constate que la recherche de la forme définitive de I’énergie (emmagasinée ou dissipée), autrement
dit la technique de résolution de ce type de taches, est explicitée dans I’énoncé de I’exercice proposé.
On observe que cette technique nécessite de faire appel soit a I’équation algébrique de la charge (¢(?)),
qui est la fonction solution de 1’équation différentielle du circuit, soit a celle du courant électrique
(i(t)) pour répondre aux questions posées. Il suffit alors de réaliser certains calculs algébriques pour

aboutir a une réponse finale.

= Ts: Etudier I’évolution de la charge électrique d’un circuit décrit par une équation différentielle
linéaire du premier ordre

Comme le premier type de tdche analysé ci-dessus, la technique permettant de résoudre ce type de
taches se ramene a Ts, : Trouver I’équation différentielle vérifiée par la charge du condensateur, suivie

de Ts, : Résoudre I’équation différentielle établie.
Analysons en détail chacun de ces sous-types de taches :

— Ts, : Trouver I’équation différentielle vérifiée par la charge du condensateur
Nous n’avions recensé qu’une seule technique permettant de résoudre ce type de taches. Cette
technique, passant par ’application de la loi des mailles au circuit étudié, est identique a celle détaillée
lors de I’analyse de T, (plus particulicrement de T,,). Cette unique étape permettant de mettre en

relation les différentes tensions du circuit étudié conduit directement a une équation différentielle, par
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exemple du type : R,dﬁ N+L (- E=0. Parallélement a ce qui est observé précédemment, on note
p i (t) C( )

que la technologie associée a cette technique n’est pas développée dans cette institution (physique).

— Tsp, : Résoudre I’équation différentielle établie
La résolution de ce sous-type de taches est introduite de la fagon suivante :
"C’est un probléme de Mathématiques, nous vous demandons d’en accepter la solution.
La solution générale d’une équation différentielle avec un second membre constant est la somme

de la solution générale de la méme équation différentielle sans second membre et d’une solution

particuliére de I’équation avec second membre." (CM-1)

Comme nous I’avons déja noté dans 1’analyse faite précédemment (paragraphe 1.2.), cette technique
comporte deux sous-types de taches: "trouver la solution générale de 1’équation différentielle
homogeéne associée" et "trouver une solution particulicre de 1’équation différentielle du circuit étudié".
Notons que ces deux sous-types de tAches sont exécutés a 1’aide des techniques étudiées dans le cours
de mathématiques, sans entrer vraiment dans les détails. Cependant la résolution du deuxiéme sous-
type de taches, qui porte plutdt sur la recherche d’une solution particuliére constante, nous permet de
constater une autre facon d’appliquer la technique en question :

Le discours de I’enseignant, lors de 1’étude "des régimes électrique dans un circuit R, L", nous

explique cette technique :
"Cherchons maintenant une solution particuliére de I’équation différentielle avec second membre

L%-F(R'” )i(f) = E . Cette solution est évidente, car il suffit d’attendre suffisamment
t

longtemps pour que le courant circulant dans le circuit finisse par devenir constant, ne plus varier
E

(R+r)

et valoir tout simplement / = , ¢’est une solution particuliére recherchée." (CM-1)

= Te : Représenter graphiquement 1’évolution de la charge (ou du courant) d’un circuit décrit par une
équation différentielle linéaire du 1 ordre

D’une facon générale, on constate que I’accomplissement de ce type de tiches nécessite de connaitre
les expressions algébriques de la charge (ou du courant) qui traverse le circuit. En effet ces
expressions se présentent de facon générale sous la forme de fonctions solutions de 1’équation
différentielle du circuit étudié. On voit ainsi que ce type de tdches se ramene a un autre type de tiches
portant sur la représentation graphique d’une fonction quelconque. A ce propos la technique évoquée

lors de ’analyse de T, peut permettre d’accomplir ce type de taches.
= T7 : Montrer qu’un circuit se comporte comme un circuit intégrateur si RC >>T

On constate qu’il s’agit des taches inhabituelles ou I’équation différentielle du systéme n’est pas

demandée explicitement.
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Voici une question représentative tiré des feuilles de travaux dirigés :
n

R

A '——i(’t)—{:l_' A

Ve® — (1)

77

Sans utiliser les notations complexes non nécessaires ici, écrire la relation entre les tensions a un

instant 7 (la_loi de la maille unique'), en ne faisant apparaitre que les tensions v,(2), vy(2) (et la

dérivée de I’une d’entre elles par rapport au temps)." (TD-n°3)

L’énoncé de I’exercice proposé donne explicitement la technique nécessaire (écrire la loi des mailles)
pour exécuter ce type de tdche. L’application de cette technique conduit donc directement a une
équation différentielle représentant le systéme étudié. La fagon de faire est décrite ci-dessous en

s’appuyant sur les exercices résolus par I’enseignant :

"La loi des mailles nous donne, a I’instant 7 :
V() +ve (1) = v, (1)

ve(t) = v, = % et v, (1) = Ri(1) = R. dfz(tt) =CR. dv;t(t)
d’ou RC. dVS (t) + v, ([) =v, (f)
dt
@, 1 v o
dt ¥ RC v () RC ( )

Cet extrait montre que ce type de tdche conduit implicitement vers la recherche du modele équation

différentielle du systéme étudié.

2.3. Analyse des séances des travaux dirigés

Selon la méthodologie générale de ce travail, pour mener une telle analyse nous avons effectué une
observation des séances des travaux dirigés de quatre Enseignants de Physique (EP1, EP2, EP3 et
EP4) lors de I’enseignement des équations différentielles.

Comme nous I’avons signalé dans le paragraphe précédent (paragraphe 2.2), il s’agit en
¢lectrocinétique de résoudre des problémes longs et donc peu nombreux. Parallélement a ce constat,
nous avons remarqué que chaque enseignant observé au cours des séances de travaux dirigés, a
tendance a traiter chacune des tiches proposées dans les fiches d’exercices. Quant aux techniques

mobilisées pour exécuter ces tiches, elles sont exclusivement conformes a celles enseignées dans les

' C’est nous qui soulignons
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cours magistraux. Il nous a donc paru inutile d’analyser ici chacun des types de taches résolus par ces

enseignants.

Cependant notre observation des classes des travaux dirigées a montré 1’existence d’un autre type de
taches, non proposé explicitement dans les feuilles d’exercices, T : discuter 1’évolution du courant
qui traverse le circuit. Ce type de taches apparait dans les pratiques de deux enseignants (EP1 et EP3)
pour qui le travail de modélisation ne s’arréte pas a 1’écriture de 1’équation algébrique de 1’évolution
du systéme au cours du temps ; il s’inscrit dans la troisieme phase du travail de modélisation qui

nécessite de retourner au systéme réel.

On observe que ces deux enseignants restent fidéles, dans leurs choix des circuits, au type de circuit
proposé dans les feuilles d’exercices, mais pas a l'ordre des questions posées: ils traitent
intégralement les questions posées en découpant leur séance selon les différentes phases du processus
de modélisation. Ils proposent tout d’abord aux étudiants de construire le modéle qui représente du
circuit proposé, ensuite de trouver certaines parametres du systéme a 1’aide de ce modele (I’équation
qui représente 1’évolution du systéme au cours du temps, I’énergie électrostatique ou cinétique etc.) et

enfin de discuter le systéme modélisé a partir des données obtenues.

Quant a EP2 et EP4, ils exécutent exactement les taches énumérées dans les feuilles de travaux dirigés,
en suivant strictement 1’ordre des questions posées.

Notons que la méthode mise en ceuvre par EP2 et EP4 risque de ne pas permettre de terminer
completement I’étude des circuits proposés. Nous avons constaté 1’absence de discussions & propos du

systeme étudié, précisément a cause du manque du temps.
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3. Conclusion

Pour étudier des caractéristiques de I’enseignement de 1’objet équation différentielle au niveau

universitaire nous nous sommes focalisés particuliecrement sur une analyse praxéologique des

exercices proposés aux ¢étudiants. Rappelons notre questionnement :

Quels types de tdches caractérisant [’étude du concept d’équation différentielle sont abordés ?
Quelles sont les techniques qui les accompagnent ? Quels sont les discours technologiques qui

Justifient, expliquent ces techniques ? Existe-t-il des théories expliquant cette technologie ?

Comme nous avons discuté d’une facon détaillée chacune de ces questions au cours de ce chapitre,

nous préférons ne pas les traiter une par une mais donner quelques résultats tirés de 1’étude faite :

> En mathématiques, nous avons regroupé¢ les différents types de taches en trois catégories : une
premiére concerne les types de taches relatifs a la résolution algébrique d’une équation
différentielle linéaire du premier et du second ordre, une deuxieme comprend les types
relatifs aux différents registres sémiotiques (algébrique et graphique) et une troisieme
rassemble les autres types de tiches.

Malgreé la présence de plusieurs types de tiches, compte tenu des pratiques des enseignants et
des exercices proposés aux étudiants, il est possible de dire que les types de taches relatives a
la résolution algébrique des équations différentielles linéaires sont ceux qui caractérisent
I’enseignement actuel. Ceci signifie que le contenu de I’enseignement des équations
différentielles est limité quasi exclusivement a ces types d’équations différentielles avec une
prédominance de la résolution algébrique dans I’application de techniques de résolution. Ces
techniques sont généralement justifiées et rendues intelligibles par les discours explicatifs du
responsable du module.

Nous avons constaté que les autres types de taches, minoritaires par rapport a ceux relatifs a la
résolution algébrique des équations différentielles, sont traités souvent a 1’aide d’une seule

technique qui n’est pas toujours discutée.

En Physique (électrocinétique), nous avons classé les types de tdches rencontrés en deux
groupes en tenant compte des caractéristiques du processus de modélisation : un premier
groupe comprend ceux liés a la construction du modéle (I’établissement de 1’équation
différentielle), un deuxiéme concerne les types relatifs aux études réalisées sur ce modele.
Ceci indique que I’étude proprement dite du systéme modélisé est laissée implicitement a la
charge des étudiants. Il est également a noter que tous les types de tAches sont réalisés souvent
a ’aide d’une seule technique. A ce propos on peut noter I’existence d’une seule technique,
I’application de la loi d’additivité des tensions aux circuits, qui permet d’exécuter le type de

taches relatif a 1’établissement de 1’équation différentielle du systéme.
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La comparaison des caractéristiques de cet enseignement universitaire avec celles de 1’enseignement

secondaire nous a permis de noter les résultats suivants :

> En conformité avec les caractéristiques de la premiere rencontre avec le concept d’équation
différentielle, presque tous les exercices ont des fagons fort similaires de traiter les équations
différentielles : En effet en mathématiques les étudiants sont invités, trés souvent, a trouver la
famille de fonctions solutions des équations différentielles linéaires et en physique, a étudier
I’évolution d’un circuit électrique décrit a I’aide d’une équation différentielle. Ces fagons de
faire permettent une réflexion sur les démarches algorithmiques et le développement des
automatismes a propos des attentes institutionnelles.

> Si, au niveau de la classe de terminale, la recherche de la solution générale de deux types
d’équations différentielles linéaires est faite a 1’aide certaines fonctions connues, sans réaliser
une résolution compléte, la transition du lycée a l'université est surtout marquée par

I’apparition des techniques de résolution algébrique.
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Partie D

Introduction

Objectif général

Ayant une problématique qui porte sur les contraintes d’enseignement et d’apprentissage du concept
d’équations différentielles, nous nous sommes intéressés dans cette partie de notre travail, aux rapports
personnels des étudiants a ce concept.

Chevallard (1989b) définit le rapport personnel a un objet de savoir comme suit:

"Un individu X ne peut avoir, a un objet de savoir donné, O°, qu’un rapport personnel, lequel est
un émergent d’un systéme de relations institutionnelles (telle la relation didactique), relations
ternaires ou I’individu X entre avec I’objet de savoir O° et un ou des agents de I’institution I.

De ce rapport personnel reléve notamment tout ce que I’on croit ordinairement pouvoir dire —en
termes de "savoir, de "savoir-faire", de "conceptions", de "compétences”, de "maitrise", d’"images
mentales", de "représentations", d’"attitudes", de "fantasme", etc.- de X a propos de O°. [...] Le
concept de rapport (personnel) a un (objet de) savoir apparait ainsi comme englobant les aspects

fragmentaires en lesquels on le dissocie ordinairement. "

Etant donné un objet de savoir O (I’équation différentielle) qui a une existence au sein de deux
institutions / (I’institution mathématique) et I' (’institution physique : électrocinétique), I’évolution du
rapport & O dans [ vers un rapport dans /' conduit le sujet a modifier son rapport, au départ conforme
au rapport de D'institution /. Dés lors ’objet O n’existe plus en lui-méme, mais émerge dans chaque
institution par des pratiques institutionnelles qui se définissent comme un systéme de taches.

Dans la partie précédente nous avons particuliérement analysé ce systéme de taches dans I’ensemble
des techniques associées et des ¢léments de la technologie justifiant ces techniques. En effet une telle
¢étude est fondamentale dans la formation des rapports personnels.

Nous étudions maintenant les rapports personnels des étudiants a 1’objet équation différentielle sous
les contraintes et les conditions des rapports institutionnels. Dans ce travail, nous avons fait le choix de
décrire les rapports personnels des étudiants, essentiellement en fonction de leurs conceptions' a
propos de I’objet équation différentielle et de leur aptitude a mobiliser des techniques étudiées dans les
deux institutions pour résoudre les tAches proposées relativement a deux statuts de cet objet.

Nous nous proposons ainsi de décrire ces rapports, a travers 1’étude des réponses fournies par des
¢tudiants en DEUG Sma premicre année de I’Université Joseph Fourier a deux tests portant
particulierement sur les équations différentielles. Nous étudions les rapports personnels des étudiants

en apportant des éléments de réponse aux deux questions suivantes :

' Le mot de conception s’utilise dans ce travail au sens générale.

_95 -



Partie D

> Quelles sont les caractéristiques du rapport personnel des étudiants a [’objet équation
différentielle ? Quel est le degré d’adéquation entre le rapport personnel et le rapport
institutionnel (de deux institutions) a [’objet en question ?

> Quelles sont les difficultés specifiques des étudiants résultant des choix faits dans les deux

institutions ?

Meéthodologie de travail

Pour permettre une analyse des rapports personnels des étudiants se formant dans ces deux
institutions, il nous faut construire des taches présentes a la fois dans les deux institutions. C’est pour
cela que nous avons choisi de proposer deux tests a priori différents, mais en relation réciproque, issus
des deux institutions -mathématique et €lectrocinétique- .

Lors de notre expérimentation soixante étudiants ont subi les tests proposés. Le fait de nous intéresser
aux rapports personnels des étudiants formés dans I’environnement de deux institutions nous a conduit
a analyser particuliérement les copies de cinquante étudiants ayant répondu aux deux tests proposés.
Nous avons réalisé notre expérimentation un mois avant les examens finaux : les étudiants étaient
prévenus que ces tests étaient & considérer comme des "examens blancs" leur permettant de s’entrainer
pour I’examen.

Les deux tests étaient proposés consécutivement et les étudiants ont répondu pendant 90 minutes a

chacun de ces deux tests.

La partie qui suit se compose de trois chapitres :
> le premier se focalise sur les rapports personnels des étudiants a /’objet équation différentielle
(par I’analyse des réponses des étudiants au test proposé en mathématiques)
> le deuxiéme porte sur les rapports personnels des étudiants au modeéle équation différentielle
(a partir de I’analyse des réponses données au test proposé en €lectrocinétique)
> le dernier chapitre se focalise sur la caractérisation des différents modeles de rapports

personnels observés chez les étudiants.
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Chapitre D, : Rapport des ¢tudiants "aux équations
différentielles" en tant qu’objet

Introduction

Objectif général et présentation du test proposé

L’objectif de ce chapitre est de caractériser les rapports personnels des étudiants aux équations

différentielles dans D’institution mathématique. La méthodologie adoptée consiste & proposer aux

¢tudiants un test qui comporte trois exercices. Pour préparer ces exercices nous nous sommes appuyes

sur les caractéristiques du rapport institutionnel mathématique dégagées dans la Partie C de cette

these.

Notons ci-dessous les quatre constats, relatifs aux caractéristiques décrites, qui nous aident a

construire le test :
C1 : Nous avons constaté que ’enseignement de 1’objet équation différentielle se concentre
quasi-exclusivement sur la résolution de certains types d’équations différentielles linéaires.
Nous avons aussi constaté que cet enseignement ne ménageait pas de temps pour définir ce
qu’est une équation différentielle, ni sa nature (linéaire ou non et son ordre); ces indications sont
données a I'aide d'exemples. Nous voulons donc définir les effets de cet enseignement, qui
privilégie particulierement les équations différentielles linéaires, sur les conceptions des

¢tudiants. Ainsi nous nous sommes pos¢s la question suivante :

Q1 : Quelles sont les conceptions des étudiants a propos de l’objet équation différentielle ?

Le premier exercice du test proposé a pour but de répondre a cette question.

C2 : Nous avons aussi constaté non seulement que cet enseignement se réduit a la résolution des
équations différentielles, mais encore que cette résolution se limite aux méthodes algébriques,
tout en ignorant les autres modes de résolution (numérique et qualitative). A ce propos nous
avons observé qu’en mathématique 1’étude d’une équation différentielle se limite a la recherche
de la famille de solutions de cette derniere. Ce deuxiéme constat nous a conduit a nous poser les

trois questions suivantes :

Q2 : Compte tenu des caractéristiques de [’enseignement actuel, serait-il possible de tester la
viabilité d’une autre approche qu’algébrique, par exemple [’approche qualitative, en rendant
difficile le recours a la premiere et en conduisant les étudiants vers la deuxieme ?

Les deux premiéres questions du deuxiéme exercice proposé dans le test visent particuliérement

a répondre a cette question.
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03 : Compte tenu de [’importance attachée a la résolution algébrique des équations
différentielles, les étudiants sont-ils capables d’appliquer correctement les techniques
algébriques étudiées (dans cette institution) ?

Deux questions (dont I'une s’inscrit dans 1’exercice 2 et I’autre dans I’exercice 3) de notre test

ont été préparées afin d’apporter des éléments de réponse a cette troisiéme question.

04 : La prédominance du types de tdaches, qui portent sur les calculs algébriques lors de
[’étude des équations différentielles, peut-elle conduire les étudiants a méconnaitre d’autres
types de tdches relatifs aux équations différentielles ?

Notons que la deuxiéme question de I’exercice 2 nous est utile aussi pour répondre a cette

quatriéme question.

C3: Nous avons constaté que cet enseignement représente majoritairement les équations
différentielles dans le registre symbolique et par conséquent il ne donne pas aux étudiants la
possibilité de travailler dans un autre registre. Ce constat nous a conduit & nous poser les
questions suivantes :

05 : Les étudiants sont-ils capables d’identifier correctement la représentation graphique d 'une
équation différentielle dont la représentation symbolique est connue ? Si oui quels types de
connaissances sont-elles mobilisées ? Si non, quelles sont les difficultés que les étudiants
rencontrent a ce propos ?

Nous traiterons cette question selon les réponses obtenues a la troisiéme question de 1’exercice 2

du test proposé.

06 : Lutilisation des mémes symboles algébriques en vue de représenter des équations
différentielles est-elle capable d’engendrer des effets notables dans le travail des étudiants ?
Cette question trouvera des éléments de réponse a travers de I’analyse des productions des

¢tudiants obtenues, d’une part, a ’exercice 1 et d’autre part a I’exercice 3.

C4 : Un autre constat attire particulierement notre attention : cet enseignement est centré quasi-
exclusivement en mathématiques tout en ignorant la forte relation avec les problémes réels. A ce
propos nous nous posons la question suivante :

Q7 : Quels sont les comportements des étudiants face a une tdche qui nécessite d’associer une
équation différentielle a une situation réelle, par exemple au fonctionnement d'un circuit
électrique ?

Nous visons a répondre a cette question a I’aide des réponses obtenues a la deuxieme question

de ’exercice 3.
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Déroulement de I’analyse

L’analyse que nous donnons se scinde en deux parties : une analyse a priori qui vise, d’une part, a
présenter chacune des tiches proposées et d’autre part a prévoir les réponses attendues selon les
techniques permettant de résoudre les taches en question et une analyse a posteriori des réponses
obtenues a I’exercice proposé. Notons que, lors de cette derniére, en vue de ne pas perdre le fil
conducteur de I’analyse, nous préférons nous contenter de détailler les erreurs qui sont dans notre

domaine d’intérét et évoquer les autres.

1. Les analyses de I’Exercice 1

1.1. Analyse a priori de I’exercice

1.1.1. Présentation de I’exercice

1° Nature de I’exercice proposé

Ce premier exercice vise a répondre intégralement a la premicre question: "quelles sont les
conceptions des étudiants a propos de 1’objet équation différentielle ?", et partiellement a la sixiéme
question : "l’utilisation des mémes symboles algébriques en vue de représenter des équations
différentielles est-elle capable d’engendrer des effets notables dans le travail des étudiants ?". 11 est

formé par six expressions algébriques et comporte deux tiches :

Exercice 1 :

Préciser pour chacune des expressions suivantes si elle représente une équation différentielle ou
non et préciser-en la nature ? Pourquoi ?

2 : —
a. x" y+(1+sinx)y +5x=0

dx d’x _

b. — +— =cost
dt dt

e (") +y'=0

d. (cosx)+x =0

e. '(x)=0

f (e')=0

Compte tenu de la question qui se pose en premier lieu lors de la caractérisation des rapports
personnels des étudiants, le but de cet exercice est de repérer les conceptions des étudiants a propos de
I’objet équation différentielle. Dans cet exercice 1’étudiant doit exécuter tout d’abord les taches
suivantes :

T, : identifier les expressions représentant une équation différentielle

T, : préciser la nature des équations différentielles identifiées
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Ensuite il doit justifier les réponses données a ces deux taches. Le fait de demander de justifier les
réponses données vise, d’une part, a repérer les techniques utilisées pour accomplir ces taches, d’autre

part, & connaitre les éléments technologiques disponibles chez I’étudiant.

2° Trois variables didactiques retenues pour le choix des expressions proposées :
Lors du choix des expressions proposées, nous avons répertorié trois variables didactiques que nous
détaillons de la fagon suivante :
Une premiére variable didactique (V1) concerne l'incertitude liée a la variable indépendante’
Nous avons le choix entre trois possibilités :
V1, : la variable indépendante est connue par 1’énoncé de 1’exercice proposé.

V1,: la variable indépendante est connue par I’écriture algébrique de I’équation différentielle

O osée(ii )
PP

V1; : 1a variable indépendante n’est pas connue ( ', f', ..)

L’¢tude des rapports institutionnels des étudiants montre que les exercices traités n’indiquent jamais
explicitement les réles joués (comme fonction ou variable) par les symboles algébriques (x, y, ¢ ...) qui
se trouvent dans une équation différentielle. Ceci nous a conduit, lors de la préparation des expressions
algébriques, d’une part a éliminer le premier cas, d’autre part a définir des regles, qui peuvent étre
qualifiées comme régles du contrat, permettant a 1’étudiant d’identifier la fonction et la variable. Nous
écrivons ainsi les reégles en question :

R1 : la présence du signe de la dérivation (', d ...) devant un symbole indique que ce symbole

représente une fonction.

R2 : si dans la relation, il y a deux symboles dont un est une fonction alors le deuxiéme est la

variable.

R3 :s’il n’y a qu'un seul symbole et si ce symbole représente une fonction alors la variable peut

étre n’importe quel symbole.

Une deuxieme variable didactique (V2) caractérise la représentation de la dérivée dans les
expressions proposées
Par référence aux pratiques habituelles de 1’enseignement repérées dans des exercices issus de fiches
de travaux dirigés et de manuels, nous pouvons déclarer trois types de représentation de la dérivée :
Etant donnée une fonction inconnue (f; y, i...)
V2; : la dérivée est représentée par le symbole prime (f°, i, y'...)

V2, : la dérivée peut étre représentée par un point sur la fonction inconnue ( /', i, )

! Variable indépendante : variable qui influence la variable dépendante (Variable dépendante : variable qui réagit
aux variations d’une autre variable)
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: : : . df dy di
V2; : la dérivée est représentée en fonction du symbole de calcul différentiel (7f , 7)/ , gl

Cette écriture doit montrer explicitement par rapport a quelle variable il faut dériver la fonction.

).

Prenant en compte la ressemblance entre les deux premiers types et 1’utilisation rare du typel2,, nous

avons décidé pour cet exercice de ne prendre en compte que les types V2, et 12;.

Une troisieme variable didactique (V3) concerne la nature des équations différentielles proposées
En effet nous avons repéré trois caractéristiques essentielles précisant la nature des équations
différentielles :
V3, : la linéarité de 1’équation différentielle (linéaire-L/non-linéaire -NL)
V3, : le type de I’équation différentielle (sans second membre- SSM/ avec second membre —
ASM)

V3; : Pordre de I’équation différentielle

Pour pouvoir proposer aux étudiants des équations différentielles variées, nous avons décidé d’utiliser
au maximum les variables didactiques évoquées précédemment lors du choix fait a propos des

expressions proposées.
3° Présentation des expressions proposées :

Le tableau 11 présente les caractéristiques des expressions proposées en fonction de trois variables

didactiques définies ci-dessus :
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Variable — Vi V2 V3

Expressions |

x*y'+(+sinx)y+5x=0 | Variable | Symbole () | Linéaire ASM 1°¢ ordre
inconnue
dx + d’x _ ; Variable | Symbole du Linéaire ASM 2" ordre
dt  di® cos connue calcul
différentiel
oMY +y'=0 Variable | Symbole (') Non SSM 3™ ordre
inconnue linéaire
(cosx)' +x=0 Variable | Symbole (') Non ASM 1% ordre
(=x'.sinx+x=0) inconnue linéaire
f'(x)=0 Variable | Symbole () | Linéaire SSM 1% ordre
connue
(e)'=0 Variable | Symbole (') Non SSM 1°¢ ordre
inconnue linéaire

(t'e' =0)

Tableau 11 : Présentation des expressions algébriques proposées selon trois variables didactiques
Légende:
SSM : Sans second membre

ASM : Avec second membre

Item (a) : La premiére expression est présentée de la maniére suivante : x°y' + (1+sinx)y +5x =0.
Cette expression met a 1’épreuve les connaissances des étudiants sur les équations différentielles
linéaires du premier ordre. Elle est donnée sous une forme trés connue, en fonction des symboles les
plus familiers pour les étudiants. Bien qu’il existe deux symboles, dont un représente la fonction, la
variable de dérivation n’est pas explicitée. Cela suppose que son identification repose sur les reégles du
contrat didactique que nous avons citées plus haut. Ainsi I’existence de deux variables x et y —suivant
la régle RI- et le fait que le symbole (') porte sur y amene a faire I’hypothése que la fonction peut étre
sous la forme : y(x). Une fois que les roles des symboles algébriques sont attribués, il est facile de
rechercher une relation entre une fonction et ses dérivées successives pour interpréter cette expression

comme une équation différentielle.

Item (b) : Nous voulons évaluer, dans ce cas, les savoirs opérationnels des étudiants sur les équations

différentielles linéaires du second ordre. Pour cela nous avons proposé 1’expression suivante :

dx d*x
bt S

dt dt*

connue de I’institution physique au niveau de la représentation de la dérivée et au niveau des symboles

=cost . En restant dans le registre symbolique nous avons fait appel a une forme tres
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utilisés. Son écriture montre explicitement les roles des symboles en tant que fonction et variable de

dérivation. Il n'y a donc aucune ambiguité au niveau de Iattribution de leur rdle aux symboles.

Item (c) : Pour mettre a 1’épreuve les savoirs des étudiants a propos des équations différentielles non-

"2 +3"'=0. Bien que

linéaires nous avons fait le choix de proposer 1’équation suivante: (y
I’application de la régle R2 puisse amener I’étudiant a identifier le symbole y comme la fonction
inconnue il n’est pas facile de connaitre la variable de dérivation. Selon notre analyse sur les rapports
institutionnels des étudiants, il est possible de faire ’hypothése qu’une grande partie de ceux-ci
arrivent a imaginer une fonction, de type : y(x), en faisant référence aux exercices proposés dans

I’enseignement actuel.

Item (d) : Nous avons constaté que, a partir des exercices proposés en mathématiques, le symbole x
joue en général le role d’une variable indépendante. Ainsi pour mettre en évidence I’effet du contrat,
nous avons proposé I’expression suivante: (cosx)' +x =0 . Notons que cette écriture présente des
ambiguités au niveau de la représentation du symbole utilis€. Nous proposons ainsi deux facons
différentes permettant d’étudier cette expression :

- Me¢éthode 1 : soit le symbole "x" est considéré comme une variable indépendante, et il est
¢vident que I'on a une relation, telle que" —sin x + x = 0", qui ne représente pas une équation
différentielle. Une telle proposition de réponse nous donnera la possibilité d’observer I’ effet
du contrat institutionnel sur les réponses des étudiants.

- Me¢éthode 2 : soit ce symbole est considéré comme une fonction inconnue, par exemple sous
une forme x(z); Dexpression devient alors une équation différentielle telle que
"—x'(t)sinx(¢) + x(¢) = 0". Contrairement au comportement précédent, une réponse de ce
type signalerait la tendance des étudiants a transférer les savoirs acquis en physique dans le
domaine mathématique. En effet, la fonction considérée, x(z), intervient en général en
physique mais pas en mathématiques. D’apres la définition générale des équations

différentielles, I’expression obtenue représente donc une équation différentielle.

Item (e) : A ce niveau nous avons proposé I’expression suivante : /'(x) = 0. Cette expression ne

représente aucune ambiguité au niveau de la représentation: cette écriture est conforme a 1’'un des
choix de I’enseignement actuel. Comme la fonction et la variable de dérivation sont explicitées, il
suffit d’utiliser la définition des équations différentielles pour I’identifier comme une équation

différentielle.

Item () : (e¢') =0 Cette derniére expression a des propriétés similaires a celles de I’expression

proposée dans l’item (d). Elle présente des ambiguités a propos du role attribué au symbole .

Appliquons alors les deux méthodes possibles évoquées précédemment (dans I’analyse de I’item (d)) :
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- Meéthode 1 : Si le symbole "" est considéré comme une variable, comme on le trouve souvent
dans I’enseignement de la Physique, alors I’expression proposée devient une relation absurde
en terme de mathématiques : e’ =0.

- Méthode 2 : Si ce symbole est considéré comme une fonction telle que #(x), 1’expression

représente alors une équation différentielle : e’ =0

1.1.2. Réponses attendues a priori

A présent, nous allons énumérer les définitions nécessaires pour répondre a 1’exercice propose :

= Equation différentielle

On définit généralement une équation différentielle de la manicre suivante: Une équation
différentielle est une relation en terme d’équation, entre une fonction et ses dérivées. Ainsi, étant
donné une fonction F, nous appelons équation différentielle toute relation de la forme :

F(x, y(x), ' ()00 »" () =0 (1)

Entre la variable x, la fonction y(x) et I’'une de ses dérivées y™.

= Equations linéaires

On appelle équation différentielle linéaire, une équation de la forme :

a,(¥)y " (x) +a,, ()y" () Fo+ @, ()Y (x) + a,p(x) = B(x) )

dans laquelle les fonctions a,(x), a..;(x), a;(x), aset @(x) sont supposées continues sur un méme sous-
ensemble / de [J. Il est a noter que le mot "linéaire" concerne uniquement la dépendance par rapport a
v, les éléments a,(x) et @(x) n’ont pas a étre linéaires en x.

On dira qu’une équation différentielle linéaire de [1”,

a,(¥)y " (x) +a,, (X)y" () Fo+ @, ()Y (x) + a,0(x) = B(x) )

est homogene si @(x)=0, et non homogene si @(x)#0. Dans ces cas 1’équation,

a,()y" (x) +a,, ()y" 7 (x) + e+ @, ()Y (x) + @, ¥(x) =0 (3)

est appelée équation homogene associée.

= Ordre d’une équation différentielle
L’¢équation différentielle (1) est dite d’ordre < n. Cela suppose que 1’ordre d’une équation différentielle
est I'ordre le plus grand des dérivées successives de la fonction inconnue qui apparaissent dans

I’équation.

L’analyse développée dans ce paragraphe se réfere a la fois aux analyses préalables (notamment celles
qui sont conduites a partir de 1’étude des rapports institutionnels) et aux objectifs fixés pour
I’expérimentation.

La structure de cette analyse a priori nous permet de décrire les observables aptes a repérer les

différentes conceptions attachées a I’objet équation différentielle :
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> la représentation d'une équation différentielle et I'identification faite par les étudiants,
> laréférence a la nature des équations différentielles. Celle-ci se scinde en deux parties:
- linéarité des équations différentielles

- ordre des équations différentielles

Nous évoquons a présent les réponses attendues pour chaque expression proposée en faisant la mise en

relation avec les trois observables cités ci-dessus :

= Les réponses attendues a propos de l'identification des équations différentielles
La réponse type 1.1. concerne des conceptions correctes a propos de l’objet équation différentielle :
Dans cette catégorie se trouvent les réponses correctes pouvant étre données par I’application de la

définition du concept d’équation différentielle.

Dans ce cas, 1’étudiant pourra assimiler quatre expressions proposées par les items (a), (b), (c) et (e) a
des équations différentielles.

Cependant 1’étude de deux autres expressions ((cosx)' +x =0et (e’)' =0) nécessite d’attribuer un
role (en tant que fonction ou variable indépendante) aux symboles mathématiques avant d’aboutir a la
réponse finale. Cela signifie que 1’étudiant doit découvrir lui-méme le réle de ces symboles. Nous
voyons trois réponses possibles :

- soit I’étudiant considére chacun de ce deux symboles "x et ' comme une variable
indépendante et il en déduit qu’elles ne représentent pas une équation différentielle,

- soit ’étudiant traite ces deux symboles comme des fonctions et il résulte que ces deux
expressions représentent une équation différentielle,

- ou bien I’étudiant peut développer sa propre méthode qui le conduit a changer la présentation
de I’expression en faisant appel a une autre fonction. Pour mieux expliquer cela travaillons
sur I’équation (d) : il est possible que I’étudiant associe cosx a une fonction quelconque,
comme y(x), ce qui donne une équation différentielle telle que: y'(x)+ x = 0. Bien qu’un tel
comportement montre 1’application correcte de la définition des équations différentielles, il
met en évidence 1'une des difficultés des étudiants au niveau du sens donné aux symboles
mathématiques. Car une telle acception attribue toujours le role de variable au symbole x ce

qui améne I’expression a une équation telle que : —sinx +x =0.

La réponse type 1.2. est la manifestation d’une conception selon laquelle, dans une équation
différentielle, il doit exister une fonction inconnue et ['une de ses dérivées :

Un étudiant ayant une telle conception cherchera dans chaque expression une fonction inconnue et au
moins ’une de ses dérivées sans prendre en compte que un ou plusieurs coefficients peuvent étre nuls.
Dans un tel cas, I’é¢tudiant n’identifie que I’expression (a) parmi les quatre (a, b, ¢ et ¢) comme une

¢équation différentielle. Les réponses négatives données aux trois autres items pourraient étre justifiées
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par I’existence d’une telle conception. Quant aux deux autres expressions (d et f), nous nous proposons
d’étudier les réponses possibles en fonction de trois possibilités citées ci-dessus :
- Si I’étudiant considere les symboles (x et ) qui interviennent dans les expressions (d) et (f)
comme des variables, il ne les identifiera pas a des équations différentielles.
- Si I’étudiant considére chacun de ces deux symboles comme une fonction, il identifiera les
expressions (d) et (f) a des équations différentielles. En effet, elles se composent d’une

fonction inconnue et de sa premicre dérivée.
- Enfin, si I’étudiant fait référence au changement de fonction (en écrivant cosx = y(x),

et/ou e’ = f(t) par exemple) ces deux expressions deviennent des équations différentielles

qui ne contiennent que la premiere dérivée d’une fonction inconnue. Le risque est grand de ne

pas les identifier a des équations différentielles.

La réponse type 1.3. concerne d’une conception selon laquelle les équations différentielles ne peuvent
étre que linéaires :

Dans ce cas I’étudiant fait appel a la forme générale des équations différentielles linéaires :

a,()y" () +a,, ()y "V (x) + ot @,y (X) + a,1(x) = G(x)

L’¢étudiant comprend que cette forme représente les €quations différentielles lin€aires mais il réduit
I’ensemble des équations différentielles a ces dernicres. Cette conception peut €tre la manifestation de
trois reégles implicites:

> Le degré de dérivation doit étre égal & un nombre entiern (n=1, 2, 3,4....),

> La fonction inconnue doit étre linéaire,

> Le coefficient de 'une des dérivées doit étre différent de zéro.

Selon cette conception, les expressions (a, b et e) seraient considérées comme des équations
différentielles mais 1’expression (c) serait rejetée. Des réponses peuvent étre données pour les deux
autres expressions ((cosx)'+x =0et (e')' =0); nous les analysons sous trois angles différents :

- si’étudiant considére les symboles "x et #' comme des variables indépendantes, il n’identifie
pas ces deux expressions a des équations différentielles.

- si I’étudiant attribue a "x et " le rdle d’une fonction, on aboutit a la méme conclusion. En
effet, sous cette condition ces deux expressions représentent des équations différentielles non
linéaires.

- enfin, si ’étudiant redéfinit les expressions proposées & I’aide d’une autre fonction

(cosx = y(x), ou e = f(t) par exemple), il les aborde comme des équations

différentielles.

La réponse type 1.4. concerne une conception qui associe la présence du symbole de dérivation aux
équations différentielles : Indépendamment des caractéristiques des expressions proposées nous nous
attendons a ce qu'un étudiant ayant une telle conception identifie toutes les expressions proposées a

des équations différentielles.
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Autres types de réponses : Dans les paragraphes précédents nous avons tenté¢ de prévoir toutes les
réponses possibles. Néanmoins on peut penser que 1'on trouvera des réponses qui ne sont classées dans

aucun des cas cités ci-dessus; nous classerons toutes ces réponses dans une catégorie a part.

= Les réponses attendues a propos de la "linéarité" des équations différentielles
Dans ce paragraphe nous essayons d’identifier les éventuelles conceptions des étudiants sur la linéarité
des équations différentielles. Notons que lors du classement des réponses possibles nous travaillons

sur le cas ou toutes les expressions sont identifiées a des équations différentielles.

La réponse type 2.1. concerne la conception correcte a proposde la linéarité des équations
différentielles: Si 1’étudiant connait la définition de la linéarité par son opérationnalité il identifie
facilement les équations différentielles étudiées comme linéaires ou non linéaires. Ainsi nous nous
attendons a ce qu’un tel étudiant identifie les trois items (a), (b) et (e) a des équations différentielles

linéaires et les trois autres (¢), (d) et (f) a des équations différentielles non linéaires.

La réponse type 2.2. se manifeste comme une conception qui réduit les équations différentielles non
linéaires a celles comportant une fonction trigonométrique et/ou une puissance : a ce propos notons
que notre analyse des rapports institutionnels faite dans la partie précédente nous a permis de définir
une telle conception. Etant donné que 1’enseignement actuel n’évoque que ces deux types d’équation
différentielle non-linéaire, nous nous attendons a ce qu’un étudiant limitant ses connaissances a celles
acquises dans I’enseignement actuel risque d’avoir une telle conception. Cette conception peut amener
I’¢étudiant a identifier les expressions (a, b, e et f) a des équations différentielles linéaires et les autres a
des équations différentielles non linéaires. En effet un tel comportement peut se relever dans la
réponse donnée a I’item (f), car celui-ci propose (dans le cas ou ¢ est considéré comme une fonction

inconnue) d’étudier une équation différentielle non familiére aux étudiants, comme : #'e’ =0.

La réponse type 2.3. peut concerner une conception selon laquelle une équation différentielle linéaire
ne doit comporter que des variables indépendantes linéaires : cela signifie que 1’étudiant ayant une
telle conception applique la propriété de lin€arité (Réponse type 2.2) a la fois au niveau de la fonction
et de la variable de dérivation. Un tel comportement amene donc I’étudiant & qualifier de non linéaires
des équations différentielles lin¢aires qui comportent des éléments trigonométriques au niveau de la
variable. Ainsi nous nous attendons a ce que les expressions (a, b, ¢ et d) soient identifiées a des

¢équations différentielles non linéaires et les deux autres expression (e et f) a des équations linéaires.

Autres types de réponses : Comme nous l'avons fait dans le premier paragraphe, nous regroupons les

réponses diverses dans une catégorie a part.
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= Les réponses attendues a propos de identification de ""’ordre" d’une équation différentielle
En troisiéme lieu nous nous intéresserons aux réponses possibles pouvant étre données afin de préciser

I’ordre d’une équation différentielle qu’elle soit linéaire ou non.

La réponse type 3.1. concerne la conception correcte a propos de [l'ordre d’une équation
différentielle; ['ordre le plus grand des dérivées successives de la fonction : un étudiant ayant une
telle conception identifiera probablement les expressions (a, d, e et f) & des équations différentielles du

premier ordre, I’expression (b) a du second ordre et I’expression (c) a du troisiéme ordre.

La réponse type 3.2. est la manifestation d’une conception selon laquelle [’ordre de la derivée, qui se
place en premier dans [’équation différentielle, est ['ordre de cette équation différentielle. Un tel
comportement implique que les équations différentielles présentées dans les items (a, b, d, e et f) sont

des équations du premier ordre et celle présenté dans I’item (¢) une équation du troisiéme ordre.

La réponse type 3.3. se manifeste comme une conception impliquant que le plus haut degré, soit des
dérivées soit des puissances, détecté dans une équation différentielle, est ’ordre de cette équation.
Supposons qu’un étudiant ayant une telle conception identifie les deux premiéres expressions a des
équations différentielles du second ordre, la troisiéme expression a du troisieme ordre et les autres
expressions (d, e et f) a du premier ordre, cela montrera qu’il ne connait pas la différence entre le

degré de dérivation d’une fonction et la puissance d’un symbole.

Autres type de réponse : 11 est évident que 1'on rencontrera des étudiants ayant donné des réponses non

attendues. Nous classerons ces étudiants dans une catégorie a part.

1.2. Analyse a posteriori de I’exercice

Dans le paragraphe précédent nous avons dégagé plusieurs types de réponses interprétables
(paragraphe 1.1.2). Ils correspondent en effet a des conceptions pouvant étre éventuellement observées
chez les étudiants. Nous nous attendons a plusieurs réponses possibles issues des différentes tentatives

d’adaptation des savoirs antérieurs.

Nous conduirons notre analyse en deux temps : d’abord un recensement sommaire avec classement,
par cas des réponses des étudiants, ensuite un rapprochement entre les types de réponses. Nous nous
proposons donc de mener une analyse fine sur deux axes : le premier axe est lié aux conceptions des
étudiants a propos de I’objet équation différentielle. L’analyse réalisée dans ce premier axe est
organisée en effet autour de la premicre observable "représentation d'une équation différentielle et
l'identification faite par les étudiants". Cependant, en tenant compte de la relation importante entre
cette observable et deux autres — qui sont liées a la nature des équations différentielles-, nous

analyserons les données en fonction de I’ensemble de ces observables.

- 108 -



Chapitre D,

Le deuxiéme axe est 1ié aux effets de contrat observés dans le travail des étudiants conformément au

rapport institutionnel a 1’objet équation différentielle.

1.2.1 Classement global des réponses

Le tableau 12 ci-dessous permet d’avoir un apercu général & propos des réponses des étudiants
données a ce premier exercice en se référant au classement des réponses attendues dans l'analyse a

priori (cf. paragraphe 1.1.2):
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Linéarité des Identification Type 1.1 Type 1.2 Type 1.3 Type 1.4 Autres
équations Equation Réponse Equation Restriction L'existence
différentielles | différentielle = correcte différentielle | des réponses |de dérivées
U = une aux équations | = existence
Identification de fonctiontune | linéaires €quation
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—
[ Autres
3.1 Réponse 1 2 1 4
correcte
3.2 Premiére
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3.3 Puissance =
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g
z Autres 1
TOTAL =47 13 5 21 3 5

Tableau 12 : Présentation des réponses des étudiants en fonction de réponses attendues
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Ce tableau donne la répartition des réponses des étudiants par rapport aux trois observables définies
pour cet exercice. Nous constatons que presque tous les étudiants présents (47 sur 50) ont donné des

réponses a ce premier exercice.

1.2.2. Analyse des réponses des étudiants

Exploitons les réponses obtenues selon nos deux axes d’analyse mentionnés ci-dessus (axe 1 :

conceptions des étudiants et axe 2 : effets du contrat institutionnel):

AXE 1 : Les conceptions des étudiants a propos de ’objet équation différentielle

Type 1.1 : Une équation différentielle est une relation entre une fonction inconnue et I’'une de ses
dérivées successives

Comme on peut l'observer a partir du tableau cité ci-dessus seulement une petite partie des étudiants
(13 sur 47) ont identifié correctement les expressions proposées. Pour interpréter les réponses de ces

étudiants, nous prendrons en compte le classement fait par le Tableau 12:

Type (1.1, 2.1, 3.1) : Cette catégorie comprend 11 étudiants qui ont des connaissances pertinentes en
ce qui concerne le concept de la linéarité et ’ordre des équations différentielles. Ces étudiants ont
indiqué explicitement, pour chaque expression assimilée a une équation différentielle, si elle était
linéaire ou non ainsi que son ordre.

Notons que tous ces étudiants ont fourni des réponses semblables pour les expressions (a, b, ¢, e) tout
en les identifiant & des équations différentielles. Quant aux réponses données aux deux autres items (d
et f), une grande majorit¢ (9 sur 10) des étudiants ne les ont pas identifiés comme équation
différentielle.

Parallélement a ce qui est prévu dans I’analyse a priori, deux autres étudiants, en faisant référence a la
méthode de changement de fonction (par exemple : y(x), f{?)...) les ont identifiés a des équations

différentielles. Citons un exemple :
"d. (cosx)'+x=0 oui c’est une équation différentielle. y(x)=cosx alors la forme

y'(x) +x =0" (Aurélie, E19)

Bien que tous ces étudiants soient capables de reconnaitre les équations différentielles, neuf parmi eux
ne tentent pas de justifier les réponses données. Deux autres étudiants (Steven, E16 et Amandine, E40)
ont essay¢ de justifier seulement les réponses données aux items (a, b, ¢) dans lesquels on a traité des
¢équations différentielles linéaires. Pour cela ils ont fait appel explicitement a la forme générale de ce
type d’équations différentielles.

L’absence observée au niveau de la justification, chez une grande partie des étudiants, montre que
méme si les savoirs acquis sont opérationnels pour une étude qui nécessite l'identification des

expressions, les étudiants n’arrivent pas a les exprimer.
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Type (1.1, 2.1, 3.2) : Cette catégorie ne comprend qu'un seul étudiant (Nicolas, E49). On observe que
cet étudiant a travaillé seulement sur les quatre premiéres expressions (a, b, ¢ et d) et les a identifices a
des équations différentielles. Notons qu’aucune technique n’est détectée dans sa copie, qui justifie les
réponses données. Conformément aux ambiguités notées a propos de I’expression d, il a suivi le méme
chemin qu’Aurélie & qui nous avons emprunté I’exemple cité ci-dessus.

Concernant I’accomplissement de la deuxieéme tache de 1’exercice (préciser la nature de 1’équation
différentielle identifiée), on observe qu’il arrive a identifier une équation différentielle comme linéaire
ou non linéaire. Cependant on observe aussi que, pour cet étudiant, I’ordre de la dérivée qui occupe la

premiére place est I’ordre de 1’équation différentielle étudiée. Voici un exemple représentatif :
dx d’x
"b. —+—
dt dt

E49)

=co0St, c’est une équation différentielle linéaire du premier ordre". (Nicolas,

Nous voyons deux possibilités pouvant engendrer un tel comportement : soit cet étudiant n’attache pas
d’importance a 1’ordre de 1’équation différentielle et commet une faute venant de manque d’attention,

soit cette propriété ne lui est pas connue.

Type (1.1, Autres, 3.1) : 1l s’agit d’un seul étudiant (Romain, E20) se classant dans cette catégorie.
Pour cet étudiant les expressions a, b, ¢, e représentent des équations différentielles et les autres non.
Cet ¢tudiant a essay¢ de justifier uniquement les réponses qui identifient les équations différentielles
linéaires. Cependant, notons que, a aucun moment, il n’a distingué les équations différentielles
linéaires ou non-linéaires. Cela revient a dire que cette propriété n’est pas opérationnelle ou n’est pas
connue de cet étudiant. Il a pu cependant exprimer sans difficulté 1’ordre de chaque équation

différentielle définie.

Type 1.2 : Une équation différentielle doit comporter une fonction et I'une de ses dérivées

D’une fagon floue cinq étudiants cherchent dans chaque expression proposée une fonction inconnue et
I’'une de ses dérivées en vue de I’identifier comme une équation différentielle. Bien que ces étudiants
aient donné différentes réponses a propos des expressions représentant une équation différentielle il est
possible de déceler certains indices qui permettent de conclure qu’ils peuvent avoir une telle
conception. Citons ci-dessous deux réponses données par I’'un de ces étudiants:

"e. f'(x) =0 n’est pas une équation différentielle car il s’agit d’'une dérivée seulement. Elle ne

répond en aucun cas a la définition d’une équation différentielle.
f (") =0 n’est pas une équation différentielle car on n’a pas "’originale de la fonction".

(Khalid, E4)

Analysons a présent les réponses obtenues en fonction des regroupements faits dans le Tableau 12 :
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Type (1.2, 2.1, 3.1) : On observe que la définition de la linéarité et de ’ordre d’une équation

différentielle sont connues correctement par trois étudiants se classant dans cette catégorie.

Types (1.2, Autres, 3.1) : Deux autres étudiants sont classés dans cette deuxieme catégorie. Bien que
ces ¢tudiants aient précisé correctement 1’ordre de chaque équation différentielle, ils n’ont pas cherché
a I’identifier comme linéaire ou non linéaire. Ceci signifie que le concept de linéarité n’est pas connu

de ces étudiants.

Type 1.3 : Les équations différentielles se limitent aux équations linéaires

Nous avons constaté que pour une partie importante des étudiants (21 sur 47), ’ensemble des
équations différentielles se réduit aux équations linéaires. Nous avons généralement observé des
réponses similaires chez ces étudiants : les expressions (a, b, e) représentent une équation différentielle
alors que les autres expressions n’en représentent pas.

Les réponses données par 6 ¢tudiants montrent explicitement qu’ils ont fait appel a la forme générale
des équations différentielles linéaires en vue de choisir les expressions qui représentent une équation
différentielle. Citons un exemple représentatif :

"a. x’y'+(l+sinx)y+5x=0 est une équation différentielle. Car elle est de la forme

a(x)y'+b(x)y = g(x)

c. (¥™)"? +y' =0, non ce n’est pas une équation différentielle" (Lise, E39)

Les autres étudiants (15) se contentent d’identifier les expressions proposées sans expliciter la
technique utilisée. Voici un exemple représentatif de ce genre des réponses :
"a.x”y" + (1 +sin x)y + 5x = 0 représente une équation différentielle
2
b. & + d f
dt dt

=cost c’est une équation différentielle”. (Guelle, E13)

Prenant en compte les groupements faits dans le Tableau 12, nous présentons les réponses données par
ces étudiants en trois catégories :
Type (1.3, 2.1, 3.1) : Cette premicre catégorie comporte 15 étudiants qui ont précisé chaque fois qu’il

s’agit d’'une équation différentielle linéaire et qui ont identifi¢ correctement son ordre.

Type (1.3, 2.1, 3.2) : Les réponses données par les 3 étudiants se classant dans cette deuxiéme
catégorie signalent I’existence d’une conception a propos de I’ordre d’une équation différentielle.
Selon cette conception 1’ordre de la dérivée qui se place en premier dans la représentation algébrique
d’une équation différentielle est I’ordre de cette équation différentielle. Citons a ce propos un exemple
de ce genre de réponse :

2
"b. & + ax = cost , Linéaire du premier degré." (Cecile, E48).

dt dt*
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Type (1.3, 2.1, 3.3) : Cette troisieme catégorie comprend un seul étudiant pour qui le plus grand
nombre, qu’il soit la puissance ou la dérivée de la fonction, s'identifie a I'ordre de I’équation

différentielle étudiée. Citons un exemple pour illustrer ce propos :
"a. x*y'+(1+sinx)y +5x =0 est une équation différentielle du second ordre". (Steven, E24)

Type 1.4 : Toutes les expressions comportant le symbole de dérivée représentent des équations
différentielles

Cette conception permet de caractériser 1’ensemble des équations différentielles par le signe de
dérivée. Ainsi trois étudiants ont identifié sans justification toutes les expressions proposées a des

équations différentielles. Voici un extrait représentatif des réponses de ces étudiants :
"a. Equation différentielle de degré 1 car la fonction y est au plus dérivée au premier degré.
d. Equation du premier degré. Le terme de plus au degré est (cosx)'. Elle n’est plus homogene car
on a le cosinus du premier degré. Le second terme est nul.
f. équation différentielle du premier degré homogéne de la forme ax' + bx = 0 avec b = 0."
(Nicolas, E10)

Type (1.4, 2.2, 3.1) : un seul étudiant (Marklis, E41) s’inscrit dans cette catégorie. On observe qu’il
limite le concept de lin€arité a I’absence de fonctions trigonométriques ou de puissances. Voici la

réponse donnée par cet étudiant nous permettant d’en déduire ce constat :
"f. (e') =0=t"e' =0 linéaire homogéne 1°° ordre" (Marklis, 41)

Type (1.4, 2.3, 3.1) : un seul étudiant (Maximo, E27) a donné des réponses qui permettent de le classer
dans cette catégorie. Bien que cet étudiant n’ait aucune difficulté pour connaitre I’ordre d’une équation
différentielle on constate que la linéarité d’une telle équation n’est pas connue correctement. Pour lui,
une équation différentielle linéaire doit étre linéaire au niveau de la fonction et de la variable

indépendante. Citons sa réponse donnée a I’item b:
dx  d’x
"b. — +—
dt dt

= 0S¢ . Oui mais, ce n’est pas une équation linéaire carily a cos ¢".

Type (1.4, Autres, 3.1) : Notons que le seul étudiant de cette catégorie (Nicolas, E10) n’identifie
jamais les équations différentielles linéaires/non linéaires. Ceci peut signifier soit des lacunes au
niveau des techniques permettant d’identifier une équation différentielle comme linéaire ou non
linéaire soit une incompréhension de la tache proposée. On observe cependant qu’il arrive a identifier

correctement 1’ordre d’une équation diftérentielle.

Autres types de réponses :
Nous avons compté 5 étudiants qui ne sont pas classés dans ces 4 catégories définies en fonction des
¢éventuelles conceptions a propos du concept d’équations différentielles. Selon notre tableau d’analyse

(Tableau 12) ces étudiants se classent en deux groupes que nous détaillons ci-dessous :
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Type (Autres, Autres, 3.1) : 4 étudiants se sont classés dans cette premiére catégorie. Concernant le
concept de linéarité on constate qu’aucun de ces étudiants n’a précisé si les équations différentielles
choisies étaient linéaires ou non. Cependant on constate qu’ils sont tous capables d’identifier
correctement 1’ordre de chacune des équations différentielles définies.
On observe que, malgré les différentes réponses données aux 5 expressions proposées, ces 4 étudiants
ont fourni le méme type de réponse a I’item (b). Cette réponse peut dénoter des ambiguités
importantes a propos de la représentation algébrique d’une équation différentielle, comme I’exemple
représentatif ci-dessous:
p L
dr  dt’
dépendre que d’une seule variable." (Michel, E34).

n

= c0st car elle dépend de 2 variables. En I’occurrence x et ¢. or une £D ne doit

Cet exemple montre que, ces ¢tudiants, malgré la représentation explicite de la fonction et de la
variable dans cette équation différentielle, ont tendance a considérer que les symboles (x et ¢)
représentent des variables indépendantes. Cela revient a dire que, les trois régles du contrat évoquées
dans I’analyse a priori sont moins efficaces face a une telle habitude acquise dans I’institution
mathématique ou ces deux symboles sont utilisés en vue de représenter exclusivement des variables

indépendantes.

Type (Autres, Autres, Autres) : Un seul étudiant (Chouki, E8) étant classé dans cette catégorie a mis
I’accent sur I’existence d’une autre conception selon laquelle une équation différentielle doit étre du

premier ou du second ordre. Citons I'une des réponses donnée par cet étudiant :
"e. ( y"')l/ 2+ " = 0. N’est pas une équation différentielle car elle n’est ni du premier ordre ni

du second" (Chouki, ES).

Le fait que I’enseignement actuel ne s’intéresse qu’a ces deux types d’équations différentielles est peut
étre la seule raison qui conduit cet étudiant & donner une telle réponse.
On observe que cet étudiant ne cherche jamais & préciser la nature (linéaire/non-linéaire et 1°, 2"

ordre etc.) des équations différentielles identifiées.

AXE 2 : Les effets du contrat institutionnel sur les représentations des équations différentielles

En nous inspirant des pratiques de I’enseignement actuel de 1’objet équation différentielle, nous
voulons dégager I’effet du contrat algébrique, qui attribue souvent le méme rdle aux mémes symboles
algébriques (en mathématique : x — variable indépendante, en physique : x— fonction, #— variable
indépendante), dans la représentation des équations différentielles. A ce propos nous faisons

I’hypothése que la présentation faites a 1’aide de quelques symboles algébriques peut poser des
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problémes aux étudiants cherchant a saisir le sens attribué a ces symboles et/ou peut les conduire a

faire uniquement référence aux équations différentielles étudiées et a rester ainsi dans un cadre limité.

Pour vérifier cette hypothése et détecter 1’effet de ce contrat nous avons proposé deux expressions (d
et f) pour lesquelles les réles joués par ces symboles ne sont pas connus. Pour analyser les réponses
obtenues a ces expressions, nous avons intégré deux points de vue méthodologiques : dans un premier
temps nous nous sommes intéressés aux réponses dans lesquelles les roles attribués a ces symboles

sont explicités par les étudiants. A ce propos citons un exemple:
"f. (¢')' =0 .Non. ¢ est une variable et non une fonction." (Benoit, E12)

Dans un deuxiéme temps nous sommes intéressés aux réponses qui n’explicitent pas le role attribué a

ces concepts mais qui nous permettent d’en déduire ce role. Voici deux exemples représentatifs :
Exemple 1:"f. (') =0 ce n’est pas une équation différentielle car (¢')' et e’ >0, donc jamais

nulle. Cette équation est impossible." (Guelle, E13)

Exemple 2 : "f [...] ¢’est une équation différentielle d’aprés (e) ot (z) = 0 avec f: t —¢€"." (Sarah,
E3)

En effet les réponses données aux expressions (d, f) vérifient notre hypothése énoncée ci-dessus. En
analysant les réponses obtenues, on peut en conclure que le symbole "t" (pour 35 étudiants sur 45
ayant donné une réponse a cet item) et le symbole "x" (pour 31 étudiants sur 43 ayant attribué une
réponse a cet item), ne peuvent jamais représenter une fonction inconnue dans une expression
algébrique.

Ce choix fait par les étudiants montre que, souvent, la représentation des équations différentielles par

des symboles identiques les conduit a rester dans un domaine d’application fermé.
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2. Les analyses de I’Exercice 2

2.1. Analyse a priori de I’exercice

2.1.1. Présentation de I’exercice

A la suite de notre étude du rapport institutionnel des étudiants a I’objet équations différentielles en
mathématiques, nous nous sommes posés six questions dont quatre seront traitées dans ce paragraphe.
Nous allons donc chercher a apporter des éléments de réponse a ces questions a 1’aide d’une analyse

fine des productions des étudiants. Rappelons ci-dessous ces questions :

Q2 : Compte tenu des caractéristiques de [’enseignement actuel, serait-il possible de tester la
viabilité d’une autre approche qu’algébrique, par exemple [’approche qualitative, en rendant

difficile le recours a la premiere et en conduisant les étudiants vers la deuxieme ?

03 : Compte tenu de [’importance attachée a la résolution algébrique des équations
différentielles, les étudiants sont-ils capables d’appliquer correctement les techniques
algébriques étudiées dans cette institution ?

04 : La dominance du types de tdches, qui portent sur les calculs algébriques lors de [’étude
des équations différentielles, peut-elle conduire les étudiants a méconnaitre d’autres types de
tdches relatifs aux équations différentielles ?

05 : Les étudiants sont-ils capables d’identifier correctement la représentation graphique d 'une
équation différentielle dont la représentation symbolique est connue ? Si oui quels types de
connaissances sont-ils mobilisés ? Si non, quelles sont les difficultes que les étudiants

rencontrent a ce propos ?

Cet exercice se compose au total de trois questions. Ces questions impliquent une confrontation des
techniques algébriques dominantes dans 1’enseignement actuel avec les techniques qualitatives. Cette
confrontation nous est essentiellement utile pour observer la prédominance de 1’étude algébrique des
équations différentielles chez les étudiants. En particulier nous voulons voir si le travail purement
algébrique auquel sont incités les étudiants va rester en accord avec des résultats généraux du cours
tels que : "I’accomplissement d’une tache relative a une équation différentielle passe par la résolution
algébrique de cette derniére".

Cet exercice a été présenté de la maniére suivante :
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Exercice 2 :

QI : Tracer le graphique de la fonction g(x) définie par g(x) =3 si 0S x <1 et g(x) =2¢"™" +1
six=>1.
Q2 : Etudier le comportement de la fonction solution y(x) quand x tend vers +eo pour 1’équation
différentielle :

V'(x) = —y(x) + g(x) satisfaisant y (2) = 4.
Q3 : Laquelle de ces figures représente le champ des vecteurs tangents associé a 1’équation
différentielle ci-dessus ? Justifier votre réponse ?

4‘ e R SR R RN
SRR R AL Ry

FA S S T R S R S N I A B RO

B R R R

ZESANAUALE VALY

3 RN AR R S R G I T

2 o AARRNAANARARAN N A
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B A i e
R CEE TN YT

R N NN R N 0,
SRR SR ANA NN NN
R R
B S N N -1
B T R i
AR AR AR R RN
B N e R et 2

ra

Figure 1 Figure 2 Figure 3 Figure 4

Notons que cet exercice requiert les connaissances basiques acquises dés la classe de terminale S, mais
se présente ici d’une fagon inhabituelle offrant ainsi aux étudiants la possibilité de faire un aller-retour

entre les questions posées.

Pour réaliser une analyse fine, nous nous proposons de détailler chacune des questions posées :

2.1.2. Analyse a priori de la Question 1

1° Description de la question

La tache de "tracer le graphique d’une fonction définie sur deux intervalles" est une activité
préparatoire a la deuxieme question de cet exercice. Au dela d’étre une activité préparatoire les
graphiques proposés par les étudiants doivent nous permettre d’une part de connaitre le taux de
réussite des étudiants en ce qui concerne une tidche de conversion (représentation graphique d’une
fonction donnée) et d’autre part de repérer les erreurs apparaissant lors du passage d’un registre a

I’autre : du registre symbolique au registre graphique.

2° Etude mathématique de la question et des réponses attendues

En s’appuyant sur les savoirs antérieurs des étudiants nous avons recensé deux techniques permettant

de résoudre la tache proposée :
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= Technique numérique

La tache de tracer le graphique d’une fonction quelconque (en I’occurrence de celle définie : g(x) =3 si
0<x<1 g(x)=2e""+1sil <x< ) serencontre dés la classe de seconde dans le cadre numérique.
Pour accomplir cette tache ’institution est en mesure de forger une technique' conduisant :

- a construire un tableau de valeurs, de la fagon suivante (figure 3):

X 1 2 3 +00
gx) 3 24.1 £+1 1
e 62

Figure 3: Tableau de valeur de la fonction g(x)

- a placer les points correspondants dans le repere et a relier ces points en "lissant" la courbe. Les
réponses, données en prenant en compte cette technique numérique, doivent porter sur certaines
valeurs de la fonction "g(x) " pour certains "x" choisis au hasard et les associer sur un repére cartésien

en vue de connaitre le graphique de la fonction en question.

= Technique algébrique
Cette technique est la technique la plus connue permettant de représenter graphiquement des fonctions
algébriques. Quatre sous-types de taches se succédent pour aboutir au graphique demandé en fonction

de cette technique.

T, : On cherche a vérifier qu’il s’agit d’'une fonction continue sur les deux intervalles

Comme la fonction g(x) admet une valeur a gauche et une valeur a droite en 1, il faut tester I’égalité
entre ces deux valeurs :

g(x) =3si0<x<l

g(l)zzel_x +1=3,s11<x<o

cette égalité montre que g(x) est continue en 1.

T : On identifie la variation de la courbe a l’aide de la premiere dérivee de la fonction
g=-2¢"

g™ -
g ~

Figure 4: Présentation de tableau de variation de la fonction g(x)

La courbe de la fonction g(x) est donc strictement décroissante (figure 4).

! Emprunté au manuel mathématiques de seconde, Breal 2000
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T; : On définit les branches infinies a [’aide du calcul de limite
limg(x)=1 car lime™=0

X 00 X -0

ce résultat montre que la fonction g(x) tend vers 1 quand x tend vers I’infini.

T, : On identifie 'allure de la courbe représentative de cette fonction sur le deuxiéme intervalle a
[’aide de la dérivée seconde de la fonction g(x),

g(x) =2 +1

g'(x)=—2e Vet g"(x)=2e""

En prenant en compte tous les résultats obtenus, on peut proposer la courbe de la figure 5:

g A

X

A
7

Figure 5: Présentation graphique de la fonction g(x)

Selon notre analyse de 1’enseignement actuel, nous nous attendons a ce que cette deuxiéme technique

soit plus utilisée que la technique numérique par une grande partie des étudiants.

2.1.3. Analyse a priori de la Question 2

1° Description de la question
La deuxiéme question de cet exercice reléve du type de tiche suivant: "étudier le comportement d’une

fonction solution y(x) a I’infini".

Formulons deux hypothéses qui ont présidé au choix des questions posées :

— La technique algébrique apparait comme le seul moyen d’étudier le comportement d’une fonction
représentée par une équation différentielle,

— L’effet du contrat institutionnel peut conduire les étudiants a réaliser une seule tiche, a savoir
"résoudre 1’équation différentielle proposée" au lieu d’accomplir la tdche essentielle : "étudier le

comportement de la fonction y(x) ".
2° Etude mathématique de la question et les réponses attendues

Notons une certaine diversité des techniques possibles pour répondre a cette question: il s’agit de la

technique qualitative et de la technique algébrique. Détaillons a présent ces deux techniques :
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= Technique qualitative

Méme si I’étude du comportement d’une fonction définie par une équation différentielle conduit quasi-
exclusivement vers une étude algébrique, la proposition de la premicre question peut amener
I’¢étudiant a réaliser une étude qualitative.

Cette premicre technique peut étre considérée comme I’ensemble de trois sous-types de taches :

T, : On définit [’équation différentielle a étudier

Pour connaitre le comportement de la fonction y(x) quand x tend vers 1’infini, il suffit de prendre en
compte la valeur de g(x) pour x =1, ou I’équation différentielle est définie sous la forme suivante :
P'(x) = =p(x)+2.e +1

T : On fractionne le plan cartésien a [’aide de l’isocline zéro

L’isocline zéro peut étre trouvée de la facon suivante :

Yy'(x) =0 alors 0 =—y(x)+2.e' ™ +1

d’ou y(x)=2.e"" +1

La courbe qui représente cette fonction doit étre de la méme forme que le graphe tracé a la Question 1
pour I’intervalle [1 ; oof. La figure suivante permet alors de connaitre 1’isocline zéro de cette équation

différentielle (graphe de la figure 6):

Zone 1

Zone 11

-1 [ 1 4 5
=

Figure 6: Présentation de 1’isocline zéro de 1’équation différentielle proposée

T; : On détermine le comportement de la fonction y(x) définie par une équation differentielle du
premier ordre

Pour accomplir cette tiche on s’intéresse au signe de la premiere dérivée de la fonction y(x) :

P'(x) = =p(x)+2.e +1

On peut construire un tableau de variation comme ci-dessous (figure 7):
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2e"™ +1

V(%) | +
" ‘ 7 ‘ T~

Figure 7: Tableau de variation des courbes solutions de I’équation différentielle proposée

La fonction y(x) est croissante dans la zone ot y(x) < 2e'™+1 (zone II) et décroissante dans la zone I.

On dispose ainsi de trois taches constituant la technique qualitative permettant de conclure que la

fonction y(x) tend vers 1 quand x tend vers I’infini et qu’elle est décroissante.

= Technique algébrique
La technique algébrique fait partie du contrat existant entre étudiants et enseignants et concernant la
résolution des équations différentielles; elle est la technique préférentielle permettant de résoudre une

équation différentielle linéaire.

Cette technique se divise en cinq sous-types de taches:

T, : On définit [’équation différentielle en prenant en compte [’intervalle ou il faut étudier le
comportement de la fonction y(x)

On peut remarquer que pour connaitre le comportement de la fonction y(x) quand x tend vers I’ infini il

est suffisant de prendre en compte la valeur de g(x) pour x 2 1. L’¢quation différentielle a étudier est
la suivante: y'(x) = —y(x) +2.e"™* +1

T : On cherche la solution génerale de l'équation différentielle

En général, il existe deux fagons d’appliquer la méme technique permettant de trouver la solution
générale d’une équation différentielle linéaire sans second membre :

— Une premicére facon est basée sur la recherche de la solution homogene de I’équation différentielle
au moyen du calcul intégral.

— Une deuxieme fagon implique la recherche de la solution générale de 1’équation homogene associée
a ’équation différentielle sans réaliser explicitement le calcul intégral.

Ces deux facons de faire permettent de trouver que la solution de I’équation homogéne s’écrit sous la
forme suivante : S, = {x 0l - Ce*/CO D}

T; : On cherche une solution particuliere de I’équation différentielle

Notre étude des rapports institutionnels permet de répertorier deux techniques permettant d’aboutir a
cette solution :

— La premiére technique applique la méthode de la variation de la constante. En effet elle est
reconnue par les étudiants comme la méthode la plus pertinente qui permette de connaitre

correctement cette solution.
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— La deuxiéme technique consiste & proposer une fonction ayant la méme forme que le second
membre de 1’équation différentielle étudiée. Cette méthode est souvent indiquée dans I’enseignement
actuel dans le cas de solutions constantes ou de solutions de la forme de polyndémes du premier ou

second degré.

Ces deux techniques peuvent amener I’étudiant a donner une solution particuliére et a écrire la

solution générale de I’équation différentielle étudiée de la fagon suivante:
s={x01 - Ce™ +2xe™ +1/COT}

T, : On cherche la solution satisfaisant les conditions initiales données par |’énoncé
Comme nous 1'avons noté précédemment (Chapitre C,, paragraphe 1.2) ce type de taches porte sur un

simple calcul mathématique qui permet de définir une seule solution qu’on peut écrire de la facon
suivante : S Z{xDI - (3¢’ —4e)e™ +2xe" +]} .

Ts : On calcule la limite

Pour connaitre le comportement de la fonction solution au voisinage de +oo il faut calculer la limite :
lim y(x) = (Be® —de)e™ +2xe' ™ +1=1

L’accomplissement de ces différentes tiches permet de conclure que la fonction y(x) tend vers 1 quand

x tend vers I’infini et qu'ainsi les fonctions solutions sont décroissantes.

Nous nous attendons a ce que cette deuxieéme technique soit préférée par une grande partie des

¢tudiants parallelement au choix didactique de 1’enseignement actuel.

2.1.4. Analyse a priori de la Question 3

1° Description de la question

La troisiéme question de cet exercice s’accompagne de quatre figures présentées afin de tester la
mobilisation des connaissances des ¢étudiants a propos de I’identification de la représentation
graphique d’une équation différentielle.

La tache d’identification du champ des vecteurs tangents d’une équation différentielle est rarement
présentée dans 1’enseignement actuel. Il en est de méme des techniques pour accomplir cette tache.
Les réponses des étudiants a cette question doivent nous permettre de connaitre leurs aptitudes face a
une tache moins courante et ainsi les difficultés rencontrées lors du passage d’une représentation a une

autre représentation dans le cas d’une équation différentielle.
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2° Etude mathématique de la question et les réponses attendues :
Nous avons recensé au total trois techniques qui peuvent amener I’étudiant a une réponse correcte :
= Technique qualitative
Cette technique nécessite de faire appel a I’isocline zéro qui a été tracée précédemment lors de la
résolution de la Question 1 de cet exercice. En effet elle peut se résumer aux deux regles suivantes :
> Si I’isocline zéro de 1’'un des graphes proposés n’a pas la méme forme que 1’isocline zéro de
I’équation différentielle il faut éliminer ce graphe,
> Sil’isocline zéro a la méme forme que celle de 1’énonce, cela signifie que le graphe répond a

la question.

= Technique algébrique
Une deuxieme technique se base sur une étude algébrique qui nécessite de faire appel a une seule
fonction solution de 1’équation différentielle proposée (probablement celle trouvée lors de la résolution
de la Question 2 de cet exercice). Les deux regles ci-dessous montrent comment s’applique cette
technique :
> Si’un des graphes proposés n’a pas la méme valeur limite que la fonction solution trouvée il
faut 1’éliminer,

> Mais s’il a la méme valeur limite que cette fonction solution, il répond a la question.

= Technique numérique
Cette derniere technique nécessite d’identifier le comportement (croissant, décroissant) des fonctions
solutions pour certains points choisis arbitrairement et de comparer les valeurs aux figures proposées.
Cette technique se présente sous la forme de calculs numériques (par exemple : Prenons le point
(I; 2): y'0)=1= y'(1)>0. Ceci montre que la solution qui passe par ce point est strictement
croissante). Voici les deux régles formulant cette technique :

> Si les valeurs calculées pour plusieurs points choisis ne sont pas conformes aux valeurs

correspondant a ces mémes points observés sur un graphe, on peut éliminer ce graphe,
> Si ces valeurs calculées sont conformes a celles observées sur le graphe, celui-ci répond a la

question.

Nous nous attendons a ce qu’une grande partie des étudiants mobilisent la deuxiéme technique

présentée ci-dessus en vue de répondre a cette question.
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2.2. Analyse a posteriori de I’exercice

2.2.1. Analyse a posteriori de la Question 1

Pour construire cette partie de notre analyse, nous avons tenté d’identifier les techniques employées
par les étudiants afin de mettre en évidence I’effet du contrat et de connaitre particulierement leurs

aptitudes a passer du registre symbolique au registre graphique.

a. Résultats globaux

Nous avons particulierement examiné la technique utilisée pour tracer le graphe cherché et la
cohérence entre les deux représentations de la fonction étudiée. Sur ce point, nous avons observé une
autre technique que celles évoquées dans notre analyse a priori : la technique qualitative. Voici le

tableau 13 qui résume les réponses des étudiants :

Technique associée Effectif / Réussite
Technique algébrique 15/13
Technique numérique 2/1
Technique qualitative 31 /24

Tableau 13 : Présentation des réponses obtenues selon les techniques utilisées

La quasi totalité des étudiants (96%) fournissent un graphe pour la fonction proposée. Cependant un
certain nombre s’expriment au niveau des techniques utilisées : une partie importante des étudiants
(64,6%) parmi ceux qui ont abordé cette question estiment qu’il s’agit d’une fonction de référence et
trace le graphe de la fonction g(x) en faisant référence aux savoirs acquis, 31,2% fournissent des
graphiques en faisant référence a la technique algébrique et seulement 4,2% font appel a la technique

numérique afin d’accomplir la tache proposée.

b. Interprétation des réponses

Pour interpréter les réponses obtenues a la question posée, nous les regroupons en fonction de la

technique mobilisée.

= Etudes algébriques

Nous avons constaté que 15 étudiants sur 48 ont utilisé la technique algébrique décrite ci-dessus pour
tracer le graphe de la fonction g(x). Cependant on observe qu’ils ont tous appliqué partiellement cette
technique en se focalisant particuliérement sur deux sous types de tiches T, (identifier la variation de
la courbe) et T; (trouver la valeur limite de la fonction) tout en ignorant les deux autres sous-types de
taches formant cette technique algébrique (T, : vérifier la continuité de la fonction étudiée et T, :
identifier I’allure de la courbe cherchée). Ce comportement nous semble fortement li¢ aux pratiques

des enseignants de I’institution.
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Nous observons qu’une grande majorité de ces étudiants (13 sur 15) ont fourni des graphes ayant la
forme correcte alors que deux ¢étudiants ont commis des erreurs soit au niveau du calcul de la limite

soit au niveau de la continuité de la fonction g(x). Voici un exemple représentatif :

"g(x) =2."Flsix=1etg'(x) =2.-1.e" =2 ]

g =26~ 2etg(1) = 2.413 :
g'(x) =00 car 1-x--0alors e —-

X — 00 E— S —

par conséquent, vu que g'(x) croit alors que g(x) — o
| x 1 0

g6 2 ¥ - —

gt) 3 /

v

" (Michel, E9)

Cet extrait montre que Michel a commis une erreur lors de la recherche de la valeur limite de la

fonction g(x) en conséquence il a fourni un graphe erroné.

= Etudes numériques
Deux étudiants ont tenté d’appliquer la technique numérique pour tracer le graphe cherché. L’un de
ces deux étudiants a pu le tracer correctement alors que I’autre étudiant n’a pas pu achever son calcul

et, par conséquent, n’a pas proposé de graphe.

= Etudes qualitatives
Il s’agit de réponses ou les étapes permettant d’accomplir la tiche proposée ne sont pas explicitées.
Nous avons considéré ce type d’étude comme une étude qualitative nécessitant de faire appel a une

fonction de référence. Nous présentons ci-dessous un exemple:

{ glz)
7

"( Anne-Claire, E29)

On observe que cet étudiant a tracé correctement le graphique de la fonction g(x) sans réaliser (sur sa

copie) explicitement aucun calcul algébrique ni numérique.
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Les résultats obtenus montrent que la technique qualitative remplace notamment la technique
algébrique lors de ’accomplissement d’une tache familiére. L’une des principales raisons de ce type
de réponses pourrait découler des enjeux mathématiques institutionnels sous-jacents a la tiche

proposée.

A propos de I’exactitude des graphes proposés, on observe qu’une grande majorité des étudiants (24
sur 31) ont réussi a tracer correctement le graphe cherché.

Les autres étudiants ont proposé des graphes erronés : 2 étudiants ont proposé des graphes ou la
fonction g(x) tend vers zéro quand x tend vers I’infini, 2 autres étudiants ont proposé des graphes
croissants en supposant que g(x) tend vers I’infini quand x tend vers I'infini. Enfin, trois autres

¢tudiants ont proposé des graphes qui ne sont pas continus en 1.

2.2.2. Analyse a posteriori de la Question 2

a. Résultats globaux

Voici le tableau 14 représentant les réponses des étudiants selon les deux techniques décrites dans

I’analyse a priori :

Technique associée Effectif / Réussite
Technique qualitative 0
Technique algébrique 45/10

Tableau 14 : Présentation des réponses des étudiants selon les deux techniques possibles

Le premier résultat important a signaler tient dans le fait que tous les étudiants qui tentent de résoudre
la tache proposée ont fait appel a la technique algébrique.
Par ailleurs on constate aussi que moins d’un tiers des étudiants ont réussi a accomplir correctement

cette tache en utilisant cette technique algébrique.

b. Interprétation des réponses obtenues

Comme nous I’avons observé dans le Tableau 14, une seule technique a ¢été mobilisée par les
¢tudiants. Cependant ce choix n’a pas conduit tous les étudiants a donner les réponses identiques. Pour
mieux caractériser les réponses fournies, nous les classons en fonction des sous-types de taches
accomplis par les étudiants, dans la mise en ceuvre de cette technique algébrique. Rappelons qu’il
s’agissait de 5 sous-types de taches tels que : "T; : Ecrire la forme de I’équation différentielle en tenant
compte de la question proposée", "T,: Trouver la solution générale", "T5: Trouver une solution

particuliere", "T4 : Appliquer les conditions initiales" et "Ts : Calculer la limite".
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Cette classification nous permet de réaliser une analyse assez fine tout en détaillant la mise en ceuvre
de chacun de ces sous-types de tiches par ces étudiants: nous avons détecté trois types d’études que
nous définissons ci-dessous a 1’aide des caractéristiques communes observées:
> Groupe n°l : Chacune des études s’inscrivant dans ce groupe met en oeuvre tous les sous-
types de taches décrits précédemment. Ces études se résument a 1’application intégrale de la
technique choisie.
> Groupe n°2: Toutes les études classées dans ce groupe montrent des tentatives pour
accomplir la tache initiale décrite dans la question (2 savoir, étudier le comportement de la
fonction y(x) a I'infini) méme si les étapes successives ne sont pas réalisées. On constate
donc une application partielle de la technique choisie.
> Groupe n°3 : Les études classées dans ce dernier groupe visent particuliérement a résoudre
algébriquement 1’équation différentielle proposée tout en ignorant la tiche initiale. Bien que
ce type d’études mette I’accent sur 1’application partielle de la technique choisie, il montre
aussi la réduction de la tache initialement proposée a la résolution algébrique de 1’équation

différentielle en question.

Le tableau 15 présente la répartition générale des réponses obtenues selon ces trois groupes :
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Les sous-types de taches accomplies Effectif

Définir 1’équation différentielle 15
é Trouver la solution générale de I’équation différentielle 15
§ Trouver une solution particuliére 15
© Appliquer les conditions initiales 15
Calculer la limite 15

Effectif 15 étudiants
Définir 1’équation différentielle 2
Trouver la solution générale de I’équation différentielle 13
E Trouver une solution particuliére (1* intervalle) 10
§ Trouver une solution particuliére (2°™ intervalle) 12
© Appliquer les conditions initiales 9
Calculer la limite 13

Effectif 13 étudiants
Définir 1’équation différentielle 4
; Trouver la solution générale 17
% Trouver une solution particuliére (1* intervalle) 8
% Trouver une solution particuliére (2°™ intervalle) 12
Appliquer les conditions initiales 12

Effectif 17 étudiants

Tableau 15 : Présentation des réponses obtenues selon les caractéristiques des études fournies

Analysons maintenant les caractéristiques des études de chaque de ces trois groupes :

= Groupe 1

Conformément a la technique algébrique développée ci-dessus, lors de 1’accomplissement de la tAche
proposée, un tiers des étudiants ont réalis¢ tous les sous-types de taches qui composent cette
technique. Nous prenons soin d’examiner les réponses obtenues par une analyse détaillée qui permet
de connaitre le degré de validité des réponses données et les techniques associées pour résoudre ces

différents sous-types de taches.

— Deéfinir ’équation différentielle (T;)
Concernant T;, on observe que seulement 2 étudiants sur 15 ’ont accompli explicitement en écrivant
la forme de I’équation différentielle proposée pour le deuxiéme intervalle, alors que les autres I’ont

accompli implicitement sans entrer dans le détail.
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— Trouver la solution générale de I’équation différentielle (T,)

Cette tache a été accomplie correctement par tous les étudiants se classant dans ce groupe. Parmi eux,
9 ¢tudiants ont donné une solution détaillée tout en mettant en oeuvre les étapes du calcul intégral
alors que les autres, suivant les habitudes acquises, ont effectué¢ cette résolution sans faire appel

explicitement a ce calcul.

— Trouver une solution particuliere de l’équation différentielle (T5)
Rappelons que deux techniques, abordées dans notre analyse a priori, permettent de résoudre ce type
de tiche. On observe qu’une grande majorité des étudiants (10 sur 15) a appliqué la méthode de
variation de la constante afin de trouver une solution particuliére vérifiant 1’équation différentielle en
question. On constate ainsi que seulement 6 étudiants sur ces 10 ont accompli correctement cette tiche
alors les autres ont fourni des réponses erronées.
Trois autres étudiants ayant fait appel a la deuxieéme technique qui nécessite de chercher une solution
particuliere de la méme forme que le second membre de 1’équation différentielle ont trouvé une
solution correcte.
Enfin deux étudiants ont développé leur propre technique en considérant le second membre de
I’équation différentielle comme une solution particulicre de cette derniére. Voici un exemple
représentatif de ce type de réponse :

"V'(x) =-y(x) +g(x)

y(@2)=4

Une solution particuliére : y(x) = g(x)

La solution de I’équation homogéne : S={[Ix[Il / (4 -e)e™ + g(x)}

S tend vers g(x) quand x tend vers +oo, et g(x) tend vers 1 quand x tend vers +co. Donc S tend vers 1

quand x tend vers +oo". (Steven, E24)

— Application des conditions initiales (T,)

Face a une tache classique, seulement 7 étudiants sur 15 ont réussi a identifier correctement la
constante d’intégration en appliquant les conditions initiales données. Deux étudiants parmi ceux qui
ont résolu correctement 1’équation différentielle n’ont pas pu accomplir correctement cette tache.

Les autres réponses erronées (6 réponses) sont liées a la résolution incorrecte de cette équation

différentielle.

— La recherche de la valeur limite (Ts)

On constate qu’au total 7 étudiants arrivent a résoudre correctement cette tAche et a exprimer ainsi que
la fonction y(x) tend vers 1 quand x tend vers I’infini. On note que ces étudiants sont ceux qui arrivent
a résoudre d’une fagon correcte tous les autres sous types de tiches précédemment analysés. Les autres

¢tudiants ayant donné réponses erronées auparavant n’ont pas pu accomplir correctement cette tache.
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= Groupe 2
L’exemple suivant est utile pour montrer les caractéristiques générales des réponses données par les

¢tudiants s’inscrivant dans ce deuxiéme groupe :

"Ona y'(x) =-y(x) + g(x) = »'(x)+y(x)=g(x) c’est un probleme de Cauchy-Lipshitz.
y(2)=4et y' (2)=0
solution générale de I’équation homogene y'(x) + y(x) =0

e M=—1 < In y(x)=-xtcte = y(x)=k.e™
y(x)
donc lim y(x) = limke™* = 0" (Mathieu, E22)

X o+

On observe que dans cette réponse Mathieu se focalise particulierement sur T, et Ts en ignorant tous
les autres sous-types de tdches. Cet exemple représentatif montre explicitement qu’il s’agit d’études
qui ne comportent pas tous les sous types de taches composant la technique algébrique évoquée dans
notre analyse a priori. Détaillons ces types de réponses, en les classant en quatre catégories selon les

sous-types de taches accomplis :

Sept étudiants tentent de donner une réponse en ignorant le premier sous-type de tiche tel que :
"définir I’équation différentielle’. Cette lacune montre que la résolution de 1’équation différentielle
¢tait réalisée par ces ¢étudiants d’ une fagon algorithmique sur deux intervalles.

Détaillons ci-dessous le traitement des autres sous-types de taches par ces étudiants :

— Trouver la solution générale de I’équation différentielle (T,)
Il convient certes de reconnaitre que 1’équation homogene associée a 1’équation différentielle a été
résolue correctement par tous ces étudiants. Parmi ces étudiants, cinq ont réalisé une résolution

détaillée alors que les autres ont préféré donner la solution sans entrer dans les détails.

— Trouver une solution particuliere de |’équation différentielle (T3)

On observe une réussite notable chez ces étudiants a propos de la recherche d’une solution particuliére
de I’équation différentielle définie sur le premier intervalle.

Cependant, seulement 3 étudiants ont réussi a trouver une solution particulicre de 1’équation
différentielle sur le deuxiéme intervalle en faisant appel a la méthode de variation de la constante.
Trois autres étudiants employant cette méme technique n’ont pas pu trouver correctement cette
solution. Et un étudiant a considéré que le second membre de 1’équation étudiée était une solution
particuliere de cette derniere.

Ces résultats médiocres pourraient provenir de la complexité de I’équation différentielle définie sur le
deuxiéme intervalle ; cette complexité n’a sans doute pas permis a 4 étudiants d’aboutir a la solution

correcte de 1’équation.
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— Appliquer des conditions initiales (T,)

Nous avons noté une diversité, chez ces 7 étudiants, a propos de ’accomplissement de ce quatriéme
sous-type de taches : 6 étudiants ont réussi a appliquer correctement les conditions initiales données a
la famille de solution de I’équation différentielle étudiée. Un seul étudiant a commis une erreur
importante en appliquant les conditions initiales a la solution de 1’équation homogéne associée a

I’équation différentielle.

— Calculer la limite (Ts)
On observe que les études réalisées par trois étudiants se ramenent assez aisément a une réponse
correcte. Alors que les autres étudiants n’ont pas pu fournir une réponse correcte a la suite d’erreurs

commises lors de la recherche de la solution générale de I’équation différentielle.

Deux étudiants cherchant a accomplir la tiche initialement proposée ignorent la recherche de la
solution satisfaisant les conditions initiales. Leurs facons de faire confirment 1’effet du contrat actuel
de I’enseignement mathématique qui nécessite particulicrement, lors de la résolution d’une équation
différentielle, de trouver la solution générale de cette derniere. En effet ces études concernent 4 sous-
types de taches (T, T,, T et Ts).

Méme si ces deux étudiants ont réussi a trouver la solution de 1’équation homogene, aucun parmi eux
n’a pas pu proposer une solution particulicre vérifiant I’équation différentielle. L’un de ces étudiants a
employ¢ la deuxiéme technique (qui consiste & proposer une fonction ayant la méme forme que le
second membre de I’équation différentielle étudiée) pour trouver cette solution et a échoué dans sa
tentative. L’autre étudiant, ayant considéré le second membre de 1’équation différentielle comme la
solution particuliere de cette derniére, a réussi a donner une réponse vérifiant que la fonction y(x) tend
vers 1 quand x tend vers I’infini. Méme si ce résultat peut permettre d’expliquer correctement le
comportement de la fonction y(x), il n’est qu’une coincidence permettant de trouver la méme limite

que la solution correcte.

Trois étudiants se focalisent sur la tiche essentielle de la question posée en négligeant deux sous-
types de tiches de la technique appliquée. Ces étudiants estiment que pour étudier le comportement
de la fonction y(x) il faut résoudre 1’équation différentielle sur deux intervalles et calculer la limite.
Ainsi ils tentent de résoudre les taches suivantes : "T, : trouver la solution générale de I’équation
différentielle”, "T5: trouver une solution particuliere de cette équation dans chacun de deux
intervalles", "Ts : calculer la limite".

Malgré la réussite observée chez ces étudiants dans la recherche de la solution générale de 1’équation
homogene associée a 1’équation différentielle et d’une solution particuliére sur le premier intervalle,
aucun d’entre eux n’a réussi a trouver correctement une solution particuliére sur le deuxiéme
intervalle. On constate aussi que tous ces étudiants ont appliqué la méthode de variation de la
constante afin de trouver cette solution particulicre.

Finalement les solutions erronées ne leur ont pas permis de trouver la valeur limite correcte.
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Un étudiant ne réalise que deux des sous-types de tdches composant la technique algébrique :
"T, : trouver la solution générale de 1’équation différentielle" et "Ts : calculer la limite de la fonction
solution de cette derniere". Il développe sa propre méthode qui lui permet d’étudier le comportement
de la fonction y(x) a partir de la solution générale de 1’équation homogeéne associ¢e a 1’équation
différentielle étudi¢e. Une telle étude montre une méconnaissance de la résolution compléte de ce type

d’équations différentielles et/ou une incompréhension de la question posée.

= Groupe 3
Rappelons que les études classées dans cette derniére catégorie ont pour but essentiel de résoudre
I’équation différentielle proposée. Citons un exemple qui représente les réponses se classant dans cette
catégorie :

"V'(x) = -y(x) +g(x) avec y(2) = 4

V(%) +yx) =0 (Ep)
- résolution de (£)) sur intervalle / ou y est différent de 0

x5 O <O |y ()| =x + €
y(x)

Cn  xO0 yx) = e™.e“= C.e™,

les fonctions f{x)=C.e™ sont solutions de (E,) ou C est n’importe quelle constante réelle.
- solution particuliere : 0 <x < 1, g(x)=3

Y+y=3=yx)=3

ainsipour 0 <x <1 S={M 3+ Ce™/C }
x21:gh)=2.e"+1

V' +y=2.e"+1
méthode de la variation de la constante : soit (x) une fonction solution de (E) et A(x) une fonction
dérivable tant que [(Ix[1/ u(x) = f(x).h(x)
coonh(x)=2ex+e" +Cetux)=Qe)xe +1+Ce™
S={x[I Q.emxe +t1+Ce*/C }" (Sarah-E3)

On observe que Sarah, tout en ignorant la tiche initiale, s’est focalisé sur la résolution algébrique de
I’équation différentielle sur deux intervalles et elle ’a résolu correctement dans ces intervalles.

Il convient tout d’abord de remarquer que, comme on s’y attendait, I’étude du comportement d’une
fonction définie par une équation différentielle est réduite par 17 étudiants a la résolution algébrique.
Nous avons observé cinq types d’études qui se distinguent par rapport aux sous-types de taches
accomplis :

Quatre études portent sur la recherche d’une seule solution de I’équation différentielle définie sur
le deuxiéme intervalle. Ceci met ’accent sur I’accomplissement de quatre premiers sous-types de
taches de la technique algébrique.

Compte tenu des réponses données par ces étudiants on s’étonne de constater qu’ils ont résolu
I’équation différentielle uniquement sur le deuxiéme intervalle. Méme si ce comportement signifie

qu’ils ont compris la question (qui demande d’étudier le comportement de la fonction y(x) quand x
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tend vers ’infini), ils n’ont pas effectué ce travail et se sont arrétés apres avoir appliqué les conditions
) p

initiales. Nous constatons qu’aucun étudiant n’a résolu correctement 1’équation différentielle.
q q

Six études concernent seulement trois sous-types de tiches (T, T; et T,) composant la technique
algébrique. Ces ¢étudiants ont réalisé des études d’une fagon automatique tout en mobilisant les
habitudes acquises de ’enseignement actuel. Cela signifie qu’ils ont fait le choix de résoudre
I’équation différentielle sur deux intervalles afin de trouver une seule solution a partir des conditions
initiales données. Méme si tous ces étudiants ont résolu I’équation différentielle sur le premier
intervalle avec succes aucun d’entre eux n’a pu la résoudre sur le deuxieme intervalle.

Il convient de noter que trois étudiants sur les six ne savent pas a quel moment appliquer les conditions
initiales. Leurs études nous ont permis de constater que, pour eux, I’existence d’une constante
d’intégration implique 1’application des conditions initiales méme si elles ne sont pas valables dans

I’intervalle ou on a résolu 1’équation différentielle.

Deux études concernent la recherche de la solution de I’équation homogeéne (T,) et ’application des
conditions initiales (T,). On constate que 1’application des conditions initiales a la solution de

I’équation différentielle homogene met en évidence une erreur importante chez ces étudiants.

Cing études portent sur la résolution de ’équation différentielle homogéne associée a I’équation
différentielle proposée. La connaissance ¢éventuelle de I’application de la technique algébrique a ce
type d’équations différentielles conduit ces étudiants a chercher la solution générale de 1’équation

différentielle homogene tout en ignorant tous les autres sous-types de taches de cette technique.

2.2.3. Analyse a posteriori de la Question 3

a. Résultats globaux

Le tableau 16 montre la répartition générale des réponses des étudiants selon les techniques choisies :

Technique associée Effectif / Réussite
Technique qualitative 0
Technique algébrique 20/8
Technique numérique 0

Autres 9/4

Tableau 16 : Présentation des réponses obtenues en fonction des techniques mobilisées
On observe que :
> cette troisieme question concernant I’é¢tude du champ des vecteurs d’une équation

différentielle a été négligée par 21 étudiants.
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> la seule technique accessible aux étudiants et qui permet d’accomplir la tAche proposée est la
technique algébrique. Ainsi 20 étudiants sur 29 répondant a la question font appel a cette
technique alors que les autres se sont contentés d’attribuer une réponse sans justifier leur

choix.

b. Interprétation des réponses obtenues

Nous nous proposons d’étudier en détail chacune des réponses obtenues en définissant deux
catégories : la premiere se rapporte aux réponses données avec utilisation de la technique algébrique et

la deuxiéme concerne les réponses données sans expliciter la technique utilisée.

= Les études algébriques

Il convient tout d’abord de remarquer qu’une grande partie des étudiants (12 sur 20) ayant utilisé cette
technique n’ont pas pu accomplir correctement la tdche proposée : tous ces étudiants se sont contentés
de calculer la limite de la fonction solution de I’équation différentielle et de comparer la valeur
obtenue aux graphiques proposés en vue d’aboutir a la réponse finale.

Voici un exemple représentant ce type de réponses :

" C’est la figure 2 car on voit que quel que soit CII  [im y(x) =1. Or sur cette seule figure tous

les champs de vecteurs converge en 1, donc c’est la figure 2". (Yannick, E26)

A ce propos on a fait I’hypothese que I’exactitude de la réponse donnée a cette troisieme question
dépend de celle donnée a la question précédente.

Apres comparaison entre les deux réponses fournies par ces étudiants aux deux questions (la question
dont ’analyse est en cours et la question 2 de I’exercice) nous avons observé que notre hypothese est
valable pour 15 étudiants sur 20. En cohérence avec leurs réponses a la Question 2, 5 étudiants sur 15

ont donné des bonnes réponses alors que 10 étudiants ont fournit des réponses fausses a la Question 3.

Les études des autres étudiants (5 études sur 20) ne montrent pas de lien entre les réponses données a
ces deux questions. On s’étonne ainsi d’observer une réponse correcte chez 3 étudiants qui avaient
donné une réponse erronée a la question précédente : un examen attentif des copies de ces trois
¢tudiants peut expliquer leur réussite par le fait que le second membre de I’équation différentielle
représente, pour eux, la solution particuliére de cette derniére. Cette acception les améne tout
naturellement a vérifier que la fonction y(x) tend vers 1 quand x tend vers I’infini. On s’étonne aussi
d’observer des réponses erronées chez 2 étudiants qui avaient résolu correctement 1’équation
différentielle proposée : ils ont proposé soit la figure 1 soit la 4 comme étant la figure représentant le
champ des vecteurs de 1’équation différentielle. La raison d’un tel échec n’a pu étre identifiée a partir

des réponses données.
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= Les études non justifiées
Malgrée le rappel demandant de justifier la réponse donnée, neuf étudiants se contentent de choisir une

figure parmi celles proposées pour répondre a la question posée. L’exemple suivant illustre ce propos :
gure p prop p p q p p prop
"La figure qui représente le champ des vecteurs tangents associé¢ a 1’équation différentielle

précédente est la figure 4". (Michel, E9)

On constate que les réponses données par huit étudiants sont en accord avec les réponses données a la
question précédente ou ils ont résolu I’équation différentielle proposée. Ceci signifie que, bien qu’ils
n’aient pas justifié les réponses données ils ont utilis¢ la technique algébrique pour accomplir la tache
proposée. Conformément aux réponses données auparavant, trois étudiants sur huit ont réussi a trouver
la bonne figure et les cinq autres ont donné des réponses erronées.

Quant a la réponse du dernier étudiant, sa copie laisse penser qu’il a choisi par hasard la figure

correcte sans entrer vraiment dans le probléme.
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3. Les analyses de I’Exercice 3

3.1. Analyse a priori de I’exercice

3.1.1 Présentation de I’exercice

Rappelons tout d’abord deux des questions posées au début de ce chapitre et auxquelles nous ferons
référence dans ce paragraphe :
03 : Compte tenu de [’importance attachée a la résolution algébrique des équations
différentielles, les étudiants sont-ils capables d’appliquer correctement les techniques
algébriques étudiées dans cette institution ?
06 : Lutilisation des mémes symboles algébriques en vue de représenter des équations
différentielles est-elle capable d’engendrer des effets notables dans le travail des étudiants ?
Q7 : Quels sont les comportements des étudiants face a une tdche qui nécessite d’associer une
équation différentielle a une situation réelle, par exemple au fonctionnement d'un circuit

électrique ?

En vue d’apporter des éléments de réponses a ces questions nous avons proposée un exercice se
composant de deux études complémentaires dont chacune se présente sous la forme d’une question. La
premiére question propose une étude complétement mathématique basée sur la tiche la plus souvent
¢tudiée dans cette institution : résoudre une équation différentielle. La deuxiéme question nécessite

d’interpréter les solutions obtenues a la question précédente dans le cas d’un circuit RLC.

Ce troisiéme exercice se présente de la maniére suivante :

Exercice3 :

QI : Soit une équation différentielle y"(¢) +2Ay'(£) + @’ y(t) =0 (E), 1(0)=2et)'(0)=0
Trouver la solution de 1’équation différentielle (£) satisfaisant aux conditions initiales données
lorsque les constantes A et ¢ sont réelles, positives et (numériquement) égales. Justifier chaque
étape de votre étude.

Q2 : Supposons que cette équation différentielle (£) décrit la décharge d’un condensateur C placé

dans un circuit en série avec une inductance L, et une résistance R. (Aet G sont reliés aux

. R 1
paramétres R, L, C par les relations : 24 = — et W= ,[——).
L LC

Etudier physiquement les conditions initiales données ?
Etudier le résultat obtenu a la question précédente en se référant au circuit présenté ci-dessus.
(Pour ce faire vous pourrez tracer le graphique décrivant 1’évolution de la charge du condensateur

et/ou Iintensité du courant traversant le circuit). Et faire une synthése des résultats obtenus ?
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3.1.1. Analyse a priori de la Question 1

1° Description de la tidche

Cette question s’inscrit dans la deuxiéme phase de 1’évaluation des étudiants a propos de la résolution
algébrique des équations différentielles linéaires. A travers de cette premicre question nous visons
d’une part a évaluer le degré d’acquisition des techniques permettant de résoudre algébriquement les
équations différentielles linéaires du second ordre et d’autre part a faire apparaitre des difficultés que
rencontrent des étudiants lors de cette résolution. Cependant la tiche proposée ne se réduit pas a une
simple résolution algébrique que les étudiants rencontrent souvent parce qu’elle exige une justification
de chaque étape de la résolution. Cette justification est utile essentiellement pour observer le niveau
d’acquisition des techniques par les étudiants. Plus particuliérement nous souhaitons connaitre si les
¢léments de la technologie qui composent la technique algébrique sont disponibles chez les étudiants.
De plus cette question nécessite de travailler sur une équation différentielle représentée d’une fagcon
différente que celle observée en mathématiques. A ce propos notons que nous avons fait le choix
d’utiliser des symboles algébriques qui appartiennent a la fois aux mathématiques (comme y) et a
I’électrocinétique (comme ¢, A, & ). Ceci correspond a un double objectif : d’une part nous voulons
mettre ’accent sur le fait que cette équation différentielle représente une situation réelle et ainsi
faciliter les taches se présentant dans la deuxiéme question de cet exercice et d’autre part nous voulons
savoir si une telle représentation peut étre a 1’origine de certaines difficultés ou erreurs chez les

étudiants.

2° L’étude mathématique de la question posée et les réponses attendues

En nous appuyant sur ’analyse de I’enseignement actuel, nous avons choisi une technique permettant
d’exécuter la tiche proposée. Il s’agit de la technique algébrique qui se compose de trois sous types de
taches tels que nous les présentons ci-dessous :

T, : Trouver [’équation caractéristique de [’équation différentielle et calculer la valeur de
discriminant

L’équation caractéristique associée a I’équation différentielle proposée,
V') +2AY'(t) + @’ y(t) = 0, s’écrit de la fagon suivante : 7> +2Ar + @’ d’ou A=0.

T, : Ecrire la forme de la famille de fonctions solutions de [’équation différentielle proposée

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle proposée est :

Pour A=0, S ={t00,7 - (C, +C,4.e /(C,,C,)0D.

L’analyse des polycopiés mis a la disposition des étudiants montre que les éléments technologiques
vérifiant cette technique algébrique vise d’une part, a expliquer la recherche de I’équation
caractéristique de ce type d’équations différentielles et d’autre part, a vérifier I’exactitude de la forme

de I’ensemble des solutions proposées.
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T; : Trouver une seule solution de cette équation différentielle

Ce type de taches correspond a I’application des conditions initiales dans le but d’en déduire les
valeurs des constantes d’intégration. En ’occurrence la solution cherchée s'écrit: y(¢) = (2 +2At)e ™.

Comme il s’agit de la seule technique a 1’aide de laquelle on résout généralement ce type d’équations
différentielles au niveau premiere année de DEUG; nous nous attendons a ce que la plupart des

¢tudiants y fassent référence.

3.1.2. Analyse a priori de la Question 2

1° Description de la question

Cette question porte sur un circuit RLC et propose aux étudiants un champ d’application pour
interpréter la solution obtenue a la question précédente. A travers les réponses obtenues nous voulons
particulierement étudier les compétences des étudiants en matiére d’intégration des savoirs concernant
les équations différentielles du second ordre dans une situation institutionnalisée par une autre

discipline.

2° Etude de la question posée
Pour mieux étudier cette question, nous la décomposons sous la forme de plusieurs tiches dont

chacune est accompagnée par sa résolution :

t; : Redéfinir 1’équation différentielle
Cette tache nécessite de réécrire I’équation différentielle étudiée a I’aide de paramétres associés au

circuit électrique proposé. La nouvelle forme de cette équation différentielle sera :

R 1 R 1
"O+—q¢' ) +—q)=0 (2A=—ct w=_|—
'O+ 4O+ -q(0) ( 7 \/L‘C)

t, : Interpréter les conditions initiales données
Cette deuxiéme tache implique d’écrire les relations suivantes: g(r=0)=2 (qui signifie que le

condensateur est initialement chargé) et i (=0) = 0.

t; : Tracer les graphes décrivant I’évolution de la charge et/ou 1’évolution de I’intensité du courant qui
traverse le circuit

Pour exécuter cette tiche on écrit tout d’abord la solution générale de 1’équation différentielle trouvée
R

= q()=(2+ %t).e_?

a la question précédente : y(r) = (2 + 2At).e™™

La technique algébrique permettant d’exécuter cette tiche cumule trois sous-types de tache détaillés

comme ci-dessous:
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T, : Chercher la variation de la courbe en examinant le signe de la dérivée premiere de la fonction

solution.
R 2 R

R - R
HN=R+—=1)e * et g@t)=———1te **
q()=( L) q'(?) Yz

q'(x) <0 donc la courbe est strictement décroissante.

T : Déterminer les branches infinies
R

g6y =2+ %t).e_ﬂ't

_R,
t=0gq()=2et limqg() =0car lim e * =0

t— 00

En associant des connaissances physiques (qui permettent de donner 1’allure de la courbe solution
d’une équation différentielle liné¢aire du second ordre pour laquelle la valeur de discriminant est nulle)
et celles des mathématiques (trois sous-types de taches), il est possible de proposer un graphique

comme ce qui suit :

A

Figure 8 : Représentation graphique de la fonction g(2)

ts : Faire une synthese sur les résultats obtenus :
Le graphe tracé ci-dessus nous permet de conclure qu’il s’agit d’un "régime critique" pour lequel la

charge s’annule dans le temps le plus court possible.

3.2. Analyse a posteriori de ’exercice

3.2.1. Résultats globaux

Ayant propos¢ aux ¢tudiants de travailler sur deux questions complémentaires il nous a paru

intéressant de comparer le taux de participation des étudiants a ces deux questions.
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Les taches essentielles proposées Effectif / Réussite

La recherche d’une seule solution de 46 /20
I’équation différentielle (Question 1)

Présentation des conditions initiales pour 22 /18
le circuit donné (Question 2 - t,)

Présentation des solutions obtenues a 8/4
I’aide d’un graphiquetsynthése
(Question 2 - t; et ty)

Tableau 17 : Présentation des réponses obtenues a deux questions de I’exercice

Le premier résultat a signaler est I'importance du taux de participation (92%) des étudiants a la
Question 1 par rapport a celui relatif a la Question 2 (au maximum 46%). Ceci montre que la moitié
des étudiants qui résolvent I’équation différentielle proposée n’ont pas répondu a la deuxiéme question
ou nous avons proposé d’interpréter les conditions initiales données et de représenter graphiquement la

solution de I’équation différentielle pour un circuit électrique RLC.

3.2.2. Analyse a posteriori de la Question 1

En favorisant la méthode d’analyse développée pour analyser les réponses obtenues a la deuxieme
question de I’exercice précédent, qui permet de classer les études en fonction des sous-types de taches,
nous classons les réponses des étudiants en deux groupes :
- un premier groupe de réponses se focalise essentiellement sur la recherche d’une solution de
I’équation différentielle vérifiant les conditions initiales.
- un deuxiéme groupe se focalise particuliérement sur la résolution algébrique de 1’équation
différentielle proposée tout en ignorant la tache initialement proposée.

Détaillons les réponses des étudiants selon les deux groupes décrits ci-dessus :

= Groupe 1 :

Une grande partie des étudiants (34 étudiants sur 46) ayant répondu a cette question, en fournissant
des études completes conformément a la technique étudiée, se placent dans ce premier groupe.
Interprétons les réponses de ces étudiants selon les trois sous-types de tdches qui décrivent la

technique permettant de résoudre la tache initialement proposée.

— L’accomplissement les deux premiers sous types de taches T, (La recherche de [’équation
caractéristique associée a l’équation différentielle et de la valeur de discriminant) et T, (La résolution
algébrique de [’équation différentielle)

L’analyse des réponses obtenues nous permet signaler tout d’abord qu’aucun étudiant n’a justifié
explicitement les étapes de la technique appliquée : certains étudiants (4 sur 34) ont tenté d’expliquer

la recherche de 1’équation caractéristique associée a I’équation différentielle, mais aucun d’entre eux
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n’a cherché a expliquer la méthode par laquelle on arrive a écrire ’ensemble des solutions de
I’équation étudiée. Ceci nous amene a nous questionner tout naturellement sur 1’automatisme

développé, chez les étudiants, a ce propos.

Cependant on observe que plus des deux tiers des étudiants (27 sur 34) ont réussi a trouver
correctement la forme de I’ensemble des fonctions solutions vérifiant I’équation différentielle
proposée. Les autres étudiants ont fourni des réponses erronées en se trompant au niveau de la forme
de la solution qui convient a la valeur du discriminant. A ce propos on observe que 4 étudiants
proposent la forme la plus générale des solutions du type: C.e™ comme la solution de I’équation
différentielle étudiée. Cette proposition montre qu’ils ont résolu correctement 1’équation
caractéristique associée a I’équation différentielle mais n’ont pas pu se rappeler la forme qui convient
a la situation étudiée. Les 3 autres étudiants ont commis une erreur analytique en se trompant sur le
signe de la fonction exponentielle qui caractérise la solution cherchée.

Bien que la réussite observée chez ces étudiants montre que [’utilisation des différents symboles
n’entraine pas des difficultés lors de la résolution de I’équation différentielle, il est nécessaire de noter
que 21 étudiants ont pris l'initiative de remplacer le symbole "¢ par "x". Ceci est di a I’habitude de
travailler, en mathématiques sur les équations différentielles écrites a 1’aide des mémes symboles

algébriques.

— L’application des conditions initiales (T3)

Il convient tout d’abord de remarquer que les conditions initiales sont appliquées correctement par 33
¢tudiants se classant dans ce groupe. Cependant le fait de ne pas pouvoir exécuter correctement T,
conduit six étudiants a une réponse erronée.

On observe aussi que certains étudiants (7 ayant fourni correctement la solution générale de 1’équation
différentielle) ont commis des erreurs au niveau du calcul, en conséquence ils n’ont pas pu identifier

correctement la valeur de la constante d’intégration.

Un seul étudiant a commis une grave erreur en appliquant les conditions initiales a la solution
proposée lors de I’identification de I’équation caractéristique associée a 1’équation différentielle.
Citons la réponse de cet étudiant :

"Y"(t) + 240" (£) + @’ y(t) = 0 avec y'(0) =0

la solution de I’équation différentielle est de la forme M.e"

y)=Me"

Yt)=Mxe", y(0)=0 = Mxe =0 < x=0

V') =Mxe"

dou Mx*e"+2AMxe"+w Me"=0

= Me" (PH2Ax+w)=0

équation du second degré : A = b” - 4ac = 4N>-407

avec A = w, A=0

donc une seule solution y(#) =2 €”'=2". (Jonathan, E14)
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Cette erreur montre des difficultés notables chez cet étudiant a propos de 1’utilisation des conditions

initiales.

= Groupe 2 :

Compte tenu du taux de répétition des exercices proposés par I’enseignement mathématique avec pour
théme la résolution d’une équation différentielle, on ne s’étonne pas de constater que 12 étudiants (sur
46) se focalisent particuliérement sur la recherche de la solution générale de 1’équation différentielle
¢tudiée tout en négligeant la justification demandée et la recherche d’une seule solution vérifiant les

conditions initiales. L.’exemple suivant se rapporte a ce type d’études :
"Y(0) + 24/ () + @ y(1) = 0 (E) avec y'(0) =0
c’est une équation différentielle linéaire homogeéne du second ordre. Pour la résoudre on a besoin
de son équation caractéristique qui n’est autre que 7 + 2Ar + & = 0 calculons le discriminant :
A=4A* —4w* =0. On peut voir que le discriminant est égal a 0 car : A et wsont égales.
D’ou rp=-A
Le systéme fondamental de solution est {u,, u, }avec

A
U x—e

A
U i x-x.e”

d’ou Sp = {Ce™ + Coxe™ / Cy et G}
= solution de I’équation différentielle (£)" (Claire, E33)

On observe qu’un certain nombre d’étudiants (7 sur 12) arrivent & donner correctement la forme des
fonctions solutions vérifiant 1’équation différentielle proposée. Les autres (5 sur 12) ont fourni des
réponses soit erronées soit incomplétes. Comment peut-on interpréter ces échecs ? Ces étudiants ont-
ils des difficultés a mémoriser les formes des solutions de ce type d’équation différentielle ? Ou au
contraire, ont-ils des difficultés a trancher sur la forme des solutions qui conviennent a la situation
étudiée ? L’¢étude des réponses proposées par ces étudiants nous donne des éléments de réponse.
Notons que 2 étudiants sur 5 ont proposé une fonction exponentielle comme la solution générale de
I’équation en s’inspirant de [’utilisation de ce type de fonctions lors de la recherche de 1’équation
caractéristique. Deux autres étudiants ont abandonné le travail aprés avoir résolu 1’équation
caractéristique et un seul donne a la fois les trois formes des solutions de ce type d’équation

différentielle en commettant une erreur au niveau du signe de la fonction exponentielle.

3.2.3. Analyse a posteriori de la Question 2

Nous interpréterons les réponses des étudiants selon les 4 taches décrites ci-dessous :

— Deécrire la nouvelle forme de [’équation différentielle décrivant le circuit proposé (t;)

Face a une tache implicitement proposée, nous trouvons dans quelques copies (12) la redéfinition de
1’équation différentielle pour le circuit proposé. Notons qu’un seul étudiant a fait référence a I’origine

de la fonction qui représente ce circuit:
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"Si cette équation différentielle représente un circuit RLC, alors on peut I’écrire de la facon

2
suivante : M 0+ B@ + L,q =(0." (Anne-Claire, E29).
dr’ Ld \VLC

Alors que la plus grande partie des étudiants (10) se sont contentés de remplacer 2A par L par
L

/i dans I’équation différentielle proposée. Derriere une telle étude, il y a sans doute ’habitude de

travailler quasi-exclusivement sur des équations abstraites sans faire référence a une situation réelle et
I’ambiguité liée a la proposition d’une tache implicite.

On observe aussi qu’un seul étudiant tente de modéliser le circuit proposé en faisant intervenir la loi
des mailles qui permet souvent d’écrire 1’équation différentielle de ce type de circuits. Voici la réponse

fournie par cet étudiant :

"Dans un circuit R, L, C

Uct UL+ Up=0avec j(t) = di](t)
t

2 2
- q(f)+Ld q(f)+qu(f):0 _d q(f)+§dq(f)+@:0
C dt? dt dt® L d LC

y(0)=2 < ¢(0)=2C valeur de la charge sur I’armature 4 du condensateur au temps ¢ = 0.

V'(0)=0 < i(0)= @ = 0 I’intensité du courant est nulle au temps 0". (Steven, E16)
t

Cette réponse fort intéressante nous signale ici que I’étudiant entretient un certain automatisme
pouvant étre réutilisé dans toutes les études de circuits électriques méme si la question n’est pas de

trouver cette équation différentielle.

— L’interprétation des conditions initiales données (t;)

On constate que 22 étudiants ont abordé cette deuxiéme tdche méme si 10 parmi eux n’ont pas pensé a
réécrire I’équation différentielle sous une forme qui représente le circuit proposé. 20 étudiants sur ces
22 ont fourni des réponses similaires en vérifiant que le circuit électrique était chargé a ’instant ¢ = 0.

Citons un exemple représentatif des réponses de ces étudiants :
1

JIc

Y1) +§y'(z> +$y(z) =0

n R
2A=—etw=
L
*s1 (0) = 2 cela signifie qu’a un temps ¢ = 0, le condensateur C a déja commencé sa décharge.
*s1)"(0) = 0 cela signifie qu’au temps # = 0 on n’a pas de tangente a I’origine". (Sarah, E3)

Deux autres étudiants fournissent des réponses qui montrent une incompréhension des conditions
initiales. En effet, leurs études témoignent qu’ils ont considéré A et w comme conditions initiales et

qu’ils ont cherché a interpréter ces deux variables. Voici un exemple représentatif :
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"Physiquement il s’agit de cla pulsation du circuit (¢ =277") et A constante du temps". (Romain,

E20)

— La représentation graphique de la solution fonction et la synthese des résultats (t; et ty)

Nous avons remarqué qu’une grande majorité des étudiants (38 sur 46) ayant cherché la résolution
algébrique de I’équation différentielle ne tentent pas de tracer le graphe de la solution trouvée. En nous
référant aux résultats obtenus a la premicre question de 1’exercice 2 ou nous avions constaté que
presque tous les étudiants avaient tenté de tracer le graphe demandé, nous expliquons cette absence par
les caractéristiques de 1’étude demandée qui s’inscrit sur deux disciplines a la fois.

On observe que seulement 4 étudiants sur 8 ont réussi a tracer correctement le graphe de ¢(#) dont un
seul a tenté de détailler le graphe demandé en faisant appel au calcul de limite. Deux étudiants parmi
ceux-ci ont déclaré que le graphe représentait un "régime critique" sans entrer vraiment dans les

détails.

Quatre autres graphiques proposés par les autres étudiants montrent les difficultés a réaliser une telle
¢tude qui nécessite de relier les résultats mathématiques a une situation physique. On constate ainsi
que ces étudiants ont fourni des graphes similaires portant sur le graphique le plus souvent étudi¢ dans
I’enseignement de I’électrocinétique afin de mettre en évidence I’évolution de la charge (et du courant)

au cours du temps. Citons ci-dessous un exemple représentatif :

2 ae give poowre - \
| R
/ Rrufgém.lmmiu'u \
g (: g — © "

(Michel, E34).

Ce comportement montre un effet important du contrat institutionnel qui conduit les étudiants a
proposer toujours les mémes types de graphes sans se questionner sur les caractéristiques du circuit

étudié.
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Conclusion

Nous avons essayé d'identifier les caractéristiques des rapports personnels des étudiants aux équations
différentielles en tant qu’objet. Au cours de ce test les étudiants ont été invités a mobiliser leurs
connaissances conceptuelles a propos de I’objet équation différentielle, & montrer leur aptitude a
résoudre certaines équations différentielles linéaires et leurs capacités a mettre en relation cet objet
avec une situation réelle.

Examen de la question (1)

Quelles sont les conceptions des étudiants a propos de l’objet équation différentielle ?

Pour répondre a cette question nous avons mené notre recherche sur trois axes :
Un premier axe visait a connaitre les conceptions des étudiants & propos des équations différentielles.
Il s’agissait de quatre conceptions prévues dont trois n’étaient pas correctes'.
A partir de I’analyse des productions des étudiants nous pouvons faire deux tentatives de réponses :
> I est difficile de parler d’acquisition de conceptions correctes (conformément au contrat
institutionnel) chez une grande partie des étudiants.
> La conception du type "foutes les équations différentielles sont linéaires" est majoritairement
répandue chez ces étudiants. Ceci est sans doute la conséquence de I’étude quasi exclusive de
ce type d’équations différentielles.
Un deuxiéme axe avait pour objectif de relever les conceptions des étudiants a propos de la linéarité
des équations différentielles. On a vu qu’il en existe trois* dont une correcte qui est la plus répandue
chez les étudiants.
Un troisiéme axe visait a relever les conceptions des étudiants & propos de ’ordre des équations
différentielles. Nous en avons détecté trois’. Cependant notre analyse montre qu’une partie importante

des étudiants est capable d’identifier I’ordre des équations différentielles.

L’examen de la question (2)
Compte tenu des caractéristiques de |’enseignement actuel, serait-il possible de tester la viabilité
d’une autre approche que l'approche algebrique, par exemple ['approche qualitative, a propos de

[’étude d’une équation différentielle ?!

' - une premiére implique que dans une équation différentielle, il doit exister une fonction inconnue et I'une de
ses dérivées,

- une deuxiéme signale que toutes les équations différentielles sont linéaires,

- et une troisiéme associe la présence du symbole de dérivée aux équations différentielles.

* 11 s’agit de trois conceptions dont une correcte. Les deux autres conceptions sont:

- les équations différentielles non linéaires se réduisent aux équations comportant une fonction trigonométrique
et/ou une puissance,

- une équation différentielle linéaire ne doit comporter que des variables indépendantes linéaires.

? 11 sagit de trois conceptions dont une correcte. Les deux autres conceptions se formulent ainsi :

- Pordre de la dérivée, qui se place en premier dans 1’équation différentielle, est I’ordre de cette équation
différentielle,

- le plus haut degré, soit des dérivées soit des puissances, détecté¢ dans une équation différentielle, est I’ordre de
cette équation.
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Les caractéristiques de I’enseignement de 1’objet équation différentielle décrites dans la partie C nous
ont conduit a changer les enjeux didactiques a propos du contenu et de la présentation d’une tache
relative a cet objet, ceci en vue de tester la viabilité de I’approche qualitative. Les productions des
¢tudiants nous ont montré qu’il est quasiment impossible d’amener ces étudiants a utiliser une autre

méthode que la méthode algébrique a laquelle ils sont fortement habitués.

L’examen de la question (3)
Compte tenu de ['importance attachée a la résolution algébrique des équations différentielles, les
étudiants seront-ils capables de résoudre des tdches semblables et d’appliquer correctement les

techniques algébriques étudiées dans l'institution mathématique ?

Nous répondrons a cette question en utilisant la trame suivante: résolution d’une équation

différentielle linéaire du 1% ordre et résolution d'une équation différentielle du 2™ ordre.

Résolution d’une équation différentielle linéaire du 1% ordre :

La répétition importante des mémes types de taches relativement a la résolution de ce type d’équations
différentielles n’assure pourtant pas, chez une grande partie des étudiants, une réussite absolue. En
effet les réponses obtenues mettent fortement 1’accent, chez une grande partie des étudiants, sur des

lacunes au niveau des calculs algébriques.

Résolution d’une équation différentielle linéaire du 2™ ordre :

Nous avons mis en évidence, le degré d’automatisme développé chez certains des étudiants lors de la
résolution de ce type d’équation différentielle. Leur réussite peut étre expliquée dans ce cas par leurs

capacités a mémoriser correctement les formes de fonctions solutions correspondantes.

L’examen de la question (4)
La prédominance de types de taches portant sur les calculs algébriques lors de I’étude d’une équation
différentielle, peut-elle conduire les étudiants a méconnaitre d’autres types de tdches relatifs aux

équations différentielles ?

Notre analyse montre bien qu’il n’est pas facile de faire saisir @ une partie importante des étudiants
que les attentes officielles peuvent aller au dela des études algorithmiques. Autrement dit il y a une
réelle difficulté a faire comprendre aux étudiants qu’on ne peut pas résumer tous les types de taches
relatifs a une équation différentielle par ceux de la résolution algébrique. La question 2 de 1’exercice 2
par exemple, montre qu’une partie importante les étudiants ayant ét€ soumis a ce test se sont contentés

de trouver la famille des fonctions solutions vérifiant 1’équation différentielle proposée.
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L’examen de la question (5)
Les etudiants sont-ils capables d’identifier correctement la représentation graphique d’une équation
différentielle dont la représentation symbolique est connue ? Si oui quels types de connaissances sont-

ils mobilisés ? Si non, quelles sont les difficultés que les étudiants rencontrent a ce propos ?

Dans la population testée, on a pu noter que les étudiants n’étaient pas assez a 1’aise pour réinvestir
leurs connaissances dans un probléme de changement de représentation d’une équation différentielle.
Il apparait qu’une partie importante des étudiants ont refusé de s'investir dans un tel probleme.

Un autre résultat qui mérite d’€tre évoqué est que les étudiants, ayant tenté d’identifier la
représentation graphique d’une équation différentielle, ont mobilisé quasi exclusivement la technique
algébrique. Ceci montre a nouveau 1’effet du contrat algébrique dans les pratiques des étudiants qui se

traduit par un blocage notable dans leurs raisonnements.

L’examen de la question (6)
L utilisation des mémes symboles algébriques en vue de représenter des équations différentielles est-

elle capable d’engendrer des effets notables dans les réponses des étudiants ?

Au cours de notre analyse nous avons tent¢ de répondre a cette question a deux niveaux : lors de
I’identification des équations différentielles (I’exercice 1), et lors de la résolution d’une équation
différentielle (Question 1 de I’exercice 3).

Les résultats obtenus au premier niveau montrent la tendance des étudiants a rester fideles a la
représentation algébrique des équations différentielles, voire a la généraliser par certains symboles
habituels. En effet la quasi-totalité des étudiants ont définis systématiquement les symboles x et ¢
comme des variables indépendantes. Compte tenu de la totale libert¢ de choisir n’importe quel
symbole pour la représentation algébrique d’une équation différentielle en mathématiques, cette
tendance se manifeste ainsi comme 1’effet du contrat algébrique.

Un autre résultat de notre analyse (analyse de la question 1 de I’exercice 3) se présente comme la
tendance des étudiants a changer les symboles lors de la résolution de I’équation différentielle

représentée d’une fagon inhabituelle.

L’examen de la question (7)
Quels sont les comportements des étudiants face a une tdche qui nécessite d’associer une équation

différentielle a une situation réelle, par exemple au fonctionnement d'un circuit électrique ?
Dans notre analyse des réponses a la question 2 de I’exercice 3 de ce test, nous avons observé qu’une

grande partie des étudiants, malgré leurs réponses correctes a la premiere question du méme exercice

ou ils ont trouvé la fonction solution de 1’équation différentielle, n’ont pas voulu envisager une telle
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tache. Ceci est sans doute I'un des résultats de I’enseignement en mathématiques qui a pratiquement

abandonné la tiche de modélisation.

Il nous reste a connaitre les caractéristiques des rapports des étudiants aux équations différentielles en

tant que modele. C’est 1’objet de notre prochain chapitre D2.
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Chapitre D, : Rapports des €tudiants aux "équations
différentielles" en tant que modcle

Introduction

L’objectif de ce chapitre est de caractériser les rapports personnels des étudiants aux équations
différentielles en tant que modele, en I’occurrence le modele associé aux circuits €lectriques. 11 s’agit
d’un modéle mathématique qui permet donc d’interpréter certains phénomenes physiques a I’aide des
symboles mathématiques. Ce modele permet d’avoir une vision globale sur 1’évolution des systemes
considérés et ainsi d’établir des relations entre les différents parameétres de ces derniers. La
méthodologie adoptée, est identique a celle présentée dans le chapitre précédent et se présente sous la
forme d’un test. Ce test comporte deux parties : une partie expérimentale et une partie théorique qui,
chacune, concernent un exercice. Pour préparer les contenus de ces deux parties nous nous sommes
appuyés, a la fois, sur les résultats de ’analyse des conditions de I’apparition de 1’objet équation
différentielle (Partie B) et sur les résultats du rapport institutionnel dégagés dans la Partie C. Notons

ci-dessous quatre constats liés a ces résultats et qui nous ont aidés a construire notre test :

C1: Notre analyse épistémologique (Chapitre B) nous permet de déduire que le concept
d’équation différentielle a émergé comme un outil et a pris le statut d’un modele mathématique.
A I’époque de la naissance des équations différentielles, pour résoudre les problémes posés en
géométrie et en mécanique, les scientifiques faisaient appel au calcul différentiel et, en
conséquence, au concept d’équation différentielle. La démarche qui fonctionnait a cette époque
avait les caractéristiques d’une démarche expérimentale. Cette démarche postule que
I’¢laboration d’un modéele correspond a la généralisation d’une propriété locale, par exemple :
"la sous-tangente d’une courbe est constante" ou "la vitesse verticale du systéme étant
constante...", au moyen du calcul différentiel en vue de connaitre la structure globale de la
courbe et du systéme considéré. Ceci montre que, contrairement a la démarche actuelle, cette
démarche historique nécessitait I’utilisation de méthodes analytiques et géométriques permettant
de dégager les étapes qui amenaient au modele associé au systéme. Ce constat épistémologique

nous conduit a nous poser la question suivante :
QI : Compte tenu des caractéristiques du travail de modélisation dans I’enseignement actuel,

serait-il possible de faire construire par ['apprenant le modele équation différentielle en

favorisant une démarche expéerimentale?
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C’est pour répondre a cette question que nous posons les questions 1 et 2 de ’exercice 1 du test

ci-dessous.

C2 : Notre analyse des caractéristiques du rapport institutionnel (en électrocinétique), réalisée
dans la Partie C de cette thése, nous a montré que dans I’enseignement actuel, le travail de
mod¢élisation associé a un circuit électrique passe généralement par trois étapes :

- la premiere étape, prise en charge par I’enseignant, consiste en la définition du systéme
a ’aide d’un schéma du montage,

- la deuxiéme étape est celle au cours de laquelle on cherche a établir 1’équation
différentielle représentant le circuit électrique étudié. Cette étape se réalise par
I’écriture des différences de potentiel — aux bornes de la bobine, aux bornes de la
résistance, etc. — et par ’application de la loi des mailles a ces grandeurs,

- enfin, la troisi¢me étape est celle qui porte sur le travail fait a partir du modéle construit
(par exemple recherche de la fonction temporelle représentant 1’évolution de ce
systéme).

Nous en déduisons que le travail de modélisation et ainsi le fonctionnement des équations
différentielles a été limité quasi exclusivement a certaines études algorithmiques et pratiques. A

ce propos nous nous posons les questions suivantes :

Q2 : les étudiants qui suivent ce type d’études sont-ils capables de reconnaitre différentes
conditions d’utilisation des équations différentielles ?
Pour répondre a cette question nous nous servirons des réponses obtenues a la Question 2 du

deuxiéme exercice du test.

C3 : La démarche de modélisation actuelle met exclusivement en évidence le fonctionnement
d’une vision algorithmique axée sur 1’utilisation des lois théoriques & propos de la construction

du modele. Ce constat nous a conduit a nous poser la question suivante :

03 : L'usage répété de cette déemarche dans l’enseignement actuel peut-t-il contribuer a assurer
un apprentissage adéquat a propos de cette déemarche? A quel moment les etudiants
développent-ils leurs automatismes a ce propos ?

La premiére question du deuxiéme exercice proposé¢ pourra nous permettre de relever les

¢léments de réponse a O4.
C4 : Nous avons constaté un déficit au niveau des tiches conduisant les étudiants a considérer

I’objet équations différentielles avec un statut de modele dans D’'institution physique. Cette

faiblesse nous a incité a nous poser la question suivante :
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04 : Les étudiants attribuent-ils a [’objet équation différentielle un statut différent de celui
donné dans [institution mathématique? Ou traitent-ils cet objet en fonction du statut qu’il a
dans linstitution mathématique ?

Deux questions du test proposé (Question 3 de I’exercice 1 Question 3 de I’exercice 2) nous

seront utiles pour répondre a cette cinquiéme question.

Analysons maintenant chacun des exercices du test en suivant la méme méthode d’analyse que dans le

chapitre précédent.

1. Les analyses de I’Exercice 1

1.1. Analyse a priori de I’exercice

1.1.1. Présentation de I’exercice

En vue d’apporter des éléments de réponse aux deux questions Q1 et Q4 se posées ci-dessus, nous
avons proposé un exercice s’inspirant d’un probléme épistémologique, proposé par Debaune au 17°™
siecle, époque a laquelle on a commencé a construire la théorie des équations différentielles. L’énoncé

de ce probléme était :
"Trouver une courbe y(x) pour laquelle en chaque point la section coupée par le normale et la
tangente sur I’axe des x soit toujours égale a une constante". (Debaune, 1638, représenté par
Wanner en 1988)

C’est autour de cette idée que nous avons proposé ce premier exercice qui comporte trois questions:
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Exercice 1 :

Enoncé :
On considére un circuit, représenté dans le schéma ci-dessous, comportant une résistance R, une
bobine d’inductance L et de résistance r. Initialement, I’intensité dans la bobine vaut .

On branche un oscilloscope aux bornes de la résistance pour visualiser la tension u.

i(t)

E_ Lr DR

La figure ci-dessous présente la courbe observable [3, qui décrit 1’évolution de la tension "uz" en

fonction du temps "¢ ", sur I’écran de 1’oscilloscope a I’instant ¢ = 0.

A (volt)

(to; (u(to))

o {(mS)

A (to)

On trace la tangente Tto en un point (¢ ; f{t,)) et on s’intéresse au paramétre (& (ty)) défini comme

la longueur de l'intervalle séparant I’instant ¢y du point d’intersection de Tto avec I’axe des temps.

Question 1 :
a. Quelle est la dimension du paramétre (@ (t,)) ? Justifier votre réponse.
b. Tracer des tangentes a la courbe en trois points et mesurer les différentes valeurs de (@ (to))

correspondantes? On s’intéressera ultérieurement a la valeur moyenne.

Question 2 : Noter que 1’équation de la tangente a une courbe quelconque en un point donné, par
exemple 7, est donnée par: f(¢)— f(¢,) = f'(¢,)(t —t,). Etablir 'équation différentielle
décrivant la courbe ci-dessus sachant que le paramétre "@" est constant (comme vous avez di le

constater a la question (1.5) ?

Question 3 : Préciser la nature de la solution de cette équation différentielle? Un étudiant propose
comme solution : f{z) = ¢ ¢* . Etes-vous d’accord ? Discuter votre réponse en utilisant tout ce que

vous connaissez sur ce phénomene et sur les équations différentielles.
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L’exercice proposé n’a pas pour objet d’introduire un nouveau concept mais de mettre en relation des
notions déja étudiées. En effet il s’agit plus précisément de faire mobiliser les compétences acquises
avec un point de vue mathématique dans un autre domaine, la Physique.

Etudions en détail chacune de ces questions :

1.1.2. Analyse a priori de la Question 1

1° Description des tiches

Cette premiere question de 1’exercice proposé, qui peut se présenter comme la premiere phase de
construction du mod¢le, nécessite de travailler sur certaines caractéristiques d’une propriété locale. En
effet elle concerne les deux tiches suivantes : recherche de la dimension du paramétre "€ " et
recherche de la valeur moyenne de ce parametre. Cet exercice est une activité préparatoire qui ameéne

les étudiants au modele mathématique du systéme proposé.

2° Résolution de la question et les réponses attendues

Dans une analyse détaillée, traitons les techniques nécessaires pour résoudre chacune des taches
proposées :

Il s’agit de deux techniques permettant d’exécuter une premiere tdche proposée :

= Technique graphique

Une premiére technique implique la lecture du graphe. Le paramétre &, définissant une longueur de
I’intervalle séparant I’instant #, du point d’intersection avec I’axe des temps peut étre mesuré sur ’axe
des abscisses. Une bonne lecture du graphique montre alors que ce paramétre a bien la dimension d’un

temps.

= Technique utilisée habituellement

Une deuxiéme technique nécessite de mobiliser des savoirs acquis en électrocinétique vérifiant qu’une
sous-tangente tracée a partir de I’origine d’une courbe représente le constante du temps -T- du systéme
¢tudié. L’association faite entre le paramétre @ et la constante de temps T permet de conclure que ce

parametre a la dimension d’un temps.

Compte tenu de la facilité de la technique graphique face a la deuxiéme, nous nous attendons a ce

qu’une grande partie des étudiants mobilisent la premiére technique.
La présentation de la deuxieme tdche proposée (tracé des tangentes pour déterminer la valeur moyenne

de paramétre @) et les caractéristiques de 1’enseignement actuel nous conduisent a décrire deux

techniques permettant I’accomplissement d’une telle tache:
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= Technique graphique

L’¢énoncé de I’exercice proposé indique une technique permettant d’accomplir cette tdche. Nous avons
fait le choix d’annoncer la technique nécessaire en vue de conduire les étudiants vers une démarche
expérimentale.

Cette technique nécessite de tracer trois tangentes au graphique £ comme ci-dessous (figure 9):

Au (volt)

X 8 \K »t(ms)

) 6 &

Figure 9: Tracés de trois tangentes a la courbe exponentielle donnée

Cette figure nous permet d’observer trois valeurs similaires, par exemple : 8= 0,90, 6=0,95, =0,85 a
partir desquelles il est possible de dégager la valeur moyenne du parametre recherché.

Suite & ce calcul numérique il est possible de caractériser cette valeur en énongant qu’elle doit étre
constante en chaque point de la courbe donnée. C’est en effet 1’'une des propriétés de la fonction

exponentielle.

= Technique utilisée habituellement

Cette deuxiéme technique nécessite d’associer le paramétre "@" a la constante du temps "t" du circuit
p p

: : L . :
¢lectrique. Cette constante de temps s’écrit: T = ——. Cette relation donne en effet le temps requis
T

pour que ug(t) atteigne une fraction de sa valeur initiale.

Conformément aux choix faits dans 1’énoncé de la tiche proposée, nous nous attendons a ce qu’une
grande majorité des étudiants mobilisent la premiere technique explicitée ci-dessus. Dans le cas
contraire, une mobilisation plus importante de la deuxiéme technique montrera I’effet du contrat

institutionnel.

- 156 -



Chapitre D,

1.1.3. Analyse a priori de la Question 2

1° Description de la tidche

Cette question représente la deuxiéme phase de la construction du modé¢le ; nous proposons ici aux
¢tudiants, de travailler sur I’équation de la tangente initialement tracée sur la courbe proposée pour
aboutir au modele cherché, c’est a dire pour arriver a I’équation différentielle de la courbe.

Il s’agit donc de relever les aptitudes des étudiants a passer du registre graphique (la courbe solution
d’une équation différentielle) au registre symbolique (I’équation différentielle elle-méme). Plus
particulierement nous visons a dégager les difficultés rencontrées lors du passage d’une représentation
a ’autre pour un méme circuit électrique. Cette étude, en effet, est la dernicre étape de la démarche

expérimentale qui améne I’étudiant au modéle mathématique du circuit.
p q

= Remarques sur la forme de 1’équation de la tangente

Les symboles utilisés dans 1’équation de la tangente proposée aux ¢étudiants avaient été choisis avec
beaucoup d’attention. A ce propos deux remarques sont a faire :

- La premicre est que les symboles utilisés (f{?), ) ne correspondent pas tout a fait aux
caractéristiques du graphique donné. Ceci n’est pas le fruit du hasard mais est dii a notre
volonté de connaitre la relation entre la courbe cherchée et I’équation différentielle (qui doit
étre proposée par I’étudiant), et ainsi de pouvoir repérer les difficultés éventuelles rencontrées
lors du changement du registre.

- La deuxiéme remarque est que 1’équation donnée pour la tangente est valable pour un seul
point (¢,). La tache de généraliser la relation proposée pour chaque point de la courbe a été
laissée a la charge des étudiants. Pour accomplir cette tache, il est indispensable de

caractériser le paramétre "@" comme constante.

2° Résolution de la question et réponses attendues
Compte tenu des conditions dans lesquelles a été posée cette deuxiéme question, nous ne détaillerons

ci-dessous qu’une seule technique de résolution:

L’équation de la tangente était donnée de la fagon suivante: f(¢)— f(¢,)=f"(t,)(—¢,). En
remplagant les valeurs observées sur le graphique donné, on trouve la relation suivante:
0= f(t)=1"(t,)0
dou g= (@)

1)

Sachant que le paramétre @ est constant en chaque point de la courbe, on peut en déduire la relation

suivante : @ = —m.
1@
Sur le graphique donné on peut contrdler que f{#) représente la tension aux bornes de la résistance -

u(t)- ; I’équation differentielle doit alors s’ecrire : 4'(¢) + éu(;) =0
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Nous nous attendons a ce qu’une grande majorité des étudiants utilisent cette technique.

Cependant en proposant de résoudre une tiche qui peut se résumer comme "la recherche de 1’équation
différentielle représentant un circuit RL" on peut, compte tenu des caractéristiques de 1’enseignement
actuel, s’attendre a rencontrer des réponses passant par 'unique technique disponible, chez les
¢tudiants, pour établir I’équation différentielle d’un circuit : I’application de la loi des mailles. Un tel

comportement témoignerait fortement des effets du contrat institutionnel.

1.1.4. Analyse a priori de la Question 3

1° Description de la tidche

Cette derniere question du premier exercice comporte deux taches : la premiere nécessite de trouver la
nature de la fonction solution de I’équation différentielle, la deuxiéme porte sur un systéme de contréle
permettant aux étudiants de vérifier la solution trouvée précédemment. Cette deuxiéme tache propose
en effet aux étudiants de travailler sur une réponse fausse donnée a la premicre tache. Le but essentiel
est de connaitre le degré de mobilisation des différents savoirs et les relations possibles entre ces
savoirs mais aussi de discerner si les symboles mathématiques ayant une origine physique concréte
possedent réellement du sens pour les étudiants.

L’objectif visé par I’ensemble de cette question est de connaitre les aptitudes des étudiants & mobiliser

telle ou telle technique en vue de répondre aux taches proposées.

2° Exécution des tdches proposées et réponses attendues
L’¢tude faite au niveau des rapports institutionnels des étudiants nous permet de ne décrire qu’une

seule technique pour résoudre correctement la premiére tache proposée dans cette question :

Cette technique nécessite de résoudre algébriquement 1’équation différentielle précédemment trouvée.

L’application d’une telle technique permet de déduire que la fonction solution de cette derniére est de

1,
laforme:S0 :{zDD ~ Be ? /BDD}

Prenant en compte les caractéristiques des rapports institutionnels des étudiants, nous faisons

I’hypothése que tous les étudiants mobilisent cette unique technique.

Deux techniques nous paraissent possibles pour exécuter la deuxieme tache proposée :

= Technique a caractére physique

Cette technique nécessite de se questionner sur la représentation physique de chaque symbole de la
fonction proposée ( f(¢) = te? ). Examinons cette fonction a travers les dimensions physiques de
chaque symbole : [Volf]= [temps]. ") liemes]

Ceci permet de conclure immédiatement qu’une telle fonction ne peut pas étre la solution de
I’équation différentielle ; physiquement, elle ne peut pas exister :

> les dimensions de deux cotés de 1’égalité ne sont pas les mémes,
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> Pargument de la fonction exponentielle ne peut avoir de dimension.

= Techniques a caractére mathématique

Deux groupes des techniques se classent dans cette catégorie :

— Un premier groupe de techniques est associé aux différents registres sémiotiques et s’ intéresse a la
congruence entre la solution proposée et la courbe donnée. Nous avons défini ainsi trois techniques:

> La premiere passe par le calcul de la limite de la fonction et la comparaison du résultat obtenu
avec le graphique proposé: f(t) =te®, f(r)=+o car e'” = +oo. Par comparaison avec la

I
courbe donnée, qui tend vers 0 quand ¢ tend vers I'infini, il est facile de déduire que cette
fonction ne peut pas étre solution de 1’équation différentielle étudiée.

> La deuxieéme nécessite de comparer la fonction proposée a la courbe initiale : on observe que
la fonction proposée est une fonction exponentielle ayant un signe positif. Ceci indique que la
courbe représentative de cette fonction doit étre croissante ; or le graphique donné représente
une courbe décroissante. On en déduit que la fonction proposée ne peut pas étre solution de
cette équation différentielle.

> La troisieme implique de calculer certaines valeurs de la fonction proposée et de les comparer
a celles de la courbe en question : Calculons tout simplement la valeur de la fonction pour
t=0:ft=0)=0
Sur le graphique proposé on trouve une ordonnée égale a 5 pour ¢ = 0. Cette comparaison
montre explicitement que la fonction proposée ne peut pas étre solution d’une telle équation

différentielle.

— Le deuxieme groupe de techmiques a caractére mathématique se formule dans le registre
symbolique.
> Une premicre technique nécessite de résoudre I’équation différentielle en question et de

comparer la fonction solution trouvée a celle proposée : La solution exacte de 1’équation

t

différentielle du systéme doit étre sous la forme suivante : u(¢) = B.e ¢. La comparaison faite
entre la solution proposée et la solution exacte met en évidence certaines différences :
- la solution proposée contient un "¢" a la place de la constante d’intégration,
- Pargument de ’exponentielle est le produit de "t et 8" alors qu’il devrait en étre le
quotient,

- D’exponentielle a un signe positif or, dans la solution correcte il y a un signe négatif.
> Une deuxiéme technique passe par la substitution de la solution proposée dans I’équation

différentielle :

L’¢quation différentielle était sous la forme 4'(¢) + %,u(z) =0 ou f'()+ é f()=0

- 159 -



Chapitre D,

En injectant la fonction proposée dans 1’équation différentielle on trouve la relation suivante :

e’ +l‘ef9 # 0. Cette derniére relation montre explicitement que la solution proposée ne

vérifie pas I’équation différentielle : elle ne peut donc pas étre la solution de cette dernicre.

Les analyses faites précédemment (Partie C) nous conduisent & penser qu’une grande partie des

¢tudiants mobiliseront des techniques a caractére mathématique.

1.2. Analyse a posteriori de I’exercice
1.2.1. Analyse a posteriori de la Question 1

a. Résultats globaux

Cette premicre phase de la construction du mod¢le était structurée en deux étapes : La recherche de la
dimension du paramétre "€ " qui représente une sous tangente tracée initialement sur le graphique
donné, et la recherche de la valeur moyenne de ce parametre. Le tableau 18 ci-dessous résume ainsi les

réponses des étudiants selon les techniques appliquées lors de la résolution de deux taches proposées :

Taches proposées Techniques mobilisées Effectif / Réussite
Recherche de la dimension de " 8" Technique graphique 37/24
Technique habituelle' 6/6
Recherche de la valeur de "6" Technique graphique 45/ 12
Technique habituelle’ 0

Tableau 18 : Présentation des réponses des étudiants selon les techniques mobilisées

La comparaison entre le taux de mobilisation de la technique graphique et de celui de la technique
habituelle révele naturellement que pour une grande majorité des étudiants la technique graphique est

la plus accessible.

b. Interprétation des réponses des étudiants
En gardant la méthode d’analyse intégrée dans le chapitre précédent (Chapitre D;), nous analysons les
réponses obtenues en fonction des techniques mobilisées par les étudiants lors de I’accomplissement

de chacune des taches proposées :

"Il s’agit d’une technique fréquemment utilisée dans I’enseignement et qui mobilise des savoirs acquis en
électrocinétique (cf. paragraphe 1.1.2 de chapitre D,)

* 11 s’agit d’une technique qui associe le paramétre "@ " au constant du temps "t" du circuit électrique (cf.
paragraphe 1.1.2 de chapitre D,)
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1° Réponses données a la tiche qui porte sur la recherche de la dimension du paramétre "0’

= Les études réalisées en fonction de la technique graphique

L’ensemble des réponses des étudiants confirme que le recours au graphique pour accomplir la tache
proposée est utilisé par les trois quarts des étudiants. Une grande partie de ces étudiants (24 sur 37) ont

fourni la réponse correcte en raisonnant de la fagon suivante :
"Gty) est un temps, en effet, il correspond a la longueur d’un intervalle situé sur 1’axe des temps".
(Aurélie, E38)

Les réponses données par les autres étudiants (13), indiquent une confusion entre le concept de

dimension et celui d’unité. Voici un exemple de cette confusion:

"@ty) est en ms car il s’agit d’une différence entre deux temps". (Hugo, E23)

= Les ¢études réalisées a I’aide de la technique habituelle
Pour donner une idée des réponses données a I’aide de cette technique, nous citons un exemple ci-

dessous:
"Le parametre @¢,) est un temps, car c’est le temps caractéristique mis par le circuit R, L pour se
décharger". (Romain, E32).

Ce type de réponses étant fourni par 6 étudiants (sur 43) indique que le temps caractéristique d’un
circuit électrique mesuré a I’aide d’une tangente tracée sur une courbe exponentielle est une situation
de référence qui sert de critére d’identification. Dans les rapports personnels, I’effet du contrat est
clairement identifi¢ : la sous-tangente tracée en un point précis, sur une courbe exponentielle
représentant I’évolution d’un paramétre du systeme, désigne toujours le temps caractéristique de ce
systéme.

4 ¢étudiants sur 6 ont donné des réponses, mobilisant leurs savoirs antérieurs, sans entrer dans les
détails. 2 autres étudiants ont tenté de justifier la réponse donnée en faisant référence aux dimensions
des composants du circuit (R, », L) avec lesquels le paramétre & est exprimé. L’un de ces étudiants,
méme s’il a commis une erreur en faisant appel au temps caractéristique défini pour un circuit RLC, a
pu démontrer que la dimension de ce paramétre était un temps. Ce comportement traduit que, pour cet

¢tudiant, le temps caractéristique a une seule forme, indépendamment du circuit étudié: T=R.C

2° Réponses obtenues a la tiche de recherche de la valeur moyenne du paramétre "6"

Le fait d’annoncer explicitement la technique d’exécution de la tache proposée, améne tous les
¢tudiants ayant répondu a cette question a utiliser cette technique. Il n’existe cependant que douze
¢tudiants ayant tenté de trouver la valeur moyenne de ce paramétre ; six de ceux-ci ont réussi a
identifier ce paramétre a une constante. Les autres étudiants se sont contentés de tracer les trois

tangentes a la courbe et de donner les valeurs des sous-tangentes mesurées.
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Nous constatons qu’une grande majorit¢ de ces étudiants ont tracé correctement les tangentes
demandées et ont trouvé ainsi des valeurs trés proches qui permettent de répondre a la question. Citons
un exemple qui explique ce propos :

"G (t,) = 4,75.1 =095
5

6 (1) =4,75.1 =095
5

6; (1) = 4,75. 1 = 0,95" (Hugo, E23)
5

Bien que E23 ait réussi a identifier plusieurs fois la méme valeur des sous-tangentes tracées, il ne
pense pas a en déduire que ce paramétre doit €tre constant en chaque point de la courbe en question.
Peut-étre est-ce dii a I’habitude de travailler souvent sur des taches précises qui ne nécessitent pas de

se questionner sur le résultat obtenu.

1.2.2. Analyse a posteriori de la Question 2

a. Résultats globaux

Dans notre analyse a priori, compte tenu des caractéristiques de la question posée qui vise a faire
établir 1’équation différentielle décrivant le circuit proposé a partir d’'une démarche expérimentale,
nous avons mentionnée une technique, notée technique graphique, comme 'unique technique capable
de résoudre cette question. Nous constatons néanmoins que certains étudiants adoptent, lors de la
résolution de cette question, une démarche théorique, la seule en fait qui fonctionne dans
I’enseignement actuel, et mobilisent ainsi une autre technique qui passe par 1’application de la loi des
mailles, notée technique habituelle. Le tableau 19, ci-dessous, présente la répartition des réponses des

¢tudiants selon ces deux techniques:

Techniques associées Effectif / Réussite
Technique graphique 24/2
Technique habituelle 10/0

Tableau 19 : Répartition générale des réponses obtenues selon les techniques mobilisées

Notons tout d’abord le taux important d’absence de réponse a la question posée (un tiers des
étudiants : 16 sur 50).

Ce tableau montre en outre I’échec observé chez une grande partie d’étudiants dans I’établissement de
I’équation différentielle par une démarche expérimentale. Ces résultats peuvent sans doute étre

expliqués en partie par la confrontation a une tache inhabituelle.
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b. Interprétation des réponses

Interprétons a présent les réponses des étudiants en les regroupant selon la technique utilisée:

= Ftudes réalisées par la technique graphique :
Exploitons tout d’abord les différents types d’équations algébriques proposées par les étudiants

comme I’équation différentielle recherchée en vue de représenter la courbe proposée (tableau 20).

Les équations 120 J%f([) =0 | £'(t,) +éf(zo) =0 | f'(t,) +éf(zo) =y

proposées

Effectif 2 14 8

Tableau 20 : Différents types d’équations algébriques proposées par les étudiants

Nous constatons que la quasi-totalit¢ du public ayant utilisé cette technique confond 1’équation
différentielle de la courbe avec 1’équation écrite en un seul point de cette courbe: 22 étudiants
utilisent, trés scrupuleusement, 1’équation de la tangente donnée et obtiennent une équation de la droite
tangente valable pour un point donné. Cela nous montre que ces étudiants n’éprouvent pas de
difficultés dans I’utilisation des propriétés ¢lémentaires de la géométrie analytique mais qu’ils ont des
difficultés notables a propos de la généralisation de 1’équation écrite en un point de la courbe.

On constate en outre qu’aucun étudiant ne fait référence a 1’origine de la fonction donnée qui
représente la tension aux bornes de la résistance. Ceci est un résultat sans doute explicable par
I’utilisation exclusive du symbole "f" a la place de "uz" et montre que les étudiants réalisent une étude

trés superficielle en se contentant de modifier certains éléments de 1’équation de la tangente.

En ce qui concerne le test de validité du modele, on peut noter que les réponses données sont en
majorité non-pertinentes : une petite minorité (2 sur les 24 ayant employé une technique graphique)
aboutit au résultat correct en remarquant que le paramétre "@ " est constant en chaque point de la
courbe tandis que les autres étudiants proposent une équation ponctuelle (22 sur 24). Citons un

exemple représentatif :

Y=Lt _y=1(t,)

uO ' -
ne ) =2 5
Ory=0
Donc g = —M
S ()

L’équation différentielle décrivant la courbe ci-dessus :

Ona ¢ (1)) =~ f(1,)
= f'(t,) +éf(zo) = (" (Amandine, E40)

Il s’avere que les copies fournissant ce type de réponses (qui montre une incohérence entre les deux

représentations d’un méme circuit - représentation graphique et représentation algébrique-) mettent
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ainsi en évidence une incompréhension du concept d’équation différentielle. En effet, pour ces
¢tudiants, toute relation entre une fonction et ses dérivées est une équation différentielle méme si cette
relation n’est valable qu’en un seul point.

En plus de cette incohérence, dans certaines copies (8 sur 22) on observe des équations algébriques
avec un second membre, tel que y, qui représente probablement un générateur de tension. Ceci
manifeste une conception selon laquelle un circuit électrique qui posséde un courant doit posséder
aussi un générateur de tension. Nous pouvons vérifier I’existence de cette conception a 1’aide des

réponses données par les mémes étudiants a 1’exercice 2 du test proposé.

= Les études réalisées selon la technique habituelle

Malgré les indications de I’énoncé conduisant les étudiants a utiliser la technique graphique, dix
¢tudiants ont choisi la technique habituelle. Ce comportement met fortement 1’accent sur I’effet du
contrat institutionnel chez ces étudiants.

Pour mieux analyser ce type d’études nous présentons ci-dessous le tableau 21 qui rassemble les

différents types d’équations différentielles proposées par les étudiants:

. ' R " R
Equations i(t) +—i(t)=0 ity +—i(t)=E
proposées L L

Effectif 9 !

Tableau 21 : Différents types d’équations différentielles proposées par les étudiants

Notons que les réponses obtenues montrent explicitement 1’incohérence entre la courbe cherchée et les
équations différentielles proposées. En effet cette courbe représente 1’évolution de la tension aux
bornes de la résistance, tandis que les équations différentielles proposées se centrent sur le courant
électrique qui traverse le circuit. Il est fort possible que le choix de la fonction i(?) soit lié
naturellement aux pratiques de I’enseignement actuel ou les étudiants rencontrent le plus souvent des
¢équations différentielles décrivant I’évolution de la charge ou du courant électrique. Ce comportement
montre ’automatisme développé par ces étudiants a propos 1’établissement de I’équation différentielle
d’un circuit €lectrique.

A part cette incohérence, nous avons observé que ['une des réponses fournies signale 1’existence de la
méme conception, qui vérifie que ’existence du courant électrique dans un circuit nécessite toujours
I’existence d’un générateur, observée chez huit étudiants ayant mobilisé la technique graphique pour
décrire 1’équation différentielle cherchée. Ceci peut étre reli€é aux habitudes acquises dans
I’enseignement actuel ou les étudiants travaillent le plus souvent sur les circuits qui possédent un

générateur de tension. Autrement dit ceci montre & nouveau I’effet du contrat institutionnel.
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1.2.3. Analyse a posteriori de la Question 3

a. Résultats globaux

Rappelons que cette question comporte les deux taches suivantes : "Trouver la nature de la fonction
solution de I’équation différentielle trouvée a la question précédente" et "Vérifier si la fonction
proposée est la solution de cette équation différentielle”. Résumons les réponses des étudiants

obtenues pour ces deux taches selon les techniques définies dans notre analyse a priori (tableau 21):

Taches proposées Technique associée Effectif

Trouver la nature de la fonction Technique algébrique 26
solution de I’équation différentielle

Technique a caractére 4
L . . . hysi
Vérifier si la fonction proposée est la physique
solution de 1’équation différentielle Technique a caractére 13
mathématique

Tableau 21 : Représentation des réponses des étudiants données aux deux taches proposées

Il convient tout d’abord de signaler le nombre important d’absences de réponse : seulement la moitié¢
des étudiants ont tenté d’exécuter la premicre tdche proposée et seulement dix-sept, la deuxieme. Il est
fort possible que ceci s’explique par les études réalisées lors de la résolution de la question précédente.

Détaillons ce propos dans le paragraphe suivant.

b. Interprétation des réponses

En faisant référence a la méthode d’analyse employée précédemment, interprétons ci-dessous les

réponses données a chacune des taches proposées :

1° Réponses obtenues a la premiére tiche : recherche de la solution de ’équation différentielle
Nous avons observé dans ’analyse de la question précédente (Question 2) que seulement deux
¢tudiants ont trouvé une équation différentielle correcte pour la courbe proposée. Les autres étudiants
ont proposé soit une équation algébrique valable en un seul point, soit une équation différentielle qui
représente 1’évolution de la charge au cours du temps, a travers des pratiques acquises sans se référer a
la courbe proposée.

Dans cette analyse, nous nous focalisons particulierement sur la mise en oeuvre de 1'unique technique
disponible et sur la cohérence entre les réponses données a cette tiche (proposition d’une fonction
solution) et les réponses données a la tdche de la question précédente (proposition de 1’équation

différentielle correspondant a la courbe) par chacun des étudiants.
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En tenant compte des différents types d’équations proposées a la question précédente, on peut
remarquer que les réponses données a cette tAche par une proportion importante des étudiants (20 sur
26) sont conformes aux réponses données précédemment. Autrement dit la fonction solution proposée

par les étudiants vérifie les équations algébriques proposées par eux-mémes.

Les réponses données par les autres étudiants (6 sur 26) ne sont pas cohérentes avec les réponses
données a la question précédente : 5 étudiants parmi ceux qui avaient proposé une équation ponctuelle
(pour un temps donné #;) a la question précédente, ont proposé une solution générale dépendant d’une
variable ¢. Il y a incompatibilité entre ces deux propositions. Comment en effet, une fonction peut-elle
étre écrite a 1’aide d’une variable ¢, si elle est la solution d’une équation seulement valable a un temps

fixé ¢, 7 L extrait suivant, emprunté a E3, illustre cette incohérence observée dans plusieurs réponses:

S 1

£t 6,
-1

Il 00| = = 10+ €

fy

O¢, 01 CI f(t,)=Ce ®

f(= Ce ® "(Sarah, E3)

Méme si cette contradiction signifie qu’il y a incohérence entre les deux expressions algébriques, le
travail de Sarah montre que ces étudiants sont capables de reconnaitre qu’une relation ponctuelle ne

peut pas étre la solution d’une équation différentielle quelconque.

Un seul étudiant (Mathieu, E22) a commis une erreur en ignorant la constante d’intégration dans la
solution fonction proposée. Cette erreur peut étre la conséquence d’un simple oubli ou de difficultés

rencontrées dans I’application de la technique de résolution algébrique des équations différentielles.

D’une fagon générale, a part la proposition des équations valables en un seul point #,, les réponses
obtenues chez une grande partie des étudiants montrent en effet la réussite dans ’application de la
technique de résolution algébrique des équations différentielles linéaires du premier ordre sans second

membre.

2° Réponses obtenues a la deuxiéme tiche : travail sur une proposition de fonction solution
En mettant les étudiants face a une tache inhabituelle (travail sur une solution proposée), nous voulons
identifier les connaissances mobilisables par ces étudiants sur le circuit proposé d’une part, et sur le

concept équation différentielle d’autre part.
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Analysons maintenant les réponses des ¢tudiants en fonction de la technique mobilisée en vue

d’accomplir la tache proposée :

= Etudes réalisées a 1’aide de la technique a caractere physique
Un certain nombre d’étudiants (4 sur 17) ont examiné la solution proposée en prenant en compte les
dimensions des symboles utilisés et en associant ces derniers & certains éléments du circuit étudié.

Citons un exemple de ce type de réponses :

"Non. C — Tension initiale et # — temps. Ici de plus si Gest un temps ¢ donne un temps au carré.

On doit obtenir une tension d’ott - — sans dimension et C une tension initiale". (Romain, E20)

Méme si tous ces étudiants n’ont pas effectué une analyse dimensionnelle comme nous 1’avons prévu
dans notre analyse a priori, leurs études montrent qu’ils se sont interrogés sur cet aspect de la

Physique.

=> Etudes réalisées a 1’aide des techniques a caractére mathématique

Nous avons constaté qu’au total 13 étudiants se sont placés dans le cadre mathématique lors de
I’exécution de la tiche proposée, ce qui nécessitait de vérifier si la fonction proposée était la solution
de I’équation différentielle correspondant a la courbe cherchée. Pour mieux analyser toutes les
réponses obtenues nous avons classé ces étudiants en deux groupes, selon les techniques mobilisées:
un premier groupe englobe huit étudiants ayant mobilisé des techniques qui nécessitent de travailler en
fonction de deux registres, algébrique et graphique. Un deuxiéme groupe concerne cing étudiants qui
ont utilisé les techniques fonctionnant dans un seul registre, algébrique. Détaillons ainsi ci-dessous les

réponses de tous les étudiants :

Groupe 1
Une partie de ces étudiants (5 sur 8) a comparé la fonction proposée a la courbe donnée. L’exemple
suivant montre explicitement les caractéristiques de ce type de réponses :

. o . 1 .
"Dans la question précédente, on avait u'(x) = Ou(x) avec (g = —5), la solution est donc une

exponentielle dont le facteur est négatif car elle est décroissante. Or dans la solution proposée, le

facteur de e est positif". (Nicolas, E10)

Pour ces cing étudiants il est évident qu’une fonction exponentielle ayant un facteur positif correspond
a une courbe croissante or la solution de 1’équation différentielle en question doit représenter une
courbe décroissante. Cette remarque amene ces étudiants a une réponse finale correcte.

Deux autres étudiants (2 sur 8) ont calculé la valeur limite de la fonction proposée et I’ont comparée
ensuite a la valeur observée sur la courbe.

Un seul étudiant s’est focalisé sur les valeurs des certains points de la fonction proposée. Cette
technique lui a permis d’aboutir a une réponse correcte en comparant les valeurs trouvées a celles de la

courbe proposée.
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Groupe 2

Ce deuxieme groupe d’étudiants (5 sur 13) ont réalisé des études algébriques tantdt en remplagant la
fonction proposée dans 1’équation trouvée, tantét en la comparant a la réponse trouvée a l’item
précédent. L’exemple suivant illustre ce type des réponses :

" Sur le plan purement algébrique, la solution proposée est fausse

Sifiy) =1, f®) =10 ()
Et 8f'(1) + f(t) = t &¥ (1+ 6%) # 0" (Isaac, E2)

Ce type d’étude permet d’observer que la fonction proposée ne vérifie pas I’équation différentielle et

ainsi d’en déduire qu’elle ne peut pas étre solution de 1’équation différentielle du systéme.

Le choix fait par les étudiants ayant fourni une étude mathématique, montre que le concept d’équation
différentielle et sa solution restent toujours dans le cadre mathématique méme s’ils représentent un

systéme réel, ou un phénomene physique ou ils devraient gagner des dimensions et du sens.

! Cet étape témoigne que E2 a commis des erreurs
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2. Les analyses de I’Exercice 2

2.1. Analyse a priori de I’exercice

2.1.1. Présentation de I’exercice

Le deuxiéme exercice de ce test a pour objectif d’apporter des éléments de réponses a trois des
questions proposées au début de ce chapitre.
Q2 : Les étudiants qui suivent ce type d’études (qui limite le domaine d’utilisation des équations
différentielles a certaines études algorithmiques) sont-ils capables de reconnaitre des
conditions d’utilisation des équations différentielles ?
03 : L'usage répété de cette déemarche dans l’enseignement actuel peut-t-il contribuer a assurer
un apprentissage adéquat a propos de cette démarche ? A quel moment les étudiants
développent-ils leurs automatismes a ce propos ?
04 : Les étudiants attribuent-ils a [’objet équation différentielle un statut, différent de celui
donné dans [institution mathématique? Ou traitent-ils cet objet en fonction du statut qu’il a

dans linstitution mathématique ?

En prenant en compte les caractéristiques de I’enseignement actuel, nous avons proposé 1’exercice
suivant.

Exercice 2 :

On travaille toujours avec le méme circuit (rappel ci-dessous) :
Enoncé :
On considére un circuit, représenté dans le schéma ci-dessous, comportant une résistance R, une

bobine d’inductance L et de résistance r. Initialement, I’intensité dans la bobine vaut .

i(t)

E_ L DR

Question 1 : Etablir I’équation algébrique qui représente le circuit ci-dessus a ’instant ¢z a partir
des lois de 1’électrocinétique ? Justifier chaque étape de votre raisonnement.

Question 2 : En déduire la signification du paramétre € évoqué dans I’exercice 1 (I’étude
expérimentale) et vérifier sa dimension.

Question 3 : Trouver I’évolution du courant qui traverse la bobine au cours du temps? Justifier
votre réponse ?

Question 4 : La tension existant aux bornes de la résistance peut-elle s’annuler en un temps fini ?

Pourquoi ?
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2.1.2. Analyse a priori de la Question 1

1° Description de la tidche

11 s’agit d’une tache familiére aux étudiants des la classe de terminale qui nécessite d’établir I’équation
différentielle d’un circuit a étudier. En proposant une telle tdche nous cherchons & connaitre les
pratiques des étudiants a propos de ’application de 1'unique technique de modélisation des circuits
¢lectriques utilisée dans I’enseignement actuel. Plus particuliérement, nous voulons savoir si les
¢tudiants mettent en ceuvre cette technique d’une fagon automatique ou si, connaissant les choix faits
lors d’une telle modélisation, ils arrivent a expliciter leurs raisonnements.

La proposition d’une telle tiche familiere aux étudiants ne permet pas de tester correctement
’utilisation des équations différentielles en Physique. Ce qui est intéressant, dans notre cas, c’est de
repérer les justifications qui accompagnent la résolution. Méme si 1’absence de justification n’apporte
pas d’éléments nouveaux, les réponses non justifiées sont nécessaires pour faire une comparaison entre
les réponses données par les étudiants a deux questions (Question 2 de I’Exercice 1 et cette question)
qui conduisent les étudiants chaque fois a trouver I’équation différentielle du méme circuit électrique.
Ces deux questions font référence respectivement a la démarche expérimentale et a la démarche

théorique du travail de construction du modele mathématique.

2° Exécution de la tdche et réponses attendues

Une seule technique mobilisée généralement dans 1’enseignement actuel, permet d’accomplir la tache
proposée. Cette technique est mise en oeuvre de la fagon suivante :

Dans un premier temps, pour trouver 1’équation différentielle du circuit on fait appel a la loi des
mailles de 1’¢électrocinétique qui énonce que la somme algébrique des variations de potentiel le long
de toute maille d’un circuit fermé est nulle.

Cela implique que la somme des différences de potentiel le long de la boucle compléte d’un circuit
égale a zéro : Zun =0

autour d'un
bouucle quelconque

Rappelons le circuit proposé (voir figure 10):

i(t)
E_ Lr |:|R
—{ 1
R,
Figure 10

L’application de la loi des mailles a ce circuit permet d’écrire la relation suivante : u,+ ug =0

Dans un deuxieme temps, il faut trouver 1’expression de la différence de potentiel a chaque instant

aux bornes de la bobine et aux bornes de la résistance:
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La loi de Lenz-Faraday donne la relation entre la force électromotrice d’induction e et la variation de

I’intensité ﬂ 1 e=-L. ﬂ
dt dt
A > r B
) i(t@ :l

Figure 11
Une bobine (4B) siege d’une force électromotrice d’induction est équivalente a 1’association série

d’un générateur de tension f.e.m algébrique e et d’une résistance r (voir figure 11). Alors :

Uy, = —L%(z) —-ri(fyoubien y =y, = L%(z) +7.i(t)

D’autre part, la loi d’Ohm permet d’écrire la différence de potentiel aux bornes de la résistance en
fonction de R et de i(?) (u, = Ri(t)).

Dans la maille constituée par le circuit fermé, on a la relation globale :

di(t)

u, +u, =ri(t)+L7+Ri(t) =0

D’ou L% +(R+Pi(t)=0

Nous nous attendons a ce qu’une grande majorité d’étudiants se contentent de présenter I’équation

différentielle sans justifier 1’étude réalisée.

2.1.3. Analyse a priori de la Question 2

1° Description de la tiche

Rappelons que 1’analyse des manuels et des polycopiés, nous a montré que le domaine d’utilisation
des équations différentielles est limité, délibérément en physique. En effet cette limitation se manifeste
par I’étude de certains types de taches qui nécessitent exclusivement d’établir 1’équation différentielle
d’un circuit électrique et la recherche de la fonction solution de cette derniére. Nous avons proposé
une tache inhabituelle qui favorise 'utilisation de deux équations différentielles trouvées, a partir de
deux démarches : démarche expérimentale et démarche théorique, dans les deux exercices du test. Plus
particuliérement nous avons proposée aux étudiants de trouver la signification du paramétre & en
fonction des différents composants du circuit étudié. Par cette tdche nous visons a connaitre leurs

aptitudes a saisir le domaine d’utilisation du concept d’équation différentielle.
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2° Résolution de la tiche et réponses attendues
Deux techniques analogues permettent de répondre a la question :
= Une premiére technique (Technique 1) consiste a comparer les deux équations différentielles

associées au méme circuit électrique. Cette technique est décrite ci-dessous:

%(t)+éu(t) =0(E])

di R+r
—(0)+ i(t) = 0(£2)

1 t( )+ i)

Pour que les deux équations différentielles soient comparables, elles doivent étre de la méme origine.

Ainsi en utilisant la loi d’ohm qui permet de décrire i(z) en fonction de u(?), tel que i(¢2) = u(t)/R on

peut écrire la deuxiéme équation différentielle sous la forme : % )+ RZ ! u(t) = 0(E2)
t
D’ou @= L .
R+vr
[volt][temps]
On cherche la dimension de 8: 8 = —27P¢¢  — [temps]
[volt]
[ampere]

= La deuxieme technique (Technique 2) nécessite de comparer les deux fonctions solutions de deux

équations différentielles du circuit en question :

> La fonction solution de I’équation différentielle suivante : %(;)+$u(¢) =0, doit étre sous la
t

_L _t
forme: u(t) = Ae ? ou u(t) =u,.e ¢ (S1)

> Et la fonction solution de 1’équation différentielle, du type %(;) + RZ r i(t) = 0, doit s’€crire de la
t
t

_t _L
maniere suivante : i(¢) = B.e %ou i(t) =i,.e ¢ (52)
En faisant appel a la loi d’ohm qui permet de relier les deux équations mathématiquement identiques,

on identifie le parametre : g = . On peut vérifier que la dimension de ce parameétre est un temps.

R+r

Le fait de faire appel a ces techniques atteste en effet de la capacité de I’étudiant & fonctionner dans
des situations qui nécessitent implicitement d’utiliser notre objet d’étude. Ainsi nous attendons des
réponses relatives a ces deux techniques vues ci-dessus.

Cependant nous nous attendons aussi a ce que 1’étudiant ait recours aux savoirs antérieurs qui lui
permettent d’associer ce paramétre au temps caractéristique du circuit ; il en résulte que le paramétre 8

R+r S - ilje
. Comme la dimension de ce dernier est familiére aux

peut s’écrire de la maniére suivante : 7 =

¢tudiants, cette relation ainsi vérifie que la dimension de paramétre dest un temps.
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2.1.4. Analyse a priori de la Question 3

1° Description de la tidche

A premiére vue, cette question est construite autour d’une tache classique que rencontrent trés souvent
les étudiants. Néanmoins, contrairement au questionnement habituel, nous ne demandons pas
I’évolution du courant qui traverse le circuit mais celui qui traverse la bobine. Cette nouvelle
présentation de ce type de tiche amene les étudiants a se remémorer que dans un circuit en série le
courant doit étre le méme dans chaque composant.

La recherche de la solution de I’équation différentielle permet d’observer la compétence technique de
I’étudiant fonctionnant dans un registre donné, c’est a dire son aptitude a passer d’une relation

algébrique a une autre relation représentant le méme systeme électrique.

2° Résolution de la tiche et réponses attendues
Deux techniques permettent de réaliser la tache proposée :
= Technique analogique

La solution de I’équation différentielle trouvée précédemment (Question 3 de I’Exercice 1) se
t

présentait de la fagon suivante : u(¢) =u,.e ?.

En faisant appel a la loi des mailles, il est possible de trouver 1’évolution de i(?) : i(¢) = io.e_g ou
L

i(t) =iye &

= Technique algébrique
R+r
L
_(R+r)
facilement que la fonction solution doit étre sous la forme suivante : i(r)=4e ¢ (ouAlO). Pour

En résolvant algébriquement 1’équation différentielle du type: %(z)+ i(t)y=0, on trouve
t

résoudre complétement 1’équation différentielle en question, cherchons la valeur de la constante 4 en

faisant appel aux conditions initiales implicitement données dans I’énoncé: i(t = 0) = io d’ou 4 = i.
_(R+r)t
Et finalement j(r) =i e *

Notons que, dans cette activité, les étudiants ayant résolu 1’équation différentielle intervenant dans
I’exercice précédent ne doivent pas résoudre a nouveau cette équation différentielle. Il est possible en
effet de trouver I’évolution du courant passant dans la bobine en mobilisant ainsi la premicre
technique illustrée ci-dessus. Mais nous nous attendons a ce qu’une grande partie des étudiants, suite

aux habitudes acquises dans I’enseignement actuel, mobilisent la deuxiéme technique algébrique.
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2.1.5. Analyse a priori de la Question 4

1° Description de tiche

Afin de connaitre les raisonnements des étudiants a propos d’une relation mathématique représentant
I’évolution d’un systéme (I’évolution de la tension aux bornes de la résistance), nous leur demandons
de commenter le devenir de ce systéme. Au travers de cette activité nous souhaitons tester la capacité
des étudiants a relier les données théoriques aux données expérimentales et a mobiliser des

connaissances du champ des mathématiques ou de la physique.

2° Résolution de la tiche et réponses attendues

Nous détaillons ci-dessous deux techniques permettant de réaliser cette tache. Une premiere s’appuie
sur les principes mathématiques, la deuxiéme sur des principes physiques :

= La technique a caractére mathématique

La solution de I’équation différentielle du circuit, trouvée dans la partie expérimentale du test, se
t

présentait sous la forme de la fonction exponentielle suivante : u(7) = u,.e ¢
Pour exécuter la tache proposée, on peut chercher a quel instant u(f) est nul en appliquant
t

u(t) =u0.e_5 =0. On en déduit que u(f) s’annule lorsque ¢ tend vers I’infini. Cela suppose que,

mathématiquement, la tension aux bornes de la résistance ne peut s’annuler que pour un temps infini.
D

= La technique a caractére physique
Les expériences réalisées a propos de la décharge de ce type de circuit montrent qu’au bout d’un
temps cing ou dix fois supérieur au temps caractéristique, la tension aux bornes de la résistance est

pratiquement nulle.

En s’appuyant sur les observations des classes et sur 1’analyse des caractéristiques de 1’enseignement
actuel on peut s’attendre & ce qu’une grande majorité des étudiants raisonne mathématiquement en

prenant en compte les propriétés de la fonction exponentielle.

2.2. Analyse a posteriori de I’exercice
2.2.1. Analyse a posteriori de la Question 1

a. Résultats Globaux

Nous résumons ci-dessous dans le tableau 22 les réponses obtenues a la question posée :

Technique associée Effectif / Réussite

Technique utilisée habituellement 49 /40

(loi des mailles)

Tableau 22 : Présentation générale des réponses des étudiants
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Ce tableau nous permet de constater tout d’abord que la quasi-totalité du public concerné (98%)
s’investit dans la tdche proposée en mobilisant I'unique technique enseignée dés la classe de terminale.
On observe aussi une réussite importante d’une grande partie des étudiants (82%) ayant répondu a

cette question.

b. Interprétation des réponses

Compte tenu de la relation forte entre cette question qui vise a faire trouver aux étudiants 1’équation
différentielle représentant le circuit proposé a 1’aide des lois théoriques de la physique et la Question 2
de ’Exercice 1 qui visait en effet a la faire établir a partir d’'une courbe expérimentale, nous menons
notre analyse en deux temps: dans un premier temps nous analysons d’une facon détaillée les
réponses des étudiants tout en mettant en évidence le degré de validité des réponses et les justifications
faites (si elles existent), dans un deuxiéme temps nous comparons la réussite des étudiants pour ces

deux questions.

— Une analyse détaillée montre qu’aucun étudiant ne tente jamais de justifier la réponse donnée. Ceci
se manifeste ainsi comme un automatisme développé par les étudiants, a propos de I’établissement de
I’équation différentielle dans une telle situation. Notre analyse montre également qu’une grande partie
des ¢étudiants (40 sur 49) ont répondu correctement a la question posée. Toutes les réponses correctes

ont des caractéristiques similaires. Illustrons ci-dessous un exemple représentatif :

"En adoptant la convention récepteur et sachant que la tension est la méme en paralléle, on a :
o (0 = o, (1)
ug (1) = R i(f) loi d’Ohm

di
u, () =ri(t)+ L.z ou r : résistance interne de la self.
t

L% + l([)(R + }") =0 "(Aurélie, E38)

Les neuf autres étudiants ont fourni des réponses erronées que nous détaillons ci-dessous :

Nous trouvons des réponses minoritaires mais significatives d’un rapport au savoir avec une vision
causale que I’on peut traduire en disant que I’existence d’un courant électrique implique la présence
d’un générateur. Il s’agit de 6 copies comportant des propositions erronées du style :

Ri(t)+ri(t)+ Lm = E . Voici une réponse de ce type :

dt
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"La loi des mailles doit vérifier

Ur + U =Ugnérateur

Ur(t) = R i(1)

BP()
dt

Us()=E

+ ri(t) avec r : résistance interne de la bobine

On obtient donc : Ri(?) +ri(t) + L =E

di(t)
dt
di(t)
dt

= R+r)it)+L = E" (Geraldine, E6)

Derri¢re une telle proposition, il y a probablement une conception qui implique I’existence d’un
générateur dans le circuit (pour justifier ’existence d’un courant ¢électrique) et aussi [’habitude de
travailler souvent sur les circuits contenant un générateur. Si on compare les équations proposées a
celles fournies précédemment (Question 2 de I’exercice 1) par ces étudiants, on observe que deux sur
les six ont propos¢ le méme type d’équation, ( f'(¢,)+(¢,) = y), comme I’¢équation différenticlle
décrivant le circuit proposé. Il est fort possible que pour ces étudiants le symbole y corresponde a un
générateur. Un autre étudiant a appliqué chaque fois la méme technique en vue de trouver 1’équation
différentielle du circuit et, en conséquence a proposé la méme équation différentielle avec les mémes
symboles dans les deux questions du test. Et enfin trois autres étudiants n’ont pas attribué de réponse

a la question précédente (Question 2, I’Exercice 1).

Trois autres étudiants ont commis une erreur identique qui se rattache probablement aux pratiques de

leurs enseignants. A ce propos nous avons observé 1’existence de certaines erreurs intervenant dans

I’étude des circuits électriques : ignorance de la résistance interne de la bobine et remplacement du

, . dq(t . . o

courant ¢lectrique -i(?)- par —%—. A cause de ces habitudes acquises, ces trois étudiants ont mal
t

répondu a la question posée. Deux étudiants (Nicolas, E10 et Nicolas, E49) ont préféré négliger la

résistance interne de la bobine lors de 1’étude du circuit et ont fourni une équation différentielle du

di(t . . . .
type: R i(t) + L% = 0 ; enfin, un autre étudiant (Chouki, E8) a fourni une équation, telle que :
t

2
R 94 =

dt dt*

— On peut maintenant comparer la réussite des étudiants pour ces deux questions (Question 2 du
premier exercice du test et la question dont I’analyse est en cours). Une telle comparaison nous permet
de noter le fort taux de réussite pour cette derniére question et un quasi échec pour I’autre question.
Ceci montre qu’une grande partie des étudiants ne sont pas capables d’établir 1’équation différentielle
d’un systeme en dehors des situations typiques de I’enseignement et qu’ils ont développé des

automatismes leur permettant de construire leur modele pour travailler sur les circuits électriques.
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lére

Ce fait observé est naturellement trés lié a la culture du lycée et de DEUG année ou la pratique de

la démarche théorique prend une place tout a fait privilégiée par rapport a la démarche expérimentale.
Ici nous observons que, par simple habitude, les étudiants commencent par I’application de la loi des

mailles et terminent par I’obtention de 1I’équation du systéme.

2.2.1. Analyse a posteriori de la Question 2

a. Résultats Globaux

Citons le tableau récapitulatif résumant les réponses des étudiants données a cette question :

Techniques associées Technique 1' Technique 2 Autres

Effectif / Réussite 7/3 6/3 11/6

Tableau 23 : Présentation des étudiants selon les techniques mobilisées

A partir de ce tableau qui résume les réponses des étudiants a la tache proposée, on observe un taux de
non-réponses important (26 sur 50). Ceci pourrait étre di a la nature de la tache qui ne s’inscrit pas
dans le contrat institutionnel. Cependant on constate que presque la moitié des étudiants ayant répondu
ont réussi a trouver la bonne réponse. Dans le paragraphe suivant, nous nous proposons d’analyser

toutes ces réponses d’une fagon détaillée.

b. Interprétation des réponses

Classons les réponses obtenues en trois catégories qui se référent aux groupes du tableau ayant traité la

question :

= Les ¢études réalisées a I’aide de la Technique 1

Dans cette analyse, nous nous intéressons tout d’abord a I’application de la technique choisie par les
¢tudiants. Nous notons que I'utilisation du symbole f{#) dans I’Exercice 1 du test, constitue une source
d’ambiguité pour ceux qui ne traitent pas les symboles avec leur signification physique. En effet la
fonction f{?) représente la tension aux bornes de la résistance. Nous avons constaté ainsi que certains
¢tudiants (4 sur 7) ont commis une grosse erreur lors de la comparaison de deux équations
différentielle en associant explicitement i(z) a f{z). Méme si les deux équations sont identiques

mathématiquement, elles sont complétement différentes au niveau de la Physique.

' Technique qui consiste a comparer les deux équations différentielles associées au méme circuit électrique
* Technique qui nécessite de comparer les deux fonctions solutions de deux équations différentielles du circuit
en question
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Nous voulons examiner ensuite le cas des réponses correctes. A ce propos on constate qu’une petite
partie des étudiants (3 sur 7) ont réussi a accomplir correctement la tiche proposée. Citons un exemple

de ce genre de réponses :

"Si f{#) décrit 1’évolution de la tension aux bornes de la résistance on peut dire que

. - du (t dt
§'(1,)+ (1) = 0= L) _d!
uy(t) o
EtEduR(t)+r+RuR(t):0
R dt R

Dot d”R([)z—rJer;

du, (1) L
Donc g = L =7

r+R

On a donc bien la dimension d’un temps" (Mathieu, E22)

Cet exemple montre que méme si ces ¢tudiants ont eu recours a cette technique pour identifier le

paramétre @, tel que: @ = , ils ont utilisé leurs savoirs antérieurs pour trouver la dimension : une

r+R
fois qu’ils ont trouvé 1’expression &, ils 1’ont associé au temps caractéristique et en ont déduit que sa
dimension était celle d’un temps. Ce genre de réponses témoigne d’un effet de contrat important créé,
chez les étudiants, par I’enseignement actuel.
Les quatre autres étudiants (qui ont comparé i(z) a f(¢)) se sont contentés de trouver la relation

algébrique représentant ce parameétre sans en vérifier la dimension.

Ainsi aucun étudiant ayant mobilisé cette premiere technique, n’a effectué I’étude que nous avions
y p

révu dans 1’analyse a priori.
p Y p

= Les études réalisées a I’aide de la Technique 2

Ces réponses données par 6 étudiants montrent, d’une part, que la tdche proposée leur permet
d’échapper aux attitudes habituelles et d’autre part, qu’elle leur donne 1’occasion de fournir une étude
algébrique en accord avec le contrat institutionnel qui les oriente, chaque fois vers une technique

algébrique de résolution. Voici I’'une des réponses appartenant a cette catégorie :

"Pour trouver @il nous faut résoudre 1’équation

dgr)+(R+RL)i(t):0 ji(t)zce-%t
t

at=0up(t)=Eorugt)=Rit)
donci(t=0)=E/RonadoncC+E/R

_R+Rp

douit)=(E/R) e ! , on a donc bien une solution de la forme f{z) = C *

_(R'+RL)

avec @ = ." (Laurent, E21)
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Dans un premier temps, nous nous intéresserons a I’application de la technique utilisée. A ce propos
on note que 4 étudiants sur 6 ont commis une erreur identique a celle observée ci-dessus en associant
la fonction f{?) & i(z). Ceci montre encore une fois que les étudiants ont mémorisé les connaissances
relatives aux équations différentielles dans le cadre mathématique mais ne font pas référence aux

phénomenes qu’elles représentent.

Dans un deuxieéme temps, nous voulons passer en revue les caractéristiques des différents types de
réponses : nous avons constaté que seulement trois étudiants ont fourni des réponses correctes en
vérifiant que ce parametre a la dimension d’un temps. L’un de ces étudiants a vérifié sa réponse en
faisant appel aux dimensions de R et L, alors que deux autres étudiants, apres avoir trouvé 1’expression
algébrique représentant ce parameétre, en ont déduit la réponse finale.

Deux autres étudiants ont fourni des réponses fausses en proposant H.Q2' comme dimension de 8. Le
dernier étudiant mobilisant cette technique s’est contenté de donmer 1’expression représentant le

paramétre cherché sans aller jusqu’au bout de sa réponse.

= Autres types des réponses

Malgré la nature de la tache les conduisant a réagir d’une fagon inhabituelle, 11 étudiants sur 24 ont
fait appel aux savoirs antérieurs en vérifiant que la longueur de la sous-tangente, tracée en un point
d’une courbe exponentielle, correspond au temps caractéristique du circuit étudié. Citons un exemple

pour mieux expliquer ce propos :

. . . R .
"Ce parametre est la constante de temps et sa dimension est en seconde. @ = —L". (Maximo, E27)
L

Dans cette analyse nous pensons qu’il est utile de nous questionner sur deux aspects : la validité de la
technique employée et la variété des réponses fournies. On note d’une part que I'utilisation d’une
technique qui nécessite d’associer ce parametre au temps caractéristique du circuit ne correspond pas
aux objectifs de la question, et d’autre part, qu’elle ne constitue pas une technique adéquate pour ceux
qui ont déja mobilisé cette technique en vue de trouver, pour la premiere fois la dimension de ce
parametre (rappelons que les étudiants ont déja rencontré cette tiche a la question 1 du premier
exercice du test proposé). Comme il s’agit de la vérification de la dimension du paramétre &, il fallait
mobiliser une autre technique que celle qui a été utilisée pour trouver cette dimension. Nous avons
cependant constaté que certains étudiants (4 sur 11) ont effectué le méme type d’étude dans les deux
parties du test, ce qui montre que cette deuxiéme tdche n’a pas été réalisée correctement par ces

étudiants.

On constate de plus que seulement 6 étudiants ont affirmé que la dimension de ce paramétre était un

temps. Alors que les autres se sont contentés d’écrire 1’expression qui représente ce parametre tout en

s'inspirant de la relation connue du temps caractéristique, telle que T=—— sans en déduire la dimension
T

cherchée.
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2.2.3. Analyse a posteriori de la Question 3

a. Résultats globaux

Le tableau 24, ci-dessous, résume les réponses obtenues a cette question :

Tache proposée Technique associée Effectif / Réussite
Technique analogique 1/1
L’évolution du courant du Technique algébrique 20/ 12
clreut Autres 7/0

Tableau 24 : Présentation des réponses des étudiants en fonction des techniques mobilisées

Il convient tout d’abord de remarquer que, la recherche de 1’évolution du courant électrique qui
traverse la bobine a poussé vingt étudiants a répondre en résolvant algébriquement I’équation
différentielle du circuit. Douze étudiants parmi ces vingt ont réussi ainsi a aboutir a une réponse
correcte.

Les huit autres étudiants ont utilisé différentes techniques et sept ont donné des réponses erronées.

b. Interprétation des réponses

Classons les réponses des étudiants en trois catégories :
= Les études réalisées a 1'aide de la technique analogique
Une seule étudiante (Géraldine, E6) a exécuté la tache proposée en faisant appel a la solution trouvée

dans la partie A. Nous donnons ci-dessous la réponse de cette étudiante :
"En assimilant i(z) a f{2)
S={ ke’ kO00}

R

Doncici: S={fI- ke * /0 }
R

total®

total®

i)=k. e L " (Géraldine, E6)

Cette réponse montre explicitement I’analogie faite entre les deux parties du test proposé. Cependant,
on constate que cette étudiante n’a pas appliqué les conditions initiales en vue de connaitre la solution

compléte.

= Les études a caractére algébrique
Compte tenu des caractéristiques générales de la question posée, nous avons choisi d’analyser les
réponses données par la technique algébrique selon trois lignes directrices :

> influence des habitudes acquises dans les deux disciplines,

> validité des réponses fournies,

> utilisation des conditions initiales (tache implicite).

- 180 -



Chapitre D,

> 14 ¢étudiants sur vingt ont choisi de résoudre 1’équation différentielle en passant par toutes les
¢tapes nécessaires. Le reste des étudiants a choisi une méthode plus économique et plus pratique,
utilisée plutdt par les enseignants de physique et qui permet de donner la solution en une seule
étape. Les réponses obtenues révelent que la méthode utilisée en mathématiques lors de I’étude des
équations différentielles est plus accessible a une grande majorité des étudiants. Cela indique
explicitement I’effet du contrat actuel de I’enseignement mathématique sur 1’étude des phénomenes

¢tudiés en Physique.

> Compte tenu des exercices et des problémes traités dans I’enseignement actuel de ce type
d’équations différentielles, nous nous étonnons de constater que 8 étudiants (presque un tiers de
I’effectif) ne puissent pas obtenir la solution correcte. Le plus souvent ils commettent le méme
type d’erreur correspondant a négliger la constante d’intégration. Ils résolvent donc 1’équation

différentielle d’une facon algorithmique tout en ne passant que par certaines des étapes habituelles.

> En Physique, la résolution d’une équation différentielle consiste souvent a chercher une seule
solution qui satisfasse les conditions initiales. Nous avons constaté que certains étudiants (12
¢tudiants sur 20), comme Marcklis E41, se sont contentés de trouver la solution générale comme ils

en ont pris ’habitude en mathématiques. Voici, en exemple, la réponse donnée par cet étudiant :

"On résout 1’équation différentielle :

On a Ldii(;)+(R +r)i(t) =0

d
don B0 __(R*+r)
dr L
on obtient i) _ —Mdt
i(t) L
CCTD Infi(r) = - (RZ Divc doulii|=-X 14

_(R+r)

les solutions sont : i(t) =C e * ‘/em . (Marcklis, E41)

Ceci nous permet de constater encore une fois, au niveau du contrat, la prédominance des

Mathématiques sur la Physique.

= Les études réalisées a partir d’une autre technique que celle décrite dans 1’analyse a priori

Dans cette troisiéme catégorie, nous avons placé les réponses de 7 étudiants qui ont eu des difficultés a
comprendre et donc a réaliser la tiche proposée.

Les difficultés observées chez ces étudiants montrent qu’ils ont du mal a saisir que la fonction solution
de I’équation différentielle du systéme étudié représente effectivement 1’évolution du courant au cours

du temps dans circuit étudié. L’exemple suivant permet d’illustrer ce type de difficultés :
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"L’intensité du courant qui traverse la bobine
_RT

i(t)y=Ce *
U, =Ldl(t)
dt

. B
di(t) _ —&.C.e L " (Marjorie, E5)

dt L

Ces difficultés peuvent étre expliquées par le fait que, souvent, les mémes taches sont associées aux
mémes techniques ce qui permet aux étudiants de construire une relation indiscutable entre le type de

taches et la technique apprise.

2.2.4. Analyse a posteriori de la Question 4

a. Résultats globaux

Le tableau 25 résume les réponses des étudiants selon les techniques utilisées.

Tache proposée Technique mobilisée Effectif
Technique a caractére 17
Interprétation du mathématique
phénomeéne physique Technique a caractére physique 6
Autres 2

Tableau 25 : Présentation des réponses obtenues suivant les techniques utilisées

Cette quatriéme question constitue un révélateur des savoirs nécessaires pour établir une relation et un
choix entre les deux cadres (mathématique ou physique). Les réponses obtenues et résumees par le
Tableau 25 nous permettent de vérifier que cette question a été le plus souvent abordée par un

raisonnement mathématique par une grande majorité des étudiants.

b. Interprétation des réponses

Présentons les réponses des étudiants en fonction de la technique choisie pour réaliser la tache

proposée :

= Les études réalisées selon la technique a caractere mathématique
Au total dix-sept étudiants ont raisonné dans le cadre mathématique en vue d’accomplir la tiche
proposée et ont tous affirmé que la tension aux bornes de la résistance ne peut pas s’annuler en un

temps fini.
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Cependant lors de I’accomplissement de la tache certains d’entre eux (12 sur 17) rendent celle-ci
inutilement complexe. En effet, au lieu de prendre en compte la courbe fournie au début du test et/ou
son expression algébrique trouvée dans la deuxiéme question de I’Exercice 1 pour décider si la tension
aux bornes de la résistance peut s’annuler, ces étudiants ont fait appel a I’expression algébrique du
courant qui traverse le circuit.

Voici 'une des réponses obtenues :
r+R

"Pour que la tension soit nulle a la résistance il faut que i(?) soit nul. Pour cela il faut que e_ L

soit nul ; ce qui n’est possible que pour ¢ = co. Donc la tension ne peut pas étre nulle en un temps

fini, mais elle sera trés proche de 0". (Steven, E24)

= Les études réalisées selon la technique a caractére physique
Signalons d’abord qu’un faible taux de réponse (6 sur 25) a été donné en mobilisant des connaissances
acquises en Physique.

Citons un exemple de réponse:
"La tension aux bornes de la résistance, ug, est donnée par la relation uz = R i(¢). Pour un temps
suffisamment long (5t) ’intensité dans le circuit va devenir nulle (le circuit se sera totalement
déchargé) donc ug = 0 car i(z) = 0". (Remi, E30)

Les copies comportant une réponse vérifiant que la tension aux bornes de la résistance peut s’annuler
en un temps fini, ont établi le lien entre cette tension et ’intensité du courant. Nous avons deux types
de réponses : 4 réponses affirment que pour un temps suffisamment long (par exemple 5t), I’intensité
du courant devient nulle alors que les autres réponses se focalisent sur la dissipation de 1’énergie que
la bobine contient. Dans les deux cas ces étudiants déclarent que la tension peut s’annuler en un temps

fini.
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Conclusion

Rappelons que dans le chapitre précédent (Chapitre D;) nous avons mis en évidence certaines
caractéristiques des rapports personnels des ¢étudiants a 1’objet équation différentielle en tant que
concept mathématique. Ce deuxieme chapitre (Chapitre D,) vise a caractériser les rapports personnels
des étudiants a ce méme objet en tant que modéle. Pour cela, au début de ce chapitre, nous nous

sommes posés une série de questions que nous examinons ci-dessous d’une fagon détaillée :

Examen de la question (Q1)
Compte tenu des caracteristiques du travail de modélisation dans [’enseignement actuel, serait-il
possible de faire construire par [l'apprenant le modele équation différentielle en favorisant une

démarche expérimentale?

Pour répondre a cette premicre question nous avons proposé aux étudiants de trouver 1’équation
différentielle qui représente un circuit électrique. La volonté d’une grande partie des étudiants de
répondre a une telle question a I’aide de cette démarche expérimentale montre qu’il est possible de
proposer cette démarche dans 1’enseignement actuel. Cependant les pratiques de ces étudiants nous
conduisent a mettre ’accent sur les points suivants :
> les étudiants ont de difficultés notables a considérer 1’objet équation différentielle avec un
statut de mod¢le concernant deux aspects complémentaires : lexique et sémantique. En effet
un tel modele doit s’exprimer a 1’aide de symboles mathématiques et il doit représenter le
systéme physique proposé ce qui signifie que, au dela de la définition mathématique, une
¢équation différentielle ne doit pas seulement consister en une relation entre une fonction et
I’'une de ses dérivées mais elle doit aussi montrer clairement la relation qui existe entre les
différents composants du systéme physique. On observe que cet aspect sémantique est
totalement ignoré par tous les étudiants qui ont cherché a modéliser le systéme proposé.
> Notons aussi qu’une grande partie des étudiants ont des difficultés a saisir convenablement ce
que représente une équation différentielle quand elle décrit une situation physique. Les
expressions assimilées a des équations différentielles par une grande partie des étudiants,
(alors qu’elles n’étaient valables qu’en un seul point de la courbe étudiée), nous permettent de

tirer une telle conclusion.

L’examen de la question (Q2)

Les étudiants qui suivent ce type d’études (qui limite le domaine d’utilisation des équations
différentielles a certaines études algorithmiques) sont-ils capables de reconnaitre des conditions
d’utilisation des équations différentielles ?

Les réponses données par une grande partie des étudiants a un type de tdche qui nécessite de se

focaliser sur deux représentations différentes d’une méme équation différentielle représentant le méme
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circuit montrent que ces étudiants ont du mal a s’y retrouver. On voit qu’ils ont tendance a réaliser

systématiquement certains types de taches connues d’une fagon algorithmique.

L’examen de la question (Q3)
L'usage répété de cette démarche (la démarche théorique) dans [’enseignement actuel peut-t-il
contribuer a assurer un apprentissage adequat de cette démarche? A quel moment les étudiants

développent-ils leurs automatismes a ce propos ?

En tenant compte des caractéristiques du rapport institutionnel décrit dans le champ de
I”¢lectrocinétique, nous avons propos¢ aux ¢tudiants de modéliser un circuit électrique a 1’aide d’une
¢équation différentielle. En effet cette étude porte sur une tache classique de 1’enseignement actuel.
Cependant dans notre cas il ne s’agit pas seulement de réaliser la tache proposée mais il s’agit aussi de
vérifier la technique utilisée qui s’appuie sur la démarche théorique. Les réponses obtenues pour une
telle tdche nous ont montré que des automatismes ont été développés chez les étudiants leur permettant
de réaliser les unes apres les autres les étapes de la technique habituelle. Conformément aux attentes
institutionnelles, nous avons noté, a la fois, une réussite notable dans I’application de la technique
enseignée et une absence remarquable de la vérification de cette dernicére.

Les résultats obtenus indiquent en effet une perte de sens du travail de modélisation chez les étudiants

pour lesquels ce travail se réduit a I’application de certaines lois théoriques.

L’examen de la question (04)

Les étudiants attribuent-ils a [’objet équation différentielle un statut, différent de celui donné dans
Uinstitution mathématique? Ou traitent-ils cet objet en fonction du statut qu’il a dans [’institution
mathématique ?

Nous avons noté que I’on attribue a 1’objet équation différentielle deux statuts différents dans chacune
des deux institutions sur lesquelles nous nous sommes focalisés dans cette recherche. Nous avons
observé une séparation forte entre ces deux statuts dans 1’enseignement actuel (par les exercices
proposés et par les pratiques des enseignants). Nous avons noté, a partir de leurs productions, qu’une
grande partie des étudiants avaient des difficultés a traiter cet objet dans un statut de modele. Plus
précisément nous avons constaté que les taches portant sur une situation physique ont été résolues par
une grande partie des étudiants en mobilisant des connaissances acquises en mathématiques. Ceci
montre explicitement que cet objet, méme si 'on utilise en vue de représenter des situations

physiques, ne gagne pas un statut de modéle et donc n’acquiert pas du sens aupres de ces étudiants.

Les deux premiers chapitres de cette partie (Partie D) nous ont permis de relever d’une fagon générale
certaines caractéristiques des rapports personnels des étudiants. Il nous reste maintenant a décrire les
différents rapports personnels observés chez le public concerné. C’est I’objet de notre prochain

chapitre (Chapitre Ds).
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Chapitre D5 : Typologie des rapports personnels des
ctudiants aux €quations différentielles

Introduction

Aprés avoir analysé d’une fagon détaillée les réponses obtenues' aux deux tests proposés, dans les
deux chapitres précédents (Chapitre D, et D,), nous voulons a présent relever les différents rapports
personnels des étudiants a I’objet équation différentielle. Rappelons que, au cours de ces deux
chapitres, nous sommes interrogés sur les deux questions suivantes : " Les étudiants arrivent-ils a
résoudre telle ou telle tache tache relative a une équation différentielle ? ", " Sont-ils capables de
formuler les énoncés technologiques qui sous-tendent leurs actions lors de la résolution d’une tache
proposée, particulicrement si celle-ci est familicre ? ". Nous avons constaté que la quasi-totalité¢ des
¢tudiants ne tentent jamais de reformuler les énoncés technologiques et qu’ils ont des difficultés a
traiter certains types de taches.

Ainsi, dans ce dernier chapitre notre objectif est de réaliser une étude plus spécifique visant a accéder
le mieux possible au rapport personnel d’étudiants. Cette étude commence par la caractérisation de
différents modeles de rapports personnels et se prolonge par une classification des étudiants (en

fonction de ces derniers).

1. Différents modéles de rapports personnels

Nous proposons une typologie qui peut étre qualifiée d’outil d’analyse permettant de définir les
différents rapports personnels des étudiants a 1’objet d’étude. Cette typologie est le résultat de
I’analyse des réponses des étudiants a ’ensemble des questions posées dans notre expérimentation.
Nous présentons tout d’abord les critéres généraux qui construisent cette grille d’analyse :
C1 : Traitement de toutes les questions posées,
C2 : Mobilisation correcte des techniques étudiées,
C3 : Mobilisation de la technique mise en avant par I’institution pour réaliser un type de taches
donné,
C4 : Transfert des connaissances d’un domaine a un autre (du domaine mathématique au
domaine physique et vice-versa).
Cette grille nous permet de caractériser quatre modeles de rapports personnels dont chacun est décrit

selon les valeurs prises par ces critéres.

' L’ensemble des réponses des étudiants se trouve dans I’annexe de la Partie D
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Rapport Conforme aux rapports institutionnels a ’objet équation différentielle (RC)

Dans ce modele de rapport il existe une relation forte avec le rapport institutionnel qui a été décrit dans
la partie précédente de ce travail (Partie C). Cette relation peut étre facilement observée a partir des
réponses obtenues & 1’ensemble des taches proposées dans les deux tests (en mathématiques et en
électrocinétique). Ce modele de rapport personnel correspond a la validité de tous les critéres décrits

ci-dessus.

Rapport Sélectif aux types de tidches proposés (RS)
Dans ce modéle RS, les seules tiches traitées sont celles les plus fréquemment proposées dans
I’enseignement actuel. Comme nous I’avons évoqué précédemment (Partie C), dans 1’enseignement
actuel, les étudiants sont amenés a travailler (surtout dans les séances de travaux dirigées)
systématiquement sur certains types de taches tels que:
> En mathématiques, I’identification de la nature des équations différentielles et la résolution
algébrique des équations différentielles linéaires du premier et du second ordre
> En électrocinétique, 1’établissement de I’équation différentielle qui modélise 1’évolution du
courant dans le circuit.
Le premier critére qui correspond a une résolution compléte des questions posées n’est pas vérifi¢

pour ce modele de rapport.

Rapport centré exclusivement sur le statut Mathématique des équations différentielles (RM)

Ce modéle de rapport personnel est relié particulierement aux types de taches et aux techniques
enseignées dans I’institution mathématique. Nous le distinguons de RC par la tendance des étudiants a
réinvestir des connaissances mathématiques dans I’étude de situations physiques et par le refus de
transférer des connaissances physiques dans le domaine des mathématiques.

Mis a part I’accomplissement des types de tiches tres classiques de I’institution physique, ce sont les
techniques a caractére mathématique qui prennent la place des techniques a caractere physique. Ceci
se manifeste par une simple utilisation des équations différentielles en physique, sans que soit donné a
celles-ci un statut de modele de la situation physique.

Les deux critéres C1 et C4 ne sont plus vérifiés dans ce modele de rapport.

Rapport Non conforme aux rapports institutionnels a I’objet équation différentielle (RN)
Ce modele de rapport personnel peut se caractériser par des tentatives d’apprentissage en général
infructueuses : on ne peut alors pas dire qu’il y a un apprentissage attendu par I’institution. Ce rapport
se caractérise par la présence des deux observables suivantes :

> beaucoup de non-réponses ;

> difficultés a accomplir certaines tiches relatives aux équations différentielles ou erreurs tres

importantes a propos d’utilisation de techniques enseignées dans I’institution.
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Le tableau ci-dessous résume le fonctionnement des critéres d’analyse pour chacun de ces modéles de
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rapports :

Critéres = Exhaustivité de Mobilisation Mobilisation de la Transfert des
Modéles de rapports Iétude correcte —techniques | technique conforme connaissances

U Cl C2 C3 C4

RC Oui Oui Oui Oui

RS Non Oui Oui Oui

RM Non Oui Oui Non

RN Non Non Oui Non

Tableau 26 : Représentation des différents modeéles de rapport personnel en fonctions des critéres

2. Etude des différents rapports personnels des étudiants a 1’objet
¢quation différentielle

2.1. Méthodologie d’analyse

Pour mettre en évidence le plus clairement possible les différentes caractéristiques des rapports
personnels des étudiants qui participent a notre expérimentation, nous réalisons une analyse de leurs
copies par étapes successives : nous commencons par classer les étudiants en fonction des quatre
modeles de rapports personnels, puis nous continuons par le regroupement des rapports selon les
caractéristiques communes observées, et finalement nous nous focalisons sur chacun des rapports.
Dans ce dernier travail nous insisterons particulicrement sur les difficultés que rencontrent les

étudiants.

2.2. Interprétation des réponses d’étudiants

Bien qu’il soit difficile de faire une classification complétement objective compte tenu des éléments
dont nous disposons et des difficultés d’accés a des informations personnelles, nous pouvons proposer
quelques éléments significatifs. Nous classons les étudiants, a 1’aide de leurs réponses, en mettant en
oeuvre les critéres généraux regroupés pour chaque modele de rapport personnel.

Ainsi pour mieux analyser les rapports des étudiants nous menons notre analyse en deux temps : dans
un premier temps nous illustrons et discutons les caractéristiques générales du rapport examing a I’aide
d’une copie d’étudiant; dans un deuxiéme temps, nous détaillons le mieux possible chacun des

rapports personnels classés dans un groupe.
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2.2.1. Le groupe "RC"

Seize étudiants sur cinquante relévent du modele RC.
On trouve dans les copies de ces étudiants les caractéristiques générales de ce modeéle : tous les

critéres d’analyse y sont vérifiés. Illustrons le par certains extraits de copie d’un étudiant.

Extraits des réponses données au test mathématique (cf. Annexe n°1 de la Partie D pour les énoncés des
exercices proposés et Annexe n° 3 pour les détails de la copie d’étudiant (Steven, E16))

Exercice 1. a. x*y'+(1+sinx)y = —5x est de la forme a(x)y'(x)+b(x)y(x) = g(x)c’est donc une équation

différentielle linéaire du premier ordre. [...]J"

Exercice 2. QL. g(x)=3 si 0<x<1, g(x) =2 +1si x21[...]

Q2. soit (Ey) y'(x) + y(x) =0, S{Ce™ /c0T} = Vect(uyot u:x00 — &
On détermine y,(x) la solution particulicre de () :

Méthode de variation de la constante : soit y(x) solution de £ : on pose y(x) = C(x).u(x)

y()=Cx)e™, y'(x) =C'(x)e™ =C(x)e™ [.1y(x) =2xe™ +1+ke™, lim y(x) =1

Q3. Figure 2

Exercice 3. QL. y"(t) + 24" (t) + @’ y(¢) = 0 (E)y (0)=2, ' (0)=0

[.18, ={t00 = (¢, +C,ne® (C,,C) D0} . [.1y() = 2+ (1 - 2w)t)e®

Q2 :[...]¥(0)=2 = q(0) =2C valeur de la charge sur I’armature du condensateur au temps z = 0.
V' (0)=0 = i(0)=dq / dt =0, I’intensité du courant est nulle au temps 0. [...]

Extraits des réponses données au test physique (cf. Annexe n°2 de la Partie D pour les énoncés des exercices
proposés et Annexe n°3 pour les détails de la copie d’étudiant (Steven, E16))

Exercice 1. Ql.a. Dimension de (4%,)) : ¢’est un temps (s). [...]&%y) est homogeéne a un temps, il s’exprime en
secondes.

b. 4t;) =5ms, Gt;) =Sms.

Q2 iy =2 L= 20 610 = 10)

Loi des mailles : uz(?) + uz(t) =0

dug () _ ., [1(0) _ = (R+7,).R
— 7@ ] o 7

Q3. [...] f(¢) =t.e? Cela signifierait qu’a t = 0 f{t =0)=0 or & ¢ =0 i, est maximal et R. i, maximal = f{¢ =0) est

Ri(t)+ L% +r,i(1) =0 [...]o =6(t,)

maximal. Donc la tension a I’instant ¢ = 0 aux bornes de la résistance n’étant pas nulle, cette solution ne peut pas
"marcher".

Exercice 2 :

! Lutilisation [...] signifie que la réponse a été complétée par I’étudiant. Nous avons transcrit les passages
significatifs pour notre recherche
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Ql.uy +up=01[...1R.i(¢) +L%+rLi(l) =0

Q2.[...16(1) = _i on peut faire varier la valeur de §(¢) en changeant les paramétres R et (L, ) du circuit
di(t)/ dt

car i(¢) dépend de ces parametres.

Q3 : [...]i() est I'intensité qui traverse la résistance mais aussi la bobine car le courant est a chaque instant le
méme partout dans le circuit.

Q4 : D’apres I’expression de i(?), le courant tend vers 0 pour un temps infini. Ceci implique que la tension ()
tend vers 0 ainsi pour un temps fini.

— C1 : Traitement de toutes les questions posées

Cet extrait nous permet de constater un effort important pour accomplir I’ensemble des tiches
proposées. Notons que la réussite observée se justifie par ’application correcte des techniques utilisées
mais pas toujours par I’obtention des réponses correctes. Il est en effet possible de constater des
erreurs qui proviennent de manque d’attention ou de fautes des calculs dans les copies de ces

étudiants.

— C2 : Mobilisation correcte des techniques étudiées
Un examen attentif de la copie mentionnée montre que cet étudiant n’a aucune difficulté a appliquer

les techniques qu’il utilise pour résoudre les différentes questions.

— C3 : Mobilisation de la technique mise en avant par I’institution pour accomplir un type de taches

Montrons ci-dessous deux exemples empruntés a la copie précédente qui vérifient ce critére :
Utilisation de la forme générale des équations différentielles linéaires comme moyen de savoir
si une expression algébrique représente ou non une équation différentielle.

Comme nous I’avons observé précédemment (Chapitre C,), ’enseignement actuel des équations

différentielles se limite pratiquement aux équations linéaires. Ce fait a comme conséquence que les

¢tudiants utilisent la forme générale des équations différentielles comme une définition des équations

différentielles générales. Illustrons ce propos par I’'une des réponses donnée par E16 a I’exercice 1 du

test :
"a. x’y'+(1+sinx)y =—=5x est de la forme a(x)y'(x)+b(x)y(x) = g(x)c’est donc une

équation différentielle linéaire du premier ordre."
Bien que I’utilisation de cette forme ne permette pas toujours d’identifier correctement les expressions

algébriques représentant une équation différentielle, il y a 1a une adéquation forte entre le rapport

institutionnel et ce rapport personnel.
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Mobilisation systéematique d’une technique algébrique lors de la résolution d’une question qui
admettrait également [ utilisation d’autres techniques.
Notre observation des classes nous a montré explicitement la prédominance des techniques
algébriques face aux autres techniques dans I’enseignement actuel. Cette pratique est observée

facilement a partir d’un passage de la copie proposée au début de ce paragraphe :

"Q2. soit (Eo) y'(x) + y(x) =0, Sy{C.e™ /C OO} =Vect(wyod u: xO0 ~ e
On détermine y,(x) la solution particulicre de () :

Méthode de variation de la constante : soit y(x) solution de £ : on pose y(x) = C(x).u(x)
y(x)=C(x)e™, y'(x)=C'(x)e™ —C(x)e™
[..]y(x)=2xe™ +1+ke™, limy(x) =1" (Steven, E16)

La question pour laquelle E16 fournit cette réponse était formulée de la fagon suivante :

" Etudier le comportement de la fonction solution y(x) quand x tend vers I’infini pour 1’équation
différentielle : y'(x) = —y(x) + g(x) satisfaisant y(2) = 4."

Comme nous l’avons signal¢ précédemment (Chapitre D;, paragraphe 2.1) I’étudiant aurait pu
répondre a cette question en appliquant une technique qualitative qui aurait supprimé la complexité et

éventuellement les difficultés d’une série de calculs algébriques.

— C4 : Transfert des connaissances d’un domaine a un autre
Le dernier critére opérationnel suppose qu’un étudiant relevant d’un tel rapport est capable transférer
des connaissances acquises dans un premier domaine vers un autre domaine. Ceci apparait pour cet

¢tudiant qui donne la réponse suivante :
"Q2:[...]¥(0)=2 = g(0)=2C valeur de la charge sur I’armature du condensateur au temps t=0.
V'(0)=0 < i(0)=dg/ dt = 0, I’intensité du courant est nulle au temps 0. [...]" (Steven, E16)

Apres avoir résolu 1’équation différentielle proposée a la premicre question de I’Exercice 3
(mathématique), cet étudiant se focalise sans difficulté sur la deuxieme en vue d’interpréter le résultat

purement mathématique pour le phénomeéne physique.

Tous les étudiants relevant de ce modele de rapport personnel n’ont pas fourni de copies fortement
similaires a celle examinée ci-dessus. Ce constat nous a conduit a les classer en trois groupes selon les
difficultés observées a propos des deux statuts de 1’objet équation différentielle:
> un premier groupe noté RC1 rassemble les étudiants qui ont des difficultés au niveau de
I’accomplissement des taches relatives au statut d’objet d’étude des équations différentielles,
> un deuxiéme groupe noté RC2 concerne les étudiants qui ont du mal a exécuter des taches
relatives au statut de modele,
> un dernier groupe noté RC3 comprend des étudiants ayant des difficultés a traiter 1’objet

¢équation différentielle quel que soit son statut.
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Analysons de fagon détaillée chacun des rapports personnels s’inscrivant dans ces trois groupes:

Groupe RC1

Quatre étudiants se classent dans ce groupe. Comme nous l’avons évoqué ci-dessus, il s’agit
d’étudiants qui ont des difficultés a propos de I’accomplissement de tiches proposées en
mathématiques. Compte tenu des caractéristiques de leurs copies, il est possible de les séparer en deux
sous-groupes : un premier sous-groupe rassemble les copies de trois étudiants (Benoit E25, Anne-
Claire E29 et Lise E39). Ces copies nous permettent d’observer un point commun qui montre que pour
eux les équations différentielles se réduisent aux équations linéaires.

La derniére copie (Aurélie E19), appartenant au deuxiéme sous-groupe, met en évidence la difficulté
de I’étudiant a réaliser une tiche proposée a la suite de la résolution algébrique d’une équation
différentielle. Cette difficulté se manifeste par la réponse donnée a la deuxieme question de I’Exercice
2 (en mathématiques) nécessitant d’étudier le comportement de la fonction solution d’une équation
différentielle linéaire du premier ordre. Cette réponse comporte une résolution compléte de cette

derniére mais I’absence du calcul de limite permettant d’aboutir a la réponse attendue.

Groupe RC2

Certains ¢étudiants (3 étudiants - Steven E16, Sophie E31, Amandine E40 - sur 16) donnent
systématiquement de bonnes réponses aux exercices se présentant dans le test mathématique.
Cependant leurs réponses aux questions posées dans le deuxieme test (physique) nous permettent de
conclure qu’ils ont des difficultés a traiter I’objet équation différentielle comme un modele dans un
contenu inhabituel associé a une situation physique. Ce constat est le fruit de I’analyse des réponses
données a I’Exercice 1 du test de physique (cf. Annexe n° 2 de la Partie D) ou les étudiants sont
invités a établir I’équation différentielle d’un circuit électrique a partir d’une courbe représentative.

IIs ont en effet proposé une équation algébrique valable en un seul point de la courbe donnée, comme
¢tant 1’équation différentielle de cette dernieére. Une telle proposition nous permet de constater qu’ils
ont des difficultés a saisir, en dehors des contextes habituels, ce que signifie une équation différentielle

d’une part et d’autre part ce que représente une équation différentielle en tant que modéle.

Groupe RC3

Une grande partie des ¢étudiants (9 sur 16) relevant du modéle RC, semblent relever de RC3. Ils
fournissent effectivement des réponses qui signalent 1’existence de certaines difficultés a propos des
deux statuts de 1’objet équation différentielle.

Pour mieux analyser ce groupe, nous classerons ces étudiants en quatre catégories selon les
caractéristiques de leurs copies : une premiére catégorie concerne deux étudiants (Romaine E35 et
Clio E43) ayant des difficultés, d’une part, a réaliser certains calculs algébriques lors de la résolution

d’une équation différentielle du premier ordre, et d’autre part a construire un modele mathématique a
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partir d’une démarche expérimentale. Ce dernier point se manifeste par la proposition d’équations
valables en un seul point de la courbe cherchée.

Une deuxiéme catégorie concerne trois étudiants (Sarah E3, Claire E33, Malika E37) qui ne possédent
pas des connaissances pertinentes liées au concept d’équations différentielles : deux (E3 et E37) parmi
eux considerent que toutes les équations différentielles sont linéaires alors que pour E33 une équation
différentielle doit posséder toujours une fonction inconnue et 'une de ses dérivées. Leurs copies

montrent aussi qu’elles ont les mémes difficultés que les deux étudiants cités ci-dessus.

Une troisieme catégorie comprend deux étudiants (Laurenne E21 et Maximo E27) pour lesquels on
observe certaines difficultés conceptuelles :
- toutes les équations différentielles doivent étre linéaires (E21) ou une équation différentielle
doit comprendre une fonction inconnue et I’'une de ses dérivées (E27)

- tout circuit électrique parcouru par un courant, doit avoir un générateur de tension.

Finalement une quatriéme catégorie concerne deux étudiants (Marjorie ES et Yannick E26). Leurs
copies montrent que :
- ils possédent les mémes connaissances a propos des équations différentielles que les étudiants
cités ci-dessus (E5 comme E21, alors que E26 comme E27),
- ils proposent comme équation différentielle associée a la courbe de I’énoncé une relation
valable en un seul point.
On constate que les difficultés de ces étudiants se regroupent généralement en trois niveaux : les
difficultés conceptuelles, les difficultés a mener a bien des calculs algébriques et les difficultés a traiter

le concept d’équation différentielle avec un statut de modele.

2.2.2. Le groupe "RS"

Nous avons observé des choix faits par certains étudiants (6 étudiants sur 50) dans I’accomplissement
des types de taches proposées. Nous avons constaté que ces €tudiants ont refusé systématiquement :
> d’étudier un circuit électrique a l’aide de résultats obtenus a une question purement
mathématique,
> de trouver le champ des vecteurs tangents d’une équation différentielle,
> deréaliser la partie expérimentale du test proposé en électrocinétique.
Pour mieux illustrer ces propos, nous proposons d’examiner [’une des copies tout en mettant en avant

les caractéristiques générales de ce modéle.
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Extraits des réponses données au test mathématique, (cf. Annexe n°1 de la Partie D pour les énoncés des
exercices proposés et Annexe n°4 pour les détails de la copie d’étudiant (Céline, E44))

dx d2
dt

Exercice 1. [...] b. = cos¢ c’est une équation différentielle du second degré avec second degré. [...].

Exercice 2. QL. g(x) =2 +1 si x2>1, g'(x) = 2"

Signe de g'(x) : >0 d’ou: 2 <0 pour x=1. [...]

Q2. on a I’équation différentielle : y'(x) = —y(x) + g(x)

Je m’intéresse a I’équation différentielle homogene : y'(x) + y(x) =0

[...1S, = {Ce T +Ek/CO D} ou k est la solution particuliére.

Onsaitque y(x)=C(x).e ™ .[...],dou y(x) =2exe™ +1+ke™

Y2 =4,1..]d0o0 §={e™ +3¢> - 4¢}

quand x—+o0, y(x) = 3.¢* -4e.

Q3. C’est la figure 4

Exercice 3. Q1. on s’intéresse a I’équation caractéristique : x> + 2Ax + w* =0

A =4A* - 4w, et comme I’énoncé nous a dit que : A = wd’ou A=0]...]

Extraits des réponses données au test physique, (cf. Annexe n°2 de la Partie D, pour les énoncés des exercices
proposés et Annexe n°4 pour les détails de la copie d’étudiant (Céline, E44))

Partie B:

QI : La loi des mailles w3 + uz, =0

dl()+rl(l)+Rl(l) 0=L ()+( +R)i(1) =0

di(t . o .
Q3. L——= ( ) +(r+ R)i(¢) = 0. Pour trouver le courant qui travers la bobine, il suffit de résoudre cette équation
différentlelle.
-r+R
( )t
[.Ji()=e *

Discutons rapidement le fonctionnement des critéres caractérisant ce modele sans entrer dans les

détails comme précédemment.

Rappelons que dans le modéle RS, le premier critére n’est pas vérifié. L’extrait précédent nous est
utile pour mettre en évidence tout d’abord les choix faits: on constate que E44 se focalise
particulierement sur les types de taches le plus souvent rencontrés dans 1’enseignement actuel.

Mais il mobilise systématiquement et correctement des techniques mises en avant par chaque

institution pour accomplir tel ou tel type de taches. Les trois autres criteéres sont donc vérifiés.
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Détaillons, comme précédemment les différents rapports s’inscrivant dans ce modele. Nous les avons
scindés en deux groupes : RS1 rassemble les étudiants qui ont réussi a accomplir correctement les
taches choisies par eux-mémes, RS2 concerne les étudiants qui ont commis des erreurs lors de

I’exécution des taches choisies.

Groupe RS1

Deux étudiants (Hugo E23 et Rachida E28) fournissent des études trés sélectives mais correctes. On
observe qu’ils se focalisent régulierement, en mathématiques, sur I’identification des expressions
proposées (Exercice 1) et sur la résolution algébrique de deux équations différentielles proposées dans
le test en question, alors qu’en physique ils se focalisent (en utilisant une démarche théorique) sur la
recherche de 1’équation différentielle du circuit proposé et sa résolution. Un tel rapport personnel peut

se former a partir de la prise en compte du contrat institutionnel des deux institutions.

Groupe RS2 :

Nous avons observé certaines difficultés, au niveau de ’accomplissement des tiches choisies, chez
quatre étudiants (Benoit E12, Hasiniama E42, Celine E44 et Aurélie E47) qui relévent d’un rapport
sélectif. Une analyse détaillée de leurs réponses montre tout d’abord que :

- E12, E44 et E47 réduisent toutes les équations différentielles aux €quations linéaires alors que
EA42 n’a pas travaillé sur I’exercice nécessitant d’identifier les expressions qui représentent une
équation différentielle,

- ils ont tous des difficultés a résoudre complétement une équation différentielle linéaire du
premier ordre. Ces difficultés se présentent au niveau de la recherche d’une solution

particuliere, plus spécialement au niveau du calcul intégral.

2.2.3. Le groupe "RM"

Certains étudiants (6 sur 50) ont tendance a toujours traiter 1’objet équation différentielle d’aprés son
statut mathématique. L’identification de ce mod¢le se fait a partir des observations suivantes :
> refus de ces étudiants de réaliser une étude interdisciplinaire concernant deux questions qui
s’inscrivent dans deux institutions complémentaires (Exercice 3 du test mathématique) ; ils
traitent uniquement la partie mathématique de cette étude en ignorant la partie physique,
> tendance de ces étudiants a respecter le contrat institutionnel mathématique dans 1’ensemble
des exercices proposés en utilisant systématiquement des techniques généralement présentes
dans I’institution mathématique pour traiter des taches relatives a une situation physique.
Pour concrétiser ce que nous venons de dire analysons les réponses se trouvant dans une des copies

d’étudiants classés dans ce groupe:
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Extraits des réponses données au test mathématique, (cf. Annexe n°1 de la Partie D pour les énoncés des

exercices proposés et Annexe n°5 pour les détails de la copie d’étudiant (Nicolas, E49)

Exercice 1. a. x?y'+(1 +sinx)y + 5x =0 est une équation différentielle linéaire du 1°° ordre car elle peut se

mettre sous la forme : x”y'+(1+sinx)y = —5x

[...]
Exercice 2. Q1. [...]

Q2. [...] Etude sur I’intervalle [0 ; 1] ; I’équation devient y'(x) = —y(x) + 3. C’est une équation différentielle
linéaire du 1% ordre. Son équation différentielle homogeéne associé est : y'(x) + y(x)=0.[...].

La solution générale est la somme des solutions : de (E)) et d’une solution particuliére de () c’est donc :
S, ={x0[01] - C,e™ +3/¢, 00O}

Etude sur intervalle [1,+oo[ : I’équation devient alors y'(x) = y(x) +2e'™ +1 satisfaisant : y(2)= 4.

¥'(x) = y(x) =2€'™ +1 est une équation différentielle linéaire de 1°° ordre. Son équation homogeéne est
Y'(x)+ y(x)=0.

[..18 ={xO[leo = 2xe+ C+C,)e™ +1/(Cre™ +3/C,C, 00}
[...]donc S ={x O[] - (2xe +(~de))e™ +4
L’exercice 3. Q1. Soit I’équation différentielle : "(¢) + 2Ay'(¢) + @’ y(t) =0, 1(0) =2 et)'(0)= 0

[...]la solution de I’équation est de la forme : § = {x 0 - (C, +Cyx)e™/C,,C, 00 2} avec les conditions
initiales §={x00 - (2+2x)e™}

Extraits des réponses données au test physique (cf. Annexe n°2 de la Partie D pour les énoncés des exercices

proposés et Annexe n°5 pour les détails de la copie d’étudiant (Nicolas, E49)
Partie A. Q1. Le paramétre 4%,) a pour dimension un temps car il est lu sur un axe de valeur temporelles. [...].

Q2. dans ce circuit d’aprés la loi des mailles : u, +i, =0,

di(t)

Ri(t)+ L o =( est I’équation différentielle de la courbe
t

Q3. La solution de cette équation différentielle est du type : f(¢) = C.e? avec C et @ des constantes.

L’éléve se trompe car dans fe? , #n’est pas une constante et de plus cette solution donne une courbe croissante et
non décroissante.

Partie B. Q1. D’aprés la loi des mailles : Ri(¢) + L dz;t) =0
t
. R
t , -
Q2. Ri(t)+ L 4 013 i) =e ©
dt
On a alors @ = _R [...]donc 8 =- l? son unité est des s™. On peut faire varier ce paramétre en changeant
L Tu dt

la résistance or I’inductance de la bobine.

Q4. la tension aux bornes de la résistance ne peut pas s’annuler car son intensité décroit de maniére exponentielle
et donc ne seras jamais nulle, et comme dans une résistance, U=R.I, U ne seras jamais nulle.
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Comme nous pouvons ’observer a I’aide de cet extrait, Nicolas E49 ne tente pas de répondre a la
deuxiéme question de I’Exercice 3 du test mathématique (cf. Annexe n°1 de la Partie D). Nous
pouvons aussi tester, grace a cet extrait, ’aptitude a utiliser des arguments mathématiques pour
répondre une question qui se rattache a une situation physique. Pour I’Exercice 1 du test physique (cf.

Annexe n° 2 de la Partie D), nous trouvons ce type d’argument :
" Q3. La solution de cette équation différentielle est du type: f(¢t) =C.e? avec C et @ des

constantes. L’¢éléve se trompe car dans te?, tnest pas une constante et de plus cette solution

donne une courbe croissante et non décroissante."

De la méme fagon, pour I’Exercice 2 du test physique, nous avons encore :
"Q4. La tension aux bornes de la résistance ne peut pas s’annuler car son intensité décroit de
maniére exponentielle et donc ne sera jamais nulle, et comme dans une résistance, U =R.I, U ne

sera jamais nulle."

La question Q3 nécessitait en effet de discuter la fonction solution proposée a 1’aide de différents
arguments qui s’appuyaient sur différentes techniques. Cependant cet ¢étudiant se focalise
particulierement sur les propriétés de la fonction exponentielle tout en ignorant la situation physique
représentée par cette fonction (qu’il a proposée comme solution de 1’équation différentielle décrivant
cette situation). Alors que la deuxiéme question donne I’occasion aux étudiants de se placer soit dans
le cadre mathématique soit dans le cadre physique, ceux-ci se placent systématiquement dans le cadre
mathématique et donnent une réponse en mobilisant les connaissances acquises dans cette derniere

institution.

Tout en conservant notre méthode d’analyse, nous avons distribué ces étudiants sur trois groupes,
selon leur mode d’accomplissement de chacune des taches choisies :
> RMI englobe les étudiants qui montrent certaines difficultés lors de I’exécution des taches
relatives au statut d’objet d’étude des équations différentielles,
> RM2 regroupe les étudiants qui ont des difficultés a accomplir les taches relatives au statut
modele des équations différentielles,

> RM3 concerne les étudiants ayant des problémes avec ces deux statuts.

Groupe RM1

Une seule étudiante (Pauline E17) fonctionne dans ce groupe. Un examen attentif de la copie de cette
¢tudiante montre qu’elle est tres a 1’aise lors de I’accomplissement de taches relatives au statut de
modele des équations différentielles. En marge de cette réussite on observe des difficultés a propos de
la résolution algébrique d’une équation différentielle linéaire du premier ordre. Ces difficultés

proviennent de lacunes au niveau du calcul intégral.
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Groupe RM2

Un seul étudiant (Nicolas E49) a qui nous avons emprunté 1’extrait précédent se place dans ce groupe.
Comme nous 1’avons observe, il a réussi a réaliser toutes les taches choisies par lui-méme dans le test
mathématique mais a commis des erreurs au niveau des tiches demandées dans le test physique. Ces
erreurs se manifestent par la réponse qu’il donne a la Question 3 de I’Exercice 2 (cf. Annexe n° 2 de la
Partie D). Ceci montre des difficultés a saisir le role joué par les équations différentielles quand on les

associe a une situation réelle.

Groupe RM3

Quatre étudiants (Isaac E2, Géraldine E6, Gaelle E13 et Mathieu E50) se placent dans ce groupe en
faisant certaines erreurs relatives aux deux statuts des équations différentielles. Chacun de ces
¢tudiants présentent différentes caractéristiques que nous les avons détaillé de la fagon suivante :

- en ce qui concerne le statut mathématique, les réponses de deux étudiants (E2 et E13)
montrent la réduction des équations différentielles aux équations linéaires ainsi que la
présence de difficultés dans la résolution algébrique des équations différentielles linéaires,

- en ce qui concerne le statut de modele, on observe que ces étudiants proposent, comme
beaucoup d’autres, une relation algébrique valable en un seul point, comme I’équation

différentielle associée a la courbe expérimentale.

On retrouve chez E6 d’une part la limitation des équations différentielles par les équations linéaires et
d’autre part la recherche d’un générateur dans tout circuit électrique. Ce dernier point est constaté dans
I’établissement de 1’équation différentielle associée au circuit, a I’aide de deux démarches (démarche
expérimentale qui porte sur une courbe observée, et démarche théorique qui porte sur I’application de
la loi des mailles). La copie de cet étudiant témoigne aussi de certaines erreurs au niveau de la

résolution algébrique de I’équation différentielle linéaire du premier ordre.

La premiere copie fournie au test mathématique par E50 montre que cet étudiant suppose qu’une
équation différentielle doit toujours comprendre une fonction inconnue et I’'une de ses dérivées. La
deuxiéme copie (fournie au test physique) fait apparaitre que chaque équation différentielle associée a
un circuit électrique doit s’écrire en fonction de g(?). Le passage entre i() et g(¢) n’est ici qu’un

automatisme acquis et qui ne refléte pas une réelle compréhension de ce probléme.

2.2.4. Le groupe "RN"

Nous détectons au total quinze étudiants qui correspondent aux caractéristiques générales du modéele
RN. Pour concrétiser ce modele de rapport, nous présentons ci-dessous 1'une des copies ou nous avons

constaté certains indices de ce modéle :
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Extraits des réponses données au test mathématique (cf. Annexe n°1 de la Partie D pour les énoncés des
exercices proposés et Annexe n° 6 pour les détails de la copie d’étudiant (Yann E11))

Exercice 1.

[...]

e. ce n’est pas une équation différentielle on a que la forme dérivée de f(x).
Exercice 2. Q2. y'(x) = —y(x) + g(x),y(2) =4

Pour 0sx<1, y'(x) =—p(x)+3

y,(x)=3 car (3)'=-3+3=0=0

Solution générale : solution de y'(x) =-y(x),[...]y(x)=C.e™ OCOO £0
Pour 0sx<1, y (x)=3+Ce™"

Ory(2)=4=3+Ce?[...] C=¢’

y,(x)=3+e’e =3+

pourx =1, y'(x)=—y(x) +2e'™" +1

on avu que y'(x)=-y(x)admet comme solution y(x)=C.e™ OCOO#0
Y, () =y, (x)+2e ™ +1 =y (x)=2e " +1

y,(x)=2 +1+Ce™ OCOOZ0

y2)=4=2+1+C [ ]C3 2.
e 62

V,(x) =2 +1+3e’ —2e)e™

Q3. La figure correspondante est la 2 [...].

Exercice 3. QL. y"(¢) + 2Ay' (¢) + @’ y(¢) = 0 (E), y(0)=2, y’(0)=0
[.]ly@)=Me™,y(0)=2=Me™ =M

y(6)=2¢"

Extraits des réponses données au test physique (cf. Annexe n°2 de la Partie D pour les énoncés des exercices
proposés et Annexe n°6 pour les détails de la copie d’étudiant (Yann E11))

Partie B

Q3: u, +u, =0laloi des mailles

Ri(t) + (ri(e) - (-L FDy =g
d
iR+ +LEO —

dt

Pour ce modéle, un seul critére est vérifié, celui qui correspond a la mobilisation des techniques de
I’enseignement actuel. Un regard rapide sur les réponses données par cet étudiant permet de le

vérifier :
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"u, +u, =01laloi des mailles

Ri(r) + (ri(t) - (- dﬁg )
d

i()(R+r)+ L% =0" (Yann, E11)
t

)=0

En outre, cet extrait nous permet d’observer que beaucoup de questions restent sans réponse. Quant
aux questions auxquelles 1’étudiant a tente de répondre, on observe trés souvent des erreurs
importantes au niveau de 1’application des techniques utilisées. Par exemple la réponse donnée a la
Question 2 de I’Exercice 2 du test mathématique (cf. Annexe n° 1 de la Partie D) est un bon exemple
qui montre que cet étudiant a des difficultés notables a propos de la résolution algébrique d’une telle
équation différentielle : on constate que, d’une part, il considére le second membre de 1’équation
différentielle proposée comme une solution particulicre de cette équation différentielle et que, d’autre
part, il applique les conditions initiales de fagon aléatoire pour déterminer les valeurs des différentes
constantes (ex : il applique les conditions initiales en vue de définir la constante d’intégration de la

fonction solution de 1’équation différentielle homogéne associée a I’équation différentielle proposée)

Compte tenu des différentes caractéristiques observées chez les étudiants relevant de ce type de
rapport, nous avons défini deux groupes : RN1 englobe des étudiants qui ont des difficultés a traiter
des taches purement mathématiques alors que RN2 comprend les étudiants qui ont des difficultés a

traiter tous les types de taches rencontrées dans les deux tests en question.

Groupe RN1

Sept étudiants se classant dans cette catégorie montrent un comportement partiellement RS en se
focalisant sur les types de taches le plus souvent rencontrées dans les deux institutions. On constate
ainsi que, généralement, dans le test mathématique, ils traitent, uniquement des taches relatives a
I’¢étude des expressions algébriques et celles relatives a la résolution de deux équations différentielles.
Dans le test physique, ils se limitent particulierement a 1’accomplissement des taches relatives a la
recherche de 1’équation différentielle d’un circuit électrique et a celles relatives a sa résolution
algébrique. Cette limitation ne nous permet pas de connaitre les différentes caractéristiques de leurs
rapports car leur travail est restreint a ’application de techniques habituellement utilisées.

Cependant les réponses obtenues aux questions du test mathématique nous permettent de relever
certaines difficultés rencontrées lors de 1’exécution des tiches habituelles. On observe ainsi que tous
ces étudiants ne savent pas répondre a la question: "qu’est-ce qu’une équation différentielle”. En effet
E18 n’a pas abordé¢ I’Exercice 1 du test mathématique qui nécessite de travailler sur certaines
expressions algébriques proposées et les autres ont fourni des réponses erronées. D’ailleurs trois
d’entre eux (Yann E11, Deleunay E14, Aurélie E38) ont commis des erreurs lors de la résolution
algébrique de deux équations différentielles proposées. Ces erreurs se manifestent par une mauvaise

application de la méthode de variation de la constante lors de la recherche d’une solution particuliere
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de I’équation différentielle linéaire du premier ordre et par une mauvaise identification de la forme de
la famille de solutions de 1’équation différentielle du second ordre.

Les quatre autres étudiants de cette catégorie n’ont pas cherché a résoudre I’équation différentielle
linéaire du premier ordre. En ce qui concerne leurs études portant sur la résolution de 1’équation
différentielle linéaire du second ordre, on observe que deux d’entre eux (Fabien E18 et Steven E24)
donnent correctement la famille des solutions de 1’équation différentielle linéaire du second ordre alors

que deux autres (Jonathan E14, Remi E30) n’ont pas su répondre a cette question.

Groupe RN2

Il s’agit de huit étudiants qui n’ont pas essayé de résoudre plusieurs questions. Cependant, leurs copies
nous permettent de dire qu’ils ne connaissent pas ce que signifie une équation différentielle et qu’ils
cherchent un générateur de tension dans chaque circuit électrique parcouru par un courant. Ces copies
permettent aussi de constater d'importantes difficultés dans la résolution algébrique des €quations

différentielles linéaires.

Bilan de I’étude des rapports personnels d’étudiants aux équations
différentielles

Nous avons tenté de mettre en évidence les différentes caractéristiques des rapports personnels en nous
focalisant particuliérement sur les difficultés observées chez les étudiants. Nous avons commencé par
définir quatre modeles de rapports, puis nous avons examiné d’une fagon détaillée les rapports
personnels s’inscrivant dans ces différents modeles. Cette méthode d’analyse nous a permis de

schématiser les rapports personnels des étudiants dans le tableau 27 ci-dessous :
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Les différents rapports personnels a I’objet équation différentielle

Modéle RC

RCl1

4 étudiants

RC2
3 étudiants

RC3
9 étudiants

Modéle RS
RS1 RS2
2 étudiants 4 étudiants
Modéle RM
RM1 RM2 RM3
2 étudiants 1 étudiant 3 étudiants
Modéle RN
RNI1 RN2
7étudiants 8 étudiants
Autres'

7 rapports non classées

' Notons que les rapports personnels qui sont mentionnés dans cette catégorie ne sont pas détaillés dans ’analyse

faite.

personnels
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Ce tableau montre que de nombreux rapports personnels a 1’objet équation différentielle sont
conformes aux modeles RC et RN. Les deux autres rapports de modele RS et RM sont moins fréquents
mais représentent néanmoins 24% des étudiants.

Les rapports personnels de modele RC se retrouvent chez les étudiants dits bons qui sont capables
d’étudier les équations différentielles dans différents contextes. Les rapports RS et RM mettent
I’accent sur l'intégration les pratiques du contrat dans les pratiques des étudiants. Finalement, le

rapport RN est relevé chez beaucoup d’étudiants dits en difficulté.

Notre analyse nous a aussi permis d’évoquer certains résultats qui peuvent étre observés dans chacun

de types de rapports effectivement rencontrés :

Une carence conceptuelle

Les étudiants, quel que soit leur rapport personnel, n’arrivent pas a rendre opérationnelle la définition
générale des équations différentielles. Ceci est facilement observable méme si certains étudiants
comblent cette lacune par la définition des équations différentielles linaires. Ceci nous a permis de
conclure que les équations différentielles en tant qu’un concept sont largement méconnues du public

concerné.

La prédominance de la résolution algébrique des équations différentielles

Nous avons trouvé dans la totalité des copies des étudiants que ’approche algébrique, qui se présente
dans I’enseignement actuel comme ['unique fagon d’étudier les équations différentielles, bloque
fortement les différentes réflexions des étudiants. On peut se demander si cette approche algébrique ne

s’érige pas en obstacle aux autres types d’études relatives aux équations différentielles.

Une difficulté liée aux calculs algébriques
Malgré la place accordée dans I’enseignement actuel a la résolution algébrique des équations
différentielles linéaires, 1’analyse des réponses obtenues nous a montré qu’une grande majorité des
¢tudiants sont déroutés par la complexité des ces calculs qui ne servent qu’a identifier la forme
générale des fonctions solutions.
A ce propos nous avons noté deux sortes de difficultés observées dans différents groupes d’étudiants :
- Une premiére sorte de difficulté porte sur la réalisation des calculs algébriques élémentaires
plutét que sur le calcul intégral.
- Une deuxiéme sorte concerne une mauvaise application des techniques algébriques pratiquées

souvent dans I’enseignement actuel.
Bien que les étudiants soient souvent amenés, dans I’enseignement actuel, a pratiquer des méthodes

de résolution algébrique des équations différentielles, ils commettent des erreurs élémentaires qui les

empéchent de mener leur calcul jusqu’au bout.
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Un contrat théorique

L’existence d’un contrat théorique risque de réduire le travail de modélisation des étudiants a
I’application des lois physiques. En effet on observe des échecs systématiques dans la construction du
modele équation différentielle & partir d’'une démarche expérimentale quel que soit le rapport
personnel de 1’étudiant. Par contre la construction du méme modele (équation différentielle) par une

démarche théorique est faite avec succes.
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Chapitre E,

Chapitre E; : Conclusion generale

1. Résultats principaux de I’étude

Revenons sur le questionnement initial qui nous a conduit 2 mener ce travail. Comme nous 1’avons
souligné dans la Partie A, nous voulions comprendre ce qui se passe quand [’objet équation
différentielle est enseigné a la fois dans deux disciplines différentes "mathématiques et physique".

Notre problématique peut se résumer par deux questions auxquelles nous avons associé¢ deux

hypothéses de recherche.

La question 1 et I'hypothése 1 se rapportent a l'enseignement des mathématiques et peuvent s'écrire
ainsi:
Question 1: Quels sont les choix didactiques de [’enseignement des équations différentielles
dans linstitution mathématique et quels sont les effets de ces choix sur la construction des
savoirs des étudiants ?
Hypothése 1: La prédominance de la résolution algébrique en mathématiques est une
contrainte pour la vie de la notion d’équation différentielle et conduit les étudiants a faire
porter 'accent sur cette résolution. 1l en résulte que lorsque les étudiants sont confrontés a

d’autres tdches que la résolution algébrique, ils rencontrent des difficultés notables.

La question 2 et I'hypothése 2 se rapportent a I'enseignement de la physique et peuvent s'énoncer de la
manigére suivante:
Question 2: Quelles sont les caractéristiques du processus de modélisation, associé aux
equations differentielles, dans [’institution physique ? Quel réle les équations différentielles
peuvent-elles jouer, pour les étudiants, dans l’institution physique ?
Hypotheése 2 : La force du contrat institutionnel en physique entraine, chez les étudiants, la
réduction du processus de modélisation a [’aide des équations différentielles a une étude

algorithmique qui facilite leurs taches mais conduit a une perte du sens.

Pour répondre a ces questions et tester la validité de nos hypotheses de recherche, nous nous sommes

placés dans le cadre de la théorie anthropologique de la didactique.
Etude épistémologique (Partie B)
Cette premiére étude a été réalisée pour mieux cerner notre sujet et comprendre la genése des

équations différentielles.
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Les études faites dans le chapitre A; a propos de fonctionnement des équations différentielles en
mathématiques et en physique nous ont conduit a nous questionner, a la fois, sur ’existence d’une (de)
démarche(s) autre(s) que la démarche théorique pouvant étre utilisée(s) lors de la construction du
modele équation différentielle et sur le role que jouent les autres disciplines, et plus particulierement la
physique, dans le développement de la notion d’équation différentielle.
En vue de clarifier ces deux points nous avons conduit une étude €pistémologique en liaison avec
I’hypothése de travail suivante :
Une analyse épistéemologique devrait nous permettre d’établir un paralléle entre le
fonctionnement historique des équations différentielles et leur fonctionnement dans
[’enseignement moderne afin d'en tirer éventuellement des réponses aux questions qui se

osent aujourd’hui dans l'enseignement des équations différentielles.
p 7l g q

La méthodologie que nous avons adoptée consiste en 1’analyse des premicres questions, datant du
17°™  siécle -et qui ont donné naissance a la notion d’équation différentielle- et des conditions
d’évolution historique de cette notion.

Cette analyse nous a montré dans un premier temps que cette notion a été utilisée, comme plusieurs
autres notions de mathématiques, afin d’étudier différents problémes, de mécanique et de géométrie
notamment. Cette situation d’émergence nous a permis d'étudier 1’utilisation des équations
différentielles par les scientifiques du 17°™ dans le processus de modélisation. A ce propos I’analyse
des solutions proposées (par les scientifiques) aux problémes qui se posaient a cette époque, nous a
conduit a nous intéresser a une démarche dite expérimentale (au sens que nous avons défini dans le
paragraphe 2.3. du chapitre A;), différente de la démarche théorique. Cette démarche expérimentale ne
s’assimilait pas a une méthode algorithmique, mais au contraire, utilisait, suivant le probléme posé,
différents champs des mathématiques et de la physique.

Notre analyse nous a amenée a formuler la question suivante:

Qg : Cette demarche historique trouve-t-elle une vie dans l’enseignement universitaire ?

Nous discuterons des réponses a donner a cette question dans le paragraphe consacré a la Partie C dans

cette conclusion.

Dans un deuxiéme temps, cette analyse nous a montré que la notion d’équation différentielle a eu une
existence complétement différente de celle qu’elle connait actuellement. En effet cette notion a connu
trois périodes importantes, chacune correspondant a une nouvelle approche de résolution. Notre
analyse a mis I’accent sur la simultanéité entre ’apparition de ces trois approches de résolution des
¢équations différentielles et les problémes issus généralement des autres disciplines et qui ont fait leur

apparition pendant ce développement.
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Etude des Rapports Institutionnels (Partie C)
Cette partie de notre étude était nécessaire pour aborder ensuite les rapports personnels des étudiants
aux équations différentielles. Une question Q¢ vient affiner les questions de recherche au niveau des

rapports institutionnels :

Oc : Quelles sont les caractéristiques de [’ensemble des rapports institutionnels a [’objet

équation différentielle en mathématiques et en physique?

Dans le but d’apporter des ¢éléments de réponse a cette question, nous avons examiné différents
¢léments qui jouent un role dans la définition des rapports institutionnels des étudiants : les manuels de
mathématiques et de physique de la classe terminale (qui permettent, selon nous, de dégager les
caractéristiques de la premicre rencontre des €éléves avec les équations différentielles), les polycopiés
de cours magistraux, les feuilles de travaux dirigés et ce qui est enseigné effectivement dans les
classes (premiére année de l’université). Nous avons mené une analyse de ces éléments dans une
perspective €cologique et praxéologique. Cette analyse nous a permis de mettre en évidence les
conditions d'utilisation des équations différentielles dans ces deux institutions et ainsi les
caractéristiques de 1’organisation du savoir. Nous reprenons ici de fagon synthétique les résultats

principaux de cette étude :

Les équations différentielles dans l’enseignement mathématique :

Notre étude des manuels de la classe de terminale nous permet de vérifier que les équations
différentielles font partie des différents chapitres mais qu'elles n’occupent pas une place importante
dans cette classe. La premicre rencontre officielle des apprenants est abordée par 1’énoncé d’une
définition générale des équations différentielles et surtout par la manipulation, sans questionnement,
des familles de fonctions solutions qui vérifient certains types d’équations différentielles linéaires du
premier et du second ordre.

L’¢étude réalisée au niveau de 1’université a montré que le contenu de 1’enseignement actuel des
équations différentielles est la continuation du choix algébrique et algorithmique fait dans
I’enseignement secondaire. En effet nous avons noté que I’é¢tude du concept d’équation différentielle
est souvent ramenée a l'exécution des types de taches liés a la résolution des équations différentielles
linéaires. Relativement a notre objet de recherche, deux points essentiels méritent particulierement
d’étre évoqués : le manque de liens avec dautres disciplines que les mathématiques et, en
conséquence, une quasi-absence de travail de modélisation et 1’utilisation exclusive des méthodes
algébriques pour résoudre les équations différentielles étudiées. Nous avons pu vérifier ces points a la

fois au niveau du contenu de 1’enseignement et au niveau des exercices proposes.
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Les équations différentielles dans [’enseignement de physique

L’analyse des manuels de terminale a montré que les équations trouvent une place importante dans la
modélisation des phénoménes oscillants. Cependant, le lien entre les équations différentielles et le
processus de modélisation est assuré par 1’application de certaines lois de la physique (la loi
fondamentale de la dynamique, la loi des mailles). Cela veut dire que 1’¢léve de terminale devra
connaitre et savoir appliquer ces lois théoriques pour mener a bien la plupart des taches qui lui sont
proposées. Les équations différentielles sont donc utilisées pour des travaux qui s'appuient
essentiellement sur des démarches algorithmiques.

A T’aide de I’étude réalisée au niveau de la premiere année de 1’université nous avons montré que le
processus de modélisation est remplacé, méme a ce niveau, par une étude algorithmique qui ne donne
que trés rarement une place a des discussions sur les phénomeénes réels. Par ailleurs, ce choix conduit
les étudiants a travailler directement a partir des modeles qu'ils ne discutent pas et avec des

modélisations souvent tronqués.

Les analyses réalisées dans cette Partie C nous ont permis de mettre en évidence les choix communs
des deux institutions a propos de I’enseignement du concept d’équation différentielle :
» Choix du seul registre symbolique, pour représenter des équations différentielles. Cette
représentation cependant ne porte pas toujours sur les mémes symboles.
» Limitation de 1’étude des équations différentielles au cas des équations linéaires,
» Utilisation fréquente des mémes méthodes de résolution algébrique pour trouver la famille de

fonctions solutions des équations différentielles

Ceci montre 1’analogie implicite entre 1’enseignement du concept dans deux institutions assuré par ces

choix.

Etude des rapports personnels (Partie D)

Il s'agit de la partie principale de notre recherche. Nous précisons ci-dessous notre questionnement
initial par deux questions se rapportant aux rapports personnels des étudiants aux équations
différentielles:

Op; : Quelles sont les caracteéristiques du rapport personnel des étudiants a ['objet équation
différentielle ? Et notamment quel est le degré d’adéquation entre le rapport personnel et le rapport
institutionnel (de deux institutions) a [’objet en question ?

Op; : Quelles sont les difficultés spécifiques des étudiants résultant des choix faits dans les deux

institutions ?

Pour pouvoir apporter des éléments de réponses a ces questions, nous avons proposé deux tests dont

chacun s’inscrit dans 1'une de deux institutions qui nous intéressent. Nous avons préparé une série
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d’exercices dont les énoncés comportent les différents types de tdches rencontrés dans I’enseignement
actuel.

En prenant en compte les résultats de ’analyse des rapports institutionnels dans le test proposé en
mathématiques, nous avons invité les étudiants a réaliser trois types d’études : une étude portant sur le
concept d’équation différentielle, une étude se centrant sur la résolution des équations différentielles,
et une étude interdisciplinaire (Chapitre D,). Cela nous a permis de mettre en évidence les aptitudes

des étudiants a réaliser ces types d’études, ainsi que leurs difficultés.

Comme une démarche expérimentale de construction du modele équation différentielle ne se voit
jamais dans I’enseignement de la physique, nous avons mis en place un test dans lequel nous avons
voulu faire vivre les deux types de démarches (expérimentale et théorique). Dans ce test, les étudiants
¢taient invités a travailler sur une courbe expérimentale représentant I’évolution de la tension aux
bornes d’une résistance dans un circuit électrique et sur un schéma de montage du méme circuit
¢lectrique. L analyse des réponses des étudiants nous permet de répondre en partie aux deux questions

citées ci-dessus.

Pour mieux relever les caractéristiques des rapports personnels des étudiants nous avons proposé une
typologie portant sur différents modéles des rapports personnels. Nous avons noté au total quatre
modeles de rapports : RC, RS, RM et RN définis en se basant sur les réponses obtenues aux exercices
proposés dans les deux tests. Notre analyse a montré qu’une partie des étudiants (32 %) est
caractérisée par un rapport de type RC qui répond aux attentes institutionnelles alors que le dernier
type, RN (30% des étudiants), est trés loin de pouvoir répondre a ces attentes. Les deux autres modeles
de rapport RS (12%) et RM (12%) sont, selon nous, la manifestation forte des choix didactiques
constatés dans les deux institutions. Compte tenu des caractéristiques des exercices proposés qui se
basaient sur les connaissances antérieures des étudiants, on s’étonne de constater le faible taux

d’apparition des rapports personnels (RC) conformes aux rapports institutionnels.

A ce propos il nous a paru utile de discuter le degré d'adéquation entre rapports institutionnels et
rapports personnels en ce qui concerne la maniére de traiter des questions posées et la capacité des
¢tudiants a y répondre correctement. Sur le premier point, nous avons observé une grande conformité
entre les techniques enseignées dans les deux institutions et celles mobilisées par les étudiants. Quant
au deuxieéme point, nous avons montré qu’une grande partie des étudiants ont des difficultés a

accomplir les taches proposées.

Notre expérimentation cherchait aussi a dégager les difficultés spécifiques des étudiants lies aux

choix institutionnel (Qpy) :
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On peut préciser en quelques points les difficultés essentielles qui apparaissent suite aux choix de
linstitution mathématique :
> On observe, dans I’enseignement mathématique, l'absence d'é¢tudes conceptuelles des
équations différentielles visant a faire comprendre aux apprenants le sens de ce concept. De
plus I’étude de ces équations se centre particulierement sur les équations différentielles
linéaires en favorisant un seul registre de représentation sémiotique: le registre symbolique.
1l y a donc une réelle difficulté pour les étudiants a connaitre et a comprendre "le concept

d’équation différentielle”.

> Les résultats de notre analyse du rapport institutionnel ont confirmé a nouveau le poids des
méthodes de résolution algébrique des équations différentielles linéaires dans I’enseignement
actuel. Toute approche autre que I'approche algébrique est bannie de cet enseignement, ce qui
semble entrainer une incompréhension des différentes taches autres que celles lies a la

résolution algébrique (voir I’analyse de I’Exercice 2 du test, paragraphe 2.2 de Chapitre D;).

> Notre analyse a aussi confirmé un quasi abandon du processus de modélisation (actif et passif)
et I’absence de liens avec des situations issues d’autres disciplines lors de I’enseignement des
équations différentielles.

Cela entraine des difficultées chez les étudiants pour mobiliser et intégrer les connaissances

relatives a l’objet équation différentielle acquises dans les deux disciplines.

Les difficultés liées aux choix de [’institution physique peuvent étre décrites de la fagon suivante:

> Le processus de modélisation ne concerne que la deuxiéme des trois étapes définies
auparavant : définition du systéme a modéliser, construction d’un mod¢le (et travail dans ce
modele) et étude du systéme étudié a partir du modéle construit. De plus, cette deuxiéme étape
est en général remplacée par une étude algorithmique.

1l y a donc une grande difficulté a instituer une réelle modélisation des phénomenes physiques. De

plus, la capacité de I’étudiant a réaliser cette deuxiéme étape de la modélisation dépend du

contexte de [’exercice proposé ; si ce contexte est similaire a celui qui a été favorisé dans

I’enseignement actuel (par ex. : contexte qui porte sur [’application des lois de la physique)

[’étudiant arrive a établir I’équation différentielle des systemes proposés.

> Le fait de faire appel aux équations différentielles systématiquement pour les études
algorithmiques ayant le méme but entraine chez les étudiants :
d’une part des difficultés a saisir les différentes utilisations de ces derniéres (I’analyse des

réponses obtenues a la Question 2 et 3 de I’Exercice 2 du test montre ces difficultés), d’autre part
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une incapacité a attribuer un sens physique aux équations différentielles. En conséquence, celles-

ci sont utilisées de la méme facon qu’en mathématiques.

Synthése

Globalement nos hypothéses de recherche ont été vérifices :

En ce qui concerne I’hypothése 1, nous avons montré que la prédominance de la résolution algébrique
est une contrainte qui pese fortement sur 1’enseignement actuel. Cette contrainte conduit les étudiants
a se focaliser sur ces méthodes de résolution. Par conséquent, chez une partie importante des étudiants,
les réponses montrent des difficultés a exécuter des types de taches liées aux équations différentielles.
On peut d’ailleurs remarquer qu’une partie importante des étudiants rencontrent des difficultés mémes

pour accomplir les types de taches liés a la résolution algébrique.

En ce qui concerne I’hypothése 2, nous avons noté, en physique, la force du contrat institutionnel a
propos du processus de modélisation. Cette contrainte conduit les étudiants a développer leurs
automatismes pour réaliser les étapes prévues et, par conséquent a réduire le processus de
modélisation a I’application des lois théoriques. Nous avons aussi montré que, pour une grande partie
des étudiants, les équations différentielles jouent le role d’un simple outil leur permettant de traiter les

questions rencontrées.

Les réponses que I’on peut avancer a notre questionnement sont les suivantes :

Le concept d'équation différentielle ne gagne ni le statut d'objet ni celui de modéle dans les deux
institutions mathématique et physique. Les contraintes institutionnelles réduisent I’étude des équations
différentielles a des études algorithmiques masquant ainsi la force et I'utilité de ce concept. Ceci a un
effet notable dans la construction des savoirs des étudiants pour lesquels ce concept d’équation
différentielle devient un simple objet dont la résolution nécessite une série de calculs algébriques et un

outil qui facilite I’étude des systémes physiques.

2. Perspectives

Le travail que nous avons effectué a permis de déterminer, d’une part, les caractéristiques générales de
I’enseignement de 1’objet équation différentielle en mathématiques et en physique, d’autre part les
caractéristiques des rapports personnels des étudiants & ce méme objet. Il a également confirmé le
poids des choix institutionnels dans la construction du rapport personnel des individus, ici les

¢tudiants, a un objet de savoir.

Les résultats que nous avons obtenus a ce propos peuvent €tre interprétés comme un tableau
synoptique représentant les éventuelles relations entre certains choix institutionnels et leurs effets chez

les étudiants. C’est pourquoi, un prolongement de notre travail pourrait consister en 1’¢laboration et la
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réalisation d’une ingénierie didactique sur 1’enseignement du concept d’équation différentielle, qui
prendrait en compte la complémentarité des deux disciplines mathématiques et physique, source de
synergie a la fois pour introduire et étudier le concept d’équation différentielle et recréer cette relation
forte entre phénomenes physiques et équations différentielles qui était présente au moment de

I’émergence des équations différentielles.
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Annexes A

Extrait du programme de mathématique (n°l)
B.O. n°4 du 12 juin 1997

V - PROGRAMME DE TERMINALE SCIENTIFIQUE
Dans ce texte les parties spécifiques a I’enseignement de spécialité sont différenciées par I utilisation de caractéres italiques.

1 - Analyse

Le programme &’ analyse porte essentiellement sur les fonctions numériques, en relation avec I étude de situations continues. L objectif
principal est d"exploiter la dérivation et I'intégration pour Iétude globale et locale des fonctions usuelles et de fonctions qui sont
construites 3 partir de celles-ci par des opérations simples. Quelques probleémes d’ importance majeure fournissent un terrain pour cet-
te étude : variations, extremums, équations et inéquations, comportements asymptotiques, calcul de grandeurs géométriques.
Quelques notions sur les suites completent le programme d’analyse dans le seul but de permettre 1" étude de situations discrétes sur
des exemples simples, ainsi que la construction et I’étude d’algorithmes d’ approximation (solution d’une £quation, grandeur géo-
métrique, ...).

Pour: 3ensemble du programme d’analyse, il convient d’exploiter aussi bien les aspects qualitatifs (monotonie, convergence...) que
les aspects quantitatifs (majorations, encadrements, vitesse de convergence, approximation aune précision donnée...). .
Enoutre, on exploitera largement des situationsissues des sciences biologiques et physiques, de 1a géométrie et de la vie économique
et sociale en marquant les différentes phases : modélisation, traitement mathématique, controle et interprétation des résultats. De mé-
me, on exploitera systématiquement les interprétations graphiques des notions et des résultats étudiés et les problémes numériques
qui sont liés A'cette étude. . » . L
Enfin, il revient au professeur d” organiser I'enseignement des divers pointsdu programme concernant les suites et les fonctions : "ordre
adopté dans le texte qui suit correspond 2 une simple commodité de rédaction. . _.- ) ) . L
1- Fonctions numériques : étude Jocale et globale ; LRI . . o w5
Pour I'étude des fonctions, on s’ appuiera conjointement sur les interprétations graphiques y =f(x) et cinématiques x =f(t). On pren-
+ira des exemples dans Jes autres disciplines (signaux relatifs 2 P'éyolution d’une intensité, d’une différence de potentiel.z;-évolution
d’une population, d’un taux de concentration...).. : ' . } - .

Les résultats fondamentaux sont énoncés dans le cadre des fonctions définies sur un intervalle. Pourl’essentiel, il porte sur le cas des
fonctions bien régulidres sur cet intervalle (¢’ est-a-dire possédant des dérivées jusqu’a un ordre suffisant), ce qui permet d’exploiter les
outils du calcul différentiel. Quelques énoncés sur les limites figurent au programme : ils ne constituent pas un objectif en soi, mais vi-
sentuniquement  faciliter, le cas échéant, I étude du comportement aux bomes de Iintervalle et notamment du comportement asymp-
totique au voisinage de I'infini. 1 n’y a pas lieu de multiplier les exemples posés a priori et on se garderade toutexcés de technicité. Dans
centains exemples, I’ensemble de définition est une réunion d’intervalles ; on seraméne alors 4 une étude portant sur chacun de ces in-
tervalles. Le plus souvent, I’ensemble de définition sera indiqué ; on évitera les exercices de recherche a priori de cet ensemble. - .
Les fonctions étudiées dans le cadre du programme sont dérivables par intervalles. C’est donc au théoréme des valeurs intermédiaires
énoncéen classe de premiére que I'on se référe, notamment pour résoudre une équation du type f(x)=A et pour définir une fonction ré-
ciproque. Ces divers travaux seront I’ occasion de donfier une premiére approche non formalisée d’une fonction continue surun inter-
valle ou d’une foncticn discontinue en un point. Mais la notion de continuité demeure en dehors des objectifs du programme. - :
Pour la notion de limite, le point de vue adopté reste le méme qu’en premiére. Les définitions par (€,0t), (€,A),...sont hors programme.
A travers les exemples étudiés, on soulignera le caractére local de la notion de limite, mais tout exposé sur la notion de propriété loca-
leestexclu. :
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a) Enoncés usuels sur les limites (admis)

Comparaison

- Si, pour x assez grand,

f(x)Zu(x)etsi lim u(x)=+ecoalors lim f(x)=+oo:
X—>too X300

€noncé analogue lorsque f(x) < v(x) et im v(x) =-oo.
X—>4oa .

- Si, pour x assez grand,
f(x)-L| <u(x)etsi lim u(x)=0,alors lim f(x)=L.
X—reo X—oo

- Sy, pour x assez grand,
u(x)Sf(x)<v(x)etsi lim ux)= lim v(x)=L,
X—Poo oo

alors lim f(x)=L.
X—3ton

o Compatibilité avec ["ordre : .
Si, pour x assez grand, f(x) S g(x) etsi lim f(x)=L
X—3too

et lim g(x)=L"alorsL<L’.
X—ptoo

eL.imite d'une fonction composée :
Si lim f(x)=betsi lim g(y)=A.
x—3a y—b

(olia,b, A sont finisounon), alors lim (gof) (x)=A.
X=a

b Calcul différentiel
Denvaton d'une fonction composée.

Application a la dérivation de fonctions de la forme un, ne Z,
expuy,inuetu® e R.

Dérivées successives ; notations ', f,...

o Inégalité des accroissements finis :

étant donné une fonction f dérivable sur un segment
-sim<f'<Metsia<b,

alors m(b-a) <f(b)-f(a) SM(b-a);

-si ff7 <M,

alors lf(b)-f(a) l <M Ib—al .

oPrimitives d'une fonction sur un intervalle

Définition. Deux primitives d"une méme fonction différent
d’une constante. Primitives des fonctions usuelles par lecture
inverse du tableau des dérivées.

<Y Fonctions usuelles
- Fonction logarithme népérien et fonction exponentielle ;

notation In et exp. Relation fonctionnelle, dérivation,
comportement asymptotique. Approximation par une fonction

affine, au voisinage de 0, des fonctions h+—»expheth > In (1+h).

Nombre e; notation €*. Définition de a® (a strictement positif,
bréel).

Résolution de I'équation différentielle y ' = ay, ot a estun
nombre réel : existence et unicité de la solution vérifiant
une condition initiale donnée.

- Fonctions puissances x - x" (x réel et n entier) et x 1 x*
(x strictement positif et o réel). Dérivation, comportement
asymptotique.

Casotto= % (n entier strictement positif) ; notation ¥x (x positif).

- Fonctions circulaires sinus, cosinus et tangente.

Résolution de I éguation différentielle y "+ 0’y = 0, ot @

estun nombre réel : existence et unicité (admises) de la solution
vérifiant des conditions initiales données. ~_.
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L'objectif est dapprendre aux €léves 3 mettre en ceuvre, sur des
exemples simples, ces énoncés et ceux donnés en premiére
concernant les opérations algébriques.

De maniére générale, dans Ia plupart des situations de
majorations et d’encadrements intervenant dans le programme
d’analyse, les inégalités larges suffisent; les inégalités strictes
doivent étre réservées aux cas oil elles sont indispensables.

Bien entendu, cet énoncé, condensé pour faciliter la
mémorisation. recouvre plusieurs cas qu’il convient de
distinguer clairement et d"illustrer 2 {aide d’exemples.

La démonstration de cette régle n"est pas au programme, mais
on mettra en valeur I'idée fondamentale qui conduit au résultat :
on conserve les termes d’ordre 1 et on néglige les autres.

En liaison avec les sciences physiques. on donnera aussi les
notations &<, €1

dx’dx?
Ces résultats sont déduits de I'énoncé admis en classe de
premiére sur le sens de variation des fonctions.

©

Le théoréme de Rolle et la f;)rmule
f(b) - f(a)=(b-a)f’ (c)

sont en dehors du programme.

On ne soulévera pas de difficulté sur I"existence des primitives.
On admettra en particulier que toute fonction dérivable surun
intervalle admet des primitives sur cetintervalle.

Le mode d’introduction des fonctions In etexp n'est pas : -

imposé. L’existence et 1a dérivabilité de ces fonctions peuvent
€tre admises. En revanche, les propriétés des fonctions In et
exp feront I’objet de démonstrations.

En liaison avec I'enscignement d’autres disciplines, on
mentionnera la fonction logarithme décimal x —log x.

Hormis les deux exemples de I’exponentielle et de 1 racine n*™-
I"étude des fonctions réciproques n’est pas au programme.

Les €léves doivent avoir une bonne pratique des représentations
graphiques des fonctions étudiées dans ce paragraphe et savoir
en déduire celles des fonctions directement apparentées, telles
que .

L COSWL, trse™, traa'.
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Croissance comparée des fonctions de référence
X +=—EXp X, X — X%, X +—In x au voisinage de +oo:

Lim __P'_=+oo hmx .exp(-x)=0,

X—rfoo
In

sia>0, lim “XT-‘ =0.
X—Hoo

d) Notions sur les suites numériques
e Enoncés usuels sur les limites (admis)

- Comparaison, compatibilité avec " ordre.

- Somme, produit, quotient.

- Image d"une suite par une fonction : étzm donné une fonction f
définie sur un intervalle I et une suite (u,) de points de

L, si limu, = a {finie ou non) et si hm f(x)= A (finie ou non),
alorslim f(u,))=A

Suites définies par récurrence.

Certaines études aux bornes mettent en jeu des formes
indéterminées. S'1l s"agit d’une étude en + oo ou en - oo, aucune
autre connaissance que celles mentionnées ci-contre n’est
exigible des éléves; dans le cas d'une étude en un point a, on se
limitera 4 quelques exemples se résolvant trés simplement 4
I'aide du nombre dérivé en ce point d’une fonction usuelle ;
aux épreuves d’évaluation, des indications seront données sur
la méthode a suivre.

Le programme se place dans le cadre des suites définies pour
tout entier naturel. L' émde générale des opérations sur les suites

n’est pas au programme.

Les énoncés ci-contre sont caiqués sur ceux relatifs aux
fonctions. L’ objectif est d’apprendre aux éléves a les mettre en
ceuvre sur des exemples simples. Les éléves doivent connaitre
les limites et les comportements asymmptotiques comparés des
suites (In n); (a"), aréel strictement positif ; (n®), ccréel.

Pour la définition de suites par récurrence, on prendra un point
de vue trds intuitif : Etant donné une fonction f laissant stable
un intervalle [, le choix d"un point c de I défimit une suite (u,)
d'éléments de I telle que ug=cet, pourtoutn >0, u, , =f(u,).
Aucune difficulté ne peut étre soulevée sur I’existence et
I"unicité de cette suite.

Travaux pratiques

Obtention des valeurs d'une fonction d’une variable 4 I'aide
d’une calculatrice.

Frude du sens de variation d’ une fonction, détermination de
son signe, recherche des extremums. Détermination de la

position de 1a courbe représentative par rapport Aune
de ses tangentes:

Recherche de Ia limite d’une fonction polyndme ou d’une
fonction rationnelle en + s ou en - oo,

Exemples de recherche d' asymptotes ; exemples d*étude du
‘comportement local ou asymptotique d'une fonction.

Tracé de la courbe représentative d"une fonction.

Lecture de propriétés d’une foncnon 4 partir de sa représentation
graphique.
Etuded’ 6quzmons f(x)=Aou d’méquatlons f(x) S A

Exemples d’éude de situations décrites au moyen de fonctions
(issues de la géométrie, des sciences physiques et biologiques,
de Ia vie économique et sociale...)

Obtention des termes d’une suite A 1" aide d’une calculatrice.

Dans I’ensemble des travaux pratiques, on exploitera largcment
des situations issues des sciences physiques et biologiques.

Enclasse, on pourra également déterminer des va]eurs d'unc
fonction grice a un tableur. -

Larésolution de certaines questions nélmsitc I'étuded’une
fonction auxiliaire ; aux épreuves d’évaluation, cette fonction
sera indiquée. Pour déterminer la position d'une courbe par
rapport 2 unc de ses tangentes, on édiera les variations de la
dérivée, ce qui peut nécessiter 1a considération de la dérivée
seconde. Mais aucune connaissance de la relation entre
concavité de la courbe et dénvéc scoonde n cstengxble

des éleves.

L étude d’asymptotes verticales utilise les résultatsusuels sur : -
les limites. Pour I’ étude des comportements asymptotiques .
en + o (ou en - ), on exploitera la comparaison de 1a fonction
domnée f émmfammphsm:plcgmﬂcqnhn(f £=0;endehors
du cas des asymptotes horizontales, la fofdchion g devra étre
clairement mise en évidence sous 1a forme -
f(x)=g(x)+h(x),avec‘léx£h=0(ouli§h=0).

Etant donné une fonction f strictement monotone sur L, etun
€lément o de I tel que f(0r) =0, les &léves doivent savoir comparer
o2 un élément donné B de I en utilisant le signe de f(B).

Pour des fonctions dérivables surun intervalle, on justifiera la
résolution A I'aide du théordme des valeurs intermédiaires vu en
classe de premiére. A contrario, on pourra rencontrer A propos
de telles équations I'idée intuitive de discontinuité d"une
fonction en un point.

On s’attachera A interpréter les résultats (variations, signe,

extremums, comportement asymptotique,...). On étudiera
quelques problémes d’optimisation.
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Extrait du programme de physique (n°2)
B.O. spécial n°3 du Février 1995

Il. SYSTEMES OSCILLANTS [a titre indicatif 27 h + (9 h)]

Les phénoménes oscillants, en oscillations libres, auto-entretenues ¢
forcées, interviennent constamment dans notre vie quotidienne. Aussi, cet
partie est-elle abordée a l'aide d'exemples nombreux qui ne sont p:s
seulement des oscillateurs linéaires afin de montrer I'extraordinaire richess¢
de la physique des instabilités et de poser les problémes. On justifie ainsi le
choix qui portent d'abord sur les systémes oscillants les plus simple
lincaires, en ouvrant la demiére partie sur les systémes non linéaires qw
feront éventuellement I'objet d’études ultérieures...

Il est proposé que I'dtude soit expérimentale et s'appuie sur les
échanges énergétiques. Il est également prévu qu'elle précéde, dans le
progression, I'établissement de [I'équation différentielle. L'accent mis sic
I'énergie conduit & porter un intérét tout particulier aux oscillations auto
entretenues qui doivent étre bien distinguées des oscillations forcées. Les
oscillateurs auto-entretenus, les seuls a osciller durablement, sont fondamewh
talement non linéaires.

L'oscillateur harmonique, dont I'équation est la seule qui se résohe
analytiquement & ce niveau, apparait donc comme un modéle limite, aus:
bien dans le cas de I'oscillateur mécanique que dans le cas de I'oscillateu
électrique. L'étude des oscillateurs électriques est I'occasion d'introduire le
phénomeénes qui régissent le comportement d’un condensateur et d’'un
bobine. Elle offre la possibilité d'un certain nombre de manipulations el
travaux pratiques, qui peuvent dépasser le strict cas du dipdle (R, L, C
classique (quartz, signaux d’horioge).

L'introduction en activités support de I'étude de I'équation de Van de
Pol par simulation a I'ordinateur peut paraitre audacieuse. En fait le model
est trés physique et réaliste et ne présente pas de difficulté conceptuelle. |
permet de décrire en premiére approximation les comportements de nom-
breux oscillateurs ou la non-linéarité se manifeste sur le coefficient de I
derivée premiére (ce modéle a été introduit 1a premiére fois dans le but de
modeliser le comportement de I'oscillateur a triode). On illustre sur ce
exemple la puissance que peut apporter I'ordinateur dans I'analyse des

problemes pratiques pour lesquels I'approche analytique est difficile, voire
exclue. .

CONTENUS " COMPETENCES EXIGIBLES ]

1. Présentation des systdmes oscillants.

1.1. {llustration expérimentale de ia diver-  Définir et m_es&r_er ou calculer une période,
sité et de la complexité des phénoménes une frequence, une amplitude.
oscillants. Savoir - - .

1.2. Propriétés caractéristiques : gran-  _ qu'un oscillateur (mécanique ou électri-
deurs physiques concemées ; période, fré-  que) non amorti évolue a énergie cons-
quence ; analyse qualitative de la mise en  tante
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CONTENUS

COMPETENCES EXIGIBLES

oscillation et de 'évolution du systéme a
‘aide de la loi de conservation de I'énergie.

2. Oscillateurs mécaniques.

2.1. Analyse expérimentale des échanges
énergétiques énergie cinétique énergie po-
tentielle. Cas particuliers du pendule élasti-
que et du pendule simple. Introduction de
'expression de la période par analyse
dimensionnelle.

2.2. Oscillateur amorti et entretien des
oscillations (ex. horioge).

2.3. Analyse qualitative du phénoméne
d’'oscillations forcées et de résonance.

Activités support.

Présentation d’oscillateurs simples et com-
plexes : pendule, oscillateur électrigue,
vase de Tantale, oscillations hydrodynami-
ques (oscillation de sillage type Bénard-
Von Karman), acoustiques (instruments de
musique), biologiques (cardiaques, popula-
tions animales), chimiques (réaction de
Belousov-Zhabotinski), oscillateur paramé-
trique (balangoire, botafumeiro de Saint-
Jacques de Compostelle), etc.

Enregistrement et traitement de données
sur ordinateur concemant : le mouvement
d'un oscillateur mécanique sur table &
coussin d'air, celui d'un pendule en oscilla-
tions quelconques.

3. Oscillateurs électriques.

3.1. Etude expérimentale du condensa-
teur. Relation intensité tension. Dipole RC.
3.2. Etude expérimentale d’'une bobine ;
refation intensité-tension. Dipole RL.

3.2.1. Phénomeéne d'induction. Loi de
Lenz. Applications.

3.2.2. Phénoméne d'auto-induction.

3.3. Etude expérimentale des oscillations
libres d’un dipole RLC.

Echanges énergétiques et dissipation
d'énergie. Introduction de (‘expression de
la période du circuit LG par analyse dimen-
sionnelle.

Entretien des oscillations (montage avec
AO ou transistor).

3.4. Oscillateur électrique en régime forceé.
Analyse expérimentale de la résonance.

- qu'un oscillateur amorti dissipe une
énergie vers le « milieu extérieur » ;

- que tout systéme d'entretien des oscilla-
tions foumit I'énergie dissipée par "oscilla-
teur.

Donner I'expression d'une énergie poten-
tielle élastique.

Savoir qu'un oscillateur mécanique non
amorti évolue 4 énergie mécanique cons-
tante, qu’'au cours des oscillations il y a
transforrnation continuelle d'énergie cinéti-
que en énergie potentielle et inversement.

Utiliser un oscilloscope pour visualiser une
tension, aux bomes d’un dipdle, une inten-
sité. Expliquer le comportement d’un
condensateur. Savoir :

— que le temps de charge et de décharge
d’un dipdle (R, C) soumis a un échelon de
tension augmente avec RC, grandeur qui a
les dimensions d'un temps H

- qu’un condensateur qui se charge sous
tension U est un recepteur qui stocke
I'énergie 1/2 CU2,

Connaitre les relations al iques refiant
les grandeurs intensité, tension aux bornes
et charge d’'une armature.

Savoir qu'un circuit indéformable qui
« voit » un champ magnétique variable est
le siégge d'une fe.m.

Connattre (a loi de Lenz.

Savoir qu'une bobine s’oppose aux varia-
tions de courant du circuit ou elle se trouve.
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CONTENUS

COMPETENCES EXIGIBLES

Activités support.

Etude a l'oscilloscope de la réponse d'un
dipéle (RC, RLC, a un échelon de tension). .
Régimes transitoires observés a l'ordina-:
teur utilisé en saisie de données ou a
l'oscilloscope a mémoire.

Courbe de résonance d’intensité d'un di-
pole RLC.

Oscillateur utilisant un amplificateur opéra-
tionnel. ’

Fréquence de résonance d'un quartz.

Exemples de signaux d’horloge générés
par d’autres oscillateurs électriques.

4. Modaéles.

" 4.i. Un méme formalisme pour de nom-

breux oscillateurs. Oscillations sinusoidales

. libres, établissement de I'équation différen-
tielle. . _ ‘

4.1.1. Oscillateur mécanique finéaire : ap-

plication de la relation de la dynamique au

cas du ressort linéaire horizontal.

4.1.2. Oscillateur électrique linéaire : appli-
cation de la loi des tensions au dipdle (LC).

4.2. Oscillations entretenues. Apport
d'énergie (réaction positive) et limitation de
"amplitude (non-linéarité).

Retour sur les exemples étudiés : horloge
mécanique, oscillateur électrique, effet
Larsen.

Activités support.

Etude 3 l'ordinateur de I'équation de Van
der Pol : un modéle (oscillateur RLC entre-
tenu) pour ['introduction aux effets non
linéaires.

Connaitre la relation algébrique reliant in-
tensité et tension a sesbomes :e = — L di/
dt. :

Savoir qu'une bobine qui joue le rdle de
récepteur, stocke I'énergie 1/2 Li%.

Savoir qu'au cours des oscillations libres
d’un dipdle RLC il y a échange d'énergie
entre la bobine et le condensateur et perte
d'énergie par effet Joule.

Connaitre |'expression de la période des
oscillations libres du dipdle LC.

Définir les régimes oscillants critiques, et
sous-critigue.

Décrire un exemple de dispositif permet-
tant de compenser I'amortissement des
oscillations.

Réaliser un montage permettant de relever
une courbe de résonance.

Savoir qu’un dipdle RLC en oscillations
forcées est traversé par un courant dont la
période est celle imposée par le générateur
et non celle des oscillations libres.

Savoir qu'il y a résonance d'intensité si
période propre et période du générateur
sont égales, qu'alors | = U/R et quiil y a
risque de surtension aux bormes des di-
poles.

Déterminer sur la courbe de résonance la
bande passante a 3dB.

Savoir que cette bande passante est d'au-
tant plus étroite que ia résistance est plus
faible.

Etablir {'équation différentielie d'un oscilla-
teur (mécanique ou électrique) non amorti
et, dans le cas de l'oscillateur sinusoidal,
retrouver ’expression de la période.
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Les solutions proposées a certains problémes posés au 17¢m
siécle

La solution proposée au probleéme "Isochrone” (n°1)

La solution proposée au probléme '"Brafystochrone" (n°2)
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Probléme "isochrone" et la solution proposée par Jacques Bernoulli (n°l)

"Trouver une ligne de descente, dans laquelle le corps pesant descende uniformément, et approche
également de ’horizon en temps égaux ". (Leibniz, 1687 (cité par Blay, 1992)).

Les détails trouvés chez Blay (1992) expliquant la solution proposée par Jacques Bernoulli (1690) a ce
probléme sont données ci-dessous :

La solution Jacques Bernoulli se scinde en deux étapes bien distinctes : une premiere a pour objet de
ramener le probléme physique a un probléme de géométrie et une deuxiéme comprend la résolution de

cette question de géométrie a 1’aide du calcul différentiel.

La réduction a la pure géométrie :

Au début de cette partie, dans une premicre étape, Bernoulli essaye de résoudre le probléme, en
proposant quelques conditions, et en le représentant sur une figure (celle donnée ci-dessous) qui
permet de mieux le comprendre. Pour vérifier la condition qui impose une vitesse verticale constante,
Leibniz suppose qu’un point pesant est abandonné en 4 sans vitesse initiale. Soit BFG la courbe que le
point pesant doit décrire, en arrivant a B avec la vitesse acquise au cours de la chute AB avec une
vitesse constante suivant la direction verticale.

" E A P N M

%

L’étape suivante nous montre que le cadre conceptuel géométrique entre en jeu, ici. Jacques Bernoulli
modélise le probléme en se servant du concept des infiniment petits et il choisit deux arcs de la courbe
BFG similaires a des segments de droite (DG et FH) tels que les hauteurs de chute /G et LH leur
correspondant soient égales. Par conséquent, les arcs sont parcourus dans des intervalles de temps
¢gaux. Dans le processus de résolution du probléme par les régles de la géométrie, il trace, d’une part,
les tangentes DM et FN a la trajectoire BFG respectivement en D et en F, et, d’autre part, la parallele
GP a FN (ou HN, puisque HF est assimilé a un petit segment de droite).
Sur le schéma, il appelle v¢ et vy les "vitesses acquises en G et H " par un point pesant tombant en
chute libre "de la méme ligne horizontale AC suivant les droites CG et EH". Il continue, d’apres la loi
de la chute des graves de Galilée qui permet une résolution en passant par la géométrie :

v - CG

v EH
Cette loi permet de remplacer dans toutes les démonstrations le rapport des carrés des vitesses par

celui des longueurs.
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Dans sa solution, Jacques Bernoulli suppose sans I’expliciter, contrairement a ce que fera son frere
Jean, que la vitesse le long des segments rectilignes infiniment petits #H et DG est constante, et donc,

puisque ces segments sont parcourus dans le méme intervalle de temps, que :

ve _ DG

vy, FH
A T’aide de cette nouvelle relation, il remplace dans toutes les démonstrations le rapport des vitesses
par celui des longueurs. Par conséquent, la combinaison de ces deux relations rend possible, par
¢limination de la vitesse, une réduction a la géométrie pure.

CG _ DG’

EH FH’
En introduisant GI* (avec GI = HL), on peut écrire ceci :

CG _DG* _DG* GI*(ouLH?)

EH FH® FH*  GI’

D M LH _HE
Or les triangles (CGM et IGD) et (EHN et LHF) sont semblables : (—G = G—) et (—=——

GI GC FH HN
CG _GM* HE?

EH GC* NH*'

par conséquent :

Ou encore, on considérant les triangles semblables EHN et CGP (E = ﬂ .
HN GP
CG GM* HE* CG _GM’
EH  GC* NH® EH GP’
Il ne s’agit plus maintenant que de trouver la courbe BHG telle que le rapport des racines carrées de
CG et EH soit égal au rapport de GM a GP.

D’ou finalement

Analyses :

Le probléme physique a été ramené a de la pure géométrie. Jacques Bernoulli introduit les différents
symboles algébriques qui rendent possible, dans le cadre du calcul leibnizien, la résolution de ce
nouveau probléme de géométrie.

Il pose alors : CG=a, GM=b, AE=x, LF =dx, EH=y et HL = dy.

En s’adressant encore une fois a la construction des triangles semblables CGP et LHF, il conclut :

HL _GC cp= a\Jdx* + dy*

—— = —— soit encore en remplagant :

HF GP dy
o G _GM’
En utilisant ﬁ = GP et en remplagant, on trouve:
a___ ¥
v Cadx’ +a’dy’
dy’

d’ou1 I’équation différentielle qui définit la courbe cherchée : dy\/b>y —a’ =dxva’ |
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Maintenant il s’agit de résoudre cette équation différentielle par la méthode d’" intégral" employée a
cette époque. Bernoulli ’intégre et obtient finalement I’expression classique caractéristique de la

parabole semi-cubique. (Blay, 1992)

Probléme ""brahystochrone''et la solution proposée par Jacques Bernoulli (n°2)
"Trouver la courbe plane AMB qu’un point pesant M doit parcourir pour descendre sans vitesse
initiale d’un point 4 a un point B dans le temps le plus bref." (Jean Bernoulli, en 1697 cité par
Blay, 1992)

La solution proposée a ce probléme par Jean Bernoulli (1697) est détaillée ci-dessous en s’appuyant
sur les travaux de Chabert (1993) et sur ceux de Blay (1992))

Dans sa solution Jean Bernoulli utilise une approche différente en s’appuyant s’appuie sur le principe
de Fermat qui dit: « un rayon de lumiére passant d’un milieu moins dense ou plus rare dans un milieu
plus dense se rompt par rapport a la perpendiculaire en sorte que le rayon procédant continuellement
de la source de lumiére vers le point éclairé emploi le moins de temps possible ».

Ce principe permet a Fermat d’en déduire la loi des sinus : si v; désigne la vitesse dans une certaine
bande et v, dans la bande juste en dessous, I’angle i que fait avec la verticale le segment de la
trajectoire situé dans la premiere bande et ’angle r que fait celui situé¢ dans la suivante sont liés par la

sini _ sinr

régle des sinus : ——
v, \

1 r

An s’appuyant sur ce principe :

[...] il (Jean Bernoulli) imagine I’espace découpé en lamelles suffisamment fines pour qu’a
I’intérieur de chacune la vitesse puisse étre imaginée constante. Dans chaque bande, la trajectoire
devant étre le plus court chemin est nécessairement un segment. Globalement, la trajectoire

présente alors 1’allure d’une ligne polygonale. (Chabert, 1993 )

<«
v rse
¢
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Si les lamelles horizontales deviennent de plus en plus fines, leur nombre augmentant indéfiniment, la
ligne polygonale tend vers une courbe. La tangente en chaque point de cette courbe se confond en ce
point avec le segment de la ligne polygonale. (Chabert, 1993)

sina _ 1

\% a

L’angle U (que la tangente fait avec la verticale) est proportionnel a la vitesse :

Jean Bernoulli pose : AC =x, CH=v, CM =y, Cc = dx, nm = dy, Mm = dz

. d .
Alorsen M : sina = -4 or par ’hypothése, sina = A
Mm dz a

d
Doi ~ =% o a*dy® =vdz’
a dz
vdx

[ 2 2
a —v

Or dz* =dx’* +dy* d’ou dy = (Blay, 1992).
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Présentation générale des manuels de Terminale S

Présentation des manuels de mathématiques (n°1)
Présentation des manuels de physique (n°2)

Echantillon des exercices proposés aux étudiants en
premiére de DEUG

Echantillon des exercices proposés en mathématiques (n°3)
Echantillon  des  exercices  proposés  en  électrocinétique  (n°4)
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Présentation des manuels de mathématique (n°3)

Manuel "Terracher"
Présentation générale des chapitres liés aux équations différentielles

Chapitre 7 : Fonctions exponentielles et puissances. Equations différentielles

Sommaire Objectifs

- Fonction exponentielle - introduire la fonction exponentielle et les

. . fonctions, et se familiariser avec leurs propriétés
- Fonction puissances . ] )
(algébriques, graphiques, fonctionnelles)

- La croissance comparée ) ) .
- Etudier leur croissance comparée (avec celle de

- Dérivées, primitives... la fonction In)

- Equations différentielles -Les utiliser dans la recherche de primitives

- Etudier deux équations différentielles de base :

Y=ay et y"+w'y=0

Manuel "Fractale"
Présentation générale des chapitres liés aux équations différentielles

Chapitre 2 : Calcul différentielle primitives

Sommaire
- Dérivée d’une fonction composée
- Dérivées successives
- Inégalité des accroissements finis

Primitives d’une fonction sur un intervalle

Chapitre 5 : Fonction exponentielle

Sommaire
- Définitions
- Propriétés algébriques
- Etude de la fonction exponentielle

- Equation différentielle y'= ay
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Présentation des manuels de physique (n°2)

Manuel "Nathan"

Présentation générale des chapitres liés aux équations différentielles

Chapitre 18 : Modélisation des oscillateurs

Sommaire

- L’oscillateur amorti

Objectifs

- L’oscillateur libre non amorti - savoir établir I’équation différentielle d’un

oscillateur non amorti et, dans le cas de
’oscillateur sinusoidale, savoir retrouver
I’expression de la période

- savoir appliquer le théoréme du centre d’inertie
dans le cas du pendule élastique horizontale

- savoir appliquer la loi des tensions dans le cas du
circuit (R, L, C)

Manuel "Durandeau”

Présentation générale des chapitres liés aux équations différentielles

Chapitre 19 : Modélisation des systémes oscillants

- Oscillateur libres

- Entretien et naissance des oscillations

Sommaire Objectifs
- modélisation des systémes oscillants - Etablir I’équation différentielle d’un oscillateur
- Oscillateurs libres non amortis - retrouver 1’expression de la période d’un

. oscillateur sinusoidal,
amortis

- modéliser un oscillateur entretenu
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Echantillon des exercices proposés en mathématiques (n°3)

Méthodes d’intégration des équations différentielles ...

Commentaire : les exercices suivants ne com-
portent aucune astuce ; ils nécessitent seulement
d’appliquer le cours correctement ! Encore faut-il

le savoir . ..

solutions sur IR des équations différentielles

Déterminez toutes les fonctions y réelles

suivantes
(Eo) y"(z) +y'(z) — 2y(z) =0
(Br) y"(z) + ¢'(2) - 2y(z) = ze™
(E2) y"(z) +¥'(2) — 2y(z) = ze”
(E3) y"(z) + y'(z) — 2y(z) = 8sin2z.

Indications :

o 1 est racine de r? +r — 2, quelle est 'autre racine 7
o Attention au second membre de (Ez).

o Pour (E3), vous ne trouverez pas de solution parti-

culiére de la forme \sin 2z : sous quelle forme faut-il
la chercher ?

(2]

solutions sur R des équations différentielles

Déterminez toutes les fonctions y réelles

suivantes
(Eo) y"(z) +y(x) =0
(By) y'(z) +y(@) =z +1
(Ey) y"(z) + y(z) = cosx
(E3) y"(z) + y(z) = 2cosz — x — 1.

Précisez quelle est la solution y de (F3) sur R qui

vérifie de plus

y(0) = =1 et y'(0) = 0.

Indications :

o est-ce vraiment nécessaire de calculer un discriminant
pour trouver les racines complexes de 241

o Attention au second membre de (E2) : vous n’en trou-
verez pas de solution particuliére de la forme

Acosz + psinz : sous quelle forme faut-il la chercher ?
o Pour (Es3), pensez au principe de superposition.

o Ensuite, les conditions initiales données en 0
détermineront complétement y .

3

@ Déterminez toutes les fonctions y réelles
solutions sur R des équations différentielles
suivantes

(Eo) y"(z) + 29'(z) + y(x) =0

(E1) ¢"(z) + 2y'(2) + y(z) = 32

(B2) ¢"(z) + 29'(z) + y(z) = e

(Bs) y"(z) +2y'(z) + y(z) = ze7*

(Bs) y"(z) + 2y'(z) + y(z) = 2%e”.
Indications :
o rappelez-vous une identité connue depuis bien
longtemps !

o Attention au second membre de (E3) et & la multi-
plicité de la racine ~1 ...

Déterminez toutes les fonctions y réelles
solutions sur R des équations différentielles

suivantes

y"(z) + 6y'(z) + 25y(z) =0

y"(z) + 67'(z) + 25y(z) = 16z~

(
(z

y'(z) + 6y'(z) +
(z

y'(z) + 6y'(z) + 25y(z)
= 162%e~3% + 73 cos4z.

25y(z) = 73cosdx

Indications :

o le discriminant trouvé est négatif.

o Les coefficients 16 et 73 sont la pour que les calculs
s’arrangent !

o Pour (FE3), pensez au principe de superposition.

[E' Déterminez toutes les fonctions y réelles

solutions sur R des équations différentielles

suivantes
(Eo) ¥"(z) —2y'(z) + y(z) =0
(Br) y'(z) — 2y'(z) + y(z) = (6z +4)e
(Bs) y'"(z) — 2y'(z) + y(z) = 25sin2z
(B3) y"(z) — 2y'(z) + y()

= (3z+2)e® — 25sin2z.
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Méthodes d’intégration des équations différentielles . ..

Indications :

o factorisez 7% —2r + 1.

o Attention au second membre de (Ey).

o Cherchez une solution particuliére de (E2) sous
la forme Acos2z + psin2z.

o Pour (E3), pensez au principe de superposition.

@ Déterminez toutes les fonctions y réelles
solutions sur R, de I’équation différentielle

y"(z) — 3y'(z) + 2y(z) = 8z°.

Déterminez toutes les fonctions y réelles
solutions sur R de I’équation différentielle

y"(z) — 6y'(z) + 9y(z) = (32 +1)e .

Résolvez 1’équation différentielle homogene

(Bo) y"(z) = 3y'(z) + 2y(z) =0
puis déterminez la solution y de (Ep) qui vérifie les

conditions initiales

y(0) =0 et 3'(0) =1.

z

Réponse finale : y(z) = e** — €”.

Résolvez ’équation différentielle

[o]

(B) y'(z) — 4y(z) = 4e™2*

puis déterminez la solution y de (E) qui vérifie de

plus
4 — 3 —
y'(0) =1 et zl}rf y(z) = 0.

Réponse finale : y(z) = (—1 —z)e 2%,

(a2 a 1NV

Exercices facultatifs :
pour mieux comprendre le cours.

Détermination

de toutes les solutions de (Ejp)

danslecas A >0

Soit ’équation différentielle linéaire homogene
(Eo) v"(z) + py'(z) + qy(z) = 0.

Supposons que le polynéme 2 + pr+¢q admette une

racine réelle 71 . Il est alors légitime de poser
y(z) = C(z)e™”

puisque e™* ne s’annule jamais.

De plus, comme
VzeR C(z) = y(z)e "=

(et qu’une exponentielle est indéfiniment dérivable),
lorsque y est dérivable, C' ’est aussi.

a) Trouvez une condition nécessaire et suffisante
sur la dérivée C’ de la nouvelle fonction inconnue

pour que y soit solution de (Ep).

Réponse: VzeR C'(z)+ (p+2r)C'(z) = 0.

L’intérét de la méthode est maintenant clair : elle
permet de passer d’une équation différentielle du second

ordre en y & une équation du premier ordre en C' ...

Cette méthode porte un nom : c’est la méthode de

réduction de ’ordre. On lutilise aussi pour des
équations linéaires d’ordre plus grand ou & coefficients
variables, dés que I'on en connait une solution qui ne

s’annule pas sur un intervalle donné.

b) Notons ro l'autre racine réelle de 72 + pr + ¢
(distincte ou non de r1 ). On rappelle que la somme
des racines vaut —p :

T1 + To = —p.

Déterminez les fonctions C' solutions de I'équation
différentielle trouvée au a), puis par un calcul de
primitives, tirez-en l’expression de C et ainsi toutes
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Echantillon des exercices proposés en électrocinétique (n°4)

- MISE EN EQUATION DE CIRCUITS RC -

[Energie dépensée pendant la charge d’un condensateur 4 travers une résistance : Etude de régime transitoire. I

Objectif : Apprendre a mettre en équation un circuit a partir des lois sur les tensions et les courants e
insistant sur les conditions de signe pour les dipdles générateurs ou récepteurs de puissance.

Partie I : On considére le circuit de la figure A ol R est la résistance du résistor, £ la force électro-
motrice de la source de tension continue et C la capacité du condensateur.

Question 1: Ecrire la relation entre les tensions K i(t)

(U, 5(8), uge(t), uca(t)) aux bornes des différents = [j

éléments du circuit & un instant quelconque . On B
tera v, (1), vg(t), v(t) les potentiel iés : 1 A

noterav, (1), vg(t), v(t) les potentiels associés : la R

convention récepteur est-elle bien respectée ?
Question 2: En déduire I’équation différentielle
vérifiée par la charge du condensateur au court du

temps. ) ()
Question 3: Résoudre cette équation pour la charge C —1 B
en supposant I’interrupteur initialement ouvert et le —_—
condensateur déchargé. E ) qe(t)

Question 4 : En déduire I’évolution de I'intensité du
courant dans le circuit au court du temps. Tracer
qualitativement sur un méme graphe les courbes q(z)

eti(z). _ . - C
Figure A L’interrupteur X est initialement ouvert.

On suppose qu’on le ferme a 1’instant r=0.

2
Partie 11 : Onrappelle que I’énergie emmagasinée dans un condensateur peut s’écrire E, = %QTU) et
va chercher & comparer cette énergie emmagasinée dans le condensateur au cours du temps a 1’énergic qui
aura été dissipée par effet Joule a travers la résistance.

Question 5: Que vaut la charge g_ = g(f —> +o0) dans la limite des temps longs ? A quel temps doit-on
comparer ces temps “ longs >? Que vaut alors 1’énergie du condensateur.

Question 6 : Sachant que I’énergie dissipée dans la résistance depuis la fermeture de I’interrupteur peut

I’on

s’écrire jo RZ(f)dt , calculer Iénergie totale dissipée dans la résistance pendant la charge du condensateur.

Question 7 : Comparer cette énergie & celle emmagasinée dans le condensateur. Conclure. En déduire
I’énergie totale fournie par le générateur.

Partie 111 Indiquer ce qu'il faudrait faire pour observer la décharge du condensateur a travers la résistance...

... Une autre maniére de procéder consiste & laisser l'interrupteur est fermé et a remplacer le générateur de
tension par un générateur de signaux carrés de fréquence f=50Hz et d'amplitude 1V (Passant successivement
de0alVpuisO...

Question_1 : Indiquer l'expression de la tension mesurée aux bornes du condensateur a la décharge et en
tracer le comportement.

Question 2 : Trouver l'équation de la tangente a l'origine et la valeur d'intersection avec l'axe des abscisses.
Question 3 : Onsuppose que R=1000Q, C=4pF : tracer les tensions relevées a l'oscilloscope aux bornes
du condensateur et du générateur

Question 4 : On prend maintenant R=10kQ, C=4uF : montrer que la tension aux bornes du condensateur
est en forme de "dent de scie" et discuter son amplitude lorsque R augmente.

Ce résultat sera repris dans le TD 3.
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LES REGIMES CRITIQUES ET APERIODIQUES DANS UN CIRCUIT R, L ,C SERIE

Régimes transitoires lors de 'installation du courant dans un circuit R, L, C

Objectif : Apprendre a manipuler les solutions des équations différentielles du second ordre
coefficients constants et avec second membre :

Nous nous proposons d'étudier comment se

déroule le régime transitoire  correspondant &

I'installation d'un courant dans un circuit série R,
L, C, connecté a un générateur de tension continue
de résistance interne négligeable et de fe.m. £ a
travers une résistance R et une self inductance L

(Voirla figure). Le condensateur C est connecté au

générateur a l'instant /=0 par un interrupteur K. La
situation initiale correspond au condensateur C
déchargé qui présente, a cet instant, une différence

de potentiel nulle entre ses armatures, de sorte que
v (0)-v (0)=0.

Question 1 En appliquant & chaque composant la convention récepteur, trouver la relation algébrique
que doit satisfaire au cours du temps; la chargeg (7) accumulée sur I'armature A du condensateur.

Question 2 En déduire 'équation différentielle que doit satisfaire le courant i(?) circulant dans le circuit
R, L,C.
Question 3 Ecrire 'équation caractéristique associée a I'équation différentielle pour ¢ (2).

Question 4 Donner I'expression de g (1) dans le régime apériodique. Tracer le graphe de ¢ (1) dans le
régime apériodique. Donner 'expression de i(?) dans le régime apériodique. Tracer le graphe de i(z) dans le

régime apériodique.

Question S Modifier I'équation différentielle que doit vérifier g (2) et intégrer cette nouvelle équation
entre deux instants 7; et 7, pour faire apparaitre les échanges énergétiques qui se produisent pendant le régime
apériodique.

248



Annexes D

Tests proposés aux étudiants

Test mathématique (n°1)
Test physique (électrocinétique) (n°2)

Certaines copies d étudiants
Les copies fournies par £16 (n°3)
Les copies fournies par £44 (n°4)
Les copies fournies par £49 (n°5)
Les copies fournies par E11 (n°6)

Tableaux récapitulatifs des réponses des étudiants
L’ensemble des réponses obtenues au test mathématique : Exercice 1 (n°7)
Exercice 2 (n°8), Exercice 3 (n°9)

L’ensemble des réponses obtenues au test physique : Exercice 1 (n°10),
Exercice 2 (n°11)






