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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

Comme toute activité industrielle, I'industrie nucléaire produit des déchets. Des précau-
tions considérables sont prises pour gérer les déchets radioactifs, quels qu’ils soient, ceux-ci
étant, bien entendu, soumis a une réglementation tres précise et a des controles fréquents
et approfondis.

La loi de programme n"2006-739 du 28 juin 2006 relative a la gestion durable des
matieres et déchets radioactifs affirme et renforce le positionnement de TANDRA comme
acteur de référence dans la gestion durable de tous les déchets radioactifs produits par la
France. Cette loi précise les recherches et études relatives aux déchets de haute activité
(HA) et de moyenne activité a vie longue (MA-VL). Elle fait suite a la loi du 30 décembre
1991 qui fixait une période de quinze années au terme de laquelle le gouvernement devait
remettre ses conclusions au parlement sur la gestion des déchets HA et MA-VL. Trois
axes de recherche y étaient retenus : la séparation poussée-transmutation, le stockage en
profondeur et 'entreposage de longue durée.

A partir des études et recherches menées entre 1991 et 2005, TANDRA a remis au gou-
vernement le « Dossier 2005 » qui conclut a la faisabilité du stockage géologique réversible.
C’est sur la base des éléments de ce dossier, des conclusions du CEA sur les deux autres
axes de recherche et d'un débat public, que la promulgation de la nouvelle loi de 2006 a
eu lieu. Dans le cadre de la nouvelle loi, les trois axes de recherche sont confirmés pour la
gestion des déchets HA et MA-VL :

— la séparation et la transmutation des éléments radioactifs a vie longue, confié au

CEA;

— le stockage réversible en couche géologique profonde, confié a 'TANDRA. Solution
de référence (voir [71]), cet axe doit permettre d’aboutir au choix d’un site et a la
conception d’un centre de stockage de sorte qu’en 2015, une demande d’autorisation
de création puisse étre instruite et qu’en 2025, sous réserve de cette autorisation,
le centre de stockage puisse étre mis en exploitation. Dans ce cadre, elle exploite le
Laboratoire de recherche souterrain de Meuse/Haute-Marne situé a 500 metres de
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profondeur.

— l'entreposage, piloté par FANDRA. Cet axe vise d’ici 2015 a la création de nou-
velles installations d’entreposage ou a la modification des installations existantes
pour répondre aux besoins recensés.

1.1.1 Le stockage en couches géologiques profondes

Le travail de la these s’inscrit dans le contexte du projet de stockage en formation
géologique profonde de déchets radioactifs haute activité et vie longue (HAVL). L’objectif
fondamental de la gestion a long terme des déchets HAVL est de protéger, sur une tres
grande durée, 'homme et I'environnement des risques associés a ces déchets. La réponse
apportée par un stockage consiste a confiner ces déchets dans une formation géologique
profonde pour s’opposer a la dissémination des radionucléides qu’ils contiennent. Ce confi-
nement s’effectue sur de grandes échelles de temps (jusqu’a plusieurs centaines de milliers
d’années), de maniére passive, c’est-a-dire sans nécessiter a tres long terme de maintenance
ou de surveillance, comme le rappelle la regle fondamentale de sureté (RFS II1.2.f).

Les études inhérentes au stockage de déchets HAVL en formation géologique profonde
menées par ’ANDRA s’appuient sur les caractéristiques du site de Meuse/Haute-Marne et
s’attachent a évaluer les conditions dans lesquelles on pourrait construire, exploiter, gérer
de maniere réversible, fermer, surveiller un site de stockage, puis le laisser évoluer sans
aucune intervention humaine et sans qu’a aucun moment la sécurité des travailleurs, du
public et la protection de I’environnement ne soient compromises. La stureté est ainsi au
centre de la démarche de conception du stockage.

1.1.2 Les fonctions de stureté

L’objectif fondamental d'un stockage en formation géologique profonde est rappelé par
la regle fondamentale de streté RFS.IIT.2.f. : « La protection des personnes et de I’envi-
ronnement a court et a long terme constitue 1'objectif fondamental assigné a un centre de
stockage de déchets en formation géologique profonde ».

Cette protection des personnes et de l’environnement est réalisée en s’opposant a la
dissémination des radionucléides contenus dans les déchets, sans reposer a terme sur une
maintenance ou une surveillance. Pour s’opposer a la dissémination radioactive aux diffé-
rentes échelles de temps, on confére a une installation de stockage en formation géologique
profonde des fonctions de stireté multiples : en se complétant mutuellement, celles-ci op-
timisent les performances globales du systeme; en offrant une certaine redondance, elles
permettent de mieux résister a une défaillance ou a une perturbation externe.

Le principe de stureté du stockage repose sur trois barrieres de confinement : le colis
de déchets (les déchets sont immobilisés dans une matrice de verre a dégradation tres
lente), la barriere ouvragée (béton ou argile) et la barriere géologique (argilites saines du
Callovo-Oxfordien).

En profondeur, I’eau souterraine constitue le principal vecteur permettant un transport
de radionucléides. Dans ce contexte, le stockage doit étre congu pour (i) s’opposer a la cir-
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culation d’eau, (ii) limiter le relachement des radionucléides et les immobiliser a 'intérieur
du stockage lui-méme, ce qui renvoie notamment a un besoin de « protéger » les déchets,
(ili) retarder et atténuer la migration des radionucléides qui auraient été relachés par les
déchets et (iv) préserver les propriétés favorables du milieu en limitant les perturbations.
Ce sont ces fonctions de streté qui doivent étre remplies par un stockage.

Pour cela, on mobilise le plus largement les propriétés favorables des argilites du Callovo-
Oxfordien (faible perméabilité, capacité de rétention, propriétés géochimiques, environ-
nement hydrogéologique). L’age de la formation, sa stabilité tectonique, la profondeur
d’implantation du stockage permettent d’envisager une grande stabilité de ces propriétés
favorables, aux échelles de temps étudiées ici (de 1’échelle du millier d’années a celle de
plusieurs centaines de milliers d’années). Au-dela de la phase d’exploitation et d’observa-
tion du stockage, les fonctions de stureté d’'un stockage sont passives, c’est-a-dire qu’elles
ne nécessitent aucune intervention humaine.

On s’intéresse dans cette these a la barriere géologique, c’est-a-dire au transport des
contaminants dans le milieu poreux apres rupture de la barriere ouvragée.

Nous allons présenter les différentes composantes de notre modele : les contaminants
eux-mémes, les milieux poreux (modele pour la barriere géologique) et ’écoulement de
I’eau dans ces milieux, et les parametres supplémentaires caractérisant 1’écoulement des
contaminants.

1.1.3 Les contaminants
1.1.3.1 Définitions

Les éléments constitutifs du noyau de 'atome sont les nucléons, la masse de 'atome
étant presque proportionnelle a son nombre de nucléons (autour du noyau gravitent des
électrons de masse négligeable). On distingue deux sortes de nucléons : les protons, chargés
électriquement positivement, et les neutrons, électriquement neutres. Un élément chimique
est défini par un nombre de protons. Les isotopes sont des formes d’'un méme élément
chimique, dont les noyaux possedent un nombre de protons identique et un nombre de
neutrons différent. La plupart des éléments ont une forme stable, ses autres formes sont
dites instables ou radioactives. Un radionucléide est un isotope radioactif d'un élément. La
désintégration est la transformation d’un noyau instable en noyau plus stable, au cours de
laquelle le nombre et la nature des nucléons sont modifiés. La radioactivité est la propriété
que possedent certains éléments chimiques de se transformer spontanément en un autre
élément par désintégration, en dégageant de 1’énergie sous forme de rayonnement. Pendant
la désintégration, une quantité importante de chaleur est dégagée. De plus, différents types
de rayonnement peuvent étre émis en fonction de 1’élément d’origine. La radioactivité o
se caractérise par 1’émission d'un noyau d’Hélium, i.e. deux protons et deux nucléons. La
radioactivité 5~ est la conversion d’un neutron en proton et est caractérisée par I’émission
d’un électron (ou particule 37) et d’un anti-neutrino. Elle affecte les radionucléides ayant
un exces de neutrons. La radioactivité 57 est la conversion d’un proton en neutron et est
caractérisée par 1’émission d’un positron (ou particule 57) et d’un neutrino. Elle affecte
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les radionucléides ayant un exces de protons. Les désintégrations a,, 3~ et 51 sont accom-
pagnées de I’émission de photons de haute énergie, ou rayons v, dont les longueurs d’onde
sont généralement encore plus courtes que celles des rayons X, étant de I'ordre de 10~%m
ou inférieures. Cette émission v a lieu lors des transitions électroniques a partir de niveaux
d’énergie excités (des changements d’orbite des électrons), avec des énergies mises en jeu
de l'ordre du MeV.

La demie-vie ou période radioactive 17/, d'un isotope radioactif est la durée au bout
de laquelle la moitié des noyaux radioactifs se sont désintégrés. La loi de décroissance
radioactive est exponentielle :

dN(t)
dt
ou N(t) est le nombre d’isotopes radioactifs a I'instant ¢ et A est la constante de décroissance
radioactive :

— CAN(?)

B In2

A= —.
T2

L’unité de mesure d’activité est le Becquerel (Bq), elle correspond a une désintégration
par seconde. L’activité totale d'un systeme fermé décroit comme le nombre de noyaux
radioactifs. Pour donner des ordres de grandeur, la radioactivité de 1’eau de mer est de
12 Bq.kg™!, I'activité d'un combustible usé dans une centrale nucléaire est de 10! Bq.

1.1.3.2 Les colis de déchets

Les déchets de 'industrie électronucléaire proviennent essentiellement des combustibles
usés déchargés des réacteurs de production d’électricité. Actuellement ces combustibles
sont retraités par Cogema dans ses usines de La Hague : des résidus sont alors séparés de
I'uranium et du plutonium, ce sont les produits de fission et actinides mineurs, ainsi que les
structures mécaniques des assemblages de combustible (troncons de gaines, pieces d’em-
bouts). Pour I’étude du stockage, on considere I'ensemble des déchets engagés par le parc
électronucléaire actuel, sur la base d’une hypothese de durée moyenne de fonctionnement
des réacteurs de quarante années.

Les déchets dits de haute activité et a vie longue (ou HAVL) contiennent a la fois des
radionucléides a vie courte, généralement en quantité importante (haute activité) et des
radionucléides a vie longue en quantité moyennement a tres importante. Leur contenu en
radionucléides a vie longue renvoie plus particulierement au risque d’ingestion entrainant
une exposition de tissus vivants au rayonnement «; la période radioactive de certains
isotopes dépasse la centaine de milliers d’années. Une grande partie des déchets HAVL
présentent aussi une haute activité de rayonnement ~, qui implique de protéger I’homme
d’une radio-exposition externe. L’activité 3 — v présente dans les déchets HAVL décroit
relativement rapidement dans le temps : ainsi, apres quelques dizaines d’années, les com-
bustibles nucléaires ne contiennent plus que quelques pour cent de la radioactivité qu’ils
présentaient lors du déchargement du réacteur. L’énergie générée par la radioactivité est
convertie essentiellement en chaleur : le rayonnement est absorbé dans la matiere méme
constituant le colis de déchet et, pour une plus faible part, dans la matiere située a son
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voisinage immédiat. Lorsque la radioactivité § — v a tres fortement décru (au bout de
quelques siecles), I'énergie radioactive résiduelle, associée aux isotopes a longue période,
est tres faible, et la chaleur produite devient alors non significative. La décroissance de 'ac-
tivité B — v dans le temps suggere, pour les colis les plus actifs, une période intermédiaire
d’attente, entre leur production et leur stockage. Cette attente peut étre réalisée dans des
installations d’entreposage. Elle permet de diminuer la chaleur produite par les déchets,
qui intervient sur le dimensionnement des installations de stockage et sur leur emprise dans
la formation d’accueil.

1.1.4 Les écoulements en milieux poreux saturés

Un milieu poreux est un milieu composé d'une matrice solide et d'un espace vide pou-
vant étre occupé par un ou plusieurs fluides. De plus sa géométrie doit respecter les pro-
priétés suivantes :

— les espaces vides du milieu poreux doivent étre interconnectés (1’écoulement est pos-

sible et tous les espaces vides sont susceptibles d’étre occupés par les fluides) ;

— les dimensions de 'espace vide sont grandes devant la longueur du trajet libre moyen
des molécules fluides ;

— les dimensions de 'espace vide sont suffisamment petites pour que 1’écoulement des
fluides soit controlé par les forces de frottement aux interfaces fluide-solide et les
forces de cohésion aux interfaces fluide-fluide.

Les deux dernieres conditions permettent de définir la porosité du milieu ¢ (fraction

de volume occupée par les pores) et le volume élémentaire représentatif. Soit x un point
du milieu. Soit ® la fonction caractéristique de 'espace vide,

B(z) = 0 si z appartient a la matrice solide
| 1 sinon.

Pour r > 0 on note B(z,r) la boule de centre x et de rayon r. On définit

1
) = (B, ) /B(x,ﬂ )y

La Figure 1.1 représente l'allure de cette fonction. La valeur retenue pour ¢(z) est ®. Les
rayons compris entre ry, et ry. correspondent aux volumes représentatifs élémentaires
possibles.

La notion de perméabilité k quantifie I'influence de la géométrie de la matrice solide
sur la vitesse d’écoulement des fluides dans la roche. Elle dépend de ¢, des liaisons entre
les pores et de la nature des fluides. Dans le cas général, k est un tenseur.

Un fluide est caractérisé par sa viscosité j, sa masse volumique p que nous considérerons
constantes dans le cas de I’eau, et par sa pression p, qui varie a priori dans I'espace.

L’écoulement de ’eau est représenté par la vitesse d’écoulement volumique 1.

Nous nous intéresserons, sauf dans le Chapitre 9, a un écoulement dans un milieu saturé
en eau, ce qui signifie que la teneur en eau du milieu, i.e. la proportion d'un volume
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milieu homogene

0 r‘ r | r
min max

F1G. 1.1 — Porosité et volume représentatif élémentaire. La courbe (fictive) représente la
proportion d’espace vide dans la boule de centre = et de rayon r, en fonction du rayon r.

représentatif élémentaire occupée par 1'eau, est la plus grande possible en tout point. La
plus grande valeur possible pour la teneur en eau est majorée par la porosité.

La conductivité hydraulique du milieu poreux est définie comme le rapport (pas
forcément scalaire) entre la perméabilité k et la viscosité de I'eau p. Le gradient de pression
ﬁp est a l'origine du déplacement des masses d’eau, 'eau se déplagant des pressions les
plus hautes vers les pressions les plus basses. L’intensité de la pesanteur a également un
role sur ce déplacement, que nous négligerons dans notre étude. Selon la loi de Darcy, le
tenseur de conductivité hydraulique est le rapport entre le flux volumique @ d’écoulement
de l'eau, aussi appelé vitesse de Darcy, et le gradient en pression.

1.1.5 Le transport des radionucléides

Les contaminants s’échappant de la barriere ouvragée sont dissous dans l'eau. Leur
déplacement dans la barriere géologique est di d'une part au déplacement global de 1'eau,
quantifié par la vitesse de Darcy, ou, du point de vue des contaminants, la vitesse de convec-
tion, et d’autre part au phénomene de diffusion, qui est la tendance des concentrations
dissoutes a devenir homogenes. Le rapport entre la vitesse de diffusion des contaminants
et le gradient de concentration est le tenseur de diffusion, qui est la somme d’un tenseur de
diffusion moléculaire, scalaire, dépendant de la nature du contaminant considéré, et d'un
tenseur de diffusion mécanique, plein, dépendant également de la vitesse de Darcy.

On peut également observer pour certains contaminants un phénomene de précipitation :
leur concentration dissoute ne peut pas dépasser un certain seuil. Lorsqu’elle atteint un
seuil critique ¢**, les radionucléides en surnombre précipitent, c’est-a-dire se fixent sur la
matrice rocheuse sous forme solide. Aux points ot un contaminant a précipité, sa concen-
tration en phase liquide est localement constante, égale a la concentration de saturation
c*® et on a un échange entre la phase liquide et la phase solide quantifié par un coefficient
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d’échange, qui est une constante pour un radionucléide donné.

Notons également que dans le cas le plus général on doit aussi prendre en compte des
phénomenes de filiations (un radionucléide “pere” peut former, en se désintégrant, d’autres
radionucléides moins instables).

1.2 Modélisation des écoulements et du transport des
contaminants dans les milieux poreux saturés

A partir des quantités introduites dans la section précédente, nous allons présenter
rapidement les équations aux dérivées partielles qui constitueront le modele mathématique
de notre probleme.

Le modele mathématique que 'on considere consiste en un systeme couplé de plusieurs
équations : I’équation de 1’écoulement et une équation de transport par radionucléide.
Comme I'équation de I’écoulement (1.1) est indépendante du temps et de la concentration,
on peut la traiter d’abord et résoudre ensuite de facon séparée les équations de bilan dans
les phases liquide et solide. Il est possible que la viscosité p de I'eau dépende de la concen-
tration de certains contaminants, mais on suppose généralement que les radionucléides
sont présents en quantités suffisamment faibles pour avoir une influence négligeable sur la
viscosité u.

Soit 2 le domaine considéré. L’équation de 1’écoulement s’écrit

divi = 7 dans €2

—S (ﬁp — pg_]’) dans € (1.1)

S
I

ou 4 est la vitesse de Darcy, p la pression, k la perméabilité du milieu, p la masse volumique
du fluide et p sa viscosité, ¢ 'accélération de la pesanteur et 7 un terme source (en fait il

sera nul). Nous considérerons la conductivité hydraulique I = —.

La conservation de la masse de chaque radionucléide est exprimée de facon séparée pour
la partie dissoute (1.2) et pour la partie précipitée (1.3).

L’équation de bilan pour le radionucléide ¢ en phase liquide est une équation de trans-
port de la forme

0 -
a(gleCZ)—i_le (clﬁ—DZVcZ)—l—)\Zgszcl = Z O'ij/\jgijCj—i‘QbSri‘Ti dans Q, (12)

je{peres(i)}

ou ¢; est la concentration du radionucléide 7 dissout dans l'eau, R; le coefficient de re-
tard et \; la constante de décroissance radioactive pour ce radionucléide, ¢ est la poro-
sité cinématique du milieu, 4 la vitesse de Darcy, t le temps, D; le tenseur de disper-
sion/diffusion, {peres(i)} est ’ensemble des peéres du radionucléide i, o;; est la fraction
du radionucléide j se désintégrant en le radionucléide i, s; est le terme d’échange entre les
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phases solide et liquide pour le radionucléide i et 7; le terme source pour le radionucléide 7,
dépendant du contenu et de 1’état de la barriere ouvragée.

L’équation de bilan pour le radionucléide 7 en phase solide est une équation différentielle
en temps de la forme

0
A= fl+ M0 —0)fi= Y opN(-@)fi—¢s  dans Q, (1.3)
j€{peres(i)}

ou f; est la concentration de radionucléide ¢ précipité dans la matrice rocheuse.

Les équations de bilan contiennent des termes d’accumulation £ (¢Ric;) (ou £[(1 —
$)f:]), de dispersion/diffusion div (—D;Ve;), d’advection div (¢;i@) et de décroissance ra-
dioactive \;¢R;c; (ou A\;(1 — @) f;). Précisons que le coefficient D; dans le modele le plus
simple est un scalaire et que seule la diffusion moléculaire est prise en compte. Dans un
modele un peu plus sophistiqué, D; est une matrice comportant aussi une partie dispersive
tensorielle dépendant de la vitesse de Darcy .

La loi d’échange entre les phases liquide et solide pour le radionucléide ¢ est de la forme

0 sifi=0etc¢ <
1 sinon

(1.4)

7

S; = wi(CS@t — CZ)(Sz avec 62 = {

oll w; est la constante cinétique de précipitation/dissolution du radionucléide i et ¢ est
la concentration de saturation du radionucléide 2.

La loi d’échange entre les deux phases (1.4) exprime la prise en compte de la précipitation
par isotope. Elle correspond au couplage entre les équations de bilan via leur terme source.
Elle n’est pas différentiable par rapport aux concentrations aux points ot f; = 0 et ¢; = ¢**.
Un modele plus sophistiqué qui prendrait en compte la précipitation par élément devrait
répartir la quantité de précipité entre les différents isotopes, et donc évaluerait a chaque
instant la concentration a saturation de I'isotope ¢ en fonction de la concentration a satu-
ration de I’élément et des concentrations en phase liquide et solide de tous les isotopes de
I’élément considéré, par exemple au prorata de la concentration des différents isotopes.

Dans les applications numériques, on supposera que la matrice de diffusion D; est
diagonale, c¢’est-a-dire que ’on ne prendra pas en compte I'influence de la vitesse de Darcy
sur la matrice de diffusion. Le modele le plus simple consiste également a ne pas tenir
compte de la filiation, c’est-a-dire que l’ensemble {peres(i)} des peres du radionucléide
considéré devient vide, et que la somme correspondante dans les termes source disparait.
On supposera que {peres(i)} = 0, donc les équations de transport pour les différents
radionucléides seront indépendantes. Enfin, on considérera uniquement des radionucléides
qui ne précipitent pas. On a mentionné ’équation de transport en phase solide et on
donnera une idée de régularisation, mais on ne résoudra pas cette équation.

La fiabilité des résultats dépend de la qualité du modele choisi et de la fiabilité des
valeurs de ses parametres d’entrée. Intéressons-nous donc a l'analyse de sensibilité, qui
entre autre relie la fiabilité des résultats a celle de la mesure des parametres d’entrée.
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1.3 Analyse de sensibilité

Les questions de stureté et d’incertitudes sont au centre des études de faisabilité d’un sto-
ckage souterrain de déchets. Des efforts sont faits dans toutes les disciplines pour répondre
a ces questions, et des méthodologies de streté sont élaborées. Le calcul scientifique doit
participer a cet effort.

Les études de sureté présentent des incertitudes de différents types : les incertitudes
sur les scénarios (par exemple, la date a laquelle la barriere ouvragée va commencer a se
dégrader ou I’éventualité d’un séisme dans la zone de stockage), I'incertitude sur les modeles
(les lois choisies pour modéliser le transfert de contaminants sont-elles satisfaisantes?),
I'incertitude sur les parametres de ces lois.

On s’intéresse dans cette these au troisieme type d’incertitudes (l'incertitude sur les
parametres des équations d’écoulement et de transport). L’incertitude sur les parametres
peut étre de nature épistémique, c’est-a-dire due au manque de connaissance ou a des
techniques de mesure imparfaites, ou de nature stochastique, c¢’est-a-dire correspondant a
des événements aléatoires, a une variabilité spatiale ou temporelle (les différentes couches
géologiques étudiées ne sont pas parfaitement homogenes), ou a des défauts de fabrication
(concernant la fabrication des colis de déchets par exemple). Donnons des indications sur
I'origine de certaines incertitudes des parametres de notre étude. La porosité est une pro-
priété directement mesurable. Les incertitudes sur la connaissance de ce parametre sont
donc dues a sa variabilité spatiale (on ne peut la mesurer qu’en un nombre limité de points).
La pression est une propriété directement mesurable (a 1’aide d’un transducteur de pres-
sion), sa mesure associée a celle de la vitesse d’écoulement permet de maniere indirecte
d’évaluer des conductivités hydrauliques (par des techniques d’identification de parametres,
voir la section 1.3.3).

Un des points importants a prendre en compte est le probleme de 1’évaluation des in-
certitudes sur les flux de contaminants a travers les exutoires ou sur d’autres indicateurs de
stureté dues aux incertitudes sur les parametres d’entrée. Au fur et a mesure que les études
s’affinent il sera de plus en plus nécessaire de présenter non pas une courbe de concentra-
tion au cours du temps, mais une famille de courbes ou une enveloppe d’incertitude autour
d’une courbe afin de représenter les incertitudes sur la quantité calculée (voir Figure 1.2).
Il est également important de pouvoir hiérarchiser les différents parametres en fonction de
leur influence sur les indicateurs de streté.

Deux aspects différents de la quantification de l'influence des parametres sur les in-
dicateurs de stureté sont l'analyse d’incertitude, qui correspond a la quantification des
incertitudes concernant les indicateurs (par exemple sous la forme de distributions ou de
quantiles) et I'analyse de sensibilité, qui correspond a l'identification des poids des pa-
rametres d’entrée en fonction de leurs influence sur les indicateurs [13, 12].

Ceci peut étre obtenu par des méthodes probabilistes [70], comme les méthodes de
type Monte-Carlo, et une méthodologie tres sophistiquée a été développée aux Etats-Unis
pour les projets Wipp et Yuca Mountain [48]. Ces méthodes sont aussi utilisées dans
diverses industries, comme par exemple l'industrie pétroliere. Ces méthodes donnent de
bons résultats et sont relativement faciles a mettre en ceuvre, mais elles sont cotiteuses car
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elles nécessitent un grand nombre de simulations (voir par exemple [11]). Ainsi, pour les
problemes de grande taille, ce qui est typiquement le cas pour les calculs tridimensionnels,
il faut simplifier les modeles, voire recourir a des approximations par surfaces de réponse.
Elles ont vocation a tenir compte de la plage de variation complete des parametres d’entrée,
¢’est pourquoi on dit que ce sont des méthodes globales.

Cependant les autorités francaises de sureté ont des réticences a utiliser de telles
méthodes et préferent les méthodes déterministes. De toutes fagons, du point de vue de la
streté il est préférable d’avoir a sa disposition plusieurs méthodes de traitement des incer-
titudes afin de pouvoir confronter les résultats obtenus, ce qui leur donne plus de validité.
Enfin la méthode des sensibilités déterministes est nettement moins gourmande en temps
de calcul que la méthode probabiliste.

Ce gain en temps de calcul s’accompagne d’une dégradation, par rapport a la méthode
probabiliste, de la qualité de 'information—elle ne fournira pas autant d’information que la
méthode probabiliste car elle ne permet pas d’associer une densité de probabilité a chacune
des courbes de concentration qui pourrait se trouver a 'intérieur du domaine d’incertitude
calculé—et d'une complexité plus grande de la mise en ceuvre.

Malgré cela la méthode déterministe de calcul des sensibilités, grace a son cotlt tres
inférieur, mérite d’étre développée, et c’est 'objet du présent travail.

Fi1G. 1.2 — Concentration d’un contaminant a un exutoire en fonction du temps. A gauche,
un résultat pour un jeu de données probable; au centre, un ensemble de courbes obte-
nues par la méthode de Monte-Carlo; a droite, un intervalle d’incertitude, encadrant le
résultat calculé pour un jeu de données probable, obtenu par la méthode des sensibilités
déterministes.

Le point fort de cette these est la confrontation sur un exemple réaliste des résultats
fournis par une étude probabiliste de type Monte Carlo a ceux provenant d’une étude
déterministe locale.

1.3.1 Analyse de sensibilité pour le stockage de déchets radioac-
tifs

Différents types d’études de sensibilité ont été menées dans le cadre des évaluations de
sureté d’'un stockage de déchets HAVL. Elles sont
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— de type déterministe mono ou multi-paramétrique, en affectant des jeux de données
dédiés correspondant a des situations ou des états particuliers du stockage (valeurs
minimales et /ou maximales par exemple)

— de type probabiliste (multi-paramétriques) de type Monte-Carlo, avec comme objectif
de quantifier I'incertitude des différents indicateurs de streté calculés et d’identifier,
en terme de variance, les parametres dont I'incertitude influe le plus sur I'incertitude
du résultat

1.3.2 Approche déterministe de ’analyse de sensibilité

On propose donc dans cette these de traiter la question des incertitudes par une méthode
déterministe. Cette méthode fournit des sensibilités du premier ordre, donc une informa-
tion locale : pour des problemes non linéaires, le résultat obtenu sera correct simplement
pour des petites variations des parametres d’entrée (la signification de “petite” dépend
de 'ampleur des non linéarités du modele mathématique) autour d’un jeu particulier de
parametres. Dans cette méthode, encadrant une courbe de concentrations aux exutoires,
on peut produire deux courbes représentant l'incertitude maximale sur ces concentrations
correspondant aux incertitudes sur les parametres physiques de la simulation comme sur la
Figure 1.2 a droite. Les parametres physiques dont il est question sont principalement les
perméabilités, les coefficients de retard et de diffusion dans les diverses couches et régions
du domaine d’étude. Il s’agit donc d’une analyse de sensibilité multiparametre [54, 74].

Le vecteur des parametres étant dénoté par p, on considere I'application p — F(p)
associant & p un vecteur rassemblant les indicateurs de streté F'(p). La sensibilité de
cette application aux parametres est mesurée en étudiant la matrice jacobienne F'(p),
également appelée matrice de sensibilité. La méthode d’analyse de sensibilité que l'on
propose s’appuie sur la décomposition en valeurs singulieres (SVD) [7, 28] de la matrice
jacobienne F'(py) = USVT au point py correspondant par exemple aux valeurs les plus
vraisemblables des parametres. La SVD est une généralisation de la diagonalisation aux
matrices rectangulaires. En développant les incertitudes sur les parametres dp suivant la
base des vecteurs colonnes de V' et les incertitudes correspondantes sur les indicateurs de
sureté F'(po + 0p) — F(po) suivant celle des vecteurs colonnes de U, on obtient donc une
relation simple entre ces dernieres et les premieres.

On renvoie également a [75] pour 'histoire de la SVD et a [34] pour une description
détaillée. La SVD peut aussi étre utilisée en analyse statistique (voir [23, 26, 57]).

Différentes méthodes de différentiation peuvent étre utilisées pour former la matrice
de sensibilité : les différences divisées, la différentiation automatique, la différentiation
analytique pour des problemes éventuellement non linéaires. Un exemple utilisant la dif-
férentiation automatique pour un gros code Fortran est donné dans [6] et un exemple
pour un code C++ est donné dans [3]. Concernant la différentiation analytique, la théorie
est expliquée par exemple dans [46] et un exemple est donné dans [63]. De plus on doit
choisir entre construire cette matrice colonne par colonne (chaque colonne correspondant
a I'image d’un vecteur de la base canonique de 1'espace d’entrée par F’'—on dit aussi qu’on
différentie en mode direct) ou ligne par ligne (chaque ligne correspondant au gradient d'une
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composante de F—on dit aussi qu’on différencie en mode inverse), par exemple en utilisant
la méthode de 1'état adjoint.

1.3.3 Identification de parametres et analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité est un outil important pour le calcul d’incertitudes, mais aussi
pour l'identification de quantités paramétrant un modele mathématique. De plus, lors de la
mise en ceuvre, les calculs de dérivées sont partagés dans les deux cas, surtout si la matrice
Jacobienne du modele est calculée ligne par ligne par une technique adjointe.

On parle d’identification, ou d’estimation, de parametres, ou encore de probleme inverse,
lorsque des coefficients, appelés parametres, intervenants dans un modele mathématique
sont inaccessibles a la mesure et déterminés a partir de mesures des sorties de ce modele.
Le calcul d’incertitude, au contraire, se consacre a la propagation d’incertitudes jusqu’a
des quantités qui ne sont pas mesurables directement. L’identification de parametres et le
calcul d’incertitudes ne se feront donc généralement pas sur le méme modele exactement.

Lorsque le modele mathématique fait intervenir la résolution d’un systeme d’équations
aux dérivées partielles représentée par l'opérateur de modélisation fin F, les dimensions
des entrées et sorties de cet opérateur fin sont typiquement proportionnelles au nombre de
cellules du maillage considéré, ce qui peut étre énorme pour des raisons de précision du
schéma numérique employé. Le modele mathématique complet F' = O o FoP lu adjoint
donc, d'une part, un opérateur de paramétrisation P qui aura un effet de régularisation
sur le probleme inverse, et d’autre part, un opérateur de mesure, ou d’observation, O qui
se charge de représenter la réalité des mesures effectivement relevées sur le terrain.

Etant donné un modele F et un seuil € > 0, on définit I'indicateur de sensibilité I ()
du modele F' comme le nombre de valeurs singulieres de F” dans un rapport au plus € avec
la plus grande : si les valeurs singulieres sont notées si, ..., Smin(n,.n.,), Ordonnées par ordre
décroissant,

I(e) = max{i el,... ,1rr1in(nz~p,nop)|ﬁ > 5} .
S1

Cet indicateur quantifie le nombre d’entrées du modele F' que I'on peut identifier de fagon
stable a partir de mesures sur les sorties dont I'incertitude est quantifiée par e.

L’intéréet de l'analyse de sensibilité déterministe par SVD de la matrice Jacobienne
du modele pour 'identification de parametres est donc multiple, voir [14, 19]. Le premier
intérét est évident : il est de donner une estimation quantitative du nombre de parametres
que 'on va pouvoir estimer de fagon stable pour un dispositif donné, via l'indicateur de
sensibilité défini ci-dessus. Mais il permet également de sélectionner parmi une collection
d’opérateurs de paramétrisation et/ou d’observation ceux qui seront les plus efficaces pour
I'inversion en choisissant ceux associés a l'indicateur de sensibilité maximum. De plus,
dans les cas ou l'assemblage, et la SVD, de la matrice Jacobienne du modele fin F est
accessible (par exemple, pour des modeles mono-dimensionnels), il est possible d’évaluer le
nombre maximum de parametres que le modele, et sa discrétisation, permettent d’estimer
de facon stable, et donc d’évaluer de facon absolue la qualité d’un dispositif d’inversion
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donné : un indicateur de sensibilité tres proche de la valeur maximale possible est tres
satisfaisant ; a contrario, un petit indicateur de sensibilité maximum est tres mauvais signe !
Enfin, toujours dans ce cas ou 'analyse de sensibilité du modele fin est accessible; les
premiers vecteurs singuliers peuvent directement guider au choix optimum des opérateurs
de paramétrisation P et d’observation O. Notons que le calcul de SVD est local (basé sur
un calcul de dérivées en un point), donc il faut au départ avoir une idée au moins grossiere
des parametres d’entrée.

Revenons maintenant au probleme d’analyse de sensibilité : on dispose d'un jeu de pa-
rametres pour un modele F' a analyser, avec des incertitudes. Certains parametres peuvent
étre issus d'un probleme d’identification. L’analyse de sensibilité du probleme F' permet
de repérer pour quels parametres d’entrée on doit diminuer l'incertitude en priorité, afin
de diminuer l'incertitude sur les sorties de F'. Cette information peut étre retournée aux
experts d’inversion, afin qu’ils adaptent leur paramétrisation ou leurs techniques de mesure.

Intéressons-nous maintenant a l'inversion proprement dite de F'. La solution la plus
classique est 'utilisation d’une formulation moindres carrés :

min J(m),  J(m) = £ [ld — F(m)|?

On minimise J par exemple par une méthode de type descente, ce qui demande plusieurs
calculs de dérivée de J. Le gradient de la fonction des moindres carrés s’exprime directement
a 'aide de la matrice Jacobienne du modele,

Vi (m) = F'(m)" (F(m) — d).

Ce gradient peut se calculer sans assembler la matrice F” T, par la méthode de I’état adjoint,
qui peut aussi étre utilisée en analyse de sensibilité pour le calcul ligne par ligne de la
matrice Jacobienne, seuls les seconds membre de I’état adjoint changent.

1.3.4 Sensibilité a discrétisation

On s’est intéressé intéressé principalement dans cette these aux parametres physiques.
Les incertitudes sur les résultats sont aussi liées aux approximations numériques. On
présentera dans le Chapitre 8 une étude préliminaire concernant la construction d’indi-
cateurs de sensibilité aux parametres de discrétisation en temps et en espace.

1.4 Aspects implémentation

1.4.1 Outils classiques de calcul scientifique

Pour le développement d’outils de calcul nous utilisons principalement le langage C++.
On utilise la bibliotheque LifeV [42], qui est une bibliothéque C++ proposant de nombreuses
classes pour le calcul éléments finis—allant de la lecture de maillage a des méthodes d’as-
semblage de matrices éléments finis, en passant par la définition de regles de quadrature.
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Une version « locale » integre des éléments finis composites (voir la these [72]) et comporte

des outils pour I'utiliser en méme temps que la bibliotheque de différentiation automatique

ADOL-C (voir [43]) (Chapitre 4), et qu'une bibliotheque de communications (Chapitre 6).
On a réutilisé en particulier la classe DarcySolver développée par Vincent Martin [59].
Pour le langage C++ on renvoie a [39, 40] et aux ouvrages [51, 60].

1.4.2 Programmation fonctionnelle

Un autre objectif de la these est le développement d’outils génériques, ou plates-formes
logicielles, pour 'analyse de sensibilité et pour le couplage de code. Les notions génériques
de haut-niveau des applications sont implémentées de fagon pleinement générique dans un
langage de haut-niveau, et les parties spécifiques, généralement lourdes en calculs, sont
fournies par l'utilisateur des plates-formes dans son langage favori. Dans le premier cas
(analyse de sensibilité), 'assemblage de la matrice Jacobienne, le déclenchement du cal-
cul de SVD, puis le post-traitement des éléments singuliers constitue la partie générique,
alors que le calcul d’'une rangée de la matrice est la partie spécifique. Dans le second
cas (décomposition de domaine), la partie générique est I’algorithme de décomposition de
domaines sans recouvrement avec préconditionnement Neumann-Neumann et équilibrage,
alors que la partie spécifique est le solveur de sous-domaine.

Le typage fort des langages fonctionnels tels que Caml [35] et Haskell [41] assure la
sécurité de la programmation et est un allié de poids pour la maintenance des codes de
grande taille. Beaucoup d’erreurs sont détectées des la compilation, et les messages d’erreur
sont généralement tres pertinents. Ils sont de plus tres expressifs, et donc particulierement
adaptés a la programmation de la plupart des applications, dont les deux plates-formes
évoquées ci-dessus. Cependant, les applications numériques directes, telles que la résolution
d’un systeme d’équations aux dérivées partielles, font appel a de nombreuses bibliotheques
d’éléments finis, d’algebre linéaire ou autre qui existent déja dans des langages impératifs
tels que Fortran, C ou C++, et il n’est pas raisonnable d’envisager de tout réimplémenter
a court terme dans un langage fonctionnel, bien que la streté de programmation et la
généralité auraient grandement a y gagner.

Un point important est que ces langages fonctionnels demandent une fagon différente
de programmer et constituent une révolution de type copernicien pour la communauté des
numériciens. C’est pourquoi on s’est efforcé de développer des plates-formes acceptant que
les parties spécifiques des applications fournies par les utilisateurs soient écrites dans I'un
des principaux langages impératifs (Fortran, C ou C++).

Caml : un langage fonctionnel fortement typé Le langage Caml est distribué par
I'INRIA depuis 1985 (voir [35]). Il s’agit d’un langage de programmation de haut niveau,
fondé sur une base théorique claire et sur une sémantique formelle. Il est fortement typé,
c’est-a~dire que toutes les expressions sont typées, mais le typage est statique et assuré
automatiquement par le compilateur. En particulier, il n’y a pas de conversion automatique
de type. Ceci peut étre déroutant au début car par exemple, on n’utilise pas le méme
opérateur pour additionner des nombres entiers ou des nombres flottants (4 pour les entiers,
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+. pour les flottants) et on ne peut pas additionner sans précautions un entier et un
nombre flottant. En contrepartie pour le calcul scientifique, on évite des erreurs qui dans
d’autres langages peuvent étre difficiles a repérer. Par exemple, que ce soit en Fortran,
en C ou en C++, les expressions 2/5*%3.14 et 3.14%2/5 n’ont pas du tout la méme valeur,
méme en affectation a des variables de type flottant. En Caml, il n’y a jamais d’erreur de
segmentation ou de « bus error », ni de fuites de mémoire, et un programme qui compile est
souvent presque correct. Avec un langage impératif classique, un dépassement de tableau
ne sera pas nécessairement détecté a l’exécution et il faut utiliser des outils spécifiques
de débogage de mémoire [36] pour repérer les erreurs. Caml est un langage fonctionnel,
qui permet une écriture tres proche de celle utilisée couramment en mathématiques, et en
particulier I’écriture de fonctions prenant en argument des fonctions est immédiate. Par
exemple, la composition de deux fonctions s’exprime dans toute sa généralité en une seule
ligne de code Caml :

let compose f g = function x -> g (f x);;
I'interpréteur interactif retourne le type de cette fonction
compose : (@ — B) — (B — 7) — a — 7

ol «a, [, v sont des noms de type génériques. a; — as — ... — a, — [ est le type
d'une fonction & n arguments de types a1, ...a, et de type de retour 3. ! Le compilateur
Caml calcule les contraintes sur les arguments de compose : le type de retour du premier
argument f (noté (3) doit étre le méme que le type d’entrée du deuxieéme argument g. Le
résultat de compose est une fonction. Noter qu’il revient exactement au méme d’écrire

# let compose f g x = g (f x);;
L’interpréteur interactif retourne toujours le méme type
compose : (¢ — ) — (f — ) — a — v

et on comprend mieux avec cette commande la regle des parentheses.

La notion de module, ou de collection de définitions de types, de valeurs et d’exceptions,
proche de ce qu’est une bibliotheque pour les langages classiques, et surtout la notion de
foncteur, ou de fonctionnelle des modules dans les modules, sont vouées a un brillant avenir
dans les applications numériques.

On renvoie pour plus d’éléments sur le langage Caml a l'ouvrage [78] et a la these [59].

'Lorsqu’il y a plusieurs fleches, il y a des parenthéses implicites regroupant les termes & droite : le
type ;. — ap — ag est équivalent au type a3 — (a2 — ag), i.e. une fonction de deux variables est
équivalente a une fonction d’une variable retournant une fonction d’une variable : il faut donner deux
arguments pour obtenir un résultat numérique. Le type (a1 — a2) — ag n’a en revanche rien a voir avec
a1 — ag — ag. Par exemple si on définit let valeur_en_zero.de f = f 0; ; alors valeur_en_zero_de
est du type (int — a) — a.
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1.5 Ecoulements diphasiques

On s’est également intéressé aux écoulements non saturés. Lorsque la teneur en eau
d’une milieu poreux est tres faible, ’écoulement peut étre modélisé par I’'équation de Ri-
chards, qui suppose que la pression en air ne varie pas. Pour les écoulements diphasiques
pétroliers, une formulation dite « pression globale » est couramment utilisée. On étudie
les limites de ces approximations pour les écoulements diphasiques eau/air partiellement
saturés.

1.6 Plan du mémoire

La premiere partie de ce mémoire est consacrée a I’analyse de sensibilité du probleme du
transfert de contaminants proprement dit. Nous présentons dans le Chapitre 2 le modele
a analyser. Dans le Chapitre 3 nous présentons les méthodes d’analyse de sensibilité et
d’analyse d’incertitude de type Monte Carlo et déterministe, en mettant en évidence les
identités possibles entre des indicateurs statistiques et déterministes. Nous nous penchons
ensuite dans le Chapitre 4 sur différentes méthodes de calcul de dérivées, qui sont a la base
des analyses de sensibilité déterministes. Le Chapitre 5 est consacré a quelques aspects
de la décomposition de domaine sans recouvrement pour le probleme d’écoulement. Nous
présentons dans le Chapitre 6 différents aspects informatiques liés en particulier au couplage
de codes. Nous présentons quelques applications de la méthode au probleme de TANDRA
dans le Chapitre 7.

Les parties suivantes présentent des ouvertures possibles de ce travail.

La deuxieme partie envisage dans le Chapitre 8 la possibilité d’inclure des parametres
de discrétisation dans ’analyse de sensibilité déterministe.

Enfin, une troisieme partie présente dans le Chapitre 9 quelques aspects du traitement
des écoulements diphasiques eau/air, dont le modele d’écoulement de la premieére partie
de la these est un des cas limites. Nous comparerons en particulier le modele diphasique
complet avec le modele de Richards, approximation couramment utilisée en hydrogéologie.
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Premiere partie

Analyse de sensibilité pour un
modele d’écoulement et de transport
en milieu poreux
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Chapitre 2

Modeles mathématiques et
numeériques

Nous allons fournir dans ce chapitre une description détaillée des modeles mathémati-
ques et numériques d’écoulement et de transport. La résolution des équations d’écoulement
et de transport constitue le “noyau” des fonctions que nous analysons. Un modele fin prend
en entrée les parametre d’'une équation aux dérivées partielles ou d’évolution et retourne
sa solution. On doit ensuite composer ce modele fin en entrée avec une paramétrisation et
en sortie avec un opérateur de mesure, pour réduire sa dimension.

2.1 Modele d’écoulement

Ce modele fournit la vitesse d’écoulement de ’eau, qui sera la vitesse de convection dans
le modele de transport. Le champ de pression est une inconnue intermédiaire du modele.
On utilise une formulation mixte, fournissant des résultats précis sur les flux en eau.

2.1.1 Equation continue

On s’intéresse d’abord a la modélisation de ’écoulement de 'eau autour d’'un site de
stockage.

Le domaine de calcul est un ouvert borné Q de R?, contenant ’éventuel site de stockage
de déchets nucléaires. On suppose que le domaine est saturé en eau (c’est le cas a une pro-
fondeur suffisante ; on s’intéresse a ce qui ce passe dans le cas non saturé dans le Chapitre
9 de la these) et que 1'eau est incompressible. Pour les applications numériques, on suppo-
sera que les effets de la gravité peuvent étre négligés, ce qui est vrai par exemple lorsque
I’extension verticale du domaine de calcul est tres faible devant son extension horizontale.

Alors I'écoulement dans le domaine ) est gouverné par une équation de conserva-
tion stationnaire, couplée avec la loi de Darcy (voir [21]). On considere donc le systeme
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d’équations

divi = 7 dans Q  (loi de conservation)
i = —K(Vp—pg) dansQ (loi de Darcy) (2.1)
p = P sur I'p ’
u-n = g sur I'y.

La frontiere de Q est 9Q = Tp ULy avec I'p N Ty = 0 et mes (I'p) # 0. Les champs
p et g définissent des conditions aux limites éventuellement non homogenes, 7 est un
terme source et pg est un terme de gravité, avec p la masse volumique de I'eau supposée
constante uniforme et g le champ de pesanteur. Le produit pg est appelé le terme constant
de I’équation (2.1). Le principal parametre du probleme est K, le champ de conductivité
hydraulique. Il est défini en chaque point de ) par une matrice symétrique définie positive
de taille 3 x 3. On cherche a évaluer le champ u de vitesse d’écoulement de ’eau. Le champ
p de charge en eau est également inconnu. Le probleme est ici mis naturellement sous forme
mixte.

2.1.2 Formulation variationnelle

Cette formulation est présentée par exemple dans [10] et [67].

On rappelle d’abord rapidement la définition des espaces standard et quelques résultats
classiques. L’ensemble des fonctions définies sur {2 mesurables et de carré intégrable est
noté

L*(Q) = {f : QQ — R |f mesurable avec / A< +oo} .
Q

L’espace des fonctions de classe C'*° a support compact est noté
D(Q) = {f € C*(Q)|IK C Q compact , flpx =0}

et son dual est
D'(Q) ={l : D(Q) — R| [ linéaire continue} .

Les éléments de D'(2) sont appelés distributions. On identifie f € L*(2) avec la distribu-
tion

gED(Q)H/QngR

qui se prolonge en une application linéaire continue sur L*({2) par

L?()) — R.
g€ L (Q) /Qfge

L?(Q) est son propre dual, i.e. toute application linéaire continue sur L?(Q) peut étre
identifiée avec un élément de L*(2). Pour f,g € L?(Q) on notera

(F. 00 = (f,9) = / fa.
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Ceci définit un produit scalaire sur L*(£2), la norme associée est notée ||.||,.
On définit le gradient et la divergence au sens des distributions : pour f € D'({2) on a
Vf e (D(Q))? tel que

vd e D(Q)*, (Vf)(d) = —f(div d) (2.2)
et pour f € D'(Q)° on a div f € D' tel que
vd € D(Q), (div f)(d) = —f(Vd). (2.3)

Si f est dérivable au sens classique alors son gradient et sa divergence au sens classique
sont bien égaux a son gradient et sa divergence au sens des distributions.

HY(Q) = {q € L2(Q)|Vq € (L2(Q))3} .

C’est un espace de Hilbert, muni de la norme associée au produit scalaire

° /0 a
1 Z Z

H (div, Q) = {7 € L*(Q)*|div 7 € L*(Q)} .
C’est un espace de Hilbert, muni de la norme associée au produit scalaire

(f, D) maiva) = (f, 9o + {div f,div g)q

L’espace D(Q) est 'ensemble des restrictions &  de fonctions de D(R?).

Trace. L’application B
q € D(Q) — qr € L*(T)

linéaire continue se prolonge par continuité en une application linéaire continue nommée
trace :

v HY(Q) — L*(I).

On définit Hz(I') = Im(y). Son dual est noté H~2(I"). On a L*(I') ¢ H~2(I') si on identifie
g€ L*() avec r — [.gr. Pour f € H~3(T), g € H2(T"), on note

(£:9) 11 =[(9).

l\JI»—-

En particulier,
si f € L*(T) alors (f, g)

_ / fo (2.4)

1
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Trace normale. I’application
7€ D(Q)? — v -ii e LX)

linéaire continue se prolonge par continuité en une application linéaire continue nommée
trace normale :

Yo H (div,Q) — H*%(F).

Cette application est surjective.
Pour plus de précisions sur ces espaces, consulter par exemple [9] (sauf H (div,(2)). On
rappellera les autres résultats classiques lorsque 1’on en aura besoin.

2.1.2.1 Formulation mixte duale

On s’intéresse dans cette section au cas ou les conditions de Neumann sont nulles
dans le sens suivant : on dira que v € H (div, 2) vérifie les conditions de Neumann si v € W
ou W est défini par I’équation (2.6). On suppose de plus que les hypotheses suivantes sont
vérifiées :

Hypotheses.
1. 7€ L*(Q)
2. P =A\r,, ot A € Hz(T).

3. K est a coefficients bornés et mesurables sur €2 et est uniformément elliptique, i.e.
Jdo > 0 indépendant de x € Q tel que, pour tout £ € R?, x € Q,

—

K(x)§- &> ag-¢.
4.  est ouvert borné, a frontiere C! par morceaux.

5. l_?D?é 0.
6. On cherche v € W.

Nous allons donc sous ces hypotheses écrire une formulation variationnelle pour le
probleme (2.1). Pour cela nous devons définir, comme dans [10],

Hy p(Q) = {g € H'(Q)}1(@)r, =0}, (2:5)
puis
W= {v e Hdiv,Q) | Vg€ Hp(), (u@).7(0)_y y =0} (26)

Soit (u,p) € W x H'(Q). Supposons que (@,p) € H (div,Q) x H*(Q) est solution de
I'équation (2.1). Alors, comme comme (i, p) vérifie la loi de Darcy, on a

VﬁEVV,/K‘lﬁ-5+/(§p—p§)-620. (2.7)
Q Q
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D’apres la formule de Green on en déduit

Vo e W, /K‘lﬁ-ﬁ—/pdiv U= —(m),v(p))_ 11 +/p§-17. (2.8)
Q Q 2 Q

[SIE

Essayons d’exprimer le terme (7,(7),v(p)) en fonction de p. Soit py,p, € HY(Q)

1
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1

3
tels que y(p1)ir, = Y(P2)rp- Alors (p1 — p2) € Hjp, donc pour tout ¢ € W on a

1 =

2

(a(0), v(P1 — p2)>,%%—01e (M(D),v(p1))_ L (" (“),fy(pg)L%?%.Onpeut donc définir
pour tout v € W ((7,(?),p)) par
(((@),5)) = ((0),7(q)) 1,1 ol ¢ € H'(Q) tel que Y(q)r, =P, (2.9)

indépendant du choix de ¢ € H'(Q) tel que v(¢q)r, = D.
De plus, comme u vérifie la loi de conservation, on a

Vq € Lz(Q),/qdiV U= / 7q. (2.10)
0 0

On introduit les formes bilinéaires classiques ax définie sur W x W et b définie sur W x L?(Q)
par

ax (@, T) = / Kt -, (2.11)
Q
b(v,p) = — / pdiv U, (2.12)
Q
et les formes linéaires [ définie sur W et y définie sur L*(Q) par

@) = — (@), 7)) + / pj- (2.13)

Q

x(q) = —/qu. (2.14)

La formulation variationnelle de ’équation 2.1 s’écrit

Trouver (u,p) € W x L*(Q) tels que
{ Voe W, ar (@, V) + b(v,p) =1(V) (a) (2.15)
Vg € L*(Q), b(d, q) = x(q) (b)

On remarque que, pour cette formulation, 'espace { (@, p) € W x L*(Q2)} dans lequel on
cherche une solution pour la formulation variationnelle (2.15) n’est pas inclus dans l'espace
{(d,p) € W x H(2)} dans lequel on cherche une solution pour la formulation forte (2.1).

Toute solution de (2.1) est solution de (2.15). On vérifie que la formulation variationnelle
(2.15) admet une unique solution (u, p). Les points a vérifier sont :

1. continuité et ellipticité de la forme bilinéaire ax sur le noyau de b défini par

ker(b) = {7 € W|Vq € L*(Q),b(7,q) =0} = {b € W|div 7= 0}. (2.16)
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2. continuité et condition inf-sup vérifiée pour la forme bilinéaire b :

inf sup b(v,q) > 0. (2.17)

9€L2(D)llall L2 () =1 FeW |17 17 g1y ) =1

3. continuité de [ et y.

Notons que la symétrie de I n’est pas nécessaire pour que le probleme soit bien posé, en
revanche elle sera tres pratique pour la résolution numérique.

Pour une démonstration de (1. et 2. et 3. = existence et unicité de la solution de la
formulation variationnelle), voir par exemple [10], section II.1.1.

On trouvera une démonstration des points 1. et 2. pour le cas d’un probleme de Dirichlet
pur (resp. de Neumann pur) par exemple dans [67], section 13 (resp. section 14).

Nous allons maintenant démontrer que cette unique solution de I’équation (2.15) est en
fait dans H (div, Q) x HY(Q) et qu’elle est solution forte de (2.1).

Soit (i6,p) € H (div, Q)x L*(Q) l'unique solution de la formulation variationnelle (2.15).
Alors

1. Selon I'égalité (2.15)-(b), pour tout ¢ € L*(2), (div 4, q),, = (T,q) g donc div @ = 7.
2. Les conditions auz limites de Neumann sont vérifiées dans le sens u € W.
3. Soit v € D(Q). Alors en particulier, v € W donc l’égalité (2.15)-(a) est vérifiée, et la

trace normale v, (V) est nulle. On en déduit | pdiv v = —/ (IC_lﬁ— pg') -0, donc,
) Q

par définition de la dérivation (au sens des distributions), ﬁp = —K Y+ pg, et en
particulier Vp € L*(Q) donc p € H' ().

4. Il reste a démontrer que les conditions aux limites de Dirichlet sont bien vérifiées.
On utilise le résultat que l'on vient d’obtenir : dans [’égalité (2.15)-(a), on peut

maintenant remplacer K=4 par — (ﬁp — pﬁ). On obtient

view, - [Spas [ ogv- [ pivi——(ou@.m)+ [ o7
Q Q Q

Q

donc, d’apres la formule de Green,

Ve W, (m(@), ()11 = {((n(@),D). (2.18)

(a) Pour un probleme de Dirichlet pur, on a W = H (div,Q), donc Im(y,w) =
Im(v,) = H™2(T), donc on en déduit v(p) = p.

N|—=

)

N

(b) Sinon, c’est a dire pour I' = I'y UT'p avec 131\;7é 0 (et on rappelle que par
hypotheése, I?Dyé 0)
sott
ps € H'(Q) tel que v(ps)r,, = P.
On définit
A=7(p—p2).
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Montrons que A\, = 0.
Par définition de ((.,.)) (équation (2.9)),

Ve W, (1(0),7(p2)) 11 = ((m(0),D)) - (2.19)

11
272
On a, d’apres les égalités (2.18) et (2.19),
VEE W, (@A), = (a9 g — (@) g =0 (2.20)

Rappelons que Hz(T') C LA(T) ¢ H~2(T).

Nous allons raisonner par [’absurde :

supposons que A\, % 0.

Alors il existe A\p € L*(T'p) tel que fFD ApA # 0. On peut prolonger A\p par 0

sur Ty pour former la fonction A\, € L*(T).

La trace normale est surjective de H (div,Q) dans H™2(T).

Soit donc vy € H (div, Q) tel que v,(U1) = A1.

Alors 1, € W avec (’yn(ﬁl),)\L%é = [ ApA = fFD ApA # 0 (on se trouve dans

le cas particulier (2.4)), ce qui est contradictoire avec l’équation (2.20).

Donc A\p, =0, ice. y(p —p2)irp, =0, ice. Y(0)irp = Y(P2)rp» i-€. Y(P)rp = P-
Finalement, (d,p) € H (div,Q) x H*(Q) et (i, p) est solution forte de I’équation (2.1).

Solutions approchées. Soit une famille d’espaces d’approximation W), M, h > 0,
W, C W, munis de la norme de H (div,{2), de dimension finie, et M; C L*(2), muni
de la norme de L?(2), de dimension finie, et compatibles au sens de la condition inf-sup

discrete :
Vh, By = inf sup b(Th, qn) > 0. (2.21)

I EMnlllanllL2 () =1 5, €W 1 7 (aiv,0) =1

On définit les problemes variationnels approchés :
Trouver (uy,pn) € Wi, x M, tels que
Yo, € Wi, ax(uy, vy) + b(vh, = —("(v ,—___+/17- qJ a
h hy axc(Un, Up) (Un, Pn) (a(Vh), D) 11 5 wepg  (a) (2.22)

Vg, € My, b(tn, qn) = — / Tqh- (b)
Q

Alors le probléeme (2.22) admet une unique solution. Si de plus, la condition inf-sup discrete
est vérifiée uniformément, c’est-a-dire si i%f On >0, et si

ker (b|thMh) C ker(b), (2.23)

c’est-a-dire si

(ﬁh e W et ‘v’qh € My, / qhdiv Uy, = O) = div v}, = 0, (224)
Q
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alors il existe C' > 0, indépendant de h, tel que

|7 — Uh”H(div,Q) +lp _ph||L2(Q) <C (ﬁhigvah 10— Uh”H(div,Q) + qhingwh lp— ph”L2(Q)> :
(2.25)

Un condition suffisante pour vérifier (2.24) est
div W, € M,. (2.26)

Dans [67] on explique comment construire une famille d’espaces d’approximation vérifiant
les propriétés (2.21) et (2.24) et on donne des majorations du second membre de I’égalité
(2.25). Dans ce travail, nous avons utilisé des éléments de Raviart-Thomas-Nedelec de plus
bas degré et des éléments composites.

Cas des conditions de Neumann non nulles. On considere maintenant que g €
L*(Ty) avec g # 0.

Pour écrire une formulation variationnelle lorsque les conditions de Neumann sont non
nulles, on cherche a se ramener au cas précédent (Neumann homogene).

On suppose que (@*,p*) € H (div,Q) x H(Q) tels que @* -7 = g sur Iy et @* =
—KVp* sur (i.e. (u*,p*) est une solution particuliere d’'un probleme constitué de la
loi de Darcy, posé sans conditions de Dirichlet et sans loi de conservation). Il suffit alors

d’écrire le probleme vérifié par la différence (a@°, p°) = (@—u*, p—p*). On cherche finalement
(a@°, p°) € H (div,Q) x HY(Q) tels que

diva® = 7 —diva* dans Q
=0 _ 0
uo = IC*Vp_ dans 2 (2.27)
p = —p'+p surlp

W7 = 0 sur I'y.

ou “@’ -7 = 0 sur I'y” est un abus de notation pour “@’ € W”. En fait la condition de

Neumann
u-n=gsur 'y

est a remplacer par
Vg € Hy p(Q), (m(@),v(@)_11 = {(7,7(a))

ou ((g,v(q))) = (gl,v(q))_%é pour g; un prolongement L? quelconque de g sur T' (on

vérifie que la définition est indépendante du prolongement choisi).
Vérifions qu’une solution particuliere (*, p*) existe. On considéere par exemple le probleme :
trouver (u*,p*) € H (div, Q) x H'(Q) tels que

diva* = 0 dans 2  (loi de conservation)
@ = —KVp* dans Q (loi de Darcy) (2.28)
uen = g sur I’

38



ot g; € L*(T') tel que gy, = g. Ce probleme admet une unique solution (@*,p*) dans
H (div, Q) x H'(Q)/R a condition que g, vérifie la condition de compatibilité

r

Dans la pratique, W}, sera toujours tel que V& € W, 7,(0) € L*(T'). Pour construire les
solutions approchées, il est alors possible de ne pas passer par une solution particuliere. Une
premiere possibilité est de ne pas inclure de condition sur I'y dans la définition de W, et
d’écrire des équations supplémentaires pour imposer les conditions aux limites de Neumann.
On présente cette solution pour une discrétisation EFMH dans la section 2.1.3.3. Une autre
possibilité est d’écrire une équation discrete vérifiée pour un probleme de Neumann nul, et
de corriger ensuite le second membre pour prendre en compte les conditions aux limites.
On présente cette solution pour une discrétisation EFMH dans la section 2.1.3.4, et pour
une formulation mixte dans la section 2.2.3.2.

2.1.2.2 Formulation mixte-hybride

On utilise une formulation mixte hybride plutot quune formulation mixte classique
pour avoir a résoudre une équation impliquant une matrice symétrique définie positive.
Cette idée est présentée par exemple dans 'article [2].

Cette formulation dépend de la définition d’une triangulation, et est totalement équiva-
lente & la formulation mixte. On ajoute des degrés de liberté (multiplicateurs de Lagrange)
pour rendre 1’équation a résoudre symétrique définie positive.

On considere une triangulation 75, pour linstant quelconque, de Q : Q = Uper, T et

pour 11,15 € Ty, 131 N 722: 0. On note 07;, = lrer, 0T et L(0T,) = llrer, L*(OT). Si
A= (Ar)rer, € L(9T,) est tel que

pour tout 7,75 € Ty, tels que TyNT, # 0, pour tout r € LQ(TlﬂTQ),/ rAr, = / rAL,
TiNT, TiNT>
(2.29)
et
pour tout 17" € 7y, tels que T NTp # 0, pour toutreLz(TlﬂTz),/ r)\T:/ D
TnTp TnTp

(2.30)
alors la solution (i, p,) de I'équation (2.22) vérifie également

Yo e W, ax(d, V) + b(U, p) Z / A7 Yo (U /17 pg. (2.31)
TET, @

Dans les formulations mixtes hybrides, I’équation (2.22)-(a) mixte est remplacée par
une équation de la forme de (2.31) et des conditions supplémentaires assurent 'unicité de

(Un, Ph, An)-

39



En écrivant des égalités vérifiées cellule par cellule, on verra que A peut étre interprété
comme une valeur de solution approchée p;, sur 97,. Rigoureusement, ceci n’a pas de sens
car on cherche une solution approchée L?(€2), donc sa trace sur 97, n’est pas définie.

Dans la suite, on construira une formulation éléments finis mixte hybride (EFMH) en
sommant des égalités vérifiées sur des cellules T € 7j,.

2.1.3 Formulation discrete EFMH
2.1.3.1 Triangulation

On considere une discrétisation éléments finis 7;, = (T;) ;7 dudomaine 2 a N, éléments :
I'ensemble des indices des cellules du maillage est I = {1,2,..., N.}, T; pour ¢ € I sont
des ouverts de € tels que Q = U;e/T; et T, N'T; = ) pour ¢ # j. La triangulation 7, du
domaine €2 peut étre constituée de tétraedres, d’hexaedres convexes ou d’un mélange des
deux.

L’ensemble des faces de la triangulation est noté S, = (Ej),.;, J = {1,..., N}. Chaque
face E; est orientée par le choix d'un vecteur normal unitaire ii;. Les faces frontieres sont
orientées vers l'extérieur du domaine de calcul €2 et les faces intérieures sont orientées
arbitrairement. On suppose que chaque face de la frontiere est soit incluse dans I'y, soit
incluse dans I'p. On décompose alors J :j UJy U Jp, ot Jo est ’ensemble des indices
des faces intérieures, Jy est I'ensemble des indices des faces incluses dans I'y et Jp est
I’ensemble des indices des faces incluses dans I'p. On note # j):]\(;, #Jy = Ny et #Jp =
Np ou # désigne la cardinalité.

La cellule adjacente a une face E;, j € Jy U Jp de la frontiere du domaine de calcul est
Ti,(j)- Les cellules adjacentes a une face Ej, j € ]\C; de l'intérieur du domaine de calcul sont
T, j) et Ti,), de sorte que i soit dirigé de 75, (j) vers Tj,(;y (voir la Figure 2.1). Dans la
pratique, le sens de 1i; est défini par le choix de i1(j) et ia(j).

je nl(j)

Tiy (v

1y, r

F1G. 2.1 — Orientation des faces de la triangulation.
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Les propriétés suivantes aident a la construction d’espaces d’approximation (voir par
exemple [67]) :

q € L*(Q)
VT €T, qre HY(T) = q€ H'(Q).
VI, Ty € Tny v (am) iy g, = 7 (@22) iy ey
On définit
H(div, Q) = {# € H (div, Q) |3 (7) € L*(09)} .
Alors
ve L*(Q)?
VI €Ty, Up € H(div,Q) = U € H(div, Q).

VI, T € Th, " (UIT1)|TmT2 T <17|T2)\T10T2 =0

2.1.3.2 Inventaire des degrés de liberté et fonctions de base

On utilise des éléments de Raviart-Thomas-Nedelec de plus bas degré dans le cas
de cellules tétraédriques ou parallélépipédiques [66, 62, 16|, et les éléments composites
définis dans [72], inspirés des éléments de Kusnetzov et Repin [52] pour des maillages
hexahédriques généraux. En effet, pour des maillages hexahédriques non parallélépipédiques,
I'espace d’approximation W) pour les éléments de Raviart-Thomas-Nedelec de plus bas
degré ne contient pas les fonctions constantes, et par conséquent le terme

ﬁhlgl/th [ Uh”H(div,Q)
dans le second membre de I’équation (2.25) n’est pas un petit o de h. Pour ces formulations,
les degrés de liberté sont

— Les pressions : pour chaque cellule T}, une valeur correspondant a une approximation

de la moyenne de la charge en eau sur la cellule. Ces degrés de liberté sont stockés
dans un vecteur P de taille N..

— Les traces de pression : pour chaque face E; de JO UJnyUJp, une valeur correspondant
a une approximation de la moyenne de la charge en eau sur la face. Ces degrés de
liberté sont stockés dans un vecteur L de taille N.

— Les flux : pour chaque cellule 7; et pour chaque face E; de T}, une valeur correspon-
dant a une approximation du flux sortant de T; a travers F;. Nous avons ainsi une
inconnue par face frontiere et deux inconnues par face intérieure. Contrairement a
ce qui se passe pour la formulation mixte classique, la continuité du flux n’est pas
imposée par le choix des inconnues, mais par des équations supplémentaires, obtenues
en utilisant des multiplicateurs de Lagrange associés aux traces de pression corres-
pondant a des faces intérieures. De méme, les conditions aux limites de Neumann
sont imposées par I'intermédiaire des multiplicateurs de Lagrange associés aux faces
de la frontiere de Neumann. Ces degrés de liberté sont stockés dans un vecteur U de

taille 2 N +Ny + Np.
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On décompose le champ de vitesse d’écoulement approché suivant une base de Ny + Np +

L Ny Np 42N On rappelle que J = {1, ..., Ny + Np+ N}

et on note J = {NN+ND+ ]\C;+1,...,NN+ND+2 ]\Cf} Les fonctions de cette base

vérifient les propriétés suivantes :
— Pour j € J, 4 est nulle hors de Tj, ;) et est continue a divergence constante sur 75, ;)

et on a )
/ dlvuj:/uj-njzl,
T, E.

i1(5) J

i il =0k #j, (2.32)

2 N éléments, notés ()

Ey

\ T;

— a chaque j €], on associe un unique j° € J'. Alors u; est nulle hors de Tj,(;) et est

continue a divergence constante sur Tj,(;) et on a

p
T; E

i2(5) J

iy - (—ip) = 0sik # . (2.33)
E;
/ div @, = 0si i # ia(j).
\ Ti

L’expression exacte de ces fonctions de base dépend des éléments choisis. Avec les éléments

finis RTN de plus bas degré, les restrictions des fonctions de base a une cellule T; sont

polynomiales. Avec des éléments finis composites, ces restrictions sont polynomiales par

morceaux et continues a divergence constante. Les fonctions de base sont donc a divergence

constante par cellule. Elles ne sont ni continues, ni a composante normale continue.
L’espace d’approximation W), C H (div, ) pour le champ de vitesse est

W;, = Vec ({fbﬂj eJu J/}> N H(le,Q) = { Z VJ’EJW] Ej,‘/j + ‘/j’ = O} . (234)

jeng’

Les fonctions de base n’appartiennent pas a Wj,. Par conséquent, une équation supplémentaire
imposera la condition div @, € L*(Q).

La charge en eau est décomposée sur une base canonique de fonctions constantes par
morceaux et My, C L*(€2) est I'ensemble des fonctions constantes par cellule.

I n’y a pas de fonctions de base associées aux traces de pression. Les traces de pression
sont en fait les multiplicateurs de Lagrange associés a la contrainte div @, € L*(2).

Le nombre total de degrés de liberté est

Ndof = Ny + Np +2 N +N, + N. (2.35)

42



2.1.3.3 Equations du probleme discret

Soit i € I, j € JU J'. Alors la solution forte i, p de la formulation (2.1) vérifie
/ lclﬁ-ﬁjJr/ Vp- i —/ K='a - +/ pii; - i’ —/ pdiv i —/ pg - ii; (2.36)
T; T; T; aT; T; T

ce qui suggere de chercher iy, py et L tels que pour tout i € I, j € JU J',

/ IC_lﬁh : ﬁj + Z / Lkﬁj : ﬁz - / phdiV ﬁj = / pg ﬁj. (237)
T; = J Eyg T; T;

keJ|E,CT;

Ainsi, iy, p, vérifiera 'équation (2.22)-(a) a condition que

L - / P, 1, (2.38)
E.

J

pour E; C I'p. Alors, d’apres les propriétés des fonctions de base (2.32) et (2.33), et comme
t; est nulle hors de T}, (;y et 1 est nulle hors de T}, (; 1a loi de comportement (loi de Darcy)
s’écrit sous forme discrete

(Vj € J (équation (2.37) pour ¢ = i1(j))
> ax(iy, @)Uy + Ly — Py = ax(pg, i@)).
keJUJ’
Vj eJ, ie j € J existe, (équation (2.37) pour i = iy(j))

> axcliiy, @)U + Ly — Py = ax(pg, ).
\ keJuJ’

(2.39)

ou ax est défini dans I'équation (2.11). Les intégrales peuvent étre calculées comme com-
binaison linéaire des valeurs des fonctions a intégrer en certains points bien choisis (les
points de quadrature - voir par exemple [10]). Le nombre de points nécessaires pour que
les intégrales soit exactes dépend du degré des polynomes a intégrer.

Pour i € I, soit Jy (i) 'ensemble des indices des fonctions de base pour le champ de
vitesse d’écoulement non nulles sur 7}, c’est-a-dire ’ensemble des éléments j de .J tels que
i =11(7) et des éléments 5’ de J' tels que i = iy(j). Les Jyp(i) forment une partition de
JUJ'. Pour j, k€ JUJ', siax(i;, ) est non nul alors il existe ¢ € I tel que j € Jyp(7)
et k€ Jyg (2)

L’équation de conservation (2.22)-(b) s’écrit

Viel, Z U; = mes(T;);. (2.40)

J€JnrH ()

ou 7; est la valeur moyenne du flux volumique sur la cellule 7; : / 7 = mes(T;)7;. La
T;
continuité du flux (contrainte W (2.34)) s’écrit

VieJ, Uj+Uy=0. (2.41)
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Les conditions aux limites de Neumann imposent U; pour j € Jy :

£j
pour j € Jy. Les conditions aux limites de Dirichlet imposent L; pour j € Jp selon
I’équation (2.38).
On doit finalement résoudre une équation de la forme

Ac BT CT U Ry
B 0 0 Pl=| R |. (2.43)
C 0 D L Ry

La premiere équation AxU + BTP 4+ CTL = R, correspond & la loi de Darcy. La
deuxieme équation BU = Ry correspond a la loi de conservation. La troisieme équation
CU + DL = Rj3 exprime selon les lignes la continuité du flux ou les conditions aux limites
de Dirichlet. 5 .

La matrice de masse A est carrée de taille (N+ N) X (N+ N). A une renumérotation
pres, consistant a regrouper les composantes de U selon la partition (Jasz(4)),c;, la matrice
Ay est diagonale par blocs. Chaque bloc de la diagonale Ay ;, i € I, est la matrice de masse
“élémentaire” intervenant dans la résolution d’un probleme aux limites local posé sur la
cellule T;. Cette matrice est indépendante de la nature des conditions aux limites. Les
valeurs de Ax; dépendent des fonctions de base choisies.

La matrice B est de taille N, x (N+ ]\(; ) et ne dépend pas non plus des conditions aux
limites. On a tout simplement

Bi,j - _1jEJ]\/[H(i)
{ Ry, = —mes(T;)7;. (2.44)

Si on permute les colonnes de B suivant la partition de JU.J’, pour garder la cohérence avec
les permutations effectuées sur la matrice Ax, B devient diagonale par blocs (N, x N, blocs
non carrés). Le i bloc de la diagonale est noté B;. C’est une matrice ligne contenant
uniquement la valeur —1, de longueur le nombre de faces de la cellule T;.

L’organisation des matrices C' et D dépend de la nature des conditions aux limites. La
matrice C' est de taille N x (N+ N ). La matrice D est diagonale de taille N x N. Ry,
Ry et R3 sont des vecteurs de longueur N dépendant des conditions aux limites, du terme
source et de la gravité.

Nous allons maintenant expliquer 'utilisation de ces matrices A et B dans chaque ligne

du systeme (2.43), et expliciter ainsi les coefficients de C' et D et le second membre de
(2.43). Les lignes des équations de (2.43)

AxU+B'P+CTL = R, (2.45)
CU + DL = Ry (2.46)

sont associées a des éléments de J (2.46) ou de J U J' (2.45) et nous allons expliquer les

jeme lignes de (2.45) et (2.46) dans les cas 1. j € Jp; 2. j € Jy; et 3. j €.
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1. Pour j € Jp, la 5™ ligne de C est nulle et le j°¢ terme diagonal de D est égal a 1.
Le terme L; de I’équation Z axc (U, Uy ) U+ L — Py, jy = a1(pg, ;) (voir 'équation

keJuJ’
(2.39)), équation correspondant a la j¢™¢ ligne de AxU+BT P+CTL = Ry, se retrouve
dans le second membre : Ry, = ar(pg, ;) — Lp,;, ou Lp, est proche de la valeur

moyenne de la condition aux limites de Dirichlet sur Ej; puisque Lp, = / pu; - 1.
. J

La j°"¢ ligne de CU + DL = Rj3 impose tout simplement la valeur de L;, on a

jo - LDj-

2. Pour j € Jy, la 7™ ligne de C' a exactement un terme non nul C;; = 1, D;; est
nul et la j°"¢ ligne de I'équation CU + DL = Rz impose seulement la valeur de U; :
on a donc Rz, = Uy;, ou Uy, est la valeur moyenne de la condition aux limites de
Neumann g sur Ej, et Ry, = ax(pg, ;).

3. Sinon, c’est a dire pour j €.7, la 5™ ligne de C' a exactement deux termes non nuls,
Cjj=Cjy=1etDj;=0.0naRy =Ry, = ai(pg, i) et la j* ligne de I'équation
CU + DL = R3 exprime la continuité du flux a travers £, on a donc Rz, = 0.

Finalement, chaque colonne de C' a au plus un terme non nul (égal a 1). On peut
également permuter les colonnes de C' selon la partition de J U J’. On peut ensuite
réordonner ses lignes de fagon a isoler celles correspondant a une condition aux limites
de Dirichlet, c’est-a-dire que 'on réordonne les composantes de L. C' est alors constituée
de 2 x N, blocs. Le bloc d’indice (1,7) est noté Cj, il est de taille (N — Np)xle nombre de
faces de la cellule T;. Chaque ligne de C; a 1 ou deux termes non nuls et chaque colonne
de C; a au plus 1 terme non nul. Les blocs d’indice (2,4) sont de taille Npxle nombre de
faces de la cellule T; et sont nuls. La matrice D réordonnée est diagonale par blocs, avec
un bloc diagonal nul de taille (N — Np) x (N — Np) et un bloc diagonal identité de taille
N D X N, D-

Une autre approche completement équivalente consiste a considérer que les valeurs de
pression sur la frontiere de Dirichlet ne sont pas des degrés de liberté. Le multiplicateur de

Lagrange utilisé est L, de taille N — Np =N +Ny, qui n’a pas de composante sur I'p. Le
systeme d’équations équivalent a (2.43) s’écrit sous la forme

Ae BT CT U R,
B 0 0 Pl=| R |. (2.47)
C 0 0 L Rs

La matrice C' est de taille (Ny+ ]\c;) X (Ny + 2 ]\c;) Le vecteur Ry n’exprime plus les
conditions limites de Dirichlet. Les conditions de Dirichlet interviennent toujours, comme
précédemment, dans R;. Les matrices Ax;, B;, C;, pour ¢ € I, restent définies comme
précédemment (mémes tailles, mémes valeurs).

Il existe une unique solution a ’équation (2.43), qui par construction fournit les coeffi-
cients des décompositions de uy, et pp,, solutions de la formulation variationnelle approchée
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sur les espace W), et M), décrits dans la section 2.1.3.2, selon les bases mentionnées dans
la section 2.1.3.2.

2.1.3.4 Résolution

La matrice du systeme d’équations (2.43) n’est jamais assemblée et nous ne résolvons

jamais un systeme d’équations de taille (N-+ ]\7’ ) x (N+ ]\(/3' ). On commence par éliminer
les variables U et P pour construire et résoudre une équation satisfaite par 'inconnue L.
Comme Ag, B et C sont des matrices blocs, avec des petits blocs, on peut éliminer U et
P en inversant seulement des matrices locales, de petite taille. Une fois L connu, P et U

peuvent etre reconstitués par des produits matrice-vecteur locaux. Plus précisément, on
définit

M = CA (Ax— BT (BAZ'BY) ™' B) A¢'CT — D
R = CA (Ax— BT (BA'BT) ' B) A¢'Ry + CA BT (BAG'BY) ™' R, — Rs.
(2.48)

ou
M = CAZ' (Ac — BT (BAG'BT) ™' B) A¢!'CT
R = CA (Ax— BT (BA'BT) ' B) A¢'Ry + CA BT (BAG'BY) ™' Ry — Rs.
(2.49)

On n’a pas a inverser Ax pour assembler ]\~{ . En effet, M est la somme des contributions
des matrices locales, chaque contribution M; a bien la taille de M (nombre de lignes de

N¢ N¢
;) :onaM:ZMi etR:ZRi ou
i=1 i=1

M; = CAS (Axi — BF (BiACLBI) 7' B) Acker

K
Ri = GAS (A — B (BACLBI) ™' Bi) AchRui + AL BT (BAACLBY) ™ Roy — R,
(2.50)
On n’assemble pas non plus les matrices C;, mais on utilise directement les fonctions
linéaires associées :
— Soit M, une matrice carrée dont le nombre de lignes est le nombre de faces de la
cellule T; (i € I). Les faces adjacentes a T; non incluses dans I'p sont E; ..., E

Alors pour k,l € i,...,n; on a [C’iMelC’iT] = [Mel]k,l et pour k.l & Ji,...,Jn,
[CiM@lCiT}kl == 0

— Soit V,; un vecteur de longueur le nombre de faces de la cellule T; (i € I). Alors pour
ke€i,...,n;ona [CiVel]jk = [Vul, et pour k & ji, ..., Jn, [CiVal], = 0.
Les équations suivantes sont vérifiées par les multiplicateurs de Lagrange :

Jk>Jl

ML =R (2.51)
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et o .
ML = R. (2.52)
La matrice M est symétrique définie positive. On peut reconstruire P et U, toujours par
blocs, suivant
P = (BABY) " (BAC (R~ CL) — Ry) 05
o 2.53
U = A (R - BTP-CTL).

2.1.4 Implémentation des conditions aux limites

Dans la pratique, pour des raisons de flexibilité des codes de calcul, il est préférable que
la taille des équations a résoudre ne dépende pas des conditions aux limites. Il est utile de
comprendre cette mise en ceuvre pour pouvoir implémenter facilement la dérivation.

Introduisons d’abord quelques définitions pour simplifier les notations :

My = A (Ac - BY (BAZBY) ' B) A
o (2.54)
M, = Ac'BT (BAG'BT)
de sorte que l'équation (2.51) se réécrit
(CM,CT — D)L = CM\ R, + CMyRy — R3 (2.55)
et I'équation (2.52) se réécrit
CM,CTL = CM R, + CMyRy — Rs. (2.56)

Notons que M; et My ne dépendent pas des conditions aux limites.
On décrit ici I'algorithme utilisé dans la bibliotheque LifeV ([42]) : on construit d’abord
I'équation (&) correspondant a un probleme de Neumann pur homogene :

(80) . C’OMng = COMlRl,O + C()MQRQ — R370.

— comme il n’y a pas de frontiere de Dirichlet pour le probleme décrit par (&), R ne
contient qu’une contribution du terme constant pg. On peut décomposer dans le cas
général Ry = Ry o — Lp, ou Lp représente la contribution des conditions aux limites
de Dirichlet.

— Ry est indépendant des conditions aux limites puisqu’il représente le terme source,
donc R270 = R2 X

— Rs3q est nul car on considere des conditions de Neumann nulles. Pour faciliter ulté-
rieurement la dérivation, on va considérer que R3 = Uy + Lp peut prendre la forme
plus générale Ry = Uy + Lp + R3p, ou les composantes de Rz correspondant a des

faces frontieres sont nulles. Choisir R3 non nul revient a imposer une discontinuité
du flux de u.

47



La matrice My = CoM,CL est construite en additionnant les contributions de matrices
locales correspondant a chaque cellule.

On construit ensuite M a partir de My et R a partir de Ry en prenant en compte les
conditions aux limites pas forcément de Neumann nulles. On impose d’abord les conditions
de Dirichlet en “diagonalisant” partiellement 1’équation, c’est-a-dire que l'on annule les
termes non diagonaux des lignes et colonnes de M correspondant a des composantes de la
frontiere de Dirichlet. On modifie le second membre pour tenir compte des conditions de
Dirichlet et compenser les termes annulés. On donne dans le Tableau 2.1 I'algorithme de
diagonalisation.

M — Mpy;
R < Ry;
pour j € Jp
Mj;=1;
R; = LDJ- )
pour k € J k#j
Ry = Ry, — Mk,jLDj )
Mng - MkJ‘ = 0

TAB. 2.1 — Algorithme de diagonalisation.

Les conditions de Neumann n’interviennent que dans le second membre : il reste a
prendre en compte la modification R3. On présente dans le Tableau 2.2 I’algorithme de
prise en compte des conditions de Neumann.

pour j € Jy
Rj - Rj - Ulimj-

TAB. 2.2 — Algorithme de prise en compte des conditions de Neumann.

La reconstruction des inconnues U et P s’effectue aussi par blocs, I'écriture de 1’al-
gorithme de reconstruction est indépendante des conditions aux limites (les valeurs des
conditions aux limites de Neumann interviennent dans le calcul de L mais pas dans la
reconstruction ; les conditions aux limites de Dirichlet se retrouvent dans les valeurs de
L):

P=MJ(Ryo—CIL) — (BAcB") "' Ry ;
U=Ac" (Rio—B"P-CjL).

2.2 Modele de transport

Ce modele décrit le transport des déchets a partir du site de stockage apres la fuite des
colis de déchets et de la barriere ouvragée, du a l’écoulement de I'eau (vitesse de Darcy)
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et au phénomene de diffusion dépendant des propriétés du sol.

2.2.1 Equation continue

On s’intéresse d’abord au transport de radionucléides qui ne précipitent pas, comme
I'lTode 29 (dans les conditions considérées pour notre application). On considere donc
I’équation linéaire, pour des contaminants indicés par 1,

ot

conditions aux limites sur 052 .

+ div (Cﬂ_l: - Dlﬁcz) + Alq)RzCl = Z O-z'j)\j(pRjCj + 7 dans Q,

jel

(2.57)

Sous les hypotheses de I’absence de couplage entre les différents radionucléides, i.e. {peres(i)} =
(), on obtient

t (2.58)

conditions aux limites sur o).

Les équations concernant les différents radionucléides sont alors découplées. On introduit
pour simplifier les changements de notations suivants :

w = R, (2.59)
A=\, (2.60)
D = D, (2.61)
c = ¢, (2.62)
T = T (2.63)

On va s’intéresser a la discrétisation en temps et en espace de I’équation de convection-
diffusion linéaire suivante :

w% + div (cﬁ — Dﬁc) +wAc = 7 dans
¢ = ¢ swlp (conditions de Dirichlet), (2.64)
Ve-ii = gy sur I'y (conditions de Neumann),
(cﬁ — Dﬁc) -n = gr sur ['p (conditions de flux).

On rappelle que @ est le champ de vitesse d’écoulement de 1'eau, solution de 1’équation
(2.1). Le tenseur de diffusion D = D; peut aussi dépendre de @ selon

- =

. . UrU
D =dJI+ il [ue+a,(T—¢)] on ery = |’i|;,
u

kil=1,....3 (2.65)

ot I est la matrice identité de taille 3 x 3. La partition 9Q = I'p UT y UTp de la frontiere
du domaine de calcul est indépendante de celle utilisée pour le calcul d’écoulement. Pour
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éviter des difficultés, on va supposer que
w-n>0sur 'y UTp, (2.66)

c’est-a-dire que 1'on doit imposer des conditions de Dirichlet sur la partie de la frontiere
par laquelle le flux de Darcy est entrant.

2.2.2 Discrétisation en temps

On souhaite utiliser un schéma implicite pour le terme de diffusion, pour des raisons
de stabilité (par exemple [76], chapitre 4.) et explicite pour les termes de convection, pour
des raisons de précision (par exemple [76] chapitre 5.). Le choix d’'un pas de temps doit
satisfaire la condition de Courant-Friedrichs-Levy (condition CFL) [56, 76], déterminée par
le maillage en espace et la vitesse de convection 4. Les coefficients de diffusion n’imposent
pas de borne supérieure au pas de temps, en revanche un faible pas de temps demande
de résoudre de nombreuses équations implicites (systemes linéaires qui peuvent étre de
grande taille). Le compromis choisi entre ces contraintes est I'utilisation d’une méthode
de splitting ne résolvant pas le méme nombre d’équations de convection (explicites) que
d’équations de diffusion (implicites). Cette méthode est développée dans [72].

Les parametres de discrétisation en temps sont

— At, nombre réel strictement positif : pas de temps,

— M, nombre entier strictement positif : parametre du splitting,

t
— Ateony = A nombre réel strictement positif : pseudo-pas de temps de convection.

On note Atcpp le plus grand pas de temps vérifiant la condition CFL, dont I'expression
est précisée par I'équation (2.76). Pour At fixé, les parametres du splitting optimaux sont

At At
M=FE L, Ateome = —, 2.67
(AtCFL) + ’ M ( 0 )

ou E désigne la partie entiere.

Notre objectif est d’étudier I’évolution de la distribution de concentration ¢ depuis
Iinstant to = 0 jusqu’a l'instant T" = NAt.

On suppose que 1’équation de convection d’inconnue ¢ et de condition initiale ¢

{ wAct:mi +div (ect?) = 7 dans () (2.68)
¢ = c¢p surl'p
se discrétise sous la forme
Eeonw (C,C) =0, (2.69)

ou C (resp. C) est une discrétisation en espace de ¢ (resp. ¢) a Uinstant £ + At.ony (resp.
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t), et que I'équation “de diffusion” d’inconnue ¢ et de condition initiale ¢

c—c >
w At_ + div (—DVC) +whe = 0 dans ()
¢ = oD sur I'p (2.70)
Ve-n = gn sur 'y
Ve-i = gp—cu-1n sur I'p
se discrétise sous la forme
Eairr (C,C) = 0. (2.71)
On note C°, C*, ..., OV les discrétisations des approximations du champ de concentrations
(vecteurs) aux instants 0, At, ..., NAt. On utilise également, pour n = 0,..., N —1, les va-
riables intermédiaires C™°, C™t C™2 ... C™M (vecteurs de méme taille que C°, C*, ... CN).

L’algorithme de splitting utilisé est résumé dans le Tableau 2.3.

1. Faire, pour n =10,..., N — 1,

2 Ccn0 — COm

3. résoudre, pour m =0,..., M — 1,
1 e (CT71, €)= 0

5) résoudre

6 Eaipy (C™TH,CMM) = 0.

TAB. 2.3 — Algorithme pour la méthode de splitting

2.2.3 Discrétisation en espace

On souhaite maintenant expliciter les opérateurs &,y €t Eqify des équations (2.69) et
(2.71).

La triangulation utilisée est la méme que pour I’équation de Darcy, donnée en section
(2.1.3.1). Ainsi, nous n’aurons par d’interpolation a faire pour le flux de Darcy. Cette fois,
chaque face frontiere est incluse soit dans I'y, soit dans I'p, soit dans I'p et ’ensemble .J

est décomposé J =J UJy U Jrp U Jp, ou Jr est 'ensemble des indices des faces incluses
dans I'r et #Jp = Np. On utilise des éléments finis mixtes pour 1’équation de diffusion et
des volumes finis pour ’équation de convection.

2.2.3.1 Equation de convection

On discrétise I'équation (2.68) par un schéma volumes finis décentré amont. La compo-
sante C; (resp. C;) du vecteur C' (resp. C') correspond a une approximation de la moyenne
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du champ ¢ (resp. ¢) sur la cellule T;. On définit, pour ¢ € I, Jy(i) comme 'ensemble des
indices des faces adjacentes a la cellule T; puis, pour i € I et j € Jy (i),

sgn(i,j) = 1 sii=11(j)
{ Sl sii=is()). (2.72)

Enfin, on définit € ; comme la concentration amont a la face j, définie par le sens de
traversée de 'approximation de @ a travers la face Ej; :

Cij = Gy siU; 20 )
Ciijy siUj<0etjes (2.73)

CDj Sin<O€‘tj€JD.

Pour j ¢ Jy (i), on définit sgn(i, j) = 0 et C; ; = 0. Pour tout i € I (indice de cellule), on
obtient, en intégrant ’équation (2.68) sur la cellule T;,

mes(T})(C; — C;) + Y C,sen(i, j)U; = mes(T)7. (2.74)

JE€IM(7)

w
Atconv

C’est une équation explicite : on obtient directement

AtCOn'U COnU
C.=C. + . T, — Z C’”sgn i, )U;. (2.75)

' wmes(T;
JEJM 1)

La condition de stabilité CFL, qui traduit que le schéma de discrétisation est stable si on
respecte 'idée qu’un front de concentration ne peut pas se déplacer de plus d’une cellule
par pas de temps, s’explicite

wmes (T;)

Z max(—sgn(z’,j)Uj,O)‘

JEIM ()

(2.76)

Atconv < AtC’FL = min
el

Le terme Z max (—sgn(z, 7)U;, 0) correspond au flux d’écoulement entrant dans la cel-

J€JIns(4)

lule T;.

2.2.3.2 Equation de diffusion

L’équation (2.70) s’écrit sous forme mixte

div v 4w (Ait + )\) c = Aitg dans €2,
7 = —DVe. dans €, (2.77)
c = c¢p sur I['p,
ven o= g sur 'yUT R
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ou

gr —cu-n sur ['p.

(voir les similitudes avec 1'équation (2.1)).
. , : 1 . o
Grace au terme d’évolution w A + A ] ¢, on verra que I’équation a résoudre pour une

formulation mixte comprendra une matrice symétrique définie positive. De plus, quelle que
soit la formulation utilisée, une factorisation de la matrice a inverser peut étre stockée et
réutilisée pour tous les pas de temps. Si on utilise une formulation mixte hybride, I’étape de
reconstruction de U et P a partir de L dans la formulation mixte hybride n’est donc plus
négligeable en temps de calcul devant la résolution du systeme linéaire. Par conséquent
nous discrétisons le probleme sous forme mixte et pas sous forme mixte hybride.

Les fonctions de base pour le champ de vitesse (ici ¥) dans une formulation mixte
utilisant des éléments finis de plus bas degré sont continues et a divergence constante par
morceaux, polynomiales par morceaux sur 2. On a N fonction de bases (ﬁj)je ; Vvérifiant

en particulier
VjEJ, / leZ_}}:/gjﬁjzl,
T, B

i1(5) J (279)
Vi elJ, div v; = —1.
Tiy (5)

Elles sont reliées aux fonctions de base utilisées dans la formulation EFMH par

v = U our j € JyU JpU Jp,
{J g PORET & = = (2.80)

U pp. U; — Uy pour j €],

ou uj, pour j € J et @y, pour j Ej sont les fonctions de base caractérisées par les équations
(2.32) et (2.33). Le signe pp. signifie qu’on a égalité presque partout, i.e. sauf sur une partie
de €2 de mesure nulle. En effet, pour j EJO, U; = 1y sur Tj, (), —tj sur Tj,(;, 0 sur T; pour
i ¢ {i1(4),12(7)}, et U; est continue : I'égalité v; = @; — 1 est vraie partout sauf sur £;.

Les composantes de la décomposition de ¢ selon cette base sont notées (Vj)je ;- La
concentration ¢ est approchée par une fonction constante par cellule : pour ¢ € I, C;
correspond a une approximation de la valeur moyenne de ¢ sur 7T;.

L’intégration sur le domaine de calcul €2 du produit scalaire de ’équation v + DVe=0
(voir (2.77)) par les fonctions de base pour ¥ permet d’obtenir, via les formules de Green :

1. Pour tout j EJO
D74 = Ciy gy + Cinyy = 05 (2.81)

Tiy ()5 5)
2. Pour tout j € I'p
/ Dil'l_f' '17]' - Cil(j) == —CD]. 3 (282)
Tiy ()
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3. Pour tout j e 'y UT'p
Vi = Vy, (2.83)
(cette derniére équation n’est pas obtenue par intégration).
avec Vi, = /E gn sij € Jyet Vy, = /E gF —Qil(j)/ @-1,; si j € Jp. L’équation de

J Ej
conservation (premiere ligne de (2.77)) devient, par intégration sur chaque cellule,

: . 1 w
Vi € ],jGJZ:(i) sgn(i, j)V; +w (E + )\) C; = Egi' (2.84)

Pour résoudre ces équations, on construit un systeme linéaire de taille N x N, d’inconnue
V, en remplacant C; ;) et Cj,(;) dans les équations (2.81) et (2.82) par leur expression en
fonction des composantes de V' donnée par 1'équation (2.84). Plus précisément, on définit
la matrice de masse éléments finis mixtes AY de taille N x N,

p

Ay = /Q D't = Ap,, +Ap, . —Ap,, —Ap,, sijkeJ
Ap,, — Ap, , sijet etheyUldp
Ap,, —Ap,, sijeJyUlJpetkel]
\ Ap,, sij,k € JyUJp
(2.85)

olt Ap est la matrice de masse EFMH définie dans 2.1.3.3. La matrice AY est construite
partir de I’assemblage des matrices élémentaire Ap ; définies comme dans la section 2.1.3.3.
La matrice AY est symétrique définie positive.

L’équation (2.84) nous permet d’obtenir, pour j EJO ,

At L s 1
—Ci()+Ci) = BESYY)] <; (sgn(i1(4), k) — sgn(i2(5), k)) Vk) AL (=Ciiiy + Cinii)
(2.86)
et pour j € I'p
C 1
~Cigy = Y (sgn(ir (), k) Vi — TA S0 (2.87)
keJ
Soit B¢ la matrice de taille N x N, symétrique, définie par
ij;fl = 2 sij=k,
si 1(7) = i1 (k) ou ia(j) = ia(k), 259

—1 si Zl(]> = Zg(k‘) ou ZQ(]) = Zl(k'),

0 sinon.

B est une matrice symétrique définie positive.
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Pour un probleme de Dirichlet pur, I’équation a résoudre est

1

At
M evol - _
(A +w( )B >V RD_'_l—i—)\At

R 2.89
1+ \At 0 (2.89)
ou Rp contient les valeurs des conditions aux limites de Dirichlet et Ry, = C;| G — C
ou C; (-

Pour un probleme quelconque, on diagonalise I’équation pour prendre en compte les
conditions aux limites de Neumann, en utilisant un algorithme similaire a celui du Ta-
bleau 2.1. Remarquons que dans la formulation EFMH, ou les inconnues de 1’équation
étaient des valeurs de charge en eau et non des flux, on diagonalisait pour appliquer des
conditions aux limites de Dirichlet et non de Neumann.

i2(7)

On termine cette étape en calculant C' a partir de 'expression (2.84).

2.2.4 Introduction d’un terme de précipitation

Lorsque les radionucléides peuvent précipiter, on doit considérer le systeme d’équations
suivant, qui modélise le transport des phases liquide (concentration ¢;) et solide (concen-
tration f;) du radionucléide i et I’échange entre les phases liquide et solide :

DR.c: -
W - div <ciﬁ B DchZ) + AR = Z 0ijAjPR;c; + Ps; + 7
jer
2.90)
2((1-)1) :
T A Z U’J f] Ps;,

J€el

avec
si = wi (5 — ¢;)0;,
6 =0si fi=0et ¢; <™, (2.91)
0, = 1 sinon.

La premiere ligne de 1’équation (2.90) correspond a I’équation de transport linéaire (2.57)
avec une source supplémentaire s; représentant une non-linéarité. Le terme d’échange s;
entre les phases liquide et solide est représenté sur la Figure 2.2. On peut toujours utiliser
une méthode de séparation d’opérateur, pour résoudre séparément, a chaque pas de temps,

1. une équation en phase solide, en supposant que la concentration non précipitée c; est
fixée. Cette équation comporte un terme de précipitation discontinu en f; = 0. Elle
demande de résoudre uniquement des équations locales (scalaires). Cette résolution
nous fournit en particulier un terme “source” s; pour I’étape suivante.

2. une équation de transport linéaire pour la phase liquide, en supposant que le terme
source 7 = Ps; + 7; est fixé. Cette équation est résolue suivant les étapes 2. a 6. de
I’algorithme donné dans le Tableau 2.3.
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Wt
0
t &
Cfa (2
— pour f; >0
...:pour f; =0

F1G. 2.2 — Terme d’échange entre les phases solide et liquide utilisé dans ’équation (2.90).

Régularisation. La fonction s; définie par (2.91) n’est pas différentiable par rapport aux
concentrations aux points ot f; = 0 et ¢; = ¢**. Pour une éventuelle prise en compte du
phénomene de précipitation dans une analyse de sensibilité déterministe, reposant sur un
calcul de dérivée, on propose de remplacer s; par une fonction plus réguliere s; dépendant
d’un parametre supplémentaire f/m

st o= wi (™ — ) sio¢; > it

w; (5" — ¢;) min ( flm, 1) st <t

i
?

2.3 Reéduction de dimension du modele

Pour I'analyse de sensibilité, qu’elle soit déterministe ou probabiliste, on devra choisir
une fonction a analyser. Une fonction analysable numériquement prend en entrée un vecteur
de nombres réels et retourne un vecteur de nombre réels.

Pour chaque étude numérique, on devra choisir un certain nombre n;, de parametres
d’entrée et un opérateur de paramétrisation P défini sur R™» a valeurs dans l’espace des
parametres physiques du probleme, et choisir un certain nombre n, d’observations et définir
un opérateur d’observation O défini sur l'espace des degrés de liberté du probleme et a
valeurs dans R".

On analysera

F=00FoP, (2.92)
ol F est définie implicitement par une équation d’état ou d’évolution.
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Pour le probleme d’écoulement,

U
F=F.,.K— | P |. (2.93)
L

On pourrait considérer les conditions aux limites comme des entrées de F,., au méme titre
que K.
Pour le probleme de transport,

(2.94)

L , )
F:ET:((I)ﬂRhDu)\z‘,Ti;U)H(07 G )

Ve, ...,V

Dans les applications, on ne s’intéressera pas aux parametres w; et ¢*. La aussi, les condi-
tions aux limites et éventuellement la condition initiale pourraient étre des entrées de Ftr.

Le modele complet est

F o (®, Ry, Di, N, 7::K) — Fy (CD, Ri, Dy, M 0ty 7o, w5, & Frgy n(lC)) . (2.95)

Lorsque les espaces de départ et d’arrivée de F ne sont pas de grande dimension,
I’analyse de sensibilité de F' est également intéressante, en particulier pour guider les choix
de P et O (voir [19, 1]). Pour les exemples que nous étudions, ceci n’est pas possible. En
effet nous résolvons des problemes a plusieurs centaines de milliers de degrés de liberté,
Panalyse de la matrice Jacobienne correspondante F’ serait trop cotteuse. On a donc
besoin d’informations extérieures (expertises) pour choisir les paramétrages P. On donne
des exemples de choix pour P et O dans la section 4.4.1.1 et dans le Chapitre 7. Pour les
applications que nous considérons, O consiste a reconstituer des flux.

On propose aussi ici un exemple de paramétrisation ne consistant pas a faire une hy-
pothese de régularité sur les parametres d’entrée. On considere I’équation monodimension-
nelle

u = —’C(l‘)@ sur [0, L]
9 Ox

Fre 0 sur [0, L]

p(0) = po,p(L) = p

de solution exacte
Po —PL

[ Ge)

L’intervalle [0, L] est divisé en n, couches de hauteurs L;, i = 1,...,n,, ZLi = L. On

u =

décompose IC(z) sous la forme
pour = € [z;,x; + L;], K(z) = K;exp (o7a(z)) (2.96)
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K— DARCY —

Nl

Ry, Dy, M Fi — < ~
échantillonnage
Ri? -Di7 >\Z f:L C;
d
précipitation
précipitation
— Fi = convection diffusion

Fi1G. 2.3 — Schéma récapitulatif du modele complet, sous les hypotheses de ’absence de
filiation et de I’absence de précipitation. On a un bloc “F;” par radionucléide et, pour
chaque radionucléide, un bloc “précipitation” par cellule de la triangulation.
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avec

i

On définit pour n € N, ¢ =

puis

Alors

xi+L; 1 xi+L;
[ awae=0 £ [ e

1,...,n. les moments

1 T +L;

L; /.,
n; = ;an o > 0.
Po —PL
U= _
Z Li (14 )
K;

7

x=1. (2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

Une paramétrisation en (K, 7;) a l'intérét de permettre de quantifier 'influence des hétérogénéités
(les moments d’ordre> 1) sans imposer leur forme.
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Chapitre 3

Analyse de sensibilité

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a différents aspects de 1’analyse de sensibilité
d’un modele général F', c’est a dire une application réguliere

F:Q, CR" — Q,, CR"r, (3.1)

et a ’analyse d’incertitude des valeurs de retour du modele F', qui dépend de l'incertitude
sur ses parametres de départ. Par « analyse de sensibilité », nous entendons la quantification
et I'analyse des dépendances entre les entrées et les sorties du modele mathématique.
La premiere section est consacrée aux analyses de type probabiliste Monte Carlo, dites
globales car elles prennent en compte la totalité de la plage de variations possible pour
les parametres d’entrée. La seconde section est consacrée a ’analyse déterministe, locale
lorsque F' est non linéaire. La décomposition en valeurs singulieres est au centre de ces deux
types d’approche : c¢’est 1'outil principal en analyse déterministe. Mais cette décomposition
est aussi tres utile en analyse statistique, comme nous le verrons dans la troisieme section.

3.1 Analyses probabilistes

Nous allons nous intéresser aux méthodes statistiques de type Monte-Carlo, en nous
concentrant sur les outils qui ont été utilisés pour I'analyse d’incertitude et de sensibilité
du probleme d’écoulement a ’ANDRA et qui sont mentionnés dans le Chapitre 7. Ce n’est
qu'un exemple, couramment utilisé étant donné sa simplicité de mise en ceuvre, des outils
statistiques existant.

3.1.1 Formalisme probabiliste

Les parametres de départ du modele F' sont considérés comme des variables aléatoires.
L’incertitude sur les parametres de départ se traduit par le choix des lois de probabi-
lité suivies par ces variables. Les lois peuvent prendre en compte différentes sortes d’in-
certitudes, provenant des variabilités spatiale ou temporelle, d’'une homogénéisation, ou
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de I'imprécision des appareils de mesure. Les contraintes physiques reliant différents pa-
rametres se traduisent par des relations de dépendances entre ces lois. On peut représenter
analytiquement la dépendance entre deux variables aléatoires X; et X, par exemple en
définissant une loi de probabilité P; suivie par X; et une loi de probabilité Pg suivie par

X1
la variable aléatoire R = X en considérant que les variables X; et R sont indépendantes.
2
En pratique, on considérera uniquement des variables aléatoires absolument continues,
c’est-a~dire que les lois suivies peuvent étre représentées par des densités de probabilité.
Plus précisément, une variable aléatoire X prend ses valeurs dans un intervalle Iy de R.

La fonction de répartition de X est une fonction croissante sur Iy, définie par

IX - [071]7
r — P(X <ux).

Si X est absolument continue, alors sa fonction de répartition est dérivable, a dérivée
continue par morceaux. On peut alors définir la fonction densité de probabilité fx de X
comme la dérivée de sa fonction de répartition. Les variables aléatoires X; et X, sont
indépendantes si P(X; < x7 et Xy < 29) = P(X; < 21)P(Xy < x3). On définit a partir
des densités de probabilité I'espérance E(X) de la variable aléatoire X par

E(X):/ zfx(x)de, (3.2)

Ix

qui vérifie la propriété

B(F(X)) = / () fx (), (3.3)
V(X) = B((X — B(X))?) = B(X?) — (B(X))? (3.4)

et la covariance C'ov(X7, X3) de deux variables aléatoires X et X
OO’U(XI, XQ) =F ((Xl - E(Xl))(XQ - E(Xg))) == E(XlXQ) - E(Xl)E(X2> (35)

Les valeurs de retour de F' sont elles aussi des variables aléatoires. L’analyse d’incerti-
tude probabiliste du modele consiste a évaluer les lois suivies par les valeurs de retour de
F (par exemple en analysant des diagrammes de dispersion) ou certaines propriétés de
ces lois (leurs écarts types par exemple). L’analyse de sensibilité consiste a analyser les
dépendances entre les parametres de départ et les variables d’arrivée. Ces dépendances
peuvent étre quantifiées par différents indicateurs, dont nous donnerons quelques exemples
dans la section 3.1.3.

En revanche, on considere qu’il n’y a pas d’incertitude sur le modele F' lui-méme.

Les principales étapes d’une analyse de type Monte-Carlo sont la génération d’un
échantillon raisonnable de parametres de départ, 'application du modele F' a tous les
éléments de I’échantillon, et enfin 'analyse de ’échantillon de résultats en relation avec
I’échantillon de départ. Ce type d’analyse est dit global car il couvre I’ensemble du spectre
de variations possible pour les parametres de départ.
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3.1.2 Echantillonnage
On considere donc un vecteur aléatoire X = (Xl, ...,Xm.p)T prenant ses valeurs dans
2. On veut constituer un échantillon représentatif de jeux de parametres de départ :

ip’ ? Nip

T
(xl,...,xN) eV etpourn=1,.. N, a" = (a:?, xl > )

La solution la plus simple est d’utiliser un échantillonnage aléatoire, ¢’est-a-dire de générer
indépendamment N jeux de parametres x!,...,z" suivant la loi de X. Selon la loi des
grands nombres, les propriétés empiriques de cet échantillon seront proches des propriétés
théoriques de la loi de X pour N suffisamment grand. Cependant, lorsque les fonctions
de densités de probabilité ne sont pas uniformes (lois normales par exemple), la taille
d’échantillon N qui permettra de reproduire correctement les tétes et queues de distribution
peut étre tres grande. Des méthodes d’échantillonnage spécifiques permettent de forcer
certaines propriétés empiriques de I’échantillon, par exemple elles peuvent imposer qu’il
contienne un nombre fixé de représentants dans certains sous-ensembles de 2;,

La méthode la plus précise est I’échantillonnage stratifié. Pour construire un échantillon
de taille N, on commence par diviser I’ensemble €2;, en /N sous ensemble équiprobables :
Qip = Up=1,...NQip,. On choisit ensuite aléatoirement, pour chaque n = 1,..., N, 2" sui-
vant la loi de X conditionnée par 'appartenance au sous-ensemble 2, . Une des princi-
pales difficultés de cette méthode est la mise en ceuvre du découpage en sous-ensembles
équiprobables.

Le compromis utilisé dans les calculs de stureté de TANDRA est ’échantillonnage hy-
percube latin (LHS). Pour chaque parametre de départ représenté par la variable aléatoire
X; (1 = 1,...,n;), ou variable intermédiaire indépendante R; (i = 1,...,n;,) dans le cas
ou tous les parametres de départ de F' ne sont pas indépendants, on divise ’ensemble des
valeurs possibles pour X; ou R; en N intervalles équiprobables, et on choisit aléatoirement,
suivant la loi de X; ou R; conditionnée par 'appartenance a ces intervalles, une valeur
zl our®, n=1,.. N, dans chacun des IV intervalles. Ces valeurs sont ensuite combinées
aléatoirement pour former N jeux de parametres de départ, de sorte que chaque valeur 7'
ou 7} soit utilisée exactement une fois dans I’échantillon. Un inconvénient de cette méthode
est que 'on ne peut pas augmenter simplement la taille d’un échantillon.

Ces méthodes d’échantillonnage sont détaillées par exemple dans [32].

3.1.3 Indicateurs statistiques

Un échantillon de valeurs d’arrivée de taille N est généré en appliquant F' a chaque

élément de I’échantillon de jeux de parametres : y = (yl, ey yN) € Qé\;, etpourn=1,..., N,
T

y" = F(a™) = (y’f, ...,yﬁop) . Les dépendances entre les parametres de départ et les
valeurs de retour de F' peuvent étre quantifiées (mais pas représentées exhaustivement)
par différents indicateurs statistiques.

Nous allons définir ici les indicateurs qui seront utilisés pour les applications numériques
du Chapitre 7. Ils sont introduits par exemple dans [47].
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Tous ces indicateurs prennent leur valeur dans l'intervalle [—1, 1]. Plus la valeur absolue
d’un indicateur est proche de 1, plus la dépendance {parametre/résultat} quantifiée par
cet indicateur est forte. Le signe de 'indicateur dépend du sens de variation de la relation
entre parametre et résultat (I'indicateur est positif si cette relation est croissante). Des
valeurs absolues plus petites qu'un seuil, dépendant de l'indicateur considéré, indiquent
une dépendance tres faible. Un point crucial est le choix d’un indicateur bien adapté au
probleme étudié. Enfin, nous n’avons abordé le choix d’indicateurs pertinents pour des
modeles non monotones (par exemple, nous de proposons pas d’indicateur pertinent pour
r— z?).

Ces coefficients permettent de classer les parametres de départ de F' en fonction de leur
degré d’influence. Des précisions sur ces outils sont données par exemple dans [33].

3.1.3.1 Coefficient de Pearson

Le coefficient de corrélation, ou coefficient de Pearson, est un premier indicateur permet-
tant de quantifier le degré de dépendance entre deux variables aléatoires. Dans le milieu des
probabilités, cet indicateur, comme tous ceux que nous mentionnerons dans la suite, est dit
déterministe, c’est-a-dire qu’il est défini pour un échantillon donné : une fois 1’échantillon
fixé, I’aspect probabiliste disparait. On peut le relier aux covariances et aux variances empi-
riques : si 7; = (z},...,2}V) est un échantillon de la variable aléatoire X; et y; = (y]l, s y]N)
est un échantillon de la variable aléatoire Y}, alors le coefficient de corrélation entre x; et
y; est

(x? - Tz) (y]n - @j)

cor(x;, y;) = anl ~ (3.6)
S =)\ [ (v -5,)°
n=1 n=1

:L’ll —|—...—|—:L’£V

N
Lorsque les variables X; et Y; sont indépendantes alors la covariance

ol T; désigne la moyenne empirique : ¥; =

Cou(X,,Y;) = E (X, — E(X) (Y; — E(Y)))) (3.7)

est nulle et le coefficient de corrélation cor(x;,z;) sera presque nul pour un échantillon
suffisamment grand. Notons que la réciproque est fausse : des variables aléatoires non
indépendantes peuvent avoir une covariance nulle. Si X; et Y; sont proportionnels alors
cor(z;,y;) = £1 et le signe du coefficient de corrélation est le signe du coefficient de
proportionnalité entre x; et y;.

Dans le cas ou F' est linéaire, on écrit, pour n = 1, ..., N, y” = Az", ou A est une matrice
non aléatoire de taille n;, x n,,. Le coeflicient de corrélation (3.6) peut alors s’exprimer a
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partir des propriétés de 1’échantillon = et de la matrice A :
> Ajicor(wi, x4)6 ()
cor (x;, (Az);) = =t (3.8)

Nip  MNip

Z Z A Ajicor(xy, x1)6 (xy) 0 ()

k=1 =1

ou ¢ désigne un estimateur de 1'écart type :

5 () = ﬁ S (@ — 7). (3.9)

n=1

Les coefficients de Pearson sont donc proportionnels aux coefficients des relations linéaires
entre les parametres de départ et d’arrivée. Nous attirons l'attention sur 1’absence de
coefficients de y dans la relation 3.8. Elle rapproche aussi les coefficients de corrélation
pour un probleme linéarisé des coefficients de la matrice de Jacobienne de F'. La donnée
de tous les coefficients de Pearson donne ’ensemble des dépendances entre les entrées et
les sorties du modeles, mais pas de maniére condensée (on a autant de coefficients de
corrélation que de coefficients dans la matrice Jacobienne de F').

Si F' est fortement non linéaire, alors l'utilisation de cet indicateur devient moins per-
tinente (il est possible d’obtenir une corrélation nulle entre des variables dépendantes).
On obtient par exemple, si X suit une loi centrée symétrique (loi normale centrée par
exemple), et F'p est une fonction paire (la fonction carrée par exemple), étant donné que
tous les moments d’ordre impair de la loi de X sont nuls, Cov(X, Fp(X)) = 0.

Pour quantifier des dépendances dans les cas non linéaires, on peut avoir recours a des
indicateurs de rang.

3.1.3.2 Coefficient de corrélation de Spearman

Lorsque les relations entre les parametres de départ et d’arrivée de F' sont fortement
non linéaires, mais monotones, il peut étre intéressant de remplacer les valeurs des éléments
des échantillons de départ et d’arrivée par leur rang dans l’échantillon. On ne mesurera
plus un coefficient de linéarité entre des variables, mais un degré de monotonicité.

Le coefficient de corrélation de Spearman est le coefficient de Pearson calculé pour ces
rangs : on définit

Pouri=1,..,n4p, n=1,.,N, rp =#{mel, .. Nz <a'}) ; (3.10)
Pouri=1,..,ng, n=1,...,N, rp =#({me 1., Nly" <y'}). (3.11)

Alors le coefficient de corrélation de Spearman SPEAR(x;,y;) est défini par

SPEAR(z;, y;) = cor (re;,1y,) - (3.12)
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3.1.3.3 Coefficient de corrélation partiel (PCC) et coefficient de corrélation
de rang partiel (PRCC)

Lorsque les parametres de départ de F' ne sont pas indépendants, le coefficient de
corrélation de Pearson ou de Spearman entre une entrée et une sortie particulieres dépend
du modele F' mais aussi des corrélations entre les parametres de départ. Ceci est clairement
exprimé pour le cas linéaire dans I'expression (3.8). Ces coefficients peuvent étre corrigés
pour réduire 'effet des autres parametres de départ lorsqu’on quantifie la dépendance entre
un parametre de départ et un parametre d’arrivée particuliers. Lorsqu’on calcule le PCC
de z; et y;, on efface non seulement 'effet des dépendances entre z; et x;, pour k # ¢, mais
aussi l'influence directe de z;, sur y; par I'intermédiaire du modele F', pour k # i.

Pour calculer le coefficient de corrélation partiel PCC(z;,y;), 1 =1, ..., 0, j = 1, ..., Mgy,
on considere les modeles de régression linéaire

Ti = co+ Z CrTr (3.13)
k=1,k#i
et
Nip
Jii = boi + Y iy (3.14)
k=1,k#i
ou les coefficients cg, by, & = 1,...,4 — 1,2+ 1,...,ny,, dépendant de 7 et j, sont choisis
N
pour minimiser les erreurs quadratiques sur les échantillons 72(z;) = Z (27 — i™)* et
n=1
N
2(y500) Z yﬂl ?. Alors
n=1
PCC(I‘Z, yj) = COT(l’i — i’i, Y; — gﬂz) (315)
Dans le cas linéaire, on obtient

= sgn(A;;) sinon
Dans ce cas, le PCC renseigne donc uniquement sur le signe de la relation directe entre x;

Vérifions le résultat (3.16).
On suppose qu’on a construit la régression linéaire

T; = co+ E CkT)
P

et on cherche by, by, k # i minimisant

2
y]\z Z ( - b0|7, Zbkhxk) )

n=1 k#i

=

66



yj = (Az);.
Si Aj; =0, alors y; = ZAjkxk, et r*(y;;) s’annule pour by = 0, by; = Az, k # 1, donc

ki
y; — 4; = 0, donc cor(x; — &3, y; — 9j:) = 0, i.e. PCC(w;,y;) = 0.
Sinon, i.e. si Aj; # 0 alors, pourn=1,...,N,

yj = b — Y bugy = Aji (ﬁ -2 (Z - AJ-%) wk)
ki

P ji J ji

donc par définition de la régression Z;, on minimise 1%(y;;) pour Z” = et if'l — j]k =
Ck, k 7é 1 1.€. bO\z = COAji et bk|l = ckAji +Ajk; k 7é 1. On en déduit éj — @Jh = Ajﬂ(xl _le)
(y; — y;) est donc proportionnel a (xz; — Z;), donc cor(y;—y;, x;—&;) = £1 et PCC(x;,y;) =
sgn(Aj;).

Comme le coefficient de Spearman, le PCC peut étre calculé pour les rangs des valeurs
dans leur échantillon : on obtient le coefficient de corrélation de rang partiel (PRCC)

PRCC(z;,y;) = PCC (r4,,1y,) - (3.17)

3.1.3.4 Coefficient de régression de rang standardisé (SRRC)

Le coefficient de régression standardisé (SRC) quantifie U'effet de la variation d’un
parametre de départ d’une fraction fixée de son écart type. On considere le modele de
régression linéaire, non partiel,

G =bo+ Y by (3.18)
k=1
ou les coefficients by, k = 1,...,n;,, dépendant de j, sont choisis pour minimiser ’erreur

N
quadratiques sur I’échantillon Z (y? — g)?)2 Le SRC est défini par
n=1

J

(3.19)
ou ¢ est défini dans I'équation (3.9).

C’est le coefficient de corrélation calculé apres centrage et réduction des variables.

Si F' est linéaire et pour un échantillon suffisamment grand, alors by = 0 et by, = Aj,
k=1,..,n4p. On obtient

SRC (z;, (Ax);) = %
- — 5i0 (1) . (3.20)
Z Z A Ajicor(xy, x)o(xg)o(x)
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On peut également décomposer

Nip

cor (z;, (Az);) = Z cor(x;, 1) SRC (xy, (Az);) . (3.21)

Le coefficient de régression de rang standardisé (SRRC) est le SRC calculé pour les
rangs dans les échantillons :

SRRC(z;,y;) = SRC (r4,,1y,) - (3.22)

Plus les dépendances entre les parametres de départ sont fortes, plus il est difficile
d’isoler I'influence de F'.

3.2 Analyses déterministes

Nous allons maintenant nous intéresser aux méthodes d’analyse de sensibilité déterministes,
locales, plus difficile & mettre en ceuvre, mais plus économiques en temps de calcul.

3.2.1 Analyse d’incertitude locale

L’analyse d’incertitude déterministe, locale, est basée sur une approximation du premier
ordre : on considere le modele linéarisé

dy = F' (z) dx,

qui associe des variations approchées des valeurs d’arrivée dy a des petites variations des
parametres de départ dx autour d’un jeu de parametres fixé x. Dans le cas ou F' est affine,
un majorant de l'incertitude sur les sorties y;, i = 1, ..., n,p, est

Nip

> IF ()] | Ay

j=1

ou la valeur positive |Az;| quantifie I'incertitude sur le parametre de départ x;. Les
dépendances entre les parametres de départ ne sont pas prises en compte dans cette
majoration. On peut les prendre en compte par un changement de variable amenant a
considérer des parametres de départ indépendants (on réduit ainsi le majorant). Des coef-
ficients de corrélation ou de régression pour le probleme linéarisé peuvent également étre
calculés, sans appliquer le modele F' a tous les éléments d’un échantillon de départ, et en
remplacant éventuellement les moments empiriques par les moments théoriques, selon les
égalités (3.8), (3.16) et (3.20). Dans le cas général (non linéaire), 'arithmétique d’intervalle
peut étre utilisée pour évaluer les incertitudes sous la forme d’intervalles contenant 'image
par F' d’intervalles de départ (voir [68]).
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3.2.2 Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité déterministe, analyse locale, est basée sur la décomposition en
valeurs singulieres (SVD) de la matrice Jacobienne F’ (z) pour un parametre de départ
fixé x.

La notion de valeurs singulieres est une généralisation pour les matrices quelconques de
la notion de valeurs propres pour les matrices symétriques positives. La SVD de la matrice
rectangulaire F’ () est donnée par

F'(x) =USVT

ou U et V sont des matrices orthogonales et S est une matrice diagonale de la méme taille
que F'(zx). Les colonnes de V' sont les vecteurs singuliers dans ’espace de départ et les
colonnes de U sont les vecteurs singuliers dans l'espace d’arrivée. Les termes diagonaux de
S sont les valeurs singulieres de F’(x), c’est-a-dire les racines carrées des valeurs propres de
la matrice carrée symétrique positive F”(x)" F'(x). Ce sont donc des valeurs positives. Elles
sont ordonnées par ordre décroissant. Cette décomposition existe toujours et la matrice des
valeurs singulieres S est déterminée de maniere unique. On a unicité de la décomposition
USVT & une multiplication éventuelle de certains vecteurs singuliers par -1 prés dans le
cas ou les valeurs singulieres sont distinctes (voir par exemple [28], p. 17).

La SVD réalise un changement de base orthogonal simultanément dans les espaces de
départ et d’arrivée. Si on note uy, (respectivement vy,) la k"¢ colonne de U (respectivement
de V) et s; le k™ terme diagonal de S, on a

— Pour £ < min (n;y, np)

F' (x) v = spuy, (3.23)

c’est-a-dire que la variation des valeurs d’arrivée dans la direction u, dépend ex-
clusivement de la variation des parametres de départ dans la direction vy, et cette
dépendance est quantifiée par la valeur singuliere s, (éventuellement nulle).

Si I’ n’est pas carrée alors I'un des deux autres cas suivants peut aussi se présenter :

— Si ny < my, alors on a, pour n,, < k < ny , F'(x)u, = 0, cest-a-dire que
la direction v, dans 'espace des parameétres de départ n’a pas d’influence sur les
variables d’arrivée, elle se trouve dans le noyau de F’(z). Par conséquent, si on
écrit une variation des parametres de départ dxr comme une combinaison linéaire des

Nip
éléments de la base, dx = g iUk, la variation des variables d’arrivée associée est

k=1
Moy,

dy = Z SLOLUL.
k=1

— Si ny, < nep alors, pour n;, < k < np, les variables de sortie sont invariantes dans la
direction wuy, qui se trouve dans le complémentaire orthogonal de 'image de F’ (z).

Nip
Par conséquent, pour une variation de départ dr = E VU, la variation des variables
k=1
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Nip
de sorties associée est dy = E SEOLUL.

k=1
Ainsi, le taux de décroissance des valeurs singulieres fournit une classification hiérarchique

de l'influence des directions v, dans ’espace de départ sur les directions wu, dans ’espace
d’arrivée.

La matrice Jacobienne et les résultats de sa décomposition en valeurs singulieres peuvent
étre utilisés, par exemple, pour décider quels parametres de départ doivent étre le mieux
explorés, en fonction des variables d’arrivée sur lesquelles on veut diminuer 'incertitude.
Dans un autre contexte, lorsque les variables d’arrivée peuvent étre mesurées et doivent étre
controlées, les résultats de SVD permettent parfois d’identifier facilement quels parametres
de départ doivent étre modifiés, et quelles dépendances sur ces modifications doivent étre
respectées, pour modifier une variable de sortie particuliere sans perturber les autres. Ces
possibilités seront illustrées dans la section 7.1.7.4.

La SVD condense en quelques relations linéaires la totalité des informations contenues
dans la matrice Jacobienne F”. Elle fournit pour le probleme linéarisé une liste exhaustive
et la plus courte possible des dépendances entre variables de départ et variables d’arrivée
dues directement au probleme (et pas a des dépendances entre variables de départ).

3.3 SVD et analyses statistiques

Nous allons d’abord dans cette section écrire la SVD utilisée en analyse déterministe
sous une forme ressemblant aux décompositions utilisées en analyse statistique, afin d’amor-
cer une comparaison et un rapprochement entre les décompositions utilisées dans les ana-
lyses déterministes et statistiques. Nous allons présenter quelques exemples de décompo-
sitions de variables aléatoires utilisées en statistiques faisant appel a des décompositions
en valeur singuliere. Nous présenterons un cas particulier dans lequel les décompositions
utilisées dans les deux domaines sont strictement équivalentes. Enfin nous verrons com-
ment la SVD permet de condenser les relations de dépendances obtenues par une analyse
statistique, comme c’est fait pour les analyses déterministes.

3.3.1 Décomposition de variables

Analyse déterministe. Dans 'analyse de sensibilité déterministe locale, on s’intéresse
aux variations linéarisées des valeurs d’arrivée d’une fonction F' :

dy = F'(x)dx

dépendant de n;, parametres xy, ..., r, . La décomposition en valeurs singulieres de F”'(x)
P ? ’ ip
conduit en particulier a décomposer dy sur la base orthogonale U = [uy, ..., u,,,] sous la

forme
min(nip,nop)

dy = Z spagu, = USa, (3.24)

k=1
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si dz est décomposé sur la base V' = [v1, ..., vy, ] sous la forme

Nip

dz = Z QU (3.25)
k=1

(Comme V est orthogonale, o = Vde.) Les valeurs singulicres s1 > ... > Smin(nypnop) =
0 sont rangées par ordre décroissant de sorte que l’on obtient une approximation de
y = F(z+ dx) en tronquant cette somme :

!
[ <min(ng,, nep), y=~ F(z)+ Z Sk U
k=1

Remarque 1 Nous notons ici y = F(x + dz) pour pouvoir faire le lien avec les décompo-
sitions statistiques qui suivront, et pas y + dy = F(x + dx), comme c’est souvent fait en
calcul différentiel.

Décomposition propre orthogonale. En analyse de données probabiliste, par I'utilisa-
tion des décompositions propres orthogonales, on cherche a décomposer le vecteur aléatoire
Y sur une base orthogonale de vecteurs constants, « de telle sorte que les échantillons dans
I’espace d’échantillonnage puissent étre exprimés de maniére optimale en utilisant les | pre-
miers vecteurs de base » ([57]). L'optimalité signifie que la variance de Y est concentrée
dans les premiers termes de la décomposition. Plus formellement, si ® = [¢1, ..., ¢y, ] est
une base orthogonale non aléatoire de R™»,

Nop

Y =) Zupr =7
k=1

ot pour k = 1,...,n,p, Zr = LY. Les variables 7, ..., Zn,, sont des variables aléatoires.
Pour [ < n,, et pour ki, ..., k; des entiers arbitraires distincts de 1, ..., n,,, on définit

z
Y() = Zi (3.26)

et

Y= Y Ziow

k=ky,...k

Dans le cas ot E(Y) = 0, on a également E(Z,) = 0, E(Y (1)) = 0 et E(Y(l)) = 0, et on
souhaite que

By -voR) < |y -vo).

On fait le lien avec les égalités (3.24) et (3.25) en remplagant ® par U et Zj, par s,y = ul y.
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La matrice analysée en analyse probabiliste est souvent la matrice de covariance
Sy = E(IY = EY)][Y - BY)")

ou sa version empirique. On fera le lien avec Danalyse de F'F"" = USSTUT considérée
dans 'analyse déterministe.

Nous allons donc présenter quelques exemples de décompositions propres orthogonales.
Des décompositions sont aussi présentées dans [26, 18] et une application dans [63]. Dans
les sections 3.3.2 a 3.3.4, il ne sera pas question de modele mathématique F'.

3.3.2 Utilisation de la SVD en analyse statistique

On résume ici I'analyse utilisée dans l'article [57].
Elle est définie en termes déterministes, c’est-a-dire pour un échantillon donné.
On considere un échantillon y de taille n du vecteur aléatoire Y

Yy =1[y1,.yyn], pour i =1,....,n, y; € R"r.

Soit ® = [¢1, ..., ¢y,,] une base arbitraire de R™». On veut approcher y et ¥ en conservant
les | premiers termes de la décomposition suivant la base ®. On considere 'erreur sur
’échantillon (yi, ..., y, sont fixés)

(1) = Z lyi — w7,

ou y;(l) est défini similairement a 1’égalité (3.26) :

!
yi(l) = szqbk, avec, pour k = 1,....1, 2z, = &L yi. (3.27)
k=1

Dans [57] il est vérifié (égalité 47) que

21y — ||, T 2
W) = ly" Pnpill
. _ o T2 _ 2

ot @, 1 = (P41, .., On,,) €t ||.||F est la norme de Frobenius : |[(a1,...,a,)" |7 = |la:i]|* +
<. + [|a,]|?. Trouver les vecteurs de base optimaux revient & résoudre le probleme de mini-
misation

2 T,

min (1) tels que ¢; ¢; = d;;.

b;
Dans [57] il est montré, en utilisant un Lagrangien, que I'optimalité est atteinte quand la
base choisie est la matrice de vecteurs singuliers d’arrivée de y et que I'erreur minimum
pour la troncature a [ termes est la somme des carrés des n,, —( dernicres valeurs singulieres
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de y : si yy© = UAUT ou U est une matrice orthogonale et A est une matrice diagonale
dont les termes diagonaux sont positifs et ordonnés dans I'ordre décroissant,

Popt = U = [ug, ..., un,,|

et

Nop

)= A

k=l+1

3.3.3 Transformation de Karhunen-Loéve (KLT)

Cette transformation est utilisée pour la compression de données.

3.3.3.1 Version continue

Développement donné dans [23]. On considere un processus aléatoire du second ordre
Y (t). On peut décomposer Y sous la forme

+o00
V()= (siVi)u(t)
k=1
+00
ou si, k = 1,... sont des constantes positives telles que Zsi < 400, Vi, k= 1,... sont
k=1

des variables aléatoires indépendantes telles que E (Vi V)) = 0y et ug, k = 1,... sont des

fonctions scalaires continues telles que [ wy(t)u;(t)dt = oy.
T

3.3.3.2 Version discrete

Développement donné dans [23]. SiY;, i = 1,...,n, sont des vecteurs aléatoires dis-
crets, on peut décomposer Y = [Y7, ..., Y,,] sous la forme

Nop

Y, = Z(Ska)uk,-
k=1

ou s, k = 1,...,n,, sont des constantes positives, Vi, k& = 1,...,n,, sont des vecteurs
aléatoires indépendants tels que E(V}fV}) = i et uy, K = 1,...,n,, sont des vecteurs
constants tels que uful = 0.

Définition (comme dans [57]). On se place dans le cas n = 1. Un vecteur aléatoire Y’
dans R se décompose selon une base orthogonale ® = [¢1, ..., ¢y, | de vecteurs constants
sous la forme

Nop

Y =Y Ziupr=PZ

k=1
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ot Zy, k = 1,...,n,, sont des variables aléatoires et Z = (Z1,..., Z,,,)". On a Z, = ¢ Y.
Soit | < ngp, biy1, ..., by, des constantes et

! Nop
Y() =Y Zidr + Y brow.
k=1 k=l+1

Les vecteurs Y (1) et AY (I) =Y —Y () sont des vecteurs aléatoires. Pour que Y () soit une
bonne approximation de Y, on cherche a minimiser

() = E(aY()P) = E ( S (Zi- b,f) .

k=141

On veut résoudre le probleme de minimisation

min (1) tel que ¢F ¢, = Ok
k

Il est immédiat que pour ¢y, k = 1,...,n,, fixés, on minimise €*(l) en prenant by, = F(Zy).
Il est montré dans [57] que des ¢; optimaux sont les vecteurs propres de ¥y , dans 'ordre
décroissant des valeurs propres associées, et que le €2(1) correspondant est la somme des
nep — | plus petites valeurs propres (positives) de Xy. On peut écrire les Zj, correspondant
sous la forme Z;, . = 5.V} ou s est la racine carrée de la k®™° valeur propre de ¥y et
E(VE) = 1.

opt

Relation avec la SVD. « The discrete Karhunen-Loéve expansion is algebraically equi-
valent to the singular-value decomposition of a rectangular matriz » ([23]). Dans cet article,
I’équivalence entre ces décompositions est établie par I'intermédiaire de la décomposition
des fonctions continues de 2 variables par séparation des variables :

1. Décomposition en valeurs singulieres d’une matrice y :

min(m,n)

Yij = Z Sk Uik Vi

k=1

ou U et V sont des matrices orthogonales et S une matrice diagonale de la taille de
Y.
2. Séparation des variables d’une fonction continue de 2 variables :

y(t,w) = spur(t)on(w)

ou /uk(t)ul(t)dt = Oy et /vk(w)vl(w)dw = Op.
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3. K-L expansion pour un processus aléatoire Y () :

—+00

Y(t)=> siViug(t)
k=1
ou E(Vk‘/l) = 5kl et ﬁ uk(t)ul(t)dt = 5kl~

4. K-L expansion pour un processus aléatoire discret Y = (Y7,...,Y},) :

Nop

Y, = Z Sk (Uk)Z Vi
k=1
ou uful = 5kl et E(VkTW) = 5kl-

3.3.4 Analyse en Composantes Principales (PCA)

Il s’agit d'une technique de réduction de dimension en analyse statistique multivariable.

Définition de [57]. L’objectif est de réduire la dimension d’un jeu de données constitué
d’un grand nombre de variables dépendantes, en conservant le plus possible les variations
du jeu de données. Ceci est réalisé par changement de variables. Les nouvelles variables sont
indépendantes et les premieres d’entre elles conservent la plus grande partie des variations
des variables originales.

Y est toujours un vecteur aléatoire de R™»r. Ses composantes principales Z;, i =
1,...,n4, s’écrivent sous la forme

Nop
Zi=)Y o Yi=a]Y
k=1

ou les «; sont des vecteurs constants. La variance de Z; est
2_ T
5; = Ly Q;

olt Xy est la matrice de covariance de Y. On impose une normalisation : af o; = 1. Pour
que les Z; soient indépendants il faut également que o a; = 0 pour i # j.

On maximise successivement les variances des Z;, ¢ = 1,2,...,ngp, si ay, @ = 1,..., )
sont les vecteurs propres de Yy correspondant aux valeurs propres rangées dans 1’ordre

2)‘

On suppose que F est une fonction linéaire, dont les parametres de départ Xy, ..., X,
sont des variables aléatoires indépendantes centrées telles que F(X;.X;) = 6z, i.e. E(XXT) =

décroissant. Ce choix minimise également ¢*() = E (HY - 22:1 Zi

3.3.5 Cas linéaire avec entrées indépendantes
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I,. On considere le vecteur aléatoire Y = F'(X), combinaison linéaire de X1,..., X, . La
matrice Jacobienne ' de F est constante avec F' = F. Soit I’ = USVT sa SVD. Y se
décompose de maniere exacte sous la forme

Y = Zskakuk =US«a
k=1

ot @« = VIX. On a aa? = VIXXTV et E(aa?) = VIE(XXT)V = I,. La matrice de
covariance Yy de Y vérifie

Yy = EYYT)
= EBE(USaa’STUT)
= USE(aa®)STUT
= Usstu”
F'F".

L’analyse de sensibilité de F' par décomposition en valeurs singulieres de sa matrice
Jacobienne est ici globale et est équivalente a la décomposition de Y par KLT et PCA. On
a également

Yyx = EB(YX") = E(USad’VT) =USVT = F'.

On peut rapprocher ce résultat de I’égalité (3.8), qui se simplifie dans notre cas particulier :

(ZY,X)]‘Z‘

cor(z;,y;) =

3.3.6 Extension au cas non linéaire avec entrées dépendantes

Dans le cas ou F' est linéaire ou affine et ou ses parametres d’entrée ne sont pas
indépendants, on a

EF(X),X - FIEX,X. (328)

Dans le cas général, on peut définir

G=Yrx)x Cxx) . (3.29)
On peut décomposer
Cov (X;, (F(X));) = G;iCov(Xi, Xi) + Y GCov(Xy, Xy) (3.30)
k=1 k#i
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et si on décompose G en valeurs singulieres sous la forme G = USV7T on obtient, pour
i=1,...,np, k=1, .., min(n;, ny),

i (ux); Cov(X;, (F(X));) = i sk (vg), Cov(X;, Xj). (3.31)

c’est-a-dire

Cov (Xi, i (ur); (F(X))j> = sxCov (XZ-, Zp (vr); Xj> : (3.32)

Pour n;, < k < ngp, Cov (XZ-, Z (Uk)] (F(X))J> =0.

j=1
Enfin on effectue les changements de variable, pour k& = 1, ..., min(n;y, 1),

X = Z (vr), Xi (3.33)
et .
Y, = Z (ur); (F(x)), - (3.34)

Alors on obtient a partir de 1’égalité (3.32), comme la base v est orthogonale,

C’OU()EV]€7 }N/]{) = SkCO’U(Xk,Xk) (335)
et pour k # [,
Cov(Xk, Y/}) = 5,Cov (Xk,f(l> = 35 Z Z (vg), (vl)j Cov (X, Xj)+sy Z (vg), (u), Cov (X;, X;) .
i=1 j=1,j#i i=1
~(3.?36)

En particulier, si les variables d’entrée sont indépendantes et normalisées, alors Cov( Xy, X;) =
0 et Cov(Xy,Y;) =0 pour k # 1.

Dans la pratique, on peut utiliser les covariances empiriques et écrire des relations
similaires pour les coefficients de corrélation de Pearson :

— Pour k£ =1, ..., min(ny, nop)

o (r)cor(Tr, Jr) = 510 (1) (3.37)
— Pour k =1, ...,min(niy, nep), | = 1, ..., min(ngy, nep), k # 1

6’(@[)00’/’(:%}“ ?jl) == Ska'(i’l)COT(j‘k, i’l) (338)

77



— Pouri=1,.. . np, k=mn;+1, ... 0,

cor(z;, gr) = 0. (3.39)

On n’a pas construit de matrice de covariance comme dans le cas linéaire, mais elle
s’estime.

Dans le cas ou les variables d’entrées sont indépendantes et normalisées, on a fourni un
changement sur les variables d’entrée et de sortie tel que les nouvelles variables d’entrée
soient aussi indépendantes, et tel que chaque nouvelle variable de sortie soit corrélée avec
au plus une nouvelle variable d’entrée.
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Chapitre 4

Calcul de dérivées

L’analyse de sensibilité déterministe, basée sur la décomposition en valeurs singulieres
d’une matrice Jacobienne, demande donc le calcul de toutes les dérivée partielles d'un
modele donné. Nous allons expliquer dans ce chapitre comment mettre en place la dérivation
d’une fonction calculée par un code C++ par différences divisées, par différentiation auto-
matique et « a la main », en mode direct ou en mode inverse, comparer les performances
de ces méthodes et voir comment les faire cohabiter dans un méme programme.

4.1 Différences divisées

C’est une méthode simple a mettre en place, et la seule possible lorsque les codes a
différentier sont des boites noires. Nous allons voir qu’elle doit étre utilisée avec précaution.

4.1.1 Utilisation en vérification

Soit F' une application définie sur R"» a valeurs dans R™». Pour y € R™» on définit

F,: R — R
z = (y,F(z)).

On a VF,(z) = F'(x)"y. Soit A le résultat d’un calcul de la matrice Jacobienne de F' en
x. Il faut vérifier par exemple que, pour toute direction d de R™» et y de R"or,
lim F,(x + hd) — F,(x)
h—0 h

= (y, Ad).

(On pourrait aussi considérer des différences divisées centrées ou décentrées a gauche.) On
calcule (y, Ad) et w pour des valeurs de h de plus en plus faibles. Le nombre
de décimales communes entre les deux quantités est d’abord croissant (on s’approche de la
limite) puis décroissant (h est trop faible étant donnée la précision du calcul). En général,
un maximum de 6 a 8 décimales communes en double précision est bon signe. Un pas
supplémentaire consiste a vérifier que ce nombre de décimales augmente significativement
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si 'on passe a la quadruple précision, mais tous les compilateurs ne le permettent pas
automatiquement.

Soit hi, ha, ..., hy des réels strictement positifs, par exemple Ay, ..., hy = 1071, ..., 107V,
Pour y € R™7 et d € R™», on note

Ry.d) = <Fy(m—|—hnd)—Fy(x))n .

I 1

Soit (i )ie{1,...nop} & base canonique de R™ et (d;)ieq1,....n,,} 1@ base canonique de l'es-
pace de départ. En calculant R(y;,d;) pouri =1,...,n,,, j = 1,...,n;,, on vérifie le calcul
de tous les termes de la matrice Jacobienne A. Une autre possibilité est de faire uniquement
le calcul de R(y;, ATy;) pour i = 1,...,n,y, ce qui revient & donner une importance plus
faible a la justesse des petites valeurs de gradient : on vérifie alors en effet les valeurs de
HATyZ-HZ pour i = 1,...,ngy, c’est a dire les normes des gradients de chaque composante

de F'.

4.1.2 TIllustrations numériques

Pour les exemples présentés sur les Figures 4.1 (resp. 4.2), on observe un maximum de
10 (resp. 8) décimales communes entre le calcul du taux d’accroissement centré pour la
fonction sinus en 1. (resp. en 1.57) et le calcul de dérivée cos(1) (resp. cos(1.57)). Pour les
taux décentrés a gauche ou a droite en 1. et en 1.57, ce nombre de décimales est plus faible
et est atteint pour une valeur plus faible de h.

Si on veut utiliser les taux d’accroissement pour évaluer une dérivée, et pas pour la
vérifier, on ne dispose que des images de la premiere ligne de chaque figure. Les courbes
présentent a chaque fois un palier, mais il est difficile de savoir quel point de ce palier
est optimal. De plus, il est difficile de prévoir ou se trouvera ce palier sans avoir calculé
plusieurs taux d’accroissement. On note que ces courbes rappellent beaucoup celles qui
servent a définir des volumes représentatifs élémentaires, comme celle de la Figure 1.1.

80



—centre —centre
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0 10 T
10 T T —centre
9H =—droite 1
= gauche

nombre de decimales communes
(%)

—centre
——droite 1
——gauche

-15

F1G. 4.1 — En haut : taux d’accroissement (ta) calculé en double précision en fonction du
pas des différences divisées, pour la fonction sinus, autour du point (1,sin(1)). L’axe des
ordonnées donne les chiffres apres la virgule a partir du quatrieme, i.e. pour la figure de
gauche 10° (ta(1,h) — 0.540) et pour la figure de droite 107 (ta(1,h) — 0.540). En bas, a
gauche : valeur absolue de la différence relative entre le taux d’accroissement calculé et la
dérivée. En bas, a droite : nombre de décimales communes entre le taux d’accroissement
calculé et la dérivée.
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—centre
——droite ||
= gauche
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= droite
=——gauche

—centre
= droite
= gauche

N
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n

nombre de decimales communes

[| =—centre
——droite
=——gauche

-15

F1G. 4.2 — En haut : taux d’accroissement (ta) calculé en double précision en fonction
du pas des différences divisées, pour la fonction sinus, autour du point (1.57,sin(1.57)).
Pour la deuxieme figure, I'axe des ordonnées donne les chiffres apres la virgule a partir
du septieme, i.e. 10° (ta(1,h) — 7.96e — 4). Pour la troisieme figure, 'axe des ordonnées
donne les chiffres apres la virgule & partir du sixieme, i.e. 10* (ta(1,h) — 7.9e — 4). En bas,
a gauche : valeur absolue de la différence relative entre le taux d’accroissement calculé et
la dérivée. En bas, a droite : nombre de décimales communes entre le taux d’accroissement
calculé et la dérivée.
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4.2 Différentiation automatique

Les outils de différentiation automatique peuvent utiliser soit la transformation de
source, soit la surcharge d’opérateur, c’est-a-dire le prolongement de la définition de fonc-
tions ou de routines a d’autres types. En transformation de source, 1'utilisateur fournit
des fichiers sources a un logiciel, qui fabrique de nouveaux fichiers sources permettant
le calcul de la dérivée de la fonction calculée par le programme de départ. Un outil de
différentiation automatique par surcharge d’opérateurs est une bibliotheque. L utilisateur
de cette bibliotheque doit modifier légerement ses sources pour s’y adapter, et la dérivation
a lieu pendant 'exécution.

Les exécutions de programmes obtenus par ces deux méthodes sont équivalentes. Dans
les deux cas, 'outil est basé sur les dérivations des opérations élémentaires — c’est a dire
des opérations binaires +, —, X, =+ et des fonctions « standard » telles que exp, sin,
log — et sur les regles de composition (« chain rule », illustration en Figure 4.3). La
dérivation est possible en mode direct, dans 'objectif par exemple de calculer une matrice
Jacobienne colonne par colonne, et, selon les outils, en mode inverse, pour un calcul de
matrice Jacobienne ligne par ligne, ce qui est intéressant lorsqu’il y a moins de lignes que
de colonnes.

Une liste d’outils est disponible sur la page [37]. Les outils par surcharge d’opérateur
sont plus faciles a implémenter mais plus complexes a utiliser. Etant donné que nous sou-
haitons pouvoir dériver des programmes C++ en mode inverse, nous nous sommes intéressés
a l'outil de différentiation automatique par surcharge d’opérateurs ADOL-C, disponible sur
la page [43]. Ces méthodes sont bien détaillées dans les ouvrages [29] et [54]. On pourra
également consulter [65].

Notons que I'outil ADOL-C, dont nous allons principalement parler ici, permet également
la dérivation a des ordres supérieurs a 1 et permet de définir des regles de quadrature, c¢’est-
a~dire d’imposer la maniere de dériver certaines fonctions. Nous ne développerons pas ces
deux points.

4.2.1 Différentiation automatique par transformation de source

Nous nous appuyons sur I’exemple tres simple d’un programme devant calculer et re-
tourner la somme de ses deux arguments.

4.2.1.1 Mode direct

Un exemple est donné dans le Tableau 4.1. Pour chaque variable x déclarée dans le
code de départ, deux variables sont déclarées dans le code d’arrivée : une « valeur » x et
sa « variation » dx.

Avant chaque opération élémentaire sur des valeurs, on effectue une opération élémentaire
sur les variations. L’ordre « opération sur les variations puis opération sur les valeurs » est
primordial lorsque des noms de variables sont réutilisés. Par exemple le morceau de code
suivant ne calcule pas la dérivée souhaitée :
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pseudo-code initial code retourné par le logiciel de différentiation automatique
real x1, x2, v, y; | real dxi1, x1, dx2, x2, dv, v, dy, v;

xl=argl ; dxl=dargl; xl=argl;

x2=arg?2 ; dx2=darg2; x2=arg?2 ;

v=x1+x2 ; dv=dx1+dx2 ; v=x1+x2;

Y=V ; dy=dv ; y=v;

TAB. 4.1 — Différentiation automatique par transformation de source en mode direct.
y = x*y
dy = x*dy + y*dx
En effet, si yo est la valeur initiale de y et y; est sa valeur finale, on obtient

Vi = X*yo
dy; = x*dyg + x*yp*dx.

En revanche celui-ci est correct :

dy = x*dy + y*dx
y=y*tx

Si yg est la valeur initiale de y et y; est sa valeur finale, on obtient

y1 = X*Yo
dy:r = xxdyp + yo*dx.

4.2.1.2 Mode inverse

Pseudo-code initial code retourné par un logiciel en mode inverse
real x1, x2, v, y; real gx1, x1, gx2, x2, gv, Vv, gV, V;
g-x1=0;g.x2=0; gv=0; g_y=0;

xl=argl; x2=arg2; v=x1+x2; | xl=argl; x2=arg?2; v=x1+x2;

Y=V Y=V

g-y=gz; g-V=g-y;

gx2 +=gv,; gxl += gv;

g arg2=g x2 ; g argl=g x1;

TAB. 4.2 — Différentiation automatique par transformation de source en mode inverse.

Le Tableau 4.2 présente le résultat d’une transformation de source en mode inverse. Pour
chaque variable x declarée dans le pseudo-code initial, deux variables x et g_x sont déclarées
dans le pseudo-code différentié, la variable g_x représentant un gradient par rapport a x.
Les gradients sont d’abord initialisés a zéro. Ensuite on effectue les mémes opérations que
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dans le code initial. Ces opérations sont enfin redéroulées a l'envers, chaque opération
¢élémentaire entrainant une opération élémentaire sur un gradient. Les opérations binaires
doivent etre décomposées :

v=x1+x2 ;
est équivalent a

v=0; v+=x1,; v+=x2;

4.2.2 Différentiation automatique par surcharge d’opérateur
4.2.2.1 Principe

La bibliotheque de différentiation automatique (ADOL-C par exemple) fournit de nou-
velles fonctionnalités que 1'utilisateur doit intégrer a bon escient dans son code. Il faut
déterminer la partie du code a différentier, en définir précisément les entrées et les sorties,
et demander explicitement le calcul de dérivation suivant le mode choisi en utilisant la
solution appropriée de la bibliotheque. Le programme recalcule alors les valeurs ainsi que
les dérivées.

4.2.2.2 Nouvelles notions

Notions théoriques On appelle variables actives les variables représentant des quan-
tités par rapport auxquelles on souhaite dériver ou que 1’on doit dériver. Elles sont réparties
entre
— les variables actives indépendantes, non modifiables entre leur initialisation et leur
destruction. Elles représentent les arguments de la fonction a différentier.
— les variables dépendantes : toutes les autres, c’est-a-dire les variables « intermé-
diaires » et les valeurs de retour de la fonction a différentier.

Implémentation du mode direct Pour fonctionner en mode direct, une bibliotheque
de différentiation automatique par surcharge d’opérateurs définit une classe (ou plus sim-
plement, un type de données) a(ctive )double qui contient au moins :

— Les attributs ou variables de classe « x » et « dx », représentant respectivement une
valeur et une variation élémentaire. (On peut dire qu’adouble est un type produit
cartésien, ses attributs sont en gros les facteurs de ce type.)

— Une surcharge des opérateurs binaires (+, -, *, /) et une surcharge des fonctions de
flottants de la bibliotheque standard mathématique C (sin, 1ln, pow, ...), c’est-
a-dire que ces opérateurs et fonctions pourront étre utilisés avec des adouble en
argument, et que la bibliotheque de différentiation définit ce que doit étre le résultat
de I'application de ces opérateurs ou de ces fonctions a des adouble.

— Des opérateurs d’assignement et des convertisseurs. La bibliotheque ADOL-C définit
l'opérateur <<=, dont le premier membre est de type adouble et le second membre
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de type double, qui permet d’indiquer que le premier membre de 'opérateur est une
variable indépendante, et qui donne a son attribut « x » la valeur du second membre.
Elle définit 'opérateur >>=, dont le premier membre est de type adouble et le second
membre de type double, qui donne au second membre la valeur de 'attribut « x »
du premier membre, et indique qu’on a affaire a une variable de sortie de la fonction
a dériver. Un opérateur d’assignement est en général une surcharge de 'opérateur
« = ». Un convertisseur permet de fabriquer une variable d'un type a partir d’une
variable d’un autre type. Les convertisseurs sont souvent appelés automatiquement
(par exemple, si on demande d’additionner un double x et un adouble y, x est
d’abord « transformé » localement en adouble, puis deux adouble sont additionnés).
Les deux morceaux de code suivants sont équivalents :

1. double x=1;
adouble y=1;
adouble z=x+y ;

2. double x=1;

adouble y=1;
adouble x2 = x; // = est 1l’opérateur d’assignement
// x2 est défini tel que x2.« x » = x et x2.« dx » =0

adouble z=x2+y ;

Dans ADOL-C, les choses se passent en fait un peu différemment. La surcharge d’opérateur
entraine l'enregistrement dans un tableau ou dans un fichier de la liste de toutes les
opérations effectuées sur des variables actives dans la partie du code identifiée comme
a dériver. Cet enregistrement est utilisé lors de ’appel d’une routine particuliere. L’appel
d’une routine de calcul de dérivée en mode direct recalcule les valeurs en méme temps que
les dérivées. En contrepartie, la différentiation peut étre demandée, sous certaines condi-
tions (voir la section 4.2.2.2), pour d’autres variables de départ que celles pour lesquelles
I'enregistrement a été fabriqué, et en particulier on peut réutiliser le méme enregistrement
pour plusieurs variables de départ.

Implémentation du mode inverse En mode inverse, il faut garder une trace des
opérations effectuées pendant ’exécution. Les éléments suivants sont indispensables pour
une différentiation par surcharge d’opérateurs [29], dans ADOL-C ils sont invisibles pour
I'utilisateur :
— la définition d’une structure de données trace et d’un type de données adouble ou :
— un élément de trace correspond a une opération élémentaire
— un adouble correspond a un indice dans trace
— un élément contient :
— des attributs v; (« valeur ») et v; (« gradient par rapport a v; »),
— l'opération élémentaire qui a produit v;

— les indices des éléments correspondant aux arguments de cette opération élémentaire

— La définition des opérations arithmétiques sur les adouble, dont les assignements
entre des adoubles et leurs initialisations a partir de double.
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— La définition d’une routine return_sweep qui parcourt trace a l'envers et calcule les
gradients v;.

— La définition d’un mécanisme pour extraire la valeur flottante courante d’un adouble,
pour initialiser les composantes adjointes au début du parcours a l'envers et pour
extraire les valeurs des composantes du gradient a la fin.

Dans ADOL-C, le tableau en question est stocké en mémoire ou, au-dela d’une certaine
taille choisie par 'utilisateur, dans un fichier binaire. On utilise ce tableau également en
mode direct. Une des limites de la différentiation automatique serait la taille des fichiers
qu’elle génere (voir la section 4.4.2). Des outils existent cependant pour optimiser les choix
« enregistrements ou répétition de calculs » [31, 44]).

Valeurs de retour pour les routines ADOL-C L’enregistrement est écrit a partir d'une
certaine valeur des parametres d’entrée que nous noterons zq. Il contient la suite d’instruc-
tions élémentaires ayant permis de passer de xo a la valeur de retour yo = f(xo).

Dans le programme principal, on peut utiliser directement cet enregistrement en partant
d’une nouvelle valeur d’entrée x,. Parfois, la lecture de I’enregistrement ne peut pas fournir
la valeur de f(z1), en particulier lorsque la routine permettant de calculer f fait intervenir
des structures conditionnelles (if (...)). L’outil de différentiation automatique doit per-
mettre de repérer ces situations. Il doit permettre également de donner des informations
locales sur la régularité de f.

L’appel d'une fonction utilisant un enregistrement retourne un entier indiquant quelles
situations critiques ont été rencontrées (régularité locale - validité ou non de la suite
d’opérations élémentaires enregistrée pour la nouvelle valeur d’entrée).

Ces situations peuvent se produire dans les cas de calcul d’'une valeur absolue, d'un
minimum discret ou d’un maximum discret, ou d’'un choix d’opération dépendant d’une
comparaison.

La bibliotheque ADOL-C utilise 6 valeurs de retour ([30]) :

3 : La fonction est localement analytique : en cas de structures conditionnelles, les
mémes branches ont été utilisées que pour le point qui a servi a créer I'enregistrement
et on n’a pas atteint de valeur limite i.e. le résultat d'une comparaison n’est jamais
une égalité et une valeur absolue n’est jamais nulle.

2 : La fonction est localement analytique mais les choix de min ou max peuvent avoir
varié selon la valeur d’entrée zg ou ;.

1 : La fonction est Lipschitzienne mais éventuellement non différentiable en x : on a
rencontré une valeur absolue nulle ou on s’est trouvé dans un cas limite pour la
détermination d’un minimum ou d’un maximum discret.

0 : La fonction peut étre discontinue : on s’est trouvé dans un cas limite pour des
comparaisons faisant intervenir des variables actives, i.e. égalité.

-1 : La suite d’instructions enregistrée n’est pas valable au point ou l'on a tenté de
différentier (structure if).

-2 : Utilisation illicite d’une regle de quadrature

La bibliotheque ADOL-C définit ’opération condassign, qui permet d’enregistrer différentes
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opérations a effectuer selon les valeurs de leurs arguments, ce qui permet de passer de la
valeur de retour 2 a la valeur de retour -1. L’opération condassign est calquée sur la
structure du langage C « ...7 ... : ... ». Les trois lignes de code suivantes sont presque
équivalentes :

1. if(a>0) x=b; else x=c;
2.x=(a>0)?b : c;
3. condassign(x,a,b,c).

Pour les deux premieres lignes, un enregistrement écrit avec une valeur d’entrée conduisant
a une valeur de a positive ne sera pas valable en relecture pour une valeur d’entrée condui-
sant a une valeur de a strictement négative. Si on utilise la troisieme ligne, I’enregistrement
restera valable quelle que soit la valeur de a.

Un événement impliquant une valeur de retour strictement négative arréte la lecture
de I'enregistrement. Lorsque la valeur de retour d’une routine est strictement négative, on
doit refaire I’enregistrement.

4.2.2.3 Exemple

code initial code adapté par 1'utilisateur de la bibliotheque
double x1, x2, v, y; | adouble x1, x2, v; double y;

xl=argl; x2=arg?2; x1<<=argl; x2<<=arg2;

v=x1+x2 ; v=x1+x2 ;

Y=V, V>>=y

TaB. 4.3 — Différentiation automatique par surcharge d’opérateur.

Nous reprenons I'exemple précédent de la somme de deux arguments flottants. La modi-
fication du code source est donnée dans le Tableau 4.3. Nous présentons ici les modifications
a effectuer sur le programme principal.

Modification de sources - programme principal [30] La partie du code a différentier
est délimitée par des mots-clés. La structure du programme modifié est la suivante :

— Mot clé d’entrée.

— Déclaration des variables actives.

— Initialisation des variables indépendantes : a partir de variables non actives (déclarées

avant le mot clé), en utilisant 'opérateur <<=.

— Instructions : inchangées.

— Définition des valeurs de retour, en utilisant 'opérateur >>=.

— Destruction des variables actives.

— Mot clé de sortie.
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Il faut bien repérer l'ordre d’affectation des variables indépendantes et 'ordre de définition
des variables de sortie, et les dénombrer (le nombre de variables d’entrées doit étre donné ex-
plicitement, et elles sont indicées automatiquement selon I’ordre de 1'utilisation de I'opérateur
<<=).

Nous avons vu que la bibliotheque ADOL-C utilise un systeme d’enregistrement : si on
exécute le code obtenu apres les modifications énumérées ci-dessus, le résultat visible de
I’exécution sera le méme que pour le code non modifié, mais la liste des opérations impli-
quant des variables actives effectuées entre le mot clé d’entrée et le mot clé de sortie aura
été écrite, sous une forme définie par la bibliotheque, dans un tableau ou un fichier. Pour
que la différentiation en mode direct se déroule effectivement, il faut également initiali-
ser les variables indépendantes et leurs variations élémentaires, invoquer une routine (par
exemple forward(...) pour ADOL-C) et demander un post-traitement.

D’autres routines sont disponibles, comme jac_vec(...), dont ’appel revient a initia-
liser les variables indépendantes pour former un vecteur argument de cette routine puis
a appeler la routine forward, et jacobian(...), qui revient a appeler successivement la
routine jac_vec pour chaque vecteur de la base canonique de ’espace d’entrée, pour former
une matrice Jacobienne.

Pour le mode adjoint il faut également

— Initialiser les directions adjointes
— Avant extraction des valeurs du gradient, invoquer par exemple la routine reverse
— Demander un post-traitement.

D’autres routines que reverse sont également disponibles, comme vec_jac(...).

Un exemple de modification de code plus complexe est donné par les Tableaux 6.1 et
6.2.

4.3 Différentiation manuelle

Par « différentiation manuelle », on entend simplement la programmation des dérivées
obtenues sur le papier. Elle peut aussi étre effectuée en mode direct ou en mode inverse,
par exemple en utilisant la méthode de 1’état adjoint. Nous allons principalement nous
appuyer dans cette section sur ’exemple du probleme d’écoulement décrit dans la section
2.1. La méthode de I’état adjoint sera aussi expliquée dans le cas général.

4.3.1 Dérivation en mode direct avec application au probleme
d’écoulement

Comme on I'a vu dans la section 2.1.3.1, ’équation de Darcy se met sous la forme
En(K,U) =0 (4.1)
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ou

U
U=1Pr | ; (4.2)
L
AU+ BTP+CTL — Ry
E(K,U)=| BU—-R, : (4.3)
CU — Ry

On va considérer que K est constant sur chaque cellule T; de la discrétisation 7, avec
K, = K;. On note M3, 5 ensemble des matrices symétriques positives de taille 3 x 3.
La notation K re%résentera indifféremment le champs de conductivités hydrauliques ou le
vecteur de My, ;" dont la i®™ composante est égale a KC;. On considere tout d’abord la
fonction B N

F - ngg ¢ 5 RM™doy

" 4.4
K — U tel que E,(K,U) = 0. (4.4)

La dérivée de F' est obtenue en mode direct en annulant des variations élémentaires de
I'opérateur &, c’est-a-dire en résolvant des équations de la forme

trouver di/ tel que %dlC + %du = 0. (4.5)

Intéressons nous au seul terme dépendant de KC

d(AxU)

. 4.
Sk (4.6)

On définit la fonction A : M;rxSNC — My par
Pour tout 4,j =1,..., N, (A(R)),; = / Ri; - i, (4.7)
Q

de sorte que

A(K™Y) = Ak (4.8)

La fonction a intégrer dans 1’égalité (4.7) est non nulle sur au plus une cellule T,. Les
intégrales sont calculés par I'emploi regles de quadrature. Pour la cellule e, on note :

— N; : nombre de points de quadrature

—xf, ... ,x?vg sont des points de T,

— P.,, : poids associé au ni®™® point de quadrature
— 15, : valeur de la fonction de base w; en w7,

On a supposé K uniforme sur chaque élément :

Ny
(A’C>i,j - Z Pe,nlce_lﬁi,n : ﬁj,n‘ (49)
n=1
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- =l .
On note w; , = K_ U, ,,
Ny
(Ak)iy =Y Pentli - tjn.
n=1
Pour tout ¢,n, on a
d (lCewm) =0.

On développe le produit :
(dICe) Wiy, + Kedaly , = 0

d’ou
did; ,, = =K1 (dKC,) Wi .
En sommant sur n pour n =1,..., N7, on obtient
d(Ak)y; = — (AL AR KE)), - (4.10)
En particulier, dans le cas scalaire L = K1, on obtient
dK dK
Ag) = — —1 ) =——FA¢.
d(4) = —A (K2 > K"
On utilise de plus le développement
0 (AxU)
v J
On obtient
Ac BT CT dU A (R K YU
B 0 0 dp = 0 : (4.12)
C 0 0 dL 0
Le premier membre provient de %du et le second membre provient de %dIC. Cette

équation correspond a un probleme aux limites et est résolue par une méthode similaire a
celle utilisée pour le probleme direct (voir la section 2.1.3.4). L’équation (4.12) correspond
a un probléeme aux limites, dont les caractéristiques sont résumées dans le Tableau 4.4.

Source nulle
Conditions aux limites | de Dirichlet sur I'p, nulle
de Neumann sur I'y, nulle

Terme constant AL (dK) K HU

TAB. 4.4 — Caractéristiques du probleme aux limites correspondant au calcul de variations
(4.5).
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4.3.2 Dérivation en mode inverse
4.3.2.1 Méthode de I’état adjoint
On souhaite évaluer le gradient d’une fonction scalaire g de la forme
g: Q) — R,
mo— G(Ooﬁ’op(m)>,

ou €2;, est un ouvert de R"», F est définie implicitement par
U=F(K) s &EKU) =0.

L’équation &,(IC,U) = 0 est appelée équation d’état. La fonction O : R"™ef — Q,, est ap-
pelée opérateur d’observation ou opérateur de mesure. La fonction P : €2;, — ... est appelée
opérateur de paramétrisation. Les opérateurs P, O et G sont des fonctions différentiables.

L’équation d’état &,(KC,U) = 0 définissant F est considérée comme une contrainte
additionnelle, par I'introduction du Lagrangien

L2y x RMef x RMel - — R,
(MU, A) = GO U)) + (& (P(m), U), A)

Le Lagrangien est traditionnellement utilisé dans les problemes d’optimisation, G étant une
fonction cotit & minimiser sous la contrainte &, = 0. Nous allons voir que le Lagrangien
peut étre utile, avec un autre choix de G, pour calculer la matrice Jacobienne de fonctions
définies implicitement. Pour un parametre donné m, on note U,, la variable d’état solution
de I'équation &,(P(m),U) = 0. La variable d’état U,, est aussi caractérisée par 1’équation

oL

VoN e A, —— (m;Umn, \) X = 0.

o\
Cette condition est indépendante de la variable X\. D’une facon similaire, si O, &, et G sont
suffisamment régulieres, 1’état adjoint A, est défini par 1’équation

oL

R™dof hiind . —0.
YouU € T (m; Uy A) U =0
Ainsi, A, est la solution de I’équation linéaire
OE ! , T
@(P(m),um) A =—[(GoO) (Un)] . (4.13)

Deplusona, Vm € ;,, g(m) = L(m; X, \) car U, vérifie I'équation &,(P(m),U,,) = 0.
Par conséquent, si &, est suffisamment réguliere,

oL oL o, oL O
= g—i(m;um, Am)Om.
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Si F, O, P et G sont suffisamment régulieres alors ¢ est différentiable et son gradient est
donné par .
o0&y,
Vg = [am (m,Xm)} A (4.14)

Lorsque G(v) = 5|lv—d|?, g est la fonction des moindres carrés associée a la résolution
d’un probleme inverse. La résolution de ce probleme inverse par une méthode itérative
nécessite d’évaluer a chaque itération le gradient de la fonction cout g. La méthode de 'état
adjoint évite le calcul de la matrice Jacobienne de F. Le calcul de gradient se décompose
en

— Calcul de la variable d’état U,, par la définition de &,

— Détermination de 'état adjoint A, par (4.13)

— Détermination de Vg(m) par (4.14)

Lorsque G(®) = (®,v) pour un vecteur de réels de taille n,, donné v, alors

Vg = [P'(m)]" [F'<7><m>>f O Uy . (4.15)

Lorsque v = ¢; (vecteur de la base canonique de R™r), 1’équation 4.15 donne la "¢ ligne
- /
de la matrice Jacobienne (O oFo 73> (m).

Présentons maintenant un exemple soulignant I'intérét de la méthode de I’état adjoint.
Soit f: (A,b) — g(X) € R tel que AX = b ou A est une matrice n x n inversible et b
un vecteur de taille n. On notera

9x = ﬁxg,

ga = Vaf,

a = Vuf,
pour i,j=1,...,n ga, = 6Aijf.

Pour dériver f en mode inverse signifie on doit expliciter la fonction

gx + (94, 9)-

On peut utiliser la méthode de 1’état adjoint selon

AX =b (4.16)
AT = —gx (4.17)
g =\ (4.18)
Pouri,j=1,...,n ga, = X;\:. (4.19)

Si on ne connait pas la méthode de I'état adjoint, ce qui est le cas des différentiateurs
automatiques, on effectue une dérivation opération par opération sans introduire de variable
intermédiaire A : on considere donc

(A,0) — X tel que AX =b.
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Selon la regle de composition on a
_ox X
gA—gXaA 7 9b = gx b
On obtient immédiatement
g = gx A (4.20)

L’expression (4.20) est bien équivalente aux expressions (4.17),(4.18). Intéressons-nous
maintenant au terme g4.

0X

oA —1
5 A dA=-A""(dA)X
(ATA)X), = 30 (A7), (@A) = 3 (A7), Xu(dA)
k=1 k=1
donc
0X; o
0A;y - (A )ij X
aAk ;QXaAk ;QX Z-j
avec
X = (A_lb)k - Z (A_l)kl bi
=1
Finalement
gx X _ —iigxr (A™h). (A7) b
94 i=1 =1 Z K o
l.e.
ga,, = 9xHjxb (4.21)

ou Hjy, est une matrice de taille n x n définie par
~1 —1
(H]}k)il = (A )ij (A )k:l’

On vérifie que 'expression (4.21) est équivalente aux expressions (4.17),(4.19). L’utilisation
de I’égalité (4.21) permet de calculer tous les gradients voulus sans recalcul, une fois stockée
la matrice H. Dans le cas ot A est une grande matrice creuse, ceci peut étre rédibitoire (son
inverse est sous forme de matrice pleine). La méthode de I'état adjoint peut se présenter
comme un compromis entre recalcul et stockage.
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4.3.2.2 Application au probléme d’écoulement

Calcul de l’état adjoint. On veut déduire du gradient d’une fonction scalaire z par
rapport a U le gradient de cette méme fonction par rapport a une composante de K. On
utilise I’état adjoint A, solution de I’équation

o0&, 1" -
{a_zﬂ A= —Vyz (4.22)
soit
AIC BT éT )\U —6UZ
B 0 0 e | = | —Vpz (4.23)

App = —Vipoz. (4.24)

Cette équation correspond a un probleme aux limites et est résolue par une méthode
similaire a celle utilisée pour le probléme direct (voir la section 2.1.3.4). Les caractéristiques
du probleme aux limites correspondant sont résumées dans le Tableau 4.5.

Source —Vpz

Conditions aux limites | de Dirichlet sur I'p, valeur v} D2

-

de Neumann sur I'y, valeur —V;z

Terme constant —Vyz—Vipz

TaB. 4.5 — Caractéristiques du probleme aux limites correspondant au calcul de 1’état
adjoint (4.22).

Calcul des gradients. On peut ensuite en déduire Viz :

- o0&, 1"
=|—] A 4.2
soit :

1. si K est scalaire et uniforme, on calcule un gradient par rapport a la valeur réelle des
coefficients non nuls de K, notée K :

Vo :tU<—% _A? _%)AU (4.26)

2. Si IC est scalaire non uniforme, on calcule un gradient par rapport a chaque valeur
scalaire : K = K,;Id sur le sous-domaine i noté SD;
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— e A ,e
Viz= . U < I’; >/\ ¢ (4.27)

ecl, TeCSD;

(Les vecteurs U et Ay peuvent se décomposer en blocs, chaque bloc correspondant
a une cellule du maillage 7,. Les blocs élémentaires U¢ et Ay correspondent a la
cellule T.)

o0&y,
. Sinon on a besoin de connaitre explicitement la matrice — et en particulier la

0 (AU oK
matrice %
D’apres I’équation (4.5),
A
%dx = —A(KH(dK) K™Y U (4.28)

On note R = K~ et dR = R (dK)R. Pour p =1..3, ¢ = 1..3,

3 3
=3 ) RysRi K. (4.29)

k=1 =1

D’apres la définition des regles de quadratures donnée dans la section 4.3.1, pour ¢, j
indices de degrés de liberté,

Ng
— _ZPem Z ( Z Rp,le,qdle,l> uf’npuinq. (430)
n=1

p,q=1..3 \k,=1..3

[A(dR)U Z (ZZPM D Ry Rigts, s, Uj) ARy, (4.31)

La composante de la i¥™¢ ligne de la matrice jacobienne correspondant & la valeur de
la composante d’indice (k,[) de K sur I’élément e est

A
{%] == (Z Fen ZRp,kRz,qui,npuj,nq> U;. (4.32)
i’(e’(kvl)) ] n D,q

Finalement,
0 (AU
0(AcU) — A(H) U (4.33)
oK
(e (kD))
ou, pour p,q = 1..3
HE) = R, Ry (4.34)

On calcule un gradient par rapport a la valeur de la composante d’indice (k,1), k > 1
de I sur le sous-domaine 7, notée k,(;%, en imposant la symétrie de diC :
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m [Pk ~[F - u [0~ -

1 = [ Pm)| — 2—2 - | FI(K)| — S—ZL — | o) | — g—;

m — | P'(m)| - oK — |F(K)| - U — |OU)| — iz

— ~ —

Vmz — |P'm)T| — Viez « |[FI(K)T| « Vyz « |[OWUT| — 1

g = [P'm)T] — g <« |[FK)"| « g < [OUT| < g

Fic. 4.3 -, « Chain rule » illustrée en mode direct et en mode inverse
<(’) oFo P) = <(9’ oFo P) (F/ o P) P’ (cette illustration suppose que P est définie
sur une partie de R et que O est a valeurs dans R).
—sik=1
Vi e k.k e .
Vigr = D0 UHAHET)) (4.35)
e€l, T.CSD;
— sinon
— e k,l Lk e
Ve = > U (A (HED 4 HEMY) A (4.36)
e€l, T.CSD;

Pour évaluer le gradient d’une fonction dépendant a la fois de K et U : z = Z(U, K),
il faudrait ajouter la quantité calculée comme ci-dessus a Vi Z pour obtenir V2.

4.4 Comparaison de performances

Nous allons comparer les différentiations manuelle et automatique en termes de contraintes
sur les programmes a dériver, de durée de mise en ceuvre, de place mémoire et de temps
de calcul, sur des cas tests représentatifs.

4.4.1 Présentation des cas tests
4.4.1.1 Probleme modele simplifié

Pour les comparaisons de performance nous avons supposé la perméabilité scalaire et
uniforme et différentié par rapport a la perméabilité K scalaire les champs de pression et
de vitesse discrets. Autrement dit, nous utilisons 'opérateur de paramétrisation

P: R — M§X3NC

K — K=KL (4:37)
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Nous utilisons deux cas tests : nous avons choisi un domaine cylindrique découpé en 3200
hexaedres et nous imposons un écoulement monodimensionnel selon son axe principal
(conditions de flux nul sur la face latérale). Pour le test que nous appellerons « Neumann-
Neumann » nous imposons un flux uniforme identique sur les deux faces de base, pour le
test que nous appellerons « Dirichlet-Dirichlet » nous imposons une différence de pression.
Dans ces deux cas, les dérivées des problemes continus (2.1) s’écrivent simplement :

1. Cas test « Neumann-Neumann » (pas de solution unique, mais on peut obtenir une
solution particuliere, et @ et Vp sont uniques) :

%_5.8(_%)__@ (4.38)
oK ' 0K K '
et les variations élémentaires vérifient
R - 0K -
§i=0; 6 (vp) S v/ (4.39)
K
2. Cas-test « Dirichlet-Dirichlet » :
oi i@ 0 o(Vp)
L9y N (4.40)
0K K ' 0K 0K
et les variations élémentaires vérifient
0K - .
il = —=ii 0p =0 ;0 (vp) — 0. (4.41)

Ce cas simple permet donc un premiere vérification du calcul des dérivées.

Pour I’évaluation des performances de la différentiation automatique en mode inverse,
on choisit comme mesure 1'une des composantes de U discret : autrement dit on choisit
I'opérateur d’observation ou de mesure

O U ecR"™ —U;eR. (4.42)

Pour ces tests nous avons programmé et utilisé un algorithme de gradient conjugué
générique, c’est-a-dire fonctionnant pour des vecteurs de scalaires quelconques (vecteurs
de double, d’adouble ou de tout type pour lesquels les opérateurs binaires auront été
surchargés), ce qui n’est pas forcément prévu dans les bibliotheques de solveurs telles que
AZTEC ou UMFPACK. Pour le calcul automatique, nous différentions cet algorithme itération
par itération, ce qui peut poser probleme (voir la section 6.3.2). Si le calcul de dérivée a
la main demande moins d’itérations de gradient conjugué que le calcul de valeurs, alors
on effectue des opérations inutiles en différentiation automatique. Dans le cas contraire, le
calcul de dérivées en différentiation automatique n’est pas assez précis. De plus, le condi-
tionnement de la matrice a inverser est tres mauvais pour ce test, il faudrait utiliser une
autre méthode itérative ou un préconditionneur (on aurait besoin d’une version générique
de AZTEC). En mode adjoint automatique, nous n’arrivons pas au bout du calcul des 10000
dérivées demandées (mais presque) pour des raisons de place mémoire. Pour des domaines
de calcul plus petits, on retrouve les résultats du mode direct.
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4.4.1.2 Test Neumann-Neumann (direct)

Nous avons représenté sur la Figure 4.4 les champs de pression et de vitesse et leurs
variations élémentaires pour K = 7, 6 K = 1. On observe une variation du gradient de

pression proportionnelle au gradient de pression, avec un facteur de proportionnalité égal
51072 1

a ~35 101 = ~% (les échelles de couleurs automatiques des légendes vont de la valeur
minimale & la valeur maximale), en mode manuel et en mode automatique. La variation

du champ de vitesse est négligeable devant le champ de vitesse. Ceci est en accord avec
I’équation (4.39) correspondant au probleme continu. Le résultat du calcul de variation de
vitesse est plus proche de zéro avec la différentiation automatique qu’avec la différentiation
manuelle, ce qui est lié au « dépassement (dans ce cas) du critere d’arrét » pour la résolution
des systémes linéaires en mode automatique (en mode manuel, le calcul de variations
demande moins d’itérations de gradient conjugué que le calcul de valeurs).

N

Différentiation automatique

Différentiation manuelle

S50711E-02 0.0000E+00

G9111E-09

F1G. 4.4 — Calcul de variation en mode direct, test « Neumann-Neumann ».

4.4.1.3 Test Dirichlet-Dirichlet (direct)

Nous avons représenté sur la Figure 4.5 les champs de pression et de vitesse et leurs va-
riations élémentaires pour K = 7, 0 K = 1. On observe une variation de champ de pression

négligeable devant le champ de pression. La variation de champ \6it2€182e est proportionnelle

au champ de vitesse, avec un facteur de proportionnalité égal a R - (les échelles de

couleurs automatiques des légendes vont de la valeur minimale & la valeur maximale), en
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mode manuel et en mode automatique. Ceci est en accord avec I’équation (4.41) correspon-
dant au probleme continu. Le résultat du calcul de variation de pression est plus proche
de zéro avec la différentiation automatique qu’avec la différentiation manuelle, ce qui est
lié au « dépassement (dans ce cas) du critere d’arrét » pour la résolution des systemes
linéaires en mode automatique (en mode manuel, le calcul de variations demande moins
d’itérations de gradient conjugué que le calcul de valeurs).

Différentiation manuelle

Différentiation automatique

1.4901E+00

24241 E-01

2.1450E-01

F1G. 4.5 — Calcul de variations en mode direct, test « Dirichlet-Dirichlet ».

4.4.2 Reésultats numériques

Temps de développement. Pour cette premiere expérience, le temps de développement
a été environ deux fois plus long pour la différentiation manuelle que pour la différentiation
automatique. Pour les expériences suivantes, le temps de développement avec ADOL-C di-
minue.

Temps d’exécution. Afin de comparer les temps d’exécution, nous avons décomposé le
temps d’exécution du code différentié manuellement en 4 parties :

1. init : temps nécessaire pour « construire » le probleme (principalement la lecture du
maillage) ;

2. values : calcul de la solution de I'équation de Darcy ;
direct : calcul de dérivée en mode direct ;

reverse : calcul d’une composante de dérivée en mode inverse.
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Nous avons décomposé le temps d’exécution pour la différentiation automatique en 4
parties :

1. init : temps nécessaire pour « construire » le probléme;

2. taping : premiere résolution de ’équation de Darcy, avec fabrication d’un enregistre-
ment ;

3. forward : relecture de 'enregistrement avec calcul de dérivée en mode direct ;

4. vec_jac : relecture de I'enregistrement « & l'envers » (des opérations préliminaires
sont nécessaires) pour le calcul d’'une composante de dérivée en mode inverse.

Notons que dans ce cas particulier, avec une seule valeur d’entrée, il n’est pas raisonnable
d’utiliser le mode inverse pour calculer la matrice Jacobienne ligne par ligne alors que c’est
un vecteur colonne.

Les résultats de cette comparaison sont reportés dans le Tableau 4.6.

Neumann-Neumann Dirichlet-Dirichlet
manuel H automatique manuel H automatique
init | 0.5 s 1.0 s | init init | 0.5 s 1.0 s | init
values | 7.3 s || 12.7 s | taping values | 7.3 s || 15.1 s | taping
direct | 2.8 s 2.8 s | forward direct | 2.8 s || 3.5 s | forward
Ixreverse | 5.7s || 6.2 s | 1xvec_jac || 1xreverse | 5.7s | 7.4s | 1xvec_jac

TAB. 4.6 — Comparaison des temps d’exécution des deux codes dérivés.

Ainsi, pour un tel probleme, le temps d’exécution ne semble pas étre une limite a
I'utilisation de la différentiation automatique.

De la maniere ou nous 1'utilisons ici, la différentiation automatique crée plusieurs fichiers
d’enregistrement de quelques centaines de Méga-octets chacun. Nous avons encore des
difficultés pour la gestion de la place mémoire en différentiation automatique. Cependant,
elles devraient pouvoir étre surmontées en décomposant le probleme en sous-problemes
suffisamment petits et en utilisant les méthodes décrites dans [31].

En différentiation automatique il est relativement simple de modifier le choix des argu-
ments ou des résultats (de P et O).

4.4.3 Conclusion

Le programme fonctionnant par différentiation automatique est limité a la résolution
de problemes de petite taille. En revanche, il peut considérer des conditions aux limites
comme des parametres d’entrée.

Le programme fonctionnant en mode manuel a pu étre utilisé sur un maillage de 300000
mailles, décomposé en 14 sous-domaines dont 2 avec diffusion tensorielle (maillage utilisé
dans [72]). En mode direct, nous avons calculé la matrice Jacobienne compléte. En mode
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adjoint, nous avons calculé la matrice Jacobienne de fonctions retournant quelques com-
posantes de flux ou le flux d’eau a travers des exutoires (voir le Chapitre 7).

La différentiation automatique s’est révélée étre un outil intéressant pour vérifier une
différentiation manuelle. En effet, la généralisation d'une différentiation automatique, en
ce qui concerne le choix des parametres d’entrée (i.e. la définition de P) par exemple, est
plus simple a implémenter que celle d'une vérification par différences divisées.

Nous suggérons d’utiliser une différentiation manuelle pour des programmes faisant
appel a des bibliotheques extérieures et pour des programmes utilisant des méthodes
itératives; et d’utiliser la différentiation automatique pour les programmes dans lesquels la
liste des opérations réalisées pendant I'exécution dépend beaucoup des parametres (schémas
décentrés par exemple) mais pas itérativement.

Il est possible de combiner les deux (voir I’Annexe A), un solution pouvant étre de
faire communiquer, au moyen d’une bibliotheque d’échange de données, des exécutables
différentiés manuellement et des exécutables différentiés automatiquement (voir les sections
6.5.2 et 6.7).

Notons enfin qu’ADOL-C s’utilise plus facilement sur des programmes utilisant le plus
possible les fonctionnalités de C++ (par opposition aux programmes en langage C) telles
que les templates. Les modifications a effectuer sur les codes sources pour différencier
avec ADOL-C des programmes élaborés sont détaillées en section 6.3.
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Chapitre 5

Décomposition de domaine

5.1 Décomposition de domaine sans recouvrement

L’intérét de la décomposition de domaine est double : d'une part, cela permet de répartir
les besoins en place mémoire sur plusieurs processeurs. D’autre part, 'algorithme résultant
a un meilleur taux de convergence (méme utilisé sur un seul processeur).

Nous allons nous intéresser a une méthode de décomposition de domaine sans recou-
vrement, présentée par exemple dans [55]. Pour optimiser la convergence de 1’algorithme, il
est important d’utiliser un préconditionnement, par exemple de type Neumann-Neumann
avec équilibrage [58, 20].

L’objectif de ce chapitre est d’évaluer I'impact de la décomposition de domaine sur
les calculs de dérivée. Pour simplifier les notations, nous ne nous intéressons pas dans ce
chapitre au préconditionnement.

5.1.1 1Idée générale

On rappelle I'équation de Darcy

© ('3 O+OOO QleLJQQUQg
div 4 q Q 0 ol o oi}?_?_?_ 2= Y12 U X3 UXgg
7) u = __Kvp Q o o--o+o-o-o- Q?)
p p FD o o--o+o-o-o- Ql
F:FDUFN + +

Les degrés de liberté pour la formulation sans décomposition de domaine décrite dans la
section 2.1 sont une valeur de pression par maille (aux signes {o}) et les flux de @ a travers
les faces des mailles (aux signes {+}, {+} et {®}). La formulation de décomposition de
domaine choisie consiste a écrire des problemes aux limites sur différents sous-domaines €2;
séparés par 'interface . Les conditions aux limites sur les frontieres des sous-domaines
non incluses dans I' sont de type Dirichlet, leur valeur est a déterminer : ¢’est une nouvelle
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inconnue du probleme. Une équation supplémentaire impose la continuité du flux de @ a
travers les interfaces. Les degrés de liberté pour cette formulation seront donc ceux de la
formulation “classique” (sans décomposition de domaine) auxquels on ajoute une valeur
de pression a chaque face de 'interface ¥ (aux signes {®}).

5.1.2 Formulation

Le domaine de calcul €2 est décomposé en ng; sous-domaines. Nous introduisons les
notations suivantes :

- Q= Uz’:l,‘..,nsdﬁia QNQ #0 < i=j: décomposition du domaine de calcul. et
les €); pour i = 1, ..., ng sont des ouverts. De plus, on suppose que pour toute cellule
T, du maillage 7y, il existe 1 € 1,...,n4q tel que T, C ;.

Y : réunion des frontieres des sous-domaines. On a X NTp =0 et N Ty = 0.

— Pour i € 1, ..., ny on définit 3; = ¥ N Q;. Par conséquent ¥ = Ui=1,....m.y 2i-

— Pour i < j on définit 3;; = 3; N X;. L'interface Y; ; est de codimension 1 lorsque les
domaines §2; et €2; sont voisins.

— Pour toute application x définie sur €2, on note x; la restriction de x au sous-domaine
;. Pour toute application y définie sur X, on note y; sa restriction a ;.

— 1; est la normale unitaire extérieure a ;.

La formulation décomposition de domaine s’écrit

Trouver (@);—y .+ (Piic1..n,» A tels que

pour i = 1,...,n4 (p;, U;) est solution de P;(A) : pi = N\ PP
Di = D; I'pNQ;
U; - 1; =7, Iy NG,
[ pour 4,j = 1,...,n4 tels que i < j et X;; # 0, Uy|s,, - M + i), - 1; = 0.

(5.1)
Pour A donné, on note pour i = 1, ..., ngq, (p; (A), @; (X)) la solution du probleme P; (A).
Nous définissons, pour 7,7 = 1, ...,n i (A) = 4; (/\)‘Ei]_ 1G5 pga (A) = 45 ()\)IEij 1
1 (A) = {i; () + w3 (M) },;- Nous devons done trouver A tel que z(A) = 0.
L’application A — g (A) est affine. Par conséquent nous décomposons

p(A) =p"+p’(N)
——
SA
olt S: A — pP(N) est linéaire. S est Popérateur de Steklov-Poincaré. Plus précisément, on
décompose @@ = @* +@° ; p = p* +p° ot
1. (@}, p;) pour i = 1,...,n4 sont solutions des problemes locaux P; définis par
p;=0sur X ;
Pr ¢ terme source et conditions aux limites sur I' du probleme P ; (5.2)
Pas de conditions de transmission a vérifier.
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2. @, p¥ est solution du probleme couplé PY défini par

p) = Asur X ;
PY{ terme source nul et conditions aux limites nulles homogenes sur I';  (5.3)
Conditions de transmission g ; 4 4, = —pf ; — 115 ;.

5.1.3 Algorithme de décomposition de domaine

1. Calculer le second membre ;* en résolvant les problemes locaux P}

2. Trouver les valeurs aux interfaces : par un algorithme de gradient conjugué
préconditionné, résoudre

SA=—u".

L’opérateur S peut étre décomposé sous la forme

i=1

olt S; résout P? et retourne les flux aux interfaces locales et R; est la restriction de
YaXx;.

On notera \; = B\ et uf = S; ;. uf n'est pas une restriction de p°, \; est bien une
restriction de A.

3. Calculer la solution : w;, p; sont obtenus en résolvant P; (A) (A est alors connu).

On peut écrire l'opérateur S, qui réalise un produit matrice-vecteur sans former la
matrice, sous forme “fonctionnelle” (voir la Figure 5.1).

Rz Ai Si lu? Tsd
i=1

Fig. 5.1 — L’opérateur S est un argument de l'algorithme de Gradient Conjugué
Préconditionné. Cette illustration permet de repérer quelles fonctions génériques dune
bibliotheque de calcul parallele devront étre utilisées pour implémenter S.

La décomposition de domaine peut aussi étre utilisée dans la résolution des équations
de transport, mais elle demande un plus fort couplage entre les sous-domaine lorsqu’on
utilise des schémas décentrés.
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5.2 Dérivation de la formulation décomposition de
domaine

On s’intéresse a la dérivation de la formulation décomposition de domaine de 1’équation
de Darcy donnée dans ’équation (5.1).

On sait déja résoudre et différentier le probleme P} de I’équation (5.2), selon la méthode
présentée dans la section 2.1.2.2. Pour P° (équation (5.3)) on utilise également une formu-
lation mixte hybride. Les degrés de liberté sont U°, P?, L; pour i = 1, ..., n.,. Les matrices
A, B;, C;, correspondent aux matrices Ax, B, C' de la section 2.1.3.3 pour le probleme
aux limites d’écoulement posé sur €); avec le champ de conductivité hydraulique KCjq,, des
conditions aux limites de Dirichlet sur 92, NI' UI'p et des conditions aux limites de Neu-
mann sur 0§2; UI'y. Pour le second membre, on définit U} le vecteur dont les composantes
correspondent a une approximation de la valeur moyenne du flux de la solution du probleme
local @} sortant de €; a travers une face de 0€2; UT.

L’ operateur R; construit les conditions de Dirichlet : il forme le second membre R pour
le probleme aux limites posé sur €2; avec conditions aux limites de Dirichlet éventuellement
non nulles sur 92, NI'UT'p de valeur Ay,.

Ri Z/\E — )‘Ei

est un opérateur de restriction : il extrait les composantes de Ay, correspondant a des degrés
de liberté sur ;.
La formulation mixte hybride pour le probléeme couplé s’écrit

((pouri=1,..,ng, A, U’ +BIP’+CTL; =R\

L o}
pour i = 1,...,n4, B;U? =0
pour i = 1,...,n4, C;U? =0 (5.4)
Nsd Nsd

> (RIU)) == (RIU7).

\ =1 =1

Les colonnes de R} non identiquement nulles correspondent & des degrés de liberté sur ;.
Les parametres de la fonction a différentier sont K et {U;}._,
On définit

-----

C <’C> {Ui*}z':l,.‘.,nsd ) {U'O}i—l,..‘,nsd ) {‘Pio}z':l,...,nsd ) {il}z g )‘Z) =

=1,...,

Ay UY+ BTPY + CTL, — Ri)\z)

N

B UO 1=1,...,n4q s
(c U°> o o
Nsd dnsd
Z RTUO )+ > (RTUY)

=1 =1
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5.2.1 Différentiation en mode direct

La dérivée en mode direct est obtenue par

trouver {6UP}._, ., {6P}._, . | {[N/?} , 0y tels que
~~~~~ sd seeyllsd i=1,...,n4q
ac ac ac ac ac oc (5.6)
—0 U + —0U + — 6P + —=-0P" + ——6)s| =
e Ic+iznd [8U;‘ U + 570 Ul + TEaai PTIR o] =0,

c’est-a-dire

((pour i =1,..., 04, Ay 0U? + BT6P? + CTSLY — RidAs = A; (K~ (dK)KHU?
pour i = 1,...,ng, BioU? =0
pour i = 1,..., g, C’i(SUZQ =0

Ngd Nsd
> (RISUY) = =) (RISU}) .
\ =1 =1

On peut décomposer le probleme dérivé pour retrouver un probleme de décomposition de
domaine standard : 6U° = §U! + 6U>

1. Problemes locaux :
A; 8U! + BT6P! + CTSL! = A; (K~(dK)K 1) U?

)

pour i = 1,...,n., { B;oU! =0 (5.7)
CioLl =0,

Les problemes locaux se résolvent comme 1’équation (4.12).

2. Transmission :
4

pour i = 1, ..., 4, A 6U?+ BI6P? + CT6L; = RidAs
pour i =1, ..., g, @(SUE =0
pour i = 1,...,n4, C;oU? =0 (5.8)
Nsd Nsd Nsd
S (RISUZ) == 3 (RI5U7) - 3 (REGUY).
L =1 i=1 i=1

5.2.2 Différentiation en mode adjoint

On calcule d’abord 'état adjoint qui vérifie

T
ac =
A=— ; .
R R JUR (1 DU £ SN )
? v Ji=1,..., Nsd
c’est-a-dire
((pouri=1,...,n., Aj A+ BIXL + C~’ZT)\% + Ridny = =V, 2
pour i = 1,...,n4, Bid\; = —Vp2
pour i =1, ..., ny, Cid\y ==V} 2 (5.10)
Nsd
S (=RIN) = =Viyz
\ =1
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Les gradients sont ensuite mis a jour par
pour i = 1, ..., g, Viz — Viz +1U; (—Ai (ICl(dlC)IC_l) )\b) : (5.11)

pour i =1, ..., gy, ﬁU;z — ﬁU;Z — RINL. (5.12)

On décompose le calcul des A pour revenir a un probleme de décomposition de domaine
classique : A = \* + \Y

1. Probléemes locaux :

Ay Ny + BIXNE + CINE = =Vy,2

pour i =1, ..., ngg, BN, = —ﬁpiz (5.13)

Les problemes locaux se résolvent comme 'équation (4.24).
2. Transmission :

4

pour i = 1, ..., g, ANy + BTAL + C’f)\%o =R\
pour i =1, ..., ngy, Bié)\zg =0
pour i = 1, ..., g, Ci)\g) =0 (5.14)
Ngd Nsd
S (RO = e S (RN
=1 i=1

(définition d’une décomposition de domaine adjointe).
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Chapitre 6

Aspects informatiques

Nous allons présenter dans ce chapitre les principaux outils informatiques que nous
avons utilisés ou développés.

6.1 Algebre linéaire

Pour la décomposition en valeurs singulieres et pour les opérations d’algebre linéaire
sur des matrices pleines, nous utilisons la bibliotheque d’algebre linéaire Lapack (Linear
Algebra PACKage). C’est une bibliotheque Fortran pour laquelle une interface C est dis-
ponible.

Pour la résolution des grands systemes linéaires nous utilisons une des trois méthodes
de résolution suivantes :

1. méthode itérative gradient conjugué générique, qui avait été utilisé pour la compa-
raison de performances avec le différentiateur automatique ;

2. bibliotheque AZTEC (méthodes itératives) ;

3. solveur direct creux de UMFPACK. La bibliotheque AZTEC propose aussi un solveur
direct, mais UMFPACK permet de stocker et réutiliser la factorisation de la matrice, ce
qui sera utile en particulier pour la décomposition de domaine.

6.2 Eléments finis : la bibliotheque LifeV

La bibliotheque LifeV est une bibliotheque éléments finis fournissant des implémenta-
tions de méthodes mathématiques et numériques modernes. C’est a la fois une bibliotheque
industrielle et une bibliotheque de recherche. Elle a déja été utilisée pour des applications
médicales (écoulements sanguins) et industrielles. C’est un travail de coopération entre
trois institutions : I'Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne en Suisse, le Politecnico di
Milano en Italie, et 'INRIA (projet BANG).

Elle a des applications en particulier en dynamique des fluides, en dynamique des
structures, en modélisation des transferts de chaleur, des interactions fluide-structure et
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du transport en milieu poreux.

Cette bibliotheque est écrite en C++ et utilise un environnement de programmation
moderne et des outils qui ont prouvé leur efficacité (elle utilise la bibliotheque boost
[38], qui offre de nombreuses possibilités de haut niveau pour le C++ : parmi d’autres,
pointeurs partagés, aide a la construction de fonctions du second ordre, tableaux et matrices
performants).

6.3 Différentiation avec ADOL-C

6.3.1 Modification des sources

Nous nous intéressons ici aux adaptations des fichiers définissant les sous-programmes
appelés par le programme principal. (Les modifications a apporter a un programme prin-
cipal pour utiliser ADOL-C ont été abordées dans la section 4.2.2.3.) L’exemple considéré
fait appel a la bibliotheque d’éléments finis LifeV.

La structure présentée dans la section 4.2.2.3 est valable pour un programme constitué
uniquement de la fonction principale int main(...). Si le programme est plus élaboré,
on peut décider de modifier les types de toutes les sous fonctions appelées entre les mots
clés d’entrée et de sortie, et également celui des attributs et méthodes de classes utilisées
entre les mots clés d’entrée et de sortie. On peut aussi créer des versions génériques des
fonctions ou des classes, c’est a dire des versions paramétrées par un type de données,
de fagon a ce qu’elles puissent étre utilisées indifféremment avec des variables actives ou
passives. Cependant, ces modifications et les recompilations qui en découlent peuvent étre
interminables lorsqu’on fait appel a de nombreuses bibliotheques ; I'utilisation de variables
actives n’est pas anodine concernant la consommation de mémoire, il est préférable de la
réduire au minimum ; enfin, une modification systématique des types n’est pas toujours
possible. Nous avons finalement suivi les idées suivantes.

Concernant les modifications de type.

1. Les variables d’espace ne seront jamais pour nous des variables actives, leur type
n’est donc pas modifié. Une conséquence est qu’aucune fonction de la bibliotheque
d’éléments finis définissant des regles de quadrature n’a du étre redéfinie. On ren-
contrera donc de nombreuses fonctions utilisant a la fois des variables actives et des
variables passives. Par exemple, les fonctions construisant des matrices de masse font
appel a des regles de quadrature, passives, et utilisent des coefficients de conductivité
hydraulique, qui sont des variables actives indépendantes.

2. La meilleure solution n’est pas toujours d’utiliser le moins possible de variables ac-
tives. Il faut parfois faire un compromis entre la mémoire et la taille des enregis-
trements. Dans les enregistrements, les variables passives sont toujours remplacées
par leurs valeurs, donc si une boucle sur un indice i fait intervenir A[i] ou A est
un tableau de variables passives, alors tous les pas de la boucle seront détaillés dans
I’enregistrement. FEn revanche, si seuls des tableau actifs sont utilisés dans la boucle,
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la boucle sera enregistrée d’'une maniere compacte, similaire au code source. Par
exemple, si on écrit

adouble x = 1.;

double a[10000];

for(int i=0; i<100000; i++){
x *x= alil;

}

alors on aura une seule variable active, mais dans l’enregistrement les a[i] sont
remplacés par leurs valeurs et les 100000 multiplications seront écrites explicitement.
Par contre si on écrit

adouble x = 1.;
adouble a[100000];

for(int i=0; i<100000; i++){
x *x= al[il;

b

alors on aura 100001 variables actives mais les 100000 multiplications seront condensées
dans 'enregistrement de la méme maniere que dans le code source.

Modification de 'ordre des opérations ou des opérations.

1. Les opérations mélangeant des variables actives et des variables passives sont la
plupart du temps ambigués pour le compilateur. Il faut alors les décomposer en
opérations élémentaires, quitte a définir des variables intermédiaires, et utiliser de
préférence les opérateurs += -= *= /=

2. Il faut regrouper les opérations sur les variables passives pour réduire la taille des
enregistrements. Si on écrit

adouble a; a << ... ;

double b = ... , c = ... ;

adouble d = a * b * c;

alors b et ¢ sont remplacés individuellement par leurs valeurs et on enregistre deux
multiplications par des variables passives, comme si on avait développé (d = a; d
x=b; d *= c ;). En revanche, si on écrit

adouble a; a << ... ;

double b = ... , c = ... ;

adouble d = a * ( b *x c ) ;

ou

adouble a; a << ... ;
double b = ... , c = ... ;
adouble d = b * ¢ *x a ;
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alors ( b * ¢ ) est remplacé par sa valeur et on enregistre une seule multiplication.

3. Nous avons constaté que les divisions prenaient beaucoup de place dans les enregis-
trements. On peut réduire la taille des enregistrements en remplacant par exemple
1./sqrt(a) par pow(a,-0.5), ou
for(i=0; i<n; i++) bl[i] /= a;
par inva = 1./a; for(i=0; i<n; i++) b[i] *= inva.

On sait que la deuxieme version est moins cotiteuse en temps de calcul, mais c’est
aussi un compromis avec la précision.

Structures conditionnelles. Nous devons utiliser un opérateur spécifique pour cer-
taines structures if : la procédure condassign, calquée sur la structureC .. .=... 7. ..
permet que les enregistrements restent valables pour une plus grande plage de valeurs
d’entrée (voir la section 4.2.2.2).

Bibliotheques extérieures. Nous utilisons la bibliotheque d’algebre linéaire Lapack
(solveurs linéaires non itératifs pour les matrices pleines). C’est une bibliotheque Fortran.
La facon classique pour 'utiliser dans les programmes C est de définir une interface pour le
C / C++ avec les objets compilés en Fortran. Ceci interdit l'utiliser les variables actives :
la bibliotheque est compilée en Fortran pour fonctionner uniquement avec des scalaires
de type float ou double. Il existe une traduction C de cette bibliotheque (clapack) dans
laquelle nous avons prélevé et adapté uniquement les fonctions que nous utilisions.

Codes C. Notons enfin qu’il peut étre plus compliqué de recycler pour ADOL-C des
programmes C que des programme C++. Par exemple, ADOL-C surcharge les fonctions
std : :cin, std : :cout, std : :cerr (lecture sur l'entrée standard, écriture sur la
sortie standard). Leurs équivalents scanf, print, printf de la bibliotheque standard C,
demandant une spécification de format, ne sont pas surchargés.

6.3.2 Meéthodes itératives

La validité de la différentiation de méthodes itératives, intervenant par exemple dans la
résolution de grands systemes linéaires, n’est pas une évidence. En particulier, le nombre
d’itérations correspondant a la « résolution automatique » des systemes adjoints ou dérivés
sera toujours le méme que pour le calcul direct : nous ne pouvons en effet pas utiliser de
structure comme condassign pour les boucles while. Si on décide tout de méme de la
mettre en ceuvre, on rencontre des difficultés : une nouvelle implémentation générique
ou typée avec adouble est envisageable pour des méthodes simples (gradient conjugué
pour DarcySolver, mais il ne conviendra pas pour le programme de transport ot 'on doit
inverser des matrices non symétriques définies positives). On peut tenter une recompilation
des bibliotheques avec adouble (ceci n’a pas abouti pour Aztec). Il faut donc tenter d’isoler
de telles opérations pour les différentier manuellement.
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void main(){
GetPot data_file(‘‘data’’) ;
DarcySolver pb(data_file) ;
pb.computeHybridMatrix () ;
pb.applyBCQ) ;
pb.solveDarcy() ;
pb.computePresFlux() ;
for(UInt i=0 ;i<pb.dimVdof ;i++)
pb.globalFlux.vec() (i) *= (-pb.diff _coef) ;
pb.postProcess() ;

TAB. 6.1 — Code source simplifié pour la résolution de 1’équation de Darcy.

La résolution du systeme linéaire de 1’équation (2.51) modifie une variable de classe L
représentant 'inconnue L et utilise les variables de classe M représentant M et R représentant
R. Elle est est effectuée par une méthode solveDarcy. On résume dans le Tableau 6.1 le
code source permettant de résoudre I’équation de Darcy, sans dérivation. On résume dans
le Tableau 6.2 le code source permettant de résoudre ’équation de Darcy et de calculer
une dérivée avec ADOL-C

On résume dans le Tableau 6.3 les modifications a effectuer pour dériver a la main le
systeme linéaire, et dériver tout le reste avec ADOL-C (mode direct) : on doit alors partager
le programme principal. Il s’agit donc de combiner judicieusement différentiations manuelle
et automatique. Ceci demande d’abord une bonne organisation des variables intermédiaires.

6.3.3 Remarque sur l’installation de la bibliotheque

Si des programmes utilisent a la fois les bibliotheques ADOL-C et Lapack, il faut modifier,
avant compilation d’ADOL-C, dans les fichiers
adolc-*/examples/additional examples/taylor/trigger.cpp
adolc-*/adolc/drivers/taylor.c
adolc-*/adolc/drivers/taylor.h
le nom de la fonction address, qui existe a la fois dans ADOL-C et dans Lapack (ces deux
bibliotheque n’utilisent malheureusement pas de namespace).
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void main(){
GetPot data file(‘‘data’’)
DarcyHandler pb0(data_file) ;
int m=pb0.dimPdof+pb0.dimVdof;//nombre de valeurs de retour
int n=1;//nombre de variables independantes
int p=n;//plus grand degre de derivation
//Declarations des variables non actives :
double* x = new double[n] ;//pour arguments
double* y = new double[m] ;//pour valeurs de retour
double** XF ;//derivees des arguments
int i;
XF = new double* [n] ;for(i=0;i<n;i++) XF[i] = new double [p];
double** YF ;//derivees des valeurs de retour (mode direct)
YF = new double* [m] ;for(i=0;i<m;i++) YF[i] = new double [p];
short int tag=0;//identificateur de l'enregistrement
trace_on(tag) ;//mot cle de debut d’enregistrement
adouble PERM ;//declaration d’une variable active
PERM<« =perm ;//initialisation des variables independantes
//instructions (1! des adouble sont declares dans cette partie) :
DarcySolver pb(data_file,PERM) ; pb.computeHybridMatrix() ;
pb.applyBC() ; pb.solveDarcy() ; pb.computePresFlux() ;
for(i=0;i<pb.dimVdof ;i++) pb.globalFlux.vec() (i) *= (-PERM) ;
//definition des valeurs de retour :
for(i=0;i<pb.dimPdof;i++) pb.globalP.vec()(i)>=y]i] ;
for(i=0;i<pb.dimVdof;i++) pb.globalFlux.vec()(i)>=y[i+pb.dimPdof] ;
trace_off() ; //mot cle de fin d’enregistrement
//initialisation des variables independantes (forme inactive) :
x[0]=perm ;
double deltaperm=data_file(” physics/delta_diffusion_coef”,1.) ;
XF[0][0]=deltaperm ;
//appel des routines adolC, mode direct (par exemple) :
int FORWARD=forward(tag,m,n,p,x,XF,y,YF) ;
//initialisation appel des routines adolC, mode adjoint (par exemple) :
double** z=new double™*[m] ;
for(int mm=0 ;mm<m ;mm++) z[mm]=new double[n] ;
for(int mm=0 ;mm<m ;mm--++){
double* u=new double[m] ;
for(int k=0 ;k<m ;k++) u[k]=0. ;ulmm]|=1.;
vec_jac(0,m,n,repeat,x,u,z[mm]) ;

}

TAB. 6.2 — Code source simplifié pour la résolution de ’équation de Darcy et une dérivation
par ADOL-C.
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1. trace_on(0)
PERM<<= x[0]

: :>>=yO [i]

trace_off (0)
2. extraire R, dR, M, dM de y0,dy0
3. L=M"'R

4. construire y1 et dy1l

5. trace_on(1)
...<<= y1[i]
...>>=U[1i]

trace_off (1)
6. forward( 0,m0,n,p,z,dz,y0,dy0)
7. extraire R, dR, M, dM de y0,dy0
8. L=M"'R
dL =M1 (dR — (dM)L)
9. construire y1 et dy1l
10. forward( 1,m,ml1,p,yl,dyl,y,dy)

TAB. 6.3 — Code source simplifié pour la résolution de I’équation de Darcy et une dérivation
partiellement par ADOL-C.
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6.3.4 Utilisation combinée de la différentiation manuelle et de la
différentiation automatique

Il peut étre utile de combiner 'utilisation d’un outil de différentiation automatique et
de la différentiation a la main pour deux raisons.

Nous avons vu que certaines routines, comme des routines de résolution de systeémes
linéaires, ne doivent pas ou ne peuvent pas étre différentiées automatiquement.

On peut utiliser la différentiation automatique comme outil de vérification d'une dé-
rivation a la main. Pour un programme de grande taille, on ne souhaite pas simplement
savoir si le résultat d’un calcul est faux : en cas d’erreurs, il faut savoir dans quelles
parties du programme les rechercher. Il est donc intéressant de pouvoir vérifier des sous-
routines manuelles une par une, les autres routines utilisées dans un programme étant soit
déja vérifies soient dérivées par différentiation automatique. Une version différentoée to-
talement automatiquement est vérifiée par comparaison des résultats des calculs de valeurs
avec ceux du code non différentié de départ, sur plusieurs exemples, sous ’hypothese qu'un
code automatique qui sait calculer des valeurs correctement sait aussi calculer les dérivées.
Les versions manuelles des fonctions ou méthodes peuvent étre vérifiées une par une par
comparaison des résultats avec ceux obtenus par la version automatique.

Dans I’Annexe A, nous précisons comment nous avons mis en place une différentiation
combinée pour le programme de résolution de 1’équation de transport.

6.4 Paradigme pour I'implémentation d’algorithmes
complexes

Un programme informatique peut souvent étre séparé en une partie algorithmique
générique, éventuellement tres complexe a mettre en ceuvre, et une partie calculatoire
spécifique, éventuellement lourde mais proposée en grande partie dans des bibliotheques
de calcul scientifique. Nous proposons dans cette section un paradigme pour ne pas avoir
a reprogrammer les parties génériques pour toutes les applications spécifiques.

L’idée générale est d’utiliser les capacités d’expressivité et la sécurité de programmation
apportées par les langages fonctionnels tels que Caml. Ce langage de haut niveau repose
sur des bases théoriques stures, il offre par exemple 'acces a I'automatisation sure de la
parallélisation d'un programme.

6.4.1 Principe

1. On utilise le langage fonctionnel Caml pour implémenter de facon pleinement générique
des algorithmes complexes faisant intervenir des notions de haut niveau.

2. Les parties calculatoires spécifiques lourdes sont effectuées par des programmes exté-
rieurs (des travailleurs ou workers) qui peuvent étre implémentés dans n’importe quel
langage (pour lequel une bibliotheque de communication est disponible, voir le point
3). En général un langage impératif classique (tel que Fortran, C, C++) est utilisé
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pour des raisons d’efficacité, mais surtout pour réutiliser des codes existants. Dans
I'exemple de la décomposition de domaine, le calcul des p? = S; ()\;) est effectué par
des travailleurs C++ (nous réutilisons le solveur classique de I’équation de Darcy, voir
la section 6.5.2).

3. Les communications entre le pilote et les programmes extérieurs (communications
non paralleles, a I'intérieur d’un méme processeur, les communications liées a la pa-
rallélisation étant gérées par 0CamlP31) suivent un protocole simple et sur utilisant
les canaux d’entrée-sortie standards. On peut fabriquer des workers a partir de pro-
grammes préexistant en les encapsulant a I'aide de la bibliotheque PIO.

4. Le parallélisme éventuel est géré par 0CamlP31(en particulier, le déploiement des
processus sur les différents processeurs ainsi que les échanges de données entre pro-
cesseurs).

Des exemples de I'utilisation de ce paradigme sont une plate-forme de couplage de code
par décomposition de domaine (autocouplage) et une plate-forme d’analyse de sensibilité
déterministe. Il est utilisé dans la these [59] pour la décomposition de domaine suivant
I’algorithme de Robin non-conforme.

On peut utiliser un couplage a plusieurs niveaux. Par exemple, dans un programme de
couplage qui assemble une matrice Jacobienne, le calcul de chaque colonne de matrice Ja-
cobienne peut lui-méme utiliser la plate-forme de couplage par décomposition de domaine.

Bibliotheque polyglotte de communication Le protocole d’échange de données est
implémenté dans différents langages dans la bibliotheque PIO (pour « Polyglot Input/Out-
put »). Il existe actuellement des versions pour les langages Caml, C++, C et Fortran.

6.4.2 Structure générale

La structure générale d’une application utilisant une plate-forme générique est la sui-
vante, illustrée par la Figure 6.1 pour le cas d’un travailleur C++.

1. Le programme maitre (pilote, ou driver) est écrit en Caml. Il implémente la partie
générique de 'application, i.e. la plate-forme. Il se charge du lancement de I’exécution
du programme esclave, puis il utilise la version Caml de la bibliotheque PI0 pour
envoyer des ordres au travailleur et en recevoir les réponses. Seuls les développeurs
de la plate-forme ont a y intervenir.

2. Le programme esclave (travailleur, ou worker) est écrit dans I'un des langages prévus.
Il implémente la partie calculatoire spécifique de l'application. Il se présente sous
la forme d’un serveur de calculs, c’est-a-dire qu’il entre dans une boucle infinie en
attente de stimuli. Il utilise la version appropriée de la bibliotheque PI0 pour recevoir
les ordres du pilote et lui renvoyer ses réponses. Pour une plate-forme donnée, le
programme principal du travailleur est lui-méme générique et peut étre fourni par
les développeurs de la plate-forme. Au final, I'utilisateur de la plate-forme n’a plus a
fournir que la bibliotheque de calculs spécifiques écrite dans son langage favori.
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| Calculs lourds (C++) |

Worker (C++)

I .

| PI0(Caml) |

Dri Caml
[ ]= bibliotheques river (Caml)

ou modules
()= processus

| Algorithme générique (Caml) |

F1G. 6.1 — Couplage de codes simple pour C++.

6.4.3 Parallélisation automatique avec 0Caml1P31

Paralléliser un programme séquentiel est particulierement difficile car le processus de
parallélisation introduit des désynchronisations dans les calculs. L’ordre de leur exécution
peut étre décalé, entrainant des résultats imprévisibles, différents a chaque exécution et
différents des résultats obtenus par le programme séquentiel d’origine. La mise au point
des programmes paralleles est de ce fait un véritable cauchemar. Face a cette difficulté, le
systeme 0CamlP31 offre une solution élégante et théoriquement fondée : une sémantique
séquentielle qui permet d’écrire un programme dont la version parallele, générée automa-
tiquement, donnera le méme résultat que la version séquentielle. Le programmeur dispose
de briques de base du parallélisme, les squelettes, dont le comportement de passage du
séquentiel au parallélisme est parfaitement maitrisé. Une dizaine de squelettes, combinés
comme on ’entend a l'intérieur d’un cadre contraint, suffisent pour exprimer I'essentiel du
parallélisme utilisé en pratique. Le logiciel 0Cam1P31 utilise le langage Objective Caml
et tous les outils de ce langage fonctionnel de haut niveau sont a la disposition du pro-
grammeur. Cette méthode de parallélisation, qui parait quasi miraculeuse aux utilisateurs
habitués aux mois de travail de mise au point des versions paralleles, est le résultat d'une
dizaine d’années de travail, d’abord sur le langage Caml des 1985 puis 0Cam1P31 développé
avec I'université Paris 7 et I'université de Pise.

La spécificité du systéme 0Cam1P31 est d’offrir a I'utilisateur (ici le développeur d’une
plate-forme implémentant un algorithme générique donné) la capacité de déployer auto-
matiquement a I’exécution différents processus (Caml) sur différents processeurs en suivant
le schéma spécifié par les squelettes de parallélisme employés, ainsi que les échanges de
données entre ces processus (Caml).
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Driver (0Cam1P31)

| Algorithme générique (Caml) |

Wrapper (Caml)

Fi1c. 6.2 — Couplage de codes parallele pour C++.

Un squelette est défini comme une fonction

— du second ordre, c’est-a-dire une fonction de fonctions,
— générique, c’est-a-dire paramétrée par d’autres morceaux de codes,

le point important étant que les squelettes forment une algebre compositionnelle, c¢’est-
a-dire que les squelettes peuvent se combiner entre eux.

La structure générale d’une application parallele utilisant une plate-forme générique
est la suivante, illustrée par la Figure 6.2 pour le C++. Elle peut étre vue comme une
généralisation du précédent cas simple.

1. Le programme maitre (pilote, ou driver) est écrit en Caml. Il implémente la partie
générique de 'application, i.e. la plate-forme, au moyen des squelettes de parallélisme
d’0Cam1P31. Il se charge de déployer automatiquement les processus « esclaves » (au
sens de la parallélisation) sur les différents processeurs disponibles pour le calcul.
Seuls les développeurs de la plate-forme ont a y intervenir.
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2. Les processus esclaves (appelés ici capsules, ou wrappers) sont écrits en Caml. En fait,
ils sont obtenus par copie du pilote Caml. Ils se chargent du lancement de ’exécution
des travailleurs (sur le méme processeur qu’eux), puis ils utilisent la version Camlde la
bibliotheque PIOpour envoyer des ordres aux travailleurs et en recevoir les réponses.
Encore une fois, seuls les développeurs de la plate-forme ont a y intervenir.

3. Les programmes esclaves (travailleurs, ou workers) sont écrits dans l'un des lan-
gages prévus. Ils implémentent la partie calculatoire spécifique de 'application. Ils
se présentent sous la forme de serveurs de calculs, c¢’est-a-dire qu’ils entrent dans
une boucle infinie en attente de stimuli. Ils utilisent la version appropriée de la bi-
bliotheque PIOpour recevoir les ordres des capsules (wrappers) et lui renvoyer leurs
réponses. Pour une plate-forme donnée, les programmes principaux des travailleurs
sont eux-meéme génériques et peuvent étre fournis par les développeurs de la plate-
forme. Au final, I'utilisateur de la plate-forme n’a plus a fournir que la bibliotheque
de calculs spécifiques écrite dans son langage favori.

6.5 Plate-forme de couplage de codes

Nous allons expliquer ici des techniques permettant, d'une part de réutiliser des codes
existants pour former des programmes plus complexes (dans notre étude, nous avons un
couplage simple entre un code d’écoulement et un code de transport, qui consiste juste
a transmettre les résultats du premier code a l'autre), et d’autre part de faciliter la pa-
rallélisation, par exemple pour la décomposition de domaine.

6.5.1 Utilisation d’un outil de couplage.

L’utilisateur d’un outil de couplage couple ses codes facilement. Il travaille avec des
exécutables indépendants. Son ou ses programmes extérieurs utilisent n’importe quel lan-
gage de programmation (pour lequel une version de la bibliotheque de communication
existe). Seul son programme principal doit suivre une spécification particuliere : c¢’est un
serveur, c’est-a-dire une boucle infinie, qui attend des ordres et retourne des résultats en
utilisant la bibliotheque de communication. Il doit étre capable de répondre a une liste
donnée de taches, pour étre compatible avec I'outil de couplage. Des exemples de serveur
sont proposés pour chaque langage. De plus, il n’est pas nécessaire de connaitre le langage
Caml pour utiliser un tel outil de couplage.

6.5.2 Communications pour la décomposition de domaine

Le pilote Caml envoie a un travailleur une communication de type Task, c¢’est-a-dire le
nom d’une fonction et ses arguments. Il détermine la liste des taches possibles. Le travailleur
recoit la communication et apres calcul renvoie au pilote soit une communication de type
Result, c’est-a-dire des valeurs de retour, soit une communication de type Error, qui
demandera au pilote de lancer une exception.
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On donne dans le Tableau 6.4 un exemple d’encapsulation de programme C++, pour
transformer le solveur de I’équation de Darcy en solveur de sous-domaine. n,y versions de
ce programme sont lancées par l'outil de couplage dans le cadre d’une décomposition de
domaine. On utilise pour résoudre 1’équation de Darcy sans décomposition de domaine une
classe DarcySolver, paramétrée en particulier par des valeurs de conditions aux limites.
La classe SubDomainSolver dérive de DarcySolver. Sa particularité est que ses conditions
aux limites sont variables (par contre leur nature, Neumann ou Dirichlet, ne 'est pas).

On a principalement défini une fonction loop, qui entre dans une boucle infinie et at-
tend des taches. La classe Communication est définie dans la bibliotheque PI0O dont on
explique I'implémentation dans la section 6.7. L’appel de la méthode to_task() provoque
le lancement d’une exception de type défini dans la bibliotheque PI0 si la communication
recue n’est pas de type Task. Cette exception doit étre rattrapée par le programme prin-
cipal du travailleur de maniere a envoyer une communication de type Error sur la sortie
standard (elle sera donc regue par le pilote). Un objet de type Task possede comme attribut
une chaine de caracteres, renvoyée par la méthode std : :string name(), le « nom » de
la tache. Dans cet exemple, trois noms sont acceptés (sinon on envoie une communication
de type Error). La méthode args de la classe Communication retourne un objet de type
std : :vector<Typed.value> contenant les différents arguments de la fonction a appe-
ler : le type Typed_value est défini dans la bibliotheque PI0 et est destiné a représenter des
variables de type tres général (voir la section 6.7). Les arguments de iterate et de final
représentent des « A », c’est-a~dire des morceaux de conditions aux limites de Dirichlet. Des
convertisseurs sont proposés des types de PI0 vers des types de la bibliotheque standard
C++ et des types classiques, ce qui permet d’implémenter facilement init (initialisation
et résolution du probleme P;), iterate (implémentation de S;), final (résolution de P;
connaissant \) a partir des méthodes déja fournies par la classe DarcySolver. La méthode
send_interface_fluxes, appelée par init et iterate, provoque I'envoi sur la sortie stan-
dard d’une communication de type Result contenant des valeurs de flux aux interfaces (p}
pour init ou Y pour iterate). Les vérifications de taille d’argument nécessaires dans ces
opérations sont facilitées par les définitions des classes de PI0.

6.6 Plate-forme d’analyse de sensibilité déterministe

Nous avons implémenté un pilote d’analyse de sensibilité. On décompose un calcul
d’analyse de sensibilité de la maniere suivante :

— Initialiser : lire du maillage ; si on veut utiliser le mode inverse, faire un premier calcul
de valeur ; retourner la taille m x n de la matrice Jacobienne

— Calculer m lignes ou n colonnes de la matrice Jacobienne

— Assembler la matrice Jacobienne (fabriquer une matrice a partir de m ou n vecteurs)

— Paramétrer : effectuer un changement de variable sur les entrées et/ou les sorties. En
pratique, il s’agit de calculer des produits matrice-vecteur. Les matrices définissant
les changements de variables peuvent étre données sous forme creuse.

— Calculer la SVD

121



void loop( SubDomainSolver* pb, istream& ib, ostream& ob ) {
while(true){
Communication com=receive(ib);
string fun_name=com.to_task() .name();

if (fun_name == "init" ) pb->init( ob ) ;
else if (fun_name == "iter") pb->iterate( ob, com.args() );
else if (fun_name == "final") pb->final( ob, com.args() );

else throw(Unbound_task(fun_name));

}

SubDomainSolver: :iterate( ostream& ob,
vector<Typed_value> args ) {
build_BC(args);
applyBCQ;
solve();
compute_fluxes();
send_interface_fluxes(ob);
}
/*
preexisting functions new functions data types provided by the wrapper

*/

TAB. 6.4 — Adaptation d’un programme extérieur.

Le programme principal du pilote a pour argument le nom du programme définissant
la fonction que l'on souhaite analyser. Il lance ce programme en redirigeant ses entrées
et sorties standards (le langage Caml permet d’effectuer ces redirections facilement) puis
envoie la tache init, qui devra retourner la taille de la matrice Jacobienne du modéle.
Il envoie ensuite les taches demandant le calcul de lignes ou de colonnes, selon 'option
choisie, qui devront retourner des vecteurs. Les différentes lignes ou colonnes peuvent étre
calculées en parallele. Il effectue éventuellement un changement de variable. Il assemble
la matrice Jacobienne puis demande le calcul de sa décomposition en valeurs singulieres,
déléguée a un autre programme extérieur, faisant appel a la bibliotheque Lapack, selon le
meéme processus.

Le travailleur, un programme C++ par exemple, doit donc fournir des méthodes de calcul
de ligne et/ou de colonne de matrice Jacobienne. En revanche il ne s’occupe pas de son
assemblage. Cependant les lignes et les colonnes doivent étre numérotées, ce qui n’est pas
toujours tres naturel (par exemple dans le programme de résolution de ’équation de Darcy
qui n’utilise pas cette fonctionnalité, la conductivité hydraulique est supposée constante
par zone, et les composantes du vecteur d’entrée de F' sont repérées en interne par les
numéros de zones et un indice dans la matrice de conductivité hydraulique locale). Pour
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la différentiation automatique, cette numérotation existe déja.

6.7 Implémentation C++ du protocole de communica-
tion

Le protocole choisi exige que ’on puisse, dans le cas de la réception, appeler des fonc-
tions avant de connaitre la nature des données qui vont étre recues. Il s’agit donc de fonc-
tions abstraites. Le langage C++ est bien approprié a la définition de fonctions génériques.
I permet de définir des types de données (classes) abstraits et des méthodes abstraites
sur ces classes, mais par définition les classes abstraites, ou classes virtuelles, ne peuvent
pas étre instanciées : par conséquent quand une fonction est déclarée avec des arguments
abstraits, elle est utilisée avec des arguments concrets. On ne peut pas non plus récupérer
le résultat d’'une fontion déclarée avec un type de retour abstrait sans connaitre le type
particulier de retour. Avec ce principe, on peut disposer de fonctions et de types de données
tres généraux, mais il faut encore savoir dans quel cas particulier on se trouve avant de
les utiliser. Toutes les fonctions doivent connaitre concretement leur type au moment ou
elles sont appelées.

Avec notre protocole de communication, les informations sur la nature des informations
(tache ou donnée, donnée scalaire ou vectorielle, type paramétré scalaire...) reques sont
connues au fur et a mesure de la réception, c’est-a dire apres 'appel de la fonction de
réception. Nous avons donc besoin pour notre implémentation d'un type général pouvant
étre instancié : il s’agit d’un type somme général (correspondant en mathématiques a une
union d’ensembles). Le langage C fournit un constructeur de type somme appelé union,
dont on donne un exemple d’utilisation dans le tableau 6.5. Son principe est le suivant : il

union union-name {
public-members-1list;
private:
private-members-list;
} object-list; // \cite{\urlcppreference}

Par exemple :

union real {
int 1i;
double d;

float f;
}

TAB. 6.5 — Type somme du langage C.
s’agit d'une structure particuliere dont un seul des champs est défini a un instant donné.
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Tous les champs partagent le méme espace mémoire. La mémoire allouée a I'instanciation
d’une union est celle nécessaire pour le champ le plus gros. Il faut prévoir hors de I'union
une variable indiquant quel champ est actif. L’utilisation des union C est réservée aux
types simples (entiers, caracteres, flottants simple et double précision) : en effet 'appel
a des constructeurs a l'instantiation d’'une union est impossible, car le compilateur doit
connaitre la taille des champs de I'union. On peut contourner la difficulté en utilisant des
unions de pointeurs, c¢’est-a-dire d’entiers, mais on perd alors des fonctionnalités de gestion
automatique et d’allocation dynamique de mémoire de la bibliotheque standard C++.
Nous avons donc simulé les type sommes généraux fournis par le langage Caml (tableau
6.6) en nous appuyant sur la bibliotheque standard C++. Un préalable est la simulation

type real =
| Int of int
| Float of float ;;

TAB. 6.6 — Exemple de type somme en langage Caml.

du type pointeur libre. En langage Caml, les pointeurs libres ont le type paramétré a
option. Un int option peut prendre par exemple la valeur None, ce qui signifie que le
pointeur libre contient « rien », ou la valeur Some 113, ce qui signifie que le pointeur libre
contient un entier de valeur 113. Nous avons donc implémenté une classe Elem, dont I’entéte
est présentée dans le tableau 6.7, qui contient principalement comme attributs privés un
vecteur pouvant prendre les tailles 0 ou 1 et un identificateur de I’état de I'objet, c’est a
dire vide, lorsque vecteur est de taille 0, ou plein. Cet identificateur est redondant avec
la taille du vecteur. Des méthodes publiques permettent de lire ou de modifier ’état de
I'objet :

bool is() pour la lecture,

void Some(),

void None() pour la modification.

Les méthodes de lecture et de modification du contenu du vecteur (... data(...))
envoient des exceptions si leur appel n’est pas cohérent avec I’état de I'objet, c’est-a-dire
si is()==false. Le constructeur par défaut construit un élément vide.

Une classe représentant un type somme comprend des attributs de type Elem<...>
paramétrés par les types composant la somme. On doit s’assurer qu’au plus un champ
de type Elem<...> est non vide a la fois. Un attribut supplémentaire identifie I’éventuel
champ actif ou indique que la somme est vide. Les méthodes d’une classe somme auront
un comportement particulier dans le cas ol la somme est vide. Le constructeur par défaut
construit une somme vide qui n’aura pas d’intérét pratique puisque nous préférons ne pas
donner la possibilité de modifier le choix du champ actif d'un objet somme. Nous devons
également proposer un constructeur a argument par attribut de type Elem<...>. Une
classe somme doit aussi proposer des convertisseurs vers des types classiques, qui renvoient
des exceptions lorsqu’on appelle un convertisseur incompatible avec le champ actif.

124



template<class dataType> class Elem{
bool _is;
vector<dataType> _data;
public:
Elem(const dataType& x);
Elem();
bool is();
void Some();
void None();
void data(dataType x);
dataType & data(Q);
const dataType & data();
virtual “Elem();

TAB. 6.7 — Simulation de pointeur libre.

Dans le déroulement d’une fonction de réception de communication, ’acquisition d’in-
formations sur I'objet en cours de réception se traduit par ’appel de constructeurs parti-
culiers d’objets somme (une fonction de réception de communication appelée sans aucune
information préalable fabriquera un objet de type somme Communication). L’utilisation
des données contenues dans une Communication demande 'utilisation des convertisseurs.
On peut alors soit faire des hypotheses sur la nature des informations contenues dans la
communication (dans les cas pratiques, on a souvent une idée), le convertisseur nous aver-
tira si ces hypotheses étaient fausses; soit conditionner les opérations de conversion et les
suivantes par le résultat de la lecture des identificateurs de champs actifs.

La bibliotheque de communication doit aussi permettre de transmettre les données flot-
tantes sous format binaire ou ascii : le format binaire recopie exactement la représentation
du flottant en mémoire et empéche donc une perte de précision au cours des communi-
cations, tandis que le format ascii est lisible par un humain mais représente une approxi-
mation du flottant. Le choix entre ces formats est déterminé par des variable globales
La variable utilisée en écriture est a valeurs modifiables directement par l'utilisateur de
la bibliotheque. Le format ascii est normalement a réserver au débogage, donc la valeur
par défaut de la variable est binary. En général, cette variable est modifiée au plus une
fois, au début du programme principal. La variable utilisée en lecture n’est pas modifiable
directement par 'utilisateur de la bibliotheque et est modifiée automatiquement selon les
informations recues dans une communication. La technologie utilisée est celle des singleton
pattern, décrite par exemple dans [24] et [60], P222. Une variable globale est définie a partir
de

1. une fonction non exportée, sans argument, définissant une variable statique! et re-

'Une variable statique est une variable dont il existe toujours exactement une instance pendant
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tournant son adresse. Si on écrit
int & entier_global(){static int eg=113; return eg;}

113 sera simplement la valeur par défaut pour la variable globale ;

2. une fonction sans argument, éventuellement exportée, retournant la valeur de la va-
riable statique. Par exemple

int get_entier global(){return entier global() ;}

3. une fonction éventuellement exportée permettant de modifier la valeur de la variable
statique. Par exemple

void set_entier global(int i){entier global()=i;}

Les point 2 et 3 peuvent étre modifiés selon I'utilisation souhaitée. Par exemple le choix as-
cii/binaire est déterminé par un booléen global et on exporte les fonctions void set_binary(),
void set_ascii() et bool get_binary().

Autres utilisation de la bibliothéque de communication. Cette bibliotheque fa-
cilite le découpage d’un code en phase de développement : on peut écrire différents pro-
grammes principaux pour différentes briques d’un probleme et les deboguer séparément. On
utilise la bibliotheque de communication pour enregistrer les sorties d’une brique dans un
fichier et faire lire ce fichier par la brique suivante. Ce systeme fournit la sécurité de la trans-
mission des informations : comme les types et les tailles de données sont systématiquement
vérifiés, on évite les erreurs dues a des décalages dans la lecture de fichiers de données.

Iexécution du programme. Une variable statique déclarée dans la définition d’une fonction conserve sa
valeur entre les différents appels de la fonction.
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Chapitre 7

Applications

7.1 Ecoulement tridimensionnel : étude des flux aux
exutoires et comparaison avec des résultats pro-
babilistes

7.1.1 Choix des opérateurs de paramétrisation et d’observation

On considere le modele d’écoulement décrit dans la section 2.1. On s’intéresse a 'effet
des incertitudes sur le champ de conductivité hydraulique I sur le flux de « a travers

nee surfaces de €2, ou exutoires S;, i = 1,...,n,. Ces n,. exutoires étant données, et
orientées par les champs de vecteurs normaux 7°, i = 1,...,n,., les indicateurs de streté,
ou observations, ou mesures, sont les flux ®;, i = 1,...,n,., définis par
. -
pour i = 1,...,nge, <I>,-—/U~n. (7.1)
S;

On suppose que le champ de matrices de conductivité hydraulique est uniforme par
morceaux. On définit donc n, zones €),, o = 1,...,n,, ou sous-domaines de €2, formant
une partition de Q : Q = ngzlﬁa, sur chacune desquelles KC est uniforme : Kjg, = K,. On
considérera le vecteur de matrice symétriques définies positives K, K = (Ka)a:L...,nz‘

Ensuite, on a besoin de choisir une paramétrisation de K, c’est-a-dire de définir un
certain nombre de parametres d’entrée pour la fonction que nous analyserons. Pour tout
a, a =1,...,n,, K, est une matrice symétrique de taille 3 x 3, de sorte que le champ
de tenseurs K est entierement déterminé par 6n, parametres, et un choix naturel pour
ces parametres serait les coefficients des moitiés inférieures des n, matrices. Le nombre
de parametres est réduit si nous faisons des hypotheses supplémentaires sur la forme des
matrices. Par exemple, si nous supposons que toutes les matrices sont diagonales, on a
besoin de 3n, parametres, par exemple les termes diagonaux des n, matrices. Le nombre
de parametres est encore réduit si nous supposons que la conductivité hydraulique est
parfaitement connue dans certaines zones : les coefficients de K, dans de telles zones
seront des parametres constants et pas des parametres d’entrée.
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Pour le probleme considéré ici, on suppose que, pour chaque zone €2, K, est soit diago-
nal soit scalaire, donc déterminé par au plus 3 parametres. Le nombre total de parametres
d’entrée indépendants n;, vérifie n;, < 3,.. On note K, K = (K. j>j:17.--,m-p’ le vecteur conte-
nant ces parametres. Comme les coefficients de K peuvent varier de plusieurs ordres de
grandeur, on utilise une paramétrisation logarithmique. Par conséquent, on choisit comme
parametres d’entrée les logarithmes des K; et on note k, K = (k;) , le vecteur de

nombres réels défini par

Jj=1,...np

pour j =1,...,n;, k; =logK;. (7.2)

Nous nous intéressons a la fonction F qui associe les parametres de sortie (®;),_;
aux parametres d’entrée , une fonction de R™» dans R™<. Nous allons en fait analyser
sa version discrétisée I qui associe les approximations des flux a travers les exutoires

P = <Q>l> aux parametres d’entrée k :
1=1,...,N0c

avec, pour ¢ = 1,..., e,

F, . R — R,

jEJ‘EjCSi
ol 1i; - ' = +1 selon que 1; = 71’ ou 1i; = —7i’. La fonction F se décompose sous la forme
F=0oFoP (7.5)

ou P est I'opérateur de paramétrisation :
Pk €R™ = K e M "™ (7.6)
O est I'opérateur d’observation :
O:U € R"I — O € R™ (7.7)

et
F:KeMi,"™ —U e R (7.8)

ou U est solution de I'équation d’état
(K, U)=0 (7.9)
définie par les équations (4.1) a (4.3).
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7.1.2 Choix d’une méthode de dérivation

Pour notre exemple nous aurons plus de parametres d’entrée (i.e. de composantes
pour k) que de parametres de sortie (i.e. que d’exutoires). Nous choisissons donc une
différentiation en mode inverse. Le nombre de variables intermédiaires est trop important
pour utiliser la différentiation automatique en mode inverse avec ADOL-C. Nous utilisons
donc un code différentié manuellement, par la méthode de 1’état adjoint.

Dérivation en mode direct. La section 4.3.1 explique comment dériver F' en mode
direct. Pour calculer I, on utilise la régle de composition, mais on n’assemble pas F’. La
matrice Jacobienne est calculée colonne par colonne en annulant des variations élémentaires
de Popérateur &,. On note, pour j,j" € {1,...,njp}, (dr’),;, = d;; et

dK? = g—’:dmﬂ'. (7.10)

La j¢™¢ colonne de F” est calculée & partir de dif’ tel que

oy .. 0&, . .

Ay o+ =AU = 0. 7.11

ok o i
La i composante de cette colonne est F); = d®] = Z if), - 7'l Ainsi, indépen-

keJ|ELCS;
damment du nombre d’exutoires n,., il y a n;, systémes linéaires a résoudre pour calculer
la matrice Jacobienne F’ de F. La taille des systémes linéaires est indépendante du nombre
de parametres d’entrée et de sortie (pour un opérateur aux dérivées partielles discret &,
donné).

Dérivation en mode inverse. La section 4.3.2.2 explique comment dériver F' en mode
inverse. La matrice Jacobienne est calculée ligne par ligne en utilisant la méthode de 1 ;état
adjoint. Pour ¢ = 1,...,n,., on note par gé le vecteur de longueur ngf (la longueur du
vecteur U) dont la k¢ composante est égale & iy - 7i' si Ej existe avec Ep C S; et est
égale & 0 sinon. Pour calculer la i™¢ ligne de F”, on utilise les équations (4.13) et (4.14)
dans le cas particulier (4.15) avec [O'(U,,)]" v = g% : nous devons d’abord déterminer 'état
adjoint correspondant A’ en résolvant, selon I’équation (4.23),

Ac BT CT A
B 0 0 p | = -5 (7.12)
cC 0 o0 A%

Ensuite, la i ligne de la matrice Jacobienne de F est

T
i {85" am} A, (7.13)

I = 0K or
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Ainsi, nous devons résoudre un systeme linéaire par exutoire pour former la matrice Jaco-
bienne de F'. Le nombre de systemes linéaires a résoudre est indépendant de la longueur
du vecteur k. La taille des systemes a résoudre est la méme que pour le mode direct.
Puisqu’il est possible que nous voulions modifier le choix des parametres d’entrée et de
sortie, il est avantageux d’étre capable de dériver notre modele a la fois en mode direct et
en mode inverse, et d’utiliser le mode direct lorsque les parametres de sortie sont les plus
nombreux, et le mode inverse lorsque les parametres d’entrée sont les plus nombreux.

7.1.3 Domaine de calcul

Le modele est un modele hydraulique tridimensionnel simplifié, principalement constitué
de couches planes paralleles. Le domaine de calcul €2 a une profondeur d’environ 500 metres
et une extension horizontale d’environ 40 kilometres par 40 kilometres. Il est divisé en 12
zones 1, o = 1,...,12, chaque zone étant contenue dans une couche. Nous utilisons un
maillage d’environ 300 000 cellules, chaque cellule étant incluse dans une zone. Les zones
sont représentées sur les deux coupes de la Figure 7.1. Le site de stockage est contenu
dans la zone €); et est représenté en rouge sur la figure. Sur toutes les figures, les dimen-
sions verticales ont été multipliées par 30. La conductivité hydraulique est constante sur

12 11
10 9 6
sS4 6 83 & 5 OS4 S3
4 s1
2 - 5
Zones de stockage

(a) (b)

F1a. 7.1 — Section 2D verticale (a) et section 2D horizontale (b) du modele hydraulique
3D.

chaque zone. La conductivité hydraulique dans les zones € et €25 est la méme, K; = K.
Cette matrice est diagonale, avec une composante verticale k, et deux composantes hori-
zontales égales kj. Dans les zones (23 a ()15, la conductivité hydraulique est scalaire : pour
a=3,...,12, K, = kI, ou I est la matrice identité de taille 3 x 3. Le vecteur K est de
longueur n;, = 12 avec Ky = ky, Ky = k, et pour a = 3,...,12, K, = k,. Sur les figures
et les tableaux qui suivront, les deux premieres composantes seront indexées par h et v, au
lieu d’étre indexées par 1 et 2.

Les exutoires S; et Sy sont des surfaces planes horizontales, coincidant avec des interfaces
entre des zones : S; = Q3 N Q3 et Sy = Q3 N Q5. L'exutoire S; est constituée de 3 surfaces

130



planes verticales, avec S; = Q5 N Q. L’exutoire Sy est la face latérale d’un cylindre & axe
vertical, avec Sy C ().

La Figure 7.2 montre, selon deux perspectives différentes, la distribution de pressions
d’eau correspondant a un jeu de conductivités hydrauliques treés probable (« best esti-
mate »), dont les valeurs sont données dans les Tableaux 7.2 et 7.3. L’eau s’écoule globa-
lement des zones a plus haute pression (représentées en rouge) vers les zones a plus basse
pression (représentées en bleu). La Figure 7.3 représente, pour les mémes conductivités
hydrauliques et selon les mémes perspectives, une seule ligne de courant partant du site
de stockage. Elle passe a travers les exutoires Sy, S, S3, et le long de I'axe du cylindre
définissant Sy.

2.3084E+02 3.9032E+02 2,3084E+02 3.9032E+02

e — | | — |
1 S11DE+02 3.1058E+02 4 700BE+02 1 5110E+02 F1056E+02 4 T00BE+02

(b)

F1G. 7.2 — Champ de pression pour un jeu de parametres tres probable. (a) : vue de coté;
(b) : vue de dessus.

(a) (b)

F1G. 7.3 — Ligne de courant de la vitesse de ’eau pour un jeu de parametres tres probable.
(a) : vue de coté; (b) : vue de dessus. Le domaine de calcul est transparent et les différentes
couleurs de fond correspondent a différentes zones.
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7.1.4 Données pour les parametres d’entrée

On suppose que les conductivités hydrauliques dans les zones 7 a 12 sont précisément
connues. Leurs valeurs k7, ..., k1o sont données dans le Tableau 7.2. Les autres variables
kn, kv, ks, ..., ke sont définies par les lois de probabilité données dans le Tableau 7.1, on
voit que certaines sont corrélées. Les valeurs de ces parametres considérées comme les plus
probables sont données dans le Tableau 7.3. Le choix d'une paramétrisation logarithmique
pour 'étude déterministe est cohérente avec la description des densités de probabilité par
des lois log-normales.

Variable | Vmin | Vref | Vmax | cm | cM
k, (m/s) 10~ 110781072 |1 99

kn 0 1 2

k_v 10 10 10 5 95 Variable | Vmin | Vmax

k k

k_4 10! 102 103 0.1 ]0.99 (a) k—g 10 1000 (t)
3 )

ks (m/s) | 1079 |10=° | 107 |5 |95

k
-6 10! 102 | 103 0.11]99.9
ks

TAB. 7.1 — Conductivités hydrauliques variables dans ’étude probabiliste. (a) : lois log-
normales tronquées aux centiles cm et ¢cM, de moyenne Vref, d’écart type tel que la loi
charge [Vmin, Vmax]; (b) : loi uniforme de minimum Vmin, et de maximum Vmax.

k ks kg k1o k11 K12
1072121077 (1072|107 | 3107*[3 107

TAB. 7.2 — Conductivités hydrauliques invariantes (m/s).

l{h k’v k‘g k’4 k’5 k6
w10 B[10°M][10°]810°]610°7
D, ®, O D,

2.48 107° | 2.46 107> | 1.44 10~* | 5.51 10~*

TAB. 7.3 — Valeurs considérées comme les plus probables pour les parametres variables
(m/s) et flux en eau correspondant (m?/s).

7.1.5 Résultats attendus

Le flux moyen est principalement déterminé par les valeurs des conductivités hydrau-
liques dans les zones les moins perméables, qui peuvent étre considérées comme des bou-
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chons, et par les conditions aux limites, dont 'influence n’est pas étudiée ici (voir par
exemple pour cela 'article [53]). Les hétérogénéités de la conductivité hydraulique ont une
influence sur les variations spatiales du flux : 'eau est en effet attirée par les zones les plus
perméables, qui se comportent comme des éponges.

7.1.6 Résultats probabilistes

L’échantillon représentatif de parametres d’entrée généré pour cette étude effectuée par
I’ANDRA est de taille 1000.

La sensibilité de @ n’a pas été étudiée ici, car il a été d’abord observé que la valeur
de (i>2 était toujours tres proche de celle de (i>1 (on a conservation su flux entre S et
Ss). L'indicateur présenté ici est la moyenne des coefficients de monotonie de Spearman
(section 3.1.3.2), du PRCC (section 3.1.3.3) et du SRRC (section 3.1.3.4). Les résultats sont
donnés dans le Tableau 7.4 : nous observons que la variation de ®; dépend exclusivement
de la variation de k,, la variation de ®3 dépend principalement de la variation de ks et la
variation de ®, dépend exclusivement de la variation de kg.

®; | indicateur || ®3 | indicateur || P, | indicateur
(kn) 0.10 (kn) 0.03 (kn) 0.01
(ky) 1.00 (ky) 0.05 (ky) 0.01
(ks3) 0.08 (k3) 0.00 (k3) 0.03
(ky) 0.02 (ky) 0.01 (ky) 0.02
(ks) 0.12 (ks) 0.93 (ks) 0.14
(ko) 0.08 (ke) 0.47 (k) 1.00

TAB. 7.4 — Indicateur de corrélation statistique entre les flux d’eau et les parametres
d’entrée en régime permanent.

7.1.7 Résultats déterministes et interprétation

La matrice Jacobienne a été calculée selon la méthode de 1’état adjoint puisque les
sorties sont moins nombreuses que les entrées, en utilisant un code différentié exactement
a la main.

L’algorithme de SVD est largement utilisé et plusieurs implémentations existent. Nous
utilisons la routine dgesvd fournie par la bibliotheque d’algebre linéaire Lapack.

7.1.7.1 Lire les résultats d’analyse de sensibilité

Sur chaque groupe de trois images (Figure 7.4 a Figure 7.8), la premiere image (a)
donne les valeurs singulieres, normalisées par rapport a la premiere. Les coefficients de
normalisation sont donnés entre crochets. Nous avons n,. = 4 parametres de sortie (un par
exutoire) et ny. < n;, (N4, est le nombre de parametres d’entrée) donc nous avons 4 valeurs
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singular value

singulieres {sx},_; 4, chacune étant représentée par une bille de couleur sur I'image (a).
La seconde image (b) donne les vecteurs singuliers dans l'espace d’entrée représentés dans
la base canonique correspondant aux composantes de K. Nous avons n;, = 12 parametres
d’entrée donc 12 vecteur singuliers {vx},_, , & 12 composantes dans I'espace d’entrée.
Chacune des 12 courbes correspond a un vecteur singulier et chacune des 4 premieres
courbes est associée avec la bille de la méme couleur sur la premiere image (a). Pour
k > ne,. = 4, une petite variation des parametres d’entrée selon la direction v, n’a pas
d’influence sur les sorties. Un tel vecteur est dans le noyau de la matrice Jacobienne. La
troisieme image (c¢) donne les vecteurs singuliers de 1'espace de sortie, représentés dans la
base canonique correspondant aux composantes de ®. Nous avons 4 paramétres de sortie
donc 4 vecteurs singuliers {ux},_, , a 4 composantes dans I'espace de sortie. Chaque
courbe correspond a un vecteur Sirig{llier et est associée avec la bille de la méme couleur
sur la premieére image (a) et avec la courbe de la méme couleur sur la deuxieme image (b),
selon I'équation (3.23).

7.1.7.2 Une premiere étude locale

Les résultats représentés sur la Figure 7.4 sont obtenus avec les parametres considérés
comme tres probables, donnés dans les Tableaux 7.2 et 7.3. Autour de ce jeu de parametres,

15t OUtpUL SV
—— 2nd output sv
= 3rd output sv
0.5 4th output sv

1 2 3 4 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4
singular value index input parameter index mesure index (velocity flow)

(a) [5.53 1072 m?/s] (b) (c)

F1G. 7.4 — Résultats de SVD pour les parametres les plus probables (voir les Tableaux 7.2
et 7.3).

I'influence principale (représentée par la bille et les courbes en rouge) est celle de la conduc-
tivité hydraulique dans la zone numéro 6 (la seule composante non nulle de v est la sixieme)
sur le flux (i>4 a travers la surface S, (la seule composante non nulle de u; est la quatrieme).
Ensuite nous avons (représentée par la bille et les courbes en bleu foncé) I'influence de la
conductivité hydraulique dans la zone numéro 5 (la seule composante non nulle de vs est la
cinquieme) sur ®3 (la seule composante non nulle de us est la troisieme). Ensuite nous avons
(représentée par la bille et les courbes en vert) I'influence de la conductivité hydraulique
verticale dans la zone de base (la seule composante non nulle de v3 est la deuxieme) sur la
somme, ou la moyenne, de ®; et ®, (u3 a exactement deux composantes non nulles, égales,
la premiere et la deuxieme). Enfin nous avons (représentée par la bille et les courbes en
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bleu clair) l'influence de la conductivité hydraulique dans la zone 3 (la seule composante
non nulle de vy est la troisieme) sur la différence entre les flux <T>1 et @2 (en effet, uy a
exactement deux composantes non nulles, opposées, la premiere et la deuxieme). Puisque
la derniere valeur singuliére s, est négligeable devant les autres, on peut dire que @5 — Dy
est presque invariant pour de petites variations des parametres d’entrée autour du jeu de
parametres considéré. Les autres parametres d’entrée ont une influence négligeable sur les
flux considérés.

Finalement, on arrive aux mémes conclusions que par I’étude probabiliste. Cependant,
une seule étude locale n’est pas suffisante pour justifier une conclusion, par conséquent
nous avons effectué la méme étude pour d’autres jeux de parametres d’entrée.

7.1.7.3 Variabilité des résultats d’analyse de sensibilité lorsque ’on fait varier
le jeu de parametres d’entrée

Les autres résultats de SVD présentés correspondent a des jeux de parameétres beau-
coup moins probables. Nous avons d’abord calculé 12 matrices Jacobiennes supplémentaires
ainsi que les décompositions en valeurs singulieres correspondantes, en choisissant la va-
leur la plus probable pour tous les parametres sauf un, pour lequel nous choisissons la
valeur la plus petite ou la plus grande possible (en respectant les corrélations entre pa-
rametres). Ensuite, nous avons exploré les sommets de I'ensemble des valeurs possibles
pour les conductivités hydrauliques (cet ensemble est un polyedre), c¢’est-a-dire que nous
avons choisi pour chaque parametre variable la plus petite ou la plus grande valeur possible,
en vérifiant les corrélations, données dans le Tableau 7.5. Ceci signifie 2° = 64 calculs de
matrices Jacobiennes et décompositions en valeurs singulieres supplémentaires. Quelques

k€ {107,107}
k, € {kv,102kv}

ks € {10712,1010)
ky € {10k’3,103k’3}
ks € {10_9,10_7}
ke € {10ks, 10°ks)

TAB. 7.5 — Choix des parametres variables pour les analyses déterministes.

échantillons des résultat obtenus sont donnés dans les Figures 7.5 a 7.8. Nous résumons
ici les principales tendances observées (liste exhaustive). Tous les résultats des 12 + 64
tests sont donnés en Annexes B.1 et B.2.

1. Dans la plupart des cas, les résultats sont similaires a ceux obtenus pour la premiere
étude locale, c’est-a-dire que la liste hiérarchisée des influences locales est

(log kg sur D4;log ks sur D5 log ky sur q + y; log ks sur @ — CiDQ).
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2. L’influence locale de la conductivité hydraulique dans la zone de base £2; U2, dans les
résultats de sensibilité semble rester presque nulle pour tous les jeux de parametres
possibles.

3. Dans certains cas, on observe une modification de la hiérarchie des influences locales :

k
(a) Chaque fois que k_5 = 10” (c’est la plus petite valeur possible), 'influence locale

de log k, sur ®; + @, est plus grande que 'influence locale de log ks sur ®3. Voir
les Figures 7.7 et 7.8.

k
(b) Chaque fois que k_6 = 10* (c’est la plus petite valeur possible), I'influence locale

de log k, sur ®; + @, est plus grande que 'influence locale de log kg sur ®4. Voir
la Figure 7.8.

4. Dans certains cas, on observe une modification de la composition des vecteurs singu-
liers :

(a) Chaque fois que kg = 107 (c’est la plus grande valeur possible), log kg et log ks
ont tous les deux une influence locale sur ®4. Voir les Figures 7.5 et 7.6.

k
(b) Chaque fois que == (c’est la plus petite valeur possible), nous observons

une influence de log k, +a log ks sur @1 + ('1:)2, ou a ~ 0.5, au lieu d’observer une
influence de log k, sur ®; + ®5. Voir les Figures 7.6 et 7.8.

k-
(c) Chaque fois que = —=10? (c’est la plus grande valeur possible), on observe une

k.
influence de logk, — a~log k3~ sur ®&; + &5, ou a ~ 0.5, au lieu d’observer une
influence de log k, sur ®; + ®,. Voir la Figure 7.5.

k k
(d) Le parametre k4 a une (tres faible) influence lorsque k‘_4 et — sont tous les deux
3 v
les plus petits possibles. Voir la Figure 7.8.

7.1.7.4 Utiliser les résultats d’analyse de sensibilité

Nous considérons la linéarisation de notre modele autour du jeu de parametres le plus
probable. Si les flux a travers chacune des exutoires ont la méme importance, les parametres
d’entrée les plus importants a bien déterminer (pour réduire la variance des parametres de
sortie par exemple) sont log k., log k5 et log kg. Le parametre de sortie Py (resp. i)4) pourrait
étre controlé localement, sans modifier les autres parametres de sortie, en modifiant sim-
plement la valeur de log k5 (resp. log kg). Le parametre de sortie ®, pourrait étre controlé
localement, sans modifier les autres parametres de sortie, en modifiant les valeurs de log k,
et de log k3 avec le méme signe. Le rapport entre ces modifications dépend des valeurs sin-
gulieres suivant 1'équation ssA(logk,) — s4A(log ks) = 0, de maniere & imposer Ad, = 0.
Le parametre de sortie @, pourrait étre controlé localement, sans modifier les autres pa-
rametres de sortie, en modifiant les valeurs de log k, et log k3 selon des signes opposés, en
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singular value

zone n° [ 1,2 |3 4 |5 |6 |7 |8 |9 |0 |11 |12 |
ko or Ko(m/s) | ky =107k, =107 [ 107 [107° [ 1077 [ 107" [107° [ 2107 [ 1072 [ 107" [ 310* |3 1077
10° 1 1
m— {5t OUtpUL SV
= = 2nd output sv
10 s 3rd OUtPUL SV
0.5+ 0.5 4th output sv
107
§
£ 10° 0 0
2
@40
-05 -05
10° [
10""’1 s 5 l A e -1 :
v 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4
singular value index input parameter index mesure index (velocity flow)
(a) [3.78 107! m? /5] (b) ()

k
Fic. 7.5 — Exemple de résultats de SVD, avec kg et =3 prenant leur plus grande valeur

possible.

zone n° [ 1,2 13 |4 |5 |6 7|8 |9 | |11 |12 |
ko or Ko(m/s) | ky =107k, =107 [ 1072 [ 107 [ 1077 [ 107" [ 107 [ 2107 | 1072 [ 107" [ 310" | 3 107" |

10 T T 1

1
10 {1 ost 05
107 0 0 /
" - 1st output sv
10 -0.5 -0.5 = 2nd output sy |
~3rd output sv|
‘ 4th output sv|
10° -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4
singular value index input parameter index mesure index (velocity flow)
3.78 107! m? b
a . m-/s C

k
F1G. 7.6 — Exemple de résultats de SVD, avec k_3 prenant sa plus petite valeur possible et

k¢ prenant sa plus grande valeur possible. ’
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singular value

singular value
>
(=]

zone n° | 1,2 13[4 |5 |6 |7 |8 9 |10 |11 |12 |
ko or Ko(m/s) [k, =102k, =102 1070 [1077 [10° [105[107°[2107 [ 1072 [ 1077 [310 " [ 31077 |

10 1

1

10° q 0.5r 0.5

= 1st output sv
= 2nd output sy ]
~3rd output sv|
4th output sv|

1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4
singular value index input parameter index mesure index (velocity flow)

(a) [9.29 1072 m? /5] (b) ()

k
Fi1G. 7.7 — Exemple de résultats de SVD, avec k_5 prenant sa plus petite valeur possible.

v

zone n° |12 |3 |4 |5 |6 |7 |8 9 10 |1 |12 |
ko or Ko(m/s) |k =107k, =1072 [ 1072 [ 107" [10° [10¥ [ 107" [2107 [ 1072 [ 107" [ 310" [ 3107 |

10 T T 1

1
10™ {1 o5f 05 \
10 0 0 /
= 1st output sv
10° -05 -05 ——2nd output s\ |
~3rd output sv|
1 4th output sv|
-4
10 2 3 4 v s 4 5 6 7 8 9 - 2 3 4
singular value index input parameter index mesure index (velocity flow)
(a) [1.62 107* m?/s] (b) (c)
ks ks ke ky
FiG. 7.8 — Exemple de résultats de SVD, avec

4 )
—, —, —, — et — prenant leur plus petite
k' k' ke ke s p p p

valeur possible.
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respectant égalité s3A(log k,) + s4A(log ks) = 0, de maniére & imposer A®; = 0. Puisque
s4 est beaucoup plus petit que s3, il serait tres difficile de controler indépendamment @,
et (I)Q.

7.1.8 Conclusions

Plusieurs études déterministes locales ont été réalisées, autour de jeux de parametres
plus ou moins probables. Pour cet exemple, on observe une faible variabilité des influences
locales lorsque le choix des parametres d’entrée varie dans I’ensemble des parametres pos-
sibles. Ceci est di a la faible non linéarité du modele, assurée par le choix dune pa-
ramétrisation logarithmique. Les résultats ont été comparés avec ceux obtenus par une
étude probabiliste de type Monte-Carlo. Les études probabiliste et déterministe fournissent
des résultats similaires, et qui sont cohérents avec ceux attendus pour ce cas-test (section
7.1.5). Notons que dans les cas ou les résultats d’analyse déterministe locale varient beau-
coup suivant les parametres d’entrée, il faudrait aussi se méfier des résultats probabilistes.
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7.2 Ecoulement tridimensionnel : étude déterministe
des variations locales

Nous effectuons des analyses de sensibilité locales, dans le sens ou les résultats que
nous obtenons sont pertinents a condition que les plages de variation des parametres soient
faibles. Nous employons le terme local dans le titre de cette section dans un autre sens : dans
la section 7.1, nous avons étudié la sensibilité du flux total de la vitesse de 1’eau a travers
des exutoires. Maintenant nous nous intéressons aux variations spatiales, a l'intérieur de
petites surfaces, de la vitesse d’écoulement de I'eau.

7.2.1 Description du cas-test

On considere le méme probleme d’écoulement que dans la section 7.1, mais cette fois ci
les sorties de notre fonction sont les flux de « a travers certaines faces du maillage. Nous
n’avons pas utilisé de paramétrisation logarithmique, en revanche nous avons considéré
comme entrée de notre fonction toutes les composantes de la moitié inférieure des tenseurs
de perméabilité, méme celles extradiagonales (nulles). On peut ainsi mesurer I'influence
de 'hypothese « tenseur diagonal ». Sur toutes les figures, les dimensions verticales sont
grossies 100 fois. La Figure 7.9-(a) montre le domaine de calcul avec les conditions aux
limites : la pression est imposée sur la partie rouge et la partie verte est imperméable.
L’emplacement des composantes de flux choisies est aussi montré sur la figure 7.9-(a).

| zone number | 1,2, 14 |3 |4 |5 | 6 |7 [8 [9 10 |11 12 |13 |

10—12
0 10712
0 0 1071

TAB. 7.6 — Distribution de perméabilité.

permeability
m.s~t

107121107 [ 8.107° | 6.1077 | 1072 | 2.1077 | 10712 | 101 | 3.107* | 3.107° | 3.107°

La figure 7.9-(b) montre la distribution de pressions correspondante. L’eau s’écoule
globalement des hautes pressions (en rouge sur la figure) vers les basses pressions (en bleu
sur la figure).

7.2.2 Décomposition en valeurs singuliéeres

Nous avons différentié 12 composantes de flux en fonction de la distribution de perméabilité.
Ces 12 composantes sont situées a la surface du domaine, dans la zone numéro 11 qui est
la plus perméable. Elles sont représentées en beige sur la Figure 7.9-(a).

La décomposition en valeurs singulieres de la matrice Jacobienne a été effectuée en
utilisant la méthode de I’état adjoint puisque le probleme a moins de sorties que d’entrées
et par le code manuel. Trop de place mémoire était nécessaire pour utiliser le code auto-
matique. La figure 7.10 donne les valeurs singulieres. Les vecteurs singuliers correspondant
sont donnés sur la figure 7.11.

140



23084E+02 390328402

L ——— |
15110202 3056E+02 47006E02

zone étudiée

(a) (b)

F1G. 7.9 — Domaine de calcul (a) et distribution des pressions, en metres (b).

S
.

singular value

5 6 7 8
singular value index

F1G. 7.10 — Les 12 valeurs singulieres. Les 6 premieres sont dans un rapport de 10%.

Le premier vecteur singulier de 'espace d’entrée correspond principalement a la 12¢m¢
composante dans le vecteur d’entrée, c’est-a-dire a la composante verticale du tenseur de
perméabilité dans la zone 2. Cette zone est la plus profonde du domaine et recouvre toute
sa base. Il est associé a un vecteur singulier de sortie dont toutes les composantes sont du
méme ordre : la perméabilité verticale a la base du domaine a une influence sur le flux
moyen dans la zone étudiée.

Le second vecteur singulier correspond principalement a la 21°™¢ composante du vecteur
d’entrée, c’est-a-dire a la perméabilité scalaire dans la zone 11, ou les composantes étudiées
sont situées. Les composantes du vecteur singulier de sortie ont des signe variables. La
perméabilité locale influence les variations locales de flux.

Les sensibilités par rapport aux perméabilités des zones intermédiaires, beaucoup plus
perméables que la zone de base, sont beaucoup plus faibles. Les vitesses de sortie semblent
principalement déterminées par les pressions imposées et par la perméabilité de la zone la
moins perméable.
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1
— 1stinput sv
—2nd input sv|
0.8 —3rd input sv
4th input sv
—5th input sv
0.6 6th input sv
0.4r
A A:A: )
0 = \/ S
0.2 \/
~0.4F
-0.61
-0.81

T T T S S S R E R R
123 456 7 8 9 10111213 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
parameter value index (permeability)

(a)

—1st output sv
——2nd output sv|
0.8 ~—3rd output sv

4th output sv
——5th output sv
0.6 6th output sv

AN AT
TN AN e

_1 I I L I I L I

5 6 7 8
measure index (velocity flow)

F1a. 7.11 — Les 6 premiers vecteurs singuliers des espaces d’entrée (a) et de sortie (b).
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7.3 Ecoulement et transport bidimensionnels : étude
des flux aux exutoires et comparaison avec des
résultats probabilistes

7.3.1 Choix du terme source

On considere le taux de relachement de la matrice de verre des colis de déchets 7,
commun a tous les radionucléides. Il indique la proportion des radionucléides relachés par
la matrice par unité de temps. On considere le stockage comme une source volumique de
radionucléides. Le terme source initial de notre modele pour un radionucléide 7 considéré
écrit

 Nelis X Aj X (Bq — mol);
qi = % Tr
ou A; est I'activité de chaque colis de déchets concernant le radionucléide 7, 1.5 le nombre
de colis et V' est le volume total du site de stockage et (Bq — mol), est un coefficient
de conversion. La source décroit exponentiellement en temps pour chaque radionucléide
considéré, selon le coefficient de décroissance radioactive.

7.3.2 Définition des fonctions a analyser

La fonction a valeurs réelles F} associe le flux Wl calculé selon le modele de la section
2.2.1 a travers les exutoires S; a linstant ¢ aux (logarithmes des) parametres d’entrée
K, ® D et q pondérés selon les écarts types probabilistes. On considere aussi sa version
discrétisée F}.

F!: parametres d’entrée — U = /

(cﬁ — Dﬁc)t it (7.14)
S;

Notons que
— 1 est la vitesse de Darcy de 1’équation d’écoulement
— les parametres sont supposés constants en temps, constants par morceaux en espace
— les équations sont résolues suivant le schéma décrit dans les sections 2.2.2 et 2.2.3.
On réalise un calcul bidimensionnel sur une coupe non plane des zones numéros 6 a 11
du domaine représenté sur la Figure 7.1, avec 11 parametres incertains :
q (terme source)
® constant sur €2y U Q3 U €y, noté Py
® constant sur €25 U (g, noté Pxg
— D constant €27 U Q23 U €y, noté Di3y
— D constant sur 25 U {25, noté Dsxg.
— kp, ky, k3, kq, ks, k.
On utilise un changement de variable supplémentaire P;, consistant en une normalisation
et éventuellement une transformation logarithmique, présenté dans le Tableau 7.7.
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D1 ‘ D2 ’ donnée probabiliste ‘

|
g=15¢—9 B9 | =2.04 10757, avec 7, ~» In —normale(—9.53, 1.07)
o(lnr,)
D347 .
D13470.105 — |1 fi 0.01-0.2
1347 - EI;I)1347) oi uniforme ( )
Bsg = 0.112 o0 loi uniforme (0.0368 - 0.184)
O'(q)56)
Disgr = 4 10712 | —24 | 16i normale, corrélation avec @347 = 0.7
0(D1347)
Dy =2 1077 21077 valeur connue
Ink
ky, = 10712 ﬁ k, x In —normale(y = 2.30,0 = 1.40)
In %,
k, = 10713 a(?n ™ loi In-normale (= —29.93,0 = 0.988)
—11 In k?) . .
ks = 4.5 10 k., x unif(min = 10, max = 1000)
0'(111 k3)
9 In k4
ky=4 10 k3 x In —normale(u = 4.605, 0 = 0.743)
o(Inky)
ks = 1078 LT T — 18.42, 0 = 1.354)
= 1 111~ T - — . o = 1.
° o(In ks) a 7
Ink
ko= 2.2 107 256 | proba : ks x In —normale(y = 4.605, 0 = 0.743)
o(In ke)

n
La constante de décroissance radioactive est fixée, A = T = 4.41 1078

TaAB. 7.7 — Données les plus vraisemblables pour le programme de transport.

On considere pour cinq dates t; = 5 10* ans, t, = 10° ans, t5 = 3 10° ans, t, = 5 10° ans
et t¢ = 10° ans, la fonction F'* qui retourne les quatre flux de contaminants & travers les
exutoires Wi, Wh Wi @r,

. , T
F' : parametres d'entrée — (Wi, Wi Wi Wir)"

puis, pour chacun des exutoires S;, ¢ = 1,...,4, la fonction F; qui retourne les cinq flux de
contaminants \I/fl, \1122, ..., a travers 'exutoire S; aux dates tq,...,s,

. \ / / to\pt2 pts gts gts )L
F; : parametres d'entrée — (U7, W52, Wi Wit W)

Les valeurs des parametres utilisées pour ces tests sont données dans le Tableau 7.7.
L’opérateur de paramétrisation P consiste a passer des données p, aux données p; puis
aux parametres continus. On peut décomposer P = P; o0 Py ot Py : py — p1.
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7.3.3 Résultats probabilistes

Les courbes de la Figure 7.12 donnent une évaluation de la valeur absolue du PRCC
et du SRRC en fonction du temps pour les surface S; a S3. Pour chaque surface, les ten-
dances sont globalement identiques entre PRCC et SRRC : elle permet ainsi de confirmer
que les 3 parametres ¢34, D134 et k, sont les parametres dont I'incertitude influe le plus sur
I'incertitude du résultat. Pour S et S5, on remarque une faible influence des parametres
Hpl-Hp4 (i.e. zones numéros 5 et 6) dans le calcul des PRCC, Iinfluence du coefficient de
diffusion diminue en fonction du temps (la part diffusive du flux total de radionucléides di-
minue avec le temps, au bénéfice de la convection). Pour Sz, on voit logiquement apparaitre
une influence plus marquée des parametres de Hpl-Hp4 (notamment pour PRCC) sur les
résultats de transfert de solutés, mais cette influence reste limitée au regard des variations
des parametres de la couche d’argilites (zones 1 a 3). Ces résultats sont présentés dans les
documents [27, 69].

7.3.4 Résultats déterministes
7.3.4.1 Sortie = flux (¥! U, WL )" 4 une date ¢ donnée

Les résultats sont donnés sur les Figures 7.13 a 7.17.

On retouve les 3 influences identifiées dans I’'étude probabiliste : ®134, D134, et k, sur les
flux a travers toutes les exutoires. On trouve deux autres influences qui semblent non phy-
siques : k4 et ks. Il faudrait revoir le choix des pondérations pour des données hétérogenes.
De plus contrairement a ce qui se passait pour le probleme d’écoulement, les non-linéarités
ne sont pas de méme nature pour tous les parametres. Pour remédier a cette difficulté, on
pourrait commencer par mener des analyses partielles concernant les parametres d’entrée
de méme nature. Ceci n’est cependant stirement pas suffisant pour expliquer ces résultats,
qui sont a considérer avec prudence pour le moment.

7.3.4.2 Sortie = flux (\I/Zfl, \I/Zfz, .. .)T, a travers un exutoire S5; donnée

Les résultats sont donnés sur les Figures 7.18 a 7.21.

La tendance générale observée a exutoire fixé est une influence des parametres de
I’équation de diffusion sur ce qui se passe aux premiers instants et des parametres de
I'équation de Darcy (conductivités hydrauliques) aux dates plus tardives.
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Fia. 7.12 — Résultats d’analyse de sensibilité probabiliste. La couche HP1-HP4 locale est
la zone numéro 5, la couche HP1-HP4 est la1 fQue numéro 6, le COX correspond aux zones
numéro 1 a 3.
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Deuxieme partie

Sensibilité par rapport a la
discrétisation
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Chapitre 8

De la dérivation par rapport aux
parametres de discrétisation

L’idée est de construire un indicateur de sensibilité par rapport aux parametres de
discrétisation, en particulier par rapport au pas de temps et/ou a des parametres du
maillage, en se basant toujours sur des approximations du premier ordre. Ils pourront
étre intégrés dans la matrice de sensibilité [, afin par exemple de déterminer s’il est plus
utile, pour réduire 'incertitude sur les indicateurs de streté, de réduire 'incertitude sur les
parametres d’entrée physiques du probleme, ou d’effectuer de nouveaux calculs avec une
discrétisation plus fine.

Nous allons d’abord nous intéresser au cas tres simple d’une équation différentielle
ordinaire pour laquelle le seul parametre de discrétisation est un pas de temps, puis étendre
la construction de la dérivée par rapport au pas de temps aux cas des équations aux dérivées
partielles d’évolution, enfin nous nous intéresserons aux parametres de discrétisation en
espace.

8.1 Sensibilité a la discrétisation en temps

8.1.1 Equation différentielle ordinaire
8.1.1.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre a coefficient constant

On considere I"équation différentielle ordinaire (EDO)

de _
{ ar " (8.1)



de solution exacte x(t) = e'ry. Une solution approchée de (8.1) peut étre construite
suivant un schéma de la forme

xg est donné (condition initiale)
Tpy1 — Tp

k
1

oﬁkG]z}O,ﬁ{, r>0,s>0, r+s=1.
Qo

pour n =0,1, ..., = ao(rT, + $Tpi1)

(8.2)

On reconnait un schéma d’Euler explicite si r = 1, un schéma d’Euler implicite si r = 0,

1
le schéma de Crank-Nicolson si r = 7

Notons tout d’abord que la sensibilité de I'approximation de z(¢) par rapport a k n’a rien

N . T . . S ,
a voir avec ——. En effet, x,, est une approximation de z (nk) et considérer z,, calculé avec

deux pas de temps différents, disons k et k + 0k, revient a évaluer x (nk) et x (nk + ndk),

avec des schémas de discrétisation légerement différents. La dérivée —— approcherait donc

Ok
da(t
plutot, au facteur n pres, Zi ) = 2/(t), out t = nk.
On définit alors pour n € N
2(k,nk) =z = (u(k))" zo, (8.3)
N oo 1 +rapk . o
ou u est définie sur {0} U I par u(k) = T oa ke’ Comme u(k) reste strictement positif sur
— SQop

I, la fonction & peut se prolonger de maniere C'™° et monotone sur I x RT sous la forme

Bl

ﬂmn—xww):qu{%mwmw. (8.4)
Z(k,t) est une approximation de z(t) dépendant d'un parametre k et égale a x, lorsque
t = nk. Elle est définie sur un convexe et tres réguliere. On peut étudier la sensibilité du
premier ordre de cette approximation par rapport au parametre k.

Dans le cas général, on cherchera a construire un prolongement sur I x [0, 7], le plus
régulier possible, d'une fonction définie sur {(k,nk), k € I, n € N, nk € [0,T]}, et c’est la
sensibilité de ce prolongement par rapport au pas de temps k et a d’éventuels parametres
(par exemple ag pour l'équation (8.1)) que 'on étudiera. On pourrait aussi étudier la
sensibilité par rapport aux autres parametres de discrétisation (r, s pour I’équation (8.1),
pour mesurer si cela vaut le coup de prendre le risque de se rapprocher de l'instabilité).

Résultats. On obtient si u est de classe C! avec u(0) = 1

]lcin% i(k,t) = e Oty (8.5)

On a pour les discrétisations considérées u'(0) = ag donc limy_oZ(k,t) = z(t). C'est un
résultat attendu car ces schémas classiques sont convergents.
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i(kt) ¢
o~ R

|+

(i —5%%), 50

Si u est de classe C? avec u(0) = 1 alors on a également

. a.i’(k,t) o tu’(O) t / 2 t "
]lflir(l) on = ¢ —3 (u'(0))” + U (0) | zo. (8.7)

En particulier, pour le schéma d’Euler explicite, on a u”(0) = 0 et par conséquent

lim 0x(k,t)

1 2 apt .
Hm =, = —§a0x0te #0sit#D0.

Pour le schéma d’Euler implicite, v”(0) # 2a2 et par conséquent

o 0x(k,t) 1, .
llflir{l) T §Go$0t€ #0sit#0.

En revanche, pour le schéma de Crank-Nicolson, u”(0) = a2 et par conséquent

_9i(k,t)
e —T?

=0VteR".

On peut rapprocher ces résultats du fait que la convergence du schéma de Crank-Nicolson
est d’ordre 2, alors que les convergences des schémas d’Euler explicite et implicite sont
d’ordre 1.

8.1.1.2 Systeme différentiel linéaire a coefficients constants

Un peu plus généralement, on considere un systeme différentiel linéaire a coefficients

constants e
— =AX+B
{ ar R

X(0) = Xo,

(8.8)

de solution exacte X (t) = exp(tA)R; + Ry ot Ry = Xy + A™'B et Ry = —A7'B. On
discrétise ’équation (8.8) suivant un schéma d’Euler de parametres k € I, r, s. On note
I la matrice identité de la méme taille que A. On suppose que les parametres choisis sont
tels que I — skA soit inversible. Soit U définie sur {0} U I par

U(k) = (I—skA)"YI+rkA). (8.9)
Similairement a ce qui est fait dans 8.1.1.1, on définit pour k € [ et n € N
X(k,nk) = U(k)"R; + R,.
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Si U(k) est diagonalisable a valeurs propres strictement positives (en particulier si elle est
symétrique définie positive), alors on peut prolonger X sur I x R* par

X(k,t) = exp <£ ln(U(k))> R + Ry. (8.10)
On a pour U suffisamment réguliere
% — oxp [% ln(U(kz))] [é (k)" U (k) — %ln(U(k’)) R (8.11)

Résultats. On obtient alors, comme U(0) = I et U est C? (par exemple pour la norme
quadratique)

lim X (k,t) = exp(tU’(0)) Ry + Ry = exp(tA)R; + Ry (8.12)
et
. 8X(k,t) . / E / 2 E 11 o E 2 E "
%E%T = exp(tU'(0)) (—2 (U'(0))" + 2U (0)) Ry = exp(tA) (—2A + 2U (0)) Ry.

Le terme U”(0) dépend de la discrétisation choisie.

Note. On rappelle que si la matrice carrée M se diagonalise sous la forme
M =P'DP
ou D est diagonale alors on utilise pour les calculs
exp(M) = Pt exp(D)P

(exp(D) est diagonale avec exp(D);; = exp(D;;)), et si de plus D est a termes diagonaux
strictement positifs,

In(M) = P~ In(D)P
(In(D) est diagonale avec In(D);; = In(D;;)).

8.1.2 Equation de diffusion
L’équation d’évolution
0 -
a—f + div (—Kvp) — 0
conditions initiales
conditions aux limites,

(8.13)

ou K est supposé constant en temps, se discrétise en temps et en espace, si on choisit un
schéma implicite, sous la forme
Pn+1 _ pn

- + AP =R (8.14)
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ou A est une matrice symétrique définie positive dépendant de K et de la discrétisation
en espace mais pas du pas de temps k, les tailles de R et P", P"*! dépendent de la
discrétisation en espace, pour une discrétisation de ’espace donnée R dépend des condi-
tions aux limites. La matrice carrée I + kA est symétrique définie positive, donc on peut
poursuivre : P™ s’écrit sous la forme

P"=(I+kA) ™" (P°—A'R)+ A'R. (8.15)
Soit 7 = R**. On définit P sur I x R* par
. t
P(k,t) = exp [_E In(I + k:A)} (Ph—A'R) + AT'R. (8.16)
On est en fait dans la situation de 8.1.1.2 avec U(k) = (I4+kA)™", Ry = Py — A™'R,
Ry = A7'R car I’équation a résoudre est % = —AP + R, par un schéma implicite, i.e.
avec r = (.

8.1.3 Equation de diffusion /convection

On considere la discrétisation de 1’équation d’évolution

dc

o7 +Hdiv(er = DVe) =0
conditions initiale
conditions aux limites

(8.17)

suivant une méthode de splitting, explicite pour la convection, implicite pour la diffusion,
avec des pas de temps éventuellement différents pour la convection et la diffusion. On
suppose que U et D sont constants en temps. Chaque étape de convection (m = 0, ..., M —1)
s’écrit sous la forme

Cm,m—l—l _ Cm,m

k/M
avec C™0 = C™ ou H est une matrice carrée dépendant de ¢ pour une discrétisation de
I’espace donnée, indépendante du pas de temps k, et R, est un vecteur dépendant des

conditions initiales pour une discrétisation en espace donnée, indépendant du pas de temps
k. L’étape de diffusion s’écrit sous la forme

Cfn-l—l _ Cn,M
k

ou A est une matrice symétrique définie positive dépendant de la discrétisation en espace
et de K, et le vecteur Ryrp dépend de la discrétisation en espace et des conditions aux

1
limites. En sommant ces équations <<8'19>+M 2(8.18)) on obtient

= HC™ + Reono (8.18)

+ AC™T = Rdiff (819)

M—1

Cn+1 — Cn n+1 1 n,m
———— + AC™" = Ruigy + Reono + 37H Y O™ (8.20)
m=0

k
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On se place pour I'instant dans le cas M = 1. Dans ce cas particulier on peut écrire
C" = (I+kA) A+ kH))" Ry + Ry (8.21)

avec

{ (A= H)Ry = (A~ H)C® — (Reony + Raify) , (8.22)

(A— H)Ry = (Reonw + Raigy) -

Si k vérifie les conditions C'F'L (voir I'équation (2.76)), alors I+ kH est définie positive
donc diagonalisable. Soit  un intervalle de R** tel que tout k dans I satisfasse la condition
CFL. On peut définir C' sur I x R par

C(k,t) = exp E In (T+kA)"'(I+ kH))| Ry + R,. (8.23)

On est en fait dans une situation similaire & celle de 8.1.1.2 avec
U (k)= (TI+ kA)*l(I +kH).

Cependant, 1’équation

dC
5 = (CAFH)C + Reony + Raigg

n’est pas discrétisée avec un schéma d’Euler.

8.2 Sensibilité a la discrétisation en espace

On présente ici une tentative pour quantifier une sensibilité au premier ordre par rapport
a des parametres de discrétisation en espace, pour des problemes faisant intervenir des
équations aux dérivées partielles.

8.2.1 Laplacien en dimension 2 avec un maillage a cellules carrées

On considere ’équation aux dérivées partielles d’écoulement

u=—-K ﬁp
divid=0 (8.24)
conditions aux limites de Dirichlet.

On suppose K uniforme. Le domaine de calcul est de dimension 2, carré de coté 1. On utilise

un maillage carré dont les cellules sont de coté h. Les arétes des cellules sont numérotées
localement de la fagon suivante :
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4

SN

1
Le maillage a N, = 72 cellules et N, = n 1) aretes intérieures. On rappelle la forme

des équation locales sur chaque cellule T} :

&{ AU; — (B") P+ (CT) L = —Lp, (5.25)
ou
— Le vecteur U; de taille 4 contient les flux de @ a travers chaque aréte de T; orientée
vers 'extérieur. Comme K est uniforme et le maillage est régulier, la matrice A ne
dépend pas de la cellule. Comme on est en dimension 2, elle ne dépend pas non plus
du pas d’espace h (en dimension 3, elle serait proportionnelle & A™!') et elle est de
taille 4 x 4.
— Le scalaire P; représente la pression au centre de la cellule 7. La matrice B est une
matrice ligne, B=(1111).
— Le vecteur L de taille N, contient les traces de pression. La matrice C; est de taille
4 x N, et contient au plus 1 terme non nul par ligne, égal a 1.
— Le vecteur Lp, de taille 4 contient les conditions aux limites de Dirichlet (les com-
posantes éventuellement non nulles correspondent aux lignes nulles de C}).
La continuité du flux de @ est exprimée par ’équation supplémentaire

Ne
> cu;=o. (8.26)
=1

En éliminant les inconnues U; puis P; a 'aide des équations (8.25), I’équation (8.26) se
réécrit sous la forme

Nc
> CM('CiL+ Lp,) = 0. (8.27)
i=1
On ne rappelle pas ici 'expression de M, on indique juste qu’elle est symétrique définie
positive de taille 4 x 4 et qu’elle est elle aussi indépendante du pas d’espace.

8.2.2 Tentative de construction d’une fonction continue de h et
de ’espace

On va s’intéresser au champ de pression approché p(h, .,.), que 'on va supposer étre
construit a partir des traces de pression (composantes de L) et des conditions aux limites
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uniquement. Pour passer a une version continue en espace de cette équation, 1'idée est de

jongler entre les indices de cellules (resp. de traces) et les coordonnées de leurs centres (resp.

des milieux des arétes correspondantes). On définit d’abord p(h,x,y) pour les h inverses
1 1

d’entiers pour (z,y) € (EZ X EZ> N ([0,1] x [0,1]). En particulier on peut écrire, si les

coordonnées du centre de la cellule T; sont (z;,y;),

p(h xt ,217 yl)
p(huxi - 5;%’) t o
="C;L+ Lp,. 8.28
p(h7 Tiy Yi %) b ( )
P(h, Tiy Yi — 5)
M,
. M, . . .
La matrice M = M correspond a une fonction de 4 variables p1, po, p3, ps. Pour tout
3
M,
point (z,y) milieu d'une aréte on vérifie I’équation
Nc
> filwy) = (8.29)
i=1

ou f; est définie en chaque milieu d’aréte de la maniere suivante : on note, pour simplifier
les écritures,

bi, = p(h,l‘z + %7?/1)7
Diy :p(haxz_§7yl>7 8.30
Dis :p<h‘7x27yz + h)? ( . )

bi, = p<h TiyYi — )

Alors, si (z;,y;) sont les coordonnées du centre de la cellule T3,

fz(xz + }leyz) Ml(pl17p’i27pi37pi4)7

filwi = 2, y5) = Ma(piy, Diy, Dis i),

fi(a;h Yi + %) MS pzlapizapisvpm)? (831)
fil@i, yi — %) My (piy, Pis» Pis» Pia)

filz,y) = 0 pour (z,y) autre milieu d’aréte.

Si le point (z,y) est le milieu d’'une aréte verticale alors 1'équation (8.29) s’explicite :

Ml (p(hvxay)7p(h7x - h,y),p(h,x - %;y + %)7p(h,l’ - %y - %)) +

8.32
M (p(h,x+ h,y), p(h,z,y),p(h,x + %y + 5),p(h,x + %y — %)) =0. (8.32)

Si le point (x,y) est le milieu d’une aréte horizontale alors I’équation (8.29) s’explicite :

Ms (p(h,x+ 2,y —2), p(h,x — B,y — 8), p(h, 2, y), p(h,z,y — h)) +
h h h h (8.33)
M4 (p(h,l’ + 9 Y + 5)7p(hal‘ - 959 + 5),p(h,l’,y + h),p(h,I,y)) =0.
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On espere que, pour tout h > 0 et assez petit, on peut définir p(h, .,.) en tout point de
[0,1] x [0, 1] par les relations (8.32) et (8.33). On a besoin de conditions aux limites et de
préciser sur quel domaine les équation (8.32) et (8.33) sont vérifiées :

(8.32) pour {(z — h,y), (z + h,y), (x,y — %), (x,y + %)} [0, 1]
(8-33) pour {(z,y — h), (x,y +h), (x = §.9), (x + 5, 9)} C [0,1]
p(h,z,y) donné pour x =0 ou 1l ouy =0 ou 1.

x [0, 1],

x [0, 1], (8.34)
Si plusieurs fonctions vérifient ces équations, des criteres de régularité et monotonicité pour-
raient permettre d’en retenir une. On donne des exemples pour des cas monodimensionels
en section 8.2.4.

8.2.3 Suggestion d’approximation de dérivée
On dérive (8.32) puis (8.33) par rapport a h :

On note
_ Op _ Op _Op
'YH—a—H, 7X-a—X, Vy—a—y.
On espere que 'on peut obtenir une approximation locale de vy en supposant que vy
est localement constant par rapport aux variables d’espace X, Y et que vx et vy sont
localement linéaires par rapport aux variables d’espace :

(8.35)

Yx (x4 0z, y + 0y) = Yx (2, y) + Ax0y + Axydy,

8.36
W(x + 0z, y +9y) = v (2,9) + Axydy + Ay, ( )

Si c’est le cas, on obtient, en notant S la somme de tous les coefficients de M (on
rappelle aussi que M est symétrique),

S’y (Mll A {—12 13 14 23 24 hf

(Myy — Myz + Moz — May) hAxy = 0.
En remplacant M par sa valeur, le terme avec les dérivées croisées disparait et on obtient

h
= (Ax +Ay). (838)

8.2.4 Exemples
8.2.4.1 Equation du premier ordre en dimension 1
On considere le probleme suivant, construit par exemple pour résoudre 1’équation

divu =0 :
trouver @ : R™ x RT — R telle que

a(h,z +h) — a(h,z) = 0Vh > 0,2 > 0 (8.39)
u(h,0) = a.
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Toutes le fonctions @ telles que (h,.) soit périodique de période h avec u(h,0) = a
conviennent ; la fonction constante a convient et est monotone.

8.2.4.2 Equation du deuxieme ordre en dimension 1

On considere le probleme suivant, construit par exemple pour résoudre ’équation Ap =

0:
trouver p :]0, 1] x [0, 1] — R telle que
ﬁ(h,x + h) —ﬁ(h, .1') = ﬁ(h,l’) —ﬁ(h,iﬂ - h) Vo € [h7 1— h]7
’ (8.40)
p(h,0) = a,
p(h,1) =b.

Les solutions vérifient, pour tout n € N, 1 > h > 0 tels que (n+ 1)h < 1 (par récurrence
immédiate),
{ p(h, (n+1)h) = (n+ 1)p(h, h) —np(h,0),
p(h

(b1 = (n+1)h) = (n+ 1)p(h, 1 — k) — np(h, 1). (8.41)

1
Si — est entier alors les valeurs de p(h, h) et p(h, 1 — h) sont imposées par 'égalité des deux
lignes de (8.41) et on obtient
p(h,nh) = nhb+ (1 — nh)a. (8.42)

On peut sans probleme étendre cette définition pour 1/h rationnel puis quelconque, par
passage a la limite, et pour x quelconque dans [0,1] :

p(h,z) = xb+ (1 — z)a. (8.43)

On se trouve dans un cas pas tres intéressant ou la solution approchée ne dézpend pas du
pas de discrétisation. On peut tout de méme noter qu’ici, on a % =0 et % = 0, donc
I'égalité (8.37) est bien vérifiée.
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Troisieme partie

Ecoulements diphasiques eau/air en
milieu poreux
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Chapitre 9

De la prise en compte des variations
de la pression en air dans la
modélisation des écoulements
souterrains eau/air

L’équation de Richards est largement utilisée en hydrogéologie. C’est une simplification
du modele général diphasique, car elle suppose que la pression en air ne varie pas. Elle
ne peut donc pas tenir compte des effets de la présence d’air qui peut étre piégé dans le
sous-sol. Afin de mettre en évidence les effets de cette simplification, nous allons présenter
ces deux modeles et les comparer numériquement. *

9.1 Les écoulements diphasiques

9.1.1 Caractéristiques de 1’écoulement

Une phase est une partie chimiquement homogene d’un systeme, séparée des autres
parties ou phases par une frontiere définie physiquement. Dans un systeme diphasique,
I’espace vide est rempli par au moins deux fluides immiscibles, c¢’est-a-dire qui maintiennent
une frontiere distincte entre eux. Plusieurs fluides miscibles entre eux peuvent former une
seule phase (par exemple, les gaz sont toujours parfaitement miscibles entre eux). Dans
notre systeme, on suppose que l'on reste dans des conditions de température et de pression
telles que l'eau et l'air soient parfaitement immiscibles, et chacun de ces deux fluides
constitue une phase.

Les écoulements diphasiques en milieux poreux sont caractérisés par les parametres
de la section 1.1.4, et par les parametres suivants, définis en fonction du méme volume
représentatif élémentaire que la porosité.

1Ce travail a été mené dans le cadre de 1’Action de Recherche Coopérative DYNAS (http ://www-
rocq.inria.fr/estime/DYNAS/).
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F1G. 9.1 — Phénomenes hydrogéologiques.

La saturation s; est la proportion du volume de pore occupée par le fluide ¢ dans un
volume représentatif élémentaire.

La perméabilité pour le fluide i est le produit de la perméabilité intrinseque et
de la perméabilité relative pour ce fluide. La perméabilité intrinseque, notée K, est
indépendante des fluides considérés. La perméabilité relative k,, pour le fluide 7 est un
coefficient ne dépendant que de sa saturation. Cette perméabilité relative est une fonction
non linéaire de la saturation. Les fonctions k,,(s;) ainsi définies sont toujours croissantes et
prennent des valeurs comprises entre 0 et 1. Elles sont déterminées expérimentalement et
répertoriées dans des tables. On peut également trouver des modeles formels de ces fonc-
tions comme les modeles de van Genuchten, présenté en 1980 dans [77], ou de Brooks-Corey.
Elles sont reprises par exemple dans [4]. Les liens avec d’autres modeles sont présentés dans
[61].

Le fluide 7 est également caractérisé par sa viscosité p;, sa masse volumique p; et
sa pression p;, qui varient a priori dans I'espace.

L’écoulement du fluide ¢ est représenté par le vecteur lux volumique ¢;.

Dans un écoulement diphasique on appelle fluide mouillant celui qui a la plus faible
pression. On peut alors définir la pression capillaire par

Pc = Pfluide non mouillant — Pfuide mouillant -

Dans les cas que nous considérerons, ¢’est une fonction de la saturation du fluide mouillant,
que nous noterons simplement s, décroissante et toujours positive par définition. Une im-
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Fi1c. 9.2 — Modele de van Genuchten avec n = 2 et s, = 0.2.

mobilisation est possible, c¢’est-a-dire que I'on peut avoir

lim  p.(s) = +o0 avec Spin > 0
S — Smin

S > Smin
Pe(Smax) =0 avee Spmax < 1.

On pourra également en trouver une description plus précise dans [4].

Certains parametres sont constants ou dépendent uniquement de la position. Ce sont
soit des propriétés du sous-sol (la porosité ¢ et la perméabilité intrinseque K), soit des
propriétés des fluides (leur viscosité dynamique pu, leur masse volumique p pour les fluides
incompressibles ou leur coefficient de compressibilité ¢, pour les fluides compressibles). La
compressibilité de l'air introduira des termes quadratiques dans certaines des équations
que nous nommerons dans la suite « équations en pression ».

D’autres parametres sont également fonction de la saturation. Ceci est la source de non
linéarités dans les équations que nous nommerons dans la suite « équations en saturation ».
Il s’agit de la pression capillaire, qui représente la différence p.(s) entre les pressions des
deux fluides de I’écoulement — dans notre cas la pression en air est toujours supérieure a
la pression en eau et on définit p.(s) = p, — pw > 0 — et des perméabilités relatives k,; de
chaque fluide, fonctions croissantes de leurs saturations respectives et bornées par 0 et 1.

Pour un écoulement eau / air le fluide non mouillant est l'air (indice a) et le fluide
mouillant est 1'eau (indice w).

9.1.2 Lois de ’écoulement

On suppose que :
— les phases occupent tous les volumes de pore, c’est-a-dire que

Sa + 8w = 1. (9.1)
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On peut donc définir les saturations également de la maniere suivante :

volume de pore du fluide ¢

* " volume de pore de l'eau + volume de pore de l'air

dans un volume représentatif élémentaire ;

— l’eau est incompressible — i.e. sa masse volumique est constante — et l'air est fai-
blement compressible, c¢’est-a-dire que la loi reliant sa masse volumique a sa pression
est linéaire ('air est donc considéré comme un gaz parfait) :

Puw = CSte,  Pg = Cq Pa (9.2)

ol ¢, est une constante positive ;
— les viscosités pu, et p,, sont des constantes;
— la pression capillaire ne dépend que de la saturation :

Pa — Pw = pc(sw)- (93)
Les écoulements diphasiques sont régis par les lois de conservation de chaque fluide :
(pis; . S .
¢ <g: ) +div (p;g;) =0 pour i€ {a,w} (9.4)

ol @; représente le flux volumique du fluide 7. Il est explicité a partir de la loi de Darcy
([21]) - .
G = —Kﬁ <Vpi — pi §> pour i€ {a,w}. (9.5)
(2
On pourra trouver des explications sur lorigine de cette loi dans [5], chapitre 2.

On remarque que les lois de conservation sont des lois massiques alors que la loi de
Darcy est une loi volumique, ce qui introduit une difficulté supplémentaire lorsque 1’on
tient compte de la compressibilité d’un fluide par rapport au cas incompressible : on ne
peut alors pas obtenir d’équation stationnaire par combinaison linéaire des deux lois de
conservation.

On note s = s,. On a s, = 1 — s, ainsi k,, et k,, peuvent s’exprimer comme des
fonctions de s. On définit les flux massiques :

U; = pip; pour i€ {a,w}, (9.6)
et le flux massique total
U = Uy + Uy (9.7)

On va réduire ces équations en un systeme de quatre équations en inconnues s, U, Pq,U-
On introduit, pour simplifier les écritures, les mobilités, fonctions non linéaires de la
saturation,

k,. .
ki(s) = ’(‘S) pour i€ {a,w}, (9.8)
Le modele présentée dans la section 2.1 est le cas limite du modele diphasique pour
K
s=1(K=—).
[

166



9.1.2.1 Equations en saturation

On reprend I'équation de conservation de 'eau,
¢8 (pws)
ot

La loi de Darcy (9.5) nous permet d’obtenir pour le flux massique (9.6), en utilisant la
définition de la pression capillaire (9.3),

+ div @, = 0. (9.9)

Uy = —pukky(s) (ﬁpa — p.(s)Vs — pw§> : (9.10)

En effet, comme p. ne dépend que de s, on a ﬁpw — ﬁpa = —p’c(s)ﬁs. Pour éliminer le
gradient de pression en air, on considere également la loi de Darcy pour I'air :

Uy = —Kpa(Pa)ka(s) <6pa - pa(pa)§> : (9.11)

Pour éliminer le gradient de pression en air, on combine donc
Pa(Pa)ka(s) X (9.10) — pyhky(s) x (9.11) : on obtient

pa(pa)ka(s)ﬁw - pwkw(s) (6 - ﬁw) -
— K puku(8)pa(Pa)ka(s) (—p'c(s)ﬁs - pw§> + K pwkw(5)pa(Pa)ka(s) (—pa(pa)g) -
On définit la mobilité massique par

d(s,Pa) = puwkuw(s) + pa(Pa)ka(s), (9.12)

et la mobilité massique fractionnaire de ’eau par

_ Puku(s)
bo(8, Pa) = Aop) (9.13)
Alors
A(s,pa) T — pukiu(s)T = —Kd(s, pa)bo(s, pa)(1 = bo(s. pa)) (—Pil(s)V's)

+K (,Oqzupa(pa>kw(5)ka(5) - Pwﬂz(Pa)kw(S)ka(S)) g

On introduit enfin, pour simplifier les notations, les quantités (non nommées)

bp(sapa) = (1 - bO(‘S:pa))b()(s)pa)d(‘gapa)(pw - pa(pa>)

Puki(8)pa(Pa)ka(s) (9.14)
- w — Pal\Pa)),
S5 p0) (Pw = Pa(Pa))
a(s,pa) = (1 = bo(8,a))bo(8, a)d(8, pa) (—pL(5)) - (9.15)
On utilise les définitions (9.14) et (9.15) :
d(s,pa)ile = d(s,pa)bo(s, )il — Kd(s,pa)a(s, pa)Vs + Kd(s,pa)by(s, pa)7.
On en déduit finalement que
Uy = —Ka(s,pa)ﬁs + bo(S, pa)U + Kb,(s,p4)7. (9.16)
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9.1.2.2 Equations en pression

En sommant les deux équations de conservation de la masse, on obtient

0
¢§ (ca(l — 8)pa + puws) +div @ = 0. (9.17)
On peut expliciter @ en fonction des grandeurs définies précédemment. Pour cela on utilise
d’abord les lois de Darcy : on a

U = Uy + Uy

= _pa(pa)Kka(s> (ﬁpa - pa(pa)g) - Kpa(pa>ka<s)§pa - prkw(5> <6pa - p/C(S)VS) .

On définit D2 e () 4 p2h(s)
Vo(8,Da) = = d(&pa;‘ : (9.18)
Alors
@ = Ky(5,pa)d(3,pa) G — Kd(5,pa)Vpa + Kbo(s, pa)d(s,pa)pi(s)Vs.
Finalement,
U= —Kd(s,pa) (ﬁpa — by (s, pa)pe!(s)V's — ’yp(s,pa)§> : (9.19)

En formulation « pression en air », nous chercherons a résoudre le systeme { (9.9)-
(9.16),(9.17)-(9.19) }.

On peut remarquer la présence d'un terme de diffusion en saturation dans 1’équation
en pression. Ceci représente un couplage fort entre les deux groupes d’équations.

9.2 La formulation pression globale

Cette formulation, tres efficace pour la modélisation des écoulements pétroliers, a été
introduite par Guy Chavent pour le cas compressible en 1981 ([25] et [15]). L’objectif est
d’éliminer le terme de diffusion en saturation dans I’équation en pression (9.19). Pour y
parvenir on cherche a définir une nouvelle variable artificielle, homogene a une pression,
nommeée « pression globale », telle qu'on puisse expliciter une fonction f vérifiant

—

VPa — bo(s, pa)Pi(s)Vs = f(5,p)Vp. (9.20)

On construit la pression globale pour le cas qui nous intéresse, c¢’est-a-dire eau incompres-
sible et air faiblement compressible.

La pression globale sera du méme ordre de grandeur que p, et p,. On suppose que p
vérifie une égalité de la forme

1 N
p= §(pa + Pw) + (5, p).
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Cherchons a quelles conditions sur 7 et f 1'égalité (9.20) est vérifiée. On a

— (2 _ el atl
Vp 5 ( Ve pc(s)V:s) + s Vs + apr

M e & oy 1, S
1— =L = A .
( 8p> Vp=Vp,+ (83 2pc(s)) Vs

L’égalité (9.20) sera donc vérifiée si

1.e.

% 1 /
L = (Z_ 21
= (5t i) (9:21)
7
= 1-—. 9.22
f(p) o (9.22)
9.2.1 Fonction auxiliaire
On introduit une fonction auxiliaire .
Soit s. € [0, 1] caractérisé par
Pe(se) =0o0u [p.(l) >0ets.=1]. (9.23)

On va supposer dans la suite que s, = 1, ce qui ne change rien a la généralité des
résultats qui seront obtenus. On définit alors la fonction auxiliaire v par

1

#s €01 W€ pupat 0] (s = [ (i) - 3) (oD an (021)

0 1
On a 8_7 = (5 - bo(s,p)) pl(s). Légalité (9.21) est vérifiée de maniere approchée pour
s

4 = v a condition que by(s,p) reste proche de by(s, pa)-

9.2.2 Définition de la pression globale

La pression globale est alors définie de fagon implicite :

{ Pw S Pglobale S Pa,

1 9.25
Pglobale = E(pa + pw) + ’Y(Sapglobale)- ( )

La validité de sa définition est donc liée a un théoreme de point fixe. Intéressons-nous aux
conditions d’existence de ce point fixe.

Majoration en norme de 7. Par définition, la fonction by est bornée par 0 et 1. De
plus p. est monotone décroissante. On en déduit
1

Vs,p |7(37p)| < § (pc<3) - pc(l)) : (926)
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Majoration en norme de g—;. Comme p,.. est décroissante positive, on a
0 *0b dp. ob
TN = T01_Lel qo| < max [ |22 Pe(s)
dp , Op | do dp

On rappelle que by = %, pw =cste, ky, = k,(s) et on a aa’”; = ¢, d’ou

Oby  dby by (L—be)d byl —by)
8]7 d2 (Caka) - d Ca ,Oa - P :

Or 0 < by <1donc0<by(l—1by) < i. Finalement,

119c
ap _4 P

Cas ou la pression capillaire est faible. Pour tous s, p,, 'application

! (Pa + Pw) +7(s,p)

P'_>2

(9.27)

est a valeurs dans [pq, p.| grace a I'inégalité (9.26). Si p.(s) n’est pas trop grand alors elle
est contractante grace a l'inégalité (9.27). On en déduit par un théoreme du point fixe

I'existence d’un unique réel py tel que

Pw < Po < Pa,

1
= — (pa + Pw) + (s, D0)-

P02

Cette égalité caractérise la pression globale que nous la noterons tout simplement p.

On va supposer, sans pour le moment préciser quels sont les ordres de grandeur a
conserver, que la pression capillaire est suffisamment faible pour que ’on puisse remplacer
Pa par p dans la plupart des fonctions définies dans la section 9.1.2. On peut alors écrire

ou 0
E - a [(Cap - pw)(l - 3)] .
On a de plus
= I = = 87(‘97])) = 87(57]9) =
Vp = 2(Vpa + Vpy) + e Vs + o Vp,
donc

(1 _ (s, p)

SIS — L(Tpt o)+ o= )T

9 2
= Vpa — bopl(s)Vs.
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Finalement, ’équation en pression devient

(b% [(cap — puw) (1 — )] +diva =0 (9.28)

ou i— _Kd(s.p) [(1 L ol —bo) (Pe(s) — pc(O))> Vp - ’Ypﬁ} : (9:29)

On a donc éliminé le terme de diffusion en saturation.
L’équation en saturation n’a pas été modifiée, elle reste de la forme (9.9), (9.16) :

qsagj;s +div i, =0 (9.30)
ol =
Uy = —Ka(s,pg) Vs + bo(s, pg)u + Kby(s,py)7. (9.31)

On a simplement supposé que les égalités (9.9) et (9.16) étaient toujours vérifiées en rem-
placant p, par p,.

Applications numériques. A partir du modele de van Genuchten, explicité dans le
Tableau 9.1, pour plusieurs valeurs des parametres, nous avons représenté I'étendue des
valeurs que pouvaient prendre les fonctions définissant les équations diphasiques en for-
mulation pression globale, pour des pressions variant dans un intervalle d’amplitude p.(s),
pour chaque valeur de saturation s € [0,1] (Figures 9.3 - 9.4 - 9.5 - 9.6). Les courbes
« pertinence de la définition de la pression globale » représentent le minimum atteint par
Papplication p — |[p — % (p + pw) + (s, p)|| pour p variant de py, & py + pe(s).

9.2.3 Propriétés du nouveau systeme d’équations

Guy Chavent a pu établir des théoremes d’existence de solution pour cette formulation.
De plus, la pression globale représentée comme une fonction de la saturation en eau est
plus réguliere que la pression en eau ou la pression en air; par conséquent, on mettra
plus facilement en place pour cette formulation des schémas numériques stables. Enfin,
des observations numériques montrent que la formulation pression globale sera a priori
d’autant plus valable qu’on est en présence de fortes saturations, alors que I’équation de
Richards est valable pour des milieux faiblement saturés : leurs domaines de validité sont
complémentaires.

L’existence du point fixe définissant la pression globale est liée aux valeurs de la pression
capillaire : en effet, I'application v est contractante a condition que la pression capillaire
reste faible devant la pression en eau. Or la pression capillaire prend des valeurs beaucoup
plus fortes pour les écoulements compressibles eau/air que pour les écoulements pétroliers,
moins compressibles.

De plus dans notre cas, les valeurs de la pression globale sont souvent beaucoup plus
proches des valeurs de la pression en eau que de celles de la pression en air. Par conséquent,
pour des fortes valeurs de p., I'approximation p, ~ p, ne sera plus valable.
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Parametres de base

Parametres communs a la pression capillaire et aux perméabilités relatives :

s €]0,1], 0, €]0, 1] (valeurs minimum et maximum autorisées pour s) et n € [1,400];
pour définir la pression capillaire : « €]0, 1[;

pour définir les perméabilités relatives : € €]0, 1] et v €]0, 1].

Variables intermédiaires

_— s—20,
w_es_er
_— 0, — s
a_es_er
1
m=1——
n

Equation de la pression capillaire
1
1 "

Equation de la perméabilité relative de ’eau
no\ 2oL 2
ko, (8) = 55, (1 — (1 —EF) ' > ;

Equation de la perméabilité relative de Pair
2(n—1)

ke (s) =5 (1— (1-5,)77)

TAB. 9.1 — Modeéle de van Genuchten

172




— position de la pression globale entre P, (t=0) et P, (t=100)
rrrrrrrr 200 : g
= : : : : :
2 : . : : :
B2 Peseo e R : + 100
@ : : : : :
a : : : : : /_\
- - : 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
saturation s
perg'rﬁf?ce de la definition de la pression globale
20 P s e : 10 - - - -
1 T e e 5
0 i - i - i o]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
saturation
x 10
10 -
gl
Gl -
a_o L—<G_
- =
= = Al
P T R A
; 5 ; ; oL ; ; - ; ;
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
saturation saturation saturation saturation

Fi1G. 9.3 — Courbes noires : valeurs des coefficients intervenant dans les équations dipha-
siques { (9.9)-(9.16),(9.17)-(9.19) } lorsque leur deuxieme argument p, varie entre p,, et
Pwtpe(s) (il s’agit d’une analyse de sensibilité globale, manuelle). Les courbes représentent,
de gauche a droite et de haut en bas, en fonction de la saturation en eau, (i) p — py, ; (ii)

— Pw

100pg ; (iil) bo(s,p) (9.13); (iv) mMilpep, putpe(s)] Hp — %(p + puw) + v(s,p)H (le point

fixe définissant la pression globale existe lorsque ce minimum est nul); (v) d(s,p) (9.12);
(vi) d(s,p)bo(s,p)ps(s); (vil) d(s,p)v,(s,p) (9.18); (viii) a(s,p) (9.15). Le modele de van
Genuchten 9.1 est utilisé avec n = 2.
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x 105 n=3 position de la pression globale entre P, (t=0) et P, (t=100)
50 R R : 200 : - : -
= : : : : :
2 : . : : :
o N | : . : +«~ 100
@ L : : :
a . i : I\
o] : : : : . 0
o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
saturation s
pertinence de la definition de la pression globale
1 R R R - : 5000 T - T -
e OB [ g (J
0 i - i - i o]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.z 0.4 0.6 0.8 1
saturation s
5 8 8
x 10 x 10 x 10
12 12 S 12
10 e 10 100
[ R 8 8- f
6 ol = 6 6
= P o«
=
N R SRRy 4 gl e
- e 2 21 A X
o] : : 10— o] : o] : :
o] 0.5 1 o} 0.5 1 o] 0.5 1 o] 0.5 1
saturation saturation saturation saturation

F1G. 9.4 — Courbes noires : valeurs des coefficients intervenant dans les équations dipha-
siques { (9.9)-(9.16),(9.17)-(9.19) } lorsque leur deuxieme argument p, varie entre p,, et
Pwtpe(s) (il s’agit d’une analyse de sensibilité globale, manuelle). Les courbes représentent,
de gauche a droite et de haut en bas, en fonction de la saturation en eau, (i) p — py, ; (ii)

—0 =2 (i) bo(s,p) (9.13); (iv) MiNpeppy putpe(s) [P — 30 + pw) +7(s,p)|| (e point

10022

p(l w
fixe définissant la pression globale existe lorsque ce minimum est nul); (v) d(s,p) (9.12);
(vi) d(s,p)bo(s,p)ps(s); (vil) d(s,p)v,(s,p) (9.18); (viii) a(s,p) (9.15). Le modele de van
Genuchten 9.1 est utilisé avec n = 3.
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saturation

saturation

x 105 =4 position de la pression globale entre P, (t=0) et P, (t=100)
- 3 T 100 - - - -
=
2
@ -~ 50
=
a
¢ 0
o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
saturation s
pertinence de la definition de la pression globale
Tpo R R — 10000 ‘ - ‘ -
& 05 > il SRS BRI 5000 7
0 i - i : o]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.z 0.4 0.6 0.8 1
saturation s
5 8 8
x 10 x 10 x 10
12 120 15 [
T [ 10 [t
B N R T 10 |-
< L=5
= B =, [ [ R O o
< o
=
A A Y N A TR
2f 2( S
o] : : o] : : o] : :
o] 0.5 1 o] 0.5 1 o] 0.5 1

saturation

saturation

F1G. 9.5 — Courbes noires : valeurs des coefficients intervenant dans les équations dipha-
siques { (9.9)-(9.16),(9.17)-(9.19) } lorsque leur deuxieme argument p, varie entre p,, et
Pwtpe(s) (il s’agit d’une analyse de sensibilité globale, manuelle). Les courbes représentent,
de gauche a droite et de haut en bas, en fonction de la saturation en eau, (i) p — py, ; (ii)

— Pw

100pg ; (iil) bo(s,p) (9.13); (iv) mMilpep, putpe(s)] Hp — %(p + puw) + W(S,p)H (le point

fixe définissant la pression globale existe lorsque ce minimum est nul); (v) d(s,p) (9.12);
(vi) d(s,p)bo(s,p)ps(s); (vil) d(s,p)v,(s,p) (9.18); (viii) a(s,p) (9.15). Le modele de van
Genuchten 9.1 est utilisé avec n = 4.
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x 105 n=5 position de la pression globale entre P, (t=0) et P, (t=100)
3 R R : 100 : -
= : ! : ! :
2
@ -~ 50
=
a
¢ 0
o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
saturation s
pertinence de la definition de la pression globale
Tpo Cs RRRE . —— 10000 ‘ - ‘ -
& 05 P SEREREEE R REEEEEEE : 5000 J
o ; ; ; ; ; o
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.z 0.4 0.6 0.8 1
saturation s
5 g g
x 10 x 10 x 10
12 120 S 15 [
10 10
8 8 10 [ L
- :
- 6 = 6 ©
o
4 4 LR EEEEN B ChERREE
2 2
o] : : o] : : o] : :
o] 0.5 1 o] 0.5 1 o] 0.5 1
saturation saturation saturation saturation

F1G. 9.6 — Courbes noires : valeurs des coefficients intervenant dans les équations dipha-
siques { (9.9)-(9.16),(9.17)-(9.19) } lorsque leur deuxieme argument p, varie entre p,, et
Pwtpe(s) (il s’agit d’une analyse de sensibilité globale, manuelle). Les courbes représentent,
de gauche a droite et de haut en bas, en fonction de la saturation en eau, (i) p — py, ; (ii)

—0 =2 (i) bo(s,p) (9.13); (iv) MiNpeppy putpe(s) [P — 30 + pw) +7(s,p)|| (e point

10022

p(l w
fixe définissant la pression globale existe lorsque ce minimum est nul); (v) d(s,p) (9.12);
(vi) d(s,p)bo(s,p)ps(s); (vil) d(s,p)v,(s,p) (9.18); (viii) a(s,p) (9.15). Le modele de van
Genuchten 9.1 est utilisé avec n = 5.
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Les hypotheses permettant d’utiliser la formulation pression globale ne sont donc pas
vérifiées.

9.2.4 Conclusion

La pression globale est une pression artificielle, définie implicitement comme un point
fixe et sa valeur est encadrée par celles de la pression en eau et de la pression en air,

Pw < Pg < Da-

On forme les équations en pression gloabale en remplacant la variable p, par la variable p,
comme argument dans les fonctions non linéaires.

Des théoremes d’existence ont été établis par Chavent pour les nouvelles équations ainsi
obtenues.

Cependant 'existence du point fixe définisant la pression globale dépend des valeurs de
Pe = Pa = Pw €t le passage la la formulation pression globale suppose que p, ~ p,. Or pour
les écoulements eau-air on a en général

[Py — Pal > [Py — Pul

Le formulation pression globale sera donc pertinente pour les écoulements eau-air unique-
ment lorsque le milieu est presque saturé en eau. Son domaine de validité est complémentaire
de celui de I'équation de Richards présentée dans la section 9.3.

9.3 L’équation de Richards

Les hydrogéologues utilisent souvent le modele de Richards, qui est une approximation
de modele diphasique eau-air. Dans ce modele, on suppose la pression en air constante et
uniforme :

p, = constante = pression atmosphérique —- 6pw = —6}90

et I’équation de conservation en air disparait. Ceci est vrai pour les milieux faiblement
saturés. En effet, pour ces milieux, p, est négligeable devant p.(s) et 6pa est négligeable
devant p/.(s)Vs (voir la Figure 9.2.)

Le systeme se réduit a 1’équation de conservation en eau :

¢@ + div g, = 0,
ot (9.32)

P = _ka(5> 6(_1%(5) - png).

Dans cette équation on a
— un terme de diffusion capillaire div (—ka(s) 6(—]90(5)))
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— un terme d’advection par gravité div (ka(s) V(pwgz)>.

Le formalisme que nous avons utilisé jusqu’a maintenant est celui de la mécanique des
fluides. Les hydrogéologues utilisent un formalisme différent et regroupent en particulier
toutes les propriétés du sol et du fluide ¢ dans un seul parametre noté K;. De plus ils ne
quantifient pas la composition de 1’écoulement par les saturations mais par la teneur en
eau . Les pressions ne sont plus exprimées en Pascal mais en hauteur d’eau.

On réécrit I’équation de conservation de 1’eau sous la forme

0
9 ¢
S —
TP L divg, =0, Gu=—Kkopug V | 2= —2
ot S——— Pwd
Ku v
h
— 0, teneur en eau (water content) volumique
— h, potentiel matriciel (pressure head)
- K, conductivité hydraulique
- §g=gVz
Nous indiquons donc ici les correspondances entre ces formalismes :
o —DPe
h = Kz = Ks‘k:m'
o |
Ky = _lg K 0 = ¢s.
Hi

Avec ce nouveau formalisme et sous ’hypothese que p, est constant et uniforme, on
obtient une nouvelle équation en saturation :

Y. 3
9 _ 4 e 9.33
o = div (wa), o=h— 2z (9.33)

On remarque en particulier que les parametres liés aux propriétés de 'air ont disparu.
Cette équation est donc celle d'un écoulement monophasique (on a supposé que 1'équation

0
en pression devenait 8_]; = 0). Cette équation est étudiée en particulier dans [15, 45]. Les

applications h — 0 et h — K, ont des propriétés mathématiques plus intéressantes que
0 — h et — K,. Cest pourquoi on résout en général 1’équation (9.33) par rapport a
I'inconnue h. Malheureusement, pour des raisons de simplification, on ne peut pas choisir
cette inconnue dans le cas diphasique.

Concernant le terme de diffusion capillaire, on notera que dans le modele de van Ge-
nuchten que l'on utilise (voir [77]) en fixant ¢=0.5

1
1 n
1 -5\ m 1 1
Pe(s) = — (s S) m_1 ,n:2,m:1——:§, s, = 0.2, (9.34)

1—s,
la dérivée de la pression capillaire en s = 1, donc le coefficient de diffusion, est infinie. Les

courbes de pression capillaire et de perméabilité relative pour ce modele sont représentées
sur la Figure 9.2.
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9.4 Discrétisation

On choisit d’'implémenter la formulation diphasique « classique » et I’équation de Ri-
chards afin de les comparer.

Pour I'implémentation diphasique, on utilise une variante de la méthode IMPES (« im-
plicit pressure explicit saturation », efficace pour les écoulements pétroliers, voir par exemple
[17]) : on découple la résolution des équations en pression et en saturation, en utilisant
éventuellement des pas de temps différents pour chaque type d’équation, pour s’adapter
aux vitesses d’évolution de chaque variable.

Cette méthode est expliquée dans [17] dans le cas de deux fluides incompressibles.
On suppose choisie une discrétisation en espace. On décompose l'intervalle de temps de
simulation en N pas de temps limités par ty < ... < tn. On dispose d’une condition initiale
en saturation s’. Dans le cas incompressible on verra que la pression est imposée par la
saturation ; dans le cas général on a également besoin d'une condition initiale en pression.

On suppose connue la distribution de saturation s” au temps t". Dans le cas de deux
fluides incompressibles, on obtient par la loi de conservation de la masse div (F, + @) = 0.
La distribution de pression p] est obtenue de maniere implicite par cette égalité. Dans le
cas général on doit également connaitre la distribution de pression p?~! et la distribution
de saturation s"~! et résoudre

ca(l = s")pi 4 puws”™ — ca(l = 8" )p™' — pys™ !

o 5 + div @(s™, p?) = 0. (9.35)
On en déduit la distribution de u" = u(s™, p").
On calcule ensuite s"*! par le schéma explicite
n+l _ n
PP’ Pus 1 div @y (s™, p") = 0. (9.36)

ot

Dans le cas compressible ou la pression initiale est connue on commence par cette étape,
il n’y a donc pas de probléme a l'instant initial. Cette méthode est suggérée dans [73].

Il a également été observé dans le cas des fluides incompressibles que la résolution
implicite de 1’équation en pression est beaucoup plus longue que la résolution explicite
de I'’équation en saturation et que le schéma explicite pour ’équation en saturation n’est
stable que pour des pas de temps tres courts. Pour gagner en temps de calcul Chen, Huan
et Li proposent dans [17] d’utiliser deux pas de temps et de résoudre successivement 1 fois
I’équation de pression pendant un temps 0t et M fois ’équation de saturation pendant un
temps %.

On utilise une méthode de Newton (voir par exemple [8], [64], [22] ou [50]) pour résoudre
les équations discrétisées, non linéaires.
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~—o I } ® I % *—¢
1/2 3/2 i—1/2 i+1/2 N,—1/2  N.,+1/2

Fia. 9.7 — Discrétisation en espace 1D.

9.4.1 Un probleme simple en dimension 1 - approximation de
Richards

9.4.1.1 Probléme modeéle

L’équation en dimension 1, le long d'un axe z orienté vers le bas, s’écrit

0 0

6%+ o (K6 o) = g =0 (937)

On s’intéresse a un écoulement monodimensionnel dans une colonne homogene verticale
ouverte de hauteur H.

0o ¢ Pw = Pud
La condition aux limites ¢, correspond a une intensité de
pluie.
L’état initial est I’état stationnaire correspondant a ¢,,q = 0.
11 vérifie
H ¢s=1 Condition initiale : p.(s) = p,g(H — 2). (9.38)
Y
z

9.4.1.2 Discrétisation

On utilise un schéma d’Euler implicite avec décentrage amont pour 'advection (voir la
Figure 9.7) :

n+1 n Tk o amE
S; =8¢ Puit1/2 — Puwi-1/2 .
2 L+ — ’ =0, =1,---,N, 9.39
avec
n+1 n+1
s w1 Pe(siiy) — pe(si™) n .
Pz = Kit1) = A + pugEky(si™), i =1, N.. (9.40)
Nous avons effectué des essais en définissant k%! comme la moyenne harmonique

i+1/2
entre Kk, (s!t") et Kk, (s!') puis comme la valeur amont.
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A la surface, le flux entrant est 'intensité de pluie si elle peut étre absorbée, le flux
maximal pouvant étre absorbé sinon. Précisons ce qu’est le flux maximal pouvant étre
absorbé. La saturation sy ne fait pas partie des degrés de liberté du probleme mais le flux
entrant vérifie

n+1 n+1
ok YR n PclS — Dcl\S n
P = k*(sg, 81T = >h/2 587 4 pugKha(s). (9.41)

Pour s fixé, ce flux croit avec sy qui prend au maximum la valeur 1. Cette condition
) 4l
s’écrit

Nk : * n+1 pc(s?—i_l)
Prorjp =MD | Pua , k(s =1, 5] )T/? + pugKky(s=1) ). (9.42)

Influence de la définition des perméabilités aux interfaces entre les cellules. On
choisit d’abord la condition aux limites ¢, = 0. La condition initiale est la discrétisation
de I'état stationnaire. Si on résout exactement ’équation, alors la solution est constante.
Sinon on tend asymptotiquement vers un nouvel état stationnaire discret.

On choisit comme condition initiale une approximation constante par cellule de 1’état
stationnaire, c’est a dire de la solution de 1’équation

0 0

% (—Kk:w(s)@(—pc(s) — pwgz)) = 0. (9.43)
Cette condition initiale vérifie

pe(8i) = pwg(H — z;), i=1,--- N,. (9.44)

L’état stationnaire pour ’équation discrétisée est la solution de

<Pfu,i+1/2 - W*w,iﬂ/z =0, i=1,--- N, (9.45)

avec

* * pc(sln — Pe S;L) n .
Spw,i+1/2 = i+1/2 +1)h ( +pngkw(5i)7 1= 17"'7Nz- (946)

Le résultat numérique est donné sur la Figure 9.8 : si on utilise la moyenne harmonique

ik,n+1 — 2ka(s?+1)kw<s?—i—-_ll)
2 (8P 4 Ky (sTED)

(9.47)

la solution de I'équation (9.44) est différente de la solution de (9.45). En revanche si on
utilise
ki = k(s (9.48)
les solutions de (9.44) et (9.45) se superposent. En effet, I’état stationnaire pour 1’équation
discrétisée vérifie
cpfu’ﬂ_% — Pui-12=0, 1=1,..., N
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F1aG. 9.8 — Influence de la définition des valeurs de perméabilité aux interfaces.

1.e.

Kk (s?)
k* ’

i+1/2

pc(3i+1)_pc<8i) = —hpuwyg

Donc la linéarité de p. (équation (9.44)) est respectée uniquement si on choisit la valeur
amont pour les coefficients non linéaires. L’ampleur de la différence entre les deux résultats
est diie a la grande courbure de la fonction k,, : pour s compris entre s; et sy avec s1 < So,
pour [|s — s1|| < [[so — s|| on aura ||k, (s) — ky(s1|| < ||kw(s) — kw(s2)]|.

Des résultats numériques pour ¢,,q 7 0 sont donnés dans la section 9.4.3

9.4.2 Un probleme simple en dimension 1 - modele diphasique

9.4.2.1 Probléme modeéle

Les équations diphasiques en dimension 1 s’écrivent

6% + 5 | ~KEu6) () 1) = )| =0
Jlea1=5) |

5 + 5 |:_Kka(s)capa ( Pa — apag)} o
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° Sn,O = g"

e Pour k=0,---,ns—1
Sn,k+1_sn,k

) Al +div g, =0,
SBw — —K]{:Z’kJrl <VPZ o vp?,kJrl o pw§>
° Sn+1 _ Sn Mg
n+1 n+l n
pa apa . —
Cq div g, = 0,
. ¢ At +div ¢

Bo = KR epit (Vpntt = cpit'g)
TAB. 9.2 — Discrétisation en temps pour la modélisation des écoulements diphasiques.

Pw Pwd>
0 e { Do = Datm. L’état initial est I'¢tat stationnaire correspondant a oya = 0.
Pour l'air on vérifie Vpa CaPaf = 0 i.e.

Condition initiale pour l'air : p, = Parme?”. (9.50)

Pour l'eau on vérifie Vp,, — pwd =0, ie

I s =1,
va = 0. Condition initiale pour l'eau : (9.51)
Pe(s) = pug(H — 2) — pa(H) + pa(2). '

z

9.4.2.2 Discrétisation en temps

On note At, = At le pas de temps, n, le nombre de résolutions d’équations en saturation
par résolution d’équation en pression et At; = At/ng.

On liste dans le Tableau 9.2 les opération permettant de passer des champs de saturation
en eau s" et de pression en air p a l'instant ¢" = nAt aux champs de saturation en eau
s"t1 et de pression en air p"*! & Uinstant "1 = (n + 1)At.

9.4.2.3 Discrétisation en espace pour I’équation en saturation

On utilise un schéma d’Euler implicite avec décentrage amont pour ’advection (voir la
Figure 9.7) :

n+1 n nx ok
; pri ng i— .
(b S Sz + a+1/2 ; 4—1/2 :()7 Z:17"'7Nz (952)
avec
o *n pe(s ?+11) Pai+1 pe(s nH) + Pus n )
Spw,’i-f—l/Q _kl+1721 = +h +p’ngk"w(Si+1)7 1= 17”'7Nz-

(9.53)
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k;ngl peut étre la moyenne harmonique entre Kk, (s!'™) et Kk, (s;7') ou la valeur amont.

Le flux entrant est 'intensité de pluie si elle peut étre absorbée, le flux maximal pouvant
étre absorbé sinon, i.e.
1 n
. pc(‘g?lﬂ_ ) — DPan + Patm
* _ * _ +1 a,
P = min (gpwd , B (s=1,87") e

+ pugKky(s = 1)) . (9.54)

9.4.2.4 Discrétisation en espace pour I’équation en pression

On utilise un schéma d’Euler implicite avec décentrage amont pour 'advection (voir la
Figure 9.7) :

Sn—!—l n+l " .t (70* . — 90* .
QbCa ai Payi a,ili + a,i+1/2 ai—1/2 —0i=1,---, N, (955)
At, h
avec

Paiir = Pat’ —

_ Hn+1 1 a,i a,i +
Pt = I a,iil/zcapZIJrl/Z h + Cangg,JirﬂpZ,iH- (9.56)

kfsz/lz est la moyenne harmonique entre kq(s5') et kq (st )

9.4.3 Résultats numériques comparatifs
9.4.3.1 Evolution de la saturation - cas 1

On impose une intensité de pluie pouvant étre absorbée, c’est a dire telle que go’;;':l /2=
Guwa lorsque s"T = 1 dans les équations (9.42) et (9.54). Les test sont normalisés, de sorte
que l'intensité maximale pouvant étre absorbée est ¢, = 1. La Figure 9.9 représente
I’évolution de la saturation suivant les modeles des sections 9.4.1 et 9.4.2. Les résultats ne
different pas suivant le modele choisi. On donne la différence entre les résultats fournis par

les deux modeles sur la Figure 9.10.

9.4.3.2 Evolution de la saturation - cas 2

On impose maintenant une intensité de pluie légerement supérieure a 'intensité maxi-
male pouvant étre absorbée, c’est a dire telle que dans les équations (9.42) et (9.54), o} /2
est un peu inférieur & ¢,q lorsque s = 1. Les résultats sont donnés a la Figure 9.11.
Les deux modeles donnent des résultats identiques jusqu’a ce que la surface soit saturée.
Ensuite, le modele diphasique est « en retard » sur le modele de Richards : I'augmentation

de la pression en air empéche 1'eau de pénétrer dans le sol (I'air est piégé dans le sol).

9.4.3.3 Evolution de la saturation - cas 3

On impose maintenant une intensité de pluie beaucoup plus forte que I'intensité maxi-
male pouvant étre absorbée, c’est a dire telle que @', 2 << buwa lorsque s7 =1 dans les
équations (9.42) et (9.54). Les résultats sont donnés a la Figure 9.12. On observe la méme

tendance que précédemment, le retard du modele diphasique est encore plus marqué.
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équation de Richards équation diphasique
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FI1G. 9.9 - Evolution de la saturation en eau, suivant le modele de Richards et le modele

diphasique, pour une faible intensité de pluie (pas de ruissellement). Chaque courbe (rouge,

verte ou bleue) correspond a un instant et la saturation en chaque point augmente avec le

temps. Les courbes correspondant a des instants identiques sont représentées de la méme
couleur sur les deux images.

9.4.3.4 Pressions en air

La Figure 9.13 représente 1’évolution de la pression en air suivant le modele diphasique
(pressions en metres de colonne d’eau).

9.5 Conclusion

L’influence de I'air est importante quand la surface est saturée.

On obtiendrait de plus grosses différences avec une colonne fermée, ce qui demande des
tests au moins en deux dimensions.

On doit adapter les schémas aux grandes pentes des coefficients de diffusion (i.e. dans
notre cas, utiliser (9.48) au lieu de (9.47)).

Il est prévu d’effectuer une comparaison similaire en deux dimensions puis en trois
dimensions, par une formulation éléments finis mixtes en diffusion et volumes finis [49] en
convection avec convection explicite et diffusion implicite. Nous avons programmé un code
diphasique tridimensionnels a 1’aide de la bibliotheque LifeV, mais il ne respecte pas encore
toutes les spécificités dont I'importance est mise en évidence dans ce chapitre, comme le
décentrage en diffusion.

185



x10™ comparaison des saturations
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Fia. 9.10 — Différence entre les saturations en eau calculés par le modele diphasique et le
modele de Richards. Chaque courbe (rouge, verte ou bleue) correspond & un instant.

équation de Richards équation diphasique
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FIG. 9.11 — Evolution de la saturation en eau, suivant le modele de Richards et le modele
diphasique. Chaque courbe (rouge, verte ou bleue) correspond & un instant et la satura-
tion en chaque point augmente avec le temps. Les courbes correspondant a des instants
identiques sont représentées de la méme couleur sur les deux images.
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équation de Richards
phiwd=10
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FIic. 9.12 — Evolution de la saturation en eau, suivant le modele de Richards et le modele
diphasique, pour une forte intensité de pluie. Chaque courbe (rouge, verte ou bleue) corres-
pond a un instant. Les courbes correspondant a des instants identiques sont représentées
de la méme couleur sur les deux images.
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Fic. 9.13 — Evolution de la pression

intensités de pluie différentes.

en air, suivant le modele diphasique, pour deux
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Chapitre 10

Conclusion générale

Cette these s’inscrit dans le contexte des calculs de stureté pour un éventuel stockage
souterrain de déchets nucléaires.

Nous avons d’abord fourni une description détaillée d’'un modele mathématique et de
son implémentation, afin de permettre 'implémentation d’un code dérivé le plus simple-
ment possible et de fagon, dans la mesure du possible, modulaire, c¢’est-a-dire avec le plus
de parties possibles réutilisables. Dans notre présentation du modele mathématique, nous
avons insisté en particulier sur la prise en compte des conditions aux limites.

Nous avons donné une présentation générale des méthodes d’analyse de sensibilité pro-
babiliste de type Monte-Carlo, puis d’analyse déterministe, en mettant en évidence les
similarités entre les indicateurs fournis par ces deux types d’approches.

Nous avons présenté diverses méthodes classiques de calcul de dérivées. Nous avons en
particulier mis en évidence la limite des méthodes différences divisées, détaillé la mise en
place d'une différentiation automatique par ADOL-C sur un exemple conséquent, comparé
les performances de la dérivation par le différentiateur automatique ADOL-C avec celles
de la dérivation a la main. La bibliotheque ADOL-C se révele compétitive concernant les
temps de calcul et surtout les temps de développement, mais ne peut pas étre utilisée
telle quelle pour les programmes tres gourmands en place mémoire. En revanche c’est
un bon outil de vérification, et il est plus simple de 'utiliser que de mettre en place une
vérification par différences divisées — a condition que 'on ait déja adapté les bibliotheques
de calcul scientifique nécessaires. Nous avons rappelé la méthode de 1’état adjoint et appuyé
notre présentation sur I’exemple du probleme d’écoulement. Enfin nous avons vu comment
il est possible de combiner dans un méme programme la différentiation manuelle et la
différentiation automatique, ce qui est utile pour vérifier un calcul de dérivée sous-fonction
par sous-fonction.

Nous avons présenté quelques aspects informatiques, en particulier liés a la programma-
tion fonctionnelle, qui est parfaitement adaptée au développement de plate-formes génériques
logicielles, par exemple de couplage de code. Nous avons développé en particulier une plate-
forme d’analyse de sensibilité et une bibliotheque de communication C++, utilisée avec des
plate-formes génériques ou pour I’échange sécurisé de données.

Nous avons appliqué la méthode d’analyse de sensibilité déterministe a un modele
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d’écoulement tridimensionnel et a un modele écoulement-transport bidimensionnel. Pour
le modele d’écoulement, peu non-linéaire et ou les parametres d’entrée considérés sont ho-
mogenes (ce sont tous des composantes de conductivité hydraulique), les résultats d’analyse
de sensibilité déterministe sont peu dépendants des valeurs des parametres d’entrée et four-
nissent les mémes conclusions qu’une analyse probabiliste de type Monte-Carlo. Pour le
modele de transport, faisant intervenir différents types de non linéarités et des parametres
de dimensions différentes (coefficients de diffusion ou conductivités hydrauliques), il est
plus difficile de comparer les deux approches.

Nous avons donné des pistes pour la construction d'un indicateur de sensibilité par
rapport a des parametres de discrétisation. Elles peuvent permettre de comparer l'incerti-
tude d'un résultat due a l'incertitude sur des parametres physiques avec 'incertitude due
a la discrétisation, et donc de mesurer 1'utilité ou non d’effectuer des calculs précis. Cette
contruction est possible pour des parametres de discrétisation en temps. Elle semble plus
difficile pour des parametres de discrétisation en espace.

Enfin nous nous sommes intéressés aux écoulements diphasiques : nous avons mis en
évidence l'insuffisance du modele de Richards pour des écoulements saturés en certains
points, et donné des éléments sur le calcul des coefficients de diffusion non constants dans
les méthodes mixtes.

Une perspective est I'implémentation de la décomposition de domaine avec sa dérivation
pour le probleme d’écoulement puis de transport. On a vu que la dérivation en décomposition
de domaine ne posait pas de probleme théorique pour I'écoulement. Les calculs sur les
écoulements diphasiques peuvent étre élargis en deux puis trois dimensions.
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Annexe A

Quelques éléments techniques sur la
dérivation du programme de
transport

A.1 Principe

Nous avons différentié individuellement chaque fonction ou méthode.

Le programme principal est clairement divisé entre initialisation, boucle en temps, fina-
lisation, éventuellement appel des fonctions de calcul de ligne ou de colonne de la matrice
Jacobienne. La boucle en temps est elle-méme découpée selon 'algorithme du Tableau 2.3.
On rappelle que I'équation de transport est résolue par une méthode de splitting. Dans la
résolution de I'équation de diffusion, nous avons isolé la résolution des systemes linéaires,
comme suggéré dans la section 6.3.2.

Nous avons au départ programmé deux versions de code dérivé. La premiere version est
dérivée uniquement en mode direct. Elle utilise au choix une dérivation avec ADOL-C ou a la
main, ou combine ces deux méthodes, c’est-a-dire que certaines parties du programme sont
différentiées avec ADOL-C et d’autres a la main. La deuxieme version utilise uniquement la
différentiation a la main pour des raisons de place mémoire. Le mode adjoint est en cours
d’'implémentation dans cette deuxieme version.

Pour faciliter I'identification des variables d’entrée et de sortie de chaque fonction ou
méthode, pour la différentiation a la main, les attributs “actifs” des classes ne servent
plus qu’a l'initialisation : les variables actives seront passées en argument aux méthodes
(structure moins “objet”). Autrement dit, les méthodes ne modifieront pas des attributs
mais des imitations passées en argument.

Dans la premiere version du programme dérivé, pour chaque fonction ou méthode du
programme non différentié faisant intervenir des variables actives, nous avons trois fonc-
tions ou méthodes dans le programme différentié : une version servant a fabriquer les
enregistrements avec ADOL-C, une version effectuant un calcul de valeurs, une version effec-
tuant a la fois un calcul de valeurs et un calcul de variations. (Les deux dernieres versions
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servent uniquement pour la différentiation “a la main”.) On a ajouté une fonction d’initia-
lisation générale : en mode automatique, elle fabrique tous les enregistrements nécessaires,
dont certains sont utilisés plusieurs fois dans un seul calcul de variation (dans la boucle en
temps), comme c’est mentionné dans la section 4.2.2.2; en version manuelle, elle calcule ce
qui est indépendant des variations d’entrée (par exemple les variables “discretes”, comme
les pas de temps, ou le nombre d’itérations de convection par itération de diffusion dans le
splitting). On a ajouté une fonction initialisant les vecteurs de variables : elle calcule leurs
tailles, les initialise éventuellement avec des valeurs lues dans des fichiers ou calculées a
I'initialisation ; on utilise exactement la méme fonction pour les versions manuelle et au-
tomatique. On a ajouté une fonction qui permet d’assembler tous les morceaux pour un
calcul de variations. Elle prend en particulier en argument un vecteur de types énumérés
indiquant quels morceaux doivent étre différentiés automatiquement et quels morceaux
doivent étre différentiés a la main. Nous avons fourni une version automatique pour la
résolution de systemes linéaires mais il est tres déconseillé de 'utiliser (elle fonctionne &
nombre d’itérations constant, en particulier pour tous les pas de temps), ¢’est donc pour
cette partie que la version manuelle a été vérifiée en premier.

La version totalement automatique est vérifiée par comparaison avec le code non diffé-
rentié de départ, sur plusieurs exemples, sous ’hypothese qu'un code automatique qui sait
calculer des valeurs correctement sait aussi calculer les dérivées. Les versions manuelles des
fonctions ou méthodes peuvent étre vérifiées une par une par comparaison des résultats
avec ceux obtenus par la version automatique.

Dans la deuxieme version de code dérivé, qui ne fonctionne pas en mode automatique,
on a une quatrieme version de chaque fonction ou méthode permettant la dérivation en
mode inverse avec les recalculs strictement nécessaires. La méthode de I'état adjoint est
utilisée en particulier pour la résolution de systemes linéaires. Les versions de fonctions
“calcul de valeur” servent pour la dérivation en mode inverse. Ce code n’est pas encore

validé (voir A.3).

A.2 Structure du code de transport

Le premier travail pour dériver le programme de transport était de dresser un inventaire
des variables présentes dans le code, en séparant en particulier les parametres constants
de ceux qui peuvent étre modifiés. Parmi ceux qui peuvent étre modifiés, on distingue
les variables d’entrée du programme (appelées variables indépendantes en différentiation
automatique), celles que I'on doit retourner, et les variables intermédiaires.

On ne dérive pas par rapport aux variables discretes. Les variables intermédiaires
discretes peuvent dépendre de parametres variables, mais ne sont pas dérivées. Des modi-
fications de leurs valeurs correspondent a des discontinuités de la fonction a différentier.

On découpe ensuite le déroulement du calcul en étapes de taille raisonnable, et en
mettant en évidence quelles variables interviennent au cours de chaque étape.
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On rappelle I’équation de transport :

ot -+ div (Cﬂj — Dlﬁc,> -+ )\zq)RzCz = Z Uij)\jq)RjCj —+ (I)SZ' -+ q;. (Al)

je€{peres(i)}

Sous les hypotheses de I’absence de couplage entre les différents radionucléides, i.e. {peres(i)} =
(), on obtient :

@Ri% + div (Ciﬁ - Dzﬁcz) + NPRi(1 — 0i)c; = Ps; + g, (A-2)

Notre programme de transport par splitting résout I’équation suivante :

Oc ) B - B
Wy + div (cu — DVc) +wAc = 0. (A.3)

On effectue donc d’abord les changements de variable :

Le terme source est a ajouter. Les coefficients de diffusion sont a calculer apres la résolution
de I’équation d’écoulement :

D =dJI+|d [mE+ o, (I—E)] ou E;; = —2. (A.6)
u

A.2.1 Parametres du probleme.

1. X constant en temps et en espace

2. w constant par morceaux en espace, constant en temps
3. vitesse de Darcy FluxDarcy
4.

tenseur de diffusion par cellule (construit a partir de la vitesse de Darcy ou, pour des
essais simplement, constant par morceaux)

On renvoie a la Figure 2.3.

A.2.2 Parametres discrets.

1. Pas de temps de diffusion

2. dimXdof : nombre de cellules du maillage
3. dimWdof : nombre de faces du maillage
4. Maillage
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A.2.3 Variables intermédiaires.

. vecteur D_evol de taille dimXdof : termes diagonaux de la matrice de convection

matrice jac de taille dimWdof xdimWdof, stockée dans un vecteur de taille nzA ~
6xdimWdof

. vecteur sourceVector de taille dimWdof : second membre du systeme linéaire de

I’équation de diffusion

. vecteur Flux Diff de taille dimWdof : inconnue du systeme linéaire
. vecteur concO de taille dimXdof : champ de concentrations a t = nAt

. vecteur concl de taille dimXdof : champ de concentrations a t = (n + 1)At

A.2.4 Variables intermédiaires discretes.

1.
2.
3.
4.

liste des sous-domaines pris en compte dans le calcul
CFL locales
nombre de divisions du pas de temps de diffusion et pas de temps de convection

vecteur iamont : pour chaque face F; du maillage, indice de la cellule amont, définie
par le sens du flux de @ a travers Fj (la résolution de 'équation de convection utilise
un schéma décentré amont).

A.2.5 Déroulement du calcul.

1.

2.

Initialisation

(a) Construction de D_evol a partir de tous les parametres du probleme sauf le
tenseur de diffusion par cellule

(b) Construction de jac a partir de D_evol et du tenseur de diffusion par cellule
Boucle en temps

(a) Initialisation de la boucle en temps (1 fois) : calcul des variables intermédiaires
discretes

(b) Les pas de temps de convection : calcul de concl a partir de conc1, FluxDarcy,
phi_coef et des variables discretes

(¢) Le pas de temps de diffusion

i. calcul de concO et sourceVector a partir de A\, concl et des variables
discretes

ii. calcul de Flux Diff a partir de jac et sourceVector

iii. calcul de concl a partir de A, D_evol, Flux Diff et concO
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A.2.6 Découpage du code : choix des enregistrements.

Lors de la lecture d’un enregistrement avec ADOL-C, toutes les entrées de la fonction
représentée par l'enregistrement doivent étre regroupées dans un seul tableau. Il en est de
méme pour les sorties. On liste ici les différents tableaux utilisés, avec leurs tailles. Chaque
mise a jour de la variable tag annonce un nouvel enregistrement dont on précise les tableaux
d’entrée et de sortie (X_... et Y_...). Certains tableaux peuvent se recouvrir, quand les
mémes variables sont utilisées par différents enregistrements. Des données doivent parfois
étre dupliquées, pour des raisons de contiguité.

“14” est le nombre de sous-domaines du maillage, qui est utilisé pour la définition des
parametres constantes par morceaux, comme le tenseur de conductivité ou éventuellement
le tenseur de diffusion D;. Dans le cas général, le tenseur est relié au champ de vitesse
de I'eau par la relation (A.6) donc il est simplement considéré constant par cellule. Il sera
constant par zone si les coefficients «o; et a; de I’équation (A.6) sont négligeables devant
d., avec d. constant par zone, dans toutes les zones. La variable diff tensor_per_sbd
est utilisée uniquement lorsque 'on fait 'hypothese d’un tenseur de diffusion constant
par morceaux. La variable diff_coef est utilisée uniquement lorsque I'on fait I’hypothese
d’un tenseur de diffusion constant par morceaux et diagonal. “autres diffusions” désigne
le champ de tenseurs de diffusion calculé a partir du flux de Darcy, il est calculé avant
la phase d’initialisation. En mode non automatique, il est stocké et lu dans un fichier;
Iargument “autres diffusions” est alors remplacé par un nom de fichier, c¢’est-a-dire une
chaine de caracteres.

1. Pour l'initialisation (lecture des données, calcul de D_evol et de la matrice de diffu-

sion) :

X_init = [ A; (diff_coef,phi coef); diff tensor per sbd; conc init; FluxDarcy];
1 14 x 2 14 x 9 dimXdof dimWdof

Y_init = [concl; D_evol] (taille 2 x dimXdof);

— tag = 100

Lecture : X_init—Y init mais avec les tailles (size X_init)——(dimXdof) (re-
tourne juste concl).

- tag = 101
Calcul de D_evol : X_init——Y init+dimXdof avec les tailles (1+2x14)—(dimXdof)
(calcul de D_evol & partir de A et phi_coef).

— tag = 11
Xmatrix = [D_evol; diff _coef; diff_tensor_per_sbd; autres diffusions| (taille
dimXdof + 14 + 9 x 14 + 9 x dimXdof);
Y matrix = [jac| (taille nzA); stocké dans X_31.

2. Pour les pas de temps de convection :
— tag = 20
X_conv = [concl; FluxDarcy; phi_coef] (taille dimXdof + dimWdof + 14);
Y_conv = [concl] (taille dimXdof) ; stocké dans Y_loop; Y_loop = X_30;

3. Pour les pas de temps de diffusion :
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— tag = 30
X_30 = [concl; A (taille dimXdof+1);
Y_30 = [concO; sourceVector] (taille dimXdof + dimWdof);
— tag = 31
X_31 = [jac; sourceVector]| (taille nzA + dimWdof);
Y_31 = [Flux Diff] (taille dimWdof); Y_31 = X_32 + 2 dimXdof + 1;
— tag = 32
X_32 = [concO; A; D_evol; Flux Diff] (taille 2xdimXdof + dimWdof + 1);
Y_32 = [concl] (taille dimXdof) ; stocké dans Y_loop.
Bilan du pas de temps de diffusion :

[concl; jac; A;D_evol] (taille nzA + 2 x dimXdof + 1) — [conc1] (taille dimXdof).

A.3 Enchainement des pas de temps en mode adjoint

On suppose que les valeurs du champ de concentration au début et a la fin de chaque
pas de temps ont déja été calculées, et stockées dans le tableau all X _conv. Le vecteur
(vector<double>) grad contient les gradients des indicateurs de stireté par rapport au
champ de concentration a I'instant final.

Examinons une implémentation :

// reading of the output gradients:
std: :copy(grad.begin(),grad.end() ,grad_conc);
// backward computation:

for(int locnstep=pb->nstep_diff; locnstep>=1; locnstep—-){
double* X_conv_0 = all_X_conv[locnstep-1];
double* X_conv_1 = all_X_conv[locnstep];
backwardTimeStep( pb, grad_conc, size_X_conv, X_conv_0, X_conv_1,
X_30, grad_X_30,
size_X_31, X_31, grad_X_31,
X_32, grad_X_32,
Y_30, grad_Y_30, size_Y_31, Y_31, grad_Y_31,
size_Y_loop, Y_loop, grad_Y_loop,
nzA) ;
}

std: :copy(grad_conc, grad_conc+size_X_conv, grad_X_conv);
Gradient par rapport au tenseur de diffusion, si on I’a choisi constant par morceaux :
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std: :copy(grad_X_32 + pb->dimXdof + 1,
grad_X_32 + pb->dimXdof + 1 + pb->dimXdof,
grad_Y_init + pb->dimXdof);

Gradient par rapport a A :
std: :copy(grad_X_conv, grad_X_conv + pb->dimXdof, grad_Y_init);

grad_X_init[0] = grad_X_30[pb->dimXdof];

//phi_coef:
for(int i=0; i<14; i++)
grad_X_init[2+2*i] = grad_X_conv[pb->dimXdof+pb->dimWdof+i];
//FluxDarcy:
std: :copy(grad_X_conv + pb->dimXdof,
grad_X_conv + pb->dimXdof+pb->dimWdof,
grad_X_init + 1 + 2*14 + 9%14 + pb->dimXdof);
//concl:
std: :copy(grad_X_conv, grad_X_conv + pb->dimXdof, grad_Y_init);

double* grad_Y_matrix = grad_X_31;

Dans le cas ou le tenseur de diffusion dépend de la vitesse de Darcy, il a été stocké dans le
fichier fileName. On écrit les gradients correspondant dans le fichier grad fileName :

backwardComputeMatrix(pb, X_matrix, grad_X_matrix,
grad_Y_matrix, fileName, grad_fileName);

double* grad_Y_D_evol = grad_Y_init + pb->dimXdof;
double* grad_X_D_evol = grad_X_init;

doublex grad_X_diffusion = grad_X_init + (size_X_init - pb->dimWdof);

std: :copy(grad_X_matrix + pb->dimXdof + 14,
grad_X_matrix + pb->dimXdof + 14 + 9x14,
grad_X_init + 1 + 28);
backwardComputeD_evol(pb, X_D_evol, grad_X_D_evol, Y_D_evol, grad_Y_D_evol);
if ('hom)
backwardComputeDiffusionTensor(pb, X_diffusion, grad_X_diffusion,
fileName, grad_fileName);
backwardReadProblem( pb, X_init, grad _X_init, Y_init, grad_Y_init, true );

A.3.1 Recalculs au cours d’un pas de temps

On détaille ici la fonction backwardTimeStep : on doit recalculer les valeurs intermédiaires
du champ de concentration au différentes étapes du pas de temps (apres chaque itération
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de convection). Les trois étapes

valueDiffusionStep_begin

valueDiffusionStep middle

valueDiffusionStep_end
correspondent a l’isolation de la résolution du systeme linéaire, selon un principe similaire
a ce qui est décrit pour le probleme d’écoulement dans le Tableau 6.3.
La méthode valueDiffusionStep_begin calcule le second membre de I’équation (2.89),
valueDiffusionStep middle résout 'équation (2.89)
et valueDiffusionStep_end calcule C' suivant 'équation (2.84).

Les 3 étapes

backwardDiffusionStep_end

backwardDiffusionStep_middle

backwardDiffusionStep_begin
calculent les adjoints correspondant.

La méthode backwardDiffusionStep middle utilise le résultat suivant.

Soit f: (A,0) — g(X) € R tel que AX =b ou A est une matrice n X n inversible et b
un vecteur de taille n. On peut utiliser la méthode de 'état adjoint pour dériver f selon

AX =D

ATA = —Vxyg
Vof = AT
Pouri,5=1,...n

// recalculation with storage of all the intermediary values:
[/ —mmmmm e
double X_conv[(int)pb->current_nstep_conv+1] [(int)size_X_conv];
std: :copy(X_conv_0, X_conv_O+size_X_conv, X_conv[0]);
for(int ms=1; ms<=pb->current_nstep_conv; ms++){

double* X_conv_temp = X_conv[ms-1];

valueConvectionStep( pb, X_conv_temp, Y_loop);

std: :copy(Y_loop, Y_loop+pb->dimXdof, X_conv[ms]);
}
valueDiffusionStep_begin( pb, X_30, Y_30 );
std: :copy(Y_30, Y_30+pb->dimXdof, X_32);
std: :copy(Y_30+pb->dimXdof, Y_30+pb->dimXdof+pb->dimWdof, X_31+nzA);
valueDiffusionStep_middle( pb, X_31, Y_31, nzA);
valueDiffusionStep_end( pb, X_32, Y_loop);
std: :copy(Y_loop, Y_loop+pb->dimXdof, X_conv_1);

// backward computation:

/] mmmmmmmmmmmmmm -
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std: :copy(grad_conc, grad_conc+pb->dimXdof, grad_Y_loop);
backwardDiffusionStep_end( pb, X_32, grad_X_32, Y_loop, grad_Y_loop);
backwardDiffusionStep_middle( pb, size_X_31, X_31, grad_X_31,
size_Y_31, Y_31, grad_Y_31, nzA, true);
std: :copy(grad_X_31+nzA,
grad_X_31+nzA+pb->dimWdof,
grad_Y_30+pb->dimXdof) ;
std: :copy(grad_X_32, grad_X_32+pb->dimXdof, grad_Y_30);
backwardDiffusionStep_begin(pb, X_30, grad_X_30, Y_30, grad_Y_30);
for(int ms=pb->current_nstep_conv; ms>=1; ms--){
std: :copy(grad_conc, grad_conc+size_Y_loop, grad_Y_loop);
std: :copy(X_conv[ms], X_conv[ms]+size_Y_loop, Y_loop);
double* X_conv_temp = X_conv[ms-1];
backwardConvectionStep( pb, X_conv_temp, grad_conc, Y_loop, grad_Y_loop);
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Annexe B

Résultats exhaustifs pour ’analyse
déterministe du probleme
d’écoulement

B.1 Tests avec tous les parametres sauf un a leur va-
leur la plus probable

Les données utilisées pour les résultats présentés dans les Figures B.1 a B.12 sont
données dans les Tableaux 7.1 et 7.2.

201



singular value

10 1
0.5
(0]
3
[
. /
8 0
=}
2
n —11h OUtPUL SV
-0.5 e
10° | 1 N R o 4
1 3 4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 3
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [5.53 1072 m? /5] (b) (c)
Fi1G. B.1 — Résultats de SVD avec la plus petite valeur possible pour —
v
10° 1 . 1
v 05
(9] B \
= ; \
© )
> i |
5 T 0
3 — 211 inpUt SV
2 o
w —5th input sV
o -0.5
1 0'5 L ‘ _ \ . . . . 121h input sv 1 X
1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [5.53 1072 m? /5] (b) (c)
, : k
Fi1G. B.2 — Résultats de SVD avec la plus grande valeur possible pour —
v
10° 1
05 nospor
0
-0.5
-5 | A . T e
1 3 4 1 2 3 45 6 7 8 9
singular value index

(a) [5.53 1072 m? /5]

Fic. B.3 — Résultats de SVD avec la plus petite valeur possible pour k,.

10 11 12

parameter value index (permeability)

(b)

202

2 3
mesure index (velocity flow)

(©)



singular value

-1 L . . . .
4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
parameter value index (permeability)

(b)

3
singular value index

(a) [5.53 1072 m? /5]

1 1
0.5¢ 0.5
3
@ /
>
(=)
% e 1th OUtpUL SV
-0.5} -0.5 — e
s 3th OULPUL SV
4th output sv
- \ ‘ R -
10 3 4 M2 3 456 7 8 91011 12 - 2 3
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [5.55 1072 m? /5] (b) (c)
FiGa. B.4 — Résultats de SVD avec la plus grande valeur possible pour k.
10° . 1
P 05
8102 A /
3 SR
> L ! |
8 = 0
> e 21 i 57
> , — snims
£ 40 — thouputer
-05 -05 i 2th OUPUL SV
3th output sv
" ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ i1plpu 5: B 4th output sv
10 3 a4 W23 45 6 7 8 9101 12 Y 2 3
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [5.53 1072 m? /5] (b) (c)
, : : k3
FiGc. B.5 — Résultats de SVD avec la plus petite valeur possible pour —.
v
10° . 1
107} N 05
102 & : 0
107 -05
1o \ T
1

3
mesure index (velocity flow)

(c)

k
F1Gc. B.6 — Résultats de SVD avec la plus grande valeur possible pour "y

203

v



singular value

singular value

singular value

0.5¢

o

singular value index

(a) [5.53 1072 m? /5]

k
Fic. B.7 — Résultats de SVD avec la plus petite valeur possible pour k—4.

121h input sv

10 11 12
parameter value index (permeability)

2 3 456 7 809

(b)

121h input sv

2 3
singular value index

(a) [5.53 1072 m? /5]

k
Fic. B.8 — Résultats de SVD avec la plus grande valeur possible pour k—4.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
parameter value index (permeability)

(b)

10t nput sv
== Tininputsv
12t nput sv

3
singular value index

(a) [5.53 1072 m? /5]

_11

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
parameter value index (permeability)

(b)

0.5

e 111 OUIPU SV
e 211 DU ¥
s 311 OUIDUL SV

4 output sv

2 3
mesure index (velocity flow)

()

3

= 1th output sv

— 2th Output sV

e 3th oUtpUL SV

0.5 4th output sv
0
-0.5

-1 .
1 2 3 4

mesure index (velocity flow)

()

3

0.5

3
mesure index (velocity flow)

(©)

Fi1G. B.9 — Résultats de SVD avec la plus petite valeur possible pour ks.

204



0.5
(0]
3 /
>
kS 0
=
[z
_05 [R————
-5 | L
10 4 M2 3 456 7 8 9101112 - 3
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [5.56 1072 m?/s] (b) (c)
FiGc. B.10 — Résultats de SVD avec la plus grande valeur possible pour ks.
10° 1
107"} 05
Q
5107 0
>
2 i
«n -3 put sv.
1073 -0.5
10™ | B e T 1
1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [7.21 107* m3/s] (b) (c)
) : . ke
FiGc. B.11 — Résultats de SVD avec la plus petite valeur possible pour e
5
10° 1
0.5
8102
©
>
S 0
=
2.
w
-0.5
10°° | 1 ) T R e »
1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 3
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [6.96 1072 m3/s] (b) ()

k
FiGc. B.12 — Résultats de SVD avec la plus grande valeur possible pour k—ﬁ.

205

5




B.2 Exploration des sommets de I’ensemble des va-
leurs possibles pour les parametres d’entrée

Les valeurs de parametres utilisées pour les résultats présentés dans les figures suivantes
sont données dans les Tableaux 7.5 et7.2.

Ces résultats ont été triés suivant les résultats de la SVD, i.e. suivant la composition
des vecteurs singuliers et leur hiérarchie. Ils sont comparés avec les résultats obtenus pour
les valeurs de parametres les plus vraisemblables, donnés en Figure 7.4. On remarque que
ce tri correspond a un tri sur les valeurs des parametres d’entrée (voir la section 7.1.7.3).

B.2.1 Résultats ou les deux derniers vecteurs singuliers de 1’es-
pace d’entrée sont légerement déformés

k
Avec la plus grande valeur possible pour k_3 (10*). Figures B.13 a4 B.20 : In(k,) —

1 . .
aln(ks) ~» ©; + ®5 and In(ks) + aln(k,) ~ $1 — Py avec a = —, les 29 et 39" vecteurs

singuliers de 'espace d’entrée sont légerement déformés par rapport a ceux de la premiere
étude locale.

k
Avec la plus petite valeur possible pour k_3 (10%). Figures B.21 et B.22 : In(k,) +

’ 1
aln(ks) ~ @1+ Py et In(ks) — B(In(k,) +1In(ky)) ~ Oy — Py, a & 5 (les vecteurs singuliers
dans l'espace d’entrée sont légerement déformés, comparés a ceux de la premiere étude
locale). Figure B.23 : In(k,)+aln(ks) ~» &1+ Dy ; (ks, ky) ~» @1 — Py ; role non négligeable
de k4 <+ petites valeurs a la fois pour k_4 et pour k_3 (voir 7.1.7.3). Figure B.24 : résultats

proches de ceux de la Figure B.23, la différence avec ceux de la premiere étude locale est
encore plus forte (&1 — P4 est locally influencé principalement par ky). k; a une influence
non nulle.
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~3th output sv|
‘ 4th output sv|
107 -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [8.37 107> m3 /5] (b) ()

Fic. B.17 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
v — — — — — ] — —0 — — 17 — — —
| ko or K(ms™) [k =107k, =107 [ 107 [ 1077 | 1077 [ 107 | 107 [ 2.1077 [ 107 [ 10~ | 3.107* | 3.107" |
10° : : 1 1
- 1th output sv|
= 2th output sv|
0.5 0.5 —— 3th output sv| |
4th output sv|
107 0 0
-05 -0.5
102 ‘ -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [8.37 107> m? /5] (b) (c)

Fic. B.18 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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singular value

singular value

singular value

| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 11 ]12-13 |
| ko or K¥(ms™) [ kp =107k, =107 [ 1070 [ 1077 | 1077 [ 107° | 107 [ 2.1077 | 1072 [ 107 | 3.107* | 3.107°

10 1 1
= 1th output sv|
= 2th output sv|
-1 |~ ~3th output sv|
’ 1 5 ] ]
0 05 05 4th output sv|
10 0= 0 \
10° -05 -05
10 | 1 12 inputsv )
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 1112_13 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [9.27 1072 m? /5] (b) ()

Fic. B.19 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 [6 [7 [8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K(ms™) [ kp =107k, =107 [ 107 [ 1077 | 1077 [ 107° | 107 [ 2.1077 | 107 [ 107" | 3.107* [ 3.107°
10° : : 1 1
= 1th output sv
= 2th output sv
107 | 0.5 05" ~— 3th output sv| |
4th output sv|
10 0} 0 \
107 -05 -0.5
10 ] » Tah v »
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.27 1072 m3 /5] (b) ()
Fic. B.20 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K*(ms™) |k, =107k, =107 [ 1072 [ 107° [ 1077 [ 107 | 107° [ 21077 [ 10" | 101 | 3.107" [ 3.107° |
10° . . 1 1
107
0.5f 0.5
10 /
10° 0 0
107 — 1th output sv|
-0.5 ~05 = 2th output sv| |
107 ~— 3th output sv|
4th output sv|
107 1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 1112.13 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [9.31 1072 m3 /5] (b) (c)

Fic. B.21 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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singular value
>

singular value
>

singular value
>

|zonen" |1,2,14 3 ‘4 ‘5 ‘6 7

| 8

|9

| 10

|11 | 1213 |

| ko or K*(mus™) [ by = 1070k, = 107 [ 1072 | 1077

107711071077 [ 21077 [ 1072 [ 1071 [ 3.10~* | 3.107°

1 1
0.51 0.5
2 /
(V5 0
4
= 1th output sv|
-05 -05 = 2th output sv| ]
| ~—3th output sv|
1’ 4th output sv
6
1 2 3 4 v s 4 5 6 7 8 9 10 11 12_13 - 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.31 1072 m3 /5] (b) ()
Fic. B.22 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n’ | 1,2 14 13 |4 |5 |6 |7 |8 9 |10 |11 [1213 |

| ko or K*(m.s™)

1

0.5r

4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213
singular value index parameter value index (permeability)

(a) [2.96 107* m3 /5] (b)

1

kn =107k, =107 [10°2 [107" [ 1077 [ 10 [10° [2107 7 [107™ [ 107 [ 3.107* | 3.107°

0.5

-0.5

= 1th output sv|
= 2th output sv|
~3th output sv|

4th output sv|

2

3
mesure index (velocity flow)

(c)

Fic. B.23 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| 8

| 9

|10

(11 [ 1213 |

zone n° |1, 2,14 |3 |4 |5 |6 7
ko or K*(m.s™) [k, =107k, =102 [ 1072 [ 10T | 1

1

0.5r

1

210771072 [ 1071 [ 31077 [ 3.10°°

! ' 0.5
(- i
1 1
' \
i [} /
0 - 0
-0.5 -0.5
1 -1 -1
4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [2.96 107* m? /5] (b)

- 1th output sv|
= 2th output sv|
~— 3th output sv|

4th output sv|

(c)

Fic. B.24 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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B.2.2 Résultats ou le premier vecteur singulier de I’espace d’entrée
comprend une influence de kg

Avec la plus grande valeur possible pour ks (107%). Figure B.25 et Figure B.32 :
(In(kg), In(kg)) ~~ Dy.

Avec la plus grande valeur possible pour kg (107!) et la plus grande valeur
possible pour — (104) Figures B.33 a B.36 : les deux derniers vecteurs singuliers de

I’espace d’entrée sont aussi modifiés.

Avec la plus grande valeur possible pour kg (107?) et la plus petite valeur
possible pour — (100) Sur les Figures B.37 a B.38, les deux derniers vecteurs singuliers

de I'espace d’ entree sont déformés. Figure B.39 et Figure B.40 : voir les commentaires au
sujet des Figures B.23 et B.24.
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singular value
>

singular value
>

singular value
>

| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 11 ]12-13 |
| ko or K¥(ms™) [ kp =107k, =107 [ 1070 [ 107° | 1077 [ 107" | 107 [ 2.1077 | 1072 [ 107 | 3.107* | 3.107°

1 1
= {th output sv
1 s 2th oOULPUL SV
= 3th OUtpUL SV
0.5} 05 4th output sv
3 Ole 0
4
-0.5 -0.5
5 1
6 1 1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 12_13 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [3.78 107! m? /5] (b) ()
Fic. B.25 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 [6 [7 [8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K(ms™) [k =107k, =1072 [ 107 [107° | 1077 [ 107" | 107 [ 2.1077 | 107 [ 107" | 3.107* [ 3.107°
1 1 :
= 1th output sv
s 2th OUtpUL SV
3th output sv
0.5¢ 0.5 4th output sv
o 0
-0.5 -0.5
1 B P
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [3.78 107! m3 /5] (b) ()
Fic. B.26 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K*(ms™) |k, =107k, =107 [ 107 [ 1077 [ 107 [ 1077 | 107° [ 21077 [ 10~ | 101 | 3.107" [ 3.107° |
1 1
e {th oUtpUt SV
s 2th output sV
3th output sv
o5t 05 | anovpus |
] Or’;\«{: TS 0 Z
05\// ’ -0.5
1 3 4 NV 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12_13 - 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [3.78 107! m3 /5] (b) (c)

Fic. B.27 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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| 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 9 |10 |1 \1213\
| ko or K*(ms™) | by, =107k, =107 [ 107 | 1077 [ 107 | 107" [ 107° | 21077 [ 10" | 10 | 3.107" [ 3.107°

10 1 I 3 1
A [ " = 1th output sv
e
0.5+ 0.5 4th output sv
o 107
&510° 0 0
Ef
ERT
-0.5 -0.5
107 1
10° 1 -1 ETRT -
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 8 9 10 12_13 1 2 3 4
singular value index parameter value |ndex (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [3.78 107! m? /5] (b) ()
Fic. B.28 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 [6 [7 [8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K(ms™) [ kp =107k, =107 [ 1072 [ 107° | 1077 [ 107" | 107 [ 2.1077 | 1072 [ 107" | 3.107* [ 3.107°
10° 1 1
= 1th output sv
s 2th oUtpUL SV
3th output sv
1072 0.5F 05 4th output sv
S
3 N
&510" = 0
E{
107 -05 -0.5
10° ‘ -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value mdex (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [3.78 107! m3 /5] (b) ()
Fic. B.29 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K*(ms™) | by =107k, =107 [ 1072 [ 107° [ 107 [ 107" | 107° [ 21077 [ 10 | 1071 | 3.107" [ 3.107° |
10° 1 1
107 0.5¢ 05
/
510" Of= 0
107 -05 -0.5 = 1th output sv
— 2th output sv
3th output sv
‘ 4th output sv
107 -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 8 9 10 1112.13 1 2 3 4
singular value index parameter value mdex (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [3.78 107! m3 /5] (b) (c)

Fic. B.30 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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singular value
=

| zone n° | 1,2 14 13 |4 |5 [6 |7 |8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or Ko(mus™ 1) [k =107k, =107 [10°2 [ 107107 [10° 7 [107° [ 21077 [ 107 [ 10T [ 310" [ 3.1077 |

1 1
=~ 1th output sv
— 2th OUtpUL SV
3th output sv
0.5+ 0.5 4th output sv
0 0
-0.5 -0.5
1 2 3 4 h v 8 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [3.78 107" m?/s] (b) (c)

Fi1G. B.31 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| zone n° | 1,2 14 13 |4 |5 [6 |7 |8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K(ms™1) [ ky =107k, = 107 [ 1072 [ 10-7 [ 1077 [ 1077 [ 1077 [ 21077 [ 10 [ 10 | 3107 [ 3.1077 |

singular value
=

1

T 1
L}

LY
' \ 0.5

L
. "
i R
i [
I
’ 1
Vo |
/ \ v
b [ A
l v [}
N NG v |

0.5r

-0.5 -0.5 = 1th output sv
s 2th output sv
3th output sv
- | 4th output sv
10 : : -1 S S e -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [3.78 107! m?3/s] (b) ()
Fic. B.32 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or Ko(ms™) [ kp =107k, =107 [ 107 [107° | 1077 [ 107" | 107 [ 2.1077 [ 1072 [ 107" | 3.107* [ 3.107°
10° 1 1
15t OUtpUL SV
1 = 2nd output sv
10 3rd output sv
0.5¢ 0.5 4th output sv
o 107
510° 0 0
2
@40
-0.5 -0.5
10° ] 7
10° 1 -1 -1
1 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4
singular value index input parameter index mesure index (velocity flow)

(a) [3.78 107! m? /5] (b) ()

Fic. B.33 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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| zone n°

| 1,2, 14

13 |4 |5 |6

| 7

| 8

| 9

|10 |11 |12-13 |

| ko or K¥(ms™) [ ky =107k, =107 [ 1070 [ 107° | 1077 [ 107" | 107 [ 2.1077 | 1072 [ 107 | 3.107* | 3.107°

10 1 % 1
107
0.5¢ 0.5
o 107
&510° 0 0
Ef
ERT
-0.5 -0.5 == 1th output sv
1075 — 2th output SV
e 3th OUtpUL SV
-6 4th output sv
10 1.5 2 25 3 35 NV s 4 5 6 7 8 9 10 11 1213 - 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [3.78 107! m? /5] (b) ()
Fic. B.34 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K(ms™) [ kp =107k, =107 [ 107 [ 1077 | 1077 [ 107" | 107 [ 2.1077 | 1072 [ 107" | 3.107* [ 3.107°
10° 1 1 ‘
= 1th output sv|
107" = 2th output sv|
~3th output sv|
0.5¢ 0.5 4th output sv|
o 107
510° = 0
E{
@40
o ~05 05
107 -1 , -1
1 2 3 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [3.78 107! m3 /5] (b) ()
Fic. B.35 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |

10 1 T ) ® 1
P
i ! ‘|
_q g !
10 L !
0.5F ' L [ 0.5
. E K -
_2 Y ' \
o 10 \ LA ' \
) V AT \
3 o\ | ‘?\\‘ STERY] \
- -3
810 Of= « 478 ; 0
> A ” '/ )
2 ‘ A
@ 4 \
10 V!
—05 -0.5 e = 1th output sv
107 ] . — 2th oUtpUL SV
i 3th output sv
1 4th output sv
-6
10 -1 -1

| ko or K*(mus™) | by =107k, =107 [ 107 [ 1077 [ 107 | 107" | 107° | 21077 [ 107 '* |

2 3
singular value index

(a) [3.78 107! m3 /5]

h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213
parameter value index (permeability)

(b)

107131071 | 3.107° |

2 3
mesure index (velocity flow)

(c)

Fic. B.36 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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singular value

singular value

singular value

| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 [6 [7 [8 |9 |10 |11 1213 |

| ko or Ko(ms™) [k =107k, =107 [ 1072 [ 107° | 1077 [ 107" | 107 [ 2.1077 [ 1072 [ 107" | 3.107* [ 3.107°

10 T T 1 1
10 1 o5f 05
107 0 0 /
- 1th output sv|
10° —05 05 —2th output sv| |
~—3th output sv|
4th output sv|
" |
1 -1 -1
0 1 2 3 4 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [3.78 107! m3 /5] (b) ()

Fic. B.37 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 |7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |

| ko or K¥(ms™) [y =107k, =107 [ 1072 [ 107 [ 107 [107* [ 1077 [ 2107 [ 1072 [ 107 [ 310 * [ 3.107°

10 T T 1 1
10 1 o5t 05
107 0 0 /
" - 1st output sv
10 -0.5 -0.5 = 2nd output sy |
~3rd output sv]|
4th output sv|
10 » 12 inputsv. »
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4
singular value index input parameter index mesure index (velocity flow)

(a) [3.78 10~ m3/s] (b) (c)

Fic. B.38 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| zone n° 1,2, 14 13[4 |5 [6 |7 |8 |9 | |1 [1213 |

| ko or KS(m.s™) [k =107k, =102 102 [ 107" [107[1077 [ 107 [ 2107 [10-™ [ 107 [ 3.107" [ 3.107°

10 T T 1 1
10 1 os5f 05
10 0 0
-6 = 1th output sv|
10 05 05 —2th output sv|
~3th output sv|
4th output sv|
10° -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [3.78 107! m3 /5] (b) ()

Fic. B.39 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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| zone n° | 1,2, 14

|3

4|5

7|8

|9

| 10

|11 1213 |

| ko or Ko(mus™1) [k =107k, =102 [ 1072 [ 1077 [ 107 [ 107" [ 107 [ 2.1077 | 107" | 107" [ 3.10~" | 3.107°

singular value
>

1

0.51

1

0.5

2 3
singular value index

(a) [3.78 107! m? /5]

3 4 5 6 7

8 9 10 111213

parameter value index (permeability)

F1G. B.40 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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= 1th output sv
= 2th output sv
~— 3th output sv

4th output sv|

2

3
mesure index (velocity flow)

()



B.2.3 Résultats ou la hiérarchie des influences est modifiée

k .
Avec la plus petite valeur possible pour k:_5 (10%). Figure B.41 et Figure B.44 : voir
les explications en section 7.1.7.3. ’

k
Avec la plus petite valeur possible pour I{:_S (10%) et la plus petite valeur possible

k
pour k:_3 (10°). Figure B.45 et Figure B.46 : voir les explications en section 7.1.7.3.

Figure B.47 et Figure B.48 : voir les explications en section 7.1.7.3.

k
Avec la plus petite valeur possible pour k_5 (10%) et la plus petite valeur possible

k
pour k_ﬁ (10%). Figure B.49 et Figure B.52 : voir les explications en section 7.1.7.3.

v

k
Avec la plus petite valeur possible pour k_5 (10%), la plus petite valeur possible

k k
pour k_ﬁ (10*) et la plus petite valeur possible pour k—3 minimal (10°). Figure

B.53 et %igure B.54 : voir les explications en section 7.1.7.3. ﬁigure B.55 et Figure B.56 :
voir les explications en section 7.1.7.3.
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| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 11 ]12-13 |
| ko or K*(ms™) | by, =107k, =107 [ 107 [ 107° [ 107° | 107° | 1077 | 2107 [ 107 | 107" | 3.107" | 3.107° |

10 1 1
107 0.5 05
3
E
5107 Ofart 0
4
. — 1th output
10° -05 -05 —2th gﬂtﬁzt ol
~3th output sv|
1 4th output sv
o » ehp ey B
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.29 1072 m? /5] (b) ()
Fic. B.41 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 [6 [7 [8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K(ms™) [k =107k, =1072 [ 107 [ 107° | 1077 [ 107° | 107 [ 2.1077 | 107 [ 107" | 3.107* [ 3.107°
10° 1 1
107" 05¢ 05
3
] N
5107 0 0
E{
D = 1th output sv|
10° -0.5 -0.5 — 2th output sv| |
~— 3th output sv
g 4th output sv|
107 1 -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.29 1072 m3 /5] (b) ()
Fic. B.42 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K*(ms™) |k, =107k, =107 [ 107 [ 1077 [ 107° [ 107 | 107° [ 21077 [ 10" | 101 | 3.10~" [ 3.107° |
10° 1 1
107" 05 05
/
5107 o= 0 =
? i = 1st output sv|
10 -0.5 -0.5 ——2nd output sy ]
) ~3rd output sv|
1 4th output sv|
10 4 -t 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 -

2 3
singular value index input parameter index mesure index (velocity flow)

(a) [9.29 1072 m3 /5] (b) (c)

Fic. B.43 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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singular value
>

singular value
>

singular value
>

zone n° | 1,2, 14 3. |4 |5 6 |7

| 8

|9

| 10

|11 | 1213 |

| ko or K(ms™) [k =107k, =107 [ 107 [ 1077 | 1077 [ 107° | 107° [ 2.1077 | 107"

1

0.5r

1

0.5

10713107 | 3.1077 |

/

-0.5

= 1th output sv| |
= 2th output sv|
~3th output sv|

4th output sv|

(@) [9.28 1073 m?/s] (b)

Fic. B.46 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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(c)

1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 1‘1‘ 13 _11 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.29 1072 m3 /5] (b) ()
Fic. B.44 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n’ | 1,2 14 13 |4 |5 |6 |7 |8 9 |10 |11 [1213 |
| ko or Ko(mus™ 1) [k, =102k, =102 1072 [10° T [10° [10° [10° [21077 [ 1072 [ 107" [ 31077 [ 3.10°°
1 1
= 1th oUtpUt SV
— 2th oUtpUL SV
3th output sv
0.5r 0.5 4th output sv
-0.5 -0.5
1 2 3 4 NV 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1213 - 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.28 1072 m3 /5] (b) ()
Fic. B.45 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n’ | 1,2, 14 |6 |7 |8 9 |10 |11 ]1213 |
| ko or Ko(mus™ 1) [k, =107k, =102 [ 10°© 10710721077 1072|1077 [ 31077 [ 3.10°°
1 1
\\
0.5¢ 0.5
ofe 0 /
= 1th output sv
05 -0.5 — 2th output sv|
J ~ 3th output sv
1 4th output sv
1 2 3 4 V3 4 5 6 7 8 9 10 11 1213 - 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)



singular value
>

singular value
>

singular value

| 1,2, 14 3 4 |5 |6 |7 |8 |9 10 11 ]12-13 |
| ko or K*(ms™) |k, =107k, =107 [ 107 [ 107° [ 107° [ 107° | 1077 | 21077 [ 10 | 107" | 3.107" | 3.107° |

1
' \\\
0.5
2 /
0
4
= 1th output sv|
-0.5 = 2th output sv|
] ~3th output sv|
4 4th output sv|
. ] e 1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 12_13 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [9.29 1072 m? /5] (b) ()

Fic. B.47 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 [6 [7 [8 |9 |10 |11 1213 |
ko or K*(m.s™") [ kyp =107k, =107 [ 1072 [ 1072 [ 107° [ 106 [ 107" [ 2.1077 | 10" [ 107" [ 3.10~" | 3.107°

1 1
\\
0.5r 0.5
0 0 /
= 1th output sv
-0.5 -0.5 = 2th output sv|
~3th output sv|
y 4th output sv|
6 1 -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.29 1072 m3 /5] (b) ()
Fic. B.48 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K*(ms™) |k, =107k, =107 [ 107 [ 107° [ 107° [ 107® | 107° [ 21077 [ 10~ | 1071 | 3.107" [ 3.107° |
1 1
0.5- 0.5
0 0
05 ~05 = 1th output sv|
= 2th output sv|
~—3th output sv|
4th output sv|
1 2 3 4 WV 3 4 5 6 7 8 9 10 U1 12_13 - 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [2.96 107* m3 /5] (b) (c)

Fic. B.49 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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singular value

singular value
>

singular value
>

1,2 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 11 ]12-13 |
kpn =107k, =107 107 [ 107° | 107° [ 107® | 107 | 21077 [ 10~ | 107" | 3.10~" | 3.107° |

| zone n° |
o “(m.s™
| ko or Ko( ol

1 1
0.5¢ 0.5
s
0 0
05 05 = 1th output sv|
= 2th output sv|
~3th output sv|
| 4th output sv
-1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [2.96 107* m? /5] (b) ()

Fic. B.50 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 [6 [7 [8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K(ms™) [k =107k, =107 [ 107 [ 1077 | 1077 [ 107 | 107 [ 2.1077 | 107 [ 107" | 3.107* [ 3.107°

1 1
0.5¢ 0.5
0 0
e {th output sv
-05 -05 s 2th OUtPUL SV
e 3th output SV
4th output sv
/ -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [2.96 107* m3 /5] (b) ()

Fic. B.51 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K*(ms™) |k, =107k, =107 [ 107 [ 1077 [ 107° [ 107® | 107° [ 21077 [ 10~ | 101 | 3.10~" [ 3.107° |
1 T T 1
~ " ! rl‘\
[ g
i
;
0.5¢ 0.5
)
i
;“'\ -] '
ol S5 0
_05kF \ _05 e 1th oOUtpUL SV
— 2th output sv
3th output sv
4th output sv
S = 1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [2.96 107* m3 /5] (b) (c)

Fic. B.52 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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singular value

singular value

singular value

| zone n° | 1,2 14 13 |4 |5 [6 |7 |8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or KO(mus™ 1) [ kp =102k, =102 [10°2 [ 107107 [10° [107° [ 21077 [ 107 [ 10T [ 310" [ 3.1077 |

10 1 1
= 1th output sv|
= 2th output sv|
-1 1 ~ 3th output sv| |
10 05 05 4th output sv|
10 0 0
107 -05 -05
_4
10 . . 1 . . . . . . 1 .
1 2 3 4 h v 8 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [1.64 107" m?/s] (b) ()

Fi1G. B.53 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| zone n° | 1,2 14 13 |4 |5 [6 |7 |8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K(ms™1) [k, =107k, =107 [ 1072 [ 10-7 [ 1070 [ 1075 [ 1077 [ 21077 [ 102 [ 10 | 310" [ 3.1077 |

10 1 1
107 {1 ost 05
10 0 0 /
s = 1st output sv
10° -0.5 -0.5 —2nd output sV 1
~3rd output sv|
4th output sv|
. |
10 . . 1 . . . . . . . . 1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4
singular value index input parameter index mesure index (velocity flow)

(a) [1.62 107* m? /5] (b) ()

Fic. B.54 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| zone n° | 1,2 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K(ms™) [ kp =107k, =1072 [ 1072 [ 107° | 1077 [ 107 | 107 [ 2.1077 [ 1072 [ 107" | 3.107* [ 3.107°

10 1

1

10° q 0.5r 0.5

- 1th output sv|
-0.5 = 2th output sv| 1
~3th output sv|

4th output sv|

1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [1.64 107* m3 /5] (b) ()

Fic. B.55 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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singular value

| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 |10

|11 | 1213 |

| ko or K(ms™) [k =107k, =107 [ 1072 [ 107° | 1077 [ 107 | 107 [ 2.1077 | 1072 [ 107" | 3.107* [ 3.107°

(a) [1.60 107* m3 /5] (b)

Fic. B.56 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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(c)

1 1
0.5¢ 0.5
0 0
= 1th output sv|
-0.5 -0.5 = 2th output sv| -
! ~3th output sv|
4th output sv|
1 - 12th input sv 1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)



B.2.4 Résultats presque identiques a ceux de la premiere étude
locale

Rien a signaler pour les Figures B.57 a B.72.
Les résultats des Figures B.73 a B.76 sont des résultats intermédiaires : on commence
a voir apparaitre un couplage entre les influences de k, et k3 sur &1 et ®,.
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| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K¥(ms™) [k, =107k, =10"2 107 [107° | 1077 [ 107° | 107 [ 2.1077 [ 1072 [ 10" | 3.10* [ 3.107" |

10 T T 1 1 :
= 1th output SV
s 2th oUtpUt SV
107" e 3th OULPUL SV
0.5r 0.5 4th output sv
3107
5 0 0
_;’10’3
10 -0.5 -0.5
107 -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.31 1073 m3/s] (b) ()
Fic. B.57 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 |7 |8 9 |10 |11 1213
[ ko or Ko(rmm.s0) |k =10 0k, =10 2 [10° 0 [10° 107 [10° 107 [210 7 [ 10 2|10 " [3:10 " [ 310" |
10° 1 1
107
0.5¢ 0.5
g
B o= 0
210°
’ - 1th output sv|
10 -0.5 -0.5 — 2th output sv| |
~— 3th output sv|
T e 4th output sv
10° . . -1 T S Y Y -1 : :
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.31 1072 m? /5] (b) (c)
Fi1G. B.58 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or KO(mus™) [k, =107k, =107 [ 10" [ 1077 [ 1077 [ 107 [ 107 [ 2.1077 [ 10" [ 10" [ 3.10" [ 3.107" |
10° 1 1
= 1th output sv|
= 2th output sv|
107 {1 o5t 05 ——3th output sv
) 4th output sv|
§ \
5107 0 0
Ef \/
107° -05 -05
107 : : A — S e -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [9.31 1072 m? /5] (b) (c)

Fi1c. B.59 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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singular value

singular value

| zone n° | 1,2, 14

S I O S

8|9

|10 |11 |1213 |

3
| ko or K*(ms™) [ ky = 1070k, =107 [ 107 [ 1077 [ 1077 [ 107° [ 107 [ 21077 [ 107 [ 107" [ 3.107* [ 3.107°

2 3
singular value index

(a) [9.30 1072 m? /5]

parameter value index (permeability)

(b)

10 1 1
107" 0.5¢ 05
5107 0 0
% - 1th output sv|
10° -0.5 -0.5 ——2th output sv| |
~3th output sv|
4th output sv|
107 -1 -1
1 2 3 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.32 1072 m3 /5] (b) ()
Fic. B.60 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
|zonen" |l7 2,14 |3 |4 |5 |6 ‘7 ‘8 ‘9 ‘10 ‘11 ‘12—13 ‘
| ko or Ko(mus™ 1) [k =10k, =107 [10°2 [10° T [107 [10° [107° [21077 [ 1072 [ 10 [ 31077 [ 3.10°°
10° 1 1
e 1th OUtPUL SV
— 2th OUtpUL SV
s 3th OUtPUL SV
10*2 0.5F 05 4th output sv
107 0 0 /
10° -05 -0.5
10° -1 -1
1 2 3 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.30 1072 m3 /5] (b) ()
Fic. B.61 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
|Z0nen“ |1,2,14 |3 |4 |5 |6 ‘7 ‘8 ‘9 ‘10 ‘11 ‘12—13‘
| ko or Ko(mus™ 1) [k, =102k, =107 [1072 [10° T [ 1077 [10°° [ 107 [ 21077 [ 1072 [ 107 [ 31077 [ 3.10°°
10° 1 1
10° 0.5t 05
107 0 ‘ 0 /
= 1th output sv
107 05 05 — 2th output sv|
~— 3th output sv
4th output sv|
! 0781 Ty 3 4 5 6 7 8 9 10 1:‘”1“271 3 -\ 2 3 4

mesure index (velocity flow)

(c)

Fic. B.62 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

227



singular value

singular value

| zone n° | 1,2 14 13 |4 |5 [6 |7 |8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K*(mus™') | by =107k, =107 [ 1072 [ 10777 [ 1077 [ 107 [ 1077 [ 21077 | 107" | 107" [ 3.10" | 3.107°

10 1 1
== {th output SV
s 2th oULPUL SV
= 3th oUtpUt SV
107 E 0.5¢ 0.5 4th output sv
1}
=]
g
5107 0 0
S
i=2
£
&
-3
10 -0.5 -0.5
4 i
10 -1 -1 .
1 2 3 4 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [8.93 107> m?/s] (b) ()

Fi1G. B.63 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| zone n° | 1,2 14 13[4 |5 |6 |7 |8 19 [10 |11 |1213 |
| ko or Ko(mus™1) |k =107k, =107 [ 1072 [ 1077 [ 1072 [ 1078 [ 107 [ 21077 | 1072 | 107" [ 3.107" | 3.107° |

10 1 1
107" 1 o5l 05
107 0 0 /
-3 — 1th output sv
10 -0.5 -0.5 —2th output sv(|
~3th output sv|
- i 4th output sv
10 ‘ ‘ T V ot » ‘ ‘
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeabilty) mesure index (velocity flow)

(a) [8.93 107> m? /5] (b) ()

F1G. B.64 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.

| zone n° | 1,2, 14 /3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 10 |11 ]1213 |
| ko or K¢(m.s™1) [ kp =107k, =107 [ 1072 [ 10777 [ 107 [107° [ 107° [ 2107 [ 10°™ [ 107" [ 3.107" [ 3.107°

10 1 1
107"
0.5¢ 0.5
10° /
107 ey 0
10
= 1th output sv
-0.5 -0.5 —— 2th output sv|
10° ~— 3th output sv
4th output sv|
10° ‘ ‘ i P 4 ‘ ‘
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 1112_13 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [9.27 1072 m3 /5] (b) ()

Fi1G. B.65 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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| zone n° | 1,2 14 13 |4 |5 [6 |7 |8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K¥(ms™1) [k, =102k, =107 [ 1072 [10-7 [ 1077 [ 107 [ 1077 [ 21077 [ 10 [ 10 | 3107 [ 3.1077 |

10 T T 1 1
= 1th output sv
o e
0.5F 0.5 4th output sv
o 107
510° 0 0
@ 107
-0.5 -0.5
107°
10° , -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.27 1073 m?/3] (b) ()
Fic. B.66 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K*(ms™) | ky=10"" k, =107 [ 107 [ 107° [ 107 | 10°° | 1077 | 21077 | 10" | 107! | 3.107* | 3.107 |
10° 1 1
= 1th output sv
1 — 2th output sv
10 e 3th output sV
0.5F 05 4th output sv
o 107
§
&§10° 0 0
&
@40
-0.5 -0.5
10°
10° : : y -1 e -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.30 1072 m?/s] (b) ()
Fi1c. B.67 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K(ms™) [ kp =107k, =107 [ 1072 [ 107° | 1077 [ 107° | 107° [ 2.1077 | 1072 [ 107" | 3.107* [ 3.107°
10° : : 1 1
107
0.5¢ 0.5
o 107
(_3
510° 0 0
% 10 1th output
— 1th output sv|
= -05 -05 ——2th output sv| |
10 ~—3th output sv|
— = titninputsy 4th output sv|
1 0—6 3 1 12tn input sv 1
1 3 4 3 4 5 6 7 8 9 10 1112_13 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [9.30 1072 m? /5] (b) ()

Fic. B.68 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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| zone n°

3[4 |

5

|6 |7

| 8

|9 10 11 ]12-13 |

| ko or K*(m.s™")

[107° 1077|108 [107° [ 21077 [ 1072 [ 107 [ 3.107" | 3.107°

10 1 [ i 1
B L “ k —— 1th output sv|
TR = 2th output sv|
107 0.5 o v 05 ——3th output sv
N N4 ' \ 4th output sv|
o S \ ! '
5107 Ofsveres— ol il 0
10° -05 -0.5
1 0—4 1 12th input sv 1
1 2 3 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [8.93 107> m? /5] (b) ()
Fic. B.69 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 [6 [7 [8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K(ms™) [ kp =107k, =107 [ 1072 [ 107° | 1077 [ 107 | 107 [ 2.1077 | 1072 [ 107" | 3.107* [ 3.107°
10° 1 1
107" 05
S
E
107 0
E{
K " = 1th output sv|
10 -0.5 —2th output sv| ]
~—3th output sv|
4th output sv|
107“1 2 3 9 10 1'1 12_13 -\ 2 3 4
singular value index mesure index (velocity flow)
(a) [8.93 107> m? /5] (c)
Fic. B.70 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K*(ms™) | by =107k, =107 [ 1072 [ 107° [ 107° [ 107 | 107° [ 21077 [ 10" | 107 | 3.107" [ 3.107° |
10° 1 1
107
0.5} 0.5
© 107
§
510° o= 0
@107 = 1th output sv|
-0.5 -0.5 = 2th output sv| 1
10° ~— 3th output sv|
4th output sv|
107 -1 1
1 2 3 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [9.27 1072 m3 /5]

(b)

Fic. B.71 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 11 ]12-13 |
| ko or K¥(ms™) [ kp =107k, =107 [ 1072 [ 107° | 1077 [ 107° | 107 [ 2.1077 | 1072 [ 107 | 3.107* | 3.107°

10 1 1
e 1th oUtpUL SV
o e
0.5r 0.5 4th output sv
o 107
E
&510° 0 0
4
ERT
-0.5 -0.5
10°
107 . -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 1112_13 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.27 1072 m? /5] (b) ()
Fic. B.72 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 [6 [7 [8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or K(ms™) [k =107k, =107 [ 107 [ 107 | 1077 [ 107° | 107 [ 2.1077 | 107 [ 107" | 3.107* [ 3.107°
10° : : 1 1
107
0.5¢ 0.5
ERP /
>
8 0 0
210°
v = 1th output sv
- -0.5 -0.5 — 2th output sv| |
7 ~— 3th output sv
T e 4th output sv
107 -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 1112_13 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.30 1072 m3 /5] (b) ()
Fic. B.73 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 13 |4 |5 |6 [7 |8 |9 10 |11 ]12-13 |
| ko or K*(ms™) |k, =107k, =107 [ 107 [ 107° [ 1077 [ 107 | 107° [ 21077 [ 10~ | 101 | 3.107" [ 3.107° |
10° : . 1 1
107
0.5¢ 0.5
3107 /
5 0 S 0
_§10’3
= 1th output sv|
10 -0.5 -0.5 — 2th output sv|
~3th output sv
4th output sv|
107 -1 -1
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3 4
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)

(a) [9.30 1072 m3/s] (b) (c)

Fic. B.74 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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singular value

| 7

| 8

|9 |10

|11 | 1213 |

|zonen" |1,2,14 3 ‘4 ‘5 ‘6
| ko or Ko(ms™) [k =107k, =107 [ 1070 [ 1077 |

1077 ]10°%[107° [ 21077 [ 1072 | 107" [ 3.107* | 3.107°

10 1 3 1
LAY == 1th output sv
,‘ ‘\ — 2th oUtpUt SV
o = 3th output sv
107 0.5¢ o 05 4th output sv
5107 0 0
107 -0.51 -05
10 » it ’
1 2 3 4 h v 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 1 2 3
singular value index parameter value index (permeability) mesure index (velocity flow)
(a) [9.30 1072 m3/s] (b) (c)
Fic. B.75 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
| zone n° | 1,2, 14 3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 1213 |
| ko or Ko(ms™) [k =107k, =107 [ 107 [ 1077 | 1077 [ 10° | 107 [ 2.1077 [ 107 [ 10" | 3.107* [ 3.107" |
10° 1 1
107 0.5t 05
107 0 0
3 - 1th output sv|
10 -05 -0.5 — 2th output sv| |
~— 3th output sv|
4th output sv|
4 . . g N N N N N N N
0y 2 3 4 NV 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1213 -
singular value index

parameter value index (permeability)

(a) [9.30 1072 m? /5] (b)

2

3
mesure index (velocity flow)

Fi1c. B.76 — Résultats d’analyse de sensibilité avec données.
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Résumé : Les questions de stureté et d’incertitudes sont au centre des études de faisabilité
pour un site de stockage souterrain de déchets nucléaires, en particulier I’évaluation des incerti-
tudes sur les indicateurs de sureté qui sont dues aux incertitudes sur les propriétés du sous-sol
et des contaminants. L’approche globale par les méthodes probabilistes de type Monte Carlo
fournit de bons résultats, mais elle demande un grand nombre de simulations. La méthode
déterministe étudiée ici est complémentaire. Reposant sur la décomposition en valeurs sin-
gulieres de la dérivée du modele, elle ne donne qu’une information locale, mais elle est beaucoup
moins cotiteuse en temps de calcul.

Le modele d’écoulement suit la loi de Darcy et le transport des radionucléides autour du site
de stockage est modélisé par une équation de diffusion-convection linéaire. Différentiation a la
main et différentiation automatique sont comparées sur ces modeles en mode direct et en mode
adjoint. Une étude comparée des deux approches probabiliste et déterministe pour ’analyse de
la sensibilité des flux de contaminants aux exutoires par rapport aux variations des parametres
d’entrée est menée sur des données réalistes fournies par TANDRA.

Des outils génériques d’analyse de sensibilité et de couplage de code sont développés en langage
Caml. Ils permettent a 1'utilisateur de ces plates-formes génériques de ne fournir que la partie
spécifique de 'application dans le langage de son choix.

Une étude sur les écoulements diphasiques eau/air partiellement saturés en hydrogéologie porte
sur les limitations des approximations de Richards et de la formulation en pression globale issue
du domaine pétrolier.

Mots clés : Analyse de sensibilité, approche déterministe, décomposition en valeurs sin-
gulieres, écoulement de Darcy, équations de convection-diffusion, éléments finis mixte hybrides,
différentiation automatique, programmation fonctionnelle, plate-formes génériques, couplage de
codes, stockage de déchets nucléaires

Abstract : The questions of safety and uncertainty are central to feasibility studies for an
underground nuclear waste storage site, in particular the evaluation of uncertainties about
safety indicators which are due to uncertainties concerning properties of the subsoil or of the
contaminants. The global approach through probabilistic Monte Carlo methods gives good
results, but it requires a large number of simulations. The deterministic method investigated
here is complementary. Based on the Singular Value Decomposition of the derivative of the
model, it gives only local information, but it is much less demanding in computing time.

The flow model follows Darcy’s law and the transport of radionuclides around the storage site
follows a linear convection-diffusion equation. Manual and automatic differentiation are compa-
red for these models using direct and adjoint modes. A comparative study of both probabilistic
and deterministic approaches for the sensitivity analysis of fluxes of contaminants through out-
let channels with respect to variations of input parameters is carried out with realistic data
provided by ANDRA.

Generic tools for sensitivity analysis and code coupling are developed in the Caml language.
The user of these generic platforms has only to provide the specific part of the application in
any language of his choice.

We also present a study about two-phase air/water partially saturated flows in hydrogeology
concerning the limitations of the Richards approximation and of the global pressure formulation
used in petroleum engineering.

Keywords : Sensitivity analysis, deterministic approach, singular value decomposition,
Darcy flow, convection-diffusion equations, mixed hybrid finite elements, automatic differen-
tiation, fonctional programing, generic platforms, codes coupling, nuclear waste storage



