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Part 1

Propagation de fissure en mode mixte
([ + 11+ 11I)



Introduction

Expérimentalement, il est avéré que quel que soit le chargement, la fissure se propage en essayant
(elle n’y arrive pas toujours) de se mettre en position de mode I pur.

Dans le cas bidimensionnel d’une fissure chargée en mode I+1I, la fissure dévie de son plan
initial, ce qui se traduit par une discontinuité de la direction de propagation appelée branche-
ment. Les critéres qui consistent a maximiser les contraintes d’ouverture ([Erdogan and Sih, 1963])
ou & annuler le F.I.C. en mode II juste apres branchement (“Principe de Symétrie Locale” (PSL)
de [Goldstein and Salganik, 1974]) donnent de bonnes estimations des valeurs expérimentales
de I'angle de branchement . Le PSL présente toutefois un avantage par rapport au premier
critere car il est le seul a prédire un trajet régulier apres le branchement initial (cf. par exemple
la these de [Amestoy, 1987]).

(a) En mode I+II (b) En mode I+III

Figure 1: Divers trajets de propagation

En présence de mode III, le probleme devient tridimensionnel car pour se mettre en mode I
pur, le front de fissure doit tourner progressivement autour de la direction de propagation,
ce qui implique un angle de branchement variable le long du front. Dans ce cas, on parle de
déversement du front. Néanmoins, le front de fissure ne se propage pas toujours de facon aussi
idéale, et dans certains cas il se brise en petits segments déversant chacun en sens inverse
pour former une surface ressemblant a un “toit d’usine”. Dans ce cas, on parle de phénomene
de segmentation du front. Nous poursuivrons ici le travail effectué par Mouchrif au cours
de sa these sous la direction de J.B. Leblond, pour tenter, dans le cadre de la théorie de la
mécanique de la rupture fragile, de donner un critere quantitatif permettant de déterminer

entierement la géométrie de I'extension dans le cas du déversement. Nous sommes obligés pour
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cela d’abandonner le PSL car celui-ci, pour une fissure chargée en mode I4I1II, prédirait un
angle de branchement nul le long de tout le front.

De méme que la présence de mode III engendre une rotation du front autour de la direction
de propagation, on peut envisager que la présence de mode II engendre une rotation du front
autour de la direction perpendiculaire aux levres de la fissure, qui se traduirait par une extension
de longueur variable le long du front.

La présente partie de cette these est divisée en quatre chapitres dont le contenu est brievement

présenté ci-dessous.

Chapitre 1

Pour étudier les trajets de propagation précédemment évoqués, nous nous placerons dans le cas
typique d’une fissure semi-infinie ou en forme de fente infinie, initialement plane, munie d’une
petite extension droite de longueur et d’angle de branchement variables le long du front. Cette
étude nécessitera la connaissance des F.I.C. le long du front ainsi étendu.

Grace aux précédents travaux de Leblond et de Mouchrif, nous les obtenons sous forme d’un
développement en puissances de la longueur 6 de I'extension. Ce chapitre est donc destiné a

rappeler ces expressions et ne contient aucune contribution personnelle de ’auteur.

Chapitre 2

Chacun des termes du développement des F.I.C. est connu dans le cas d’une fissure semi-infinie
ou en forme de fente infinie, sauf en ce qui concerne un opérateur universel N(¢) qui permet
de prendre en compte les variations de la longueur de ’extension le long du front. L’objet de
ce chapitre et du suivant sera la détermination de cette opérateur. Le probleme a résoudre est
analogue en tout point a celui qui a permis a Mouchrif de déterminer 'opérateur P(y) décrivant
I'effet des variations de I'angle de branchement le long du front; seule la forme de I'extension
est différente. Nous allons donc suivre la méme démarche que Mouchrif. Ce chapitre et le
suivant n’apportent donc pas vraiment de nouveauté en ce qui concerne les méthodes utilisées,
mais sont nécessaires a toute discussion incluant la possibilité d’une variation de la longueur
de I'extension le long du front.

Le calcul de lopérateur IN(¢p) nécessite la résolution d’'un probleme d’élasticité a pri-
ori 3D. Grace a une technique de développements asymptotiques raccordés inspirée de celle
précédemment utilisée par Leguillon (1993) pour I’étude du cas bidimensionnel, ce probleme
se ramene a divers problemes d’élasticité tous 2D a lexception d'un seul. L’opérateur N(y)

cherché résulte de la résolution d’un de ces problemes 2D.
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Chapitre 3

Ce chapitre est consacré a la résolution du probleme bidimensionnel mis en évidence dans le
chapitre précédent. La méthode utilisée est un peu différente de celle de Mouchrif et permet
d’alléger quelque peu les calculs. Cette résolution utilise le formalisme de Muskhelishvili et une
technique de transformation conforme déja employée par Amestoy, Bui et Dang Van (1979),
Amestoy (1987) et Amestoy et Leblond (1992) pour des probléemes similaires. Nous obtenons
alors les composantes de 'opérateur N () a I’aide de I'un des potentiels complexes du probléeme,
solution d’'une certaine équation intégrale. La résolution numérique de cette équation nous

permet d’obtenir les différentes fonctions N,,(¢) (p,q =1,11,111).

Chapitre 4

Dans ce chapitre, nous allons préciser les trajets de propagation observés de facon expérimentale
par divers auteurs (notamment nous-mémes, en collaboration avec le Professeur Yates, a
I"Université de Sheffield, Grande-Bretagne) sous divers chargements sollicitant la fissure en
mode III, en mode I+III ou en mode I+II+I1I. Nous rappelerons 'explication “qualitative” de
la segmentation et du déversement du front donnée par Mouchrif et proposerons des criteres
“quantitatifs” permettant de prédire les parametres géométriques de ’extension dans le cas du
déversement. La comparaison expérience-théorie donnera des résultats satisfaisants en ce qui
concerne la prédiction de I'angle de branchement moyen et du déversement, mais nécessiterait

des investigations supplémentaires pour la prédiction de la longueur de I'extension.



Chapter 1

Développement des facteurs d’intensité
de contraintes en puissances de la

longueur de ’extension

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les expressions des trois premiers termes du développement
des facteurs d’intensité de contraintes en puissances de la longueur de I'extension. Les trois
premiers termes, d’ordre 0, 1/2 et 1, ont été explicités par Leblond (1989) et Amestoy et
Leblond (1992) dans le cas bidimensionnel. Leblond (1993) a également généralisé au cas tridi-
mensionnel 'expression des deux premiers termes, et Mouchrif (these, 1994) a donné I’expression
du terme d’ordre 1. Ces termes font intervenir le chargement a travers le champ de contraintes
pres du front initial de fissure, les parametres géométriques de la fissure et du milieu. Ces ex-
pressions sont valables dans le cas d’un milieu tridimensionnel quelconque contenant une fissure
de forme arbitraire!, munie d'une extension déviée, courbe et de longueur variable le long du
front. Nous ne rappelerons pas, dans la présente these, I'expression de ce développement dans
le cas général, mais nous nous restreindrons au cas qui nous sera utile pour I’étude du trajet

de propagation en présence de mode III.

'Dont la surface et le front sont supposés de classe C*°.
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1.2 Description géométrique de la fissure et de son ex-

tension
X2
,\/\/ka 1 X2 .
VSINO BEES)
NU 5 v e,
::::::::::::::4‘:: Pl ® X1
x\\ D -y X3
X
(a) Vue d’ensemble3 (b) Dans le plan (P, z1,x3)

Figure 1.1: Fissure plane a front droit munie d’une extension droite de longueur et d’angle de

branchement variables le long du front

Nous considérerons un domaine tridimensionnel €2 arbitraire contenant une fissure F ini-
tialement semi-infinie & front droit ou en forme de fente infinie, munie d’une extension £° droite
de longueur 6(x3) et d’angle de branchement ¢(x3) variables le long du front (cf. Fig. 1.1).

Nous poserons :
d(z3) = dn(xs) (1.1)

ou n(x3) est une fonction de x3 donnée, et 6 une constante destinée a tendre vers zéro. La
géométrie d'une telle extension est donc entierement déterminée par la donnée (outre de J) des

fonctions ¢(x3) et n(x3).

1.3 Champ de déplacements au voisinage du front initial

Nous supposerons qu’avant propagation de la fissure, le chargement mécanique est invariant
par translation le long de l'axe Oxs, de telle sorte que le comportement asymptotique des

déplacements au voisinage de F est invariant par rapport a x3 et est donné par:
. (1/2) 1) (3/2)
u(x) = kpﬁp (21, 22) + Tpﬁp (1, 22) + bpﬁp (w1, 25) + O(r?) (1.2)

pour 1 = i+ a3 — 0, ot Uy = U®&, p = LILIII, a = 1/2,1,3/2 est le pieme
déplacement fondamental homogene de degré o dans la base (€}, €, €3) adaptée au front initial.
Les quantités k, et Tp, p = I, I1, I11 désignent le p"®™ F.I.C et la p"®™ contrainte non singuliere
respectivement. Les b, sont des coefficients n’ayant aucune dénomination particuliere. Par

hypothese, k,, T, et b,, constantes dépendant du chargement, sont indépendantes de x3.
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1.4 Facteurs d’intensité de contraintes apres propaga-
tion

Au voisinage du nouveau front (c¢’est-a-dire apres branchement et propagation), le développement
des déplacements garde la méme expression, compte tenu de la nouvelle position du front et du
changement correspondant des valeurs des parametres géométriques et mécaniques. Le pme
F.I.C. apres propagation, au point de cote xs, sera noté k,(zs,d), p = I,11,111. 11 dépend
maintenant de z3 & cause de la dépendance vis-a-vis de x5 de la géométrie de Iextension £° &
travers les fonctions ¢(z3) et n(zs).

Pour § — 0, on obtient le développement de k,(z3,d) sous la forme suivante :
kp(3,6) = ki (x3) + \/ng/” (z3) + 0k (23) + O(6*?), p=11IIII (1.3)
avec, en utilisant la convention de sommation sur 'indice muet :
o Fkylzs) = Fpy(p(rs))-ky

° k:I(Jl/Q)($3) :qu(ﬁo(x3))'Tq

[ ] k}él) (1'3)

1 02k ,5 n(z5)=n(z3)
_ = l p(@3 )1 n(zs) (1.4)

2 8(\/5)2 p(zy)=p(z3)
+ Ny (0(3)) kg1 (23) + Pog((3)) .k @' (x3) n(23) + Fpy(p(23)) %
VP /_J:O qu(Q,.Z'g,.ng) [(FTF)TS(QO('%&)) 77(553) - (FT'F)TS(('IO('T:i)) 77(1’3)} ]CS dl’g

ou V P, qui désigne la valeur principale de I'intégrale, est définie par :
+o0o
VP/ ...= lim
— 00 e—=0t JIR—[z3—¢,x3+¢]

Dans ces expressions, il faut distinguer deux types de termes :

e des termes universels, qui ne dépendent de la géométrie du probleme qu’a travers I’angle de
branchement. Il s’agit des fonctions matricielles F(¢), G(p), P(¢), N(¢). Amestoy (1987)
et Amestoy et Leblond (1992) ont déterminé les composantes Fy, ,(¢) et Gap(p), a =
1,11, p = I,II, 11 grce a la résolution d'un probleme 2D plan. Les composantes
Frrrp(p) et Grrp(p) peuvent étre extraites des travaux de Sih (1965). Le calcul des
opérateurs P () et N(p) nécessite la résolution de problemes 3D apparentés. P(y) ayant
été déterminé par Mouchrif (1994), il nous reste a calculer N(yp).

e des termes non-universels dépendant de la totalité de la géométrie. Il s’agit des termes
[an(x3 5)‘| n(wé)En(m)

2
VO | aty=p(an)

2
uliers. La premiére expression est le troisieme terme (d’ordre v/~ = 6) du développement

et Z(Q, x5, x4) que I'on pourra déterminer dans certains cas partic-

7
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des F.I.C. quand 'extension est de longueur constante et présente un angle de branche-

ment uniforme le long du front.

On remarque, de plus, que les deux premiers termes du développement des F.I.C. au point de
cote x3 ne dépendent de I’angle de branchement ¢ et de la longueur de I'extension 1 qu’a travers
leur valeur locale au point de cote x3. En revanche le troisieme terme de ce développement

dépend des valeurs de ¢ et de 1 le long de tout le front a travers deux types de termes :

o les termes N, (@(x3)).kqn'(x3) et Poy(¢(xs)).kq ¢ (x3) n(xs) qui prennent en compte la
variation [ocale autour du point de cote x3 de la longueur de I'extension et de I'angle de

branchement;

e le terme intégral qui prend en compte la valeur de ces fonctions le long de tout le front

et donc leur variation de fagon globale.

Les deux premiers termes du développement étant de nature purement locale, tout critere
portant sur ces deux premiers termes uniquement ne peut prédire, en tout point, qu’'un angle de
branchement indépendant des angles de branchement aux autres points. Ceci n’est pas réaliste
en présence de mode III car le déversement ou la segmentation impliquent une propagation
”concertée” de tous les points du front. Il est donc nécessaire de prendre en compte le troisieme

terme du développement en présence de mode III.



Chapter 2

Calcul de I'opérateur N(¢) - Premiere
partie : développements asymptotiques

raccordés

2.1 Ecriture du probleme d’élasticité

L’opérateur universel N () apparait en facteur de n/(x3), dans le troisieme terme du développement
des F.I.C. en puissances de la longueur de l'extension. Pour que ce terme existe dans le
développement des F.I.C. apres propagation, il faudra donc résoudre un probleme d’élasticité

tridimensionnel comprenant une extension de longueur variable le long du front. Nous allons

Figure 2.1: Géométrie du probleme d’élasticité

donc considérer un domaine tridimensionnel contenant une fissure F initialement plane a front
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droit, les levres de la fissure étant libres de contraintes et un chargement {Cl_fl, W4} étant exercé
sur {09 = 9Qr U 0Q,} (cette fissure peut étre débouchante comme sur la figure 2.1 ou non).
Ce chargement et la géométrie initiale sont supposés invariants par translation parallelement
au front de fissure, si bien que pour la configuration initiale de cette derniere, le probleme
est en réalité bidimensionnel. On associe a cette configuration un repere adapté au front de
fissure (O, €}, é,,€3) (cf. Fig. 2.1). On suppose ensuite la fissure munie, dans une seconde
configuration, d’'une extension £° présentant un angle de branchement uniforme p(x3) = ¢ et

de longueur §(z3) variable le long du front. Posons :

d(z3) = dn(x3) (2.1)

ou 7(x3) est une fonction fixant la forme de I'extension et § une constante destinée a tendre
vers 0. Notons respectivement (x, ), E (x,9), i3 (x,9) le déplacement, les déformations et
les contraintes au point M (x) de composantes (1, 9, z3) du domaine ©° contenant la fissure
étendue.

Les équations du probleme s’écrivent alors, en sommant sur les indices muets :

0ij(%,0) =0

£ij(x,0) = % (i, (X, 0) + u;4(x,0)) ¢ dans Q°

0ij(x,0) = Cijreri(x,0) (2.2)
7 (x,0).7(x) = ﬁ(x) sur 0y,  U(x,0) = Uy(x) sur 08,

7 (x,6).7(x) =0 sur FUE

ou C désigne l'opérateur d’élasticité et 7i(x) le vecteur normal unitaire extérieur a 02, F ou

£°. Notons que :
(2.3)

2.2 Meéthode des développements asymptotiques raccordés

Afin d’obtenir le développement des F.I.C. en puissances de la longueur ¢ de l'extension, il
nous faut résoudre le probleme précédent pour 6 — 0. Si nous faisons ceci sur la géométrie
du probleme initial, I’extension disparait. Pour pallier cet inconvénient, nous allons utiliser la
méthode des développements asymptotiques raccordés (d.a.r.) qui permet par un changement
de variables approprié de décomposer le probleme en un probleme ”intérieur” contenant une
extension de longueur indépendante de 0 et un probleme ”extérieur” posé sur la géométrie
initiale sans extension. La solution de ce probleme ”intérieur”, valable pres du front de fissure,
est reliée par des ”conditions de raccord” a la solution du probleme ”extérieur”, valable loin du

front.
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2.2.1 Probleme extérieur

Les champs mécaniques (x,d), B (x,9), 3 (x,9) étant, d’apres Leblond (1993), continus et
différentiables en fonction de la longueur de I'extension en o = 0, les développements de ces

champs en puissances de  s’écrivent :

i(x,6) = a0 (x) + §aM(x) + O(5%?) i(x, 8) = 67 70 (x)
2x,0) =2V )46 2V ) 102 = { ZTxo=6 2 (x) (24

)

=(0)

7 (x,0) =0 (x) +8 7 (x) +0(6%?) 7 (x.8) = 7 (x)

ou 'indice repété v, prend les valeurs 0,1,3/2,2....

En reportant ces équations dans les équations (2.2) du probleme, on voit que le déplacement
me (x) a l'ordre 0 est solution du probléme pour la configuration initiale sans extension et que
les termes suivants sont solutions du probleme homogene suivant :

O'Z(Z;-) (x)=0

1
52(;76)(7() ~ 3 (“EZ‘E)(X,) + U(%)(X)) dans Q

00 (x) = Cijrels” (x) (2.5)

6" (x).ii(x) = O sur 0Qr, @0 (x) = 0 sur 99,

Akl (x).7i(x) = 0 sur F

Malgré ’homogénéité de ces équations, leur solution @) (x), 7. > 1 n’est pas nulle car elles
doivent étre complétées par les conditions de raccord pour r = (/2% + 23 — 0, qui ne sont elles

pas identiquement nulles.

2.2.2 Probleme intérieur

Afin d”effectuer un zoom” du voisinage du front de fissure, faisons le changement de variables

suivant:
T i)
hn 5 Y2 5 Ys 3 ( )

Définissons les champs de déplacements, de déformations, de contraintes intérieurs par :
#(y,0) = i(x,8), € (y,0)=36 ¢ (x,8), 7 (y,0)=20 7 (x,0) (2.7)

Le probleme intérieur portant sur ces nouveaux champs, pour 6 — 0, va étre posé sur un do-
maine Q™ infini contenant une fissure F™ semi-infinie munie d'une extension £™ de longueur

n(ys) variable le long du front. Les équations (2.2) s’écrivent pour ces nouveaux champs de la

11



Calcul de I'opérateur N(¢) - Premiere partie

facon suivante :

Tioca(y,0) + 0Tiz3(y, §) = 0 dans Q™

as(¥,0) = 3 (vass(¥,0) + tsa(y. )

1 nt
€30(¥,0) = 5 (U3a(y,0) + Svaa(y, 8)) ( dans
€33 (y> 5) - 5/03;3 (y> 6)

7:5(¥,0) = Cijrern(y, d) dans Q™

(2.8)

7 (y,0).ii(y) = 0 sur Finty gint

ou les indices latins et grecs prennent respectivement les valeurs 1,2,3 et 1,2 et ou les points

virgules désignent les dérivations par rapport aux coordonnées intérieures y;.

Cherchons les solutions sous la forme d’un développement en puissances de ¢ :

i(y.8) = 6170 (y)
¢ (y.0)=0m 2" (y) (2.9)
7y, = 7" (y)

ou l'on suppose que les exposants ~; sont entiers et semi-entiers. En reportant ces relations
dans les équations (2.8) et en identifiant les termes du méme ordre en §, on obtient pour chaque

v; les équations suivantes :

T (y) + Ti(;f-;l)(y) = 0 dans Q"

oot

A 1 _ _
ety (v) = 5 (v (v) + 05 (7))

2
i 1 i i—1 int
e’ (v) = 5 (o5 () + vy V() ( dams @ (210)

i i—1
eSi (y) = vii V()

707(y) = Cijmesy” (y) dans Q¢

)

7 (y).diy) = 0 sur Fint Y gt

On remarque que les dérivations par rapport a y3 ne portent que sur les termes d’ordre v; — 1,
supposés connus quand on résout le probleme a l'ordre +;, et donc que ces problemes ne sont
pas de véritables problemes tridimensionnels mais constituent plutot une infinité de problemes
bidimensionnels indépendants, dont chacun est posé dans un plan y3 = C'ste.

Afin de faire apparaitre les termes d’ordre inférieur, supposés connus, au second membre

des équations, c’est-a-dire comme des forces de volume ou des forces exercées sur la fissure et

12
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son extension, on notera 7;;(0(y)) les contraintes reliées via la loi de comportement élastique

aux déformations €;;(v(y)) définies par :

as(¥) = 5 (Vasly) + U3a(y)
am(y)=:%v&a©0 (2.11)
es3(y) =0

On notera que ces déformations e,; different des déformations e;; par I'omission des termes

comportant une dérivée par rapport a ys.

2.2.3 Conditions de raccord

La solution du probleme extérieur n’est valable que loin du front de fissure alors que la solution
du probleme intérieur n’est valable que pres de celui-ci. Ces deux solutions doivent se raccorder
dans une zone ”intermédiaire” (zone de raccord) qui correspond & r = (/2% + 25 — 0 et &
p = \/yi +y3 — +oo. Dans cette zone on doit avoir égalité des champs de déplacements

extérieur et intérieur, ce qui s’écrit aussi:

Comportement pour r — 0 de u(x,0) = Comportement pour p — +o0o de ¥(y, )
(2.12)
T T2
avec Y1 = ?§ Y2 = ?§ Y3 = T3

Supposons de plus que chacun des termes @) (x) (resp. 7 (y)) admette un développement
en puissances de r pour r — 0 (resp. de p pour p — +00) avec des exposants entiers et
semi-entiers notés k. (resp. k;). Pour que les conditions de raccord (2.12) soient vérifiées,
il faut alors que le terme proportionnel a 7 r" dans le développement extérieur soit égal au
terme proportionnel a §Vetrepfe = §%pfi (car r = dp) dans le développement intérieur. Ce qui
implique la correspondance suivante entre les exposants de r et de p et les puissances de d des
termes a identifier :

Ke =Ki; Vet Ke =" (2.13)

Rappelons que la solution a 'ordre 0 du probleme extérieur est solution du probleme initial
sans extension; 7% () admet donc, pour r — 0, le développement asymptotique classique qui

s’écrit, en omettant les déplacements de corps rigide! en O(p°) (cf. (1.2)):
_, (1/2) 1) (3/2)
i (x) = k;pﬁp (x1,x2) + Tpﬁp (x1,22) + bpﬁp (z1,29) + O(r?) (2.14)

Le terme dominant en ¢ du développement intérieur (c’est-a-dire ayant U'indice v; = Yynin le

1/2
plus bas) doit se raccorder avec le terme dominant du développement extérieur kpﬁ; /2 (21, 22)

Lce que nous ferons systématiquement & I’avenir.
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pour lequel 7, = 0 et k., = 1/2. Ceci implique d’apres (2.13) que Yyum = 1/2 et que :
(1/2) _
TY(y) = kU, " (y1,90) + O(p~/?) (2.15)

quand p — +o0.

La solution se construit, en ”"accordéon”, en posant successivement le probleme intérieur
a lordre 1/2, puis le probleme extérieur a l'ordre 1/2 (en fait les champs mécaniques étant
différentiables a x fixé par rapport a d, la solution de ce probleme est identiquement nulle, il
n’y a donc pas lieu de le considérer), puis le probléeme intérieur a lordre 1, puis le probleme
extérieur a 'ordre 1, puis le probleme intérieur a l'ordre 3/2....en appliquant la condition de

raccord aux puissances de § déja prises en compte?. Ainsi :

e (/2 =

e 7 pour lequel v; = 1 se raccorde avec @ (et #/? = 0). Le terme d’ordre x; = 1 de
7D doit étre égal au terme d’ordre k. = 1 de @(¥ (pour lequel v, = 0) et le terme d’ordre

ki = 1/2 de ¥V doit étre nul (comme le terme proportionnel & r/2 de @1/?));

e i) pour lequel 7. = 1 se raccorde avec /%) et 7, donc en omettant le mouvement
rigidifiant correspondant au terme (x; = 0) de 7, avec le terme d’ordre x; = —1/2 de
/2.

e 73/2 pour lequel v; = 3/2 se raccorde avec @, #/? = 0 et @Y donc avec les termes
d’ordre s, = 3/2 de @, (k, = 1 de @W*/?) et k, = 1/2 de V).

Si le raccordement se fait de fagon cohérente, le choix des ”fonctions de jauge” (ici, §7 et §7
avec 7; et 7, exposants entiers ou semi-entiers) et de la forme du comportement quand p — +o00
et r — 0 de chacun des termes des développements intérieur et extérieur respectivement (ici en
puissances entieres et semi-entieres de p et de r) est considéré comme correct a l’ordre retenu

(cf. par exemple le livre de Sanchez-Hubert et Sanchez-Palencia (1992), pp. 1 a 17).

2.3 Premier terme du développement intérieur

2.3.1 Ecriture du probleme

Le probleme a l'ordre 1/2 est constitué des équations (2.10) écrites pour 7; = 1/2 en tenant

compte du fait que 701 = #=1/2) = 0 et de la condition de raccord (2.15). Avec les notations

2Ce qui revient & supposer qu’a un ordre 67 donné du développement intérieur (resp. extérieur), les termes
suivants du développement extérieur (resp. intérieur) dans le cheminement en ”accordéon”, sont négligeables

pour § — 0 dans la zone de raccord.
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(2.11), le déplacement 7'/ est donc solution du probléme suivant :
Fiasa (T2 (y)) = 0 dans Q™
%(17(1/2) (y)).n;(y) =0 sur Finty gint (2.16)
(1/2) _
FY2(y) =k, U, (g1, ) + O(p /%) pour p = \Jy? + 43 — +00

Ce probleme ne comporte que des dérivées par rapport a y; et ¥, il constitue donc un probleme
bidimensionnel dans chaque plan y3 = C'ste, portant sur une fissure semi-infinie munie d’une

extension de longueur 7(ys) (cf. Fig. 2.2).

Y2 ° M
y2 ( ) P* y’i
ney s
/ §¢
® Y1
Y3

Figure 2.2: Plan y3 = C'ste

2.3.2 Propriété d’homogénéité

La solution de ce probleme ne dépend de y3 qu’a travers la longueur de l'extension 7(ys).

Introduisons temporairement cette dépendance dans la notation en écrivant

2 (y) = V2 (g1, y230(ys)),

et montrons que 7(1/?) est positivement homogene de degré 1/2 par rapport & ces arguments.

Soit A une constante positive. Le déplacement ﬁﬁ(l/ D(Ayr, Ayo; An(ys)) vérifie les méme

1/2
équations que 712 (yy1, y2:m(ys)) (en particulier la méme condition & I'infini car ﬁ;/ )(yl, o)
est homogene de degré 1/2). Par conséquent :
7D Ayt Aya An(ys)) = VAT (g1, g2 1(ys)), pour A > 0 (2.17)

On pourra donc résoudre le probléme pour une extension £! de longueur unité, gree a la relation

72 (yy g n(ys)) = 5) 71/2) Y% Y2 '
(0,2 1)) = /() (n(yg),n(%),l) (2.18)
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2.3.3 Unicité et comportement asymptotique

Pour les conditions de raccord du probleme extérieur a ’ordre 1, nous aurons besoin de connaitre
le deuxieme terme du comportement en +oo de 71/2). Décomposons, pour cela, 7/?) sous la

forme :

H2(y) = K, Uy (. we) + k70 () = by 272 (). (2.19)

1/2 "
Alors ﬁ; / )(yl, y2), p*"¢ déplacement fondamental homogene de degré 1/2, vérifiant les équations

. _—
d’équilibre et les conditions aux limites sur la fissure 7™ initiale du probleme (2.16), 4,2 (y),

p=1,1I,1II est solution du probleme suivant :

ﬂa;a(f};w (y)) = 0 dans Q™

ﬂj(W(Y))-nj(Y) =0 sur F™

ﬁ‘j(@()’))-”;‘()’) = —Ty (ﬁsm (y1, yg)) n;(y) sur M
~1/2)

3\ (y) = O(p=/?) pour p = \/y? + y3 — +o0

(2.20)

1/2
A Tinfini, "tout se passe comme si il n’y avait pas d’extension”. Les ﬁ(;l/ ), q=1,11111

étant solutions du probleme précédent en I’absence d’extension (car ﬁ q Ver1ﬁant les équations
d’équilibre et la condition de traction nulle sur les levres de la fissure, sa dérivée par rapport a
r1 les vérifie aussi et se comporte comme p~'/2 pour p — +00), W (y) se comporte en 400
comme une combinaison linéaire de ces déplacements. En particulier pour n(y;) = 1, le seul

parametre géométrique du probleme étant ’angle ¢, on a :

—73 1
o (s mlys) = 1) = 2).T ot (1,5 +O<p>

et d’apres les conditions d’homogénéité (2.18) :

i T (G )

3) 77(93)

3/17?/2577(93))
(1/2) 1
= \/nys) Ap().U g1 (91/77(93)792/77(93))4-0(;)

= 1) Ap(@).T g1 (1,02 +O<;> (2.21)

pour p — +00.
Il est a noter également que l'énergie élastique du déplacement 17(1/ 2) (y) étant finie (cf.

—_
(2.204)), ;1/ ?) et par suite la solution du probleme intérieur & I'ordre 1/2 sont uniques. De

plus, les tractions exercées sur l'extension étant régulieres a la pointe P* de celle-ci, vl()l/ 2 (y)
admet le comportement habituel (1.2) pres du front et donc pour chaque p = 1,11,111 :

(y5,v3)

~1/2 (1/2)

3, (0, 1(ys)), q =1, 11,111 tels que 80/ (y) ~ Fy (g, 1(ys)) U7,
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pour p* = /(y})? + (y5)? — 0, ou (y5, y5, y3) désignent les coordonnées dans le repere (P*, €%, €5, €3)

1/2
[7;((1/)

adapté au front de l'extension (cf. Fig. 2.2) et = Uéil/ 2 (mémes notations qu’au para-

graphe 1.3). D’apres (2.19), Ué}/m engendrant des contraintes régulieres pour p* — 0, on a

~ (1/2) * ¥ *
o2 y) ~ 50 (y) ~ Fyp(0) T (i, ) pour p* — 0 (2.22)

I apparait ici que les fonctions F,(¢) ne dépendent en réalité que de ¢ et pas de 1(ys) du fait
de 'homogénéité de degré 1/2 des fonctions 01(71/ 2) et UM,

2.4 Probléme intérieur a ’ordre 1
D’apres les condition de raccord du §2.2.3, on a :
"(y) =1, ﬁ (y1,2) + O (p™1/?) pour y — +oo (2.23)
Le déplacement 7 (y) est donc solution du systeme suivant (cf. (2.10) et (2.11)) :
Tiasa (T (y)) = 0 dans Q™
ﬂj(ﬁ(“(Y))ﬂj( ) = 0 sur FUE™ (2.24)
7 Tﬁ (y1,92) + O(p~'/?) pour p = \/yf + y3 — +oo

Par un raisonnement analogue & celui dont on a déduit la condition d’homogénéité de ¢(1/?)

on obtient celle de 7™ qui s’écrit :

7 (Ayr, Aya; An(3)) = A0 (y1, ya; n(as)) pour A > 0. (2.25)

De plus, comme pour #{/? on peut établir existence de constantes G, () (indépendantes de

n(ys)) telles que :

—1/2) X
TW(y) ~ (ys) T, Gople) U (y5, ys) pour p* — 0 (2.26)

2.5 Probléme extérieur a ’ordre 1

Notre objectif est de déterminer les champs ”intérieurs” afin d’en extraire les F.I.C. Par
conséquent, il faut déterminer le comportement de @) (x) pour r = /27 + 23 — 0 & un ordre
suffisant pour pouvoir établir les conditions de raccord. Or a ¢ fixé, u(x,d) a le comportement

(1.2) habituel pour r — 0 dans le repere adapté au nouveau front. De plus, d’apreés (2.4)
70(x) = du(x,d)
L P

de w(x,0) par rapport a 0 et de prendre sa valeur en § = 0. Mais cette opération n’est pas

. La premiere idée est donc de dériver le comportement pour r — 0
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légitime si ¢ # 0 car, en raison de Iexistence du coin, le développement de i(x,d) n’est alors
valable que pour r < § = 0.

Néanmoins, nous allons voir que @(!), deuxieéme terme du développement de @ dans le cas
ou lextension a une longueur §(z3) = d.n(x3) et présente un angle de branchement uniforme
p, vérifie les mémes équations que le deuxieme terme du développement de la solution u' en
déplacement dans le cas ou I'extension a une certaine longueur 6. f(x3) et présente un angle de

branchement nul (ondulations coplanaires du front). Pour ce dernier probléme, nous pourrons

ol (x,8 L
M par dérivation du com-
9o 5=0+

portement de u (x,6) pour 7 — 0, et en déduire du fait de I’analogie, le comportement de ™)

déterminer le comportement pour r — 0 de @'V (x) =

pour r — 0.

2.5.1 Probleme tridimensionnel vérifié par @V

D’apres les condition de raccord du §2.2.3 et (2.21), on doit avoir, pour r = /23 + 23 — 0 :

- (1/2)
@0 (1, 23, 3) = n(wa)ky Agp(2)-U 1 (21, 22) + O(VF), (2.27)

équation qui vient compléter le systeme (2.5) pour 7, = 1. On a donc :

@0 (x) = U o (x, {kpAgy(p)1(23)}) (2.28)
ot U (x, {f(x3)}), f(xs) fonction arbitraire de 3, est solution du probléme suivant :
0135 (U o(x. {f})) = 0 dans ©
7 (U (x, {f})-7i(x
7 (U (x, {f})-i(x
U (x A ~ )T

Le probleme est cette fois-ci tridimensionnel. Mouchrif a étudié le cas des petites ondulations

sur 0Qr, ﬁq(x, {f}) =0 sur 69,

0s
(2.29)
0 sur F
/2
1

) =
) =

)

(x) pour r — 0

coplanaires du front de fissure et a montré que la dérivée du déplacement par rapport a cette
perturbation vérifie les mémes équations que 7(]. Nous allons reprendre ici son étude par souci

de complétude en changeant toutefois un peu le formalisme utilisé.

2.5.2 Etude d’un probléeme analogue : ondulations coplanaires du

front de fissure

Plagons nous dans le cas ol 'extension de longueur e. f(x3) (¢ étant un petit parametre) présente

un angle de branchement nul. Notons '(x, ) le déplacement en x de ce nouveau probleéme et

/1 s . ’ N o . s
T )(x) sa dérivée par rapport a € en ¢ = 0. Comme ¢ = 0, on pourra ici dériver le comporte-

ment de u'(x,¢) pour 7 — 0 et prendre sa valeur en € = 0 afin d’obtenir le comportement
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pour r — 0 de w . Gree au lien entre 7'(1)(x) et les ﬁq, on en déduira le comportement

pour r — 0 des ﬁq.

Comportement de @'(x,¢) pour r — 0

Figure 2.3: Ondulations coplanaires du front

Le déplacement @'(x,e) en M(z1,x2,23) a le comportement (1.2) habituel dans le repere
(P, €}, ey, €5) adapté au nouveau front pour HPMH — 0. On a donc (cf. Fig. 2.3) :

(5,2 = byl €).UL (@], 22)8 Ty (. ). U (a5, 22) 8 +by (). US (0, 22) e +O (7))

(2.30)
ou (x}, z9, x5 = 0) désignent les coordonnées de M dans le repere (P, €7, €3, €5), x4 la coordonnée
selon €3 de P, Uy la i**me composante du p™¢ déplacement fondamental homogene de degré
.

Or, les correspondances entre ancien et nouveau reperes sont les suivantes :

6 =& —ef'(x5)fs; & =&y & = cf(x5)e + &

i [T)Wé"{ = (xlgl + x9€5 + w3635 — gf(.xg)éi - xéé’3)€{ (2 31)
=y —ef(wy) +ef (x3) (25 — 3)
Ty = Iy

et ky(ah,e) = ki(xh) + ekl (25) + O(%/2); le terme en /% étant nul & cause de la propriété
G(0) = 0 (cf. (1.4)). En dérivant I'expression (2.30) par rapport a € en négligeant les termes
correspondant a un mouvement rigidifiant, puis en appliquant ’expression obtenue a € = 0
(alors x5 = x3), on obtient pour r — 0 :
o' (x, €)

Oe

7' W(x) =
e=0

_ ) [—/2(1/2) (1, 72) +k(1 (;Eg)ﬁ(lm(xl,xg)

p

+I€pf (1'3) 913 ﬁ(l/Z)(ZEhIQ f(ZE3 b ﬁ ZEl,I'Q + O( )

(2.32)

19



Calcul de I'opérateur N(¢) - Premiere partie

) . ;
ol ﬁp (1, 2) = U™ (21, 22)€; et

= — — — —
Qiz=e1®e3 —e3® e, (2.33)
Le terme ou apparait ng provient de la dérivation des vecteurs de base €; par rapport a €.

De plus, en appliquant (1.4) a6 =&, ¢ =0 et a n(z3) = f(x3) on a:

flay)=f(x3)
0 = [P ) 4 N0 )

oo (2.34)
+VP [  Zpg( w0, 05) [f(a) — fa)] b, da

car, en absence de terme en £'/? dans le développement de k,(73,¢), on a =

2
ok (xB’ ) f(iBé)Ef(iUB)
o Oe

de la fissure pour une extension coplanaire et de longueur uniforme. Pour une telle extension le

2k (-TB, €) f(x5)=f(z3)
[ I(Ve)? ]

. Ce terme représente la dérivée de k,(xs, ) par rapport a la longueur

probleme, initialement bidimensionnel par hypothese, le demeure ultérieurement; les résultats
de Leblond (1989) (voir aussi Leguillon (1993)) sont donc applicables et donnent :

ok (:L‘3, ) f(ag)=f(xs3) B
lT = Ipg(p = 0)by + kpqkq (2.35)

olt I,,(p) est un opérateur universel et les coefficients non-universels k,, dépendent de la
géométrie du probleme et en particulier de la partition du bord 02 = 0€2, U 07, mais pas du
chargement.

En insérant les relations (2.34) et (2.35) dans (2.32) et en éliminant les termes en b, qui

se compensent nécessairement car d’apres la théorie de Bueckner-Rice (cf. Partie 1I), 7'Y ne
dépend du chargement qu’a travers les F.I.C. initiaux, on obtient pour » — 0 :
(1 1/2)
7'V (x) = kg U o (@1, 29) + kg Ky, (11T (@1, 2) 2.36)

(1/2)
+f <x3>kq G T (@1,22) + O()
ou :
_ +oo
Kpa(@s, {f}) = kpqf(@3) + Npg(0) f23) + VP | Zyg(Q, 23, 25) [f(23) = fws)] da (2.37)
En se limitant au terme principal de (2.36) on a :

@O (%) ~ = fa3)hg Tt (21, 22) (2.38)

1/2
On a donc par comparaison avec (2.29) ( ﬁfﬂ/ : vérifiant les équations d’équilibre et les condi-

tions aux limites car ﬁ;lﬂ) les vérifie) :
TV (x) = —k, U (x, {f}) (2.39)
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On déduit alors de (2.36) le comportement de ﬁq(x, {f}) pour r — 0 :

U, ) = )T (@r,m0) = Kpglws, (1T (21, 22)

g, (2.40)
—(s) Gus T (20, ) + O(r)
2.5.3 Retour au probléeme initial
D’apres (2.28) et (2.40), on a donc pour r — 0 :
o (1/2) (1/2)
@000) = kpAp(@n(e) Uy, (@1,82) = kA () Kpalas, (n@))- T, (anz) - )

’ = (1/2)
—kpAgp ()’ (23) i3 -ﬁq (x1,22) +O(r)

Le passage au cas coplanaire ¢ = 0 pour lequel on a pu calculer la dérivée du déplacement
par rapport a la longueur de I'extension pour une longueur égale a 0, nous a donc permis de
pallier la difficulté mentionnée en début de section et de déterminer le comportement quand

r — 0 du second terme du développement extérieur.

2.6 Probléme intérieur a 'ordre 3/2

2.6.1 Ecriture du probleme

Les conditions de raccord impliquent (cf. §2.2. 3) en tenant compte des relations (2.14) et
(2.41) donnant le comportement de @ et de @" pour r — 0, que ¥*? se comporte de la

facon suivante quand p — +o00 :

FA(y) = b, To (g1, 90) — keAge(@)Kog (s, In(us) N T 5" (1, 95)

= (1/2) (2.42)
—kpAgp(0)n' (y3). Qus 'ﬁq (y1,y2) + o(y/P)
Le déplacement /2 (y) est donc solution du systeme suivant (cf. (2.10) et (2.11)) :
@) = -0+ BE®) |
ans
aﬁ?’/? () = =+ ) T4 ()
—(3/2) _ —(1/2)
Tap(02(y))np(y) = =337 (¥) na(y) o
a(T7( s(y) = :(33 )-1a( sur Fint | gint (2.43)

7o (T2 (9))na(y) = —u47 (v) maly)

1/2

(3/2) (1/2)
TE(y) = b, U, " (1, ) — ks Ags(9)Kpg(ys, (n(y) VT, (w1, 92)
/ = (1/2)
—kpAgp(0) ' (y3). a3 -ﬁq (y1,2) +o(y/p) pour p — 400

Jusqu’a présent nous avions fait ’hypothese que les comportements quand » — 0 et p — +o0 se
décomposaient en puissances entieres et semi-entieres de r et p, hypothese qui était nécessaire

a I’établissement des conditions de raccord et qui sera vérifiée lors de la résolution effective des

21



Calcul de I'opérateur N(¢) - Premiere partie

divers problemes dans le chapitre suivant. Nous verrons par la suite que cette hypothese n’est
plus valide ici a cause de la présence de forces de volume engendrant des contraintes d’ordre
O(p~') et donc des déplacements d’ordre O(In p) en +oo. C’est pourquoi nous avons écrit le
terme complémentaire dans (2.435) sous la forme o(,/p) et non O(p~'/?) comme dans (2.16) et
(2.24).

2.6.2 Décomposition en problemes ”simples”

Posons :
T (y) = k' (45). 5 Y2 (y) = ko Ags () ys, {n)) T2 (y) + 5,5, P (y)  (2.44)
alors 7,'®/? (y) vérifie le systéme :
7/:ioz;oz(U—P)/(gm) (Y)) = 0 dans Q™
?ij(v—p)/(g/m (Y))n](}’) =0 sur ]_‘int U gint (245)
(1/2) _
T/ (y) =T, (y1,92) + O(p™V?) pour p = \/y? + y3 — +oo,
systeme qui est identique au systeme vérifié par v—;(l/ 2 (y). D'ou :
y) =75 (y) (2.46)

U—p>/(3/2)(

On a ici pu remplacer o(,/p) par O(p~'/?) car les forces de volume sont nulles.

De méme, le déplacement 7,"®*/? vérifie -
oo (7 (y) = 0 dans O
ﬁj(v_p)”(g/m (y)).nj (y) — 0 sur Finty gt (2'47)
(3/2) _
TS (y)y =T, (y1,92) + O(p~"?) pour p = /yf + 43 — +oo

Et enfin, 7}(73/ 2) est solution de :

Up 3.

?ﬁa;a(v—g(wm (Y>) = _()‘ + M) a;(?i) (Y>
dans "t
_ 3/2) o,
Paasa( T 2 () = —(\ + 1) an(gjg) (y)
_ T/ (2.48)
Fup (TP () ns(y) = — 37;0(?;/ ] (y)-na(y)
3 sur Finty gint
. 5(3/2) o,
Ta3(0p 7 (y)) naly) = —p o) (y)-na(y)
= (1/2)
T (y) = —Ap(@). Qus .U, (y) + o(/p) pour p — +oo

T g
car =n"(ys) )
0ys on(ys)

22



Calcul de I'opérateur N(¢) - Premiere partie

2.6.3 Propriétés d’homogénéité

T/ /2

Les champs de déplacements v’ 7 2), Up ne dépendent de y3 qu’a travers la longueur

de l'extension n(ys). On montre comme pour les champs intérieurs d’ordre 1/2 et 1, que @ _>(3/ 2)

7,"%? sont homogenes de degré 1/2 et que 7"/

triplet d’arguments (y1, y2; 7(ys3)).

est homogene de degré 3/2 par rapport au

2.6.4 Unicité et comportements asymptotiques

Ecrivons :
(3/2) —1(3/2)
U—p>//(3/2) (y) — ﬁp (yl, y2) + 0, (y)

17_;”(3/2) se comportant alors comme O(p~/2) en +oo la solution en o, (3/2), et donc en
7,"®/?) est unique. Les tractions engendrées par ﬁp (y1,y2) étant régulieres en P* (cf. Fig.
2.2), O _W(3/2) et par suite U_g"(?’/ 2 ont le comportement classique en pointe de fissure; soit en
notant qu(go, n(ys)) les F.I.C. associés et d’apres la condition d’homogénéité sur v _”'(3/ 2.

3/2 (1/2 T
U—pw( / )(Y) ~ qu( ( )) U q (91792) (2 49)

(1/2) .
~ n(ys)Igp(e )l?q (i, 95)

pour p* — 0. Nous verrons par la suite que 'opérateur I(p) est bien le méme que celui que
I'on a introduit en (2.35).

Par ailleurs, posons :

=(3/2)

U_17>(3/2) (y) = _qu(<ﬂ) 613 -ﬁél/m (Y1, y2) + Up (¥);
on peut alors montrer que 17_;(3/2) (y) est solution d’un probléme avec des forces volumiques
d’ordre O (p~2) pour p — 400 (ceci vient du fait que 17_;(1/2) —n(yg)quﬁgl/Q) = O(p~') d’apres
(2.21)) qui engendrent des contraintes O (p~') et donc des déplacements O(Inp). Le o(,/p)
dans les équations peut donc étre remplacé par O(ln p). Malgré le fait que 1'énergie élastique

—>(3/2)

de ce probleme n’est pas finie, nous verrons dans le chapitre suivant que I'unicité de v est

néanmoins assurée.
De plus, d’apres (2.22), 7,2 = O(,/p%) pour p* — 0 d’oit :

w1 O( 1 )
In(ys) VP

1

Les contraintes 7;;(7,*/?) se comportent donc, d’aprés (2.48) en O <\/—7> pres du front et les
)

déplacements en O(y/p*).
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2.7 Deéveloppement des facteurs d’intensité de contraintes

2.7.1 Relations entre u(x,d) et ky(z3,) pour r — 0

Avec les notations de la figure 2.4 le repere adapté au nouveau front est le repere orthonormé
direct (P, e)°, &), €C). Dans ce repere le champ de déplacement w(x,d) a le comportement

habituel (1.2) quand M (x) s’approche du front. On a donc :
@(x,0) = ky(ak,0).U1P (29, 23)e,° + O(r°) (2.50)

pour ¥ = /(29)2 + (29)2 — 0, ol (29,29, 23) désigne les coordonnées de M dans le repere
P,e° &0 &) et ky(x4, ) le p*me F.I.C. au point P du front de I'extension, de coordonnées
1562 3 3

selon €3. Or, la base (€,°, &,°, €;°) s’écrit en fonction de la base orthonormée (€%, €, €3) adaptée

o) \x}

O]
X 2 ° M X 2=
X x
2 . X3
P
14 “
X
O) 1 X 5
X3 X g
(a) Vue dans le plan (P x; x2) (b) Vue dans le plan (P x7 x3)

Figure 2.4: Repere adapté au front de I'extension

a nos problemes intérieurs de la fagon suivante (pour 6 — 0) :

&) =a (2.51)

En notant (z7, x5, x3) les coordonnées de M dans le repere (P*, €}, €5, €3), on a de plus :
) =251+ 0(6?%), =1 (2.52)
D’ou en développant (2.50) & I'ordre 62 pour 6 — 0 :

i(x,0) = k*( 3.0 (@t ) + \Jon(ws) k2 (w3) T (a7, 23)+
() () TP (03, 23) + ke (23)7 (23) g Wﬁf”( 21, 23)| + 0(¥2r) + 0(r)

(2.53)
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pour r* — 0, ou :

1/2
(7*?;/ )(f{ax;) = U, (z7,23) € avec les notations du §1.3 (2.54)

et
=%
Q3= 5{ ® ét'; - ét'; ® éef (2'55)

=%
Le terme faisant apparaitre (), provient de la dérivation des vecteurs €;° par rapport a 4.

2.7.2 Relations entre les champs de déplacements intérieurs et les
F.1.C.

D’apres (2.6) et (2.7), on a :

o 5 X X
U(x,0) = U(y,d) avec y; = 31; Yo = 32; Y3 = T3

*

Le développement de ¢(y,d) pour 6 — 0 et p* = % — 0 s’obtient donc en écrivant celui de

i(x,d) avec les nouvelles variables :

yr = ;1; Yy = 72; Yz = T3, (2.56)

ce qui donne :

By,8) = Voki(ys) Ty (it u3) + 0\ /n(ys) k2 (ys) T (w7, )+
632 {ké“(ys)ﬁsm (i, y3) + k5 (ya)r (ys) s .17;1/2) yi,y5)| +0(0%) + O(p*)
(2.57)
On en déduit que, pour p* — 0 :
T2y, 8) = ki) T (vt y5) + Op")
i0(y,0) = ) K2 ). 0, whs) + 0(0) (2.58)

) ap), . Lo = o0, .
F(y,0) = kD)0 (5, w5) + ki s) ') us U7, (07,98) + ()

Par comparaison avec (2.22) et (2.26) nous obtenons les expressions suivantes des deux

premiers termes du développement des F.I.C :

k;(yia) = qu(@)kq

(2.59)
kJ(gl/Q) (y3) = qu(@)Tq

Ces expressions sont (bien sur!) les mémes que les expressions (1.4) du chapitre 1.
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2.7.3 Expression de k{"(y;)

La combinaison des équations (2.44), (2.46), (2.22), (2.49) et de (2.58) conduit a :

=% 12, .
ko () | T = Foplip) G T, it 0)| =

v
. g ) (2.60)
kq )(y3) — by Lo (0)n(ys) + Arp(0) kKo (y3, {n})'FqS(@)} U q (7, 95) + O(p*)
Les k, étant des quantités indépendantes, le terme entre crochets du premier membre est donc
—(1/2)
U q
dépendent a priori, d’apres la forme du deuxieme membre, de ¢ et de 7.
—(1/2)
U q
existe donc des constantes qu(cp), p,q= 1,11 111 telles que :

(yi,y3) dont les coefficients
7;(;3/2) (Y1, y2:m(y3)) et

(y5,y5) étant homogenes de degré 1/2, ces coefficients ne dépendent en fait que de . 1l

une combinaison linéaire des déplacements fondamentaux

- 1/2 * 1/2
/2, = (7;(/)

TS/?) = qu(@)ﬁq (yla y;) + qu(@) Ql?) . q (y;y;) + O(,O*) (261)

Cette équation montre que le développement de Tf’/ ) ne présente pas la forme habituelle a

1/2
(7;((1/)

de volume intervenant dans le probleme (2.48) définissant 71(,3/ 2 sont singulidres en P*.

=
cause de la présence du terme Fy, () Q3 - (y7,v3).Celui-ci provient du fait que les forces

En reportant (2.61) dans (2.60) et en remplagant KCg, par son expression (2.37), on obtient

I’expression de kgl) suivante :
kM (ys) = k- Nop(9) 1 (43) + bp-Lp(2)1(ys)
— A @)y [or () + New(0):11 ()| - Fis () (2.62)

+o0
Ay (kg VP [ 220 0,3) I0(65) = (vs)] Ay Fu(0)
Par ailleurs d’apres (1.4) Iexpression de k(Y (ys) = k! (z5) vaut :

B 1 [anq(I?”(;)]’?(xé)n(xs)
2 e[ CVE) S

+Ngp(0)-p 1 (3) + Fip () X

VP /’:O Zor(Q, 3, 25) (FT.F),s(0) [n(x) — n(xs)] ks da

n(ws)

(2.63)

Dans le cas particulier n(y3) = n(ys) = Cste ou le membre de droite précédent se réduit
a son premier terme, le probleme est alors bidimensionnel; I’expression de k:él) est donnée par

Leblond (1989) sous la forme suivante :

9 n(ys)=n(ys)
M] n(ys) = [I(@).b+F(90)-E-(FT-F)(SD)'k} n(ys)  (2.64)

< =3 |

w(ys)=p(ys)
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Par identification avec l'expression (2.62) écrite pour 1(y4) = 1(ys) = C'ste nous obtenons alors

A(p) = —(F".F)(p) (2.65)

En tenant compte de ces résultats et en identifiant (2.62) et (2.63) on obtient I’expression

de lopérateur N(¢) en fonction de N() :

N(¢) = N(p) + F(p).N(0).(FT.F)(p) (2.66)

olt N, (i) peut étre extrait du comportement (2.61) de 7;3/ 2 prés du front de 'extension. La

valeur de IN(0) peut elle étre tirée des travaux de Gao et Rice (1986).

Les problemes a résoudre dans le chapitre suivant sont donc le probleme (2.16) intérieur

d’ordre 1/2 et le probleme (2.48) vérifié par Tf’/ 2 Contrairement & Mouchrif qui a résolu
ces problemes en utilisant des décompositions du style de (2.19) et calculé les champs 17;1/ 2)

et W , pour lesquels la condition a l'infini était transposée par superposition en forces de
volume et en tractions sur les levres de la fissure, nous allons résoudre les problemes ”initiaux”
(sur les champs 17121/ D(y) et 7}(73/ 2)) pour lesquels les chargements volumique et surfacique sont
moins lourds. Certes, ’énergie élastique de ces problemes ”initiaux” n’est pas finie, mais nous
avons vu dans les paragraphes 2.3.3 et 2.6.4 grce a des décompositions du type mentionné ci-
dessus que ces champs sont néanmoins uniques; ceci nous autorise a résoudre directement les

problemes ”initiaux” pour lesquels les calculs sont un peu moins lourds.
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Chapter 3

Calcul de I'opérateur N(¢) - Deuxieme
partie : résolution dans le plan

complexe

3.1 Préliminaires

3.1.1 Introduction

Dans le présent chapitre, nous allons calculer les champs de déplacements 17}(,3/ 2) afin d’en extraire
les valeurs des quantités Npq(gp) puis Ny, (¢), p,q = I,11,111. Pour cela nous aurons besoin
de déterminer dans un premier temps les champs intérieurs d’ordre 1/2. Gree aux conditions
d’homogénéité explicitées dans le chapitre précédent, il suffit de résoudre ces divers problemes
pour une fissure munie d’une extension de longueur unité.

Nous utiliserons pour la résolution le formalisme complexe de Muskhelishvili (1953) et une
technique de transformation conforme déja utilisée par Amestoy, Bui et Dang Van (1979) et
adaptée par Mouchrif au calcul de lopérateur P(yp). Le probleme intérieur a 'ordre 1/2 est
identique au probleme intérieur du méme ordre de Mouchrif et le probleme intérieur a ’ordre 3/2
en differe par ’expression des forces de volumes et des conditions aux limites. Néanmoins, nous
résoudrons les problemes un peu différemment en conservant les conditions a l'infini et non pas
en les ramenant par une décomposition adéquate sur les levres de 'extension, ce qui a le mérite
de simplifier quelque peu les calculs.

Cette résolution aboutit a 'expression de 'opérateur N(p) apres résolution d’une équation
intégrale portant sur un des potentiels de Muskhelishvili. Cette forme intégrale nous permettra
d’obtenir les valeurs de N () sous forme d'un développement limité pour les petites valeurs de

I’angle de branchement ¢ et numériquement pour les autres.
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3.1.2 Conditions de parité des fonctions N,,(y)

Symétrie par rapport au plan O z; z9

' X5 14' X2
® ©®
”‘- I ”‘- I
o} o X
© = © =
2 2

Figure 3.1: Symétrie par rapport au plan O x1 2o

Dans cette symétrie, 'angle de branchement reste le méme et 7'(x3) est changé en —n'(z3).
Les F.I.C, avant et apres branchement, des modes I et II sont inchangés et ceux du mode III

changent de signe. On doit donc avoir les égalités suivantes quels que soient ky, kg, krr (cf.

(1.4)):

Nri(p)kr + Nrgr(@)krr + Nrprr(e)krr = —[Nii(©)kr + Nrpr(©)kir — Nipgr(e)krnn)
NH,I(SO)kI + NH,U(SO)kU + NH,HI(SD)kIH = _[NII,I(SD)kI + NH,U(SO)kU - NH,HI(SD)le]
Nirra(@)kr + Nirrir(@)kir + Nirrarr(e)krrr = Niprg(e)kr + Nirrr()krr — Nrrr o (@)krnr

Ce qui implique la nullité des quantités NL](()O), N[,[[(QO), N[]y[((p), N[[,[[(QO) et N[[[,[[[((p). La
forme matricielle de 'opérateur N(¢) est donc la suivante :

0 0 Ni ()
N(p) = 0 0 Nrrir(p) (3.1)
NH]’](QD) NHI,H(QD) 0

Symétrie par rapport au plan O z; 3

4! X 1! X,
- ®|” TTRE) -Hb
I
¢
ol ® X1 # o X1
© = X3 L X0
4 4

Figure 3.2: Symétrie par rapport au plan O x1 z3

Dans cette symétrie, 'angle de branchement change de signe et n'(x3) est inchangé. Les

F.I.C. du mode I sont inchangés et ceux des modes II et III changent de signe. Par conséquent,
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pour tout triplet k, kr, kr;r on doit avoir (en tenant compte des termes nuls) :

Nror(@)krrr = —Nrpr(—e)krn
Nirr(@)kr = Nipr(—)krr
NHI,I(SD)kI + NIH,H(SO)kH = —[NIU,I(—SD)kI - NIH,H(—SO)/fU]

Donc, les fonctions N7 (@) et Nirrir(p) sont paires et les fonctions Ny (@) et Nirri(e)

sont impaires par rapport a .

3.1.3 Transformation conforme

Les problemes a résoudre sont posés sur un domaine infini contenant une fissure semi-infinie
munie d’une extension de longueur unité et présentant un angle de branchement ¢. Nous
poserons

o =7mm (3.2)

ot m appartient a U'intervalle [—1,1]. Notons Z; = 0~ et Z3 = 07 les affixes des points anguleux
et Zy =™ et Z, = —o0 celles des extrémités. Nous allons nous ramener par 'intermédiaire
d’une transformation conforme a des problemes posés sur une variable z appartenant au demi-

plan complexe II™ correspondant aux parties imaginaires négatives.

Yo

Z4 Zs ¢

Figure 3.3: Géométrie du probleme dans le plan physique

La transformation de Dudukalenko et Romalis (1973) ramene lextérieur d’une fissure de
longueur initiale 2/ munie d'une extension déviée de longueur s sur 'extérieur du cercle unité

du plan £. Elle s’écrit :

= — imo (5 - eia)(g - e*"a) 5 — el m

ol les constantes R et « sont définies par :

1-m 1+m
l:2R<cosggﬂ> <cosa_ﬁ>

2

1+m 1-m
s=4R (sina;6> (sina26>

sinf = m sin«
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Dans notre cas pour lequel s =1 et | — 400 ces relations impliquent que R — +o0 et a — 0
(et B — 0) avec :
lim Ra?(1 —m)' "™ (1 +m)"™ =1

a—0

Im(&)
ei a
i iB
- e'l B el + Im(Z) |_|+
1 C
o Re(g) Z, , Z,
<— 7 2 Z, >
1 3 >
-1 m 1 Re(z)
e " /é' n’
(a) Plan complexe £ (b) Plan complexe z

Figure 3.4: Géométrie du probleme dans les divers plans complexes

En effectuant de plus la transformation ¢ = €%, on ramene, compte tenu du fait que a — 0,
I'extérieur du cercle unité du plan & sur le demi-plan I~ du plan z. La transformation conforme
recherchée est donc la suivante :
z+ 1\™ 1 1—m\™
Z=w(z)=A ( > (1—2%) avec A = < > (3.3)

z—1 1—-m2\1+m

Elle envoie les levres de la fissure sur la droite des réels du plan z. En particulier, les points

anguleux Z; et Z3 correspondent aux points d’affixe z; = —1 et z3 = 1 et les extrémités Z; et
Z4 a ceux d’affixe zp = m et z4 = 0.

La dérivée de w(z) vaut :

1 m
WV (2) = 24(m — 2) (z - 1) (3.4)
et la quantité w(t)/w'(t) (qui nous sera utile par la suite) vaut sur axe des réels :
t .
vVt € IR, i) = [1+ (¥ — 1)I(1)]Q(t) (3.5)

w'(t)
ou I(t) est la fonction caractéristique de lintervalle [—1,1], valant 1 pour ¢t € [—1,1] et 0

ailleurs, et :

11—¢
t) ==
Q) =5 —

Remarquons de plus que w'(m) = 0 et que par conséquent le développement de w(z) pour

(3.6)

z — m est de la forme :

)(z—m)2+...+7(z—m)k+... (3.7)
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3.1.4 Lemme fondamental

Pour la résolution des divers problemes nous nous servirons constamment du lemme fondamen-

tal suivant :

Enoncé :

Soit t1,...,t;, ...ty un ensemble fini de points de I'axe des réels.
Soient f(z) et g(z) deux fonctions complexes analytiques sur I, continues sur II-U (IR—

{t1,...,ti,... tx}), faiblement singulieres® en ¢y,...,4;, ...ty, bornées & l'infini et telles que:

Vi€ R—{t1,...,t;,...txn},  f(t)=g(t).

Alors f(z) et g(z) sont constantes et conjuguées 1'une de l'autre.

Démonstration :

Afin de pouvoir appliquer le théoréme de Liouville?, nous allons construire une fonction ¢(z)

analytique et bornée dans @ en posant :

= f(2) sur 11~
¢(2) { g(2)=g(z) sur It

Nous allons montrer que cette fonction analytique sur II- U IIT peut étre prolongée en une
fonction analytique sur @' tout entier.

I est clair vu I'hypothese f(t) = g(t) = g(t) sur IR, que ¢ est continue sur@—{t,, ..., t;, ... tx}.
De plus, on peut montrer en utilisant par exemple le théoréme de Morera®, que ¢ est analytique
sur@ — {t1,...,t;,...tn}.

Posons alors v;(z) = (2 — t;).¢(z) pour chacun des points faiblement singuliers. Cette
fonction est analytique sur @ — {t1,...,¢;,...ty} et sa limite quand z — ¢; est nulle. La
fonction v;(2) peut donc étre prolongée par continuité pour z — t; en une fonction analytique
au voisinage de t; et valant zéro en ce point. Son développement en série entiere s’écrit alors
autour de t; : v;(2) = 1% a,(z—t;)" et celui de ¢(2) : ¢(2) = X an(2—t;)" . On peut donc
prolonger ainsi ¢(z) en une fonction analytique sur ¢'. La fonction ¢(z) étant de plus bornée
d’apres les hypotheses du lemme, on peut lui appliquer le théoreme de Liouville. ¢(z) est donc
constante, soit ¢(z) = C. Par suite en écrivant pour tout z € I, g(z) = ﬁ = WE) =C, on

obtient le résultat escompté :

f(z)=gz)=C, Vzell.

LC’est-a-dire se comportant comme O(|z — t;|%) avec —1 < a; pour z — t;.
2Si f est analytique et bornée dans @, alors f est constante sur (.
3Si f est continue sur un ouvert simplement connexe et si fc f(2)dz = 0 sur tout contour fermé, alors f est

analytique.
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3.2 Résolution du probléme plan a ’ordre 1/2

Quoique ce probleme ait déja été résolu par Amestoy, Bui et Dang Van (1979), nous le reprenons
ici par souci de complétude.

Le probléeme (2.16) peut se décomposer en un probléme plan (portant sur les composantes
1 et 2 de 7/ 2)) et un probleme antiplan (portant uniquement sur la troisitme composante de

#1/2). Le probleme plan s'écrit, avec 71/2 = o{'/?e; 4 o{?g,

7/:,6101;0((17(1/2) (y)) = 0 dans th
(17(1/2) (y))ng( ) — ( sur Fmty gint (3.8)
T (y) = Ky ﬁ ylayQ )+ O(p~'?) pour p = /y? + y3 — +o0

ou p ne prend que les valeurs [ et I1.
Les champs mécaniques de ce probleme plan sont reliés aux potentiels complexes de Muskhe-
lishvili, notés ®1/2)(Z) = ¢/ () et WI/2(Z) = (/2 (2), par les relations :

711 (012 (y)) + (0172 (y)) = 4Re (012 (2))
Fao (T2 (7)) — 70, (V2 (y )) + 207 (02 (y)) = 2 (ZW2"(Z) + W1/ (2)) (3.9)
20 (v + i) = (3 — )@/ (2) - 20 (Z) - WOP)(Z)

Il s’agit alors de trouver ¢(1/?)(z) et ¢(1/?)(2) satisfaisant aux conditions aux limites du probleme.

3.2.1 Conditions aux limites sur la fissure

Les conditions aux limites sur la fissure s’expriment en fonction des potentiels complexes de la

facon suivante :

d
1 [@/2(2) + ZOOPY(Z) + WO(Z)| = 0 sur Z121 22737,

—  oW(2) + 200 (Z) + VA2 (Z) = Cste sur 2,7, 72737,

ou S désigne l'abscisse curviligne le long des levres de la fissure. En passant dans le plan

complexe z par la transformation conforme (3.3) cette relation devient :

qb(m) (t) + /2 (t) + /2 (t) = Cste pour t € IR (3.10)

Afin de pouvoir écrire cette condition sous la forme du lemme ” f(t) = g(t)” ou f et g sont des

fonctions analytiques, posons :

(1/2)( p2imm _ Q ¢(1/2 )
t—z

X (3.11)
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Les conditions de convergence de cette intégrale seront précisées ultérieurement (au §3.2.3).
Notons x/?)(¢*) la limite pour z € II* — ¢ € IR de x*/?(z). La formule de Plemelj implique

alors :

(e?mm _ 1)Q(t)¢(T)’(t)I(t) =2 () = 2 () = X(l—ﬂi)(t—) — 2t

ot x/2)(z) désigne, comme d’habitude, la fonction x(1/2)(z) analytique sur IT*.

En injectant ce résultat dans (3.10), compte tenu de (3.5), on obtient :

12 (t) — YD (17) = —Q(t)p(/2) (£) — (/2 (z) — (/D (t-) + Cste (3.12)

Nous allons maintenant regarder si les fonctions de part et d’autre de 1’égalité vérifient les

hypotheses du lemme fondamental.

3.2.2 Conditions a ’infini

On peut aisément montrer que

D,(Z) = @ L 0(2) = %@ (3.13)

1/2
sont les potentiels de Muskhelishvili associés au déplacement fondamental ﬁﬁ/ ), et que

By (Z) = —z\/g, U, (Z) = %\/g (3.14)

ooy 77(1/2) : . P
sont ceux associés a U ;; . La racine carrée est définie ici par :

VZ = /2] ¢ @/ gyec argZ €] — m, 7] (3.15)

La condition a I'infini s’écrit donc en fonction des potentiels de Muskhelishvili du probleme

de la facon suivante :

O (Z) = ky®(Z) + ki ®1(Z) + O(Z2712)

(3.16)
VA2 Z) = kU (Z) + kiU (Z) + O(Z71/2)
pour |Z| — 400, ou encore, dans le plan complexe z :
(1/2) A ~ ~1
¢ (Z) = k1¢[(2) +]€U¢H(Z) + %m(lk[—i-kn)—i—O(Z )
(3.17)

VU2 (2) = kb (2) + ko (2) + %\/gm(ikl —3kr) +0(27),

pour |z| — +oo.

34



Calcul de l'opérateur N(g) - Deuxieme partie

Les fonctions ¢,(z) et ¢,(z) (p = I,1I) apparaissant dans ces équations, correspondent au
développement de ®,(Z) et ¥,(Z) a 'ordre O(z)* et valent :

S SR -
Vi(z) = %\/;W Yrr(z) = —g\/gz

On voit donc que les fonctions intervenant dans ’égalité (3.12) ne sont pas bornées a l'infini.

(3.18)

Néanmoins on a pour |z| — +0o (en sommant sur 'indice muet) :

¢(1/2)(Z) - kp¢p(z) = 0(1)
P2 (2) — ki (2) = O(1) (3.19)

z

Q)0 (2) — Tyl () = 0()
De plus, en remplagant les fonctions ¢,(z) et 1,(z) par leur valeur on montre que V¢ € IR :
SEdh(0) + iy (1) =~y D)
On peut donc ajouter la conjuguée de ce terme a 1’équation (3.12) pour obtenir :
2 () = kpp(t) — X2 (1) =
— QIS (6) + k(1) — YA (2) + ki (6) — XTI(1) + Cste

(3.20)

Les fonctions de part et d’autre de 1'égalité sont maintenant bornées a l'infini (on vérifie
immédiatement que x/?(z) = O(1/z) & l'infini et de méme pour x1/2)(z)).

Il reste a vérifier, pour pouvoir appliquer le lemme fondamental, que les membres de 1’égalité
sont bien continus sur II~™ U IR sauf éventuellement en un ensemble discret de points de IR ou

ils peuvent étre faiblement singuliers.

3.2.3 Comportement des potentiels complexes au voisinage des points
Z1, %22, 23

Il est clair que les fonctions de part et d’autre de ’égalité (3.20) sont continues sur I~ U (IR —
{21, 29, z3}). Mais que se passe-t-il au voisinage des points z1, 29, 237

Au voisinage du point anguleux Z; de la fissure initiale, les contraintes sont O (|Z — Z1|%),
avec a > —1/2. D'on, @2 (Z) = O (|Z — Z,|*) et @1/ (Z) — dW/2(Z)) = O (|Z — Z,|**)
avec a+ 1 > 1/2 pour Z — Z;. De plus, pour z — z; = —1, |Z — Z;| = O (|z + 1|™!) avec
m+1> 0 et donc ¢(1/?(2) — o1/ () = O (|z + 1\0") ol 'exposant o est strictement positif.

4Cest-a-dire qu’on n’a pas ®,(Z) = ¢,(z) pour tout z mais seulement ®,(Z) = ¢,(2)+O(1) pour |z| — +oo.
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Par dérivation par rapport & z on obtient alors ¢(1/2'(2) = O(|z + 1|*~!) avec o/ — 1 > —1.
Par conséquent ¢(1/2)'(2) est faiblement singulicre en z; = —1 et de méme en z3 = 1. ¢(M/?(z)
est, quant a elle, continue en ces points. Quant au potentiel W(1/2)(Z) = (/2 (%) il doit se
comporter comme ®1/2(Z) = (/2 (z) en z = +£1 d’apres (3.5), (3.6) et (3.10).

Au voisinage de la pointe Z de la fissure, les contraintes admettent un développement en
puissances de |Z — Z,| faisant intervenir les exposants —1/2, 0, 1/2, 1, 3/2... Le potentiel
®(1/2)(Z) admet donc un développement en puissances de Z — Z, avec les exposants 0, 1/2, 1,
3/2... Comme de plus, Z — Zy = O ((z —m)?) (cf. (3.7)), */?)(2) admet un développement en
puissances de z —m avec les exposants 0, 1, 2, 3... ce qui implique que ¢(*/?)(2) est indéfiniment

dérivable au voisinage de zo = m.

Revenons maintenant & la définition (3.11) de x/?)(2). 1l est clair, ¢(1/?"(z) étant faible-
ment singuliere en z = +1 que l'intégrale est bien définie en ces points. Néanmoins Q(t) a un

pole simple en z = m (cf. (3.6)), 'intégrale n’est donc pas convergente en ce point. En fait,

1 Q. ()12 (¢
la fonction x(*/?)(z) doit étre comprise comme la limite quand € — 0% de / Mdt
—1 —z
t?—1
WO ()= b
ol Qc(t) 2(t —m +ie)

inutilement ’écriture.

. Nous conserverons toutefois la notation initiale pour ne pas alourdir

Il faut de plus vérifier que y/?)(2) satisfait les hypotheses du lemme sur I'axe des réels.
(/2" étant faiblement singuliere en +1 et Q s’y annulant (cf. (3.6)), I'intégrale définissant
x/?)(z) est convergente aux points extrémités ¢t = £1 et finie et continue en z = 1.

Par ailleurs, les poles z et m — i appartiennent au plan II~ et I'intégrande peut étre rem-

placée par une fonction analytique sur II* en substituant ¢(1/2)(¢) a ¢(1/2)(¢) (ce qui est possible
car sur IR, t = t). L’intégrale sur l'intervalle [—1, 1] est donc égale a l'intégrale prise sur le demi-
cercle orienté C'* du demi-plan IT™ (cf. Fig. 3.3.4(b)). Le point d’affixe zo = m n’appartenant

pas a ce contour, l'intégrale y est continue.

Le membre de gauche de I’équation (3.20) vérifie donc bien les hypotheses de singularité
faible en z;, 29, z3 imposées par le lemme sur l'axe des réels. Il en est de méme du membre de

droite en vertu de leur égalité sur IR.

3.2.4 Application du lemme fondamental et résultat

Le membre de gauche et le conjugué de celui de droite de I’équation (3.20) sont bien analytiques
sur [I7. D’apres les §3.2.2 et §3.2.3, les hypotheses du lemme fondamental sont donc bien

vérifiées et par conséquent :

o2 (z) — kpdp(2) — x(2) = Cste sur 11~

36



Calcul de l'opérateur N(g) - Deuxieme partie

La constante est déterminée par le comportement (3.17;) & linfini de la fonction ¢(1/?)(z)

et vaut ; m(iky + k7). D’ou :
V 27

<wm@%:%§ub+mnu+mwﬁ”ﬁ‘l QO Wy (3.1

20 c+ t—z

et par dérivation, on obtient I'expression intégrale suivante de la dérivée ¢(1/2)"(z) :

¢(1/2)l(2) _ ¢(()1/2)'(Z) + £¢(1/2)/(2) (3.22)

¢(()1/2)/(Z) = \/% (ikr + krr) (3.23)

T —1 1 QU)f(?)

2im Jo+ (t—2)?

ou :

et 'opérateur L est défini par :

Lf(z)= dt (3.24)

Amestoy, Bui et Dang Van (1979) ont montré que cette opérateur est contractant pour la norme
| /]| = sup,ec- [(22 — 1) f(2)| ot C~ est le demi-cercle |z] =1, Imz < 0 (cf. Fig. 3.3.4(b)). En
appliquant le théoréme du point fixe, on obtient alors la dérivée de ¢(1/?)(z) sous forme de série

S () = 30 £ 6 (=) (3.25)

la convergence de la série étant a comprendre au sens de la norme précédemment introduite.

3.2.5 Calcul des F.1.C.

La formule d’Andersson (1969) relie les F.I.C. au potentiel ¢(/? de Muskhelishvili; elle s’écrit
ici
ki — ity = 27O (1m) 6 ()]

Or:
2 )
/[ n — /_1 eszr/Q
w(m) 1—m?
Pour déterminer s’il faut prendre v/—1 =7 ou v/—1 = —1i, écrivons la formule d’Andersson pour

/ [ 1
m = 0 c’est-a-dire pour un angle de branchement nul. Alors ¢(/?'(m = 0) = 7 (ikr + kpr)
T

(cf. (3.22), (3.23), (3.24) et lexpression (3.3) de A) et kj — ik}, = k; — ik, dou v/—1 =i et
I’expression finale des F.I.C. apres branchement :

ki — ik, = —iy/2m(1 — m2) e ™ (/2 (1) (3.26)

On retrouve évidemment la méme expression que Mouchrif et, du fait de I'universalité de
l'opérateur F(¢) reliant les F.I.C. juste apres branchement aux F.I.C. initiaux (cf. (1.4)), la

meéme expression, aux notations pres, que celle d’Amestoy et Leblond (1992).
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3.3 Résolution du probléeme antiplan a ’ordre 1/2

Ce probleme a été résolu par Sih (1965) et n’est repris ici que par souci de complétude.

Le probléme antiplan correspond au probleme (2.16) écrit pour ¢(1/2) = v;(gl/ Dey . T séerit :

7A—3a;a(vzg1/2) (y)es) = 0 dans Qint

745 (0872 (3)8) s (y) = 0 sur Fint U gint (3.27)
B} 1) )

o ()2 = kT (1, 2) + O 72) powr p= 57+ 58 — +o0

La solution étant proportionnelle & k77, notons /2 (Z) le potentiel complexe associé aux
champs mécaniques par les relations:
P (y)) = ki Re F/2)(Z)
~ o (1/2) 0 N > o (1/2) 0\ > (1/2) (3.28)
Tis(vs "7 (¥)€s) — iTas(vs 7 (y)€3) = kY2 (Z)

et fA/2)(2) = FO/2(w(2)) le méme potentiel mais exprimé en fonction de la variable .

3.3.1 Condition a la limite sur la fissure

La condition sur la fissure initiale et son extension s’écrit comme suit en fonction du potentiel

FU/2(Z) et de 'abscisse curviligne S le long des levres de la fissure :

d
IS (ImF2(2)) = 0 swr Z421 222524

—  FW2(2) - FU2)(Z) = Cste sur Z,7,7,737,
ou encore dans le plan z :

FO2(¢) = FARI(8) + Cste pour t € R (3.29)

3.3.2 Condition a l’infini et résultat

1/2
On montre aisément que le potentiel Fj;r(Z) associé au déplacement fondamental Uﬁ/[) vaut

| Z
F]]](Z) = -2 % (330)
La condition a l'infini s’écrit donc :
FY2(Z) = Fr(Z) 4+ O(Z7Y%) pour |Z| — +o0 (3.31)

Dans le plan complexe z elle devient :

FY2(2) = fri(z) +2 \/gm +O0(z7") avec fi11(z) =2 \/% z (3.32)
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pour |z| — +00°. La différence f(1/2)(2) — f;;(2) est donc bornée & I'infini. En retranchant la

quantité frr;(t) = frr7(t) de part et d’autre de 'égalité (3.29), on obtient :

FY2D@) = fir(t) = fA2(t) — frrr(t) + Cste pour t € R (3.33)

Les termes de part et d’autre de 1’égalité sont maintenant bornés a l'infini. De plus, il est clair
que fr71(z) est continu sur IR et #{1/?)(y) étant continu au voisinage de la fissure, le potentiel
fA2(2) qui lui est directement lié I'est aussi. Par ailleurs, les fonctions sont bien analytiques
sur II7. Toutes les hypotheses du lemme fondamental sont donc vérifiées par les fonctions de
part et d’autre de 'égalité (3.33); ces fonctions sont donc constantes dans II7. La constante

peut étre déterminée par le comportement (3.32) de f(/2)(2) pour |z| — +o0. On obtient ainsi

FU2(2) =2 \/g(z +m) (3.34)

3.3.3 Calcul de Fyyr111(9)

Nous pouvons en guise de vérification recalculer la composante Fyyr (@) de lopérateur F,
valeur que l'on peut extraire par ailleurs du travail de Sih (1965).
On a d’une part, d’apres (3.28;) et (3.34) :

(1/2) y) = —2]{2 M—R z 4+ 3.35
(% ( ) TII 5 e( m) ( . )
D’autre part, on a d’aprés (222)

Uzg,l/Q) (Y) ~ kHIFHI,IH(SD) Uﬁff) (yika Z/;) pour p* — 0

~ 2 [z
ou p* = |Z*, Z* = e (w(z) — w(m)). De plus, Uﬁg)(yf,y;) = ;Im o Or comme

w'(m) =0 (cf. (3.4)), on a pour z — m :

n
Z* = e’im”m(z -m)*+0 ((z — m)g)
2
Par conséquent :
2 e—imww// m
Uzgm) () ~ ki Frin (o) ;Im [ (z—m) T() ] (3.36)

En identifiant alors les termes dominants des comportements (3.35) et (3.36) de v{"/? (y)
pour z — m, on obtient apres simplification, en remplagant w”(m) par sa valeur et en déterminant
le signe de la racine carrée grace a la propriété évidente Fyry (o =0) =1

1 —m\™/?
F = (7) ; =m 3.37
r1,r11() ltm ¥ n ( )
résultat qui est bien identique a celui de Sih (1965).

°Ici encore, on n’a pas Frrr(Z) = f111(z) pour tout 2z mais seulement pour |z| — +oc.

39



Calcul de l'opérateur N(g) - Deuxieme partie

3.4 Résolution du probléme plan a ’ordre 3/2

Comme le probleme intérieur a 'ordre 1/2, le probleme (2.48) dont nous allons extraire les
composantes de I'opérateur N(p), peut se décomposer en un probléme plan et un probléeme
antiplan. Gree aux conditions d’homogénéité (cf. §2.6.3), nous pouvons nous contenter de
résoudre le probleme pour n(z3) = 1. Le probleme plan auquel nous nous intéressons dans la
présente section consiste a trouver v_g(g/ 2 = vp?/ 2)51 + vpgg/ 2)52 vérifiant les équations (2.48),

qui se réduisent dans ce cas a :

= (2 B/2) Dyl nt

TBova(Vp (y)=—(A+p T’?(y) dans Q™

_ v, S ?) . , (3.38)
T @(T( / )(Y))-”ﬁ(}’) =-—A 23;7 (y).na(y) sur Fmtu g™

. = =(1/2)
5 (y) = —Aple) Qs Ty (v) +0(y/p) pour p— +00

ou les dérivées par rapport a n sont a prendre en n = 1.
1/2
Les déplacements v—;“/?) et ﬁ;/ )(y) n’ayant pas de composantes selon e3 pour p = 1,11,

la seule solution non nulle correspond a p = I11. La condition a l'infini s’écrit alors :

5 (2.65) -
T (y) = — A in(0).Us2 (9)@ + o(y/p) "= Fp n(0).Ul2 (v)é + o(y/p) - (3.39)

3.4.1 Equations d’équilibre

Posons :
(1/2)

P(Z) = plz) = (A + ) 2112y (3.40)
D’apres (3.28;) et (2.18), on a:

1
vf-%? (yh Y2, 77) =N ; Re F(l/Q)(Z/U)

ott F/?) est le potentiel calculé au §3.3. En dérivant alors cette relation par rapport a n puis

en prenant sa valeur pour 7 = 1, nous obtenons :

_ _Atup bam,y 9@ gy Z]
P) = =2 0(e) 258 0 »
Ap [A (1—m2> '
= ATH 2 Re
W 2 z—m

Les forces de volume valant —Pg(Z), les équations d’équilibre conduisent a l’existence d’'une
fonction ¢ (fonction d’Airy) telle que 711 = P+ .00, Tz = P+¢.11 €t Tio = —p.12. Les équations

de Beltrami impliquent alors, compte tenu de AP = 0 (P étant la partie réelle d’une fonction
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analytique), que A A¢ = 0. Le formalisme de Muskhelishvili est alors applicable a cette fonction
d’Airy. 1l existe donc deux potentiels complexes, que nous noterons ®3/2)(Z) et W3/2(7), tels

que :
2 (T2 (y)) + 7 (12 (y)) = 2 [082(2) + 0B (2) + P(2)]

T2 (m(?ﬂ) (Y)) — T (m(?’/” (Y)) + 2071 (m(?ﬂ) (Y)) =2 {7@(3/2)”(2) + \11(3/2),(2)}
(3.42)
Soit 77 la normale a une ligne paramétrée par une abscisse curviligne S croissante dans le sens

du vecteur t défini par ¢ = €3 A 17, ces expressions impliquent alors que :

d
(Fra + i700) (01722 (9)) 0 = P(Z).(ma + o) — i (29/2(2) + 2062 (Z) + WOPI(Z))
(3.43)

Dans le plan complexe z, on utilisera les potentiels complexes définis par ¢(*/?)(z) = ®/2)(7)
et YO/ (2) = W2 (7).

3.4.2 Conditions aux limites sur la fissure

Les conditions aux limites (3.38;) sur la fissure F™ U £™ g’écrivent en utilisant la relation
(3.43) et la définition (3.40) de P(Z) :
d
ds

ou S est I'abscisse curviligne sur la fissure orientée dans le sens 7,775,737, et 11 la normale

(c1>(3/2)(Z) + 2B (Z) + \1/(3/2)(2)) = (1—-2v)P(Z).(ny —iny)

orientée de la fissure vers la matiere.
Ecrivons alors cette relation dans le plan complexe z ou la fissure correspond a ’axe des

réels. OnadS = |'(t)|dt. Or |w'(t)| et ng—in, valent, pour les différentes parties de I'extension

e Pourt < —1 (portion Z47;) : |wW'(t)] = W' (t); ng —ing = —1

e Pour —1<t<m(portion Z,7Z,): |W'(t)] =e "™ (t); ng—ing = —e™

e Pour m <t <1 (portion Z»Z3) : W' ()] = —e ™™ W' (t); ng —ing = e™M7 (340
e Pour 1 <t (portion Z3Z,) : W' (t)| = —w'(t); ny —ing =1

Le produit |w'(t)|(ny —ing) est donc égal & —w'(t) sur tout 'axe des réels. La condition sur la

fissure s’écrit donc finalement, compte tenu de (3.4) et (3.41) :

4 <¢<3/2> ) + 2 SarEr Gy 4 g (t)) = V() pour tout ¢ € IR (3.45)
dt W' (t)

V(z) = —@A3/2(1 —m?) (ji)m (3.46)
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Posons :

B (z) = e?mT — 1 /1 d(Q()pB/2 (1)) dt (3.47)
24T -1 dt t—z

ott le pole m de Q(t) est déplacé comme dans la définition de x(*/?) dans II~, en remplacant m

par m~ = m — i¢ et en comprenant la définition comme la limite pour ¢ — 0% (la convergence

de cette intégrale sera démontrée plus tard). D’apres la formule de Plemelj, on a :

(e — 1)1 LQDOEO) _ wrmpry o2 ) = o) — @2 (t)

dt
o , , . w(?) .
En insérant ce résultat dans (3.45) en tenant compte de I'expression (3.5) de W on obtient
w
la relation suivante sur IR :
: d[Qt)pB/D (t)]  —mr
P (1) =B () =V (t) = — [@Q(t)¢ @] _ XGB2 (t—) — B2 (¢) (3.48)

dt

Il nous reste a vérifier que les fonctions de part et d’autre de 1'égalité satisfont bien les hypotheses

du lemme.

3.4.3 Conditions a ’infini

En utilisant la relation (3.42); et la condition & l'infini (3.39), on obtient le comportement
suivant de Re (¢(3/2)/(z)/w’(z)) pour |z| — +o0 :

. <¢<3/2>/<z>

W'(2) ) = I [FIQU,III(SO) (T11 + To2) (UII[g1/2)(y) é’l) — 2P(Z)} +0(1/2)

4
En calculant alors les contraintes associées & Upyy3/? (y) €1, en remplagant Fyrr () par son
expression (3.37), puis en passant dans le plan complexe z et en remplagant P(Z) = p(z) par

sa valeur donnée par (3.41), on obtient :

() =3[ () e rowm =0 (3) =0 ()

Les termes d’ordre O(1/v/Z) se sont donc éliminés entre eux. Comme la fonction ®©/?'(7) =

dB/2'(2) Jw'(2) est analytique, on peut montrer que sa partie imaginaire a le méme com-

portement a l'infini que sa partie réelle (car elles vérifient les équations de Cauchy-Riemann).
PGB/ (2) /W' (2) est donc d’ordre O(1/2%) et par suite :
, 1

$3/?'(2) = 0 (-) (3.49)
z

d[Q(2)0® (2)]
dz

sont bien bornés & 'infini.

Ce qui implique en particulier que ¢©/?’(2) et
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Par un raisonnement analogue utilisant la deuxieme relation de (3.42), on montre que
B/ (2) est elle aussi bornée & l'infini.

Par ailleurs, on a (pour z — +00) :

V(z) = —\/% A2(1 = m?) + 0 (2) et x*2)(2) = O <1> (3.50)

z

3.4.4 Comportement des fonctions complexes sur ’axe des réels

Les résultats de cette section s’obtiennent de fagon analogue a ceux de la section 3.2.3. On
montre ainsi que ¢®/?'(2) est faiblement singulicre en z = %1 et indéfiniment dérivable en
z = m. Notons que ceci assure la convergence de l'intégrale (3.47) définissant x*/?(z) en
t =41 et en t = m (car on a déplacé le pole m dans I17) et sa faible singularité en z = +1.
Par ailleurs, l'intégrale dans la définition de x3/?) peut étre remplacée par I'intégrale sur le
demi-cercle CT. On montre ainsi la continuité de x*/?) au point z = m. Le membre de gauche
de I’équation (3.48) vérifie donc bien les hypotheses de faible singularité du lemme sur I’axe des
nombres réels. L’égalité des deux membres sur IR assure le méme résultat pour le membre de

droite.

3.4.5 Application du lemme fondamental et résultats

Les fonctions de part et d’autre de 1'égalité (3.48) sont bien analytiques dans II~. De plus, elles
vérifient les autres hypotheses du lemme d’apres les §3.4.3 et §3.4.4. On a donc :

¢(3/2)/(2) — X8 (2) = V() = Cste dans 11~

La constante peut étre déterminée en examinant le comportement (3.49) et (3.50) des fonctions

2
a l'infini et vaut 4/ — A32(1 —m?). Le résultat final s’ensuit :
m

¢ (2) = ¢(()3/2)’(Z) + LB (2) (3.51)

= [Emn - ()

et L est I'opérateur déja défini en (3.24). De méme que ¢(M/?'(z), (/2 (2) peut s’écrire sous

ou :

forme de série :

+oo ,
O (2) = 32 L66" (2) (3.53)
n=0
la convergence de la série étant a comprendre au sens de la norme || f|| = sup,co- [(22 —1) f(2)|.
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3.5 Expression de Ny /() et Niyrr(p)

La relation (2.61) reliant le champ de déplacements & la fonction N(p) s’écrit de la facon

suivante pour p = 111 :

(1/2) * % K\ ok *
T = Norn( @) T, (W, 93) + Fronan(0)-Uniis™ (v, 93) & + O(0%) (3.54)

pour p* = |Z*| = e (Z — "™™)| — 0.
Afin de relier les composantes de N(go) au comportement des potentiels complexes pour
|Z*| — 0, calculons les contraintes 7i; + Ty associées a chacun des membres de 1'équation

précédente. Le premier membre devient alors d’apres (3.42;) et (3.40):
(1P (v)) + T2 (0P () = 2 | @D (2) + SO (Z) — (A + p) TH(Y) (3.55)

Or d’apres (2.22), vH[glﬂ) ~ FHI,H[(QO)UIHS/Q)(yT,y;) pour p* — 0. De plus, on a :

U™ (i w3) U™ (yr, v3)
oy on

Par conséquent, on obtient :

A (@i (y)) + oo (0711 () =

, QUMD (o

2| @2 (2) + SE(Z) + (A + 1) Fraraar () f”ay(i’l’y?)
1

Quant au second membre de (3.54), on obtient en calculant les contraintes associées au

champ de déplacement U IH:(;/ 2 (y7,y3)e; Uexpression suivante :

—~ ~ (1/2) /% %\ == aUIIIgl/Q)
(T11 + T2) (UIH3 (yp y2)61) =2(A + N)Ty* (3'57)
1
aUHI(l/Q)
En regroupant les deux précédents résultats, on constate que les termes en Tﬁ
Y1
s’éliminent a gauche et a droite de (3.54), et 'on obtient donc :
/ VoY ~ ~ - w2, .
2 [@(3/2) (Z) + P(3/2) (Z)} = Nq[[[(QO)(TH + 7'22) <[?q (yl, yg)) + 0(1), (358)

expression qui est identique a celle qui s’applique a un probleme d’élasticité plane sans forces
de volume, ni tractions sur les levres de la fissure, avec des F.I.C. valant NqIH(gp), q=1,11I.

La formule d’Andersson reste donc valable, d’ot :

NL[]](QD) — Z'N[L[[]((p) = —Z'\/ 27T(1 — m2) eiimﬂ¢(3/2)l(m) (359)
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et d’apres (2.66) :

. . —im ’ 2 1—m m .
N[J]](QD)—ZN[[’[[](QO) = —Z\/27T(1 —m2)e ¢(3/2) (m)_2—]/ <1‘i‘7m> [FI,II(QD)_ZFII,II(()O)]
(3.60)
car selon Gao et Rice (1986) :

2

Nr1rr(0) = Niyrr(0) = 0 et Npygrr(0) = 5

(3.61)

3.6 Résolution du probléme antiplan a ordre 3/2

Le probleme antiplan consiste a trouver un champ de déplacements G2 n’ayant qu’une
(3/2)

composante selon €3, que nous noterons vy ', solution des équations (2.48) qui s’écrivent dans
ce cas : 12

R ov /s n

(T2 (1) = ~(0 4 1) Z () dans 2

) /2
a5 (T2 (y)) nply) = —p o

U?()3/2) (v) = kpqu(Qp)'Uq(llm) (y) +o(y/p) pour p — +o0.

Gree aux conditions d’homogénéité (cf. §2.6.3), on peut supposer n = 1 et donc prendre les

(3.62)

(y).na(y) sur Ftygm

dérivées partielles par rapport a n en n = 1.

La solution du probléme antiplan a 'ordre 1/2 n’engendre que des composantes de déplacements
selon €3, le champ T2 apparaissant dans les seconds membres des équations précédentes est
donc la solution 7 /? (y1, y2; 1) du probleme plan a l'ordre 1/2 pour n quelconque, qui est reliée,
grce aux conditions d’homogénéité, aux potentiels ®(1/2)(Z2) = ¢(1/2)(2) et WI/2(Z) = 1/ (2)

(dont le premier a été calculé au §3.2) correspondant au cas n = 1.

3.6.1 Equations d’équilibre

Le but de cette section est d’écrire I’équation d’équilibre sous la forme "Al...] = 0”7 afin de
pouvoir introduire un potentiel analytique complexe F®/2(Z) tel que [..] = Re(F®/?(2)).
Soient ®(1/2)(Z, ) et W/ (Z n) les potentiels de Muskhelishvili associés aux déplacements

712 (y1,y2;m). On a alors d’apres la loi de comportement :

20+ el ym) = (7 +72) (T2 (0, yeim))

4Re [(I)(l/g)/ (Z, 7])} (363)

De plus, on a la propriété suivante pour toute fonction analytique f(Z2) :

4Re(f(2)) = A (Re[Zf(2)))
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Par ailleurs, 73, (7(3/ 2) (y)) = ,uv?(,‘?f) (y). Par conséquent ’équation d’équilibre s’écrit aussi :
w2, Lo (502Y2(Z,n)
Ao 4 SRe (2= = ) [ =0 (3.64)
n

D’ou 'existence d’'un potentiel analytique complexe F©®/2(Z) tel que :

(3.65)

1-004/2) (7
s = Re [F(3/2)(Z) - 5Z—( ’77)]

on

Quant aux contraintes, on peut vérifier qu'elles s’expriment en fonction de F©®/?(Z) et
®(1/2(Z 1) comme suit :

(T31 — iT32) (7(3/2) (Y)) = N (UZ('jl/Q) — i”:g?2/2))
17a<1><1/2>’(z, n) 1000/ (Z p) (3.66)

B2 (7
(2) on 2 on

Soit 77 la normale a une ligne paramétrée par une abscisse curviligne S croissante dans le sens

du vecteur ¢ défini par ¢ = &; A 7; le résultat précédent implique alors que :

d (ImFe/2(z))
s

1 —00WA' (Z,m) 900U/ (Z,n) ,
_§Re KZ an + n ) (ny + an)]
(3.67)

(T31.m1 + T32.12) (7(3/2) (Y)) =

3.6.2 Condition a la limite sur la fissure

Les tractions sur les levres de la fissure s’expriment en fonction de F3/)(Z) en appliquant
I'expression (3.67) a ces levres. Nous choisirons, comme précédemment, la normale 7 dirigée
vers la matiere et donc I'abscisse curviligne S dans le sens 247175 737,.

D’autre part, les tractions imposées sur les levres de la fissure (voir (3.623)) s’obtiennent en
fonction des potentiels /2 (Z, n) et W1/2 (Z, n) gree i la relation (3.95) écrite pour Y2 (y1, y2:1).

On trouve finalement que la condition a la limite sur la fissure s’écrit :

d (ImFe/2(2)) 1 ‘ 001/2)(Z, )

o 0D (Zyn)  OWA(Z, 1)
an on

(3.68)

Ecrivons alors cette relation dans le plan complexe z ou la fissure correspond a ’axe des

réels. On a dS = |w'(t)|dt et les relations suivantes donnant, selon les différentes parties de
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I'extension, w(t) en fonction de w(t), |w'(t)| en fonction de W'(t) et ng + iny :

e Pourt<—1: w(t) = w(t); W' (t)| = W'(t); ng +ing = —1
e Pour —1<t<m: w(t)=w(t)e*™; |W(t)=e"™w(t); ng+in =—e ™"
e Pourm<t<l1: w(t) =w(t)e*™™: |W'(t)| = —e ™ W' (t); ng+ing =e ™"
e Pourl<t: w(t) = w(t); |wW'(t)] = =/ (t); ng +in; =1
(3.69)
On obtient ainsi finalement en posant f®/2)(z) = FG/2(Z)
4 @2
T (I f (t)) =ImW,(t) pour t € R, |t| > 1
d
e (Imf(3/2)(t)) = ImW,(t) + Wa(t) pour t € IR, |t| <1
ou encore, sous forme synthétique :
d
T (Im f&/2)(t)) = ImWy(t) + I(£)Wa(t) pour tout ¢ € IR, (3.70)

la fonction I(t) étant toujours la fonction caractéristique de 'intervalle [—1, 1], et les fonctions
Wi(z) et Wa(z) étant définies par :

Wi(z) = W'(2) [(1 —2v) 020/2(Z, ) + 13\1;(1/2)(27 n) + w(z)w]

o 2o 7 (3.71)
, (1/2) (1/2)’ :
Wy(z) = Im {w'(zxe—m ) [(1 - zy)aq)a—n(z’") N w(z)%a—n@ﬂ)} }
Posons : - y
[(z) = %L Walt) 7. (3.72)

intégrale dont nous discuterons la convergence plus tard. D’apres la formule de Plemelj, la

condition a la limite sur la fissure devient :

FO2 ) =Wy () + 200 (t) = fO/2 (1) — Wi (t) + 240 (t) (3.73)

I1 nous reste alors a regarder si U'intégrale I'(t) est bien définie et si les hypotheses du lemme

fondamental sont vérifiées par cette égalité.

002(Z,n) 00 (Z,m) VWA (Z,n)
, et

an an an
Les potentiels ®/2(Z, 1) et W/2(Z n) sont, comme 7Y (y;, y2: 1), homogenes de degré 1/2

(cf. (2.17) et (3.93)). On en déduit les expressions suivantes des diverses dérivées par rapport

3.6.3 Calcul des dérivées
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a n prises en n = 1, en fonction des potentiels de Muskhelishvili ®(/2(Z) = ¢(1/2)(2) et
W2 (7) = 1/ (2) correspondant & la solution pour n =1 :

022 (Z, 1)

o — U — 1o0/2(z) - 20/
87] iq) 1/2 (Z) Z(q))l 2 (Z)
= Lgamyy — @B sapy
= 2¢ (Z) w/(z>¢ (Z)
° %I(Z’n) — _1(1)(1/2),(Z>_Zq)(l/g)//(z)
N 2
=L gy YY) sy @) sy (3.74)
20'(2) W'(z)? (2)?
OWZm) 1 pap (1/2y
° 3—77 = 51\1112(2)_2(\1;)12 (2)
= Lyamiyy - 2B sany

3.6.4 Comportement des fonctions au voisinage de z1, 29, 23

En se servant des relations (3.74), du comportement du potentiel ¢(1/?’(2) établi au §3.2.3 et
de (3.4), on montre sans difficulté que Ws(t) est faiblement singuliere en ¢ = 1 et admet un
pole double en ¢ = m. Comme pour /2 et x*?) la définition de I'(z) doit donc étre comprise
comme la limite pour ¢ — 0% de la méme intégrale mais ou I'on a remplacé le pole double m
par m~ = m —ie. L'intégrale définissant I'(2) est par conséquent continue au point z = m. De

plus, W(t) étant faiblement singuliere en t = £1, I'(z) l'est également.

Par ailleurs, toujours en se servant de (3.74) et du §3.2.3, on montre que Wy(z) est faiblement
singuliére en z = £1. Par contre, en z = m (c.a.d. en Z = Z,) 'hypothese de faible singularité
n’est plus vérifiée. En effet les déplacements et ®(1/?)(Z) étant O(,/|Z — Z,|) pour Z — Z,, on
a d’apres (3.93) :

WA2(2) = ~Z60/2 (2) + 0|7 - Z)

ot le premier terme du membre de droite est O(|Z — Z,|7/?).

En reportant ce résultat dans l'expression (3.71;) de Wi (2), et en utilisant (3.74), on obtient :
" ]_ N
Wi(z) = o (2)802" (7) (5 - e%m) +o(1) (3.75)

ot w'(2)®12"(Z) = O((z —m)~2) car V2" (2) = O((Z — Z5)™%?)= O((z —m)3) et W'(2) =
O(z —m) d’apres (3.4).

De plus, le comportement de F'3/2(Z) s’obtient & partir de (3.66) sachant que w
"
et les contraintes 73, se comportent comme O(|Z — Z,|~'/?); on a ainsi :
, —imm aq)(l/Z)’ Z,
FO 7y = ) | o((7 = 2172 (3.76)

2 an
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Par passage au plan complexe z, on en déduit que :

! 1 "
fO(2) = —5u/ ()02 (2) + O(1) (3.77)
ol ici encore, le premier terme du membre de droite est 0 ((z —m)~?).

Au voisinage du point z = m, le premier membre de 1'équation (3.73) s’écrit donc :

FOD' () — Wi (2) + 2T (2) = 2ie™ sin(mm)w' (2)@Y2" (Z) + O(1) (3.78)

Le terme ™™ o/(2)®(1/2" (Z) étant une fonction analytique et se comportant comme (z —m)~2

pour z — m, il admet autour de ce point, un développement de Laurent de la forme suivante :

(Z) = G ?;)2 + ch;n +0(1) (3.79)

"

T () D1/

Nous verrons par la suite que la détermination des constantes C'_5 et C'_; est inutile.

En écrivant alors (3.73) sous la forme suivante :

FOD () — Wy(t) + 2iD(t) — 2isin(mm) ( Gz | Cu ) =

(t—m)? t—m

(3.80)

G2 (4) — Wi (t) + 20T (t) + 2i sin(mm) ( C-s G >,

(t—m)2 t—m
on obtient une égalité pour laquelle les fonctions vérifient les hypotheses de faible singularité

du lemme fondamental sur ’axe des réels.

3.6.5 Conditions a ’infini et résultats

Pour pouvoir appliquer le lemme fondamental, il nous reste a vérifier que chacun des membres
de I’égalité (3.80) est bien borné a 'infini.

Il est clair que I'(2) = O(1/z) pour |z| — +oo.

Pour déterminer le comportement de Wi(z) pour |z| — +oo, la premiere idée est de
0012 (7 ov\/2) (g7

(Zn) ¢ 4o (Z,n)
on on

fonction de @1/ (Z) et de W1/ (Z) gree aux relations (3.74), puis d’utiliser les relations (3.16)
donnant le comportement des potentiels (/2 (Z) et W1/2(Z) pour |Z| — +oo. Mais ces

déterminer le comportement de en écrivant ces termes en

relations ne nous donnent pas ces potentiels a un ordre suffisant pour pouvoir déterminer le
terme constant du développement (nécessaire a la détermination de la constante du lemme

fondamental).

D’apres (2.21) et (2.19), le déplacement plan d’ordre 1/2 se comporte de la fagon suivante
a l'infini :
(1/2) (1/2) 1
T (g yoin) = kU, (1, 92) + nkpAgp(9).T ot (41, 42) + O <;> (3.81)
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On peut montrer en utilisant les relations de définition des potentiels de Muskhelishvili que

1/2
les potentiels associés aux déplacements ﬁfﬂ/ ) (¢ = I,11) s’obtiennent a partir des poten-

tiels ©,(Z) et V,(Z) (introduits au §3.2.2) associés aux déplacements ﬁsm, par les relations

suivantes :

o (ﬁg{”) — & (7) et (ﬁg{”) — W (7)+ W, (2) (3.82)

Par conséquent, les potentiels de Muskhelishvili ®(/2)(Z, n) et W1/2)(Z 1) associés aux déplacements

7Y (41, ya;m) se comportent comme suit pour |Z| — +oo :

1
B2 (Z,1) = ly®y(7) + 1y Ay ()20(2) + O ()

\11(1/2)(2, 7]) = k?p\lfp(Z) + Ukpqu(SO) ((I),q(Z) + \I/’q(Z)) +0 <%>

D’ou :
o1 (7, n)

on = kpAg () (Z) + O <l>

Z

8\11(1/2) (Z7 /r]) / / 1 (383)
Ty = (o) (¥, 2) + ¥ (2)) + 0 )
et, par dérivation par rapport a Z :
8(1)(1/2)’ (Zv 77) " 1
= T = kA9 (2) + 055 (3.84)

Il suffit alors d’injecter ces trois dernieres équations dans 'expression (3.71;) de Wi(z), de rem-
placer les potentiels ®,(Z) et U, (Z) par leur valeur, de passer au plan complexe z (pour lequel
ona O (1/\/2) = O(1/z) pour |z| — +00 & |Z| — +00), pour obtenir le comportement de
Wi(z) a lUordre O(1).

La condition a l'infini (3.623) du présent probleme peut s’écrire par définition des potentiels
de Muskhelishvili ®,(Z) et ¥,(Z) associés aux champs ﬁglm (¢ =1I,1I) de la fagon suivante :

205" = kyAgy Re [(3 — 40)®y(Z) — Z¥,(Z) — W,(Z) + o(VZ)] (3.85)
D’apres la définition (3.65) de la fonction complexe f®/2)(z) = FG/2(Z) et le comportement &

(1/2)
I'infini de w

5 (cf. (3.83;)), on obtient alors :
Ui

ou (' est une constante imaginaire pure. D’ou :
2 [ (2) = by Agy [(3 — 40)y(Z) — Uy(2)] + 0 (VZ) (3.86)
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et par suite on obtient facilement le comportement de f©&/2'(z).

En regroupant alors les divers comportements obtenus, on obtient pour |z| — 400 :

f(3/2)/(2) - W (Z) = \/? kpAHp + 0(1) (3'87)

Les membres de 1'équation (3.80) vérifient donc toutes les conditions du lemme fondamental.
Par conséquent, en déterminant la constante grce aux comportements des fonctions a l'infini,

on voit que f®/2'(z) vaut :

FO (2) = 1/% kpArr, + Wi(z) — 2il'(2) + 2i sin(mm) < Cs + C-1 )
7r

i — (3.88)

3.7 Calcul de Ny (p) et de Nyjrii(e)

3.7.1 Expression de NHLI(@) et de NHLH(@)

D’apres I'équation (2.61) écrite pour p = I, 11 et la définition (3.65) de F®/?(Z), on a pour
pr—0:

19001/ (7
15 (Z,n)

Re [F(W)(Z) 5
Ul

] = 1 [kp N1 () U112 (i, w3) — kyUSY? (i, w3)| + O(p")
En exprimant alors les déplacements fondamentaux d’ordre 1/2 en fonction des potentiels com-
plexes @, ¥, (cf. (3.13) et (3.14)) et Fyrr (cf. (3.30)), on obtient :

*

V Z 7 001/2 (7
kpNrrp(p).Re (—271 2—) = Re {F(?’/?)(Z) _ _—(”7)+

2 on

ARNES . 9\ . A
VENG -2 (ar- 3] - et - i)
(3.89)

ou la racine carrée v/ Z* est définie par (3.15). Son développement en puissances de z — m

™

s’écrit donc (d’apres (3.7) et puisque z € II~ implique que Arg(z — m) € [—m,0]) :

7+ = %(2 —m) +0((z —m)?) (3.90)

—m?2

Pour pouvoir extraire Nyr7,(0) de Péquation (3.89), il va falloir déterminer le comportement

o3/
de FO/D(7) % Zacba—(z,n)
0

quand |Z*| — 0. Pour ce faire écrivons que :

1_9p1/2 (7
_ 1,0989(Z, )

F3/2) (Z) 5
Ul

_ |FB2(7) -

e—imm aq)(l/Q) (Z, 7]) 7 _ etmm aq)(l/Q) (Z7 7])
2 on 2 on
(3.91)

o1



Calcul de l'opérateur N(g) - Deuxieme partie

Le comportement du deuxieme terme s’obtient en remarquant que pour p* — 0 :

(7)) =y B,(7°) + O(p')

| [z .
= "™ (k} — ikj;) o +O(p"),

im™ provenant du fait que les déplacements ont le comportement habituel

la multiplication par e
dans le repere adapté a la pointe de ’extension, repere obtenu par une rotation du repere de
départ d’angle mm. D’apres (3.74;), on obtient alors :
002 (Z ) , 1
— 2 = " (k} —ik};) + O(1 3.92
677 2\/%7( 1 II) ( ) ( )
022 (Z, )
an
(3.76), on montre qu'il en est de méme pour F®/?(Z), mais que la différence F©/?(Z) —
e—imm aq)(l/Z) (Z, 77)
2 an
passant dans le plan complexe z et en exprimant v/ Z* en fonction de z — m grce a (3.90), on
obtient :

Par conséquent, est d’ordre O(1/v/Z*). De plus, en prenant la primitive de

est d'ordre O(v/Z*) (en négligeant le mouvement de corps rigide). En

—imm 1/2
FOR(z) - 02" (Z,m) _
2 an

| , (3.93)
e mn A2 (w(z
[@o (762 (2),m) = S—ay (w/(z)aq’ = )’m,m)] (= = m) + 0 (= = m)?)

ou la notation a,(f(z), z9) désigne le coefficient du terme en (z — 2)" dans le développement

en série de Laurent de la fonction f autour du point zj.

En reportant alors (3.91), (3.92) et (3.93) dans (3.89), en utilisant (3.90) pour exprimer

V' Z* en fonction de z — m, puis en simplifiant par z — m, on obtient :

kpNirp(p) = M [ao (f(?’/Q)/(z),m) B e;””ao <w,(z)aq>(1/2)/(w(z),77)’mﬂ

5 - 9 .
(3.94)
D’apres I'expression (3.88) de f©/?)(z) et compte tenu de (3.711), il nous faut donc calculer

(1/2) (4 (5 (1/2) (o (2 A2 (w(z
o (P ) (PO ) o o B DD )

on(ys) on

m) et ().
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3.7.2 Calcul des quantités ay(...)

Pour obtenir les quantités faisant intervenir ®(/2)(Z), nous nous ramenons aux fonctions
#1/2)(2) grce aux relations (3.74), puis nous cherchons le terme constant du développement
des divers termes quand z — m. Pour cela, nous utilisons le fait que ¢/ (2) est indéfiniment

dérivable en z = m (cf. §3.2.3) et le développement (3.7) de w(z). Nous obtenons ainsi :

a0 (/)22 (w(2), 1) m) _ e [”(4)(7”) — w(3)(m)] (/2 (yy,
0< () 877 ’ - 2w//2(m) 3 2w”(m) d) ( )
eiﬂ lw(:s)(m) a2 - ¢(1/2)’”(m)]

2 | w’?(m) w"(m)

(1/2)
an (w0 P ) = om0 o

A2 (w(z . A2 (w(z eimm /
ao (w/(Z)W(Z)an ( ( )77]>’m> = mmg, (w/(Z)aq) ( ( )77]>’m> +_¢(1/2) (m)

2
(3.95)

0U D (w(z), 1)
o
(3.743) pour nous ramener & la fonction ¥(1/2) (), puis relier le comportement de cette fonction
pour z — m & celui de (/2 (2). Premierement, ®/2"(Z) = ¢(1/2'(2)/w'(2) étant d’ordre
O(1/(z—m)), alors que 71/2) et ®(1/2)(Z) sont continus en m, (/2 (z) est d’ordre O(1/(z—m))

d’apres (3.93). Par conséquent, ¥(1/?)(z) admet un développement de la forme suivante :

f-1

Z—m

,m |, nous allons, comme ci-dessus, utiliser la relation

Pour obtenir ag <w’(z)

P (2) =

+ﬂo+ﬁ1(z—m)+0((z—m)2)

On en déduit que :

(1/2) (1 (
N (w,(z)aw (w(2).m)

o) ) = ) )

Déterminons alors les coefficients 3_; et 3, en fonction de ¢(*/?(z). Les dveloppements
de ¢/ (2) et de (/2 (2) doivent tre valables au voisinage de la pointe de Iextension, et en
particulier sur les lvres de I'extension. Ils doivent donc vérifier la condition a la limite (3.10)
écrite pour |t| < 1, ce qui implique, compte tenu de (3.7) et du fait que ¢/?) est indéfiniment

différentiable en m :

—2imm 1 —m? /
Ba=e? TQSWQ) (m)

1

- a2
B, = 0P (m) — 5672imﬂ¢(1/2)’(m) _ e72im7rm¢(1/2)” (m) + 672im7r1 m

o (m)

23
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et par suite :

/2 (4 _ | ,
oo () DI ) — T + 3 o)+ (1= ) )] 607 ()

1—m?

+e—2imwmw(m)¢(1/2)” (m) . e—2z‘m7r 7

w(m)g!?" (m)
(3.96)
En remplacant f©/?" par son expression (3.88) et en reportant (3.95) et (3.96) dans (3.94),
on obtient :

by Nt () = (g _ y> ikt + (g - y> - \/(1_%2) {\/2“4 k) Arr, — 20T (m)

+ |:(21/ . %) eimfr . ieimﬂ] ¢(1/2)’(m) + %eimﬂ¢(l/2)l(m) (397)

+i sin(mm) [1—Tm2¢(1/2)m (m) — 2me1/?" (m)] }

I ne nous reste donc qu’a déterminer I'(m)...

3.7.3 Calcul de I'(m)

Nous avons vu au §3.6.4 que I'(z) est continu pour z — m; par conséquent lim. o+ ['(m™) =
['(m), m~ = m—ie. Or, en remplacant W5(¢) par son expression (3.715), les dérivées partielles
902 (Z,n) 99U (Z,n)
et
on In(ys)

puis en intégrant par parties, on obtient :

I'(m™) = ﬁsin(mw) {/1 Lo t2_ (1 +t> { 3vRe (¢(1/2 (t))} dt

s 1t—m 1—t¢

[y (20) e (Moo S o) o)

t—

par leur expression (3.74;) et (3.745) en fonction de ¢(*/2)(t),

On écrit alors la suite d’égalités suivante :

2/1 1 —ti <1 +t)mRe (¢(1/2)/(t)) dt

1t—m 1—1t
11— /14t 1—t /14+t\"—— _
— (727 (4)dt / ( > /2y ($)dt =t
/_1t—m<1—t> ¢ * 1t—m~— \1—t ¢ (*) ( )
1—t? 71+t ,
- _9%ma. - (1/2) (4
mal(t—m(l—t) ¢ (), m

1—12 /1+t\™ 11—t /1 " 7y
+/C_ — (1—:) o2 (t)dt + i (1—J_rt> ¢(/2) (t)dt (théoreme des résidus)

1—t /14t \™ ,
— —%ma. - - (1/2) (4
s (o (157) 0 0

+2Re [/m 2:2 (g) o172 (¢ )dt}

o4
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et I'on fait de méme pour la deuxieéme intégrale apparaissant dans I'expression de I'(m™). On
obtient ainsi des expressions dans lesquelles on peut remplacer m~ par m par passage a la
limite e — 0. On obtient alors :

I'(m) = —Asin(mm)a_, -t (1 +i>m 31/¢ (12 ()
+t _1m <2V ¢(1/2 ( )+ :j/((t)) 1/2)’( )>1 m)

M R imm 1
+i7r sin(mm)Re (e"" 1)

ou :

11—t /t+1\" t?—1 —— 2w —1 ——
=) =m (ﬁ) Km - 3”) QU () + mdﬂm) (t)] dt (3.98)

Le résidu se calcule de fagon analogue aux termes ag(...) évalués au §3.7.2 et 'on obtient

finalement :
- LY yar2y (1/2)" L=m? 1y
Dm) = sinfmm) ¢ (2 = 5 ) 902 (m) = mg2" (m) + == (m)
) (3.99)
+ = sin(mm)Re(e""I)
s
On en déduit, via (3.97), la valeur des fonctions NIHp(gp) :
- 5 . 9 . 1—m?)m
kp Nirrp(p) = (_ _V> ikt + (‘ _V> ki + Q
8 8 2
/2 - /
X { %kpA[[p + (2V — Z) e—zmﬂ¢(1/2) (m) (3100)

+§e’m”¢(1/2)'(m) _2A sin(mm)Re (e“m[)}
m

On remarque que les termes en ¢(1/2" (m) et ¢(/2" (m) se sont éliminés et que &, Ni77,(p) ne
dépend donc que de ¢/?’(m), que I'on peut exprimer en fonction de k% et de k¥, gree a la
relation (3.26).

3.7.4 Expression finale de k, Ni7,(¢)

En utilisant la nullité de FIII,I(@); F[[L]]((,O) (Cf Slh, 1965), N[[]J(O) et N[[]J][(O) (Cf Gao
et Rice, 1986), on voit que I'expression (2.66) implique que :

Nrirp(p) = anp(@) + Frrrarr(9)-Nrrrpr(0).(FT.F) 11,(0) (3.101)

La fonction Fyry () est donnée par (3.37) et d’apres Gao et Rice (1986) :

2(1 —v)

Nrrr(0) = 5,

(3.102)
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d’ou, d’apres (3.100) :

. v 1 —m\"™? 2 1—m\™ . i
by Noas() = Kir + 57 (1) R =\ iy () Sinlmm)Re (¢71)
(3.103)

ou 'on rappelle que l'intégrale I est donnée par (3.98).
Par une intégration par parties, on peut réécrire cette intégrale en fonction de ¢(1/2)(t)

uniquement; on obtient ainsi :

t+1\" 5\ 1—¢ 1-t* 3(1-1)°]—5
r=-, <t——1> [6” (2” 5) G—me  "a—mp 2= m)4] PPt (3.104)

3.8 Valeurs de 'opérateur N(y)

3.8.1 Développement limité de ’opérateur N(y) autour de ¢ =0

Les formules précédemment obtenues permettent d’obtenir les différentes composantes de 'opérateur
N(¢) sous forme de développements limités pour les petites valeurs de ¢ = mm. L’opérateur £
défini par (3.24), donnant ¢/?"(m) (cf. (3.25)) et ¢*/?"(m) (cf. (3.53)) sous forme de série,
est d’ordre O(m). Par conséquent, pour obtenir N(p) & un ordre O(mF) donné, il suffit de
tronquer les séries apres les k + 1 premiers termes.

Limitons nous au premier ordre. Les développements limités de l'opérateur F(p) sont
disponibles dans le travail d’Amestoy et Leblond (1992), et les différentes intégrales sont alors

calculables analytiquement. On obtient ainsi (apres quelques pages de calcul supplémentaires)

Nrri(p) = 2;:; mm + O(m?)
Nrrar(p) = ~3 E o O(m?)

3.105
Niri(p) = %mw +0(m) ( |
Nirrar(e) = 2(2%_:) +0(m?)

3.8.2 Valeurs numériques de 'opérateur N(yp)

Pour déterminer les valeurs numériques de l'opérateur N(p) pour des valeurs arbitraires de
I’angle ¢, nous avons repris le programme de Mouchrif ayant servi pour la détermination de
Iopérateur P(p). 11 faut, dans un premier temps, déterminer numériquement ¢1/2’(2) et
B/ (2) sur le demi-cercle C~. Pour cela, nous utilisons leurs expressions (3.25) et (3.53)
sous forme de série. On calcule alors ¢(1/?) () sur C~ gree & la relation (3.21). Le calcul des

intégrales Lf et I sur le demi-cercle C" se fait par la méthode de Gauss. Les intégrandes étant
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faiblement singulieres en ¢t = £1, le découpage du demi-cercle C'* doit étre plus fin pres de ces
points. C’est pourquoi nous avons choisi des intervalles de longueur décroissant comme une
suite géométrique du milieu /2 =i du demi-cercle C vers les extrémités 1 et —1.

En pratique, le demi-cercle CF est divisé en 100 intervalles. Les séries déterminant ¢(1/2)" ()
et ¢3/2(2) sont considérés comme convergentes quand la norme du terme générique devient
inférieure & 1077,

Le tableau 3.1 donne les valeurs des composantes N(p) pour v = 0.3, pour les valeurs
positives de ¢. Les valeurs pour les angles ¢ négatifs s’obtiennent grce aux conditions de parité
(cf. §3.1.2). Les erreurs numériques sont estimées a 2.10~% environ. Pour les petites valeurs de
©, les valeurs numériques different de moins de 2.10~* de celles déduites des développements

limités (3.105).
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4 Nis Nos N3 N3z
.000E+00 | .000000E+4-00 | -.117647E+01 | .000000E4-00 | .823529E+00
250E+01 | -.102648E-01 | -.117638E+01 | .251404E-01 | .821931E+00
HD00E+401 | -.204971E-01 | -.117610E4-01 | .501851E-01 | .817143E4-00
750E+01 | -.306645E-01 | -.117563E+01 | .750392E-01 | .809188E+00
J100E4-02 | -.407353E-01 | -.117497E401 | .996088E-01 | .798104E4-00
A25E+402 | -.506785E-01 | -.117410E4-01 | .123802E4-00 | .783946E+-00
A50E+02 | -.604642E-01 | -.117302E4-01 | .147528E4-00 | .766779E400
A75E4+02 | -.700637E-01 | -.117171E401 | .170701E4-00 | .746687E+00
200E4-02 | -.794498E-01 | -.117016E401 | .193237E400 | .723763E4-00
225E402 | -.885970E-01 | -.116834E401 | .215055E4-00 | .698117E400
250E+402 | -.974817E-01 | -.116625E401 | .236082E4-00 | .669867E400
275E+02 | -.106082E4-00 | -.116386E+01 | .256245E4-00 | .639146E+00
B00E+02 | -.114380E4-00 | -.116116E+01 | .275480E4-00 | .606096E~+00
325E+402 | -.122357E400 | -.115811E4-01 | .293725E4-00 | .570866E+-00
350E+02 | -.129999E4-00 | -.115469E+01 | .310928E4-00 | .533618E+00
B75E+02 | -.137294E4-00 | -.115089E+01 | .327039E4-00 | .494517E~+00
A00E+02 | -.144233E4-00 | -.114667E+01 | .342016E4-00 | .453737E+00
A25E402 | -.150808E4-00 | -.114202E4-01 | .355825E4-00 | .411455E4-00
A50E+02 | -.157015E4-00 | -.113690E+01 | .368435E4-00 | .367853E+00
AT5E402 | -.162852E4-00 | -.113131E4-01 | .379824E4-00 | .323116E+-00
H00E+02 | -.168321E4-00 | -.112520E+01 | .389976E4-00 | 277428 E+00
D25E+02 | -.173423E400 | -.111857E+01 | .398882E4-00 | .230976E~+00
DHO0E+02 | -.178164E4-00 | -.111139E+01 | .406539E4-00 | .183944E+00
DTOE+02 | -.182553E4-00 | -.110363E+01 | .412951E4-00 | .136515E+00
.600E+02 | -.186597E400 | -.109529E+01 | .418126E4-00 | .888674E-01
.625E+02 | -.190309E4-00 | -.108635E+01 | .422082E4-00 | .411753E-01
.650E+02 | -.193702E4-00 | -.107678E+01 | .424837E400 | -.639224E-02
675E+02 | -.196791E400 | -.106659E+01 | .426420E4-00 | -.536729E-01
T00E+402 | -.199591E4-00 | -.105574E+401 | .426862E4-00 | -.100512E+-00
725E402 | -.202120E4-00 | -.104425E4-01 | .426197E4-00 | -.146763E4-00
750E+02 | -.204396E4-00 | -.103209E+01 | .424468E4-00 | -.192288E4-00
TTHE+02 | -.206438E4-00 | -.101927E+01 | .421716E4-00 | -.236960E4-00
B00E+02 | -.208265E4-00 | -.100578E+01 | .417990E4-00 | -.280660E4-00

Table 3.1: Valeurs numériques des composantes de 'opérateur N(¢)
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Chapter 4

Trajets de propagation en mode mixte
(I4+II1) ou (I4II4III) - Propositions de

criteres de propagation.

4.1 Observations

Par souci de complétude et pour bien cadrer notre étude, nous allons, dans un premier temps,
donner un panorama assez complet des expériences de rupture menées en présence de mode III,
dont certaines nous sont dues. Néanmoins dans nos criteres, nous ne considérerons que deux
cas de propagation : le cas de la segmentation ou le front se transforme en deux types de zones
déversant chacune en sens inverse et le cas du déversement ou tout le front de fissure tourne
autour de la direction de propagation pour se rapprocher du mode I pur. Nous ne parlerons de
la segmentation que de facon qualitative alors que nous tenterons de prédire quantitativement

les parametres géométriques de I'extension dans le cas du déversement.

4.1.1 Les ”lentilles” de Palaniswamy et Knauss (1975)

Palaniswamy et Knauss (1975) ont observé, sous chargement en mode III pur, le développement
de la fissure suivant des "lentilles” centrées sur le front de fissure. La géométrie de ces lentilles
est fort compliquée et nous n’avons malheureusement pu accéder aux photos originales de
Particle afin de les inclure dans la présente these. Néanmoins, grossierement, tout se passe
comme si seul un ensemble discret de points du front s’était propagé, chacun des points se
propageant pour former une surface en forme de piece de monnaie de plus en plus grande qui
donne I'apparence d’une ”assiette” imbriquée sur la fissure initiale, la surface de ces ”assiettes”

se rapprochant du mode I.
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Propagation en mode mixte (I4-III) ou (I+4+II+III)

4.1.2 La ”segmentation” du front

Suresh et Tschegg (1987) ont réalisé des essais de traction-torsion sur des éprouvettes cylin-
driques en céramique contenant une fissure circonférentielle extérieure. Ils ont observé une
surface de rupture lisse et plane en traction pure (mode I) et une surface tres irréguliere en
présence de torsion (mode I+III) (cf. Figures 4.1). L’irrégularité de cette surface est sans
doute due a l'interférence des chemins de propagation des divers points du front. Ils ont, de
plus, remarqué que plus il y a de mode III, plus le taux de restitution critique (pour lequel
la fissure commence a se propager) est grand (cf. figure 9 de leur article). Ils en ont conclu
qu’en présence de mode III, les frottements sont importants et tendent a réduire le chargement

effectif que subit le front de fissure.

(b) Surface de rupture en
mode I mode I+I1I1

(a) Surface de rupture en

Figure 4.1: Figure 4 de I'article de Suresh et Tshegg (1987)

Des expériences en traction prédominante+torsion sur des éprouvettes de verre cylindriques
contenant une fissure en forme de piece de monnaie ont été réalisées par Sommer (1969). Son
dispositif expérimental consistait a mettre le cylindre en torsion et a créer du mode I en injectant
un liquide sous pression dans la fissure, ce qui présentait le mérite de réduire considérablement
les frottements entre les levres de la fissure, frottements qui auraient probablement eu pour
effet de détruire 'aspect de la surface de rupture. Sommer a observé dans ce cas, comme on
peut le voir sur les figures 4.2, une transformation progressive de la surface de ’extension en
"toit d'usine” (cf. Fig. 4.3); on dit qu’il y a ”segmentation” du front.

L’extension est alors formée de deux types de zones :

e des surfaces principales (A) dont le front tourne progressivement autour de la direction

de propagation pour se rapprocher le plus possible du mode I;

e des surfaces secondaires (B) aussi appelées ” fracture lances” par Sommer (car elles évoquent

la forme d’une lance médiévale), qui relient les zones (A) entre elles.

60
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Les franges horizontales
permettent, par leur
inclinaison, de mesurer
la rotation autour de

la direction de
propagation.

(a) Vue d’ensemble du facies de rup- (b) Zoom sur les segments

ture

Figure 4.2: Figures 1 et 2 de I'article de Sommer (1969)

Ceci implique un angle de branchement variable le long du front initial, dont la valeur moyenne

est nulle (la fissure se propage donc en moyenne de maniére coplanaire).

X

2

X, (@ P

a) Vue d’ensemble ue dans le plan (zoz3
Vue d’ *bl b) Vue dans le pl

Figure 4.3: Segmentation du front

Par ailleurs, Hourlier et Pineau (1979) ont effectué des expériences en mode I cyclique +
mode IIT permanent et ont, eux aussi, observé la segmentation du front, en faisant de plus
I'intéressante remarque que les surfaces de type (A) avancent plus vite que les surfaces de
type (B), ce qui conduit a penser que les surfaces de type (A) sont ”favorisées” par rapport
aux surfaces de type (B) et que ces derniéres existent uniquement pour assurer la continuité
géométrique de la fissure entre deux zones (A).

Ces phénomenes de ”segmentation” ou de "lentilles” ont été également observés en géophysique.
Pollard et Aydin (1988) nous en donnent quelques jolies photos (fig. 4.4.4(a) pour une exemple
de segmentation et fig. 4.4.4(b) pour un faciés ressemblant, de par le caractere brutal de
la rotation du front autour de la direction de propagation, aux lentilles de Palaniswamy et

Knauss) ainsi que Pollard, Segall et Delaney (1982) (cf. figure 1 de leur article). Ces derniers
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g i
i fed

a) Transformation progrésve du front

Transformation brutale du front

Figure 4.4: Figure 9 de I'article de Pollard et Aydin (1988)

i
LCENTIMETERS

Zones A

' - rinene e gbend
e e W" T - e

T SR P

g ; 31}0
METERE
Figure 2. Idealized block diagram illustrating geometry of par-
ent and echelon cracks (Lutton, 1971).
(a) Vue d’ensemble schématisée (b) Coupe transversvale

Figure 4.5: Figures 2 et 3 de l'article de Pollard et al. (1982)
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nous donnent également des coupes dans le plan (zox3) dans lesquels on ne voit pas les zones
(B) (cf. Fig. 4.5), ce qui montre encore une fois que les zones de type (B) avancent moins vite
que celles de type (A). Ils font également l'intéressante remarque que la distance entre deux
zones (B), c’est-a-dire la largeur des zones (A), varie considérablement. Elle peut aller d’'une
dizaine de centimetres a une centaine de metres. Dans les expériences de Sommer (1969) et
de Hourlier et Pineau (1979), elles étaient d’environ 0,05 mm et 0,5 mm respectivement, donc

beaucoup plus petites que celles observées en géophysique.

4.1.3 Le ”déversement” du front

Des expériences réalisées sur des corps peu épais dans la direction du front de fissure (de l'ordre
de 2 cm) par Yates et Mohammed (1994) ont montré le développement d’'une seule zone de
type (A) sous un chargement de mode (I+III); tout le front a progressivement tourné autour
de la direction de propagation, pour se retrouver finalement en situation de mode I pur.

Afin de vérifier si les valeurs de la "vitesse de déversement” da/dé (cf. Figs. 4.3 pour
la définition de « et §) qu’ils ont obtenues en fatigue sont les mémes que celles qu’on ob-
tiendrait en rupture fragile, nous avons en collaboration avec le Professeur Yates refait des
expériences au sein du laboratoire Sirius de I’Université de Sheffield, en mode (I+III) mais
sous chargement monotone. Nous avons de plus réalisé des expériences de fatigue en mode
mixte général (I+I1+11I) afin d’avoir des résultats expérimentaux de la propagation du front
dans ce cas de figure (qui, & notre connaissance, ne sont pas disponibles dans la littérature
actuelle). Ces derniéres expériences ayant été effectuées sous chargement cyclique, il était pos-
sible d’interrompre l'expérience quand la fissure s’était quelque peu propagée et de mesurer,
apres rupture brutale du ligament subsistant, la longueur de propagation d(x3) le long de tout
le front (en vue de la mise en évidence éventuelle d'une rotation du front autour de la normale
a la fissure).

Pour les expériences en fatigue, nous avons utilisé un acier, alors que pour les expériences

en rupture brutale, nous avons choisi du plexiglas pour sa fragilité.

Le dispositif expérimental consiste en un parallélépipede fissuré soumis a un chargement de
flexion quatre points. L’orientation de la fissure (ou plus exactement de I'entaille) initiale est
donnée par deux angles 3 et vy représentés sur la figure 4.6 (schéma sur lequel les proportions
ne sont pas respectées). Soit (77, T3, T3) la base orthonormée directe adaptée au front de fissure
initial (73 paralléle au front, Ts orthogonale aux levres, T; dans la direction de propagation).
On approche alors le probleme par celui d’une fissure en forme de fente infinie de largeur
2a (a étant la profondeur de l'entaille) placée dans un milieu infini soumis & un chargement
0= 0°j ®j a linfini (cf. Fig. 4.6 pour la définition de la base (7, ], k)). On exprime alors le

— == =

chargement o= a‘?f@f dans la base (77, T3, T3) adaptée au front de fissure; puis on en déduit,

par les formules correspondant au cas de la fente infinie, ’expression des facteurs d’intensité de

63



Propagation en mode mixte (I4-III) ou (I+4+II+III)

=~

Trajet de propagation
du point extérieur

Figure 4.6: Dispositif expérimental

contraintes kp, krr, krrr, des contraintes non singulieres 17,177, des constantes by, by suivantes

(la connaissance de Tj;; et de by sera inutile) :

kr1 - Lk Lk 3k
L I I . . 9~ _ I
i tany T = =+ oy = =+ o®sin? 3 sin?4 | br = 1a
Errr 1 ~ -~ 3kr
= = = 1 A 1 b = =
» tan 3.cos 5 Tip =073 = 0™ siny sin 3 cos 3 =1
(4.1)
ou 7, angle orienté entre les vecteurs i et T3, est relié & ~ par la relation :
cos
cosy = J (4.2)

\/0032 v + sin? v sin? 8
Les photos 4.7 montrent les facies de rupture pour diverses conditions expérimentales. Sur la

photo 4.7(a), on voit la moitié du barreau, sur les photos 4.7(b) et 4.7(c) l'extrémité de ce

barreau a été scié apres les expériences. Les observations suivantes peuvent étre faites :

e pour 3 =90° et v = 0, la fissure se trouve initialement en mode I pur et se propage de
fagon rectiligne;

e pour 3 # 90% et v = 0° (cf. Fig. 4.4.7(a)), 'entaille initiale est soumise & du mode (I+IIT).
Durant la propagation, le front tourne progressivement autour de la direction de prop-
agation pour se retrouver finalement en mode I pur (8 = 90°); l’angle de branchement
moyen est nul (ce qui correspond a une propagation verticale du milieu du front). En sus
de ce déversement progressif, on observe au début de la propagation, de petites facettes
qui semblent avoir tourné de maniere brutale pour se placer directement en situation de
mode 1.
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Entaille initiale Rupture par fatigue

Entaille initiale

Entaille initiale

Facettes

Facettes

rutale

(a) Rupture brutale en mode (I4+III) (b) En fatigue en  mode
(la partie sombre n’est qu'une ombre) mode (I+II4III) (I+II+IIT), puis en rupture

brutale

en (c) En fatigue

Figure 4.7: Déversement du front

e pour 3 # 90° et v # 0° (cf. Figs. 4.4.7(b) et 4.4.7(c)), l'entaille initiale est sollicitée en
mode mixte (I4+II+III). On observe dans ce cas un branchement moyen non nul auquel
se superpose un déversement général. La aussi le front de fissure se retrouve finalement

en mode I pur et I'on observe de petites facettes en début de propagation (non visibles
sur la photo 4.4.7(b)).

Pour connaitre la longueur de 'extension le long du front, nous avons interrompu les expériences
en fatigue en cours de propagation et achevé la rupture a froid sous chargement monotone (cf.
Fig. 4.7(c)). Ceci nous a permis de constater que d(z3) est uniforme le long du front dans le
cas du chargement en mode (I4II+III). C’est pourquoi, pour la détermination de I’angle de

branchement, nous noterons tout simplement ¢ la longueur de ’extension a un instant donné.

4.1.4 Synthese

Notre point de vue, résultant des observations précédentes, est donc que toute fissure recherche
la direction de mode I pur. En mode (I+11), le branchement permet d’atteindre immédiatemment
cet objectif. En présence de mode III, les choses deviennent plus complexes. Dans certains cas,
notamment quand la fissure est soumise principalement a du mode III, seuls quelques points
discrets du front se propagent (est-ce di aux frottements qui deviennent trop importants?)
pour former de nouveaux fronts chargés en mode I pur. Dans les autres cas, si possible, tout le
front de la fissure tourne progressivement autour de la direction de propagation pour réduire
le mode III. Mais si la géométrie ne le permet pas (comme dans les expériences sur éprouvettes
axisymétriques de Sommer), ou si le front est trop large pour y parvenir, il se segmente, les

zones (A) (se rapprochant du mode I) étant majoritaires et les zones (B) n’étant 1a qu’en raison
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de la nécessité géométrique de relier deux zones (A) entre elles.

4.2 Quelques explications qualitatives du déversement

et de la segmentation du front

4.2.1 Explication de Sommer

Sommer remarque que dans ses expériences de torsion, plus la fissure croit, c¢’est-a-dire plus le
rayon R de la piece de monnaie devient grand, plus ’angle, qu’il note ¢, que font les directions
des contraintes principales avec le plan initial horizontal de la fissure devient grand. La fissure
ayant naturellement tendance a se placer perpendiculairement a la direction de la contrainte
principale la plus élevée, ceci expliquerait la rotation progressive des parties principales du front
(correspondant aux zones (A)) autour de la direction de propagation. Il en déduit que a doit
étre, comme ¢, proportionnel a R et identifie la vitesse de déversement ‘é—‘g (voir Figures 4.3

pour les définitions de a et de §) & 2. Mais, on voit clairement sur la figure 4 de larticle que

dR*
a n’est pas de la forme aR, mais aR + b avec b # 0, ce qui invalide son interprétation. De
plus, les expériences de Yates et Mohammed (1994) et celles que nous avons réalisées a Sheffield
montrent une rotation du front autour de la direction de propagation alors que l'angle ¢ que
font les contraintes principales avec la fissure initiale reste constant au cours de la propagation.

Son explication n’est donc pas applicable dans le cas général.

4.2.2 Le déversement et la segmentation seraient-ils dus a des im-

perfections?

En I’absence de mode II, le Principe de Symétrie Local (qui consiste, rappelons-le & annuler le
F.I.C. k}; du mode II juste apres branchement) implique un angle de branchement nul en tout
point du front. Pour pouvoir expliquer le déversement ou la segmentation (qui impliquent, on
I'a vu, un branchement fonction de la position sur le front), il faut donc, soit abandonner ce
principe, soit supposer que des imperfections (dues a des impuretés, des inhomogénéités dans
le matériau...) de la forme de la fissure (levres ou front) engendrent du mode II et donc un

branchement.

L’explication de Meade et Keer (1984), reprise et corrigée par Gao et Rice (1986), ou encore
celle de Xu et al. (1994) s’appuient sur la seconde alternative. Les premiers suggerent que la
segmentation résulte de petites perturbations coplanaires du front. En effet, une telle pertur-
bation sous mode (I+III) engendre du mode II de signe opposé sur les versants d'une petite
"bosse” et donc des branchements de signes opposés sur les deux versants de la ”bosse”, ce qui

amorcerait la segmentation du front. Mais dans les expériences de Yates et Mohammed et dans
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les notres, on observe en mode (I4+I1T) une rotation du front autour de la direction de propa-
gation qui implique un angle de branchement nul au milieu de la zone avec des branchements
opposés de part et d’autre de ce point. Si I'on reprend 'explication de Gao et Rice (1986),
cela voudrait dire qu’il y avait dans tous les échantillons une imperfection au milieu du front,
ce qui n’a bien stir pas de sens physiquement. Nous pensons au contraire que le déversement
du front provient de 'attitude "naturelle” de la fissure, qui est de se propager de maniere a se
placer en situation de mode I pur, la segmentation du front (ou la surface irréguliere obtenue
par Suresh et Tshegg, 1987) étant due au fait que le front se trouve dans l'incapacité physique
de se propager dans sa totalité en tendant vers le mode d’ouverture. Ceci est particulierement
clair dans les expériences de Sommer (et de Suresh et Tshegg) ou la géométrie axisymétrique
ne permet pas au front de se placer, d'un seul bloc, en situation de mode I pur.

Xu et al. (1994), quant a eux, semblent penser que la segmentation est due a de petites
perturbations non coplanaires des levres de la fissure. Ils s’attachent a montrer, par une simu-
lation numérique, que s’il y a une amorce de segmentation du front en présence de mode (I+I11)
celle-ci tend a s’amplifier, mais ils fixent par le choix de la perturbation initiale les parametres
géométriques de 'extension et ne prédisent pas la vitesse de déversement du front, prédiction
qui sera précisément I'un des objets de nos criteres de propagation. De plus, les zones (A) et
(B) jouent des roles absolument similaires dans leur simulation numérique, ce qui est contredit

par ’expérience.

Notre point de vue, résultant de la discussion précédente, est que le déversement et la
segmentation ne sont pas dus a des imperfections, mais correspondent a 1'’”envie” qu’a la fissure
de se rapprocher du mode I pur et que le Principe de Symétrie Locale (de par, précisément, son

caratere local) ne peut expliquer le phénomene de déversement.

4.2.3 Explication ”énergétique” du déversement et de la segmenta-
tion

Dans cette section, nous allons reprendre ’explication qualitative que donne Mouchrif dans sa
these et montrer que le déversement est énergétiquement favorisé, c’est-a-dire que dans le cas
du mode (I4I1II), le taux de restitution d’énergie est plus important pour une extension de
type (A) que pour une extension coplanaire, et plus important pour une extension coplanaire
que pour une extension de type (B). Ceci n’a rien d’évident a priori car si I'on prend 1'exemple
de la zone (A), on se rapproche du mode I et on s’éloigne du mode IIT progressivement sur
une telle extension du fait du déversement, alors que le taux de restitution d’énergie G est une
fonction croissante de ky et de kprr, si bien qu’il est difficile de dire si le déversement du front

provoque une augmentation ou une diminution de G.
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Plagons-nous dans le cadre des hypotheses de la formule (1.4) et supposons de plus que
la fissure initiale est semi-infinie et située dans un milieu infini. L’opérateur non-universel
Z(Q), x5, x%) est alors donné par Gao et Rice (1986). Calculons le taux de restitution d’énergie
d’un point situé au milieu d’une zone (A) ou (B), pour lequel ¢(x3) =0, n(x3) =1, n'(z3) =0
en utilisant la formule d’Irwin. Nous souhaitons montrer que ce taux de restitution n’est
pas maximum pour ¢'(x3) identiquement nul. Pour cela il suffit de développer les différentes
quantités de 'expression (1.4) a l'ordre 1 par rapport a la fonction p(z3). La connaissance
des valeurs des composantes de P(0) calculées par Mouchrif permet de prendre en compte la

dérivée de la fonction ¢(z3). Nous obtenons ainsi :

)
G(zs,8) = 7 [k 08P )]+ LY oy 4+ 0k ()] + 0(672)
4(1 —v?) (43)
= Go(0) = gyt ki ¢ (2)8 + O(8°7)

ou Gy(0) désigne la valeur de G(z3,d) pour une fonction (%) uniformément nulle (extension
coplanaire). En appliquant cette relation aux points A et B de la figure 4.3, qui correspond a

la segmentation dans le cas k;;; > 0, on obtient :

car ¢'(A) < 0 et ¢'(B) > 0. Mouchrif aboutit donc a la conclusion suivante :

”La théorie énergétique prévoit donc bien que la propagation de surfaces de type (A) est
plus favorisée que celles de plans horizontauz, elle-méme plus favorisée que celle de surfaces de
type (B), ce qui fournit une premiére explication qualitative du phénoméne de segmentation du

front.”

Qualitative car elle ne fournit aucun moyen de calculer la ”vitesse de déversement” fli—g‘ (cf. Fig.
4.3).

4.3 Criteres de propagation quantitatifs pour la détermination
de ’angle de branchement moyen et de la vitesse de

déversement

Dans tout ce qui suit, faute de savoir comment prendre en compte les zones de type (B), nous

nous restreindrons au cas du déversement (ou, rappelons-le, il n’existe pas de telle zone).

4.3.1 Description géométrique de ’extension

Nous allons maintenant introduire les parametres géométriques permettant de décrire I’extension

en début de propagation. Pour cela, nous procéderons en deux temps : premierement nous con-
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sidérons le cas k;; = 0 pour lequel I’angle de branchement moyen est nul, puis nous étendrons

les résultats au cas général.

tan ¢( X3) A

- tanq)m A
3
(a) Vue d’ensemble (b) Intersection de la surface de la fis-

sure avec le plan 1 = A

Figure 4.8: Déversement en mode (I++I11I)

Soit d la demi-largeur du front initial, on a (cf. figure 4.6):

t
d= 2sin 8

(4.5)

La figure 4.8 décrit I'extension dans le cas k;; = 0 pour ¢ petit et nous permet d’introduire
certaines notations. On remarque expérimentalement qu’en cours de propagation, 'intersection
de la surface de propagation et d’'un plan z; = C'ste = A reste une droite. On a donc (cf. Fig.
4.4.8(b)), d’apres le théoreme de Thales, la relation suivante :

_tanp(ws) A a3
tanp,,. A d’

ce qui implique que 'angle de branchement le long du front soit de la forme :
T3
o(x3) = —arctan <E tan gpm) (4.6)

Il suffit donc de déterminer 'angle de branchement maximum ¢, = ¢(x3 = d) pour déterminer
la géométrie de I'extension dans ce cas. Les expérimentateurs ne donnent cependant pas cet
angle, mais plutot la "vitesse de déversement” i—? que l'on peut relier a ¢, par la relation

suivante (cf. figure 4.8):
da  tang,

ds d
En effet, pour 23 < d (c’est-a-dire au voisinage du milieu du front) ¢(z3) ~ —% tanp,,.

(4.7)

Puisque cet angle y est petit, I’élévation h du front a cet endroit vaut dp(zs) et d’apres la

figure 4.8, angle a (qui est petit car 0 est petit) vaut o = —l,—f; = —%ﬁs) = gtan Ym et donc
da __ tanpm
s~ d
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Quand k;; # 0, lextension a la méme allure, mais I'angle de branchement moyen ¢y,

correspondant au branchement du milieu x3 = 0 du front, n’est plus nul et 'on a :

z3
o(x3) = ¢ — arctan (— tan gpm)

d (48)
d_a _ tanpy, :
o d

Dans ce cas, la géométrie de 'extension est déterminée par la donnée du couple (¢, @m) ou

d
((10(]) d_?;)
Remarquons que d’apres les expériences, ¢y = ¢, = 0 en mode I pur et que ¢y = 0 en

I’absence de mode II. De plus, notons que pour des raisons de symétrie :
e (o est impair par rapport a ky;/k;, pair par rapport a kjr/kr;
e ., est impair par rapport & krrr/kr, pair par rapport a krr/kr;

et qu’expérimentalement, on observe :
e o < 0 pour ki > 0 (c’est-a-dire v > 0);

e v, >0 pour kr;; > 0 (cest-a-dire 0 < § < 900).

4.3.2 Premiere tentative de critere

En mode (I4I11), malgré le fait que tous les points du front soient chargés de la méme maniere,
leur trajet de propagation est différent. Or, un critére ”local” (portant sur chacun des points
du front considérés indépendamment) conduirait immanquablement au méme chemin de prop-
agation pour tous les points du front, et est donc condamné d’avance a 1’échec. Il faut donc

trouver un critere de type ”global”, c’est-a-dire prenant en compte tous les points du front.

Mouchrif a proposé, en mode (I411II), le critere ”global” suivant :
/ G(x3,0)drs maximum par rapport a ¢, (4.9)
front

qui implique de maximiser chacun des termes successifs du développement de l'intégrale en
puissances de §. En supposant alors ¢(z3) petit et de la forme (4.6), on obtient grce a la

formule d’Irwin et a (1.4), pour § — 0 :
/ G*(x3)drs = A — B.¢7,
front

ou A et B sont des constantes dépendant du coefficient de Poisson v et du module d”Young F.
B étant positif, le critére implique ¢,,, = 0 et par conséquent ¢(z3) identiquement nul. ”1I faut

donc”, dixit Mouchrif, ”conclure a I’échec de ce critere”.
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Ceci n’a rien de surprenant car Mouchrif applique son critere pour une extension du front
de longueur tendant vers 0, alors que, contrairement au cas du mode (I+II), ou la fissure passe
instantanément en mode I pur des qu’elle se propage, nous avons vu qu’en présence de mode III,
il lui faut un certain temps pour atteindre cette situation. On ne peut donc pas non plus, par
analogie avec le critere kj; = 0, appliquer un critere du style "k7;; = 0”. Aussi, notre idée qui
découle de la discussion précédente est d’introduire une longueur de propagation caractéristique

0. au bout de laquelle appliquer les criteres...

4.3.3 Expression finale du critere

Placons-nous dans le cadre des expériences de Sheffield et dans le cas du mode mixte général
(kr;r pouvant éventuellement étre nul). Nous utiliserons dans ce qui suit, les notations du
paragraphe 4.3.1.

Nous proposons pour déterminer le couple (g, ¢,) de résoudre le systéme suivant en sup-
posant p(z3) de la forme (4.6) et 6(x3) =9 :

1 rd
— / G(z3,9)dxrs maximum par rapport a @,
2d J-d (4.10)

k]](l‘g = 0, 5) = 0
ou bien encore :

1 rd
—/ ki(x3,9)drs maximum par rapport a ¢,
2d J-d (4.11)

kir(x3=0,0)=0
pour 6 = 4., ou la longueur J. correspond a la longueur des petites facettes révélées par les
expériences réalisées a Sheffield (cf. figures 4.7). Physiquement, cette distance s’interprete
comme la distance au bout de laquelle tous les points du front ont ”pris connaissance” du
comportement de leurs ”voisins” et cessent de se mouvoir indépendamment les uns des autres
pour se propager de ”facon concertée”.

Fixer 6 permet de pallier la difficulté mentionnée dans la précédente section sur la premiere
partie du critere. Quant a la deuxieme partie du critere, elle est inspirée du principe de symétrie
locale. La différence est qu’on ’applique apres une longueur de propagation ¢ ne tendant pas
vers 0, mais fixée a 6 = d.. Nous verrons en effet dans la section 4.5 que cette deuxieme solution

donne de bien meilleurs résultats que la premiere, quand on les confronte avec 'expérience.

4.3.4 Application des critéres pour k;;;/k; petit et k;; =0

Dans ce cas la seconde partie du critere prédit un angle de branchement moyen g nul. De plus,
©m est alors du méme ordre que kjr;/k; en raison de son imparité vis-a-vis de ce parametre

(cf. §4.3.1), notons € cet ordre. On peut alors écrire (cf. (4.6)) :

o(x3) = —%)’gom +0(e?) (4.12)

71



Propagation en mode mixte (I4-III) ou (I+4+II+III)

Le but de cette section étant de déterminer ¢,, au premier ordre en kyr;/k;, il va falloir cal-
culer les intégrales [, G(xs,8)dzs ou [, kj(23,8)dzs & lordre O(£2)!. Nous allons maintenant
indiquer comment ces développements peuvent étre obtenus.

Parmi les différents termes intervenant dans le développement (1.4) des facteurs d’intensité

de contraintes k,(z3,0) on distingue :

32k(x 5) n(zs)=n(zs)
7] pour lequel on utilisera ’expression obtenue par Leblond (1989)

OV | at = p(an)
dans le cas 2D (cf. (2.64)). Amestoy et Leblond (1992) nous donnent le développement

en puissances de ¢ de 'opérateur universel I(p). De plus, dans le cas d'une fente infinie

e Leterme l

de largeur 2a soumise a un champ de contraintes uniforme a l'infini, on peut montrer que
1

les quantités qu valent : EL[ = E[L[[ = —8—, EI,II = EII,I =0.
a
e L’opérateur non universel Z(€, x3, 2%) pour lequel on utilisera faute de mieux, les expres-
sions suivantes obtenues par Rice (1986) dans le cas d’une fissure semi-infinie dans un
milieu infini :
1 1 1 2-3v 1 124+v 1

Zip= — Ziin = — Dt = —
M or (wh —as)2” T T om 2= (ah —x3)2” TP T om 2 —u (ol — 13)2)

les termes non diagonaux étant nuls.

e Les opérateurs universels F, G, P dont les développements en puissances de ¢ ont été

déterminés, comme nous ’avons déja vu, par Amestoy, Leblond et Mouchrif.

e Les constantes (facteurs d’intensité, etc...) liées au comportement des champs mécaniques
pres du front de fissure, que ’on obtient en assimilant la fissure initiale a une fente infinie
de largeur 2a soumise a un champ de contraintes ¢°°j ® j uniforme a linfini. Leur

expression est donnée par (4.1) avec 4 = 0 (car v = 0, de maniére que kj; soit nul).

1
Criteére ”2_0[/ G(z3,d.)drs maximum”
—d

On obtient (apres quelques pages de calcul supplémentaires) :

E 1 [ @2 k? 2v2 1 8 )
= 5cd — 1__m ]{32 111 __k <_ 2 Q)kZ_C
1—1/22d/_dg($3’ Jdzs < 6) I+1—V a+ 2+37T2g0m Ta

k3, 0. 4 6C 12—-3v 5 4 0 3
— kik — — ——— k202 24 O
+1—1/2a+2—1/IHI(’0 d 12— I(’OmdjL (%)
(4.13)

'Et non O(g), en raison de I'opération de maximisation qui entraine une dérivation.

72



Propagation en mode mixte (I4-III) ou (I+4+II+III)

qui est maximum pour? :

Prm = ! Sckunr | <@> (4.14)
@ vy (L 4V2 [0 160 22-3v) d b ki
U\ B Ve 3m2d TA2-—vd
¢’est-a-dire pour une vitesse de déversement valant :
do_ om _ A Ockir <@> (4.15)
N I N T EEE ALY
3 3r Va 3r2a w2-—vd
1 /d
Criteére ”—/ kr(x3,0.)drs maximum”
2d J-d
On a de méme :
1 rd 2 2v/2 Se 52 Se
—/ kr(zs,0)day = (1— 2™ ) &y — _fszl 9y (14 28m) g, 2%
2d J-a 8 37 a 24 4a (4.16)
de 30, , 2—3v , 3
+2k1r1 om pi 47rde 5 e, +0(e”)

qui est maximum pour? :

3
Pm = i Ockur | g <@> (4.17)

L 16v2 [6. 56 62—3vs, d ki ki
3T a 12a 7w2—-v d
¢’est-a-dire pour :
3
d_a _ 8 5_;/@‘11 +0 <k1_§1> (4.18)
o 16v2 o 56 62-3vs. @ ki ki

3t Va 124 72—-vd

4.3.5 Application des critéres pour |k;;;/k;| < 1 et |kii/ki| <1

Supposons dans ce paragraphe |k /kr| et |krr/kr| de ordre de € ol € est une constante petite
devant 1. Notre objectif est de déterminer g et ¢,, au premier ordre en . Comme ¢, et
o sont nuls pour k;; = 0 et k;;; = 0 respectivement, et d’apres leurs conditions de parité
par rapport a krry/kr et krp/kr (cf. fin du §4.3.1), on peut supposer k;; = 0 pour le calcul au
premier ordre de ,, et kr;; = 0 pour le calcul au premier ordre de ¢y. Les développements
(4.11)3—(4.15) et (4.17)-(4.18) de v, etk%—g‘ restent donc valables, a ceci pres que le terme résiduel
O <ﬂ> doit étre remplacé par O <l>

ki ki

21l s’agit bien d’un maximum car le terme proportionnel & 2, est négatif.
30n vérifie 1a aussi que le terme proportionnel & @2, est négatif.
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Quant au calcul de ¢, on a :

2. 5
bur(s = 0,6.) = 22y + oy + = ,/ ol + 2 (k:H _ —k:f) L0 (4.19)

qui est nul pour :

¢
14+ — k
4a 11
= — 4+ 0 4.20
24 2. 5. ks ( ) ( )

+_  8a

1
2
4.3.6 Calcul numérique pour k;;;/k; et kir/k; quelconques

Afin de vérifier que les développements obtenus pour Ccll—‘g‘ dans le cas |kyrr/k;| et |kir/k;| petits
restent valables y compris pour des rapports de 'ordre de 1, nous avons effectué numériquement
le calcul de fiid kr(z3,0.)dzs en tenant compte des termes non linéaires?, dans le cas kr; = 0 et
pour les rapports ky;;/k; des expériences de Yates et Mohammed (1994). Les résultats obtenus

sont sensiblement les mémes que ceux obtenus par le développement limité (4.18). Par exemple

d
e pour kyr/k; = 0.577, on obtient d—? = 0.061 rad/mm par le développement limité et
da

i 0.0614 rad/mm numériquement;

da
e pour ky;r/k; = 1, on obtient i 0.072 rad/mm par le développement limité et —

d6
0.0737 rad/mm numériquement.

Aussi, nous admettrons que les valeurs de ¢, données par les développements (4.14) et
(4.17) restent valables y compris pour des valeurs de k777 /kr aux alentours de 1 et pour kr; # 0.
Ceci nous permet d’avoir un ”"découplage partiel” des deux parties du critere : nous pouvons
dans un premier temps calculer ¢, grce aux développements (4.14) ou (4.17), puis calculer

numériquement @, en supposant ¢,, connu pour le calcul de krj(x3 = 0,6,).

4.4 La vitesse de déversement est-elle bien prédite par

nos criteres?

4.4.1 Reésultats numériques

Nous avons tracé pour chaque condition de chargement, un graphe donnant la vitesse de

1 rd 1 /4
déversement obtenue par les criteres ” 2 / G(x3,d.)drs maximum” (trait continu) et ” ¥ / kr(xg,0.)dxs
—d —d

4Ceci implique de résoudre une équation intégrale du méme type que celle qui permet de calculer I'opérateur
N(yp), afin d’évaluer I(p) pour des valeurs arbitraires de .
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maximum” (trait pointillé) en fonction de . (formules (4.15) et (4.18)). Les deux traits ver-
ticaux correspondent a une estimation de l'intervalle dans lequel est comprise la longueur 9,
des facettes® (seule est donc "utile” la partie des courbes comprise entre ces traits). La ligne
horizontale (trait discontinu) correspond & la valeur expérimentale. Les graphes 4.10 corre-
spondent aux expériences réalisées par 1’équipe du Professeur Yates pour lesquels les longueurs
des facettes n’ont pas été mesurées; l'intervalle [3 mm, 4 mm]| correspond a des mesures faites
a partir d’'une photo et est donc tres approximatif.

Notons, de plus, que pour les expériences en rupture brutale, chacun des graphes correspond
a un essai donné, alors que pour les expériences en fatigue, chacun des graphes correspond a
une moyenne sur différents essais réalisés sur des éprouvettes identiques. On observe, en effet
expérimentalement, que les expériences en fatigue sont plus ”constantes” que celles en rupture
brutale, dans le sens que deux essais réalisés sur des éprouvettes quasi-identiques, peuvent
donner (cf. Figs. 4.11(a)-4.11(b), 4.11(c)-4.11(d)), 4.11(e)-4.11(f)) des valeurs de la vitesse de
déversement, mais aussi de la longueur des facettes différentes en rupture brutale, alors qu’en

fatigue, ces valeurs restent quasiment les mémes.

nu=0.3, d=9.9mm, a=6mm, KB/KWZLM& nu=0.3, d=8.08mm, a=6mm, KS/KWZO.GGS
T T T T

0.40 0‘30:
0.25F 1
—~ 0.30 | = [ ]
& £ t 1
c g 0.20p bl
~ N r 1
2 0.20F 1 Eoisf —
© © [ . ]
© o [ ) ]
~ ~ 0.10 N
3 3
© 0.10¢ 4 © E / » E
77777777777777 I 000F--f+-q-mmm - - -
0.00 ‘ ‘ 0.00k ‘ ‘ ]
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
5. (mm) 8. (mm)
(a) (b)

Figure 4.9: Rupture par fatigue sur un acier en mode (I-+I141II)

4.4.2 Que peut-on en déduire?

Il est a noter que les expériences ont été réalisées sur un nombre restreint d’échantillons du
méme type et que par conséquent, certains résultats demanderaient a étre confirmés. On peut
néanmoins en déduire certaines tendances.

On voit que dans I'ensemble la concordance entre les valeurs données par les formules (4.15)

ou (4.18) et la valeur expérimentale est acceptable.

5Le milieu de l'intervalle correspond & la moyenne des longueurs des différentes facettes. Sa largeur a été

déterminée a partir de ’écart-type entre ces différentes longueurs.
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da/dé (rad/mm)

do/dé (rad/mm)

nu=0.3, d=10.6mm, a=5.0mm, K3/K1=1
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0.20 !
010__ e A
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0 2 4 6 8
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015 b
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(c) Flexion 3 points

da/d6 (rad/mm)
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0.30F

0.20F

nu=0.3, d=9.9mm, a=5.0mm, K3/K1=1
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T T
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Figure 4.10: Rupture par fatigue sur un acier en mode (I+III)

76



Propagation en mode mixte (I4-III) ou (I+4+II+III)
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Figure 4.11: Rupture brutale sur du plexiglas en mode (I4I1I)
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Par ailleurs, on remarque que pour les expériences en fatigue (Fig. 4.9 et 4.10), c’est le
1 pd

critere ” 24 / kr(z3,0.)drs maximum”® qui donne les meilleurs résultats. Pour les expériences
—d

en rupture brutale, si 'on écarte l'essai représenté sur la courbe 4.4.11(b), c’est le critere

1 /d
K ¥ / G(x3,d.)drs maximum” qui semble donner les meilleurs résultats. Nous pouvons relier
—d
ce résultat au fait que bien souvent la loi de propagation porte sur le facteur d’intensité de
contraintes du mode I en fatigue et le seuil de propagation sur le taux de restitution d’énergie

G en rupture brutale.

4.4.3 Quelles sont les raisons des écarts?

Toutefois, les écarts entre prédiction et théorie ne sont pas tout a fait négligeables et ne peuvent
venir uniquement des incertitudes de mesure. Elles peuvent néanmoins s’expliquer par diverses
raisons.

d
La premiere peut venir des approximations faites lors du calcul des intégrales / ki(xs,d)dzs
—d

et / ’ G(x3,0)dxs, que ce soit pour l'estimation des opérateurs non-universels ou pour la
déte;rilination des grandeurs caractérisant le champ de contraintes en pointe de fissure. On
peut par ailleurs se demander s’il est 1égitime d’appliquer la formule (1.4) établie pour 6 — 0 a
0 = 0. qui est de 'ordre du dixieme de la taille de I’échantillon mais de I'ordre de la profondeur

a de 'entaille initiale.

4.5 Le branchement moyen est-il bien prédit par nos

criteres?

4.5.1 Résultats

Expérimentalement, nous avons effectué deux séries de quatre essais chacune, avec des charge-
ments en mode (I4+1I+11I) différents. Elles ont été effectuées sur des échantillons contenant une
entaille orientée & 3 = 45°, ¥ = 28.9" pour la premiere et 3 = 60°, 7 = 29.8° pour la deuxiéme
(I'angle 4 étant relié a v par la relation (4.2)). Remarquons au passage que les graphes 4.4.9(a)
et 4.4.9(b) correspondent au déversement obtenu dans ces deux cas de chargement.

Pour vérifier la validité des valeurs de ¢y obtenues par le développement (4.20), nous avons
également calculé numériquement la valeur de o annulant k(x5 = 0,0.). Les résultats obtenus

sont regroupés dans les tableaux suivants.

1 rd
50u plus exactement, puisqu’il s’agit de fatigue, ” 24 / Akj(z3,0.)drs maximum”
—d
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Cas 3 =45%, 7 = 28.9°

Expérimentalement, on obtient :
8 = 4,54+ 0,5 mm, @, ~ 26.9° et

et théoriquement (avec d = 9,9 mm, ¢ = 6 mm) :
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Critere ki =0 ki +VEkY? =0 |kt + VO kYD 45,8 =0
o donné par (4.20) —63° —24.59+1° —31.5°+0,5°
¢y obtenu numériquement | —45° —28° £ 0, 5° —28% £+ 0, 5°

Table 4.1: Cas k[[/k[ = 055, k[[[/k[ =1.14

Les incertitudes sur les résultats théoriques proviennent des incertitudes de mesure sur d..

Cas (3 = 60°, 5 = 29.8"

Expérimentalement, on obtient :

0 =1,54+0,5 mm, ¢, ~ 21% et | oy = —30° £ 2° (4.22)

et théoriquement (avec d = 8,08 mm, a = 6 mm) :

Critere ki =0 ki 4+ VokY? =0 |k + VoD 46k =0
o donné par (4.20) —65.5° —34°% 4 3V —380 £ 20
¢y obtenu numériquement | —46° —36Y £ 1° -359+1°

Table 4.2: Cas k}[[/k‘] = 0.57, k?[[[/k’] = 0.665

4.5.2 Discussion

On remarque dans un premier temps que les résultats obtenus sont assez peu différents que 1'on
prenne en compte les deux ou les trois premiers termes du développement de krj(z3 = 0,9.)
(correspondant aux deux dernieres colonnes des tableaux 4.1 et 4.2). On peut donc espérer que
le rajout du quatrieme terme du développement ne modifierait pas cette prédiction.

Par ailleurs, on voit que l'angle ¢q prédit par le critere classique kj;(xz3 = 0) = 0 est
beaucoup trop grand par rapport a la valeur expérimentale. En annulant le facteur d’intensité de
contraintes k;j(x3 = 0,0.) au bout d’'une longueur de propagation correspondant a la longueur
des facettes 0., les résultats deviennent alors tres proches de la valeur expérimentale. La
présence de mode IIT (qui crée les facettes) semble donc avoir un effet d’atténuation sur le
branchement moyen, qui ne peut étre pris en compte qu’en prenant 0 fini dans le développement
de kyr(z3 = 0,0) en puissances de 6.

D’autre part, méme si ’écart entre la valeur de ¢y donnée par le développement et celle
donnée numériquement est grande quand on annule uniquement kj; = 0, il devient plus petit
quand on rajoute les termes suivants. La formule analytique (4.20) semble donc, encore une

fois, donner des résultats raisonnables.
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Quant aux écarts entre valeurs théoriques et expérimentales, ils peuvent s’expliquer de la

méme facon qu’au §4.4.3.

4.6 Détermination de la rotation du front autour de la

normale a la fissure

4.6.1 Echec d’un critere quantitatif

Supposons maintenant §'(z3) # 0 et 6(x3) = on(xs) de la forme suivante :
d(x3) = 0(1 4+ n'.x3) (4.23)

ce qui introduit un parameétre géométrique 1’ supplémentaire (en plus de ¢, et @) pour
I’extension, décrivant une rotation du front autour de la normale & la fissure.

Notre idée est de déterminer ce dernier parametre en maximisant 2—1d [%,G(x5,0)dzs ou
% fiid kr(x3,d)drs non seulement par rapport a ¢,, mais aussi par rapport a . Mais en faisant
cela pour krrr/kr et kypr/k; petits, nous constatons que 'on obtient un minimum et non un
maximum de ces intégrales par rapport a n’. Pour le voir, il suffit d’étudier le signe du terme
proportionnel & 1? dans le développement des intégrales. La longueur §(z3) y intervient sous
la forme /d(x3) dans le deuxieme terme du développement des F.I.C. en puissances de 9§, et de
facon lindaire dans le troisiéme terme. Le terme proportionnel & 1 provient donc uniquement
du deuxieme terme. Par exemple, dans le développement de 2—1d ffld kr(xg,d)dxs, il vaut (d’apres

le développement de G(y) donné par Amestoy et Leblond (1992)) :

260 £(2) 7]/2d2
T 12

_TI

Son signe et par suite I'existence d’un maximum ou d’un minimum dépendrait donc du signe de
la contrainte non-singuliere 77, ce qui ne parait pas avoir de sens physiquement. On en conclut
que ce terme quadratique en 1’ n’a pas été calculé correctement. Peut-étre les termes suivants
du développements des F.I.C. en puissances de §, et notamment le cinquiéme terme, en 62, qui
peut parfaitement engendrer des termes en g 7", rendraient-ils ce terme constamment négatif
(pour les valeurs de 6. considérées, résultant des expériences) et permettraient de conclure a

I'existence d’un maximum?

4.6.2 Critere qualitatif

Supposons que, malgré les résultats de la section précédente, le maximum recherché existe et
regardons pour quelles valeurs de 7’ les quantités k;(x3 = 0,0,) et G(z3 = 0, d.) sont maximales.

Le terme quadratique en 1’ étant inconnu (mais supposé négatif pour avoir un maximum), on
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ne peut, grce au terme linéaire, déterminer que le signe de 1’ réalisant le maximum. C’est
I'objet de cette section.

Plagons nous toujours dans le cas kjj;/kr et krr/k; petits.

Que prédit "k;(z3 = 0,d.) maximum”?
On a en négligeant les termes d’ordre supérieur :

kr(xs =0,06c) ~ kro(zs =0,0.) + 0 Nrrr1(0o)krir ' + 0¢Prrir(po)kirr &' (4.24)

ou kro(x3 = 0,6.) correspond au cas ' = ¢’ = 0.

Supposons ky;r/ky et krr/k; positifs (les autres cas s’obtiennent par parité), ce qui implique
wo < 0. Alors Nyprr(po) est positif (cf. conditions de parité du §4.3.1 et le tableau 3.1) et
kr(x3 = 0,9,.) est maximum pour :

n > 0.

Que prédit ”G(x3 = 0,0,) maximum”?

Pour le calcul de G(z3 = 0, d..), nous allons supposer ici kj; = 0 et non plus k;7(d.) = 0 comme
précédemment pour simplifier, mais des conclusions analogues (contradiction) seraient atteintes

avec le criteres ky;(d.) = 0.

On a alors :
G(x3 =0,0.) = Go(xs =0,0.)
+26.1 [1 —v k7 (xs = O)Nr 111(@o)krrr+
1 ;y/ﬁn(@ = 0)Ny11,1(00)kr + Lt (s = O)NHI,H(SOO)kn] +
26.¢" [%V?k?(% = 0)Pr.rrr(po)krrr
1+v 1+v

—— k(w3 = 0)Prrrr(wo)kr +

E k?n(f:% = O)PIII,II(SOO)]@II}

(4.25)
ou Gy ne dépend ni de ¢’, ni de n'.
En étudiant le terme en facteur de 7/, I'on s’apercoit qu’il est de I'ordre de 10~* donc tres
petit. On en conclut que G(z3 = 0,6,) est maximum pour 1" ~ 0.
Les criteres kr(z3 = 0,4.) et G(x3 = 0, d.) ne conduisent donc pas a la méme prédiction. Les
expériences réalisées en mode (I+II+I1I) doivent nous permettre de choisir I'un ou 'autre des

criteres et par suite, le critere ” ffld G(z3,9.)dr3 maximum” ou ” ffld ki(x3,0.)drs maximum?”.

4.6.3 Confrontation avec les expériences

Dans nos expériences de fatigue, nous avons constaté que ' = 0, ce qui voudrait donc dire

que le "bon” choix est de maximiser fﬁld AG(x3,0.)dzs . Mais nous avons vu par ailleurs que
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dans ces expériences de fatigue, pour la prédiction de la vitesse de déversement, c’est le critere
ffld Aky(xs,d.)dxs qui semble fournir les résultats les plus proches des valeurs expérimentales.
Nous aboutissons donc a une contradiction.

Doit-on en conclure que la loi régissant la longueur de ’extension n’est pas la méme que
celle qui régit le déversement? La longueur de ’extension ne serait-elle pas plutot gouvernée par
une loi de type "local” méme en présence de mode III7 Il est clair, en effet, qu’une loi ”locale”
prédirait une avancée uniforme, tous les points du front subissant le méme chargement. On
peut, par exemple, songer en fatigue a une loi du style ”loi de Paris” et en rupture brutale a

des criteres du type "G = G.” ou "k; = ky.”.

4.7 Conclusion

Les criteres ”globaux” de déversement (4.10) et (4.11), qui introduisent une longueur §. que
nous interprétons physiquement comme la longueur au bout de laquelle tous les points du
front agissent de ”concert”, donnent des valeurs acceptables de la vitesse de déversement. Les
deux criteres donnent de plus des valeurs voisines. Toutefois, I’expérience semble donner plutot
raison au critere ” % /dd Akj(x3,d.)drs maximum” en fatigue et au critére ” 2_1d /C; G(x3,0.)dxs
maximum” en rupture brutale. De plus, nous avons constaté un bon accord entre les valeurs
de pg prédites par le critere kr(zs = 0,0.) et les valeurs expérimentales. Seul le probleme de
la détermination de la rotation éventuelle du front de fissure autour de la normale & la fissure
a abouti sur une contradiction : le méme critére ne saurait prévoir a la fois la rotation du
front autour de la direction de propagation (déversement) et celle (nulle expérimentalement)
autour de la normale a la fissure. Ce constat négatif pourrait pousser a conclure que le calcul
de l'opérateur N(¢) était en fin de compte inutile. Cette conclusion est exagérément pessimiste
dans la mesure ou ce calcul était précisement nécessaire pour aboutir a ce constat, qui n’était
nullement évident a priori.

Néanmoins, nos criteres ne sont pas ”autonomes”, dans le sens ou I’on ne peut les appliquer
sans avoir fait des essais pour mesurer la longueur d.. Des lors, se pose le probleme de la
détermination théorique de cette valeur. Une chose est stre, c’est que, tout comme la distance
séparant deux zones de type (B) dans le cas de la segmentation, cette distance ne peut étre
prédite dans le cadre strict de la mécanique de la rupture fragile. En effet la seule longueur
caractéristique (kj./E)? (ot kz. désigne la ténacité du matériau et E le module d’Young)
intervenant dans cette théorie est beaucoup trop petite (de l'ordre de 0,1 ym pour un acier

courant) par rapport aux longueurs expérimentales.
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Part 11

Fonctions de poids 3D d’une fissure

d’interface semi-infinie
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Introduction

De nombreux auteurs ont donné lexpression des fonctions de poids tridimensionnelles (en
abrégé 3D) de Bueckner d’une fissure semi-infinie, dans un domaine élastique infini homogene.
Citons notamment le travail de Bueckner (1987) lui-méme, qui a calculé non seulement les
fonctions de poids restreintes (c’est-a-dire pour des forces opposées appliquées sur deux points
situés en vis-a-vis sur les levres de la fissure), mais aussi les fonctions de poids complétes (c¢’est-
a~dire pour des forces appliquées n’'importe ot dans le solide). Un apport remarquable de la
méthode de Bueckner est qu’il a simplifié considérablement le traitement mathématique en
ne s’intéressant qu’aux champs mécaniques pres du front de fissure (méthode qu’il qualifie de
spéciale dans sa terminologie), et non a la solution complete du probleme d’élasticité (méthode
dite générale).

La connaissance de ces fonctions de poids a permis a Gao et Rice (1986) d’étudier la sta-
bilité de la forme rectiligne du front d’une fissure plane semi-infinie, en cours de propagation
coplanaire. Leur démarche consiste a relier les facteurs d’intensité de contraintes du front
légerement perturbé a I'intérieur du plan de la fissure, a la perturbation, aux facteurs d’intensité
initiaux et aux fonctions de poids 3D de la fissure semi-infinie. [’étude de la stabilité découle
de ce calcul des facteurs d’intensité de contraintes le long du front perturbé.

La question que nous envisageons ici est d’étendre cette démarche a une fissure de méme
forme, mais située entre deux milieux élastiques de caractéristiques différentes (fissure d’interface).
Or seules les fonctions de poids bidimensionnelles (en abrégé 2D) d’une fissure d’interface semi-
infinie sont connues. Il s’agit donc dans un premier temps de déterminer les fonctions de poids
3D pour cette méme géometrie. Seules les fonctions de poids restreintes seront calculées. La
méthode de résolution sera de type spécial; elle differe néanmoins de celle de Bueckner (1987),
et s'inspire des travaux de Gao et Rice (Rice, 1985, Gao et Rice, 1986 et Rice, 1989) d’une
part, et de Leblond et al. (1996) d’autre part. Etant donnée la complexité du probleme, on
peut raisonnablement penser que le calcul des fonctions de poids complétes serait inextricable.
Il est a noter que bien que la résolution du probleme d’élasticité ne soit pas complete, il s’agit
de la premiere de son genre, c’est-a-dire concernant un probleme 3D comportant une fissure
d’interface.

La présente partie de ce mémoire est divisée en 3 chapitres. Les deux premiers chapitres

constituent les deux étapes d’une sorte de grande “boucle autocohérente” qui nous menera a
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des équations portant sur les fonctions de poids. Le troisieme chapitre s’attache a résoudre ces

équations, puis a étudier, en guise d’application, la stabilité de la forme rectiligne du front.

Chapitre 1

Le but de ce chapitre est d’établir I’expression de la variation des facteurs d’intensité de con-
traintes due a une petite perturbation coplanaire arbitraire du front. La méthode est similaire
a celle de Gao et Rice (1986) et consiste a utiliser la formulation de Rice de la théorie des
fonctions de poids de Bueckner, qui relie ces fonctions a la variation du saut de déplacement
a travers la fissure due a un mouvement infinitésimal du front. La différence est qu’ici, seules
quelques propriétés élémentaires des fonctions de poids, que nous expliciterons dans un premier
temps, sont connues, alors que l'expression explicite de ces fonctions était disponible chez Gao
et Rice des le début.

L’expression de la variation des facteurs d’intensité de contraintes est alors obtenue, sous
forme intégrale, en fonction des facteurs d’intensité initiaux, de la forme de la perturbation et
de constantes vi,v_, V11, 7.,y reliées aux fonctions de poids par leur comportement pres du

front de fissure.

Chapitre 2

Ce chapitre constitue la deuxieme étape de notre grande “boucle autocohérente”. Elle consiste
a appliquer la formule établie dans le chapitre 1 au chargement particulier qui sert a la définition
des fonctions de poids, et a une perturbation particuliere qui conserve la géométrie du probleme,
a savoir une rotation infinitésimale du front autour de la direction normale aux levres de la
fissure. L’idée de cette procédure provient du travail de Leblond et al. (1996). La variation des
facteurs d’intensité de contraintes induite par ce mouvement s’exprime alors en fonction des
dérivées des fonctions de poids. Nous obtenons ainsi des équations intégrodifférentielles sur les
fonctions de poids qui font apparaitre les constantes v, v_, vrrr, V2, V-

La transformée de Fourier, prise le long du front, de ces équations intégrodifférentielles,
donne alors des équations différentielles ordinaires ou apparaissent toujours les constantes
Y, Y, Y111, V2, 7Y Mais ces constantes sont aussi, rappelons-le, reliées au comportement asymp-
totique des fonctions de poids pres du front de fissure, et les transformées de Fourier de ces
fonctions doivent s’annuler a l'infini. En écrivant ces conditions, nous “bouclerons la boucle”
et disposerons d'une méthode permettant de déterminer les constantes vi,v_,vrrr, 72,7y, puis

les fonctions de poids.
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Chapitre 3

Le probleme ayant été bien posé dans les deux premiers chapitres de la présente partie, nous
nous attacherons dans ce chapitre a le résoudre.

Les équations font intervenir une constante £ qui traduit (avec trois autres constantes) la
différence de nature des matériaux de part et d’autre de I'interface. En pratique, cette constante
est petite devant 1. En effectuant un développement au premier ordre en € nous obtenons les
solutions de facon entierement explicite et analytique. Pour des valeurs arbitraires de ¢, seul
un calcul numérique demeure possible. Ce calcul fournit, pour € petit, des résultats identiques
aux résultats analytiques.

L’étude de la stabilité se fait alors comme chez Gao et Rice (1986) et conduit a un résultat
analogue : la forme rectiligne du front est stable vis-a-vis de petites perturbations sinusoidales
de toutes les longueurs d’onde. On examine aussi la question de savoir si 'inhomogénéité

(caractérisée par le parametre ¢) favorise ou défavorise cette stabilité.
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Chapter 5

Propriétés élémentaires des fonctions
de poids - Variation des facteurs
d’intensité de contraintes due a une

petite perturbation du front

5.1 Définition et notations

Nous considérons une fissure d’interface plane semi-infinie a front droit située entre deux
matériaux élastiques isotropes. Les deux matériaux, de coefficients d’élasticité pi, v et s, v,
occupent respectivement les demi-espaces y > 0 et y < 0 et sont soudés le long du demi-plan
y =0,z > 0 (saut de déplacement et saut de traction nuls & travers U'interface). La fissure est

située dans le demi-plan y = 0,2 < 0.

Figure 5.1: Fissure d’interface semi-infinie a front droit

Nous définissons alors les facteurs d’intensité de contraintes Ky(z), K1(z), Kyrr(2) au point
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z du front comme dans le travail d’'Hutchinson et al. (1987), par I'expression suivante du saut

de déplacement [u](x,z) = u(x,0", 2z) — w(x,07, 2) a travers la fissure quand = — 0~ :

[wy, +iug] (z,2) ~ 20 =)/ + (1= vs) /'u2 \/7| I, K(2) = (K7 +iK;7)(2)

(1 + 2ie) cosh(me)

1 2]

—> Kri1(2) or

K2

[u,] (z,2) ~2 <i +
(5.1)

ou
1+ (3=

2 pe 4 (3 — 4y

est une constante reliée a la différence de nature entre les deux matériaux. Notons que si le

€= (5.2)

matériau est homogene (u1 = po, 11 = 1a), alors € = 0, mais la réciproque n’est pas vraie.

Le taux de restitution d’énergie s’écrit alors :

_ 9 Al g2 (1 =)/ + (1 — 1) /g )
GRz)=AN|K(2)|"+ N K;;(2), A Lcosh®(n2) . A

HLe2) o
4\ g2

Enfin, la fonction de poids hy,(x,z;2'), p=I,11,111, i = z,y, z est définie comme le p®m*
facteur d’intensité de contraintes, au point de cote z’ du front, di a I'application d’un doublet
de forces unitaires dans les directions +¢; aux points de coordonnées (x,0%, z) des levres de
la fissure. Ces fonctions sont donc définies pour tout z < 0 et pour tout (2/,z) € IR?. Vu
Iinvariance du probleme par translation selon €, elles ne dépendent en fait que des deux

variables x et 2/ — 2 :
hy,(z,2;2") = hy, (2,2 — 2) (5.4)

Nous serons, par ailleurs, naturellement amenés a utiliser la fonction de poids complexe com-

binant mode I et mode II :

hi(x, z) = hy,(x, z) + ihy, (z, 2). (5.5)

5.2 Variation du saut de déplacement sur la fissure due a
une petite perturbation du front (théorie de Bueckner-
Rice)

Le but de cette section est de déterminer la variation du saut de déplacement sur la fissure
engendrée par une petite perturbation coplanaire da(z) du front sous chargement (TZ, Ug) con-

stant (forces 7_’; données sur 0€)r, levres de la fissure libres de contraintes, déplacements iy
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X1 Front perturbé

X\ 6a%7\‘
0 @y / z

Front initial

Figure 5.2: Fissure d’interface semi-infinie a front légerement perturbé

donnés sur 0f),). Notons que da(z) peut prendre des valeurs négatives car les perturbations
envisagées ici sont purement virtuelles et incluent la possibilité d’un recul du front.

Le raisonnement de Rice (1985) pour une fissure dans un milieu homogene s’étend sans
difficulté a une fissure d’interface. Les coefficients apparaissant dans 'expression (5.3) du taux
de restitution d’énergie en fonction des facteurs d’intensité de contraintes constituent la seule
différence. Nous allons néanmoins, par souci de complétude, reprendre ce raisonnement dans

le cas d’une fissure d’interface.

Pour ce faire, posons da(z) = 0A g(z) ou g(z) est une fonction de z donnée et JA une
grandeur infiniment petite. Appliquons en plus du chargement (ﬁ,ﬁd) supposé constant au
cours du temps, un doublet de forces ponctuelles? + P sur les levres de la fissure aux points
(x, 0%, z). Etudions des variations virtuelles de ces forces ponctuelles, ainsi que de la géométrie
du front. On a :

400
Wy = OW + / G(<, P)6Ag(z)d (5.6)

ou 6W,,; désigne le travail des forces extérieures, )W 'accroissement de I’énergie de déformation
entre I'état initial et final, et G(2/, ?) le taux de restitution d’énergie en présence des forces

+P. Cette équation est valable aussi bien pour des variations du front que des variations de
+P. En effet,

1. pour une variation du front sous chargement constant, ’équation n’est autre que la
définition de G|

2. pour une variation de +P avec 0 A=0, I'équation se réduit a W, = W qui n’est autre

que le principe des puissances virtuelles.

Or, avec sommation sur l'indice i:

SWow = Pr0us](x, 2) + /8Q Tp.01 dS = Pudful(e,2) =60, @ == [ Tiiads

LCf. remarque & la fin du paragraphe
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car le chargement (Cl_fl, lg) est constant au cours du temps (® désigne 1’énergie potentielle des

forces données 7—“;) En faisant alors une transformation de Legendre, 1’équation (5.6) devient :
+oo

S[W + ® — P.lu](z, 2)] = 6P Jus](z, 2) — / G(2', P) A g(x)d

Le terme W + ® — P;.[w;](z, z) ne dépend que du couple de variables indépendantes (A, ?),
le membre de gauche est donc une différentielle exacte. Par suite, 1’égalité des drivées croisées

donne :

Ofu;](x, 2) _ /+°° oG
0A —o0 0P,

Cette égalité étant vraie pour tout ﬁ, elle est vraie en particulier pour P = 0. On obtient

(«, ?)g(z/)dz/

alors, en multipliant ’égalité par 6 A, 'accroissement de [u;](z, z) di & une perturbation da(z)
du front sous chargement constant (en 'absence des forces ?) au premier ordre en 0 A :
+too 0G
Ou](z, 2) = / 5P («, P = 0)da(z')d (5.7)

Or, d’apres le principe de superposition, les facteurs d’intensité de contraintes , K,(2/, ?)

au point 2/, en présence d'un doublet de forces + P sur les levres de la fissure, s’écrivent de la

facon suivante, avec sommation sur l'indice ¢ :
K, (2, P)=K,()+ Pihy,(x,2,7), p=1,11, 111

ou les K,(%') désignent les F.I.C. initiaux (pour P = 0) au point .
Par conséquent, en dérivant cette relation par rapport a P; et en utilisant (5.3), on obtient,

au premier ordre en da(z) :
+oo
ofu](z,2) = 2/_ {AK (2 )y (2,2 = 2) + K (2)hir (2,2 = 2)] +
N Kr1(Zhr, (2,2 — 2)}oa(2')d2', i = x,y, 2 (5.8)

Remarque : En fait, on montre que si 'on applique une force strictement ponctuelle P
en un point M, le déplacement est infini, donc non défini, en ce point. Pour pallier a cette
difficulté, on peut reprendre le raisonnement précédent en appliquant une répartition uniforme

de forces +P /mR? sur un disque D de rayon R centré en (x,0%,2). Le travail de ces forces

1

s’écrit alors Piﬁ. / 0[u;]dS = Pi.o(VM[uw;]) ot VM[u;] désigne la valeur moyenne de [u;]
Q D

sur le disque D. Il faut alors remplacer [u;](z, z) par V M [u;] dans 'équation (5.7). En passant

a la limite R — 0 dans ’équation obtenue on obtient, le résultat (5.7) (d[u;] redevenant défini

puisque P est pris nul) et par suite le méme résultat final (5.8).

5.3 Propriétés élémentaires des fonctions de poids

En vertu de la propriété h,, (z, z; 2') = hy,(x, 2 — 2), il est toujours possible de placer les points
et

d’application du doublet en (z,0%,0) et le point d’observation des F.I.C. en z. La fonction de

poids qui en résulte est alors hy, (z, 2).
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5.3.1 Parité des h,,(z, 2) par rapport a z

Les propriétés de parité par rapport a z s’obtiennent par symétrie par rapport au plan (O, €, €, ).
Différents cas sont a envisager suivant l'orientation du doublet de forces +é;.

Doublet dans le plan (¢, ¢,)

Appelons u le déplacement di a ce doublet de forces.

v y Alors on a les propriétés de symétrie suivantes, ou a =

y

/ rouy:
x00) ey Ua(z, 2) = up(z, —2)
B S 4 0 X
Le déplacement u,(x, z) désigne le déplacement sur la levre
/ supérieure (en (x,07,z)) ou inférieure (en (z,07,2)) de la
z
fissure.

D’ou en considérant le comportement du saut de déplacement
(5.1) quand z — 0~:

ho(z,2) = ho(x,—2), ho =hr, +ihp,, a=1x,y (5.9)
De méme, on a
uy(z,2) = —u,(x, —2)
d’ou
hiir (z,2) = —hyr (2, —2), a = z,y (5.10)

Doublet dans la direction ¢,

/

y
forces +¢, en (z,0%,0). On a les propriétés de symétrie
(xOO)/ / suivantes, ou o = x ou y :
" 0

X

Soit 4~ le déplacement du a un doublet de forces Fe,

en (z,0%,0), et soit 4+ le déplacement dit & un doublet de

g (2, 2) = ug (v, —2)

N

opposés a ceux dus a un doublet +€,, et d’apres le comportement du déplacement quand

d’oui, comme les F.I.C. engendrés par un doublet F€, sont

r—07:
h.(x,z) = —h.(x,—2), h,=hr +ih, (5.11)
De méme, on a
u (2, 2) = —ul(z, —2)
d’ou
hirr. (2, 2) = hirr (@, —2) (5.12)
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5.3.2 Propriétés d’homogénéité

On obtient une nouvelle solution d’un probleme d’élasticité en multipliant toutes les distances
et les déplacements par une quantité A > 0. Dans une telle transformation les contraintes
restent inchangées, et les forces ponctuelles, qui sont homogenes a une contrainte multipliée
par une surface, sont multipliées par \2.

Par conséquent, en notant u le déplacement di a un doublet de forces ponctuelles unitaires
en (z,0%,0) des levres de la fissure, et i le déplacement du a des forces ponctuelles de norme

A2 en (Az,0%,0) des levres de la fissure, on a en tout couple de points (2/,0%, 2), 2/ < 0 :

[ty + it J( A", Az) = Auy + iu] (2, 2)
[a.]J( A2, A2) = Au.](@, 2).

En utilisant le comportement pres du front du saut des déplacements sur les levres de la fissure
(cf. (5.1)), et la linéarité des F.I.C. par rapport au chargement, on obtient les propriétés

d’homogénéité des fonctions de poids :

hi(hx, Az) = X727 hy(z, 2) (5.13)
hi, (A, Az) = A2 by (0, 2) (5.14)

pour i = x,y,z et A > 0. On rappelle que h; est donnée par (5.5).

5.3.3 Comportement asymptotique des h,,

Rappelons que h,,(z, 2) est le p* F.I1.C. dii & un doublet de forces +¢; appliqué aux points
(x,0%,0) des levres de la fissure. On cherche & connaitre le comportement de ces F.I.C. quand
le doublet de forces s’approche du front, i.e. quand z — 0.

L’idée ici est de relier le comportement des fonctions

de poids a celui bien connu, du saut de déplacement pres

du front. Pour cela, nous allons utiliser la formule (5.8) Z-n da(z’)
donnant I’accroissement du saut de déplacement du a une y S
perturbation du front pour un 2’ —— da(2’) particulier, nul
partout sauf dans un voisinage |z—n, z+n[ de z, avec z # 0. ZHm

Dans ce cas, le membre de gauche, ofu;](z,2'), a le (x,0,0)

comportement classique (cf. 5.1) quand z — 07, pourvu

que z' €|z —n,z +n[. En prenant n assez petit pour que y4

0 €]z —n,z+n[ (ce qui est possible puisque z # 0), on a

done, 6§ [u, + iu,] (z,0) oc [z]Y/2 et 6 [u,] (x,0) o< |2|'/? ot o signifie ” proportionnel &”.
Quant au membre de droite de (5.8), I'intégrale 2f+°°{...}(5a(z’)dz’ qui y figure peut étre

remplacée, pour n — 0, par {...}da ou da = 2 fz+77 da(2")dz', il se ramene donc a une somme de

termes proportionnels aux K,(z)h,,(z, 2).

93



Propriétés élémentaires des h,,

En tenant compte du fait que les K,(z) sont arbitraires et en égalant les deux membres
de I'équation (5.8), on voit que le comportement quand xz — 07 de (h,, + ihy,)(z,2) et
d [uy + iug] (x,0) d’une part, de hy,, (z, 2) et ¢ [u.] (z,0) d’autre part, sont liés et donc que:

(hp, +ihy, ) (2, 2) oc |z|/*E (5.15)
hy.(2,2) o |z|'/? (5.16)

pourp=111 111 z#0et x — 0.

Remarque : les conditions d’homogénéité impliquent que h,,(z,z) = |z|*h,, (=1, 2/|z|)
(ot A désigne le degré d’homogénéité de h,,). Par conséquent, le comportement des hy, (x, z)

quand z — 07 est lié au comportement de ces mémes fonctions quand z — +o00.

5.3.4 Combinaison des propriétés précédentes

Les propriétés d’homogénéité et de parité par rapport a z portent sur (h;, + thy,)(z, 2) et
hirr,(x, z) (avec i = x,y, z), alors que celles concernant le comportement asymptotique portent
sur (hyp, +ihy,)(x, z) et hy_(z,2) (avec p=I,1I,11I). Nous sommes donc amenés a définir de
nouvelles fonctions permettant de ”synthétiser” ces diverses propriétés.

On remarque que

e la fonction [h;, + ihrr, + i(hy, + ithig,)](7, 2) est paire par rapport a z, positivement

homogene de degré —2 — ie et se comporte comme |z|'/?*** quand z — 07;

e la fonction [h;, — ihrr, + i(hy, — ih;r,)](, z) vérifie des propriétés analogues sauf en ce

qui concerne son degré d’homogénéité, égal a —% + i€

Nous pouvons ainsi définir, en mettant "en facteur” le comportement asymptotique des h,,

pour x — 07, deux fonctions complexes H, et H_ de la facon suivante :

[ha, + ihir, +i(hr, +ihi))(2,2) = [hy, +ihy, +i(hi, + b)) (@, 2)
= (|a|/2m)" |2 H (2, 2)

(hr, = ihgr, +i(hy, —ihin)| (2,2) = [hs, + ik, = iha, + b)) (x, 2)

= (Jol/2m) 2| H-(z, 2)

(5.17)

Les limites H{ (07, 2) et H_(0~, z) ne sont ni nulles, ni infinies avec ces définitions.

De plus, il découle de ce qui précede que :
e H,(x,z) est paire par rapport a z, positivement homogene de degré —2 — 2ie;

e H_(z,z) est paire par rapport a z, positivement homogene de degré —2.
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Nous pouvons donc écrire les limites H, (07, z) et H_(0~, 2) sous la forme suivante :
H (0,2) =, 2| 2% H_(0,2) =v_ 22 (5.18)

ou vy et v_ sont des constantes complexes inconnues.

Nous pouvons, de méme, définir deux fonctions complexes H;;r et H., et une fonction réelle

H par :
(hirr, +ihirn, ) (2, 2) = (|2)/2m) 2|2 Hypy (2, 2)
(hr, +ihi)(w,2) = (|z|/2m)V2H,(z, 2) (5.19)
hrrr(x,z) = (‘x’/?ﬂ)l/QH(aZ,Z)
ou :

e Hjj(x,2) est impaire par rapport a z, positivement homogene de degré —2 — ig;
e H.(x,z) est impaire par rapport a z, positivement homogene de degré —2 — ic;
e H(x,z) est paire par rapport a z, positivement homogene de degré —2.

Comme précédemment, nous pouvons écrire les limites Hyr; (07, 2), H.(07,2) et H(0™, z) sous
la forme suivante :
Hi(0,2) = qrz|z| 37
H,(0,2) = ~.z|z|737% (5.20)
H(0,z) = ~vz7?
ol vyyr et 7, sont des constantes complexes inconnues, alors que v est une constante réelle

inconnue.

5.3.5 Parité des fonctions de poids par rapport a ¢

Ces propriétés, qui nous seront utiles dans la résolution des équations, s’obtiennent en effectuant
une symétrie par rapport au plan (0, €, €,), qui échange les matériaux. En effet, d’apres (5.2),
échanger les matériaux de part et d’autre de l'interface conduit a changer le signe de €.

En raisonnant alors comme pour les conditions de parité par rapport a z, pour chaque
chargement +¢€;, i = x,y, z, on obtient les résultats suivants :

® hir,, hirr, ,hr,, hrr., hirr, sont paires par rapport a ¢;
e hy,, hyr, ,hirr,, hy, sont impaires par rapport a .

Par conséquent, on voit en utilisant les notations introduites en §5.3.4, que les fonctions

H,, H_, H,, Hjj, H vérifient les propriétés suivantes :

H (x,z;—¢e) = H(x,2z;¢); H (v,2;—¢) = H_(x, z;¢€)
H.(x,z;—e) = —H,(x,z;¢); Hypp(x,z;—e) = —Hpp(x, 25 €) (5.21)
H(z,z,—¢) = H(z, z,¢)
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ou l'indication de dépendance vis-a-vis de £ a été introduite temporairement. D’apres les

équations (5.18) et (5.20), les constantes v, vy—, Yrrr,7., 7y vérifient des propriétés similaires :

v-(€), v=(=€) = =.(€), vir1(—¢) = —y111(€), v(—¢) = v(e) (5.22)

2
+
n
o
I
2
+
—~
)
:_/
T
|
)
N~—
I

5.4 Variation des F.I.C. due a une petite perturbation

du front

5.4.1 Principe de la méthode

Réécrivons dans un premier temps, les relations (5.8) donnant § [@] en fonction de da(z) avec

les nouvelles notations introduites :

SN2 e
0 [uy +iu,] (x,2) = <%> |z|* /_; ANK(Z)Hy(z,2 — 2) +
K(ZYH _(x,72' — 2)) + 2N K11 (2)Hyp (2, 2 — 2)]da(2")d2" (5.23)

2w —00
K()H (z,2 — 2)) + 2N Kip1(2)H (2, 2/ — 2)]da(2')d2’ (5.24)

O fu.] (x,2) = (M) v /+oo A(K(Z)H,(x,2 — 2) +

Nous nous placerons, dans un premier temps, en un point z ou da(z) = 0. Nous étendrons
le traitement a la fin, sans difficulté majeure, au cas général.

Afin d’obtenir 'accroissement des F.I.C. engendré par cette perturbation, sous chargement
constant, nous allons chercher le comportement de chacun des membres quand x — 07. Il est
clair que le membre de gauche est relié a la variation des F.I.C. Quant au membre de droite,
la dépendance par rapport a x est plus complexe et provient des fonctions H,(x, 2" — 2), p =
+,—,III,z,0 (le symbole §) signifie qu’il s’agit de la fonction sans indice, i.e. de H(z, 2" — z))
dont nous ne connaissons a priori le comportement pour x — 0~ que si 2/ # z (cf §5.3.3).
Il faudra donc découper l'intervalle d’intégration | — oo, +oo[ en IR—|z — 1,z + 1| (intervalle
ne contenant pas z) et [z — 1,z 4+ 1], ol  est une constante positive destinée a tendre vers 0
finalement. Le traitement de 'intégrale sur [z — 7, z + 7] dépend de la parité de H,(x, 2" — 2)
par rapport a 2’ — z.

Nous allons donc procéder de la fagon suivante :

e premiérement, nous expliciterons le comportement de ¢ [@] quand x — 0~ en fonction de

la variation des F.I.C.;

e deuxiemement, nous établirons les résultats nécessaires aux passages a la limite x+ — 0~
puis  — 0. f désignant une fonction de classe C™ telle que f(z) = 0, le comportement

pour z — 07, a n fixé, des intégrales [p_y,_, . f(z")Hp(z, 2" — 2)d2’ sera entierement
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déterminé, alors que celui de [**”

0 () Hp(, 2" — 2)d2" ne sera déterminé qu’a un terme
O(n) pres.

e finalement nous passerons a la limite + — 0~ a n constant dans les relations (5.23) et
(5.24), puis a la limite n — 0. Nous obtiendrons ainsi les relations, faisant intervenir les
constantes vi,Y_,Vrrr, Vs, 7Y, donnant 0K, Ky en fonction des facteurs d’intensité de
contraintes initiaux K, Kj; et de la perturbation da(z’).

5.4.2 Comportement de 0 [¢] prés du front

Avant perturbation du front, le saut de déplacement se comporte pour x — 0~ de la maniere
suivante (cf. (5.1) et (5.3)) :

[u, + ius] (2, 2) ~ 8 A%K(z) %W
(5.25)
[u.] (x,2) ~ 8 NKi11(2) g

Apres propagation, le saut de déplacement [u + 6] (z, z) se comporte de maniére analogue
pour x — 0~ (cf. 5.1) dans le repere adapté au nouveau front de fissure (M, €%, €,, %) (cf. fig.

5.3). Rappelons que da(z) est supposé nul pour le moment.

Front perturbé—| /
0

z¥ \ Front initial

z

Figure 5.3: Repere adapté au front de fissure perturbé

Décomposons les vecteurs dans les deux bases : OP = TEy + 2€, = 2 €5, U = uy€y + uy€y +
x? y-y

U,€, = ULey + uy€, + uié;. On a alors, quand z* — 07, i.e. quand le point P s’approche du

front :
[(uy + bu,) + (o + Sub)] (2%, 2 = 0) ~ 8 A%(K(z) +or(a)y e
(5.26)
[uz] (2%, 2" = 0) ~ 8 N'(Ky11(2) + 6 Krr1(2)) ‘;CJ:
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En écrivant alors les composantes de @ dans la nouvelle base en fonction des anciennes,
compte tenu de ce que [0P| = ‘d‘s" < 1 et en combinant les équations (5.25) et (5.26), on

obtient :

Sy + i (2,2) — 80K (z) eosh(Te) '”’"‘\ = 4 81 A Ky ()?j,/'”’"‘ O(|x[*'%p.27)

1+ 2ie
_ el K(z)|z]* doa /|£E\
du.] (x,2) = 80K(2)A o 8 A cosh (me) Im 12 ) 4=
+O(|z]*?) (5.28)

5.4.3 Comportements asymptotiques des diverses intégrales

Pour déterminer ces divers comportements, il faut utiliser le lemme suivant :

Lemme préliminaire
Pour tout p € {+, —,III,z,0}, il existe une constante C, positive telle que :

G
22 + (2/ — 2)?

|Hy(x, 2" — 2)| < , Vee R, V(2 —2) € R

Démonstration

D’apres les conditions d’homogénéité sur les fonctions H,, (cf. §5.3.4), on a :

|Hy(x, 2" — 2)| = ‘ ( \/.TQ (2 — 2)? coc \/.TQ (' — 2z )‘
/22 /22 +
1 2 =z
(\/xQ 2)27 \/xQ—l—(z/—z)?)‘

22 + (2 — 2)?
) appartenant au demi-cercle de centre (0, z) et de

— 2

\/x2 (2! — 2)? \/x2 (' — 2)
i, | 2 -z
<\/a:2+(z’—z)2 \/:E2+(z’—z)2)

Comportement des intégrales / ] [f(z')Hp(x, 2 — 2)dz’ pour z — 0~ a n fixé
R—|z—n,z+n

Le point (

rayon unité, on peut majorer par une constante Cp,

d’ou le résultat attendu.

Faisons le raisonnement pour H, par exemple, le comportement des autres intégrales s’obtient

alors de fagon analogue.
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D’apres le lemme préliminaire :

s

|Hy (7,2 —2)| < —ap

Ve V(' —z)e R—|z—mn,z+n|

Comme de plus, les fonctions f(z’) considerées seront toujours bornées, le terme sous I'intégrale
est majoré par une fonction intégrable de 2’ sur l'intervalle IR—]z — 7, z + 7|

Par ailleurs, d’apres (5.18), lim,_g- H(7,2' — 2) = 74 |2 — 2|727%¢ qui est une fonction
intégrable de 2’ sur l'intervalle considéré.

Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue on a :

lim NH (x,2 — 2)d :/ 2 77+.dz’, Vn >0 5.29
z—07 JIR—]z—n,z+n[ f( ) +( ) R—]z—n,z+n] f( ) ‘Z/ — Z|2Z€+2 " ( )
De méme, Vn > 0 :

. v
lim fH_ (2,7 — 2)dd = / f(Z)———=dd 5.30
z—07 JIR—]z—n,z+n[ ( ) ( ) R—)z—n,z+n]| ( (Z/ — 2)2 ( )

/
lim NHi(w, 2 — 2)dd = / 2 wdz/ 5.31
f( ) III( ) Janp—— f( ) ‘Z/ _ Z‘Z€+3 ( )

z—0" JIR—]z—n,2+n]

lim f(H, (x, 2" — 2)d2 = / f(z')mdz' (5.32)
=07 JIR—]z—n,24n] o R—]z—n,z+n] |2/ — z|iet3
lim NH(z,7 — 2)dd = / 2 Ldz’ 5.33
=07 JIR—]z—n,z+n] FE)H( ) R—]z—n,z+n] d )(2/ — z)? ( )
z+n
Comportement des intégrales / f(Z)Hy(z, 2’ —2)d2’ pour H,(z,z) paire par rapport
z=

a z (cas p=+,— ou )

On a f(2') = f'(2)(2' — 2) + O((2' — 2)?) pour 2/ — z car f(z) = 0. Par conséquent, pour 7

petit, on peut décomposer 'intégrale ou apparait H, par exemple, comme suit :

/:Jrn f(Z"YH(x, 2 —2)d2 = f'(2) /Z (2 = 2)H (2,2 — 2)d2 + O(n)

-n -n

z

car [Z71O((2 — 2)*)Hy (2,2 — z)dz’ est majoré, d’apres le lemme préliminaire, par un terme

z
indépendant de x et proportionnel a 7. Le premier terme du second membre, quant a lui, est
nul car (2/ — 2)H,(x, 2 — z) est impaire par rapport a 2’ — z.

On obtient, par conséquent, pour 7 suffisamment petit :

/ z;" FCH, (2,2 — 2)d2 = O(n) (5.34)
Et, de meme :

/ Z;" FH (2,7 — 2)d = O(n) (5.35)

/ :}" F(NH(z, 2 — 2)dZ = O() (5.36)
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Comportement des intégrales [*1

0 f(Z)Hp(x, 2 — 2)d2" pour Hy(z,2) impaire par rap-

port a z (cas p=1II ou z)

On a toujours, comme ci-dessus :
z+n zZ+n
/ J(YHy(z, 2" — 2)dz" = f'(2) / (2" = 2)Hp(x, 2" — 2)dz" + O(n) (5.37)
z—n z—n
Par contre, le premier terme du second membre n’est plus nul. On connait néanmoins son

comportement a 7 fixé quand x — 0~. En effet, en effectuant le changement de variable

2/ — z = —tx, grace aux propriétés d’homogénéité et de parité de Hyr; et de H,, on obtient :
= , , ./l
/ (2" = 2) Hy(z, 2 — 2)d2" = 2|z ZE/ t Hy(—1,t)dt
z—n 0

On se ramene donc a I’étude quand X — +oo de fonctions F,(X) définies par :

X
Fp(X)E/O t Hy(~1,8)dt, p=1III,z.

Or, FI(X) = XH,y(~1,X) 2" X7 H,(~1/X,1) P24 X177, + O(1/X)) quand X — oo

pour p=1I1,z.
Par conséquent, on obtient par intégration :

—ie

X
F(X)=—, +C,/2+0(1/X), quand X — +o0o, pour p=11],z (5.38)

1€
ou Cyrr et C, sont deux constantes d’intégration que ’on déterminera par la suite. Et finale-

ment, il vient :

#tn / / / / 2710 —ie —ie ‘[L’|
/Z J(YHy(z, 2 — 2)dz" = f'(2) —_ + Cplz|™* 4+ O <7>1 + O(n) (5.39)

-n

quand z — 0~ a n fixé, pour p = I1] ou z
Remarque : Le terme O(n) provenant du développement de Taylor autour de z de la

fonction 2’ —— f(2’) est identiquement nul si f(z') est linéaire par rapport a 2’ — z.

5.4.4 Passage a la limite pour x — 0™, puis pour n — 0

Remarquons dans un premier temps, que 0K (z) et 0K ;;(z) peuvent se décomposer, par

linéarité, en deux termes :

0K (2) = [5K(Z)]K,Hzo + [5K(2)]Kzo
5K][](Z) = [5KIII(Z)]K[[[EO + [6KIII(Z)]KEO

ou :
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o [0K(2)]g,, = (resp. [0K7r1(2)]g,, o) Teprésente la perturbation de K (z) (vesp. Kirr(2))

si le chargement initial implique K;;; = 0;

o 0K (2)]x—q (resp. [0K 11(2)] ;=) représente la perturbation de K (z) (resp. Kr(2)) sile

chargement initial implique K = 0.
Il s’agit alors de passer a la limite pour z — 0~ dans chacun des termes des équations (5.23)
et (5.24) dans chacun des cas K(z) =0 et Kr7;(z) = 0.
Calcul de [0K (2)]g,, .o

D’apres (5.23) et (5.27), on a pour z — 0~ quand K;;; =0 :

. B A cosh (me) e 3/2
g ] (1,2) = SIK()srmo ol Wi O

2]

= bl [ AR = 2) + K()H (2,2 = 2))da(=)d

P Sa : : ||, ie .
D’ot, apres simplification par Ay/ 5 |z|™ :

8 cosh(me)

e K (Miyma + Ollal) = [ (REH (e, = 2) + K()H (2,2 — 2)a()d2

D’apres les équations (5.29)-(5.30) et (5.34)-(5.35), il vient par passage a la limite pour x — 0~

8 cosh(me)
1+ 2e

B (), -0 = /R_]Z_WM[ <|ZK _(zz)| 3;2 i é(Z_ ) Z);) Sa()dZ + O(n)

Et enfin, par passage a la limite pour n — 0, on obtient :

M 0K ()] k)10 = VP /:O <F(Z,)\# i K<Z/)77> 540

1+ 2ie 2 — z|%et2 |2" — z|?

ou V P désignant la valeur principale de I'intégrale, est définie par :

VP / = lim

n—=0JR—]z—n,24n] v

L’existence de cette V P est assurée par le passage a la limite lui-méme, et peut étre retrouvée
en intégrant le comportement pres de z des termes sous 'intégrale, puis en passant a la limite

n — 0.
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Calcul de [0K (2)]x—,

D’apres (5.23) et (5.27), on a pour z — 0~ quand K =0 :

8 [uy + iug] (2,2) = 8[0K(2)]x=o A cosh (me \/7\ = 1 8i Ky ()‘?‘1\/W O(|z]*?)

1+ ¢

1/2 . +o0
- <%> \x|”[ 2N K (2 Hypp(x, 2 — 2)0a(2")d2’

En simplifiant par 4/ %, puis en écrivant le comportement du dernier membre pour x — 0~ en

se servant des équations (5.31) et (5.39) précédemment établies, il vient :

Acosh (me), doa

3 ie CA wrw 1/2
8[0K (2)] k=0 T 20 || +82AKIII()d +O([z[7)

1€ 7 ( " — )
= 2N |z [ /R S K,-H(z’)i‘in T da(z ')dz'+g7,(x)1

!/ € d(saj 2 —’LE —1e T
2N [ef’ {Km< )= [ Ly 4 Copla +0<' ‘)] +0<n>}
z 1€ n
(5.41)

ot lim,_p¢e,(z) = 0. La difficulté ici est que, contrairement au cas précédent, il coexiste dans
cette expression des termes oscillants en |z|* et des termes indépendants de x. Comme nous
ne connaissons rien du comportement pour x — 0~ du terme O(n), nous ne pouvons donc pas

passer directement a la limite quand x — 0.

X
Front perturbe

Z+n
O @y Z- r] Z\/

Figure 5.4: Perturbation linéaire dans [z — n, z + 7]

Afin de déterminer Cpyy, constante indépendante des F.I.C. initiaux et de la forme de da(z’),
appliquons 1’équation précédente a un chargement initial impliquant des F.I.C. uniformes et a
une perturbation da(z’) linéaire dans U'intervalle [z —n, z+ 7] (cf. Fig.5.4). Le terme O(n) dans
I'équation précédente est alors nul (cf. remarque de la fin de §5.4.3). En identifiant alors entre

eux les termes indépendants de x, on obtient :

Crip = 4i (5.42)
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Compte-tenu de ce résultat, ’équation (5.41) devient, de nouveau dans le cas général :

A cosh (7e)

BOR(2)]k=0—7 50

|2 + O(|=['"?)

/
= 20|z / K ! M_)(g Nds' +
i [ IR—]z—n,z+n] m1(Z) |2/ — z[iet3 a(2')d2’ +g,(x)

/ i€ d5 2 —ie x
2N |2 {Km( )dal miEEEI +O<—| ‘ﬂ +O(n)}
z 1€ n

On peut alors la simplifier par |z|* et passer a la limite x — 07, ce qui conduit a :

A cosh (me)
0K —g———————=
SR =052 s s
Yrrr(z al 291 _g
= 2A/ /IR o K][](Z/)Wga( /)d2/+2A/ {K[[[( ) d- [ ?77 :| +O(T]>}
Et enfin, par passage a la limite pour n — 0, on obtient :
N 1+ 2ie +o0 K[[[(Z/)(Z/ — Z)
6K (2)] ey = e /_OO = Sa(z')d' (5.43)

ou PF, désignant la partie finie (au sens d’Hadamard) de 'intégrale, est définie par :

+0° 29111 dda »
PF / ]=1i . Kirr(2) 228 (ypie 5.44
m Rf]zmzﬂ[[ J= p rr1(2) P (2)n (5.44)

Le passage a la limite  — 07, puis n — 0 assure en lui-méme l'existence de cette limite;
le terme divergent peut-étre retrouvé, en intégrant le comportement pres de z du terme sous
I'intégrale.

Calcul de [5KIII(Z)]KEO et de [5KIII(Z)]KU[EO:

Un raisonnement analogue au précédent conduit a :

h
C. = —42'?5_7(27;? (5.45)
et a:
K 111()] ey = —v / f“_f “ya()a (5.46)
K]y, oy = ﬁRe [PF /;wvzwéa(z')dz’ (5.47)
o PE [ = lim - R 300y -ie (5.48)
=0 JIR—]z—n,z4n] i€ dz
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Variation des F.I.C. due a une petite perturbation du front

5.4.5 Reésultat final

Il faut maintenant éliminer I’hypothese da(z) = 0. Pour cela, on considere que I'avancée du

front se fait en deux étapes :

1. une avancée uniforme de longueur da(z) qui engendre un accroissement des F.I.C. de la

K dK dK
1 da(z)), on — (resp. %) représente la dérivée de K
a

forme d—5a(z) (resp.
a
(resp. Kjrr) par rapport a la longueur de fissure dans ces conditions;

2. puis, une avancée de da(z') — da(z) nulle en 2’ = z.

En regroupant alors les différents résultats précédemment obtenus, nous obtenons finale-
ment, au premier ordre en da, les expressions suivantes de ’accroissement des facteurs d’intensité

de contraintes engendré, sous chargement constant, par la perturbation coplanaire da(z) :

dK(z) 1+ 2ie too__ da(2') —da(z) |,
K(z) = e p RN —oalz)
OK(z) da dafz) + 8 cosh (me) {’H v [oo () |2 — z|2+2e dz

da(2") — da(z)

+oo
Yo VP / K(2) dz

@
2 too / / 5@(2/) B 5@(2) /

+ 1, PF N K2 (2 — Z)W z (5.49)

~ dKq(2) gl +oo Loa(Z) —da(z) |,

(5K[[[(Z) = da 5@(2) + 4 VP‘/ioo K]]](Z )—(Z/ _ 2)2 dz

(1 — V) too — / / 6&(Z,) — 5@(2) /

ou v est défini par :
1—IJEA:(1_V1)/M1+(1_Z2)/M2 (551)
Y (1/p1 + 1/ ) cosh®(me)

(notation cohérente avec le cas homogene ou v est identique au coefficient de Poisson).
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Chapter 6

Equations sur les fonctions de poids et

leur transformée de Fourier

6.1 Préliminaires

Posons :
Wk(u):Hk(—l,u), k:—i—,—,I[I,Z,@ (61)

et remarquons, premierement, que, grace aux conditions d’homogénéité sur les fonctions de
poids (cf. §5.3.4), I’étude de ces fonctions de 2 variables se ramene a I’étude des fonctions d'une
seule variable Wy (u), k = +, —, 111, 2,0. En effet, Hy(z, z) = Hy(—|z, [z|Z) =[z[* Hi(-1,2/|z])
pour tout = € IR* , ou A\ est le degré d’homogénéité de la fonction Hj. La parité, le comporte-
ment en +oo des fonctions Wy (u) se déduisent donc directement de ceux obtenus pour les
fonctions Hj dans le paragraphe §5.3.4.

Le but de ce chapitre est d’établir un systeme d’équations permettant de déterminer les
fonctions W, et par suite, les fonctions de poids d’une fissure d’interface semi-infinie. L’idée,
ici, dérive de celle utilisée par Leblond et al. (1996) .

Les équations (5.49) et (5.50) précédemment obtenues, relient I’accroissement des F.I.C.
di a une petite perturbation coplanaire du front sous chargement constant, aux constantes
Vs Yy VIII, V2 7Y, aux facteurs d’intensité de contraintes initiaux et a la perturbation. Ces
F.1.C., avant et apres perturbation, s’expriment a ’aide des fonctions de poids si le chargement
consiste en des forces ponctuelles sur les levres de la fissure, et si la perturbation da(z) ne
modifie pas la géométrie de la fissure. Nous obtiendrons ainsi des équations intégrodifférentielles
sur les fonctions de poids, puis, par transformation de Fourier selon 'axe Oz, des équations
différentielles faisant intervenir les constantes vy, v_, vrrr, 72,7

Nous examinerons enfin le comportement en 0 des transformées de Fourier des fonctions
Wi (u), dont la connaissance s’avérera nécessaire pour déterminer les constantes v, v, Vrrr, V2, Vs

puis les fonctions de poids.
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Equations sur les fonctions de poids et leur transformée de Fourier

6.2 Equations intégrodifférentielles sur les fonctions W, (u)

Elles s’obtiennent en écrivant les équations (5.49) et (5.50) pour le chargement particulier et la

perturbation particuliere décrits ci-dessous.

6.2.1 Choix du chargement et de avancée da(z) du front
Faisons subir au front initial une perturbation de la forme :
da(z') =060. (7 — 2z) ol 00 < 1

Cette avancée représente une rotation d’angle 060 autour de ’axe parallele a €, passant par le

point P de coordonnées (0, 0, z).

X Point d’observation z
des FIC _
é 560
0 P (o 0,z

z
-
7
-
-

Qx, 0" ,O)T\
Points d’application des forces

Figure 6.1: Rotation coplanaire du front de fissure

Rappelons que la fonction de poids hy,(z,2), p € {I,II,1I1}, i € {z,y,2} est le pme
F.I.C. au point de cote z du front du a I'application d’un doublet de forces +¢é; aux points
Q(x,0%,0) des levres de la fissure. Appliquons, successivement, sur les levres de la fissure aux
points Q(z, 0%, 0), un doublet de forces unitaires +(¢, + i€, ), =(€, — i€;) *, et enfin +&,. Nous
obtiendrons ainsi, pour chacun de ces chargements, les F.I.C. initiaux et apres perturbation, en
fonction des h,, et par suite, des W}, qui sont des combinaisons de ces h,, (cf. §5.3.4 et (6.1)).

6.2.2 Expression de K(z), Ki(z) et de dK(z), 0K 77(z) en fonction
des W,

Pour le chargement +(¢, + i€)

z
Avant perturbation, les F.I.C. s’écrivent, avec u = W :
x

K(z) = hy(z,2)+ih,(z,2) (6.2)

1On étend les chargements possibles & des chargements complexes par linéarité : ainsi, la réponse, en

déplacements et contraintes, & une force ponctuelle i€,, vaut i fois la réponse & une force ponctuelle €.
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Equations sur les fonctions de poids et leur transformée de Fourier

= (|al/2m)" 2 |2| =2 W (u)
K[[[(Z) = h]]]y(l‘,z) +ih[[[$($,2) (63)
= (|a]/2m) 2|27 Wipr (u)

ou l'on a toujours, K = Ky +iKjyy, hy = hy, +ihp;, j =y, 2.
Apres perturbation, la fissure est toujours d’interface, semi-infinie a front droit et le charge-
éék s B 3

ér, e%) adaptée au nouveau front de fissure de

ment +(€, +i€,) se décompose dans la base (€}, €, €

la fagon suivante (cf. Fig. 6.1) :

& = cos(d0)e; +sin(69) &t = & + 60 € + O ((36)?)
&, = & (6.4)

e, = —sin(d0) ek + cos(df)er = —d6 & + = + O ((66)?)
tandis que le vecteur joignant le point d’observation des F.I.C. au point d’application du doublet
s’écrit :

PQ = (2 cos(60) + zsin(d0)) € + (xsin(60) — z cos(d0)) €%

6.5
= (x4 200) € + (206 — z) € + O ((66)?) (6:5)
Par linéarité des F.I.C. par rapport au chargement et en développant a l'ordre O(d6), on

obtient les F.I.C. apres perturbation :

K(z)+0K(z) = hy(x+ 200, =200 + z) + i [he(z + 200, —x60 + 2) + §0.h,(x + 200, —x06 + z)]

O(hy + ihy) . o(h, Hh’”)(x Z)]

= hy(z,z) +ih,(z,2) + 06 [zhz(x,z) + z 5 (x,2) —x e

Et, par suite :

d(hy, + ih,)
Ox

d(hy +ih,)

IK(z) = 0. lz P

(x,2) + ih,(x, z)] (6.6)

(x,2) —x

De méme :

O(hir, +ihgr,) (2,2) — xa(hIIIy +ihgr1,)
ox ’ 0z

0K 1r1(2) = 66. lz (x,2) +ihr(x, 2)1 (6.7)
Comme les fonctions h,, sont toutes positivement homogenes, on peut utiliser le théoréme

d’Euler pour éliminer les dérivées par rapport a x et se ramener a des dérivées par rapport a

z, et par suite aux dérivées des fonctions Wy (u). Nous obtenons ainsi, avec u = ﬁ :

SK(2) = 46, gm—ie—?{(u2+1)w;(u)+(¢g+g)um(u)ﬂm(u)} (6.8)
SKin(z) = 56.\/@\9&]2{(u2+1)W}H(u)+guWHI(u)+iW(u)} (6.9)
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Equations sur les fonctions de poids et leur transformée de Fourier

Pour le chargement +(¢, — i€,)

Avant perturbation, le facteur K s’écrit, avec u = —2 :
K(z) = hy(x,z) —ihy(z,2) (6.10)
= (l=l/2m)" 2|72 W _(u)
K[[[(Z) = h[]]y(I,Z) —ih]]]$($, Z) (611)

= (Jol/2m)" 2|2 W1 (u)

Apres perturbation, on obtient de la méme facon que pour le chargement +(é, + i€ ):

SK(z) = 66. |2”;l| |7 2{(u2+1)W/_(u)+(i5+g)uW_(u)—in(u)} (6.12)
SKii(z) = 59.@@\—2{(u2+1)W’m(u)+gqu(u)—ZW(U)} (6.13)

Pour le chargement +¢,

Avant perturbation, les F.I.C s’écrivent, avec u = _Z.
x
K(z) = h.(x,2) (6.14)
= (lzl/2m) 2|22 W (w)
Ki(z) = hi(z,2) (6.15)

= (l=l/2m)" x| 2 W (u)
Apres perturbation, on obtient de la méme facon que pour le chargement +(é, + i€ ):

2]
2

{(u2 + )W/ (u) + (ie + 3)uVV (u) +

IK(z) = 46.

‘ |—z€ 2><

SKu(z) = 80 el 2{<u2+1>w'<u>+§uw<u>+Wm<“>—WHIW

6.2.3 Ecriture des équations

En injectant les relations (6.8), (6.9), (6.12), (6.13), (6.16), (6.17), dans les équations (5.49)
et (5.50), et en exprimant les F.I.C. avant perturbation en fonctions des W,(u'), on obtient le
systeme d’équations intégrodifférentielles sur les fonctions W, W_, Wy, W,, W suivant :
1+ 2ie o
8 cosh(me)
+oo W, d +oo W_ du’
{2 i PF/ Win(w)du' VP/ [77* W) W+(u’)1 E }
u

(1— lu/ — it u —u

(u* + D)W, (u) + (ie + 3)uW+( )+ iW,(u) =
(6.18)
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Equations sur les fonctions de poids et leur transformée de Fourier

W 3\ 1+ 2ie
2\ .3 ) — 142
W DW- () + (e + 2>“W (W) =iW=(v) = g hme) < (6.19)
Yii1 +oo WIII +oo [, WJr ) L du’ .
{21 PF/ u‘lerl VP / [ ‘225 +7- W*(u/) uw —u
3 “+oo W
(U2 FUWri(u) + éuwnl( W+ iW(w) {2 VP/ : (u/ Iilu du’
L W_(u) 72 W, () (6.20)
_ o /
+(1—v) PF/ [ —ae \u/—u\’f“]du}
(u? + )W (u) + (ie + 3)uW (u) + W_(u) —Wi(u) 142 y
) 21 8 cosh(me) 6.21)
211 e (0 W(w)du! w0 [y, W, () \]du |
{1—VP / |u _u|16+1 VP/ [W-i-v_ W, (u") —
3 W (U) -Ww (u) 1 /+<>o 0l W(u’)
2 ! 2 I 11 1 W) .,
(v + )W (u) + 2uW(u) + o : VP e du
(6.22)

+(1—v)Re [PF/ MH

u u|ze+1
ou Rel...] désigne la partie réelle de [...].
Il s’agit d'un systeme a quatre fonctions inconnues complexes (W,, W_, Wi, W,) et une
fonction inconnue réelle W. La décomposition de ce systeme en parties réelles et en parties

imaginaires donnerait un systeme a 9 équations et 9 fonctions inconnues réelles (les 9 fonctions
de poids, hy,, p=1,11,111, i =z,y, 2).

6.3 Transformation de Fourier des équations intégrodifférentielles

6.3.1 Notations. Définition de la transformation de Fourier

Nous définirons la transformée de Fourier le long du front d’une fonction f, par :

. oo
TE()p) = fp) = [ e flu)du (6.23)
La transformée de Fourier inverse vaut alors :
1 too —ipu 7
fla)= o [ e o)y (6:24)

Les membres de gauche des équations (6.18) a (6.22) ont des transformées de Fourier
”élémentaires”. Le calcul des transformées de Fourier des membres de droite est plus complexe,

a cause de la présence des intégrales. Néanmoins, elles découlent toutes de la détermination de

oo plqu
I'intégrale I(q, o) = PF/ adu, a € R, g€ IR
0 U (16
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Equations sur les fonctions de poids et leur transformée de Fourier

6.3.2 Calcul de lintégrale I(q, o) = PF /+OO u€1+za
Par définition de la Partie Finie d’une intégrale :
Im(z) ; +o0 6zqu
(¢g,) = PF/ uHm

. +oo glau . .
= 7171_% /77 pREEn du — (partie divergente)

: : R el o
= 7172% lRLHEoo /77 it du — (partie dlvergente)]

Re(z) eiqz
La fonction z ——

T étant analytique sur @', l'intégrale
z 2

sur le contour fermé représenté sur la figure ci-contre est nulle et

/R 6iqu q / eiqz d N iR eiqz / zqz
- U = — - z
n ulerz r, Zlerz in Zl+za Zl+za

On montre sans difficulté que la derniere intégrale (sur le quart de cercle I'g) a une lim-

donc :

ite nulle quand R — +oo. La premiere (sur le quart de cercle I')) se comporte comme
i(1 — e™/2)/(an'®) + O(n) quand n — 0, elle est donc oscillante pour  — 0. La deuxieéme
(sur le segment [in, iR] de 'axe des imaginaires purs) se ramene par le changement de variable
y = —iqz, puis par passage a la limite pour R — 400 a la fonction I' d’Euler (cf. Gradshteyn

et Ryzhik §8.310.1), plus une partie oscillante pour 7.

Ceci nous conduit finalement a :
PF/ =it L1 —ia), ac R, qc i (6.25)

ulte a o

ou I'(2), fonction Gamma d’Euler est définie par :
+oo
I(z) = / e~ Vy 1y, Vz €@, Re(z) > 0 (6.26)
0
6.3.3 Diverses transformées de Fourier

Outre les transformations de Fourier ” élémentaires” des membres de gauche des équations (6.18)
a (6.22), il faut déterminer la transformée de Fourier de termes de la forme V P / Js) ———=du/,
u—u

ve [ ) g, pr [ G W)

(u_ul)‘u/_u‘ 7 |u_u/‘zs+1

f )

/
(u_u/>|u/_u|2i€ u} :

Le produit de convolution se transformant en produit simple par la transformée, on a :

u

—
Calcul de TF [VP / () du} ot de TF |V P /
oo U — _

TF [VP /_ ;Oo (u_uf(u/) . dU’_ (p) = f(p).TF (VP 1 ) (p)

/)‘u_ul‘ms ‘U‘Q’LE
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En se servant alors du fait que l'intégrale sur un intervalle centré en 0 d’une fonction impaire

est nulle, il vient :

1 eipu

+oo
TF|\lVP— _ VP/ © 4
VP @ SO

+00 gj
o / sin(pu) d
0

u%e—{—l

Remarquons a ce stade que cette fonction est impaire et que done, d’apres (6.25) :

oo f) ; T o

rr|ve [T a0 = s 1,20 - T2

2 i .\ sinh(me
— i(p) sen)lpf*r (1~ 2i2) 2T (5.97)

ou sgn(p) désigne le signe de p.
En appliquant la formule précédente avec € = 0, on obtient :
/) .

TF lvp / - u/du’] (p) = F(p) imsgn(p) (6.28)

u — u‘lJrzs

“+oo /
Calcul de TF lPF / ‘f(iu),du’]:

De méme que ci-dessus, on peut ramener cette transformée de Fourier aux fonctions I(|p|,¢) et

I(|p|, —€), et on obtient :

TF lPF /+°° Lwdu’] 27 P11 — i) cosh (%) (6.29)

—oo Ul — u|ltiE €

6.3.4 Ecriture des équations différentielles sur les fonctions Wj,(p)

En injectant les résultats du §6.3.3 dans les équations intégrodifférentielles (6.18) a (6.22), on

obtient le systeme d’équations différentielles suivant sur les fonctions V[//:(p), I/I//\_(p), W;I(p),
W.(p), W(p) :

P 2 e + 4cosh(7r6) TSP TR | T ° cosh(me) (6.30)
5 P sinh(mwe ie . T '
{1 I_HV cosh < 5 > | 5‘ NG Z€)WIII — %Sgﬂ(p) P T (1 - 225)7+W—}
—7 1 . =1 % + 1€ W % +ie
pW_ + (— —za) Wo + | == ——7-msgn(p) —p | W = W, = —~——=<x
9 4 cosh(me) cosh(me) (6.31)

h . —_—
{—{HU cosh ( 5 ) \ng NG Z€)W1H - %sgn(p) |P‘2wr(1 - 2i5)7+W+}
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—n 1. = y — —
pWrr + §WH[ + [— ngn(p) —p] Wi+ W

4
1—v TE , _— , —— (6.32)
=1 cosh <7) [%|p\wF(1 —ie)W_ —7Z|p| “T'(1 + ie)W+]
1 — Ly — W —W, 14
pW. + (_ - i5> W+ |2y sgu(p) —p | W. — S B
2 4 cosh(me) 2 cosh(me) (6.33)
i€ - inh . e '
{1%_—[[]/ cosh <%€) \p€| [(1—ie)W + W%n(p)\m%ﬂl - 2i5)7+WZ}
] — Wi+ Wy,
pW// + _W/ + |:17T8g11(p) _p] W+ 11 +Wrrr
2 4 2 (6.34)
1—v mE ie N
=——3 cosh <7> Re ['yz Ip|“T(1 — za)Wz]

Rappelons que les constantes ~vi,v_,Vrrr, 72,y sont liées aux fonctions de poids hy,(z, 2)
par leur comportement pour z — 0 ou z — +oo (cf. remarque du §5.3.3), c’est-a-dire au
comportement pour u — +oo des fonctions Wi (u). Le systeme d’équations ci-dessus n’est
donc pas linéaire. Néanmoins, si ’on fixe les constantes v, ,v_, V7, 7., il le devient, et nous
obtenons ainsi une famille de solutions dépendant de ces constantes. La bonne solution sera
celle qui correspond au bon comportement asymptotique des fonctions de poids, c¢’est-a-dire au

bon comportement des W\k(p) pour p — 0 (et également pour p — o).

6.4 Comportement des fonctions W, (p) quand p — 0

Le systeme d’équations différentielles étant d’ordre 2, nous aurons besoin de connaitre la limite
des fonctions W\k(p) et de leur dérivée quand p — 0. La limite des fonctions découle des fonctions

de poids 2D, la limite des dérivées découle du comportement des Wy (u) quand u — oo.

6.4.1 Limite de W;(p) quand p — 0

D’apres la définition de la transformée de Fourier, on a :

W) = [ Wi(u)du

—0o0

Or, Wy, (u) est relié aux F.I.C. en 0 dus & I'application d’un doublet de forces en (—1,0%, )
(cf. (6.1) et §5.3.4). Par conséquent, par superposition, W\k(()) est relié aux F.I.C. dus a
I'application de doublets de forces tout le long de la droite (x = —1,y = 0%), F.I.C. qui sont
justement les fonctions de poids 2D.
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Pour le cas 2D plan (c’est-a-dire pour des charges ponctuelles dans le plan (€, €,)), on
déduit des travaux de J.W. Hutchinson et al. (1987), les fonctions de poids 2D d’une fissure
d’interface droite semi-infinie, et par suite les valeurs en 0 des fonctions V[//:, VI//\,, W; I

Pour le cas 2D antiplan (c’est-a~dire pour des charges ponctuelles 4-¢,), on peut montrer que
la solution en contraintes du probleme d’élasticité du cas homogene, est solution en contraintes
du probleme d’élasticité avec une fissure d’interface. La seule condition non triviale a vérifier est
la condition de continuité des déplacements sur I'interface. Notons u, la solution en déplacement
du cas homogeéne; cette condition s’écrit alors, compte-tenu des lois de comportement de part
et d’autre de l'interface :

ﬁuz(x,OJ“) = ﬁuz(x,o_) Vz >0

H1 K2
Elle est vérifiée car u, vérifie u,(x,0") = —u,(x,07) = u,(z,07) = 0, par symétrie par rapport
au plan (O, é,, €,) et continuité sur I'interface.

Par conséquent, dans le cas 2D antiplan, les F.I.C. d’une fissure d’interface sont égaux aux
F.I.C. du cas homogene. Par suite, les valeurs de W(O) et de W:(O) se déduisent de celles du
cas homogene.

On obtient finalement :

o (6.35)

6.4.2 Comportement de W\k,(p) pour p — 0

Remarquons premierement, que la transformée de Fourier conserve la parité des fonctions, et
que par conséquent V[//:, VI//\,, W sont des fonctions paires, alors que W\Z, W; 7 sont des fonctions
impaires. Remarquons, de plus, que la dérivée d’'une fonction paire est impaire, et vice-versa.

On peut donc supposer p > 0 dans les démonstrations qui suivent sans nuire a la généralité
des résultats.

En dérivant sous le signe [ la transformée de Fourier de W\k(p), puis en ramenant les

intégrales sur l'intervalle [0, 4+o00[, on obtient :

W (p) =

2 [t
——2/ uWy, <E> sin(u)du si Wy (u) est paire par rapport a u
0! rine v (6.36)

u
— uWy, <—> cos(u)du si Wi (u) est impaire par rapport a u
p=Jo p

La différence entre le cas W, paire et le cas Wj impaire réside dans le fait que la limite
quand p — 0 du terme sous I'intégrale est intégrable sur [0, +oo[ dans le premier cas, mais pas

en 0 dans le deuxieme. Comme pour le passage a la limite pour x — 0~ du premier chapitre

(cf. §5.4.3), il va falloir distinguer les cas W}, paire et impaire.
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Cas Wy (u) paire :

D’apres les conditions d’homogénéité de Hy, et leur comportement asymptotique (cf. §5.3.4 et

w (4]~ (B)
W (%) ~ (%)2 (6.37)
() - )

Les expressions asymptotiques, quand p — 0, des termes sous les intégrales (6.36) sont donc

(6.1)), on a, quand p — 0 :

intégrables. Par conséquent, on peut ”permuter signe | et comportement asymptotique”. On
se trouve ainsi ramené a des intégrales de la forme (1, ), et d’apres (6.25) on a, en tenant
compte de la parité des fonctions dérivées pour prendre en compte les valeurs négatives de p,
quand p — 0 :

sinh(7me)

7 . .
Wi (p) ~ —sgn(p) |p|** v+ (1 — 2ie)

W-'(p) ~ —sgn(p)my- (6.38)

W'(p) = —sgn(p)my

Cas Wy(u) impaire :

L’indice k prend, ici, les valeurs z ou I11. La fonction sous 'intégrale se comporte alors quand

p — 0 de la fagon suivante :

U D 2+ie
W <—> ~ Vg (—) s k=2 111 (6.39)
P u

Cette expression asymptotique reportée dans 'intégrale (6.36) n’est pas intégrable en u = 0.
Découpons donc l'intervalle d’intégration [0, +oo[ en [0,7n] U [n, +oo] out 7 est une constante
positive destinée a tendre vers 0.

Sur [n, +o0[, Pexpression asymptotique de I'intégrand est intégrable, on peut donc y ”per-
muter signe [ et comportement asymptotique”.

Sur [0, 7], on écrit :

/on wcos(u) Wi (u/p)du = p*F, <g> N /on u(1 — cos(u)) Wi (u/p)du

ou Fj est la fonction introduite en §5.4.3. Elle se comporte donc quand p — 0 a n fixé selon
(5.38).

Quant a 'intégrale du second membre, I'expression asymptotique de 'intégrand quand p —
0 est maintenant intégrable en 0. On peut donc, ici encore, ”permuter signe | et comportement

asymptotique”.
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Equations sur les fonctions de poids et leur transformée de Fourier

Par passage a la limite p — 0 dans (6.36), on obtient donc pour k = z, I11] et tout 7 :

—~ . —i€ +oo . . 1
Wip) ~ iCy — 2p"© (776 — Z/ cos(u) du) + 21'%])28/ Mdu
" 0

ultie ultie

En passant a la limite n — 0, en reconsidérant les p négatifs, et en se ramenant aux fonctions
I(1,e) et I(1,—¢), on obtient le comportement des fonctions VV\k/ quand p — 0:

% cos(u)
il

du

_ , +
Wi(p) = iCy + 2iv|p|“PF /0
= iCy — 2% cosh (%) (1 —ie)|p| + O(p), pour k=2 III (6.40)
£

. cosh(me)

ouCry=4iet C, = —41 o d’apres (5.42) et (5.45).
— 2ie

6.4.3 Ecriture synthétique

Regroupons les résultats des deux précédentes sections, en intégrant le comportement asymp-

totique des fonctions W\k/ pour p — O:

sinh(7e) ['(1 — 2ie)

i _ 2ie+1

Wilp) = =7 — iz P o)

W_(p) = 4 cosh(me) — 7wy |p| + o(p)

e Y11 me\ (1 —ie) ie

Wiii(p) = —4p — 2= cosh (7) T PlelT o) (6.41)

— cosh(me . me\ I'(1 —ie i
_ g coshme) 0 h(—) (7)p|p\ +o(p)

Wlp) = 45— p = 2~ cosh (5 ) ===
W(p) =2 —my|p| + o(p)
6.4.4 Conséquences sur les constantes v_, V7, 7., Crrr, C,

Les équations différentielles sur les fonctions W, doivent étre vérifides pour tout p, donc en
particulier, au voisinage de 0. En reportant les équations (6.35), (6.38), (6.40) dans les équations

différentielles (6.30) a (6.34), et en identifiant les termes du méme ordre en p, on obtient :

(14 2ie)y- € R; (1 + 2ig)yrr + (1 — v) cosh(me) 7. = 0

, _cosh(me) (6.42)
=4i; C,=—-4——
Crr =45 C "%

On retrouve donc ainsi les valeurs des constantes Crrr et C.
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Chapter 7

Résolution des équations différentielles,

détermination des fonctions de poids

7.1 Préliminaires

Rappelons que les fonctions W\k(p) qui nous donneront les fonctions de poids doivent :

(1)  vérifier les équations différentielles (6.30) a (6.34);
(2) avoir le bon comportement asymptotique quand p — 0,

et donc, vérifier les équations (6.41); (7.1)
(3) étre les transformées de Fourier de fonctions régulieres,

donc avoir une limite nulle quand p — 4o00.

Les fonctions recherchées étant toutes paires ou impaires, on supposera dans tout ce qui
suit p > 0.

Comme nous l'avons déja mentionné, le systeme d’équations différentielles sur les fonctions
W\k n’est pas linéaire a cause de la présence des constantes ~vi,v_,7Vrr,7.,77 qui sont liées
au comportement en p — 0 de ces mémes fonctions. Néanmoins, & vy, v, vrrr, Vs, 7 fixés, le
systeme devient un systeme d’équations différentielles linéaires d’ordre 2, a 9 fonctions inconnues
réelles (les parties réelles et imaginaires de 17[/:, V/V\_, VI//;I, W\Z et la fonction V/[7) et 9 équations
réelles (les parties réelles et imaginaires des 4 premieres équations, plus la cinquieme). Un tel
systeme possede une solution unique si I'on se donne le comportement pour p — 0 des fonc-
tions W\k et de leur dérivée W\k,, solution unique dépendant des ”parametres” v, v_, Vrrr, vz, V-
On obtient donc ainsi, pour chaque quintuplet (vi,~v—,7vrrr,7s,7), une solution vérifiant les
équations différentielles et les bonnes conditions pour p — 0.

Pour que cette solution soit effectivement solution de notre probleme, il faut que sa trans-
formée de Fourier inverse existe, c’est-a-dire que sa limite quand p — 400 soit nulle. En im-
posant ces conditions, nous espérions au départ fixer les constantes v.,v_, vrrr, 72,7 de fagon

unique. Nous verrons que ce n’est pas possible, et que nous aurons besoin de la solution du
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Résolution des équations, détermination des fonctions de poids

cas homogene (¢ = 0) pour pouvoir déterminer, par continuité, la bonne solution. De ce fait,
cette méthode ne permet pas de retrouver les fonctions de poids du cas homogene. Qu’il n’y
ait pas unicité dans le cadre de I’élasticité linéaire parait paradoxal; ce phénomene provient du

fait qu’on ne résout le probleme que partiellement et non dans sa totalité.

Matériaux 1 et 2 €
Al,O3/Cu -0.028
MgO/Au -0.0036

Si/Cu 0.0105
MgO/Ni 0.0049
Al O3/Ti -0.039
Al,O3/Nb -0.019

Table 7.1: Quelques valeurs de € pour diverses interfaces

Dans la pratique |¢| < 1 (cf. Table 7.1 extraite de [Hutchinson et al., 1987]), d’ou 'idée de
chercher la solution sous forme d'un développement autour de € = 0. Nous chercherons donc

les fonctions sous la forme :

Wi(p) = W2(p)+eWi(p) + W(p) + ... (7.2)
e = Hmrent+eET+ .. (7.3)

onk=+,—11II,z70.

On vérifiera que la solution du cas homogene (¢ = 0) est bien, comme prévu, solution du
probleme a l'ordre 0, mais que néanmoins ce probleme n’a pas une solution unique. Quant a la
solution du probleme a ’ordre 1, elle sera donnée de facon entierement analytique et élémentaire
a une primitive du type [ ;H—ledx pres.

Pour les "grandes” valeurs de ¢, nous déterminerons les constantes 7, numériquement, ce
qui nous permettra de vérifier le calcul analytique pour € — 0.

En guise d’application, nous étudierons la stabilité de la forme rectiligne du front initial

vis-a-vis de petites perturbations coplanaires de ce front.

7.2 Probléeme a ’ordre O

7.2.1 Ecriture des équations a ’ordre 0

Il s’agit d’écrire le probleme (7.1) a l'ordre 0, i.e. pour € = 0.
Les fonctions W\k doivent étre continues en € = 0, i.e. avoir une limite finie quand € — 0, ce
qui implique d’apres (6.41) que les constantes 79, et 72 doivent étre nulles. Le comportement

de ces fonctions pour p — 07 & l'ordre 0 en e s’écrit alors de la facon suivante :
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WY(p) = =147+ o(p)

W2(p) = 4= 712 p+o(p)

Wiii(p) = —4p — 27}, 0+ o(p) (74)
Wo(p) =4p — 291p+ o(p)

WO(p) =2 — m°p + o(p)

Les équations différentielles (6.30) & (6.34) s’écrivent alors :

o~ 1 1 — .
WY+ W T T g T N L (7.5)
8 2(1—v 4
L S U o ey N e - S O B 177 = e
p W= +—W— + | —p | W2-WD= |- Wi — 77 W2 (7.6)
8 2 1—v 4
v — = 11—
pWIU + WIII + [T—p]WPH*”WO:T{V;WO_%WJ (7.7)
o’ o Ly [T W\o_@zl s o Wl (7.8)
PWe T 3Ws R e 2 2 |1-v 47+ '
pW/ﬁ)/,—i—%Wfﬁ],—i— [V?Tw—p VWJFWPH;FWPHZJ;VR@ [vi@} (7.9)

7.2.2 Solution : fonctions de poids du cas homogene

La solution du cas homogene donnée notamment par Gao et Rice (1986) s’écrit, avec nos

notations :
4v 1 —u? 4 4v 1 —u?
WO (w) = — we
+(u) (2 —v) (1 +u?)? (u) = (1 + u?) * (2 —v) (1 +u?)? (7.10)
8v u 2 v 1—u? '
WO = WO =9 WO - -
(W) =W () =i =Gy VW i T rem s e
Les transformées de Fourier de ces fonctions valent alors (pour p > 0) :
s 4 s 4
Wo(p) = e WO = (4+ v > e
2—v 2—v (7.11)
Wii(p) = W2(p) = L v [0(p) = (2 - ) e’ |

Par conséquent, étant donné le comportement quand p — 0 de ces fonctions (cf. (7.4)), les
constantes v.,v_, vrrr, V-, valent a I'ordre le plus bas :
20— 4v ; V(128(1—1/); 7022(2+V)
m(2—-v) (2 —v) (2 —v)
4(1-v) 4
2—v '’

(7.12)

”Y(IJU = 0; ’Yg = 0; ”Y}U = -
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Résolution des équations, détermination des fonctions de poids

Remarquons qu’étant donné que 79;; =~ = 0, on détermine en fait };; et 7! des I'ordre 0.
On vérifie alors, que ces fonctions vérifient les équations différentielles (7.5) a (7.8), et sont
donc bien solutions de notre probleme.
On obtient de plus, grce a (6.42) et aux conditions de parité par rapport a ¢ (cf. §5.3.5), la
valeur de 7!, donc un élément de la solution & Pordre 1 (autre que les valeurs de v}, et 7! qui

se rapportent en fait a 'ordre 0) :

=270 = —— (7.13)

7.2.3 Non unicité des solutions

En cherchant les solutions des équations (7.5) a (7.9), vérifiant le bon comportement en 0 et de

la forme e P[A + Bp] en 400, on trouve au moins cinq solutions différentes. En voici une :

4 —— 8§—3
P W0 — g1 B30

2—v 2—v

—— — dvp  _ . = 44 —-3v)p\ _
i) = W20 =~ 522 0 o) = (2= L=20) o

e P

W9 (p) =

(7.14)

On voit donc que les équations écrites ne sont pas suffisantes pour déterminer les fonctions
de poids du cas homogene. Ce qui n’est pas surprenant car nous ne résolvons pas le probleme

d’élasticité entierement.

7.3 Probleme a ’ordre 1

7.3.1 Ecriture des équations

Remarquons, premierement, que la fonction W(p) est paire par rapport a ¢ (cf. §5.3.5). Par
conséquent, W1 et 7! sont nuls, et 'équation différentielle (6.34) sur la fonction W est donc
identiquement nulle & l'ordre 1 en . En développant alors les équations (6.30) a (6.33) a

l'ordre 1 en &, on obtient les équations différentielles suivantes sur W, W1 W}, Wl .

—n ] = ’7977' e /1 71 i
pWL W++[?—p]Wi+W§ ] 3W1—ﬁW}U:
(7.15)
T LA T 4 42, + in! i
Wi — l 5 +it(np+C+ 1)] V=t [’Ym + iy (np+C+ 2)} 2(1 —v)
. . ~0 — ; Vi
pW + = W [?—p]W_jLW +87+W++ﬁWIH_
__ (7.16)
T S — , Win
i [5 +id(lnp+C+ 1>] Wt D+ g+ 0+ 2] 520
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—n 1 — ’}/O’N — 1—v r— —
Wi + Whr + |— —p | Whr + 7. —— [W}r — WE} =
2 4 A (@)
T D2k p)] (W0 WD)
1= 0 +9) W]
pW W O+ o)w 8V+)W —p] Wit — ==
__ (7.18)
L 0
[ T | T
W2 + [% +iy.(Inp+ C + 1)] ZWZO + {’ﬁn + iy (Inp +C + 2)} 511

ou C' = —I"(1) est la constante d’Euler (cf. Gradshteyn et Ryzhik, §8.367) qui provient ici du
développement des fonctions I" autour du point unité.
D’autre part, les comportements asymptotiques (6.35) et (6.38)-(6.40) pour p — 0 s’écrivent

sur les fonctions a l'ordre 1 en € :
W1(0) = W1(0) = W}, (0) = W(0) =0
—
Wi (p) ~—m {Qi(lnp + 0)73 + vﬂ
—
W (p) ~ —myt (7.19)

—
Wk (p) ~ =273 — 2ivg(Inp + C)
W2 (p) ~ 8i — 292 = 2in}(lnp + C)

Il s’agit alors de trouver les fonctions ﬁ/\}r, Wi Wi, W1, et les constantes Ve i vE (WL

L étant nulle car v est comme W paire par rapport a

ayant déja été déterminée, cf.(7.13) et v
g), qui vérifient les équations différentielles, le bon comportement pour p — 0, et qui s’annulent
pour p — +oo. Remarquons que le probleme & l'ordre 1 est linéaire (contrairement & celui a
Pordre 0) car les constantes (79, 7%, 4%, 717, 72) qui sont en facteur des fonctions recherchées,

sont connues. Il y aura donc unicité de la solution a I'ordre 1.

7.3.2 Découplage des équations
Le systeme d’équations a 'ordre 1 en e se découple, en considérant les combinaisons linéaires
des équations (7.15) a (7.18) suivantes :

{ (7.15) + (7.16) + 2 x (7.18) (1 — ) [(7.15) — (7.16)] + 2 x (7.17)

(7.15) + (7.16) — 2 x (7.18) (7.15) — (7.16) — 2 x (7.17) (7.20)

Les équations obtenues portent alors sur les fonctions ﬁ, 3”;, };, ﬁ définies pour p > 0, par :

Fio)= (W + W +200) () Folp) = (W1 - W1+ =W, ) ()
(7.21)

J3(p)

(W Wi—201) (o) Falp) = (W= W2 —2Wf,,) (p)
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et s’écrivent, compte tenu des valeurs des 7}:
d? N 1d N (3 )
Papz "o T\2 7P
d? N 1d (1 N )
pdp2 2dp g TP
ou les seconds membres sont de la forme suivante :

Fi(p) = e7P[(a1 + bip) + (e1 + dip)Inp]  F(p)
Fy(p) = e lag + c3Inp) Fy(p)

SIS

(7.22)

e )
I RE
EEEE

e P [(CLQ -+ bgp) + (CQ + dgp) lnp]
e P las + cyInp

(7.23)
Les quantités aq, by, ...c4 sont des constantes que ’on obtient en explicitant les seconds membres
des équations différentielles (7.15) a (7.18) (elles dépendent donc linéairement des trois incon-
nues V%, 77, 72). Le probleme revient donc & résoudre deux types d’équations différentielles
du second ordre.

7.3.3 Résolution des équations

A AL, AL, 43, 72 fixés, nous voyons que chacune des fonctions f., i =1,2,3,4 sobtient
par superposition de la solution générale du cas sans second membre (qui dépend de deux
constantes d’intégration) et d’une solution particuliere. Les conditions aux limites en 0 et en
400 permettront alors de déterminer les constantes d’intégration et les constantes v, 77, V2.

Pour cette résolution, nous nous servirons d’un logiciel de calcul formel (Maple). Nous
résolvons ainsi chacune des deux équations avec comme seconds membres successifs 0, e7?,
e Plnp, peP pePlnp. Les solutions obtenues sont alors réinjectées dans les équations a titre
de vérification.

Nous obtenons, apres simplification :

e pour k =1 ou 2, c’est-a-dire pour le premier type d’équation différentielle:

Jop) = AuyDe? + Byle? +iv/2me Pert (z\/?p) Vol +e™ (ak bt _22p )7.24)

d P 2 Ei (—2
+ <c;€ + g) [2\/56_7’ ; s ) i/(f x)da: +ePlnp— epEi(—Qp)l
1
+ die’? (5 +2p—p lnp)
e pour k = 3 ou 4, c’est-a-dire pour le deuxieme type d’équation :
ﬁ(l)) = [Ar — (2 + C +1n2)]e? + ByePerf (\/27])>
+(2€k — ak)e*p -+ Cr. [epEi (—2])) —e P lnp]

(7.25)
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ou :

2 z 2
e erf (z), appelée "Error function” en anglais, est définie par erf (x) = NG / e ¥ ds (cf.
7 Jo
Gradshteyn et Ryzhik (1980), §8.25);

400 pxt 400 p—S
e Ei(z) est définie pour tout = < 0 par Ei(z) = —/ 6Tdt = —/ € ds (cf. Grad-
1

—x S
shteyn et Ryzhik (1980), §8.211)

et ou les A, et les By sont des constantes arbitraires.

7.3.4 Application des conditions aux limites
Pour k=1o0u 2:

e la condition limite en p = +oo implique By = 0;

—~ b +d d
e la condition f;(0) = 0 donne By, = —a;, — — R + (C +In2) (¢, + Ek)
(Pour le voir, on écrit e!Ei(—2p) — e PIlnp = —2¢P fp+°° e ?*Inxdx, puis on se sert de
la formule §4.331 de Gradshteyn et Ryzhik (1980) donnant la valeur de I'intégrale pour
p—0);

e la condition (7.19) sur le comportement des dérivées I/I//:/(p) quand p — 0 implique
Al = AQ = O

En écrivant alors les constantes aq, as, ...d;, ds en fonction de 'y%H et 'y}r grce a la relation

(6.42) liant ~7;; et 72, on obtient les valeurs de +7;; et de ~} suivantes :

1—-v . .8In2 v

ﬁnzmu—mm2_y et Yy =i——5— (7.26)
et, grce a (6.42), celle de 2 :
1+1In2
> =4 7.27
7. = A — (7.27)
Rappelons par souci de complétude, I'expression de v! et de ~* :
1601 —v
1 1
= —— t =0 7.28
o 5, ¢ 7 (7.28)

Ces équations déterminent entierement les deux termes prépondérants du développement des

constantes v4,v—, vz, V=, Y €0 puissances de €.
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k=3ou4:
e la condition limite en p = 400 implique Ay + By — ¢x(2 + C +1In2) = 0;
e la condition f,(0) = 0 donne A = ay, ;

e les fonctions }5 et ﬁ ainsi déterminées vérifient la condition (7.19) sur le comportement
des dérivées ﬁ/:/(p) quand p — 0. Ceci n’est pas étonnant, étant donné que pour la
détermination des constantes v, v, 77,;, 72 nous nous sommes servis des relations
(6.42) obtenues en écrivant les équations différentielles pour p — 0 en tenant compte des

comportements asymptotiques des fonctions.

d’oui la détermination des constantes d’intégration, A, = a; et By = (2 + C + In2) — ay. et

des fonctions }; et ﬁ.

Expression des fonctions E,};,ﬁ,ﬁ

Les fonctions fi, fa, f3, f1 sont donc entierement déterminées. Précisons leur expression finale

avant d’en chercher la transformée de Fourier inverse :

—

. (7 ¢@Ei (—2z)
— 452 e el
fi 1 l Ve ;

VT
6_“;]961’(0 + In2p)
, P e2*Ei (—2

o= i [W—p 0 %

T3 = 4 [ep Ei(—2p) — e ?(C +1n 2p)]

—

fi = —f

dz — ePEi (—2p)]

—4i(C 4+ In2p)e™? —

—

dz — €PEi (—2p)] +4i(C +1In2p)e”?

7.3.5 Transformées de Fourier inverses

Rappelons que la transformée de Fourier inverse s’écrit : =5 / —lup f

Les fonctions E, };, ﬁ, ﬁ ont été calculées pour p > 0, il faut donc ramener les intégrales

d’intégration sur [0, 4-oo[. Wi + W1 étant paire par rapport a p, on a:

1 +oo  — —
Wi+Wh) = — [ (Wip)+ Wip) cos(pu)dp
En se servant, de plus des relations (7.21) entre les fonctions }:, ?;, ...et 17[/\}_, VI//\E, ..., on obtient
1 1 1 s N
Wi+Whw) = 5= [ (h) + Fap)) cos(pu)dp
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et finalement, les fonctions f; étant imaginaires pures :

+oo

Wi+ W) = St [ () + Fow) e

2T

De méme, le calcul des fonctions Wi, W W], W} est ramené au calcul des intégrales

oo Fu(p)e~™dp, k = 1,2, 3,4, par les relations suivantes : :

7 +o0 . . ‘
(We=Wi)(u) = mlm/o {(1 —v)f2(p) + f4(p)} e~ "Pdp
W) = gy e, (B0~ o)y

+oo

Wiw) = Re [ (i) — Fim) e ndp

Le calcul des intégrales [;™° ﬁ(p)e*i“pdp, k= 1,2,3,4, quant a lui, se ramene, & 'aide

éventuellement d’une intégration par parties, au calcul des quatre intégrales suivantes :
400 . +o0 .
I = / e PUHqp [, = / e P+ 1 p dp,
0 0
+oo , +oo , p *Ei (—21)
= [t oy ap, 1= [ et [PEBCI
3=, (=2p)dp, L4 ; VP ; NG P

Le calcul de I; est trivial. Celui des autres intégrales est détaillé dans I'annexe §7.7. Le
calcul de I, et de I3 est relativement aisé, et conduit a des expressions entierement élémentaires.
Le calcul de I est plus long et plus complexe, et conduit a une expression faisant intervenir la

fonction x(u) définie par :

o w1t dt
M = W/oo hl( 2 ) T+ )21 —it) (7.:29)

L’intégrale apparaissant ici ne peut pas s’exprimer en termes de fonctions élémentaires car elle se
Inz

ramene a des primitives de la forme / dz. Nous I’avons néanmoins évaluée numériquement

r+a
pour u > 0 (cf. Fig 7.1). La courbe pour u < 0 s’en déduit par parité, grce a ’égalité
X(—u) = x(u), démontrée en annexe §7.7, qui implique que Rey est paire et Imy impaire.

Nous obtenons alors :

“+oo __ . (1 — 4 2 1 2
/ filp)e ™Pdp = 4ix(u)+ Siv(l — iu) [ln < tu ) + 2t arctanu — 2| (7.30)
0

(2 —v)(1+u?)? 4
/O+OO fple ™dp = —4ix(u) (7.31)
400 _ . +oo _— .
| Bwetmap = = [ Fip)erap (7.32)
0 0
: 2
= 7 qu [111 <1 Zu ) + 2i arctan u} (7.33)

Il ne reste plus qu’a rassembler les différents résultats obtenus, pour donner I’expression finale

des fonctions de poids hy,(x, z), au premier ordre en .
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—47‘ . . | . L L | L L L | L L L | L T
0 2 4 0 3 10

Figure 7.1: Fonction x(u)

7.4 Expression des fonctions de poids a ordre 1 en ¢

En utilisant les relations (6.2)-(6.3), (6.10)-(6.11), (6.14)-(6.15) reliant les fonctions de poids
aux fonctions W, Wi, W_ W, W et en les développant autour de ¢ = 0, on obtient :

2| —3/2
hy(@,2) = (hr, + b, ) (@, 2) = ‘Jm (1= iz fa) (WY + W) + (W = W]+ O(e?)
i|a] =32
ho(z,2) = (hy, +ihp, )(z,2) = — ‘2&% [(1 —ieln|z)) (W) — W) + (W, + Wi)] +0(e?)

. |x‘—3/2
(hrrr, + ihir,)(x, 2) =

[WI(‘)II + 5WIIII} +0(%)

v 21 .
: 2|~ , 0 1 2
h.(z,z) = (hr, +ih.)(z, 2) = 1 —teln|x|)W, +eW,| +0(e
(2,2) = (hr. +ihar )z, 2) = = = [( [21) | +0(?)
o (.2 = B0 4 oy
T,z) = 5
111, oz
(7.34)
ol les valeurs des fonctions W2, ... WL, ... sont prises au point u = z/|z|.
On rappelle que P'expression des fonctions W9, W... est donnée par :
4v 1 —u? 4 4v 1—u?
W (u) = — WO (u) =
+(u) (2 —v) (1 +u?)? ~(u) (1 + u?) * (2 —v) (1 +u?)? (7.35)
8v U 2 4v 1—u? '

Wit (u) = W2(u) = i7r(2 —v) (1 +u?)? Wou) = (1 +u2)  7(2—v)(1+u2)?
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Apres quelques calculs, nous obtenons 'expression finale suivante des fonctions Wi, Wt

1
PED R

WE+WhHu) = il{Rex( )+

[4y(2uarctanu —1+u?*) +1n (1 i UQ> (u*(2 — 3v) + 2+ V)‘| }
W= Wh(w) = —% {(1 ~ ) Rex(u) + 1 qu In (1 ut )}
X 21— 2
Wh(u) ) {Im x(u) — T arctanu}
Wh(u) = —% {Imx(u) 2—1/41+u2 lln(lzu ) —21—1—
arctan u ( 4v 1 — u? )}
-2
1+u? \2—v1+4+u?
(7.36)
avee g w14t dt
x(u) = G /m m( 2 ) A+ )21 —it)’ (7.37)

fonction dont le graphe est donné en Fig. 7.1 pour u > 0.

7.5 Détermination numérique des constantes v, v_, V7,

Vs Y

On ne s’intéresse plus ici seulement au développement a 'ordre 1 ou 2 de ces constantes, mais
on cherche la solution exacte pour € quelconque. De plus, on ne cherche que les constantes
Vas Vs Y111 V=, (2 titre de vérification du calcul au 1¢" ordre) et non plus les fonctions de
poids.

7.5.1 Deécouplage partiel des équations différentielles

Les équations différentielles (6.30) a (6.34) peuvent se découpler partiellement, en trois systemes
de deux équations différentielles chacun.
Le premier, obtenu par (6.30) + (6.31) et 5 [(6.32) — (6.32)}, porte sur les fonctions f; =

126



Résolution des équations, détermination des fonctions de poids

W, + W_ et g1 = Im(Wy;) (en se limitant ici encore & p > 0) :

af, . (_ - ) dfy 1+ic  [sinh(me)
P dp? 2 = dp cosh(me) de
1 . .
5 + e 227]1[ (7T€> . i
2 h{—=]T(1 = i€
cosh(me) e(1 — v) OS2 (1= ie)pg: (7.38)

PP T(1 — 2ie)v fi + %ﬁ) — pfll =

d?¢;  1dg ym 1—v T
TN = b Im [52p<T(1
P a2 +2dp+<4 p)91 4 <2> m [Ty~ T (1L + i) f

Le deuxitme, obtenu par (6.30) — (6.31) +2 x (6.33) et [(6.32) + (6.32)] + (6.34), porte
sur les fonctions fo = W+ W + 2, et gy = Re(WI\H) + W
d2f2 dfs % +ie  (sinh(me) o, , — oy
2 (1 — 2 _ T ) fe| =
d T <2 ) dp cosh(me) 1e P ( )+t 1) (=12

1 .
5+ e 2’}/[[[ (71'8) . :
2 h{=—=)I(1 = i€
cosh(me) e(1 — v) o2 (1= ie)p", (7.39)

d’go  1dgo T l—v ie
vag taap t (L or 1) e= e () Re[mr T4 i) )

Le troisieme, obtenu par (6.30) — (6.31) — 2 x (6.33) et 1[(6.32) + (6.32)] — (6.34), porte
sur les fonctions f3 = W+ W_ —2W. et g3 = RG(VVEI) ST
d2f3 dfs 5 +ie (sinh(me) oy
=8 “r(1 -2 1) fs| =
Pt ( 5 6) W |com@a \ 1 P (1—2ie)y fs— ——fs | +(p+1)fs

1 .
5+ e 2")/[[[ (7T€> X .
2 h{—=]T(1 = i€
cosh(me) e(1 — v) OS2 (1= ie)p"gs

d?gs  1dgs T l—v ie
pd—p2+§@+<f_p_1>93:_ 1c COSh(Q)Re[%p L+ ie)s)

7.5.2 Principe de la méthode numérique

Les fonctions W, W_, . .. sont solutions des 3 systémes d’équations différentielles (7.38), (7.39),
(7.40). Elles doivent s’annuler en +o00. Leur comportement pour p — 0 est relié aux constantes

Y45 V= VIII, V2 -
Numériquement, on procede en deux étapes :

1. Intégration des équations différentielles d’ordre 2 & v, v_, Vi1, 72, 7 fixés, en partant des
bonnes valeurs des fonctions f;, g; et de leur dérivée en p = n ot p > 0 et "1 1. Ces
valeurs sont données par le comportement pour p — 0 des fonctions f;, g; et f/, g; obtenu
a partir des équations (6.35) et (6.38)-(6.40);

'Nous ne pouvons pas partir de p = 0 car le comportement des fonctions y est oscillant.
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2. Ajustement des constantes v, v_, V11,72, 7 pour que la limite des fonctions f; et g; quand

+P” on demande que

p — 400 soit nulle. La solution de ces équations étant du "type e
lim, 00 f(p)e ™ = 0 pour éliminer la composante de "type e™”. On fait cela, en réalité
pour ps, "grand” (étant donné que la décroissance est exponentielle, p,, compris entre 5
et 10 suffit). La fonction est alors de 'ordre de e P> en p,,, d’ou la condition | f(ps).¢ P>

inférieur & une constante « telle que a ~ e 2P,

Pour la premiere étape, nous utilisons une méthode de Runge-Kutta d’ordre 5 avec optimi-
sation du pas de calcul.

Pour la deuxieme étape, nous utilisons une méthode de Newton incrémentant les constantes

Vs V= - e

Il est clair, vu la non-unicité des solutions du probleme a I'ordre 0 en €, que si ’'on démarre la
méthode de Newton avec des valeurs quelconques des constantes v, ,~v_ ..., on risque de trouver
des solutions qui ne sont pas les bonnes. Si I’on cherche une solution pour € ”"pas trop grand”,
comme cela est généralement le cas dans la réalité (cf. Table 7.1), il faut donc prendre comme
valeurs de départ des constantes v, v_, Vi1, 72,7, celles obtenues par le développement autour
de ¢ = 0. Si 'on cherchait des solutions pour des € "plus grands”, il faudrait procéder par
incrémentation sur ¢ en partant d’un ¢ proche de 0. Nous serions alors confrontés a des temps
de calcul relativement grands. Mais cela n’aurait pas grand intérét, car dans la réalité ¢ est
généralement proche de 0. Nous nous sommes donc limités dans la pratique a ¢ € [0,0.1]. Les
valeurs pour les € négatifs s’obtiennent grce aux conditions de parité par rapport a € établies

dans le paragraphe 5.3.5.

7.5.3 Résultats numériques

Nous avons tracé les courbes donnant les constantes v.,v_, 7, 7.,y en fonction de € dans
I'intervalle [0,0.1]. Les résultats obtenus sont donnés Figures 7.2.

Les courbes obtenues par la résolution numérique des équations ”exactes” et celles obtenues
par la résolution des problemes développés autour de € = 0 sont tres proches. Leur différence
est de l'ordre attendu, c’est-a-dire de ordre O(£?) pour Re(7,), Re(y-),7, O(e?) pour Im(v,),
Im(v_), Re(vrr1), Re(7z), O(e?) pour Im(777), Im(7,). Ce qui valide notre calcul analytique.

7.6 Stabilité de la forme rectiligne du front

Il s’agit de voir ici, si le front initialement droit, tend a retrouver sa forme initiale au cours
de la propagation apres avoir subi une petite perturbation coplanaire. Pour ce faire, nous
utilisons la démarche de Rice (1985) et de Gao et Rice (1986). Elle consiste & comparer le taux

de restitution d’énergie des points les plus avancés d’une perturbation sinusoidale au taux de
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1.2 T L B 0.3F e ‘ ]
. Re(Y ) - humenque - d.l. =développement limité
I A - A ] .,& n. =numérique dl. -
i y développement Iimife o —
e —— s e S e TN T T E Re(Y ) o 1
0.8 - - 0.1 _— =
I numérique E zZ = Im i
L 1 g //,// d.l. (V+ ) ]
0.6 - —o.oi/ n. é
0‘4; ; —0.1 ; é
. développement limité e :
0.2 R — —02f Im(Y ) =
F numeérique 2 - E
0.0 [ L 1 1 L L L 1 L L L 1 L ] —0,3E L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 E
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
€ €
(a) Constantes se comportant comme €% pour € — 0 (b) Constantes se comportant comme el pour e — 0
0.040[ ]
f numérique’ -
0,030 .
0.020 .
0010 développement limité
g Im(y||| ) //,,.»’f"//g
r """ numérique
0.000 L T T R IR S
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

(c) Constantes se comportant comme 2 pour € — 0

Figure 7.2: Constantes v.,v_,vrrr, 72,y en fonction de
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restitution des points les plus reculés. Pour que la configuration rectiligne soit stable, il faut
que les points les plus reculés avancent plus vite que les points les plus avancés, c¢’est-a-dire que
le taux de restitution d’énergie apres perturbation soit plus grand pour les premiers que pour
les derniers. On suppose ici que la vitesse de propagation est régie uniquement par la valeur
du taux de restitution et ne dépend pas du type de chargement.

Il faut donc, dans un premier temps, calculer la variation du taux de restitution d’énergie
due a une petite perturbation sinusoidale. Pour ce faire nous disposons des expressions (5.49)
et (5.50), maintenant entierement déterminées, reliant les F.I.C. apres perturbation aux F.I.C.
initiaux et de la relation (5.3) entre le taux de restitution 0G et les F.I.C. L’étude de la stabilité
en découle grce a I'introduction d’une longueur caractéristique dans le probleme. Les relations
obtenues nous permettront de plus, de voir si I'inhomogénéité favorise ou défavorise la stabilité

par rapport au cas homogene ou € = 0.

7.6.1 0G di a une perturbation sinusoidale du front

Nous cherchons a calculer la variation du taux de restitution d’énergie due a une perturbation

sinusoidale de la forme suivante :
eipz + 6—ipz
da(z) = §A. cos(pz) = 5’4‘? avec A infinitésimal et z € IR.
le chargemenent étant supposé constant au cours de cette propagation (cas de la propagation
subcritique par exemple) et tel que les F.I.C. avant propagation soient indépendants de z.
Calculons premierement, les accroissements 0K (z, p) et 0 K 77(z, p) des F.I.C. au point z du

front, dus & une perturbation (virtuelle car complexe) de la forme da(z) = §A.e"*. Les expres-
. 400 pIPT __ 1
sions (5.49) et (5.50) pour da(z) = JA.e? nécessitent le calcul des intégrales V P eaw
—o |z |t
avecn =0oue, et PF xHTn
—00 T ¢

aux intégrales déja calculées dans le paragraphe 6.3.3. Il vient pour 0A — 0 :

SK Ak 1+42ie [ — [p|2e
ey = W L2 g W
dA da  8cosh(me) e (1 + 2ie)

dx. Ces intégrales se ramenent par intégration par parties,

—ipz

e ['(1 — 2ie) sinh(me) + v_ K 7|p|

Avrrr plpl*© . (7r5>
K I'(1 - h({— A
+1—1/ IHa(l+i5) (1 — i) cos 5 + O(5A)
OK111 (z ) _ dKrrr oz _ g

JA da 4

1— o i€ )
=" cosh <%6) Re {'yZKp i (1 —ie) e’pz} + O(0A)

2e 1+1e

Kirp |p| me?*

Et, en utilisant (5.3) et (5.51), on obtient I’accroissement du taux de restitution d’énergie 0G(z)

da & une avancée (réelle) da(z) = 0 A. cos(pz) pour 64 — 0 :

146G B —0K(z,p) + K (z,—p)
Nﬁ(z) = (1—V)Re{K 5A }
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0K 11(2,p) + 0K 111(2, —p)

+Kq11 oA +0(04)
B 1dG v, ) 14 2:e
= cos(p2) [A/ da 2K1H7T|P\ (1 =) |K] W‘p|4COSh(7T€)
b _ ,
SR ) Re (BT - 200)| 0G4 ()

Remarquons que malgré 'apparente présence de termes complexes dans cette égalité, 0G est
bien réel car le produit (1 + 2ie)y_ est réel (cf. (6.42)).

On remarque, de plus, comme Gao et Rice (1986) dans le cas homogene, que malgré la
coexistence de termes en sin(pz) et en cos(pz) dans les expressions 3 (6K (z,p) + 6K (z, —p))
et $(0K (2, p) + 0K (2, —p)) donnant la variation des F.I.C. due & une avancée da(z) =
dA. cos(pz) = 6A.M, les termes en sin(pz) disparaissent dans I’expression de 6G. Cela

signifie que 0G(z) est en phase ou en opposition de phase avec da(z) = dA. cos(pz).

7.6.2 FEtude de la stabilité

Pour qu’il y ait stabilité vis-a-vis de la forme initiale du front, il faut que dG soit en opposition
de phase avec da(z) = 0A. cos(pz).

Dans l'expression (7.41) précédemment obtenue, on remarque la présence du terme [p|** =
cos(2e In|p|) + isin(2e In|p|). Or, 1/|p|, longueur d’onde (a un facteur 27 pres) de notre
perturbation est homogene a une longueur. Pour que le terme [p|* ait un sens, il doit donc
nécessairement se compléter avec un terme de la forme a** oll a est homogene a une longueur.
Ce terme ne peut provenir que de K~ qui est homogene & [MT*QL*V?*"E}Q = MP?T—4[-1+2%e

ou M désigne 'unité de masse, T' celle de temps, L celle de longueur.

Dans tout probleme réel, il existe une longueur caractéristique a, qui peut-étre une taille
caractéristique de la fissure ou du corps . Plagons nous, par exemple, dans le cas d'une fissure
en forme de fente infinie, la longueur caractéristique s’identifie alors a la largeur a de la fente.
Notre modele de fissure semi-infinie reste valable si la longueur d’onde des perturbations est
petite devant cette taille caractéristique, c’est-a-~dire si |pa| >> 1, situation dans laquelle nous

nous placerons dorénavant.

d
Alors dans (7.41), le terme o (dont I'ordre de grandeur est le module des F.I.C. au carré

divisé par la longueur caractéristique) devient négligeable devant les autres car le rapport de

ces autres termes a — est de l'ordre de |pal.

a
De plus, le F.I.C. initial K peut se mettre sous la forme (cf. [Hutchinson et al., 1987]):
K=K"(1+2ic)a™™ = (K} +iK?) (1 + 2ie)a™*

ou (KY, KY,) s’interprétent comme les F.I.C., en mode I et II, dans le cas e = 0. Ceci rejoint
l'idée de Rice (1988) de définir des F.I.C ayant des unités réelles se découplant en mode I et

en mode II, en multipliant le F.I.C. complexe par un terme homogene a une longueur a la
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puissance +ic. Quant a Kj;;, rappelons que contrairement a K, il est identique au F.I.C. en
mode III du cas homogene (cf. §6.4.1), il est donc inutile d’introduire une nouvelle notation.
En développant alors I'expression (7.41) a l'ordre 0 en €, on obtient :
140G { 7° e L Lov

Nm(z) = —7|p| cos(pz) 5 Kiir + I [73([(?2 - K?;)COS(% In |pal)

+29) KP Ky sin(2e In[pa]) + 12 (KY* + K)|} + O(c) + O(54)  (7.42)

Remarquons qu’on ne peut pas simplifier les termes cos(2¢ In [pal) et sin(2¢ In [pal) car |pa| >> 1
mais € << 1 si bien qu’on ne sait rien de l'ordre de grandeur de leur produit.

La stabilité découle alors de I’étude du signe du terme en facteur de — |p| cos(pz), pour

tout triplet de réels (K9, KV, Krr). Ce terme est la somme de %KIQH toujours positif, et d’une

forme quadratique du couple (K9, KY;) dont la matrice associée s’écrit, & un facteur pres
7{ cos(2¢ In |pa|) +~° 7 sin(2¢ In |pal)
7Y sin(2¢ In |pal) —9 cos(2e In [pal) ++°

En utilisant I'inégalité* —1 < v < 1/2 et les expressions (7.12) des constantes 79,~" & ’ordre 0,
on montre que tous les mineurs principaux de cette matrice sont positifs, et que la forme quadra-
tique associée est donc positive. Il en résulte la positivité du terme en facteur de — cos(pz)
pour tout triplet (K?, KY,, K117), et donc la stabilité de la forme rectiligne du front par rapport
a toute perturbation coplanaire de longueur d’onde petite devant la longueur caractéristique du

probleme.

7.6.3 Comparaison avec le cas homogeéne ¢ =0

L’accroissement du taux de restitution d’énergie dans le cas homogene s’obtient en écrivant

I'équation (7.42) pour € = 0. On obtient alors :

160G
Né_A(Z)

e=0

0
Y 1—v 2 2 2 2
= 7 lp| cos(p) {;K?H DU — K A2 (K + K&)}}

+O(6A)

On remarque au passage que si 'on remplace 77,7°,~? par leurs valeurs données par (7.12),

on retrouve bien le résultat de Gao et Rice (1986).

2le coefficient v défini en (5.51) ne correspond pas au coefficient de Poisson d’un matériau réel. Néanmoins
pour € < 1, il est équivalent a la moyenne des coefficients de Poisson v; et vy des deux matériaux de part et

d’autre de 'interface d’ou 'inégalité car v1 et vo la vérifient.

132



Résolution des équations, détermination des fonctions de poids

La différence entre le cas d'une fissure d’interface et le cas homogene est donc traduite par

la quantité :

1 59 1 (59 1—v 2 2
N5 " wgA)| = lpleostee) = (KT — Ky (cos(2e nfpal) 1)
+270 K7 K7, sin(2¢ In \pa\)} + O(e) + O(0A) (7.43)
L’étude du signe du terme entre crochets [...] permet de savoir si 'inhomogénéité caractérisée

par € # 0 favorise ou défavorise la stabilité. Si ce terme est positif, c’est que le terme en facteur
de — cos(pz) dans (7.42) est plus grand, donc ”plus positif’, quand € # 0, c’est-a-dire que la
stabilité est favorisée par l'inhomogénéité, et vice-versa. Pour I'étude de ce signe, nous allons

considérer quelques cas particuliers.

e Cas KV, =0:
Il est clair que la différence est négative et donc que la stabilité est défavorisée dans ce
cas.

o Cas KY=0:

La différence est positive, I'inhomogénéité favorise donc la stabilité.

e Cas K = K9, :
La différence est alors positivement proportionnelle & K9 sin(2¢In|pal). La stabilité est

alors favorisée si sin(2¢ In |pa|) est positif, c’est-a-dire si

nmwo nim

ln\pa\e[ —l-?}, n € IN.

e 2
Nous envisageons dans l'avenir d’étudier la stabilité de la forme du front d’une fissure

d’interface en forme de piece de monnaie par une démarche analogue.

7.7 Annexe : Calcul de quelques intégrales

+

7.7.1 Calcul de I, = /0 T () 1 dp et Ty = /0 PR (—2p) dp

I, se ramene aux intégrales [, e~ cos(pu)Inpdp et [;F*° e Psin(pu) Inpdp qui sont données
dans Gradshteyn et Ryzhik (1980), §4.441. On en tire :
14
I, = _2(?252) [In(1+ u?) + 2i arctan u + 2C] (7.44)

+o00 6—2pt

Du fait que Ei (—2p) = —/
1

I3, on se ramene a l'intégration d'une exponentielle, puis d’une fraction rationnelle. Il vient

1 1+ iu 1 +iu 1+ u?
I3 = 1 = 1 27 arct 4
3 1_wn< 5 > 2(1+u2)[n< 1 >+ zarcanu} (7.45)

dt, en intervertissant les deux intégrales intervenant dans

finalement :
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e 1 u 14t dt
7.7.2 Propriétés de x(u) = —/ ln( ) , ,
(1 + du)3/2 /=0 2 ) (14it)VV2(1 —t)
Cette intégrale apparaitra dans le calcul de I,.
Parité de x(u)
Montrons dans un premier temps que :
+oo 1+t dt
/ In ( ) , S
—o0 2 (1 +4t)'/2(1 — it)
Démonstration :
Im(2) Par changement de variable z = 1 4 ¢, on se ramene a :
R ,,,,,
+oo 1+t dt
/ In ( ) : — =
—o0 2 ) (1+4t)/2(1 —qt)
. 14+R 1 1n (%) dz
lim —
1 2 Re(z) Rotoo J1—ip 21/2 (Z _ 2)
Rl En intégrant, alors, In (%) m sur le contour fermé, ci-contre,
contenant le pole (2,0) de résidu nul (car In (%) s’annule en z = 2),

on obtient le résultat attendu, compte tenu de ce que l'intégrale sur

le demi-cercle tend vers 0 quand R tend vers +o0.

Par un simple changement de variable ¢ = —z, on obtient alors:

X(—u) = x(u) (7.46)

c’est-a-~dire que Re(x(u)) est paire, et Im(x(u)) impaire.

Remarque : Le changement de variable z = 1 + it, suivi de 2/ = /z, permet de voir que

g NI N Inz .
I'intégrale figurant dans x(u) se rameéne a une primitive du type / dz, qui n’est pas
i a

exprimable au moyen de fonctions élémentaires.

Comportement en v = +o0o de x(u)

n|t|

[RE

Le terme sous l'intégrale de x(u) se comporte comme en oo et donc par intégration et

compte tenu du terme multiplicatif (u) se comporte comme u 2 In |u| en —oo (elle

1
1+ iup X
tend donc vers 0). Par parité, elle se comporte de la méme fagon en +oo.
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7.7.3 Calcul de I,
Rappelons I'expression de Iy :
too o v, Ei(—2z)
I :/ p(1+iu) d / 2 d
S Vpdp J et e

Une premiere étape consiste a intervertir les intégrales sur p et x, pour se ramener a :

+00 , +o0 +oo
/ \/ﬁe_p(1+’“)dp = / V/pe P cos(pu)dp — Z/ Ve P sin(pu)dp

Les intégrales du second membre sont données dans Gradshteyn et Ryzhik (1980) §3.944.2 et
63.944.4 et I'on obtient finalement :

I =

! /0+°O B2 139 (14 fu))de

¢(u)

+oo
oul(a,z) = / t*~'e~'dt désigne la fonction I'-incompleéte (voir Gradshteyn et Ryzhik (1980)
§8.350). Or :

d +o00 .
o _ —i(1+ iu)1/2/ ze®ME (—2z) dx
du 0

En procédant alors comme pour le calcul de I3, on obtient :

@_i(lﬂu)m [1 <1+iu>+1—iu}
du (1 —iu)? 2 1 +iu

D’ou, en intégrant par parties :

; 1 )+ L, <1+7Ju>+ A
= ——x(u n
* X 1+ u? 2 (14 iu)3/?

ol A est une constante d’intégration. Pour la déterminer, il faut se souvenir que I, apparait
dans les fonctions W} (u), dont les termes prépondérants sont proportionnels & v =2 In |u| quand
u — 400 (cf. (6.37), (6.39) en remplagant » par u, et en identifiant les termes d’ordre & pour
£ — 0). Comme, de plus, x(u) se comporte aussi comme v~ In |u|, le terme en (1 +iu)~3/2 qui
prédomine doit disparaitre, donc A étre nul.

Par conséquent :

1 1+
I4 = — X(U)+ hl( _;ZU>

1 1 1+ u? ,
= _§X(u) + ) lln ( 1 ) + 21 arctanu] (7.47)
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