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Résumé

On souhaite reconstruire en ligne des signaux a échantillons manquants en utilisant une ap-
proche paramétrique. On propose alors des algorithmes adaptatifs d’identification et de recons-
truction de processus AR a échantillons manquants. On s’intéresse premiérement & l’extension
des algorithmes de gradient au cas des signaux & échantillons manquants. On propose alors deux
alternatives & un algorithme existant fondées sur deux autres prédicteurs. Les algorithmes pro-
posés convergent vers une estimation non biaisée des paramétres. Or les algorithmes de gradient
souffrent d’une faible vitesse de convergence. Pour cela, on s’intéresse a ’extension de l’algo-
rithme MCR au cas des signaux & échantillons manquants. On utilise alors ’algorithme MCR
pseudo-linéaire pour l'identification conjointement avec un filtre de Kalman pour une prédiction
optimale du signal au sens des moindres carrés. L’algorithme résultant permet une identification
non biaisée des parameétres. De plus, il est rapide et bien adapté a l’identification de processus
non stationnaires. Néanmoins, souhaitant controler la stabilité du filtre identifié, on s’intéresse
ensuite & une identification fondée sur une structure en treillis du filtre. Ainsi, on propose une
extension de l'algorithme de Burg adaptatif au cas des signaux a échantillons manquants, en
utilisant pour la prédiction un filtre de Kalman. La stabilité du modéle ainsi identifié est ga-
rantie. De plus, ’algorithme s’adapte rapidement aux variations des parameétres. Finalement, on
propose d’utiliser les algorithmes proposés dans un systéme & transmission non uniforme. On
obtient ainsi l’amélioration simultanée du RSB et du débit de transmission moyen.
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Abstract

We are concerned in online reconstruction of signals subject to missing samples using a
parametric approach. We propose adaptive algorithms for identification and reconstruction of
AR processes with missing samples. Firstly, we consider the extension of gradient algorithms to
the case of signals with missing samples. We propose two alternatives to an existent algorithm
based on two other predictors. The proposed algorithms converge toward unbiased estimation
of the parameters. However, gradient algorithms suffer from slow convergence. Therefore, we
consider the RLS algorithm extension to the case of signals subject to missing samples. We use
jointly, the pseudo-linear RLS algorithm for the identification and a Kalman filter for optimal
reconstruction of the signal in the least mean square sense. The estimated parameters, using the
proposed algorithm, are unbiased. In addition, it is fast and well adapted to the identification of
non stationary signals. Nevertheless, looking for the control of the identified filter stability, we
propose to identify the signal using the lattice structure of the filter. We propose an extension of
the Burg adaptive algorithm to the case of signals subject to missing observations, using a Kalman
filter for the prediction. The estimated parameters guarantee the stability of the corresponding
filter. In addition, it offers a faster tracking parameter. Finally, we use the proposed algorithms
in non uniform transmission systems. We then get the improvement of both the SNR and the
average transmission rate.
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Introduction

Actuellement, les outils théoriques dans le domaine du traitement numérique du signal sont
largement centrés sur les processus a échantillonnage uniforme. Pourtant, il existe de nombreuses
applications ou les instants de mesure ne sont pas répartis de fagon réguliére. C’est par exemple
le cas des signaux a échantillonnage aléatoire. A titre d’exemple, certains instruments de me-
sures comme le compteur de particules, la vélocimétrie laser ou ’anémométrie a effet Doppler,
réalisent des mesures de grandeurs physiques a des instants aléatoires. D’autre part, les signaux
échantillonnés périodiquement mais qui ont subi une perte d’échantillons sont aussi des signaux
a échantillonnage non uniforme.

Dans bien des applications telles que les télécommunications numériques, on est confronté au
traitement de signaux ayant subi une perte d’échantillons. La perte des échantillons peut étre
due, par exemple, & des erreurs de transmissions, ou & une indisponibilité de l'information ou
un mauvais fonctionnement du systéme de mesure. La perte d’échantillons peut étre aléatoire
ou déterministe et en particulier périodique conduisant a un systeéme & sous échantillonnage. En
économétrie, par exemple, I'indisponibilité de la bourse les weekends est une cause de manque
d’échantillons périodique.

Par ailleurs, dans certaines applications, la perte des échantillons est volontaire : 1’échan-
tillonnage est alors adaptatif. Ainsi, les instants d’échantillonnage sont choisis de sorte qu’il soit
possible de reconstruire le signal avec une erreur tolérée selon un critére donné. Dans ce cas aussi,
on est ramené & traiter des signaux a échantillons manquants. Ceci est le cas, par exemple, en
codage de la parole et des images dans le but de minimiser le débit sur un support quelconque
(compression de données). Une technique de compression de données peut étre fondée sur le
principe de ne transmettre un échantillon que lorsque ceci est nécessaire selon un critére donné.
Ainsi, on évite de transmettre un échantillon s’il peut étre prédit par le récepteur avec une erreur
de reconstruction tolérée selon un critére donné. Le pourcentage d’échantillons transmis varie
donc en fonction du signal, de l'algorithme de reconstruction utilisé, ainsi que de l'erreur de
reconstruction tolérée. D’autre part, le prélévement d’échantillons peut étre minimisé afin d’éco-
nomiser de I'énergie. Ainsi, par exemple, les systémes CMOS travaillant sur pile ne consomment
de I'énergie que lorsqu’ils sont actifs.

En pratique, le traitement en ligne du signal est requis dans bien des applications. De plus,
les signaux traités ne sont pas toujours stationnaires. On souhaite alors reconstruire en ligne un
signal pouvant étre non stationnaire a échantillons manquants en utilisant une approche paramé-
trique. Il s’agit donc d’estimer en ligne les paramétres d’'un modéle qui caractérise les échantillons
observés et de prédire les échantillons manquants en utilisant les paramétres ainsi estimés et les
échantillons déja observés. Nous considérons dans le cadre de ce mémoire le processus AR pour la
modélisation des signaux. Ce modele est classiquement utilisé pour caractériser une gamme trés
large de signaux rencontrés en pratique (signaux de parole, de vibrations, radar, de texture dans
une image, ...). En outre, la prédiction des signaux modélisés par un processus AR est linéaire
en les paramétres, ce qui simplifie leur traitement. Par contre, la prédiction de processus AR a




2 INTRODUCTION

échantillons manquants n’est pas linéaire par rapport paramétres. Ainsi, nous nous proposons
dans ce mémoire de développer des algorithmes adaptatifs pour I’identification et la reconstruc-
tion de processus AR & échantillons manquants. Les algorithmes développés dans ce mémoire
sont indépendants de la nature de la perte subie par le signal. Pour les simulations réalisées dans
ce mémoire, la perte utilisée est aléatoire suivant une loi de Bernoulli indépendante du signal.

Le chapitre 1 présente un cadre général de ’étude, suivi d’un état de l'art des différents
algorithmes déja développés pour le traitement des signaux a échantillons manquants. Bien qu’on
se soit intéressé au traitement en ligne des signaux, les méthodes & traitement en temps différé
du signal seront briévement présentées. En effet, certaines de ces méthodes seront utiles pour le
travail effectué dans le cadre de cette these.

L’extension des algorithmes fondés sur le principe du gradient au cas de signaux & échan-
tillons manquants fait I’objet du chapitre 2. L’algorithme LMS-like proposé par Mirsaidi et al.
[53] dans cette optique est décrit et analysé notamment en terme de biais d’identification. Cet
algorithme converge vers une estimée biaisée en moyenne des paramétres a cause de I’approche
de prédiction utilisée. En effet, la prédiction par régression linéaire modifiée, utilisée dans cet
algorithme, n’est pas optimale au sens des moindres carrés. Pour résoudre ce probléeme de biais
d’identification, nous proposons deux alternatives fondées sur deux autres approches de prédic-
tions qui sont le prédicteur a k-pas et le prédicteur optimal de processus & passé infini incomplet
proposé par P. Bondon [13]. Les algorithmes résultants permettent une estimation non biaisée
des parameétres. De plus, 'algorithme du gradient fondé sur le prédicteur proposé par P. Bon-
don offre une reconstruction optimale au sens des moindres carrés au dépens d’une plus grande
complexité calculatoire.

Cependant, les algorithmes de gradient souffrent d’une faible vitesse de convergence. Ces al-
gorithmes ne sont pas capables de s’adapter rapidement aux variations des parametres dans le
cas de signaux non stationnaires. Pour cela, nous nous intéressons au chapitre 3 & ’extension de
I’algorithme MCR au probléme d’identification et de reconstruction des signaux a échantillons
manquants. Nous commencons alors par décrire et analyser ’algorithme MCR pseudo-linéaire
proposé par Sanchis et al. [62, 63]. Lorsqu’une prédiction par régression linéaire modifiée est uti-
lisée, cet algorithme converge typiquement vers une estimation biaisée des parameétres pour les
mémes raisons que dans le cas de 'algorithme LMS-/like. Nous utilisons alors, conjointement avec
I’algorithme MCR, pseudo-linéaire, un filtre de Kalman pour une prédiction récursive optimale au
sens des moindres carrés de processus AR(L) & échantillons manquants. Une analyse de conver-
gence en moyenne et en moyenne quadratique des parameétres estimés en utilisant l’algorithme
résultant est réalisée, des expressions asymptotiques du biais et de la variance des paramétres
estimés sont établies. Cet algorithme permet une identification non biaisée des paramétres et une
reconstruction optimale au sens des moindres carrés du signal. De plus, il est rapide et présente
une meilleure vitesse de convergence que les algorithmes de type gradient.

Les algorithmes discutés dans les chapitres 2 et 3 utilisent une représentation directe du filtre
transverse. Par conséquent, ils peuvent conduire a I’estimation de parameétres qui correspondent &
des filtres tout-pole instables. Dans la théorie du traitement numérique du signal, plusieurs repré-
sentations du filtre sont possibles, particuliérement, la représentation en treillis du filtre. Celle-ci
est caractérisée par les coefficients de réflexion. La structure en treillis du filtre est intéressante
particulierement lorsqu’on souhaite controler la stabilité du filtre. Pour cela, nous proposons dans
le chapitre 4 d’identifier le signal & échantillons manquants en utilisant la structure en treillis du
filtre. Les différentes techniques déja existantes pour 'estimation des coefficients de réflexion a
partir des données sont présentées en s’intéressant particuliérement aux algorithmes des moindres
carrés récursifs en treillis (MCRT). Dans le but de I'analyse par prédiction linéaire de signaux
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non stationnaires, Makhoul et al. [49] proposent une méthode générale pour la mise a jour adap-
tative des coeflicients de réflexion. Cette méthode est une version adaptative de ’algorithme de
Burg. Les coefficients de réflexion ainsi estimés garantissent la stabilité du filtre correspondant.
On propose alors une extension de cet algorithme & l’identification de signaux non stationnaires
a échantillons manquants en utilisant un filtre de Kalman pour la prédiction des échantillons
manquants. Nous proposons, & notre connaissance, le premier algorithme qui permet le traite-
ment en ligne de signaux & échantillons manquants en utilisant la structure en treillis du filtre. La
robustesse a un fort taux de perte et la stabilité du modéle ainsi identifié sont garanties. De plus,
I’algorithme s’adapte rapidement aux variations de paramétres. Les performances de ce nouvel
algorithme dépassent celles des algorithmes existants et ce d’autant plus que la probabilité de
perte est élevée.

Les algorithmes développés dans ce mémoire sont appliqués a la reconstruction de signaux
audio & échantillons manquants. Ils montrent de bonnes performances en termes d’erreur qua-
dratique de reconstruction. On propose alors de les utiliser dans un systéme & transmission non
uniforme dans le but de minimiser le nombre d’échantillons transmis. Ceci fait I'objet d’études
au chapitre 5. Ainsi, plusieurs méthodes d’échantillonnage adaptatif sont décrites. En combi-
nant les méthodes de transmission non uniforme et les algorithmes adaptatifs de reconstruction,
nous proposons des systémes de codage/décodage a transmission non uniforme. Nous considérons
dans un premier temps la transmission non uniforme de signaux codés en MIC. Deux systémes
fondés sur deux méthodes de transmission non uniforme différentes sont alors concus. Ils per-
mettent une amélioration simultanée du débit moyen de transmission et du rapport signal sur
bruit de reconstruction (RSB). Nous nous intéressons par la suite a la transmission non uni-
forme dans un contexte de codage différentiel. Une méthode de transmission non uniforme des
erreurs de prédiction est alors proposée. En combinant cette méthode et les méthodes paramé-
triques de reconstruction des signaux, un systéme de codage MICDA & transmission non uniforme
(MICDA-TNU) est congu.

Finalement, nous récapitulons, dans la conclusion, les différentes méthodes développées dans
ce mémoire. Différentes perspectives d’amélioration possible ainsi que des nouvelles pistes d’ex-
ploration sont mises en relief.

Publications relatives a ce travail

Le travail présenté dans ce mémoire a fait 1’objet, pendant le déroulement de la thése, de
deux communications orales dans des conférences internationales avec comité de lecture, d’une
communication orale dans un colloque francophone avec comité de lecture et d’un article de
revue. La premiére communication orale, présentée & EUSIPCO 2006, portait sur ’extension des
algorithmes de gradient au cas de signaux a échantillons manquants. Le travail présenté dans
cette publication est repris, de maniére beaucoup plus détaillée, dans le chapitre 2 de ce mé-
moire. La deuxiéme, présentée & DSP 2006, concernait ’extension de l’algorithme des moindres
carrés récursifs a I'identification de processus AR & échantillons manquants. Une étude théorique
concernant cette publication se retrouve dans le chapitre 3 de ce mémoire. Dans la troisiéme
communication orale, présentée & GRETSI 2007, nous proposons une extension des algorithmes
d’identification en treillis au cas de signaux & échantillons manquants. L’algorithme proposé dans
cette communication est décrit plus en détail dans un article de revue soumis a IEEE transactions
on signal processing. Cet article a été accepté pour publication dans la revue IEEE transactions
on signal processing avec des révisions mineures obligatoires (ACCEPTED FOR PUBLICA-
TION WITH MANDATORY MINOR REVISIONS (AQ)). Le probléme d’identification et de
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reconstruction adaptatives des signaux en utilisant la structure en treillis du filtre fait ’objet du
chapitre 4 de ce mémoire.

R. Zgheib, G. Fleury and E. Lahalle, “New fast recursive algorithms for simultaneous recons-
truction and identification of AR processes with missing observations,” in the proceedings of the
fourteenth European signal processing conference, (EUSIPCO), Florence, Italy, September 2006.

R. Zgheib, G. Fleury and E. Lahalle, “New fast algorithm for simultaneous identification
and optimal reconstruction of non stationary AR processes with missing observations,” in the
proceedings of the IEEE twelveth digital signal processing workshop, (DSP), Wyoming, USA,
September 2006.

R. Zgheib, G. Fleury et E. Lahalle, “Identification stable et reconstruction robuste de si-
gnaux non stationnaires a échantillons manquants,” XXIéme colloque GRETSI, Troyes, France,
September 2007.

R. Zgheib, G. Fleury et E. Lahalle, “Lattice algorithm for adaptive stable identification and
robust reconstruction of non stationary AR processes with missing observations,” submitted to
IEEE transactions on signal processing, accepted for publication with mandatory minor revisions.




Chapitre 1

Etat de 'art

Le traitement de signaux & échantillonnage non uniforme est un domaine vaste du traitement
numérique des signaux. Nous nous intéressons plus particuliérement dans le cadre de cette thése
au traitement paramétrique de signaux pouvant étre non stationnaires a échantillons manquants.
Les signaux observés sont caractérisés par un modeéle paramétrique qu’on se propose d’identifier
en temps réel et d’utiliser pour prédire les échantillons manquants. Nous considérons dans le
cadre de ce mémoire le processus AR pour la modélisation des signaux, ce choix est justifié au
paragraphe 1.2 de ce chapitre.

Ce premier chapitre propose un état de ’art des principales méthodes d’identification et de
prédiction de signaux a échantillons manquants. Le principe général des méthodes d’estimation
paramétrique est tout d’abord présenté. On s’intéresse par la suite a la modélisation des signaux
par un processus AR. Nous présentons briévement les principales méthodes d’identification de
processus AR. Enfin, une bonne partie de ce chapitre est destinée aux méthodes de traitement
paramétrique de signaux a échantillons manquants. Bien qu’on se soit intéressé au traitement
en ligne des signaux, les méthodes & traitement en temps différé du signal seront briévement
présentées. En effet, certaines de ces méthodes seront utiles pour le travail effectué dans le cadre
de cette thése.

1.1 Modélisation et estimation paramétrique du signal

La modélisation est une description mathématique d’un processus réel construite dans un
but précis [70]. Dans le cas du traitement des signaux, la modélisation permet, par exemple, la
suppression du bruit, la compression des données, le filtrage, l'interpolation ou la prédiction a
court terme de la valeur du signal, etc. Les méthodes d’estimation paramétrique se décomposent
essentiellement en quatres étapes :

1. Le choix d’une classe de modéles

C’est une étape fondamentale dans tout probléme d’estimation. Le choix d’un modele
paramétrique s’effectue dans une classe de modeéles fixée a priori. Plusieurs classes de
modeéles peuvent étre discernées. On peut distinguer les modeles linéaires et non linéaires, a
temps continu et & temps discret ainsi que déterministes et stochastiques. Le choix entre les
différentes classes devra tenir compte du but de la modélisation, de la nature des données &
modéliser ainsi que du cotit d’investigation en termes de complexité. Nous nous intéressons
dans le cadre de cette thése a la modélisation de processus stochastiques. D’autre part, le
probléme du traitement de signaux & échantillons manquants est par nature & temps discret.
Il existe plusieurs modeles qui permettent de caractériser des processus stochastiques a
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temps discret, par exemple, les modéles AR, MA, ARMA, ARX, etc. On s’intéresse au
traitement de signaux qui peuvent étre caractérisés par un processus AR. Ce choix est
justifié dans la section suivante 1.2, ol sont aussi présentées quelques généralités sur la
modélisation AR.

2. Le choix d’un critére d’optimisation

Une fois la caractérisation effectuée, il s’agit de déterminer le meilleur modéle possible dans
la classe choisie, compte tenu du but fixé a la modélisation. Ceci se fait par optimisation d’un
critére que nous définissons comme une fonction scalaire des paramétres. Ainsi la valeur
optimale des paramétres (qui sera nommée estimée des parametres) dépendra bien str du
critére choisi. Les critéres quadratiques sont de loin les plus utilisés [70]. Ils consistent en la
minimisation par rapport aux parameétres de 'erreur quadratique de prédiction du signal,
celle-ci est parfois pondérée. La meilleure estimée des parameétres au sens d’un critére
quadratique s’obtient de fagon analytique pour des modeéles linéaires en les paramétres.
Il existe aussi d’autres critéres tels que les critéres en valeur absolue, le maximum de
vraisemblance [70].

3. Le choix d’un algorithme d’optimisation

Il s’agit de l'algorithme utilisé pour estimer les parameétres qui optimisent le critére défini
précédemment. Les algorithmes d’optimisation peuvent étre de type "on-line" ou "off-line".
Dans le cas des algorithmes "off-line", le traitement du signal est réalisé en temps différé
pour traiter ’ensemble des données observées en bloc. Ces méthodes ne prennent pas en
considération 1’évolution au cours du temps des caractéristiques du signal, elles ne sont
donc pas appropriées au traitement de signaux non stationnaires. Dans un traitement "on-
line", les échantillons du signal sont traités au fur et & mesure dans le temps. Ainsi, les
parameétres du modéle sont mis a jour de fagon adaptative dans le temps a chaque échan-
tillon traité en ne tenant compte que des échantillons passés. Dans un contexte temps réel,
le temps nécessaire au traitement de chaque échantillon devrait étre inférieur a la période
d’échantillonnage. Ainsi 'algorithme d’optimisation est choisi en fonction des contraintes
de l'application et des signaux traités.

4. Le choix de critére d’évaluation des performances

Une fois l'estimation paramétrique effectuée, il s’agit d’évaluer lincertitude sur les pa-
rameétres. Ceci implique I'utilisation de méthodes de Monte-Carlo ou d’estimations statis-
tiques afin d’évaluer typiquement la moyenne et la variance de ’estimation des parameétres.
Dans le cas du traitement de signaux & échantillons manquants, 1’évaluation des perfor-
mances de 'algorithme peut porter aussi sur ’erreur quadratique de reconstruction du
signal.

Dans le paragraphe suivant, la modélisation de signaux par un processus AR est introduite
ainsi que les méthodes classiques d’identification de modéles AR.

1.2 Modélisation par un processus AR du signal

Une grande part de la littérature du traitement numérique du signal est fondée sur une modé-
lisation autorégressive (AR) du signal. Ceci s’explique par le fait que c¢’est le modeéle le plus simple
permettant un traitement paramétrique du signal. De plus, la classe des signaux autorégressifs
permet de bien modéliser une gamme trés large de signaux rencontrés en pratique (signaux de
parole, de vibrations, radar, de texture dans une image, ...). Méme s'’ils ne peuvent que mal
représenter des signaux dont le spectre posséde des minimums d’énergie trés marqués, il suffit en
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théorie d’augmenter ’ordre L du modéle pour obtenir un résultat concluant. En outre, d’un point
de vue pratique, 'estimation des paramétres AR conduit a la résolution de systémes linéaires,
pour lesquels existent de trés nombreuses méthodes de résolution, adaptées aux particularités des
systémes rencontrés. Enfin, le modéle AR peut se justifier par une considération théorique qui
consiste a faire appel au principe du Maximum d’Entropie. En effet, c¢’est le modeéle, & minimum
d’information, qui respecte la connaissance des (L) premiers coefficients d’autocorrélation d’un
signal [19].

1.2.1 Définitions

Un processus z,, est dit autorégressif (AR) d’ordre L, si un échantillon a l'instant n dépend
linéairement des L échantillons précédents et d’un bruit blanc additif. Il vérifie ’équation aux
différences suivante :

L
Ty = Z AiTp_i + €n (1.1)
i=1
ou les coefficients (a;)1<i<r, sont les parameétres du modele AR et &, est un bruit blanc centré
de variance o2. Ce dernier est généralement représenté par un bruit blanc u de variance unité
multiplié par I’écart type o-.
La relation précédente peut étre présentée sous la forme d’un produit scalaire de deux vec-
teurs :
= [fEn—l e wn_L]T
(1.2)

Ln—1
Tph=a Ty_1+e, avec " T
a =la1...ar]

Le vecteur x,_; ainsi défini s’appelle vecteur de régression.
Un tel processus résulte du filtrage d’un bruit blanc par le filtre de fonction de transfert

H(z) =0./A(z) ou A(z) =1 —a127' —... —apz~! représenté par la figure 1.1.
u, o, X,
> >
A(z)

F1a. 1.1 — Modélisation source-filtre d’un signal AR - filtre tout-poéle, RII.

Un tel processus est stationnaire puisqu’il est défini comme un filtré linéaire d’un bruit blanc
gaussien, lui-méme stationnaire. Il est de moyenne nulle, le bruit générateur ’étant également.
Le bruit d’entrée étant décorrélé, la variance du processus AR est donnée par :

i=L
E{22} =r,(0) = Zaﬂ’x(i) + o2 (1.3)
i=1

ou r,(i) = E{xnzy—i} est le coefficient d’auto-corrélation d’ordre i du processus {xy}.
La densité spectrale de puissance S;(f) du processus AR {x,} découle directement de sa
représentation source — filtre. Elle est donnée par :
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o? o?

Se(f) = = = 1.4
( ) |1 — ZiLzl aie_32mf|2 A(Z)'A(Z_l) z=exp(j27 f) ( )

Ainsi l'identification des paramétres du modéle AR qui caractérise un signal permet, outre
la prédiction du signal, une analyse spectrale du signal.

Le modéle ainsi défini permet de caractériser des signaux stationnaires. Dans le cas de pro-
cessus non stationnaires, les parameétres du modeéle AR évoluent dans le temps. Grenier [30]
montre qu’il est possible d’obtenir une représentation autorégressive d’ordre fini du processus
non stationnaire donnée par ’équation suivante :

L
Ty = Z Qi p—iTn—i + €n (1.5)
i=1

ol a;p est la valeur du parameétre a; a 'instant n.

Dans ce qui suit, nous introduisons le probléme d’identification de modéles AR en s’intéressant
particulierement au probléme d’identification de signaux non stationnaires.

1.2.2 Identification du modéle

Pour un modeéle AR d’ordre L, le prédicteur optimal au sens des moindres carrés d’un échan-
tillon par rapport a son passé complet (sans échantillons manquants) est donné par :

L

Ty = Z ilp—i = @' Ty_1 (1.6)
i=1

L’erreur de prédiction a l'instant n s’exprime donc par :
L

en =Ty — LTn = Ty — E QT (1.7)
i=1

Afin d’identifier les paramétres du modéle AR, le critére usuel & minimiser est I’erreur qua-
dratique moyenne de prédiction. Il s’exprime par :

J=FE {ei} =7,(0)—2a"r, + a"R.a (1.8)
r2(0) rz(1) ... rx(L—1) 5 (1)
ot Ry = rm@ (0 : et 1, =
: : 5 (1) :
ro(L—1) ... rz(1)  ry(0) rz(L)

Cette approche est équivalente au maximum de vraisemblance compte tenu de la modélisation
du bruit [14].

Comume il a été évoqué ci-dessus, ’estimation des parameétres du modéle peut se faire de deux
fagons différentes, soit de facon différée, soit de facon récursive sur le temps.
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Méthodes d’identification "off-line"

Les techniques d’identification "off-line" permettent ’estimation des paramétres AR en temps
différé a partir d’'un bloc de données. Dans ce cas, I’ensemble des paramétres optimaux qui
minimisent l'erreur quadratique moyenne de prédiction sont solutions des équations de Yule-
Walker, dites équations normales :

Rya =1, (1.9)

ou la matrice R, et le vecteur 7, sont définis dans I’équation (1.8).

En pratique, les espérances mathématiques sont remplacées par des moyennes temporelles.
Le critére réellement minimisé est alors la somme des erreurs quadratiques de prédiction. Sa
minimisation conduit & résoudre les équations normales ol les coefficients d’autocorrélation sont
remplacés par leurs estimées données par :

A 1
7o (1) = N kaxk_i (1.10)
k

Cette méthode s’appelle la méthode d’autocorrélation. L’algorithme de Durbin-Levinson [23, 40|
permet de résoudre les équations normales de fagon récursive sur 'ordre. Cet algorithme utilise la
structure Toeplitz symétrique de la matrice d’autocorrélation R, il nécessite O(N?) opérations
ot N est la longueur du signal a identifier.

Dans certains cas les signaux non stationnaires ont un comportement quasi-stationnaire, ils
peuvent étre considérés comme localement stationnaires. Dans le cas de la parole par exemple, les
plages de stationnarité sont de ’ordre de 25 ms [59]. Dans ce cas, les techniques d’identification
"off-line" de processus AR s’appliquent sur les tranches stationnaires du signal. Cette approche,
dite LPC, est utilisée par exemple dans les techniques d’analyse et de synthése de la parole. Cette
longueur de tranche de stationnarité permet de modéliser correctement la plupart des phonémes
excepté les phonémes & variations brusques tels que les plosives [21, 32]. La réduction de la
largeur de la zone de stationnarité cause une mauvaise estimation spectrale et la mise a jour plus
fréquente du modéle cause une augmentation du nombre de valeurs qui caractérisent le signal.
Pour cela, d’autres approches utilisent une décomposition linéaire des parameétres dépendant du
temps sur une base de fonctions temporelles déterministes [21, 31, 32]. Ainsi, les paramétres AR
s’expriment sous la forme suivante :

m
Qi =Y ijfin (1.11)
=0
ou a;; sont des coefficients constants, fon, ..., fm,» forment une base de fonctions temporelles

déterministes. Cet ensemble de fonctions est souvent choisi comme une base des polynomes de
Legendre. Les simulations montrent que 5 fonctions orthogonales sont suffisantes pour représenter
les variations temporelles des paramétres AR qui modélisent un signal de parole [21]. L’identifi-
cation du modele consiste alors & estimer les coefficients constants a;;. Ceci se fait par application
de 'algorithme de Durbin-Levinson sur le vecteur résultant de la projection du processus scalaire
non stationnaire sur la base de fonctions temporelles. Ainsi une tranche du signal est caractérisée
par un modeéle AR variable dans le temps caractérisé par les coefficients a;; constants sur cette
tranche. Cette technique est avantageuse en codage et synthése de la parole utilisant une ap-
proche de segmentation du signal. Ainsi, les coeflicients a;; permettent de caractériser tout une
syllabe d’une durée de 200 ms. Par conséquent, 250 valeurs sont nécessaires pour coder une se-
conde d'un signal de parole au lieu de 400 valeurs dans ’approche LPC classique (10 paramétres
mis & jour tous les 25 ms) [31, 32].
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Méthodes d’identification "on-line"

On s’intéresse dans le cadre de travail au traitement en ligne des signaux non stationnaires.
Ainsi 'estimation des parameétres est adaptative, chaque échantillon étant traité dés qu’il est dis-
ponible. Ceci permet de suivre ’évolution des parameétres du modeéle au cours du temps. L’estima-
tion du vecteur des parameétres autoregressifs & un instant n sera notée par @, = (a1, ...4a L,n]T
Le principe général d’un probléme d’identification adaptatif est représenté dans la figure 1.2.

In

signal x a identifier

€n

critére

A A
modye/ AR -

paramétres a,

optimisation |eg— |

F1G. 1.2 — Principe de l'identification - Filtrage adaptatif.

La fonction de cotlit est optimisée & 1’aide d’algorithmes implémentant des méthodes telles
que celles fondées sur le gradient ou celle des moindres carrés récursifs [9, 44].

1. La méthode du gradient Elle consiste & minimiser récursivement un critére en se diri-
geant dans la direction opposée au gradient de celui-ci, et ce avec un facteur homothétique
w fixé au préalable. Les paramétres sont alors mis & jour & 'instant n+ 1 par une expression
de la forme suivante :

oJ
a =@, — 1 — . 1.12
n+1 n— M Da i ( )
Ceci nécessite donc le calcul analytique du gradient de la fonction de cotit. En particulier,
dans le cas de 'identification d’un modeéle AR en minimisant le critére donné par (1.8), le

gradient du critére s’écrit :

oJ

da
L’annulation de ce gradient nous raméne a la résolution des équations de Yule Walker
(1.9). Ici, la minimisation du critére par la méthode du gradient s’exprime par l'itération
suivante :

= —2r, +2R,a (1.13)

i1 = Gn + 20 (ry — Rypan) (1.14)

Ceci nécessite donc la connaissance des fonctions d’autocorrélation qui ne sont en pra-
tique pas connues. L’algorithme du gradient stochastique est une solution & ce probléme
[45]. Le critére minimisé par cet algorithme est ’erreur quadratique de prédiction instan-
tanée correspondant a la réalisation aléatoire courante (d’ou son nom de stochastique).
Cet algorithme est trés répandu car le plus simple a mettre en ceuvre [45]. Il existe plu-
sieurs variantes a cet algorithme, elles se distinguent par "approximation du critére. Ainsi,
la moyenne quadratique de l'erreur de prédiction peut étre estimée a chaque instant en
considérant toutes les erreurs précédentes (fenétre croissante). Dans le cas de signaux non
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stationnaires, la moyenne de l'erreur quadratique de prédiction est estimée sur un horizon
fini (fenétre glissante) d’une durée fonction du degré de non stationnarité du signal. L’al-
gorithme du gradient stochastique correspond & une fenétre glissante de longueur 1. La
méthode du gradient présente une faiblesse en termes de vitesse de convergence. En effet,
le temps de convergence est fonction du pas p ainsi que de 'ordre du modéle et des valeurs
propres de la matrice d’autocorrélation R, (et donc des paramétres du modéle & identifier)
[45]. Ainsi, soit, ap = @i — a, le vecteur de déviation des parameétres estimés par rapport
a loptimalité a linstant k. Si le temps de convergence de l'algorithme est défini comme
étant le nombre d’itérations nécessaires pour que ||E {at}| < 0, le temps de convergence
moyen de l’algorithme du gradient stochastique s’exprime par [25] :

In(1/8) <~ 1
= — 1.1
TLMS L ; y (1.15)

out \; sont les valeurs propres de la matrice de covariance du signal et § est 'amplitude
tolérée du vecteur de déviation moyen.

. L’algorithme des moindres carrés récursifs (MICR) Il permet de résoudre de fagon

adaptative un probléme de moindres carrés. Ainsi, a 'instant n, le critére minimisé est
Uerreur quadratique de prédiction accumulée depuis l'indice de départ (fenétre croissante).
Une pondération des erreurs de prédictions est introduite dans le critére & minimiser pour
donner & l’algorithme une capacité d’oubli donc de poursuite dans un contexte non sta-
tionnaire. La fonction de colit minimisée & chaque instant n est donc de la forme :

n 2
Jo= 3 Ak [xk —a)xp (1.16)
k=L+1

ou 0 < A <1 est un facteur d’oubli. Lorsque A = 1 on retrouve le critére minimisé par les
moindres carrés classiques. Le principe est de calculer & chaque instant n les paramétres
optimaux @, récursivement par mise a jour de a,_1 tout en calculant de maniére récursive
la matrice G,, qui est la matrice inverse de Rxn = ZZ:LH )\”_kw;_la:k_l. Ceci se fait
en exploitant 'aspect récursif sur le temps de la matrice Rmn et en utilisant le lemme
d’inversion matricielle. L’algorithme MCR se résume a un instant » + 1 aux équations
récursives suivantes |9, 44, 70] :

\Iln-i-l =x, = [xn - xn_L+1]T , (1_173)
i’n—f—l = \Il;qr+1dna (1.17b)
Gn\Iln—l—l
n = ; 1.17
E R W AR EA (L17¢)
Qi1 = Gn + Ynt1 (Tnt1 — Tnt1), (1.17d)
1
G = 3 (la = Ynr1¥ . 1)G (1.17¢)

ou Iy est la matrice identité et le vecteur 7,41 est le gain d’adaptation de l’algorithme
MCR a l'instant n.

Bien que simple, cet algorithme est plus complexe que ’algorithme du gradient stochas-
tique. Par contre, cet algorithme offre une convergence rapide et une adaptation rapide aux
variations de parameétres dans le cas non stationnaire. Le temps de convergence de l’algo-
rithme dépend bien str du choix du facteur d’oubli A. Ainsi la vitesse de convergence croit
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lorsque A décroit, ceci se fait au détriment d’une plus forte variance des paramétres estimés.
Le choix de A est donc un bon compromis entre la vitesse de convergence et la variance
des parameétres estimés. De plus, contrairement & 1’algorithme du gradient stochastique, les
valeurs propres de la matrice d’autocorrélation R, n’interviennent pas dans la constante
de temps de l'algorithme MCR, mycr [45]. Cette derniére est donnée par |9, 45] :

1

mior = T (1.18)

D’ou l'importance de cet algorithme pour 'identification de signaux non stationnaires.

Les approches présentées jusque la concernent le probléme d’identification de processus AR
échantillonnés périodiquement sans échantillons manquants. Elles ne sont pas appropriées
au traitement de signaux a échantillons manquants. Ainsi, par exemple, le prédicteur li-
néaire optimal (1.6) n’est pas approprié au cas de signaux a échantillons manquants étant
donné que certains échantillons du vecteur régresseur x,_; peuvent étre manquants. Plu-
sieurs méthodes ont déja été développées pour le traitement de signaux a échantillons
manquants [37, 53, 63, 69]. Toutefois, ce probléme reste encore imparfaitement résolu. On
présente dans ce qui suit un résumé des principales méthodes de traitement paramétrique
des signaux & échantillons manquants.

1.3 Traitement paramétrique de signaux & échantillons manquants

Plusieurs méthodes ont déja été développées pour le traitement numérique des signaux a
échantillons manquants. On propose de les classer suivant le type de traitement : "on-line" ou
"off-line". Dans chacune de ces deux classes, les différentes méthodes sont réparties suivant les
approches qu’elles utilisent et les buts pour lesquels elles ont été développées. Bien que l'on se
soit intéressé, dans le cadre de cette thése, au traitement "on-line" des signaux non stationnaires,
on commence par présenter dans ce qui suit un résumé des principales méthodes "off-line" de
traitement de signaux a échantillons manquants. En effet, certaines de ces méthodes, ainsi que des
résultats obtenus pour leur développement, peuvent servir au développement de méthodes "on-
line" en les rendant récursives sur le temps. De plus, les performances des méthodes développées
dans ce mémoire seront comparées & celles de certaines méthodes "off-line". Le résumé des
méthodes "off-line" est suivi par un résumé des méthodes existantes "on-line".

1.3.1 Meéthodes de traitement off-line

Les méthodes de traitement off-line sont concues dans le but de l'identification ou de la
reconstruction des signaux a échantillons manquants & partir d’'un ensemble d’échantillons dis-
ponibles. Se situant dans un contexte de traitement paramétrique des signaux, les méthodes de
reconstruction des signaux impliquent une estimation des parameétres du modeéle qui caractérisent
le signal.

Méthode du maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance repose sur un modéle probabiliste du signal.
Cette approche permet d’estimer les parameétres en tenant compte des informations disponibles
sur la nature du bruit d’observation ou de 'erreur de prédiction (dans le cas des processus AR
ou ARMA). Dans le cas de processus ARMA (et donc en particulier de processus AR), l'erreur
de modélisation qui est I'innovation du processus est un bruit blanc gaussien. Ainsi chaque
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échantillon z,, de la série temporelle est supposé distribué suivant une loi N (:ﬁn,ag). On en
déduit que la vraisemblance d’un processus gaussien z1,...,xy de moyenne nulle s’écrit :

N N
V= H (2%022)(_1/2) exp <—M> (1.19)

=1

En pratique, le logarithme de la fonction de vraisemblance est maximisé. Dans le cas d’un pro-
cessus gaussien, cette approche est équivalente & ’estimation par les moindres carrés.

La fonction de vraisemblance d’un processus ARMA peut étre calculée exactement et de
fagon récursive en se basant sur une représentation d’état markovienne et en utilisant un filtre de
Kalman. Cette approche implique la manipulation de matrices de dimension 1’ordre du modéle. Il
est & noter que pour un calcul exact de la fonction de vraisemblance, une initialisation convenable
de la matrice de covariance de l'erreur d’estimation est nécessaire. Le calcul de l'état initial
de cette matrice est présenté dans [37]. Des algorithmes d’optimisation non linéaire sont par
la suite utilisés pour l'estimation des parameétres au sens du maximum de vraisemblance. Un
rappel de cette méthode est présenté dans [37]. Dans cet article, Jones propose une extension de
cet algorithme au probléme d’identification de modéles ARMA & partir de séries temporelles a
échantillons manquants. Il propose de ne pas filtrer ’estimation de I’état par le filtre de Kalman
lorsqu’un échantillon est manquant et par suite la matrice de covariance est conservée. Cet
algorithme permet une identification non biaisée de modéles ARMA, par contre la maximisation
de la fonction de vraisemblance nécessite des algorithmes numeériques d’optimisation non linéaire
qui sont dans ce cas trés coliteux en calcul.

Dans [33], Isaksson propose une alternative a l’algorithme précédent permettant la maximi-
sation de la fonction de vraisemblance dans le cas de signaux & échantillons manquants. Cette
méthode est basée sur le principe de l'algorithme EM (proposé par Dempster et al. [22]). Il permet
I’estimation au sens du maximum de vraisemblance des paramétres d’un modéle probabiliste dé-
pendant de variables sous jacentes non observables. Il consiste en deux étapes principales : ’étape
E (Expectation) suivie d’une étape M (Maximization). Ces deux étapes sont alternées jusqu’a
la convergence. Durant ’étape E, 'espérance par rapport aux données sous jacentes de la fonc-
tion de vraisemblance est calculée en tenant compte de l’estimation courante des paramétres.
L’espérance est conditionnée aux données observées. L’étape M permet d’obtenir une nouvelle
estimée des parameétres en maximisant la vraisemblance trouvée a ’étape E. On utilise ensuite
les parameétres trouvés en M comme point de départ d’une nouvelle phase d’évaluation de I’espé-
rance. L’article [56] est une synthése de ’algorithme EM appliqué aux problémes d’estimation en
traitement du signal. Isaksson 33| propose donc d’appliquer cet algorithme au probléme d’iden-
tification de modeéles ARX & partir de signaux a échantillons manquants. Une itération n de
Palgorithme dans le cas d’identification d’un modeéle AR se résume aux deux étapes suivantes :

L’étape E Elle consiste a calculer :

N
A (n 1 ~(n
Q (a,a( )) =E {N g (z, — ] _,a)? | 2%, a )} . (1.20)
k=1

ou @™ désigne D'estimée des parameétres obtenue & litération n et x? est le vecteur constitué
des échantillons observés du processus {zy}.
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L’étape M Elle consiste & maximiser la log vraisemblance, donc & minimiser ¢ (a, d(")) par
rapport aux parametres :

_1N

PYCERY) (ZE{wk ] 1}) ZE{mk—lwk}' (1.21)
k=1

Pour le calcul des espérances mathématiques conditionnelles figurant dans les équations précé-
dentes, Isaksson propose d’utiliser un filtre de Kalman [33]. Cet algorithme fournit une estimation
au sens du maximum de vraisemblance des parameétres du modéle et offre des performances simi-
laires & celles obtenues grace a l’algorithme proposé par Jones [37]. En revanche, cet algorithme
est plus rapide.

Identification basée sur I’estimation des fonctions de covariance

La méthode proposée par Jones [37] utilise directement les données disponibles pour l'iden-
tification du modéle ARMA. Au contraire, Porat et al. [58] proposent d’utiliser les échantillons
disponibles pour estimer les fonctions d’autocorrélation qui seront utilisées pour estimer les pa-
rametres du modéle ARMA. Ainsi la complexité de calcul est considérablement réduite [58].

Pour I'estimation des fonctions d’autocorrélation, ils se basent sur une définition introduite
par Parzen [57|. En effet, Parzen s’intéresse a l’estimation des fonctions d’autocorrélation de
signaux ayant subi une modulation d’amplitude. Il introduit une fonction de modulation d’am-
plitude ¢, pour laquelle la fonction r.(l) définie par 'équation (1.22) existe pour tout .

re(l) = lim — Z CnCn-i, 1>0 (1.22)
n=[+1

Soit {y,} le processus résultant de la modulation en amplitude de {x,} par la fonction ¢, il est
défini par :
Yn = CpZpn, Ppour tout instant n (1.23)

Parzen démontre que 7, (1) donné par :

N
% Zn:l—i—l YnYn—1
7e(l)

est une estimée consistante de la fonction d’autocorrélation d’ordre ! de {z,}, & condition que
re(l) # 0.

En particulier, lorsque ¢, est binaire, définie comme suit :

¢ = { 1 si I’échantillon z,, est disponible (1.25)

0 si I’échantillon z,, est manquant,

le processus y, peut étre considéré comme l’observation du processus z, a échantillons man-
quants. Dans ce cas, lorsque ’on connait a posteriori les instants d’échantillons manquants,
Pestimée de la fonction d’autocorrélation d’ordre ! du processus {z,} s’exprime par :

1 N
N Zn:l—i—l YnYn—1

1 —N
N Zn:l—l—l CnCn—I

() = (1.26)




1.3. TRAITEMENT PARAMETRIQUE DE SIGNAUX A ECHANTILLONS MANQUANTS 15

Si pour un retard [ donné, le dénominateur est nul, 7, () est considérée nulle. Ceci revient tout
simplement a utiliser pour l'estimation de 7 (l) les couples (2, x,—;) disponibles.
Pour une série temporelle stationnaire, la densité spectrale de puissance est donné par :

o0

Self) = D ra(ll])e 7>, (1.27)

l=—

On sait de plus que pour un processus AR, celle-ci s’exprime par l'équation (1.4). Ceci permet
d’obtenir une relation entre les fonctions d’autocorrélation du signal et les parameétres du modéle
a identifier de la forme :

D(Z) d0+d1z_1 +...+dLZ_L 1 > 1
= = 57(0) + ;r;p(l)z (1.28)

A(z)  1—az7t—...—agz~

oil le polynome D(z) vérifie D(2)A(z7!) + D(z71)A(z) = o2

Porat et al. [58] recherchent des polynomes A(z) et D(z) de telle fagon que les fonctions
d’autocorrélation obtenues grace a la relation (1.28) se rapprochent au mieux de leurs estimées
obtenues par (1.26) et ceci selon le critére suivant :

V(ab s aalnd(]a d17 s adL) = % lE; % [Tw(l) - f:ﬂ(l)F . (129)
ou N; désigne le nombre de pairs d’échantillons disponibles séparés d’un retard [, i.e. N; =
Zg:l 41CnCn—1- Ny est le nombre de fonctions d’autocorrélation nécessaire a ’obtention d’une
bonne estimation des parameétres sans avoir a calculer toutes les fonctions d’autocorrélation.

La minimisation de la fonction de cout scalaire (1.29) nécessite le calcul de ses dérivées
partielles par rapport aux parameétres ainsi que celles des fonctions d’autocorrélation. Le principe
de loptimisation de (1.29) ainsi que les détails du calcul des différentes dérivées partielles sont
explicitées dans [58].

Dans le méme but d’identification d’un modéle ARMA grace & l’estimation des fonctions
d’autocorrélation, Rosen et al. 60| proposent de minimiser la fonction de coit suivante :

V(fl, 'f'm) = ['rw(&') - 'f'm]—r W(&') ['rm(&') - 'f'm] . (1'30)

ou r;(a) est le vecteur constitué des N, premiéres fonctions d’autocorrélation calculées & partir
de l'estimée du vecteur des paramétres a. 7, est le vecteur constitué des N, premiéres fonctions
d’autocorrélation estimées grace a l'équation (1.26). Afin de minimiser asymptotiquement la
variance des parameétres estimés, la matrice de pondération W(a) est choisie comme suit [60] :

W(a)=U"1a) on U(a) = lim Teov{r,} (1.31)

ou cov{7,} est la fonction de covariance de #,. L’algorithme ainsi obtenu est asymptotiquement
optimal au sens de la variance minimale de I’erreur d’estimation des parameétres.

Les méthodes présentées dans cette partie permettent une identification non biaisée d’un pro-
cessus stationnaire. Elles n’impliquent pas de prédiction des échantillons manquants, seules les
données disponibles sont utilisées. Dans ce qui suit, des méthodes d’identification et de recons-
truction de signaux a échantillons manquants par la méthode des moindres carrés sont présentées.
La fonction de cotit & minimiser par rapport aux parameétres du modeéle est fonction de ’erreur
quadratique de prédiction du signal.
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Reconstruction et Identification par la méthode des moindres carrés

Comme il I’a été évoqué précédemment, les paramétres optimaux au sens des moindres carrés
d’un processus AR(L) vérifient les équations normales (1.9). En pratique, pour des signaux de
longueur finie, 'estimée des parameétres AR au sens des moindres carrés est solution de :

N N
(Z azk_lwg_1> a= Z Tp_1T) (1.32)
k=1 k=1

ol x,_1 est le vecteur régresseur a l'instant n.

Lorsque des échantillons sont manquants, la solution la plus simple est de ne considérer dans
la somme que les instants k£ pour lesquels x;_1 et z; sont disponibles. Par contre, pour certains
schémas de perte ou lorsque le nombre d’échantillons manquants est élevé, il devient rare d’avoir
x,_1 et xp disponibles a la fois. Ceci conduit & une mauvaise estimation des parameétres.

Une autre alternative serait d’estimer les L premiéres fonctions d’autocorrélation du signal
a échantillons manquants grace a l’équation (1.26), et d’utiliser ces estimées pour résoudre les
équations de Yule-Walker (1.9). Cette méthode dépend fortement du schéma de perte. Ainsi, cer-
taines fonctions d’autocorrélation peuvent étre estimées a partir d’un faible nombre de données.
Ceci conduit & une grande variance des paramétres estimés.

Janssen et al. [36] proposent un algorithme itératif pour la reconstruction de séries chro-
nologiques a échantillons manquants pouvant étre modélisés par des processus AR d’ordre L.
Ils supposent que la perte des échantillons est aléatoire. Elle se produit a des instants connus
ni,...,np, telsquel < L4+1<nj; <...<npyy < N—L—1ou M est le nombre des échantillons
manquants et NV la taille du signal a analyser. Il ’agit donc de prédire s = [y, ..., Zn M]T le vec-
teur des échantillons manquants ainsi que d’estimer a, le vecteur des parameétres AR. Pour cela,
ils proposent de minimiser par rapport aux parametres et aux données manquantes la somme
des erreurs quadratiques de prédiction donnée par :

N N L 2
Q(a,s) = Z el = Z T — Z a;iTp—; (1.33)
k=L+1 k=L+1 i=1

La minimisation de cette fonction par rapport aux parameétres et aux données manquantes
simultanément n’est pas évidente du fait de la présence de termes d’ordre 4 tel que a%x%M.
Pour cela ils proposent d’utiliser une approche itérative alternant des étapes de minimisation
de Q(a, §) par rapport aux paramétres sachant la derniére estimée des données manquantes,
ensuite de Q(a, s) par rapport aux données manquantes sachant les parameétres déja estimeés. Une
initialisation des données manquantes est donc nécessaire. Ils proposent d’initialiser le vecteur s
a un vecteur nul. On note {z;} la reconstruction du signal {zy}, il est donné pour tout instant
n par :

- { :fn s% l’éch.antillon est disponible i.e. ¢, =1 (1.34)
T, sinon,i.e.c, =0

A chaque étape une fonction de coit quadratique est minimisée. Ainsi, pour 'estimation des
parameétres, on exprime la fonction de colt sous la forme suivante dans laquelle les échantillons
manquants sont remplacés par leurs estimées :

Q(a,3) =a' R,a+2a'#, +7,(0) (1.35)

ou R, est la matrice de Toeplitz constituée des estimées des L premiéres fonctions d’autocorré-
lation de {z;}. L’estimation des fonctions d’autocorrélation se fait grace a ’équation (1.10) dans
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laquelle x est remplacée par z;. Le vecteur 7, est constitué des estimées des L premiéres fonc-
tions d’autocorrélation de {zx}. Ainsi, 'estimée du vecteur des parameétres qui minimise Q(a, §)
est la solution du systéme matriciel suivant :

R.a = —7, (1.36)

L’estimation des parameétres par cette méthode revient donc & résoudre le systéme d’équations
(1.32) dans lequel les échantillons manquants sont remplacés par leurs prédictions.

D’autre part, pour estimer les échantillons manquants, la fonction de coiit est exprimée sous
la forme suivante dans laquelle les parameétres sont remplacés par leurs estimées :

Q(a,s) = s B(a)s +2s'p(a) + q(a) (1.37)

o B(a) = (bn, —bn, )i j=1,...m avec by = Zé:o axai1; et p(a) est le vecteur constitué des éléments
pi(a) = Sk, bpxn, 1 et g(a) est une fonction des parametres. L’estimation des échantillons
manquants minimisant Q(a, s) est la solution du systéme suivant :

B(a)s = —p(a) (1.38)

Janssen et al. proposent d’appliquer cet algorithme & la reconstruction de signaux audio qui
seront découpés en tranches stationnaires. Chaque tranche est alors modélisée par un processus
AR. Ils considérent le cas ou les échantillons manquants sont entourés par un grand nombre
d’échantillons disponibles.

Dans le but d’identifier un modéle ARX & partir de données & échantillons manquants, Wallin
et al. [69] proposent une méthode itérative similaire & celle proposée par Janssen et al. [36].
Ainsi, ils alternent jusqu’a la convergence des étapes d’estimation au sens des moindres carrés des
données manquantes et des parameétres. Ils concluent que cette méthode conduit & une estimation
biaisée des parametres. Ils proposent donc d’ajouter une étape qui permet de calculer le biais et
de ’annuler. Pour cela, ils proposent d’écrire le modéle mathématique de deux fagons différentes.
On s’intéressera ici au cas d’'un modéle AR d’ordre L, les équations seront donc déduites de celles
proposées dans [69] par simple annulation de la partie exogéne.

Premiérement, les équations décrivant le modéle sont linéaires par rapport aux parameétres,
elles s’écrivent sous la forme matricielle suivante :

t =Xa+e (1.39)

ou x~ = [a:N,a;N_l,...,xLH]T est le vecteur constitué de tous les échantillons du signal a
Pexception des L premiers échantillons. X est la matrice de régression de dimensions (N —
L)xL dont les lignes sont constituées des vecteurs de régression suivants : :c;_l, e ,wz. € =
[EN,--- ,EL]T est le vecteur constitué des valeurs du bruit blanc & l’exception des L premiéres
valeurs. Cette facon d’écrire les équations du modéle est utilisée lorsqu’il s’agit d’estimer les
parametres.

D’autre part, les équations sont aussi linéaires par rapport aux données, elles s’écrivent donc
sous la forme suivante :

Qr+e=0 (1.40)

ou = [zy, ..., x1] est un vecteur contenant tous les échantillons du signal.  est une ma-
trice de dimensions (N — L)xN. La premiére ligne de cette matrice est constituée du vecteur
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[-1a1 ... ar 0 ... 0]. Chacune des lignes de la matrice est le résultat d'un décalage circulaire
de la ligne précédente d’une colonne a droite. Ainsi, la matrice 2 s’écrit sous la forme :

-1 a ... ar 0 ... ... O
0 -1 23] ...ooar, 0 0
Q= 0 e (1.41)
0 0 -1 al ...oay 0
. 0 ... ... 0 -1 a ... ap |

On note par @, et Q4 les matrices qui sélectionnent, respectivement, les échantillons man-
quants et les échantillons disponibles du vecteur x. Ainsi, si M est le nombre d’échantillons
manquants, la matrice @, est de dimensions MxN alors que la matrice ()4 est de dimensions
(N — M)xN. Chaque ligne i de la matrice @Q,, (respectivement ()4) contient un 1 & la position n;
correspondant & U'instant du i*™¢ échantillon manquant (respectivement disponible) et des zéros
partout ailleurs. On a alors Q,,Q,] + QdQ;lr = I, ceci permet d’écrire (1.40) sous la forme :

Q0mQ) x4+ Q0QiQ x+e=0 (1.42)

On note par s = Q, x le vecteur constitué des données manquantes et ¢ = QdTw celui des
données disponibles. L’estimation au sens des moindres carrés des échantillons manquants sachant
les parameétres est alors donnée par :

5§ =—(9Q,)0Qqz. (1.43)
L’erreur de prédiction correspondante est donnée par :
5= (QQm)e. (1.44)

ot t désigne la pseudo-inverse d’une matrice, (QQ,,)" = ((QQm)T(QQm))_l (QQm)".

Soit z = [zn, .-+, Zn, ...,zl]T le vecteur constitué des échantillons du signal reconstruit
{zn} défini pour tout n par (1.34). Il s’exprime en fonction du vecteur & contenant tous les
échantillons du signal par :

& =2 = (L1~ Qu(9Qn)'2) QuQj . (1.45)

L’erreur de reconstruction d’une donnée disponible est nulle. En multipliant § par @Q,,, on
retrouve un vecteur de la taille du signal contenant les erreurs de prédiction des échantillons
manquants chacune a sa propre position et des zéros ailleurs. Ce vecteur contient donc les erreurs
de reconstruction du signal, il s’exprime par :

Z2=0Qm8= Qm(QQm)TE (1'46)

En supposant que les données prédites sont correctes, les paramétres AR sont estimés en
appliquant le principe des moindres carrés sur le vecteur des données &~ = z~. Ainsi, 'estimée
du vecteur des parameétres est donnée par :

a=XTX)"'XTa (1.47)

ot X est la matrice de régression dans laquelle les échantillons manquants sont remplacés par
leurs prédictions.
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Les parameétres ainsi estimés sont biaisés. Wallin et al. calculent une expression de ce biais
et en tirent une condition pour une estimation non biaisée. Ainsi, en utilisant les égalités £~ =

A

&~ —ax~ et X = X — X, équation (1.39) s’écrit sous la forme suivante :

A —

" =2 =Xa+ (@ —Xa+¢e)=Xa+V (1.48)

Apres une estimation au sens des moindres carrés des paramétres supposant que les échan-
tillons prédits sont corrects, on déduit qu’ils s’écrivent sous la forme suivante :

a

XTX)'XTe” —(XTX)"'XTV
R (1.49)
a J—

a

Ainsi une estimation au sens des moindres carrés des parameétres est non biaisée pour toute
prédiction des échantillons manquants si et seulement si :

E{XTV} :E{XT(:E_ —Xa+e)} —0 (1.50)

Aprés développement de 'égalité précédente, Wallin et al. concluent que pour la prédiction des
échantillons manquants utilisée (1.43), le biais d’identification est donné par :

A= (XTX) “E {—XTQé} = —QQ1 () E {XTE} (1.51)

Ceci nécessite donc une estimation des N — L premiéres fonctions d’autocorrélation du signal
et par la suite de la variance du bruit. Le biais d’identification ainsi calculé dépend fortement
des parameétres. Ils proposent d’inclure dans l’algorithme itératif une étape de compensation du
biais. Ainsi le biais calculé par (1.51) est retranché de l'estimation des paramétres donnée par
(1.47).

1.3.2 Meéthodes de traitement on-line

Nous résumons, dans cette partie, les principales méthodes de traitement paramétrique adap-
tatif de signaux a échantillons manquants. Les principales approches de prédiction de processus
a échantillons manquants sont tout d’abord présentées, suivies d’un résumé des méthodes d’iden-
tification en ligne de signaux & échantillons manquants.

Prédiction des signaux a échantillons manquants

Soit {zj} une série chronologique stationnaire qui admet une représentation autorégressive
donnée par I'équation (1.1). Lorsqu’un nombre fini d’échantillons est manquant, le prédicteur
optimal donné par ’équation (1.6) ne peut pas étre utilisé. Plusieurs méthodes ont déja été pro-
posées dans la littérature pour la prédiction d’une série chronologique & échantillons manquants.
Nous présentons dans ce qui suit les principales méthodes.

1. Prédiction par régression linéaire modifiée.
Nous avons noté, au paragraphe 1.2, la mise en ceuvre aisée du prédicteur linéaire d’un
modele AR donné par I'équation (1.6). Pour cela, celui-ci a été modifié pour 'adapter a
la prédiction de processus & échantillons manquants. Il s’agit de remplacer dans le vecteur
régresseur un échantillon manquant par sa prédiction pour la prédiction des échantillons
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futurs. Nous parlerons alors de prédiction par régression linéaire modifiée. Ainsi, & un
instant n la prédiction de I’échantillon x,, & passé incomplet s’exprime par :

L
B =) GiZn—; (1.52)
=1

ou {z,} est le signal reconstruit donné pour tout n par (1.34), il prend la valeur du signal
lorsque 1’échantillon est disponible et sa prédiction dans le cas contraire.

Ce prédicteur s’écrit aussi sous la forme suivante :
L
= i [(1— o) Eni + Cnoini] . (1.53)
i=1

ou ¢, est la fonction binaire de modulation d’amplitude définie par I’équation (1.25).

Le prédicteur défini par ’équation (1.53) utilise les prédictions des échantillons manquants
précédents qui dépendent des parameétres. Il n’est donc pas linéaire par rapport aux para-
metres.

L’estimation des sorties non mesurées de systémes modélisés par des processus linéaires
stochastiques ARX en utilisant cette approche de prédiction est adressée par Albertos
et al. [2]. Dans cet article, une analyse de la stabilité de ce prédicteur est menée dans
le cas de systéemes a sous échantillonnage, lorsque la sortie est mesurée réguliérement a
une période multiple de celle d’échantillonnage de ’entrée. La régression linéaire modifiée
a été utilisée par Adams et al. [1] pour l'identification de processus ARX & échantillons
manquants par le principe des moindres carrés. Cette approche de prédicton est également
utilisée par Mirsaidi et al. [51, 53] dans un algorithme de gradient pour l'identification et
la reconstruction adaptatives de processus AR a échantillons manquants.

. Prédicteur a passé infini incomplet.

Soit & prédire z,, en fonction de son passé infini incomplet, en supposant que les données
manquantes, Tp—pn;, ..., Tnon, pour 0 < n; <...< n,, <...< ny, sont d'un nombre
fini M. P. Bondon [13] montre (théoréme 3.1) que Z,, la projection orthogonale de z,, sur
I’espace engendré par les observations précédentes disponibles, vérifie I’équation suivante :

M Ng
Ty — Ty = _Z%Zans—jgn—jv (1.54)
s=0  j=0

ou les coefficients (1) vérifient I’équation matricielle suivante :

U [0, 01, .. bar] T =1[1,0,...,0]" (1.55)

U est la matrice non singuliere de dimensions (M + 1) x (M + 1), dont les éléments sont

donnés par :
Ny ANy

Uy = E Any—jln,—j v, w=0,...,M, (1.56)
=0
ol Ny A Ny, est la valeur minimale entre n, et ny,,.

Tp ainsi défini est le prédicteur optimal au sens des moindres carrés de xz, sachant son
passé incomplet. L’erreur quadratique moyenne de prédiction est donnée par :
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E {‘xn - i’nF} = 0'527/}0' (157)

P. Bondon [13] (théoréme 3.2) démontre aussi que si le processus z,, admet une représen-
tation autorégressive, T,, admet aussi une représentation AR en fonction des échantillons
passés disponibles. Celle-ci est unique, elle est donnée par :

Fa= Y gt (1.58)

iEN-M

ot M ={ny,...,ny} et

ns/A\i

M
9i = 0ip — Zibs Z Apg—ji—j- (1.59)
s=0  j=0

di0 étant le symbole de Kronecker.
Ce théoréme est une généralisation du corollaire 1 [11].

Dans le cas d’un processus AR d’ordre fini L, Z,, admet la représentation AR donnée par
I'équation (1.58) avec g; = 0 pour ¢ > nys + L (Bondon [13|, Exemple 4.2). Ainsi, dans ce
cas, le prédicteur optimal & passé infini incomplet s’écrit sous la forme suivante :

ny+L
:/E\n: Z Cn—3GiTn—i (1.60)
=0

ou ¢, est la fonction binaire qui vérifie I’équation (1.25), elle permet de n’utiliser dans la
représentation autorégressive que les échantillons précédents disponibles.

Les équations décrites ici fournissent donc des expressions analytiques du prédicteur opti-
mal au sens des moindres carrés d’une série chronologique & échantillons manquants. Ces
expressions permettent une prédiction adaptative du signal, néanmoins le calcul n’est pas
récursif. Ainsi la prédiction & 'instant n 4+ 1 ne peut pas étre déduite de la prédiction &
Iinstant n.

On g’intéressera a ce prédicteur dans le chapitre 2, particuliérement & sa représentation
autorégressive pour la prédiction de processus AR d’ordre fini L.

Filtrage de Kalman

D’autres approches de prédiction se basent sur une représentation d’état du processus lorsque
le modéle le permet. L’intérét d’une telle représentation est qu’une estimation optimale en
moyenne quadratique de 1’état peut étre obtenue grace a un filtre de Kalman.

Dans cette optique, plusieurs filtres de Kalman ont été décrits dans la littérature |3, 27, 33, 34].
Dans le but d’implémenter un algorithme EM pour identifier des modéles ARX & échantillons
manquants, Isaksson [33, 34| utilise, pour la prédiction des échantillons, une représentation d’état
contenant un bruit d’observation qui est le méme que celui d’état. D’autre part, pour estimer
les sorties non mesurées de systémes modélisés par des processus linéaires stochastiques ARX,
Albertos et al.|3| proposent d’utiliser un filtre de Kalman comme alternative a 'approche de
prédiction décrite par I’équation (1.53). Ils considérent un bruit stochastique sur Iobservation
qui est de variance infinie lorsqu’un échantillon est manquant. Le gain de Kalman est alors calculé
dans le cas d’un sous échantillonnage régulier pour un systéme linéaire stationnaire observable.
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Dans [27], Fletcher et al. posent le probléme de ’estimation d’un processus a partir de mesures
obtenues grace a un capteur a perte d’échantillons. Ils le considérent comme un cas particulier du
probléme général de 'estimation de I’état dans les systémes linéaires & sauts markoviens. Ainsi, le
signal mesuré par le capteur est supposé étre la sortie d’un systéme linéaire stochastique. Celui-ci
est représenté par les équations d’état suivantes :

Tpy1 = Az, + Bw), (1.61)

ou x, est l'entrée du systéme linéaire décrit par les matrices (A4, B,C, D), et z;, la sortie du
systéme linéaire, c’est le processus mesuré par le capteur.

Le capteur est modélisé par un gain linéaire avec un bruit additif. Il est donné par ’équation
suivante :

yf@ = C‘Ti + Dcwz
= C.Cxp+[C.D D) [wiw]" (1.62)
= Cox,, + Do [w;‘iwﬁ]T

ol w¢, est un bruit blanc de variance unité, C, est le gain du capteur et D, est un facteur d’échelle
pour le bruit dépendant du capteur.

Finalement, la perte d’échantillons est modélisée par une mise a zero des échantillons man-
quants. Ainsi, la valeur observée y,, s’écrit :

¢ si ’échantillon est disponible,
Yn = Cny; = { gn sinon P (163)

Ils proposent d’utiliser un filtre de Kalman pour une estimation optimale en moyenne qua-
dratique de I’état. Celui-ci permet une estimation récursive du vecteur d’état x, et de la sortie
du filtre linéaire z; a partir de 'observation y,. Les valeurs estimées minimisent ’erreur qua-
dratique moyenne d’estimation. Le filtre de Kalman a été décrit dans de nombreux textes dont
[14, 70]. Soit Zpiijn €6 Tpp1jnyr les estimées a priori et filtrée de 5,41, respectivement, P, ), et
P i1jny1, les matrices de covariance des erreurs d’estimation correspondantes. Pour le systéme
décrit par les équations (1.61), (1.62) et (1.63), les équations du filtre de Kalman s’écrivent :

Lntln = Awn\na

1.64
Pn+1|n :APn\nAT"i_BBTa ( )

Lorsqu’un échantillon est disponible, ’estimée a priori de I'état ainsi que de la matrice de
covariance de l’erreur d’estimation sont filtrées selon les équations suivantes :

Tnt1ln+1 = Tn+lin + Kn—l—l(yn-i-l - C2xn+1|n)7

(1.65)
Pn-i—l\n—i—l = (Id - Kn—l—lCQ)Pn-‘rl\na
ou K41 est le gain du filtre de Kalman donné, & linstant n 4 1, par I’équation suivante :
_ T T T\ !

et
N T 4
Yn+1ln = Cn+-1Ln+1|n- (167)
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Par contre, si 'échantillon est manquant, les valeurs a priori calculées par les équations (1.64)
ne sont pas filtrées. On aura alors : T, {1141 = Tng1n €6 Pogijne1 = Patifn-

Dans les deux cas, ’estimée de la sortie du filtre est donnée par jZ—i-l\n = CZpyqyn-

Le filtre de Kalman ainsi décrit permet une prédiction récursive optimale au sens des moindres
carrés de la sortie d'un systéme linéaire stationnaire ayant subi une perte d’échantillons connais-
sant les parameétres du modeéle. Le probléme de prédiction d’un processus AR d’ordre fini L a
perte d’échantillons peut étre considéré comme un cas particulier du probléme décrit ici. On
s’'intéressera a cette particularisation au chapitre 3.

Dans ce qui suit, un état de l'art des méthodes adaptatives d’identification de signaux a
échantillons manquants est présenté.

Identification adaptative par la méthode du maximum de vraisemblance

— L’algorithme EM récursif
Dans le but d’identifier un modéle ARX & partir de données manquantes, Isaksson [34] pro-
pose une version adaptative de l’algorithme EM off-line proposé par le méme auteur [33].
Il propose donc une expression récursive sur le temps pour la mise a jour des parameétres
estimés par ’algorithme EM. Pour cela, il procéde de fagon analogue a celle utilisée pour la
dérivation de l’algorithme MCR. Ainsi, I’estimation des parameétres grace a l’algorithme EM
est donnée par 1’équation (1.21). Les matrices Zszl E {mk_lq:g_l} et Zszl E{xi_1x}
peuvent étre calculées & chaque instant de maniére récursive sur le temps & partir de leurs
valeurs a I'instant précédent. Par contre, la matrice Z]kvzl E {:I:k_lac;gr_l} est calculée a par-
tir de matrices qui peuvent étre de rang plein. Pour cela le lemme d’inversion matricielle

-1
ne peut pas étre appliqué dans ce cas pour un calcul récursif de (Z]kvzl E {mk_lmg_l}) .
La mise & jour des parameétres est alors rendue récursive sur le temps, par contre l'inver-

sion d’une matrice est nécessaire & chaque instant. Ce qui augmente considérablement la
complexité de calcul de cet algorithme en comparaison & ’algorithme MCR.

Identification adaptative par ’approche des moindres carrés

Les méthodes adaptative d’identification par I’approche des moindres carrés, en particulier
les méthodes du gradient et l'algorithme MCR, étant simples et efficaces, des extensions de ces
méthodes au cas de signaux a échantillons manquants ont été proposées. Il est & noter que la mise
a jour des paramétres en utilisant ces méthodes est proportionnelle a l'erreur de prédiction qui
ne peut pas étre calculée lorsqu’un échantillon est manquant, les paramétres sont alors conservés
a cet instant la. Un résumé de ces méthodes est présenté dans ce qui suit :

1. Algorithmes de type gradient

Les algorithmes de gradient étant simples, Misaidi et al. |51, 53] s’intéressent a leur exten-
sion pour l'identification de processus AR & échantillons manquants. Ils proposent alors un
ensemble d’algorithmes de gradient qui différent par I’approximation du critére & minimiser
que ce soit l'erreur quadratique de prédiction instantanée [51], cumulée sur un horizon fini
[51] (fenétre glissante) ou cumulée sur tous les instants précédents (fenétre croissante) [53].
Dans tous les cas, ils utilisent la prédiction par régression linéaire modifiée décrite ci-dessus
au paragraphe 1.3.2. Ce prédicteur étant non linéaire par rapport aux parameétres, il s’en
suit de méme pour le critére quadratique a minimiser. Ainsi, dans le cas de signaux a
échantillons manquants, malgré son apparence quadratique, le critére & minimiser est un
polynéme en a dont le degré dépend de I'ordre du modéle AR choisi et du schéma de perte.
Or, la mise a jour des paramétres par la méthode de gradient nécessite le calcul du gradient
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du critére qui n’est donc pas simple dans ce cas. Pour cela, Mirsaidi et al. proposent une
méthode récursive selon laquelle le gradient du critére est calculé & un instant donné a
partir des gradients aux L instants précédents.

Ces algorithmes sont simples & mettre en ceuvre. Par contre, ils convergent typiquement
vers une estimation biaisée des paramétres. Ce biais d’identification est prévu, il est da
a I’approche de prédiction utilisée qui n’est pas optimale au sens des moindres carrés. Ce
résultat est déduit de D'expression du biais d’identification par le principe des moindres
carrés calculée par Wallin et al. [68].

Les différents algorithmes proposés par Mirsaidi et al. seront décrits et analysés notamment
en terme de biais dans le chapitre 2. Dans ce chapitre, des alternatives sont également
proposées afin de résoudre le probléme du biais d’identification. Les alternatives sont basées
sur d’autres prédictions que celle par régression linéaire modifiée.

Cet algorithme a été adapté par Asswad et al. [6] & I'identification et & la reconstruction de
signaux bidimensionnels AR(2D) & échantillons manquants. L’algorithme a été appliqué a
la reconstruction d’images et a montré de bonnes performances.

. Algorithmes de type MCR

L’algorithme MCR est simple et offre une convergence rapide ainsi qu’une adaptation
rapide aux variations des parameétres. Il est donné a 'instant n+ 1 par les équations (1.17).
Dans le cas de signaux a échantillons manquants, le vecteur régresseur (1.17a) ne peut
pas étre construit uniquement par des échantillons disponibles. Plusieurs approches ont
été proposées pour son extension & l’identification de signaux & échantillons manquants. A
I'instar des méthodes offline, ’approche la plus simple est la suivante : si & un instant n+1,
I’échantillon x,41 ainsi que tous les échantillons constituants le vecteur régresseur x,, sont
disponibles, les paramétres sont mis & jour grace a 1’équation (1.17d). Par contre, si 'un
de ces échantillons est manquant, les parameétres sont conservés, a,y; = a,. Néanmoins,
lorsque la probabilité de perte d’échantillons est élevée ou ’ordre du modéle & identifier est
élevé, il devient rare d’avoir a la fois ’échantillon et le vecteur régresseur correspondant.
Dans ce cas, la convergence de ’algorithme est trés lente ainsi que le suivi de la variation
des paramétres.

Adams et al. [1] proposent de remplacer dans le vecteur de régression les échantillons
manquants par leurs prédictions. Celui-ci est alors noté a l'instant n par U, = 2,1 =
[Zn—1y- - Zn— L]T ou z, prend la valeur de I’échantillon lorsque celui-ci est disponible et
sa prédiction dans le cas contraire. La prédiction utilisée est celle par "régression linéaire
modifiée". Le vecteur régresseur ainsi obtenu dépend des parameétres. L’algorithme MCR
pseudo-linéaire est alors obtenu en négligeant la dépendance du vecteur régresseur des para-
metres |1]. Le principe de ’algorithme se résume par : lorsqu’un échantillon est manquant,
il est prédit par régression linéaire modifiée en utilisant I'estimée actuelle des paramétres,
ces derniers restant inchangés (ne sont pas mis a jour). Par contre, lorsqu'un échantillon
est disponible les équations de I'algorithme MCR sont exécutées aprés avoir remplacé dans
le vecteur régresseur les échantillons manquants par leurs prédictions.

Cet algorithme est simple et offre une convergence rapide. Par contre, il converge typique-
ment vers une estimation biaisée des parameétres. Ce biais d’identification était prévisible
pour les mémes raisons que les algorithmes du gradients étendus au cas de signaux a échan-
tillons manquants.

L’algorithme MCR pseudo-linéaire est généralisé par Sanchis et al. [62, 63]. Ils proposent
de ne pas limiter la prédiction & celle par régression linéaire modifice. Dans [63], une
analyse de la convergence de cet algorithme est présentée. Ils s’intéressent au cas du sous
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échantillonnage, et montrent que dans ce cas l'algorithme peut converger vers des minimums
locaux non globaux. Cet algorithme sera présenté et analysé dans le chapitre 3. Dans ce
chapitre, pour résoudre son probléme de biais d’identification, nous utilisons, conjointement
avec l'algorithme MCR pseudo-linéaire, un filtre de Kalman pour une prédiction optimale
en moyenne quadratique de processus AR(L) & échantillons manquants.
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Chapitre 2

Algorithmes de gradient

2.1 Extension des algorithmes de gradient au cas d’échantillons
manquants

Les algorithmes de gradient sont simples et permettent 'identification en temps réel d’un
modele paramétrique [44]. Ils ont été introduits de fagon bréve au cours du chapitre précédent.
Pour plus de détails sur ces algorithmes se référer a [45]. Il s’agit d’estimer récursivement les
parametres optimaux d’un modéle au sens d’un critére d’erreur quadratique. Le principe est de
mettre & jour, & chaque itération, les parametres en se dirigeant dans la direction opposée au
gradient du critére avec un facteur homothétique p selon ’équation (1.12).

Dans le but d’identifier et de reconstruire en ligne un processus AR a échantillons manquants,
Mirsaidi et al. [51, 52, 53| proposent des extensions de ces algorithmes a l'identification de
processus AR a échantillons manquants. Il est évident, dans ce cas, que la mise a jour des
paramétres n’a lieu que lorsqu’un échantillon est disponible. Ceci nécessite le calcul du gradient
du critére & minimiser. Tout comme dans le cas sans échantillons manquants, le critére optimisé
est lerreur quadratique moyenne de prédiction. Par contre, dans ce cas, le prédicteur optimal
donné par (1.6) ne peut pas étre utilisé. Pour cela, Mirsaidi et al. proposent d’utiliser le prédicteur
par régression linéaire modifiée explicité dans le paragraphe 1.3.2 du chapitre 1. Ainsi, ayant une
estimée a l'instant n des parameétres, la prédiction de I’échantillon & l'instant n + 1 est donnée
par :

L
Tpy1 = Z i nZn—it1 (2.1)
i=1

ou {2y} est le signal résultant de la reconstruction de {x,}, il est donné pour tout n par (1.34). Il
prend la valeur du signal lorsque ’échantillon est disponible et sa prédiction dans le cas contraire.

Dans ce qui suit, nous analysons tout d’abord le critere quadratique minimisé dans le cas
de signaux & échantillons manquants. Par suite, nous présentons les différents algorithmes de
gradient résultants des différentes approximations du critére.
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2.1.1 Analyse du critére minimisé

Comme il a été évoqué dans le paragraphe 1.3.2 du chapitre 1, le prédicteur donné par 1’équa-
tion (2.1) n’est pas linéaire par rapport aux parameétres. En effet, pour prédire un échantillon,
les prédictions des échantillons manquants précédents, dépendants des paramétres, sont utilisées.
On en déduit que 'erreur quadratique moyenne de prédiction, bien que d’apparence quadratique,
est un polynéme en a dont le degré dépend de 'ordre du modele AR choisi ainsi que du schéma
d’observation des échantillons. Ceci peut entrainer I'existence de plusieurs optimums globaux
potentiels de la fonction de cotit. Dans ce qui suit, nous utilisons un résultat obtenu par Wallin
et al. pour déduire que le critére minimisé admet un minimum global unique dans le cas d’une
perte d’échantillons aléatoire.

Le probléme de minimums globaux multiples dans l'identification de modéles ARX & échan-
tillons manquants est étudié dans [69]. Ils considérent l'identification d’un systéme par le principe
du maximum de vraisemblance. Ils utilisent un filtre de Kalman pour la prédiction des échan-
tillons. Pour des processus gaussiens, les erreurs de prédictions obtenues en utilisant un filtre de
Kalman sont indépendantes et gaussiennes. La fonction de vraisemblance est donc le produit de
gaussiennes. Elle s’écrit pour un processus AR sous la forme suivante [69] :

Vaw) = [T (2ns) 2 exp (- 20) 22)

2s;
i€O v

ot O est I'ensemble des instants o les échantillons sont observés, et s; est la covariance de
I’erreur de prédiction.

Wallin et al. [69] écrivent la fonction de vraisemblance précédente sous la forme d'une distri-
bution exponentielle. De plus, ils utilisent pour la prédiction d’un échantillon une représentation
linéaire en fonction des échantillons précédents. Ils en déduisent qu’une statistique suffisante pour
I’estimation des paramétres dans le cas d’une perte d’échantillons périodique, est ’estimation de
toutes les fonctions d’autocorrélation du signal [69]. Or, pour la famille des distributions expo-
nentielles, une statistique suffisante est a la fois minimale et compléte [64]. Dans le cas ou la perte
des échantillons est aléatoire, asymtotiquement toutes les fonctions d’autocorrélations peuvent
étre estimés de maniére consistante. Ils concluent donc qu’une perte d’échantillons aléatoire ne
cause pas asymptotiquement un probléme d’optimums globaux multiples.

Dans le cas de processus gaussiens, tel qu'un processus AR, la maximisation de la vraisem-
blance des observations est équivalente asymptotiquement a la minimisation de l’erreur quadra-
tique moyenne de prédiction [14]. De plus, tout comme la prédiction utilisant le filtre de Kalman,
la prédiction par régression linéaire modifiée admet une représentation linéaire en fonction des
données précédentes. On en déduit que, lorsque la perte des échantillons est aléatoire, ’erreur
quadratique moyenne de prédiction par régression linéaire modifiée admet un seul minimum
global.

En pratique, comme dans le cas sans perte d’échantillons, plusieurs approximations de ’erreur
quadratique moyenne de prédiction sont considérées donnant lieu ainsi & plusieurs algorithmes.
Or, la mise a jour des paramétres par les algorithmes de gradient nécessite le calcul du gradient
du critére minimisé, ceci n’est pas évident dans le cas de signaux a échantillons manquants.
Ainsi, dans ce qui suit, pour chacun de ces algorithmes, ’approximation du critére, le calcul de
son gradient ainsi que les caractéristiques de l’algorithme sont présentées. Asswad et al. [6, 7, §],
en adaptant ces algorithmes & l'identification de signaux 2D, proposent d’autres expressions
récursives pour le calcul du critére et de son gradient que celles utilisées par Mirsaidi et al.
[51, 52, 53]. On propose d’utiliser dans le cas 1D les expressions récursives utilisées par Asswad
et al. pour leur simplicité.
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2.1.2 Erreur quadratique instantanée

Dans ce cas, la fonction de colit minimisée est 'erreur quadratique instantanée, définie uni-
quement aux instants de disponibilité des échantillons. Lorsqu’un échantillon est disponible a
Iinstant n + 1, 'erreur quadratique est donnée par :

In+1 = (Tnt1 — jf'n+1)2- (2.3)

Cet algorithme est donc une extension de ’algorithme du gradient stochastique au probleme
d’identification de signaux a échantillons manquants. Or la prédiction utilisée est non linéaire
par rapport aux parameétres. Il s’en suit de méme pour le critére (2.3) dont le gradient est donné
par :

0J, . 02y,
Gyl = 8;1 = —2(2n41 — Ent1) ga“. (2.4)

Le terme 0,41/0a représente la dérivée partielle de la prédiction de ’échantillon 1 par
rapport au vecteur des parametres. C’est un vecteur de dimensions L dont ’élément d’ordre j
est donné par :

L
Oin1 O F  aizn_in OZp—it1 .
P, D, = Zn—jt1 + Z“iTaj j=1,...,L (2.5)
i=1
o,
0Zp—i _ %A . si Xp_; est disponible (256)
Ja;j gg; sinon. :

Ainsi, en écrivant les L relations sous une forme vectorielle, le terme 0%, /0a se calcule
récursivement grace a 1’équation suivante [51] :

8‘%”4_1 o 82n
“oa T [a—a

...‘M]a:zn—ka—? a (2.7)

ou 2, = [2n -+ Zn— L+1]T est le vecteur de régression du signal reconstruit a l'instant n + 1.

Cet algorithme est simple & mettre en ceuvre en pratique, sa complexité est de l'ordre de
O(L?) a chaque itération. Il permet de plus le suivi en temps réel des paramétres d’un signal non
stationnaire ayant subi une perte d’échantillons. Cet algorithme a évidemment les inconvénients
de lalgorithme du gradient stochastique son homologue dans le cas sans perte d’échantillons,
a savoir la faible vitesse de convergence ainsi que la variance élevée des parameétres estimés.
Le choix de la valeur du pas d’adaptation p est en effet un bon compromis entre la vitesse de
convergence et la variance des parameétres [44, 52].

2.1.3 Erreur quadratique moyenne (fenétre croissante)

Dans ce cas, a chaque instant, la moyenne statistique de toutes les erreurs quadratiques de
prédiction précédentes est minimisée. C'est donc une extension de 'algorithme SGA (’Satistical
Gradient Averaging’) au probléme d’identification de signaux a échantillons manquants. Il est
clair que seules les erreurs de prédiction correspondants a des échantillons disponibles doivent
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étre considérées dans le calcul de la fonction de cott. Cette derniére n’est pas définie aux instants
d’échantillons manquants. Elle est donc donnée & un instant n + 1 par :

n+1

1 .

1 =~ > cnlan —dn)’
n+l p=r+41 58
,  ntl L 2 (28)
ntl p=r41 i=1

ou {cp} est la variable binaire définie par 1’équation (1.25). Elle est utilisée pour ne tenir compte
en calculant la fonction de cotit que des erreurs de prédiction correspondant & des échantillons
disponibles. Nnd =3 s 41 Ch est le nombre d’échantillons disponibles jusqu’a I'instant n.

Le gradient de la fonction de cotit précédente est donné par :

OJpi1 -2 R _ Oin
= — Ch(fﬂh - :Eh)— (2'9)
da Ng h:zL;Ll da

ou le terme 0%, /0a est calculé grace a l’équation (2.7).

Le gradient donné par (2.9) peut se calculer récursivement. Ainsi si un échantillon est dispo-
nible & l'instant n + 1, le gradient est mis & jour grace a ’équation récursive suivante :

OJpi1 _ Nt 9Jy 1

da  Nitf1da NIyl

Gt (2.10)

85%11«%1
0,

avec Gpy1 = —2(Tpy1 — Tnt1) —ga

. Par contre, si & l'instant n + 1, ’échantillon est manquant,

le gradient de la fonction de coiit est conservé a‘g”; L = %.

Ici, contrairement au gradient stochastique, toutes les erreurs quadratiques de prédictions
précédentes sont prises en compte également pour le calcul du gradient. Pour cela, la variance
sur I'estimation des paramétres est plus faible que celle obtenue grace a l’algorithme précédent.
Par contre, ceci implique une faible capacité de poursuite des variations des paramétres dans
un environnement non stationnaire. Pour avoir un compromis entre une faible variance sur l’es-
timation des paramétres et une bonne capacité de poursuite des paramétres dans un contexte
non stationnaire, la fonction de cott est définie sur un horizon limité des erreurs de prédictions
[44, 52]. Cet algorithme est présenté dans ce qui suit.

2.1.4 FErreur quadratique sur une fenétre glissante

Ici, le critére & minimiser est la moyenne des erreurs quadratiques de prédiction sur un
horizon fini de durée H. Le critére est donc calculé sur une fenétre glissante dont la durée
dépend évidemment du degré de non stationnarité du signal. Les parameétres d’un processus non
stationnaire varient en fonction du temps et non en fonction du nombre d’échantillons disponibles.
Pour cela, la taille de la fenétre n’est pas un nombre précis d’échantillons disponibles mais par
contre une durée temporelle. Le critére & minimiser est alors donné, a un instant n + 1, par :

1 n+1

o1 = S > on(an— ) (2.11)
Hn+1l p=p—H+1




2.1. EXTENSION DES ALGORITHMES DE GRADIENT AU CAS D’ECHANTILLONS MANQUANTS31

ou NIC_an = ZZI}L— Ha1Ch est le nombre d’échantillons disponibles existants dans la fenétre de
largeur H. La modulation d’amplitude binaire ¢, est utilisée pour les mémes raisons que précé-
demment.

Le gradient de (2.11) par rapport aux parameétres est donné par :

o 9 n+1
8”“ = — > anGus (2.12)
a NH,n+1 h=n—H+1

ou G4 est définie par (2.4). Ceci nécessite donc a chaque instant la connaissance des H derniers
gradients calculés. Cet algorithme permet d’obtenir un compromis entre les deux algorithmes
précédents en termes de variance sur I'estimation des paramétres et de la capacité de poursuite
de la variation des parametres. Par contre il est de complexité calculatoire légérement plus grande.

2.1.5 Reésumé global des algorithmes

Les algorithmes présentés dans la section précédente ne se distinguent que par le critére
optimisé et par conséquent son gradient. Ils se résument donc a linstant n + 1 aux étapes
suivantes :

Si I’échantillon est manquant
— prédire I’échantillon &,41 grace a ’équation (2.1)
— les parameétres ne sont pas mis & jour : dp41 = an
— calculer 0%y,4+1/0a grace a (2.7) pour a = a,
— actualiser le vecteur 0z,11/0a via :

Ozns1 _ [Odns1 |02a] |Oza—rea]’ (213)
da da |da| | Oa '
Si I’échantillon est disponible
— prédire I’échantillon Z,41 grace a I’équation (2.1)
— calculer 0%y,4+1/0a grace a (2.7) pour a = a,
— calculer G141 = —2(zp41 — :i"nﬂ)% et en déduire le gradient du critére en fonction de
I’algorithme choisi :
1. Erreur quadratique instantanée :
0J,
—8’2“ = Gt (2.14)
2. Erreur quadratique moyenne (fenétre croissante) :
0T i1 N 9J, 1
= Gpy1- 2.15
da Nf{+18a+fo+1 i (2.15)
3. Erreur quadratique moyenne (fenétre glissante) :
1
AT 2 &
9e = i > aGrn (2.16)

Hn+1 g=n—H+1

— mettre & jour les paramétres grace a I'équation (1.12).
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— actualiser le vecteur 0z,11/0a via :

Ozn+1 _ [0 Ozn (2.17)

Ozn 242"
Oa Oa |

da

En se référant aux équations (2.10) et (2.12) on constate que le gradient dans le cas de
fenétres croissantes ou fenétres glissantes est calculé récursivement en utilisant a chaque instant
le gradient stochastique.

2.1.6 Observations et analyse des performances des algorithmes

L’intérét principal des algorithmes présentés ci-dessus est la simplicité de 'implémentation
ainsi que la faible complexité de calcul permettant ainsi d’envisager des applications en temps
réel. Par contre, les simulations montrent que ces algorithmes convergent vers une estimation
biaisée des parameétres. Le biais semble étre indépendant de l'initialisation des parameétres pour
une perte aléatoire des échantillons. Il n’est donc pas da & une convergence vers un minimum local
de la fonction de cout. Ceci est confirmé par I’analyse faite au paragraphe (2.1.1) ou l'on conclut
que lorsque la perte des échantillons est aléatoire, I'erreur quadratique moyenne de prédiction
par régression linéaire modifiée admet un seul minimum global.

De plus, ce biais croit avec la probabilité g de perte des échantillons et dépend des parameétres
a identifier. Cette observation est confirmée par Wallin et al. [68]. Ainsi, ils montrent que 'appli-
cation du principe des moindres carrés sur le signal reconstruit (ou les échantillons manquants
sont remplacés par leur prédiction supposée correcte) conduit & une estimation biaisée des para-
meétres. Ils calculent 'expression de ce biais et en déduisent une condition pour une estimation
non biaisée. Ceci est fait ’objet du paragraphe 1.3.1 du chapitre 1. Or, les paramétres estimés par
les algorithmes présentés ci-dessus sont égaux asymptotiquement et en moyenne a la solution au
sens des moindres carrés des paramétres qui caractérisent le signal reconstruit (ou les échantillons
manquants sont remplacés par leur prédiction par régression linéaire modifiée). Ils convergent
donc vers une estimation biaisée des parametres [68]|. D’autre part, on déduit de I’équation (1.50)
que lorsque l'approche de prédiction utilisée minimise ’erreur quadratique moyenne de prédic-
tion, ’estimation des parameétres par le principe des moindres carrés est non biaisée. Pour cela,
nous proposons dans ce qui suit des alternatives aux algorithmes présentés ci-dessus utilisant
d’autres approches de prédiction afin de résoudre leur probléme de biais d’identification.

2.2 Alternatives proposées

Afin de résoudre le probléme de biais des algorithmes précédents, on propose ici de nouvelles
alternatives basées sur d’autres approches de prédiction. Les approches de prédiction sont tout
d’abord présentées et illustrées a l'aide d’un exemple. Ensuite, les algorithmes de type gradient
basés sur ces approches de prédictions sont décrits.

2.2.1 Approches de prédiction utilisées

Les différentes approches de prédiction qu’on propose d’utiliser dans des algorithmes de gra-
dient sont le prédicteur & k-pas et le prédicteur & passé infini incomplet proposé par Bondon
[13].
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Prédicteur a k-pas

Soit P, la projection orthogonale d’'un échantillon sur le sous espace vectoriel S engendré
par 1,x1,...,x,. Le prédicteur & k-pas consiste & prédire un échantillon a Uinstant n + k en
fonction de son passé jusqu’a l'instant n. P,k est le prédicteur & k-pas optimal de x4 [14].
C’est la combinaison linéaire optimale de 1,z1,..., 2, permettant la prédiction de x,4j. Selon
le théoréme de la projection (|14] Théoréeme 2.3.1), le prédicteur a k-pas ainsi défini est ’élément
unique de S qui vérifie :

||$n+k - ffn—f—k” = inf Hxn—I—k - y” (2'18)
yeS

C’est le meilleur prédicteur au sens des moindres carrés de z,,; appartenant au sous espace
vectoriel S.

Les équations récursives du prédicteur & k-pas optimal d’un modéle ARMA sont données dans
[14]. Par analogie, en appliquant 'opérateur P, aux deux membres de I’équation (1.1) écrite a
Pinstant n + k, on déduit que dans le cas d’'un modéle AR(L), ’équation du prédicteur a k-pas
optimal s’écrit & un instant n > L par :

L
fn—i—k = ann—i-k = Zaipnxn—i-k—ia (2'19)
i=1
Il est & noter que dans le cas ot k < L, lorsque n +k —¢ < n, PaTpik—i = Tnik—;.

De plus, on sait que dans le cas d’un processus AR d’ordre L, Ppx,11 = ZiLzl a;iTpt+1—i [14].
On déduit donc de I'équation récursive (2.19) que le prédicteur a k-pas optimal est une com-
binaison linéaire de x,_r+1, ..., %, uniquement. Il admet donc la représentation autorégressive
suivante [12] :

Brsk = D gFan_ip1. (2.20)

Dans [12], Bondon établit des relations récursives permettant de calculer, a partir des coef-
ficients autorégressifs (a;), les coefficients de prédiction a k-pas, (gf), ainsi que la variance de
I’erreur de prédiction.

On montre aussi que dans le cas d'un processus AR(2), g]f, glg et la variance, Var, de I’erreur
de prédiction sont donnés par (voir Annexe A) :

gl_zckzhzzl

L
it = z Ch ool ag?” 21

|52
Var:E{(a:n+k—S%n+k)2} = Z Ci_a h % ay | o?

On propose d’adapter la prédiction & k-pas au probléme de prédiction d’un processus AR
d’ordre L & échantillons manquants. Dans le cas général o1 la perte d’échantillons est aléatoire, on
propose de prédire un échantillon en fonction des L échantillons consécutifs disponibles précédents
les plus proches. Ainsi, on ne tient pas compte des échantillons disponibles entre 1’échantillon &
prédire et la suite des L échantillons consécutifs disponibles. Le principe est représenté a la figure
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2.1. Le pas k est donc le nombre d’échantillons séparant I’échantillon & prédire (a U'instant n+k) et
la séquence de L échantillons consécutifs disponibles la plus proche (aux instants n—L+1,...,n).
Celui-ci dépend donc du schéma de perte et peut devenir arbitrairement grand ce qui méne a
une large variance de 'erreur de prédiction. Ayant défini le pas k et l'instant n, on utilise donc
Péquation récursive (2.19) pour la prédiction. Il est & noter que dans ce cas, tout comme dans le
cas de l'identification sans échantillons manquants, la minimisation par rapport aux parameétres
de l'erreur quadratique de prédiction revient a résoudre un systéme de L équations a L inconnues
(qui sont les parameétres du modeéle AR a identifier) et ceci quelque soit le schéma de perte.

A : échantillon manquant

x: échantillon disponible
non utilisé pour la

prédiction dex,,

n+k
, : échantillon disponible
ayant servi a la
prédiction det,, i
>
-
& }

F1G. 2.1 — Adaptation du prédicteur a k-pas a la prédiction de signaux a échantillons manquants.

Prédicteur a passé infini incomplet

Le prédicteur a passé infini incomplet est proposé par Bondon [11, 13]. Cette approche de
prédiction a été décrite dans la section 2 du premier chapitre. C’est la projection orthogonale
d’un échantillon sur son passé infini incomplet pour un nombre fini d’échantillons manquants.
Il est optimal au sens des moindres carrés et admet une représentation autorégressive unique
en fonction des données précédentes disponibles. Celle-ci est donnée par (1.58). On s’intéresse
ici particuliérement & la prédiction d’un processus AR d’ordre fini L a échantillons manquants.
Dans ce cas, on montre que la prédiction optimale d’un échantillon est une combinaison linéaire
de toutes les observations précédentes jusqu’a ce que L échantillons consécutifs disponibles soient
rencontrés. Ainsi, soit z, ’échantillon a prédire en fonction des échantillons précédents dispo-
nibles et soit ,_k_r+1,--.,Zn— la séquence de L échantillons consécutifs disponibles la plus
proche de z,. Il s’agit donc de montrer que les coefficients g; de la représentation autorégressive
de #,, donnés par (1.59) s’annulent pour i > n — k — L + 1. Cette démonstration est présentée
dans I’Annexe B.

Ainsi, le prédicteur d’un processus AR(L) & passé infini incomplet admet la représentation
autorégressive donnée par ’équation (1.60) dans laquelle M désigne le nombre d’échantillons
manquants entre I’échantillon & prédire et la séquence de L échantillons consécutifs disponibles
la plus proche. Les échantillons manquants sont donc aux instants n — ns,...,n —ni. Les L
échantillons consécutifs disponibles les plus proches de I’échantillon & prédire sont aux instants
n—ny —L,...,n—mny — 1. Ainsi les échantillons ayant servi & la prédiction de x,, sont tous les
échantillons disponibles entre les instants n — nys — L et n. Ceci justifie la multiplication dans
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(1.60) par la modulation d’amplitude ¢; qui permet de sélectionner uniquement les échantillons
disponibles. Ceci est représenté a la figure 2.2.

A : échantillon manquant

x: échantillon disponible

non utilisé pour la
prédiction dez,,

n-ny ' NNy n-ng n
¢ * , : échantillon disponible
ayant servi a la
prédiction dex,,
S >
(L)
l

Fi1G. 2.2 — Prédiction d’un processus AR(L) a échantillons manquants utilisant le prédicteur a
passé fini incomplet.

Ainsi, la prédiction & k-pas est alors une projection orthogonale sur un sous espace de celui
sur lequel on projette grace a ce prédicteur. L’erreur quadratique moyenne de prédiction obtenue
pour ce prédicteur est alors inférieure & celle obtenue pour le prédicteur a k-pas.

La prédiction d’un processus AR(L) utilisant cette approche de prédiction nécessite a chaque
instant 'inversion de la matrice U. On rappelle que U est la matrice non singuliére de dimensions
(M +1) x (M +1), dont les éléments sont donnés par :

Ny AN

Uy = Z Any—jln,—j v, w=0,...,M, (2.22)
§=0

ol 1y, A 1y, est la valeur minimale entre n, et ny.

Les dimensions de cette matrice et la valeur de ses éléments dépendent & chaque instant du
schéma de perte. Son calcul & un instant donné ne peut donc pas étre déduit récursivement de son
expression a I'instant précédent. Pour des probabilités de pertes élevées ou pour des processus AR
d’ordre L élevés, il devient rare d’avoir L échantillons consécutifs disponibles. Par conséquent,
les dimensions (M + 1)x(M + 1) de la matrice U deviennent souvent élevées ce qui rend le calcul
de la prédiction complexe.

Exemple de comparaison et conclusions

Les deux prédicteurs présentés ci-dessus ainsi que le prédicteur par régression linéaire modifiée
sont illustrés et comparés ici a travers un exemple particulier. Il s’agit de prédire 1’échantillon x7
d’un processus AR(2) ayant subi une perte d’échantillons suivant le schémas de perte particulier
donné par la figure 2.3.

Nous utilisons pour les trois prédictions une représentation autorégressive en fonction des
échantillons précédents disponibles afin de pouvoir les comparer. Les représentations autorégres-
sives des prédictions & k-pas et & passé incomplet ont été discutées ci-dessus 2.2.1. La prédiction
par régression linéaire modifiée admet elle aussi une représentation autorégressive. Ainsi, consi-
dérons son expression donnée par ’équation (2.1) dans laquelle nous remplagons a chaque fois et
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: échantillon manquant

Z €rr
: échantillon manquant

qu’on souhaite prédire

, : échantillon disponible

FiG. 2.3 — Schémas de perte particulier permettant la comparaison des trois prédicteurs utilisés
dans ce chapitre.

de fagon récursive la prédiction d’un échantillon par son expression donnée par la méme équation.
On obtient alors que la prédiction par régression linéaire modifiée admet, comme le prédicteur
a passé incomplet, une représentation autorégressive en fonction des données disponibles précé-
dentes jusqu’a ce que L échantillons consécutifs disponibles soient rencontrés. Nous présentons
dans ce qui suit la prédiction de x7 utilisant les différentes approches de prédiction.

1. La prédiction par régression linéaire modifiée :
T7 = a1x¢ + a1a0T4 + a%xg. (2.23)

2. Le prédicteur a k-pas : ici, z7 est prédit en fonction de z4 et de x3 (L échantillons consécutifs
disponibles). Les équations (2.21) pour k£ = 3 donnent :

&7 = (a3 + 2a1a9)x4 + (alas + a3)s. (2.24)

3. Le prédicteur a passé incomplet : ici M = 1,ny =2

3 2 2,2
A aias ajaz + a1aj 9  ajaj
Tr=|a1+ Te+ | ara — ————= | x4+ | a5 — x3. 2.25

! (1 1+a%> 0 (1 SR e > ! (2 1+a%> ’ (2.25)

Comme prévu, la prédiction par régression linéaire modifiée et celle & passé incomplet uti-
lisent plus d’informations pour la prédiction de z7 que celle & k-pas. De plus, d’aprés ’exemple, le
prédicteur par régression linéaire modifiée a une représentation autorégressive différente de celui
a passé incomplet. En effet, les coefficients autorégressifs g; de ce dernier contiennent des termes
additifs correctifs en comparaison aux coefficients autoregressifs obtenus pour la prédiction par
régression linéaire modifiée. Or, on sait que la projection orthogonale d’un échantillon sur son
passé incomplet admet une représentation autorégressive unique dont les coefficients sont donnés
par ’équation (1.58) [11, 13]. On en déduit que la prédiction d’un échantillon par régression li-
néaire modifiée n’est pas sa projection orthogonale sur son passé a échantillons manquants. Cette
approche de prédiction n’est donc pas optimale au sens des moindres carrés. Cette observation est
confirmée dans [34]. En effet, il est noté dans [34] que Pespérance d’un état basée sur les données
observées ne revient pas a remplacer simplement un état inconnu par son estimée mais des termes
correctifs basés sur la matrice de covariance de erreur de prédiction doivent étre pris en compte.
Or, les parameétres estimés utilisant 'un des algorithmes proposés par [53] sont égaux asympto-
tiquement & la solution au sens des moindres carrés des parameétres qui caractérisent le signal
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reconstruit (ou les échantillons manquants sont remplacés par leur prédiction). Ils convergent
donc typiquement vers une estimation biaisée des parameétres si 'approche de prédiction utilisée
n’est pas optimale au sens des moindres carrés [68]. La prédiction par régression linéaire modifiée
n’étant pas optimale au sens des moindres carrés, le biais existant sur ’estimation des paramétres
utilisant les algorithmes proposés dans [51, 52, 53] est justifié.

Il est & noter ici que la prédiction & k-pas et celle & passé infini incomplet sont toutes les deux
optimales au sens des moindres carrés. Par contre, elles effectuent des projections orthogonales
sur des espaces différents. Ceci nous meéne & les utiliser dans ce qui suit dans des algorithmes de
gradient afin de résoudre le probléme de biais d’identification.

2.2.2 Algorithmes de gradient utilisant le prédicteur a k-pas

La prédiction & k-pas est équivalente & la prédiction par régression linéaire modifiée lorsque
tous les échantillons entre le dernier bloc de L échantillons consécutifs disponibles, 141, .., Tn,
et I’échantillon & l'instant courant x,; sont manquants. Utilisant cette propriété du prédicteur
a k-pas, les algorithmes de gradient utilisant le prédicteur a k-pas peut donc étre déduit sim-
plement, et de fagon récursive, a partir de ceux proposés par Mirsaidi et al. [51]. Ce dernier est
modifié en considérant un échantillon disponible comme manquant au cours des instants suivants
jusqu’a ce qu’un bloc de L échantillons consécutifs disponibles soit formé. Les prédictions futures
se feront donc a partir de ce dernier bloc. Ce principe est représenté par la figure 2.4.

A : échantillon manquant

x: échantillon disponible
non utilisé pour la
prédiction dex,,

n+k
@ : ¢chantillon disponible
ayant servi a la
prédiction dex,,
>
& }

Fi1G. 2.4 — Principe de l'algorithme LMS-like basé sur la prédiction & k-pas.

Ainsi, si un échantillon disponible & l'instant n + k ne forme pas avec les L — 1 échantillons
précédents un bloc de L échantillons consécutifs disponibles, il est considéré comme manquant
au cours des instants suivants. Ceci intervient dans la prédiction des échantillons futurs et dans
le calcul du gradient & ces instants la. Ainsi, la prédiction de cet échantillon est utilisée pour les
prédictions futures, i.e. z, 1 = @pik, de plus, 0,1k /0a sera utilisée dans I’équation (2.7) au
lieu de 0 pour la mise & jour du gradient.

Par contre, si ©y1k, ..., Zntrk—r+1 sont disponibles, les échantillons suivants seront prédits en
fonction de ce bloc, le vecteur de régresseurs est alors z,r = @n,+. Puisque ces échantillons ne
sont pas considérés comme manquants dans la suite, leurs gradients par rapport aux parameétres,
0znyn/0a, ..., 0%y h—pi1/0a sont donc égaux a zéro. Il est a noter que dans ce cas, se référant
a l’équation (2.1), la prédiction & l'instant n + k + 1 est linéaire par rapport aux parameétres.
Ainsi le gradient 0%,1x+1/0a calculé par équation (2.7) est bien égal & @, k.




38 2. ALGORITHMES DE GRADIENT

L’algorithme se résume donc a l'instant n + k aux étapes suivantes :

Si I’échantillon est disponible
— prédire I’échantillon &, grace a I’équation (2.1)
— calculer 0%,,4/0a grace a (2.7) pour @ = Gpyk—1
— calculer Gpip = —2(zpyr — i’n+k)8%”g et en déduire le gradient du critére en fonction de
I’approximation de la fonction de cotlt choisie.
— mettre & jour les parameétres grace a l’équation (1.12).

— vérifier si un nouveau bloc de L échantillons consécutifs disponibles est formé :

1. si Zptk, .- Tnrk—L+1 sont disponibles, ils serviront a la prédiction des échantillons
futurs :
~ tous les éléments du vecteur 0z,1r/0a sont mis & zéros.
— Zn+k = Tpiyk-

2. dans le cas contraire, ’échantillon & l'instant courant est considéré manquant pour
les étapes suivantes :
— actualiser le vecteur 0z,.1/0a par 1’équation :

DZnyk—1
da

(2.26)

da Oa

azn—f—k o 8i?n-i-k
da

.
‘8zn+k—L+1 ]

— Zn+k = ‘%n—l—k-

Si I’échantillon est manquant

— prédire I’échantillon &, grace a I’équation (2.1)

— les parameétres ne sont pas mis a jour : Gp4x = Aptk—1
calculer 0%, /0a grace a équation (2.7) pour @ = Gy, 4k

— actualiser le vecteur 0z,4x/0a selon 'équation (2.26).

Cet algorithme est simple. De plus, grace a 'utilisation d’une prédiction optimale au sens des
moindres carrés, il converge vers une estimation non biaisée des paramétres. Par contre, cette
meéthode dépend fortement du schéma d’observation des échantillons. Ainsi, lorsque la perte des
échantillons est aléatoire et de probabilité élevée ou lorsque 'ordre du modéle AR est élevé,
les blocs de L échantillons consécutifs disponibles sont rarement formés. Par suite, le pas k de
prédiction peut devenir arbitrairement élevé. Ceci conduit & une erreur quadratique moyenne
de prédiction élevée et par conséquent a une large variance sur l’estimation des paramétres
croissantes avec ¢, la probabilité de perte des échantillons. Or, I'erreur de prédiction obtenue
en utilisant le prédicteur & passé infini incomplet est inférieure a celle obtenue en utilisant la
prédiction & k-pas. Pour cela, nous proposons dans ce qui suit de I'utiliser dans un algorithme
de type gradient.

2.2.3 Algorithmes de type gradient utilisant le prédicteur & passé incomplet

Puisque le prédicteur & passé infini incomplet est optimal au sens des moindres carrés, on pro-
pose de 'utiliser dans un algorithme de gradient pour une estimation non biaisée des paramétres
et une reconstruction optimale au sens des moindres carrés. Les algorithmes résultants différent
de ceux décrits précédemment par l'approche de prédiction utilisée et par conséquent par le cal-
cul du gradient du critére a minimiser. On s’intéresse dans ce qui suit au calcul du gradient de
I’erreur quadratique de prédiction instantanée puisque le gradient des autres approximations du
critére en découlent simplement grace aux équations récursives (2.8) et (2.12).
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On considére la représentation autorégressive du préditeur donnée par ’équation (1.60). L’er-
reur quadratique instantanée de prédiction est alors donnée par :

2

TLM+L
Jp = (mn— Z cn_igia:n_i> (2.27)
i=0

La dérivée partielle du critére par rapport & un parameétre (a;) est donc donnée par :

Gn o 8Jn o nMZ+L agi

T = L (2.28)

=

ou le terme dg;/0a; est calculé en différentiant 1’équation (1.59) par rapport au parameétre
aj, ce qui donne :

M ns/Ai M ns/A\i

9 s 0 52y An.—h@i—p
_ G s = s 2.2

da; Zaajzasha h+z¢ [ da; (2:29)

= h=0 s=0

nsAi .
8(1]-
avec
o Qi si0<l—j<INg
A(j,i,1) = { 0 " sinon (231)

Il est & noter ici que ag = 1 et que a; = 0 pour 7 > L ou j <0.

Afin de calculer la dérivée partielle de 1), par rapport & un parameétre a;, 0vs/0a;, le systéme
matriciel (1.55) est différentié par rapport a a;. Ce qui conduit a :

0o, ) T
8aj

U .
——aTLj(%,---ﬂﬁM) . (2.32)

La matrice OU/Oa; est formée par la dérivée partielle de chacun des éléments de U par
rapport au paramétre aj. On obtient ainsi L matrices correspondant a la dérivée partielle de
U par rapport & chacun des L paramétres du modeéle AR. Il reste donc a calculer la dérivée de
chacun des éléments de la matrice U par rapport a;. Celle-ci est donnée de la méme facon que
dans (2.30) par :

Oy

8aj

= A(]a nU,le) +A(j7 nwanv) (233)

Ainsi, 'algorithme de gradient utilisant la prédiction & passé infini incomplet ne différe des
algorithmes présentés dans la section 2.1.5 que par la prédiction des échantillons qui est alors
donnée par I’équation (1.58) et le calcul du gradient de la fonction de coit donné par (2.28).
Puisque la prédiction ne peut pas étre calculée récursivement, il s’en suit de méme pour le calcul
du gradient qui nécessite lui aussi 'inversion d’'une matrice de la méme taille que U.

Cet algorithme permet d’estimer sans biais les parameétres du processus et offre une recons-
truction optimale au sens des moindres carrés des échantillons manquants. Pour autant, son cott
calculatoire reste élevé.
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2.3 Simulations et Comparaison des performances

Dans ce qui suit, les algorithmes du gradient en utilisant les différentes approches de prédic-
tion discutées ci-dessus sont comparés a ’aide des différentes simulations suivantes. Nous nous
intéressons dans les simulations en particulier aux algorithmes de gradient stochastique pour leur
simplicité et pour leur capacité de poursuite dans des contextes non stationnaires.

On s’intéresse dans un premier temps au régime permanent des différents estimateurs. Pour
cela le signal utilisé dans la premiére série de simulations est un processus AR stationnaire. Au
cours de la deuxiéme simulation, un signal non stationnaire est utilisé pour tester les capacités
de poursuite des différents algorithmes comparés.

Simulation 1 Le signal test utilisé est un processus AR d’ordre 2 dont les parameétres sont
[1.5,—0.7] générés sur 10° échantillons. La perte d’échantillons est considérée aléatoire suivant
une loi de Bernoulli indépendante du signal de probabilité de perte ¢ = 0.3. On considére un
pas de convergence pu = 7.107°. Cette valeur empirique permet un bon compromis entre la
variance sur l'estimation des parameétres et la vitesse de convergence. Dans le cas de signaux a
échantillons manquants ce facteur est choisi plus petit que dans le cas sans perte évitant ainsi une
forte variance sur ’estimation des parameétres pouvant conduire & une divergence. Dans ce qui
suit algorithme de "Mirsaidi", "A" et "B" désignent respectivement 'algorithme du gradient
stochastique utilisant la prédiction par régression linéaire modifiée proposé par Mirsaidi et al.
[53, 51] et ses alternatives utilisant la prédicteur a k-pas et le prédicteur & passé infini incomplet.

La figure 2.5 montre l'estimation du parametre a; utilisant les trois algorithmes comparés.
La figure 2.6 est un zoom sur le comportement des trois algorithmes aprés la convergence.
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FiG. 2.5 — Comparaison de I'estimation du paramétre a1 en utilisant les trois algorithmes.

Les performances des 3 algorithmes comparés sont résumés dans le tableau 2.1, ou b; désigne
le biais sur I'estimation du paramétre a; et o; ’écart type correspondant. Ils sont estimés aprés
la convergence des algorithmes par les équations suivantes :
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ou T, est un instant choisi aprés la convergence de l'algorithme (Cf. le temps de convergence au
chapitre 1) et @; est la valeur de convergence en moyenne de l'estimateur du paramétre a;.

L’EQMR désigne l'erreur quadratique moyenne de reconstruction normalisée du signal. La
normalisation est faite par rapport a la puissance du signal. Ainsi pour un signal généré sur N
échantillons, celle-ci est donnée par :

N 2
EQMR = Z=1(§—_;) (2.36)
> im1 T

Le CPU est le temps de calcul en secondes nécessaire & la simulation de chacun des trois
algorithmes pour le signal test décrit ci-dessus implémentés sous MATLAB sur un processeur de
3GHz.

Le tableau 2.1 et les figures 2.5 et 2.6 montrent que ’algorithme Mirsaidi converge comme
prévu vers une estimation biaisée des parameétres alors que celle-ci l’est bien moins (théoriquement
pas) en utilisant les deux autres algorithmes. De plus, le tableau 2.1 montre que l'algorithme B est
coliteux en temps de calcul. Les simulations montrent que son CPU croit exponentiellement avec
la probabilité ¢ de perte des échantillons. Ceci est notamment di & 'augmentation des dimensions
des matrices & inverser lorsque la probabilité ¢ augmente. Par contre, les algorithmes Mirsaidi
et A sont & peu prés huit fois plus rapide, et leur CPU n’augmente pas avec ¢. D’autre part,
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TAB. 2.1 — Performances des 3 algorithmes comparés pour la simulation 1.

Algorithme ‘ by ‘ bo ‘ o1 ‘ 09
Mirsaidi 0.166 | 0.137 | 0.019 | 0.018
A 0.026 | 0.014 | 0.029 | 0.0298
B 0.004 | 0.009 | 0.014 | 0.016

Algorithme | EQMR | CPU
Mirsaidi 0.07 3
A 0.11 4
B 0.061 | 38

I’algorithme B offre comme prévu erreur de prédiction la plus faible par comparaison & celles
obtenues grace aux autres algorithmes alors que l'algorithme A souffre de la plus élevée. 11 est a
noter que 'EQMR fourni par ’algorithme Mirsaidi est proche de celui fourni par ’algorithme B
pour un temps de calcul beaucoup plus faible.

La figure 2.7 montre pour chacun des algorithmes comparés, une densité de probabilité empi-
rique de l'estimation du parameétre a;. Pour cela, le parameétre a; est estimé en utilisant les trois
algorithmes comparés pour chacune des 2000 réalisations du signal et du schéma de perte. Ainsi,
pour chacun des algorithmes, une densité de probabilité empirique de ’estimation du parameétre
a1 est déduite & un instant 7, choisi apres la convergence.
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Fi1G. 2.7 — Densité de probabilité empirique de ’estimation du parameétre a; utilisant les trois
algorithmes

La figure 2.7 montre que la densité de probabilité de ’estimation du parameétre a; utilisant
I’algorithme B est bien centrée sur 1.5. Ceci confirme que cet estimateur n’est pas biaisé. D’autre
part, on remarque que l'estimation du parameétre a; utilisant l'algorithme A est légérement
biaisée, la densité de probabilité de cet estimateur étant centrée sur 1.49. Or, cet estimateur
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est supposé étre non biaisé puisque 'approche de prédiction utilisée est optimale au sens des
moindres carrés. Ceci peut étre di a la grande variance sur ’estimation des parameétres utilisant
cet algorithme et & ’estimation empirique de la densité de probabilité qui est limitée & 2000
réalisations du signal et du schéma de perte. Par contre, pour ’algorithme Mirsaidi, la densité
de probabilité de 'estimation de aq est centrée sur 1.34 ce qui montre que cet estimateur souffre
d’un biais.

La figure 2.7 nous donne aussi des indications sur la variance de 'estimation de chacun des
algorithmes. En effet, se référant au tableau 2.1 et aux figures 2.6 et 2.7, pour les algorithmes
de type gradient comparés, la variance sur ’estimation des paramétres est liée, comme prévu, a
I’erreur de prédiction du signal. En effet, pour les algorithmes de type gradient comparés, la mise
a jour des parameétres est proportionnelle & 'erreur de prédiction telle qu’on le voit & travers les
équations (1.12) et (2.4). Ainsi, la variance sur I’estimation des paramétres utilisant I’algorithme
B est le plus faible alors que celle correspondant a 'algorithme A est la plus élevée.

Finalement, la figure 2.8 présente ’'EQMR obtenu pour la reconstruction du signal test dé-
crit ci-dessus utilisant chacun des trois algorithmes en fonction de la probabilité de perte des
échantillons q.

0.8r
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0.7f algorithme A
algorithme B

1 1

0 - 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
probabilité de perte ¢

1 J

FiG. 2.8 - EQMR des trois algorithmes en fonction de la probabilité de perte ¢

On constate grace a la figure 2.8 que erreur de reconstruction obtenue en utilisant 1’al-
gorithme de Mirsaidi reste proche de l’erreur optimale méme pour des probabilités de pertes
élevées.

Simulation 2 Le signal test utilisé ici est un processus AR non stationnaire composite gé-
néré sur 5.10% échantillons. Pour les premiers 25.10% échantillons, la valeur des paramétres est
[1.5; —0.7], alors que pour les échantillons restants, les paramétres sont [1; —0.5]. La perte d’échan-
tillons est considérée aléatoire suivant une loi de Bernoulli indépendante du signal de probabilité
g = 0.3. Les figures 2.10 et 2.9 montrent ’estimation moyenne du paramétre a; en utilisant
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les algorithmes A et B pour différentes valeurs du pas . L’estimation instantanée moyenne est
déduite grace a un Monte Carlo de 1000 réalisations du signal et du schéma de perte. Ainsi pour
chaque réalisation, les parameétres sont estimés en utilisant les deux algorithmes pour différentes
valeurs du pas pu.
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FiG. 2.9 — Estimation instantanée moyenne du parameétre a; pour différentes valeurs de p grace
a lalgorithme de gradient utilisant le prédicteur & k-pas.

L’algorithme A est simulé pour les valeurs de p suivantes : 4.107° , 5.107° et 6.10°. Pour des
valeurs supérieures a cette derniére, 'estimation des parameétres utilisant cet algorithme diverge
pour certains schémas de perte. Par contre, pour ’algorithme B les valeurs de i sont choisies plus
élevées sans risquer une divergence de I’estimation des parameétres : 1.107% | 2.10™% et 25.107°.
Ceci s’explique par ce qui suit :

En augmentant la valeur de p, la vitesse de convergence augmente par contre ceci se fait aux
dépens d’une augmentation de la variance sur I’estimation des parameétres qui peut mener & partir
d’un certain seuil a la divergence de ’algorithme. Or, U'erreur de prédiction du prédicteur a k-pas
est plus élevée que celle du prédicteur a passé infini incomplet. La variance sur ’estimation des
parameétres en utilisant 'algorithme A est donc plus élevée, pour un méme pu, que celle obtenue
en utilisant 'algorithme B. Pour cela, il est possible de simuler l'algorithme B avec des valeurs
de p supérieures a celle tolérée par 'algorithme A avant d’atteindre le seuil de divergence.

Les figures 2.9 et 2.10 montrent I’évolution de la vitesse de convergence avec le pas p. On
remarque de plus qu’on peut obtenir en utilisant 1’algorithme B de meilleures vitesses de conver-
gence en moyenne que celles permises en utilisant ’algorithme A. Ainsi, lalgorithme B converge
en moyenne vers la bonne valeur du parameétre & partir de I'instant 8000 et ceci pour p = 25.107°.
Par contre, pour l'algorithme A, la convergence en moyenne la plus rapide est obtenue pour
i = 6.1075, pour laquelle la convergence se fait a partir de 'instant 15000.

Il est & noter ici la faiblesse des algorithmes du gradient en vitesse de convergence et en vitesse
d’adaptation aux variations de paramétres. Une analyse de la convergence des algorithmes de
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FiG. 2.10 — Estimation instantanée moyenne du parameétre a; pour différentes valeurs de p grace
a lalgorithme de gradient utilisant le prédicteur & passé infini incomplet.

gradient est présentée dans |24, 44, 45]. On en déduit que la vitesse de convergence est propor-
tionnelle & u, par contre celle-ci n’est pas uniforme sur 'espace des paramétres. Ainsi, pour une
direction donnée correspondant a l'un des vecteurs propres de la matrice de covariance du signal,
le temps de convergence dépend de la valeur propre correspondant a ce vecteur propre. Celle-ci
dépend aussi des parameétres (et donc de leur nombre) et de la puissance du bruit d’innovation.
L’expression du temps de convergence moyen de ’algorithme du gradient stochastique est donnée
au chapitre 1 par ’équation (1.15). Dans le cas de signaux a échantillons manquants, la vitesse
de convergence en moyenne dépend aussi de la probabilité de perte des échantillons. Le temps
de convergence en moyenne augmente avec la probabilité de perte des échantillons.

2.4 Conclusions

L’extension des algorithmes de gradient & l'identification adaptive de processus AR & échan-
tillons manquants est étudiée dans ce chapitre. Mirsaidi et al. [51, 52, 53] ont proposé dans cette
optique un ensemble d’algorithmes de gradient utilisant la prédiction par régression linéaire mo-
difiée. Ces algorithmes sont simples et permettent un traitement temps réel des signaux. Par
contre, ils convergent vers une estimation biaisée des parameétres. Une expression du biais d’iden-
tification par le principe des moindres carrés est calculé par Wallin et al. |68]. Ils trouvent en plus
une condition pour une identification non biaisée. On en déduit que 'utilisation d’une prédiction
optimale au sens des moindres carrés permet une estimation sans biais des paramétres. Ainsi,
de nouvelles alternatives fondées sur deux autres approches de prédiction sont proposées afin de
résoudre le probléme du biais d’identification. Le premier algorithme est basé sur la prédiction
a k-pas. Cet algorithme est simple et permet une estimation non biaisée des parameétres. Par
contre, il présente une erreur quadratique de reconstruction élevée qui méne & une large variance
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sur ’estimation des parameétres. La deuxiéme alternative est basée sur la prédiction & passé in-
fini incomplet. Cet algorithme permet, & la fois, une estimation sans biais des parametres et une
reconstruction optimale au sens des moindres carrés. On remarque ceci en se référant a la figure
2.8 ou lerreur quadratique de reconstruction obtenue grace & ’algorithme B est effectivement
minimale par rapport aux autres approches comparées. Par contre, cet algorithme souffre d’une
complexité de calcul due a l'inversion de matrices a chaque pas de temps.

En conclusion, 'analyse des trois algorithmes montre que ’algorithme Mirsaidi, bien qu’il ne
convienne pas a 'identification, peut étre utile pour une reconstruction en temps réel du signal.
L’algorithme A convient davantage & une identification en temps réel. Pour les applications ou
le temps de calcul n’est pas une contrainte, ’algorithme B offre une identification non biaisée et
une reconstruction optimale au sens des moindres carrés. Puisque les trois algorithmes se basent
sur le principe du gradient, ils présentent une faible vitesse de convergence. Or, 'un des grands
avantages de ’algorithme des moindres carrés récursifs est sa vitesse de convergence. Il permet
de plus un bon suivi de 1’évolution des signaux non stationnaires grace a l'introduction dans
la fonction de cotit d’un facteur d’oubli [43, 44, 45]. Pour cela, nous étudions dans le chapitre
suivant 'extension de ’algorithme des moindres carrés récursifs au cas de signaux & échantillons
manquants.
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Chapitre 3

Algorithme MCR pseudo linéaire

3.1 Extension de l’algorithme MCR au cas de signaux a échan-
tillons manquants

Nous avons mentionné dans le chapitre précédent la faiblesse des algorithmes de gradient en
vitesse de convergence. Pour cela, on s’intéresse dans ce chapitre a ’extension de l’algorithme
des moindres carrés récursifs a l'identification de signaux a échantillons manquants.

L’algorithme des moindres carrés récursifs (MCR) permet d’estimer récursivement les pa-
ramétres du modéle AR qui minimisent & chaque instant la moyenne statistique de toutes les
erreurs quadratiques de prédiction précédentes. Pour donner a l'algorithme la capacité de suivre
I’évolution des parameétres, les erreurs de prédiction sont pondérées par un facteur d’oubli ex-
ponentiel. Les équations récursives de ’algorithme MCR sont données a l'instant n + 1 par les
équations (1.17). L'un des avantages de cet algorithme est que la constante de temps ne dépend
que du facteur d’oubli selon I’équation (1.18). Il offre donc une bonne vitesse de convergence et
un bon suivi des variations des parameétres pour les signaux non stationnaires [9, 44].

Dans ce qui suit, on commence par présenter 'extension des moindres carrés a 'identification
de signaux & échantillons manquants en utilisant une régression pseudo-linéaire. Par la suite,
I’algorithme des moindres carrés récursifs pseudo-linéaires est présenté et analysé.

3.1.1 Reégression pseudo-linéaire

Le critere optimisé par l'algorithme des moindres carrés récursifs est donné & 'instant n + 1
par :

n+1 n+1

Jn+1(a) = Z )\n—i-l—k (a;k - fk)2 = Z )\n—i-l—k <a;k - aT:Bk_1)2 . (31)

k=L+1 k=L+1

ot 0 < A <1 est un facteur d’oubli permettant de donner plus d’importance aux valeurs récentes
dans le traitement de signaux non stationnaires, & = a'x,_; est la prédiction par régression
linéaire de ’échantillon xy.

Dans le cas de signaux a échantillons manquants, les échantillons manquants du vecteur de
régression x, sont remplacés par leurs prédictions. Le vecteur de régression ainsi obtenu est
dépendant des parameétres du modeéle ce qui conduit & une prédiction non linéaire par rapport
aux parametres. Il est alors donné a l'instant n + 1 par :
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\i/n+1 = Zp = [Zn ‘o Zn_L_H]T (32)
ou {z,} est le signal reconstruit donné pour tout n par (1.34), il prend la valeur du signal lorsque
I’échantillon est disponible et sa prédiction dans le cas contraire.

En outre, l'erreur de prédiction n’est pas définie aux instants ot les échantillons sont man-
quants. Le critére minimisé est alors la moyenne pondérée des erreurs quadratiques de prédiction
aux instants ou les échantillons sont disponibles. La question du choix de la pondération de ces
erreurs se pose. La variation des paramétres d’un signal non stationnaire étant fonction du temps,
on propose de pondérer les erreurs en tenant compte de leurs éloignements temporels de l'ins-
tant d’estimation des paramétres et non du nombre d’échantillons disponibles qui les séparent
de celui-ci. Le critére s’exprime alors par :

n+1
Tngr(@) = D AT (@ — ) (3.3)
k=L+1

ou la pondération par la modulation d’amplitude c; permet de ne considérer dans le critére que
les erreurs de prédiction aux instants ou les échantillons sont disponibles.
La fonction de coiit précédente s’écrit sous la forme vectorielle suivante :

Jui1(@) = { @ = Z0110) (Cop1Ans1)(@ = Zot1a) | (3.4)
ou le vecteur * = [zr41,... ,xn+1]T est constitué des échantillons du signal de I'instant L + 1
jusqu’a linstant n+ 1. Les matrices Cj, 11 et A, 11 sont diagonales constituées respectivement des
modulations d’amplitudes binaires jusqu’al’instant n+1 et des pondérations par le facteur d’oubli
a l'instant n + 1. La matrice Z,,11 est dite de régression, ses dimensions sont (n — L + 1)x(L),
elle est constituée de tous les vecteurs de régression du signal reconstruit jusqu’a l'instant n + 1.
Ces trois matrices sont données a 'instant n + 1 par :

-
)\n—L 0 Z],
ClL+1 0 . .
Cn—i—l = ) An—l—l = - et Zpy1=
0 Cn+1

0 1 2z

Une analyse de l'erreur quadratique moyenne de prédiction dans le cas de signaux & échan-

tillons manquants est faite au paragraphe 2.1.1 du chapitre 2. Elle reste valable pour la fonction

de cott donnée par ’équation (3.4). Ainsi le critére & minimiser admet un seul minimum global

lorsque la perte des échantillons est aléatoire. En négligeant la dépendance de la matrice 2,1

par rapport aux paramétres, ’estimée pseudo-linéaire des paramétres qui minimisent le critére
(3.4) est alors donnée par :

1
ant1 = (Zw;r—i-lAn-‘rlCn-i-lZn—I—l) Zy 1M1 Cn (3.5)

On note R, 11 la matrice de dimensions LxL et #;, ,4+1 le vecteur de longueur L, définis &
I'instant n + 1 comine suit :

n+1
Rz,n—i—l = (Z;br—l—lAn—i-lCn—i-lZn—i-l) = Z Ck)\n+1_kzkzl—cr (3'6)
k=L+1
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n+1
. T 1—k
Trzn+tl = Zn+1An+1Cn+1m = Z Ck)\n—‘r TEZE (37)
k=L+1

Or, se référant a équation (3.7), les termes A" =Fz,2; ne sont pris en considération dans le

calcul de 7, 41 que lorsque ¢, = 1 et par la suite lorsque x = 2. Le vecteur 7, 41 est alors
égal & 7,11 donné par 7,41 = ZZL%_H cpA" k2, 21 Le vecteur des parameétres qui minimise
le critere (3.4) s’écrit alors sous la forme suivante :

ant1 =R Fons (3.8)

On montre, au paragraphe 3.3.2 de ce chapitre, que lorsque le facteur d’oubli est égal & 1,
les paramétres calculés via I'équation (3.8) sont égaux asymptotiquement a la solution selon
les moindres carrés des parameétres qui caractérisent le signal reconstruit (ou les échantillons
manquants sont remplacés par leur prédiction). Par contre, les parameétres qui minimisent les
moindres carrés pondérés par un facteur d’oubli exponentiel sont différents en moyenne de ceux
qui minimisent les moindres carrés sans pondération. La convergence en moyenne des parameétres
AR estimeés grace a l’algorithme MCR pseudo-linéaire sera discutée ultérieurement au paragraphe
3.3.2 de ce chapitre.

On s’intéresse dans le cadre de cette thése a l'identification adaptative des signaux a échan-
tillons manquants. Pour cela on présente dans ce qui suit ’algorithme des moindres carrés récur-
sifs pseudo-linéaires qui permet de calculer récursivement les paramétres donnés par I’équation
(3.8).

3.1.2 Algorithme des MCR pseudo-linéaire

L’estimée du vecteur des parameétres donnée par I’équation (3.5) peut étre rendue récursive en
utilisant la méme approche que celle utilisée pour le développement de 1’algorithme des moindres
carrés récursifs. Ainsi, en exploitant la mise & jour récursive de la matrice Rzm-ﬁ-l et en appli-
quant le lemme d’inversion matriciel [29], la matrice inverse de Rzmﬂ, notée Gp11, est calculée
récursivement a partir de sa valeur a l'instant précédent. Ainsi, on aboutit & ’algorithme des
moindres carrés récursifs pseudo-linéaires donné par les équations suivantes :

f[lnﬂ =2z, =|2... zn_L+1]T, (3.9a)

Fn1 = V) a,, (3.9b)

o1 = (3.9¢)
A+ 0T Gl

Gni1 = Qp + Y1 (Tnpr — dg‘i/n—i-l), (3.9d)
1 .

Gn1 = y(a — Vo1 41)G (3.9¢)

ou I est la matrice identité et le vecteur v,11 = Gpy12, est le gain d’adaptation de ’algorithme
MCR & l'instant n + 1.

L’identification de processus ARX & échantillons manquants par le principe des moindres
carrés récursifs pseudo-linéaire est étudiée dans [1, 62, 63|. L’algorithme de base est généralisé
dans [62, 63| par l'introduction de plusieurs prédicteurs possibles a la place de la prédiction par
régression linéaire modifiée. Ainsi 'équation (3.9b) est remplacée par 1’équation suivante :
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i‘n—i—l = f(&'mzn) (3'10)

ou f représente I'approche de prédiction utilisée en fonction de I'estimation actuelle des para-
meétres et des données précédentes disponibles ou prédites.

Pour le fonctionnement de cet algorithme, nous supposons disposer des L premiers échan-
tillons. Ainsi, ’algorithme MCR pseudo-linéaire se résume aux étapes suivantes :

Initialisation a ’instant L :

— Le vecteur des paramétres est initialisé & zéro : ar, = [0,...,0];

— La matrice G, est une matrice diagonale dont les éléments sont de valeur élevée (afin
d’éliminer rapidement 'effet des conditions initiales supposées fausses) : G = aly on «
est une constante positive généralement élevée (de 'ordre de 10* par exemple) et I; est la
matrice identité de dimensions LxL.

— Oun suppose que les L premiers échantillons sont disponibles, le vecteur de régresseurs est
alors initialisé & : Uy =@, = [z1,...,21]

— Le facteur d’oubli A est généralement choisi trés proche de 1 (par exemple 0.99).

A Tinstant n+1 pour L+1<n+1< N, lalgorithme se résume aux étapes suivantes :

— Le vecteur de régression est mis & jour en utilisant la donnée précédente ou sa prédiction
si celle-ci est manquante via 1’équation (3.9a).

— L’échantillon x,1 est prédit en fonction des données précédentes et l'estimation actuelle
des parameétres.

Si ’échantillon z,.; est disponible, i.e. c,11 =1,
— Le gain d’adaptation a l'instant n + 1 est calculé par ’équation (3.9¢);

— Le vecteur des parameétres est mis a jour via l’équation (3.9d);
— La matrice Gy41, inverse de R, 11, est mise & jour grace a l’équation (3.9e).

Si I’échantillon z,,; est manquant, i.e. c,11 =0

— Le gain de correction est nul : v,4+1 = 0;
— Les parameétres sont conservés : an11 = Gy ;
— Le facteur d’oubli agit quand méme sur la matrice G,,+1 qui est alors mise & jour par :

Gyl = %Gn. (3.11)
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3.1.3 Observations et analyse des performances

L’algorithme des moindres carrés récursifs pseudo-linéaires est simple bien que d’une com-
plexité de calcul plus grande que celle des algorithmes du gradient. De plus, il offre un meilleur
temps de convergence que ceux fondés sur le gradient et un bon suivi des paramétres. Le temps
de convergence en moyenne de ’algorithme MCR pseudo-linéaire dépend du facteur d’oubli et
de la probabilité de perte des échantillons. Celui-ci est croissant avec la probabilité de perte.
L’étude du temps de convergence en moyenne en fonction du facteur d’oubli et de la probabilité
de perte des échantillons est réalisée au paragraphe 3.4, consacré aux simulations.

D’autre part, lorsque les échantillons manquants sont remplacés par leur prédiction par ré-
gression linéaire modifiée, ’algorithme converge typiquement vers une estimation biaisée des
parameétres. Wallin et al. [69] calculent une expression du biais d’identification par application
des moindres carrés sur le signal reconstruit (ou les échantillons manquants sont remplacés par
leurs prédictions). Ils en déduisent une condition pour une identification sans biais donnée par
Péquation (1.50). Selon cette condition si I’approche de prédiction utilisée minimise 1’erreur qua-
dratique moyenne de prédiction, 'identification est non biaisée. Or, les parameétres estimés par
I’algorithme MCR pseudo-linéaire convergent en moyenne vers ceux estimés par I’approche pro-
posée par Wallin et al. lorsque le facteur d’oubli est égal & 1. Pour cela, on propose dans ce
qui suit d’utiliser avec I'algorithme MCR pseudo-linéaire une approche de prédiction optimale
au sens des moindres carrés pour résoudre le probléme de biais. L’analyse de convergence en
moyenne des parametres estimés grace a 'algorithme résultant sera réalisée au paragraphe 3.3.2
de ce chapitre.

Dans [11, 13|, Bondon propose une expression analytique de la projection orthogonale d’un
échantillon sur son passé infini incomplet ainsi qu’une représentation autorégressive de celui-ci
en fonction de toutes les observations précédentes. Cette approche de prédiction a été décrite au
paragraphe 2 du chapitre 1. Au paragraphe 2.2.1 du chapitre 2, on montre que dans le cas parti-
culier des processus AR d’ordre fini L, la prédiction se fait en fonction de toutes les observations
précédentes jusqu’a ce que L échantillons consécutifs disponibles soient rencontrés. Par contre,
cette approche de prédiction n’est pas récursive et nécessite & chaque instant 'inversion de ma-
trices dont les dimensions dépendent du schéma de perte, ce qui la rend complexe en calcul. Par
ailleurs, d’autres approches de prédiction se basent sur une représentation d’état du processus
lorsque le modéle choisi en admet une. L’intérét d’une telle représentation est qu'une estimation
optimale en moyenne quadratique de ’état peut étre obtenue grace & un filtre de Kalman. Nous
avons cité dans le paragraphe 1.3.2 du chapitre 1 les principaux filtres de Kalman utilisés dans
la littérature. Nous nous intéressons particuliérement ici au systéme d’état décrit par Fletcher
et al. |27]. Un processus AR d’ordre fini L a échantillons manquants peut étre considéré comme
un cas particulier du systéme décrit par Fletcher et al. [27]. Une prédiction récursive de celui-ci,
optimale au sens des moindres carrés, est donc possible grace & un filtre de Kalman. Nous 'uti-
lisons alors conjointement avec l'algorithme MCR pseudo-linéaire pour une identification sans
biais des parameétres et une reconstruction récursive optimale au sens des moindres carrés du
processus AR(L) & échantillons manquants.

3.2 Prédiction en utilisant un filtre de Kalman

Dans ce qui suit, nous commencons par définir une représentation d’état du processus AR(L)
& échantillons manquants. Par suite, les équations du filtre de Kalman permettant I’estimation
de I’état, dont le premier élément est ’échantillon & prédire, sont présentées et analysées.
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3.2.1 Représentation d’état d’un processus AR a échantillons manquants

Dans [27], Fletcher et al. présentent le probléme de l’estimation d’un processus a partir de
mesures obtenues grace & un capteur a perte d’échantillons. Ils le considérent comme un cas
particulier du probléme général de l'estimation de l’état dans les systémes linéaires & sauts
markoviens. Ainsi, le signal mesuré par le capteur est supposé étre la sortie d’un systéme linéaire
stochastique. Le systéme considéré est représenté a la figure 3.1. La représentation d’état du
systéme linéaire considéré et les équations du filtre de Kalman correspondant sont présentés au
paragraphe 1.3.2 du chapitre 1. Un processus AR(L) a échantillons manquants peut étre considéré
comine la sortie d’un systéme tel que celui représenté a la figure 3.1 lorsque le bruit d’observation
est annulé et 'effet du capteur est limité & la mise & zéro des échantillons manquants. Ceci revient
a considérer dans les équations (1.61), (1.62) ce qui suit :

D =0
C. =
D, = 0

: N
Xn+1} | Yn+1

Modele de génération du processus Capteur a perte d’échantillons

FiG. 3.1 — Modélisation du systéme global.

Ainsi, le processus AR (L) a échantillons manquants, {z, }, dont l'observation {yy} est donnée
par I'équation (1.23), admet la représentation d’état suivante :

Tp+1 = Az, + Be,
2. =C (3.12)
Yn+1 = Cn—l—lC LTn+1

ol A est la matrice d’état de dimensions LxL, B, C et x,, sont des vecteurs de dimensions L. Ils
sont donnés par :

aq ‘ ary, 1 T

1 00 0 . "
A= ,B = ,C=B'" e x,= :

0 ' 1 O O Tn—L+1

La sortie du systéme x;, | est donc I’échantillon x,41 qu’on souhaite prédire.
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3.2.2 Filtre de Kalman

La principale motivation pour une représentation d’état du processus AR(L) & échantillons
manquants est que ’estimation optimale au sens des moindres carrés de I’état peut étre obtenue
grace a un filtre de Kalman. Le filtre de Kalman est classique, il est décrit dans de nombreux
textes dont [14, 70]. Il permet l'estimation de I’état minimisant le critére suivant :

Jntipn = E {\xfhtl - i’fLH\nP} (3.13)

ou I Hin est I’estimée a priori de la sortie du systéme donc en fonction des observations précé-
dentes. C’est donc la prédiction de ’échantillon x,, 11 sachant son passé disponible.

Ainsi, on note &, |, €t &y, les estimées a priori et filtrée de I'état. Elles sont définies
par les espérances conditionnelles suivantes :

in+1|n = FE {mn+1|y17 s ,yn}
in—l—l\n—i—l = E {mn+1|y17 s ayn—i-l}

Les matrices de covariance de l'erreur d’estimation correspondantes sont notées respective-
ment P, 1), €t Py qjp41- Elles sont définies par :

) . T
Poiin = E { (®nt1 — Eppapn) (T — Togapn) } (3.14)
. . T
Poiinyn = E { (Znt1 = Tngafns1) (Bat1 — Togijnar) } (3.15)

Le développement des équations du filtre de Kalman standard peut étre trouvé dans |14, 70].

Ici, le bruit d’observation est nul. De plus, il faut distinguer deux cas correspondant a la dispo-
nibilité ou non de ’échantillon. Ainsi, les équations du filtre de Kalman permettant I’estimation
de l'état défini par I’équation (3.12), se résument a tout instant n + 1 & :

Poiijn = AP, AT + R, (3.16)
a2 0 0
ou, R.=0’BB' = _ 0 ‘ 0
0 .0

Ly y1jn = ALy, (3.17)

Si I’échantillon est disponible, i.e. ¢,+1 = 1 et donc y,+1 = zp41, estimée de l'état
est filtrée, et la matrice de covariance de 'erreur d’estimation de I’état est mise a jour selon les
équations suivantes :

i’n—i—l\n—i—l = in—i—1|n + Kn-i—l(yn-i-l - Cn+1CZi3n+1\n), (318)

Pttt = (Ia — eni1Kn1C ) Pyt (3.19)

ou K4 est le gain du filtre de Kalman donné par :

T
CTL+1Pn+1|nC
Cn+1CPn+1|nCT

Kpi1 = (3.20)
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Si ’échantillon est manquant, i.e. ¢c,+1 =0, le gain du filtre de Kalman est nul K,,+; = 0.
Il s’en suit que ’estimée de I’état ainsi que la matrice de covariance de l'erreur d’estimation sont
conservées a posteriori selon :

£n+1|n+l = in+1|n7 (321)

Dans les deux cas, I'estimée de la sortie du systeme z; , 1, qui correspond donc a I’échantillon
a prédire, et ’erreur quadratique moyenne d’estimation sont donnés a tout instant n + 1 par :

j:fL+1|n+1 = C(in—i-1|n—|-1 (323)

Juiin = Tr [CPnHmCT] . (3.24)

ol Tr est la trace d’une matrice.

On montre dans ce qui suit que le signal reconstruit {z,} est donné a l'instant n + 1 par :
Zn+1 = 'ﬁ:i+1|n+1' (325)

3.2.3 Analyse du filtre et conclusions

Grace a la représentation d’état choisie, les équations du filtre de Kalman énoncées ci-dessus,
telle que celle donnant le gain du filtre, peuvent étre simplifiées. Ainsi, si un échantillon est
disponible & l'instant n + 1, i.e., ¢p,41 = 1, le numérateur du gain du filtre, cn+1Pn+1‘nC’T,
est un vecteur égal a la premiere colonne de la matrice P, q),. De plus, le dénominateur de
celui-ci, cn+1C’Pn+1‘nC’T, est alors un scalaire égal au premier élément de la matrice P, 1), Par
conséquent, le gain du filtre de Kalman est obtenu en divisant les éléments de la premiére colonne
de P, 41}, par le premier élément de celle-ci. Ceci nécessite L opérations au lieu de 2L(L + 1)
dans le cas classique. De plus, on en déduit que le premier élément du vecteur K41, qu’on
note K, 11(1), est toujours égal a 1 lorsqu’'un échantillon est disponible. Ainsi, en faisant appel
a I'équation de mise & jour de l'état par le filtre de Kalman (3.18), le premier élément de 1’état
filtré est alors donné par :

j:n+1|n+1 = j:n+1|n + Kn—l—l(l) (yn-i-l - Cn+1Cin+1|n)
= 'f:n+1|n + (yn—l—l - ﬁ:n+1|n)

= Yn+1 = Tn+1

Ainsi, I'estimée filtrée d’un échantillon disponible est égale & la valeur de I’échantillon. Par consé-
quent, le signal reconstruit, qui prend la valeur de I’échantillon lorsque celui-ci est disponible,
est alors égal dans ce cas a la sortie du filtre, 2p+1 = 4 1jp41-

Par contre, si 1’échantillon & l'instant n 4+ 1 est manquant, le gain de Kalman est nul, il
s’en suit que l'estimée de I'état ainsi que la matrice de covariance de ’erreur d’estimation sont
inchangées a posteriori (équation (3.21)). Par conséquent, 1'estimation de la sortie du systéme
qui est donc celle de ’échantillon & prédire est donnée par :

in-ﬁ-l\n—f—l = Ci’n-ﬁ-l\n = CAinm = O,Tinm. (326)
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La prédiction de I’échantillon manquant & l'instant n 4 1 ainsi calculée s’écrit alors sous la
forme suivante :

L
‘%n-‘rl\n—i—l = Z aiﬁ;n_“n. (327)
i=1

Dans le vecteur &,,,, les échantillons disponibles sont inchangés (in_i‘n = Zn—;), alors que
les échantillons manquants sont remplacés par leurs prédictions actualisées. Il est & noter ici que
si ’échantillon x,—; est manquant, sa prédiction actualisée, &,_;),, est différente de sa prédiction
fournie par le filtre de Kalman a I'instant n — i, Z,,_;,—;. Ceci est di au filtrage de ’état par le
filtre de Kalman lorsqu’un échantillon est disponible au cours des I — 1 pas de temps suivants.
En effet, si un échantillon est disponible, I’état (constitué des L derniers échantillons ou leur
prédiction) est filtré par le filtre Kalman selon I’équation (3.18). Par conséquent, des termes
correctifs s’ajoutent & la prédiction des échantillons manquants existants dans cet état. Ainsi, les
valeurs #,_jj,_j1; pour 1 <t < L —1 (les valeurs actualisées de la prédiction de x,,—; au cours
des L — 1 pas de temps suivants) s’expriment par :

jn—i|n—i—i—t = jjn—i\n—z‘ + Zzzl Kn—i—i—j (.7) (yn—i—i-j - Cn—iCin—H—j\n—i—l-j—l) (3 28)
pour 1<t<L-1. )

Ceci rappelle les termes additifs correctifs du prédicteur & passé infini incomplet qui apparaissent
dans la représentation autorégressive de celui-ci dans 'exemple 2.2.1 du chapitre 2. Les termes
additifs dus au filtrage de I’état par le filtre de Kalman s’ajoutent uniquement a la prédiction
des échantillons manquants existants dans I’état, les échantillons disponibles restant toutefois
inchangés. Ceci est dii au fait que, dans la matrice de covariance de ’erreur d’estimation de 1’état,
les termes correspondant & des échantillons disponibles sont nuls. Particuliérement, les éléments
de la premiére colonne de celle-ci sont nuls lorsqu’ils sont aux mémes positions que celles des
échantillons disponibles dans ’état & filtrer. Il en est de méme pour les éléments du gain du filtre
de Kalman. Il s’en suit que les échantillons disponibles de I’état ne sont pas changés lorsque celui-
ci est filtré. L’estimeée filtrée de I'état, @, 11,41, est donc constituée des L échantillons précédents
du signal ot les échantillons manquants sont remplacés par leurs prédictions optimales a 'instant
n + 1 (actualisées a 'instant n + 1). Il est donc égal au vecteur régresseur du signal reconstruit
a linstant n + 1. On a donc :

Znt1 = Ty ljng1- (3.29)

Il est & noter que dans le cas de la reconstruction d’un signal en temps réel, la prédiction actualisée
des échantillons manquants ne peut pas étre utilisée pour la reconstruction du signal, la mise
a jour de celle-ci ayant lieu aux instants suivants. Par contre, la prédiction actualisée contenue
dans 1’état servira & l'estimation de ’état et & la prédiction optimale des échantillons suivants.
Ainsi, le signal reconstruit est donné a I'instant n + 1 par :

Tpt1l si 41 est disponible
Tnitn sinon.

Zn+1 = i‘n—|—1|n-|-1 = { (3.30)

Le filtre de Kalman décrit ci-dessus permet donc une prédiction du processus AR(L) a échan-
tillons manquants minimisant le critére donné par I’équation (3.13). Or, Bondon |13, 11| propose
une expression analytique du prédicteur optimal au sens des moindres carrés d’un processus a
passé infini incomplet ayant subi la perte d’un nombre fini d’échantillons. Ainsi, le filtre de Kal-
man décrit ci-dessus, permet un calcul numérique récursif de la prédiction & passé infini incomplet
dans le cas particulier d'un processus AR d’ordre fini L. Par analogie entre les deux approches
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de prédiction, on déduit des équations (3.23) et (1.57) que 'erreur quadratique moyenne de
prédiction est égale & :

E{(z—#)?2)} =Tr [CPMWCT} = o2y, (3.31)

ol ¥g est définie au paragraphe 2 du chapitre 1 comme étant le premier élément du vecteur qui
vérifie I’équation matricielle (1.55).

On rappelle ici que Uerreur quadratique moyenne de prédiction dans le cas de signaux a
échantillons manquants est supérieure & celle obtenue dans le cas de signaux sans échantillons
manquants. Dans ce dernier cas, elle est égale a o2,

Dans ce qui suit, l'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire, utilisant conjointement avec
I’algorithme MCR pseudo-linéaire un filtre de Kalman pour la prédiction, est décrit et analysé.

3.3 Algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire

3.3.1 Description de ’algorithme

Le filtre de Kalman décrit ci-dessus permet une reconstruction optimale d’un processus AR(L)
a échantillons manquants. On propose alors de l'utiliser conjointement avec ’algorithme MCR,
pseudo-linéaire décrit au paragraphe 3.1.2 pour une identification non biaisée et une reconstruc-
tion optimale en ligne du processus AR (L) & échantillons manquants.

Afin de pouvoir estimer ’état, le filtre de Kalman utilise & chaque instant les estimées des
parameétres obtenus & l'instant précédent grace a l'algorithme MCR pseudo-linéaire. Ainsi, &
Iinstant n 4+ 1, les éléments de la premiére ligne de la matrice A sont remplacés par les éléments
du vecteur a, , estimée du vecteur des paramétres obtenue a I'instant n par I’algorithme MCR
pseudo-lineaire. La matrice A est alors notée A, 1. Ayant estimation de I'état, &,1),, on en
déduit la prédiction de 'échantillon z,,41 qui est alors donnée par 2,1 1), = CZy 41}, Si I'échan-
tillon est disponible, les parameétres sont mis a jour grace & l'algorithme MCR pseudo-linéaire.
Pour cela, ce dernier utilise alors comme vecteur régresseur I’état filtré a U'instant précédent, @,,,,
et la prédiction de I’échantillon fournie par le filtre de Kalman. Par contre, lorsque I’échantillon
est manquant, le signal est reconstruit par sa prédiction Z,, |,, mais les parameétres ne sont pas
mis a jour.

Ainsi, I'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire se résume aux étapes suivantes :

Initialisation a ’instant L :

— Initialisation de l'algorithme des MCR pseudo-linéaire :

ar=10,...,0]";
Gr = ady; (3.32)
\i/L—i-l =X = [:L‘L, e ,:El]T
— Initialisation du filtre de Kalman :
P = alg;
& =2 = [2p,...,21] (3.33)

R.=[1,0,...,0]" [1,0,...,0];




3.3. ALGORITHME KALMAN MCR PSEUDO-LINEAIRE 57

A Pinstant n+1 pour L+1<n+1< N +1, lalgorithme se résume aux étapes suivantes :

ap1 -+ .. | QGnL
4 1 0 0
n+1 — 9
0 110 (3.34)

— T
Pn+1|n - An-l-an\nAnJ,-l + R,
n+lln — An+1mn|n7
n+1 = Ln|n;

> R

=

n+ljn — Cmn-‘,—l\n'

Si z,11 est disponible, i.e. c,11 = 1. Dans ce cas, ynt1 = Tnt1-
— Les paramétres ainsi que la matrice G,,41 sont mis & jour grace a ’algorithme MCR pseudo-

linéaires :
GnV,,
Ynp1 = —— (3.35a)
A+ \I’n—}—lGn\Iln—}—l
1 .
Gnr =3 (o — Ys1¥ 1)Gr, (3.35b)
Gn+1 = Gn + Yo (Tnt1 — 'i'n+1|n)7 (3.35¢)
(3.35d)

— L’état ainsi que la matrice de covariance de l'erreur d’estimation sont mises a jour grace
au filtre de Kalman.

lére colonne de Py,

P 7 3.36
"7 Ter élément de Pyt (3:360)

Poiijnr1 = (Ia = Kny1¢, 1) Pospns (3-36D)

ZTyi1nt1 = Togijn + Kp1(zns1 — gszrlln)7 (3.36¢)

Contrairement, si z,4; est absent, ¢, =0
— lestimation de I'état a priori, T, q),, n’est pas filtrée par le filtre de Kalman, la matrice
de covariance de ’erreur d’estimation est donc conservée a posteriorsi.

Knp1 =0, (3.37a)
Poiiny1 = Posajns (3.37b)
Zpt1nt1 = Lot (3.37c)

(3.37d)

— les paramétres AR ne sont pas mis & jour par 'algorithme MCR pseudo-linéaires. Par
contre, le facteur d’oubli joue quand méme sur la matrice Gy,11, puisque celui-ci dépend
de I'éloignement temporel et non du nombre d’échantillons disponibles. On a alors :

1
Gsr = 3G, (3.38a)
Ynt1 =0, (3.38b)

nst = . (3.38¢)
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3.3.2 Analyse de la convergence de 1’algorithme

On se propose dans cette partie d’analyser la convergence de l'algorithme en utilisant comme
critére la convergence en moyenne des parameétres estimés :

lim E{a,} (3.39)

n—oo
Pour cela on considére l'identification d’un processus AR(L) stationnaire ayant subi une perte
aléatoire d’échantillons. Dans ce cas, la fonction de colit minimisée par ’algorithme, donnée par
I’équation (3.4), admet un seul minimum global. Les parameétres correspondant a ce minimum
sont donnés a l'instant n+ 1 par I'équation (3.8), ils sont calculés récursivement par ’algorithme.
Il s’agit donc de vérifier si ce minimum correspond aux vrais parameétres du processus identifié.
Donc, en d’autres termes, il s’agit de vérifier si en régime permanent les paramétres estimés sont
biaisés en moyenne ou non. Or, les paramétres qui minimisent les moindres carrés pondérés par
un facteur d’oubli exponentiel sont différents en moyenne de ceux qui minimisent les moindres
carrés sans pondération. Ainsi, dans le cas classique sans échantillons manquants, ’algorithme
MCR avec oubli exponentiel converge vers une estimation biaisée en moyenne des paramétres
[4, 41, 42|. Arvaston et al. [4] calculent une expression asymptotique de ce biais dans le cas
de l'identification de processus AR et ARX. Ce probléme est aussi rencontré dans le cas de
Iidentification de signaux & échantillons manquants. Pour cela, nous analysons dans ce qui suit
la convergence en moyenne de l'algorithme en distinguant les deux cas sans et avec pondération
par un oubli exponentiel.

Cas (A = 1) : Dans ce cas, en utilisant I’hypothése de stationnarité du signal identifié, on a
asymptotiquement :

: 1
A o e = i 2 k%: orzy = R
* (3.40)
nh_{{)lo ﬁ'f'z,n = nh_{{)lo n_ Z CkekZk = Tz,
L,z L+1
r,(0)  r.(1) ... 7r(L-1) r2(1)
ou R, = r=(1) 7= (0) et 7, =
: . r5(1) :
r.(L—1) ... ry (1) r,(0) (L)

r,(i) étant le coefficient d’autocorrélation d’ordre ¢ du processus reconstruit {z, }.
La moyenne des parametres estimés a la convergence de ’algorithme est donc donnée par :

lim E{a,} =R, 'r, (3.41)

C’est la solution au sens des moindres carrés appliqués au signal reconstruit (ou les échan-
tillons manquants sont remplacés par leurs prédictions supposées correctes). Wallin et al. |69]
ont calculé une expression du biais existant sur I’estimation des paramétres utilisant cette ap-
proche d’identification et en déduisent une condition pour une identification sans biais donnée par
Péquation (1.50). Selon cette condition, si ’approche de prédiction utilisée est optimale au sens
des moindres carrés, les parameétres estimés sont non biaisés. La prédiction en utilisant le filtre
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de Kalman décrit ci-dessus permet de vérifier cette condition. On en déduit que lorsque le pro-
cessus est reconstruit par une approche de prédiction optimale telle que celle utilisant le filtre de
Kalman, on a asymptotiquement : R, 7, = a. Ainsi, I'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire
sans pondération par un oubli exponentiel converge en moyenne vers les bons parameétres.

Cas (A < 1) : Lorsqu’une pondération par un oubli exponentiel est considérée dans 1’algo-
rithme, les expressions asymptotiques des moyennes de la matrice R, , et du vecteur 7, , sont

données par :
n
E {Rz,n} = Z )\n_kE {ckzkz,;r}

k=L+1
n _ yn—L _
B B G (R Gt (LS (3.42)
1—A
k=L+1
A 1= -q)
E znf — z
(o} ) "
En se référant a 1’équation (3.42), on constate que :
. —1
E {Rz,nﬂ} E{#sns1} = R:'r. = a. (3.43)

Or l'estimée en moyenne des paramétres grace a l'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire
est donnée asymptotiquement par :

lim B {a,} = JL“&OE{R;}@H’Q%"“} (3.44)

On en déduit que lorsqu’une pondération par un facteur d’oubli exponentiel est utilisée,
I’algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire converge en moyenne vers une estimation biaisée des
parametres. Le biais des parameétres estimés est égal a :

A

. -1
a- lim E{a,}=E {R;; H@,nﬂ} —E {Rz,nﬂ} E{fspi1} (3.45)

Arvaston et al. |4, 41, 42| établissent des expressions asymptotiques du biais ainsi que de
la covariance des parameétres d’un modéle AR estimés grace a algorithme MCR avec oubli
exponentiel lorsque le facteur d’oubli tend vers 1 (A — 1). Ainsi, en procédant de la méme fagon,
I’expression du biais asymptotique des paramétres estimés en utilisant 'algorithme Kalman MCR
pseudo-linéaire est donnée par :

N 1—A .1 1
E{a}—a T > NamR.(i,§) " Ra(k,1)

1<y<L
0Zm<L
1<4,k,I<L
X [Tz(l +’Y - k)rz(7+m _,7) +Tz(l +’Y _j)rz(7+m - k)]
1—A (Pgpp\)" a1 —1 I—k m—j | I—j m—k
+ T ammRz(%J) R (k1) oy Pp Pzn I+ Pp ]PZn
0<m<L
1<5,k,1<L
1<p,q<L
+0((1-N)?).

(3.46)
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ou R,(i,7) est Pélément d’ordre (4,j) de la matrice d’autocorrélation du signal reconstruit R,
r,(l + v — j) est le coefficient d’autocorrélation d’ordre (I ++ — j) du signal reconstruit z,. Les
parametres p, correspondent aux racines de l’équation caractéristique du processus AR et les
oy, sont les coefficients appropriés qui permettent d’écrire la fonction d’autocorrélation r, (i) du
processus z, sous la forme suivante :

L
ry (i) = Z ozpp;,. (3.47)
p=1

On déduit de Pexpression du biais donnée par (3.46) qu’il est nul lorsqu’on ne considére pas
un oubli exponentiel (A = 1) et que celui-ci est croissant lorsqu’on diminue A (avec A < 1).
Le biais est de l'ordre de (1 — \), il dépend d’une facon non linéaire des paramétres et de la
dynamique du processus identifié.

D’autre part, l'expression de la covariance asymptotique de ’estimation des paramétres est
donnée par :

Covy (7) = cov (A, Gntr) = i;—i)\“R;l(O)ag +0O((1-N?). (3.48)

oil 02 est l'erreur quadratique moyenne de prédiction, elle est donnée par :
L 2
02 = E{(x, —#,)?} = F (azn = aizn_i) (3.49)
i=1

L’équation (3.48) montre que la covariance dépend principalement de l'inverse du RSB, i.e.
du rapport signal sur bruit. Or dans le cas de signaux a échantillons manquants 'erreur qua-
dratique moyenne de prédiction est supérieure & celle obtenue dans le cas classique sans perte
d’échantillons. On en déduit que la covariance des paramétres estimés (ou la variance lorsque
7 = 0) croit avec la probabilité de perte des échantillons. De plus, on constate que la variance
des paramétres estimés est de 'ordre de (1 — A). Ceci justifie 'augmentation de la variance des
parameétres estimés pour des valeurs du facteur d’oubli plus faibles.

3.4 Simulations

Dans cette partie, 'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire est analysé par des simulations
et comparé a ’algorithme du gradient stochastique utilisant le prédicteur & passé infini incomplet
décrit dans le chapitre 2.

On s’intéresse tout d’abord aux performances en régime permanent de ’algorithme Kalman
MCR pseudo-linéaire. Ainsi, on étudie dans les premiéres simulations le biais et la variance des
parameétres estimés en fonction du facteur d’oubli A et de la probabilité de perte q. On s’intéresse
par la suite & la vitesse de convergence ainsi qu’au rapport signal sur bruit de reconstruction
en fonction de A et de la probabilité de perte ¢. Finalement, cet algorithme est comparé a
Palgorithme du gradient stochastique dans le cas de signaux AR non stationnaires synthétiques
et dans le cas de signaux réels de parole.
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Simulation 1 On s’intéresse ici au biais et a la variance des parameétres estimés en utilisant
lalgorithme Kalman MCR pseudo-linéaire en fonction du facteur d’oubli A et de la probabilité
de perte g. Pour cela le signal test utilisé est un processus AR stationnaire d’ordre 2 dont les
paramétres sont [1.5, —0.7] généré sur 10° points. La perte d’échantillons est considérée aléatoire
suivant une loi de Bernoulli indépendante du signal. Le biais et la variance des parameétres estimés
sont calculés apres la convergence de I'algorithme grace aux équations (2.34) et (2.35). La figure
3.2 montre I’évolution du biais de I’estimée moyenne du paramétre a; en fonction de la probabilité
de perte g pour différentes valeurs du facteur d’oubli \. La figure 3.3 montre 1’évolution du biais
en fonction de A pour différentes valeurs de gq.

1.2
1r |
—eo—)\=1 ’
i —— =098 ]
0.8 -~ -A=0.96 ;o
A=0.94 ;7
0.6f - = A=0.92 , A

biais

-0.2 I I I I I I I

FiG. 3.2 — Biais de l'estimation de a; en fonction de la probabilité de perte ¢ en utilisant
I’algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire pour différentes valeurs de A.

En se référant & la figure 3.2, on vérifie que 'estimation du paramétre a; en utilisant 1’algo-
rithme Kalman MCR pseudo-linéaire est effectivement biaisée en moyenne pour A < 1 (lorsqu’une
pondération par un facteur d’oubli exponentiel est considérée). Ce biais croit de maniére expo-
nentielle avec la probabilité de perte ¢ pour une valeur donnée de . La valeur de ce biais croit
lorsque A diminue. D’autre part, lorsque A = 1 (sans oubli exponentiel), 'estimation du para-
métre a; n’est pas biaisée conformément & ’analyse faite au paragraphe 3.3.2. Ainsi, grace a
I'utilisation du filtre de Kalman pour la prédiction, la valeur du biais d’identification est presque
nulle pour toutes les valeurs de la probabilité de perte g lorsque A\ = 1. Ces observations sont
confirmeées a la figure 3.3, ot l'on voit bien que le biais décroit lorsque A tend vers 1 et que celui-ci
est nul lorsque A = 1 pour toutes les valeurs de ¢. On constate de plus que la décroissance du
biais en fonction de A est linéaire vérifiant ’équation suivante :

Biais = (1 — \)C(q, a). (3.50)

ou C(q, a) est une constante fonction de ¢ et des paramétres a. Ceci confirme que le biais est de
Pordre de (1 — A) tel qu’il a été dit au paragraphe 3.3.2.
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FiG. 3.3 — Biais de ’estimation de a; en utilisant ’algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire en
fonction du facteur d’oubli A pour différentes probabilités de perte gq.

La figure 3.4 montre, pour le méme signal test, la variance de I’estimée de a; par ’algorithme
Kalman MCR en fonction du facteur d’oubli A pour différentes valeurs de la probabilité de perte
q. Elle montre la décroissance de la variance du parameétre estimé lorsque A croit vers 1. La
variance est plus élevée lorsque la probabilité de perte est élevée. Ceci était prévu puisque la
variance, donnée par ’équation (3.48) pour 7 = 0, est proportionnelle a l'erreur quadratique
moyenne de prédiction. Cette derniére croit avec la probabilité de perte des échantillons.

Simulation 2 Le signal test utilisé ici est la juxtaposition de deux processus AR, généré sur
5.10* échantillons. Pour la premiére partie du signal, la valeur des paramétres est [1.5;—0.7],
alors que pour les échantillons restants, les parametres sont [1; —0.5]. On s’intéresse tout d’abord
a leffet de X sur la vitesse de convergence et d’adaptation de 'algorithme aux changements de
parameétres. La perte d’échantillons est considérée aléatoire suivant une loi de Bernoulli indé-
pendante du signal. La figure 3.5 montre I'estimation instantanée moyenne du paramétre a; en
utilisant D'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire pour différentes valeurs du facteur d’oubli
A, la probabilité de perte d’échantillons étant ¢ = 0.2. L’estimation instantanée moyenne est
déduite grace & un Monte Carlo de 1000 réalisations du signal et du schémas de perte. Ainsi
pour chaque réalisation, les paramétres sont estimés pour différentes valeurs de A. Les différentes
réalisations sont alors moyennées pour chaque valeur de A.

La figure 3.5 montre que la vitesse de convergence et d’adaptation de l’algorithme croissent,
comme il se doit, lorsque 'on diminue la valeur de \. Ceci se fait aux dépens d’une estimation
biaisée en moyenne ainsi que d’une variance élevée des parameétres. On peut constater de plus
sur cette figure que méme pour des valeurs élevées de A, 'algorithme présente une bonne vitesse
de convergence. Ainsi, par exemple, pour A = 0.99, la vitesse de convergence est déja voisine de
celle obtenue pour A = 0.95 alors que le biais et la variance des parameétres estimés sont faibles
en comparaison de ceux obtenus pour A = 0.95. Ainsi, A = 0.99 semble étre une valeur optimale
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F1G. 3.4 — Variance de 'estimée de a; par l'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire en fonction
du facteur d’oubli A pour différentes probabilités de perte q.

échantillons

FiGg. 3.5 — Estimation instantanée moyenne du parameétre a; = 1.5 en utilisant l'algorithme
Kalman MCR pseudo-linéaire pour différentes valeurs du facteur d’oubli pour une probabilité de
perte g = 0.2
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du facteur d’oubli offrant une bonne vitesse de convergence pour des valeurs faibles du biais et
de la variance des parameétres estimés.

La figure 3.6 montre l'estimée instantanée moyenne du parametre a; en utilisant l’algorithme
Kalman MCR pseudo-linéaire pour différentes valeurs de la probabilité de perte d’échantillons,
le facteur d’oubli étant fixé & A = 0.99. La valeur moyenne de l'estimée des parameétres se fait
aussi grace & un Monte Carlo de 1000 réalisations du signal et du schéma de perte et ceci pour
différentes valeurs de la probabilité de perte.
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FiG. 3.6 — Estimation instantanée moyenne du paramétre a; = 1.5 pour différentes probabilités
de perte en utilisant ’algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire avec un oubli constant A = 0.99

La figure 3.6 montre que la vitesse de convergence de l’algorithme décroit lorsque la probabi-
lité de perte est plus élevée. Ceci est dii au fait que les parameétres ne sont mis a jour que lorsqu’un
échantillon est disponible. Ainsi, lorsque la probabilité de perte d’échantillons est plus élevée,
les parametres sont mis & jour moins fréquemment ce qui ralentit la vitesse de convergence en
moyenne. Ceci est accompagné comme il se doit d’une augmentation du biais des paramétres esti-
més. Ainsi, U'expression du biais des parameétres estimeés est donnée par I’équation (3.46). Celui-ci
est proportionnel & ’erreur quadratique moyenne de prédiction qui croit avec la probabilité de

perte q.

simulation 3 On étudie ici les performances de I’algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire dans
la reconstruction d’un signal réel de parole en fonction du facteur d’oubli A et de la probabilité
de perte ¢. Ainsi, on considére la reconstruction du signal test usuel 'Mary had a little lamb,
its fleece was white as smow’ échantillonné a la fréquence de 8000 kHz. Le signal de parole est
caractérisé par un processus AR d’ordre 12. La perte d’échantillons est aléatoire suivant une loi
de Bernoulli. Le rapport signal sur bruit de reconstruction (RSB) est utilisé pour mesurer les
performances de ’algorithme dans la reconstruction du signal. Le RSB se mesure en dB, il est
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donné par I’équation suivante :

?;(xi — 2;)?

SN a2
RSB(dB) = 10log {Z:—l} (3.51)

La figure 3.7 montre le RSB obtenu pour la reconstruction du signal de parole grace a ’algorithme
Kalman MCR pseudo-linéaire en fonction du facteur d’oubli A pour différentes valeurs de la
probabilité de perte q.
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FiG. 3.7 — RSB fourni par 'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire, fonction de la probabilité
de perte ¢

En se référant a la figure 3.7, on constate que, pour chaque valeur de g, le RSB croit avec
le facteur d’oubli A\ jusqu’a la valeur A = 0.99 pour laquelle il admet un maximum. A partir
de cette valeur de A, le RSB décroit. Ceci est conforme a la constatation faite & la simulation
2 selon laquelle la valeur du facteur d’oubli A = 0.99 semble étre optimale. Ainsi, pour cette
valeur de A, l'algorithme s’adapte rapidement aux changements des paramétres caractérisant le
signal de parole, tout en présentant un faible biais et une faible variance des parameétres estimés.
Ceci permet d’obtenir un bon RSB. Par contre, pour des valeurs plus faibles de A, la vitesse
de convergence et d’adaptation de l'algorithme est élevée or ceci est aux dépens d’un biais et
d’une variance élevés des parameétres estimés. Ceci entraine une forte erreur de prédiction et par
conséquent un faible RSB. Il est & noter ici que ’algorithme a été appliqué & la reconstruction
d’autres signaux de paroles; pour chacun de ces signaux, le meilleur RSB est aussi obtenu pour
des valeurs de A voisines de A = 0.99. D’autre part, le RSB décroit, comme il se doit, lorsque la
probabilité de perte ¢ augmente.

Simulation 4 L’algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire est comparé ici aux algorithmes
MCR pseudo-linéaire et celui du gradient stochastique qui utilise la prédiction & passé incomplet.
Le signal test utilisé est un processus AR(2) non stationnaire, le méme que celui utilisé dans la
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simulation 2. La probabilité de perte des échantillons est de ¢ = 0.3. Pour les algorithmes de
type MCR, le facteur d’oubli est de A = 0.99. Pour l'algorithme du gradient stochastique, le
pas d’adaptation est de p = 25.107°, c’est une valeur empirique qui offre une bonne vitesse de
convergence sans toutefois risquer la divergence de ’algorithme (Voir le paragraphe Simulation
2 du chapitre 2). Les performances des trois algorithmes comparés sont résumés dans le tableau
3.1 ou b; et o; désignent respectivement le biais et 1’écart type de l'estimation du parameétre
a;. Ils sont calculés aprés la convergence des algorithmes par les équations respectives (2.34) et
(2.35). Le CPU est le temps de calcul en secondes nécessaire a la simulation de chacun des trois
algorithmes pour le signal test décrit ci-dessus implémentés sous MATLAB sur un processeur de

3GHz.

TaB. 3.1 — Comparaison des algorithmes Kalman MCR pseudo-linéaire, MCR, pseudo-linéaire et
I’algorithme du gradient stochastique qui utilise la prédiction & passé incomplet.

Algorithme ‘ by ‘ by ‘ o1 ‘ 09 ‘ RSB ‘ CPU
Kalman MCR pseudo-linéaire | 0.0006 | 0.003 | 0.014 | 0.015 | 12 1.5
MCR pseudo-linéaire 0.1811 | 0.151 | 0.018 | 0.017 | 11.3 | 1.3
gradient stochastique 0.0099 | 0.005 | 0.035 | 0.035 | 11.9 | 18.8

La figure 3.8 montre ’estimation instantanée moyenne du parametre a; estimé grace aux
trois algorithmes comparés pour un Monté Carlo de 1000 réalisations du signal et du schémas
de perte.

0.6l algorithme K-MCRPL| |
' - —algorithme MCRPL
algorithme GS-PPI

0.4F — — — parameétres originaux |

0.2} ]

O0 1 2 3 4 5

X 104

FiG. 3.8 — Estimation instantanée moyenne du paramétre a; en utilisant les algorithmes MCR
pseudo-linéaire, Kalman MCR pseudo-linéaire et l’algorithme du gradient stochastique qui utilise
la prédiction & passé incomplet.

La figure 3.8 et le tableau 3.1 montrent que 'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire et
I’algorithme du gradient stochastique convergent en moyenne vers une estimation non biaisée
des parametres ce qui n’est pas le cas de ’algorithme MCR pseudo-linéaire. Il est & noter ici que
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les parameétres estimés en utilisant l'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire sont légérement
biaisés pour A = 0.99 mais ce biais est négligeable devant celui obtenu en utilisant ’algorithme
MCR pseudo-linéaire. De plus, en se référant & la figure 3.8, on observe que les algorithmes
de type MCR s’adaptent rapidement aux changements de paramétres comparés & l’algorithme
du gradient stochastique. Il est vrai que les algorithmes fondés sur le gradient convergent plus
rapidement pour des pas d’adaptation p plus élevés. Or ceci se fait aux dépens d’une large
variance des parameétres estimés qui peux mener a la divergence de ’algorithme.

Le tableau 3.1 montre que le meilleur RSB est obtenu en utilisant 1’algorithme Kalman MCR
pseudo-linéaire alors que celui obtenu grace a 'algorithme MCR pseudo-linéaire est le plus bas.
On constate aussi que l'algorithme du gradient stochastique qui utilise le prédicteur & passé infini
incomplet est d’une complexité calculatoire plus grande que celles des deux autres algorithmes.
Ceci est da a 'inversion de matrices a chaque pas de temps tel qu’on l’a expliqué au chapitre 2.
L’algorithme Kalman MCR, pseudo-linéaire est de complexité calculatoire 1égérement plus grande
que celle de I'algorithme MCR pseudo-linéaire. De plus, ces deux algorithmes présentent la méme
faible variance des parameétres estimés en comparaison a celle obtenue grace a ’algorithme fondé
sur le gradient.

Ces trois algorithmes ont été appliqués a la reconstruction de signaux audio (de parole et de
musique), 'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire a montré a chaque fois le meilleur RSB.

3.5 Conclusions

L’extension de ’algorithme des moindres carré récursifs (MCR) a l'identification de signaux
a échantillons manquants est étudiée dans ce chapitre. Ainsi, I’algorithme MCR, pseudo-linéaire
[1, 62, 63] est tout d’abord présenté et analysé. Cet algorithme converge typiquement vers une es-
timation biaisée des paramétres lorsque 'approche de prédiction utilisée est la régression linéaire
modifiée. Nous avons alors utilisé conjointement avec cet algorithme un filtre de Kalman pour
une prédiction récursive du processus AR(L) optimale au sens des moindres carrés. L’utilisation
de cette approche de prédiction permet d’obtenir une identification non biaisée des parameétres
lorsqu’on ne considére pas un oubli exponentiel. Lorsqu’un oubli exponentiel est utilisé (A < 1),
une expression du biais ainsi que de la variance des parameétres sont établies. Ils sont de 'ordre de
(1—X). Les simulations montrent que grace a l'utilisation du filtre de Kalman pour la prédiction,
ce biais est réduit par rapport a celui obtenu grace a l'algorithme MCR pseudo-linéaire. D’autre
part, grace a l'utilisation d’un algorithme de type MCR pour l'identification, cet algorithme offre
une meilleure vitesse de convergence et un meilleur suivi des parameétres que les algorithmes de
type gradient décrits au chapitre 2. Les simulations montrent qu’un bon choix du facteur d’oubli
(A — 1) permet d’obtenir un compromis entre une bonne vitesse de convergence et un biais des
parameétres estimés négligeable. De surcroit, grace a la simplification du filtre de Kalman, cet
algorithme, bien que plus complexe que les algorithmes de type gradient utilisant la prédiction
par régression linéaire modifiée ou & k-pas, est simple et rapide. Cet algorithme est appliqué a la
reconstruction de signaux réels de parole, il montre de bonnes performances en terme de RSB.

Les algorithmes étudiés dans les chapitres 2 et 3 considérent une représentation directe du
filtre. Ils peuvent donc conduire & l'identification de modéles instables & moins que les poles du
filtre identifié ne soient contraints a chaque pas de temps d’étre a l'intérieur du cercle unité. Or
ceci est d’'une complexité calculatoire élevée. Pour cela, on s’intéresse dans le chapitre suivant
a l'identification du filtre en utilisant la structure en treillis de celui-ci. Ainsi, les coefficients de
réflexion du filtre en treillis, identifiés par certaines méthodes simples [19, 49, 50|, garantissent
la stabilité du filtre correspondant.
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Chapitre 4

Algorithmes en treillis

4.1 Introduction

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons décrit et proposé un ensemble d’algorithmes pour
I'identification et la reconstruction adaptatives de processus AR a échantillons manquants. Les
algorithmes décrits au chapitre 2 sont fondés sur le principe du gradient alors que ceux décrits
au chapitre 3 sont basés sur le principe des moindres carrés récursifs. Or ces algorithmes, et
& notre connaissance, tous les algorithmes déja proposés dans la littérature pour le traitement
en ligne des signaux & échantillons manquants utilisent une représentation directe du filtre. La
stabilité du filtre tout pole correspondant aux paramétres estimés n’est donc pas garantie. La
stabilisation d’un filtre IIR en contraignant les poles & étre & chaque instant a I'intérieur du cercle
unité (de module inférieur & 1) est d’'une grande complexité calculatoire. D’autre part, lorsque
la probabilité de perte des échantillons est élevée, les méthodes existantes peuvent converger
trés lentement voire méme diverger. La divergence est principalement due & la grande variance
des parameétres estimés et a l'identification de modéles correspondant a des filtres instables.
Pour cela, on s’intéresse dans ce chapitre & 'identification du signal en utilisant la structure en
treillis du filtre. Celle-ci est caractérisée par les coefficients de réflexion. On note k%) le coefficient
de réflexion correspondant & ’étage [ du treillis. Les coeflicients de réflexion estimés a partir de
données grace a des méthodes telles que celles proposées dans [19, 35, 49| garantissent la stabilité
du filtre identifié. Ils déterminent de maniére unique les parameétres AR grace a l'algorithme de
Durbin Levinson [23, 40].

Plusieurs algorithmes adaptatifs d’identification de filtres en treillis tels que les algorithmes
des moindres carrés récursifs en treillis (MCRT') sont proposés dans la littérature [28, 38, 39]. Dans
|28], Friedlander présente un article didactitiel & propos des filtres en treillis et leur application
au traitement adaptatif de séries temporelles. Dans le but de ’analyse par prédiction linéaire
de signaux non stationnaires, Makhoul et al. [49] proposent une méthode générale pour la mise
a jour adaptative des coefficients de réflexion. Cette méthode est une version adaptative de
I’algorithme de Burg. La valeur absolue des coefficients de réflexion, estimés en utilisant cette
méthode, est toujours inférieure & 1. La stabilité du filtre tout pole correspondant est alors
garantie. De plus cette méthode est simple et bien adaptée & l’identification de processus non
stationnaires. Nous nous intéressons alors & son extension & l'identification et la reconstruction
de signaux non stationnaires & échantillons manquants en utilisant un filtre de Kalman. Nous
proposons, & notre connaissance, le premier algorithme en treillis qui permet le traitement en
ligne des signaux a échantillons manquants. Outre la stabilité du modéle identifié, cet algorithme
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montre une bonne dynamique de convergence méme lorsque la probabilité de perte d’échantillons
est élevée. Il est donc adapté pour la reconstruction de signaux de parole.

Ainsi, on commence dans ce qui suit par quelques rappels sur les filtres en treillis, en s’inté-
ressant particuliérement & l'estimation adaptative des coefficients de réflexion.

4.2 Identification adaptative de filtres en treillis

4.2.1 La structure en treillis du filtre

Les filtres en treillis sont décrits dans de nombreux textes tels que [28|. La structure en treillis
du filtre est intéressante particuliérement lorsqu’on souhaite controler la stabilité de celui-ci. Elle
est directement induite de ’algorithme de Levinson [40]. Une représentation en treillis d'un filtre
tout pole est donnée par la figure 4.1. Elle fait intervenir les coefficients de réflexion ainsi que les
erreurs de prédiction directe et rétrograde notés respectivement kg ), T(Ll) et bg) a l'instant n et a
I’étage [ du treillis.

5O

n

FiG. 4.1 — Schéma de base d’un filtre tout pole en treillis.

(L)

Soit x,, le processus d’entrée au filtre en treillis. On note {ai } les coefficients du prédicteur

(L)

linéaire optimal directe d’ordre L (parameétres du modéle AR(L)) et {ebi } ceux du prédicteur

linéaire optimal rétrograde. Dans le cas de signaux scalaires stationnaires, les coefficients du
prédicteur linéaire rétrograde sont obtenus en inversant 'ordre de ceux du prédicteur linéaire
directe. Ainsi pour un processus AR(L), les coefficients des prédicteurs directe et rétrograde
vérifient 1’égalité suivante : &Z(L) = a(LL_)Z., pour 0 < ¢ < L sachant que &(LL) = a(()L) =1. Aun
instant n, les erreurs de prédictions directe et rétrograde pour un prédicteur d’ordre L sont alors
données par les équations suivantes :

£ =b) =, (4.1)
L
L) — g, — Z al(.L)ajn_i, (4.2)
i=1
L
b7(,LL) = Tp—L — Z aZ(L)a;n_LH (43)
1=1

En se référant & la figure 4.1, les différentes grandeurs se propageant dans le filtre sont reliées,
& un étage ! correspondant & un modéle d’ordre [, par les équations de récurrence sur ’ordre
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suivantes :
7 = 0 KO, (440
bg) _ bgzll) _ k,(j)f,gl_l). (4.4b)
sachant que :
©0) = pO) — g (4.5)

Pour un prédicteur d’ordre L, les équations de récurrence (4.4a), and (4.4b) sont exécutées
pour 1 <[ < L. Une structure en treillis telle que celle représentée a la figure 4.1 correspond a
un filtre tout pole stable lorsque tous les coefficients de réflexion vérifient :

kW) <1, 1>1 (4.6)

Les paramétres du modeéle AR(L) sont déterminés de maniére unique & partir des coefficients
de réflexion grace aux équations de récurrence suivantes :

— Del =0 jusqu’a L

af) = k(D). (4.7)
— Pour i =1 jusqu'al—1
ag = ai, )+ kD e, (48)
— fin,
— fin.

Il est & noter qu’en exécutant les équations de récurrence précédentes de [ = 0 jusqu’a L, les

coefficients (a%) Leicl’ obtenus a chaque récurrence, correspondent & ceux du prédicteur optimal
b 72'7

d’ordre [. Ceci découle d’un avantage de la représentation en treillis qui est la décorrélation des

étages successifs. Ceci est une propriété importante des filtres en treillis selon laquelle le filtre en

treillis correspondant & un prédicteur d’ordre L contient en lui tous les filtres correspondant aux

prédicteurs d’ordres inférieurs. Ainsi, les [ premiers étages d’un filtre en treillis forment le filtre

en treillis du prédicteur d’ordre 1.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons les principales méthodes d’estimation des coef-
ficients de réflexion & partir d’un bloc de données scalaires.

4.2.2 Calcul des coefficients de réflexion : estimation par bloc

Plusieurs méthodes existent pour le calcul des coefficients de réflexion. Elles peuvent corres-
pondre & la minimisation d’un critére qui peut étre une fonction de I’erreur de prédiction directe,
rétrograde ou méme une fonction des deux. Grace a la propriété de décorrélation des étages
successifs d’un treillis, 'optimisation d’un critére global de dimensions L est alors remplacée par
une suite de L optimisations qui se font étage par étage. Les méthodes présentées ici sont des
méthodes par bloc, elles ne prennent pas en considération I’évolution au cours du temps des
coefficients de réflexion. Pour cela, on ne tient pas compte de I'indice temporel de ces derniers
dans les équations suivantes.
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Méthode directe Elle consiste a calculer le coefficient de réflexion a 1’étage | en minimisant
Perreur quadratique moyenne de prédiction directe a cet étage [47, 48]. Ainsi, en remplagant
Perreur de prédiction directe par son expression donnée par ’équation (4.4a), et en minimisant
par rapport au coefficient de réflexion, on obtient :

-y

n—1

O] fF b {
k=T = (-1)2
E bn—l
Le critére minimisé étant ’erreur quadratique moyenne de prédiction directe, cette méthode

est similaire a la méthode d’autocorrélation ou d’autocovariance décrites au paragraphe 1.2.2 du
chapitre 1.

(4.9)

Meéthode rétrograde Elle consiste a calculer le coefficient de réflexion a ’étage [ en minimi-
sant l’erreur quadratique moyenne de prédiction rétrograde a cet étage [47, 48].

QURED

E { 7gl—1)2}

Il est & noter ici que, les dénominateurs des équations (4.9) et (4.10) étant toujours positif,
les coefficients de réflexion calculés par ces équations sont de méme signe S

LD — o) —

(4.10)

S = signe &/ = signe k*0). (4.11)

Lorsque le signal identifié est stationnaire, les coefficients de réflexion calculés par (4.9) et (4.10)
sont égaux, k7D = kb,

L’inconvénient majeur de ces deux méthodes est que la valeur absolue des coefficients de
réflexion n’est pas garantie de valeur inférieure & 1. Par conséquent, la stabilité du filtre tout pole
correspondant n’est pas garantie. Itakura et al. [35] proposent, comme solution a ce probléme,
la méthode de la moyenne géométrique.

Méthode de la moyenne géométrique Itakura et al. [35] proposent de calculer & chaque
étage du filtre un seul coefficient de réflexion qui est égal a la moyenne géométrique des coefficients
calculés par les méthodes directe et rétrograde. Les coefficients de réflexion ainsi calculés sont

appelés PARCOR.
1-1),(1-1

Je {0 )
Les coefficients PARCOR ont toujours une valeur absolue inférieure a 1, ce qui permet de garantir
la stabilité du filtre tout pole correspondant.

ED — g/ kIO b)) =

(4.12)

Méthode du minimum On déduit des propriétés de la moyenne géométrique la double in-

égalité suivante :
min{‘kf(l)‘ , ‘kb(l)‘} < VEFORO < 1. (4.13)

Cette propriété meéne & un autre choix pour le coefficient de réflexion qui garantit la stabilité
du filtre; & savoir la méthode du minimum :

k® = S min { ‘kf(l)

, (kb@(} . (4.14)
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Méthode générale Ici, le coefficient de réflexion d’ordre [ est obtenu par la moyenne généra-
lisée d’ordre r de k71 et kP 11 s’exprime par :

0 Lo s\
k :S[§<|k "+ |k |)} . (4.15)

Le coefficient de réflexion ainsi défini ne garantit la stabilité du filtre que lorsque r < 0. En
particulier, lorsque » — 0, on retrouve la méthode de la moyenne géomeétrique, alors que pour
r — —o00, on retrouve la méthode du minimum. Le choix de » = —1 meéne a la méthode de la
moyenne harmonique.

Meéthode de la moyenne harmonique aussi connue sous le nom de la méthode de Burg
[19]. Le coefficient de réflexion & ’étage [ du treillis est obtenu par la moyenne harmonique des
coefficients calculés par les méthodes directe et rétrograde.

2E{ ,(f‘”b,fj)}

BT B

Le coefficient ainsi calculé vérifie toujours la condition (4.6). De plus, cette méthode posséde
une propriété importante : le coefficient de réflexion résulte de la minimisation de la somme des
erreurs quadratiques moyennes de prédiction directe et rétrograde.

Dans le cas d’un signal stationnaire, toutes les méthodes précédentes aboutissent a un méme
coefficient de réflexion. Cependant, en pratique, les espérances mathématiques sont remplacées
par des moyennes statistiques calculées & partir d’un nombre fini d’échantillons et le signal
identifié n’est pas toujours stationnaire. Les différentes méthodes décrites ci-dessus donnent donc
des coefficients de réflexion différents. Un choix entre ces différentes méthodes est donc a faire.
On préfére en général utiliser le coefficient de Burg pour la stabilité qu’il garantit au filtre et
pour la pertinence du critére qu’il minimise.

Les méthodes décrites ci-dessus permettent une estimation par bloc des coefficients de ré-
flexion. Or nous nous intéressons dans le cadre de ce travail & ’estimation adaptative de pro-
cessus non stationnaires. Ainsi, nous présentons dans ce qui suit l'identification adaptative de
filtre en treillis. Les coefficients de réflexion estimés varient au cours du temps, il convient donc

)

d’introduire l'indice temporel n dans la notation de ces derniers, k‘,(f .

D —

(4.16)

4.2.3 Identification adaptative du filtre en treillis

Alors que les algorithmes de MCR pour les structures adaptatives transversales sont essen-
tiellement basés sur des récurrences temporelles, les algorithmes pour les structures en treillis
font appel a la fois aux récurrences temporelles et sur 'ordre. Les récurrences sur le temps per-
mettent la mise & jour des coefficients de réflexion kgil pour 1 <[ < L, alinstant n+1 a
partir de leurs valeurs & l'instant précédent sachant toutes les erreurs de prédiction directes et
rétrogrades jusqu’a l'instant n et la valeur du signal a l'instant courant. Les récurrences sur
l'ordre | du prédicteur permettent de calculer & chaque instant les erreurs de prédiction directe
et rétrograde.

Plusieurs algorithmes adaptatifs en treillis sont proposés dans la littérature [28]. Ils sont
fondés sur le principe du gradient ou sur celui des moindres carrés. Chacun des algorithmes en
treillis surpasse en vitesse et en qualité de convergence 'algorithme correspondant utilisant la
structure transversale du filtre. On s’intéresse particuliérement aux algorithmes des moindres
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carrés récursifs en treillis (MCRT) pour leur vitesse de convergence et leur capacité de poursuite.
De plus, ils sont efficaces en termes de complexité calculatoire. Ils ne nécessitent que O(L)
opérations & chaque pas de temps en comparaison a O(L?) pour I'algorithme MCR qui utilise
la structure directe du filtre transverse. Ainsi dans [38], une approche géométrique est utilisée
afin d’établir les équations de récurrence temporelles d’un algorithme MCRT. Pour 'estimation
d’un coefficient de réflexion, ils utilisent la propriété de décorrélation des étages successifs d’un
treillis. Cette propriété est approximativement vraie dans le cas non stationnaire. Ainsi, les
coefficients de réflexion a un étage du treillis sont calculés en minimisant simultanément les
erreurs quadratiques moyennes de prédiction directe et rétrograde du méme étage. A chaque
instant, deux coefficients de réflexion différents sont alors estimés pour chaque étage du treillis,
ils correspondent respectivement a la méthode directe et a la méthode rétrograde. Or la valeur
absolue des coeflicients ainsi estimés n’est pas garantie inférieure a 1.

Les algorithmes MCR en treillis normalisé |28, 38, 39| sont plus performants en terme de
complexité calculatoire que ceux sans normalisation. Ils nécessitent trois relations de récurrence
contre neuf dans le cas sans normalisation. Deux de ces relations de récurrence sont sur ’ordre et
permettent la mise & jour des erreurs de prédiction directe et rétrograde normalisées. La troisieme
est une récurrence temporelle permettant la mise & jour des coefficients de réflexion qui vérifient
tous la condition de stabilité donnée par 1’équation (4.6). Ces algorithmes ont montré de plus le
méme comportement en terme de vitesse de convergence et de capacité de poursuite que ceux
sans normalisation |38, 39].

L’algorithme MCR en treillis normalisé se résume aux étapes suivantes |28, 38, 39| :

— Pour n =1 jusqu’a N (N étant la taille du signal)
— Initialisation des récurrences sur 'ordre par les équations suivantes :

by = N0 + 22, (4.17a)
F =00 = o, wn, (4.17b)
O =1, (4.17¢)

— Pour I =1 jusqu’a L
— Mise & jour du coefficient de réflexion & I’étage [ grace a ’équation de récurrence sur
le temps suivante :

0 = K0 [ ) () R,

— Mise a jour des erreurs de prédictions normalisées par les récurrences sur 'ordre sui-

vantes :
i Fi-1) _ (0501
= - - (4.19a)
T(l— l

=D

) pU-D _ @ 7U-1)

b1 = n-l : (4.19b)
SO R (-

— fin

— fin.
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ou A < 1 est le facteur d’oubli, Nr(f) et BS) sont les erreurs de prédiction directe et rétrograde
normalisées correspondant & I’étage [ et a U'instant n, 9, est 'estimée pondérée de la variance du
processus centré x,,.

D’autre part, Makhoul et al. [49, 50] proposent une méthode générale d’estimation adaptative
des coefficients de réflexion pour ’analyse par prédiction linéaire de processus non stationnaires.
Ils utilisent aussi la propriété de décorrélation des étages successifs d’un treillis. Ainsi, ils cal-
culent, & chaque étage [ du treillis, un coefficient de réflexion kg) qui minimise la fonction de
colit suivante :

n
IO =3 wey ( 0% 4 b§”2) . (4.20)
i=—00

ol w, est une fenétre ou une suite de pondération des erreurs quadratiques de prédiction aux
instants précédents. En pratique, la fenétre doit vérifier la condition de causalité, w, = 0 pour
n < 0. De plus, ils montrent que lorsque w, > 0 pour n > 0, le coefficient de réflexion qui
minimise (4.20) vérifie toujours (4.6) [50]. Dans un contexte non stationnaire, il est convenable
de pondérer la somme des erreurs quadratiques de prédiction directe et rétrograde par un facteur
d’oubli exponentiel 0 < A < 1, donnant ainsi plus d’importance aux valeurs récentes. La suite de
pondération est alors définie par :

w, =0, n<0 (4.21)
wy, =A", n>0. (4.22)
Ainsi en remplagant dans I’équation (4.20) les erreurs de prédiction par leurs expressions données

par (4.4), et en minimisant par rapport a k,g), on obtient :

B 9 2?21 )\n—ifqgl—l)b(lzll)

kD = nl_ (4.23a)
Z?:l \n—i [fél)z + bg)Q]
oy
= (4.23b)

Le coefficient ainsi calculé vérifie toujours (4.6). Il est & noter que pour A = 1, on retrouve le
coefficient de Burg [19]. L’estimateur du coefficient de réflexion donné par (4.23) est une adapta-
tion du coefficient de Burg au cas de signaux non stationnaires. Makhoul et al. [49, 50| proposent

()

. . . l A . 2 :
une estimation adaptative de ky’ grace aux relations de récurrence temporelles suivantes :

=2 425 Dpln), (4.24a)
DY) = ADP + fI0% 4012, (4.24D)
oW
l n
k1(1—)i-1 = - (l—;l’ (4.24C)
Dn+1

En utilisant ces relations, Makhoul et al. déduisent une expression de kgll en fonction de

k:g ) et lui donnent une interprétation de type gradient ainsi que de type filtre de Kalman [49].
Un algorithme adaptatif pour I'estimation des coefficients de réflexion est alors obtenu en

combinant les relations de récurrence temporelles données par (4.24) et les relations de récurrence

sur Pordre données par (4.4). Il se résume a l'instant n + 1 aux étapes suivantes : (On suppose

ici qu’on a déja gardé en mémoire C,(@l), D,(f ) et b,(f) pour 1 <[ < L calculés a 'instant précédent.)
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— Initialisation pour [ =0

fﬂl = b')(’LO—|)-1 = Tn+1, (4.25a)
KO =1, (4.25D)

— Pour I =1 jusqu’a min(L, n)
— Estimation récursive de C,Slil, D,(Brl grace aux équations (4.24a) et (4.24b).

— En déduire k;gil grace a ’équation (4.24c). Il est & noter que si le dénominateur D&rl

est nul, kgzrl est considéré également nul.

— Estimation de f,gl_)H et bgil grace aux équations de récurrence sur l'ordre (4.4a) et (4.4b).
— fin.

Cet algorithme, appelé 'algorithme de Burg adaptatif, permet d’estimer des coefficients de
réflexion qui sont de valeur absolue inférieure & 1. De plus, les simulations montrent qu’il a un
bon comportement de convergence similaire & celui des algorithmes MCR. en treillis normalisé.
De surcroit, il est d’une complexité calculatoire plus faible que ces derniers. On propose alors son
extension a l'identification de processus AR & échantillons manquants en utilisant un filtre de
Kalman tel que celui présenté au paragraphe 3.2 du chapitre 3 pour la prédiction des échantillons
manquants.

4.3 Prediction en utilisant un filtre de Kalman

On rappelle ici brievement la prédiction d’un processus AR(L) & échantillons manquants en
utilisant un filtre de Kalman. Cette approche de prédiction a été décrite au paragraphe 3.2 du
chapitre 3.

4.3.1 Représentation d’état
(L)

Le processus AR, {x,,}, d’ordre L vérifie I’équation aux différences suivante : z, = ay '&p_1+
oot a(LL):En_ L+ €n, €, étant le processus d’innovation. Le perte des échantillons est caractérisée
par une variable binaire, {c,}. L’observation est donc donnée par y, = ¢z, ou y, = x, si
I’échantillon est disponible, sinon y,, = 0. Le processus {z,,} ayant subi une perte d’échantillons

admet la représentation d’état suivante :

— T ‘
Ynt+1 = Cpy1 Tntl
L L
ag) ...‘a(L) T ‘n
1 0 0 0
ou A= ) . Ln = Cn =
0 1 0 Tn—L+1 0

L’échantillon qu’on souhaite prédire est & chaque instant le premier élément de l'état @ 1.
Il est & noter ici qu’a chaque pas de temps, 'estimée des paramétres du modeéle ainsi que la
valeur de ¢, (la disponibilité de ’échantillon) sont connues, la représentation d’état précédente
correspond alors & un filtre de Kalman non stationnaire. On rappelle dans ce qui suit briévement
le filtre de Kalman qui permet I'estimation de I’état.
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4.3.2 Filtre de Kalman

A Tinstant n + 1, les estimées a priori et filtrée de I'état sont notées &, 41}, €t Eppipni1-
Les matrices de covariance de 'erreur d’estimation correspondantes sont notées respectivement
Proiijn et Poyijng1- Kot est le gain du filtre de Kalman.

Le filtre de Kalman permettant d’estimer 1’état défini par I'équation (4.26) est décrit et
analysé au paragraphe 3.2 du chapitre 3, nous rappelons ici briévement les principales étapes
exécutées a 'instant n+ 1 :

— L’estimée a prior: de l'état, &, 4, et celle de la matrice de covariance de l'erreur d’esti-

mation correspondante, P, |,, sont calculées grace aux équations (3.17) et (3.16).

— Si I’échantillon x,,+1 est disponible, ¢,+1 = 1, I'observation est donc égale a la valeur de
celui-ci, Yn41 = Tp41 : le gain du filtre de Kalman, K, 1, est calculée par I’équation (3.20).
L’estimée de I'état est alors filtrée selon I'équation (3.18), et la matrice de covariance de
Verreur d’estimation de I’état est mise a jour grace a 1’équation (3.19).

— Si I’échantillon est manquant, ¢,+1 = 0, le gain du filtre de Kalman est nul K, = 0. Il
s’en suit que l'estimée de I’état ainsi que la matrice de covariance de ’erreur d’estimation
sont conservées a posteriori, Ty 1jnt1 = Lntijn €6 Popijns1 = Pogijn-

On rappelle aussi que si T4 est disponible, le premier élément du vecteur &, 41,41, qu'on
note dans la suite &, 41,41, est égal & z,41. Ainsi, un échantillon disponible est inchangé par le
filtre de Kalman. Par contre, si 2,41 est manquant, Z,, 11,41 est sa prédiction optimale & I'instant
n+ 1. Ainsi, le signal reconstruit qui prend la valeur du signal lorsque I’échantillon est disponible
et sa prédiction dans le cas contraire, est donné a tout instant n+ 1 par : zp41 = Zpy1jny1-

Il convient ici de rappeler que si z,41 est manquant, son estimée mise & jour au cours des
L — 1 pas de temps suivants est différente de sa prédiction fournie & 'instant n+ 1, Tpg1ingi14¢ #+
Zpiing1 pour 0 <t < L — 1. En effet, I'état contient en lui les L — 1 derniers échantillons ou
leurs prédictions s’ils sont manquants. Si un échantillon est disponible, 1’état est filtré par le
filtre de Kalman selon 1’équation (3.18). Par conséquent, des termes s’ajoutent a la prédiction
des échantillons manquants existants dans cet état. On note ici que le filtrage de Kalman ajoute
des termes uniquement a la prédiction des échantillons manquants, les échantillons disponibles
restent inchangés. Ainsi, I’estimée d’un échantillon manquant mise & jour au cours des L — 1 pas
de temps suivants s’exprime par I’équation (3.28).

4.4 Algorithme de Burg adaptatif combiné & un filtre de Kalman

Dans ce qui suit, on propose un algorithme adaptatif qui permet l'identification en treillis
et la reconstruction d’un processus AR(L) a échantillons manquants. Il utilise conjointement
I’algorithme de Burg adaptatif pour une identification en treillis du processus et le filtre de
Kalman, évoqué ci-dessus au paragraphe 4.3, pour une reconstruction optimale adaptative des
échantillons manquants. Le modéle ainsi identifié correspond a chaque pas de temps & un filtre
stable.

En se référant aux équations (4.24), on constate que la mise & jour des coefficients de réflexion
utilise les erreurs de prédiction rétrograde calculés & 'instant précédent. Il en est de méme pour
le calcul des erreurs de prédiction directe et rétrograde grace aux équations de récurrence sur
Pordre (4.4). On en déduit alors par récurrence qu’il est nécessaire pour le calcul des coefficients
de réflexion a un instant n d’avoir calculé toutes les variables du filtre en treillis aux instants
précédents. Or les équations de récurrence sur 'ordre qui permettent de calculer les erreurs
de prédiction sont initialisées & chaque pas de temps par la valeur du signal (équation (4.5)).
On ne peut donc pas les utiliser pour calculer les erreurs de prédiction lorsqu’un échantillon




78 4. ALGORITHMES EN TREILLIS

est manquant. De toutes facons, il n’est pas possible de calculer 'erreur de prédiction d’un
échantillon manquant. Il est donc nécessaire d’estimer a cet instant la les erreurs de prédiction,
elles seront utilisées pour la mise & jour des variables du treillis & 'instant suivant. Ainsi, dans le
cas de signaux & échantillons manquants, la fonction de colt minimisée par ’algorithme proposé
est une estimation de celle minimisée par l’algorithme de Burg adaptatif (équation (4.20)). Elle
s’exprime a l'instant n par :

_ Z": wos (FO2 4 502). (4.27)
i=1

1)

ol f,(f) et Bg) désignent les valeurs estimées de f,(f) et bg respectivement.

4.4.1 Estimation optimale des erreurs de prédiction directe et rétrograde

Les erreurs de prédiction directes et rétrogrades sont définies par les équations (4.1). En utili-
sant le théoreme des échantillons manquants [65], une estimation optimale au sens des moindres
carrés des erreurs de prédiction est alors donnée a l'instant n par les équations suivantes :

O =00 =g, (4.28a)
l

. l

bg) = ‘%n—l|n - Z az('f'))@i,n—l"r’”n? (428C)
=1

ou, Ty, _j|, est 'estimée optimale au sens des moindres carrés de x,,—; connaissant les échantillons
disponibles jusqu’a I'instant n.

Les équations précédentes (4.28) sont analogues & celles qui définissent les erreurs de pré-
diction (4.1). La différence est que les erreurs de prédiction ainsi que la valeur du signal sont
remplacées par leurs estimées respectives. Par conséquent, en remplagant dans les équations (4.5)
et (4.4) les erreurs de prédiction et la valeur du signal par leurs estimées, on obtient des équa-
tions récursives sur ’ordre permettant d’estimer les erreurs de prédiction dans le cas de signaux
& échantillons manquants. Ceci revient donc & remplacer un échantillon manquant par sa pré-
diction dans l'initialisation des équations sur l'ordre. Ainsi, l'algorithme de Burg adaptatif se
résume dans le cas de signaux a échantillons manquants a un instant n aux équations suivantes :

— Initialisation pour [ = 0

k,@ 1, (4.29b)
— Pour [ =1 jusqu’a min(L,n)

c® = x| 4 2f=0p0-D. (4.30a)
DY = DY) + fID2 450712, (4.30D)

) 0]
B0 = _C_nw (4.30¢)

DY
O = J = BORY, (4.30d)

(4.30e)
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— fin.

On propose d’utiliser un filtre de Kalman pour une prédiction optimale au sens des moindres
carrés des échantillons manquants. Or le filtre de Kalman utilise une représentation directe du
filtre transverse. Il est donc nécessaire de calculer & chaque instant les paramétres AR a partir
des coefficients de réflexion grace aux équations de récurrence (4.7).

On rappelle ici que des termes s’ajoutent a la prédiction d’un échantillon manquant grace
au filtrage de I’état lorsque des échantillons sont disponibles au cours des L — 1 pas de temps
suivants. Ainsi, soit &, la prédiction optimale d'un échantillon manquant a l'instant n, celle-ci
ne sera plus optimale si des échantillons sont disponibles au cours des L —1 pas de temps suivants.
Dans un contexte temps réel, 'estimée actualisée d’un échantillon, ;,,,,, est uniquement utilisée
pour la prédiction des échantillons suivants. Par contre, le signal est reconstruit en utilisant Z,,,,.
Par ailleurs, les erreurs de prédiction directe et rétrograde, estimées en utilisant la prédiction
d’un échantillon manquant, seront utilisées a l'instant suivant. Ainsi, comme pour la prédiction
des échantillons manquants, leurs estimées devraient aussi étre actualisées pour étre optimales a
I'instant suivant. Pour éviter de les recalculer plusieurs fois, on propose ce qui suit :

Si ’échantillon x, est manquant, il est prédit en utilisant le filtre de Kalman, sa prédic-

tion est utilisée pour reconstruire le signal. Par contre, les erreurs de prédiction, < fé”) L et
1<i<

<b,(1l)> et les coefficients de réflexion </<;,(f )> ne seront estimés que lorsque la prédiction
1<I<L 1<I<L

de I’échantillon est actualisée, c.-a-d. jusqu’a ce qu'un nouvel échantillon soit disponible. Quand
un échantillon est disponible & I'instant n+t, ’état est alors mis & jour grace au filtre de Kalman.
Nous calculons alors toutes les variables du filtre en treillis correspondant aux échantillons man-
quants entre I'instant du dernier échantillon disponible, n — h et 'instant courant, n + ¢. Il est
a noter ici que lorsque l'intervalle de temps séparant deux échantillons disponibles est supérieur
a L (t—h+1> L), les prédictions des L — 1 échantillons manquants précédents (ceux qui sont
contenus dans ’état) sont mis a jour. Les prédictions des échantillons manquants qui précédent
ces derniers (aux instants n —h+1 jusqu’a n+t— L) ne le sont pas. Malgré cela, il est nécessaire
de calculer les variables du filtre en treillis & ces instants 1& méme si aucune information nouvelle
n’est disponible. Néanmoins, les paramétres du modéle AR ne sont pas mis & jour & ces instants
14 pour économiser du temps de calcul.

4.4.2 Algorithme proposé

L’algorithme proposé se résume donc a l'instant n + 1 aux étapes suivantes : La premiére
(L)

ligne de la matrice A est remplacée par a,, T, I’estimée du vecteur des parameétres a l'instant n.
Elle est alors notée A, 1.

~(L ~(L

ag,n ° a(Ln)z

1 0 0
An+1 — ’

— T
Pn+1|n - An+an|nAn+1 + Re,
LTp41ln = An+1mn|n7
Yn+1ln = Cn+1Tn+1|n,
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Si z,11 est disponible, i.e. ¢, =1

Kni1 = Pyiipneni1(cy 1 Popincnin) ", (4.32a)
Bogrpnyr = (Ia = Kn+1CI+1)Pn+1\m (4.32b)
in-i-l\n—i—l = iﬁn-ﬁ-l\n + Kt 1(Un+1 — gn+1|n)' (4.32¢)

Ainsi, la prédiction des échantillons manquants précédents jusqu’a U'instant n—L+1 (existants
dans 'état) est alors mise & jour grace au filtrage de 1’état par I'équation (4.32c). Il convient
maintenant de calculer les variables du filtre en treillis & partir de la derniére observation a
I'instant n — h, ou h > 0 dépend du schéma, de perte. Ainsi & chaque instant ¢, pour n —h+1 <
t < n+ 1, l'algorithme de Burg adaptatif dans le cas de signaux & échantillons manquants est
utilisé pour calculer les coefficients de réflexion l%él) et les erreurs de prédiction ft(l),i)gl) pour
1 <1 < L. Les erreurs de prédiction directe et rétrograde sont initialisées par la prédiction

actualisée des échantillons manquants (celles-ci sont contenues dans U'état filtré &, 1,41), i.e
ft - b ) == jt\n—i—l- Ainsi,

— Pourt=n—h+1jusquan+1
— Initialisation pour [ =0

At(o) = Bgo) = Ttjn+1; (4.33a)
B0 =1, (4.33b)
— Pour [ =1 jusqu’a min(L,n)
c = oV 1~|—2fl Depi=h, (4.34a)
DY = ApW, 4 fD2 4 jlm12, (4.34b)
1)
~ (1 C
k= -t (4.34c)
Dt
£ =0 R, (4.34d)
BO — BI=1 _ {0 -, (4.340)
— fin,
— fin.

Enfin, les parameétres (d;Ln) +1)1<i<L sont estimés & partir des coefficients de réflexion (k‘fw)ﬂ)léiﬁ L
grace a l'algorithme de Durbin Levinson donné par les équations (4.7) et (4.8).

Par contre si z,41 est manquant, c¢,4+1 = 0 'état estimé a priori, &, yq),, n'est pas filtre

par le filtre de Kalman. Les coefficients de réflexion (]%w(zlil)lﬁlé 1, n’étant pas encore estimés, les
parameétres du modéle AR ne sont pas mis a jour.

Knpy1 =0, (4.35a)
Pt = Pryins (4.35b)
Zpt1nt1 = Lot (4.35¢)

al) = al), (4.35d)
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Un organigramme représentant les différentes étapes de cet algorithme est présenté aux figures
4.6 et 4.7. Cet algorithme permet d’identifier le modéle optimal stable au sens du critére donné
par léquation (4.27).

La fonction de colt minimisée par I'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire, décrit au cha-
pitre 3, est la moyenne pondérée des erreurs quadratiques de prédiction aux instants ou les
échantillons sont disponibles. Ainsi, les paramétres estimés ne sont pas mis & jour par 'algo-
rithme Kalman MCR, pseudo-linéaire lorsqu’un échantillon est manquant. En effet, la mise a
jour des parameétres grace a ’algorithme MCR est proportionnelle & ’erreur de prédiction qui
ne peut pas étre calculée lorsqu’un échantillon est manquant. Par contre, la fonction de cott
minimisée par ’algorithme proposé ici est la moyenne pondérée de toutes les erreurs quadra-
tiques de prédiction. Lorsqu’un échantillon est manquant, les erreurs de prédictions ne peuvent
pas étre calculées, elles sont alors remplacées par leurs estimées. En effet, dans le cas des algo-
rithmes en treillis, il est nécessaire pour estimer les coefficients de réflexion a un instant n d’avoir
calculé toutes les variables du filtre aux instants précédents. Pour cela, les parameétres du filtre
en treillis sont estimés a tous les instants par ’algorithme proposé méme lorsqu’un échantillon
est manquant. Ceci suggére qu’il a une bonne dynamique de convergence et de poursuite des
parameétres méme pour des probabilités élevées d’échantillons manquants. Cette hypothése est
confirmée grace aux simulations.

L’algorithme proposé et ’algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire utilisent le méme filtre
de Kalman pour la reconstruction, leurs complexités calculatoire ne différent donc que par 'al-
gorithme d’identification utilisé. Leurs complexités calculatoire ont été calculées, elles sont, pour
les deux algorithmes, de 'ordre de O ((1 —q)N L2), ou q est la probabilité de perte des échan-
tillons, N la taille du signal et L ’ordre du modeéle AR. Ces algorithmes ont été implémentés en
langage Matlab, les simulations des deux algorithmes ont nécessité des temps de calcul voisins.
Pour des modéles AR d’ordre faible, I’algorithme proposé est plus rapide que le Kalman MCR
pseudo-linéaire. Par contre, il est plus lent pour des modéles AR d’ordre élevés, tels que ceux qui
permettent de modéliser des signaux de parole.

4.5 Simulations

L’algorithme décrit dans ce chapitre est comparé a ’algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire
a l’aide de trois expériences. Le signal test utilisé pour la premiére simulation est une juxtaposi-
tion de processus AR(2) ayant subi une perte d’échantillons dont la probabilité est élevée. Dans
les deux expériences suivantes, les deux algorithmes sont appliqués & la reconstruction d’un si-
gnal de parole (simulation 2) et de musique (simulation 3) pour différentes probabilités de perte
d’échantillons. Leurs performances dans la reconstruction du signal est mesurée en termes du
RSB (Rapport Signal sur Bruit de reconstruction).

Simulation 1 Le signal test utilisé dans cette expérience est une juxtaposition de processus
AR(2), il est généré sur 15.10% échantillons. Les paramétres du signal sont [1.5,—1] pour les
premiers 5.10% échantillons, [—0.5, —1] pour les 5.10% échantillons suivants et finalement [0.5, —1]
pour les échantillons restants. La probabilité de perte d’échantillon est de ¢ = 0.7. Le facteur d’ou-
bli est choisi de A = 0.99. La figure 4.2 représente ’estimation instantanée du premier parameétre
en utilisant les deux algorithmes. Elle montre que l'algorithme proposé offre une convergence
plus rapide que ’algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire méme pour un nombre élevé d’échan-
tillons absents. Pour des facteurs d’oubli plus faibles, les deux algorithmes convergent comme il
se doit plus rapidement, ceci est aux dépens d’une plus grande variance des parameétres estimés.
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D’autre part, les simulations montrent que la vitesse de convergence de l’algorithme Kalman
MCR pseudo-linéaire dépend du schéma et de la probabilité de perte des échantillons. En ef-
fet, cette expérience a été reproduite pour 1000 générations du schéma de perte. Le tableau 4.1
montre alors la répartition des RSB fournis en utilisant chacun des deux algorithmes.

—— Kalman MCR pseudo linéaire
algorithme en treillis
- — - parametres originaux

1.5

ai

0.5x

_0-57 | | - - \7"*‘"7; ki sk | |
0 2000 4000 6000 000 10000 12000 14000
échantillons

FiG. 4.2 — Estimation instantanée du parameétre a; en utilisant les deux algorithmes comparés.

TaB. 4.1 — Répartition des RSB fournis par chacun des deux algorithmes comparés pour 1000
générations différentes du schéma de perte.

Algorithme | RSB < 0dB | 0dB < RSB < 15 dB | 15 < RSB
Kalman MCR pseudo-linéaire 81 % 9.5 % 82.4 %
algorithme en treillis 0 % 0.1 % 99.9%

Le tableau 4.1 montre que le RSB fourni par 'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire est,
pour 17.6 % des 1000 schémas de perte, inférieur & 15 dB alors qu’il I'est pour uniquement 0.1%
des fois en utilisant 1’algorithme proposé ici. Ceci est di & un retard dans la convergence ou a une
divergence. Il est & noter ici que l'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire a divergé pour 2%
des schémas de perte. La divergence peut étre due & une forte variance des parameétres estimés
et & 'estimation de parametres correspondant & des modéles instables.

Par ailleurs, la figure 4.2 semble montrer que ’algorithme proposé converge vers une estima-
tion non biaisée des paramétres. Cependant, il existe un biais di & la minimisation des erreurs
de prédiction aux instants ou les échantillons sont manquants. Ce biais est d’autant plus faible
que ag est voisin de l'unité (a la limite de la zone de stabilité). De tels signaux correspondent
a des filtres résonnants. Ces propriétés de l'algorithme permettent d’envisager une application
a la reconstruction de signaux de parole ou de musique. Ceci est le cas de la deuxiéme série de
simulations.
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Simulation 2 Les deux algorithmes comparés sont appliqués a la reconstruction du signal
test usuel "Mary had o little lamb, its fleece was white as snow’ échantillonné & 8kHz. Ce signal
est reconstruit en utilisant les deux algorithmes comparés pour différentes probabilités de perte
d’échantillons. Pour chaque probabilité de perte, le schéma d’observation est regénéré 1000 fois.
Ainsi pour chaque algorithme, la moyenne et la variance du RSB sont estimées pour chaque
probabilité de perte sur I’ensemble des différents schémas d’observation. Le facteur d’oubli uti-
lisé pour les deux algorithmes est de A = 0.99. Pour cette valeur du facteur d’oubli, les deux
algorithmes offrent de bonnes performances. Le signal de parole est modélisé par un processus
AR d’ordre 12.

Les figures 4.3 et 4.4 montrent la moyenne et 'écart type du RSB pour chacun des algorithmes
en fonction de la probabilité de perte d’échantillons.

15

10t | ]

algorithme en treillis
-10p —— Kalman MCR pseudo linéair

1%

_15, ,

FiG. 4.3 — RSB moyen en fonction de la probabilité de perte d’échantillons pour ’expérience 2.

La figure 4.3 montre que 'algorithme proposé offre en moyenne de meilleures performances
que celles obtenues grace a 'autre algorithme en terme d’erreur de reconstruction, particuliére-
ment pour les fortes probabilités de perte d’échantillons. Le RSB moyen obtenu grace & 1’algo-
rithme proposé suit une décroissance linéaire lorsque la probabilité de perte croit. Par contre, en
utilisant l'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire, la décroissance du RSB est exponentielle.
Ainsi, pour une perte de 70% des échantillons, le RSB obtenu grace a ’algorithme proposé est
supérieur en moyenne de 4.5 dB de celui obtenu grace a l’algorithme Kalman MCR pseudo-
linéaire. Cet écart moyen est de 17 dB lorsque 85 % des échantillons sont manquants. Il est a
noter ici que le signal reconstruit utilisant 1’algorithme proposé est intelligible méme lorsque 85
% des échantillons sont manquants d’une maniére aléatoire.

De plus, la figure 4.4 montre que ’écart type du RSB obtenu grace & I’algorithme proposé ici
est négligeable devant celui obtenu utilisant ’autre algorithme. De surcroit, il est presque constant
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25

Kalman MCR pseudo linéair
algorithme en treillis

D

écart type du RSB (dB)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

FiG. 4.4 — Ecart-type du RSB en fonction de la probabilité de perte d’échantillons pour ’expé-
rience 2.

pour toutes les probabilités de perte d’échantillons. Ceci montre la robustesse de ’algorithme
proposé face aux fortes probabilités de perte d’échantillons ainsi qu’aux schémas d’observation
du signal. D’autre part, I’écart type du RSB obtenu grace a I’autre algorithme croit exponentiel-
lement avec la probabilité de perte. On en conclut que la reconstruction du signal utilisant 1’algo-
rithme Kalman MCR pseudo-linéaire est fortement dépendante du schémas d’observation pour
les probabilités de perte d’échantillons élevées. En effet, un signal de parole n’est pas stationnaire,
les parameétres du modéle AR correspondant sont constants pour de faibles durées. Lorsque la
probabilité de perte d’échantillons est élevée, 'algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire n’arrive
pas a suivre les variations des parameétres.

Simulation 3 Dans cette expérience, le signal test utilisé est un signal musical. C’est la toccata
en Do min de J. Bach jouée par Glen Gould. Les signaux de musiques sont par essence non
stationnaires. De plus, les sons correspondent le plus souvent & des filtres résonnants. Ceci suggére
que ’algorithme proposé dans ce chapitre présente de bonnes performances dans la reconstruction
de signaux de musique. Ainsi, les mémes simulations que celles faites & 'expérience 2 sont répétées
ici pour le signal musical.

Le tableau 4.2 montre la moyenne et I’écart type du RSB pour des probabilités de perte
d’échantillons de 60%, 70%, 80% et 90%. M; et My sont les valeurs moyennes du RSB obtenue
en utilisant l'algorithme proposé dans ce chapitre ainsi que ’algorithme Kalman MCR pseudo-
linéaire. S7 et S sont les écarts type correspondants.

En se référant au tableau 4.2, on constate que 'algorithme proposé offre, comme attendu, de
bonnes performances dans la reconstruction de signaux musicaux. Tout comme dans ’expérience
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TAB. 4.2 — Comparaison des deux algorithmes pour ’expérience 3
M et Sy sont le RSB moyen et I'écart type du RSB obtenus en utilisant ’algorithme proposé
dans ce chapitre, My et Sy sont obtenus en utilisant 1’algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire.

q | 06 | 07 | 0.8 | 09
M; £ 51 (dB) [ 20 £0.16 | 15 + 0.14 | 10.27 £ 0.11 | 5.4 + 0.10
My + S5 (dB) | 16 £ 0.41 | 11 4 2.46 | -0.18 & 12.36 | -38 + 31.8

2, M suit une décroissance linéaire lorsque la probabilité de perte g augmente alors que la
décroissance de M est exponentielle.

Des tests d’écoute ont montré que les différences entre le signal original et le signal reconstruit
en utilisant l’algorithme proposé, ne sont pas audibles en général. Par contre, pour des probabi-
lités de perte élevées, les erreurs reconstruction de ces signaux en utilisant l’algorithme Kalman
MCR pseudo-linéaire se traduisent par des impulsions ou méme une déformation du son. Ceci
est le cas lorsque les parameétres du modéle changent brusquement (début d’une nouvelle note).

0.25 signal original
— — — Kalman MCR pseudo-linéaire
O algorithme en treillis

0.15

0.1

0.05

amplitude

|
e
o
S

—0.1+f I }
—0.15 +

—0.2F R

1.958 1.959 1.96 1.961 1.962 1.963 1.964 1.965 1.966
échantillons <10*

FiG. 4.5 — Reconstruction du signal au début d’une nouvelle note en utilisant les deux algorithmes
comparés pour ’expérience 3.

La figure 4.5 montre la reconstruction du signal test en utilisant les deux algorithmes com-
parés au début d’une nouvelle note. Le début d’un nouvelle note correspond & un saut dans les
paramétres AR. Lorsque la probabilité de perte est élevée, 'algorithme Kalman MCR pseudo-
linéaire ne s’adapte pas rapidement aux variations des parametres. Ceci peut se traduire par une
phase transitoire d’instabilité caractérisée par de fortes oscillations dans le signal reconstruit, tel
qu’on le voit sur la figure 4.5. Par contre, I’algorithme proposé s’adapte rapidement aux variations
de parameétres en garantissant la stabilité. Ainsi, le signal reconstruit en utilisant ’algorithme
proposé suit correctement le signal original.
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4.6 Conclusion

On s’est intéressé dans ce chapitre a l'identification de signaux a échantillons manquants
en utilisant la structure en treillis du filtre. Un nouvel algorithme adaptatif permettant une
identification stable et une reconstruction robuste d’un processus AR a échantillons manquants
est proposé. A notre connaissance, c’est le premier algorithme qui permet un traitement en ligne
de signaux & échantillons manquants en utilisant un filtre en treillis. Il utilise un algorithme de
Burg adaptatif adapté au cas de signaux a échantillons manquants en utilisant un filtre de Kalman
pour la prédiction. La stabilité du filtre ainsi identifié est garantie & chaque instant. En outre,
cet algorithme est robuste a de larges probabilités de pertes. De plus, les simulations montrent
qu’il offre une convergence rapide et un bon suivi des parameétres méme pour des probabilités
de perte d’échantillons élevées. Ceci pourrait s’expliquer par la mise & jour des coefficients de
réflexion a tous les instants, méme lorsqu’un échantillon est manquant. Cependant, ceci est réalisé
aux dépens d’un biais d’identification di a la fonction de cotit minimisée par ’algorithme. Cet
algorithme a été comparé a l’algorithme Kalman MCR pseudo-linéaire proposé au chapitre 3. Ce
dernier utilise une représentation directe du filtre transverse, par conséquent la stabilité du filtre
identifié n’est pas garantie. En outre, les simulations montrent que ses performances dépendent
fortement du schéma de perte en particulier pour des probabilités de perte élevées. L’application
des deux algorithmes a la reconstruction de signaux de parole montre ’avantage de l’algorithme
proposé en termes d’erreur de reconstruction et en particulier pour des probabilités de perte
d’échantillons élevées. Des tests d’écoute confirment ces résultats. En effet, un signal de parole
reconstruit en utilisant ’algorithme proposé reste intelligible méme lorsque 85 % des échantillons
sont manquants.
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Chapitre 5

Echantillonnage adaptatif, systémes a
transmission non uniforme

Nous avons décrit aux chapitres 2, 3 et 4 un ensemble d’algorithmes qui permettent 'iden-
tification et la reconstruction adaptatives d’un processus AR & échantillons manquants. Les
algorithmes décrits aux chapitres précédents ont été appliqués a la reconstruction de signaux de
parole qui ont subi une perte aléatoire d’échantillons. Ils ont montré de bonnes performances
méme pour un taux élevé d’échantillons manquants. Nous proposons alors de les utiliser dans
des systémes de transmission non uniforme dans un but de compression des signaux. Nous nous
intéressons, dans un premier temps, & I’échantillonnage adaptatif et & la transmission non uni-
forme & partir de signaux codés en MIC (PCM en anglais). Nous décrivons plusieurs méthodes
de transmission non uniforme. Ainsi, en combinant les méthodes d’échantillonnage adaptatif
et les algorithmes adaptatifs de reconstruction de signaux & échantillons manquants proposés
aux chapitres précédents, nous proposons des systémes de codage/décodage a transmission non
uniforme. Nous nous intéressons par la suite a la transmission non uniforme dans un contexte
de codage différentiel. Une méthode de transmission non uniforme des erreurs de prédiction est
alors proposée. En combinant cette méthode et les méthodes paramétriques de reconstruction des
signaux, un systéme de codage MICDA & transmission non uniforme (MICDA-TNU) est congu.

Dans ce qui suit, nous présentons le principe de I’échantillonnage adaptatif ainsi que quelques
méthodes de transmission non uniforme.

5.1 Echantillonnage adaptatif

On se propose ici de ne transmettre qu’un nombre minimal d’échantillons choisis de telle sorte
qu’il soit possible de reconstruire le signal avec une erreur tolérée. Une méthode paramétrique
adaptative de prédiction telle que celles proposées aux chapitres précédents est utilisée. Ainsi,
a chaque instant n, ’échantillon z,, est prédit grace a la méthode paramétrique connaissant les
échantillons déja transmis et une estimation actualisée des paramétres du modéle, a,. On note
en,p lerreur de prédiction de I’échantillon z,. Une certaine fonction des erreurs de prédiction
jusqu’a linstant n, notée F,, est alors comparée & une erreur tolérée, notée &,. Si F, < &,,
I’échantillon peut donc étre prédit avec une erreur tolérée, on évite alors de le transmettre. Le
signal résultant est & échantillons manquants, mais la perte des échantillons n’est pas aléatoire.
Cette idée peut étre vue comme une compression en temps réel avec perte. Ainsi si la méthode
paramétrique de prédiction utilisée est efficace, le nombre d’échantillons transmis est considé-
rablement réduit alors que le signal est reconstruit par le récepteur avec une erreur controlée.
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D’autre part, en augmentant 'erreur de reconstruction tolérée, le nombre d’échantillons transmis
est réduit. Dans [55], Mirsaidi et al. proposent deux méthodes de transmission fondées sur deux
couples différents de valeurs pour les fonctions F,, et &,. Ils s’intéressent aussi & la réduction de
Perreur de quantification par le principe de transmission non uniforme des échantillons [54], ce
qui offre un nouveau critére pour le choix des fonctions F;, et &,. Le principe de transmission
non uniforme adaptative est aussi utilisé par Asswad et al. [5] pour la réduction simultanée de
Ierreur de quantification et du débit de transmission des images. Dans ce qui suit, nous pré-
sentons plusieurs méthodes de transmission non uniforme adaptative en se basant sur différents
choix des fonctions F, et £,. Pour cela, on distingue deux principaux groupes : les méthodes de
transmission adaptative basées sur un seuil de ’erreur de reconstruction et celles basées sur la
réduction de ’erreur de quantification.

5.1.1 Critére fondé sur ’erreur de reconstruction

Méthode de transmission 1 Ici, les fonctions F, et &, sont choisies d’une maniére simple,
selon 55| :

Fn :gn|en,P| (51)
g, = c°.

Ainsi, 'erreur de prédiction instantanée est comparée & une erreur tolérée constante choisie
a partir de connaissances a prior: sur le signal. Le pourcentage d’échantillons transmis ainsi que
I’erreur de reconstruction du signal dépendent donc de la valeur de &,,. Cette derniére permet alors
de calculer une borne supérieure de l'erreur quadratique moyenne de reconstruction du signal
et par conséquent une borne inférieure du rapport signal sur bruit de reconstruction (RSB). Le
coefficient g,, est un facteur de normalisation. Il est choisi selon g, = 1/6,,, ou 69237,1 est l'estimée
de la puissance du signal & l'instant n. Cette estimation étant effectuée & I’émission, tous les
échantillons du signal peuvent étre utilisés pour estimer la puissance du signal. La normalisation
de I’erreur de prédiction e, p permet de choisir une valeur de &, indépendamment de la puissance
du signal. Cette méthode est efficace dans le cas de signaux stationnaires, par contre, elle ’est
moins dans le cas non stationnaire. Pour cela, Mirsaidi et al. [55] proposent une autre méthode
plus adaptée au cas de signaux non stationnaires.

Méthode de transmission 2 Dans le cas de signaux non stationnaires, Mirsaidi et al. [55]
proposent de faire évoluer la valeur de &, en fonction des propriétés statistiques du signal en
question. Ils utilisent l'idée que les performances de la prédiction sont meilleures lorsque les
échantillons consécutifs sont fortement corrélés. Par conséquent, lorsque les échantillons sont
fortement corrélés, ils sont moins fréquemment transmis. Ainsi, & chaque instant, les coefficients
d’autocorrélation jusqu’a l'ordre L du modéle sont estimés de maniére récursive au niveau de
I’émetteur. Ils définissent alors les termes F,, et &, selon :
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oll 75, représente l'estimée du vecteur ry, = [ry,... ,T’L]T a linstant n, a, est lestimée des
parameétres & U'instant n obtenue grace & un algorithme adaptatif d’identification et de recons-
truction de signaux & échantillons manquants, le coefficient p permet de contrdler le pourcentage
d’échantillons transmis.

Méthode de transmission 3 Nous proposons de transmettre un nombre minimal d’échan-
tillons tout en garantissant un rapport signal sur bruit de reconstruction supérieur & un certain
seuil que 'on fixe. Pour cela, on propose de vérifier a chaque instant que le rapport signal sur
bruit de reconstruction au niveau du récepteur est supérieur au seuil fixé. Ainsi & chaque ins-
tant n, ’échantillon est prédit en utilisant 'une des méthodes décrites aux chapitres précédents
connaissant les échantillons déja transmis et une estimation des parameétres du modéle a 'instant
n. Ayant e, p et x,, le rapport signal sur bruit de reconstruction & l'instant n est alors estimé

en dB par :
~2
o n
Fp=10log | =~—2"— | = 10log | =7——5—062,, | - 5.5
n g (EQMRn g 2?21 eiP z,n ( )
ou EQMR,, = %Z?:l 6227 p est lerreur quadratique moyenne de reconstruction & l'instant n

avec e; p = 0 si I’échantillon x; est transmis. Il est & noter que cette estimation est calculée
récursivement sans avoir a garder en mémoire toutes les erreurs de prédictions précédentes.
Ceci est obtenu en calculant de maniére récursive séparément 'erreur quadratique moyenne de
reconstruction (EQMR,,) et la puissance du signal. L’estimée du rapport signal sur bruit ainsi
obtenue est comparée au seuil fixé &,. Si F,, > &,, ’échantillon n’est pas transmis, il sera prédit
aupres du récepteur avec une erreur tolérée. Dans le cas contraire, ’échantillon est transmis,
EQMR,, devrait alors étre corrigée en remplacant e, p par zéro. Il est & noter qu’on n’a pas tenu
compte ici de I'erreur de quantification lorsqu’un échantillon est transmis. On note x,, ¢ la valeur
quantifiée de I’échantillon z,, et e, g = x,, —x,, g 'erreur de quantification correspondante. Dans
ce cas, EQMR,, = %2?21 61277, ou e;, est I'erreur de reconstruction a l'instant ¢ donnée par,

| e siléchantillon est transmis,

Cir = { e;,p sinon. (5.6)

La méthode ainsi décrite permet de diminuer le débit de transmission tout en garantissant un
rapport signal sur bruit de reconstruction toléré. Nous proposons de vérifier & chaque instant le
rapport signal sur bruit toléré, ceci permet d’éviter qu’une certaine tranche du signal soit entie-
rement transmise et bien reconstruite aux dépens d’une autre qui serait alors mal reconstruite.

5.1.2 Critére fondé sur ’erreur de quantification

Dans un systéme de transmission numérique simple tel que celui représenté & la figure 5.1.2,
en supposant que lerreur de transmission est nulle (£, = ), 'erreur de reconstruction
du signal est donc égale a lerreur de quantification e, . Mirsaidi et al. [54] s’intéressent a
la réduction de 'erreur de quantification par transmission non uniforme adaptative du signal.
Grace a cette technique, Uerreur de reconstruction du signal ainsi que le débit de transmission
sont réduits en comparaison a la transmission uniforme des échantillons quantifiés. Avant de
présenter les méthodes proposées dans ce but, un rappel sur la quantification est présenté dans
ce qui suit.
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x(t): Tn Tn,Q Canal
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FiG. 5.1 — Schéma simplifié d’un systéme de transmission numérique.

Rappels sur la quantification

Une étape fondamentale dans la représentation numérique d’un signal analogique est la quan-
tification. Cette étape suit I’étape d’échantillonnage. La quantification est une fonction non li-
néaire non injective. Elle associe au signal analogique (qui peut prendre une infinité de valeurs
différentes) un nombre fini Ng de valeurs. Ainsi, soit ez = max |z,| la valeur maximale en

valeur absolue que peut prendre le signal. Cette valeur est supposée en pratique finie. L’intervalle
[—Tmaz, Tmaz), contenant une infinité de valeur, est alors subdivisé en N¢ intervalles juxtapo-
sés. A chacun de ces Ng intervalles est assignée une valeur qui peut étre par exemple la borne
inférieure de l'intervalle ou la valeur médiane de celui-ci.

La quantification remplace la valeur exacte du signal par une valeur approchée. Il y a donc
une dégradation irréversible de I'information. On parle alors de bruit de quantification dont la
valeur a chaque instant est égale a I'erreur de quantification e, g.

Les différents intervalles et niveaux de quantifications peuvent étre choisis de différentes fa-
cons en fonction de I’application envisagée. Lorsque les Ng intervalles sont d’amplitudes égales,
les différents niveaux de quantification sont donc équidistants (uniformément répartis), la quan-
tification est dite uniforme. Deux niveaux de quantification consécutifs sont alors séparés d’un
pas de quantification 0. Lorsque la quantification est uniforme celui-ci est donné par :

2x
§=—1 5.7
i (57)
L’amplitude créte a créte du bruit de quantification est égale a ¢ (—% <epg < %) et sa puissance
est de
; i 5.8
E S )
{ean} 12 ( )

Ce bruit est d’autant plus faible que le pas de quantification § est faible et par conséquent le
nombre de niveaux de quantification Ng est élevé.

Les différents niveaux de quantification sont codés par des symboles binaires. En utilisant des
mots binaires de B bits, on arrive a coder Ng = 28 valeurs différentes. Le débit binaire est alors
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donné par d = BF, ou F, est la fréquence d’échantillonnage. Ainsi, en augmentant le nombre
de bits nécessaire pour coder un échantillon, I’erreur de quantification est réduite par contre ceci
se fait au détriment d’une augmentation du débit binaire. En pratique, on essaye de maintenir
un compromis entre un débit faible et une qualité minimale requise pour le signal reconstruit.
Ainsi, en général 11 bits par échantillons sont requis pour une bonne représentation d’un signal
de parole quantifié uniformément [59, 67].

Or, ce n’est pas avec la quantification uniforme que 'on obtient la meilleure caractéristique
quand la densité de probabilité de 'amplitude du signal n’est pas uniforme tel qu’il est le cas
des signaux sonores [67]. Dans ce cas, on peut obtenir de meilleures performances en utilisant
une quantification non uniforme logarithmique de sorte que le pas de quantification augmente
au fur et & mesure que "amplitude du signal est importante. Une quantification logarithmique
permet de maintenir un quotient erreur de quantification /niveau de signal sensiblement constant
[59]. Une telle quantification est assimilée en pratique & une compression logarithmique du signal
suivie d’une quantification uniforme. Pour le codage de la parole, deux lois de compression ont
fait 'objet de normalisations mondiales. La loi p est utilisée aux Etats-Unis, au Canada et au
Japon, alors que la loi A est utilisée dans les systémes européens et le reste du monde [59].
Nous rappelons ici I’expression de la loi de u, celle-ci sera utilisée dans la partie consacrée aux
simulations.

In(1 + pt|x])

F(x) = sign(x) T+

(5.9)
ou p =255 et x € [—1;1].

Réduction de ’erreur de quantification par transmission adaptative

L’idée proposée par Mirsaidi et al. pour réduire ’erreur de quantification se résume comme
suit : Supposons qu’il soit possible de prédire ’échantillon & I'instant n d’une maniére efficace
de sorte que lerreur de prédiction soit inférieure a celle de quantification (|e,, p| < |en,g|). Dans
ce cas, il est préférable de remplacer au niveau du récepteur ’échantillon par sa prédiction et
d’éviter par conséquent sa transmission. Lorsque la méthode paramétrique de prédiction utilisée
est efficace, un grand nombre d’échantillons ne sera pas transmis. Ainsi, l'erreur totale de re-
construction sera inférieure & celle obtenue pour une transmission uniforme du signal quantifié.
De plus, le débit de transmission (ou le volume de données nécessaire) est réduit en raison de la
transmission non uniforme. Les fonctions F,, et &, de la méthode & transmission non uniforme
ainsi décrite sont alors définies par :

Fn = |en,P| s (510)
E, = |en,Q| . (5.11)

Or, le récepteur ne dispose que d’échantillons quantifiés, la prédiction des échantillons non
transmis se fait donc & partir de ceux-ci. Les performances de la prédiction peuvent donc étre
mauvaises & cause de ’erreur de quantification. Pour pallier ce probléme, considérons les deux
systemes suivants :

— Systéme 1 : la transmission est périodique (tous les échantillons quantifiés sont transmis).

Le nombre de bits utilisés pour coder un échantillon est B;. Le débit de transmission est
donc donné par d; = F.B; ou F, est la fréquence d’échantillonnage.

— Systéme 2 : la transmission est non périodique, les échantillons manquants sont alors rem-
placés par leurs prédictions. Le nombre de bits utilisés pour coder un échantillon transmis
est By. Dans ce cas, la transmission étant non uniforme, on considére le débit de transmis-
sion moyen donné par do = pF,By ot p désigne le pourcentage des échantillons transmis.
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Il est clair que pour obtenir de meilleures performances de reconstruction dans le deuxiéme
systéme, on choisit By > Bjp. Ainsi, si la méthode de prédiction utilisée est performante, un
nombre considérable d’échantillons ne sera par transmis. Si le pourcentage d’échantillons transmis
est suffisamment faible de sorte que :

p< o (5.12)

le second systéme offre un débit de transmission moyen inférieur & celui obtenu par le premier
systéme (dy < di). Ainsi, grace a la transmission non uniforme, si une méthode de prédiction
performante est utilisée, il est possible d’améliorer le rapport signal sur bruit de reconstruction
tout en diminuant le débit de transmission.

Dans ce qui suit, un systéme de transmission numérique utilisant les méthodes de transmission
non-uniforme décrites ci-dessus est proposé. Ce systéme utilise pour la reconstruction du signal
I'une des méthodes d’identification et de reconstruction de signaux & échantillons manquants
proposées aux chapitres précédents.

5.2 Systéme & transmission non uniforme

Nous proposons ici un algorithme de compression fondé sur le principe de transmission non
uniforme. Il utilise une méthode paramétrique adaptative pour la prédiction de signaux a échan-
tillons manquants. Les méthodes paramétriques décrites aux chapitres 2, 3 et 4 sont bien adap-
tées a cette fin. Ainsi le signal transmis est caractérisé par un processus AR non stationnaire.
L’objectif principal est d’obtenir de meilleures performances en termes de RSB et de débit de
transmission que celles obtenues par les méthodes classiques de transmission périodique.

Ainsi, a ’émission, un algorithme adaptatif permettant de choisir les instants appropriés de
transmission est utilisé. Il permet donc d’éviter de transmettre un échantillon si celui-ci peut
étre prédit a la réception avec une erreur tolérée selon un critére fixé & ’avance. Le role du
récepteur est donc de reconstruire en temps réel un signal a échantillons manquants en utilisant
une méthode paramétrique. Un algorithme d’identification et de reconstruction en temps réel de
processus AR non stationnaires a échantillons manquants (Cf. les chapitres 2, 3 et 4) est alors
utilisé.

Ainsi, & 'instant n, connaissant tous les échantillons déja transmis, ’émetteur utilise le méme
algorithme de reconstruction utilisé par le récepteur pour évaluer la prédiction de ’échantillon
x, par ce dernier. Ayant l’erreur de prédiction e, p, la fonction F,, des erreurs de prédiction
du récepteur jusqu’a l’instant n est mise a jour récursivement. Celle-ci est comparée a une
limite spécifique tolérable &,. Tel qu’il a été mentionné ci-dessus, le choix de ces deux fonctions
dépend de lobjectif et des performances attendues. Ainsi si le but est de réduire le débit de
transmission tout en conservant un rapport signal sur bruit de reconstruction minimal donné, les
fonctions F,, et &, sont définies par la méthode de transmission 3 (Cf. le paragraphe 5.1.1). Par
ailleurs, pour minimiser ’erreur de quantification, ces fonctions sont choisies a chaque instant
selon F, = |ey p| et £, = |en |- On rappelle que le systéme de transmission non uniforme peut
utiliser un nombre de bits par code By différent (en général supérieur) de By, celui utilisé par le
systéme de transmission uniforme auquel il est comparé. Les erreurs de quantification respectives
sont a chaque instant e, g1 et e, g2. Si I'objectif est de réduire l'erreur de reconstruction du
systéme & transmission uniforme (due & la quantification), on choisit &, = e, g1. Dans ce cas on
suppose bien évidemment que la quantification a lieu a 1’émission ainsi la vraie valeur du signal
est connue. Ceci permet de pouvoir quantifier en utilisant des nombres différents de bits par code
et de pouvoir calculer dans chaque cas ’erreur de quantification correspondante.
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Il est & noter que dans le systéme & transmission non uniforme, un bit indicateur (drapeau) de
la transmission ou non d’un échantillon est transmis. Pour des signaux localement stationnaires
et lorsque la méthode de reconstruction utilisée est performante, il est possible que plusieurs
échantillons consécutifs ne soient pas transmis. Ceci est particuliérement le cas des silences dans
un signal sonore (de musique ou de parole) tel qu’on le constatera dans la partie consacrée
aux simulations. Dans ce cas, un seul bit nul est transmis correspondant au premier échantillon
manquant. Ainsi, au cours des instants suivants, le récepteur considére les échantillons manquants
(ils sont alors remplacés par leurs prédictions) jusqu’a ce qu’un drapeau 1 soit regu. Ceci permet
d’éviter la transmission inutile de plusieurs drapeaux nuls consécutifs. Il en est de méme pour
le cas de plusieurs échantillons consécutifs transmis. Ainsi, le nombre de bits transmis par le
systéme & transmission non uniforme en utilisant ce principe de codage est de :

Biot = pN Bz + Ny (5.13)

ol By, est le nombre total de bits transmis, Ny le nombre de bits drapeaux transmis et N la
taille totale du signal. Le débit de transmission moyen est alors obtenu par :

N,
d= <p32 + Wd> F., (5.14)

Ainsi, pour avoir un meilleur débit que celui obtenu par un systéme de transmission uni-
forme (codage PCM par exemple) qui utilise B; bits/échantillon, le systéme de transmission non
uniforme devrait vérifier :

N,
pB2 + =2 < By (5.15)
N
L’algorithme de codage/décodage décrit ci-dessus se résume a linstant n aux étapes sui-
vantes :

Au niveau de I’émetteur

— L’échantillon x, est quantifié, si nécessaire en utilisant deux nombres de bits différents, les
deux versions quantifiées sont notées x, g1 et T, g2 respectivement.

— L’échantillon z,, est prédit en fonction de ’estimée des paramétres a 'instant précédent
a,—1 et des versions quantifiées des échantillons déja transmis (I’algorithme évalue la per-
formance du récepteur a la prédiction de cet échantillon). La prédiction de 1’échantillon
est notée Z,,,_1. Il est a noter ici que toutes les étapes de l'algorithme de reconstruction
nécessaires a la prédiction de I’échantillon sont aussi exécutées.

— Ayant la vraie valeur de ’échantillon, 'erreur de prédiction e, p ainsi que les erreurs de
quantification e, g1 et e, g2 de celui-ci sont calculées, ces valeurs sont utilisées pour calculer
les fonctions F, et &,. Dans le cas de la méthode de transmission 3 (Cf. paragraphe 5.1.1),
EQMR,, et 6, sont calculées récursivement en utilisant respectivement e, p et x,. Tandis
que pour la méthode de transmission permettant de réduire lerreur de quantification (Cf.
paragraphe 5.1), F,, = e, p et £, = ep Q1.

— Comparer F, et &, (La transmission de I’échantillon x,, est-elle requise ?) :

1. Si F, < &, léchantillon n’est pas transmis. Par conséquent les étapes de la méthode
paramétrique de reconstruction dans le cas ou I’échantillon est manquant sont exécu-
tées (Cf. chapitres 2, 3 et 4). En particulier, I’estimée des paramétres du modeéle AR
n’est pas mise a jour, @, = G,_1. Si I’échantillon précédent est transmis, un bit de
valeur 0 est transmis.
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2. Si F, > &,, 'échantillon doit étre transmis. Dans le cas o deux quantifications dif-
férentes de I’échantillon sont utilisées, la meilleure quantification z, g2 est transmise.
Les étapes de ’algorithme de reconstruction lorsqu’un échantillon est regu sont exécu-
tées. Notamment, les paramétres du modéle AR sont mis a jour. Il est a noter que la
valeur quantifiée de I’échantillon et non sa vraie valeur est utilisée pour I'estimation
des parameétres ou la prédiction des échantillons aux instants suivants. Ceci est da
au fait que 'émetteur évalue la prédiction effectuée au niveau du récepteur qui ne
dispose que des échantillons quantifiés. Ainsi, la mise a jour des paramétres grace aux
algorithmes du gradient et MCR (Cf. chapitres 2 et 3) s’écrit sous la forme suivante :

ap = an_1 + Gain(x, g2 — 7). (5.16)

Par ailleurs, si I’algorithme d’identification utilise la structure en treillis du filtre (Cf.
chapitre 4), il est initialisé & U'instant n par I’équation suivante :

10 =0 = 2, 0. (5.17)

Dans le cas de la méthode de transmission 3, la valeur de EMQR,, devrait étre corrigée
en remplagant ’erreur de prédiction e, p par l'erreur de quantification de I’échantillon
transmis e, 2. Si ’échantillon précédent est manquant, un bit indicateur de valeur 1
est transmis.

Au niveau du récepteur Une méthode paramétrique adaptative d’identification et de re-
construction de signaux a échantillons manquants est utilisée (la méme doit étre utilisée par
Pémetteur). Différentes méthodes ont été décrites aux chapitres 2, 3 et 4, on rappelle ici briéve-
ment leurs principales étapes.

— Si un échantillon est regu, les paramétres du modeéle AR sont mis & jour. Le signal recons-
truit prend alors a 'instant n la valeur de 1’échantillon regu.

— Si I’échantillon est manquant, il est prédit en fonction des échantillons disponibles précé-
dents et de I'estimée actuelle des paramétres. Sa prédiction est utilisée pour reconstruire
le signal. Les parameétres du modéle AR sont conservés.

Le systeéme & transmission non uniforme ainsi décrit est représenté sur la figure 5.2. On
s’intéresse dans un premier temps a ’amélioration du MIC (ou en anglais PCM) puis du MICDA
(ou en anglais ADPCM) grace a l'utilisation de la transmission adaptative non uniforme. Ainsi,
dans ce qui suit, les systémes de transmission non uniforme décrits ci-dessus sont comparés par
simulations aux codeurs & transmission uniforme. Une nette ameélioration en termes de RSB et
de débit de transmission moyen simultanément est mise en valeur.

5.3 Simulations

Le systéme de transmission non uniforme décrit ci-dessus est comparé ici & la transmission
uniforme de tous les échantillons quantifies (MIC) par des simulations sur des signaux de parole.
On g’intéresse particuliérement & la méthode de transmission 3 et & celle permettant ’amélio-
ration de l'erreur de quantification. Dans ce qui suit, nous appelons méthode MIC, méthode A
et méthode B, respectivement, le systéme de transmission uniforme, le systéme de transmission
non uniforme utilisant la méthode de transmission 3 et celui permettant de réduire l'erreur de
quantification. Le signal de parole test utilisé est la phrase usuelle "Mary had a little lamb, its
fleece was white as snow’ enregistrée par la voix d’un homme. Le signal est échantillonné a la
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F1G. 5.2 — Schéma simplifié¢ d’un systéme de transmission numeérique.

fréquence F, = 8 kHz. La figure 5.3 montre I’évolution du RSB en dB en fonction du débit de
transmission pour un codage MIC du signal test en distinguant le cas de la quantification uni-
forme du signal et celle suivant la loi de p. Cette figure servira de référence dans les simulations.

Comme il se doit, le RSB croit avec le débit de transmission (I’erreur de quantification est
plus faible en utilisant un plus grand nombre de niveaux de quantification). De plus, on note
I'intérét d’'une quantification suivant une loi de p de la parole, elle offre un meilleur RSB que
celui obtenu par une quantification uniforme pour un méme débit de transmission. Pour cela,
nous nous intéressons dans les simulations au cas de quantification suivant une loi de u. Ainsi,
dans ce qui suit, les méthodes MIC, A et B sont comparées par trois séries de simulations.
Leurs performances sont mesurées en termes de RSB (dB) et de débit de transmission moyen.
Pour la méthode MIC, le débit de transmission est donné par d; = BiF., alors que pour les
méthodes A et B, il est donné par I’équation 5.14. La premiére série permet de comparer les
méthodes MIC et A. Grace a ces simulations, on montre qu’il est possible d’obtenir, en utilisant
la méthode A, un RSB donné pour un débit de transmission moyen inférieur a celui requis
par la méthode MIC. Grace & la deuxiéme série de simulations, on montre qu’il est possible,
en utilisant la méthode B, d’améliorer simultanément ’erreur de reconstruction et le débit de
transmission obtenus par la méthode MIC. Finalement, les méthodes A et B sont comparées
par une troisiéme série de simulations. On rappelle ici que les méthodes A et B utilisent des
algorithmes adaptatifs d’identification et de reconstruction de signaux a échantillons manquants.
Les algorithmes Kalman MCR pseudo-linéaire (décrit au chapitre 3) et celui en treillis (décrit au
chapitre 4) étant bien adaptés a la reconstruction adaptative de signaux de parole, on propose
de les utiliser dans ces méthodes. Dans ce qui suit, on appelle méthode A-KMCR, A-KMCRT,
B-KMCR et B-KMCRT, les méthodes A et B utilisant respectivement les algorithmes Kalman
MCR pseudo-linéaire et celui en treillis. Pour les différentes simulations suivantes, le facteur
d’oubli utilisé dans les algorithmes KMCR et KMCRT est A = 0.99. Ce choix est empirique,
il est justifié aux chapitres 3 et 4. De plus, la parole est caractérisée par un processus AR non
stationnaire d’ordre 12.
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F1G. 5.3 — Evolution du RSB(dB) en fonction du débit de transmission pour un codage MIC du
signal test.

Simulations 1 Les méthodes A-KMCR et A-KMCRT sont comparées ici a la méthode MIC.
Il convient alors de rappeler que la méthode A (décrite au paragraphe 5.1.1) est une méthode de
transmission non uniforme qui permet de garantir un rapport signal sur bruit de reconstruction
RSB donné. Ainsi, pour un RSB fixé a priori (et bien évidemment pour un signal particulier), le
débit de transmission moyen obtenu en utilisant les méthodes A-KMCR et A-KMCRT dépend
du nombre de bits By utilisé pour coder les échantillons transmis. Inversement, la méthode MIC
fournit un RSB pour un débit de transmission (un nombre de bits par échantillon By) fixé a priori.
Ainsi, en se référant a la figure 5.3, pour un débit de transmission d; = 40 kbps (correspondant
a By = 5 bits/échantillon), la méthode MIC offre un RSB de 19.33 dB. Dans le but de comparer
les deux méthodes A et MIC, le RSB de la méthode A est fixé a 19.33 dB. Les deux méthodes
sont alors comparées en termes du débit de transmission moyen. Il reste alors a choisir le nombre
de bits Bs utilisé par la méthode A pour coder un échantillon émis. Ainsi, la figure 5.4 montre
le débit de transmission moyen obtenu par les méthodes A-KMCR et A-KMCRT en fonction du
nombre de bits By par échantillon émis pour un RSB = 19.33 dB.

Cette figure montre que pour un RSB = 19.33 dB, le plus faible débit de transmission moyen
de chacune des méthodes A-KMCR et A-KMCRT est obtenu pour By = B + 1 = 6 bits. Pour
ce choix, les débits de transmission moyens obtenus grace aux méthodes A-KMCR et A-KMCRT
sont respectivement de do = 26.14 et dy = 25.03 kbps. Un gain de 14 kbps est alors obtenu par
rapport a la méthode MIC (d; = 40 kbps). Pour By > 6, le débit est croissant. Néanmoins, les
simulations montrent que pour ces valeurs de Bs, le pourcentage d’échantillons transmis est plus
faible que celui obtenu pour Bs = 6. Ceci s’explique de la fagon suivante. L’erreur de quantifica-
tion des échantillons transmis étant plus faible, les algorithmes de reconstruction peuvent fournir
une meilleure prédiction entrainant donc une diminution du pourcentage p des échantillons trans-
mis. Par contre, la diminution de p n’est pas suffisante pour compenser "augmentation du nombre
de bits By par échantillon transmis et donc pour avoir un meilleur débit que celui obtenu pour
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F1G. 5.4 — Débit de transmission moyen obtenu en utilisant la méthode A en fonction du nombre
de bits By pour RSB = 19.33 dB.

By = 6. Le débit ainsi obtenu reste toutes fois inférieur a 40 jusqu’a By = 10. A partir de cette
valeur, pBy + % > By, par conséquent un débit supérieur a 40 est obtenu.

D’autre part, pour By < 5, le RSB obtenu est inférieur & 19.33 dB. Pour ces valeurs du
nombre de bits, l'erreur de quantification est élevée (correspondant a un RSB < 19.33 dB),
par conséquent, ’erreur de prédiction l’est aussi. Ainsi, lorsque 'erreur de prédiction est élevée,
I’échantillon est transmis par la méthode entrainant un RSB < 19.33 dB.

Ce méme test est répété pour différentes valeurs du RSB. A chaque fois, le meilleur débit de
transmission moyen des méthodes A-KMCR et A-KMCRT est obtenu pour By = By + 1 bits par
échantillons transmis, ol By est le nombre de bits par échantillon pour lequel la méthode MIC
fournit le méme RSB. Ainsi, en se référant a la figure 5.3, pour By = 7 (d; = 56 kbps), la méthode
MIC fournit un RSB = 31.78 dB. Pour ce méme RSB, le meilleur débit de transmission moyen de
chacune des méthodes A-KMCR et A-KMCRT est obtenu pour By = 8, ils sont respectivement
de dy = 48.58 kbps et dy = 48.38 kbps. Un gain de 8 kbps est alors obtenu par rapport a la
méthode MIC. Ainsi, ces tests ont permis de tracer la figure 5.5. Cette figure montre, pour le
signal test quantifié suivant la loi de i, le RSB obtenu en fonction du débit de transmission pour
les méthodes A-KMCR, A-KMCRT et MIC.

Cette figure montre l'intérét des méthodes A-KMCR et A-KMCRT 4 la réduction du débit de
transmission. Ainsi, pour un RSB donné, le débit de transmission moyen obtenu en utilisant les
méthodes A-KMCR et A-KMCRT est inférieur a celui requis par la méthode MIC pour fournir le
méme RSB. Réciproquement, pour un débit de transmission donné, il est possible d’obtenir grace
aux méthodes A-KMCR et A-KMCRT un meilleur RSB que celui fournis par la méthode MIC. Ce
gain est d’autant plus important que le RSB (réciproquement le débit) est plus faible. Les deux
méthodes de transmission non uniforme montrent des performances voisines, les performances
de la méthode A-KMCRT dépassent néanmoins celles de la méthode A-KMCR, pour les faibles
valeurs du RSB. Ceci montre la robustesse aux faibles RSB des méthodes utilisant la structure
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F1G. 5.5 — Comparaison des méthodes MIC, A-KMCR et A-KMCRT.

en treillis du filtre. Il est & noter ici que les méthodes A-KMCR et A-KMCRT ont méme montré
parfois de meilleures performances que celles obtenues par le codage ADPCM (donné par le
standard G.726 [20]). Ainsi, par exemple, pour un débit de 40 kbps, le codage ADPCM fournis
un RSB = 23.59 dB. Ce méme RSB est obtenu grace aux méthodes A-KMCR et A-KMCRT
pour des débits de 34 et 34.5 kbps respectivement.

Simulations 2 Les méthodes B-KMCR, B-KMCRT et MIC sont comparées ici. Nous rappelons
que la méthode B permet grace a la transmission non uniforme la réduction de erreur de
quantification, elle est décrite au paragraphe 5.1. Nous montrons ici, qu’il est possible d’obtenir
une ameélioration du RSB pour un débit de transmission plus faible. Ceci est illustré par les deux

exemples suivants :

Exemple 1 : On se propose ici d’obtenir en utilisant les méthodes B-KMCR et B-KMCRT un

meilleur RSB que celui fourni par la méthode MIC pour un débit d; = 40 kbps (By = 5
bits). Tel qu’il a été expliqué au paragraphe 5.1, les méthodes B-KMCR et B-KMCRT
utilisent un plus grand nombre de bits pour coder un échantillon que la méthode MIC a
laquelle elles sont comparées. Dans cet exemple, les méthodes a transmission non uniforme
utilisent un nombre de bits By = 6 bits par échantillon transmis. L’erreur de prédiction
fournie par les algorithmes de reconstruction est alors comparée a chaque instant a l’erreur
de quantification obtenue par la méthode MIC, F,, = e, p et &, = e,,g,. Le tableau 5.1
montre les résultats de cette simulation ot B désigne le nombre de bits utilisé par chacune
des méthodes pour coder un échantillon, et p est le pourcentage des échantillons transmis
exprimé en %. Les performances de la méthode MIC sont rappelées a la premieére ligne a
titre comparatif.

En se référant au tableau 5.1, on constate que les méthodes B-KMCR et B-KMCRT offrent
presque un gain de 5dB par rapport au RSB fourni par la méthode MIC. Ceci est aussi
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TAB. 5.1 — Comparaison des méthodes MIC, B-KMCR et B-KMCRT pour By =5et By =6
Méthode | B | p% | (RSB),p | débit de transmission

MIC 5 | 100 19.33 40
B-KMCR | 6 | 70.89 24.47 37.04
B-KMCRT | 6 | 70.73 24.44 37.01

accompagné d’un gain de 3 kbps par rapport au débit de transmission de la méthode MIC.

Exemple 2 On compare ici les méthodes B-KMCR et B-KMCRT a la méthode MIC pour un
faible débit de transmission d; = 24 kbps (B; = 3 bits). Pour ce débit, la méthode MIC
fournit un RSB = 5.26 dB. Les méthodes B-KMCR et B-KMCRT utilisent un nombre de
bits By = 4 bits par échantillons transmis. Les résultats de la simulation sont présentés au
tableau 5.2.

TAB. 5.2 — Comparaison des méthodes MIC, B-KMCR et B-KMCRT pour By =3 et Bo =4
Méthode | B| p% | (RSB),p | débit de transmission

MIC 3 | 100 5.26 24
B-KMCR | 4 | 45.48 10.69 17.78
B-KMCRT | 4 | 44.29 10.79 17.37

En se référant au tableau 5.2, on constate que, comme pour les méthodes A-KMCR et
A-KMCRT, le gain fourni par les méthodes B-KMCR et B-KMCRT par rapport a la
méthode MIC est plus important pour des RSB et des débits de transmission plus faibles.
Les performances de la méthode B-KMCRT dépassent légérement celles de la méthode
B-KMCR. Ceci confirme l'intérét des méthodes utilisant une structure en treillis du filtre
pour des RSB et des débits de transmission plus faibles.

Il est & noter ici que pour des débits de transmission élevés, 'erreur de quantification est
faible. Le nombre des échantillons non transmis (pour lesquels 'erreur de prédiction est plus
faible que celle de quantification) est par conséquent faible de sorte que pBy + % > Bj. Dans
ce cas, l’amélioration du RSB est alors réalisée au détriment d’une légére augmentation du débit
de transmission.

Simulations 3 On se propose dans cette derniére série de simulations de comparer les dif-
férentes méthodes de transmission non uniforme utilisées dans les simulations précédentes (A-
KMCR, A-KMCRT, B-KMCR et B-KMCRT). Pour comparer ces méthodes, nous utilisons les
résultats obtenus grace aux méthodes B-KMCR et B-KMCRT dans les simulations précédentes
(Cf. tableaux 5.1 et 5.2). Ainsi, en se référant au tableau 5.1, les méthodes B-KMCR et B-
KMCRT offrent également un RSB de 24.44 dB pour un débit de 37 kbps. Pour les comparer
aux méthodes A-KMCR et A-KMCRT, nous fixons le RSB de ces derniéres a 24.44 dB. 1l reste
alors & choisir de maniére optimale le nombre de bits Bs utilisés par ces méthodes pour coder
les échantillons transmis. Ainsi, ce RSB est compris entre 19.33 dB et 26 dB. En se référant a la
figure 5.3, ces valeurs du RSB sont fournies par la méthode MIC pour des débits de 40 kbps et
de 48 kbps respectivement (correspondant & B; = 5 bits et By = 6 bits respectivement). Pour
cela nous choisissons, pour les méthodes A-KMCR et A-KMCRT, By = 6 bits. Les résultats de
cette simulation sont présentés au tableau 5.3. Les résultats obtenus par les méthodes B-KMCR
et B-KMCRT sont présentés a titre de comparaison.
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TAB. 5.3 — Comparaison des méthodes A-KMCR, A-KMCRT, B-KMCR et B-KMCRT pour le

RSB obtenu en 5.1.
Méthode | By | p% | (RSB),p | débit de transmission

B-KMCR | 6 | 70.89 24.47 37.04
B-KMCRT | 6 | 70.73 24.44 37.01
A-KMCR | 6 72 24.44 37.2
A-KMCRT | 6 71 24.44 37.1

En se référant au tableau 5.3, on constate que les quatre méthodes présentent des perfor-
mances voisines, I’algorithme B-KMCRT étant légérement meilleur que les autres.

Dans ce qui suit les quatre méthodes sont comparées pour un RSB de 10.79 dB, obtenu par
les méthodes B-KMCR et B-KMCRT dans la simulation présentée au tableau 5.2. Ce RSB est
compris entre 5.29 dB et 16 dB qui correspondent & des RSB fournis par la méthode MIC pour
des débits de 24 kbps et de 32 kbps respectivement (B = 3 bits et By = 4 bits respectivement).
Pour cela, au cours de cette simulation, les méthodes A-KMCR et A-KMCRT utilisent By = 4
bits pour coder un échantillon transmis. Le tableau 5.4 montre les résultats obtenus pour les
quatres méthodes.

TaB. 5.4 — Comparaison des méthodes A-KMCR, A-KMCRT, B-KMCR et B-KMCRT pour le

RSB obtenu en 5.2.
Méthode | By | p% | (RSB),p | débit de transmission

B-KMCR | 4 | 4548 10.69 17.78
B-KMCRT | 4 | 44.29 10.79 17.37
A-KMCR | 4 | 4340 10.79 16.20
A-KMCRT | 4 | 40.28 10.79 15.14

Le tableau 5.4 montre que les quatres méthodes ont encore une fois des performances voi-
sines. Les méthodes A-KMCR et A-KMCRT présentent néanmoins des débits de transmission
plus faibles que ceux obtenus en utilisant les méthodes B-KMCR, et B-KMCRT. La méthode A-
KMCRT présente pour cette simulation le meilleur débit de transmission moyen. Ceci confirme
I’observation faite a la figure 5.5 selon laquelle la méthode A-KMCRT offre de meilleures perfor-
mances que A-KMCR pour de faibles RSB (ou réciproquement de faibles débits de transmission).

En conclusion, les simulations présentées ci-dessus permettent d’illustrer 'intérét de la trans-
mission non uniforme par rapport a la méthode MIC. Les méthodes de transmission non uniforme
utilisées ont montré des performances voisines. Les méthodes A-KMCR et A-KMCRT sont par-
ticuliérement intéressantes lorsqu’on souhaite obtenir un certain RSB pour des débits de trans-
mission plus faibles. D’autre part, les méthodes B-KMCR et B-KMCRT permettent d’obtenir un
meilleur RSB que celui obtenu par la méthode MIC (en d’autres termes permettent de réduire
Perreur de quantification) pour un débit de transmission moyen plus faible. Il est a noter ici que
les méthodes simulées ci-dessus ont été aussi appliquées & d’autre signaux de parole tests, elles
ont montré le méme comportement que pour le signal test utilisé ici.

Dans ce qui suit, nous rappelons briévement le principe du codage MICDA (en anglais
ADPCM) normalisé par le CCITT sous le standard G.726 [20]. Dans le but de réduire le débit
de transmission obtenu par ce principe de codage, nous proposons un codeur/décodeur utilisant
le principe de transmission non uniforme dans un contexte de codage différentiel. Celui-ci est
comparé au codage MICDA au paragraphe 5.6.
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5.4 Le codage MICDA

Le codage différentiel (MICD) consiste & coder et a transmettre lerreur de prédiction d’un
échantillon sachant que la méme approche de prédiction est utilisée & I’émission et & la récep-
tion. Si 'approche de prédiction utilisée est performante (ou si les échantillons du signal sont
suffisamment corrélés), les erreurs de prédiction a coder sont de faibles amplitudes. Ceci permet
de réduire la plage de quantification. Par conséquent, pour une erreur de quantification donnée,
le nombre de bits requis pour coder l'erreur de prédiction est inférieur & celui requis pour co-
der I’échantillon (codage MIC). Ainsi, en comparaison au codage MIC, le codage MICD permet
une augmentation du RSB pour un débit donné, ou inversement, une réduction du débit & RSB
donné. Or, cette méthode présente des faiblesses lorsqu’elle est appliquée a un signal dont les
caractéristiques peuvent varier subitement (par exemple, le passage d'une conversation télépho-
nique aux données numériques d’un fax). Le codage MICDA a alors été congu comme solution &
de tels problémes.

Le codage MICDA est fondé sur le principe du codage différentiel. Il utilise une quantification
adaptative des erreurs de prédiction. Ainsi, pour un débit de transmission donné, les seuils de
quantification sont fixés dynamiquement selon les variations du signal & coder. L’organe qui
permet cette quantification adaptative est utilisé & I’émission et & la réception. La figure 5.6
montre un schéma-bloc simplifié d’'un systéme de codage décodage MICDA. Dans ce qui suit
nous rappelons briévement ses principales fonctions. Ce principe de codage fait I'objet de la
norme G.726, il est décrit en détail dans [20].

Quantification adaptative On utilise un quantificateur adaptatif non uniforme a 31, 15, 7
ou 4 niveaux pour quantifier le signal de différence (I’erreur de prédiction e, p) en vue d’un fonc-
tionnement a 40, 32, 24 ou 16 kbit/s respectivement. Avant la quantification, e, p est convertie
en une représentation logarithmique en base 2 avec le facteur d’échelle v,, qui est calculé au
moyen du bloc d’adaptation du facteur d’échelle. La grandeur & quantifier, elm p s’exprime donc
par :

e, p = logy (enpl) = vn. (5.18)

La valeur ainsi calculée permet de déterminer la valeur du code binaire & transmettre I,
en fonction de l'intervalle a laquelle elle appartient. Les recommandations G.726 fournissent,
pour chaque débit de transmission, une partition différente de ’ensemble des réels, et associe a
chaque intervalle de la partition une valeur I,,. La quantification ainsi obtenue est logarithmique
et adaptative grace & l'utilisation du facteur d’échelle v,. Le principe de base appliqué pour
déterminer le facteur d’échelle du quantificateur est 'adaptation bimodale :

— adaptation "rapide" pour les signaux qui produisent des signaux de différence & grandes
fluctuations (par exemple, signaux vocaux) ;

— adaptation "lente" pour les signaux qui produisent des signaux de différence a fluctuations
faibles (par exemple, données transmises dans la bande vocale, tonalités).

La vitesse d’adaptation est déterminée par une combinaison de facteurs d’échelle & adaptation
lente et rapide. Les facteurs d’échelle a adaptation lente et rapide v;, et UL, calculés récursivement
grace aux équations suivantes :

v = (1-27%) v, + 27°W[1,,], (5.19)

= (1=27%) vy + 2%, (5.20)

S 3=

v
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Fi1G. 5.6 — Schéma simplifié d’'un codeur décodeur MICDA.
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ou W [I,,] est une fonction discréte croissante de I,, dont les valeurs sont fournies dans les recom-
mandations G.726. Le facteur d’échelle est alors obtenu en combinant v, et v) selon I’équation
suivante :

U = vl + (1= pa)vl_y, (5.21)

ou 0 < p, <1 est un parametre de controle. Il est compris entre 0 et 1. Sa valeur tend vers
I'unité pour les signaux vocaux et vers zéro pour les sighaux de données transmis dans la bande
vocale. Il se déduit de la mesure du taux de variation du signal de différence. Le calcul de ce
parametre est détaillé dans [20].

Il est & noter ici que le calcul du facteur d’échelle est également utilisé dans le quantificateur
inverse. Un autre organe essentiel du codage MICDA est le prédicteur adaptatif.

Prédicteur adaptatif a pour fonction essentielle de calculer la valeur estimée de I’échantillon
Zpn—1- Le signal est caractérisé par un modéle ARMA(2,6). Ainsi, soit Z,),,—; la valeur estimée
de I'échantillon z,, et &, I'échantillon reconstitué en utilisant erreur de prédiction quantifiée
eg’ p- Ainsi, I'échantillon x,, est estimé en fonction des échantillons reconstitués et des erreurs de
prédiction quantifiées précédents via ’équation suivante :

2 6
':%'I’L‘TL—I = Z ai,n—ljn‘n + Z bi7n—1eg7p, (522)
1=1 1=1

ou les coefficients a; et b; sont estimés d’une maniére adaptative en fonction de la dynamique
du signal et du signal de différence (I’erreur de prédiction quantifiée) (pour plus de détails sur
Pestimation des paramétres se référer a [20]). Ainsi, 'erreur de prédiction est donnée par :

€n,P = Tn — :i'n|n—1' (523)

Cette valeur est alors quantifiée et transmise. A la réception, le méme prédicteur adaptatif que

celui utilisé a I’émission permet de calculer 2, ;. L’échantillon est alors reconstitué en utilisant

la valeur quantifiée de I'erreur de prédiction eg p via I’équation suivante :

i‘n|n = fjn|n_1 + eg’P. (5.24)

Détecteur de tonalité et de transition il permet la détection de la transition d’un signal
a bande étroite (tonalité par exemple) & un signal & large bande et vice versa. Ceci permet
donc l'adaptation du codage. Cet organe est utile pour ameéliorer le fonctionnement dans le cas
de signaux provenant de modems & modulation par déplacement de fréquence (MDF) en mode
caractére. Nous nous intéressons ici uniquement aux signaux de voix.

Dans ce qui suit nous proposons d’utiliser le principe de transmission non uniforme dans un
systéme de codage MICDA dans le but d’améliorer le débit de transmission de ce dernier.

5.5 Codage MICDA a transmission non uniforme

5.5.1 Transmission non uniforme dans un contexte de codage différentiel

On rappelle que les méthodes de codage différentiel sont intéressantes lorsque I’approche de
prédiction utilisée est performante de sorte que les erreurs de prédiction soit de faibles amplitudes.
Ainsi, il est possible que lerreur de prédiction de certains échantillons soit inférieure au pas
minimal de quantification fourni par le quantificateur adaptatif. Dans ce cas, I’erreur de prédiction
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est codée par la valeur I, = 0. Nous parlerons de "prédiction parfaite", lorsque 'erreur de
prédiction est quantifiée & zéro. Si I’approche de prédiction utilisée est suffisamment performante,
un nombre considérable d’échantillons sera parfaitement prédits. Nous proposons alors de ne pas
transmettre dans ce cas 'erreur de prédiction quantifiée espérant ainsi réduire le nombre de bits
transmis (donc réduire le débit de transmission moyen) sans toutefois perdre en termes de qualité
de reconstitution du signal. Pour cela, le prédicteur adaptatif utilisé a I’émission et & la réception
doit étre adapté a ’estimation de signaux & échantillons manquants. Par ailleurs, la transmission
d’un bit drapeau indicateur de la disponibilité ou non d’une erreur de prédiction quantifiée est
requise.

5.5.2 Description du systéme & transmission non uniforme

Nous proposons ici d’utiliser le principe de transmission non uniforme décrit ci-dessus dans
un systéme de codage différentiel dans le but de réduire son débit de transmission. L utilisation
d’une quantification adaptative telle que celle utilisée dans le codage MICDA (Cf. paragraphe 5.4)
permet également d’améliorer les performances. Nous proposons alors de modifier le principe de
codage décodage MICDA décrit au paragraphe 5.4 pour ’adapter a la transmission non uniforme
des erreurs de prédiction quantifiées. Le systéme proposé differe donc du MICDA principalement
par le prédicteur adaptatif utilisé. Il contient en plus un organe qui décide de la transmission de
Perreur de prédiction quantifiée ainsi que du bit indicateur.

Prédicteur adaptatif Il doit étre adapté a ’estimation de signaux a échantillons manquants.
Nous proposons alors d’utiliser I'un des algorithmes décrits aux chapitres 2, 3 et 4. L’algorithme
de reconstruction adaptatif qui utilise la structure en treillis du filtre (Cf. chapitre 4) a montré
de meilleures performances que les deux autres particuliérement dans le cas de faible débit de
transmission tel qu’il est le cas du codage MICDA. Nous proposons alors de 'utiliser comme
prédicteur adaptatif dans ce systéme. Ainsi, le signal est caractérisé par un processus AR(L)
non stationnaire au lieu que par un processus ARMA(2,6). Dans le cas de transmission de la
parole, nous utilisons un modéle AR d’ordre L = 10 & 12. Nous rappelons ici que le prédicteur
adaptatif ainsi choisi utilise un filtre de Kalman pour la prédiction des échantillons manquants et
I’algorithme de Burg adaptatif pour ’estimation des coefficients de réflexion et par conséquent les
paramétres du modéle AR. Lorsqu’un échantillon est disponible, I’état constitué des L derniers
échantillons est filtré par le filtre de Kalman grace a I’équation (3.18). La mise a jour de l'état
est alors proportionnelle & Perreur de prédiction de I’échantillon. Or, dans le cas du systéme
& transmission non uniforme, le récepteur ne dispose que d’une version quantifiée de ’erreur
de prédiction. Pour cela, méme si la vraie valeur de 1’échantillon est connue a 1’émission, nous
utilisons l'erreur de prédiction quantifiée pour filtrer I’état grace au filtre de Kalman. Ceci permet
de reproduire fidélement, & ’émission, la prédiction telle qu’elle est effectuée a la réception. Ainsi,
lorsqu’une erreur de prédiction quantifiée est transmise, ’échantillon reconstitué est donné par
léquation (5.24). L’échantillon ainsi reconstitué est utilisé tant a la réception qu’a l’émission
pour initialiser 'algorithme de Burg adaptatif.

Organe de décision Ayant la valeur réelle de ’échantillon et sa prédiction fournie par le pré-
dicteur adaptatif, ’erreur de prédiction est calculée. Celle-ci est quantifiée par un quantificateur
adaptatif tel que celui proposé par les recommandations G.726. Si I’échantillon est parfaitement
prédit (erreur de prédiction quantifiée & zéro), le code correspondant a lerreur quantifié n’est
pas transmis. Si nécessaire un bit drapeau de valeur zéro est transmis. Dans le but de réduire le
nombre de bits drapeaux transmis, le principe de transmission de ces bits décrit au paragraphe




5.6. SIMULATIONS 107

5.2 est utilisé. Ainsi, on transmet un bit 1 (resp. 0) lorsqu’un échantillon est transmis alors que
le précédent ne est pas (resp. lorsqu’un échantillon n’est pas transmis alors que le précédent
Pest). A lémission, le prédicteur adaptatif devrait étre informé de la transmission ou non d’un
échantillon pour exécuter les étapes convenables qui seront également exécutées a la réception.
D’autre part, le but étant de réduire le nombre de bits transmis, le nombre d’échantillons
non transmis devrait compenser la transmission du bit drapeau supplémentaire. Ainsi, soit un
signal de N échantillons codé en MICDA sur B bits (dans le cas du MICDA, B peut prendre les
valeurs 5, 4 3 ou 2), le nombre total de bits transmis est alors : By;ropa = N B bits. Le systéme
MICDA & transmission non uniforme, contrairement au systéme décrit au paragraphe 5.2, utilise
pour coder une erreur de prédiction transmise le méme nombre de bits B que le MICDA classique
auquel il est comparé. Le nombre total de bits transmis par le systéme MICDA & transmission
non uniforme est alors de Byy = pNB + Ny, ou p est le taux d’échantillons transmis et Ny le
nombre de bits drapeaux transmis. La condition de rentabilité du systéme MICDA a transmission
non uniforme s’écrit alors :
pNB+ Ny < NB. (5.25)

La figure 5.7 présente un schéma en bloc simplifié¢ du codeur décodeur MICDA & transmission
non uniforme (MICDA-TNU) décrit ci-dessus.
Dans ce qui suit, le systéme ainsi proposé est comparé par des simulations au codage MICDA.

5.6 Simulations

Le systéme MICDA & transmission non uniforme décrit ci-dessus est comparé ici au systéme
de codage MICDA classique par des simulations sur des signaux de paroles. Dans le but de
comparer aussi par rapport aux systémes A-KMCR, A-KMCRT, B-KMCR et B-KMCRT, nous
utilisons ici le méme signal de parole test que celui utilisé au paragraphe 5.3. Nous rappelons
que c’est la phrase usuelle 'Mary had a little lamb, its fleece was white as snow’ enregistrée par
la voix d’un homme. Le signal est échantillonné a la fréquence F, = 8 kHz. Dans ce qui suit,
nous appelons respectivement MICDA et MICDA-TNU, le codeur décodeur MICDA classique et
celui & transmission non uniforme. Les méthodes MICDA et MICDA-TNU sont alors appliqués
a la compression du signal test pour les différentes valeurs de B possibles (B = 2,3,4 et 5).
Nous rappelons que B est le nombre de bits utilisé pour coder une erreur de prédiction (appelé
signal différence dans les recommandations G.726). Ces méthodes sont programmeées en langage
MATLAB et simulées sur un ordinateur Pentium 4 dont la vitesse du processeur est de 3GHz.
Les résultats de ces tests sont présentés dans les tableaux 5.5, 5.6, 5.7 et 5.8, o le CPU est le
temps de calcul en secondes requis pour chacune des méthodes.

TaAB. 5.5 — Comparaison des méthodes MICDA-TNU et MICDA pour un nombre de bits B = 2
par échantillon.

Méthode | B | p% | debit (kbps) | (RSB),p | CPU (s)

MICDA ‘ 2 ‘ 100 ‘ 16 ‘ 4.86 ‘ 5.5

MICDA-TNU | 2 | 23 7 11,67 6.6

En se référant aux tableaux 5.5, 5.6, 5.7 et 5.8, on constate que la méthode MICDA-TNU offre
a chaque fois un meilleur débit de transmission moyen que la méthode MICDA a laquelle elle est
comparée. Ce gain en débit de transmission est aussi accompagné d’une augmentation du RSB
grace a l'utilisation d’un prédicteur adaptatif performant. Il est & noter ici que des tests d’écoute
ont aussi été effectués. Ils montrent que la qualité du signal codé par la méthode MICDA-TNU
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F1G. 5.7 — Schéma simplifié d'un codeur décodeur MICDA a transmission non uniforme.

TAB. 5.6 — Comparaison des méthodes MICDA-TNU et MICDA pour un nombre de bits B = 3
par échantillon.

Méthode ‘ B ‘ p% ‘ debit (kbps) ‘ (RSB) ;5 ‘ CPU (s)
MICDA 3 | 100 24 17.25 5.9
MICDA-TNU | 3 | 70 20 20.23 7.89

TAB. 5.7 — Comparaison des méthodes MICDA-TNU et MICDA pour un nombre de bits B = 4
par échantillon.

Méthode | B | p% | débit (kbps) | (RSB),5 | CPU (s)
MICDA 4 | 100 32 23.5 9.9
MICDA-TNU | 4 | 85 29 29.78 8.6
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TAB. 5.8 — Comparaison des méthodes MICDA-TNU et MICDA pour un nombre de bits B =5
par échantillon.
Méthode | B | p% | débit (kbps) | (RSB),5 | CPU (s)
MICDA 5 | 100 40 29.5 6.1
MICDA-TNU ‘ 5 ‘ 88 ‘ 37 ‘ 33.02 ‘ 8.9

est meilleure que celle du signal codé par la méthode MICDA lorsque les deux méthodes utilisent
le méme nombre de bits pour coder un échantillon. L’amélioration des performances du MICDA
grace & la transmission non uniforme se fait néanmoins aux dépens d’une légére augmentation
du temps de calcul. En se référant & la figure 5.5, nous constatons que les performances de
la méthode MICDA-TNU dépassent aussi celles des méthodes A-KMCR et A-KMCRT (et par
conséquent celles des méthodes B-KMCR et B-KMCRT).
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Conclusions et perspectives

Conclusions

Les travaux présentés dans le cadre de cette thése portent sur le traitement des signaux
échantillonnés non uniformément. Nous nous sommes particuliérement intéressés a l’identification
et & la reconstruction adaptatives de séries chronologiques a échantillons manquants. Les signaux
traités sont modélisés par un processus AR non stationnaire.

Nous avons étudié premieérement 1’extension des algorithmes de gradient au cas de signaux a
échantillons manquants pour leur simplicité. Mirsaidi et al. [51, 52, 53] ont proposé dans cette op-
tique un ensemble d’algorithmes simples du gradient utilisant la prédiction par régression linéaire
modifiée. Ces algorithmes ont été décrits et analysés notamment en termes de biais d’identifi-
cation. Pour résoudre ce probléme, nous avons proposé deux alternatives a ces algorithmes qui
utilisent deux autres approches de prédiction, le prédicteur & k-pas et celui & passé infini in-
complet proposé par Bondon [13]. Les deux algorithmes ainsi obtenus convergent en moyenne
vers une estimation non biaisée des parameétres. L’algorithme qui utilise la prédiction & k-pas est
simple mais souffre d’une erreur de reconstruction importante. Alors que l'algorithme basé sur
le prédicteur & passé infini incomplet permet une reconstruction optimale au sens des moindres
carrés du signal aux dépens d’une plus grande complexité calculatoire.

Ayant noté la faiblesse des algorithmes de gradient en vitesse de convergence, nous nous
sommes intéresseés par la suite a ’extension de 1’algorithme des moindres carrés récursifs (MCR) &
I'identification de signaux a échantillons manquants. L’algorithme MCR pseudo-linéaire [1, 62, 63|
est alors présenté et analysé. Cet algorithme converge typiquement vers une estimation biaisée
des parameétres lorsque 'approche de prédiction utilisée est la régression linéaire modifiée [69].
I fut généralisé dans [63] par 'introduction de plusieurs prédicteurs possibles a la place de
la prédiction par régression linéaire modifiée. Nous avons alors utilisé conjointement avec cet
algorithme un filtre de Kalman qui permet une prédiction optimale au sens des moindres carrés
de processus AR(L) a échantillons manquants. L’algorithme résultant permet une identification
non biaisée des parameétres lorsqu’on ne considére pas de facteur d’oubli. Lorsqu’un facteur
d’oubli est utilisé (A < 1), les expressions asymptotiques du biais ainsi que de la variance des
parameétres estimés ont été établies. Ils sont de l’ordre de (1 —\). Les simulations montrent qu’un
bon choix du facteur d’oubli (A — 1) permet d’obtenir un compromis entre une bonne vitesse
de convergence et des biais des paramétres estimés négligeables. Cet algorithme est rapide, il a
été appliqué a la reconstruction de signaux de parole & échantillons manquants, il a montré de
bonnes performances en termes de RSB.

Souhaitant controler la stabilité du filtre identifié, nous nous somimes intéressés ensuite a
I’identification des signaux & échantillons manquants en utilisant la structure en treillis du filtre.
Ainsi, nous avons proposé une extension de l'algorithme de Burg adaptatif a l’identification
de processus AR & échantillons manquants en utilisant pour la prédiction un filtre de Kalman
(e méme que celui utilisé avec I'algorithme MCR pseudo-linéaire). A notre connaissance, c’est
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le premier algorithme qui permet un traitement en ligne de signaux & échantillons manquants
en utilisant un filtre en treillis. L’algorithme résultant permet de garantir la stabilité du filtre
correspondant aux parameétres identifiés. En outre, il est robuste & de larges probabilités de
perte. De plus, les simulations montrent qu’il offre une convergence rapide et un bon suivi des
parametres, méme pour des probabilités de perte d’échantillons élevées. L’application de cet
algorithme a la reconstruction de signaux de parole montre que ses performances dépassent en
termes d’erreur de reconstruction celles des méthodes qui utilisent la représentation directe du
filtre et ce d’autant plus que la probabilité de perte est élevée. Des tests d’écoute ont permis de
confirmer ces résultats. En effet, un signal de parole reconstruit en utilisant ’algorithme proposé
reste intelligible méme lorsque 85 % des échantillons sont manquants.

Dans la derniére partie de cette thése, les algorithmes adaptatifs d’identification et de recons-
truction des signaux a échantillons manquants ont été appliqués a ’échantillonnage adaptatif et
a la transmission non uniforme de signaux. Ainsi, plusieurs méthodes de transmission non uni-
forme des signaux ont été présentées. Elles permettent de ne transmettre qu’un nombre minimal
d’échantillons choisis de telle sorte qu’il soit possible de reconstruire le signal avec une erreur to-
lérée. En combinant les méthodes de transmission non uniforme et les algorithmes adaptatifs de
reconstruction, des systémes de codage a transmission non uniforme des signaux ont été concus.
Dans un premier temps, nous avons étudié la transmission non uniforme de signaux codés en
MIC. Deux systeémes fondés sur deux méthodes de transmission non uniforme différentes ont été
congus. La premiére méthode est particuliérement intéressante lorsqu’on souhaite obtenir un RSB
donné pour un débit de transmission plus faible que celui requis par le codage MIC. La deuxiéme
méthode permet d’obtenir un meilleur RSB que celui obtenu par la méthode MIC (en d’autres
termes elle permet de réduire 'erreur de quantification) pour un débit de transmission moyen
plus faible. Ces méthodes ont été comparées au codage MIC par simulation sur des signaux de
parole et ont montré une amélioration simutanée en termes de RSB et de débit de transmission.
Nous nous sommes intéressés par la suite & la transmission non uniforme dans un contexte de
codage différentiel. Une méthode de transmission non uniforme des erreurs de prédiction est alors
proposée. En combinant cette méthode et les méthodes paramétriques de reconstruction des si-
gnaux, un systéme de codage MICDA & transmission non uniforme (MICDA-TNU) a été congu.
Il différe du codage MICDA décrit dans les recommandations G.726 par le prédicteur adaptatif
utilisé et par 'introduction d’un organe de décision sur la transmission ou non des erreurs de pré-
diction quantifiées. Ce principe de codage a été comparé au codage MICDA du standard G.726
par des simulations sur des signaux de parole, il a montré une amélioration simultanée du débit
de transmission ainsi que du RSB des signaux reconstruits. Ainsi, lorsque les erreurs de prédic-
tion sont codées sur 4 bits, le codage MICDA-TNU offre un débit de transmission moyen plus
faible de 10% que celui obtenu par le codage MICDA. Ceci est accompagné d’une amélioration
de 24% du RSB (en dB) par rapport a celui fourni par le codage MICDA.

Perspectives

Les travaux effectués dans le cadre de cette thése offrent de nombreuses perspectives. Nous
en résumons ici quelques unes.

Nous suggérons qu’une étude théorique approfondie de la convergence des algorithmes pro-
posés soit menée dans des travaux ultérieurs, en particulier, ’analyse de la convergence de 1’algo-
rithme en treillis. Il serait également intéressant de trouver une expression analytique du temps
de convergence des algorithmes proposés telle que celles établies pour les algorithmes de gradient
et MCR sans échantillons manquants. De plus, une étude théorique sur le choix du facteur d’ou-
bli ainsi que du pas de convergence (dans le cas des algorithmes du gradient) est requise. Ceci
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permet, par exemple, de trouver un seuil pour le choix du facteur d’oubli permettant la stabilité
numérique de 'algorithme MCR, pseudo-linéaire.

D’autre part, 'extension des algorithmes proposés & l’identification et la reconstruction de
processus ARMA & échantillons manquants pourrait faire ’objet d’un travail futur. Ceci est
le cas particulierement des algorithmes de gradient. En outre, il serait intéressant d’étudier le
comportement de ces algorithmes dans le cas de signaux bruités. Pour cela, ces algorithmes
doivent étre modifiés pour traiter ce probléme. Ainsi, par exemple, un bruit d’observation peut
étre considéré dans la représentation d’état de processus AR. Ceci implique une modification
des équations du filtre de Kalman correspondant. De plus, une extension au cas des signaux
bidimensionnels est également envisageable. Ceux-ci seront alors appliqués a la reconstruction et
a la transmission non uniforme d’images par exemple.

Les signaux a échantillons manquants étant une forme de signaux échantillonnés non unifor-
mément, I’extension des algorithmes proposés & ’analyse spectrale de signaux a échantillonnage
aléatoire est alors envisageable. Ceci implique l'identification de processus continus échantillonnés
de maniére aléatoire. De tels processus peuvent étre modélisés par des processus CAR, CARMA,
etc.

Par ailleurs, nous avons observé, en appliquant les algorithmes proposés & la transmission
non uniforme, une nette amélioration en termes de débit de transmission moyen et de RSB par
rapport aux systémes de codage & transmission périodique. La qualité des signaux compressés
en utilisant ces méthodes peuvent étre évalués par des tests psycho-acoustiques. Ceci permet
d’envisager des applications de compression de signaux de parole et de musique.
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Annexe A

Représentation autorégressive du
prédicteur a k-pas pour un AR(2)

On se propose ici de trouver une représentation autorégressive du prédicteur & k-pas en
fonction de L échantillons consécutifs disponibles dans le cas d’un processus AR(2). Ainsi, soit
a prédire z, 1k & partir des échantillons disponibles x,, et x,,_1. La représentation autorégressive
du prédicteur & k-pas Z,11 en fonction de x,, et x,_1 s’écrit alors sous la forme :

Ttk = g’f:nn + g'ﬁ:nn_l. (A1)

11 s’agit ici de trouver les expressions analytiques de gf et de g§ en fonction des parameétres du
modele AR, aj et ag. Or, en se référant a I’équation (2.19), &, s’écrit sous la forme suivante :

Tpik = Q1Tptk—1 + A2Tnk—2, (A2)
= a1 (g§ "z + g5 wns1) + az(gr e, + gh 2 ma1). (A.3)

On en déduit que les coefficients autorégressifs (gf) vérifient les équations de récurrence

sur le pas k suivantes :

i=1,2

g =argf ™ +agf? i=1,2, (A4)
Or, Tpy1 = a1xy + a2x,—1 on a donc g% =aqaj et g% = as. De plus, &,, = x,, on en déduit que
) =1 et que g) = 0. Ceci permet d’initialiser les équations de récurrence (A.4). On a alors,

k=0 gil)zl gg
k=1]g = g3 = a2

A5
k=2|g?=a%+ay g5 = ajaz (A.5)

k=3|g}=a}+2a1a2 ¢3=alay+a3

Ainsi, nous trouvons alors par récurrence que :

E]
k _ i h—2i i
9= ch—ial as
i=0

Bl
k 7 h—2i—1 i+1
g2 = E Cr_i—10q ay .
i=0
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Or l'erreur quandratique moyenne du prédiction qui est aussi dans ce cas la variance du
prédicteur & k-pas est donnée par,

Var =E {($n+k - jn+k)2} (A7)
=E {($n+k - glfl'n + .g];:nn—l)z} . (AS)

Ainsi en remplacant g]f et glg par leurs expressions données par ’équations (A.6), nous obtenons
une expression de la variance du prédicteur en fonction des parameétres et du pas k donnée par :

2
1552

Var = E{(zpir — Ensn)’} = Z Ci_ah%al | o2 (A.9)
i=0
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Annexe B

Représentation autorégressive du

prédicteur a passé incomplet pour un
AR(L)

Nous nous intéressons ici & la représentation autorégressive du prédicteur & passé infini in-
complet dans le cas d’un processus AR d’ordre fini L & échantillons manquants. Nous montrons,
en utilisant les expressions de ce prédicteur fournie dans [13], que la prédiction optimale d’un
échantillon est une combinaison linéaire de toutes les observations précédentes jusqu’a ce que L
échantillons consécutifs disponibles soient rencontrés.

Ainsi soit & prédire I’échantillon z,, en fonction de son passé incomplet, supposons que les
données xy,—p,, ..., Tn_n,, pour 0 < n; <...< n, <...< ny sont manquantes, M étant leur
nombre. La représentation autorégressive du prédicteur a passé infini incomplet est donnée par
[13, 11] :

1EN-M

ou M ={nq,...,ny} et
ns/A\i

M
9i = 0;,0 — Z% Z Qpy—j iy (B.2)
s=0 7=0

;0 étant le symbole de Kronecker.

Les coefficients (1)) vérifient ’équation matricielle suivante :

U [0, 1, ..., our] - =[1,0,...,0]" (B.3)

U est la matrice non singuliére de dimensions (M + 1) x (M + 1), dont les éléments sont donnés

par :
Ny AT

Uy = Z Any—jln,—j v, w=0,...,M, (B.4)
j=0

ol 1y, A 1y, est la valeur minimale entre n, et 1.
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Nous montrons tout d’abord que les éléments w,, ., de la matrice U sont nuls lorsque |n, — ny,| >
L. Ainsi, considérons le cas ou v < w (N, < Ny avec ny — Ny, > L), en se référant a 'équation
(B.4), le terme w4, est alors donné par :

Ny
Uy = Z Qppy— Oy —j - (B.5)
j=0

Or pour tout j < n,, on a n,, — j > L. Par conséquent, pour un modeéle AR(L), tous les termes
ap,,—; dans I’équation (B.5) sont nuls. Il s’en suit que w,,, = 0 lorsque n,, —n, > L. Il en est de
méme pour le cas ol n, — 1y > L.

Soit Tp—k—r+1,---,%Tn—k la séquence de L échantillons consécutifs disponibles la plus proche
de z,. 1l s’agit alors de montrer que les coefficients g; de la représentation autorégressive de &,
donnés par (1.59) s’annulent pour i >n —k — L+ 1.

Ainsi, soit n—n,,, = n—k+1l'instant auquel un échantillon est manquant qui suit directement
les L échantillons consécutifs disponibles. L’échantillon manquant précédent qui est a l'instant
n — Nyt1, est alors séparé de celui qui suit (& Uinstant n — n,,) de plus de L échantillons
(N — Nm41 > L). Par conséquent, les termes u,,, de la matrice U sont tous nuls pour v < m
et w > m. Ainsi, lorsque L échantillons consécutifs sont disponibles dans le passé, la matrice U
prend la forme suivante :

Uo,0 <. UOm

U=| ™0 mm : (B.6)
Um+1,m+1 -+ Um+1,M

UMm+1 - UMM |

ou m est le nombre des échantillons manquants qui suivent les L échantillons consécutifs
disponibles les plus proches de n. En remplacant la matrice U ainsi obtenue dans le systéme
matriciel donné par I’équation (B.3), on obtient que 15 = 0 pour s > m. Par conséquent, les
coefficients g; de la représentation autorégressive de &, s’écrivent dans ce cas sous la forme

suivante :
ns/A\i

gi = 0io — Z% Z Any—j@i—j- (B.7)
s=0 j=0

Or lorsque ¢ > n —k — L, on a ¢ —ng > L pour tout s < m, les termes a;—; de I’équation (B.7)
sont alors tous nuls. On en déduit que les coefficients g; de la représentation autorégressive de
Iy sont nuls pour ¢ >n—k — L+ 1.
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