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CHAPITRE I

 GENERALITES SUR L'EVALUATION NUMERIQUE DES INTEGRALES DOUBLES

A - RAPPEL SUR LES POLYNOLES A DEUX VARIABLES

1 -

o -

Polyndme plein  Un polyndme & coefficients indéterminés scra

dit plein s'il contient avec le terne
¥k 1 kr 1!

Akl b: tous les termes Ak'l' X NG
avee k' k l'<<.1

Silhouettc d'un polynbme plein

On trace dans le 1° quadrant du plan des (k,1) un quadrillag
régulier de pas 1 et on marque le point (k,1) si le terme
Ay q %= yl existc dans le polyndme.

L'ensemble deg points margués forme la silhouette du
polyndme plein.

Quadrillage associé & un polynlme plein

- Nous nommerons quadrillagé associé au polyndme plein
:iAkl %= yl 1'ensemble des points (x; , yj). Tes x; sont des
abscisses fixées et les Yy des ordonnées fixées et il existe
une relation bi-univogue entre les couples (k,1) définissant

la silhouette et les,cquples.(i,j) définissant le gquadrillage.

. En dfautres.tcrmes,on‘peut dire que le quadrillage associé
& un polyndme (ou & une silhouette) cst l'ensemble des points
(Xk ’ Yl) .



4 - Détermination d'un polyndme par des valeurs (1)

4 -~ 1 - Cas d'un polyndme nlein et de ses valeurs aux sommets

d'un quadrillage associé
Soient les abscisses X, 5 Xq ceoens et les ordonnées Yo ¢ ¥q
Tl s'agit de déterminer le polyndme plein

= k1
oy XY

par les valeurs qu'il prend aux points (x; yj) -

Effectuons une translation ramenant y, = O =

Les conditions imposdes sur les points (x4 ,‘yo):déterminent
les termes en xk (polynbme & une variable complet de degré
n avece (n+1) valeurs). Si on retranche les termes obtenus on
peut mettre y en facteur et on est ramené au méme probldne avec

un nombre de points inférieur. La détermination est unique.

Interprétons le résultat ¢ le systéme lindaire en Ay q

k 1 -
> by X3 ¥y F Piju | pour tout (k,l) €§S
(ol Piy = valeur du polyndme aw point (i,J) du guadrillage Q

associé & la silhouette S) est non singulier.

‘Désignons por u les couples (i,j),.v les couples (k,1) et

. k1 .
S par Z.. les produits X{ yj on peut enoncer
1la matrice carrée Z :féuv | est toujours non singulidre.

(1) Voir KUNTZMANN - Bibliographie



4 = 2 = Prenicr cns porticulier

Supposons lcg points lu quadrillnge Q. 2 nbscigeeg toutes non
négatives. Supprimons Jde S tous les pointe d'abscilsses impnires et
de Q tous les points homologues. Soient S' et Q' les cnsemnbles de
points obtenus. ‘

S' peut &tre considéré comme la silhouctte d'un polyndme pour
legquel AklEE 0 pour k impair, c'est-a-dire un polyndme P(xz,y).
Q' est nlors un gquadrillage, associé & S', dont tous les polnts S0
& abscisses non négatives. En posant x2 = ?x et en raisonnant
comme au § 4-1, on démontre queAce_polynﬁméiP(xz,y) est déterminé
d'une fagon unique & 1'aide du quadrillage Q'.

Remargue’— Dans 1l'hypothese faite xi:; 0, on est slr de ne jmails
rencontrer un difficulté du type : déterminer
Ax® + B & 1'aide des valeurs pour x = +1 et x = — 1

Interprétons le résultat relativement aux ensembles de points

Q et S. Distinguons les couples (k,l)E‘S pour lesquels k est palr
par l'indice v, et les couples homologues (i,3) € Q par 1l'indice

Uy Dans 1l'hypoth&se ol tous les points de Q sont a abscisses non

'

négatives la matrice carrée T = |2,
=

“} est non singuliére.
1 V-

- Te résultat est lc mbme relativement aux ordonnées.

4 - 3 - Deuxiéme cos particulier

Supposons les points de Q 4 coordonnées toutes non négatives.
Supprimons de S tous les points de coordonnées impalres et de Q
tous leg points homologues. Soient S' et Q' les ensembles de
points obtenus.QS' peut &tre considéré comme la silhouette d'un

)

polynbme P(x2,y et Q' un quodrillage associé a S'.



i
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“En posant x7 = ¢ y© =14 et en raisonnant comme au § 4-1,
w7 2 FE F . - v + »
on démontre que P(x%, y°) est déterminé de Fagon unique a l'aide

du guadrillinge QF.
Si donc on distingue les couples (k,1) ﬁ S pour lesquels
k et 1 gont palrs par 1'indice v& et les couples homologues (i,])

£ Q por 1'indice wF oon o le résultat o

dons 1'hypothéise ol tous leg poin de Q sont a coordonnées

o

non négatives la matrice carrd U = 3Zu Vﬁg est non singulidre.

4 = 4 ~ Troigieme cne particulier

Supposonsg-la silhouctte S' du § précddent, symétrigue par
TaPport 4 sn bissectrice et le guadrillage Q' du ménme parngraphe
symétrique pnr rapport & la premidre bisscctrices des axes,
1lordre de numdérotation des droites dtant respectéd (voir fig.)

i -
i Ak
i .
| :
|
| .
o ;
; T P N (.\r 4 *
; . {
2 : < |
J . i
. , {
i B e
i
: i
. o o & HE .
: P ] A
i g : } :
i H ‘f"
B {
i
. i ]
' 3 E. .
! / ) P RN
4 e

»

Soit a déterminer un. polyﬂoﬂb P(x 3y2)

dont la silhouette
agsoclée soit 8', et qui vérifie D(A 'y > = P(ygyxg)
Clest-a-dire que 3i,P(x2?y£) :f;.A113L 1 on a Aki = Alk:

1



I -5

I1 est évident que, chague point de o' représentant un
coefficient Akl , i on détermine tous les termes Akl tels qué
k >1 , le polyndme sera completement déterniné.

Le probléme peut &tre résolu & Ll'aide des valeurs que prend
P(x2,y2) qux points de Q' qui sont sur la bissectrice et en dessous
de celle-ci. Autrement dit a l'alde des valeurs de P(X2,y2) aux
points (i,J) : 1=

Lo démonstration se fait comme au § 4-1. Aprés avoir ramené
a zéro Yo s les conditions imposées sur x; , O déterminent les
termes en xk (polyndme & une variable, de puissances paires, de
degré 2N avec N+1 abscisses différentes et non négatives).

. k . 1
Connaissant les termes en X, on connait les termes en y .
2 .
On retranche tous ces termes connus et on met y- en facteur. On

est nlors romené au méme probldme avec un nombre de points infériet

Lo démonstration est symétrique si on adopte kLl , 1.
Interprétons. le résultat : le polyndme peut s'écrire
P(x%,5%) =5 At 2yt o+ xlyk] (x,2)( sv k1
et il est parfaitement déterminé par les pointé (i,3) de Q!
1> Jj. Clest-a-dire que le systéme linénirc en Apq
].' k} = P.. k
i 3.

vl i3 1 k,1 €S

J i, €Q

W

~ x 1
2 Ay g____xi vy ot X

i

W

o une solution et une seule.



Ce résultnt s'énonce encore : dnns les hypothésecs faltes sur
St et Q', si on désigne par V7 la classe des couples (k,1) € st
k 21 est par % 1a classe des couples (i,j) ¢ Q' 1 =], la
matrice carrde V = \izawy + ot Gf{ est non singulidre.

(tuv AT

B - LE PROBLEME DE L'INTEGRATION DOUBLE

On considére les formules d'intégration sur un domaine D,

d'aire A, du type

n
<" T3
f - A 3 S~ e o o
// fx,y) dxdy = A .7 Ta I(Xa,ya) (1)
2D a=1

D étant bien cntendu supposé gquarrable ct f(x,y) continue et bornée 4
un domaine D' contenant D et les points (XOC ; ya). Les scalaires (ou
poids) fa ici définis sont invariants dans une homothétie de centre
l'origine des axes. &Ln remplagant la fonction f(x,y) par un polyndme
plein P(x,y) = ‘”Akl <& yl de silhouette S, 1'équation (I) est
remplacée par un systéme a m- inconnues Q’a de M égquations, M étant

le nombre de points gqui constituent S

m ~
- o k 1 L k 1 .5
A Z: f& %, Tq = ﬁ/ xT y  axdy (11)
a=1 D
On dira qu'une fornmule (I) admet la silhouette associde a

P(x,y) lorsqu'elle sern rigoureusement vrale pour ce polyndme P(x,y)



THEORENME 1

Si on choisit pour les points (x. , ya) les sommets d'un

a
guadrillage nssocié & une silhouette S on peut toujours écrire une
formule (I) admettant S. Cette formule est unigque pour le guadrillage

choilgi.

En effet :
/S k1 s U
appelons i/ Xy axdy = 81 lec systéme (II) s'éerit ici
/ . '
/”D
e k 1 _
A 2 €>ij 0¥ T &l
i,]

s0it avec les notations du § 4-1

ou encore sous forme matricielle, A étant un scalaire

/ac ZT(§ = g

77 la transposée de 1la natrice Z du § 4-1.

Ce probleme 2 donc une solution unigue et bien déterminde.
Le théortme I est démontré. ‘
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DOMAINE SYNETRIQUE PAR RAPPORT A UN AXE (OY par exemple)

THEOREME II

Si on choisit pour leg points (Xa ’ ya) les gommets d'un
guadrillage. Q dont tous les points solent a abscisses non négatives,
associé & une silhouette S, et les sommets du guadrillage Q, symeétric
par rapport & l'axe Oy, on peut toujours écrire une formule (1)
admettant S de la facon suivante : chague couple de points symétrique
est affectéd d'un méme scnlaire /‘d et les points de Q homologues de;
points de S & coordonnées impaires sont affectés de scalaires nuls.
La formule (I) obtenue est unique relativenment a Q.

En effet le systéme (II) s'éerit ici

P S R Nk Lk 17

- pour kX impair ces équations sont identiquement vérifiées

- pour k pair

o Y 1
2 A > /0;j X0V 7 &

1,3

introduisons les notations du § 4-2

systéme rectangulaire qui se décompose en deux

7 ‘ - !
on = . S e oz g
l} ) R // 111 uv1 r -Z. i ‘_,‘; ‘?_ L(l\l'w{ - ;3’ \\/‘ '



on peut donc toujours choisir !quf- 0 et résoudre
le gystéme carré 3
. . - ’
2AT 2 = g (oW T est la transposée de
| T, § 4-2)

or u, définit 1ln elasse des points de Q homologues des points de S a

abscisses impaires. Le théoreme II est démontré.

Remarques - 1 - Souvent la formule obtenue ndmet plus que la silhouette
S car on peut inclure dans S tous les points d'une
parnlldle 2 nbscisse impaire, jusqu'd la méme hauteur
gquec la paralléle d'~bscisse paire immédictement 3

gauche.,

Exemple
.
('i“ o
2 : X
{
!
Gf;-) M S
t
i E o WD 5 oy y
!
i
\? ) by ) i) ) ‘ v
|
R . I fr o e - N I ) G

)
el
LSS

5> - Pour la construction A'un quadrillage (Q + Qq) au sens
du théoréme II, puisgue la silhouette S est formée de
couples de paralléles en nombres égaux de points, on
peut pratiquement distribuer ces paralldles deux &

deux de part et d'autre de 1l'axe Oy.
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3 - Tout ce gui est dit par rapport & 1l'axe Oy est vral
pour une symétrie par rapport & Ox. Résultat dual.

DOMAINES VY”?TQIQU S PAR RAPPORT AUX DEUX AXES D COORDONNE

THEQREME III

Si on choisit pour les points (X 5 ya) les sommets d'un
quadrillage Q dont tous les points soilent 4 coordonnéeg non negatlves

associd 3 une silhouette S, et les sommets des quadrillo 288 Q1 Q2
+++ ,
Q3 syndtriques de Q por rapport aux axes et a 1 orlglne, on peut

toujours écrire une formule (I) de la fagon suivante 3

chaque groupement de quatre points est affecté d'un néme

A

gscnlalre f’ et les points de Q homologues des points de S = coordonné
impaires sont affectés de sclaires nuls. La formule (I) obtenue
est unigue relativement a Q.

Fn effet, le systome (II) stéerit ici

T e Lk 1, ik PRRES RS S RUNAIPRS -5 IS S
A > }X y;} +(‘]) leg-f‘L(”‘Xiyj +(1) Xiyjj~€3

pour k,1 ou les 2, impaires, équations identiquement vérifides.
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Pour k,l palrs tous deux on o avec les notations du § 4-3
4 A F fa ok = 8y
u

gystéme rectangulaire qui se décompose en deux sur l'indice u

o NTom | =
4 A \ 2 /Oux Zas vr Y2 [k Zuxx v"‘:f Sy >
L ux u .,(.;}(_
on peut toujours ChOiSiT.'[aﬂXE 0 et résoudre le systéme carré
restant 4 A UTk’ = g (ol U est la transposée de U § 4-3)

or u** @géfinit les peints de Q homologues des points de S & coordoné
non paires toutes les deux, Le théoréme III est démontrs.

Remargue

La formule obtenue admet en général plus que la silhouette
S car on peut compléter cette derniére de la fagon suivante :

toute parallele d'abscisse impaire peut &tre aussi élevée qu
sa voisine immédiatement 3 gauche

toute parallele d'ordonnée impaire peut &tre aussi longue
que sa voisine immédintement en dessops

O
{wr

A & X
W
Exemple ; b X x
6:) 1 ) ’ l(
i
!
= O
’ B}
? a3 o 0 x
'[ —) N bY%
@ o v A ©
%
O
O

e, SN USRI o SUSY 9
e
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DOMAINES SYMETRICUES PAR RAPPORT AUX AXES ET BISSECTRICES

Le théoreme précédent est applicable. On sait donc écrire
une formule (I) & 1'aide des quadrillages (Q + Qp + Qy =+ QB)
précédemment définis en résclvant un systéme du type

4 A :i j'; x5 Y‘_»jl = 8y (i,3,%,1 pairs)

L] i

Soit g le quadrillage sadtrique de Q par rapport & la premiére
bissectrice. Une formule (I) dcrite V | '

11
& l'aide de (g + g4 + a5 + q3) o B
résulte de la résolution du i ,%/“
systéme _ P
- . . . . /,,» ‘.\l
g ok 1 L
4— A -U;i :\fj Xl = é"k—i ; ) //

e e et e e < e e T

or dans le cas présent g, = g1y~ On conclut que la formule & laguel
- < {

. . . Y - I I e R 5"‘}_“?“‘ . o Ll
on aboutit est identique & lo précédente ©L que Fyy = Ty

donc envisager le probléme suivant : dcrire une formule & 1l'aide des

huits gquadrillages construits & partir de Q et g, chague groupement

r

o
huits points étant affectdé d'un mbme scalaire. Ce probléme stéerit

<. 4§ K | S : »
QJ:. | % y.l + X7y, L= & a un facteur constant pres
Lot J N i

et se résout relativement & Q ot S.

. On peut

~
o
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Cas particulier

La silhouette S est symétrique par rapport & sa bissectrice
et le quadrillage Q posséde lo méme symétrie en respectant l'ordre de
numérotation au sens du § 4-4.

La réunion de (Q + g) redonne Q et chague point peut &tre
considdré d'un double point de vue : appartenance & Q ou & q.

Le systéme linéaire s'écrit

~ . 7ok 1 R X,1) ¢ S
-:.__/'.. ) )_ xi yJ + Xi yj 5 = gkl ( . 9 ) ( .
1] ” _ i, j,k,1 pairs
(i,3) €Q

Comme g4 = 8% ce systéme posséde la particularité d'avoir certains
couples d'équations identiques. Donc, si on résout le systeme
rectangulaire

— - Tok _1 1k | _ S,

le systéme complet est résolu. Introdulsons les notations du'§ 4-4.

“ L — o
Vv SRSV &y

e ——

Décomposons 1'indice u en deux classes u, u

N % . A+ araSf . + L ?: 3 . + tR) = o~
m;-j”\Zuv Rl ARt T i av ! &y

N A" S . B //:. b s

u u
O ' . s . / -2-., — ’ b

n peut toujours choisir /rﬁa = 0 et résoudre le gysteme.

'Véﬁ’ = g (o 7' est 1la transposée de V, § 4-4)
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=2

Le probléme est donc résolu, repdrant leg points de Q

1<j . Géométrigquement cela s'interprete ~insi

Considérons un point M de Q | .
oo . s | B )

et M' son symétrigque. Au point II i

est affecté le poids /ﬁM ¢t au ‘ Pl

point M' le poids zéro. -

Considérons un point m de g ayant ménme coordonnées gque '
et m' son symétrique. Au point m est affecté le poids/éw & cause
sa symétrie avec M et au point m' le poids zéro

d'ou

THEOREME IV (domaines symétriques par rapport aux axes et bigsectri

Soit S une silhouette symdétrigue par rapport a sa bigsect
Q un quadrillage associd respectant symétrie et ordre de numérotati
Si on choisit pour les points X, yd les sommeds de O et des trois
quadrillages Q1 Q2 Q3 construite par symétrie par rapport aux axes
a l'origine on peut toujours Scrire une formule (I), qui admette S,

de 1la fagon sulvante :

- chague groupement de 8 points symétrigues est affecté d'un nénme

D.,lz_ ‘r el
sC a4 e/ a

- les points de Q homologues des points de S & coordonnées impaires
4tant offectds de sclaires nuls (théoréme III)

TLa formule (I) obtenue est unique relativement a Q.
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pratiquenent, par 1 suite, nous utiliscrons trols sortes Jde
groupenent que nous numérotons ainsi

&

4
v

groupement de type

l'\ - (i”:
. !
groupenent de type 2 N ? g .
\ / A
/K N
N .,
LN ?
groupenent de type 3 : - y K\ L -
-4
/ G*ﬁ“‘” AN
z

Un théoréme fondamental (1)

On s»it qu'une transformation du domaine D en un domaine D!

schématisée par [uw,v}] = J. [z, y! transforme 1'intégrale
/i AR

j f(x,y) dxdy en /& g < Jo | X,¥ ] ﬁJ\ axady
/ /‘/ i .

D D

g étant une fonction continue sur D' et J le jacobien de 1a transfor-
nation supposé non singulier. En phrticulier si J est constant les

relations fonctionnelles
- “ /ﬂ/ <
L yf(x,y)J = 7 f(x,y) dxdy - 21»/@ £z, 5 ¥,
o ",/ D o
et L l‘gE.J fx,y? } % s'annulent par les mémes classes de fonctions.
L | - i B

(1) Voir PRESTON C. HAIMER in IT T A C  (11) 1957 pp. 59,67
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C'est le cas de 1~ urnnsform(olon qfflne qui permet d'étendre 1
résultats obtenus pour le carré et le cercle respectivement au
rectangle et 5 1 ellipse

Produit c“rte31en de deux reglons

_ 801t X un 901nt du domaine D1 et ¥y un point du domn
Env1310eons les deux fonctionnelles

[ b - Sfy 1) = T, | £(x,1) |
/"" ’D1 %: . |
S ey - 2 s floyg) =1, 20y

Do

Définissons une troisiéme fonctionnelle

4

oy ._

12

/,//_ f(x,y)dxdy _ 2\ S (Tb f(XayB) = I i?(X9Y)}

D étant le domzine procuit cartésien des deux domrines Dj et Dg.

on peut écrire

/ L[] w42 2001, T ey, )]
/ _'D2 v

/ - o] iy r .
=/ 1, If(x,y) Joa o+ 2t 5 | i‘(.»x,yB) J= T Lf(x,y‘)/!

Ao T T T TR
Dy




I - 17
S f(x,y) eSt'%ellevqué“L1 f(x,7) = 0 pour tout point vy du domaine D
© L, £(x,y) = 0 pour tout point x du domaine D, » L £(x,y) est
esgnirement nulle pour tout point du domaine (x,y) du domaine D, et
voshirement nulle pour le produit cartésien des classes de fonctions
inles dans D1:et‘D2 qui annulent respectivement L, et 1l

2

2

itdérons les formules de gquadratures sur un segment (-1, +1)

I = 2 (2(0)]
T = £(1) + £(~1)
I = 33- [f-(-ﬂ + 4 £(o) + f(+‘l)i~]

peut schématiser de 1la fagon suivante sous forme de vecteurs

: P =210 1 o]
T =1 {1 0o 17
= 1 3

S - 3 ’_1 4 1 __f By

d'aprés le résultat suivant ”sbatialiser"'ces formules sur le
 @§té 1.centré en l'origine en respectant la convention

1 1o somme des coefficients obtenus doit &tre édgale & l'aire
{4) de 1a fagon suivante :



Lano

i

,,o""'"\

tg

=1

Hd

3

4
Ny —

O

‘C')-A

Lu! -t

b

- O

Fd

(formule 2.1.1.

OO SV |
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du chapitre IT)

2.3.0, chapitre II)

N

O

—
PagnS
N
-
N

*

chopitre II)

O

(2.2.1.)

L ro

(voir BUCKINGHA bibliogr~phie)
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FORMULES DU TYPE DE GAUSS, LES THEORULLS DI GEORGIEXF

Dons son fascicule (voir bibliographie) sur les procédés de
gunidrature utilisant un nombre de points mininum, GEORGIEFF introdult

legs fonctions suivantes

/y oo 110 Loy
= 1.3 .- _
SR/ Xyt dxdy A Lo T2o L4y
Ry | 1
L0 Iy, Ips
E 0 Z X y
W T T I
1 00 10 01
F(X9y7z ; U.,V,W,) = - - l u I I I
TAN 10 *20 11
v oI5y I4q Igo

¢t ses résultats sont les suilvants

)

I -~ T1 existe une infinité de formules du type . /ﬁ; f(x

a="

a? Yoy

vraies pour un polyndme plein de degré 2. Il faut et 11 suffit
que les trois points soient solutions du systéme

F(xk,yk s 15 X157 1) =0 k<1 k,1 = 1,2,3
les pnrandtres ]ﬁ; étant positifs et égaux &

1

F(Xayyoc91 5 Xocsyocaq)




R 3
TT - Tl existe une infinité de formules du type J 2 f(ngyd)
’ a=1 ;
vrales pour un polyndme de degré 2. Il faut et il suffit que 1

trois points précédents solutions du systeme .
L C PPN Xl9yl,1) = 0 soient pris sur l'ellipse
F(x,y,1 5 %5,1) = 7= (E)
00

\ e
le poarametre ;= e

Protiguement, tout point (%f,?) de 1'ellipse (Z) peut servir f
point de départ, les deux autres dtant définis par intersectig
de (E) avec 1n droite F(xz,y,1 ;?.7,1) = 0

Dtnutres résultats concernant les formules dé cubatures
4 points sont démontrés mals l'auteur suppose alors le domaine
d'intégration symétrique par rapport 4 l'origine. '

4

. " e .
I - I1 existe une infinité de formules du type . jf o f(x
' o= o

vraies pour un polyndme plein de degré 3. I1 faut et il suffit
les 4 points soilent sommets d'un parallélogramme circonserit 8

ltellipse f(x,y ; X,y) = 1 ( 5~.) ol

‘ 0 bid

y o | !

Ioo |- 1T Iy

£f 5= = —— ‘ 5 Lo 4 et = i |
n i | 5111 1025

iy T I { ! .

L 11 02 | :

~$ﬁ&%ﬁr@sx/?a étant alors positifs et égaux &
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T

- _ ~~00 !
// a 2 f(x s X )
L a7y-a b u?yG'
2
II - Il existe une infinité de formules du type /C7 = ' f(xa,ya)
I =1
ol j = ZO vraies pour un polyndme plein de degré 3. Il faut

et il suffit que les 4 points soient sommets d'un parallélogromme
. . < . ﬂfv’" . . LN . -~

circonscrit &4 1l'ellipse (&) et inscrit & 1l'ellipse £ = 2,chacur

des points de cette deuxieme ellipse pouvant servir de sonmmet.

BECRITURE D'UN TERKE D'ZRREUR

On applique 1o formule (I) aux mondmes (k,1) représentés paz
des points n'appartenant pas & la silhouette S, la somme (k + 1) étant
minimum

am

- ; - ‘ L\J.kl
LA '}Eyij Xikyjl t/[// Xkyl dzdy ; — (x,1) 5
] 2y J ko1 (1,3) € Q
-, K+l
My q représentant la dérivée b — prise en un point de D.
< k-
‘XK')yl
Lxenple
& XX ,
o v Ay J\ L3 SRRV
e
{;“, W l{b







CHAPITRE Il

DOMAINES RECTANGULAIRDS

1 - Pogition du rectangle

- a X s+ oa
-b Ly +D
les équations (2) s'écrivent
1]
§ a_ b . . .
: - iet sont pair
o 3 (1 +1)(3 + 1) J P
R j _
. (Joc X(y y(\c - K
x |
( 0 ginon

On peut classer les formules en deux catégories :

-~ les formules résultant d'un choix & priori de groupements de
points (x, , v,

- les formules résultant d'une solution de compatibilité entre les
inconnues ¥

? et les parametres inhérents au choix des groupements
de points (x, , y“). | Pormules du type de Gauss|

S
- -
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2 - Pavage du plan

Certaines des formules de la premiére catégorie, lorsque le
nombre de groupements choisis est restreint, peuvent donner lieu & des
considérations de pavage du plan par rectangles élémentaires, Les
dimensions a et b deviennent alors des pas sur les variables x et y,
c'est-a~dire des quantités petites. On appellera densité de points d'une
formule de pavage du plan la somme des fractions obtenues de la facgon
suivante : & chaque point wutilisé (Xm ym) est attaché 1'inverse du
nombre de rectangles auxquels appartient ce point.

2 - 1 - Formules de pavage b un groupement

Ces formules n'intrcduisent gu'une inconnue et la seule
dquation est (4,))

2.1.1, - Maille rectangle

Un groupement du type 2 (voir chapitre I)

{\ \E -1 v = l
o ~ =z (Bo0)
A W I = ab £(a,b)+E(-a,b)+(=a,-b)+E(a,=b)|

Densité de points 1




ailhouette = ‘

\
Sr

e 3

3
terme d'erreur {: = ab(agmgO + bgﬂog) + % ab Mop ouees

A

2.,1.2 - Maille losange

2\ <(/}\\ un groupement de type 1
Vi i 1 ‘ ‘)

N/

!
=

I= ab[%(a,o) + £(o,Db) %.f(ma,o) + f(o,—b{l

densité 2 silhouette identique & la précédente
A 35
. d'erre £ ab? 2y 1
terme d'erreur (= (a“Myq + D HOZ) ab Myy weeees

9

2 -~ 2 Pormules de pavage & un groupement plus le centre

2.2.1. = Maille losange eb rectangle

] deux inconnues f1 au centre
i
Q f2 au sommet
/ \/ - ) - > saea V ' '
| Pptdpo =t (Ag0) ’
~ 1
4Py =3 (A,g) et (Ao,)
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ab | .
I = = §8 f(o,0) + f(a,b) + £f(a,=b) + f(-a,-b) + f(—a,%ﬂ
“ v
A
»
9 p—et
densité de points 2 |
X
gilhouette | .
— A
terme d'e c_ab ! 4 2,2 4.
me d'erreur ¢ 7% id Myg + 10 27" Mys + D MO4§ cecane

2.2.2, - Deuxiéme formule

Q
T‘*NSE“MJ
///E\\ T“:; f1 au centre © o aux points cardinaux
Va .\"( ~ / ‘
\ O b ==
T1 + 4‘.2 1 (AOO)

(Ago) et (A

N[ —

“fo = 02)

= ~3p 3 f(o,0) + f(a,0) + £f(-a,0) + f(o,b) + f(o,—b)§
l
4
densité 3%

silhouette identique & la précédente

£ _a_-_b - 2,2 T
C = G L a M4O 5 a“b~ W

Ao
122+b I\I i ® o s @9

04

Maille double rectangle et losange

T
\\\

3 inconnues p1 au centre

3 Po aux points cardinaux C
P3 aux sommcts S
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g tApprAps =T (8,)
- _ 1
bt 3
- _ 16 soo= A =
173 P2 = 35 F3 = 36
ab ; § <
I =5 (16 £(0,0) + 4 2 £(8) + 2 £(C)|
i A

£(S) wvaleur de f(x,y) aux sommets des rectangles

£(C) wvaleur de £(x,y) aux points cardinaux

densité 4 , Silhouette carrée de cdté 3

3
#
4

N (W »\1’/ B V
- ) SR _“_];_b_ n4 i 4‘ - 8
o ] o= 45 (a 1\140 -+ b MO4) -+ (’:}, . .
+ % o \V
| :
frei A

2 - 4 — Autre formule de méme silhouette

On utilise le groupement formé des sommets d'un rectanglc

homothétique |0, %%

o . r1 * 4?)2 " 4323 =1 (Aoo>
2 ; 1
N 5 . - L
x 5 l 2pa+ s z (AQO)’St {AOZ)
CQ o Y ffd o a )
A i \ ‘OQ.J
« v Tv, =41 (8,,)
z N 413 "9 22
(&
= - 10 no_ 8. S
1 =~ 718 (27 T8 3=~ 718



IT -6

1= 228 - 101(0,00 +8 5 £(8) - T£(0)]

L
I»_ L .

densité de points 7

C= - %—% (a* u

0 F M) @0 L

5 -~ Formuleg globales

I1 existe un grand nombre de ces formules, BUCKINGHAM dans son
livre "Numerical Méthods" (chez Pitmann, Londres) en donne un répertoire
varié. Cependant, ces formules semblent avoir 1'inconvénient d'exiger
un travail trop long pour la précision obtenue,

% - 1 - Formules & % groupements

~ groupement de type 2 défini par (x) = & (y) = %
inconnue 331
i
- groupement de type 3 défir’ var (x) = a, (y) = %
et (z) =%, (y) =D

inconnue ¢
Ie

groupement de type 2 les sommets du rectangle

) 3 / iy 8 o bz = 1 (AOO)
o [N oLy
L T/I < \’l.; 4 , 40 3 ,1
| c afr TG Aps = 3 (Byg) et (A
bp .8 v L
oo tfrt9f2*t4fs = 3 (45)



a

I = 7

o
O
N
()
—
~r
+
\*-/i
Hs
—
N
~—
+
HD
—
U)

N

ab
5

4

4

|

L
Mysg + 0" M

(a 10

O

On bout écrire une autre formule avec une configuration

homothethue de la précédente, homothétie (O, % )

g
4‘14—8f2+-4pg = 1 (AO&
o * X ‘O
4 o 40 ¢ 2@ 0 =1
e 4a ke 501 v 15 Fot 155 =35 (80 et (Agp
NIV S 4 12 224 o _ 1
g O 5551 Y56 2 Y56 (3 T T (455)
C X XCSD{JD
o _ 121 , 143 . _ _169
1 T Z3507 P2 T F0r 13T 7304
;_ab_ M21§ﬂw~+m3¥ﬂ2)+mgifm)
=576 | - - a
- |
,(T 74
- - 53%626 ab (2% 1y + Y Mg, + 07

silhouette identique a celle de la formule 2,5
Ces Tormules ont 1'intérét d'utiliser des coefficients )m
rationnels,

3 — 2 Formule & 5 groupements plus le centre

6 inconnues F% permettent d'écrire une formule vraie pour
tout polynome & silhouette carrée de c8té 5., Le rectangle est

partagé en 16 rectangles égaux.



¥ s b
Wl W PE
T
- LA By ¥
§ wooo v )
b 3 -X
5o 144 384
"1 7 8050 2 7 8050
T =

A L f/#\ &1 \dﬁ

ab i -
5 !144 (1) + 384 b

UL
<’.1'1-1 '._ﬁft:ﬁ, q
oy = b
terme d'erreur (¢ = 70

1, |
Pt 3
-j—z;,'; 4 = 5
8l2*7(3
1 -
ifs
1.
76/ 3
—-—1-;3
67 | 3
L1024
|3 7 8050

!

7

54

£(2) + 1024 z £(3) + 84\

+ 4)()4 + 8f‘:5
+2‘-::;4+3f)5
+- 2{.:.4 + ’% (35
+ o '
’ 7% {5
; L
e = 8§§O

e

ooooo

IT - 8

it

f
Uif—

£(4) + 224 > £(5) +

49 ;hf 6)i

°
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4 - Formules du type de Gauss

L'application des théoremes de M. GLORGIEFF est simple dans
le cas du rectangle.

4 - 1 -~ Pornules & trois points

2 2
- _ 4a - _ 4b ‘ A _ 064 3.3
Too = 4ab Iog = 3 Ios = G - AN=T5ath
les équations F(xk » Ve o Vs X, 5 ¥, 5, 1) =0 s'écrivent
X X+ L 0
k “e Tk Ve 5 7
Une solution simple est Xy =a vy = 0
| _a . 2p
*2 53 T2 T 73
% = & - . 2b
5 773 V5 5773
d'ou les poids | ’ 2
| 1 i @ L
{“ 3X§ + Byé + 1 30
t, = ab 0, = 2 ab = {£
1 fo=7% f3

Al {L/\ A JY‘Q/ (e
¥ o) ll /L\/
rne a4 C_ 2,23 2 3.3
terme d'erreur cC=ga b” M, + 57 & b Moy ennn .
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On peut construire une formule & % points avec des poids égaux

les trois

et situés

soid

Une solution

P 4 ab
r 5

points devant satisfaire le méme systoéme que précédemment

silhouette sumdétrique de la précédente par rapport &

des axes

1

4

sur l'ellipse
P(x,7,1 ; 1) = =
XSy, b X9y7 I
00
2
hid 2
=5+ Xg = £
a b 3
simple X1 = 0 vy = b 1 z
a b
X I e—— y = o
2 A 2 \6
_ a o b
BTTNE BTG
3 tob | >, b:
0 I = % L £(0, b\ 3) \V§, ?J:) f(iq%a “{Fgﬂ
fterme d'erreur
& = 52\ — a3b2M21 + 5-27 3b5M22
1

1a bissectrice
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4 = 2 ~ Formules & un groupement

Avec un groupement de type 1 a un parametre >\on peut écrire
les équations

bp =1 (850) ?
! 00 A
N o e
5 2 1
2p AT =3 (Ay0) et (Agy)
7 O
=1 -\ 2
AR
. ] - — — =
! / vy ! ! 1
2 v\ 2 /2 \V /2
T=ab | 200,/ 5) +2(="/ 5, 0) + 20, -\ §) + £ /5 o)’g
4 %
— 0
I
b—0 ¥
o
(b—6—0 7 ‘
L 1
S5
t ’)’:‘—- _..a_’._-b_ 4 — 2 2 4 .
terme d'erreur (= 770 (a Myo = 30 a"b" My, + b MO4) ceeren

Avec un groupement de type 2

sr=t o (Bg)

5 ' O )
APpS = = (A,~) et (A~,) o
=3 20 02 P |
o1 1 :
=7 b= “"7—-; ' o 6
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On remarque ici que 1l'équation (A22) est satisfaite, cc qui donne

une silhouette plus étendue que la précddente

;_ a b , b -2 - 5
I = ab if(-\-—/-:-,-——:) + I( -9——,;-—;-) + £ — ,?) +f(—:1:—' ,-—b:)
l \ N 3 YD '3 \‘9 \'3 'V
. -
[
]
L —— u{(/ ;s
O——q O
oL
Do ) ey - O
! 1 | Py
Js ey A (‘,\ y o
terme d'erreur <ﬁ = - T%? ab §a4M4O + b4MO4W cenne
: ; 9 |

4 - 3 -~ Formules a deux groupements

En combinant les deux configurations précédentes on ne veut
A

écrire une formule intéressante. Mais si1 on fixe p = 1 par exenple,

A est alors dgale & A
\,1'2
-}- _..&'\
X \ La silhouette est identique & la précédent
% TN ab f _
= = N\ f
I=3 "84 £(0) +Z<f(s)
X
0 & avec T(0) = £( & 2 1 ‘%: )
\\'2 "\//2
o ¢ ab 4 4
~1'erreur est ¢ = 575 (a M4O + b MO4)

I1 est plus intéressant dlenvisager le centre du rectangle
comme un groupement.
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4 - 4 - Formnule & deux grdupeménts dont le centre

en choisissant un groupement de type 3 octogone & 2 paramétres
\
Ay B

deux inconnues f1 au centre -

o
xoo X
qﬁ.\ et P2
y){ /{_’iyx h+8‘32 = 1 (Ag0)
492(1\2+ be)= % (A54)
8¢5 AT =g (A
4{92()\4+'H4)= %— (4,0)

Une solution de compatibilité

N vz A\ z=vig
A= '

15 [ 15
48 - 15
Fi= 1 2= 168
. ab AN
o 1= 8 e 15 S 2(1)]

avec  f(L) =. f(J\a , Eb) et f(pa, A b)

—— _‘.\_9__», _,,()
b o 0 B X
1
©oox e
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38&%3[ 0_6 bé'}_ Q ( G Llfl'
i

terme d'erreur cf A Ma't+ N24/ ceeen

7725 | Moo * YMogl- 570 | Mo
. | |
4 = 5 - Formules & trois groupements dont le centre
4.5.1. = Deux groupements de types 1 et 2 situds sur un

rectangle intérieur homothétique Lp,h]

. [
Y 1 au centre 5 -
i -(fi) '
% ‘o {u\ a
Vz aux points cardinaux ’ H
f3 aux sommets o X o

1
—
N
.
o
-

ﬁ1 + 4f32 + %f}é

k2(2}32 + 4p) = %— (4,5) et (4,,)
1
4 x* p3 =3 (855)
k4(2f2 £ hpg) = 5 (Agy ot A40)

Une ‘solution de compatibilité k ;V %
a _ 6
f1 T 324

- N |
I =20 |6 £(0,0) + 40N\ £(C) + 25 ‘Tf"f(S)\
el 11, L. Z.

2
T
nO
1l
e
O
.
N
]
s
\J1

Cette Tormule a la
i ‘I;) "f‘L’ 4 / .’ ’, ’ . -
)&Afru%LekQ/ corvieg. de (o 5 propriete de vérifier

les édquations (A42) et
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terme d'erreur

_ab 6 ., 6 10
a” Mgy + b M%] +0 7 ...,

L 4

i

4.5.2, - En prenant un groupeuent de type 1 A& un paramétre k
et un groupement de type 3 & 2 parametres, ‘X et 4, on obtient
une formule & 13 points [ﬁWHwEurR]

F1.au centre X X
£ Ca, “
\ ‘ v )a
ﬁg pour la croix o o o
A
pour 1l'octogone X ©
PB x\(“:/. x X\’JS
jotefe 8 = (860)
?_/fgk2+ 4 fB(’\‘ rpd) = %— (A50)
S WP . 4 4 1
2.2 1
PN =5 (4)
- 6 6 6 1
‘3F2k-+4f3(x+ T = 5 (Aoa
2.2/ 2, Wy 1
1A B = 15 ()

e on obtient les solutions de compatibilit:

en posant S = ):2 + B
en annulant les 3 déterminants extraits de la matrice

| v



=i
i
IQJ

(@
.

avec T(

Satsie ,F{;j‘&l/

ol
A IO T TP
E < leab 5! AL
N / a0
L f ./
— 87
g TE !

3 T
\35 (- N3r) =

II - 16

S % i
|
§° - 2P % g
|
2P L
5% 378 L
PS %g
5 =2 P=2r ] ¥ = 12
T
2\[35 = 0, 585 540 043
\/% (1 + \f%%g = 0, 929 797 072

0, 579 685 426

98 ; 31
Fz = %48 fB =~ 648

{_8 £(0,0) +99§:f(c)+-31§ff(s)

| SO

valeur de T(x,y) aux sommets de la croix

t

= valeur de f(x,y) aux sommets de 1'octogone

)
j; j’ & X
' !

Pl e (3 O
i !
' j
p—0—~0—0 ¥
)

D—C ) — O — 0 —0

T R N

<ﬁ*<f*cv~<ivo-*o X
‘ I

o0 =0 —0 =0 =0 —0— 0

o

N .
My e £ "t & & ¥ 1.
) 4 7 /
fal ~ - Y - f‘/‘ < 7 /42"
N }3 10 /2 /6 A C LA
S - ; HoY .
08) vz (B My a0 Mgy )
b PN N



5 - Quelques formules de Causs de type non classigue

Nous citerons en conclusion gquelques fornules obienues par
combinaison de groupements de points. Le peu d'intérét de ceg fornuleg
provient du fait gue leurs silhouettes sont étendues le long des axes
i et j sans 8tre dtendues le long de la bigéectrice, 1'éguation (A22)

dtant impossible 2 vérifier.

Toutes ceg Formules, saul indication contraire, auront la
b2 3

silhouette suivante :

¥
54
T e
& ' ‘ o X 0
5 — 1 - Combinaisons avec le centre i ’
)\ B /§1~ o 2 noo_ 5
VA T ¥:1 o T T8
2o Yoo 4o o 16, 6,
= - g b {”“—g—— + —ﬁ‘g—o— (a u4—2 + b ;4124) ' - -,7—ror 5 a L,L6O + b 4.06) o & 0 o
‘\‘\ = !.;3.._ l = 16 ’) = 5
AN 1736 '2 7 36
Co_ 4o 1, 2. 2. 1 2.2 4 . 6.
(_, i ‘21"5" 1»122 + -'2"—2—5' (a l¢42 + J L:¢24i‘! a, b “.7‘877—'5' (a6Iu.6O + b 1;06) « o0 0
5 1 I - )
(on connait ddja la formule xkzxg% {1 = 0 tz = % voir 4,2)




5 = 2 = Combinaisons avec les milieux des cOtés |~ ;
L i
, . = |
I 2__ o 5 O — 2 i j |
N TE S - - o
o ;
T ou i ) |
_ 2,2 ! 22 2n 2ur : 13 r 6o
e _ \/
. , R = A
Voo 9 =N 0 4 + N 41
AT ITTTO 1T ! v
N
x
oo 11 = 41 o 5
2 60
_— <v'
(variante de la formule 4,2)

/ .

77 - 3129 — 24 73129 - 329

35

e e s A st A

2 _ 77 =\ 3129 = 2/ 703129 - 329

0 -
. _ \/};@ + 42
N T 936

A = 0,725 866
po= 0,273 685
v, = 0,104 634
p5 = 0,040 731

35
o _ 15 = >/ 3129
V2 768
930 /
85y
043 : b
|
|
i L
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5 = 3 - Combinaisons avec legs sommets

On connalt déjad la formule 4,3

Mo
PO

|
NI

V1 =

4N
2 i 22 2 2 2
= a7 b [ —-—-—_.45 + —2--2-—-5— (a N[42 £ DM

1
T

4 .
+ -2—3-6-2—§ (8..61W6O + Db vloé

|

24)

t

4+ V11 b V11

i
i

o _
A e e
o 5 S

5 1
V1T 7% N2 T T

2,2
— 1 \/ i a b 2" 2'\|
€ = - g (3% # v8gg) ¢ B0 (2%, + v

i “[? *'3,‘3;‘*”'" 1
f % c X i
¥ X ’ 2 |
- { % - X '
7t | | ‘
- \ ; !
¥ X ‘ oo A
} { X E'S
A o R
— - b e e “f‘: B —— —— Al‘.y
3
i
|
i
i
EY
Bt
L
L
4 S NS S |
i : ' S
S SN N A
P i
[N SN .
A



FORIULE DI COLLAVZ  (voir Bibliogr.phic)
fq W contTo
.

~ux nointe C déZinigs par un

prranetre 1

nux polnts s gommets d'un
rectongle dérinl nar 2

paramdtres (A, p)

[

Firafyrafy -

20"

i —

B
\"‘\
L_/\) A
A..a[\)

=
nNo

1l
s

i

Ui —

{
Y =
-

Compatibilité

2 2

)4 =

qui donne

d'ou la formule

I = 7)-9- 1 72 ©(o,0) * 20 I T
A i—

IT - 20

N =

2
43
352 7(s) |




terme d'l'errecur

é - b

silhouctte

b

Y ) & v-.n,%
g oo & %

%
by o & ‘ -

/ ; i

| ‘ |

i ; i

L ’ ;
Dty < b %

T

Lk 4 2






CHAPITRE ITI IIT - 1

DOMAINES CIRCULAIRES

{1 - Position du cercle (0)

centre origine desg coordonnées Rayon R

L'équation (2) du chapitre (I) donne

N p X, ¥y = {[ xy) daxdy
A /
m (0)

clest-a~-dire .

- i g 0 si i ou j ou les deux sont impairs
L;n fd X@ ym ) i 2( )
| 1 (%> p+a _2pL 291
. p+a+i p: (p+a)i ql
pouf i= 2£ 
J=2q

on exposera certains résultats en coordonnées polaires,

Les notations seront alors }r, ﬁ‘i pour rayon vecteur et angle

polaire et on écrira F (rm,\fm) au lieu de f(X%, ym).
Nous classerons leg formules comme dans le cas des rectangles
en deux catégories :

1) Choix & priori de groupements de points. Ces formulces
deviennent rapidement sans intérét,

2) Formules du type de Gauss



IIT - 2
2~ Formules & cing et sept points

2 - 1 -

Un groupement de type 1 plus le centre,

deux inconnues f, au centre

fg aux points cardinaux

ﬁ + 4 f2 = 1 (A

. 'w}\‘f"‘ .
OO) | ~
/N
/ \\
o] 1. - ¥
“Fo=1 (Ay0) ou (Ap,) \ K
d'ou la formule en polaires S
.20 & — -
I = -%B-* 4 F(0,0) + / F (R, “——%’— )
n =1
terme d'erreur
6 ro 2 (@) )
é: [(R (“ 5 - g 7S I M(XyY) + O) s o000 *
192 | %7 Oy
) oy
| e
| ) (T c},
by ':"//aE,Ah——\:‘./ It M_,(;
b
R R



I1T - 3

2 - 2 = Un groupement de type 2 complet et un groupement.de type 1. -

incomplet plus le centre.

On peut choisir les points dquidistants sur le cercle
c'est-a-dire les sommets d'un hexagone insciit, On sera amenéd
et (A .
20 ( 02)

Ce qui explique que l'accroissement du nombre de points n'étend

cependant a écrire simultandment les équations (A
pas la silhouette de validité qui sera identique & la précédente

% inconnues

- 3, au centre
e [1
ST \\\;5 Fz aux points C
{, -\ €3 aux points S
N : » G
X ]
\>\ /// f1 + 2f>2 + 4 33 = 1 (AOO)
P A e
PR TN E B R
a P52 T 20
NI |
2Pt apsm)T = g (b))
'p :_-é _\ :‘),__ = J—-—
1T T e =f5° T2
d'ol en polaires
2 ; 2 —ft T
_ D’RS | ST op(g. fea . RO
I = —5 36 F(0,0) + > P(R, =+ 3)!
L. r”l‘;‘o - (
7% B
6 12 N2 ’ '.
terme d'erreur éi: ];gﬂ (-—Q——2 + wa§ ) M(x,y) + o ...,



71 - 4

3 ~ Forrmnules du type de Gauss

B

5 = 1 - Formules de GLORGIEFT a trois points

Le systeme des trois “quations de GEORGIEFF s'derit ici
2

R, N D _ _ r’/R[‘L . .
puisque IOO = IR 120 = 102 = 7 111 = 0
17 2,8
2
-~ R —_—
X4Ey + YV, F 7 = 0
2
R- _
x1x3 + V195 + 7 = 0
R2
X2X5 + yzy3 + o= 0

On peut envisager la solution formée de trois points intérieurs

au cercle

X,' = O Xq = -TE:-L.-: XB — — _f'%:
< .\12 .\"\\.‘2
_ R R R
Y9 =32 Yo =7 73 Vs = T3
- 4
avec les poilds fi = 5 W’g‘ s
4x it 4y"l+ R

d'ou la formule en coordonnées cartésiennes

T2 | R R R R R i
—= 2 £(0,5) + (==, ~F ) + fl-==, -5 )i
4 i ’2 \//’2 ’ 2 \/2 ? 2 1

I =



4
IIT -5
v pe— X
L5y
i .
I a £ h%" ; /L_
ternme d'erreur
r -
U I R i, .. |
¢ = TIR 1= 1g My + 75 Moz |
. L 5
R, _ B
384 04 46080 760
: — B D
Les formules de GEORGIEFF & poids égaux,/3: go = TT%

sont plus symétriques, Il suffit de prendre les intersections du
cercle (C) ' '

2
>
T+ y = %
avec la droite 4 ? X + hxp vy + R° =0
% , 7 étant les coordonrées d'un point quelcongue du cercle (C).
¢ R : .
Pour § =T= ‘7 = 0 on peut eécrire la formule ey
cogrdonnées cartésiennes -
N 2 r— \\.,"M‘_ - \\/‘-7
I:—%—E—%f(.\_B:’O)+f(,_B.Z,B.L.6_)+f(_£L_m9_R 2)
L\2 2/ 2 4 o2\2 4



a
S |
/ \ Eﬁ 11T - ¢
! } /
!

\ s < / :
. / a2 X
\\,l/ [ ._fl) p— X
D G DN /i
terme d'erreur
E =R | Ne o, N v . B . _ R o )
36 30 32 M2 T 768 04 T F8G ez it

APPEL dans les annales de la Faculté de Toulouse (Tome IV 1890)

avait déja donné la méme formule en coordonnées polaires

>J2 ’ E aead
1-_-@_((1?(-3: Ly oop 2, o0y o p & Zﬂ’)}
3| V2 7 o Vo 6 VERG
o En résuné pour avoir une fornule vraie pour tout polyndme
QL_Agj leJ i+ jQ;ZZ 4 trois points et & poids tous égaux il

suffit de prendre les sormets d'un triangle équilatéral inscrit dans

le cercle de rayon ‘Eu

<
N

Z

5 - 2 ~ Formules de GEORGILFY & 4 points

Les formules du chapitre I s'écrivent

. — 6 .
: : \
5:: ;%%— f(x, vy ;u, v) = ~£§ ux + ~£§ vy
R” R
Pour écrire une formule & 4 points vraile pour tout polynbme
.;iAAQ,Xl SR SR g il faut et il suffit que les 4 points

solent sommets d'un parallélogramme circonscrit au cercle



IIT - 7
les poids étant alors dgaux &

o 17 R°
F“ 21 (%, ,

p R ) 7
yoc b Xa’ 7 30(:)

2
Les formules & 4 points et & poids tous égaux ( F-—’Tji )
O'Obtlennent en prenang les sommets de parallélogrammes circonscrit
2 2 R

au oercle T+ y o= T et inscrit dans le cercle X2 + y2 = %;
Exemples

3.2.1. = en coordonnées polaires

3

\ .

;3- 1 (75: , 4%— + n2| )

n=0 V2

terme dterreur
22 2,
E= - m(x,y).
384 aX )y
i h s e CierJoroa. @ <.

3.2.2. = Autre formule en polaires
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silhouette un peu plus étendue que la vrécdédente

i’
y'6 terne d'erreur
:f’j o 1R T 2 , i
@—¢ C o= - ~§g- LMZg + 480 R (M6O + MO6)..:
DES RN - '

T3 e () (> s
T P G f &

i ¢ 1
B : -~ ‘
B o Vi

3 = 3 - Formule & 7 points

En choisissant un groupement de type 1 incomplet et 2 complet
lus le centre, sur un cercle de rayon kR on peut élaborer une formule
silhouette carrée de cbté 3

1Y
a
f1 au centre

Pg aux points C
f

/7 SN fB aux points S
! L

> 2 12 1
2k f2 + 4k f3<?> =7 (A50)
2 \JL 2
1, 1% N3 1
4k rB(g) ( > ) ey (Agz)



solution de conpatibilité

. .

d'ol la formule en polaires

_ 2
© 8

i
L
1

SV NI

k

- =
2 | o 1
(R N 2
I = = 2 F(0,0) + 2 PR / =
8 [P ) J
_ n=0
]
|
'd
>
5 1) N
b0 X
i
R
| !
PO O
G ; i ﬁ X
) i {
B Qo () =m (3 om gy s 7
. ! ! i ] A
G D O Gy B

le terme d'erreur peut s'écrire.

: 8
&

TR
414,720

| Mg + 75 W, - 45 I

IIT - 9

n %%)

la silhouette obtenue est
en réalité plus étendue

gue celle escomptée

Y W 8
4 +,97“O6 seesse + O

% - 4 -~ Ttablissement d'une formule vrai

Cn aura & vérifier 6 équations, On
5 groupenents dont le centre, numérotés

La maille réguliére a pour longueur A R

e pour i + j K7

est donc amené & choisir
comme l'indique la figure.

T T
I
R P
[W B é.\s,?/\

I

_,;,..Hl. [

_\\Tﬂ;}/

- L P
1 "Lg,‘i w




On a le systene

A X6f3

+ 4 f4 +

+ 8 X2F4 + 20 Agf

8{)5

5

+ 32/VT4 + 68A4f5

+~128X6f44-26ok6f

dont la solution de compatibilité est

la solution A =

au cercle,

Résolution du systéme

1

0
0
0)
0

4

4 4
> 4
2 16
i 0
10

] -
8 } :ﬁ
10? 5
34 | 3
| i
8 f '4

20

5
1

_—

EaN

@)
NN

{

32 X4f5

5

8OA6ﬁ5

E) G PN LN e

Il

li

IIT - 10

T (ag0)
F
5 (45)
GBI
)
7 00



14 4 g
0 1 2 4
0 0 0 12
0o 0 1 0
0o 0 0 o0
avec /\ =

on trouve

solt encore

P, = 0,055
P, = 0,045
FB = 0,076
Py = 0,046

()5 = 0,034

10

278
340
604
118
058

640
560
746
419
306

{ '
L A
o |-
k B
P3 i
R A 4
4 9%
[ A6 Mg
Ps 556 96
- —~ B
4 32(3 +V5)
5
A6 512(5 + 2 ¥V 5)
= 75
- 11 \Jrzi AR ._E:Ei
fo=10 - 150 f3=75+ =8

42
1
57
50 y

e

0,415.626.937
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silhouette Wi
A e K
e e 2
1
t H
Do e e Y X
i i ;
{] ~ Y e e A\y:..__r)
- ]
(R O e e e D X
| ! ? b
Y e e D e () e ey e O
u: ! | [ ? |
> (Y \\ \'\ ; /' {) (,' )\ - L
A
terme dferreur
- <HR10 | - 550, + Man) + 5600(,. + ¥..) - 1000 1 | 10~
80 08 62 v26 44

R E——

Remargue

AN
A = \s +4\J5 = 0,672 498 512

ol certains des points de la configuration envisagée sont extérieurs

Dans le cas de la solution

au cercle les coefficients ne sont pas tous positifs.

On a trouvé

f1 = 0,144 721 364
f2 = 0,154 659 442
?3 = 0,056 728 586

P4

P5 = -0,000 724

Il

0,003 881 580 ,,

973 1504



CHAPITRE IV

DOLIATNLS PARABOLIQULS

17 - Position du domaine

“Mous considérons la parabole
2
y = b(1 - ""’7)

[

a

qui limite un domaine d'aire A = ab

(G E=N

Explicitons 1'équation (2) du chapitre I dans le cas présent

— i ] . .
N i i .
b7 fo %o g = | x" y dxdy (a1j)
o o
on a
) + . = j+1 2p+i
ro (7 it L. D x
<+ yJ dxdy = \ oo (=1) Ci o+ 1 5 a:
g_) J o+ 1 /,'_{__ a p
—D - a b =0
Cette intégrale est nulle pour i1 impair. On a le résultat
sulvant apreés division par % ab
' [0 ' si i impailr
m . . T \I
N x; j; = “ 3+ p
£ B ) (=1) c sinon
o = 1 2 (g+71) ya 2§p+1+1
L R =r |



2 — Formules zlobales

Nous ne citerons que deux formules

2.1, = Formule & cing points

IV - 2

Formule donnée par TYLER dans "Numerical Integration of
function of several variahles" Canadian J. IZath. Vol. 5 (1959)

pages 393-412. Elle utilise les points

- - -~ - ~ A B
0,0i ; |+ a,0i 5 ;O,% § ; ! 0,b |
i P ! o< -
N = A ) i
. fa oo
o = 1 ) T
fz - fg = 0 (440) i3 !
- Sk
1 2 |
1o = 2
s P, f'5 5 (491)
¢ + £ - .1 (A )
o * f3 5 20
lo wp. =B
P = = .,_2 = = .,__:I.. o =
F= 15 =3 fo =3 =70 4
2 ' N .
T = 18? { 7 %f(a,o) + I(~a90)3.+ 4 £(0,0) +

48 £(0,2) + 4 f(O,E}



IV - 3

silhouette

terme d'=rreur
2 | ¥
& 2ab 2 2 - 4
- = 16 g~ M + L + 07 oo
945 108ty D 035
2.2. = Formule & 7 points
Les points sont numérotés I
comme l'indique la figure. Les 7 N
points 4, 5 et 6 sont sur une S0 y 5
droite d'ordonnée pb. Les points 2 .
) 4 )_ e . ,\;“-.;“.__m_.. . ( e
5 et 6 ont pour abscisse + s a o ’

O

En choisgissant a priori ¢, = fZ Fs = Fg et p =

i3

on vérifie le systéme de 6 équations & 5 inconnues

T1 + Zi 5 ¥ r4 + zi}S + f7 = 1 (Aoo)
; 2 \
sCpgr2ps) tpg = 5 (494
1. =
e T2PY "3 (0



o

7l - 35 (A54)
3¢, ; L
R 2ps) v opg = 703 (ho3)
. _ 100 .25 _ 126 _ . _ 180
F1 = 700 Po=P3= 760 Fe =700 57 Ps = 700
o = B4
F7 = 700

d'olt 1la formule

|
dab | - (. )
I = =755 1100 £(0,0) + 25 ? f{a,0) + f(uago)j + 126 f(oaé )
+180 [2@ , Au) 4op- 2, 4yl + 64 £(0 D) |
) 279 29 ) =\ i
F
silhouette bou
; —
i ‘.I_) ) /\\ . .
. ab Y/ A ; 4 .
termme d'erreur CC_ = ;(3‘;”;“75@ (297 & Myp v 728 ® Lim_) toeee ...
= « )



IV - 5

3 = Formules du type de Gauss

3.1 = Formules de Georgieff & trois points

La fonction I(x, y, z, u, v, w) (voir chapitre I) s'dcrit ici

2 T 2 : 3
(Ipo)® | 2l a%? _ 2a% 1 60v? N 2a2bw3
s/ o1 5 5 ; 5x 35 A T S
avee I = % ab o= A x o4 8’ b’

9 x 25 x 35
le systéeme d'équation
F(Xk s Yy oo T X199 Y71 o 1) =0
devient
2 - v - 2 2,.2
12b P2 a, ; 2a°Db 8ab" _
5 kL TV e V- TR s Tuoap T =0

Une solution intéressante avec des poids rationnels

peut s'écrire ainsi
T

xy =0 Xp = a\ /7 = = Xy
— 4’ - \,{
yq =0 Vo =7 b = Uy E
3 1 g
= / [
{—’a' F(quy(x? 1 9 Xalyyalg 1) // 3
/ ot
LU

solt VW = T5 ab 92 = fB = TS ab



d'ou
b ) Mﬁ;) 4 II' ;‘: 4 1‘"%
—_ SN H Nl \’ ,_—_ iy > \. — pus Yo
FEE SO0 e T EeY g 70 vt g ° )
silhouette -
O T . )
terme d'erreur < -
. 0 = -
£. abl | oo 420 b2 | 4
. = g-gh;]*-f;- 52)2 a ¢-¢21 - 340 L.io_g? + 07 ...,

4 - Domaine parabolique symétrigue par rapport & l'origine et

2ux axes
31 on considére les deux segments de parabole
2
+ % : .
y == b{1l =:5) - a< x < +a
% XL
1'éguation (2) du chapitre I s'derit
{0 si 1, J ou les deux sont impairs
J J+1 p
>y CoXoy = C T D ;-
L oo jabl gy .
d = 1 DT AT Gprivy  Stnon
(3 + 1) 4. 4



IV - 7

4 = 1 - Recherche d'une formule globale de degré 7

On congidére les 10 groupements de¢ points nunérotés

comme l'indique la figure

1(0,0) 6(3 , %)
2(%,0) (55, 23)
3(%2,0) 8(0, £8)
4 ( &, 0 ) ‘ 9 (%‘ § %_b_)
5(0,3v) 10(0, b)
. = i—\ - g
|
l ‘\
-“"\_“ - T LT { T l,r,.,,,» T - /
\ -.-\; <o i;" L+
\'\\ | ,//
\,‘\ i i '-’,-/‘
i | /
\'\‘- : 1 ’




le systéme a

1

résoudre

2 2
1 3
9 El
0 0
2 32
87T T
0 0
0 0
2 128

729 720
0 0
0 0
0 0

o

e

o

o

stdéerit

0 4 4 o 4
4 8 4
0 3 3 0 3
50 400 100 128 256
ST 3T 37 87 87
1 64 4
0 T Rl 0 BT
100 400 256
° 7w o 9 7
1250 2500 2500 8192 16384
5567 G567 G557 B557 5557
A4 256 A4
O Ty g 0 T
. 100 1600 5 236
5567 6561 6567
o .2200 10000 o 15384
59010 5U040 SeTerss
31250 62500 62500 524288 1048576
ESTAIT 531447 531447 531447 "B 3TAT]

0

0

(R

Colnt
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Les solutions données par le sous programme d'assemblage matriciel
sur le Gamma 3 a e %

f1 = 0, 147 340 660 f6 = 0, 064 985 784 o
F2 = 0, 014 767 727 €7 = 0, 022 4471 558 4
fB = 0, 109 402 600 €8 = 0, 031 220 363 7
Py = 0, 009 999 999 fg =0, 004 058 921 4
. = 0, 030 484 854 . .
I's = © 3 F1o = 0, 007 4812594 o
silhouette
e
A L (>
.;jl; ¥
?
h) ! R .{w‘..» : y
) e ; - \ ) e
i ! , |
D AL ('_?w £y e i X
p— —— — Y '»‘, iy
i | ! ‘ i ! -
; : m b ) g X —

terme d'erreur
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4 - 2 = Pormules du type de Gauss

llous ne citerons que leg formules de Georgieff & 3 et 4 point

4.2.1, = Formuleg & trols points de degré 2

/ 2
Ll :_;iéﬁlmu a5b5
45 x 105
" 2 o
F(x,y,z,; usvsw) = —%T ZW §%§§ a2b2 + ux %g + % vy

! -

le systeme deg 3 équations s'derit ici

2 k < 1
8b- 2 8 2.2 _
__.7—— }\'k Xl + a ‘kal + -3”5- a b = O

19 formule

3
du type '>, P I(x,,v )

Xy = 0 X = = kg \
VS V5
\/ 5 VAR /
°b V2 2bh vV 2 2hV 2
Jq = NS Jo T == Y3 7 7 “f[‘”
Vo35 Y 35 v 35
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silhouette
Bty
[
R N S e - - (e
AV
R AN - iy, + 0t L
45\/ 35
2° Fformule
3
du type iB f(Xmgyu)
dwg 7
P = % ab

I1 sulfit de prendre trois points de 1'ellipse

e 2

e 4 L = 2
a° 8b°

5 35

dont les coordonnées satisfont le systéme précéddent, par exemple

ax/3 8 [3
% =0 e B 1 X3 = % gt
1o 21 21

5o v — m——— Iy T = o=
\35 . J35 3 \35



v —- 12

silhouette
Lo
E
¢ T3 -
,i \ AT 8ab igg ot 2
L o OB\E e 03
,"‘_\; . ) Lﬂ
| I AL
(L"H“';}‘ —{;:;\,-» T e T —

- oo Tyq |
O = !
A = ;
}
T Loy z
| o .
| I ¢
ﬂ'
et f(x,y s ) ) = - 39 § Lo
3o y
h T
/ Yy

%
I
on a,tous calculs faits, & considérer 1l'ellipse

2 2
5x° . 35

St
|
-

f(x,y 5 x,y) =
9]
a 8he
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Les sommets d'un parallélogramme circonscrit fournissant
une solution peuvent &tre

=5 BEEEY
o= ._2_
avece f 3 ab
n —— ‘,""'"' \/_ —_ 7~
I=24 . N p(*oa + 2p\ 2 2 Vs = 2, 236 067 977
37 4 A B Vv
L /35 = 5, 916 079 783
silhouette o
=
| {
:L\--w— “‘ \\
o

terme d'erreur

-

|
nr 2 2 T "

J

S _8ab_
779,625






CHAPTITRE V

DOUTAINES TRIANGULAIRES

1 - Pogition du domaine

Nous envisageons ici un triangle équilatéral dont le centre

de gravité est situé & l'origine des coordonnées, l'axe Ox suivant une
hauteur

On choisit pour longueur du coté h \/3
) Aire du domaine 4 = 2 n2 \ 3

Explicitons 1'équation (2) du

~"‘~ o é,u e chapitre I
S b S
~. l
o .
\.\\\L ‘ 5 /
N . x;—\—— i i .
| L oh Xy Vo = /[ x'y? axdy (4;5)
a e’
D
On a + ~;=,(X + h)
Y3

e
[o!
¥4
e
o
<
i

zéro si j inmpair

OV fuy

et 2 U xH(x+n)3" ax  sinon
i1 (\[3)




en posant x = h( g B~ 1) on calcule aisément cette derniere
intégrale,
e
et divisant le rdsultat par % hzv 3 on peut écrire
i 0 J  impair
N i p=1i
\ Ny X = ! . . .
o 5 VR B
— | h (y3) y© oP(3)p 1
o —7 /7 (""1 1(2
jo+ 2d L pHIH
-
=0
i par
i entrer quelcongue

Les formules relatives aux domaines triangulaires peuvént
comme dans le cas des rectangles donner lieu & des considérations de
pavage du plan (voir chapitre II § 2). Par 2illeurs, ont est
amené & considérer ici des groupements de points & symétrie
ternaire.

2 = Formules globales

Une formule & 4 points telle que celle-ci

=

H
]
4 |

2 i ) \ ,‘/ﬁ )
\ Vo3
9 £(0,0) + £( 5, Tpd) +r( B, B dy f(~hgoﬁ

- .



non seulcment cst incopmode

pour un pavage du plan, mails '

N -
encore n'arnéliore pag la o4 W‘\
silhouette auw deld du degrd 3 \\\\\ \
.

%
o
sy

Ul
=
o

3

+
J

=t

=3

N
i
+
O

de cholsir outre le centre

s

Par contre, on peut egsaye
de gravité, leg sommets d'un triangle homothétigue intérieur

affectdés du poilds fé

y
,A et Y étant respectivement ‘,//3\
abscisse et ordonnée du point 1 : ',”f $§
et ph = = 2 A abscisse du *Qii u;j
point 2 on a \\\f%

i
N
0
m -
)/
o
I
i
B
(@ S
-
@]
S

Nl
(O8]

s

7 f>2/-\wf*’2 = - (Ay5)

compatibilite A = T Vo= -m~§w gul donne un poids

Aostif [ S ; = -n;;
neg v F1 [—8- M ) )



2\ /“m T - N v
h 3 ¢ n V h n\/
I = =2 1 27 £(0,0) + 25 ) p(i, 203 £ 1\ 3
y 7 - L= e e
04 ’ ’ | (D r ) (5 ! p) )
h}
- °h i‘
P 0]
ﬂ' 2 |
gilhouette
1§
L
Pooo X
' s
le"(:?‘ - (e ((_\
! . ) ! A
[ (RS I £ ,_,X...A ——
terme d'erreuy é 9 h6\/ ) -r . 7 ) 5
ern crreur = M, + 20, + I
oo | Mo 2, v I, + 0

3 =2 = Aubtres formulecs O eilhouette identique

3.2 ~ Forule & 6 points : commets o du triangl

ot L T L 1 . : ,

intérieur hOMOohOthuG (0, ) et milicux des cBtis M
[

?\/
I Q“j?é 9 7 f(s) +

i

- on6 \/ -

s “h Vo3 . . 5

(L = = i L M + ] Mo 2

209‘/{780 | J-/!O 1,2/\ + Av-J.OLr’-E =+ () @ o 5 e @

2:2.2. = Tormule a 7 points : leg commets 5, les milieux
des ¢O0tés I et le centre de gravitd @

N 3 N
-~ _h"N 3., 0w : U }
T=B 3 er 2o v 8y 2 ¢3S £(s)

‘ :



3 - Formulegs du type de Gauss
3 gk :

3 ~ 1 - Torrules de Ceorgieff 3 un groupenment

la Fonction F(x,v,z u,v,w) (voir Chapitre I) s'écrit ici

2

8 h
— (Ux + vy + WZ 3 )
Ah ° g

et le systéme lindaire fondamental

o
XK - h{— =
Aty TN T g 0 o
/// /,/ "
c'egt-a-dire e ;
o L 112 = 0 vy £
N A .1\.2 y,] y2 -8- —_— // “J ?
2
7 h - AN ’2
4\.2 .1\.3 + yz Y3 + ‘8‘ et O . \, —t
2 .
. n= _
Xy X3 T ¥y Ty tE= o
o
;i Vs
Exemple : Xy o= % vy = £§;“
_ h
Xp= - V70
n Il\j
3\7.3 = "*é y.) T2 e ‘..N.Zm.___



ce qui conduit 3

agilhouette

terme d'erreur

N \/“3~
& = B

3.~ 2 = Formule & un

-

la Zornule

o

|

X

GX

D = 1

T :

e
r — -

i . \ i 4

G ..+ 18 1, + 5V 3 I + ot
9 ize Lo V3 03 0" +.....
— -~

groupenent ternaire du type

3
-
L= f) £z, 5 7,)
o="
2N/
avece {:"—' .nlil,.‘.u,-l[,é

I1
points (; , b

déterminer les

précédent avee
o
x 5 or

A

A N QPEEN -~ 2 -
st necessalre

/

+

t de cholsir un deg trois

et sulffisant
2 hs
+ oy© ° ot de

NS

) sur le cercle «
du cercle

deux autreg comme intersecticns
la droite
)
h(._
« 4 it - 0
y 7 g



Ixemple

on aboutit & la formule

AV \/ 2 N/
_h“V3 j.n nV h hvo3 o7 h
L= = f(z y T 3) 4 f(z y g ) + (- 5 0)

—- laguelle formule peut &tre utiliséé pour un pavage du
plan

- densité 3

~ silhouette améliorée par rapport & la précédente
s : terme d'erreur
5o T i ———
C( T ‘}1),\/ 3 Y + 31
: 1280 =30 12
B - "2
A
mR + O
HS I — ]»._,_ «E, /;/
P S SV






CHAPITRE VI

TERIIES D'ERREUR SOUS FORUE D'INTEGRALES

REPERAGE D'UNE SILHOUETTE S

Un point de S & coordonndes (p,q) est dit point frontidre
s'il vérifie 1la condition suivante : le point (p+1, g+1) n'apprrtient
pas & S. On s51it déterniner tous les poeints frontieres de S si l'ton s'e:
donne un (p,q) et les longueurs des droites du réseau qui Fforme S,

paralleéles & 1'axe

ﬁm YA\

dJes 1 d'ordonnées J 0
j d'~bscligses 1 0

ZARN/A

o

d
paralidles a 1l'axe des
Celn revient & se donner deux suites de nombres entiers
a(j) et P(i) définis comme abscisses et ordonndes correspondant

respectivenent & tout | 0 gJ ga ot tout i O <i «p.

Exemgle‘— Soit la silhouette S (voir fig.)

p=3 q=2 !
sur le segment O {1 &3
B(i) = 4 pour i = 0
=3 =1 b
= 2 = 2
=2 = q = 3 =D S -:
. l;:;') é\.._ \fi.}
1 cgnent ’ |
sur le segnen 0] < 2 | |
1§ {3 \,?’
a(j) =5 pour j = 0 A - : et >
‘, = 3 = 4 A 7 A
= 3 =D = P = a



VI - 2

On peut définir 1 néme silhouette S de 1n fagon suivante

p =1 q = 2
B(i) = 4 i=0 «(j) =5 j =0
:3 1 = 1 ::3 j:
:3 3:22

Remaorque - Par définition on a a(j) > p et B(i) > q
- A tout point (i,]j) de S correspond un couple a(j) B(i)

-~ Si des choix différents de p,q, a(j), PB(i) conluisent & la
néne silhouette, ils ne représentent cependant pas le 2%nme chanp
fonctionnel., Celn prend tout son sens dans le § suivant si on considére
les points (i,j) comme des indices de ddérivation.

DEVLLOPPELIENT EN SERIE DE TAYLOR SUIVANT UNE SILHOUZTTZ 3

N i+
scrivons succegsivenment, avec 1o convention - = fi j
- - ,} i?. j g
I X593, étant un point du domnine D § “x oy
- LY
) < (y-yy)? ) [ (y-v)t . ' g (1)
Pyl = 20 T fo,5bovg) ¢ 1 o, 4517
J=0 . §
Io
b i a(j) i
- (x=x ) = (x= o)
e J(X’yo) j{u TITT ti, (Xo’yo) Ty 11 fi,j(xo’yo)
i=o0 i=p+1
X
[
"s (x=u)” ) (2)
* b} ol Loc+1,§u’y0 e
*o



@ﬁm (x=x )7t ( ) 5 (x~u)P
= Xo, V) + i £
fqu‘+§x9v> /H i! flyq_-}-gf? " p' p+,]’(}i-_3_'&]’) au
1=0 X,

portons 2 ¢t 3 dans (1) on =

Hxyy) =

o = R o \d
| > (x=-x ) (y yo> . (Xo’yo)
L ! L. =7 . Ty . .
%o j=o Je 1,]
q a(j) ) ¥
/ \_) X-}-Co (Y‘Yo - (.Xo 9 yo)
iZ6  i5p+1 1: ) Je i,
X
] . ,, a
T (YTYO>J i (x=u) ]
/. ~— 0 f 5T £ (ugyo) du
j=o J ./ atl, ]
XO
b v )
“:“ (X-Xo>l / (Y"V)%
2 . ! , £ (x0,v). v
1=0 - c\/ Qe i, g+
yo '
Xy
[
| (x-)?  (y=v)¢
. 5 ; £ (u,v) dudv
i L-"! P 4 p+l,q+1
oY

(3)



VI - 4

Considérons 1~ fonction

Y g
C (y-v)® .
ely) = | —_— f (xg,v) dv. On n évidecmment
¥y ; i .
o q- Ly g+
'

‘{(yo) = T'(yc) = °°°oaf(q)(yo) = o ce gui permet d'écrire
L ; : 5 (p+)
N r
., (Y'YO)J (5) } (y=v)
_ 3 | "
‘f(y) = j——ffcjh T -i{ (y,) =+ w; —mr— f (v) dv
To
clest-a~dire
B () y 6
i i .
) 7 (y-y,) L (y=v)
Y (y) = i? ‘”ﬁﬁgm £ (x,y,) } 5T L (x,,v) av
} SETER ' 1] 5 ) i,p+1
0

Reportons cce résult:t sans f(x,y) en ~rrangewnt 1l'ordre des termes

L )t (yeyyyd
< o (x-x T=¥g )
f(x,y) = /> /} igo j?) fi (x5 7,)
iZo %5 &
e B . .
N T )t ey (x.y.)
* 4M. {m 1. j! fi’j 070



IV - 5

o
- — i
. < < (x-xo) (y—yo)J
PN - 17 71 f (Xo’yo)
J=o0 i=p+1 ) L,
y
b _
o (x=x )t (y-v)F
+ 2 2 f (xo0,v) dv
1. !
- * | . i,B+
1=0 yo
q X
+ N (y'yo>a hfh (x-u)” £ (u,y.) du
e - TTal atl,j O
%o
Xy
(x-w)?  (y-v)%
+ . , - £ (u,v) dudv (4)
J pe q- ptl,q+1
%90
Remargue - _On falt implicitement,dans le calcul précédent, la
convention suivante ¢ si B = g pour tout i, o S;i S;;), une

sommation telle que

donne identiquement zéro.

Mo

a
De méme si a = p lorsque o < é;q pour la sommation %
~ -

i=p+1

Clest le cas des silhouettes rectangulaires.



VI - 6

On o donc développé f(x,y) en un polyndme dont 11 silhouette est
précisément S, les restes 4tant derits sous forme d'intégrales.
£lxyy) = Plx,y) + R(x,5,%5,7,)

Considérons unc formule d'intégration (I) (Chapitre 1)
qui ndmette 1o silhouette S. Cette formule peut €tre définie par la
relation fonctionnelle L

L [f(xgy)1 = .j/f(xyy) dxdy - szfa f(xaya) (5)
wd - D o

Cette fonctionnelle L est par définition nulle pour tout
polyndme de silhouette S. Si donc on remplace dans (5) f(x,y) par
son développement (4), on aura

L [f’ = L [R(xyy,xo,yo) (6)
Supposons f(x,y) et ses dérivdes particlles définies et

continues respectivement en (x,7) et y dans un rectangle,

X
entourant le domaine D, défini par (xq,xg) sur x et (yq,yg) sur

Considérons les intégrales qui composent R{x, vy, Xo9yo)
por exemple

- (y~V)B

b} ————— £ (Xg,v) dv
7, B! 1,041
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Une telle intégrale peut s'dcrire (1)

7, ’ (+ T8l y, Qv <V
g
- §
(y-v) (v) f§X09V) dv avec f(V) =4= 1ol y S;V <r
B! yoy 1,B+1 , yoy .
7, o sinon
de méme pour les intégrales en x avec 77éux
0

Explicitons 1'équation (67) :

L B
(r (x-x) (y~v) (v)
—_—1 — ,v) d
jjl T Py LAY
D qu : :
' (x -x )i 72 (y ~v)P
B A
%__;cz T & fyoya e

I

échangeons 1l'ordre des intégrations dane lo premidre intégrale,
l'expression précédente peut s'écrire ‘

Io

y;’ K3 (v) fi,éf%’V) v

¥q

(1) Voir SARD Bibliographie
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De mme les intégrales en u donneront

*2
&J( Hy(w) £ (u,y)) du et 1'intégrale cn u,v

a+1, ]
X9
Xo o
(z=u)?  (y-v)4
‘( j j 5 — Y}(Cu)){ \févgf £ (u,v) duav
-~ . ’ L 0 0 p+1,q+]
D X9 Vg -
. (‘ o0 Vo , : ]
x,~w)Y (v, =v)* . (u) (v) -
- i} f@ J %' “q’ f . T’ £ (u,v) dudv
a %9 M ° . Xoxa yoya p+1,q+T
clegt-a-dire
X0 I
? N(u,v) £ (u,v) dudv
< p+1,g+1




en conclusion, l'errcur d'une formule (I) (chapitre 1)
pcut g'déerire

VI - 9

b Yo /ngg
— )
Lf = 4;“ &J. Ki(V) f‘ (Xoyv)dv + } j N(u,v) f (u,v) dudv
1=0 V., 1,B+1 \&151 p+1,q+1
4 X0
o J M (w) £ (u,y,) 4
j=0 J a+l, ]
£q
avece
C(x-x )7t (ynv)Bﬁh (v)
K.(v) = L 9 '
" " & \{)yoy
(z-)¥  (y-)T (v) (u)
Hwv) = Ly T ¢ vy Pre
_v )d _ya(y)
M) = g | ) e (f?(“)%
! g “
o
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