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INTRODUCTION

11 y a une centaine d’années, KircHHOFF et Onm énoncérent des lois simples et
fondamentales qui suffirent pendant longtemps, aux physiciens et ingénieurs, pour poser
et résoudre les équations des réseaux électriques linéaires. Les premiers réseaux ne
faisaient intervenir que des résistances pures et des piles; on en vint bientot 4 insérer des
inductances, puis des capacités; d’algébriques, les équations devinrent différentielles.
L’introduction par MaxweLL des courants de maille donna de nouvelles facilités et
rapprocha la théorie des réseaux des considérations chéres, depuis LAGRANGE, aux
mécanistes de I’époque. L’emploi du principe de superposition, joint aux notions données
par KircuHorr, Oum et MaxweLL, devait suffire longtemps encore pour Pétude des
phénomeénes permanents, continus ou sinusoidaux. C’est surtout depuis le développement
donné aux applications de I’électronique, que les outils mathématiques jusqu’alors
employés, ne semblérent plus suffisamment commodes. Tout se compliqua encore lorsqu’on
se pféoccupa de connaitre les valeurs instantanées des tensions et courants en régime
transitoire. Enfin, la présence d’éléments non symétriques tels que tubes €lectroniques,
gyrateurs, servo-mécanismes, machines tournantes, qui violent le principe de réciprocité
de Maxwell, exige un outil mathématique plus général et plus puissant pour mettre en
équations les réseaux qui contiennent de tels appareils.

C’est le grand mérite de 'américain Gabriel Kron d’avoir introduit, a la fois,
Panalyse tensorielle et le calcul matriciel, comme moyens de mettre en équations et de
résoudre commodément les réseaux électriques symétriques ou non, ou leurs analogues
formels de la physique. On a reproché 4 cet éminent ingénieur, de manquer de rigueur;
il n’est pas attaquable, & notre avis, sur le terrain qu’il n’a jamais voulu abandonner :
celui de Iingénieur. Mais il ne faut pas voir seulement dans I'emploi des tenseurs, un
outil de calcul commode et systématique; il faut reconnaitre que I'on est en présence d’un
« outil de pensée », d’un merveilleux moyen de classement des entités physiques. L’emploi
de ces concepts trés généraux n’éloigne pas des considérations purement naturelles
chéres aux physiciens. On se propose surtout de réaliser une « économie de la pensée »;
mieux encore, on se propose de débarrasser le physicien et I'ingénieur, du souci de la
mise en équations en la rendant automatique, de telle sorte que I'attention se porte
surtout sur linterprétation des matrices impédance ou admittance qui définissent
totalement le réseau linéaire. Cette interprétation est capitale car elle permet de garder
le contact avec les phénoménes naturels mémes, lorsque le malheureux physicien ou
ingénieur est accablé par le nombre et 'enchevétrement des paramétres. Par ailleurs,
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quel excellent exercice de pensée que le calcul tensoriel et combien son pouvoir de
classification peut améliorer le jugement méme dans des domaines autres que ceux
de la mathématique et de la physique! C’est un moyen bien commode pour la pensée
humaine que 'emploi de I’analogie; on doit admettre que I'on associe mieux des phéno-
menes apparemment distincts lorsqu’on sait y définir des tenseurs. Enfin, combien de
lois ne sont que des relations, combien de grandeurs ont été mal comprises ou mal
enseignées | Méme le physicien le plus ennemi de I'emploi des mathématiques doit
reconnaitre qu’on ne connait pas une grandetr ou une loi si I'on ne sait pas comment
elle se transforme.

Pragmatiquement les tenseurs et matrices sont commodes; dans abstrait comme
dans. a nature, ils aident fortement au classement des concepts, qu'on nous pardonne
donc de les apprécier. :

Y '3

Notre contribution consiste 4 présenter une justification plus rigoureuse des
travaux de Kron et de ses prédécesseurs, mais aussi & montrer comment la théorie
tensorielle des réseaux est parfaitement adaptée & I'étude des réseaux dissymétriques,
en régime transitoire, dans le cas trés général ou les conditions initiales ne sont pas
toutes nulles. Nous avons été aidé considérablement par les travaux de M. Bavarp.
Nous avons d’ailleurs suivi plus volontiers, dans nos démonstrations, la maniére de voir
de BAvArD plutét que celle de Kron. Sans enlever la puissance des idées de Kron,
nous n’avons pas utilisé ses réseaux primitif et intermédiaire. Nous avons aussi
montré comment faire apparaitre des invariants qui jouent un réle primordial.
Au lieu des puissances active et réactive dont la qualité d’invariant n’a de sens
qu'en régime permanent sinusoidal, nous avons fait apparaitre un invariant opéra-
tionnel fondamental.

On verra plus loin que nous avons employé I’écriture usuelle des mathématiciens
lorsqu’ils étudient les espaces vectoriels, puis I’écriture indicielle avec indices muets, et
enfin I'écriture matricielle. Nous avons voulu cette diversité pour pouvoir, d’une part,
rester dans P'abstrait lorsque c’était nécessaire et, d’autre part, passer facilement de
Panalytique au calcul. En ce qui concerne I’écriture matricielle les symboles employés
sont ceux qu’on rencontre dans plusieurs ouvrages écrits avec M. Denis-PapiN. Ces
symboles, qui, de prime abord, alourdissent 1’écriture, ont la faculté d’éviter une confu-
sion des propriétés des matrices; ainsi, on distinguera, en les écrivant dans les relations
ou ellés se rencontrent, les matrices carrées, rectangles ou colonnes. On verra aussi
que nous préférons la transformation de Carson-Laplace 4 celle de Laplace, malgré les

- recommandations de la Société des Electriciens. On se rendra compte qu’il est bien
commode, en ce qui concerne les réseaux, d’écrire que la transformée d’une constante

est cette constante.

Les exemples que nous avons choisis pour illustrer nos explications sont
simplement destinés a lever I'excés d’abstraction qu’introduit fatalement toute théorie
assez générale. Ces exemples concernent exclusivement des réseaux électriques mais on
en obtiendrait facilement dans tous les analogues formels.

On trouvera en annexe la bibliographie importante que nous avons consultée.

Nous serions heureux que les physiciens ne nous reprochent pas un point de vue
trop mathématique et que les mathématiciens nous pardonnent de ne pas oublier la



matiére et la nature. Les noeuds et les branches de nos réseaux serviront peut-étre a une
conciliation des points de wvue.

Sans les conseils et les encouragements de :

MM. KuNTzMANN, Professeur a la Faculté des Sciences de Grenoble;
ReeB, Maitre de Conférences en cette Faculté;

Gavrissor, Chargé de Cours en cette Faculté,

notre travail n’aurait pu étre mené A bien; qu’ils trouvent ici nos remerciements les
plus vifs.







CHAPITRE PREMIER

'CONSIDERATIONS GENERALES ABSTRAITES

1. — PREAMBULE

Pour donner aux propositions et aux démonstrations toute leur généralité nous
les énoncerons dans un domaine abstrait, celui des espaces vectoriels. La simplicité des
démonstrations et la clarté des conclusions, que 'on obtient grace a I'analyse linéaire,
nous a incité 4 Iemployer. C’est d’ailleurs le prologue normal 4 P'étude des tenseurs
que nous rencontrerons.

Que le physicien et I'ingénieur nous pardonnent les entités abstraites que nous
mettrons en avant, elles ne nous empécheront pas, quand il le faudra, de reprendre
contact avec la nature, mais nous prétendons que les démonstrations seront plus faciles
dans Pabstrait. D’ailleurs, puisque la théorie que nous développerons doit étre valable,
tout aussi bien, pour des réseaux réels que pour leurs analogues formels, il est peut-étre
bon, dés le départ, de rechercher dans de purs concepts une généralisation dont nous
pourrons tirer grand profit.

9. — ENONCES DE DEFINITIONS ET PROPRIETES
Définition I.
Nous appelons «réseau» une figire qui comprend des branches et des nceuds.
Chaque branche a exactement une origine et une extrémité qui, chacune, est un nceud.

Nous dirons que ce réseau possede :

B branches b1, b2, ..., b®

et N  nocuds Ny, Mgy ooy Nx,

ce qui caractérise la facon de désigner les branches et les neeuds.

Au couple (bi, nj), on associe I'entier 4 1, — 1 ou zéro, selon que n; est I'extré-
mité de bi, Iorigine de bi, ou qu'aucune de ces éventualités n’a lieu (%).

(1) Dong, si nj est simultanément, origine ou extrémité, on pose (bi, nj) = 0.
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- La matrice des nombres (bi, n;), soit :

@1) —h e B |
S ‘ }‘7'::13 2) ~~*3N9 ' ‘ “ -

s’appellera « matrice de structure ». -

Nous donnons, avec la figure (2.1), 1’exempla d’un réseau concret. Le réseau de
cette figure n’est pas « applmable », Inais ceci n’a aucune lmportance ®.

Dans nos considérations, la notjon @’applicabilité ne joue aucun role et I'on intro-
duira aucune restriction a ce sujet. ’ '

La matrice de.structure de ce réseau sera facilement établie. Nous avons numé-
_ Toté les branches avec des lettres et les nceuds avec des chiffres (tableaun ci-contre).

Déﬁniﬁon II.

On désigne respectivement par &3 et 96 Ies espaces vectoriels (sur un corps K)
ayant pour bases respectives 1’11, bz, oy D et L, T2, .. s ¥, On demgne par- (3* et 96*
}f& du:ﬁs’ de 3 et 9C; les bases conjuguees seront désignées par B, B 2, vy b et n,
,1’22, vasy nN- ‘

'I)efmxtmn III

A la. matrice A‘ on associe la transformatmn hnean*e 6 05 — I c’ieflme par la
matmce A relatwemant aux hases bl, bz, ers bg et n’~ n? 4 aees nx,

A3 correspﬁnd I’apphcatlon transposée 8% : IUF — (B*, Rappelons que 8%, par
rapport aux bases bl bz, vy BB, est exprimée par la transposée de la matrice Al ,

Sir on represente le produit intérieur ou scalaire de deux vect}_eurs T et y par le
symbole < z y >, ol y appartient & un espace dual de celui de ' 2, nous aurons, par
définition, en ce qm concerne tout vecteur {3 de &b et tout vecteur v de I1* -

(2 2) - 8By = < B, 3y >

Définition 1V,

On pose :
(2.3) SR =T et  dimension de ¢ = P;
(2.4) | 310y = et  dimension de MM = M ;"
@.5) IR =8 et  dimensiondeS = S.

(1) Par « appleable » il faut entendre ici « app}mabie sur un plan », de telle sorte qua les branches ne
soiegnt jamais sécantes entre elles.
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Fig. 2.1

(La fléche désigne Uextrémité de la branche)
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De ces définitions; il rééulte les deux relations tof)ologiques fondamentales :

(2.6) | | . P=N—_S§;

@n | M=B—_p,

THEOREME A.
Sic: ;
(2.8) - <B> =0,
pour v € (B* fixe et B quelconque dans J1L, alors il existe v de IU* tel que :
2.9) | | V=Y
Réciproquement, on a :
(2.10) <B SV > =0,
quel que soit f%_ ML et V' € I+,
Démonstration.

La réciproque est évidente ; en effet :
(2.11) < BV > = < 3B,V > =0,

apparait immédiatement en utilisant (2.2).

Avant de démontrer la partie directe, on remarquera que » V' West certainement
pas unique. Démontrons maintenant la partie directe.

Compte tenu de la réciproque déja démontrée, il suffit de démontrer que :
(2.12) dim (Annulateur de J) = dim §* 5‘(*,
ol «dim» veut dire « dimension de », et : |
(213)  Annulateur de )L = sous-espace de (3* qui s’annule sur L.
‘ Or:
(2.14) dim (Annulateur de J1\) = B— M ;
d’autre part : |
(2.15) o dim 8* I* = dim § (B
(ces aeux nombres sont, en effet, égéux au rang de la matrice de structure). Mais :

(2.16) dim3B =P=B—M  [dapres (2.7)].
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Définitiox_l V.

On appelle « sous-réseau » d’un réseau donné, une sous-collection de branches et
de nceuds de ce dernier réseau, telle que cette sous-collection contienne avec chaque
branche les extrémités de cette branche, et avec chaque nceud, toutes les branches du
réseau ayant ce nceud comme origine ou extrémité.

Ainsi, sur le réseau concret de la figure (2.1), les branches h et i forment un
sous-réseau de la collection.

Définition VI [sous-réseau propre (minimum)].
; Un sous-réseau propre est un sous-réseau ne contenant aucun sous-réseau non
vide, plus petit.

Le sous-réseau formé avec les branches hetisur la figure (2.1) est un sous-réseau
propre.
TutorEME B.

Le nombre de sous-réseaux propres est égal & S.

Démonstration.

1l suffit de démontrer le théoréme dans le cas ou le nombre de sous—reseaux
est égal 4 1. Soit n; un nceud quelconque. Visiblement ni n’est pas dans € (car i o €0
implique ¢ «; = 0). Done, S = 1. Il reste a demontrer que S < 1. Par conséquent il suffit
de démontrer que pour tout couple (n;, n;) : ni —ni € . Mais on peut trouver une suite
de branches b, ..., bip telles que :

10 n; soit un nceud de bis;

20 pj soit un nceud de bix; .

30 pik et bix+! aient un nceud nj, commun (k < p—1).

On pose ¢k = + 1 ou— 1, selon que n;j, est extrémité ou origine de b (k < p— 1)',
et eir = + 1 ou — 1 selon que n; est extrémité ou origine de b'r. D’oil :

(2.17) 5L etk by — ni—ni C.Q.F.D.

3. — DEMONSTRATION DES LOIS DE KIRCHHOFF

Un courant { dans le réseau est défini par les intensités?a attachées aux branches
ba. 1l est naturel d’attacher au courant défini par les iq, le vecteur de (® ayant pour
composante {a dans le repére bl, bg, - bB

Nous allons démontrer que :
3.1) $1=0 ol ﬁon.

En effet, prenons un nceud n.; 'intensité amenée dans ce nceud par la branche
ba est égale a:

(3.2) (besn¥)ic  (sans sommation),
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d’ott, pour toutes les branches qui arrivent en ce.nceud :

. I R SR, o - . ‘ a:1,2, ceey B,

3.3) (bos no)ie = A ia =0 (avec sommation)
c=1,2,...,N,

soit :

(3.4) $71=0.

L’équation (3.1) constitue la premiére loi de Klrchhoff ou loi des nceuds. La forme
analytique (3.3) en est I’expression usuelle.

Les dénominations suivantes seront adoptées :

ia, courant dans la branche b¢ ou « courant de branche » d’indice a. On
donnera 4 i¢ et b2 le méme sens ;

- ‘
i, vecteur des courants dans les branches ou « vecteur courants de branche ».

Formation des différences de potentiel.
Considérons les potentiels v'y q=1, 2, ..., N aux noeuds Ny, Ny, ..., N, NOUS
>
leur associons le vecteur v’ EI* de composantes vq dans le repére nl, nz, v Ny 12 diffé-
rence de potentiel entre I'extrémité et I'origine de la branche b« sera :

(3.5) Vg = Vg, —0q ,

en désignant par nq,l Uorigine et par ng, 'extrémité de ba.

Le vecteur v 6 (@3*, ayant pour composantes va a=1,2,..,B dans le repere

1;1, **2, ZB, vérifie : : .
(3.6) D =30,

Les dénominations suivantes seront adoptées :

v'q, potentiel du noeud ne;
Ve, «différence de potentiel » entre les extrémités de branche ba;
v', vecteur des potentiels des nceuds ;
v, «vecteur des différences de potentiel » entre les extrémités de branche.
Maintenant, soit un vecteur courant de branche arbitraire 7 et un autre vecteur

X Y 2 * > I : ’ z . :
différence de potentiel v entre les extrémités de branche, également arbitraire ; nous
allons démontrer une relation fondamentale :

> >
3.7 : : <L,v>=0;
nous nous en servirons un peu plus loin pour démontrer la deuxiéme loi de Kirchhoff.

La démonstration est immédiate, c’est purement et simplement une conséquence
du théoréme A [formules (2.8) et (2.9)].
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Repére de paires de nceuds.

Prenons dans 9T un repére formé de P vecteurs W e — 1,2,..., P ou e €9 et
de N — P vecteurs convenablement choisis parmi 711, 32, cers n~. Prenons aussi dans 9C*
le repére Zg =12, .. Nou 21:3 € IU* conjugué du premier. On obtiendra la corres-
pondance :

R e S autres_>
vecteurs n«
b,
b,
(3.8) 3 donne —> [(0D] [0]
b
Ainsi :
. _ «=1,2,..,P,
(3.9) 3i=0 s’écrira D ja =)
_ a=1,2,.., B.

Réciproquement,vsi (3.9) est satisfait, toutes les quantités représentées par les ia
sont des courants de branche.

Maintenant, 8* donne la transposée de [(?)] :

e . e

u,
>
i,

[P

(3.10) d* donne — N
. Up

llp.‘. 1
0]

>
Un
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Il en résulte que :

3.11)
(3.12)

2 ™
I

i

> > e — ,
D=208*%p s’éerira Vg = (D% vg

Repére de mailles.

. . . , o S .
Choisissons dans 03 un repére formé de M vecteurs i, a =1, 2,..., Mou i, I
. » > ke *
et de B-—— M = P vecteurs convenablement choisis parmi les vecteurs b,, by, ..., bs.
Considérons la matrice dont les éléments C¢ sont définis par :

. , - . a==1,2,.. M,
3.13 [y = C¢ b
( ) ! e a=12,.. B;
on a: ‘
’ P a=1,2,.. M,
3.14) (e = (¢« ‘
a=1,2,.., B,

; ' >
ol i est la composante du vecteur courant selon i, et que nous nommerons « compo-
sante du courant dans la maille o », '

La relation (3.7) peut s’écrire :
(3.15) v lt=0 a=1,2,..,B.
Portons (3.14) dans (3.15), il vient : “
(3.16) Covpin—0 a— ,2,..,B, «=12.,M,

et puisque-les i* sont quelconques et indépendants des différences de potentiel de
branche v, :

(3.17) @y =0  a=1,2.,B,  «=12 .M.

Réciproquement, d’aprés (2.10), si (3.17) est satisf'ait, toutes les quantités repré-
sentées par les v, peuvent former un systéme de différences de potentiel de branche.

L’éguation (3.17) constitue la deuxiéme loi de Kirchhoff ou loi des mailles.

Enfin, portons (3.12) dans (3.17), il vient :

(3.18) Ceivg=0 «=1,2..M, p=12.,P, a=12..B,

et puisque les v sont non tous nuls :

e=1,2,.. M,
(3.19) CUi =0 f=12,..P,
a==1,2,.., B,

relation d’orthogonalité entre les matrices C¢ et (0.

La maniére pratique de choisir un repére de paires de nceuds ou un repére de
mailles sera donnée plus loin aux paragraphes 10 et 18. Nous utiliserons la notion
d’arbre.



4. — RESUME SYNTHETIQUE DES PROPRIETES FONDAMENTALES

Nous appellerons « caractére topologique » d’un réseau l'ensemble des cing
nombres entiers positifs : '

S, B, N, P, M
définis ainsi :
S estle nombre‘de sQus-réseaux;
B  est le nombre de branches;
N est le nombre de noeuds;
P est le nombre de paires de nceuds linéairement indépendantes ;
M est le nombre de mailles linéairement indépendantes.

A. — Entre les cinqg nombres S, B, N, P, M existent les deux relations fonda-
mentales suivantes :

4.1) P=N—S;

(4.2) M= B+ S—N.
B. — Si I'on associe & chaque branche un courant orienté i« a=1,2,..,B
et une différence de potentiel orientée v, a=1,2, ..., B entre les deux nceuds qui la

limitent, il est possible d’écrire deux groupes d’équations constituant les deux lois de
Kirchhoff :

Premier groupe.

En prenant P paires ‘de nceuds linéairement indépendantes auxquelles on
associera P différences de potentiel, on peut choisir un systéme de P équations :

4.3) Mie=0  «=12,..,P, a=12,..B;

ce sont les équations des nceuds de la théorie de Kirchhoff.

Les coefficients (9% sont des nombres et forment une matrice dite « matrice de
connexion des paires de nceuds». Les P différences de potentiel entre paires de noeuds
satisferont 4 la relation :

(4.4) V=0 «=1,2,..,P, a==1,2,..,B;

Deuxiéme groupe.

En prenant M mailles linéairement indépendantes auxquelles on associera M
courants, on peut choisir un systéme de M équations :

(4.5) Clvg=10 B=1,2,..,M, a=1,2, .., B;

ce sont les équations de mailles de la théorie de Kirchhoff.
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Les coefficients C§ sont des nombres et forment une matrice dite « matrice de
connexion des mailles». Les M courants de maille satisferont A la relation :

(4.6) . Re=C®  a=1,2,.,B, $=12..,M.
Les matrices d’éléments (02 et C¢ satisfont a la relation d’orthogonalité :

a=1,2,..,B,
4.7) ' @:C=0 a=1,2,.,P,
B=1,2,.., M.




Cuaritre 11

REPERES DE COURANTS DE MAILLE

5. — OBTENTION D’UN REPERE DE COURANTS DE MAILLE

Nous appellerons ¢ branche & impédance » d’un réseau électrique, une branche
- contenant une force électromotrice e, une inductance /2, une résistance R, une élas-

< r . . .
tance S (S = ¢ ou C est une capac1te>, tous ces éléments étant disposés en série

[figure (5.1)]. Nous nous placerons dans le cas général ou les éléments 2, R et S sont

Fig. 5.1

des constantes localisées électriques ou leurs analogues formels. Les grandeurs e, 17, R, S
seront non toutes nulles dans une branche, autrement il ne s’agirait pas d’une branche
mais d’un court-circuit. -

Considérons un réseau électrique de caractére topologique S, B, N, P, M, formé
en totalité de «branches a impédance». Choisissons arbitrairement sur ce réseau un
sens pour chacun des B courants de branche i« a=1,2,..,B.

La loi d’Ohm appliquée 4 chacune des branches de ce réseau nous permet d’écrire :

"

(5'1) ’ Ea + Ea = Elb % + Eab i_b + gabsfb dt a; b9 = 1’ 23 eeey B9
avec :

. _ o .
(5.2) , Sib dt = \0 ibdf + b,

s ot les Luq, Ruas Saq sOnt les constantes localisées propres a la branche a et £, Rap,
Sab (a # b) sont les coefficients de couplage du courant i* dans la branche a. Dans le
cas général ol nous nous placerons, ces constantes ne formeront pas nécessairement
des tableaux symétriques.
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v, est la différence de potentiel orientée arbitrairement entre les sommets
de la branche a;

e, est la somme des forces électromotrices dans la branche a;

i« est le courant circulant dans la branche a;

i est la valeur de i« pour { = - 0;

q¢ est la charge dans la branche a;

¢¢ est la valeur de ge pour t = 4 0.

Prenons la « transformation de Carson-Laplace » définie par :

(5.3) g(p)=p\, erh(dt=Ln @),

et adoptons P'écriture (1) :

In(p)=Lis@t), Q(p)=Lg (0, Vap)=Luva(®) Ed«(p)=Le .

.

PN TN S
oot
NS U

"

En tenant compte des charges g% et des courants i?, les équations (5.1) deviennent,
aprés transformation :

Nous appellerons « forces électromotrices de départ » de la branche «, la quantité :
(5.9) - Eoa = S @t — Laopit  a,b=1,2,..., B.

Finalement, les équations (3.8) s’écriront :

(5.10) Va+ Eq—Eoa=Zw I, a,b=1,2,..,B,

~ ol nous. appelons «matrice impédance de branches» du réseau le tableau formé avec
les B2 éléments Z,p, : '
. ’ e > S‘;Ib ‘
(511) Loy = Labp+R(¢l) +"}57 a, b= 1,2,..., B.
Maintenant, choisissons M courants de maille i* o« = 1, 2, ..., M linéairement
indépendants et constituant un repere appelé « repére de courants de maille ».

Entre les courants de maille i* et les courants de branche i¢, on peut établir des
relations telles que (4.6) :

(5.12) a=Clir a=1,2,.,B «a=1,2 ..,M.

(1) Tout le long de notre mémoire les fonections du temps figureront en minuscules et leurs transformées
de Carson-Laplace en majuscules.
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La matrice singuliére dont les éléments sont C¢ est la « matrice de connexion de
mailles ».

Etant donné que les éléments constituant la matrice G2 sont des constantes, nous
pouvons écrire :

(5.13) Ja=CeI» a=1,2,.. B, a=12,.. M.

En portant (5.13) dans (5.10), il viendra :

ab=1,2, ..,B,

(5.14) Va+ Eq— Eoq = Zop G} IP B=1,2, .. M.

Réalisons la « connexion des branches en mailles » en effectuant la multiplication
contractée de (5.14) par €5 : '

a,b=12 ..,B5,

(5.15) Ce Vy+ C(Ey— Eog) = Zap CSC I8 0 b=1,2 ... M.

Mais, d’apres la propriété topologique (4.5) :
(5.16) G V,=0 a=12, .. B, a=1,2,..,M.
I1 vient, finalement :

(5.17) CeEy—CtEva=ZapCiCiI®  a,b,=1,2, .., B, B =12 ..,M.

Appelons :
(5.18) E, = C¢E,, force électromotrice de la maille u;
(5.19) Eo = C2 Eoq, force électromotrice de départ de la maille « ;
(5.20) Zog = CLCh Zap, 6lément o« B de la « matrice impédance de maille ».

Ainsi, finalement, les M équations de mailles s’écriront :
(5.21) E,— Eoy= Zys IP wB=1,2, ..M.
Le calcul donnera pour valeur des I« :
(5.22) Ie = (Z—Y)R (Eg — Eop) =12, .., M,

ou (Z—1)*P est I'élément «fB de la matrice inverse de la matrice formée avec les
éléments Z,g.

Et les courants de branche seront donnés par :

(5.23) Ta= G4 = Cs(Z—1)8 (Eg— Eop) a=1,2, ... P, o« 8=1,2 .., M.

[
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6. — PRESENCE DE TENSEURS DANS LES REPERES DE MAILLES
Nous énoncerons plusieurs théorémes :
TﬁE’OREME L.
Les produits contractés :
E %, Eo 1% (Ex—Ee)I* a=1,2,.,M

sont des mvarlants lorsqu’on passe d’un repére de mallles a un autre et Ieur valeur
respective est : : : N

Ea [a, EOa F‘, (Ea_~ an) Iu a= '1’ 2, o B .
Démonstration. : : -

Montrons que :
(6.1) E,I*= E4 I a=12,..,B, a=1,2,.. M.

11 suffit de se reporter a (5.13) et (5.18) et d’écrire :

a=12..,8B,

(6.2) - Eylr=CiE,I*= E,C¢I* = E, I |
: e o «=1,2,.. M.

Pour un autre repére de mailles défini par la matrice de connexion €*on aura
encore :

N - W PR __,> T a4 =
6.3 EWI'"=CE, I'""= E, C'¢I'" = E, It
( ) R 4 T "/. a ) ST ' T a N ?\ = Ly ddy ] Ms -
et, ﬁrialement :
(6.4) E, I~ = E I’?\:Eq Ie . a= L2, .., B, o h=1,2,...,M. .
De la méme mapiére :
(6.5) Eoo I* = E'g, I't = Foq I o ‘
’ ' a=1,2, ..., B

(6.6)  (Es— Eo) I = (‘E!;\—ﬂvEcoA) D= (Er« Eoq) I =12 .. M

Conséquence.

It ex1ste une forme bxlmeau‘e mvarlante dans Jes reperes de mallles En eﬁet
dans deux repéres de mailles distincts on pourra ecrlre

(6.7)

Gy B Eu=Zul, Ev—Ea=Zwulv o Bohp=1,2 ., M;
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donc, d’apreés (6.6) :
(6.9) K=~Zupl* It =Z%, I'"I'v o, B, A, gz 1,2,..,M.
Nous appellerons K «invariant opérati;)nnel fondamental » des répéres de mailles.
TuEorREME II. |
Le déterminant det Z,p est un pseudo-scalaire de poids 2 :

(6.10) det Zop = (det C1)2. det Z%, o Bhp=1,2, .y M

(sans sommation).

Pour tous les reperes ou det Ci =1, alors det Z,s peut étre considéré comme
un invariant.

Deémonstration.

Ecrivons qu’entre deux repéres de mailles existe la transformation non singuliére:

(6.11) v Ir=Cs I . a,n=1,2,..,M;

alors, on a :

(6.12) T i ot i) "Il e
(6.13) Loy = Ci C4 2", = ou en écriture matricielle : ‘ Zl=|C Z G i

o B A p=1,2, ..., M.

La théorie des déterminants donne bien :

"(6.14»)";.‘.‘_ o - det Zyg : (det Ci)? . det Z's,,
ctsii -

(6.15) | det €7 =1:

(6.16) det Zog, — det Zs,.

~

On constate donc la présence, dans les repéres de mailles, des étres mathéma-
tiques suivants : B

— tenseurs une fois covariants :

Egi;; Ea —_ C!, E,)\, EOoc == C,ﬁ Elo)\, Ea——— an — C:] (E)\___ EID)\)
:(6.19)V o T aa=1,2,., M;

— tenseur une fois contravariant :

(6.20) It=Ci I an=1,2,..,M;
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— tenseur deux fois covariant :

(6.21) Zgp = CLCL 2", B A p=1,2,..,M;
— formule invariante :

(6.22) Ea‘*— an = Zogg IB, E’)\— E’())\ — ZIK:J, I’U‘ &, Bs )\, ®= 1, 2: eres M;

— invariants :
Eg';z; E = EOD,  Bult= ol (B Eu) o= (Ex—Ev) I’
(6.25) wA=1,2,..,M;
— invariant opérationnel fondamental :
(6.26) K=2ZypI*It=2Z, 11 B apn=12.,M;
— pseudo-scalaire de poids 2 :
(6.27) det Z,g = (det C})? . det Z'y,.

Ainsi, toutes les grandeurs et lois considérées sont connues en ce qui concerne la
facon dont elles se transforment.

Cas ol1 la matrice impédance de maille est identiquement singuliére.
Nous n’avons pas trouvé une condition nécessaire et suffisante pour que :
(6.28) det Z,s =0,

qui soit plus simple que cette expression elle-méme. Toutefois, étant donné que det Zug
est un pseudo-scalaire, on peut affirmer que la matrice Z,g sera singuliére dans n’importe
quel repére si, dans au moins un repere, ce déterminant a une ligne ou une colonne
identiquement nulle. Une ligne nulle d’indice r correspondra 4 une maille d’indice r
pour laquelle :

- (6.29) =l =..=lyr=..=Zm=0,

c’est-a-dire, une maille dans laquelle I'impédance propre est nulle et dans laquelle tous
les autres courants de maille sont sans influence Une colonne nulle d’indice r corres-
pondra 4 une maille d’indice r pour laquelle :

(6.30) Lp=Ly=..=Zpn=..=Lu=0,

c’est a dire, une maille dans laquelle 'impédance propre est nulle et telle encore que le
courant ir est sans influence sur les autres mailles.

" Dans le cas particulier ou det Z,3 = 0, il apparait alors que certains courants
de branche du réseau prennent, dans 'hypothése linéaire, une valeur infinie ou indéter-
minée. On donnera plus loin un exemple (§ 13, exemple 3).
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7. — CONSIDERATIONS ENERGETIQUES

Le point de vue purement mathématique et formel ot nous nous sommes placés
est conforme -aux résultats obtenus en partant d’un point de vue admis axioma-
tiquement par les physiciens, & savoir, 'invariance de I'énergie instantanée fournie au
réseau. Nous avons montré qu’il n’était pas nécessaire de postuler un invariant pour
mettre en évidence certains tenseurs

Enoncons encore un théoréme :
TutoriME 111

Si I'on admet que I’énergie instantanée fournie au réseau a pour expressidn :
(7.1) W= eqlq a=1,2, .., B, | .
il en résulte que :

(7.2) W= eyi* = e i  ah=1,2, .., M,

et il existe un invariant ;
_ a=1,2, ..., B,
(7.3) K =E,Ix==FE)I'"= FE, I«
o, N = 1, 2, ceny ]\/]
Démonstration.
Choisissons un premier repére de mailles i a=1,2, ..M, coit :
(7.4) _ Cde=CYix,

En portant (7.4) dans (7.1), il vient :
(7.5) Ww=eyit =€ Clir=re,ix a=12,..,B  oa=12,..,M,
ou, par définition :
(7.6) : en = Cle, a=1,2, .. B, a=1,2, .., M.
En choisissant un autre re’pére de mailles i'* A =1: 2, ..., M, on obtiendra :
(7.7) w=eq it =¢e, C'¢i' =,elk i a=1,2, ..., B, r=1,2,.. M.

Maintenant, écrivons :

(7.8) Lia=C¢Li- soit Jo =34 ]
_ _ a=152’ ,B, O(.:1,2, 9M9
(7.9) Le,=Ci¢Lie,  soit E, = C¢ E,
et similairement a (7.5) :
—_— - — a=1»1,4, .., Ba
(7.10) E lae=EC{ I+ =C¢ Eq It = E, I~



Corollaire.

Les f.e.m. de départ se transforment comme les f.e.m. appliquées ; on aura encore :

a=1,2, ..., B,

{7111) K = (Ey— Eop) I* = (E'y — E') I" = (Ey— Eyy) I :
a1 ( o) It = (B Blo) I = ( W =2 M.

8. — AUTRE EXPRESSION MATHEMATIQUE DE L’INVARIANT FONDAMENTAL

Pour faire apparaitre la structure mathématique du réseau de mailles en prenant
des « courants de départ I} de maille» au lieu de «f.e.m.» de départ, nous poserons :

(8.1) Ew=Zugli=Sqaq—upii  ap=12 ., M,

ou la matrice, formée avec les éléments Z,s, n’est pas identiquement singuliere.
B q

Les équations (5.21) prendront alors la forme :

(8.2) Ey=Zyp(IP+1}) o,8=1,2, .., M. -
Eerivons () :

(8.3) K' = E, I* = Z,s I* (I¢  I?) o, =12 .., M.
Changeons de repére par ‘translatioyn du‘ repére : :

(8.4) I" =1+ a=12,.,M;

il vient :

89) K'=Zyp(*+I)UI*+ 1+ 1) _
= Zag B0 4 [(Zag + Zo) i+ Zop W+ Zag B (B4 I) o B=1,2, .., M.

Choisissons I; de telle sorte que les termes en J* disparaissent :

(8.6) _ (Zap + Zpo) I + Zog I = 0,
soit :
(8.7) L= — AB Z 5 I,

0a APy est tel que :

8.8) A®Y(Zy.H Zyy) =3 (symbole de Kronicker) Byv,e=1,2; ..., M.

(1) On a dong : .
K=K —K of1 K\ = Ey, I o =1,2,.., M.



Autrement dit, la matrice symétrique formée avec les éléments APy est I'inverse

de la matrice symétrique Z,.+ Z.,; nous la supposeron% aussi non identiquement
_ singuliére.

En posant :
(8.9) YBY‘ZYs = O¢ Byvse=1,2, ..., M,

on aurait, d’autre part ,

810y  B=— YN (Zyt ZE
o = — G+ Y Zo)E Bre=12 M.
Donc : R ' : 7
(8.11) E+Ti=—Y®™Zeope  By,e—=1,2 .., M

Portons (8.6) et (8.11) dans (8.5) ; on obtient :
(8.12) K =Zgllt—ZpgYZoLE  aBy,e=1,2 .., M,
mais, d’aprés (8.9) :
(8.13) S Zaw Y =3 o By=12 .., M.
Ainsi : '
(814) K = ZyplIP—38Zv I L
= Zag P I —Z L 1}
= Zap I 18— Zog I I
= Zuy (PP E)

(pur et simple échange d’indices muets)

o By,e=1,2, ..., M.

L.a forme bilinéaire :
(8.15) K =E Io=Zyp(I*IB—121) = o,8=12,.,M

montre la structure bien particuliére de l'invariant lorsque les ¢, et i, ne sont pas
tous nuls. '

9. — MISE EN PLACE DES VALEURS INITIALES .

Si I’on se reporte a (5.9) on voit qu’il est nécessaire de s’ 1mposer les quantités ¢
et 1 14 ou les quantités S, et £7ap ne sont pas nulles. Les valeurs g2 et i ainsi définies
seront appelées « valeurs initiales héritées » tandis que les autres, correspondant aux Sab
et 12,5 nulles, seront appelées « valeurs. initiales ignorées ».

En chaque noeud la-deuxiéme loi de Kirchhoff doit étre satisfaite si l’on veut
vérifier a I'instant f = 4+ 0 le prmmpe de continuité des courants et ainsi, si:

o a=12,.. B, =12, ..., P
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est une matrice de connexion de paire de nceuds quelconque, on doit avoir :
(9 1) ‘ @Piia=0 a=1,2,..,B, a=12,..,P.

Ceci constitue une condition nécessaire pour que les valeurs initiales des courants
fournies par le calcul contiennent bien les valeurs initiales héritées.

' La recherche d’une condition generale nécessaire et suffisante presente de grosses
difficultés. Celles-ci s’aplanissent si I'on s’impose qu’aucun courant ie ne soit percus-
sionnel. Montrons d’abord sur un exemple qu’il est possible, dans le cas général ol nous
nous plagons, d’envisager 'existence de courants percussionnels dans certains réseaux.
L’exemple de la figure (9.1) en fait foi. On a, pour équations de mailles :

rl2 =0,
~r11+ﬁp12=£pi0, o

(9.2)

Fig. 9.1
si la résistance commune aux mailles 1 et 2 est négative (*). Le courant I* a pour valeur:

jv
9.3) D= pzo ;

ainsi, i* est percussionnel et I'on ne retrouve pas lim I' = ij.
pr

Nous donnerons d’abord une méthode commode pour obtenir des conditions
particuliéres nécessaires et suffisantes lorsque ’on a aucun courant percussionnel, enfin
une condition générale nécessaire et suffxsante, mais tougours dans le cas d’absence de
courants percussionnels. :

Matrice de continuité.

Nous mettrons en évidence le role d’une certaine matrice qui nous permet d’ob-

tenir dans quelles branches on a lim Ia = lo, ou l" est une valeur héritée, ceci dansle cas
: P>

ou il n’existe aucun courant percussionnel.

(1) Possible dans certains réseaux non passifs.
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Partons de (5.8), faisons une multiplication contractée par Cg, il vient, aprés
annulation de C¢ V,: :

O4)  CiBo=(Cifup+CiRu+C ) o+ CoSuy—CtLupl

a,b=12,.. B, w=1,2,.., M.

a
Si lim Eq =0 et lim I; = 0, par hypothese, on obtient, en divisant les deux mem-
P> p>«

bres de (9.4) par p et en faisant p — ¢ :

05 e 7 _ 0 ab=12 .., B,
. a CR A
( ) ab (p_>0C lO) a:l’ 2, ...,M.
A ces M équations homogénes en ( 7“—?3) nous ajouterons P équations formées
par: P '
©.6) - — L ' ] R - a 32, .., B,
9.7) ¢ I« =0, @it =0 soit (D;‘,( Ia —l{j) =0
(9.8) P P>« =12,..,P,
et nous obtiendrons une matrice carrée:
B éléments -

(9.9) Ce 2y M éléments

R} P éléments

L Y

que nous écrirons Hyp et que nous appellerons, vu son réle, « matrice de continuité ».

Le systéme homogéne :

P>

(9.10) | Hab( 10 —fg) =0 ab=1,2.,B

nous donne, dans chaque cas, en l'absence de percussion, le moyen d’étudier
la continuité. '
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Prenons pour exemple le petit réseau de la figure (9.2); il a pour caractére topo-
logique 1, 3, 2, 1, 2 et, avec les repéres de branches et de mailles indiqués_sur les
figures (9.3) et (9.4), on a, pour matrice de connexion :

1 0
(9.11) €=t —1
0 1l
Lo vient
S L
9.12) [} Ef: l £oom
— o —1 1 .
, SR ) [
Ik m
Tlo —erom e m‘J

Par ailleurs :

(9.13)
donc : _
(9.14) [P =]1 —1 1].
On aura pour matrice de continui’té:
0 2 N~

(9.15) |§| —lo —rtom om

SEETUI : o 1 1
et: : T i e
(9.16) det [PT! = L= M) — N (— 4 M) = 220Nz,

En résolvant le réseau on trouverait que la condition particuliére nécessaire et
_suffisante pour qu’il n’y ait pas de percussions, quels que soient les i,, est :

(9.17) | PO £ 0
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c¢’est justement ici la condition pour que I'on ait bien:

(9.18) @ =, D o—if, I =

) > oC ) > oC ) >0
I

Comme nous I'avons annoncé plus haut, il est possible de donner une condition
générale nécessaire et suffisante, limitée au cas ol il n’y a pas de percussions. Auparavant,

(——————'—-—\(——————-————\

\_ AAJL‘ -

Fig. 9.3 ' Fig. 9.4

donnons encore un contre-exemple. Montrons qu’il est possible que certaines branches
aient une influence inductive sur certaines autres branches d’une maille sans qu’il y ait
influence sur la maille. - ’

Tig. 9.5

La figure (9.5) montre un tel cas. Il suffit. que :
(919) : : Léab == E;zc =M

et la branche a est sans influence sur la maille r.

Enoncons maintenant le théoréme suivant :

THEOREME.

10 Si, dans le réseau ou l'on se donne les valeurs initiales héritées et les f.e.m.
appliquées, aucun courant de maille n’est percussionnel;
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20 si, de plus, il n’existe dans aucun repére une maille contenant la branche 5
n'ayant aucun effet sur les autres mailles, alors le courant % est tel que:

(9.20) o | lim o =T,

P

La seconde condition est nécessaire et suffisante si la premiére est satisfaite,

Démonsi;faz‘ion.

La premiére condition permet d’écrire:

9.21) - ' »E’ (Iﬁmzj a,B=12.., M.

o

- S’il existe une maille n’ayant pas d’inductance, on peut faire passer dans cette
maille une intensité arbitraire sans cesser de vérifier (9.21) et Vintensité initiale dans les
branches qu’elle contient ne peut etre déterminée.

D’une maniére générale, on peut, par un choix convenable d’un repére de mailles,
faire apparaitre R mailles ayant chacune une inductance non nulle et M — R mailles
ayant chacune une inductance nulle. La matrice dont les éléments sont £,p s’éerira alors :

R M—R

T A I gl

9.22) . S 0]

Le rang de cette matrice étant R, il en résulte qﬁe les R premiéres quantités

I8 — 7 sont nulles.
P

D’aprés les hypothéses faites, il ne circule dans la branche b que certaines des R
premiéres intensités de maille, ce qui achéve la démonstration.

Lorsqu’un réseau est résolu, il y a donc lieu de vérifier que I'on retrouve bien,
effectivement, dans les branches, les conditions imposées. Ainsi, ou doit vérifier:

(9.23) limla=7 a=1,2,..,B

pr

~ dans les branches olt 7, est une valeur héritée, ¢’est-a-dire oit exxste une mdactance.

Par ailleurs, pour vérifier les reiatmns :

P> D>

021y  tim Qo= ( 1im %}«i»éﬁ: — g



on devra donc avoir:

e Ta
(9.25) ; R hm —;——0 a=12,..,B

dans les hranches ou existent des capa(ntes.

Nous rappellerons que, dans de nombreux problémes, les conditions initiales sont
introduites par un état quasi-permanent précédant I’état considéré. Pour déterminer ces
conditions initiales on utilisera, avec profit, un théoréme du calcul opérationnel valable
pour certaines fonctlons (voir annexe II, p. 95)

(9.26) e k hm g(p)._ lim h(i)

Les valeurs quasi-permanentes lim i (f) dans les inductances et hm q (l) dans les
f-»oC

capacités, constitueront les valeurs héritées par le nouveau réseau.

10. — DETERMINATION DE LA MATRICE DE CONNEXION

Rappelons d’abord ce que 1'on appelle «arbre» et « cordes» d’un réseau.

On appelle «arbre» le schéma obtenu en joignant dans chaque sous-réseau tous
les nceuds sans former aucun circuit fermé.

On appelle «corde» d’un «arbre» une branche du réseau qui n’appartient pas a
I'arbre.

Pour former M mailles linéairement indépendantes dans un réseau de caractére
S, B, N, P, M, on réalisera d’abord un arbre, lequel est formé de P = N — § branches,
et 'on formera M = B — P circuits fermés de telle sorte que chaque circuit ne contienne
qu’'une seule corde. Les M mailles étant ainsi définies on pourra, tout & loisir, considérer
si cela est utile, qu’une maille repasse p fois sur son propre itinéraire fermé.

Les mailles ainsi concrétisées et définies satisiont bien & la définition (2.4). En
effet, prenons une maille I ; dans Pexpression 3 M) les nceuds non utilisés ont pour
élément dans & le nombre zéro et les autres, 4+ 1 ou — 1, sulvant qu’on entre ou qu’on
sort, ce qui fait bien zéro pour tout circuit fermé. :

Former un arbre est une condition suffisante pour obtenir un repére de mailles
mais cette condition n’est pas nécessaire et I’on peut considérer qu’il y a une infinité non
dénombrable de repéres de mailles construits sans arbre.

Les figures (10.1), (10.2) et (10.3) donnent un exemple simple de la maniere
d’obtenir des mailles linéairement indépendantes. Le réseau a pour caractére 1,8, 5,4, 4.
On voit facilement comment, & partir de I'arbre [flgure (10.2)], on détermine les mailles
[figure (10.3)]. -

Les M mailles étant cthIes, on peut obtenir la matrice de connexion de deux -
maniéres :
- — en additionnant les d.d.p. de branche le long de chaque maille ;

— ou encore en exprimant les courants de branche en fonction des courants de
maille.



Fig. 10.1 . Fig. 10.2

Tig. 10.3

Fig. 10.4 ) Fig. 10.5




Comme exemple nous reprendrons le réseau des figures (10.1) et (10.3) en donnant
un sens arbitraire aux courants de branche et de maille [figures (10.4) et (10.5)].

Premiére méthode.

On écrira :
Vot Up+Ve = (maille 1),
— betv.+or =0  (maille2),
(10.1) o _
— e+ Vg+ v+ on=0 (maille 3),
— op—D F0g—Dn =0  (maille 4),
soit :
Va
]
Up |
1 11 0 0 0 0 O 0
o .0 —1 0o 1t o o 1|]n \0)
(10.2) ‘ =
o .0 —1 1 -0 1t 0 1 Ve Z 0\
0o —1 0 o0 0 —1 1 —1 Q0 0,
v
. o - ! I)h
ou, en écriture abrégée :
(10.3) € =101
Deuxiéme méthode.
fa = it e 1 0 0 o0
. ‘ | .
b= il —it i 1 0 0 —1
fo = {Lo—i2— i3 ic 1 —1-—1 o}/ &
(10.4) W= i o o 1 o\ )
_ soit S '
(10.5)  je — 2 ie 0o 1 0 0 i3 \
i = 3 it . | 0o 0 1 —1f\i
ig = i* w ., Jo o o 1}
ih— i 3 i . o 1 1 —1]

ou, en écriture abrégée :

(10.6) R VT =[C] il



11. — PROCESSUS DE RESOLUTION

— Etablir la matrice de connexion :
11.1) e el

~ Etablir la matrice impédance de branche :

(11.2) | | Zab E{ .

— Etablir la matrice des f.e.m. de départ de branche :
(11.3) Eou ;'Eo L.
— Etablir la matrice des f.e.m. totales de branche :
(11.4) o E,—Ew |E}{—|E,l
— Calculer lés matrices.du repére de mailles :
(11.5) Ey— Eoe=C{(Ea—Ew) | E{~—{E,|=[C]'QE{—|E,});

E\ (.

(11.6) Zop = C2CY Zap [Zj — e

— Inverser la matrice impédance:

(11.7) (Z-Vyer Zy = B¢ @4 'E - ’3

— Calculer les courants de mail_le:

7| (El—|Ey).

(11.8) [* = (Z7)®(Ep—Ewp) It=

— Calculer les courants de branche :
(11.9) : a=Celx  JT{=[C]} I}

— Vérifier les valeurs initiales héritées :

(11.10) lim Je=1i¢  dans les branches contenant des inductances ;
p>
Ja
(11.11) lim — =20 dans les branches contenant des capacités.

p->o
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12. — REDUCTION PAR LES SOUS-MATRICES

L’emploi des sous-matrices permet le calcul fractionné d’une partie des courants
de maille. Proposons-nous de calculer m courants de maille sur les M que posséde le réseau.
Ecrivons, aprés un choix convenable du numérotage des mailles :

(21)  Ea—EBou=ZulP+ Zu I® | Ey|—|Eq|= |Z | {I;| +[Z,] | L}

(12-2) EY_E0Y=ZYBIG+ZY818 3E2$“?E02$:[Z3] 3115 -+ Z4 3125

o, B=1,2,..,m, Ys0=m-41,m-+2, .., M.

Sortons I¥ de (12.2) :

(123) 1= i)y Zyy I8 + (257 [By — Eoy):
(124) == 2] 120 2] O Bt —) ),

et portons ce résultat dans (12.1):

(12.5) Eo— Eox = Zop I® — Zos (Z35)3 Zuyg 18 -+ Zos (Zi )3 [Ey— Eg]
= [ Zug— Zaa (Zi) Zyg) I8 + Zos (25t [ Ey— Eoy]
o, B=1,2,..,m, Yv.“wd=m4+1,m-+2, .., M;

01 L+ (2] |24 O Bel—) Eug )

(128) ) Brl—) En| = |Z ]} 1 —12] [2,
Z,| (Bl —) En ).

([ B
Posons :
(2 b= Ze—Zu@ipize  |20] = [z,] -1z [2]12)

oc,B=1,2‘,...,m, Y.d=m+1,m-+2,..., M.

2] 120) 11,1+ 12

Il vient, finalement, pour les m variables I+ :

(12.9) Eoy— Eoy = Z%, I® + Z o5 (Z3)% [Ey — Eyl 5
(12.10) {E)}— | Eq | = ‘Z* VI 4+ [Z5] | Zy | G Ext— | Ege}),
soit :
. ~1\Ba —1\Ba
(1211) IB - <Z:(ls> [Ea“—EOa]'—<Z:8> ZOCS (Zﬁl)BY [EY——EOYJ >

—1

—1 —1
1212 (L= 7*|( By Ea ) —| 20 [12:][ 2, ] () Bl —) B D,

L3
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ce qui donne les m courants I8 et ne nécessite I'inversion que d’une matrice d’ordre
M —m et d’'une matrice d’ordre m. Les M — m courants I3 seront ensuite obtenus au
moyen de (12.3). Ce procédé de calcul est particuliérement commode lorsque I’on
peut choisir M — m mailles ol toutes les f.e.m. appliquées ou de départ sont nulles.
A noter que si 'on peut s’arranger, par un choix judicieux des mailles, pour que la

matrice | Z, | soit une matrice diagonale, alors les calculs sont encore plus commodes.

13. — EXEMPLES

PREMIER EXEMPLE. — Réseau symétrique.

Soit un réseau linéaire symétrique que nous avons représenté sur la figure (13.1).
Son caractére topologique est :

131 S=1, B=6 N=4 P—3  M=3.

Nous supposerons qu’a la suite de commutations appropriées, il y avait, a I'ori-
gine des temps ¢ = + 0, les valeurs héritées suivantes :

branche ¢: . £ #0;
branche e: e #0;
branche f: ql = 0.

Cet état initial aurait pu étre obtenu, par exemple, en ouvrant la branche CD et en
appliquant dans la branche AD une f.e.m. continue ¢, jusqu’au régime semi-permanent.
Au temps =0 on aurait supprimé e, et fermé la branche CD, ce qui donnerait :

(13.2) ,
— € T = (4 —

Suivons, pas a pas, le processus de résolution donné au paragraphe 11.

Entre le repére de branche [figure (13.2)] et le repére arbitraire de mailles que
nous avons choisi [figure (13.3)] on peut écrire les relations :

ja= {1 ia 1 0 0
b= —{l 4 i2 iv —1 1 0 y
_ {
(13.5) oo il e —1 o 1|\
(13'6) — SOit _ = 12
(13.7) id= 2 id 0 1 0 N
_ _ 1
e = i2—i3 ie 0 1 —1
if= i3 if 0 0 1

ou, en écriture abrégée :
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Fig. 13.1
/9
e —
/-b /-C'
——— —-—»
4 L 4 ®
O Fig. 13.2
q c
o

=~
e
o
———O

°
——
/!
_
—
Fig. 13.3




36 —

Ecrivons la matrice impédance de branche :

r 0 0 0 0 0
o r 0 0 0 0
0 0 ;?‘ 0 0 0
1 » 7 == )
(13.8) @ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 r+£p 0
Sl
0 -0 0 0 0o =
ol

Puis la matrice colonne des f.e.m. de départ de branche :

E. fFO 0o o o o of/ +
Eop 0 0 0 0 0 0 +
(15.9) ?00 1o 0 S 0 0 o0 o
od 0 0 0 0 0 0 +
Eoe 0O 0 0 0 0 O +
Eoy 0o 0 o0 o0 0 & 0
o o o o o o}/ + 1\ 0o
0 0 0 0 0 0 + 0
0 0 0 0 0 0 + Sqo
“lo o o o o olj+{ | o
0o 0 0 0 £p 0 i | — £pi,
(0 0 0 0 o\ + [

Les valeurs marquées d’une croix () sont les valeurs initiales « ignorées », ceci
pour les distinguer des valeurs « héritées ».

Nous pouvons maintenant écrire la matrice colonne des f.e.m. totales de
branche :

/ Ea - _EOa | ,";
Ey— Eop 0 0 0
E. — E 0 S —S.
(13.10) Term el _ @ 1 _ o
Eq— Eoq —E 0 —E
E. — Eqe 0 — £pi, £ pi,y
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Calculons maintenant les matrices | E | — | E;! et il dans le repére de
mailles choisi :

0
' 0
E,—Ey, : Sqo
— S¢, o .
(13.11) E,—E, } =[C] = -— E 4 £pi, H
—E
 Eg—Ey | S . E'— Sqy— £ piy
£ piy
El
(13.12) I N . S
- p
@ = [CT lzl [€C] = —r o4 2p —r"—£p
S . S+ S
T ph LD " LD P
p At S Bt

Le calcul de Yinverse de @ donne :

(13.13) [
r,.Lap—l— [r/ r’ + B(S—f- Sl)] r Lap + (I', r’ 4 LaS) r Lap + (r/ I‘.” + LDS)
PRGESOTCES) LIS S IGESOR
p | p p
(r+r)Lp 5
N - a n e
-1 rep+@r 408 +rr' A" S .\ (ri‘r) j’S
i J 1 " i " +r'r" 8
z|=1 PS+S) s o TENDEESHEIS
e p SR
n SS P p
p? 5
N2 £
I"ﬁp—l—(l"l‘”-*—ﬁS) (r+r) p_, (I‘-|—I‘) p
(r"—{— " S +rr" '+ S +rr’ 1 +r'r4- £8
N e — "+ S " +r S
P + T + B
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ou :
(13.14) Z =1 Bp+ (' T RS 1 L2841 2 ST
FIr @+ (S+ S)+r'r S'+QSS,111)

r'4r") SS§
LA S

Nous calculerons maintenant les courants de maille :

e Sq,

(13.15) pl=lz| ! —Btep |
A E' — Sq, — £pi,

soit :

P Ep 4 S 4 E (S“LS,)M”S)E

P
(I.I + rll) S> E,
P

'ﬁ

II
EI =
-

[ ~

| =
/'\/\

FeEpArr 4+ 28+

(' +1') SS'
e ss),

N

L8588+

N

res io:

__I_

= N|— N?»—‘ N|v~

r+rYLp+rr"+r'r" 4+ LS+ D
@ 4" S>E

T 2

(13.16)

<(r+r’)f’p—i—rr”+r r' L2284
iz

—rf Sp——rr”S+ SS)%

= N

+ (s trsr sy e+ 5,

IHE

I.I + rll

S>E

« +pr'"> S) 5

E

<r+r’)ﬁp+rr”+r’r”'+ﬁS+
((r—|—r’)f"p—1—rr +r'r"rr+ £S+

(r2Sp+rr' S+rr" S)q,

o
—1Z rr’ £pi,,
et enfin les six courants de branche, sauf :

(13.17) la=I, Ta—p, Ti=P,

C+r)(S+SH+rs  SS

p
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déja calculés ci-dessus :

jb=_11+12
__ 1 FRICELINE )
= |Z|<"£”+"+ p Tp)E
1
|_Z| (rCp—+rr") E'
1 IISSI
|—Z~‘<r£’Sp-|-rr”S+£’SS'+r » >q0

|Z| <("S+ S')fa‘l"ﬁSSI)lo,

Te==—TI+ I3

1 r'S'
Lp+rr"— )
IZl <r p-+rr p E
(13.18) + —|Z| rPp+rr' 4"y E

! <r£’Sp+rr S+rmr'S— 2SS —

(rl _+_ rl/) SSI>
\Z| o

P

|Z| (rr' p + 1" 28) iy,

Te_z J2—J8

. <rS—|—rS’—|—r S’ SS’>E
m p p®

—rr E'
+ |Z|

1 rSS
Y (” S+ >"°

|é$<rr Lp+@S+rS +r1r 8L+

Ss’ ﬁ>
iy

Vérifions que les valeurs initiales des fonctions obtenues comprennent bien celles
qui ont été héritées :

7
fg:lim7a=~E+E,
r
P>
- . = EL+E S
it=1imJb=— 7 — 7 Qo»
0 = T 7%
_ . !
i :pl_i:T:cIc = “E$£—T‘r§%—‘io’
(13.19)
i = lim Td = ’**(E' Ey—g%
p >« R
i =p1£n Ie = i, (héritée),
T=lml = T (g gy 2g¢—i,
P> r
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Fig.£13.4

Fig. 13.6
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Par ailleurs, on a bien, dans les branches contenant des capacités :

I If
(13.20) lim r =0 et lim T =0.

p>cc p> o

Toutes les conditions initiales imposées sont donc vérifiées.

DEUXIEME EXEMPLE. — Réseau non symétrique.

Nous avons pris comme exemple [figure (13.4)] I’étude de la décharge d’un
condensateur S aux bornes d’entrée d’un tube électronique (triode ou pentode théorique)
monté en réaction de courant dans la cathode (résistance R). Pour permettre la mise en
équations (*) nous avons inséré une résistance auxiliaire F entre cathode et grille. Tous
calculs faits on fera tendre F vers oc.

Le réseau équivalent est donné par la figure (13.5) ; il a pour caractére topologi-
que:
S=1, B =5, N =3, P=2, M =3.

Fig. 13.7

Matrice de connexion [figures (13.6) et (13.7)].

fa— @ a 1 0 0

b= —il 42 ib —1 1 0 i
gggg o soit ey=1 o 1 o}!le

M fa o 1 —1 |l

- fe o o0 1

Matrice impédance de branche.

50 0 0 o0
p
O r 0 0 0
(13.23) ﬁ{ o o F o o
o 0 0 R 0
_0 0 wF 0 op+z_

(1) Voir référence K45,
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Matrice des f.e.m. de branche.

(Aucune f.e.m. appliquée, une seule f.e.m. de départ) :

a— Loa | Sqo
Ey— Eop 0
(13.24) E,—Fop | =1{ 0
| Ea— Euq f 0
E, — T, 0
Matrice des f.e.m. de maille.
Sqy
E,— Ey, 0 / Sgo
(13.25) E,—E, } =IC1"¢( 0 »)=¢{ 0
E,— Ey 0 0
0
Mairice impédance de mailie.
r-- g —r 0
(13.26) Z|=1[C|Z]|][C = —r r+ R+ F —R
0 —R+4+pF o+ R+z
Inversion.
(13.26 bis) | ro-+rR-+rz+Ro+ Rz ot R - i
. +F(p+z+ (@ +1)R)
A-g| eene esne aGad
rR— prF R<r+g>_—uF<r+%> rR + %+%%+F<r+ g)
avec :

(1327)  |Z|=rR(p+2)+ Fr(p+z+ (r+ 1) R)
+§[rp+rR+rz+Rp+Rz+F(p+z+(p+1)R)].

Courants de maille.

g n o S )
) =17 0 {,
[ 0 )



soit :

(13.28)

1 :

I = Z [rp+rR+FZ+ Ro + Rz + F(p+z + (e +1) R)]Sqo’
1

P =17 [r (o + R+ 2)] Sgo

B = 1 [rR— urF] Sq,.

N

Courants de branc_he.

(13.29)
(13.30)
(13.31)

et :

(13.32)

(13:33)

D’aprés (13.21) et (13.28) :

Ja= I3, Ie = I2, Ie = I3,

— 1
Ib:—11+12=——|~Z—|[Rp+Rz+F(p+z+(y~+1)R)] Sqo;
= 23— 1 [re + rz + urF] Sqo.

Vérification des conditions initiales.

(13.34)

lim I _ 0,  ce que montre (13.29).

P>

Cas ou E = cc.

(13.35)

Pour une réaction de courant dans la cathode on suppose F = o ; il vient alors :

T‘a :lim Taz S q0=§—P—q0’
F >« F o> S r S
T—I—T) P+
IY = lim Tb——§ p Qo
F > « F > « r S*”
P-l-?

- It = lim Jc=0,

F >« F o>«

4 = lim Jd— 1 Sgo _ S p'

- . qo,
(p+2z+ (u+1)R)(r +%> (p+z+@+1R) p +§

F > « F > «
Pl = o= el -8 P

(bt 2+ GAOR)(r+3) (ptz+@+DR) pty

La maniére dont le condensateur se décharge exponentiellement dans le circuit

d’entrée apparait nettement, tandis qu’un phénoméne identique se produit dans le
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circuit de sortie, siz est une résistance pure ou une inductance avec ou sans pertes; si
z est un circuit bouchon il peut se produire des oscillations amorties, d’autant
plus amorties que ¢ et p sont élevés. Dans cet exemple aucun courant initial n’est
hérité et I’'on a : ‘

efz+t@+DR™

(1836 B=#-—2g, #=0, Bo—F-

Enfin, le coefficient d’amplification —% a pour valeur :
a

(13.37) hm Yo 2° L,
T+ 7+ @+

Va Sqo

c’est le résultat qu’on obtiendrait en appliquant une f.e.m. quelconque e dans la bran-
che a et en comparant cette f.e.m. a la d.d.p. aux bornes de la branche e.

r r

Fig. 13.8 Fig. 13.9

Tro1s1EME EXEMPLE. — Matrice impédance identiquement singuliére.

L’exemple simple ci-dessus [figures (13.8) et (13.9)] montre que I’on peut concevoir
la réalisation d’un montage ou la matrice impédance de maille est singuliére. En effet,
si (—r) est une résistance négative réalisée, par exemple, avec un effet dynatron, on a :

S,
(13.38) @ —1r ;
r £2p
(13.39) | Z|=rS—re
(13.40) Pour 28§ =r2 on a 'Z|=0.

Etat d’instabilité ou les courants deviendraient infinis si la limitation par cour-
bure de la caractéristique dynatron ne limitait la linéarité du phénomeéne et ne ramenait
I'ensemble 4 des oscillations issues d’un systeme non linéaire.




Cuarpitre III

REPERES DE DIFFERENCES
DE POTENTIEL ENTRE PAIRES DE NGEUDS

14. — OBTENTION D’'UN REPERE DE DIFFERENCES
DE POTENTIEL ENTRE PAIRES DE N(EUDS

Nous appellerons « branche a admittance» d’un réseau électrique, une branche
, . . 1 .
contenant une source de courant j, une inductance inverse I" <1" = f)’ une perditance

G <G = %) et une capacité C, disposées en paralléle [figure (14.1)]. Nous nous placerons

- ~
-
///

|
(

|
L

v

Fig. 14.1

dans le cas général ou les éléments I', G et C seront des constantes localisées électriques
ou leurs analogues formels. Les grandeurs j, I', G et C seront non toutes nulles,
autrement il ne s’agirait pas d’une branche, mais d’un circuit ouvert.

Considérons un réseau électrique de caractére topologique S, B, N, P, M, formé en
totalité de « branches 4 admittance ». Choisissons arbitrairement sur ce réseau un sens
pour chacune des B différences de potentiel entre extrémités de branche :

Vg a=1,2, ...,B.

La loi d’Ohm, duale de celle qui a été considérée au paragraphe 3, appliquée a
chacune des branches de ce réseau, nous permet d’écrire :

(14.1) ia 4 ja = Cab d('l),” + Gabp, + Tab S wdt  a,b=12,..,B,
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avec :

I3

» _ t _ _
(14.2) : vadt= 50 Dy df - Do,

- ol les T'ae, Gaa, Caa sont les constantes localisées propres 4 la branche a et T'ab, Gab,
Cab (a  b) sont les coefficients de couplage de la d.d.p. v, dans la branche a. Dans le
cas général ol nous nous placerons, ces constantes ne formeront pas nécessairement
des tableaux symétriques. 4

ia  est le courant circulant dans la branche a;

jo est la somme des sources de courant appliquée a la branche a; |
vg est la d.d.p. entre les extrémités de la branche a;

vog est la valeur de v, pour { = -+ 0;

bs est la percussion dans la branche a;

boq est la valeur de b, pour ¢ = -+ 0.

Avec des notations similaires a celles utilisées au paragraphe 5 et en introduisant
cette fois encore la « transformation de Carson-Laplace », nous aurons :

o _TaN_ o _
(14.3) Ta 4 Ja — <Cabp + Gab 4 -Fp—> Vo+ Tabbyy—Cabpoyy, a,b=1,2,..,B.

Nous appellerons «intensités de départ » de Ia branche a, la quantité :
(14.9) J¢ = Tab by, — Cab p vy, a,b=1,2, .., B,
et les équations (14.3) s’écriront :

(14.5) It Ja— Jo— Yab V, a,b=1,2, .. B,

ou nous appelons «matrice admittance de branche» du réseau, le tableau formé avec

les B2 éléments Yab : ,

Tab’
p

(14.6) Yab = Gab p 4 Gab - a,b=1,2, .., B.

Maintenant choisissons P différences de potentiel v, a=1,2, ...,P entre
paires de nceuds linéairement indépendantes constituant un repére de d.d.p. entre
paires de nceuds. Entre les d.d.p. vy et les d.d.p. v, de branche, on peut établir des
relations telles que (4.4) soit :

(14.7) Vg = P2 v, a=1,2, ..., B, «=1,2, ..., P.

La matrice singuliére formée avec les éléments (@J; est appelée «matrice de
connexion de paires de noeuds ». ‘

Les éléments de la matrice ®% étant des constantes, nous pouvons écrire :

(14.8) Vo=@ Vy a=12, .. B, a=1,2,..,P.
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Portons (14.8) dans (14.5), il vient :
(14.9) In 4 Ja— Ji = Yab 32 V, a=1,2,..,B, a=1,2, .., P.

Réalisons la « connexion des branches en paires de nceuds » en effectuant la mul-
tiplication contractée de (14.9) par 3 :

(14.10) :fa 4 i Ja— @5 Jé = Vb (2D Vg a=1,2,...B, a=1,2,..,P.

Mais, d’aprés la propriété topologique (4.3) :

(14.11) @Ta=0" a=1,2,...B, «=12 ..,P.
_ Il vient, finalement :

(14.12) D% Ja— @z J& = Yab DD} Vg L N .’ f{
Appelons : o
(14.13) Je =@z Ja | ‘source de courant de la paire de neeuds o;

(14.149) J: = (Dﬁ- J¢ intensité de départ de la p.d.n. a;

(14.15) Y*B =@z @} Yab  élément «f de la « matrice admittance de p.d.n. ».
Ainsi, finalement, les P équations de paires de noeuds s’écriront :

(14.16) Jo— Ji=Y# Vg o, p=1,2, ..., P.

/

Le calcul donnera pour valeur des V, :
(14.17) Vo= (YY) (JE—J)) «pB=12..,P,

ou (Y—1),s est I'élément «f de la matrice inverse de la matrice formée avec les
éléments YxB,
~ Etles d.d.p. de branche seront données par :
o p=1,2,..,P,

4. V=00 Vo = 0 (Y—Y)ag (JE— J}
(14.18) Va=0%V (YY) (JP— J} a=1,2, .., B.

15. — PRESENCE DE TENSEURS DANS LES REPERES DE PAIRES DE N(EUDS
TutoriME IV (dual du théoréme I).

Les produits contractés :
(15.1) J*Va, JyVa, (Jo—J5) Vu «=12,..,P

sont des invariants lorsqu’on passe d’un repére de p.d.n. a un autre et leur valeur respec-

tive est : - .
Ja Va, Jg Va, (Ja'_‘Jg) Va a:1,2, ..-,B.

La démonstration est la méme qu’au paragraphe 6.
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Conséquence.
Il existe une forme bilinéaire invariante dans les repéres de paires de nceuds :

(15.2) L=Y®BV, V=Y VoV,y B Ahp=12 .,P

Nous appellerons L «invariant opérationnel fondamental » dans les repéres de
paires de nceuds.

TutorkME V (dual du théoréme II).

(15.3) : det Y = (det D3)* det Vo,
ou D; est donné par :

(15.4) Vo= D} V's ur=12 .,P.

Finalement :

— tenseurs une fois contravariants :

(15.5)
(15.6) Je=DiJn,  Ji=DiJh,  Jo—Ji=Di([*—J%)  ar=1,2..,P;
(15.7)

— tenseur une fois covariant :
(15.8) Vo= Di V') awri=1,2, .., P;
— tenseur deux fois contravariant : |
(15.9) YeB = Dz D§ Y B hp=12.,P;

— formule invariante :

821(3 Joe—Ji=Yeb Vg, Jr—Jh=YMmV, BAp=12 ..,P;
— invariants :
Ei?iii Je V= I2 Vi Ty Va=J3Vhe (e d) Va=(J2—JD V5
(15.14) 0(,7\*—“ 1,2, ...,P;
— invariant opérationnel fondamental :
(15.15) L=Y®V,Vg=YMWV,V, wBhp=12 ..,P;
— pseudo-scalaire de poids 2 :

(15.16) det YoB = (det D?)? det Y.

Tout ce qui a été dit au paragraphe 6 peut étre retransposé dualistiquement ici.
En particulier les conditions (6.29) et (6.30) seront transposées et 'on conclura, comme
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au paragraphe 6, qu'une condition suffisante pour que la matrice Y8 soit singuliére
est qu’il existe au moins une paire de nceuds d’indice r, dans laquelle :

(15.17) Vi=YVli=s.=Y"=.=Y"=0
ou :
(15.18)  Yr=Yr=.=Y"=..=Yr=0.

16. — PROPRIETES DUALISTIQUES

Considérations énergétiques.

TatorEME VI (dual du théoreme III).

On démontrera, comme au paragraphe 7 que, si I'on admet que U'énergie instan-
tanée fournie au réseau a pour expression :

(16.1) : W= jau, a=1,2, ..., B,
il en résuite que :
(16.2) W= je v, = j* 0", ah=1,2,.. P,

et il existe un autre invariant :

o a=1,2, .., B,
(16.3) L= J2 Vo= J» Vi = Ja ¥V,
’ o, h=1,2, ..., P.
Corollaire.
164) L= (Jt—J%) Vo= (JrA—J%) V= (Ja—T9 V. a=12 B
164) L= Vam I JY Va= Q=T Va0

Autre expression mathématique de I'invariant fondamental.
La transposition dualistique des calculs faits au paragraphe 8 nous donnera :

(16.5) L' =JeVy=Y®(V,Vo— Vo Vop) @, p=12,..,P.

17. — MISE EN PLACE DES VALEURS INITIALES

Les d.d.p. o, et les percussions Bog dans les branches ne peuvent étre imposées
que dans les branches ou I'on rencontre une capacité pour les premiéres et une induc-
tance pour les secondes ; ce seront les valeurs initiales « héritées», les autres seront dites
«ignorées» La maniére de raisonner est celle du paragraphe 9, transposée dualisti-
quement. On vérifiera :

(17.1) ;{E}c Vi = voa 14 ot les vgq sont héritées;
(17.2) lim Ya_ g 1 oit les boq sont héritées.

p>x< p'—
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Les valeurs v, héritées devront étre compatibles avec le systéme d’équations :
(17.3) Civg =0 a=1,2,..B, a=1,2,..P,

ol G¢ est une matrice de « connexion de maille» arbitraire du réseau. On définira,
comme au paragraphe 9, une matrice de continuité par dualisme et I'on en tirera des
conclusions analogues ; le théoréme donné dans ce paragraphe sera également transposé
dualistiquement ici.

18. — DETERMINATION DE LA MATRICE DE CONNEXION

Pour former un repére de paires de nceuds il suffit de réaliser un arbre. Les
figures (18.1), (18.2) et (18.3) montrent, sur un exemple, comment on peut réaliser de
tels repéres. L’un (18.2) poss¢de une origine commune (potentiel zéro), I'autre (18.3) n’a
pas une origine commune pour les paires de nceuds.

Pour obtenir la matrice de connexion on peut soit considérer les courants entrant
et sortant dans chacun des nceuds autre que le noeud origine [figure (18.2)], ou encore,
on peut obtenir cette matrice en examinant les égalités que 'on peut écrire entre les
d.d.p. de branche et celles des paires de nceuds. La premiére méthode est seulement
valable dans le cas ou I'arbre a un nceud origine.

Premiére méthode [repére figure (18.2)].

On écrira : .
» o T—Fe—i{=0 (nceud 1),
— a4 je 4 ik =0 (nceud 2),
(18.1) S -
ib—jc 4 id =0 (nceud 3),
i — 19— ik =0 (nceud 4),
soit : '
ia
i
1 —-1 0 0 —1—1 0 0 i 0
—-1 0 1 0 0 0 0 1 id 0
(18.2) ‘ -
0o 1 —1t 1 0 o o of]|% 0
0 0 0 0 0 1 —1 —1 i 0
i9
i

ou, en écriture abrégée :

(18.3) S (@]} T{ =o.
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Deuxiéme méthode [repére figure (18.2)].

On écrira :

Dg= D—Uy

Dy = — U+ U3

Vo= Uy—Uy
(184) va= v, it
185 5 __,

Ef =—00,+ U,

Dy =—1,

Uh= Dy— U,

ou, en écriture abrégée :

(18.6)

fo{=[@] v}

Deuxiéme méthode [repére figure (18.3)].

Vg =—10

I;b = U’z

V= p'1—yp
(18.7) Da= 0240
(188) 5 _

Ef = U'l— Uy

Vg =—0'y— 'y + V',

Bh = 0'4

PREMIERE REMARQUE IMPORTANTE.

Dans les cas pratiques qui intéressent I'ingénieur, les courants injectés dans le

soit

0
0 1
1 —1
O‘ 1
0 0
0 0
0 0
1 0

réseau ne sont pas donnés forcément dans les paires de nceuds choisies.

Entre les P = N— S courants injectés et les P courants j« dans les paires de
nceuds choisies, existe une transformation non singuliére qui permet de connaitre les

courants j,

La figure (18.4) nous en donne un exemple. Montrons comment obtenir les

courants cherchés.

T T 0



Ecrivons P équations parmi les P + 1 équations de nceuds :

a= 4+ = a+b+c—d,
bte——j =
(18.9) N On en tire .
810y dTe=TI I facilement: |~ 076
d= 2 o J*= a+ bt c—e
a+c=jb = a-+tec

Fig. 18.4

DEuXIEME REMARQUE IMPORTANTE.

On ne peut pas déterminer les B intensités de branche je (courants injectés
dans les branches) ; il est impossible de les donner d’une maniére unique, mais
ceci ne présente aucune importance puisqu’ils vérifient de toute facon, dans
n’'importe quel repére de paires de nceuds, les relations :

(18.11) o r=0a
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19. — PROCESSUS DE RESOLUTION

— FEtablir la matrice de connexion ;
(19.1) - @ ().

— Etablir la matrice admittance de branche :

(19.2) Yab E ,

— Ftablir la matrice des intensités de départ de branche :

(19.3) Jo 1 Jo .

— Calculer les matrices du repére de paires de nceuds :

(19.4) Ji= e Te  (Jo)=[D) | Toi;

(19.5) Y = e Vab @ — (D] E (D).

— Inverser la matrice admittance :

(19.6) (Y=1),., Ve — 5 ‘ Y E] - E|

— Calculer les d.d.p. entre paires de nceuds :

—1

(19.7) - Va=(Y N (JP— T }, Vi= E(E J{—1Jo )

Les courants injectés sont donnés, en général, dans les nocuds; une transfor-
mation non singuliére donnera les courants J* dans le repére de nceuds choisi.

— Calculer les d.d.p. de branche :
198 - . Va=@Va . jVi=[DPI} VI

— Vérifier les valeurs initiales héritées :

(19.9) ' ,,IEIL V= oq dans les branches ol existent des capacités ;
(19.10) lim Va =0 ~-dans les branches’"ou existent des inductances.
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20. — REDUCTION PAR LES SOUS-MATRICES

On peut opérer comme nous I'avons fait au paragraphe 12 :
(20.1) Jr—Ji=YRVe+ Y2 Vs | Jil—}{Ju{=|Ys || Vi{+[Ye]} Vals
(202) J—Ji=Y®Ve4+Y8Vs | Jyl—|Jo{=[Ys]} Vil +| Y]l V!
“B=12.,pp v,3=p+1,p+2 ..,P

Sortons Vs de (20.2) :

203) Vs = — (798 )oy Y18 Vi 4 (Y98 )y (JY— J1);
—1 —1

(20.4) RAEE A AIRARI A FATHEAD!

et portons ce résultat dans (20.1) :

205)  Jo—Ji— Yob Ve Yo Y035y Y18 Vg + Vo8 (¥70)ay (Jr—J3)
| [yt — yos (7)o, Y28] Vi 4 ¥ (498 )ay (30— T

0B=12.p 1.3=p+1L,p+2.,P

[Ys]} Vy szg_‘%Joz%)

(208) 1yt —1Joal= Vi } Vil — [Vl |V

~([x] -

Y| [(¥al ) § Vat o+ 1Y | Ya| G Tl —)Toa .

Posons :
—1

Y| —[Y,] |Yq| [Vl

(20.7)
(20.8)

-

o,f=12..p, vw=p+1,p+2..,P

YVHap — YoB — Yad ( Y;é) 5y Y78

11 vient, finalement, pour les p variables V,:

,, . o
(20.9) Jr J2 = Y#a8 V4 Y8 (Y98 )5y [JY— J1];

(20-10) %J1.§’—3J012= Y*| Vit +[Y21

j (st —1Jaa s
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soit :

@011) Vo= (y#ab) g, [Jx— J5] — (7*b)g, Yoo (), [J7 — 1]
—1

(20.12) | Vat= Y4 0T —1a b — [V ¥l [Ya] 0 71— T

On se reportera aux conclusions du paragraphe 12.

21. — EXEMPLES
PREMIER EXEMPLE.

Soit le réseau réprésenté sur la figure (21.1) ou (21.2).

On rencontre dans ce réseau :
— une source de courant: j;
— deux d.d.p. initiales: v, et v'y;

~— une percussion initiale: b,.

Le caractére topologique de ce réseau est :
S=1, B =4, N =3, P=2 M=2

Suivons, pas & pas, le processus indiqué au paragraphe 19.

Choisissons le repére arbitraire indiqué sur la figure (21.4) pour les paires de nceuds
et les sens, également arbitraires, pour les d.d.p. de branche [figure (21.3)].

Nous pouvons écrire :

ELI - 1)1 l)a \ 1
1.1) Dt S L O REER [
(21.2) %o =7, el o tte)
ou, en écriture abrégée :
(21.3) o {=[@])o.
Ecrivons la matrice admittance de branche :
) .
0 0 0
Lp

(21.4) @ =



— BT —

Vo
+

O—m
bo .
VoI I V'I .- g
C\ O, —v—C.
L 2 L 4
Fig. 21.1

Fig. 21.2

Fig. 21.3 Fig. 21.4
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Puis la matrice colonne des intensités de départ :

Je % o 0 0Ff » o o o off +
215) f‘;?: o o o ol Tl _Jo ¢ 0O (N A
Jgs o 0 O(+ o o Cp olf}v,
Jd o o o oll+) Lo o o oli+
by
I
— Cpy, ’
—C'pv',

0

d’ot1 1a matrice colonne des intensités de départ de paires de nceuds:

J
; | J? b—“-——va ]
(21.6) § g =R 7" V= £ ° g
75 T\ —(@o+cop
J

Déterminons les courants.injectés dans les paires de noeuds choisies; on a:

21.7 . . . 0w
221.8; | j=j 0=—f+j soit jl=j, =]

Les matrices } J | —] J, 1 et E\ sont donc :

, b |
. Jt Jt ’ __Z0.
@19 ( }_g ' §= T= e

J 4+ Cpvy + C' pv'y

| 1
(21.10) E‘ — [T i (@] = [L"p +ep Cp ]

Cp C+C)p+yg
Le calcul de l’inyerse de E‘ donne :

ey [v] = — ! [(C+Cl)p+-" “C”:I

C+C 1
cop+CpgtihtrE |~ gyt
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Nous obtenons donc les d.d.p. entre paires de nceuds:

. N _ .'.‘ -\v b ]
Vi) —'"\ J—2+Cpy
(21.12) g v §= Y £ ° 4
2 J + Cpvy + C' pv'y |
soit : :
O+ L
(€ p+ 9)pT — (S5 p ) pby+ (CCp + Cg) P00 CC' P20
(21.13) V,= _ e :
CC'p*+Cgp*+—p P+ :
1 C C
=J + zp?b, +—pvo+<CC’ 2+ )pv0
2R £ 2
(21.14) V,= +c
: CC' p* + Cgp* + p+£

11 vient, finalement

Va=Vy, Ve = \7;1 =V, donnés ci-dessus;
(21.15) L '
Vb = Vl_ + Vz

. 1 CI C C[
(o tp)r—(Gr+Er)n +<CC' o o+ P oot T

c
CC'pP*+Cgp*+ —p— + p+L

Vérification des valeurs initiales héritées :
CDog= lim Vg =0p,—7,
’ pro

Dop = Hm Vp = v,
p>o

Voo = lim V ——v ,
(21.16) T e

Voa = lim Vd— v,
p-)OC

lim & =0 r=a,cd.
p>«

DEUXIEME EXEMPLE.

Reprenons 'exemple électronique de la figure (13.4). Cette fois nous décom-
poserons le réseau en palres de noeuds [figures (21.5) et (21.6)].

En placant entre pet A un nceud supplémentaire le caractére topologique du
réseau devient:

(21.17) §S=1, B—=6 N=4, P=3, M=3.



Fig. 21.5

Fig. 21.6

Fig. 21.7 r

Fig. 21.8
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Avant de faire le calcul de ce réseau nous rappellerons que la matrice impédance
du tube électronique assimilé 4 une triode théorique sans capacités parasites est:

F 0
(21.18) [ | ]
wkF oo

La matrice admittance du méme tube est:

G

0
(21.19) 1]
P

ou G = F est la conductance auxiliaire introduite dans le réseau pour son dessin (*). On

prendra G = 0. D’autre part, s = % est la transconductance du tube.

Choisissons le repére arbitraire indiqué sur la figure (21.8) et les sens, également
arbitraires, pour les d.d.p. de branche [figure (21.7)].

Nous pouvons écrire :

Matrice de connexion.

Vo= U v . 1 0 0

vp = —u, b —1 0 0

B _ 14
@120) 5 __, o, b —1 1 oA 2
(21.21) _ soit = v, |
(21.22) Va =0, Va 0 —1 0 5

_ ' Vs |

De = — Uy -+ U3 Ve o —1 - 1

v = — Dy | Ly 0 0 —1

ou, en écriture abrégée :

Malrice admittance de branche.

cp 0 0 0 0 07
o 1 o0 0o o o
r
o 0 G 0 0 0
(21.23) [?] . . avec G=0

o 0 0 x 0 0

0 0 —s 0 !

P
0O 0 0 0 0 A

(1) On utilise la méthode présentée par J. THOUZERY dans son article ; Les réseaux amplificateurs étudiés
par la méthode tensorielle. Rad. Techn. Digest, vol. VI, n° 6 et vol. VIL, n° 1, 1952.
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Matrice des intensités de branche. -

(Aucune source de courant, une seule intensité de départ.)

[ Ja—J¢ [ Cpoy
Jo— Tt 0
(21.24) S T
Ja_J 0
Je— T 0
[ 0

Malrice des intensités de paire de neeuds.

Cpv, |
, -0 -
Jl A J(l) \ 0 vao
(21.25) J2—Jt ) =[0) = 0
0
J3— T3 0
0
0
Matrice admittance de paire de neeuds.
, _ . B
019 | - | 1.1 1
(21.26) @=[@]'@[@]=_ —s sty —
' 1 1
—§—= -+ A
_ * d % P +

Inversion.

(21.27) |E - < B

tp) 4G+ Rg) +R]

A<s+71%-{—%>+9—1R- ‘ 0 S 0
x s (edp)Gra) o))
= BCES (O R CRE (S

Différences de potentiel entre pairjes de neeuds.

Vv Cpv,

—1

(21.28) V: - B o |

Vs 0
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ce qui donne :

C
V1=7plvo,
CP-I-;
AsC
(21.29) V,= o Py =i Yos
(CHF)LA <S+"R+a>+p—1f]
— sCp
V3= R

(ot DAl mr o]

Différences de potentiel de branche.

On a déja :
(21.30) Vo=V, Vo=—V, V==V, Vi=—V,;
il vient :
. 1 1 1
. | (Gre) rws
(21.31) Vc _—— Vl + V2 = 1 1 1 1 Uo s
<CP+?>[A<S+E+5>+W]
1
(21.32) Ve=— Vo4 Vo=

| K T

Vérifions les valeurs initiales :-

50(1: hm Vazvd, U—Obz hm Vb:___.vo’
P>« p-> o
B 1 1 1
o —alatg) g
Voo = lim V¢ = 1 7= Vo
p> < 1 1 1
A<S+R+p> + Rop
EOd':—-‘ hm Vd: ;-Ais 1 009

e Als+pto) + RS

(21.33) __(1%_A>S

EOe = lim Ve =

P A<s+ﬁ+1)+R

p o
3
— . R
vof=h:n Vf= 1 1 1 UO)
S CT SHES
I}EI}:CVI.'—'O I'=a,b, ’f




CﬁAPITRE v

REPERES COMPLETS

+ 22, — EQUATIONS DANS UN REPERE COMPLET CONSTRUIT SUR LES MAILLES

Considérons un réseau électrique de caractére topologique S, B, N, P, M, cons-
titué de « branches a impédance » ou sont placées des sources de tension et de courant
[la figure (22.1) montre une branche de ce réseau)]. Choisissons sur ce réseau un sens
pour chacun des b courants de branche i« a=1,2, .., B, et pour chacune des B
sources de courant ja a=1,2,..., B, les ja étant prises dans le méme sens que les ie.

Appliquons la loi d’Ohm; on écrira :

(22.1) Va + €a = Fap g7 (1P + ) + Rap (i - jb) + S.,,,S(zb + %) dt
a, b = 1, 2, covy B.

En plus des entités définies dans les chapitres précédents, nous utiliserons Ia
notion «d’itinéraire entre deux nceuds». Un tel itinéraire sera, purement et simplement,
un chemin unique entre deux nceuds. Lorsque nous choisirons par la suite une paire de

~nceuds nous lui associerons un itinéraire arbitraire ot par hypothése, passera un
courant j* tel que : :

(22.1 bis) =G a=1,2,.,B, r=1,2,..,P,

ou ,Cf représente (*) le nombre de fois ou I'itinéraire relatif a la paire de nceuds A passe
dans la branche a.

Entre les courants de branche i« —{—7‘1, les courants i* d’un repére de mailles
choisi et B— M = P courants j* choisis selon des itinéraires arbitraires dans un sous-
repére de paires de nceuds, on peut écrire :

a=1,2,..., B,
(22.2) ie | jo = (o 4 LC8 A o=1,2,.. M,
A=M4+1,M+2,., M4+ P,

(1) La nécessité de mettre un indice 2, en bas et a gauche de Ct’;‘ » sera justifiée quelques lignes plus bas.
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ol les ,C¢ et ,Cf sont les éléments respectifs de deux sous-matrices rectangles (*) de la
matrice :

¢ a=1,2,..,B, a=1,2.,M+P=B8,

matrice qui traduit les relations linéaires entre les courants it + j¢, d’une part, et,

d’autre part, i* et j». Ce nouveau repére sera appelé «repére complet construit sur les
mailles ».

Utilisons le vecteur généralisé :

H{ =1,2,..
(22.3) o=t P=12..M, |
fo—iv  u=M+1,M+2 .. MiP,

et écrivons (22.1) comme suit :
(22.4) Clafje=Cilr g q=1,2, ..., B.

J

/|
N

S 7 _
|

Lo

Fig. 22.1

. Portons (22.4) dans (22.1), il vient :

. _ o '{’B e w —_ (uw
(225) byt ta= <J:7,lb% + R le Sa,,\ie dt> & b,8=1,2 .., B

Effectuons la multiplication contractée de (22.5) par C¢; on a :

_ o e dué S 7
(22.6) G g+ Cleq = C4CY (3@ Gt B l+ S \Bar)

ab,a,p=12,...,. M+ P;
soit encore : .

V _ e, a
22.7) ¢ ua+cz:ea=faﬁ%’t—+RaB fo 1 Sap,\iﬁdt ab,o0,8=1,2 ..., M+P,

oli les Ly, Rap, Sap sont donnés par :

(228) Laug = (¢ Gi’ 10, RaB = (¢ C”; Rap, Sap == G @ﬂ’ Sab.

(1) Le €©§ des paragraphes 3, 4 et 5 s’écrira done ici €4 .

or
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Mais, en utilisant les sous-matrices de ¢ :
. 11 . .
(22.9) G U+ 1CE e = Lug S + Rugi® 4 Sag S i dt
o+ o i+ R o+ S\ ot
2a ], a7, die ; o
(22.10) 1Ci Va+ o e = L g + Rag B+ Sig S et
djv. . w
+ ﬁ“"d‘]t + R j* 4 Sy S]“‘ dt
¢=1,2..,B, oB=12.,M, Ap=M+1,M+2 ., M+P. .

Par ailleurs, d’aprés'(4.5) :
a=1,2,..,B,

22.11) G =0
' ‘ «a=1,2,.., M,

et finalement les équations qui régissent le réseau, en se rapportant 4 un repére
complet, sont :

e .B' . o ‘.
(22.12) €y = ﬁaa% + Rugi® + Sag S iBdf + 2, %‘ + Ry j* + Suy S je dt;

- .
(22.13) 0+ e = 'L?AB % + Rip B - S;\g S irdt 4 L?;\u%'? -+ R)\u j* S;\M S jedit
a,f=12.. M, Np=M41,M+2,..,M + P.
Passons aux expressions opérationnelles avec des notations déja employées :
(22.14) Eo= Zog IP + Zap J& + Sup @ — K Pt + Sy 14— L0, pjit;

(22.15) Vit Ex=2p 18 + Z,, J"j + Srg g5 — £ pit 4+ Sy ry— L P];

o,B=12.. M, Mp=M+4+1,M+42, ..M+ P,
ol les éléments :

Zagr Zows oy Zoy. 0, 8=1,2,... M, Np=M+4+1,M+2 ., MLP

'

forment les quatre sous-matrices de la matrice impédarnice du repére, complet. construit
sur les mailles et dont les éléments sont Zyg @, B=1,2,.., M+ P. Nous avons posé :

22.16) . . . 't
222.17; Jo=p#(+0), 1§ ="“(f)—501“df p=M+1,M+2,.,M+P.
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- «-.Nous appellerons-:
(22.18) Eow = Sug g — L0 pi2 + S T — Lo
«f.e.m. de départ de la fnaille a»; |
(22.19) Eo, = Sxp g6 — £ pi3 + S.m rt— 3, it )

«f.e.m. de départ de la paire de noeuds 2 ». B

T Les quantités i, et g, sont données dans les branches et les quantités Jo €t 1o sont
données dans les branches ou dans le sous-repere de paires de nceuds choisi; on en
tiendra compte plus loin. '

Finalement, on obtient :
(22.20) Ey—Eoy=Z,5 IP 4 7, Ju;
(22.21) Vs + By — Ey, — Zgg It Zp Jv
o =12, M, K’HJ?M+1;'M+2’--'-?M+,P-, e

En prenant, pour les différences de potentiel et les forces électromotrices des
vecteurs généralisés :

(22.22) E—FBoy=FE,—F,, 0=1,2,..,M,
| = Vot Bi—FEop  a=M41L,M+2.,M4+P,
les équations (22.20) et (22.21) s’écriront : T o

(22.23) By Bon= 2z b wp=1,2,., M+ p.

" 23— PRESENCE DE TENSEURS DANS LES REPERES COMPLETS
Nous énoncerons plusieurs théorémes :
THEOREME VIi. |
‘, Les produits contractés :
(23.1) Eofo, B o, (B — Byl q=1 2y M+ P

sont des invariants lorsqu’on passe d’un repere complet & un autre.
p

Démonstration.

Montrons que :
w [%] w

(23.2) E lo=E'yFa o9 =1,2,.., M4 P,

lorsqu’on passe d’un repére complet & un autre. Les deux autres invariances se
démontreront de la méme maniére. ' ' '
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Si T'on passe d’un repére a un autre au moyen de la matrice non singuliére C¢,
on écrira :
(%] (%23 (%) w w [%) w

(23.3) B lo=E,Ciln=CiBfn=E, I wn=1,2 ..M + P,

ce qui montre 'invariance.

Conséquence.

Il existe une forme bilinéaire invariante dans les repéres complets; en effet, dans
deux repéres, on pourra écrire :

(284) Ey—Bou=Zug P, B\ —Boy=2uy0  apnv=1,2 ..M+ P
Donc, d’apreés le théoréme VII :

(23.5) M=Zglfo=2z,nPv a8 nv=1,2..,M-LP;

M sera « I'invariant opérationnel fondamental » du réseau dans les reperes complets
construit sur les mailles.

TuéorkEme VIII.
Ona:

(23.6) det Zog = (det C7)?. det Z',,;
on peut le voir immédiatement en écrivant :
(23.7) . Zag=C;Cy 2" «B,nv=12,.., M4 P.

On constate donc la présence, dans les repéres complets, des étres mathé-
matiques suivants : : '

— tenseur une fois covariant :

@10 Bo=alf  Bu=CBeu BB i — Eyy
(23.11) _
(23.12) wn=12,.., M+ P;
— tenseur une fois contravariant :
(23.13) ITe=Cetn  wq=1,2,..., M+ P;
— tenseur deux fois covariant :
(23.14) Za=CiCiZw  aBimv=1,2 .., M+ P;

— formule invariante :

(23.15) Ey— Eoy=Zog o, B, — By, — 70, Fv % By v=1,2, .., M+ P;
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— invariants :
@10 EI— B Bl By, (Ba By B (B — oy B
(23:18) % B,nv=12.,M+ P;
— invariant opérationnel fondamental :
(23.19) M=2ZgleTo =2, fnfv o pmv=12.,M+P;

~— pseudo-scalaire de poids 2 :

(23.20) det Z,g = (det C2)2 det Z',.

24. — CONSIDERATIONS ENERGETIQUES

TurorEmME IX.

SiI'on admet que I’énergie fournie au réseau a pour valeur :

a=1,2,...M,
(24.1) W = ey I* 4 () -+ &) J> »
} A=M+1,M+2,..,. M-+ P,
ona :

(24.2) M' = E, I*+ (V, + Ey) J2.

On développera la démonstration comme au paragraphe 7.

. ., (%] 4] w . R
En prenant des vecteurs généralisés tels que E,, Eo,, 14, on retrouvera l'invariant
opérationnel fondamental.

25. — AUTRE EXPRESSION MATHEMATIQUE DE L’INVARIANT FONDAMENTAL

Reprenons I'invariant :
o=1,2,.., M,

(25.1) M’ =E,I*+ (V) + Ey) JA |
CA=M4+1,M+2,..,M+P,

et choisissons des grandeurs auxiliaires telles que I3 et J% définies par les équations :

(252) Zag I -+ Zocu. Jiy= Soz{i qfi - Lﬁaﬁ pltii + SchL ry — ~a<xu. P].f;
(25.3) - s i+ Zu IS = Syp g — Cap pih + Saw 1 — Do it

“B=12.,M, rNpu=M+1,M+2, .. MIP.
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Portons (25.2) et (25.3) dans (22.14) et (22.15); il vient :
254) " Ey=Zig(IBE ) o Zay (Je 4 T8

(25.5) Vi + By = Zys (I + L) + Zy, (Ju 4 Jt)
WwB=1,2.,M, Ap=M+1,M+42 ., M+ P.

Enfin, si I'on porte (25.4) et (25.5) dans (25. 1), et si I'on prend les vecteurs
généralisés déja employés, il vient :

(25.6) M =Zygle(e+ 1 op=1,2, s M4+ P.

Posons, comme au paragraphe 8 :

(25.7) F=T4+l  a—1,2,.. MLp
On obtient, tous calculs faits : p
(25.8) M =Zyp(Flo—ER)  ap=1,2..,M1P.

26. — OBTENTION D’UN REPERE COMPLET CONSTRUIT SUR LES MAILLES

Pour obtenir un repére complet on opére ainsi :
19 choisir un arbre avec lequel on construira un repére de mailles;

20 avec cet arbre ou avec un autre arbre on définira un repére de paires’de
neeuds fixant les itinéraires choisis.

~La flgure (26 2) donne un exemple de repére complet dont la ‘matrice de
connexion est établie en (26.5) ci-apres.

Le groupe de transformation linéaire des courants généralisés
I «=1,2,..,M+ P n’est pas quelconque; la matrice de transformation, en
plus de la structure sur les nombres - réels, doit étre telle que la forme bilinéaire de
Iespace des mailles ~séparé soit invariante : -

(26.1) . My=Zy I“IP ,8=1,2,.., M. .

En effet, entre chaque paire de nceuds on peut choisir un itinéraire quelconque,
indépendant du repere de mallles

Cherchons le groupe 11nea1re qui laisse invariantes les formes (23.5) et (26.1). Utili-
sons par commodité les sous-matrices et imposons-nous que dans la matrice impédance
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Zag #B=12,.., M4+ P, les éléments de la sous-matrice Zug &, B=1,2,..M
soient indépendants des trois autres sous-matrices lors d’un changement de repére :

262) A" C711Z ZJ A B oit la matrice A’
B D' Z, Z, C D est la transposée de A

[A'z1 A+ A'Z,C+CZyA+CZ,C A'Z,B+ A'Z,D+ C'Z,B+CZ,D
- |BZ,A+BZ,C+DZ,A+DZ,C BZB+BZ,D+DZ,B+ D’Z4D]'

Il est évident que la condition nécessaire et suffisante est :

(26.3) [C] = [0].

ihyt

———

Fig. 26.1

Ainsi, toutes les matrices de transformation auront la forme :

S

L’interprétation géométrique est la suivante : I’espace image complet est donc la
somme de I'espace image des mailles et de 'espace image des paires de nceuds.

Ces matrices forment un groupe, les sous-matrices A et D étant supposées non
singuliéres.

Nous donnons ci-apreés deux exemples de matrices appartenant a un tel groupe :
PREMIER EXEMPLE.

Soit le réseau de la figure (26.1) dont le caractére topologique est 1, 6, 4, 3, 3.
Sur ce réseau nous construirons deux repéres, I'un défini par la figure (26.2), I'autre par
la figure (26.3).



N )

. ’ Repére » : -
(a) 4 P . (b)

Tig. 26.2

: o Repire R’
(3) L ' : (i)

Fig. 26.3
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Entre le repere de branche de la figure (26.1) et le repére R, nous poﬁvons écrire :

o ja =t — g8 4 i,
b4 jb =l 5,

Bje— il

(26.5) ,
i(l+j<I: _l'Z’
fe jo= —i24 8
U+jl= B4,
soit :
fdedje o P10 -—1 1 0 0] it
FL 1 0 0 0 —1 0 i
ic 4 je 1 —1 0 0 0 o0 i3
(26.6) D A= ¢ 5
id 4 ju 0 —1 0 0 0 0 it
ie 4 je 0O—1 1 0 0 0 I
i 0 0 1 0 0 1 jé
ou, en écriture abrégée :
(26.6 bis) Vit=|C|lil.

Entre le repére de branche et le repére R’ on aura :

?tl + ]Ta = —i"t + il3’

b4 o= s,
(26.7) s it
' i jd = — 2 s,
o je = — i 5,
Ut gl =i
fiatje o F—1 0 1t 0 o of it
oo 0 0 1 0 —~1 0 i’2)
26.8) z+7 |-t —-1 o0-—1 0 o0 i [
i 4 jd —1 —1 =1 0 1 0 j't
ie + e 0 -1 -—1 0 0 1 (j’5\
i+jr; L1 0 0 0 0 0| j'e

ou, en écriture abrégée :

(26.9) Vit=|C | i,
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+ En considérant.(26.6) et (26.9) on erira :

26.10) = le iy =e] i,

soit :

(26.11) Vil — | el it
—lc]ie

Le calcul de la matrice inverse donne :

0 0 1-—1 0 o0
0 0 0—1 0 0
-1 0 0 0 —1°1 o
(26.12) el = : ,
t 1 0—1 0 1 o
0—1 1—1 0 o
0 0 0 1 -—1 1.
et:
0 0 1 11 o
1- 1 1 0 1 ¢
1 1 0 o0 0 —1 1
(26.13) C| = ‘@J Cl| = | et
: 0 0 o 1 0 1
0 0 0 —1 0 0

==
S
o=
(==}
fa—y
l
ju—y

0 0 1: 0 o0 1

—1 1—1, 0 1-—1

B 1 0 o 1 o0 1
(26.14) 'C’___ ......................................... S -
— 0 0 0 —1 0

o 0 0. 1 1 1

0O 0 0 1 1 o0

(1) Le C employé pour la matrice (26.13) n’a rien 4 voir avee celui employé comme symbole de sous-
matrice dans (26.2) et (26.3).



—_ 75 —
DEUXIEME EXEMPLE.

Soit le réseau de la figure (26.4) dont le caractére topologique est 1, 5, 4, 3, 2.
On a, en se rapportant au repére R [figure (26.5)] :

fatje= ity
R L
(26.15) Be— 2014
| R e i
o= —it 4 iy

ia + ]Ta 1 1 1 0 0 i
|\ Pep 1 1 0 o oliea
(26.16) P )= 2 0 o 1 ol
4 —1 1 0o o—1}j
ie | je —1 1 0 0 o]\
soit, eﬂtécriture abrégée :
(26.17) | = el
On a, en se rapportant au repére R’ [figure (26.6)] :
ot o= i1,
ib + 71; =i 4 e
(26.18) e —in
e je = 2 ji 4 ji5;
warat 1 1 0o o o in
- L 1 1 —1—1 o0 ir2
(26.18 bis) ic 4- ]Tc =11 0 0 0 i’
4 ja 0 1 0—1 0 (74
0 1 0 -—1 1 L

L i 4 je |
ou, en écriture abrégée :

26.19) T=|e i




Fig. 26.4

Repére R '
(a) (b)

Fig. 26.5

(c) Repére R’ ) (d)

Fig. 26.6
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On écrira:
(26.20) ﬁiz E = ¢t
éoit:
—1
(26.21) til=1¢C€ et
= | G| i}

Le caleul de la matrice inverse donne :

1 : 1

0 5 0 0—5

' 1 1

=1 0o 5 0 0 5

Cl = ,

1 —-1 0 0 0

0 —1 1 0 1
(26.22) - 0 0 O —1 1 i
, 5 0 —5 0 —3
d’otr : 1. 1 1
> =L 3 1 —3—1 3

‘C = | & Gl = e erraes e s e ;
: ~ 0 0 1 1 0
0 0 1 o0 1
00 0 0 1
de méme :
‘ 2 0 0 1 0~
—1 1 1 —1 0
-1

(26.24) o lC] = 0 0 0 1 -—1
0o 1 —1 1

27. — MISE EN PLACE DES VALEURS INITIALES

Nous aurons a distinguer les i, et g, des j, et r,. Les premiéres sont introduites
~ dans les branches par un état physique précédant I'état considéré; par contre, les j, et r,
ne dépendent que de la forme des courants injectés j*.
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~ On déterminera d’abord les courants 7% 4 74 et les charges q¢ -+ r* dans les bran-
ches ol existent des inductances pour les courants et des capacités pour les charges On’
calculera ensuite les f.e.m. de départ de branche :

- (27.0) Eoq = Sap.(q8 + 18) — Lop p (@& + 1) a,b=12, .., B.
De la on déterminera les f.e.m. de départ du réseau complet :

a=12,..,B,

27.2 Eaze‘:E
(27.2) 0 *  «=1,2..M+P=B,

ou, en développant :

(27.3) Eou = Sop 4 — Fag DU + San 1§ — Lay it 5

(27.4) o Eo= S i — e pii + Sap1h — Lo piy

(BB=L2e M O u =M+ LM A2 M P

Prathuement les courants injectés sont donnés en chacun des nceuds; il en
résulte que les' valeurs initiales j, et r, sont imposées dans les P paires de nceuds. On
calculera donc les-j, et r, de branche en partant des courants donnés au moyen du réseau
considéré avec des f.e.m. nulles, et ceci dans le repére de paire de nccuds correspondant;
toutefms, d’un point de vue théorique, certains courants injectés peuvent déterminer des
différences de potentiel percusswnnelles dans certaines branches. 3

28. — DETERMINATION DE LA MATRICE DE CONNEXION

On établit les retations qui existent entre les courants i% 4- ja et ceux qui sont
choisis dans le repére complet. On procéde ainsi :

10 choisir un repére de M mailles linéairement indépendantes;
20 choisir un repére de P paires de nceuds linéairement indépendantes;
3¢ prendre un itinéraire arbitraire pour chaque paire de nceuds.

On notera que, dans un repére complet, I'itinéraire des courants entre paire de
neeuds intervient dans la mise en equatlons alors que ce n’est pas le cas pour les repéres
de paires de nceuds.

29. — PROCESSUS DE RESOLUTION

— Etablir la matrice de connexion :

(29.1) e e

— Etablir la matrice impédance de branche :

@2 Zw |Z|.
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(29.3) — Se donner ou déterminer les 7%, g¢ et j& r& dans les branches. .. -

— Etablir 1a matrice des f.e.m. de départ de branche :
(29.4) : " Ew Bl

— Etablir la matrice des f.e.m. totales de branche :
(29.5) E,“ Eoy  JE{—]E,}.

- Calculer les matrices du repére complet :

wy

(206) B By Co(Ea—Fu) (B {—1 By = [C]Q Ea|—) oo )

(29.7) Zup=CiClZup | Z|= Z

— Décomposer Z,s en sous-matrices :
R O Wi dais e PA RN R A
hu=M+1,M+2,..,.M-+ P, : . J
— Ecrire et résoudre les équations des sous-matrices :
(29.9) Eo— Eoq= Zog I8 + Zgy, J» V\E,—Ey | = \E| VIENVAIN A

(29.10) Va+ Eyn—Ep=2ZuIP + ZayJv | V+ Ey—Ep| = [Zg] |11+ |Zy] |}

“’Q=1’ 2, :":M: : ]
Aw=M+1, M+ 2., M+P.

— Calculer les couran’:ﬁs I de maille : : !
-1 —1

(29.11) 1= ‘E 3E1_E012;@ [Z2]3J€’,

— Calculer les d.d.p. V; entre paires de nceuds :

—1

(29.12) V= Z ) ]+ | Za] 1715 By By .

— Calculer les courants de branche I« -+ Ja en utilisant la matrice de connexion ¢,
les courants I+ calculés et les courants J*» : i :

(29.13) Io g Jo= CoIx+,C 0 T4+ T{=LCI T+ [LCl T

— Caleuler les d.d.p. V, de branche :

(29.14) V=G Vo | V{=[CT} Vi



— 80 —

Il est souvent plus commode de calculer les d.d.p. V, & partir ‘des courants de
branche. En effet :

NI

I+ J—| E—E,|.

29.15)  Vo=Za@ +J)—E,—Ew | Vi=

— Vérifier les valeurs initiales.

30. — EXEMPLE

Considérons le réseau symétrique de la figure (30.1) ot ’on rencontre, a la fois,
une source de tension e et une source de courant j. Nous supposerons qu’au temps { = 0,
e et j ont été appliquées et qu’on avait :

— un courant i, dans I'inductance L’;

-— un courant i’, dans I'inductance £, et

— une charge q, aux bornes de la capacité C = 5
Le caractére topologique du réseau est 1, 4, 3, 2, 2. Choisissons le repére complet

indiqué sur la figure (30.3) et suivons le processus de résolution donné au paragraphe 29.

Matrice de connezxion.
o jo= it 2,
ib - jo = 2,

(30.1) 0 ,
e + ]-(, = ! + iz_jl‘
il jd = g1
sw+4u) 1 0 1 o0 \ilz
it 4 jb 0 1 0 0 i?
(30.2) T e v
?ﬁuk#g 1 —1. 0 —1 ﬁ\

id 4] 1 0 0 0 gt
ou, en écriture abrégée : |
(30.3) T+it=[e]if.
Par ailleurs, on obtient facilement :
(30.3 bis) B=1i j*=0.

- Matrice impédance de branche |figure (30.2)].

r4£p 0 NMp 0
\ - 0 R+ 5 0o 0
(30.4) 2|= p
. Nip 0 r+£p 0
0 0 0 R

A
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Fig. 30.1

IFig. 30.2

(b)

Ifig. 30.3

6
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Valeurs initiales.

Ona:
-(30.5 = . ) ,
§30.6; fp=1lp,  Ii=7T0o;
(30.7) : 9 = 4o’

~ les quantités j et j? sont nulles car au temps { = (4- 0) la totalité du courant j passé
dans les branches d et b ol 'on ne rencontre pas d’inductance. D’autre part, r} sera nul,
par hypotheése. ' '

Matrice des f.e.m. de départ de branche.

Ona:
E¢q 0o 0 0 O]+ ~ Lp 0 IMp O iy
Eob 0 S 0 0 7 0O 0 0 0 +
(30.8) = —
Eo. 0o o0 0 0 + Mp 0 £'p 0 iy
Eod 0 0 0 0 + 0 0 0 o |\ +

— £ piy— M pi'y

_ Sqp
— M piy, + £ pi’y
0
Matrice des f.e.m. totales de branche.
E,— Eoq 12 piy + I pi’, ‘
. Eb — Eob ‘ Sqo (
(30.9) _ = ' .
E;— Eqc E + O pi, + £'pi’y
Eq— Eoa ; 0
Matrices du repére complet.
El R Eo]_ . O ( L?pio + Dn pilo
E2 —“' E02 ( 0 7 S SqO
- (30.10) ¢ ;= +|€ _ ,
Vs + E;—Ey \ Vs s E -+ M pi, + £'pi'y
Vit Ey—Eg Vo i 0

E -+ (2 + W) piy + (£ + M) pi,y
— E + Sqo— M pi,— £'pi’,,
12 piy + Npi',
— E— M piy— L' pi’,
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7]

(C+ L 420 p+ Rbr 41 — (' +Myp—r’ (E+M)p+r — (£ + M) p—r'~

(30.11) ' ’z‘ — _{

]

— (£ +IMyp—r L'p+ R +r + g —IMp L' p+r
a 2+ M)yp+r —Mp  Ep+r —Mp
B — (M) p—r' 2p - —Mp £2p 47

Décomposition en sous-matrices.

(4 L4+ 2N p+R+r+1r — 07 +IN)p—r
Zl == > PRI » S] ’
. — (N p—r 2 R +r1r 4+ =
(30.12) . | (& +IMYp pHR +1'+
(30.13) — [+ Ny p—r — (2 +N)p— r’]
Z,| = :
: —Mp Lpa4r
(30.14) | B+ p+r —INip ] [L‘?p +r —Jp ]
Z3 == 9 Z4 == .
(30'15) | — (2 +NM)p—r Lpt+r —IMp Lp-+r
Inverser la mairice ’Z .
P 1 2 + R + ’ + S (‘a, + 711) + r ’
(2 4= L2 4 L)
(30.16) |2 ] = 7z [ P b p J
YL@ omyprr (R4 20 p R4

ol :

(30.17) | Z,| = (P12 — M2y p2 + (R' £+ R"L?’ +2R M4+ RE 41"+ p
+R+DDR M FRrP 220 S+ (R 4 r’)%.

Calcul des courants I' ef I2. - .

I S (B (24 W) piy + (17 4 1) pi,y | = J
(30.18) ( )): @ g ( | ) pig + ( _)Pl())_lzl Z g f
() [ E+ Sqy— N piy— & pi'y ) (o)

Pour distinguer les effets de E, J, i,, i’,, q,, nous développerons les formules dans
un certain ordre :

R S
30.19) I'— L. <_ Mp+ R +2)E
( ) 1Z] [ p+ R4 b
IO — D) i (R E 4 P £+ RO p+ (4 JW) 8],
RS+ RN 1 M) p oy (£ 4 WY )iy + (& 4+ I p+ ) g,
— [(w' LM P (A R R0 ) pt R 1 1+ (0 JT) S %’J J] ;
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(30200 Ir= '—1, [—I(®+M)yp+ R+ E
+ [(2 21— N2 p2 + (' £— RN —r MY pl i,
— (22— p2  (+ £ 4 R — 1 IN) p] i
+ [+ £+ 20 p+ R+ r+r'} Sq,

— (2 =DM p2 4 (¢ £+ P £ — RNy p 4 1] T,
Courants de branche.

(3021) Jeq Ja=Tf J3— 14 J

1 ] S
P — Y ry
|Z|[< Npt R+ ) E

+ (£ — M2 p2 4 (R £ 41 4 R MY p + (F + M) 8] i,
+ [(R" £ + R ON 4 1/ D) p + (£ + I 8] #,
+ [(£ + M) p 4 '] Sg,
+ [(R '+ R+ ROy p + RR + Rr' + R'r'
SO S + (R £ r')g] J] ;
(30.22) P4 Jv=1*  [donné par (30.20)]; i
(30.23) Ie4Je=D— P Ji—p__p2
()
+[(R £+ R+ R+ 1)) p + (£ 4 M) S]i,
F (72— p2 - (1 + R R £+ RN p + (£ + M) 8],
—[(£+ M) p + R+ 1] Sg, | »
—| @+ R4 RO p - R (04 My 5 = JJ;

(30.24) T¢4 Ja—T'  [donné par (30.19)].

Valeurs initiales des courants de branche.

On fait :
(30.25) R lim (I +J0)  r=a,bcd;
il vient :
(30.26) 4 je=iy;
- (30.27) - B o= iy—i'y—j, ol j,= lmJ;

P>



(30.30) - lim

(30.32) V, =

(30.28) - B o = 13

(30.29) U = iy~ Jo3

on.a, dans toutes les branches :

a4 Ja

proc

Différences de potentiel de branche.

(30.31) Vo= (r + #p)(Ta - Jo) + Mpe+ Jy— ¢ plo—~71cpl

~ 1z [[(R"" + RIM A RO p+ R+ £+ M S+ %’
— [+ RY (27— O pt 4 (€Y S+ (RR'+ R + Ry £—rR ) p
+ ((R+ 1y £ —rI) §] 4,
+[R (B OMB) p2 4 (1R 47— (RR' + R’ + R'M) I + (£ — 2 ) p
+ (P8 — (R4 1) M) S, |
+ (£ — IN2) p 4 (r £7 4 1" £2— RN p + rr'] Sq,

+{(R+RYEL—IM)p 4 (rRE +rR' S + RR' P+ Rr' £+ R'F'
P

+ (LI S)p + r(RR + Rr' + Rt + 2 §) + (' + R) £ S
+ r(R+r') ]
S
it b b..___
+P>(I + J%) — S
7 [ I:R/(LD—}‘JR)I)_}_RR,‘*"‘R,‘F(E%—D]‘L)S—}—(R&—'—I;&S}E

+ | R (£ — M2y p2 4 (R (1 42— RO — r M) + (£ 47 — JM2) S)p
4 (P RM—r IR Sy
| R DM p2 - (R (£ + RAZ — p' L) + (12477 — D2 S)p
4 (r £+ R — ' ) Sty
[ — I p2 4 (RE 1" 241 7)Y p + (R + 1) '] S,
- [R (€6 — M) p2 4 (R 10— ROV 4 (47 — IN2) ) p

+ R4+ —RD]L)S—i—— :l ]
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(30.33) Ve=Mp (I« + Ja) + (' + £ p) (I + J&) — E — I piy— £ pi’,
::(iz| [——[R’(.L?+ NYp + RR' 4 rR' + (2 I S + WJ E
+ [R (202 — M%) p? 4 (R (1 £~ RIM —r I - (££ —IM2) S)p.
+ (" £ —RIM —r M) S| i,
— [ R (£ — M2 p? + (R (12 + R — 1 I 4 (242 —IM2) S) p
+ (£ 4 R —r' M) S|y
— (L =M p2 - (RL 41 241 £2Yp 4+ (R+1)1'] Sqp
— [R' (2L —IM2) p2 4 (R (0 87 + 1" £2— RN 4 (££—IMN2) S) p
+R’rr’+(rf;”—|—r’£—R9TL)S+%,S:IJ]; |

on vérifie bien que :

(30.33 bis) Vp= V.

et :

(30.34) Vq= R (I 4 Jd) on M4 Jd est donné par (30.24) et (30.19);

on vérifie aussi que :

Vd:_'Va_‘ Vc.

Valeurs initiales des d.d.p. de branche.

(30.35) vop == lim V, r=a,b,cd;
p >
(30.36) voa =—(R+ R)i,+ R'i's+ Sgy + (R + R') jo;
(30.37) oy = Do = R'iy— R'i'y— Sqy— R'j,;
(30.38) voa = Riy— Rj,.

31. — EQUATIONS DANS UN REPERE COMPLET.
CONSTRUIT SUR LES PAIRES DE NEUDS

Nous reprendrdns, point & point, les considérations des paragraphes 22 et la suite,
transposées dualistiquement. Les branches considérées électriquement seront des
«branches 4 admittance » ot seront placées des forces électromotrices [figure (31.1)].

Ecrivons les équations de branche en partant de la loi d’Ohm duale :

»

e I
(31.1) i 4 Ja = "Cab 4, (0 + @) + Gab(vb+eb)+I‘abS(vb+eb)dt
‘ ab=1,2, .. B.
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Entre les d.d.p. v, + ep, les d.d.p. entre les paires de nceuds choisies
Dy a=1,2,.., Petlesfem. ¢ A=P-+1, P4 2,..,P + M dans les mailles
choisies arbitrairement également, on peut écrire :

‘ . ‘ a=1,2,.., B,
(31.2) Vo + €a = 1 0ivs + Pher  a=1,2,..,P,
A=P+1,P+42,..,P+ M,

ou les ;@ et ;M) sont les éléments respectifs de deux sous-matrices de la matrice carrée:
a: a=1,2,..., B, «a=1,2,..,.M+ P =B,

qui traduit les relations linéaires entre les d.d.p. Vg + €4, d’une part, et vy, €, d’autre

part.
N
N

<

Fig. 31.1

En reprenant exactement la méthode utilisée au paragraphe 22, transposée
‘dualistiquement, nous obtiendrons un repére, dit «repére complet construit sur les
paires de nceuds », out les équations du réseau sont :

dl)g
dt

de, '
(313) j“ = (b + G*B g + I8 S Dg df + Cow % + Gowr e, + Tow S e, df;

(31.4) r 4 jr= (26 % + 8 vg +- I‘mgvg df + C%u% + GMee, + Pkugeu dt
oc,{3=1,2,...,P; p=P+1,P+42,..,P+4 M.
Et, en passant.aux expressions opérationnelles : |
(31.5) Jr = Yob Vg + You E, 4 T8 byg— Co8 pogg + ot g — Co¥ peg;

(31.6) I Jr= Y Vg Yhu E, - T8 bog— CM8 pugg + T ¢g, — CA pey,,
up=12.,P, Ap=P+1,P+2, ., P+M,



ol les éléments :
Yeb, You, Y28, Yie - o,8=1,2,..,P, u=P+1,P+2 . ,P+M

~ forment les quatre sous-matrices de la matrice admittance du repére construit sur les
d.d.p. entre paires de nceuds et dont les éléments sont Y8 wp=12,..,P+ M.
Nous avons posé : )

31.7 !
231.8; Con. = €u (+0), Couzcu(f)—xoe(t)dt p=P+1,P+2, ., P+ M,

v

Nous appellerons :
(31.9) - Ji=TB byg— C prog.+ Tow ¢y, — Con pey,,
«intensité de départ de la paire de nceuds o »;
(31.10) Jiy = I8 bog— C8 pvgg + T ¢g, — CH pey,,

«intensité de départ de la maille A ».

Les quantités b, v,, ¢, et e, sont, en général, données dans les branches.
On obtient, finalement : '

(31.11) Jr—Ji=Y*® Vg4 Y E, «pf=12,..,P,

(31.12) P+ —Ji=YM V4 Y E, Mp=P+1,P+2, .,P+ M,

et, avec des vecteurs généralisés :

(31.13) Je—Jr= V£ Uy 0, p=1,2,.., P M.

Présenq_e de tenseurs.

Nous énoncerons les théorémes duals des théorémes VII, VIII et IX.

THEOREME X.

Les produits contractés :
(31.14) Je Vo JiVu (Jo—Td V. w«=1,2,..P+ M,

sont des invariants lorsqu’on passe d’un repére complet 4 un autre.

Conséquence.

Il existe une forme bilinéaire invariante dans les reperes complets :

(31.15) N=ve V, Vo= vV, V',  opaqv=12., P+ M.
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TutorEME XI.
On a :
(31.16) det Yo = (det D¥)2. det Y'».

On constate donc la présence, dans ces repéres complets, des étres mathématiques
suivants :

— tenseur une fois contravariant :
(31.18) Je=Dign,  Je=D:Ju,  (Ja— Jo) = D (Frn—Jrm)
an=1,2,.., P+ M;
— tenseur une fois covariant :
(31.19) V=DV, an=12.,P+M;
— tenseur une fois contravariant :
(31.20) Yoeb = De DL Y'Y oy By =1,2, .., P M;
—- formule invariante :
g};g Jo—Je = vao Vo, o Jri = YoV, o B,mv=1,2,.., P+ M;
— invariants :
gi;ig FaVum Fa Vi FeVm Fn P (Fae Foy Vo= (P Jr)
(31.25) =12 ... P+ M;
— invariant opérationnel fondamental :
(31.26) N=YeV, Vo=vm ¥V, V, wpnv=12.,P+M;

— pseudo-scalaire de poids 2 :

(31.27) det Vb = (det D)2 . det Y™ o, B, v=1,2, ..., P+ M.

Considérations énergétiques.

TuEorEME XII.

Ce sera le théoréme dual du théoréme IX :
(31.28) W = jep, 4+ (i* + ) vy, wr=1,2,.., P+ M,
on en tire :

(31.29) N'=JeVy+ (I + JY) V, o,2=1,2,.., P+ M.
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Autre expression mathématique de P'invariant fond.amental.
La transposition des calculs faits au paragraphe 25 nous donnera :
~ (31.30) N' = Y8 (Vo Vg—Vou Vog) © a8 =1,2,...., P+ M.
 On démontréra, comme au paragraphe 26, que les matrices dont les éléments

sont D3 a, A =1,2,..., P4 M, forment un groupe de transformation qui constitue
le dual de celui que nous avons considéré au paragraphe 26.

Mise en place des valeurs initiales.

On déterminera les by, vy, ¢, et ¢, dans les branches ol existent des capacités et
des inductances. On calculera les intensités de départ de branche :

(31.31) Jg = Tab (bop + cop) — Cab p (op + €05) a,b=1,2,.., B
et, de 14, les intensités de départ dans le repére complet construit sur les p.din. :

(31.32) Je=DiJ¢ a=1,2,..,,B, a=12,.,P+M.

32. — PROCESSUS DE RESOLUTION
— Etablir‘ la matrice de connexion :
(32.1) | o oy @
— Etablir la matrice admittance de branche :

(32.2) Vab ’? .

(32.3) — Se donner ou déterminer les voq, bog, €0q €t Co, dans les branches.

— Etablir 1a matrice des intensités de départ de branche :
(32.4) . T T

— Etablir la matrice des intensités totales de branche :
(32.5) L Je—Ty T T

— Calculer les matrices du repére complet :

(26)  Je—Ji=@e—Ty T (— 1Tyl = (@] (T1—) T p:

o' 7] @]

(32.7) Yot — @z @i Yab IY _
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— Décomposer Y8 en sous-matrices :
(32.8) Ve, Y, Y96, Y @ [Ya], [Ys], | Y,
a,p=1,2,..P, MNu=P4+1,P4+2,...,P+ M.
— Ecrire et résoudre les équations des sous-matrices :
620) S = Y Ve Y B, 1yl Y ViV E
(3210) PP —Jy= V0 Vot Yo B, | I+T— o= [Y,]) V(4| Y| Bl

— Calculer les d.d.p. Vg entre paires de nceuds :

—1

(32.11) Vi= [ 1 —dai= W) v B

— Calculer les courants I* dans les mailles :

(32.12) =1V Vit Y] B Ty T,

— Calculer les d.d.p. V, - E, en utilisant la matrice de connexion a2;, les d.d.p.
Ve a=1,2,..,Petlesf.e.m. E, A=P+4+1,P+42, .., P-4 M étant connues :

(3213) Vit Eo= 0 Vot B, | VHE(=[®]) V{+ [0 EL
— Calculer les courants I de branche :
(32.14) To= ¢ |I{=[0]) 1.

Il est souvent plus commode de calculer les courants 1@ & partir des d.d.p. de
branche. En effet :

(32.15) Ja— Yab(V, + Ey)—Jae—Te¢ | T{— ‘?

— Vérifier les valeurs initiales.

33. — TABLEAUX DES CORRESPONDANCES DUALISTIQUES

Les correspondances sont :

10 dans le repére de branche :

fa > —l}as 7“ g Ea, Ea e _l'a’ Ea <> ?a, q_“ <> bg, Ié <> Cq,
(33.1) o _ _ _ _ _ _ .
L"ab <> Caba Rab > Gab’ Sab > Fab, Zab <> Yab;
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20 dans les deux classes de repéres complets :

1% <> Dy, Jh <>, Uy <> TA, o <> o g <> by, >,
Lop <> CB, Lo G0, g r OF, (3, <» O,
Rog <> GB,  Ryp<> G, Ryg<>G8, Ry, <» G,
(83.2) Sup <> T8, S <> T, Sj«> T8, S, <> Do,
Zyp <> Yab, ’ Ly, <> Yo Lyg <> Y48, Loy <> Yhu
Gl <> (X, 1C8 <> (D, Gl <> (R,
Les repéres de mailles et les repéres de p.d.n. sont des reperes « incomplefs » ol

les j* et r* sont tous nuls pour les premiers, ol les e, et ¢; sont tous nuls pour les seconds,
Ils ne constituent donc qu’un cas particulier des repéres complets.




ANNEXE 1

ETUDE D’UN RESEAU EN PRENANT COMME VARIABLES
LES QUANTITES D’ELECTRICITE

En prenant des quantités d’électricité ¢, dans les branches, au lieu des
courants i, les équations (5.1) s’écriront :

_ _ S L - daa .
(A’l) Vg + Cq = Lab —Cl}? + Rab ;W +lSab (Ia a, b= 19 23 KXY Ba

d’olt :
(A2)  Va+ Ey= 05 p2 Q0 4 Rap pQ® + Sap Q0 — Lap P2 g8 — Lap pit— R Pg;
= PZab Q*— Lab P* g — Rap pgl— Fup il

ol Zgp est (5.11).

Posons, cette fois, pour f.e.m. de départ :

(A.3) Eou = ~(L";,b p+ ﬁab) pfj,’;——— b pfg a,b=1,2,..., B;
il vient :
(A.4) Va+ Eq-—Eou=ZyypQ®  a,b=1,2, ..., B.

Passons dans un repére de mailles, kcomme nous ’avons fait au paragraphe 5; ona:
(A.5) Ey—Eou=ZugpQ®  a,B=1,2,.., M;

il vient, finalement :

1

(A.6) : Qr = p (Z1)B (Ey— Eoy),
ol :
(A.7) (Z ) Zp =5 aBy=12 ..M,
etdela:

4 «=1,2,.., M,
(A.8) ‘ Qu == G2 Qo

a—1,2,..., B.

Les valeurs initiales « héritées » seront données dans les branches contenant des
inductances ou des résistances pour les g, et des inductances seulement pour les i,.
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Comme on le voit, la détermination des fonctions g (f) exige la connaissance de
valeurs initiales différentes de celles qu’exigeaient la détermination des fonctions ia ).

Il est toutefois inutile de refaire les caleuls pour obtenir les Qe si 'on connait
les Ia; en effet :

2 ‘I_a v
Qa—_—;—}‘qo a:1’2,---5B;

il faut donc connaitre les ¢ dans toutes les branches du réseau.

On tirera des conclusions semblables dans les repéres de paires de nceuds et les
repéres complets. ’




ANNEXE II

Nous donnons en rappel deux théorémes dont ’emploi est fort utile dans la mise
en équations et la résolution des réseaux. Le premier de ces théorémes est démontré
dans tous les ouvrages de calcul opérationnel et nous passerons sous silence sa démons-
tration; par contre, le second n’est valable que pour certaines fonctions et nous le
démontrerons.

THEOREME.

Si: - )
®n g =L,
alors :
®B.2) lim g(p)= lim 1 ()
THEOREME.

Si:
®3) eP) =p

ol N (p) et D (p) sont des polyndmes en p avec D de degré supérieur ou égal a N, et si
D (p) a toutes ses racines a partie réelle non nulle et négative, alors :

(B.4) lim g(p) = lim h ().

1p|>0 t>o

Démonstration.

N (p)
D (p)
simples de la forme

peut toujours se mettre sous la forme d’une somme de fractions rationnelles

;or,ona:

@F o

1 1 ! —u qyn—1
(B.5) o+ Vo= \ et du.
11 vient, si Reoc >0:
} 1 ) 1 ot vl A 1
(B-6) I g = Iy e du =

La propriété étant vérifiée pour toutes les parties est vérifiée pour la somme.



ExEMPLE.

Si:

B.7)
alors ;

(B.8)

Lh() =

limh (f) = lim

> ipl=>0
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5p2+31)~41
" +3pF5) (LT

5pt+3p—4 4
PP+3p+5@+73 " 171




ANNEXE III

REMARQUE AU SUJET DE L’INVARIANT OPERATIONNEL FONDAMENTAL

En utilisant la formule de composition de Borel nous écrirons :
ot
(C1)  E.le—p L\Oea(f) cio(t—)dr=pL(es %) a=1,2,..,M,

ce qui montre I'invariance du produit de composition dans un repére de mailles.

Plus généralement encore, si v, et 7, sont deux valeurs distinctes de ¢, alors :
2 . ‘ '
Eg 3; Ba(l-——’rl) . l“(f——T2) et ex(t‘_“l'l) * l“(t——-'c‘2) . “:1,2,...,M

sont des invariants.
REMARQUE AU SUJET DE LA FORME BILINEAIRE Zog I I8

Il semblerait, a priori, que cette forme est une forme quadrati(jue; il n’en est
rien, elle est bilinéaire. En effet :

1o Z.g n’est pas forcément Symétrique ;

20 si I« correspond 4 un état du résean et T« & un autre état, alors :
(C.4) ZuIoIB  estun invariant o 8=1,2, .., M.

On pourrait peut-étre appeler Zag I+ 1P forme quadratique non symétrique.

-1



ANNEXE 1V

"EMPLOI DE FAUX TENSEURS

Partons de (5.10) et choisissons deux repéres de mailles distincts de telle sorte
que nous puissions écrire :

_ o a=12,.., B,
(D.1) e @ils et CHVe=0 ,
(D.2) x=1,2,..., M.
Portons (D.1) dans (5.10); il vient : ‘
a,b=1,2,.., B,

(D.3) C Vet B Bu=ZoCIP f=1,2..M,

et réalisons une connexion distincte au moyen de (D.2); on a :

a,b=1,2,..B, -

(D.4) - (By— Eog) = Zap C's CY I 612, M.
Posons :
(D.5) Bl Flo— O (Bae Eny  © 07
_ =12,.,.M;
il vient : |
_ a,b=1,2,..,B,
(D.6) E'y— E'og = Zog C'4 G I?

o B =1, 2, .y M.
L’étre mathématique :

(D.7) Z'p = Zap C'2 C8,

qui est « & cheval » sur deux repéres d’un méme espace, n’est pas un tenseur; nous 'appe-
lons «faux tenseur». De méme, le produit contracté E’, I* n’est pas un invariant.
Toutefois, la matrice impédance du faux tenseur peut étre utilisée pour résoudre le
systeme d’équations.




Al

B1

B2

B3

B4

B5

c1

C2
C3

D1
D2
D3

F1

BIBLIOGRAPHIE

A

ARSOVE M. G. — The Algebraic Theory of Linear Transmission Networks. J. Franklin

Inst., Apr.-May 1953.

B
BavARD M. — Théorie des Réseaux de Kirchhoff. Editions Revue d’Opthue Paris,
1954.
BavArRD M. — Synthése des réseaux passifs & un nombre quelconque de paires

de bornes connaissant leurs matrices impédances et admittance. Bulletin S.F.E.,
sér. VI, t. IX, sept. 1949,

BewLEY L. Y. — Tensor Algebra in Transformer Czrcuzts Electr. Eng., 1936, p.1214.
BovaJsiaN A. — The tensor a new engeering tool. Electr. Eng., 1936, p. 856.

Bocaryrev O. M. — Méthode élémentaire de calcul des circuits électriques
linéaires (en russe). Electrichestvo, S$.S.S.R., avr. 1953.

C

CAveEr W. — Unflersuchunger tiber ein Problem, das drei positive definite quadratische
Formen mit Streckenkomplexen in Beziechung sefzt. Mathematische Annalen,
105 Bond, 1931.

CoBURN N. — 4 new approach of Kron’s Work J. Math. and Phys., 17.112, 1938.

ConcorpIiA C. — Relations among Trans/ormalzons used in Electrical Engineering
Problems. Gen. Electr. Review, July 1938.

D V .
Dacos F. — Electricité Théorique. Dunod, 1946.
DanL. — Electric Circuits. Mac Graw Hill, 1928.
DenNts-PapiN M. et KaAurMANN A. — Cours de Calcul Opérationnel, 1950 Cours de

Calcul Mairiciel Appliqué, 1951; Cours de Calcul Tensoriel Appliqué, 1953
(Albin Michel, édit.).

E
EpsTEIN D. W. — Tensor Analysis and its applications to equivalent circuits. R.C.A.
Review, Oct. 1938.
F'

FosTER R. M. — Geomeltrical Circuits of Electrical Networks. A.LE.E., 1932, p. 309.



G1
G2

G3
G4

Hi
H2

H3
H4

11

12

Ki
K2
K3
K4

K5

K6 -

K7
K8

K9

K10

K11

K12

— 100 —

G

Giees W. J. — Limitations of Lagrangian Methods in Electrical Machines Theory.
BEAMA Journal, Nov. 1950.

GUERTLER R. — An Infroduction to the Mairixz Method of Solving Electrical Networks
Problems. Jour. Inst. of Eng., Australia, March 1950.

GuiLLEMIN E. A. — Communications Networks. Wiley, 1935.
GuiLLeMIN E. A. — The Mathematics of Circuits Analysis. Wiley, 1949.

H

HarMEGNIES R. — Sur une relation de reczproczte entre deux réseaux de Klrchhoff
Annales des Téléc., déc. 1936, p. 1122.

HASSLER ‘WHITNEY. — Non separable and Planar Graphs. Trans. of Math. Soc.,
1932, p. 339.

HermuoLTZ. — Ueber die Dauer und den Verlaufder duich Stromesschwankungen
inducirten electrischen Strome. Ann. den Phys. und Chem., Band LXXXIV,
1851.

Howrrr N. — Equivalent Electrical Networks. P.L.R.E., June 1932.

INGRAEM W. H. and CRAMLET C. M. — On the foundations of Electrical Networks
Theory. Jour. Math. and Phys Feb. 1944, p. 1936.

INGrRAEM W, H. — Klrchhoff contraints and Sagittal Graphs. Philo. Mag., Aug. 1938,
ser. 7.

K

KeLLER E. G —- Mathematics of Modern Engineering. Vol. 11, Wiley., N. Y., 1942.
KroN G. — Tensor Analysis of Networks. Chapman and Hall, 1939.

KroN G. — A Short Course in Tensor Analysis for Electrical Engineers. Chapman
and Hall, 1942.

KRoN G. — Analyse Tensorielle appliquée a I’ Art de UIngénieur. Bull. Inst. Monte-
fiore, sept. 1936.

KroN G. — Non Riemanian Dynamics of Rotating Electrical Machinery. Jour. of
Math. and Phys., May 1934.

KRroN G. — The Application of Tensors to the Analysis of Rotating Electrical Machi-
nery. Gen. Electr. Rev., Apr.-Dec. 1935, Feb.-June 1936, Feb.-Apr.-June-
Aug.-Oct.-Dec. 1937, Mar.-May-Oct. 1938.

KRroN G. — Equivalents Circuits of the Capacitor Motor. Gen. Electr. Rev., Sept. 1941.

KroN G. — Equivalent Circuits of the Salient Pole Synchronous Machine. Gen. Electr.
Rev., Dec. 1941.

KroN G. — Equivalent Circuits for the Hunting of Electrical Machinery. A.LLE.E.
Trans., May 1942,

KroN G., Concorpia C. and CRArY S. B. — The Doubly Fed Machine. A.LLE.E.
Trans., May 1942, '

Kron G. and Concorpia C. — Damping and Sinchronizing Torques of Power
Selsyns. Suppl. Electr. Eng., June 1945,

KroN G. — Equivalent Circuits of the Primitive Rotating Machine. Gen. Electr.
Rev., March 1946.



K13

K14

K15

K16

K17

K18 .

K19

K20
K21

K22
K23

K24
K25

K26
K27

K28

K29
K30

K31

K32
K33

K34
K35
K36
K37

K38

KroN

KronN

— 101 -

G. — Equivalent Circuits of the Primitive Rotating Machine with asymetrical
Stafor and Rotor. A.LLE.E. Proc., vol. 66, 1947.

G. — Equivalent Circuits of the Primitive Rotaling Machine. Electr. Eng.,
Apr. 1947.

KronN G. — Steady-State Equivalent Circuils of Synchronous and Induction Machineé.

KRroN

KronN

KronN

Kron

A.LE.E. Proc., 1948.
G. — Tensorial Analysis and Equivalent Circuil of a Variable-Ratio-
Frequency changer. A.LLE.E. Proc., 1947, vol. 66.

G. — Equivalent Circuits for oscillating Systems and the Riemann-Christoffel
Curvature Tensor. A.1.E.E. Trans., Jan. 1943.

G.,‘ BopiNe R. B. and Concorpia C. — Self-Excited oscillations of Capacitor,
compensated Long-Distance Transmission Systems. A.LE.E. Trans., Jan.
1943.

G. — SteadyQState and Hunting Equivalent Circuits of Long-Distance Trans-
mission Systems. Gen. Electr. Rev., June 1943.

KroN G. — Equivalent. Circuits of the Elastic Field. Jour. of Appl. Mec., Sept. 1944,

KronN

G., WuaINNERY J.R. and Ripeway W. — Networks Analyzer Studies of
Electromagnetic Cavity Resonafors. P.I.R.E., June 1944,

KronN G. — Equivalent Circuits of the Elastic Field. Jour. of Appl. Mec., Sept. 1944.

Kron
KronN

KroN

G. — Tensorial Analysis and Equivalent Circuits of Elastie Structures. Jour.
of Franklin Inst., Dec. 1944.

G. and CARTER G. K. — Nefwork Analyzer Solution of the Equivalent Circuits
for Elastic Structures. Jour. of Franklin Inst., Dec. 1944,

G. — Equivalent Circuits for the Numerical Solution of the Critical Speed of
Flexible Shafts. Jour. of Appl. Mec., June 1946.

Kron G. — Tensorial Analysis of Control Systems. Jour. of Appl. Mec., June 1948.

Kron

KronN

KronN
KronN

KronN

G. — Equivalent Circuits of Compressible and Incompressible Fluide Flow
Fields. Jour. of Aero Sc., April 1948.
G. and CaArTER G. K. — Numerical and Networks-Analyzer Test of an

Equivalent Circuit for Compressible Fluid Flow. Jour. of Aero. Sc., April 1945.
G. — Quasi-holonomic Dynamical Circuits. Physics, April 1936.

G. — Invariant Form of the Mazxwell-Lorentz Equations for Accelerated .
Systems. Jour. of Appl. Phys., 1938. /
G. — Equivalent Circuits to represent the Electromagnetic Field Equations.

The Physical Review, Aug. 1943.

KronN G. — Equivalent Circuit of the Field Equations of Maxwell. P.1L.R.E., May 1944.

KronN

KroN

Kron

KronN

KronN

KroN

G. — Electric Circuit Model of the Schridinger Equation. The Phys. Review,
Jan. 1945.

G. and CARTER G. K. — A.C. Network Analyser Study of the Schridinger
Equation. The Physical Review, Jan. 1945.

G. — Electric Circuit Models for the Vibration Specirum of Polyatomic Mole-
cules. Jour, of Chem. Phys., Jan. 1946.

G. — Network Analyzer Tests of Equivalent Circuits of Vibrating Polyatomic
Molecules. Jour. of Chem. Phys., Jan. 1946.

G. — Numerical Solution of Ordinary and Partial Differential Equations by
Means of Equivalent Circuils. Jour. of Appl. Phys., March 1945.

G. — Electric Circuit Models of Partial Differential Equations. Electr. Eng.,
July 1948,



K40
K41
K42
K43

K44
K45

K46

L1

L2
L3

M1
M2
M3
M4

M5

M6

' N1

P1

P2
P3-
P4

P5
P6

— 102 —

KroN G. — Equivalent Circuits, Wiley 1951.

KircuHOFF G. — Uber die Auflisung der Gleichungen, auf welche man bei der unter-
suchung der linearen Vertheilung galvanischer Strime gefuhrt wird. Ann. der
Phys. und Chem., Band LXXII, 1847.

KircHHOFF G. — Ueber den Durchgang eines elekirischen Stromes durch eine Ebene,
insbesondere durch eine kreisformige. Ann. der Phys. und Chem., Band LXIV,
1845. v

Kén1e D. — Theorie der Endlichen und unendlichen Graphen. Chelsea Publishers,
1950.

KAUFMANN A. — (Voir M. DENIs-PAPIN et A. KAUFMANN.)

KAUFMANN A. — Les Applications de la méthode tensorielle auzx circuits électroniques.
Radio Techn. Dig., n° 2, vol. VI, 1952,

Ku Y. H. — Resume of Maxwell’s and Kirchhoff’s rules of Network Analysis.

J. Franklin Inst., March 1952.

L
Le CorBEILLER P. —— Matrix Analysis of Electrical Networks. Harvard Univ. Press.,
Wiley,- 1950.
LE Page W. R. and S‘EELY S. — Network Analysis. Mc Graw Hill, 1952,
Lerscuerz S. — Infroduction to Topology. Princetown Univ. Press, 1949.

M

MA‘XWELL J. C. — A Treatise on Electricily and Magnetism. Oxford, ed. 3, 1892.
MaxweLL J. C. — Electricité et Magnétisme. Gauthier—Villars_ (éd. frangaise), 1885.
MALLETT E. — Veclors for Elecirical Engineers. Chapman and Hall, 1933.

MeerscHE (Van der). — Sur un théoréme en électricité déduit du théoréme de réciprocité
de Maxwell généralisé. R.G.E., p. 259.
MEegRrscHE (Van der). — Notes on the Applications of Tensors to the Analysis of

Networks with radio tubes. Thése Université de Gand.
Mac ConNEL A, J. — Applzcatzons of the Absolute szferentzal Calculus. Blackie and

Son, 1936.
N
Nasse M. G. — L’espace vectoriel, domaine de représentation de Iélectrofechnique.
Bull. S.F.E., sept. 1949.
P

PEnG-Tune San A, — Applications' of Space Vectors to the Solution of three Phases
Networks. Tsing Huah, Univ. Report, July 1931 (Chine).

PenG-TuNG San A. — Complex Vectors in three Phases Circuits. Elec. Eng., Dec. 1936.
Pipes L. A. — The Solution of A.C. Circuits Problems. Jour. Appl. Math., Sept. 1941.
Prres L. A. — Transformation Theory of. General Static Polyphase Networks. Tr.

A.LE.E., 1940.
Pires L. A. — Linear Transformations in three Phases Circuits. Tr. A.1.E.E., 1941.
PruproN M. et PracuHE P. M. — Compléments & la Théorie des Réseaux. Ann. des

Téléc., t. III, p. 24, 1948.



pP7
P8

P9

Q1

R1

R2

S1
S2

S3

S4
S5

S6
S7

T1
T2
T3
T4

TS5

Vi1
V2

— 103 —

PartoN J. E. — Nefwork Analysis by repeated Vo_llage Superposition. Electr. Eng.,
Dec. 1952.

PercivaL W. S. — The Solution of Passive Electrical Networks by means of Mathe-
matical Trees. Proc. LE.E., part III, May 1953.

PLANCK M — Electromagnetzsme Alcan, édit., 1939.
Q

QUADE W. — Klassification der Schwingung svorginge in Gekoppelten Stromkreissen.
R

Reep M. B. — Matrix, Tensors and Dyadics for Studing Electrical Networks. Jour.
of Appl. Phys., Nov. 1941.

RyYpER F. L. — Nefwork Analysis by the least power theorems. J. Franklin Inst.,
July 1952.

S

SEIFER-THRELFALL. — Lehbuch der Topologie. Teubner, Berlin.

Soper P. F. — Numerical Solution of Networks by Matrices. BEAMA Jour., March
1949.

SticaNT S. A. — A.C. Circuilts Symetrical Components, Deferminants, Tensors and
Matrices. Electrician, p. 119, 1937.

STARR. — Theory of Primary Networks. Tr. A.LE.E., p. 939, 1933.

S¥NGE J. L. — The Fundamental Theory of Electrical Networks. Quarterly of Appl.
Math., July 1951.

StorcH L. — Nofe on a Network Theorem. Wireless Eng., April 1953,
SyNGE J. L. — The Fundamental Theorem of Elecirical Nelworks. Quart. Appl. Math.,

July 1951,
T

TourNIER M. et CEccaLpi. — L’application du calcul fensoriel a I’étude des réseaux
électriques et a Uélectronique. R.G.E., déc. 1942 et oct. 1943.

TrOUZERY J. — Les réseaux amplificateurs étudiés par la méthode lensorielle. Rad.
Techn. Dig., vol. VI et VII, 1952,

Tasny-TscuiassNy L. — Initial Conditions in Transient Analyszs Wireless Eng.,
Feb. 1953.

TeLEGEN B. D. H. — A General Network Theorem with Applzcatzons Philips Res.
Rep "Aug. 1952.

Tuero M. — Nouvelle méthode d’analyse transitoire dans les réseaux électriques (en

tcheque). Slabopr. Obz. Ceskobl

A\

VEBLEN O. — Analysis Situs. Amer. Math. Soc., 1931.

VoweLLs R. E. — Transformation Malrices in Electrical Engineering. Jour. Inst. of
Eng., Australia, June 1944.



Wi

w2

Z1

— 104 —

w

WIENER N. — Noftes on the Kron Theory of Tensor in Electrical Machinery. S. Electr.
Eng., nos 3 et 4, 1939. ‘

WikstroM. — The Application of Tensor Analysis to Electrical Calculations. Jour.
of Amer. Soc. of Navals Eng., Aug. 1938.

Wiean E. R. — Network Theorem. Wireless Eng., Dec. 1949.

Z

ZApEH L. A. — Some Applications of Matrix and Tensor Methods in the Analysis of
Variable Systems. Matrix-Tensor Quarterly, Dec. 1951.



IMPRIMERIE

13562 - Imprimerie du S.D.LT., 4, avenue de la Porte-d’Issy, Paris-XVe



DEUXIEME THESE

P —

Propositions données par la Faculté

ANALOGIES DANS LES SYSTEMES LINEAIRES

Vu: : Vu:
Grenoble, le 13 janvier 1954 ' Grenoble, le 13 janvier 19564
Le Président de 1a These, Le Doyen de la Faculté des Sciences,
NEEL. MORET.

Vu et permis d’imprimer : e

Grenoble, le 14 janvier 1954

Le Recteur de ’Académie de Grenoble,

PARISELLE.



FACULTE DES SCIENCES

Nom du candidat : KAUFMANN.

Prénoms : Arnold.

Date de la soutenance : 18 janvier 1954,

Numéro d'ordre : 46.

KAUFMANN (Arnold). —
Mise en équations et résolution
des réseaux électriques en régime
transitoire par la méthode tenso-
rielle. — Paris, Imprimerie du
Ministére de VAir, 1955. In-8e°,
104 p., 45 fig.

(Doct. Univ. Grenoble, 1954, N° 46}

KAUFMANN (Arnold}. —
Mise en équations et résolution
des réseaux électriques en régime

, transitoire par la méthode tenso- |

rielle. — Paris, Imprimerie du
Ministére de TI'Air, 1955. In-8e,
104 p., 45 fig.

(Doct. Univ, Grenoble, 1954, N+ 46)

KAUFMANN (Arnold). —
Mise en équations et résolution
des réseaux électriques en régime
transitoire par la méthode tenso-

" rielle. — Paris, Imprimerie du

Ministére de I'Air, 1955. In-8e,
104 p., 45 fig.

(Doct. Univ, Grenoble, 1956, N° #6)

KAUFMANN (Arnoild). —
Mise en équations et résolution
des réseaux électriques en régime
transiloire par la méthode tenso-
vielle. — Paris, Imprimerie du
Ministére de 'Air, 1955. In-8e,
104 p., 45 fig.

(Doct. Univ. Grenable, 1954, N° 46}




	0000000j.tif
	0000000l.tif
	0000000p.tif
	0000000q.tif
	0000000r.tif
	0000000v.tif
	0000000x.tif
	0000000y.tif
	0000000z.tif
	00000013.tif
	00000015.tif
	0000001j.tif
	0000001k.tif
	0000001r.tif
	0000001s.tif
	00000021.tif
	00000022.tif
	00000024.tif
	00000029.tif
	0000002a.tif
	0000002d.tif
	0000002e.tif
	0000002f.tif
	0000002g.tif
	0000002i.tif
	0000002l.tif
	0000002m.tif
	0000002n.tif
	0000002o.tif
	0000002r.tif
	0000002s.tif
	0000002t.tif
	0000002z.tif
	00000030.tif
	00000031.tif
	00000033.tif
	00000034.tif
	00000039.tif
	0000003a.tif
	0000003b.tif
	0000003c.tif
	0000003d.tif
	0000003r.tif
	0000003t.tif
	0000003v.tif
	0000003x.tif
	0000003z.tif
	00000041.tif
	00000043.tif
	00000045.tif
	00000047.tif
	00000049.tif
	0000004b.tif
	0000004d.tif
	0000004f.tif
	0000004h.tif
	0000004i.tif
	0000004j.tif
	0000004n.tif
	0000004p.tif
	0000004r.tif
	0000004t.tif
	0000004v.tif
	0000004y.tif
	00000050.tif
	00000052.tif
	00000054.tif
	00000056.tif
	00000058.tif
	0000005a.tif
	0000005c.tif
	0000005e.tif
	0000005g.tif
	0000005i.tif
	0000005k.tif
	0000005m.tif
	0000005o.tif
	0000005q.tif
	0000005s.tif
	0000005u.tif
	0000005w.tif
	0000005y.tif
	00000060.tif
	00000062.tif
	00000064.tif
	00000066.tif
	00000068.tif
	0000006a.tif
	0000006c.tif
	0000006e.tif
	0000006g.tif
	0000006i.tif
	0000006k.tif
	0000006m.tif
	0000006o.tif
	0000006q.tif
	0000006s.tif
	0000006u.tif
	0000006w.tif
	0000006y.tif
	00000070.tif
	00000072.tif
	00000076.tif
	00000078.tif
	0000007e.tif
	0000007g.tif
	0000007i.tif
	0000007k.tif
	0000007m.tif
	0000007o.tif
	0000007q.tif
	0000007s.tif
	0000007u.tif
	0000007w.tif
	0000007y.tif
	00000080.tif
	00000082.tif
	00000084.tif
	0000008d.tif
	0000008e.tif
	0000008g.tif
	0000008j.tif
	0000008l.tif



