N
N

N

HAL

open science

Méthodes du type Runge-Kutta pour des systemes
différentiels de forme particuliere

Pierre-Jean Laurent

» To cite this version:

Pierre-Jean Laurent. Méthodes du type Runge-Kutta pour des systémes différentiels de forme parti-
culiere. Modélisation et simulation. Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1960. Francais. NNT: .

tel-00277665

HAL Id: tel-00277665
https://theses.hal.science/tel-00277665
Submitted on 7 May 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00277665
https://hal.archives-ouvertes.fr

"THESE

présentée & la Paculté des Sciences
de 1'Université de Grenoble

pour obtenir

Le titre de Docteur de spécialité
Mathématiques Appliquées

par
Pierre-dJean L AU REDNT

Ingénieur Arts et Métiers
Iicencié é&s sciences

METHODES DU TYPE RUNGE-KUTTA POUR DES SYSTENES
DIFFENENTIELS DE FORNE PARTICULIERE

Thése soutenue‘le:l}aw&-éo devant la commission d'examen:
MM. C.Chabauty, Président,
J .¥untzmann,
B.Vauquois.






"THESE

présentée & la’Paculté des Sciences
de 1'Université de Grenoble

pour obtenir

Le titre de Docteur de spécialité
Mathématiques Appliquées

par
Pierre-Jean L AU REDNT

Ingénieur Arts et Métiers
Iicencié &s sciences

METHODES DU TYPE RUNGE-KUTTA POUR DES SYSTEKES
DIFFENENTIELS DE FORME PARTICULIERE

Thése soutenue‘le:l}aw&-éﬂ devant la commission d'examen:
MM. C.Chabauty, Président,
J .¥untzmann,
B.Vauquois.






2

Le présent travail a été préparé au Laboratoire
de Mathématigues Appliquées de 1l'Université de Grenoble,
Je tiens & exprimer ma profonde gratitude & Monsieur le
Professeur KUNTZMANN, Directeur de ce laboratoire. Sa
compétence dans le domaine des problémes différentiels et
les conseils inestimables qu'il m'a donnés constamment,
 ont été pour moi un guide slr et ont permis un aboutissement
rapide de mes recherches.

Je remercie vivement la Direction de la Société
d'Electrochimie, d'Electrométallurgie et des Aciéries
Electriques d'Ugine, Monsieur LONG, Directeur auw services
centraux de recherches, Messieurs DE FROMONT et MICHEL,
Ingénieurs, pour-leur appui matériel efficace et pour
1'intér8t constant qu'ils ont bien voulu porter & mon
travail.

Je voudrais également exprimer toute ma
reconnaissance aux professeurs de rmathématiques. de la
Paculté des Sciences, et de 1'Institut Polytechnique de .
Grenoble auxquels je dois toute ma formation, dans le
domaine des mathématiques eppliquées et de la technique
des calculateurs électronigues, au personnel du Leboratoire
de Mathématiques Appliquées, et en particulier 4 Madame FAURE
qui s'est chargée de la présentation de ce fascicule.

J'adresse également tous mes remerciements a
Messieurs les Professeurs CHABAUTY et VAUQUOIS, gui ont
bien voulu faire partie du Jury. )






P L AN

INTRODUCTION

.Ch,I: Etablissement des conditions auxquelles doivent

satisfaire les coefficients de Runge-Kutta.
(A) Evaluation des dérivées successives
(B) Développement de la solution approchée

(C) Conditions & satisfaire

.Ch.II: Résolution des conditions

(A) formule d'ordre 3
(B) formule d'ordre 4

(C) formule d'ordre 5

Ch,III;Méthode utilisant des dérivées d'ordre supérieur

(A) conditions & vérifier

(B) formule d'ordre 2

(C) formule d'ordre 3

‘Ch, IV:Méthode de dérivation préalable

(A) Principe

(B) formule d'ordre 2
(C) formule d'ordre 3

{D) formule d'ordre 4




- 1T -

INTRODUCTION

Nous nous proposons dans ce travail, d'écrire des formules

du type de Runge-Kutta pour le cas spécial des équations
ou systémesd'équations différentielles du second ordre,

dont le second membre ne contient pas la dérivée premiére.

Exemple:

‘3“ - Y(\a,‘é,t) L’A(O): \30 ‘al(°) = LA:
. Z(ynt) oy =3 ) =3

Les méthodes de Runge-Kutta permettent de calculer des
valeurs approchées des fonctions et de leurs dérivies :

\a; )AL j"_ , %IL relatives & 1l'abscisse %; .

Les formules de passage de l'abscisse 1y 4 l'abscissec

t t., + h pour le type particulier d'éguations

ivl T i
différentielles ci~dessus, sont les sulvantes :

Formule dé rang q 3
\&\.o = Y
o = e
ICOERAY TN FRR AL
TZLF — ‘Z(\.A»% ’%hf&a& tL+9F’K)

\'&LJ:“&JO + /&’94\3’.0 + /__Q_f = Be«e \/F

2! §5=0

%Lo{ =%;° + Ee""é’; +/_@f o% B"‘F‘Z‘ﬁ

2! on

3;‘1 = 3@1
%vq e 'S/L+1




- JI1 -

et pour les dérivées .

ot
(8 L ?:O
) g = /.
b = Y + CZ:: A% P
On choisit les coefficients O« , Bup et Agx de fagon 2
faire coincider les développements de Taylor de la solution
exacte et du premier pas de la solution approchée jusqu'd
un ordre aussi élevé gue possible en h.
~ Les conditions & imposer a ces coefficients pour assurer
cette coincidence Jjusqu'au terme

h"‘ +4) rd ' 7 =N rd .
Ry P &/hl pour. 4P ®  ont été déjh écrites pour un
systéme mis sous formé résolue équilibrée tel que

IRAY I W R I R T
oy

—6(P): (ta ') P2 Y, "6'“}5')";‘--,5}) UG]

Ces conditions se simplifient quand on considere le type

spéecial d'équations qui nous intéresse et permettent donc
d'exprimer la colncidence Jjusqu'au terme

£8 ) | 5 _(6) )
fi % /(2. pour\j et 4% j pour 3 .

Dans ce travail nous avons refait les calculs aboutissant
aux conditions auxquelles doivent satisfaire les O« ,B«p
Agw en considérant dés le départ le type particulier

d'équation, ce qui nous a permis dé les pousser plus loin

(juqu'tau terme 4lg%9/§! pour'% et _Rﬁ'&W) pour 1').

Huta D1] a écrit les égquations Jjusqu'en L™ nais
seulement pour des systémes différentiels sous forme
canonique. Il ne nous a donc pas ¢été possible de comparer,
méme partiellement avec les résultats qu'il obtient.

En résolvant ces équations, nous avons obtenu des
formules d'intégration approchée d'ordre 3,4 et 5, qui,
s'adressant & une classe plus restreinte de systemes
différentiels que les méthodes classigues, donnent une
meilleure précision,

Le chapitre III est consacré a 1l'étude de méthodes
utilisant des dérivées d'ordre plus élevé pour résoudre
notre type particulier d'équation différentielle, (Pour
1'exposé général de ces méthodes voir [16] et [2] ).

Enfin nous proposons dans le chapitre IV gquelques
méthodes basées sur 1l'étude du début, plus économiques que
les méthodes classiques, pour résoudre des systemes
d'équations différentielles du premier ordre, lorsque
1'évaluation des dérivées secondes des fonctions n'est pas
trop compliquée,

e 1)







Ch.I : BETABLISSEMENT DES CONDITIONS Dis RUNGr-KUTTA,

(A) Evaluation deg dérivées successives,

On peut toujours se ramener au cas ou la variable
indépendante ne figure pas explicitement, en ajoutant une
dquation au systéme, Supposons le systeme ¢crit sous forme

résolue équilibrée :

é(P):__ \/(\J; ‘3’,---...) 3“’-1)) »é).é/) ______ )E(P-v)
7= 20 g™ g3

Cet opérateur agit sur une fonction f de \3 )
‘76&) Lok < k - 0,...p, Lso, ... P—'l) )
Lzp-i
Df = =y f
g 4o

Pour condenser encore 1l'écriture, \J“‘) désignera la colonne des
dérivées d'ordre k des fonctiions inconnues. DY représentera la
colonne obtenue en appliguant L'opdrateur D & chacun des
éléments de la colonne Y des seconds membres.

OPERATEUR Dk 5

Cet opérateur, appliqud sur le méme fonction f

r

qu®e précédemment s'écrit
k ZPJ SONIN (k)
|
Df = (j ® {
\a,ﬁ.:o B‘A
k est une puissance symboligue et un terwme tel que 3__{ P ) P
doit s'éerires B })‘Ad }‘}d
Y
P B
Baa 5301'

1




FORMULE FONDAMENTALE. Calcul de D (D%)

(Voir ﬁ6] page 38 ou [5] page 17)

ke [ ek AN )
DY) = DM k| = D) - S D) |
X=0 b -
Y]
3 3 L ¥
Naturellement 1l'opérateur D pourrs 8tre appliqué & des colonnes

de fonctions de ‘3&)1 (&) ehke.. .. .Nous utiliserons encore les

notations suivantess (selon []6] vage 42)

Jq)leJs etc....représenteront les matrices jacobiennes des

) ' <!
>;kp—1) ) 2?;:&) , 5p—3 eke ... .

A . . . N/’
De méme K, la matrice jacobienne des ]:) -0 >
9\ /! 3
LL la matrice jacobienne des I) }guhg 5
et aingi de sulte avec Nh,)NL etc...La dimension de ces

matrices est égale au nombre de fonctions irnconnues dans le

systeme,

DERIVEES SUCCESSIVES

Revenons au systéme spécial d'équations différentielles qui nous
intéreésse: @)
= >/< u )
\3 \615’ )

g@)désignant la colonne des dérivées secondes des fonctions
inconnues et Y la colonne des seconds membres qul ne dépendent
explicitement que des fonctions inconnues,

¥ = DY

2 ’
yo = DY) = DV %Y% Z

L'orérateur D possdéde visiblement les propriétés suivantes
( 116} page 38§ .

D(f#&) = Df-u- :D%
Df3) = fDg+ qDf
9= DY) + =Y DZ += DY Z

et enfin en tensnt compte de la formule ?ondamentale :

Donc:




E §

. . . ‘*‘Q) a . 7 . ’ . ’
Ainsi, si g est déia exprimé en fonction des derivees
» b

Yo = DV = Y DZ 3 }ZD\/' Z .

d'ordre inférieur & P s on peut écrire :

\3 FH—'gq»’l . D (j("*h})
et en transformant les expressions & l'aide de la formule

fondamentale, obtenir les résultats suivants :

\A@-): YK\A’%’\A> .
‘AB):- :D\/ .

oo DY+ % RO

4P= DY 3%@\/)2 = AR

\3\6)__; DY, G% (D %)Z + 4?( )ré ?%)6«{*
. 3 52“ }gj UZ .

3\?\ :D5>/ + 10 EZKDS >/5’) +4QZKD >/) & S%(DYQ%(‘P)-&
+2k )3 +402 % 45%(DY[,‘)ZU.

\am _ \/+4s%( “77())7_ + 20 %(DB’ )5@)+
4 45 "az(b’\/é) 4 62 (D\/g)va@ %@g) S

+452Q3 Y")zu+go§®y" JU @ 452(\/3")u«»

¥
+ 10 2 (%Z)‘é@u\s) + 15% ( “')ZU\/ .

A partir de %5), ces dérivées sont encore exprimées

explicitement en fonction de dérivées d'ordre supérieur & p=2.




I.4
Mais on peut remplacer ces dérivées par leur expression, et

progresser ainsi dans les ordres de dérivation. Ex:

=D 3= D2+ =(4)DZ
©_TY+ 6 Z(DZYZ')'Z 4+ 4 Z(DYEI)DZ +

-?( Phys +z(\/)( JU +3£\/“ Y4

et ainsi de suite; les expression se compliquent mais le
principe reste le méme, En utilisant enfin les notations

matricielles indiquées précédemment, on obtient le développement

en série de Taylor suivant, ol k peut prendre les valeurs 1 et 2

(2-k) (2-k)

=

+ \&'o (ce terme existe si k = 2 seulement)
+

Jih [ ]
/&*‘*‘[C ]

)

+ gi[cz

N »&h; [Ca + Ja C |
43

/R‘“L' {—Cz..-p- 4 KaCa + chﬁ-]

+

+ ’ﬁ.‘hs [Cs +40W+5K2C2+51C3+32C1]
$R+Sy

+ /Kk% [CG + 2T 445 Q 4+ 6 KaCs +6 Kada GG+ JaCs
kol

+ 4 JgKa G144 I2Ca 4+ 40T]
On a posé pour simplifier :

W= = >)ZDU + L2G
o

P - M.C, + 3£u®>/1> UDZ
Q= LG+ = ( )U(DZ) = YUz

- = (%) pzby)
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C‘l - DY
Cz= DY + J2Y
C3 = DBY+ 3 sz

Ciw D*Yie6lsY 43 2 /" vZ

Cs= DY & AOMY 4 45 :EE ( 5/"> Z U

Ce= DV +45£(D’~>/")ZU+152( ")ZUV +15N2Y
6'“

La facon de grouper certaines fonctions sous un méme nom,

Ci par exemple, peut paraftre arbitraire. Elle sera justifide
par la suite. Les fonctions intervenant dans Ci sont celles
qui fournissent la méme condition sur les coefficients de

Runge-Kutta A‘,,‘z , B aue Dy
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(B) Développement de la solution approchée ¢

Si les lettres désignent des colonnes de fonctions, la formule

de Runge ¥utta pour notre systime spécial s'éerit .
gd:z Yo +a/ﬁf%<j ‘ :éil ]SWP >é

A cause de l'abhsence de dérivées premieres dans le second

’ s

membre du systéme, il est inutile de calculer ces dérivees

premi&res & 1l'intérieur du pas,
Pour que le deuxiéme ordre du développement coincide avac la

série de Taylor, il faut poser :
2 ‘BC)P o de meme Z AC‘F =1

Mais dans le but de simplifier les calculs on pose égalenent
T &

Q/'1 9,

;;%; JBaQ5'== eo(

De sorte que la formule de Runge-Kutta peut s'derire s

;j ‘60 + - ‘\.eo(\a \/ 4.’ (3' :Bc(? k/P Y)

Fvsluation de Mo Y

I1 est commode pour mener ce celcul de passer par la valeur
18 , p

X

intermédinire g

Y= Y(HMLM’O ) Borhleyo, oo )

[16] page 59) .

VYo = o)« (Mo

La premiére parenthése peut 8tre exprimée & 1l'wmide du dévelop=-

pement de Taylor ¢ plusieurs variables




Du fait que les accroissements des fonctions sont

provortionnels & leurs dérivées, on peut dcrire ce développemerr

. (k)

% 1'side de 1l'opérateur D7
vy - LoDy . Rel DY , ReSDY , £205D7Y
1! 2! 3! 4 |
AT DY, RSOEDEY o
5! ¢!

Dans ce qui suit, nous pouseerons les calculs juste assez loin

pour obtenir les termes du ddvelopperent ne dépassant pas

Q

+ PRSON :
1tordre 6., De méme que pour Y ,nous utiliserons la notation .

Yyt = Yy (ko gertongl, o)

et de méme pour >/5'.: \/...

) Ty ) e e

Le développement de Taylor % plusieurs variables donne 8

N %ﬁ% 07, +’§_T%3~p(‘z(3*7°>]y

+ _’2‘_ = F&z 027, b EBaP(Z_F—Zo)]\ ! +{2 EB"(F (Ue Ua)] y“
m¥
g 1%: zoﬁzwz@ﬂ][muﬁwzw u)][aiedvoﬂzzm?wﬁ )])%
On peut exprimwer, commne On 1lfa fait n‘nry )es YH') Y >/"'+

Suv
(1) |

3 1'aide de 1l'opérateur D
VN RDY L RRIDY 02 DY R0 DY,
3 8 3 2T 3 3 3T )

nt 0 » . 2’9: 2\l
R L

DA A L0 o

En reportant ces expressions dans MYt on obtient alors




VYo = hedy (REFY L RSP LRy

+{_bs_.9°‘5 D@Y -i—&f_ﬂ:‘c .D >/ + @‘Liy Z +£:-;@°‘ %( MZ
Bay 2 DRI . Lb é(D"”Y @“2@“‘%’ 17
+)%z 'b% Bag YgQF'_") ¥ \?%? B"'FDY Z? Z)

BB % Bup D (4p20) o K022 Beo D (Z5-1.)

el = (070 G = (DY)Zu . Kar= B)2U
3, 3 3 A6 3
Vi = )L (U-b) HEN = Bd(,{DY:)ZQU@;u;)

4 3t

. 6 1)

+ 2, é Bﬂ?Bw{K )( >(U“ 9 ’Y\. 9« Z( zu\)’)LUV
FRSL 48 3

Nous explicitons maintenant ce développement en remplscant

7a-Zs) (Uy_Us) par leur expression; en rangeart suivant les
[? ) Y ’

puissances de h. Nous utilisons la notation matricielle pour

simplifier 1l'écriture.

yo{ -—% o /?Lg"‘ Dy

LS DPY 4 R BY
2 2

LR DY . 0 KY o« A= B b LDV
3r 2 2 P o

LR DY L ALY, 4 = Bt 3DV
Al - PR P

Vi = Dol By R ? X! ZU e é Bag B KaDY

AL D@y JF 0 MeY 4 é Bus 67 3DV ﬁ"‘éB 48 JaKaY/




= B Bpr 0r JiDY 4 Ak £ BB KL DY

p 4 f

49 % Bup 0 KT,y & %_ﬁé“ gxsqr,eﬁmy

v B8 = DY) ZU A = B.((&F( '} Z DV
8 5“ 4 3P

+ /&.e@« >/ /&6 9.,¢ le /9\ é Bo(‘& 9[& ‘Tﬂ Dwy

e 2.4

L M"Ef

+
L.

| &
+ :5:4 -% Boc(-; OF JalY E: % Bdr B[s& epgb’ Ja K2 DY
S 2 2 N g 2. 3
+ -’_%___ @E% Bﬂ? B{;;GK 3;1 D( >’+ %_ % Bar B?K ex 3.
y A = BxF 9(5 Y Lo UV /_?_\_6_%2 Bu?(‘){f K, D¥Y

A6 3uvp

4,,_@_9.,,2& BKIY . AL0x == Bup By Oy Kal DY
¢V e ?, P =

-

%‘ Bq’@eP L:,~ LL)>/+ Keed 2? Bq?g{; L,LJ:_)/
0 = Bug O M,DZ +x“>e., = DY) Zu
\z P A6 kS 8
AW = B GMI IV | A = B 77U
'6”3 - 8 réws
) 6 n 1
X %é? Ba LTI L A = By By | DZ DU
N ched = )z
4g 3

On retrouve les groupements qui interviennent dans le
développement en série de Taylor de la solution exacte page I.4.
On cormatt done le développement de y & la fin du pas.

G L Ryl ettt R 2= Hae ()

ko2 HoeeBoe

“n mettant en correspondance les deux développements, on obtient

lea conditions sur les B,(?/Aﬂa} O .

&:1 :H\'jo(:Aqa('




C/ TABLEAU

des CONDITIONS & SATISFAIRE

o 10

G| = Kaqw B«
k! K &
LG 4 = Kq« O
k! (rot) Re2) 2 &
» .
{L’F © 4&+;jik+a>@+a> E ? g O
ﬁ!j‘;szci M%Mw) d 7;2 K g« Bup 0
& PRy | s
@;“ 3:C (k+1§2h+z){k+%)(kw> d ?é Kqu Bup 0
"
/E:! KaCa (\m)fmz)Qus)@m) 1 ?2 Kqx Bp 00p
A G| 4 A = Wou Ou
k! kkdbkalks) | 0 =
% *KaG, @m)@)w o 4 ?g g B"T 04 0g
R g | B
e . —— Eé K qu Bog By Oy
&%‘_“fv\/ &hﬂ&kj;@s)@%ﬁ) =3 ? Kqw Bep 020
Kqe = Bqu pour k=2 dleloppement de LJ
Kau = Aqu pow k=1 deleloppement de Y’




1

(Ret)kesd) G 3ot ) (e 5) e ©)
20

Q?A)Uui)(hﬁ)(bg (}aﬁ)(kfé)
15
(k*’l}(k#z)(ki»%)(k"‘)/\kisj( ks G)

%)
Q? +‘1Xh*2)( k&%)(kvlt)(k* 5> (ks 6\
<
(kea)k g I k) (e kr0)
1
(k) (ko) (o) et ko) s )
Z
vtk A ) (ke (ki) ke )

A
Qirl)\ ko?.) 011—3) (hlr) (k eh) Un()

10
(b (R b5

= K qx 08

A
P

} 3
E Fz g Burp 63 0

/.18— ‘E'é qu Bx? 0 9(3
A = \’(qa B«{s Ou 9;

Az
¢

'qé Kﬁ.( B«F Bay 0 0y

NS




Indépendance des groupements

T1 importe de vérifier que les groupements de fonctions
avec lesguels nous avons exprimé la série de Taylor sont
linéairement indépendants. Si cela n'est pas réalisé, nous
risquons d'imposer tror de conditions aux coefficients de
Runge-Kutta, et denc de ne pas utiliser au mieux la méthode,
Par exemples Si l'ordre £ qu développement en série de la solu~
tion exacte s'éerit ff' (aA +|DB+cC) )<A)B,C étant des

groupements de fonctions et a b ¢ des constantes) et l'ordre

g
gu développement de la solution approchée:s ’K (uA+f\rB +/UJ'C>)
(u)qr}mr dtant des expressions cortenant les coefficients de

Runge-Kutta), les conditions 3 vérifier s'éeriront ¢

Wnw = a
fU‘:\D
w= C

Par contre, s'il est possible d'exprimer jdentiquement C &
1'aide d'une combinaison linéaire de A et B « C =/»A+\) B

alors il n'y & que deux conditions & vérifier 3

L\+>A\mv = f//;c:

Nous vérifierons 1'indépendance dans le cas simple d'une seule
dquation différentielle %“::>/(%) ; celle-ci sera a fortiori

réalisée pour le cas d'un systéme d'éguations différentielles,
Décomposons en éléments simples, les groupenents de fonctions ¢

- G- Dy

x €2 = %‘;)\311 + >g>/

x C3 = Q/Q)53A+ 3 32W>/

¢




Ca = UMyt + e 04)y™Y +304)Y”
G- O )y
Bt = ()00 4" + (Ya’)iy

Cs = )47 %""’)33\/ 15 0%y
W= Dy Oy

Yt (V")(\/)\/;J

JaCs= G0y« 30505 Yy

e D)y 450 "y" 0] o o)y

Q = MGglye (v;;xy,')\/;;h Dl Yye Y
keG= b))y 2 DYy

Vgt @ o) Yyt o 30010
| JszQ: (y\;)l(y\aul)\a.i.
e = (PG gt s OO

— T - Oy

Remarquons tout d'abord, que si une combinzcison lindaire de
groupements est identiquement nulle, les groupenents cui
contiennent au moins un terme n'apparaissant dans aucun des

autres groupements, sont nécessairement affectéds d'un coefficien

ntl. Dens le tobleau ci-dessus nous les avons marquésd’une
croix, et nous avons souligné un de leurs termes originaux.
Nous savons déja qu'ils ne peuvent participer réellement &

une éventuelle combinalison linéaire,




I.14
Nous vouvons maintenant éliminer les groupements dont les
termes ne se retrouvert gue dans des groupements marqués d'une
croix, tel KaCi. W e+ J2Cy font intervenir les seuls
termes (\/\(j;’)bg)b/)?' et (\/a';xyzr)\a& qui n'apparaissent nulle
part aillevrs. Si 1l'on avait /VV+?ﬂ.JéC3;E (@) ) A et/u

devrsient vérifier

,< + 3/.4 = ©

Lo+ M=° ce gui entrainersit L=p=o
I1 reste 4 groupements § P , Q ) KaCa et J2Ca qui
stexpriment en fonction de 5 termes élémentaires. Une relation

telle gue

KP+/Q+7MQ+ 0 J.Ca = o

by

supnoserait le systéme suivant vérifié g
@) A+8 =0
(2) 3‘-&-/\‘ + 60 =0
(3) )11'56:0
@ pr39 =9

SRS

(4)et(5) entrainent =n = ©O 3 (3) entraine alors P=0 ;
N=7

1

(o]

(1You(2) donne enfin k<0 .I1 n'existe donc pas de véritable
combinaison lindaire de groupements qui soit identiguement
nulle.

Nous devons envisager enfin le cas spécial des groupements
}<ng_CQ y Je KaCq et T qui pour le cas simple d'une seule
dquation différentielle sont identiques. Dés que l'on conside
vlusieurs équations ces trois groupements représentent des

colonnes de fonctions et les éléments des colonnes correspon-

dant & la fonction y, s'écrivent s




[
o
-
LN

T2 ) v
Kadaly . STVL: M:)(S"J(Vv;} ww'

JszQ: z (\/5'> (5” ><\/u;) u’w;

Suvw

S1 1'on suppose qu'til existe au moins deux fonctions y et z,
les groupements T et JaKaCs contiennent alors chacun des

termes originaux., Par exemple i

T Oy (et seung ) vmuey)
KGR NZ25) 37 (s=umvmw )

Cela suffit pour montrer 1'indépendance de ces trois

groupements,







IT.1
CHAFITRE Il- RESOLUTION DES CCEDITICONS DE RUNGE-KUTTA,

(A) Etablissement d'une formule de rang 3 3 g = 3

Essayons de satisfaire les équations du tableau Ic jusqu'a
ltordre k+2

h™" ",
et de minimiser la somme des valeurs absolues des erreurs sur

1tordre hE*3

L]

B3 02 4 B &1 =

Baz 912 -+ 831 911 =

pIESENTUAN

ASZ or —+ AS‘I 61 =
Av_ ezz -+ A31 9} =

wP jSTEN

J B3e = 1 -B31 - B3z
foLo = 911 -— Bll
Ase — ~1-Az Az

En résolvant les deux premiers systeémes, on trouve :

B4 ©1_ 4.
Baqy = _2 o B3z = =~ ¢
0, ( 02-01) Q2 (©1-62)
] 1 4
A= T35 T
©1 (@zf ) 62.(91~91.)

Si lton écrit les erreurs sous la forme

/_\1 /Qs Cs3 ot A3 /ﬁs .J2C1 Fou,. \3
A 2 /E,4C3 ek Aé,. /Q.4 J2C4_ Foqr ,3:

I1 semble raisonnable d'attribuer la méme importance aux Ai/
et dessayer de minimiser la somme de leurs valeurs absolues :




II1.2

|Ad| 4 [ Az o |As] + ] As]

On a les expressions suivantes pour les v

Ay = = (Bsz@z 4 B3 ©F - _>

10

Aa— 4 (s 4 Au_ %J
A= 2 (33252194—->

30

As— ifz_ (A3181191— %)

On peut écrire les Al en fonction des 3 coefficients libres :

A4=1~9191 ©1+02 1
42 3 [ 10
A1=i<__ 1 62 4 04+ D2 1
6 4 3 4
O 4
As-2(E-Fom, _ 1
4‘ 91(91—62) 30
1
Ape 2 (E-3) giBo_ 4
Z\ 6. (oe) Az

On peut seulement annuler 3 des Z&L.Il est difficile de
résoudre rigoureusement le problere de la minimisation de S,
mais il faut remarquer gque pour une telle somme de. valeurs
absolues, le minimum est souvent atteint, lorsque un certain
nombre de ces valeurs sont nulles. Nous env1sagercnv donc
toutes les manieres possibles d'annuler 3 des 4 Ai ,et pour
chague cas, nous calculerons S.




II.3

- = O
S= ‘Awl = 4 00007
64:;;. 92.: {f Bay= 88 1440
D) A28

5:': [AQIZ;X-X# 0)0055

Qﬂ = j.. 92 l B.?1 = 252
4 1o Soo
57 A4 = Az = A4 = O

S=|As] 4 0002

4 = 6‘- V—E— 92-_. 64% B,‘ZI:O)ng 535 407
10

1o

47 A»j: Al = A3 =3 O

= c-Ve S=|A“i# 01012

A0

D=6l B :O}ﬁo@ 322 4
A0

Le premiére solution semble la meillewre, elle conduit au jeu
de coefficients svivant : (PORVULE 1)
61: j— ei. - é:
4 5
B = —4- Bii= & 832 = ._2.5..
A30 - ,/.1_. A31: :LE A32 = :1;2;_5-_
24 33 264
Bio = -8 Par = i&.

KN
Ay
19
i
»

Exemples - Nous coruvercrons sur différents exemples les

résultets donnds ver la formule 1, & ceux fournis

var la forrule 4 (Q= é;cﬁ zghgfoﬁ , B2 = 0 804 321 4??)

et la formile de Bunge-Kutta classique,[16] pages 86

et 112‘) [1] page 102/]&,”“& 1) . Ces {ormules colitent 3 Horncr par pas .,

1) y" = -1ty 5 ylo) =1 y' (o) =0 h o= 1
punge Kulte [ L ETIS e | Pl
t Sol. exacke cf)assn‘qug F1 Fa R efars. [ pare F1 bar ¥y
X"os k405 5(10‘5
Tlows s Jossaas | omowo  [0B0R4 | 543 | 418 | 456




Ta

)
% ?l\: v Y'e)=1 \3(0).;/1 - 01
Sobukion | Runge Wl vt | G | earen
t enacke mm, F;\ C“ K.KC%& an Fa a Fa
xdob | x40 [x40?
04 4) Aos Aqo 94 A, 405 A%0 €3 | AA05 Apo 34 4}'\05 MoK |8 o o
0L 1440 hee }s 4/924 hoy SF (1494 408 33 (1N 4 % |48 ~% +44
03 |4,%3 858 80 |49 95 51 () 349 85576 A%9 95946 |29 |4 36
04 4491 f2u €9 AL R4 28 4/491 324 62 4)494%2545 _44 3 + 36
05 |A6us e 2% A 68 Aoty fheus WA AGuste2 59 | _s5 | Ao |+A32
yY=-y Yo=o ye=2 A=91
S olukion Rumae Wutte] VUL | DR | TR
k| enocte Qmw Fa Fa KKeou |porFa jpan ¥y
XA\ | x109 109
04 (0039833 4t 6 (0,039 933 33 | Qo) T 4n2 08399834110 | .32 | 06 Q4
09108 663 330 0,193 663 A0t |019% 667 332 10133 669 43 |63 | 2 A3
03 | U5 S0 26 %5519 963 10,233 5l 20 0WsSRoste |-243 | 4 364
0,k [0, 4% %e (0349 &% 023 |33 4l 3a} |03 by ol |9 | S He
05 | 041 4e5 §38 G0 425 9 |0M34L Sk pkB A |- ) O 4433
Y O T N OB R S
Sobukiin | Rumae il UV PV
| aneck ML Fa Fq R¥Jan |PorF1 | por Fa
xA03 |x4e® [x409
0196 039 §3 | 0196 03 31 | 0,M6 039 499 10,436 033 60 o (-3 |-30
2 0104 €10 659 |08 én 9N |odghGlo S o8k €To 483 ALEL |96 | A%




5/ Albrecht [1] pazes 104 traite 1'équation

y" = (1+x2)y,

(Solution exacte

classique,

Nous comparons encore avec les

v(o)=1

y:e

o>

y'(0)=0

forrules 1 et 4 précédentes.

résultats obtenus par les

ILs

xz
> par la formule de Runge-Kutte

Bl K Sl e t-asll I r=-wall et serg s
x408 | x40d | wob
0% | 4003 34 A ¥ 2of 8 A0 30133 [Aolo ot 33 |5 _A -4
0% [Aow o1t 06 {08 2% 81 |4 328103 |4cRastaL |26 -3 +\6
06 A9y 2 36 |4 36 ¢ 4,49 AT ¥ | 1,491 % QY -3 |49
09 |43m 4t P3N 4268 |ARAHALY SHI AR AbRS AU |19 (4299
A lAgus 2y AGkt 1824 | ALLY H2 83 |ACU5383 A2 _303 | -39 [+}9¥
AL | 408y 4n | Soskirrae |3,006432 43 05k 452 oL | -Gos |1 e Al
Bl (2 ool bS[0 660 ok d2 (2,60 45 SO |46k 43 S \\LZ Al | vh30
M6 |39 63928 (3596 Q1S 09 |3536 635 83 1359 330 So - Queh |-389 |4 0238
A4 [S, 055 09031 5,085 039 &) (5,083 0P o |5 083 ggeas L5 [~ |20 b
L [3,%0 05608 [F 04 9S4 |7,309 03434 | T34 436 9€ L0856 |- 21F5 vl OB}

Par ces exemples, on voit que la formule 1 est nettement

meilleure que la formule 4.
Elle est supérieure & la formule de Runge-Kutta classiqgue
somme 1'examen des ordres infinitésimaux atteints le lalssait

prévoir (voir tableau récapitulatif page 111 12) .




Te
(B) FORMULE DE RANG 4

On se propose maintenant de résocudre toutes les éguations du

hk+4

tableau I C, Jjusgu'és l'ordre compris, avec q = 4.

Explicitons ces équations:

&

(Bus®s 4 Baz 82 4 Ba 04 - 1
B 0 . Baa@F 4 Bw 8F = 4 L
I < Bas O3 4 Bea 05 4+ B By = A 25
| Bas DY, Baw®: , Ba O - 2 1 6
[ Ais©s 4 Auwa ®2 4 Au B = 1‘5 A"
T Aw®s 4 A 85 4 Aw®l = 4 b5
A . AwBl , Aulb 2 L4
L Aw®l , Aw®f L Aw®" = g af
o BanBu O 4+ BuBn by Babn 0 = 1 1y
MR Bun Ba BF 4 BuaBn 07 4 BeBn O = 2. ‘e
g BuaBa OB 4 BaBuBb 4 Babn®P = L e
o) Aubu® 4 Awba® 4 AusBas 0 = ’7/12? Ry
Wb Awba 02 4 AeBan® 4 Awbu® = 1 0

(=]

3 A
C/ AM.BQ\ 92.91 + A4383193'94 + Atfa@zz'Qs@z — /T/‘g_ 6\9

Pour que les systemes I et II soient compatibles, les 6ﬁ91,93~

doivent satisfaire aux conditiocns suivantes 3

40 )

3
010203  ©9102+0203 +0300 01+02+93 1
2 3 4 S

01020 64@:—«—9295 +0301 D4+02+ 63 4 — o0

Il
0




31 1'on pose @

a — 5007 _60864 4 45

b= _6007 .56 _ 20 o A= Bc
c= 1501_ 2% + 6
On a

2a

Dz = 2~ 3(614—92.)-4— 5(9191)
3.5 (0 +91) +40 (9491)

Le seul coefficient arbitraire est donc E)l.

Remarquons que la suite des seconds membres du systeme I est
proportionnelle aux différences simples de la suite des seconds
membres du systeme II. /\43)/A4z)ﬁva vérifiant les gquatre
équations du systeme II,

B4z = 2(’\—93)/\43 , Baa= 1(’1—9:.)/\49_ , Baq = 2(’\—91)/\ 44
véritieront donc les trois premieéres €équations du systéme I.
Comme la 4eme a été rendue compatible avec les trois premieres,
le systéme I admet cette solution.

Les équations IIIa et IIIb doivent &tre vérifiédes en
premier lieu puisqu'elles correspondent & 1l'ordre hh+3, En
remplagant les A4o( par leur valeur en fonction des Bsx , On
voit facilement que 1'éguation Illa est conséquence du systéme

IV. En effet ce dernier peut s'écrire :

a [ Baz B D1 4 BazBy 81, ByzBae O2 — A
2(4-92) 2(4-93) 2(1-8y) Py

N \D 849. Bas _.9.‘\2 + B‘fs B ____911 + B4z Bae 02" —_ A
2(1-8a) 2(1-%y) 2(4-9s) 3o

C Bua Bag D204 + Baz B 0301 + B 43Baz B36e -
2(1-©2) 2%4-03) 2(1-83) 18




Ty
En soustrayant 1l'équation IV ¢ de 1l'équation IVa, on obtient

bien 1'éguation IIIa.
Le systeme 1 admet la solution :
6163_ ©.+03 4

Du= 2 R
(94—92) (91~95) (+2}

09z 041402 1
_ 3 T& ‘i3
(02-95) (82-04) ©=

542

949:_ 94+9z /1.
—_ e — -

— _3 S Ao
P = Toro)(es.0) 05

Et si 1'on pose X=A42Ba )Y: A4z By )Z:A43E>32 , la solution

du systéme IV s'éerit

X 4 (4245%)

480 01(02-93)

\/= A4 45 _ 121563 €156
480x64 ©=2-93 D261
_ 4 ( €15 ©4
489 92(92_—.91) dlo\u 321/ BS’D) Bzz
B/Q-o = 1 - Baa ..Bln. - B4s
Bazo = 951__334 _ B3z
Bro = Oz B2

A/w': 1. AM—— sz_ Aq-s

I1 reste donc deux équations non vérifiédes: IIIb et Illc, et
un seul coefficient libre: ©1. Une formule de Runge-Kutta
donne en général des résultats plus satisfaisants lorsque

tous ses coefficients sont positifs.(Ils sont alors obligatoi-
rement petits, étant donnée l'exgression des Bwo etAqe ).




g

I1 est donc intéressant de choisir un ©4 qui conduit & un
tel jeu de coefficients. Une étude analytique étant
inextricable, nous avons procédé & un sondage systimatique,
en faisant varier ©4 de O & 1 avec un pas de 0,01, Les zones
en O ,pour lesqguelles les 13 coefficients de Runge-Kutta sont
positifs et telles que 0< 82<1 et O<Os<1 | sont ainsi
mises en évidence,

Si 1l'on écrit les erreurs dles au fait que les éguations
I1Iv et IIXc ne sont pas rigoureusement vérifiées, sous la

forme :

A'i /KG J2Caz ek AZ/QGKZC4

A1 ek Az ont les expressions sulvantes :

A

d

I

A ( 450405 — 1201 _ 693+s>
720

)

AYS d (’156193_1291_12.6“40)
3Co

En faisant varier ©4dans les zones admissibles définies plus
haut, nous avons mininisé la somme des valeurs absolues
|L\4]+’Aa’ . La meilleure valeur semble &tre alors ©1 = 0,263

elle conduit au jeu de coefficients suivants :

01 = 0,26 02= 0681 §ol 380 O3 = 0951 041 535
Bio=0 156 723 F13 Bar = (580 343 338
B4z = Q251 263 322 Bi = 001 853 €38

B3o= 0,32 003 290 By = (232 354 585

Baz = 0301 Seb 139 B2 = 0,000 86€ 906

By = 0/462 9% 393
Aso = 0,018 364 863 A4 = 0,392 127 923

A4z = 0,394 986 133 - Ass= O 134 52 08




Les erreurs sur y valent alors

h6 Js Cy

0,000 18
et 0,000 34

sremples:

n® We Ca

Nous avons comparé la formule précédente avec la formule
classique de Runge-Kutta ( [16] pages 86 et 112, [1] page 102

formule (1.11) ) qui cofite 3 HSrner par pas.

Notons que pour cette formule les erreurs sur y' et y sont en
h5 alors que pour notre formule, elles sont en h6
l'erreur en h6 pour y est considérablement diminuée).

19)

en plus

y" =y g =

i Il el ool [ooorh rore
01 | AdeS 4o 94 | Ades Bo33 A NS Ao 32 -3 v
02 (AW 4 s | AWM Sy (amda W | A8 |4
03 | 430 952 8 | A 858 A A %9 854 73 -9 |-
04 A48 8% 63 4,491 2 ¢ A4 Ry 66 Y%
05 |46 B AT (il | s |o5
A M 32 | 2352930 |3 ML te ~450 | -Ao
2|7 %056 09 | 309049 4 Toss e | (o | -3
A 54,59 4500 | 5455 044 2 S4 536 4643 -83%0 | - S%o




2/ \3"= -4 “8(0): o \3’(0): 4
Solbion por | Sobulion par |Eevtun (Erneun
€| Solbion mxake | Rx Jowigue | R.K. 4 pduale \(Magq&l‘l\(shng
X Ao x49
04 | 0,099 g334i6¢ | 0,099 D4 6 | 0033 BRAR § | 92 |44
b | o1986ea3o | 0N €COAR | OAB 669 33D | Agd |43
03 | 0295 5% 206 0,295 519 963 | 0,895 5% o -243 |, 4
Ok | 0389 AIb dhe 034 023 0394 Bt 139 14§
05 | oM19 435 53 | oMMasAks |0 kI9ks Sk |3 |46
syj" =y 40= 03 4= 0  A=4
. Soludien pon Soludiem hoo | Evmn bagar, |
b | Sobukim wodt | dosiope | R Apbieale Retab | RK tpnal)
x40% | v49d |
A | 0A36 039 53¢ | 0,156 039 %0d 043¢ 039 Su¢ | &0 | A5
L |0A 60 659 |0Ath € 9 0434 610 €6 |45t | A
47 9'= -ty 40)=4 YWey= 0  hea
_ Solubion pan | Solutiew lar |brewn [freun |
€| Soltim atade | ¢ dowique | RiE Apiviale [Ricdaa | RY
t Ao XAe®
1 0,338 $4% 0,353 323 0,933 182 541 | 39
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(C) Formule de rang 5

On se prorose de satisfaire les conditions du tableau I C,
Jusqu'en h6 pour y comme pour y'. L'erreur sera donc en h7.
Explicitons ces conditions :
[ Bse®4 4 B30, B + B304 = 1
I{ Pse O 4 By B , BPsBy , Bsy 07 — %
Bsa Oa + Bs303 + Bs2®2 , Bs1 O _ 51%
A
s

\ By '92 + '5539;:4. 35292'4_ B 07 =

BsaBauO1 , BsaBar 6, ,BsaBaaDs (B3B3 B | Bs3Bsy Oz , B Boy Oy — 5";
[¢ bepnby Bt 07 +BsuBas 05 1 BsaBay 07 | BssBae 0 , B52Bur 0 = -
\ BsaBurB484 1 B54 Bae Os0, BraBus 0, , BraBas®s 4 BssB36,0;. BroBes 89, = 41§
(Moo S Awbs LAty Anb o 1
Asi 92 cAs3 B, Asabe . AnbBE = 1‘3_
I Asdd L As 0 L Anbd , Awd] - 2
AsiBl  , As DS L Anb | Aabd® _ 1
\ As#@f + A5393S + Aaef + As OF — jC,
[ AsuBube Aube B AuBobs 4 AuBib AubeBe | Asbab = 1
AsoBu 0 (Asbie OF 4 AseBas® ,AsBa® L AuBabS . AnBad? = L
]Y < AsBa B2 Asba B AsBa® | Aubudl  AuBe® Anga® - 2
Asubon®Bu ; AsubuaDeBuy At Bia0Dhr Asalin Db 4 AssBocBebs . AseBen D0y — s
Ase B9 4 AnBuBali AseBa®ibe AssbeBibs o AusBsaby o AnbediBe = 2
\  As88 , AsBuaBBly Ak Bl A Bab] 1 AssBa0285 4 80,07 — 4
4

Y AseBiaB3a®e 4 AseBaz32i® & Ass B2 3200 , AsBasBa 00 = _7
180
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Pour que le systéme III admette une solution, 1es Ou doivent

vérifier la condition de compatibilité

G((‘h )61'93,04) = 0020304 _ 00205+ 040204 + 820304 + 016304 4 0402 +6202 40304 + D403+ 0484 +00a
2

3 4
_ 01482493494 + 4. =o0
5 [

G est une fonction symétrigue de €4 02 03, ©4 ,linéaire par

rapport & chacun d'eux., Formons de méme, en gardant la méme

suite de dénominateurs, les signes alternant et le terme

constant étant positif :

G ( 91)9;)93) = _ O 9593 4 202+ 92393 + 0483 91+B:.+93 4 _g

G 94 92 = e_ 4_9_1. —_ M’; :.L
(84 8) = & 10 4
Propriété

NG00 8 04) . _ G (8 02, 6:)
V04

NG(04,9:,85) _ _ G(D4 )
362

Introduisons encore les fonctions F, analogues de G pour le

systéme I : Seule la suite des dénominateurs change.

F<94 B2 93) - _ 010293 04102402034 0103 _ 04+ 92+03 1
e + +
. 3 . & 10 15

Relations entre F et G :

La suite des dénominateurs des fonctions F, est proportionnelle

aux différences simples de la suite des dénominateurs des

fonctions G. Ceci est une propriété générale gui entraline des

relations du type suivant :




e

G(04,02,05,1) = _ 2 F(4,02,05)

4
2
G(ez D3 4) = _ 4 F(@L 93)
! ] i
2
A 1'aide de ces fonctions, la solution du systeme I peut
s'écrire :

Bsa = _F (64,0s,03)

(94 —93)(94-9:.) (94—94) Da

Bsz = F (01,92J 94)
(B-4)((3-52)(65-81) b5

Bse — (B4, 0, 0u)
(Be-Ba){B-8(b2-54) e

Bst = F(020s04)
(B4-5) 04~ B2){B-2) 4

Les Aswx solutions du systéme IIT s'écrivent de méme en

:r‘en';pilagant F par G.

D'apreés les relations ci-dessus entre F et G, si l'on prend
04=1 , 1a condition de compatibilité G( 84 02 ,0:1) =0
entrainera Bs4 = 0, ce gui simplifie beaucoup l‘e systeme IT.
Choisissons donc P4 = 1. On aura alors F( @4} B2, 05 ) = G,

Les expressions des Bso deviennent :

Bsa = ©

Bsa — F (0 0:,1) - F(@g@z)
(93-4>@3-e,9@5_m)95 (0-64)(05-64) 3

Bey . F(64,021) F (655

020)@H)fte T (o a)pa-0) s

Boe  F(0285 1)  _  F(©=0)
©)fr-0) 00290 (64-8:)(p4-95) B




L4s

Les coefficients Asu deviennent :

A54 e 6(94,92—.93)
(1-83)(1 -02) (1 - 01)

Ass = ~"4 F (81,62 — Bss
(6,-62) 1) €50 B 2(1-63)
52 = :‘/i F (91/93) . Bse
(62-1)(0a-B3)(02-B)82 2 (4-B3)
Ast = ~Ya F (02, 0s) _ B

OuA)B BBty 2(4-84)

Avec Bsa=o0 le systéme II est un systéme de 3 équations 2

trois inconnues., Il admet une solution unique si

Bsa® Bsa D1 e (9»9«)(99:63) # O

B = 4 [3_.‘2_303 _ 4~394]
9084« Bsa 02-63 B2- 04
Bay = 1 [ 4 -3 ]
90«02 x Bsa B2- 04
Bz‘i = A [ 2—383 ]
Q0% 04 x Bs2 0203

Les trois derniers termes du premier membre de chaque équatiorn
du systeme IV sont alors connus, et en les remyplagant par

leur valeur en fonction de ©1 B2 O3 Ba=1 ce systéme

J

devient : IV' et IV"®

® Ass Bar D4 + Asy Bas B2 o ARz 03 - 1 _ 5-302-363
12 480(4-02) (1-63)

A 4-02.+ 204 — 39463
30 430(4-62)(1-63)

2
@ A st Py 9? + A54 Bsz 973_ + Asi Bas Bi - 4 (4—92)(924»64 ﬂ%919s)+(2—303>61
6o 480 (4-92)(4- 03)

)
W @ AssBau By + AsiBua B2 4 AMB%'B; -




JIRTY

Asa But 01 AsiBaz B2 +AS4B4393 — 4 2-36:0s
@ ' 1S 480(1—92)@—93)

N“ ® Asa B4 + AS4B419:: + AsaBus 02 — A _ 03+201-3065-9:0,
~ 36 480 (1-62){1-05)

© AsyBu 09 AsiBaz B2 | AsaBus b3 = A4 202 +26:- 5620,
18 1g0(4-02) (1-95)

Nous avons six équations pour les trois inconnues Bu Baz Bua .

Mais un calcul montre que les seconds membres de (1), (4), (6)
sont identiquement égaux, de méme pour les seconds membres de

(2) et (5); donc le systéme IV se réduit & IV',

FPosons pour simplifier :

_4__;_1_(_4__ 5.362 363 )

a 54 12 480 (4_92)(4_93)

A =_1_<_1_ _ A-91 4204 30463

b Ase \ 3o 4% (4_999(4- 93)

4~ A (4__(4_91)(62+94— 3e4ea)+(2_393)t>?)
c Asa \©o 480 (1 - 62)(4 - €3) /

Si 1'on désigne par H la fonction de 94)99.)93 ,analogue & F et

G mais avec les dénominateurs a,b,c, la solution de IV' s'écrit

841 = H (92,63)
(84-92)(04-83) O«

B4z — H (9", 93)
@z- 94)(92— 83) D2

B4z = H (64 ) B")
(85-04)(05-62) B3

En reportant les différentes expressions des coefficients dans
1'équation V, et en tenant compte du fait que F( 04, 02, 03)=0,
on montre, apreés un calcul assez long que celle-cl est

identiguement vérifiéde,
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Les coefficients Bao et Aqo sont donnés par s

Bso= 41 _ Bst _ Bsz _ Bss Aso= 1- Ay~ Asa = Asy . A
Bao= 1 - Bar _Baa_ Bas

Boo = Oy _ Ba1 _Bse

Bao = 9;'_ B24

La condition F( 91}92,93)=-C> vermet d'évaluer U3 en fonctia

de 01 et 02 ., Nous disposons donc de deux paramdtres
arbitreires O ot 0n qui peuvant parcourir le carré

0< 8144 ; 04£02<1.Nous avons effectud, 7 l'aide d'un
calcuvlateur électronigue, un sondage systématique de ce carré
afin de trouver un jeu de coefficients tous positifs.

Le nombre de ces coefiicients (18) et la complexité de leurs
expressions on fonction de €4 et 82 font gue les régions

ou aucun coefficient ne change Jde sigme, sont zetites.

fin adoptant un pas de 0,05 pour O+ et B2 , oo qui correspond
£ 400 points dans le carrd unituire, nous avons trouvé

2 points admissibles, Il y a dorc lieou de prordre de plus
netits pag, et surtout dfeffectuer des &tvdes locales
autour des points déjih wis er évidonee,

Nous donnons & la page suivante lo résulteat de deux
études loceles, faites avas un pas de 0,01 pour €1 et 02 .o
Les chiffres indiquent le nombre de coefficients négatifs,
Notons que ce nombre peut Btre identique pouvr deux points,
sans que l'on ait les m8ues coefficients négatifs en ces

points.




JIETY

028 3 3 3 3 3 3 3

021 1 1 4 4 1 4 1

0C | A4 4 4 4 4 4 o0

025 | 4 1 o o) 1 4 1 <F‘L>

024 i o 1 1 1 1 2 2

0/ 23 | 4 4 1 2 2 2 2

02z | 2 2 2 E2 2 b3

024

0,2 . N R L ) . . S ei
047 043 049 050 O 0st 053

P2 g

03

oL 2 2 L1 A 1 4 6 7

oR 2 2 2 1 4 4 3 c 37

0 2 2 2 1 1 1 2 I3 £

0}6 L 2 2 2 A e} 1 4 k] g

st =2 2 2 A ° 4 4 7 s (F;_)

O | 3 3 2 1 4 1 1 7 5

0B | 3 3 Y 2 1 o 1 5 5

or t 5 s 5 § 4 4 2 S S

O < 6 ¢ 3 3 5 S 5

RS T o om o o ' = 0,

Q% ou 02 02 0% 0% o 0o} O 028 0,3e




11 19

Nous proposons le jeu de coefficients suivant

01=0,25 92- 075 Bs = 05 04 = 4
AS’*'—‘E]_ Ass: 12 ASZ’—' 32 AM:_3_7: ASO:i
So 9o S0 9o So
Bsy =0 Pz = A2 Bsz= 16 Bs< 48 Bso - 14
S 9o 90 Jo
&03:9— BQ—?_: Z_"—. B‘r"l = O B#o: S_).
21 21 91
B = _.?:. BB1 = _6_ B3°:_- 1
36 3¢ 2¢
324 = _g_ BQO = f(—
AG 4¢

ALbrecht [1] donne également un jeu de coefficients pour
la forrmule de Runge-Futta de reng 5, mals ceux-ci ne sont

ag tous

42

3

Exemples s

Pour les méthodes de rang 4, il n'avait pas été
possible d'identifier avec la série de Taylor jusyu'en
h6 exactement; cela est réalisé avec la méthode de rang 5.
Bn plus 1l'identification a été poussée jusgu'en h§
poar la dérivée, Il est intéressant de comparer ces deux

méthodes sur des osxemples,

10) y" = - ty y{e) =1 vt(e) = o h =1
t 50&.4.)\_“:\4. F&L Soaab,ow Fa,(. E’U!.UJJL Exvveur
Selukion emacte | Mpteall b | RMspecols 5 | RK owed| RK anss
“*vug WMQA*B 1o s : x«osl

1 10338 %12 0839 192 0 838 #s 33 3

dgalement




lo/‘an: -'-a %(O) =0 ‘a)<o):’l_ -*Q\_:.Q}Q.
5 SiQ:kfm wé)om \.ML)- So“z«;? par tnewn |Eveun
e spemale RK e towd § |RK w0kl RKawg§
il A IR W
02 |0498 669 330 (0% 669 33 |0 €63 B kD
O,k 0383 tig 34y 0,38 413 358 [0309 AT D 1140 44
A loawt 4o 985 0,84 41 036 |8 A0 OFF st k&
2 lo,%9 293 441 [0,%3 9% S44 1009 3% 43¢ At 4 9
%°/\a".—.-\a ‘3(0): 41 %’(0): o /Q\.-. 0%
ok RK Apec 4 |RY. wuf 5| Rk-taugh] RK
4 5 e xm MD"
0L (0% 066 ST | 0910 066 594 0,9% 066 580 |edk |3
04 |00u ko 934 0,924 06l 0% | 0934 060 39% [Ah |43
Le/ j":_%g 4l0)= 9% W= A=t
S) Lo SORM N Se Emeun [Baean
L 73:“)2, QK Apfeuale nas b R dpéeial m«%s RY nosnd 4 (R ngup §
x40 | x409
A 10436 039534 | Q496 03 <k |G A6 039 Sug | 4S |- ¢
3 |0A% 60 653 | g4ty eio 636 [0 ATLEloGhg 2t | 4o




LIT:1

Ch.III -~ NETHODE DU TYPE RUNGE-KUTTA UTILISANT DES

DrERIVEES D'ORDRE SUPERIZUR,

(A) Conditions & vérifier g

Soit un systime d'dcuations différentielles d'ordre p 3

\30’): y(\(]((’") (P2 a %pﬂ Cow )

Au lieu d'utiliser des formules de passage du type

classique (Ch,I) on peut faire appel & la formule plus

géndérale suivante D6]

\Jd 3 (p—k) Lo 31:’* 9 s ) AS K. % K % KDX

Kl Ua 1) k! pe (ke

- I d . 1
qui fait intervenir des combinaiscne lindaires des{)§=3g»

Gxplicitons l'algorithme pour des systémes d'ordre 2,
dont le second membre ne contient pas la ddérivée premiére,

et dans le cas d'une méthode de rang 2 3

I

Y MAST
soit \am = Z (‘3:\3,’ t> = ‘(']‘,X\J‘ i

Y. %[ désignent les valeurs & l'intdérieur d'un pas et
ov oL

1'on posera g
>{3\, = >/<\ao‘, , toi: to+eca) ZOL - Z(‘ao,) ‘3,0") fo;)
Les formules de passage sont alors @

) \ 2t 03 p3
\301 = \300 + /‘te'i \a,oo + /_g_‘_ 91 >/oo -+ ’_g_"_! 91 Zoo

(gzm = LJ:o + /KG“ \A’o + g 911 7°°
, 21




111.°2

oo = o = oo + B ot B30 R80T Bs, Zoo)

21

”3;1: }4,0 j'oo + %<A21>/04 + Az y°°> * /g‘z(A/"Zm + Az 7°°>

Liidentification du développement de la solution approchée
aveec le dévalopperent de Taylor de la solution exacte,

. by N . i
conduit & des conditions sur les ¥<qp et 1;sl<aﬁ . Ces
conditions ont déji été écrites dans le cas général o
systéme d'équations différentielles d'ordre p (
en préparation). Nous reproduisons & la page sulvante, celles

de cos conditions qui interviennent pour notre type spécial

Y
©

atéquations différentielles, c.a.d. celles gul concornent
les opérateurs du dévelouvpenment de Tayler de Lo page T.4e-
Nous derirons ensuite les formules ds rang 2 et 3 correspondant

e i~ il
¢ deormules de

mng

cette méthode, et nous les normey

PRunge-Xutta double®,




T,

2 C ! =K. ., = Kgubx
k! (k+2) ki1
ElCz A4 ’_\_é Kﬂ.{ 6-(2' + _1_. = K%xed
k! (k+1)( kr2) 2 kL
e A 4 Kaw Bl 4 o = K. 02
n ’ , (ket) (ke 2)(k+3) ¢ = 1 QURM) L
53,0 / 1= KqubBly +L = KaxBap®
w0 Teeoka | S LA e
i(k 1)?‘((1-( AKF + /.__ E Kc’—( A"(‘SGF
“iﬁmch d = qu s , - = K- q+ 02
k! (et (re2)(ke2) (R ) ‘24 S(kva)
A Kty & A 1 = KauBupbeo d EWaa Bepbalp ] =Ko
k! (o) o) (e 3t L ! Fe Py T
l Ko B L T KauAup b + 1 )
—?(k*\)é a« Bap inLko)f ‘VAF i fK AxpBBg
/ﬁb“Jz_CL 1 4 2 \’(ﬂ.{ B.I,([; 9? + /1 2 K(‘.( B“ﬁegz
k! (Re)(heg(heY(hot) | ©

Kou A 9 Ko Axs Og
2U<~1)§ “p P+ UM)E q A"F P




IIT.4

(B) FORMULE RUNGE~-XUTTA DOUBLE DI RANG 2

Nous nous proposons de satisfaire les conditions sur les

. KA+ .
K,’,(? et Kep Jusqu'en h 3 compris, avec ¢ = 2. Ces

conditions s'éderivent explicitement

B"M 9_1 + B2 @2 = 4
3 2 x4
{ BI?A &" + 321 ;9_4_3 = A4
6 & 3x4 xS
. B2 x/_‘a. + Bz B4 + B’ 4 x% - _’13_,
Y + Au Bf = A
2 2 2x3
1
\ Au b + Ax Ea = A
4 G 2x3 x&
i A oA oo A
\ Aznz +  Au B + Aso 1= o
A
Zz By Bldo + 2 B/u Ao = 4
6 3 x4 xS
A AuB! A Ay A 1
T 2404 + Z 24 "Wo =

s solution peut s'éerire en fonction de ©1 ¢

e (-8 eg(t)
IEACEL L 1S 2
wn(td) Ket-w(3-3)
e -z (2h) At 518 05)
Ao = 02 Bl = 6F

Pour gque tous ces coefficients scient positifs avec 0<€04 <1 S
il faut imposer la condition 3 1 = ©1 < 3

2 )




IT1.5

Avec 61: 4 .nous obtenons le jeu de coefiicients suivant g
T '’ ‘

FORMULE 1 ¢

1= i ' = 4 o= 1 ho = A
! / !
= :_2_ 'Aio = 1 - A
AQ" 3 3 10 = Z
BZ4 = Z_ Bio =3 B’\O = 1
5 5 Z
A 1= O A Ao = 4 A“o = %’

FPORLVULE optimales

On peut se proposer de miniriser l'erreur en %é C4
i

@

- : 1
sur y, en faisant varier @1 entre = et %

I'éguation correspondante s'éerits

B,MQ_‘.% + Bz ij = A
1% 2 3xhx5x6

n remplacant By et Ba par leur valeur, on voit gue
1 pa 9 &

1técart rinimum entre le premier et second membre, est atteint

] e . 1 6
pour 01 = 23 . L'erreur cst alors réduite & ~TES h- C4,
5 g

Le jeu de coefficients correspondant a l'avantage de n'a2xiger

que 5 Mémoeires pour le rangement.

\

PORITULE 2 4

3
64 = é B{11 = O B‘QA': 1 B/do = (?_)
S =3 5
AP _ 5 Al _ 4 / 9
249 = = o = — A o = —3_
T 6 ! (5)
B2y = 2 B-?a = %13 B 1o = 3
. A Gy
A24= ‘2§ A:Zo: ’?_9 Aﬂo = 3
54 S4 5

Ces formules cofitent 4 Hirner var pas. 11 est intéressant de

las commarer entre elles, et aussi avec la formule de Runge-

Kutta spéeinle déerite en IIB .




A 2" =y 3@: «a)@: 4

e

Soluaan oon | Solaton por Eroeun. | B | B, | Eanenn
\', Somu(uh forvande 1 Fovmad IT KK. RK e aueL
R. K- dosdle 2| R.K-doulle 2 Mol foumde 1 (ool 8
408 | | w0t x40t [q0d
oA [Ados Av0 94 |4 40540 94 |4 A 40 90 |3 0 0 -1
0L |49ty MM Ty (4,20 hRT L8 |4 |2 -4
03 4,39 St 90 At AR TL |38 .2 e |-
Ol 4494 824 63 [AMIASUSY  AMdtuse L4 |3 |_to - 103
05 4648 70 2% d,6k8 14 Ao peubtu 0} |85 1.5 b | %0
1‘7\3"—,-% Y=o 4(9)=4
Soluduonn Yoot | Soltiom b Eveun |Eman | Evain | B
L Solbudnan, okl ionmw&)- 1 SOMMAJJ.. i RY RY  lauee | amec
K odoudted | R¥dodle 3 |Qam Qre'mayc Xoww&l Xw&lﬂ
r 403 [ 3409 (x40 | x40?
04 |00 1B466 00993 w3 1009993413 3 |- 442 |w0T |4
03 | 0188 669350 (019669383 09866333 | 163 |43 |43 e
03 0295 5% e (0855021 (055U | WD Ik |+ 6 |r4
Ol | 033 wis362 10333 uBdY  |O3ABSe 1 |4 § |40 49
05 |o4ig bas Sas o b9 5556 |0MI9ARSSSD L3 |+ @ [4AY £ 40
3y \3" - - \a’é ‘a(o\): o4 \3)(o> = O /?\-:. 4
Lt MSOW&M S olaknow ymm&am«wmm
QUM
(o OQM’]M\M MLL W'ﬁ— 9 Rk /ur,kq QWQ'[ (MU:
RY dauhe & Rk dowbl & w100 {xdo? x10% w40
A | 0196 01 53 | 0A%033%21 | 0136033 2%o | AS (490 4%
013k 610 659 |0, 18k 612 181 | DA%k gL ok} (AR5 | 2% 2L 1A%93




4o)

y'v = - 'ty

y(o) =1

y'(o) =0 h

IIT.7

it
—

jSoeuhow exadh

5oeuk;ow Fq)s
’_t,ow‘&u I
R.K. doulle 2

'Soeuh'-o«- PU{.
_fo'wuuﬂ-. I
RK. doulle 2

E mean
R.K.
C&MA@uL

X“Os x4

BErowae
R.k.
AF@L

E e
‘pow_
*fo'\.wult 1

0% x10%

0 938 12

0 838 494

0,338 233

543

33

61,8

L su

entre

2 1 o 4 EAVAthY - g Ty » 4 ! ~ hid - S
epdeicle, co gui pouveit Btre prove par 1'examon

infiritdoinal atteint en h.

ITI.1

jo3)

périorité

les

2)

formules de Runge

ces exenvlen, mals crg doux

Aia - 4
Xutta

Toprrules

3

ey vy

e la formule IT sur la ferrule I rn'egt pas

aa aituent

. ‘ o
MY ey e vy oy i E e 71t
cloosicus =% 42 Runge Eu

(Veir toblesu réeapituletifl page

50) Comparons sur un exemple la formule II précédente, i

la formule du type Runge Kutta de rang 3, établie au ch.IT A,

Les ordres infinitéeimaux atteints dans le développement de

vy et

y!

asont presg

deuxidome demande un Hdrner en noins.

tif page I1T.14)

"o P
" =Y h =

0,5 3

v(s) = y' ()

ue identigues pour les deux formules, et la

(Voir tableau rdéecapituls-

=~1

S 0{0‘&4’»\_
oxocke

Ru n%ﬂv - Hubka,

WOM@'S

mw.%z.

Runge Wulte doulle
FI

Erreur

R.K.3

x1o

Evrreur
RKD2
X 406

R S SN

4, ehd J21 23
2 U8 284 82
7,383 0s¢ 09

Sk 598 150 0

4,648 T4

2,18 193 10
7,388 3ok 4

Sk 584 466 0

19

2 18 069

1 Gh8 697 91

7,381 29 45

54, Sek 231 1

03 {_32

~-}s1

13 984

- 23
- N
~ 184

- 33 883




(¢) FORULE RUNGE-KUTTA DOUBLE DI RANG 3,

Nous eusgyons maintenant de satisfaire les conditions sur les

B"‘B) BL‘B, A"‘ﬁ, Alqs) Ox jusgu'en h‘:{'+’

conditions sont 3
@ { “33292 + BSL 91
]: @{ B31 %2:,_ 3 331 _gi_‘]t
@ ‘532 %2_? + B319é_3
Bsa 02 Bs OF
@ K 32 :’2_[; 4 34 24
@ ( AsnBe 4 Anb
H @< Ass, 9_; 4 Asy ’Qnt
2. 2
@ A'ﬁ» 9_1'.% + A'l\ 9.‘?’
[~ G
@ \ Asdﬁ + A31 9_'.4
24 24

@
of=

1
6

+

+ % I_ A'?,LAL\ 91:\ = A“

[
Biant
Bhar Y2

2
BazxOa
G

B B
-8

!
A?,i)\
A O

2

A 82
A

Wi

! 3
As B
42

—4
x5

4+

2-3x4

)
B31K%— +

A;| X/—g‘-_
A;\ ‘—9—'
2
Ay B
4

As B’

)
31 x &
3

2
’3‘_’?,1 x 9\
e

3
B’:;\ * EL
A%

AT

1+ —é g_wsz Alza 91 + B’n A’u 91 + R"%\ A.\o 9!}* /—\g [-R"%'L Aw 97-911

| 4[] +3[omn] AAS] % ]

s %[AvuA;\ez +A;LA§°9HA;,AIDH.} N %[A’SZAUGZQJ

© %[Aszs'zleq A [As B 67] (A [AL ALY 4 g [A'MA,.Q\L] .
\

7
B3° 1(/_{*
3

Nyo <4
+ 07(2

compris, avee q = 3. Ces

3,(&)(3\‘(

) %[3313;_\ x 331.%2’., + B3 \5'40] +’% [331 Ba 91J + % [P-"%z A2 + 85 Aeo + 3{“ )\o:)

+ % ['Blg,q_ Al\ 91]

% Lrsags;. B, + Bas B, Oes BarBlebs) v3 [Byz Bmmi} + ﬂ%’n!&; By B, 133 Bl é [‘5’313:\91]

4

e —————

3xbhxSx 6

Ixaxix€

[A’ﬂ. Ba 4 Az By + Aa B’»\o] +%[Asr_ %L\S'x] + %EA%L Ay + A A, + Al Nm]

(/'\315;\91 e Ase B0+ Ay Bl B 44 [ A Bl +j~z[A31%L.+A;18;°+A;\ﬁ'.° + %[Alsz.%’-‘e‘]

4

213*4\‘5

2%3!4)!&-




ITI.S

91 l'ton suppose gque les systémes I et II vpermettant de
-4 b 4 b

i
trouver tous les AyﬂA3d’
linéaire de 6 équations &

’ ° b
Bix, B3 5 On oObtient un systéme

6 inconnues pour trouver A14)Bz4,
! !
Ao, Ay | Bl Bae . o Br o= 04%),

Mais le déterminant de ce gystéme est nul.

' a
(On suppose A, = 04

]
Mn choisissant Az = Baa= ©  ,on fait disparaftre dans

ce systéme les inconnues A§1) A2, A2 o I1 reste donc 6

édquations & 3 inconnues,
eas équations deviennent
simplification dconomise
celui de %;z .

Le systéme III de

® [ Bas(L) + Bux(t) + B (&) - 5_(4

meis en mfme temyps, certaines de
éguivalentes. Remarquons que cette

le calevl de Zo , donc égalenment

vient alors, en tenant compte de I 3

A w0 B0t) = By

3xbxS G G <

w(00) - 2 (1:— S TR of
2 BB?.

3xbxSc6 G 18 I~ G

3x4x5x 6

© Blas <%) t Btz.o‘(()) + 824(912) - é’_( A >

Le détervinant pr
systeme n'est pas imnoss
arbitrairercent.

I1Ib et IIIc fournissen

(5]
rgs
)

i

De mBme le systeém

incipal est encore nul, mais le

ible. (m peut prendre Bgy = O

!
t alors By et RBao

i
Ix4 xS xB3,_x91
N

3x4 xSy B3ayxb4

e IV s'écrit, en tenant compte de Ilg




@

©

A
As
T O4 Bu (%) o Bu(l) o Bufow). 1

III.10

r 5'24*(16) + Bllo(:ié) + B (%‘) = 2(4 -M?~Mz): .9_’:.3

334 © <4 [N

(_4__ Asi b4 A'g,ef): Bz*

2 22
I3 2 233655 G 3 G

E)’ 9‘ 3 " 01t _ 4
k o (2) * 82,0(0) * k (Z) ABZX Zx3x4 xS

On voit inmédiatement gue IVa et IVb sont resiectivement
2

éguivalentes IIIa et IIID.

Pour gue IIIc et IVe soient éguivalentes il faut Agz:BBsz

Résolvons les systémes I et Il

5. G014 4+ 2
3o Gz.’“ (91-9;7'

oo

o

he
]

By = 2 (04492)—~ 50402 -2
10 04 (92,~94}

1]

By = A x(«z 0~ G 01 1 45 ByBe™ 2 020" +402 - 60.°)
643(91-91. "x 30

A%?_ = 208 45084 + G
30 0™ (94- 9:)7'

Av - (1 308 _ 10801 4 490 04827 240 BB +720e - %o er}>
4180 943 (94- 9{,)2'

A!'M - 415 (91+9z)- 20 D28 - 12
30 911(92.—91>

<

La condition Azz=3Bs2 s'derit alors ¢

04 ] ow B4

]

i
alw

Ida et IId4 fournissent alors les coefficients B’go et Aac.

Nous dignosons encore d'un coefficient arbitraires s .




ITI. 1
Exemple de formules

04 = ,}. 91:1
S
2
BB?;:: __/.‘_ BM = ﬁx(.s.) B3<>= ﬂ
24 18 \6 81
Bla= © = By = =5 B3, = A
6* 3
- 4 =[5\ Az, = (2)°
Ao o - [5) -
A'32=O A’31= O 130 = 4
18
B24 =0 - BZo 21
!
BQ.,: % B,.?n::-:.‘a.
A21=O AzO:‘ 4
’24= @) A’Qo'—'o

Also= B B = @)y

Pour cette méthode qui colite 5 Hbrner par pas, 1l'erreur est

6 pour y'. Pour la méthode Runge-Kutta

en h7 nour ¥y et en h
spéciale de rang 5, l'erreur était en h7 pour la feonetion
comme pour la dérivée., Cette derniere méthede devrait done
Btre légdrement meilleure,

Nous donnons page (III.14) un tableaw récavitulatif.

des ordres infinitésimaux atteints pour les différentes

formules étudides,




Exempleg-~

Nous comparons, pour différentes éguations, la

III.

12

méthode précsddente (Runge-Kutta double de rang 3) & la méthode

de Runge-Kutta de rang 5 du chapitre IIC (gqui colte le m8ne

nombre de HErner
dérivdes

de molns par pas

dtordre

par paz) ot &

la méthoda uwtilisant

- LI
gussliaaes

sunérieur, mais d2 reng 2, gui colte 1 Hirner

(voir Ch.IIIB): Runge-Kutta double reng 2)

Ay \SL=_,E% \ahézd j%ﬁ=o -4
1 Saolubiow Rowge Kbt Komge kb | K CMQuazaézynENmugtym _
acke ,l.dMé ) M 90 i 5" RKD’— D5
> KMS % %105 | k405 | xdoS
1|0 938eie  |ogsgeus 087383 |08SSS |3 |47 |46
Y \3“:. —\ag ‘6@) =92 ‘a)(o) =0 A=a
Rude 1M Yt e Kono (Evpun s [Fl
b | Shukiousst| rongs | dadh nangS| double taug3 [RKS v
wiod |1 HNOQ
A [0 496 039 531|096 039 525 |0,A96 039 Tad |0,49€ 039 30 |G |4ie |4
2 |04tk 6lo 659 0,43 Glo 649 0Alk €12 04y 0\% élo 684 | Ao |+1338 |25
Y4 "‘h“ — —\3 : A%—- SUA'X. -/a.-:: O,Qa
c Smﬂijzv Q&N%F&dnbh kﬁhﬁ:z Ykl ot || news,
ex roms, S 3 RK5 ROL{RKDS
Wm% 3 103 |x108 Ix409
0% | 0A9% 669 380 | OA%06e 331 | 0499 €69 384 0198669328 |\ A b |2
O 03] 16 34 | 034900 343 | 03U94E 345 |O3WAE 324 (o1 1S | AT
A 0,%4 kto 335 | Q% bo I8y odkl 43 3v0 [0 Ko 854 |42 1335 |0k
b oloss 9 43t (029201436 oos 36k 428 (099 2RGY | vg fot) g




VY0 oot q@et =0

IIT.13

Solution, | Rusde MKikbo, |Rude Jito, oo, (Bt Eantin|Erntun
i i B T R e e
0% [A0odod 3y 4,020204 38 |A4020%0 35 |4020 04 34 |4 [+33] 0
Of |A08d 24t 0t |A083a8F05 |40 N3 47 [4§3 297 42 |4 |32 S
06 |44t 2136 N, 01T2% 33 49188 03 |A,491 UTed -3 [99g |25
0% 31421 F6 A, 31t o (04695 A, NI S5 -6 [9om |19
A Mastuzt Wagiuas A adatie Aeifng L ks s
5%/ té“ =1 /3(0): Y= _A=05
ol b v A L ol o v
U xet [xAet | 4ot
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Dens tous les cas, la formule du tyve Runge Xutte double de

rang 3 denne de bien meilleurs résultats gus la formule
Q] i

snalogue de rang 2 du chapitre IIIB; Cependant elle reste

inférieure

cormme on pouvait le prévoir,

& la formule du type Runge Kutta de rong

5 du Ch,TIC
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Iv.i
Ch,IV PROCEDE DZE DERIVATION PREALABLE

(4) DRINCIPE

Zurrmihl ( [28] page 153) fait remarquer que pour
1
la résolution des édquations différentielles ordinaires, on

peut parfois sugmenter la préecision en utilisant des dérivées

d'crdre supdérieur qui ne sont pas données directement par
1ltéquation.

Soit l'dquation différentielle ¢

Y = fr (%, IR a@"))

Nous supposons gque f est différentiadble par rapport aux
variables indépendentes autant de fois gu'on le désire,
Nous pouvons alors écrire g

‘,&(YMP) _ f(P)( IR TR ka(h-ﬂ))
- %(f)ﬁ.)\& ..3("_49

Le procédé de Runge Kutta pour cette équation d'ordre n+p se

simplifie puisque le second membre ne dépend pas des dérivées

dtordre supérieur & n-1. ( [5] page 34). En particulier

pour la méthcde de Runge Kutte classique, il suffit de diviser
e

'le pas en 3 parties au lieu de 4. Par ailleurs, les dérivées

If’\ —}‘"‘1 - . r b oo
yn seveassssoy I ne doivent f8tre calculédes qu's la fin du

nas, et & l'aide dz leur expression connue 3
"3( nj { ‘3(““) f(ﬂ ~j(\'\.Jf p-1) f(P-Al)

Si 1'on peut estimer & 1 HOrner le coflt du calcul d'une
fonction f l), il faut p+3 HErner pour avoir une erreur en

1+ : . . . . .
n' r+4 sur y alors qu'avec le procédé classique, il fallait

. 3+
4 HErner opour une erraur en h 4 .




Le gain est surtout appréeiasble pour p Taible (1 ou 2) =%
la complexité de la méthods croft tres vite avec p (voir

évaluation des f(l) , ch I4).

Noue nous proposons dens ce chapitre de traiter de cette
maniére les systémes du ler ordre (n=1) en &érivent une fois
(n=1). On aboutit ainsi & un systéme du second ordre dont le

second membre ne contient pas la dérivée premidre (du type

envisagé dans la premidre partie). Les conditicns générales
% imposer aux coefficients de Runge Kutta sont donc tres

simplifides. Yais de plus, dans le cas présent, la dérivée y'
ezt connue cormmne fonction de y et t. C'est donec ainsi qu'elle
sera évalude & la fin du nas et les conditions relatives au

développement de y' ne sont plus # satisfaire, Cela permet de

reporter tous les efforts sur les conditions relatives 8 Vo




IV.3
(B) PORMULE DE RANG 2

Avec ¢=2, nous rouvons vérifier les conditions sur les B«p,9§
]

. 4 .
jusqu'en h compris. Ces conditions sont ¢

821 91 =3 1
3
E’% 94": 1.
6
Ce qui donnes Br=1 Bar = 2 Boo = 2

2 3 3

Cette formule simple esgt déjh proposée par Zurmiihl [?8] et

Albrecht D]. Notons que lferreur est en h” pour y comme pour

la méthode de Runge Kutta classique. A égalité de onrécision,
le colt est donc de 3 Hrner (Deux calculs de la fonction Z
et un de la fonction Y) eou lieu de 4,

(C) PORMULE DE RANG 3

Nous nous proposons maintenant de vérifier les conditions sur

. 5 .
les B“P jusqu'en h” compris, avec g=3. De plus, nous
essegyerons de satisfaire & une condition de l'ordre suivant:

Nous avons donc les équationssg

Baeba + Bz 614 = i% L2
J Baa O 4+ Bay B = z A4
\

B2 O 4 Bx 0 = '716 A5
(B 0%, B0 - 4 ke

15
Bax By O 4 /&s
3o

Bas + Bz + Bao = 1

By 4 B = 6;




D2 ©4

01+862

3 P
020« _

4+62

< 10

: ~ Vv
D'ou les wveleurs de

IV.4

I adnette une solution, 1l faut 8

« 4
40
45

61 et 02

5
|

61: 5=

6,

54 \5
40

1

oon 48duit alors

Bay
Bas

1)

12

H

A
I3

Remerauons que nour
comme la méthode de

6

est en b, 2t a ét
il

N

éealité de travail,

5.V5 = 0230 39} cc8
12

5+¥5 _ 0, 603 005 665

= 0).‘2?}C 393 202

- O’ 723 Goc 738

1e valour dos sutres coaliicients
Ba = 3:+V5 | 0523 6oc 798

o]
Be = ©O

0, 16c cec 667

cette méthode qui colite 4 Hirner par pas
Runge Kutta classique, l'erreur sur ¥y
en plus ninirisde. Nous avons cagné, o

up ordre infinitésimal,




V.5

Tl vy AT on
mxemplas,
AT L

DétaillornsL'algorithrme correspondant & la forrmule de rong 2,

qui nécessite 3 Hérmer, sur 1'éguation y' =Y (y,t). On

tég
génisnlise {acilerert & un systére cuelconoue,

No= Y(‘a;o, t)

Z‘W Z (‘3;0) t;) Qwec Z(\&‘t>=Y&,(\J't)x\/(j‘t)""yt’(j, t)
'3&.1 = jLo + '{:91 YL + /%j 912 Zio

ZZM
for

i

i

Z <‘j¢1 , At;, + 9(&)
j“+/@% +‘%(BMZ1+B%ZQ)

1l

s
un itere e proczosus an posents ~ = V.
B L+4 0 ™ \éwz
I’ 7
bLia=te +&
Dans leo exarpl oo suivarnts, nous oppellercns catts formule

D.P.2 (dérivatior »ré-leble de rong 2), La formule deo rang 3
T N P . o A e o o . - .
(D.P.3) corres.ord & 1'zl ocrithme suivant s

2
Zii=~2 (\3;4 b +91/ﬁ>
oo = Yo + L0V ‘%:'(31121,1 + Bzoz'w)
Zi = Z{ 4, SRS
Yis = Yio + LY. & %‘(BuZLHBBJa s BsaZio
Cr it2re le -rocessus en posent: Yir,o = i
A = kied

I3 »at facile drderirve de mfre Llialoorithre 40 la formule de

LA
»tng 4. (J) P d ;>
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2t la meéthode
oréelable 42 rang 3, est de rrdcision netterment

ation

v' = Y {(y,t) le calcul e Z2(y,t) = DY (y,t) oxige un temps

comparable & celui de Y(y,t), au licu de la méthode de

Zvrrthl,

égala, on
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PORVULE D RANG 4
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ompris,
ire
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srtisielr

o
s

stéerivent 3

Baz 03 4 Buz B2 4 Bur O = 45 £
B‘f"} 939‘ + ’-B‘t-‘l 932 + ’841 911 —
/Rs

2
(A
3 3

\ Bus O3 4+ Baa 02 + Bu©s = %
°

c

B4s 9? + Baz 0y + B 4% = 7’15 /E
Al
24

L Bas 92 + B4z O + Buan oy =

B4z BauB1 4 Baz By O 4 B4y Ba 02 = g_ 45
°

Bz By OF 4 BesBy O , B Baz 02 = & 4
jo)

€

Bug Par D261 4 Bas Ba 0364 4 Buy By D36 = 41_ 4
S

L

B‘#% ¥ B“Z + B‘i’l + ‘B‘fo - /] ’e

Pzg + Bzy + Bio = 9;

2
BZ1 + Bz.o = 9?-

l'on

Pour sue I adnette une sclution, il faut gue
_040.9; + 0.0y +BeB3 +0103 6,+02+03 4 A
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A 40 15 24
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V.9

{ous essayons de vériiier lcs conditions sur les Bug jusgu'en
avec g=4. Il sere certeinement sncore possible de

% une condition de L'ordre suivant; Coo conditions

ailts
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Le systéne II fevrnit les valeurs de Ba)ng)Baz
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colui-ci ayent unce valeux obe

ciont ders un orare croicoant

o~
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r 1tiptervalile (0,1 ),

AR
wR¥S

SR R S e
D'oy 1o Jdouxicne forrule possi

04 = 41(1-\[%) 4 0472 61 165
= 49 [4_\3 084 0to 94§ 2
BJ..;_ m(" \[; ¥# 0' J

= 49 [A4+\2 0450 433 499 .
B4t ;@-( +\};)# ) 5

_z_ (3*\[5) « 034300 284

Baa

H

BBO =

b= L <F+a)# 0,266 435 463 |

+ 5 7 + O 293 3127 oes

oottt réthode 2ot certainceronyd

Runge Tutte ordinaire de rang

W4 B P
wathoedo

aive fnible, et tels

91=qs . Bs=

IV, 11

» R S T -
srens cette forzule D.PJ4.F1 (Dérivetion wrinloble

ibme zonog 0,80 € 63 = (,84

2evioun,

que 61,82 03

e e ey cn o et
mte tous pesivlisy

ot assoer rdigrlidrement répartis
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42(4,@)# 0827 32¢ 835

J

342-—-;_?; 4 0355 555 556
(=

B4—o= q/’

By = 25(4@-3)# 0,031 6% 313 ©

Bzo = g_c (3-?@)# ~0 046 485 163 4

7

ot done an n'o, ot 2lle zst

. . ’ A I3 X, o - ey R Ny Ty T . &
nivigdn, A oottt 4.el, (SHErper var ros ol lion supl o3 jue

s long gue seduvil d2g %P ) )

reilleure

5. Remorcuong cue pour 1a

3 g [ e ey g ey Y P
de rangs 8 (cofftent 8 Hirner par pas), proposés par

Huta [‘I 1] , Lterseur est dpalement on h7 o
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B R sy R b re Al erd el v
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ble yu'elles co velont on noyenue; unic toutes dsux donnent

ae meilleurs

de ranz 3.

résultats gue la méthode de dérivation préalable




IV.14

Remar.usg.

Si 1'on ap:;licue le processus jlus général cdéerit au
ch.III (Runge Kutie dovble) & vne 4ou
vt o= Y(y,t) on cbtient ltslgcrithos suivents

N Pind s B S
Lion dau premier ordrs

\au = Yio + £ g; A“P XF T /%L E«A;P ZLF
Z(4Y = DY (y) = yﬁ Yo
Yie = Y (Y, tie k)
Z‘“P Z(\E}LF) kL +9P‘K)

I'iiontitication avee la série de Taylor aboutit & un certain
norbre d2 conditiorns sur les A,xg )A;ﬁ ) P du tynpe dicris
/n TITA (voir [2] ). €1 1'on Adeids 42 cheisir o priori
Ae(@ =0 1 pR#0; Aco = ©, , or obtient 1iulocrithue

146 ds dérivation prdelable, (Les coelficients

séndesl du prood
Aiqs Jjouent slors le rbéle des coefficients Boqa ). L'oncenble

dee conditiorns eur les Adp) Afxp) O =2 gimrlifie % lron

choviit & drg corditions sur les A;ﬁ' O« identiques 3

celles sur les qu,()ga pour 1l'éguation du second ordre ne cortonar

pes de dérivde vramigre dens le scseend nenbrs (Ch,IC).

Lo rrocédd de dérivation prdalable appliqué A des
écuetions du premier ordre, étant done un aspect rarticulier
du procddd d2 Bunge Kutte doubley ce dernier 2st au moins

canable de conduire & d'aussi bons résultats (voir [2] ) o
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