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AVANT-PROPOS

La détermination des contraintes et des déformations d'un corps élas-
tique soumis & des chemps de forces et de températures, objet de nombreuses dtudes
de mathématique appliqude, présente un intérét pratique considérable.

Dés l'origine de cette étude, les chercheurs se sont heurtéds & de
grandes difficultés, bien supérieures en général i celles rencontrées dans d'autres
problames aux limites pour lesquels l'existence d'un potentiel simplifie beaucoup
1'analyse mathématique, surtout si les solutions des dquations différentielles ot
les conditions aux limites s'expriment de fagon relativement simple & 1'aide du
potentiel.

Dans la théorie de l'élasticité il n'existe en général pas de tels
théortmes généraux et seuls quelques probldmes 3 trois dimensions peuvent &tre
traités. Les problimes d'élasticité A deux dimensions, bien que complexes, per-
mettent cependant d'obtenir des solutions utilisables pratiquement. L'étude des
corps de forme cylindrique, des plaques et des coques, etc... se raméne, moyennant
certaines hypothdses que l'expérience justifie, & des probliémes d'élasticité a
deux dimensions.

La théorie des coques, domaine de 1l'élasticité & deux dimensions, revient
4 1'étude de la déformation de leur surface moyemme. Cette théorie, d'une grande
complexité, n'aboutit 4 des résultate pratiquement utilisables que dans des cas
trés particuliers. L'étude de la flexion des coques de réwolution chargées axi-
symétriquement, beaucoup plus simple puisqu'elle ne comporte gqu'une seule variable,
‘demeure un probléme ardu méme si 1'on suppose les charges indépendantes du temps.
Le grand nombre de recherches, motivées par l'étendue des applicetions tant en
génie civil, en constructions aéronautique et navale qu'en comstruction mécanique,
fournit déja des résultats trés utiles. 11 n'existe cependant pas une méthode
générale analytique ou mumérique permettant de résoudre le probldme de la flexion
des coques de révolution chargées axisymétriquement. La miraculeuse apparition
dans les entreprises de quelque importance des machines & calculer électroniques,
incite les ingénieurs d'études & repenser des probliémes réputés jusqu'ici inacces-
sibles par le calcul.

Notre étude se divise en deux parties, dans la premidre nous traitons
de la résolution analytique, dans la seconde nous exposons une undéthode de résclue
tion munérique appliceble A toutes lea coques de révolution d'épaisseur variable.

La résolution analytique est obtenue par deas développements en série
de fonctions propres. Les dquations de base des coques de rdévolution chargées
axisymétriquement se ramdnent 2 un systdme de deux équations différentielles du
second ordre. Ce systome se met sous la forme 3

Lu=Au+Bv+C
Lv=Du+Ev+F

ou u et v représentent respectivement los deux fonctions inconmes. On peut




choisir par exemple le cisaillement et la déformation angulsire. L est un opée
rateur du second ordre, A, B, C, D, E et F des fonctions conmues. Les condi=-
tions aux limites sont de la forme u' +au=0 et v' +bv=0 sgur les deux
paralldles qui limitent la coque. Par des changements de variables simples, ces
conditions se réduisent 4 + wu=v =0 sur les paralldles limites. Connsissant
les fonctions et les valeurs propres de 1'dquation Lu+ A fu=0 (ob £ est

" fonetion poids' ) on peut dans de nombreux cas résoudre les équations de
baae en développent les inconmues u et v en sdries de fonctions propres de cette
équation différentielle. Noue avons traité ici analytiquement le cas des coques
coniques et sphériques d'épaisscur constante et le cas des coques cylindriques
d'épaisseur lindairement vanable.

La résolution yunérique exposée dans la deuxidme partie de notre édtude
consiste & transformer les équations de base en une équation ou en un systdme
d'équations intégrales de FREDHOLM, Cette méthode simplifie et diminue besucoup
les calculs par rapport aux méthodes clessiques., Elle rend en outre possible
1'eastimation des erreurs. Les calculs mmériques effectués notamment sur les
coques sphériques et les coques toriques mantrent que la précision est trds benne
& partir d'un. nombre d'équations linéaires assez faible. La résolution numérique
s'applique aussi aux coques d'épaisseur variable dont 1'étude analytique devient
repidement. inextricable, ainsi qu'aux ceques de révolutien dent la méridienne
n'est définie que graphiquement,

Ces dix dernidres années, l'utilisation des coques minces en construo—
tion soudde s'est développbe trds rapidement dans le domaine des turbo-machines
puissantes, en particulier dans les ensembles qui supportent des charges impor-
tantes et dans ceux qui doivent assurer le guidage du fluide moteur. Leur utili-
sation judicieuse conduit & des réductions importantes de poids et de prix.
L'économie résultant de 1l'emploi des coques souddes est d'autent plus sensible
que les formes adoptdes sont simples et les qualités des matériaux utilisdes au
mieux. L'emploi de coques minces nécessite en particulier la connaissance par-
faite des efforts qui prennent naissance aux liaisons et qui peuvent varier dans
de grandes proportions suivant la disposition et la rigidité relatives des voiles
et des anneaux de renfort. L'étude précise et détaillée des liaisons permet en
_général de supprimer pratiquement les contrainxaa de flexion au droit de ces
liaisons.

Depuis quelques anndes, nous avons été chargé en tant que chef des études
turbines des Etablissements NEYRPIC, de 1'étide de ces probliémes. Les contacts
fréquents que nous avons eus aveo M. le Professeur KUNTZMANN pour différents pro-
blémes de calcul analogique nous ont permis de lui demender son avis sur les
travaux que nous entreprenons. Il a bien voulu y voir le sujet d'une thése et
assumer la direction de nos recherches.

Nous remercions vivement . le Professeur KRAVICHENKO de s'S8tre intéressé
A ce travail et d'avoir accepté la présidence de la Commission d'exzemen.

Nous avons plaisir & retrouver dans le Jury M, CRAYA et ANGLES D'AURIAC
avec qui nous avons eu des relations d'ingénieurs amicales et fructueuses et qui,
nous nous en réjouissons, n'ont pas cessé depuis que K. CRAYA eat Professeur i

1'Université de CRENOBLE,
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Nous nous devons ici d'évoquer la mémoire de iis GARIEL qui avait encou-
ragé et suivi nos recherches avec tant de bienveillance et, de remercier la
Direction des Etablissements NEYRPIC d'avoir bien voulu nous permettre de publier
ces résultats. :
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NOTATIOHS GENERALES ET CONVENTIONS DB SIGNES (Voir Fig. 1)

vecteurs wnitaires des lignes de cocrdonnées

méme sens que les arcs crai,ssaaﬁ,want le sommet pour origine

cﬁ. £y uf“i

sdme sans que @ croissants, :otatim dextorsum autour de 1'axe de

révolutimﬂemteurunit&im a identiquemveetenr a; au
aometdalacoqne _ _

_prm»xraympﬂneimlﬁammeni’; rayon de courbure de la méridienne

en P,

dem&memwmm&ammP,mym&emmdelamﬁon
normale syant ‘2 pour tazngente en P

rayon d'un paralidle

angle de lhnomaleen P avec 1l'axe deo révolution
arc de méridien ayant pour origine le sommet de la cogue
longitude de P parmpportmméridienorig:me
distance d'un point de la coque & sa surface moyenme

épaisseur de la coque, fonction de CP y ©_ dépaisseur de référence

o
épaisseur relative

coefficient do Poisson
module d'dlasticitéd

. rigiafité de flexion
12(1- ¥°)

o >

——(--9--5)- rigidité de flexion de référence
12( 1=

D =§-9-2- rigidité de traction

oY)




&

VIii1

contrainte normale agissant sur un élément de paralldle défini par P eten
un point de la coque distant de 2 de la surface moyenne

effort normel agissant sur un élément unité de paralidle

contrainte normale agissant sur un élément de méridien défini par ® et en un
point de la coque distant de z de la surface moyenne

effort normal agiasanf sur un élément unité de méridien

- effort de cisaillement agissant sur un élément unité de paralldle

moment de flexion agissant sur un élément unité de paralldle
moment de flexion agissant sur un élément unité de méridien

=T, Q effort de cisaillement par radian
effort unitaire tanéentiel, positif s'il a mé‘me sens gue a-: au point d'appli-
cation ,

effort unitaire normal, pression positive si elle a méme sens que a; au point
d'application '

température sur la surface moyemme de la coque
T -1

gradient de tempérsture suivant 1'épaisseur de 1la coque t© = —S 5 3

température sur la paroi extérieure de la coque
tenpérature sur la paroi intérieure de la coque
= Tm + vz température en un point quelconque de la coque

coefficient de dilatation du matériau constituant la coque

' t:gf allongement relatif en un point du méridien de la surface moyenne

(s&{, )z allongement méridien relatif en un point de la coque défini.par p et =

e

allongement relatif d'un paralldle de la surface moyenme

(e,)_ allongement relatif le long d'un paralldle en un point de la coque défind
e’z

Pep

par @ et gz
variation de courbure du méridien de la surface myeﬁm
variation de courbure du paralldle de la surface moyenme
=o v variation de courbure due au gradient de température <
déplacenent tangentiel, positif s'il a mdme sens que a;'
déplacement nomQ, positif a'il a méme sens que a;

déformation angulaire, angle des tangentes au méridien avant et aprds défor-
mation :




IX

Les variables efforts et déformations affectds des indices 1 ou 2 se
rapportent eu paralldle défini par ¢ ach ou ('f =Cg>2

-

CORVENTIONS DE SIGHES

Pour les sectiens normales (¢ = cte et lorsque l'on considére la
matidre situde du ¢8té des ( négntifs, ,

= les efforts normaux sont positifs s'ils ont méme sems que a': » ce sont en ce
cas des tractions

- les efforts de cisaillement sont positifs s'ils ont mme sens que a;
) - . - ->
= le sens positif des moments est celui de a.3 A a, =g,

Pour les sections normales © = cte et lorsque l'on considére la matidre
situde du cBté des © ndgatifs ¢

- les efforts normsaz ont le sens de a;

- les moments ont le sens de a;‘/\a;s-a:

Sur les sections normeles (p = cte ou @ = cte il convient de prendre
les sens opposés si 1'on considire la matidre situde du c8té des Cf ou © positifs.]

Les conventions de signes adoptées supposent que la méridienne ne pré-
sente pas de point d'inflexion.

FIGURES, COURBES, TABLEAUX et REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

Les figures, courbes et tableaux sont placés i la fin du chapitre auguel
ils se rapportent. Ils sont repérés par des nombres dont le premier chiffre dé-
signe le chapitre, le nombre. formé par les asutres chiffres donne le numéro d'ordre.

Le nombre reptre est précédé de Fig, Cb ou Tb suivant qu'il ae rapporte
3 une Figure, une Courbe ou un Tableasn 3

Ex 3 Fig. 2.6 asignifie 6"“"3 ﬁgure du chapitre 2.

Les références bibliographiques sont notées par des nombres entre paren—

théses. Se reportant en fin d'ouvrage, on trouve en face du nombre la référence
exacte.
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P " CHAPITRE PREMIER

1. ETABLISSEMENT BT TRANSFORMATION DES “QUATIONS DE BASE

Nous nous proposons d'exsminer le probldme de la flexion des coques de
révolution chargées axixymétriquement. Nous étudierons les coques d'épaisseur
constante et plus gdénéralement les coques dont la rigidité varie le long de la
méridienns.

Nous analyserons principalement les cas de forces (volumiques ou surfa-
ciques) réparties sur la coque ou sur les deux paralldles qui la limitent ; nous
envisagerons aussi le problame des contraintes et des déformations provogudes par
des champs de température axisymétriques.

Les calculs seront basés sur la théorie classique de la flexion des enve-
loppes minces qui reposent sur les hypothéses suivantes

- 1l'épaisseur de la coque est faible par rapport sux sutres dimensions, les rayons
de courbure par exemple,

- les sections normales & la surfdce moyenne non déformée restent normales & la
surface moyenne de la coque apres déformation, :

- les contraintes normales & la coque sont négligeables par rapport aux autres
contraintes,

- les déformations thermiques varient linéairement suivant 1l'épeisseur de lé coque.

Ces hypothéses raméhent 1'étude de la déformation de l'enveloppe & celle
de sa surface moyenne.
1.1 Equations d'équilibre
1.1.1 Equation d'équilibre des efforts

Examinons 1'équilibre d'un annesu élémentaire limité par deux paralltles
infiniment voisins <P et < + d<f (Voir Pige 1.1)

La relation vectorielle :
2%
dcp —S— (a.N+a.Q)r d0+r x4 (e F, +a. F.) d@@ =0
e dep 1 a3 o o T1 ¢¢ 1°¢ 3 °n -
: o
exprime que la résultante des efforts appliqués 34 1'anneau est nulle., 5i nous
renarquons que a a1 == gin<p et que a 33 = co8 «f , la projection sur le

vecteur unitaire a de 1l'sxe de révolution de la coque de la relation vectorielle




ci-dessus donne la relation scalaire

d(fr(l»smt{-ucos(f)+r r, (F‘ sin @ - F_ cos <p ) = 101
Considérons & présent 1'équilibre d'un demi-ammeau (Voir Fige. 1.2). La
résultante des efforts appliqués aux paralliles et & la surface latérale s'exprime

par @ x

%
- = - i -
(a.,l A+a§1) x, @6 +7r r, d¢ (a1F

0

ap & o F ) a8
¢ ae o £ %3 “n
» » '-’ .-, 3
Désignons par - a.z(C) et a.z('n) les vecteurs unitaires normsux aux

sections méridiennes définies respectivement par 8 =0 et @ = x 1l'équilibre du
deui~annean exige que 3

®
dp &=/ (B, N+2.Q)r a0+ 1, dp| (a. F, +a. F ) a8
‘?dtf 1 %3 ° o 1 9¢ 1°¢7 % n
0 0

[- a(0) + a;(‘u)l nr, dp =0
Sachant que = a.z(O) az(u) =1, az(n)-a =~ coscp sin @ ,

-3

a.(n). a, == sinkf) sin ® et que sin ® 4@ =2 , la projection sur az(u) de la
2 33 o

relation vectorielle ci~dessus donne la relation scalaire 3

dL{)rq(l\l cosc(9+Qs:m<(>)+r r, (F cos<f + F sincf)-nr1=0 1.2

1.1.2 Equstion d'éguilibre des moments (Fig. 1.3)

—’
Désignons par a—;(o) et a, (n) les vecteurs unitaires tangents sux deux

arcs de méridien qui limitent le demi-anneau en 8 =0 et © =n . L'équilibre

du demi-anneau exige que la résultante des moments soit nulle. Tenant compte des
conventions de signes relatives aux mowents m agissant sur les coupes méridiennes,
nous obtenons donc la relation vectorielle 3

n
dpS—| a ur ae a _ Q@8 (0) = &, (x) a 0
‘fd‘e &2311‘0 -r1r° ‘f 62 + &1 -'&1?{ mr1 <f=
0 0
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1.2.2 Varistions de courbure

La rotation de la tangente & la mdéridiemnme en P s'derit <'oprds 1.0 3

¥ v
r, dxf r1

Le changement de courbure le long du méridien s'exyrine donc par 3

y = 1.9

1 d ( duw v 1 dy
T e (e o e )@ - 1.10
T T, dw r, r, i@

Considdérons ig. 1.5 1la déformation <'un snncau ¢lémentzirve de centre i
Cette déformation se décompose en une dilatotion cui snbne le centre ¥ en i'' et
une rotation cutour de . La translation le long de l'sxe de rdvolution de la
coque est un déplacement pure. )

Seule la rotation provoguée par des couples de torsion uniformiment ré-
partis le long de l'anneau entraine une flexion pure dans lu section méridienne
de 1l'annesau. ’

Dans la variation totsle de courbure (éfinie por ¢

sin (P-y) sin®
r_ + r r
o b 0 )

égale A des infinigent petitsprés &

A rg___ y cotzg ¢

r° r,
(o}

lc deuxidme terme seul correspond 4 une flexion uniforme des sections néridiennes
de 1l'anneeau.

La varintion de courbure ¢'un parsllcle due a l= flexion s'exprime donc
par ¢

_ Y cotg i

P =
Ad T,

111

1.3 Relation entre les contraintes ¢t les déformations

Les allongements unitaires en un point 2 de la coque se définissent
par @

(CCP )Z=€(f +ch€ 1.12

(eg), =tg+32pg 1.13
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Les relations exprimant 1a loi de Hoole s'éerivent @

(c?)z=%(oq)—vue)+u'l‘ 1.14

(e.) =-1-(d -vo,)+oT 1.15

'z E ‘e <

qui par intégration de - % a % le long de 1'épaisseur se tmnsfomeht en 3
1

E‘f aEe(N~VB)+OLTm 1.16
1

€ “Ee(““’n)"“% 1.17

inversement ¢
(%]

n=DN [e:9+ve(f - a1 4+ v) Tm] 1.19

Par intégration de z(eg) et z(e ) 1le long de 1'épsisseur de
¢’z 9z

N =D [s‘{, +ve, ~a(l+v) Tm] 1.18

'--% a -g- nous obtenons 3
1
PQ -p_r-:'ﬁ(l&-vm) 1020
1
pe-pt=-ﬁ-(me-vl“i) 1.21

et inversement
ﬁizD[p?+vpe-(1+v)pJ 1,22
m=D [pg+vp(f—(1+v)pll 1.23

portant dans 1.22 et 1.23 les valeurs des variations de courbure données par
1.10 et 1,11, il vient '

- 1dy v ]
ix-—D[r1 d(p+r2Y°°thP +uft+v) T 1.24

b oy

n==2D [lé-ycotg@ +;i'-%y(:é-’+on(1+v)r] 1.25




7

1.4 Transformation des équations de base

L'équation d'équilibre des moments 1.3 s'éerit aussi e
Q’ (r K) + (hr-mr)cotg@ =Qr,r,=xr,

Apriés introduction des valeurs de 1 et m donndes par 1.24 et 1.25, on
obtient la premitre équation de base 3 .

Arzbdzy d r, 7 5r, de dy
}Tdff2+ dcf*h COtgq’Jr 1““‘? i¢

r, 3v . de
- -—-cotg(? +v---cotgfpdq’]

2
er dr 3x de )
Les formales 1.7 et 1.8 s'derivent encore 3
dv T
r, e(? =d(f +w=§:—e-(h-vn)+,cxr1i'm 1.27
ry '
T, €y =W+ V cotg ¢ =E,-é(n-vﬂ)+ar2Tm -~ 1,28
d'ou
(r, e -1 &) cotg =9—!-cotg avcotga == r(H—-vn)—r(n—vI‘!)u
15¢ =% 5 ¢ =1 ¢ ¢ =%e |% 2
+Eea(r1- r2) Tm] cotg @ ©1.29

En retranchant 4 la dérivée de 1.28 1'expression 1.29, on obtient

g—-(:é-(rzee)-(aq,r-s r)ootg(? CP-v=r1y 1,30

Si 1'on tient compte de la relation 3

dr, '
(r,= r,) cotg @ = (P - 1.31




1'équation 1.30 se transforme en :

d@ 2(:»- v K)- r,,(n- v N)= ~[r1(N— vn) - rz(n- v H)] cotg @

a7
=rae[r1y-ar2d@]

En intégrant 1'équation d'équilibre 1.1, on a :
S5+ A

N:‘-Qcotg@ ‘,-roSin?-

ou 5= [r r (FtsinCp-Fncosqa)dQ

~

et A une constante d'mtégratlon dépendant des conditions aux limites.
L'expression 1.33 s'éerit encore 3

Remplagant dans la deuxidme équation d'équilibre

dormée par 1.35, 11 vient :
n—-—g—x—--‘-r F + S+§
s r sin@

1.32

133

1.34

135

1.2 N par sa valeur

1.36

Portant dams 1.32 1les expressions de N et n, on obtient la deuxidme

équation de base 3

r, d2 x d 2) r, r, de ] dx
Ty a@z aq: Ty ¢ -3 r, 4| afp

[v(1+- q’ctg¢)-=~—'cotg q;] x

a 2 r, F de
E-Q?r2Fn)+ e E_(F"rr ( v)
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Dans le cas ol 1'on n'détudie que les flexions provoquées par des gradients
de température, la premidre ‘quation de base reste inchangée, tandis que la
deuxitme équation de base devient i

2
T, a x N a (2)+:%00th r, de]dx
2 = ~
d @ af r, r er, dla(

r
+ l:v(1 +- cotg ¢ ) -*lcotg Q]
1 T

. arT
= F - — '
= Ee (r1y «r, ‘”?) : 1.37
Posons h =<— ol e aésigne 1'épaisseur au droit du paralllile ¢ = ?
e, o o

et effectuons les changements de varisbles :

x=Xf et y=Yg : 1.38
avec
cem L (¥ im0
f--exp--2 - d@=nh

@ 1039

g =exp -7 3%-'-(1? h—3/2
Go
ce qui entraine :
£/ =70/h et g/g=-2u/n 1,40

. Les équations 1.26 et 1.37 deviennent en considérant lz tenpérature
de la coque constante,

LY + (4 -'v)xsincf

X ] T, ' v
--22 -r-f-(h'/h) + %;f- (2'/n)? + [(rz/r1) + (r,/ry= 2 v) cotg @}- %" T sin @

r, sin(
=-"""-D“;-'h‘—“k 1041
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Lx+(1+v)}{sin(f>

[ * 2 ' '—1
41 -:f—(h'/h)-%%(h'/hh [<r2/r,>+<r2/r1+2v> cotg«»}% X sin @

o

. [(r2/r1)c+ (e /2, 5/2,) cots @ = (o /x, + ) B
8

h'/? sin G

sin 2.y 2. h' .
_-;17%2—[(;-2 F)-5 F g +r (r,/x, +v) rJ

e, Ty ,
+ Y sin CP | 1.42

=

Dans ces deux équations, l'opérateur L se définit par

4 a) .o 2. |
L( )“de(rz/r1 s sin ¢ ) = (r,/r, cote” G +1) sin @ () 1,43
Pour un champ de température sans force extérieure, 1.41 et 1.42 deviennent 3

LY+ {(1-v)Ysing

b o

_% [:2- (n'/m)'+ %-:—2- (a'/n)° + [(r2/r1)'+ (r/ry= 2 v) cotg q;] %'- 1Y sing

1 1
. snG 3/2 v 3xde
:--—vr-)-;—ll——-x-ur2(1+v)h (3—64'3 d@) ein@ 1.44

Lx+(1+v)x=sin@
T

b o 0 2 ' : ' j
+%— -—12-(h'/h) -%;f—(h'/h) + [Er2/r1) + (r/ey+ 2 ) cotg@]%‘JX sin @

: : r. Y dT_
1 1/2 o
=De°sinQ>[h -arzh ———d?J 1445

L(+) est toujours défini par 1.43
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1.5 Examen des conditions aux liuites

Dans le cas général d'une cogque de révolution scumise & des champs de

forces et de températures axisymétriques, il existe un effort ot un couple uni-
taires agissant sur chacun des paralldles constituant les deux bases de 1'enve-
loppe. La détermination des contraintes ot des déformations de la coque nécessite
donc la connaissance des efforts de liaison j respectivenent les deux couposantes
de l'effort et le couple appliqués i chacune des bases, soit six inconmes.

Les conditions d'équilibre en projection sur 1'axe de révolution de la

coque donnent au neoins une relatiom entre les efforts axiasux, le probléme général
de la flexion des enveloppes de révolution comporte donc cing inconnues. La
rotation ¢t la dilatation radiale inposées & chacune des deuxz bases et le dépla~
cement axial relatif des deux bases permettent d'obtenir les relations nécessaires
entre les cing inconnues.

5i la coque est libre de se dilater ou de se contracter axialement, c'est-

d~-dire si l'on n'impose pas de déplacement relatif sux deux bases, les conditions
d'équilibre le long de 1'axe permettent de calculer les efforts axisux ce gui
réduit & quatre le nombre des inconmes. Les relations entre ces dernidres sont
alors données par les déformations imposées aux deux bases.

Dans le cas particulier des coques de révolution conportant un sommet et

une seule base, le nombre des inconmues se réduit & deux, l'effort et le couple

.

unitaires appliqués & la base, :

Un autre cas de simplification est celui des coques ' longues'! pour les-

quelles les efforts agissant sur l'une des bases ne provoguent que des déforma~
tions négligeables sur 1'autre base. BLn ce cas, les quatre équations & quatre
inconmues se raménent & deux systémes indépendants de deux équations & deux in~
conmes, ,

L'étude de la flexion des cogues revient donc 2 la détermination des dé-

formations aux liaisoms et du déplacement relatif des bases provoqués par des
champs de forces et de températures. Pour la commodité des calouls, il est pré-
férable de décomposer en cas types qui, par superposition, permettent de repré-
senter les cas de charges réels & Studier.

Les cas de charges types 3 envisager sont :
efforts radiaux appliqués & l'une ou 1'autre base,
moments agissanf sur 1l'une ou l'aufre base,
efforts axiasux éqpilibrés appliqués aux deux bases,

efforts répartis sur la surface moyerne de la coque et équilibrés si ndcessaire
par des efforts axisux sur les bases,

chanps de températures axisymétriques en l'absence de toute force extdérieure.
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Fig 1.2

Fig 1.3




Fig 1.4

Fig 1.5

15.




14

CHAPITRE DEUXIEME

2. ETUDE DE LA FLEXION DES COQUES CONIQUES

Dans ce chapitre nous étudions analytiquement la flexion des coques
coniques d'épaisscur constante. Les fonctions propres que nous utilisons a'expriment

par A Jz(una) +B Nz(“n“). ou J, et N, représentent des fonctions de Bessel de

13re et 2tme espioe et d'ordre 2.
Ces fonctiona propres se rédulsent auxv Jz(o: na) pour les coques coniques
fermées. Les valeurs propres Oy correspondent aux zéroe de Jz(an) =0 ., En ce

cas les coefficients d'influence relstifs aux différents cas de charge s'expriment
a 1l'aide de combinaisons des deux séries

oo 2 o0 1
o,
g et % .2
« + 160 oo + 16 b -
n={ “n n=1 "n

Pour les cogquea troriconiques. les fonotions sont de la forme
Ja(pn) Nz(pne) - Jz(pna) N, B, et les valeurs propres §  sont les solutions de

1'équation @ _
I,(p,) My(pp) = J,(Bp) N,(p ) =0

Dans le oas des coques tronconiques longues p - o0 le spectre des
valeurs propres devient contimi et les développements en série de fonctions propres
sont remplacés par des intégrales du type Fourier-Bessel.

La connaissance des géros EN et pn et des normes des fonctions propres,

tablés par de nombreux suteurs, permet de résoudre compldtement les problimes posés
par 1'étude de le flexion exisymétrique des coques comiques. FPour de nombreux cas
pratiques on arrive & des formules asymptotiques valables avec une bonne précision
pour un large domaine d'application. On démontre par exemple que les coefficients
d'influence des coques coniques longues s'obtiennent simplement 4 partir des coef-
ficients d'influence des coques cylindriques.

Pour les coques coniques d'épaisseur veriable, nous renvoyons le lectsur
3 la deuxidme partie de l'ouvrage ou nous traitons des méthodes mmériques de
révolution.
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2.1 Eguations de bagse (Voir Fig. 2,1)

Nous adopterons comme varisble l'arc de méridien s, distance d'un
point de la coque au sommet, et poserons ds = T, aG -

Si P désigne le demi-angle au sommet du cOne, le deuxidme rayon de
courbure r, s'exprime per r, =8 tg P La premidre équation de base 1.26

se transforme en
" ' o' e 1
8y +y(1+58;"‘)+(5\';“-;)y

x e'
n--D-cotgp-cxa(1+v) (r'+3r-e-) 2.4

La deuxiéme équation de base 1,37 devient s

e' __15_) x

" ] e'
8 x +x(1-\~ae)+(ve

. ]
=Ee(ycotg[3-asTm)

(= v-:-'-+-:;)

- S+ 4
sin p cos P

-bsﬁ(az Fn)'+tgpstn-:f-'~-vsFt 2,2

Diaprés 1.35 et 1.36 , nous avons d'autre part

)
NeQtgp- —2EA o 2, BrA
rosinp 8 ain” B

dx
ne= P +r2Fn

‘Nous allons transformer les équations 2.1 et 2.2 de fagon & faire
apparaitre l'opérateur qui intervient dans le cas des coques coniques d'épaiseeur
constante. Cette transformation facilite, comme nous le verrons, la résolution
mumérique. _ .

a8 000
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Les dérivées se rapportent exclusivement & la variable s. Dans la
deuxitme équation S5 se définit par ¢

1 .. -
S = ro(Ft cos p - F_ sin ) ds =3 8in2 p (F - F_tg p) ds 243

Si nous posons h = %— et effectuons les changements de variables

°
x=Xf et y=1g¢g 2.4
avec
8 . i
1 h' . 1/2 '
fzexpnz -h ds =h 265
: s
°
8
' - .
gzexp-f;' ‘3%’&-—-113/2 2.6
s
0
ce qui entralne 3
1 2
f'/fz-z-h'/h '/g--zh/h 2.7

Les équations de base deviennent 3

LY -% {s(h'/h)'-r % s (h'/)%+ (1= 2 v) %3-} Y

2,8

RS
‘Dh

cotg B =~ o (1 + v) h5/ (<! +3-¢-—)
L X +-;- {s(h'/h)'- g— s(h'/h)zf (1+2v) %—'—»} X
éEeo{%cotgﬁ-ashvz }

T
b ] -—
S + A - 2 2 ¢ 2 . h'
-sinﬁcosﬁh 2.( -V )-h tgp{(s Fn)-s kn—-h+vsFtcotg(3} 2.9

veo0co0o o




17

L'opérateur L se définit par
Lad.gdl) ()
ds. das 8
Rappelonsque:
x=r,Q0=8Qtp
et que ¢
 § v :
HM==D{y +-s-y+a(1+v)'r
. ]
m=«D {y/a+vy’+m(1+v)rj
2.2 C - 8 d'é constante
Les équations de base deviennent en ce cas @
x ’ '
Ly=-3cotgp-us(1+v)t

Lx= Ee(ycotgp-aaT;)-%aiigﬁos-ﬁ-tgﬁ(stn)'-vs

Nous poserons 3
distance d'un point de la base au sommet du céne

2
e tg p .

.82

t = (%)miable sans dimension s

2.2.,1 Cas d'un moment Kz appliqué & la base s

—

Nous adopteronz les variables réduites s

Fy

2010

2.1

2.12

2.13

2.14

2.15

2,16

2,17

2,18
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et U 31-‘[‘:%3-3 qui dans la ces de charge examiné s'écrit encore 3 U =§-29‘-
2 .
A 2.19

-

2
Opérant le changement de varisble ¢t = (-8-) 2,14 et 2.15 se trans-
forment en s \ &

IjgV==4btU 2,20
LjyU= 4tV 2,21

a ,a() 4(9)
ol Ly =gt ab =% 2.22

Les conditions aux limites s'expriment par @
U=0 pour t=0 et t=1

V=0 pour t=0 et Hzﬁa pour t =1

Désignons par Vz la rotation au droit de la base provoguée par le mo-
ment Mz si nous posons
3

2
V = Vo + 72 t 2623
et remarquons que L/t(ta) =0 , les équations 2,20 et 2,21 se tranaforment en 3

L/tV°=-4btU

_ 2.24
L/tU_4ti°+4bV2t3

Les conditions aux limites se réduisent a 3
U==V°==0 pour ¢t =0 et t =1 2.25

Le systéme d'équations 2.24 peut, compte temu des conditions sux limites,] |
se résoudre en développant U et Vo en série de fonctions de Beasel Jz(un t) |

o o« sont les zéros de Jz(t). Nous poserans i

L} n ¢
= T2y 2.26
cu ¢ 1 ‘
1
U == t Jz(an t) U dt
I (o)
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et

o0
J (. t)

vV =2 ..»_2._2._._;;
o J'(a) on
n=1 2'n

1

VvV = . t .72(.;‘n t) v, at

Sachant que 3
2
L /4 Jz(onn t)= - Jz(ocn t)

et notant que ¢
1
n 3 (w t) ==
J(u,) 2''n wy
2¥mn’ JO :

Le systime 2,24 se transforme en :

2
o Von =+4Db Un

2 1
o ﬂn=-4 bVon+4 b V2 o

dtou 1l'on tire @

.
16 b Vai

+ 16 b2)

- J (o %)
v=v2t2+52b2v25 2D 4‘ -
=1 J,(x) o (o + 16 17)

2,27

20,29

2,51

2.32

2,33
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2

m—

2+,2.1.1 Rotation au droit de la base provoquée par un couple H

Pour le cas de charge examiné, 2.12 s'éerit

]
M=-Dy+ % y) d'ou la relation

]
b=~ SZ(VS)Z- vy,

=

]
Remplagons dans cetie expression (Vs) par sa valeur tirde de 2.34,
2

tenant compte de la définition donnde par 2.18, il vient 3

M b ,
Y2=~""2'£- 00 2035
k' D 5 1
1+v+1 Db 7 P
n,=1°‘n+16b

qui domne la rotation au droit de la base provoquée par un moment M2 appliqué a
cette méme base.

2.2+1.2 Dilatation radiale au droit de la base provoguée par un couple 512

La dilatation radiale donnée par 1.17 s'éerit 3

b=eer°=§—§-j‘-:i('n-vﬂ) 2056
ou encore $
M, sin B
2 |
d = S (sU=-=vU) tg P
D'aprés 2.33 : 9
o0 ' -2’ 2
v 4DV, J, [“9(8/32) ] or.g ’
U = ——2 > 22 2 2,37
8 '1'- ' ) OL4 + 16 b2
(s 82) 2 n=t Jz(mn n

La dilatation radiale au droit de la base provoquée par un moment appli-
qué & cette méme base s'exprime donc par $

, 4bV261n‘p o«
>, = B E—-————-—tsﬁ
2 Ee 2 4+16b2

evocoo00
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oo 2
e S
-r MK 4hZa4+16b2
b2 _.;...,é_ﬁ._g. . = n — 2.38
kD tgp 1+v+16bzz-—4--1-——-5
: o + 16 b
=1 "m
2.2.2 Cas d'un effort radial F, appliqué 2 la base (Fig. 2.2)
Nous adopterons les variables réduites 3
2
D
Vey it tgp | | 2.39
02 2
et U= "rx 7 s—g-&‘ ‘ 2,40
2f %%

1

Avec le changement de variable t = (a/ 82)2 les équations de hase
deviennent s

L/tv=-4'btU

L/tU= 4tV

Si nous pomons

U=T +t2
(<]
) 2.41

2
V==V°+V2t

ou V2 est la rotation su droit de la base provoquée par l'effort radial Fz ’

nous obtenons 3

L/tV°=_4btU°-4bt3

Sy 2.42
L/tan 4ti°+4b V2

‘Les coefficients des développements de Uo et Vo sont donnés par g

2
o« Von=4bU°n—4b/mn

2.43
2 ‘
o« Uons-4bvm+4bv2/an

LEN R B N J




d'ou 1'on tire 3

2 1 “a
vV =10 V -4 D 2.44
on 2“ (o’ + 16 ba) or.i+16 b2

1 2 /3
U = ‘u +4'bV2T-A—-§' 2.45
on (0(. +16b) o + 16D

2e202,1 Rotation 32 provoquée par un effort radial Fz

Ecrivant que le moment M au droit de la base eat mul, nous obtenons 3

o0 “2
4% T——&"'é' ,
rgFZ. ru.n*-‘lﬁb 246
kZDth 1ev + 16 B E
an +16b

Le théortme de Maxwel-Betti entraine la relation 3
F, . oa(nz) +H, . yz(FZ) = 0
que vérifient bien les formiles 2.38 et 2.46.

2.2.,2.2 Dilatation Q.Z provoquée par un effort radial Fz

Pour le cas de charge que nous étudions, la dilatation radiale s'exprime
r., F :
L b= sein fp dx o x 02 2 '
L d=eyxr = Tpe (u vs) T sin p (8 U = v U)

d'aprés 2.45, U s'exprime par s

[ o)

: (at) 1 J. (o t) o
o (x’ + 16 v°) J.(x) « +16 b
n'n _ 2%n" m

=l 2 n=1

(X AN N 3
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d'ou ¢ _
& o2
82 o=f o+ 16 b 250 o n+16b
0 o0 “2
Si nous posons 3 ‘S,u 'T_l""'é' et 32',,2_?._3__..2_
: 16 b “ a + 16 b
'M“n*' o= "n
Ilvienti
2(s,)°
r.F . 16 v (3
02 2 g 2 S,
baa-——--'-se ainB |1=-v+16D S1+

14v+160b°5

2.47

$quilibrée par des efforts axigux

H, =%p T (Voir fig. 2.2)

Pour ce cas de charge la constante A dans 1'équation 1
et S s'exprime par :

S = % P 82 sinz B
Les ‘équations de base s'écrivent 3
Ly==3cotgp

Lx= Eeycotgﬁ*%l’smﬁ

Avec les changements de variables

1
2 -
i S ST TR

les équations de base deviennent

L/tvz-fbtﬂ

LgU= 4bt7- -3-—"-5—-
s:l.np

33 est mzlle

2.48

2049

sresene
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Posons ¢
V=V°+t2 v,
2.50
U=U°-'-t2
Le systéme 2.49 se transforme en @
L.V =-4DtU +4b¢
/t "o o
‘ 3 2451
L/tU°=4ti°+4bt3v2-l%-§-
ain” P
dtolh 3
2
oV, =4b Um+4b/un
2 12
anﬁm=-4b,vm+4bvz/an-a 7 "
A n
qui, aprés résclution, domnme 3
2
v - 164b Vg —- 4-821) - 1 - . 44ba&3
on
an(an+16b) ain ﬁmn(onn+16b) o:.n+16b
2.52
. 2
4PV, o 12 o 16 b
Up = 4"""" s -t - — 3
on _
o + 161 sin” p o + 16D u.n(an+16b)
2.2.3.1 Rotation provoquée par une p;.gssig‘inté;;eure constante équilibrée -

par des efforts sxjemx

De la condition de moment mul exprimée par

] .
sz(vs); vi,=0 , on déduit

oo e
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2
:gag 45, sin” B __3_+ 3(1+v) /v 253

1 D sin® B 1+v+168°s b 1+v+161° 5,

y2=—

qui donne la rotation y, s8ur la base provoquée par une pression intérieure équi-

librée par des efforts axiaux.

2.2.3.2 Dilatation provoquée par une pression intérieure constante équi-
librée par des efforts axiaux

_ _8sinp -
b..eero- e (n-vN)

1.35 et 1.36 compte term du fait que A =0 et S = - % ps sinzﬁ s'écrivent :

x 1
N=8+2P5tgﬁ

dx
nxdsw‘pstsﬁ‘

dtou @ 2

ou encore @

2 2
2 pr
8in B o2 °) v
z’=E‘.e¢:¢m[3 2 (s“'_vu)+Eecosﬁ(1"-2-)

Portant dans la deuxidme équation 2.52 la valeur de V2 donnée par
2,53, il vient

—4ba 4vs, 3 (1 +v) 16 b2
Uon™ 7 2 3t P 3 -3 3
x+1 Db |1+v+161b S, bein pOl+v+ 16 v 5,)| « (« + 16 1)
n 1 1 n''n
et enfin 13
2 .2
16 v° S, 122 (1 +v) s,

(s U'= vU) = =(1-v) = 16 ¥° 5~ -
2 1+v+160b 8

1 (1+v+16b251)ain25

L N
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La dilatation 62 au droit de la base s'exprime par 3

2 2 o2 2
pr v S gin” B
o= - e {(1- v) + 16 8% 5, + £ - (1=
Eecosf 1+v+16 D0 S1 2
6 (1 +v) s,
+ a——" 2.54

1+v+16b2$1

2.2.4 Cas d'une température moyenne Tm constante et d'un gradient v constany

Ce cas se raméne facilement & celui d'un moment Mz appliqué & la base.

2.204.1 Rotation y, au droit de la base 3

I1 suffit de remplacer dans la formule 2.35 M, par (1 +v) v D,

il vient
¢4 +
yy= - it vl x b 2,55
k 1 +v+ 16 b2 7 L 5
=1 % + 16 b
2.2.4.2 Dilatation y, au droit de la base ¢
2.38 devient en substituant o1 + v) v D 2 M,
o2
4 b 2’
a1+ v) v r a+16b
k tgp 1+v+16b22' 4' >
‘ =1 %t 16 v

bosov e
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2,2.,5 Valeurs limites des coefficients d'influence

La résolution des différents cas précédemment étudiés ne fait apparaltre
que les deux séries S1 et S?_. De nombreux probldmes pratiques correspondent a

des valeurs élevdes du paramdtre b = k2 8, et nécessitent la connalasance des

limites de 31 et 32 pour de grandes valeurs de Db.

D'aprds G. PETIAU (1) p. 178, les grandes racines de J, (t) s'obtiennent
par le développement asymptotique suivant i

Q/" (n + 3/4) % - 15 - 15 .81

8(n+3/4) %  384(n+3/4)° %

- s

d'ol ¢

(n+3/4) = (1 - 8(n1i(;/:)g) 2)< L (n+3/4)xn avec 0 £d {1

Pour Ja(t) on peut d'ailleurs écrire & partir de n =1

mn+Pn Lo {(n+3/4)x

et par suite @

od o0 o0

S

n’1(n+5/4)41¢4+16b2 Z—aneb Z(n/z)‘*#nsu
/5t

La fonction f(x) = 7
xt + 16 v¥/nt

vons donc com r la premidre et la dernidre des séries de 1'inégalité & 1'inté-

grale d@ f(x) de 0 & 6O . On vérifie facilement que

est toujours décroissante, nous pou-

n +7/4 n + 3/4
£(x) ax ¢ < £(x) dx
7/4 =) E (n+ 5/4 At 16 0 3/4 =)

et par suite :

0 0
£(x) dx 1 £(x) ax
7/4:‘ <Z (n +3/4)4n4»+16 b2< 3/4

seo8D




. et puisque 3
3/4 /4
f(x) ax&[ f£(x) ax ¢ -—-7--
o 0 64 b2

Nous pouvons donc poser

o 1. | . | 2
Z (n + 3/4)* 2* + 16 42 ¥ 0 0 2t + 16 v/al # o1/e")
On vérifie de méme que $
oo 128
1 1 dx 2
nZ(n+ 1/2)%% + 16 ba*‘-';z [ o 2+ 16 v/ r ol

d'ou 1'on conclut que

o
1
Z 7 3 T+ 0U/) .
o, * 16 b 0o * * 16 b /n
Considérons l'intégrale 7 dz =7 prise le long du contour C situé du
g% t10D /%

coté des y positifs, défini par le demi-cercle de rayon R -» ©9 1liumité par
l'axe des %, Len pOles de la fonction sous le signe intdgral sont dans le
domaine limité par le contour C.

1/2 1/2
Z, =21 ex in/4 %, =2b  ex i3 /4
1 5% P 2 %% P
Si A1 et A?. sont les résidus relatifs & ces poOles, nous savons que 3
+00
%z + 16 b°/x . X +16 b /x
C -
Or, on a 1

15 f3
A,--=1/41«1 ot A, =1/4 2

esveo00




V2
d'obt 2 it(A.‘ +A2) = .1.5-;37:2—

N
A 3/2
ot 4/ T ~ = V3/32
0

x x +16 bz/w

S1 est done un infiniment petit équivalent a V-Z./SZ b’ /2

5, & ;2-%72- +0(1/ v%) 2,57

2,2
La comparaison de la série 32 avec 1' intég’rale de g(x)- ..4../1._.5....
prise de zéro & 1'infini est plus délicate car g(x) croft d'avora * ¥ 1© P /¢

jusqu'a son maximm 1/8 b qu'elle atteint au point x =2 b1/2/1: puis décrolt
ensuite constamment pour s'anmuler & 1l'infind.

' Choisissons d'abord N tel que 13

x(N + 3/4) <2 b1/2 <1¢(N +7/4)

2 2 2
L' inégalité 2n + 1/2) B _2(n + 3/4)

xta o+ 3404 16 v or.: + 16 B2 (o + 1/2)% 16 v°

entraine ¢

2 N . 2 N ) 2
Z g 4) < pr < E(p + 3/4)
(n + 5/4)

4 2 4 4, 2
+ 16 b2 o or.n+16b x(n+1/2)"+ 16 b

On montre facilement que la premidre et la troisidme série sont des
infiniment petits équivalant &

2 b1/2/1:

g(x) ax + 0(1/v)
0

Pour le domaine (2 b1/ 2/x , 00) g(x) est toujours décroissante et
l'on a 3

[+
T 22—/ elx) ax+0(1/v)
« + 16 b

n= N+1 n 2 b1/ 2/n

LR
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et par suite 3
@,
N L2
-—4—'&-—-—37\‘5 g(x) ax + o(1/v)
=1 %t 16 b 0 ‘

Aprés caelcul de 1'intégrale du second membre par la méthode des résidus,
on obtient

s, 22 V2fe /2 1 o(12) 2.58

o
-

Notons que lorsque b -

o0 p) (o8] 1
o
2 4 416 b2 o 2
ast % n=1 “n
fod oQ
1 1
wed e >
1 4 2 4
n=l °"n+16b n=1 %n

Les sommes vers lesquelles tendent les séries 82 et S, lorsque b= 0

1 v
sont les sommes de Rayleigh qui correspondent aux zéros de Jz(t). Elles valent
respectivement d'aprés G. PETIAU (1) p. 182

P _ o9

2 1/un2= 1/22.3 = 1/12 et z 1/<xn4 =1/25.3% = 1/576

n=1 n=1

2.2.6 Variation des ents inf] ) n du amét aracté-

31 o c 8

Les déformations au droit de la base pour lés cas de charge que nous
venons d'étudier s'expriment toutes 3 1'aide de combinaisons simples des deux
fonctions 3

Y, 1 ; Voo

ky?_ = Q0 ) 2 23
2 1
1+v+1Db Z 7 3
ael %p + 160
] “ 2
F ot + 16 b2
kyz - =7 260
2

oQ
1-*-v+16h2 41 >
oy « + 16 b
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Dtaprés 2.57 et 2.58 ces deux expressions tendent toutes deux vers 1
lorsque b devient grand.

Les courbes 2.1 et 2,2 placdes en fin de ce chapitre donnent la variae
tion de 2.59 et 2.60 en fonction de be.

2.2.,6,1 Rotation et dilatation provoquées par un moment N

2
M M
y2 = o __5_2__. Vz e k 2 2.61
KD 92
_ r M2 Fb ]
52 = - ——-%"-—-—-2 k 2462
K Dtgp Y2
2.2,6.2 Rotation et dilatation provoquées par un effort radial F2
T2 F2 F2 ]
y2 = > ‘ ky ) 2a 3
k" Dtgp 2 '

r, F, sin p . b F, 2 V7o
b2=-£—~—————~, 1 -t g + (k%) 12D 2.64
Ee Vav %2 Y2 2
2

2,2,643 Rotation et dilatation provoquées par une pression comstante p
appliquée a la paroi intérieure et équilibrée par des efforts
axiaux

r ., H F
y, = - 02 2 sin? gk 2 - % N 31+ v)

2 2 b(1 + v + 16 b° 5,)

x° D ain” B Y2

qui s'éerit encore 3

pr., tgp M
y =_.—£———A——hk me ‘3_ wk _ 2.65
2 Eecosp 2 Y2 V 2b .

P 2
5 - 02

MZ.'_(kF 2}.....‘@..!....__&__(1-%-

1 -
2 Eecosp{ Vzb Vo Y

M
L) 2 2,66
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2.2.6.4 Rotation et dilatation provoquées par un chemp de température
défini par une température moyenne ’.l'm constante et un gradient <

constant
1+ e\ o |
y =R we 2 b Y k 206”
2 k2 Yo
(1t +v)tr 2 R,
b = - ° k 2-68
2 k2 tg B Yo , :

2.3 Cogues tronconiques

2.3.1 Cas d'un moment M, appliqué A la petite base (Voir Fig. 2.4)
Nous poserons

Vey¥ DM,  U=xocotgp/n, =8 UM, )
| 2,69
6= (s/8)"2 (0,02 =

les valeurs de t aux limites seront donc t = 1 sur la petite base t =p sur
la grande. Avec ces variables, les équations de base 2.14 et 2.15 deviennent t

L/tV=-4b1tU

L/tUa 4b, ¢V

51 V1
nous pouvons écrire :

et V2 désignent les rotations provequées par M’ gsur les bases,

Vav +;-é-':-;-_-é- [(vz. v, 072) &+ (v, §%- V) t'z] | 2,70

t2 et t.a étant solution de L /¢ =0 , les équatiens de base se transforment en 1
L/g Vo ==4b, U
4ot

. | 1 2y 2 2 -2
L/, U 4b1tvo+pz.9_2 (V= v, p7 ) 87+ (V, 9= V) 8 2,71
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Les conditions aux limites sont 13
V°=U=0pourt=1 et t=p _ 2,72
Examinons les solutions de @

Ly £ + At £=0

qui s'anmulent pour t =1 ot t=p

Les fonctions de Bessel

&Z(unt) = Jz(un) Nz(ant) - Jz(unt) Nz(un) 2.73

satisfont & cette équation si )\ = ocna elles s'annulent de plusen ¢t =1 et
t=p siles o sont les racines de :

Z2(°"n) = JZ(O"n) NZ(P ocn) - Jz(p (xn) Nz(an) =0 2.74
Les fonctions 2.73 sont donc fonctions propres de L /¢ tandis que

o n2 en sont les valeurs propres.

La norme de ces fonctions propres s'exprime par 3
No=] t zz(ant) at = |2,(o t) F
1 ‘ 1

=M

La relation de récurrence 3

< (sA Z, (z)) =% 7, ()

compte tenu des conditions 2 (z) =0 pour s =o et z=ap pernct d'éorire
successivenent 3

a.

Py 2(u)=mz(:rs) en =0 et z=op

Loy | =3,00) N,) - Tyle) Nyla)

® &
n

%;Zz(z) =W [Ja(“n) o Nylo) = e

dﬂ"“n
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ol w(JZ, Nz) est le Wronskien relatif & J, et N,

%E ZZ( ) = ‘72 (an) N:i (otnP ) - J;. (mnP ) N2 (o“n)

z =0 p
et compte tenu de Zz(anp) =0

3,0 )

gz Zz(z) = W W [Je(ocnp), Na(u,np)J

z=0p

I, ()
d 2 2
#22(5)] = leanps LI
' ] =anp

d'ou l'expression du carré de la norme 3

2
2 2 Ja("‘ )

N o eeS— -1 2075
n 1!2 unZ Jzz\x.nps |

Pour résoudre le systéme 2.71, nous développerons U et Vo en série
de fonctions propres normées. Nous poserons 3

o
4 R
v, = Z N Zz(unt) Von 2,76
n=1
P
Vn = t Zz(unt) vo at 2.T7
1
Foe)
-
U =z Nn Zz(a.nt) Un 2.78
n=1
avec ¢
P
U = t Zz(ant) U at 2.79

204004
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51 nous remarquons que 3
L, Z,(0 ) ==a2 t 2 (ct) 2,80
/t “2\%n n 2\ *

et si nous notons que 3

P s o P 3
t Zz(an‘t) dt = o ZB((xnt) = a—- [21(0.!1)- P Z1(anp)] 2.81
1 n 1 n
et que :
- £ P 1
t Zz(ocnt) it = = a:’- 2'-1 (_ant) = ;: [21 (an) - -‘-; Z1 (anp)] 2,82
1 1

Le systéme 2,71 se transforme en

2

*n von = % B Un 2.83
2 4 b1
C U’n = -4 b1 von -—;—;— V1 Z1(o;n) -p V2 51(ocnp)
d'ou 1'on tire
16 v, |

Yon =7 7 (w* + 16 b,2) [v1 Yl e Vo 2 (a"p)] oo

n'n 1
et

4 b1 o ‘

= e——t— p -
Un = 4 2 V1 41 (O‘n) P V2 Z1 (Ocnp) 2,85
& + 16 b1

2.3.1.1 Calcul des rotations sur les bases provoquées par un moment M

1

V1 et V2 sont déterminds par les conditions

Ho= M1 pour t =1 =0 pour t=p

LB
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Ory H==~D [y' + v y/a] d'ou les équ'ationé s

] 1]
--‘:>1v=v=¢511.[VK~J"+v\v'1 et 32-[Vs]2+vV2=0 2,86
or

. -1/2
Ve = %‘(5 81)

(v 4]

]
z onn l\f;z Zz(ant) von
n=1

+ = L =, Jé— (Vz- V; p"z)- 8 K (V1 pz- Vz):, 2.87
p=° 1
on en tire 3
@ 4 2 0% v
' 1 =2 e P "2 |
% [vsl 1 =2 2 o Ny 4 (“n) Voo V1 73 T 2,88
n=1 p=1 p=1
o0 , . -
v 1 Z 2 ) 2e Y p+1
% Vs |, 3P o N Zylop) Vorr =7 ; +V, =7 , 2.89
: n=1 p= p=

2.88 s'écrit encore

b2 ¥, 520V, () 4 (ap)
S 1 D n 0pm P p T % P
1 8 2 4 6b2 N2
1 net “n+1 1 n
pher 2%y,
1°4 4
p=1 p-1

A 1l'aide des relations de récurrence, des valeurs du VRONSKIEN et des
valeurs des solutions aux limites, on prouve facilement que ¢

Z1 (oun) = 2/?‘!1 x

2,91

Jg(a ) 2

Il p) o p=®

Zy(op) =

toes o0




sl 1'on pose de plus ;
By = Jx0e) / 3,0 p) 2.92

on obtient
2
2.« )
" 2
N 2 /(Bn 1) | 2.93
n ,

Z12(°‘np) 2 [ 2, 2 | |
2 =2 [Tl ) 2,94
n

Z Z ,
1(0<»|!) ZI(NEP) =2 ﬁn/P(ﬁnz‘ 1) 2’95
N
n

2.90 ag'éerit alors i

(% 2 4 2

% bv v BV p+1 297V

31[\;;]1:-2 4+16:,2[ 211_ 2 f]-v, TR 1.2-
= %n 1 Pn = Py = p- p =

Aprés transformation, on obtient de méme

: (0]
' 2 2 2 4
: 16 b BV, BV 2 p°V + 1
HZ"TT"[ g *‘*] Ty
| n=1 *n 1 LPy- Py = po=

Aprds avoir posé 7 1 5 21
o+ 16 b, By ~ 1

-cl-
n
L]
B

n

et porté 2,96 et 2,97 dans le systdme 2,86, nous obtenocns

0
4 B2
b, [ﬂzi-l+v+16 be -;9—] 2,99
VM1= p -1 n= n

1 A |

LN XN




2 (oY)
2P o P
b + 16 b A
, 1 1 Y
& p~1 11-’-“1 n
V2 = A 2,100
ou 3
(v : 0 o0
ote 1 s B2 et 1 b~y b 29
A - TV ten ) Bl v i6p, - 1602 ) By
p =1 Yn p-1 yn Yn p =1
n=1 n=1 n=i
2,101
Rappelons que ¢
# M i M H H
] 1 1 1 14 1
¥y = w—— Y et Y. =
1 kB D 1 2 k2 D 2

2¢3.1.2 Dilatotions sur les bases provoquées par un counle #

La dilatation radiale toujours donnde par Z.36 devient s
ﬁq gin ptep 1

d = (8 U - vU)

Ee

. -1/2 4 by o Z(ut) |
Usr.--g?( Z g-——— [V % )--pV 1(°‘n9)] 2,103
o + 16 b N :
n=1 n
d'oll ¢
R 4, v bV,
s (U') - —_—n A _ a2
1787, 4 2 < £
o+ 16 b B = B = 1
n=1 “n 1 n n

. ou encore t

ﬁ

51(U;)=-4b v, z ---+4b v, Z—&-——‘l 2,104

1 o
de mBume

0 2 : 2

6 (') = - She PN BT
2 '8 DA a2 2 2

2l oo “n + 16 b1 Bn -1 ﬁn -1

28002
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b 0086

et @
, o0 o0
. ' M,' o 2 B M.‘ o 2 B 2
5,(U) == 4 b, V, —&;—-B 4V, -B-T&— 2.105
2 n=1 n Nt n
d'ou l'on obtient
M, 4 b12 Wy sin p tg p.
b1 = x 20106
- Ee
. ©0
28 ) w(xzﬂ P4+1 2m‘32 0‘!12
ety By o 1h 62y B S
p -1 1,’F.‘nwﬂ n po-1 =t n}?‘ n
. 2
Hy 4b," M, sinp tgp
62 = 2010‘7
Ee
2 o 2 2 4 . 00 2400 2
‘ 29 2 B w.cx B p+ 2 B o P
—+ 16 b -2 BB e v+ 16D 2 e —
4_ 1 1 Y, . L A 4 1 Y, L
P . _LF p=1 " ne
2,3.2 Cas d'un moment M2 appliqué 2 la grande base (sig. 2.4)
2¢3.2.1 Rotations au droit des bases provoquées par M,
Les conditions aux limites 2.86 deviennent i
v V, =0 v V.
81« s]1+>v g = et -b2=32 s]2+v 2
_ . 00
P+
- b2 -v+ i Db 2 z L
4 1 ¥
vV, = A 42 2,108
o0
2 02 ) P
- b2 7 + 16 b1 ;{B
M p -1 n




Rappelons que ¢

i i M M, B ‘
o2 22 v, 2 et 2 _ ?a v, 2
') x* D :

)

3
Mz 4 b1 b2 i, sin P te p 3

b? = e . X 2,110
- E e
o9 o0 ’ 0 o0
p4+ 1 2 1 un? 5 2 2 2 B o 2 p
) -v+ 16 b Z-—-— B_. . 7 +16b1 ._B.Z_E._._&
p=1 'n "n p=1 "n "
n=1 n=1 n=1 n=1
i 4 b, by b, sin P te P
612==- 12 e x 2,111
Ee
4 L2 o9 QX
p+ 1 1 <P 5 fjn o
~v+16b S + 16 b L .
AR "n ‘. 1 "n "n
P n=1 n=1 P n=1 =1

A

2.3.,3 Cas d'un effort radial F, agissan® sur la petite bese (Voir rig 2.5)

1

Nous le considdrerons positif lorsqu'il est dirigé vers 1l'intdrieur
puisqu'il produit alors sur la petite base un cisalllement positif :

Nous pogecrons :

y D tgp x s Q
- et U= = ; 2,112
Tot T4 To1 Sy
1 2 .2 ., 2 2
v=vo+2._2[(v2..v1p )t+§‘J’1psz)t]
o= p .
et
U=U + == 0% 2 o ¢ 2,113
0 94“ 1 :

s enosoo
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Les équations de base deviernment alors i

4 b, [ ¢ - tB}

94"1

tUo - 2.114

L/tvo=“4b1

: 2 3 4 2y -1
4b1[(vzp-v1)t + (v p= v, p) 8 ]

94-1

L/tUO=4b1 tV°+
Les conditions aux limites sont donndes par s

A .
U°=Vo=0 pogr t=1 et t=p . 2:115

Le systime 2.114 se transforme en

b,
n

. 4
o Vo =+4b U+ = 21(ocn) - 2,116

4%
= - - — -
%n Uon ==4 by von o [vi Z1 (“n) PV, z‘1 (“nP)J ‘

d'ou l'on tire
' 2

16 b1 [ ) 6.0) 4 b1 o 21-(u )
V = VZm«-pVZor.p] + 2,117
on el s16p2) LT 1 2 17n ot + 16,2
n n 1 n 5
2r

- ‘- [y -
B S [\r1 Zy(o)-p ¥, Z1(u.np)] - B 2,118

U
on 4 2 4 2
(an + 16 b1 ) an(o.n +-16 b1 )

2.3.3.1 Rotatiomsau droit des bases provoquées par un effort radial B"1

o0 2 4 2 -1
-2 (V29-V1) s/s1+(V1p-V2p).s1a
V= N2 (ut) vV +
n &'n on 4 1
n=1 P

d'ou l'on tire ¢

L LN




e 2 0 2
9 ‘ 16 b, BT «
8’(v5)1=~ o162 521 2t "4 416 1,2 p 2
n=1 %n 1 Py = By = n=1 ¢ 1 Pp-
p+1 2 pz'Vé
- V +
1 4 4

en derivant que le moment est nul sur les deux bases, on obtient le asystéme d'équam
tions suivant i

P4+1 200 ,' 292 2°°£3
-V -V + 16D — + 16 b B v
1], 1 Y 4, 1 Y 2
P n=1 n P - n=1 n
R < 2
&
+4b1z-9-—=o
Y
n=1 n
o0
2 o2 , 5 p4+1 , B2
-V, |5+ 160, ;B +V, |+ v +160, —13-
p =1 o1 B p =1 o B
o0 ,,
o p .
+4b1z&y-—‘Q =0 2.119
n~=1 n '

d'ou l'on tire t

evoenad
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N o0 24 0 2 2 o2 c*o£3 000.2;3
v’y B Z-#‘-‘w- +16bi22—azn -
g -1 Jn yn 4~ 1 ?n ?n
v o4 P = 1= P n=_ S p=1
B VAN - ,
2,120
. (o o] ' 0 o0
,,Pz 200[3 . 2 p4+1 , “2p
" ‘B A “v+16DB° ) — 2.'n
7 -+ b1 . T v 1:;1 Y
" p-? = = e i i ©
V& = 4 b1 E;— = A Ip= ==
2,121
rappelons que s
F, Ty F, VF " F, r 5 VF1
Iy 2 1 Yo = 72 2
X D tgp KDty p

2.343.2 Dilatatiomsau droit des bases provoqudes par un effort radial F1

La diletation radiale est toujours donnde par 2.3

r 1 F1 . v
d = iﬁ—;—am g (2 U = vU) 2,122
(e
j _2 < 4 (a 1 (45 8
U= ) W5, t) U+ (p L 8)
n=1 p=1 1
1/2 o 4 8 .
o ,—- 1 .Q Etd N kY 4‘ _;L 1)
5 US— ':-;(5/81) z-an Nn 1.41 (Uﬁnt) don- ""‘"""‘"‘4 1 (p o = + 51
n=1 £ -
F r P
ale o 2L inp x | 2.123
Ee

¢ o0 00S




sin B | 2,124

T
4, V, 2-—97-—-5‘—-41,1512 Z—-&r—”-us b Z-fw T
=t 2 n=t nt B P

‘ : F F
Dans les expressions 2,123 et 2,124 1les coefficients \l','1 et V21 sont
donnés par les formules 2,120 et 2.121,

2.5.4 Cas d'un effort radial F, agissant sur la gronde base (Voir Fig. 2.5)

2
2 : L
Vz,uﬁmy et U = X - B8

o2 T Tef2 %%

02 2

v o 2 2.2y 2,-2
V“'o+p4_1 '[(VQP“"V“)"Z +(p V,—Vz)pt_ ]

20125
et , 92‘ ‘ '
U =U° e (t‘"e u-“b‘-.a)
p -1

| Les conditions aux limites s'éerivent s |
U,=V,=0 pour‘ t=1 et t=p .
Les équations de base devienment s
B 4 b, p2(¢- £
Lyg Vo ==4by t T - T

: 4 b, [(vfpa..'v ) t5 + (Vv p4.. V. p2) t-d]
LU m4b, £tV + et ® 1 1 2
/t "o 1% e ‘ 4

, ot o1

et se transforment en .

. 4 b p2 (e p)
2 1 1V 7 .
o Von = 4 b1 Uon- o 2,126

2 . 4 v, '
C‘n UOI\‘ - 4 b1' i[on" T [v1 ""1 (un) =P Va ‘&1 (mnp)l

So8B0D




4 |
3
l
!

d'olr 1'on tire

2 , |
16 b 40, po Zlx p)
1 . v o ) n il . n
= - Vy 2o )= p V a(oup)} - 2,127
on u(a4+16b2)[1 e ¢ 1 o b4 16 p,2
n'n 1 n 1 :
4b, | » 16 b12 P 21(u p)
U == B Wy 2 ()= p V, 2z (mp)| + L 2.128
on 4 2 1 "1%n 2 1Y 42
(o ™+ 16 0,%) L' | o (o "+ 16 b,%)

2.3.441 Rotations su droit des bases provoquées par un effort F2

Les moments étent nuls en t =1 ot t =p , nous obtenons les deux
relations ¢

sV | +vV.=0 et [sv' +vV, =0
8 1 1 a8 2 2

. v '
Portant dans ces équations [s Vs] et [a Va] toujours donnés par 2.88 ot
1 2

2489 avec Uon et V(m tirdés de 2.127 et 2.128, nous obtenons le systime 3

.Fp4+1 200 1 2p2 2 & B ’ s azﬁn
-V’ A -v+16b1z-;- = +16b1 E;{E V2-4‘b1§—§-;--a0
p=1 n=t o p=1 a=1 2 n=1 n

szz ooﬁ phe 1 &
-V, +16b122;§-+ 3 +v+1ob Z z___..l‘_
Lp"’ n=1 B P = n=1 n=1

La résolution de ce systdme donne i

p4+1 p oop
6 2 n z
F % + v+ 16 - 1
v2 p =1 “ p' n ?n
= w4 b
-1 1

2,129

®so2800




&

p o+ ' o P o
-v+160b° — Z-—E 2. +16b,° ) B ) BB
F 4_ 1 1 a .yn 4 ; Yn
2.13%0
Rappelons que ¢
r, F - r., F
¥ D tg p ) ¥ D 'ﬁe’; ﬁ

2.35440.2 Dilatations au droit des bases pmvoquéea par un effort Fa

roeF?_

Ee

sin B (s U'= v U)

PR LR P/ )
sU =5 (afs,) Ecann Zy(o £) U+ = =+ =

n=1 p-1

F, r ., F _
5% = =L amp 2,131
Ee '
o o 2 o) 2
-4b, Vv L4, v BB 5 p b S
LU Y, 12 ) 1 ,
n=1 n=1 = B P-
P, r., F
5,0 = 2L sin p 2,132
Ee
o0 o0 o0
2 o‘na P 2 “nz p c 2 Bna P4+1
-4b1V1 T£+4B1V2 ""“‘*"‘B"+16b1 T+ 7 -y
n=i n n=i n a1 B P

LA K B N2
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2.3.5 Cas d'efforte axioux dquilibrés (Voir Fig. 2.6)

On a évidemment ¢ T2 h2 =T 81 2.133

Nous poserons i

kZD x cotg B 8 Q

et U= =2
To1 B4 ro By 8 4

H sera considéré comme positif lorsqu'il provoque un effort de cisail-
lement Q positif. (Voir Fig. 2.6)

V = 2.134

Dtaprds 1.34 , nous pouvons é’crire t
N=Qtgp 2.135
Les équations de base se réduiaeﬁt as
L/t V=-40b, tU
L/t U= 40, tv
Les conditicns aux limites sont
U=1 d'aprés 2.133 pour t=1 et ¢t =p

V =V, pour t=1 et V=V, pur t=p

31 nous effectuons les changements de varicbles :

U= U +1
[¢]
1

2 2 2 2 -2
V= V +— [(Vzp-v1)t +(V1p-V2)p t:l 2,136
p -1
Les conditions aux limites deviennent
Uozvoao pour t =1 et t=p
Les équations de base s'dcrivent alors
LV°=-4b1 tU°-4b1 t

4 b, t

2 2 2 2 =2 -1
LU=4b, £tV +-7 (v, p= V) & + (v, p"= V) p t]+4t

Oe0 a0
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, Avant de transformer ces dquationse, calculons les coefficients du dcve-
loppement en série de fonctions de Bessel 2 (0. t) d'une constante.

Draprds G, Fefisli (1) page 1bb, formule 6, on a 3 '
7 7 152 -"1 P
z Aa(z) dz = 2 ég(z) -2 “2(3) +4 |z éz(z) dz

dlol ¢

p p |
P -
t2,(a t) at = - ;;1- [t Zz(ant)] st [yt dy(e t) at
‘ 1

1 n

compte term de 2.82 on obticnt s

P
: " . 2 | 4|, 1.
t Zz(ocnt) dt = - = [‘:1(%) -p &1(unp)] + =3 [a1(o:.n)- ; é1(unp)] 2.138
1 n “n
Le systime 2.137 se transforume en
2 4 b1 [ 4 b
o Vop=+ 4, U - = ty(o )= p 2, (cxnp)] [ (w, )-. 4, p )] 2,139

3

2 4 b

4
_ 1 1. .
@ U ==4D, v, ---—-an LR ((x. )-pV Z (up)] -—-—[ (« )-Pa1(u.np)] 2,140

Résolvant on obtient ¢

5 { (o) ( )] b (« )- T 4, (o p)
V = - V, &, {x -pV,.Zap - [Z U A ap]
on “n(“n‘l + 16 bf) 1 1% 2 1Vn “n(undr + 16 bf) 1Yn’ p 1M

.., .f._‘lﬁ‘zx.i. [zv (o) b 2, (a0 2.141

4 'b1 o 1 30: 1
Uonz --——-—-3—-—‘ S V1 Z1(cr.n)- P V 1(& p] - ;-3-+a py b‘zJ[g ( )m; 51(“31?):}
n

16 b2 |
=7 5 [21 (o;n)- P 2 (ocnp)] 2,142
an(un + 16 b1)

0062
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2 Rotations provocules pur uep efforts axisux couiliords

1036901

Les conddtions de moment nul sur les deux bases slexpriment toujours

L
SV8+VV=O en

Coupte tomu de £.96,
crivent ¢

t =

codT ot de 2.14%, Z2.144, ces doux

1 et t=9p

Goruationa o'l-

4 0 o
p+1 . 1 2 p
v |7 »»v%hbir-u‘% »/A
pr= n=1 B - n=1 2
oo'
=4 b, z-ﬂ-(p-ﬂw (~——_1) 2,143
n=1 n P
oQ . o0
2p 2 1 pé+1 2 2
v + 16 © |4+ V. + v+ 16 b B
11 4 1 Y 2 _.41 1 H
p=1 n=t P = n=t
(%)
P
=~ 4 b, Z—&—-—w 3-1)+32 (2-1) 2e144
n=1 ' P
Régolvant on obtient
00 ,qp0 2 c0
g 40b ‘p+1 g 1o
v1r1=—-—— 5 +v»16b?2-—-;"—~ Z-—%—-(p-‘i%BZT(-—%-?)
A lP-1 e = = n P
2 0 o 2 oo
2P 2 b %y pn Lnﬂg
vl 16wy ) B -—;—-—(p-‘i)+3 ol R 2.145
p-1 n=t %7 tp=t P n=1 ° P
4 b 444 oo1 & 24 oop B
Pt . 73
vaﬂz-?1 7 -v+16bfz;—-][ _%...él(ﬁ 1)+§§:;&(-§-1)J
A p=1 n=1 2 n=1 n p=t = P
, 2 oo o 2 Q0 .
2 2 Bn N 1 Eﬁ
- --=2i'----~'+‘¥6b1 it “’“(@—1)4—32?" 2—1) 2e146
p=-1 "n n n'p
n=t n=d n=1

A est toujours domné par 3.34 .

2t acos
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2,3.5.2 Dilatations provoquées par des efforts axiaux équilibrés

_ La dilatetion radiale toujours donnée par 2,36 se transforme pour ce
cas de charge en @ ‘

ro1H1 !
o = o amptgﬁ[sl}s«-vl}}

oo
ort U =1 +ZN;2 Z,(w £) U__ et s

n=1
a2 wu‘zﬁ
?
s, U, | ==4b, V= Bygp W S —
1 8, 11 Yn 12 Yn
n=1 n=1
(o) S 2 oo oo 2
1 o, 3
> 3> e, > P LS Sa By
n=t % \Pp =  n=t P opet %y By - n=1 n
2.147
¢ N
[y ] = -4 B Ba gy WY T2l
2 n=1 n n=1 n
o0 2 2 o> 2 2
. W W S WA e L
o (p 2= 1) o (=) 2 Ya
n=1 "n *"n n=1 P n=t “n ‘Pp P n=t
2.148
Hemarquons que 3 E P nz z e +Z 5, 3
n=1 %n (pn"” 12 et g (ﬁn'ﬂ
dfol ¢
r, H ‘ '
b111 o1 1sin£5t€f3 8 {UB] -V 2.149
Ee 1
r . H ,
oy =2t sinptgp s, 1U;] -v 2,150
Ee 2

8 Us pour t =1 et t =p se calecule & 1'aide des forsules =2.147 et 2,148,

e0d09 9
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2.3.6 Cas d'ggpvgresigog constante p dquilibrée par des efforts axisux
Voir Fig. 2.7

Nous choisirons les efforts axiaux tels que 3 sz %’p T et
H,= %-p r , - Nous avons alors (Voir paragraphe 2.2.3)
S = -'%-p 82 sin2 p
x 1 '
N=S+3patgh
=&
n s +pstgp
51 nous posons
¥ D x cotg P 8 Q o/ )1/2
Vey = U =—————=a et t=(s/9 2,151
T H1 T H1 8, Q1 1
les dquations de base s'éerivent
L/t V=wi b1 tU 5
12 t
L;, U= 4b, tV =
St 1 oin? g
Les valeurs de U sur les bases seront i
U==1 pour t =1 et U=~ p4 pour t =p 2,152
Avec le changement de variebles :
V=V + 1 F(v 2V)t2+(v 2.v.) 2 42
op4_1L2P-1 1 PP
2,153
1 r
6 2 2 -2
Ut == (% 1) ¢ = p*p%= 1) ¢ }
p=-1 L
Les équations de base deviennent @
)
) 2 -
Lyg Vo == 4 by t U+ 1 [(p-1)t3-p4(p~1)t1]
2.154
3
b . 12 t
1 2 3 2 2 =1 .
L,,U =49b, tV_ + {(V,p-V)t +(V p-V)pt}-m
/t "o 1° o 94_‘1 2 1 1 2 ainzﬁ

oo
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et se transforuent en

2 4 °, 4 b 5.
“n Von™ 4 0y Do T Ale) + 07 Bylagg) 2.155
2 4 b1 12 sin-e p 3
% U ==40b V - - Vy dgla )= p V, & (ap) | + - ig(e )= 07 4,(a p)
d'ou en résolvant 3 2,156
i [v) 240 0 v, 7o) TN PR AR
V == Vo, 2, (e )=p V, 2. (ap)| + bola )= p7 Zdyla p
on . 4+ 16 b2) 1 1% 2 1¥n o 4+ 16 b2) L 1'n iYn
n n 1 - m'n 1
4 b, o '
_,21._13.._2.21(“ )+ —t ¥ 44 (o) 2151
x_ + 18 b o + 16 b,
n 1 n 1
A A ) DS PRI P
U=---——-——L[Viﬁa-pVZoap}+ {Z(x—p?ioan
on N 4+ 16 b2 1 1 n 2 1% « 4+ 16 b2 1"'n 1
1 n 1
16 b2 o) 16 b3 5 i o)
+ 2, )} - p7 dole p 2.158
ot 16vd) T o (atrrep?) T
1 n n 1
2,3.6.1 ZHotations provoguies au droit des bases par unc presgion cons-
tante ¢quilibrée par des efforts axiaux
Les conditions de moment nul sur les deux bases sont toujours donndes
par i

'
sV +yvyV=0 wour t =1 et tzp
38

d'ol les équations ¢

4 o0 2 )
p+1 2 1 2p 2 B
- — ] - 2
n~=1

p -1 p=-1 n=1 n
iy 2
, 001 o0 ﬁ 00 0(.‘ ) oo o 5
=4 b, |12 sin™ g Z—-—-- QZ-—"‘- -Z-f'-‘~+p‘*2 &R 2,159
! L "n "n "n
n=y n=1 et n=1 :

LRI IR




2 4 o2
29 200‘3- p+1 2aoﬂ
2 .
-v1[4 +16b1§ 'y}+v2{4 +v+16b1§ Y

p-1 n=l n P = n=1 n
2 2 2 2
20 o0 o ﬁ [ R 8 [3
. -2 ﬁg_. 22% _ n n. 4 n_'n
4 b, 12 s8in [b{ E Y, pA y E T +p E1 Y .2.160
n=

d'ol1 en résolvant 3

Notons que t

r
y‘p "‘&-""“V? et y§= >
k D k™D

2

ket que A est touvjours domné par 3.34.

2¢3.6.2 gg gg‘m sp droit des bagses provoquées par une pression
copstante dauilibrée par des efforts axisux

La dilatation radiale a'éorit i
s sin
D = €y T, = [n -V N]
° Ee

Remplagant les valeurs de n et N donndes au début de 2.3.6, nous
- obtenons 1

LG IR I

4 o9 2 - o [l oy o0 2 =
40 p+1 5 B 1 P o2 o R
ey e I R R P
p=1 =1 2 J n=1 © =1 B el P
=0
2 ® r o w 2 2 2 2]
2 P, p B « B o« B
_...f....H“ZZ_A 12 sin2p 2&_925 _B__X_x.x..__xz.,,p‘* *n "p
4, 1 ! "n "n " n P
P n=1 =1 =1 n=i 1= ;L
2,161
4 oo ® 21 2 o
4 b + 1 1 P B o« B P
p=1 pel O ' n=1 * =t Blp= B »
2 o oo 2
2 p 1 P * B
- 4p +15b§Z—1‘- 1asin“3;32-—- 2 -B-Z-£+p4zi‘-—-£
-1 7n Yo "n ™ "n
P n=1 n=1 n=1 n=1 nm=1
2.162




et

54

ou cuncore ¢

sin P pr2
= e (g 2£ RS B ST A
d=go (e -V ®) * 5o o0ep (-2
2 2 2
oin P P To1 ! P %o v
d = (8 U= vU) + —2—(1-3) 2,163
E ecos P 2 E ecosp
sinzﬁ pr1"2 ' pr12 v
bf = ; 8, [Us] - Vvl 4+ 2 (1~ 3 2.164
Eecoap 2 1 Eecosp
2 2 2
sin " f pr Pr.
Eecosp 2 2 Eecosf
0a 01.2 0‘25 % 0L2 : °°<x2[3
can By Brgn ) BBy Bof) Ba
= e e S
[- ] o0
2 ! 4 Bn
+16 b - - 2,166
1 'Yn ; n :
n= n=
*® 2 - 2 . 2 %o 2 o 2.2
o B ' « B o B o B
-4b VP B2+ 4, vgz Bty 12 sm‘epz-—&;—-‘-‘--pz}:-%—‘l
n= B n= n n=1 n p=l °
[ 2
P P
+16 b.2 ‘3‘-94 n_ 2,167
! Yn s
| n= n=
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2.4 Cogues tronconiques " longues'!

Dans les parasraphes 2.2 ot 2.3, nous avons troité les cas des cogues
coniques ¢t tronconiques ' courtes' . Lea domeines de ddfinition des fonctions
inconmues U ¢t ¥ sont respectivement (G,1) et (1, p > 1). les sclutions des
gquations de base s'obtienment par des ddéveloppements en sdrie de fonctions propres
relatives & 1'dquation diffdérentielle d . df 4f

quation diiie L+ Atf=500 THrALE =0 et

. . . dt ﬁt
g'anmulant aux bornes du domaine de définition.

Les valeurs propres correspondent pour les cooues conigues (0,1) aux
P 1 P 3 ’

20108 o solutions de Jz(an) = 0, pour les coques troncouiguos courtes aux

zéros Sn solutions de 1'iquation transcendante s
5,(6,) 1,(0.p) - 3,(g.p) By(p) =0

Le spectre des valeurs propres est discret pour les deux cas ci-dessus
envisagés et les solutions des ¢quations de base s'obticiment par des divelopye-
ments en série de fonctions propres.

Pour les coques tronconiques ''longues' p - 00 les zdros ﬁn de
[63

e ol «_ sont les zéros de
p= 1 n L

J. (u ) = Voir les dtudes de #. KLINE (2), liebe DMIGHT {3) et 1'ouvrage de G. PRTIAU
(1), pages 171 & 182,

1'équation transcendante s'espriment per Bn =

Le apcctre des valeurs propres devient alors contimu et les ddveloppemcnts
en sdrie doivent Ctre rempluCLs par des intégrales de ¥UUNIER - Bk EL = Voir
Go PBTIAG (1) po 272 & 279 = = Co PIUCHFARSH () pe T4, 75 ot 1.1, .E0DON (5)
Lo 48 a 310

Nous utiliserons dans notre dtude lo thiorime de WERKR,

o0

I, () 1 (4,p)= 7 (,5) W, (p)
f(t) = 2 ' I2 f-} dﬁ
o J50) + 05(p)
o0
o | ow £(e) {Jz(g'ﬁ) 1?22(0.[5)- 3, (o) 1‘52({;5)} du 2,168
1

Hotons fyue

2. 200y _ ol 20
I5(p) + 05(p) = 1,(p) . Hy(p)

poe e s
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2.4.1 Cas d'un moment M, appliqué & la petite base

1

Nous poserons comme dans le chapitre <.3.1 ¢
V=y K D/M1 U = x cotg p/l‘*i1 =8 Q/M1
1/2 .
t = (3/31)- ~ 2,169
Les équations de base sont ¢ -
L/t U= ¢4 b, t v

V1 désignant la rotation sur la base provogude par ﬁ1 y nous écrirens i

-2
V= Vo +V, ¢ 2.170
Les éguations de base se transforment en i
L/t Vo = - 4 b, t U
. -l B
L/t U =4b, ¢ Vb +4 b, V1 t 2,171
Développons U et V & l'aide du théortme de WEBER et notons 3
o
Vop =/ % Vo) Z,(ap) o
1 . .
Uy =/ o u(t) Zz(pt) dat
1
ol Z,(P) = J,(e) N,(pox) - J2<pu)_ N, («)
51 nous remarquons que ¢
0 . ‘
N o) O ) A4 |
L (£) 2,(op) do = - g° £y = “f"‘/”ﬁﬁ ) <l 2,173
i
1

et de plus que ¢

o0 :
o 2,(ap) do = %Z,(a) =;f {Ja(p) N,(p) - 3,(p) Nz(ﬂ)}

L R I -]
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Utilicant lesv formules de rdécurrence ¢
3.(p) =23 +30(p) et N (p) =21 (p) +N,(p)
1 S p 2 2 LS p 2 e

(51 M -—?_
et la valeur du Wronskien s W {Ja(ﬁ) 1\2(9)} = %p

on obtient
Q0

-1 2
o Zy(up) dn =~

1 ®p

2,174

Le systime 2,171 se transforme en ¢

2
p v0ﬁ=4b1uﬂ
- 8b, V
2 11
U =wdb, ¥, -
p 1Vop =

réeolvant on obtient ¢

32 bf v, 8 bV,
V = ot U =a=—. - 2,175

op n2 le&+16b2 Pz 4+1€~‘n
g 1 P 1

2.4.1.1 Rotation provogqude par un moment iﬁi1

Le moment mul en t =1 entraine lo condition :
]
—b1=s1[vs ]1+VV1 | 2,176
’ o0
520y V[ 3,(p) Mp(ep)- 3,(¢p) B, (p)
SR 2
B /o e uye) m(e) (% 16 67)

V., 8
orxV=11-v
8

(87] ¥ L »
16 02 v, 3,(B) M, (p)- 3, (tp) N, (p)

g n(s 31)1/2 o H;(B) Hg(ﬁ) (B4+ 16 bf)

' 2 o 1 N
s, |V 2o Vome _1_6_._‘?,.1_.5_ Ja(ﬁ) Nz(ﬁ)" 32(5) RZ(P)
1 1 1

‘ : ap
" o BEE5E 6160

- XN N
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Comptec temu de W (J (¢) , hep) “ , nous obienons 3
, v v, [ P
5 [v ] = = V- ] , S Yo
1 Fooar @y Yy 2y
5 14 " B (g% 16 69) 1)(p) w(p)

d'or portant cetie valeur dans 1'Cquation 2.176

il vient

b, b,
.v = 261??
1 5 42 ] OO0
T wv+ * b1 e
- 2 4 .. 2y 1 2
= Jo B+ 16 v3) i,(p) B (p)
2.44.1.2 Dilatotion au droit de la base provooude por un monond TH
La dilatution radisle est toujours donnde pur 1o formmle 2,102
K, sin p tg p .
D =~ (30 = vU)
Ee
or ¢ w
8b, V J(p) w,(pt)= J,(pt) u,(p)
Uz---%’? Tt i
o Bt 16 5 1 (p) ()
w ] 1
. 4 b, V, J(p) N, (pt) - J,(pt) 1,(p) 5
T T 2 B oap
% (s s, NE o (B™+ 16 v3) 15(R) m(p)
et s (o'0)
®1 [U ] =TT i 2y ol py 2
8 K y -
1 x o (B'+ 16 b1) Hz(p) 1 (p)
d'ou s '
2 ©0
8 vy B ap
i, By sin B tg B %2 o (;34*% 16 v5) 1.(;) af?(p\
d, = = . = 2.178
! E e 52 b, [0 ap
f = v+ 5
n Op(;mmb)‘z(p)\(;)

g0 v e s
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2e4e2 Cas dtun effort radial F.} appliqué & la base

Nous le considérons positif lorsqu'il est dirigé vers 1l'intérieur
puiaqu' il produit alors un cisaillerient Q poaitif sur la petite base. Nous
écrirons de plus ¢

y ka Dtgp X 8 Q
Vo= et U= =
Tt By T fe 8 Y
=g -
V=V°.+V1bt et UnU°+t 2.179
Les dquations de base deviennent :
-1
LV°=-4b1 tU°-4b1 t
-1
LU°= 4b1 1;'5!0+4b1 V1 t
qui se transforment en 3
8b
2 1
V. =4b U _ +
P Yop =% P1 Top * T2
8b, V
2 . 1_1
U _ zedb, T & oo
P Yo top = T2
d'olu résolvant 1'on obtient 3
, 2 B
32%v V 1 8 b 1
V = 1.1 . - 1 ,
op npt phesn n phhe b‘f
2.180
8b, V, 1 52 %% ¥, 1
U o= . -
op % p4+ 16 b? I ‘32 p4+ 16 b?

2.4.2.1 Rotation provocude sur la petite base par un effort radial F1

1]
La condition de moment nul est donnde par 8, [Vs ] + v V1 =0
1

se90 00
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o0

2
ooV 2w, 3,(p) B,(p,t)= J,(pyt) N,(p)

° n o P zi;(p) ié(p) (g% 16 bf)

(4.9)
8v, [ 3,(p) N,(p,%) = 3,(p,t) 1, (p)
‘ B ap
0

* ), ) 20 (% 16 u)

et ] . 2 o0 B
8 2= am aw
el R o e (e 16 ) B(R) B(6)

oo
8 b, B ap
32 o (p4+ 16 bf) H;(ﬁ) Hg(ﬁ)

portant dans 2,176 , on obtient

i |
6 b’ﬂ// p ap
;- 7/, % 16 ) B (o) E(p)

1=V + :
TTTR S, b Gt e 6wl EXGp)

| 2e402.2 Dilatation sur la petite base provoquée par un effort radisl F1

2.181

La dilatation est toujours domnée par 2,122 .
On a d'autre part ¢
0 |
vl 8y, V, [ p ap
|| ==Yy T2 P
] : ,
1 A [ (6% 16 ) my(e) ()

o0
52 %0V, ap
TR e @t 16 62 () E(p)

oooooo




d'ou l'on tire 3

. |00
F, r, F, F, 32 b ap
¥ === LERR S i NP
ioe " o P(p'+16 v,) 1, (p) i (6)
0
8 b, 6 dp
2,182

R R ARHOR L




Fig. 2.2

Figo 203




Pig, 2,4

Fig. 2.6

63

Fige

2.5




0,8

0,2

0,1

"
Posant u = 2(b) /2

64
Courbe 2.1

la formale 2.59 devient .

‘::‘ .. :Ziz._.. ' 2‘\}?
RS |
g2 L
2 J // ;
T
/
/’/
/
/
i
/
/
J
/[
|
/
/_
/
/
/ w22
1 2 3 4 5 6 8 9 10
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Courbe 2.2 oo
Posant u = 2(b) V2 | pormile 2.60 devient s 2___:_
KFZ | “E+ u
Y2 1+v+u Z
1 -,
y
0.9 2 _/, //
an
0,8l [
//
0,7 -
0,6
/
/
//
0,4
-/
By
0,2— / /
" / 1 u = 2( 31/2
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CHAPITRE TROISIEME

3., ETUDE DE LA FLEXION DES COQUES CYLINDRIQUES D'EPAISSEUR VARIABLE

) L'étude de la flexion des coques cylindriques d'dpaisseur variable
présente un grand intérét car ce type d'enveloppe & de nombreuses applications

pratiques tant en génie civil (réservoirs, silos, etc..s) qu'en construction méca~
nique.

Nous examinerons ici 1le probldme de la flexion des coques cylindriques
d'épaisseur linéairement variable qui peut &tre traité analytiquement. FPour le cas
d'unc variation quelcongue d'épaisseur, nous renvoyons le lecteur & la deuxiduwe
partic de notre étude qui traite des méthodes de résolutions numériques.

3.1 Equations de base (Voir Fig. 3.1)

et

3.1.1 Equations d'équilibre ¢

3.1.2

3.1

3.2

34

345

3.6

L'intégration de 3.1 donne N = No d'ol 3

2
v, % N _ No(1-v)
ds a Ee

N
& o X
a

ds DN

37
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3.5 a'éorit alors 3
- B2
n .y w+V No

3.1.3 Equations do base

30103.1 :“,,;’; [ W2 €L B eI tAL

Noue poserons (Voir Fig. 3.1)
e_-‘ﬁs d'olr e, =ps, et e, =ps,

Dérivons 3.2 tenant compte de 3.8 nous obtencns

14 a‘%ﬂy-g’;(r/-) +d & (5 /o)

8 a ds

En dérivant 3.6, i1 vient
| 2
L@, 2y,
ds ds Ep
qui peut encore a'écrire t

2
1-52 a_ 1 4 say‘n- 12{1-v2Q
ds a8 ds

Par les changements de variables
y=Y/s et Q=x38
3.10 et 3,11 deviennent s

%;s%’-%" -3-2-9-1-5 %—;(p/u) +'-!;’— daxo/s)

2
i & I, 12
8 s 8 Ep’ x

de

Dérivant 3.2, i1 vient tenant compte de 3.8 1

18 By om X o,

a o

ssssee

3.8

3.9

3.10

3.11
3.12

3.13

3.14

5.15




68

Par dérivation 3.6 se transforme de méme en

2
Lhiﬂ ,1?.(1%-“_).Q 3,16

3,2,1 Trensformation des dquatioms de base -

Nous poserons ¢

- I 4 | - X
V=27 F U=F 317
a k
2
2 2 4 12‘1- v }
'b1==k 8 'b2=k 8, o k = 55
R a B
F est un effort de référence ayant les dimensions d'une pression.
Avec le changement de variable
1/2 1/2
t=(s/s) , p=(s/s) 3.18
les équations de base deviennent
LV=4b, tU -‘?-f-i-( t"2)+3-!’—ﬁ S t2) 3,19
- 159" F at \P aF  dt'o .
LU=«4 b1 tv ‘ 3620
S, ‘ g__ d ") & (') :
oi L= at t Fraaa 3.21

3.2,2 Cas d'une pression p =~ p, ou telle que p = p, ('z- -1)= P, (ta- 1)
1

En posant F = P, les équations de base identiques pour les deux répar-
titions de pression ici étudides a'écrivent s '
LV=4b tU=4t

3.22

ses o600
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54 V1 et V2 désignent les rotations aux droits des bases, nous pouvons
écrire
- 1 2_ 2 2_ 2 =2 '
Vav + 94_1 (v, p°=v,) &+ (v, p V) et ¢ 3.23

Tenant compte des résultats des différents paragraphes du chapitre 2,
nous écrirons 3

2. _ o | -1
% Vo= 47D Uy o [21(“11) =P g (“n p)]

3.24
2 4 b,
o, Un=-4b1vm-*a:-[v12(a)-p 1(& p)]
Résolvant le systéme 3.24, on obtient
s [ (0)- p ¥, 2 >] - (o )- ¢ 2,00 p)
V =« Ve Zy(o )= p V, Zo (e p) - [Za-p‘Zap]
on 4 2 n' 4 2 1“'n L
un(un + 16 ’b1) (X.n((x.n + 16 b1)
3425
4 b1 o 16 b1 «
U= - —-—-——-—E—-4 5 Vg Zylo)=p ¥, 21(ocnp) + ——-—-—-—-9-—4 3 [21 o - z (o p)}
(x.n+15 b1 “n+16 b1

d'ol

VaZZ(or.t)N on+ [( p V)t+ (V1p-V>p t] 3.26

3.2.2.1 Rotat au droit des bases
Le moment nul sur les deux bases s'exprime par @

L _p & . -2[.@1_] |
M = Dda DS sds Y 3027

d'ol les conditions

' ]
o [1) hem [ ory o

ae 9000
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329

R
"\
- -
am+ Aw.
al o
o
b
4+
-
b
20.. - o =
+ >~
N f @
[«
! wz
o~ n*uuu
o

d'ol le systéme d'équations 3

1
Y,

o0
+16b2
n=1

3.3
3.32

—
— e
-— _v-n
< 2\/_ X
MW#\)/h,m Tznr
smwv i Mrmu
+ 8%
<+ o <«
~l o t ' ,
—
o~ n&umu nnmﬁuuu
8L~1 _nm.
< ~a¢nr ““.
PO
BIANTE ol
< ~ o
bt +
 S—

sseeee




p s X5 2 ooﬁa
v1°,..1.. -4 ;l+—%z;ﬂ}[4 +16b122;ﬂ.}
A | o= B P o Blle- n=t B
fore) o0 oo 2
2 B P 4 p
E?.L_+16b22-3 -4Z—E+—-z-9-—- 3433
4 1 1 7n 7:1 2 7n
ol L 1=t n=t P P opat |
ol 00
o0 : 00 2
4 2 2
2p 1 2 B 2¢ P
A - - +16b$§;;—- - +16bfz-$— -1 +16b12£-f-
p-1 o1 2JLP-1 e p=1 nat °
3.34

‘ Remarquons que les rotations au droit des bases sont identiques pour les
deux répartitions de pression P=p (;g -1) et p== P, (Voir Fig. 3.2)
1

Rappelons que 3
2.2

P £¥p p P & p p
y1o - 0 V1° ot y20 -+ __________gvao
E 8y’ ~

Ee

342,242 Di es au droit des bases 3

Compte termu de 3.2 1la dilatation radiale dennée par 3.8 s'éerit s
2

_ 2 a p
- = a_. - ﬂ
T I YC SRS ST 15
Or, d'aprds 3.25 i
co
U= E Z,(x t) nf v
=1 )

d'ou 3 oo

P o 2 N alp
i ° B ° L.08
a1[ua]1 4 v, V, E ten v, E "
‘ n=l 2 n=1 o

60“2 16 b ooazﬁ '
+16b12‘&‘--—-{lzu 336
Y, T, |
n=l P 0=

ts 0000




T2

© 2 o 2 2
' Po o P Po °‘-n pn
8. |0 | ==40b, V BBy ay v
2| 8 2 11 ¥ 1 2 yn
n=1 B =1
oo
°°azp 16 b “zpz
+16b1z—%-—3-——-—é-’-z-9—;—9-— 3.37
n=t 1 P o=t B ‘

Les dilatations radiales au droit des bases s'éerivent donc @

pour une pression constante p = = P,

2
a p '
= — X -
'1 + E e 81 [UB ] 1 } 3038
1 1
a2 )
' V -
112=+'———-QE8 {52 [Ua] 1} 3.39
2 2
pour une pression lindairement variable p = P, (‘g—- -1)
: 1
a p v ]
= J
w1 + E 91 . 51 [USJ ; 3040

2
a p . 8,~ 8
- o 2.1
Wy =+ Ee2 {32 [Us_2+ 8, } 3.41

Dans les expressions 3.38 et 3.40 5, [U;] est donné par 3.36
1

. ?
dans les formules 3.39 et 3.41, 8, [Us] se calcule & l'aide de 3.37.
2

3e20% Cas d'un effort de cisaillement Q1

Les équations de base s'écrivent

LV=4b1tU
3442
LU=~4b1tV
Nous poserons
4 -2 2
U=U°+-j4i~—-[p t -t] 3443

p=-1
V étant toujours donné par 3.23.

beoces o
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3.2+3.1 Hotations au droit des bases provequées par un effort 01

Les équations de base et les conditions aux limites des fonctions U et V
sont identiques & celles du paragraphe 3.3 du chapitre 2 (§2.3.3) sil'en pose
Q
F = ""l' .
% : | ,
Compte teru des valeurs de 8, [Va] et 5, [Vs] calculées en 2.33
' 1 2

et des conditions 3.28 qui expriment que le moment s'anmule sur les deux bases,
nous obtenons le systdme d'équations 13

4 o0 2 el xR 2
2p 29 B o
2p -SRI I i 2N Pl . z..a_
- n=1 P Nt

P n il n
3.44
2 o0 R 2 R 2
2p 2 B 2 2 B « B
-V, T+ 161 _;3+v2'4 +16 b -%-.._41;1 -9-7-——%
p=1 =l 2 p=1 =l =i B
d'olx 1'on tire @
- 0 21 2 2 0 & 2
Q 4b J1 2 2N Pa N % 2P 2N P )% ta
V1 = 2 + 16 b1 Y ¥ ' + 10 1 Y Y 3.45
A ,.p-‘l o] n - SN p-—17"; et n v n
4 00 O 2 ot R 2
4 v 2 1 2
VQ1... 1 P + 16 b2 — :9-—-‘-33- P + 16 b2 EB. -8
2 =" 1 L7 Y T, 1L, Y
. LLP- p=i 2Jd gst B P n=1 n=i =2
3.46
Rappelons que 3
2.2 e .2
a k Q a k Q Q
y?" sm;‘lv?“ et y:1' s""-"'—l"va 1
E s, 8 E e, 8

et que A est toujours domné par 3.34.

5.2.,3.2 Dilatations au droit des bases provoquées par un effort Q1

La dilatatien radiale est en ce cas

2.
Q
w Eea1 ds+U} 3.47

LR B NN J
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01’, (Voir 20305)

o . [+ 4 p+
51[U;]=—4b1v112—$—+4b1\1’212-&;—3-16b$ ;—1-..7-- 3.48
o) 2 2 o 2
qzﬁ Q1 o 2 2
az[U]=-4b1 V.' Z-—n,-;-—n+4b1 V2 --‘|6b1 - 3.49
2 o B =i P g o P
dfol 1
2 —
Q a8 Q .
w1‘.--—l{a1 [U;] +1} ' 3,50
39131 1
2
VQ1= [U] 351
2 Eea 2 ' *ot

3.2.4 Cas d'un effort de cisaillement Cl2

o

5.42 est toujours le systdme d'équations de base. Nous poserons s

P
Fe Q2 /82 et U = UO + "-4"2"‘" (tz- t-a ) 3.52

P S
V identique & 3.23 '

3.2.4 1 Rotations A droit des baaes provoquées par Q2 (Voir 2.3.4.1)

o0 o0

- 2,4
4% 2 p
qun_- ] +16b -3--2- +16b2 -ﬂ—-&
. | 4 1 y
_A p=1 o g a
3.53
o0
2 2 [t > 2
4b, |2 1 2p B ® B
V:a.—-—l +16bz JX -Ir+16b§2;ﬂ-} —Ay“&
A o= nnu p=1 net Bdpat B
' 3654
Rappelons que s
2.2 2.2
@ LXKy & g £¥ g
- et y B"‘-—-"""‘"""‘v
Ee,' 5, 1 2 Ee2522

est toujours donné par 3.34.

sossoe
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3.244,2 Dilatations au droit des bases provoqudes par un effort Q2

La dilatation redisle s'exprime par

Ees

a
y—— [su' +u] 3,55
2 8 :

Utilisant les résultats du parsgraphe 2.34, on obtient

szma szuzp o 268
31[U']=-4b1v1 z-f-+4b1v22—£y——2+16bf N T 3,56
! =1 2 n=t D a1 ® P17

o0
onoma q, w242 , 82 o4
g, U =-40b, V Z—E——E+4b v LD 6y B
2 » 11 Y 12 1 Y i,
na=1 n n=1 =1 B® P
3.57
d'ov}x: 2
2% oy
w = 8 U 3058
1 Ee1sz 1[5]1
az” '
g g [sz[ua] +1} 359
2 Eezs2 2

3.2.5 Cas d'un moment M1

Les équations de base sogt toujours donndes par 3.42.
4, B

Nous poserons F = 12 et effectuerons sur V 1le méme changement de
variable défini par 3.23. 2

3.2.5.1 Rotations su droit des bases

Les équations de base et les conditions aux limites de U et V sont
identiquee & celles du paragraphe 2,3,1, les expressions 2.96 et 2.97 donnent
donc les valeurs de s V; sur les bases,

D'aprés 3.27 on a

M=aDg? [sx;-r]

L
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dtol : » _ v o _
-kg 8. %— '==[s V' - V] . | ; o ’ 3060_
2 | S :
| o A
car posant F = 3
’ . a
on a3 '
B | & | , R
V= = Y et U= —5=—x , 3461
L ¥ FR -

‘ Les conditinns de moment nul a‘expriment ‘alors par ¢
- , = s, [v ] -V, et 8, [v&]2 -V, =0 3

On obtient ‘donc les rotations au droit des baaes en remplaoant dans les
formles 2.99 et 2, 100 v par -1 d'od s :

M, b o p‘ | T
vv11= L k16 ba-z.-ﬂ- | o  3.63
o A ! ol o PR

LP Dl :
8, b |2 3 X2,
A 4P +16bfz-3} 3.64
- 1 . Yn
P T

A et tcujaura donné par 334
Rappelons que : .

b, Efwow oM el A S
- EBe | o Bey

3.2.502 Dilatatiam au droit des ba&as provoquées par un moment Hl

N T O .
On a1 w'a [a Us +tﬂ : : 3‘-,.65
. T Ee . 1

- Compte temu des résultats du parégr&phe 2.3.1':.2 ‘nous pauvons’lécrim‘ 3

Peeses




T

) o " oe) 2 W OC)O‘Q‘3 .
o ; . ‘
o o' ] =-ap, v, ) B sy V,"Z—’l—'——’* L 3.6
118], 11 Yy 172 T .
=l : n=1 : '
| ©0 B T
S AN M, o p | |
sz[Us] =-40v,V, —,l‘-,‘-;—«ﬂwn)1 v, Z—ﬂ-;;&— - 3.67
Portant dans 3.65 nous obtenons
, avipin,
] = e .
L Ea1 A
o R 22Q 3 r_ 2 © 1L g
2 B | X 2 _ B, . o B
- -+ 16 bz‘v'..ﬁ-] 2.&._ .......f_..,.qs bzz.& XM 3.68
i AN T, 4_ 1 Y, T,
P n=1 n=1 P=" " et B pm |
W,  4vp°M 1
v, = -
2
. Eea A
| R & 2 T, 2 R 1L 2.2)
2 2\ P %, Py |- 2P 2\ Py o P |
4_1 -1 Yn Yn 4 - Yn Ya
L o= ot P SR e _

est ﬁmjours donné par 3.34

3.2.6 Csluavd'un moment !f?‘

Les équations de base sont t’oujmirs exprimées pAr le systime 3.42.

2'.
‘Nous poserons F.= =3
: o a
diol |
& . & | S
V= ==Y et U= 5—x , 570
Y R T | g

" Nous effectuerons sur V lo méme chengement défini par 3.23

LI
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3.2.6.1 Rotations au droit des bases provoquées par un moment Ma

Les équations de base et les conditions aux limites de U et V sont

S

identiques & celles du paragraphe 2.32.

On a3
] V ]
B, [VS ]1- V1 =0 et b2 = 8, [ Vs]z - V2 3.T1
Les rotations s'expriment par i
o K , 00
M - b 2p 1
V2 et [+ 16 bﬁg — 3,72
ot g Yn c
. ZX L P et
M, =~b 2 B :
P +16v° ) B 3.73
1 A 4_ 1 7,
: ‘P n=1 '
[ﬁs est toujours donné par 3.34.
. Rappelons que @ ‘
m, ¥pin, M M L Y T
2 2 2 2 2
vy o= Vi st v, = V2
Ee Ee

1 2

3.2,6.2 Dilatations au droit des bases provoquées par un moment K,

- La dilatation est donnée par 3

2
P H, '
W= - (5U8+U)
Ee

Compte tenu des résultats du‘paragraphé 2.342.2 les dilatations au
droit des bases s'expriment par ’

2
Hy 4D by K

.2 1
2‘—.0-& [
E e, | : Z§
oot e 1R, 2,2 2 @Rz,
l 4? +16bfz-}-‘]z—3—;-&--[—%—f—+16bfz-f}z-%—3 3.74
p=1 pe Mp=t P p-1 p=t 2T pet 0

RN AN
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M

3
Ea.’ -
, 294 2 292 % ..qz |
T—-—+1eb1 z—&-«a T +16b 273 —%-V 3.75
p=1 'Ansi : Pt el 2 pmt B

A est tou,j;ihre, donné par 3..,34.

3.27 Cas d'un effort normal N

: Ce cas se déduit facilement de celui traité ﬁ” 3.22. 11 estA en effet
facile de vérifier qu'une premidre constante p==v ao pr ovoq ue le s s
rotations sur les bases qu'un effort de traction.

_ Posons F = N‘o /a et par conséquent 3

B p

. Ep L -a.“x”,'aQ.
VW om ‘Y = ~y8 et Us s '
ak~2 b .a'kzN_ No_ a'n,o ,
, 0 . o
3e24T et Rotations &u dro_iﬁ des Abaée‘s p’fovog,uéés par un éffort' noymal N
Nous avons 1
N P N P
0 o ° °
V1 = vV't' V2 s«vvzv
E _ o .
L  Remarquops que le V1° oalculé en 3.2 .a 1 correspond é une pweaaion
constante p = = R
" On montre que 3
N . N P
.0 (- o . (]
W=V w, ‘be-t Wy =V w,
w1°' et wg‘o se caloulent & l'aide des expressions 3.38 et 3.39. .




Fig. 3.2 -
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CHAPITRE QUATRIEME

4., BETUDE DE LA FLEXION DES COQUES SPHERIQUES

Dans ce chapitre, nous étudierons analytiquement la flexion des coques -
sphériques d'épaisseur constante. Les fonctions propres des operateurs sont les
fonctions de Legendre de 1dre et 2ime espdce PI11 cos P ) et cos (f )

Dans le cas d'une calotte aphérique d'angle solide qualconque, les fone-
tions orthogonales 2 considérer sont les P (cos q:) Les valeurs propres sont
solution de 1'équation 3

1
P (cos O 0
1(cos 8) =

ol © colatitude du cercle de base est une constante et p degré de la fonction
de Legendre est l'inconmue. Ces valeurs propres sont bien conmues = cofs L. ROBIN (6)
' 1

Les normes P’(cos ({9) d(‘;_ conmues et tablées permettent de résoudre complde

_ cos 9
tement le probléme de la flexion des calottes sphériques d'épaisseur constante.

Plusieurs auteurs, citons E. REISSNER (7), W. Z. WLA}SOV (8) ont étudié
la flexion des calottes sphérijues peu profondes correspondant & de faibles valeurs
de ®, La méthode analytique que nous utilisons permet de déterminer pour quelles
valours de © 1les hypothdses simplificatrices utilisées par ces auteurs sont légi-
times et quelle est la précision de leurs résultats. On montre en effet, voir
L. HOBIN 26) Pages 67-68 que les fonctiona P1(cos @) admettent comme premidre
approximation  x(2 o)y (x) ou P (2 w+1) sin(e/2)

Nous étudierons d'ailleurs complétement le cas d'une calotte hémisphd=
rique et montrerons que les coefficients d'influence sont trds voisins de ceux du
cylindre_tangent.

Dens le cas d'une coque sphérique troude, définle par les paralldles &
et 92, les fonctions propres prennent la forme

P:t(cos ({'p ) + B# Q:L(OOS @ )

Les valeurs propres correspondent aux zéros de 1'équation

1

P:L(coa 6,) Q:L(coam 8,)- P:‘(oos 8,) Q;(goa 6,) =0

Les gzéros de cette dquation et les fonctioms de Legendre de deuxidme
espdoe ne sont malheureusement pas tablés.

Nous donnons dans la deuxidme partie de notre étude une méthode numérique
permettant de résoudre le problime de la flexion des coques sphériques troudes
pour tous les cas de charges pratiques.




4.1 Equations de bese (Voir Fig 4.1)

Les deux rayons principaux de courbure sont dgaux au rayon de la sphdre

r’srzaa

Les équationa de base 1.26 et 1.)7 deviennent i
_y'!o- (cotg?+ 3e'fe)y'- (eotg (p + V- 2——-—- cotg CP ) y

g |
.- 5‘3—3-,- 8ot +v) (v'+ 3 ve'le)

¥

Q"+ (cotglp - e'/e) Q'- (001?8'2? -V - ________v;_a cotg @ ) Q

S+ A 1+

. ' L . 1] : » .
= . e-aFn+aFne/e—a(1+v)Ft

asinzc(? ©
+E e.(y-oc"l")

Les équatians 1 34, 1. 35 et 1.36 se transforment en §

_r r1(1§‘ ain(f-F coa@)d({)=a ain?/(ﬁ‘ F cetg(P
-5 4+ A
, N=Qcotg - 4.4
- (F asin@‘ '
'n=Q'+aFﬁ+ “"&LA-“" _ ’4..57

_ Avec les changements de variables IR
“_yafh’/g et Q=Xh1/2 | 4.6
les équatim 4.1 et 4.2 se transforment en i .
LY 'y i -1-1-:. 2 R ‘ A ' . .
LY + {1- v -.,%(1-5 2v) 5 cof:g(p -< (hv/h) - %(h»/h) }Y sip@

EX 06 - sa(t+v) (' 5 ¢ 0'/m) w72 oin
~Eh g <anli o9 (03w 0¥ e

4.1

402

)ae 43

4.7

LA N NN
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LX+ {1 ‘v +-;-(h'/h)’- %-(h‘/h)a+ -’-—-‘-;-3—-‘1 %—'- cote (p} X sin ¢

L. (wv)xnx’/2 aF h"vzain?a—af‘ hh’/aamgo-a(xw)th ainfy
““mq’ S
+‘--:9-? Y sin B h1/2T' sin | 4.8
- a.(p- eo‘ & n ¢ | 4
ob y - , ' /
La-a-—%i)—- a:m(f%'(.'cg"- ;’i‘s—%‘ ] ' 4.9

Dans les expressions 4.1 & 4.8 les dérivées sont relatives i la
variable QO oolatitude d'un point de la aphdre.

Les Squations de base se réduisent & 1 -

y'!r cotg ¢ y'-(ootgch +v) y=- azQ/D- a os(‘1 + v) ‘f'

. S 4,10
" ', 2 ' v '
Q+catg((> Q ~{coty (P_-v) QuEe:‘(y-me)-aFn-aO +v) F,
Ces équations peuvent encore s'éorire 3
"Ly+(1=v) yoein @ ﬂ_-g___Q.ﬁ.gAg_SE___ a1 +v) 'r'rbsin@
4.11

LQ+(1+v)Qsin(P =E e (y—oeT)sin(P -a® ain@-a(uv)s' sin @

oh L est touaours donné par 4.9
' Si nous effectuons le chan@ement de variable a = cos (f s nous cbtonons s

’L/Bys-(h- v) y-u+am(1 +v)'c(1- )1/2

/2

Lyt=-(1+v)Q+Ee y+EBe of(1-s) 4.12

1/2
+aP(1-6®) - a(1+v) P,

sesan e




< (1~82)m“‘(‘:)_ SR 4.13
Dans les équations 4 12 et 4.1% , toutea les dérivees sont relativos

a la variable - 50

v ‘Les relations entre Ny, net Q sont 'téujodz;a doxmée‘s par 495, 4.4 et
. 445, ' L : . . ’ . ..

" Les momenta définis par 1;24 et 1‘.’25 deviennent i i
N -!-_--]-;f- ‘y! +vy cotg ¢ + alt +;v) r) _
: | . o o o 4oi4h
'mgn-% (y cqtgq:_ + \_(_y' +»on(1 + g) 'c) '
" Les dérivéea sont effectuées par. rapport a @
Aveo la variable a les équationa 4 14 8o tranafoment en 1
p=1/2 L A
n=-—(1- ) (1-s)y-vay q.(1+v)-r(1-a)
. : ) ’ '4015
-1/2 2 ' ' o 1/2
maD(1~a) (1-‘-'3')\"y;-sy-cx.(1+v)t(1-s:), :

I XR RN ]




(Voir Fig. 4. 1)

Nous examinerons les deux cas de charge 3
- efforts radiaux appliqués au cercle de base
- moments appliqués au cercle de base. - ‘

Les contraintes et 1es déformations provoquées par un gradient de tempé-
rature v constant se déterminent aisément (voir coques coniquea) 4 partir du
deuxitme cas.

: Un. champ de pression constant équilibré par des efforts normaux ne pro-
voque pas de flexion. L'étude des deux cas sus-mentionnés permet donc de résoudre
compldtement le probldme d'ume calotte sphérigue soumise & une pression constante
et astreinte & certaines conditiona de déformatioms sur son cercle de base.

Les équatione de base se 'ré'duiaent} ar
L‘f’ y+(1-v)ysinq;> . ainq?

_ VL((, Q+ (1+v) Qkin'(é = E °y ainq:v. -

Le moment s'exprime pa.r 3

,,,-..(w )

Nous poaerons s,

12(1 2) we)
Z‘sQ/'F et Y =Dy/e® F
o f e o - e
3‘95 est un ’élffo_r't' unitaive de référence i
Fe = Q9 .dens _l.é cas d'efforts rediaux appliqués au cercle de base.
|  Fo =Ny /a dans le cas de moments agisaént sur le cercle de base,

' 'Le changement ‘de variable 8 = cos CP transforme les équations de base
en‘t L .

Lsrs-(j-v)r-z

2 4,17
.LBZH—(1+V)Z‘+kY ) . eessss




86

L'opérateur Lg défini par 4. 13 ost 116 aux fonctions de Legendre
associees et admet les deux solutione particulibres s :

Y S | o

x(1-vx2) et (1= :2) _ : 4.18

4.2.1 '_Cas dteff

Les conditions aux limites sont pour ce cas 3

2=0 pour s=1 L2 =1 'pw.rf.ss?ée = ¢os ©
Y=0 pour s=1 M=0 pour s=g =008
'Si nous posons $
. . 1/2
. 11 + 8y . 8 : )
2=l 4 { = 59', =l + £(s)
B 1_'.‘-50__,1.4-5'_ »,
» ‘ S /2
o 1-|—ag 1t-8) .
Y=V + Y o — - =V + ¥+ f(s)
*e -]

Les éc;\uationé de baée déviennent alors ¢
LV a-‘(1- v) Vol [(1- v) Ya-v 1 ]'f(s)‘
LU=~(1 +v)U+k2V_-.[1 +v-k Y, ]f(a)
ng oconditions sux limj.ftea se réduise’ntv at
Va0 pour s=1 et s =8
U=0 pour sa=1 et .“:"_*‘59.

'_L'éqqation, H
L,V + ,\ V=0

| ‘admet les foneticm de Legendre assocides de promidre espdoe P (s) comme fonoctions
proprea 8i le degré i satiafait A l'équation H

'P“(coae),a'o I 4.21

LA RN RN




Lea valeura proprea cmeaponda.nm sont alora t

Aewany "z

 Pour 1étude de wquntm 4.21, nous renvoyons le lecteur & llouvrage |
de Mr, L. ROBIN ®), Tome 1, Pagu 61 me. - | |

[pomarquens e Pm(:) Pm 1(:) quela que sa:lmt m 2 ot n (ete L. ROBIK (6). 2. II pe 15)"

La fonetion P(s) est dmaymétﬂmmmwta nm—% Laanéml pa
considérer nantz dm peux mpér:taura é - 1 ' S ;

Les fonctions P (n) trmant a nmbreuaea applioatim dam la mniqae
mhémique of. L. ROBIN (5) Vour aussl M1, cmsw et mam (9) p. 48 A 254. |

- Les normes 3

i-| e

cos. o

e 1{- mz;b 4 a . |
o 2wt dp | ds 08 ©

sant tabléea. La résolution ompléte du probldme de la flexion des calottes
sphériqms d'angle solide qmleunquo est donc pcuihle.

4.4

“9 <1 +.8 . d 3 L : essnse
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Remarquons tout d'abord que P (s) _est sylution de . /2
, LP(a)+u(u+1)P(a)=O ‘tandis que ( ) satistait a L (
. On déduit alora que :

1+8 1+a)

1/2 N
G=2 ;) { L P;('g) +ulp + 1) r;(.)} - p;(s,)- L (1 =8 " "

ot o ttve B
g_. 2 1/2 1 eb1/2 |
ds (- &%) (1+a) sP(") P(‘) }(1+a |

/ .
1

‘ _ “"l*(ll'* 2 (1 +s Pp(')

1'on obtient Q;nﬂn s

1 | | |
1/2 | a2 12
[ o e [ [ P<~>L<:::>’]]

% ,Gﬂ
| 4,25
Sachant que pour m entier i
P8) = (1~ &2 m/2‘Q2~ )
”(ﬂ) = (1= &%) oF Pp(s
ona s |
| . a2

ds p(') 2= P (n) + (1 8 ) P (3) 4.26

T 8

Compte temu de 426 et du fait que P(a)no paur 8 =co8 ® ot
8 =1, 4.25 se réduit &

1 o <
1/2 1- ‘
/ G52 pl6) as = s Bola,)

e
d'ou . 1/2 |
fum' | % (u) £(s) ds ==-‘-'m- i(%) 4.27
8 i ' .

000000
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Le systime 4,20 se transforme en

wlp + 1) vﬂn (1= v) vu+ u;[@- v) Yy + 1] r‘;

. 4428
2 2
U= {1 U w - M +va=k X
Wut D= e T v 1evaifn g
résolvant' on obtient :
(1= v) 3 (p + 1)= (P4 1= VP plp+1) ¢
Vel 5,73 32 3 * 3 5y
® L O S (W = )% K
remplagant ru par sa valeur 4.27 et posant de plus
2 2 2 2
Tus(p, +tpet)+k -y : 4,29
nous obtenons
1/2
(1= cos® 8) Pi(coa 8) 4+ 1 VP '}
V”= Np T'v.\. 1-v—m Ya+1 4.30

On o de méme 3

1/2 - !
(1= cos® @) Pi(coa e) Kor 1a

. 2 :
U~ T [“*2("")]’9*7?7‘17“”“)

»
431

L E R RN N ]




La condition de moment mul entrafne i

-Ql ’ - ]
ds-v---L-‘-szY 0 pour s 8y

\ ' 2,4~
qui s'dcrit encore puisque fs(ooa 8) = = (1=« cos“e)
1+v ‘9 '

B

Tolag) =X,

or s

1/2 el (1= v) wlp + 1)= (&% 1= va) ‘
Vari- @) o T e 2l

o n(uﬂ)ﬂi'%

e
1 |
+ (1= ) ZJWPZW 2.(s)
R MNiTu g ;
et d'apmds 4.26
2

28 |
K | (1= v) u(uﬂ)- (P 1= v --é---2 |
%) “Ye ,Z.; e+ 1) ui T Pulng)

o0
4
+Z p PV'(GG)
w0 "n Tp

Remplagant dans 4.32 on obtient 3 Y§9 =
o0
E Filag 12 7

4.32

4,33

4.34

1+vwﬂe-(hv)z z")(c:s)li"2 +(k+1 v)z

sine

Rappelons que 3

__3.21 } a 8121955 RO

u(u+ 1)

4.35

(R R RN R J
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4.2.1.2 Dilatation au droit de ls base provogude par des efforts
radiaux RO

D'aprés 1.17 (premidre partie), on a 3

Y=t T = “Fe @-VN

avec 1 N=Qcotglp et =n

ap
2
nem % (Z'? -»vootgfp Z)

d =

ou encore @

2
a sin™ € 8in Re v s
D= i (z'+

= = 3) 4.36
Or s

w0 R

K+ 2(1-v) 1, e % (cos ©) P! (s)
Z==Y, 6in 6 E—-—-—-——-———-—P(ooso)l’(a)+(1+v)sin9 | o
® Ne T B B

K1
$ou
Vo)
1:2-0F1-,--v2 2 1 1+cos8® 138 1/2
- 3in @ E P (cos 8) P (8) +
wu(p-&ﬂNzT Ly L 1=-co8® 1+8
et 3 00 2
Ry BTN 2(1= v) P (cos 8)
L= 008 @ = = Y 2 P(eoso)+(1+v)
T '1‘
w=0 1) 1)
o0
- P (cos 8) - = 4437
2
YR in° @
Remplagant dans 4.36 on obtient i
R, asioR | , 1-vcos0}
b = em e -m 4.m
(°] Ee 8= cos O sin2 8

LU I )




Les conditions aux limites sont &

pA n'Qv‘pour 8 =1 _ Z=1 pour 8 = cos &
Y=0 'pcur' é =1 H,s,mg pour 8 = cos @
n'ﬂ‘ ' o |
avec s 2 T Y ;?%;

Nous poserons de plus i
T=V+Y, £(s)

1/2 |
)

o () (1+59- 1 -8
avec 1+ f(s) =
1= ab

*1+8
Les équations de base deviennent alors i
LV =e (1= V ez (1= V) Y £(a)

La== (V) 2+ VP Y 2(s) -

qui se tranaformeht en ¢
+up+ DV =2+ (1=v)V +2 + (1=v) Y, £
sup+1) 2 =+ (e V) 2-K¥ VY
» | S -
a'ol 1!dn.tire.suceeaéivement‘:i |

(1 ¥) sl + 1) = @5 1= VD)

B0 (2 1) i VP
ou encore i - y o
| 1/2 '
2 2 \ 2 2
: ¥, (1~ 8, P lcoe & K + le vy
AT EACL) |

: : 1o V -
' TR (= ey b

S080s s

4.39

4.40

4.41

4442

4.43

4.44
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, d'autfe part @

V+Yf

u+1)~%1+v7

L ==k
LB

Pz(cone

)

.i)'épréa» 415 le moment

2

Mel (e

ce qui entraine pour B = cos & 3

)- 1/2 [(i-bz

s'exprime par i

)JV;-,- VVSS']

E sin ey{sgz ° Y:M- v cos © .YO] 4.46
or ¢ ' , , l
1/ v w2/ 2 2
1/2 <" P (s) P(a,) K+ 1= VT
Y=Y, (1= aﬁ) Z -Ji?&‘i— (1- V- )+ f(:) 4.47
| o ow BT | _”_‘(‘*H)
. E P%(s) X+ 1- vz\ 1
s® 0 2 ( / 2
: e
o up T“ | wip + 1) sin
Remplagant dans 4.46 , on obtient 1
Mo si'n'{e
YQ = ) 4.49
' © T S
1 +vecoad ; P 5 8
43 T ) T

[ E X R RN
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4,202.2 Diletation su droit de la base provogqude par un moment HO

Dtaprds 1.17 (12re partie), on a :

M.eine
d= ,Ee(dCP vcothQ)n e oln G [(1 é)da+vsz 4,50
d'ol 3
| N, M aide
bga- L B Z
(%] B e 8=con o
or t
| x® o 1
2 K 2 1/2 P°(cos &) P (a)
%2 =% ¥ (1= 55) A 4,51
(] ") P N2
w0 O
et ¢
o0 > 2 - -
\ o, My P (cos @) -
Z =X Y v 4.52
8=c08 @ e T N2 ,
o0 Te e
on obtient ainsi
oo . 2
_ < P (cos ©)
2 sie © 7 N
bmea.-k MQ N p=0 | .
) Ee : | OOV __2 ] 2 oG PZ 5
1+ vcos® P°(cos @) (cos @)
5= (1= v) -3"#“5——*-’+(k2+ 1= va)_;_ — .
in” © . T 1 T
® ) Bon WP‘(“* ) N
4.53

On vérifie bien le théorvme de Maxwell-Detti ¢

bmelRayRQM
e ' e 9._9




e 2 ® L, Pl o)
1+voos0 P (cos 6 ‘ P (cos @
RN TR il
‘ ?
' 4.54
Q0 2
j — P(cos @)
7
o Ni »
Yy =
1+ vcos ® % (coa o) _ P (coa o)
5 ~(1= v +(k+1—v)
sin” @ ,v.(u.-l-‘l)NzT
| A - o , 4,55
 a sin® 8 1 R
bﬁgu- : R“ [1-2 v‘[BO-& k+2(1-v)YR9+2vcotg0YM°J
: Ee YHO
4,56
Remarquons qﬁg‘d_'aprés 4423 et 4,26 on »peut»écriré:
‘sin® 4 , ‘ o
o= — P (cos )  P%(cos @) - 4,57
2p+1 ap P L

On sait d'autre part que ¢ cfs L. ROBIN . II P. 168, formile 3.19

P:H(oos 9)-; 2 m cotg © P:(cos e) -(g + bn) (- p~ 1) _Pn(eos ) =0

d'tu , |
Pi(ooa @) == p(u + 1) B (con 0) | | , 4458
Remplagant dans 4.54 et 4.55, 1l vient s
M ' | o -1
o .
YO‘ =

e , 1) P e 1) P ®
1+ v cos @ *“‘"E (2 p+ ;) :(p:) &:éos ) “‘2*“'"2’2 (2 p+ )2 &éoo; ) |
sin® [(p 1) v]-‘: Pu(coa 8) I-Zu 1) 4k v] ”2;“606
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et ¢ ‘ (2p,+1)p.(p.+1)P(cosO) |
l
Z-r(u+p.-1)+k- 2] P(ooae)

t4vecos @ S (2w 1) u(u+1) P (cos &) (2 p +1) P, (cos 2
v +(1—vi [(p e vz_] - (cos ) (1 H1=v z[(

4,60

Pour 1'expression de %;P%coa e) s voir L, ROBIN T. II1 P, 170 .

: n
On sait que_: Pn(coso) =--(_1_-m-5-cotgzi“(-— n, n+1 ' 1-m;sin *)

o (formle 9N To II Lo ROBIN p. 52)
en dérivant, il vient i

me(a) (+8m/2 (n+p)v ' | '
“"}.s G-p) '(M)![\{’(n+p)-\f(n~p)]

ou :\v (s) =%§ J,og(‘ﬂ‘ t)

4.461

" 4.4 Cogues hémisphériques

‘"Encecas t @& = -5 et s9 =cos © =0 , Les fonctions propres deviennent
des fonctions de Legendre P (a) d'indice pair. Les normes s expriment par @

T aln + 1)

n 0 no 2n+1

sachant que Pi(éos 8) =~ a(n + 1) Pn(coa e)

on en tire

Pﬁ(o) ==n(n+1) Pn(o)‘ L )- = , 4.63
" obs |
- B | - B/, |
e R Rk

Nous ne calculerona que Y ° ot Ye9 puisque les autres coefficients
sont des combinaiaons de ces deux coefficients.

LA N R NN

m 41&-1 )2+k2 v2] d 1(oou o)




97

4.4.1 Rotation au droit de la base provoquée par des efforts radiaux RB

i
La formule 5.55 devient : Y;g =

o

2
:E: 1 (n1t) n(n+1) (2n +»1)

5 22n (2'1)4 (n?+ n;-1)2+ K -V

-(1 V)Z 1 (2102 n(ar1)(2 at1) . Oy )Z L (@))? &+1

A2 @ (22 1)2s Eo? B0t (o n1)%4 1 VP
4.65
Le terme général w de la série du mumérateur tend vers ¢
2 2
P(0) |
R Ul b e
n n By ¢
2 [(2) ] |
La formule de Stirling ¢
| = (‘n‘)n 2 1+ ! + 'i'lo ]
nto=\e B o 12 2
n
montre‘qne la série du numérateur converge comme la série de terme général 2/x n?
| o 2
444,1.,1 Valeur limite de Yg pour k  grand

Par un raisonncment analogue & celul du paragraphe 2.£,% , on montre
que pour k grand

(‘RO ) 5 =1/2

1, o (K5 1 - V) - 1/k

Lo rotstion s'exprime alors par ¢

oty % 1 2\
5 Y% "D _...............[}

1
Yo * °k T Ee °

° 4066

qui correspond .. 1. formule .74, page 171 donnde par «1USHENKC {(10) ol il pose

Al = V3(1- ) . py

203600




@ =

Y

4.4.142 Comparaison de YQL avec le coefficient d'influence corres-

;. de longueur

Le tableau Tb 4.1 (voir en fin de chapitre) donne les valeurs du coeffi-

Fo

cient ‘!9 pour différents a\/e ainsi que les valeurs correspondantes au coeffi-

cient d'influence du cylindre tangent de longueur infinie.

44442 Rotation sur la base provoquée par des moments Hg

La formule 4.54 s'éorit 1

-1

o0
2
1..(1..,,):}: 2;.»:;'(2” nlp+1) (2 n +1) +(k+1v)§ &(31)4 2n+12 -
2

@ 1)t ( 2 ine1)4 1Pav? (n24n-1)24 K2y

‘ 4.67
4,4,2,1 Valeur limite de r::“ pour k° grand '
On montre que pour k2 grand 1
!:a L B ﬁ. k-1/2
d'oh 3
aky Ky 4 A% g
)
Yo =7 %="TFae 4.68
qui correspond bien & la premibre des formaules 2,73 P, 171 de TIMOSHENKO (10)
M

4.4.2,2 Comparaison de Yoe avec le coefficient d'influence correspon-

Le tableau Tb 4.2 (Voir fin de chapitre) donne les valeurs de !n“
1la demi-sphdre et pour le cylindre tangent de longueur infinie.

pour
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Ltangle © est faible et les fonctions Pm(cos @ ) peuvent en ce cas

se définir par t

m(009¢)= am? m J_,(x) + sin 2 [%J (x) =3, ,(x)

4069

A 7 _B
*2:‘71-«(") 2

avec x = (2u+1) ain%—
Cfs L. ROBIN (6) T III p. 67
En premidre approximation on peut donc poser s

2p+1 |
m(eoaCP) = '” coa1£ 3 [(2 pt1) sinfg—l

2

Les fonctions propres s'expriment alora par 3

1 2p+1 1 i
P (cos @) == ,c”%_.n [(2\;-&1)31:1-?}

Les valeurs propres, qui correspondent aux géros de P (cos 0) sant

données par

Q

. ein
2
ou encore
1 Q‘n ~ ,“g
o + -— o 4.70

B==3 9 ;
2 sin 2 2 sin Fl
ol « ~sont les zéros de J1(x)»

Les fonstions propres' a'édorivent encore

P (cos @) = -—--i-_ J, ( ain %) 4.7
cos -é-

Les normes Nﬁ se définissent par s

s20800
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sin-e'
1 2 2
o 12 sin — o
N= P1(coaq;»)d cosqp = 5 22 J (—--x-?‘-einfe—)dsin—(e—
P Y .8 @ 1 [ 2 2
e 0 8in 5 cos 3 sin >
o
n t s
= -——-2-:21 J1(t) dt
o 08 3
- 2 @ |
Pour © faible et puisque Q <s® » DOUS supposercns 3 cos - égal
at,
dlou 3 o
n n 2
: ; 1 = -8
Nﬁ = £3,(8) dt= |& 3,(t) 2- 3,0) 4472
0 0
Nous caleulerons Pi(cos @ ) par la formule approchée
o 1 2 o
Pz(cosff) = --9--9—. ‘m& J2 (““&g Bin%")
» 4 sin< cos sin =
2 2 2
d'ol 3
o 2
Pz(cos Q) = ——-n--—vz JZ(“n) 4,73
a 4 sin” ©
Remarquons de plus que @
2 2 2 2 % Yo 2
T = (p+ p =1) + K= v 7 5 + K+ 1= v
L4 2 sin'é'

1 ,
= Y . [and' + 16 sin’ % (k2+ 1= vz)}
sin’ =
2

4.5.1 Rotation au droit de la base provoquée par un moment t‘le

2
_Ii(czs e) i} 42‘ os; siZ:% s:n"4 ] '
NuTu o '+ 16 oin 3(k+1-v)

e300
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2

8 asi.n6 in—4

(]
Pi(cos 8) 2 8is @
=4 4 2 2\
p.(u+1)ﬂi T‘* ocn+1ﬁain%(k+1-v)
HG
d'ou l'expression de Ye =
- gin @
o0 ‘
S o (1ev) ta7(e/2) s 2
1+vcos® -3 7 4 5 % +{X+ 1=v°)
£5 oqt 16 (k°+ 1= v°) sin'(8/2)

4.5.2 Rotation au droit de la base provequée par des

22, stn?(0/2) t6(6/2)
a.:+ 16(k2+1-v2)a1n4(5é§

D1
4474

efforts radiaux B?.

R
(]
Ye =™
s 2
1 Z «  tg (8/2)
2 az 2 4
2 e on.n4+ 16(X°+ 1= v°) sin’ (8/2)

2 atn(0/2) ta2(6/2)

[o%e]
1
1+v cog @ = —
2 Z a:+ 16(1%+ 1~v>) sin

wd(1=v) ta*(0/2) » f
4(9/2) +(k +1= v9m1 0.‘.4

n

+ 16(K%+1= v

2) sin*(e/2)

4.75
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DEUXIEME PARTIE

RESOLUTION NUMERIQUE
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CHAPITHE PREMIER

1. COQUES SPHERIQUES D'EPAISSEUR CONSTANTE

1.1 Iransformation des équations de base

Avec les notations du paragraphe 4.2 de la premidre partie, les équa~
tions de base s'écrivent i

L Y+{(1=v)Ysinlp ==2 sin
¢ 1.1

Le z+(1+v)z3m<p=k2*zsince
oh: Z=QF et Y=Dya®F

et L =%—cﬁsin({>%(-3-g-{(n:-()—?- he

Les moments s'expriment par

- axr_ :
M_.-F(dq)+chotg(P) 1.3
= ) 48
m—-F(vd: +Ycotg(p) 1.4

F est un effort de comparaison.

Par des changements de variables sur Y et Z de la foruwe

Z=q+1(y)
15
T =u+g(P)
les conditions aux limites peuvent se ramener a
q=0 en (p1 et © ,
1.6

u' + v u cotg CP::O en(p1 etCPa

Le choix de deux fonctions f£(P) et g(CF) solutions de L{e) =0
rend les calculs plus aisds,

Avec ces changements de variables, les équations de base 1.1 deviennent s

L{u) = =(1~ v) ursinCP- q sinC? ~(1- v) g sin(p - £ 8in @

1.7
L{q) ==(1 + v) q sinC + ¥ u sin(f (1 +v) f ein(€+ k2g ain(F
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conpte teru des conditions aux limites du type 1.6 , le systiéme d'équations
différentielles 1.7 se transforme en un systime d'dégquations intdgrales.

2 f

u(Cf) =(1= v) KZ(C?,OL) u(u) sin o do + KZ((F o) qla) sin o du + F(LF)
P 2 1.8
P GF.

a((p) =(1 + v} K(f,0) ale) sin o da - ¥ Ky (@) ule) sin @ do + 3(G)

¢ (1 1.9

¢2 |
ou F@) = Kz(ti‘p,a) [ (1= v) gla) + f(u)} sin o d«
@1
@2
et J(({)) = K1(§0,oc) [(1 +v) fla) = k2 g(a)] sin o do
¢

représentent des fonctions de C{J connues, i{,‘(Cp «) et Kz( CP «) des noyaux symé=
triques.

1.1.1 Définition des noyaux

t

Les équations différentielles du systime 1.7 sont de la forme

L) =& p(x) &+ q(x) u=2(x)

D'un fagon générale, si u1(x) et u,z(x) sont deux solutions particu-
lidres de L(u) = 0, l'une satisfaisant & la condition limite en x, =a et

l'autre & celle en I, = b, la fonction d'influence correspondante se note

u, (x) w,(s) ‘
e

w,(x) u,(s)
o 8 \x

AN

G(x,8) =

/O'

2ec s e
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¢ désigne une constante définie par

o = = o) | 0,0 uy(e) = uy(x) o)

G, comme fonction de x, satisfait aux conditions limites. Pour 1l'opérateur-
d ‘e Al {u} . . s
L{u) sin (p 1 “En G les solutions particulibres premment la forme :

'de
A
singp

1.1.1.1 Noyau relatif a u

u = +Bcotgq>,

f
Compte tenu des conditions sux limites de la forme u + v u cotg@ =0
qui expriment que le moment est mul, ce noyau s'éderit i

((cos(f-u)(cosa-ﬁ)

(h, = 9) 51”4’ e (1S e

( - 1.10
X @/ { (cosoc-‘vﬁ) (c°3CP"p2)‘ <
CRRETE T

\

ou les oonstantes. Wy et ®, sont définies par

‘l--vco:sZCO1 1-vcoaz(P2
By = =) cos CP1 o Yo = TASVY cos CF?_ 1.1

1.1.1.2 Noyau relatif & g

. Les conditions aux limites pour 2z sont ¢+ 2z =0 en <p1 et en(P >
Le noyau s'exprime par :

(c08 @ = p,) (cos a = p,)
(po= 94) sin (p sin o ?1 $(€Su
K1(C? o) = 1.12
(cos o = p1) (cos @ - Pz)
(92" 91) sin CF sin o S C? g?z

avec ¢

pq = cos CP" p, = cos ?2 | 1.13

se0800
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1.2 Résolution munérigue du systbme d'équations intégrales

Nous examinerons le cas d'une calotte sphérique de demi-angle su sommet ©
soumise & une pression constante sur sa surface extérieure et i des efforts axiaux
uniformément répartis sur sa base.

1.2,1 Ironsformation des équations de base

Four le cas de charge que nous considérons, on a

N sin CP+Qcos(€ = Eé-a‘sin@ 1.14

ce qui entralne :
Q2 =-259 ain © cos ©

Nous poserons @
FzQz .-—-..%4‘.2811129

Nous effectuerons ies changements de variables 3

sin 6 1~ coch
1~ cos @ sin(p

et Y=-d—y 1.15

Zz%zq-}—
a F

Les conditions aux limites s'écrivent i
9 =1, =0 en(p =04 go=0¢et¥,=0 en{ =0 1,16

1.2.1+1 Premidre méthode de transformation

Posons

Ua) = = (1 + v) qle) + ¥ Y(x)

117
V(x) = qla) + (1 = v) T(x)
et inversement
U+ (1+v)V
=" 3
kK +1~-v
2 1.18
K v-(1-v)U-
q 2 2

kK +1=v

fosee0
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Les dquations 1.8 et 1.9 s'derivent alors

9

- COS 8 2 ~
; CQJ2 [k v-(1_v) UJ 3111(?::‘ u(CP,CX.) U((L) du+F(CP)
k+1=v 0 :
1.19
e
s
-"é-——"-""'—z' {(1 + V) V + UJ sin CP ‘-'-/ H(@ 'Q-) V((L) do + J(@)
k+1-v 0
. ey o (1t v) sin® y l=ocos e
ou i P((P)"- 1~ cos & G((F Tsinoa 0
X _ {1 +v)sine " —
#((p)= v ((1+cos(€)(1-coq9)Log1+cos
" 2
~(1=- cosCP) (1 + cos @) Lo‘g1 T oon B
1.20
_sine 1-cosn
J(CF)=1-0089 H(CP «) “oino sin « d o

‘T((f) _33:2:6 ((H cos ?) (1-p.2)Log, ™ coa(F (1= cosﬁo)( (1%)Log 1+ —— tcos e-ygj

1.21
Les noyaux se définissent par :
(1~ cos CP) (cos ® = cos o) © S(Fgm
G( y‘x) =
47 (1~ cos «) (cosO-cosCF) o <C(§9
1.22

I\

A

(1= coaqa) (cos o - p.2) 0

H(ﬂo.u) = . f
(1= cos «) (cos% - 142) cx§(€

-]

M\

Pour résoudre numenquement le systime 1,19 , nous remplacerons les
intégrales par des sommes. i “Pk représentent les colatltudes des points 1, 2,

¢t e
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e K oo n, et Z&(%7k 'l'écart angulaire entre deux points consécutifs k et k + 1,
le systime devient i

n .
-7—2—'-'-—‘-’-95’—-%[1:2 Vv =(1=v) U:I sinqnz (@, ) W ) AP o+ B(G )
Jo=1

k+ 1= v
1.23
fe p2 n
-5---—-2—[(1 +v)V +UJ sm(P=ZH((f>,(€k) v(cfk) AﬁLkJrJ((f )
K+ 1=y
k=1
D'ol le systéme suivant de 2 n équations lindaires
12—0059[1; V-(1-v)U] sinq:i ZG = F,
K+ = v
1.24
n
- w
5 [(1 + V) vi+UiJ am@i-z Hy Ve Ay =3,
= k=1
ou cikzc(¢i, (Fk) U1=U((f:i) etc ...
i = 1, 2, ese
1:2.1.2 Deuxidme méthode de transformation
Posons ¢
Ula) = = (1 + v) 2(a) + k2 ()
' 1.25
Vi) = 2(x) + (1= v) Y(x)
ou encore
U+ {1 +v)V
=" 2
kW + le v
5 1.26
g K V-(1-v)7U

k2+ e v2

sg6essce
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Les Squations 1.8 et 1.9 s'écrivent alors

8
1=cos®|.2
= KV =(1=-v) U | sin(p=/ (P &) Ufa) d « + sin 6 (1~ cos (D)
k2+ 1= V2 ] ?/) @’ qﬂ 1.27

o

1a
P e 2 I:U + (1 +v) V} quO = H(Cf' ) V) 4 o 1,28

K+ 1= v 0

équations dans lesquelles les noyaux G et H se définissent corme au paragraphe
précédent. On obtient de méme le systime suivant de 2 n équations lindaires

- n
1 -cos® | .2 . < _
L8821 v (1= v) U{] sm@ =) Gy UkA = sin 8 (1 coa@i) 1.29

2
K+ 1= v =1

- ™ n '
5 |G« vV +1, sin(pi-é Hy V, A L =0 1,30

10261,3 TIroisitme méthode de transformatiom

A partir des équations 1.27 et 1.28, il est possible d'obtenir deux
systémes lindaires & n dquations au lieu d'un seul systime &4 2 n équations.
1.27 et 1.28 s'éerivent

AV+BU=BinCPG(U)+sinQ Sin G 1.31
1
CV+DU = sinCeH(v) 1.32
avee 1 A=-L£—9£-%k2 B:--’g—"—‘ﬁ%—(uv)
K+ 1=v kK + 1= v
1 - 1=
C=T——%(1+V) D= 5 1&2 5
kK + 1= v K+ 1= v

G et dJtunt définis par 1.22 &

tee 0t
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De 1.31 on tire

¢(u) -%U + Biﬁ ® 1"8‘1’:’;‘15 — 1.33

1
V'_"A sin(P

En appliquant l'opérateur H & V, il vient 3

Bv) = tu | —t—c@)| -Bu) +8R8y dmoesdy 45
a8 s y A 5in G

et en reportant V et H(V) dans 1.32

c _1 \ CB. .C . 1= cos &
Aain(ec(u)-AU+Aame 5in G +DU
=2 sin(p MU)-A in((y H(U) + Roin H ( sm(F 1.35

aveC

M=L)_i_l=“(q>'a) / ﬁ.&l—i—lﬁldt

1.35 peut encore s'écrire
K
in @

Posant M-—BH—:CG:/% il vient t

e ( - CcOo8
( v;%; 1 02 8) 0 ot Cf %(U) + uin 6 [H (1- cos(f o (1+v) (1= cos{c_]
eV

(ba-CB)U = (x\x-BH-cc)(U)+31n9[

H (1— coscf’ = 1= cos Q?]
in C{ sin ((

k¥ +1=v
1.36
De m@me on tire de 1.32
1 C
U-Dsin(_en(v)-nv 1.57
: . 1 C
et c,(u)=-1-)-n(v)--ﬁc(v) . 1.38

avee N = Ein(P

_,L)._LI.-N(C(”) / _LEE.-_).._(_.-..).dt

1.31 devient ¢

60000
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+ %— (1= cosq?) (1= cos o)

st

(1= cos @) (1= “'2) Log

G(V) + sin © 1=con P

AV+-———ZF—-H(V)- DsinCFN(V) 53 m? o ¢
Soit en posant N -B H=C G "/V)
(1= “'2) (1= cos 8)
5 5 Vsinﬁo V(V)+ sin @ (1= coa('F) 1.39
K +1=v k + e v
Détermination des noyaux itérés M et N
®
| B(@ L) alte)
.h((F,UL)— sin t dt
0
(1~cos(?) (cost-;b) 0<% Qt
B ,t) =
(1= cos t) (cosC? -y.z) ‘t<(f\9
(1~ cos t) (cos & = cos o) 0<t L
G(tu) =
(1= cos «) (cos ® - cos t) or.<t <o
Tous calculs faits, on obtient :
M(Ci; i) = = (1= “z) (1= cos «) (cos © = cos q, )
« < ?
+2 (cos@- "2) (cos © = cos «) Log T
1+ cos@
~ (1 + cos 8) (1= cos «) (cos((«- }:2) Log 7 v
1 + cos ©
(1 + cos ©) (1 + ;:2) Log ——-‘—-1—-1 oos ¢

i~ cos ©

= eos('b

1.40

e s 000
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i Q ) = = (1= "2) (1= cos Cf) (cos @ = cos o)
a>(( )

+ 2(cos? - pz) (cos © = cos o) Log m

=(1 .+ p2) (1=~ cosq;) (coc © - cos o) Log%—-tio-s-gﬁﬂ

+ CcO8 &

(1 + cos & (1 +%)Loglw-—o-

1 + cos o

+3 (1 = 008 Q) (1= cos o)

- cos O

-(1- cos 8) (1= $-'~2) Log ; - CcO8 &

b

1.41

On a de méme

S
(4 .t) Ht,w) it

WG ) = sin t
0

: (1~cos@)(cos€-cost) OSQQt
G(Q’ vt) = . '
(1= cos t) (cose-cosq,) t-S((?SG
(1= cos t) (cos o = p2) o< t éoc.

H(t,u) =
(1= cos o) (cos t = “2) o <t ge

N(C(, o) = = (1= )42) (1= cos &) (zo0s © - cosC‘F )

agq, ,

+ 2 (cosa-v,z) (cos @ ~ cos(i,) Logm

+ (1 + v.a) (1= cos o) (coz 6 = COSCP) Log 1.:“.."."2'_@.

1 +cos o

1 +cos © |

(1 + cos 8) (1 +%) Log m

+ %— (1- cos@ ) (1= cos «)

~(1- cos @) (1~ p2) Log l-con® L 1.42

1-coscf, i
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N o) == (1= v.z) (1~ cos q/) (cos & - cos «)
w2

+2 (cos w = 112) (cos & = COBCF) Log 'T-:-?c-gé-—(—é

+ {1 + cos 8) (1~cos@)(cosoc-p2)bog 1+con®

1 +cosa

~ 1 + cos O
+1(1 (1 + cos 8) (1+;)2)Log—-——-—-1+coaa
0 -coa(F) (1= cos o) 1 .
~(1= cos ©) (1= w,) Log T—:—’_—%}%—; 1,43
Dtautre part
__-__c_q_g_@_ =(1+coaCp) (1 ) Lo
- 3
sin (-P (€ & 1 + cos Cp
-(1=- cosqa).[ﬁ +p2) Log T—:g-m-r cosG-p.Z] 1.44

Les équations 1,36 et 1,39 s'dcrivent finalement

(1= 1.:2) (1= cos 8)

U sinC? /’C,(U) + i\(CP ) 1.45

k +1 -y

R(%): gin 6 (1= uz) (1 + cos ) Logw%&;-c-ﬁ-(% coeff) (1+1.L2)Log T:—i—;;-é- +cos 0=y,

(1= ) (1 +v)

+
L k2+ 1= v2

S(@) = sin © -—-—1:—3)-:2—« (1-cosﬁo)
(F k‘+ 1 v2

Les deux systémes de n dquations correspondant & 1.45 et 1.46
stécrivent

9eseoeE
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(1= u‘}) (1~ cos ©)

n
2 2 Yy Sincfi’é /%ucukak:Ri 1.47
=V e

(1= w,) (1~ cos 8) n
2 < (3 _
N Vi smc?i’z,/ ik kD =5 1.48

1.2.2 ! Calcul des contraintes

Nous calculerons les efforts normaux et les moments de flexion a partir
de la deuxibme méthode de transformation des équations intégralea.

La connaissance de Y, 2, V et U permet de définir Y' et Z2'. En
effet, les relations 1,27 et 1.28 peuvent s'éerire

¢
(1= cos @) % sin(p = (cos @ - cos CP ) / (1= cos o) Ux) 4 «
Jo |
4]
+ (1= cos@) (cos ® - cos o) U(e) d o + 8in @ (1= cos &)

(P @ 1.49

(1= p.z) Y oin @ = (cos - u.z) (1= cos o) V(a) d o
0
e

+ (1= cos (‘p) (cos o = p.z) V(x) ¢ o 1050'
¢

Dérivant par rapport & qj et divisant par sin (o puisque Gk 0,

¢ A

(1= cos @) (2'+ 2 cotg @) = | (1= cos o) Ula) ¢ & j/( (cos © -cos «)U(x) da+ sin ©
' 0

¢ | 1.51
¢ o
(1- pz) (¥'+ Y cotg(P): - | (1=cosa) V{a) do +/ (co8 o = ;b) Via) d «

0 (F ’_ 1,52

Les intdgrales entre 0 et € des seconds membres de 1.51 ot 1.92
peuvent, pour la commodité des calculs, €tre remplacées pur leurs valeurs tirdes
de 1.49 et 1.50,

il vient i

AN
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On obtient alors

¢

VA ’?1%(? + 7 claCF (1= oo &) U(x) 4 1.53
0

'S ”?:gxcp - loe(p (1= cos «) V(a) d « 1,54
o

Les intégrales figurant dans ces expressions peuvent se calculer numé-
riquement & 1l'aide de la méthode des trapdzes par exemple. Nous poserons 3

¢

(1= cos o) U{) d x = T

i
0 - 1
T=T, 4+ {(1- 003@1_1) Vg ¥ (1- cos(Pi) Vi] -—%-—Qi
A,

T, = (1= cos @1) U, —=5—

(1= cos o) V() d x = S,

0

S, =5, 4+ [(1— 003@1_1) Viqt (1= cos @i) v,

Sy = (1= cos @1) v, -—A-CQJ-

2

Dea valeurs de Y, Z et de leurs dérivées, on tire celles des efforts,
noments et contraintes.

La relation d'équilibre 1.14 donne

B

o = "22'% \:1-32-3:1:;26 . Zcothp:l 1.55

On a de plus

=23 .49
2 T A

~ .B_2al.l
D'ou 1 gn h 2 h \\"-1 2 gin 2 © OZZJ 1056 |
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Les moments de flexions s'ecxpriment par 3

2

Mg-ﬂf‘-—amze [Y' +v¥cotg@J

)

2
ma-Pf-smze {v!'«rk’ cothP:I

d'ol les contraintes correspondantes i

2 i o
anaé-z—lia-zél(%) sin 2 © Y'+choth;] 157
h L
6p__1p@’ I
@ =3 == (%) gin26 | vY' + Y cotg@} 1.58
h ' L

1.3 %Eglicat;ogg e§ gomparaison avec des résultats obterus analytiquement
Voir Fig. 1.1

Nous étudierons un cas de charge déjh traité par L. BOLLE (11). Lal
comparaison de nos résultats et de ceux obtenus analytiquement par cet auteur
nous permettra de vérifier la précicion de notre méthode de calcul numérique beau-
coup plus générele que la résolution analytique. Signalons d'ailleurs que le
fonctions hypergéométriques utilisées dans le calcul analytique doivent Stre pé-
finies par des séries d'au moins vingt termes car ces séries convergent lentepent.

Le cas envisagé se caractérise par 3 !

a=15em e=6cnm O =39 = - 19,88 ke/ou’ v =0,2

Nous avons effectué deux calculs numériques avec la preniére méthode
correspondsnt respectivement & un choix de 6 et 12 points équidistants répartis
sur une génératrice de la calotte sphérique. Le point ¢¢ =6 fait toujours
partie de la série des points choisis., Les intégrales sont calculces par la
méthode des rectangles. '

Nous avons ensuite utilisé la deuxidme méthode avec 12 points équidis~
tants. Les intégrales en ce cas ont été calculdes par la méthode des traphzes.

Le tableau Tb. 1.1 donne les valeurs de Y et Z obtenues & 1l'aide de
la premidre méthode et correspondant aux choix de 6 et 12 points.

La deuxidme méthode utilisde avec l'approximation des trapbzes pour les

. . 1
intégrales nous conduit simplement & remplacer Hi 12 Par 3 Hi 12 0 les Gi 12

étant tous nulsa.

o000
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Les résultats sont consignéaédax_za les tableaux Tb. 1.1, 1.2, 1.3, 1.4

Les tablesux Tb. 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 1.10 et 1.11 représentent les

équations 1.29 et 1.30 dont les deux membres ont 6té divisée par A(bk = cte.

(courbes en traits fins).

COQUES SPHERIQUES (2¥me partie) Tb. 1.1

La Fig. 1.2 compare nos résultats (points) avec ceux de L. BOLLE (11)

Po 10%¢ (6 points) | 10°r (12 points) | Z (6 points) z (12 points)
3,25 - 0,279799 - 0,020646
6,5 - 0,488884 - 0,512065 - 0,045418 - 0,044885
9,75 - 0,632232 - 0,077625
13 - 0,549274 - 0,561308 - 0,121681 - 0,119719
16,25 ~ 0,190175 ~ 0,169609
19,5 0,607625 0,608011 - 0,229196 - 0,220015
22,75 1,96195 | - o,256089
26 44092100 3,952626 - 0,281169 - 0,252924
29,25 | 64549858 - 0,174315
32,5 10,328%72 9,497992 - 0,022188 0,026823
35,75 12,188810 0,3682210
39 16,122098 13,569590 1 1

eosde e
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COQUES SPHERIWES (2%me partie) Tb. 1.2

Po 10° y z

3425 - 0,28805675 | - 0,025177855
6,5 - 0,52546414 | - 0,044991569

9,75 - 0,65362201 | - 0,078047412
13 - 0,58810860 | - 0,12080162
16,25 - 0,21958104 | - 0,171T7065
19,5 0,58259883 | - 0,22270302
22,75 1,9492600 | - 0,26166589
26 3,96843715 | - 0,26048965
29,25 6,6126851 | - 0,18343047
32,5 946330160 0,017488823
35,75 12,419895 |  0,39601183
39 14,126043 1
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COQUES SPHERIQUES (2%me partie) Tb. 1.3

Valeurs intermédiaires s

e Ty % 2!

3,25 | - 8,4601651,102 | - 1,1589692.10° | - 0,49671357

6,5 - 7,8623919.10% | = 1,0597144.10° | - 0,51975169

9,75 | = 311702261070 | = 5,1062128.1070 | = 0,67666790

13 - 7,5228041,107> | - 1,7140210.10~ | - 0,83052061

16,25 | - 1,1609326.102 | = 4,557797.10~% | = 0,90443713

19,5 - 6,%53000.1077 | = 1,0123529.107> | - 0,78112410
22,715 2,9110631.10~ | - 1,9494289.10~> | - 0,30246715
26 0,13338319 ~ 3,2619378.10 0,72371790 3
29,25 0,36609216 — 46447146107 2,4958168 |
32,5 0,80325417 - 5,1769980,10™> 5,1615048
35,75 1,5149230 - 2,8956867.10~> |  8,717695T !
39 2,5233607 5,6655089.10™ | 12,911915

o ev s
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COQUES SPHERIQUES (2dme partie) Tb. 1.4

Contraintes en kg/cmz

<fo GN op df-i om
3,2 | - 288,27662 - 294,45416 - 89,054748 | - 98,498043
6,5 - 282,65609 - 297,12342 ~ 64,875815 | - 86,331298
9,75 - 289,52946 - 315,30426 - 17,978905 - 64,098781
13 - 297,52867 - 333,13116 594045332 | = 28,708T12
16,25 | - 305,18366 - 341,69432 172,94586 22,606636
19,5 - 310,0954 - 327,40687 326,79473 91,527137
22,75 | - 309,20225 | - 271,94816 514 ,07612 176,75260
26 — 208,78390 - 153,05128 710,96274 2711,60932
29,25 | - 274,85%02 52,270019 866,90888 361,19310
32,5 | - 233,72267 361,13679 894,85569 419,47513
35,75 | - 173,16755 T73,15693 663,99617 407, 20991
39 - 93,826677 1259,1127 8,4970080 |  279,16179

La précision des calculs donme # 8,5 aulieu de O soit
% e
environ 1/100 de d, maximm. En écrivent que d, o =0 , on obtient le tsbleau

suivant des contraintes résultantes en kg/ 2,

LA X RN X J




COQES SPHERIQUES (2%me partie) Tb. 1.5

]
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f° % * % % = % %% * % % =%
3,25 - 377,82095 - 199,22187 -~ 392,95220 - 195,95612
6,5 - 347,53190 - 217,78027 - 383,45472 - 210,79212
9,75 | - 307,508%6 | - 271,55055 - 379,40304 - 251,20548
13 - 2)8,48333 - 356,57400 - 361,83993 - 304,42239
16,25 - 132,23780 - 478,12952 - 319,02796 -~ 364,30096
19,5 16 ,69931 - 636,89015 - 235,87973 - 418,53401
22,75 204,87587 - 823,28037 - 95,1556 - 448,7008
26 412,17884 ~1009,7466  118,55804 - 424,66060
29,25 592 05566 -1141,7619 413,46329 ~ 308,92308
32,5 661,13302 - 1128,5783 780,61492 - 58,34134
35,75 490,83062 - 837,16672 1180, 3668 365,94702
39 - 93,82667 - 93,82667 1538, 2745 979,95090




124

COWUES SPHERIUSS  (2bme partie) Tb. 1.6
AR Val | s Y
2,2270233.107" 0 0 o
| o - | 4,4468835.10"" o. | E
0 0 6,6524396,10~7 | ¢
0 0 Y | se%s970.007
o 0 ) o
0 0 0 L0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 o 0
o 0 o o
5,9278641.,107% 6,7643651.107% 6,8932832,10~% | 7,0131876.10™
6,7643651.107 | 2,5520483.10™° |  2,7551214.107> | . 2,8270321,107
6,8032852.107% | 2,7551274.10™° |  5,9640343.107> | 6,3523232.107> -
7,0131876.10™ | 2,8270321.107 |  6,3503232.107 1,0970688,10™%
T,3034994.107 | 2,9190838.10™ | 6,5591628.107> |  1,163871.107
7,5834787.107% | 3,0%09867.107 | 6,8106079.107 |  1,2085048.10~2
C7,9122232,107 | 3,1623803.107> | 7,1058485.10™% |  1,2608934.10~
8,2886780,107F | 3,3128428.1070 |  7,4439369.1073 | - 1,3208853.10~
8,7116288,10~% 3,4816890.107 |  7,8237825.1073 1,3882868,10™2
9,1797180.10™% | 3,6689763.10™> | 8,2441665.107> | = 1,4628816.10~2
9,6914373.107% | 3,8735017.107 |  ,7057338.107> |  1,5444293.10~2
1,0245143.107 | 4,0948083.107> |  9,2010084.107> |  1,6326679.1072




Vs Y vy Vs

0 o 0 0

0 o 0 0

0 0 F 0 0

0 0 ! 0 0
1,0992330 0 0 0

0 1,3112704 0 0

0 0 | 1,5190900 0

0 0 | o 1,7220231

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 o 0 o
7,3034994. 10~ 7,583478710~4 7,9122232,10~% 8,26806780,10~%
2,9190858.10-3 3,0509867.10“5 5,1623805.10‘3 5.51284213.10"‘3
6,5591628.1072 |  6,8106079,107 |  17,1058485.10™> |  7,4439369.10>
1,1638871,10~2 1,2085046 . 10™2 1,2608934, 102 1,3208853,10™2
1,7767234,10™ 1,8837327,10™% 1,9653927 10~ 2,0569035,10™
1,8837327.10™ 2,6598870,1072 2,8218197 1072 2,9560787.107%
1,9653927.10™ 2,8218197.,10~ 3,7756428,10™ 4,0095185,10™2
2,0580039, 10~ 2,95607€7, 10~ 4,0095185,10™2 5,1571548,10™2
2,1639647.10™2 3,1069201,1072 4,2141143,10™2 5,4819940., 10~
2,2802379., 1072 3,2738597.10~ 4,4405452,10~2 5, 7765500, 102
2,4073487.,10°% 3,4563595 . 10~ 4,6880814.,10™ 6,0985612, 1072
2,5448869,10° 3,6536334.10~ 4,9559278.107% =2

6446993210

o




COLUS SPHERLUES  (Réme wovrtie) The 1.6
Vg V10 Vi1 V12
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 o 0
o 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1,9194171 0 0 0
0 2,1106370 0 0
0 0 2,2950676 | 0
0 0 o 2,4721159
8,7116288.10~% | 9,1797180.107% 9,6914373.10~ 5,1225715,10~%
3,4818800,10™> | = 3,6689763,10™ 3,8735017 .10 2,0474041,10™
7,8257825.,10™° |  8,2441665,107 8,7037338.10 4,6005042,10™>
1,3882868,1072 | 1,4628816,10™2 1,5444293,10~ 8,1633395.10
2,1630647.10° |  2,2802379,107° 2,4073487 1072 1,2124444.10™
3,1069201.10~2 |  3,2738597,102 3,456 3595410~ 1,8269167.1072
4,2141143,10~ | 4,4405452,10~ 4,6880814.,10™2 2,4779639.10™
5,4819940.10~2. | '5,7765500.1072 6,0985612,10™ 3,2234966 .10
6,8410546.10~2 |  7,2775649.1072 7,6632495.10™ 4,0611101,10™2
7,2175649.10~2 |  8,8668407,10™2 9,4370604., 10~ 4,9881162, 10~
7,6832495.10™% |  9,4370604.10~2 1,1276125,10"" 6,0015275., 102
102 | 9,9762325.1072 1,2003055,10"" 7,1402135,10™

8,1222203.
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B5 SPHERLES
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(2eme pertie) Tb. 149

0
0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 | 0
0 0 0 0 | 0
0 0 0 0 0
oL EL83IzLE - 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 pm0b 617960542 = 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 yu0b°062€688° L = 0 0
0 0 0 0 0
mlow.wmoﬁrm: 0 0 f=0b 06562 L = 0
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N T T T L e . . . ) a "
COLURE SFRARIWES (:ém vartie) Tb. 1.10

Y Uy U Yy
2,6616648,10~% 2,3329199.107% | - 1,9564662.10% | 1,5335149.10~%
1,0638219,10™> 9,3242817.107% | 7,8196609.107 6,1291966,107%
2,3904010.10™ 2,0051602.107 |  1,7570728.10™> 1,3772266 .10~
4,2416341,1070 3,177457.107 | 3,1178284.1070 | 2,4438122,10

| 6,6115634.107 | 5,7949626.10™0 | 4,8538534.107> 3,8092440, 107>
9,3322661,107 | 8,3201364.107 |  6,9775520.107 | 5,4691358.10
8,3201384,10™> 1,1099419.10~ |  9,4640998.107> | 7,4181385.10~
6,9775520,10> | 9,4640998.107 | 1,2100990.102 |  o,6499972.107>
5,4691358,10> 7,4181385.107 | 9,6499972.107> | 1,1922854.1072
- 3,7997419.107° 5,1536329.107> |  6,7044411.107> |  8,4465650.10~>
1,9747396.107 | 2,6784655.107 | .3,4843222.107> |  4,3e97103.10~

0 | o | . 0 | o

0 0 0 .0

0 o 0 o

0 0 0 0

0 0 ) o
o 0" o o

- 3,7240792.10~% | o 0 0
o - 4,3142980,107 o o
0 o - 4,8906392.10~% 0 '
0 0. | o | -5,4512489.107%
0 o o o
0 0 0 0
0 — 0 0 0
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COGS SPHGRELE  (2de partio) The 1019

Yo ?11 Usz

1,0654262,10™ 5,5370585 10~ 0 = 1,7862335,10™
4,2583263,10~% 2,2130676.,10~% 0 =17,1336304.1072
19,5684323.10~% 4,9727488,10~% 0 = 1,6020628,1071
1,6978653.10™2 £,8238671.10~% 0 = 2,8435506,10™
2,6465140.10~> | - 1,5754208.10 0 = 4,4322999,107"
3,7997419.10 1,9747396,10™ 0 = 6,3638729,10""
5,1536320,107> | 2,6784655.107 0 = 8,6316128,107"
6,7044411,10™> 3,4843222,107 0 | = 1,1220863
8,4465650, 107 4,3897103,10™ o = 1,4145638
1,0116576.102 | 5,3917240.10 0 = 1,7575261
5,3917240.107> 6,2065496., 10~ 0 = 2,0905509

0 o - 3,0222943:107% | = 2,4724356

o 0 0 = o0

0 0 0 = 0

0 0 0 = 0.

0 0 0 = 0

o 0 0 = 0

0 0 0 = 0

C 0 0 = O

0 0 0 = 0

0 o o 0 = 0

- 5,9943236 .10~ 0 o 0 = 0
0 ' - 6,5181167.10~% 0 = 0
0 0 - 7,0200433,10~ | = o0
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CHAPITRE DEUXIEME

2. ETUDE DE LA FLEXION DES COQUES TORIQUES

Les coques toriques sont trds utilisées dans la construction mécanique
et la grosse chaudronnerie. Citons par exemple 3

-~ volutes de poinpes et de turbo-compresseurs,

. = blches de turbines hydrauliques, & vapeur ou & gaz,
_ « raccordements des coques de révolution entre elles,
- soufflets métalliques,

= joints de conduites type Omega, etc ..

L'étude théorique de la flexion des coques toriques est d'une grande
complexité., Les premiers travaux de H. WISSLER 13) se rapportent a des cas de
charge particuliers. La méthode de résolution de cet auteur basée sur des déve~
loppements en série nécessite de trds longs calculs. R. A. CLARK (14) traite les
mémes cas de charge que H, WISSLER pour vérifier la précision de sa méthode d'inté-
gration esymptotique. Il applique ensuite ce procédé de résolution au caloul des
soufflets métalliques et des joints Omega, Cette méthode ne s'applique qu'aux
cogues toriques dont le rayon d'enroulement (rayon moyen) est grand par rapport au
rayon de la seotion méridiemne. ( A =1b/a petit).

Contrairement aux coques coniques et sphériques, il n'existe pas de fonec-
tions propres relativement simples permettant de résoudre analytiquement le pro-
blame par des développements en série de fonctiona orthogonales. Tout dernibdrement
Lo No TAO {15) a montré que les équations différentielles du second ordre qui inter-
viennent dans ce probldme peuvent se ramener & des équations & quatre singularités
(trois finies, une 2 1'infini). Les solutions de ces équations sont des fonctions
de HEUN malheurcusement trés mal conmues. L'introduction de ces fonctions présente
certainement des avantages sur les développements en série utilisés par Ho WISSLER
(13) et W. CHANG (16), mais les calouls demeurent longs et complexes.

B Ge Do GALLETLY (17) a étudié tout dernidrement le probldme de la flexion
des coques toriques par des intégrations numériques pas & pas. G. SALET (18) et

J. BARTHELEMY (18) ont mis su point une méthode semi-analytique (mumérique et déve~

loppements en série) pour résoudre le probldme des contraintes de flexion dans les

réservoirs sous pression. ‘

Le méthode que nous exposons dans ce chapitre consiste & transformer les
équations de base en un systime d'équations intégrales de FREDHOLM et & résoudre
mmériquement ce systdme. Nous avons comparé nos résultats avec ceux obtenus ana-
lytiquement par H. WISSLER (13), la concordance est excellente. Nous calculons
ensuite différents cas de charge pour de larges domaines de variation de /\ = b/a
et de afe (Voir Fige 2.1). Les comparaisons avec les cas limites du cylindre et
de 1l'ameau sont tris instructives. _ _

s0o00es
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2.1 Equations de base

Ces équations s'écrivent

L(Y) + (1= v)YainC(; --x s.i.n(P | 2.1

L(x) + (1+v)Xsin(P =EahY sin@+—-°i-:§-@-A)\(2 +-;\-—sﬂ—@—-—)
a8 .

+ sin CP
2
_pet \s® .,
2 A+ sin@
L'opérateur différentiel L se définit par 3
L(+) = == ()\+3me) Jﬂc"” 2,3

a¢ d(P TAveln @

Les moments s'expriment par @

M=--—(~L¥<P— +VT:£§;L.I%—Y) 2.4

ms-%(vg? -ﬁfé—‘i) 2.5

Avee les variables adimensionnelles
X D
2 = F y = a F Y 2 06

ou F est un effort de comparaison, les équations deviennent :

“L(y) + (1= v) y 8in @ =-zsin@ 2.7
L(s) + (1 +v)zain(P akzysin@ +%/\:i¥'§' (2+';\“'§a;'i%'q3')

c @

2a
T2F A +sin( 2.8

et les moments s'expriment par s

cos
m=-F(%+vmﬁ% 2.9
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me-F(viL ol - 2.10
d@ A+ sin
Les conditions sux limites s'expriment par s
g=a, en(, z=a, en@?_ 2.11
M =M, en.(e,i H =M, en@2

Des changements de variables sur 2z ou y de la forme

z=q+£(Q)

2412
y=u+glp)
permettent de ramemer les conditions 2,11 a s
q=0 en(P , et @2
2,13

u’ +v-;\-§_9§1-£—¢-n=0 en @1 et@a

Les choix de deux fonctions f£(Q) et g((p) solutions de L(s) = 0
rendent les calculs plus aisés. Les équations de base s'écrivent alors

Lu) == (1-v) (u+g) sin @ ~(q + ) sin 2,14

1(0) =~ (1+v) (q + £) sn® + (u + &) sin(+ F(H ,p) 2,15

2
cos(p &
aveoc F(Q ,p) =% sinBCP (2 +——§-@¢,\:B‘m -g——;-'— Ai":mcp _

f et g deux fonctions de (e oonnues.

2,2 Transformation des dquations de basse

Les équations 2.14 et 2,15 peuvent s'éorire sous forme d'équations
intégrales
b2 G2

HP)- e(@)=(1= v} K(Pya) y(a) stnw da 4/ K (py) alo) sina da

¢ ,, 1 2,16

eacease
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(fa

. 2 '
z(q))- f(CF)a(‘H- v) K1((’€ ) zle) sina d o = 1:2/ K1( CP o) ylo) sino d o
@1

(91
?2
-/ K,( (f.a) Flx,p) 4 2,17
1

ou K1( C? &) et Kz( (e /) sont des noyaux symétriques

2 .
e'j? K1( CP,OL) Floayp) d o = @ (@; ,p) une fonction de go et doe p conmue.

1

2.3 Définition des noyw

2.3,1 Noyeu relatif 3 y

Compte temu dés conditions aux limites de la forme u' + Vv —/T-:_”-:;i-(f—-—uzo
qui expriment que le moment est mul, ce noyau s'écrit 1 CP

[-314-(/\@- cm@)].£p2+(Am-cosu)] <Q<“
(g wy) (A+sim@) (Avetna)  ¢15 77
xz(q:.a) ol | 2.18

[p1+()\on-cos oc))]‘.Lp.f (A - cos @ )] Y <?
L (1;2-p1)(/\+s.’mfp)(l\+sina) \Ce\ 2

ou les constantes ™ et Wy sont définies par

2
(A+ ain61)
W= (1= v) ccus@1

- (f\ CP1- cos¢1)
2019

(A + sincpz)z /\
et (A

000000
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20302 Noyau relatif & g

Les conditions sux limites pour & sont 3 z =0 en(‘P1 ot @‘2 . Lo

noyau s'exprime par

[91*‘ (/\CP‘- OOB(P):I- [pjgj' (A «-cos u)]

(py~ p1) (A+ 8in ©) ( A+ ein )

K,((e..&) =

E),‘-l- (A o -.cos os)]. [pz+ (ACP- oos (o )]

(92-91) (r\-tsi.nfp)(/\ + 8in o)

avee 3 P4 =~(f\q01- 008@1)

Nous considérerons le quart de tore défini
soumis au moment unitaire M, en @ 1 (g, 2.2)

La premidre rclation d'équilibre s'éerit s

@1 < C(’é“
2.20

“S‘C?éz "

2.21 -

pr @, =0 otlp,=%

rNsin@ +rQeos® =a [ pros@ap +4

et se réduit & s
rN¥ein @ +rQooep =0
Les changements de variables 3

X
ZmI y-;%-!-’-l’

et @
- @ 1
y -V A+ sin(F

transforment les conditions aux limites en 8

z =0 M=0 en@1=0 et@za-%

2,22

[ A XN N DB J
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Pour faciliter la résolution numérique du systime d'équations intégrales,

nous poserons i

Z=(1+v)z-k2y

Y =24+ (1- V) y

[(1- v) 2 + ¥ I]
[(1+ v) Y - Z]

Les équations 2.14 et 2,15 deviennent

qui entraine inversement

g =

o)

orf—

y=

o D=k 41y

A2

-2- :
VTN AT emG . Ky((p ) Y(a) sin d

E

g = 2K1(Cp,u.) %2(x) sin o d o
o _

soit 3
%

1 2

1

223

2024

2,25

24,26

0

.1
2

' %{(1- V)Z+k2 Y] - K#@'ﬂ) Z(n) sinx d x = 0
0

3 ,
S‘[(1+V)Y~Z]- KZ(@.OL)Y(&) Binondoc=1:\v JERTYe 2.7

Les expressions donndes par 2,18 et 2,19 définissent les noyaux

Ka et 1(1

Sl = Wy = 0O

pp= 1 oo == A%

s0d080
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pour W, infini, le noyau K, prend la forme 3

(Wt (/\(P- cos@) _
TA+5in@) (A+ sina) 0 €¢< o

k(@ o) = \
ot (A &« = cos )
;(‘{ gy (A *$ G4 2

2,27 et 2,28 s'écrivent encore @

ta}

‘A1I+A2z-/ax(¢,a)z(u)¢a | 2,29

0

x

2 :
A5Y+A4Z—/ H(@,Q)Y(a)daapm 2.30

0

avec $

Pa =Py 2 Az K
Ay =5k ==1{—3 +1)b

A2=P2-91 (1_")‘_(__"}_1 1)1;_-__!

> 2
A, =“1 ;v
b m-t
2
P=7=v
K(Cf,u.) = (pz- 91) K1( Q,a) sin a | 2.31
H( @) =K, ( ) sine : 2,32

Les intégrales de 2,29 et 2,30 peuvent s'exprimer par des sommes finfes :
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2 n
K@ ) 2() dafz K@, @z (P AP,
0 ket _

it

z
2

B ) ) a0 > M@, @) NEY A,
0 : Jo=1

avec une approximation dfautant meilleure que n est grand.

Les CP " correspondent aux points 1, 2 ... n et A@k a 1l'écart
angulaire entre deux points consécutifs.

Le systdme d'équations 2.29 et 2,30 devient ainsi 3
n

A1Y+AZZ-ZK((9,C€]‘) a(@) AP, =0 23
P |

n

GrenseY Me @) G MGy xrtag o

D'ol 1'on tire le systdme d& 2 n équations lindaires & 2 n inconnues
suivant . _

SRR PR "2 (@) UG AP, =0

Jo=1

- |
P
a3 U@y + 4, UGy -; BP0 @0 WP AQ = TTemep;

évec ietk 1,2, 3 oo n et sous forme plus condensée ¢

n

A1Y1+5221-2K1kzkﬂkn0 | 2.35
]

n
‘ p
Y a2 -0 B0 0 s TR, 2:36
: lowt

s000 00




I1s nécessitent 1a connaissance des dérivées premidres de y et z.

2.5.1 Calcul de y' et &'

Les relations 2425, 2,26, 2,31 et 2,32 permettent d'écrive 3

1
2 ’ }
(p= py) 2 =/ K(Cp o) Z(e) d o 2,37

0 - |
k ..

_ ]2 p_~

y = H(@,u.) Y(a) d +m 2,38
o :

ou encore 1
p1+ A O - CO8 &

(pp= pqle( A+ sin(g) {P?f (A@ - cos®@ ] T o Z(a) d o

2 ' '
+’:p1+ ( A@- cos (P):l / Pz";\A:‘s;nc:" & ain o Z(a) @ «
@ .

O e acona
y((\-!-sin(?) n/e‘ﬁj\*_sm:o sin o Y(a) d o
0

. _
. 2
+[p1+ (AQ- cos(bﬂ i—%&;ﬂu) do +p 2.40

En dérivant, nous obtenons @ @ Q

| ’ (‘loa-caoc
(pz.. 91)[5((\+ sm@)}a(rh sinqo)/ 91;4’ sincxo sin o Z{e) 4 o
0

2.39

X _

2 Pt Ao:.-coaon
A +s8ina
2

l}r(A+smfg)1's((\+smq7)42-—/r%i%i%; Y(o) d o 2.42
@ o8 06000

sin o 2(e) d o 2,41

4;(/\+ sinCe)
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La connaissance de Y et Z permet de calculer mmériquement les inté-
- grales figurant dans 2.41 et 2.42. Le calcul numérique se simplifie si 1l'on
remplace 1'und des deux intégrales du second membre de ces expressions par sa
valeur tirée de 2.59 ou 2440,

Ainsi remplagant dans 2.41 1la premidre intégrale du second membre par
sa valeur domnée par 2.39, on obtient s

[u(A-b sinq? ) ' +8
(o= py) A+ 8in @ ] = ("2’91)’92:\/\5?'%(505@

. X
+_1-.?14-/\Cp--cm.lfp 2 p2+)\a-cosocz() oo g
Ppt N - 008 D A+ 8in o ®) 8ln &« ¢ o
d'olu la valeur de s' 3 ' : @
n
A+ #in (p ~ cos ( 1 2 pt Aomc08 o
2! =2 p2+,\((;-cos(P A+ ain(? +92+ Y= cosCF Wz(“)m“d
2.43
2,41 pourrait aussi s'éerire
]
{z( >\+vainf(>)] @ 8in o

o) YT TRt Feeme Tee

X

2 Py + /\u-cosa

¥ . Y gin o« 2(x) 4 o
d'ol l'on tirerait 3
cos (p 1 %f_?f Ao = 008 )
g'a - g + m— 8in « 4(w) d o
+ gin - + sin o
j: ¢ Pom P4 0 P
(P gin o . .
-  wrerrreedl A KL 2.44

+ 8in o
o A

Quant & 2.42, elle se transforme en 8

s0068¢
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X
2 8in o

cos
Ve XTEmG Y| ATeme T de-
0 0

or pour (P = 0, 2.40 domnne :

.3
2 sin o e v
, Frema Y =T
d'ou @
coaQ) 1= v 8in o
yi== X+sin2'p-y+ )\ Yoo 1- A+ sino

0

2.5.2 Efforts normaux

Les conditions aux limites et les équations

2.5.3 loments
Par combinaison 2.9 et 2,10 deviennent 3

! 2
gfyms-kxhv) +nn@y

2 |

sin o !
A+ 8in o Y("')id *

Y(x) d o

d'écrive ¢
cos@‘ M1 cos (O
V= Q7 "~ 3 AremG "
M1 dz
N = e ™ 32 e e o
a d?
De 2.44, on tire 3
k
M1 1 2pz-r/\o:.-c‘osoc
“’"N‘E"Fz‘l"p';' . T +einc
M1 @sinoc
+-—- A
a + 8in o
0
que nous noterons 3
' M 7 M
1 1
n=~n-—-o +——T

PUERSSE

|
{
i

) Vo~ !

2.45

d*équilibre permettent

2046
2.47
sin o Z(o) d o
2(x) d o
2048
2.49

o000 00
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cos {p
ol LR Sy ey R

qui dtaprés 2.45 a'éerit encore

1= v cos (p
R N it A 1= 8- (1= v) “’i“(Py 2,50

@ 8in «
avec 1 S,= T Y(x) d o
0

m s'exprime alors par @

cos (o

m=vH-H (1-v)m 2.51

2.6 Calcul numérique des intégrales T T, S
q ST 2 !

Nous calculerons les intégrales figurant dans 2.48, 2,50 et 2,51 par s

| A os@ + A\ - cos(p g!
T= z Pz/\ +q::m@k . m@k At Pg)\ "2%“1@1&1 ol sm@kﬁ Zm& Az

+A - cos (p ,
VR a5, 5, A2

sin@_ sin -
Ty = ,\+sm$l1 . /\+si(f@i} AL e

‘1‘1==0

Eh }\:i:ifCP“ T;i‘i'éj J“‘(&‘

LA NN X R J




o B 6 M

oF = h Sen=".2 o ""‘6‘%
¢ K m

et en veleurs relatives par rapport a om

r o h sin Q@ o

‘ ¢ F g h cos (p
rzSFM:“I; A+eing %= "u1 "% a A+ einQ
Op | 7 L h
%%, W e TR 2,52
°§M = v cos (p

gy = °u1 =1 ==y, +bsi+(1- v)my

o0 =V 8y - = ) x>

2,8 Application s+ Tore _@1 =0 (p 2= % sounis A un moment M, aglssant
sur le paralldle 61 . (Voir Fig. 2.2)

Le cas de charge que nous allens étudier a déja été traité par H. WISSLER

(13) et R.A. CLARK (14). Nous pourrons ainsi comparer nos résultats avec ceux
obtenus par ces deux auteurs.

Les caractéristiques du tore sont 1

A=10, §=20, @,=0, P,=3, v=073

Le tableau ci-aprbe donne la répartition des points choisis.

i 1 2 3 | 4 5 | 6 7 |8 9 10
-, = | 2 | &2 | = = |z |52 |25
@1‘ rdl 0 |5 |3 | % 2 | 6 7 3 72 %
i lzx |3l |2 | 2| 2| | 5 |z
A@i| |8 |5 [% |72 | 12| 2| 2| %© | %

LN BN ]
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La résolution du systdme d'équations 2.35 et 2.36 donne les valeurs
de Y et Z qui permettent de déterminer y, z et les contraintes dont les valeurs
figurent dans les tablesux suivants 3 _

‘(’0 b4 | 4 y 1 %

0 0,60807962 - 3794,4155 - 0,86868611 0.

5 | - 1,8648065 - 3562,0754 0,81476951 - 2,4351445
6 |- 4,21422719 - 3351,13% 0,76119270 - 4,8070619
9 | - 6,5T11648 - 3101,9729 0,70805547 ~ | =~ 17,0721993
15 | - 10,627718 - 2651,9073 0,60383341 - 11,050400
% | - 16,062281 ~ 1623,3551  0,36679057 - 16,319034 -
45 | - 16,156254 - 842,43212 0, 18801694 - 16,287865
60 | - 12,487897 - 391,05013 0,08579166 - 12,547951
75 | - 6,7409382 - 240,74055 0,05309740 | - 6,7781063
85 | - 2,3281629 - 220,40910 - 0,04975668 - 2,%29925
po \ S, . -t T, T,

0 0 0 0

3 - 0,00025419 - 0,48555598 ~ 0,00015849

6 - 0,00166597 ' - 1,8732781 = 0,00062160

9 - 0,00547564 - 4,0262405 - 0,00136170
15 | = 0,02481893 - 10,030981 ~ 0,00348488
30 - 0,16003831 - 28,907762 ~ 0,00971371

45 | =-0,0%982125 . = 46,309323 - 0401344581
60 | -o0,660T1862 - 51,671725 - 0,01250100
75 - O,8TTTBT49 - 644527287 : - 0400746309
85 | - 0,94801019 | - 68,120345 - 0,0026758% .

(A X 2T
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e % 6;1 Iy I
0 0 0,34404273 1 0,22004956
3 0,00201595 0, 33798047 0,99559695 0,22502216
6 0,00394271 0,324489% 0,08096930 . | 0,22881449
9 0,00573178 0,30475894 0,98191609 0,23191514
15 0,00867051 0,25178071 0,95417123 0,23451374
30 0,01121648 ©0,09192622 0,80033044 0,21256932
45 0,00896391 - 0,05083221 0454805652 0,15311762
60 0,00481161 ~ 0,14136660 0,27217674 0,07806061
15 0,00133315 . = 0,19501781 0,06228175 0,01754409
85 © 0,00015608 - 0,22378289 - 0,00854215 - 0,00292154

Notons que T = 689,79190
Sur la figure 2.3 _sont représentés 3
- en trelta pleins lea contraintes calculées par intégration aaymptotique, par
R.A. CLARK (14)
(13)
- en pointillés celles trouvées par He WISSLER & 1'aide de développemants en séries

~ les résultata de nos calouls figurés per les points @

On constate que la précision de la néthode numérique est bonne.

Les tableaux Tb.2.1 & Tb.2.5 placés en fin de chapitre représentent
le systime des 2 n équations &4 2 n inconmues. Sur ces tebleaux figurent toutes
lesa valeurs des coefficients. ‘ .
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2,9 Application : Tore défini par (p, =0, @, = > ot soumis @, dun
effort normal unitaire N (Voir Fig. 2.4)

1 L]

Ce cas de charge a également 6t6 traité par H. WISSLER (13) et
R. Ao CLARK (14). '

2.9.1 Transformation des @4 uations de base
La relation d'équilibre

;‘N sin@+choa(P=a prooa? d(?-'-A

se réduit & =»r N sian-i—choa(‘f =0

. r Q
1 %
P‘m@1"° x1"sin(P1—’-r1N1
d'ohs X, =-aAN, | 2.53

Les changements de variables 3

y=-;-5(-1'Y
et 3 ‘ 2.54
X )Y p2+,\Q-cos@
zc-i-;-a‘I““/\+sinCP Py = Py

transforment les conditions aux limites en 3

q=0 M=0 en¢1==0 et¢2=-’2!-

Les transformations 2,23 conduisent aux équations 3
.3
2

y= Kz(@,u) Y(a.) s.inccdoc 2.55

0

PZX%S;‘;OBQ = K1(@ y &) Z(x) sin o 4 2.56
0

o

)

ol 3 Kz(@ , ) ot K1(Q , ®) sont des noyaux identiques & ceux du paragraphe 2.4

et )\ =
P2~ Py -Aéim

se0808
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En conservant la méme répartition de points et les mémes notations que

dans le cas du moment, les équations 2.55 et 2,56 donnent un systdme qui ne
diffdre de 2.35 et 2.3 que par le second membre.

On obtient

n
92+AQ-—005Q
A1Yi+“2Z1'EK1kaAk")" N Fem G 2,57
o=t |
n . .
A3Y1+A4Zi-z B Y, AL =0 2.58
=1 |

Nous calculerons ici les intégrales par la méthode des trapbzes.
2.57 et 2.58 s'éeriront alors @

' D
-1 " A Pa t )\(P“ oos (P -
»A1 Yi+AZZi-ZKikaA-K__2~£= A‘o ,\+sin¢ 2.59
o=
- A1 T A .
A3 Y, + 4 zi-Z nikyk-——-—-‘-———-—gz =0 2,60
: lo=

avec Aoz 0

La répartition des points et des intervalles est la suivante

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
=5 | & x| = 2 |5z | 1=
P ° & | % 51 7| & ry 3 |2 %
* )l 2 || 5| x| 2| = x| =
AGx| 72| 60 | 66 | 20| 20| 12| 12 1% | #

o 1 KQwW

Dans un deuxidme caloul, nous considérerons 18 points édquidistants sur

le méridien défini par (o, =0 et (@, = %+ les intégrales étant toujours

calouldes par la méthode des trapdzes. Les intervalles égaux auront pour valeur

(A XN B N J
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249.2.1 Calgul de y' et g'
Comme au paragraphe 2.5.1 , on obtient A partir des équatioms 2,55
et 2.56 @ : ,
: A - con@
’ 2 \ Pyt - cos .
(92"‘ 91) g = K((eo“) Z(w) d“"‘A . 2’\+sm¢ 2,61
0 , .
X
2
¥y = H(? o o) Y(a) d 2062
0
ou encore q>

(b - py) 5 A + 810G ) (p,pAQ = 000 Gp) "‘:\’\+ e et a 2(e) da
0

.1

v (prAG - o) 2 “:\’1 e stn o 2a) da

+ A (p, +¢\C? - cos ) 2,63
@

+>\ o - COB O
A +8ina

Y(/\ +sii1('f)_w sin o Y{x) a4 o
. 0

X
2 .
";(I’ +A(‘>-oo¢@)/ ﬁ%&—o‘- Y(x) d o 2.64

et en dérivent

[ XEA TR R )
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,

P1+ Aﬁ-‘- co8 o

(92-91) I:z()\+sm<(>)] =( A+ s:mcp)/ WY gin « Z(x) d &

iR ©

+ ()\+sin«e)] f_g*):‘:i;:““ sin « Z(x) d «

¢
+ A ( A+ sinep) 2.65
. (3 |
.[y()\-fsintf)] .(k+amc9)[ '—;ﬁi%;!(u)éa 2.66
» ¢
De 2.65 on tire 3 x
t mcp ' ) 3 ?_gj >\u'-coser. : :
za-t- A+ 8in z‘+92"P1 i Y sin @ Z(x) 4 «
P \ |
'/—X%- Z(a)duc-l-Pz_ > , 2,67
o .

et de 2.66 ¢

z ¢
2 N
' < v
y=-—;—f-§§;:r;-y+[ — BB y() qo - | —pBBE—y() a0 268
0 0

Or pour P=0 2,64 donne @

X
2 A
\»31_
e O Ll 2-69
0 : | |

d'ol

@ |
o # -y ,
Yt =~ }\;m{m? ¥+ y1—/'ﬁ1%1; Ta) da | 2.70
0

secs0e
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2.902.2 Ezmé.m

Les conditions aux limitea et les oonditions d'équilibre permettent
d'écrive

.m---—-;\-ﬁﬂ&% >\N Tﬁ%z | 2.7

4 X
- nz-i- %‘CF’ /\N.' 2! 2.72
‘moit
’ +
n=N+ )\N1 (%—;_—f)\—’-)-)rq r, 273
avec

n
2 P +>\ o - COB &
)\ + sina

sin o Z{x) d 2,74

¢
T, = )—m-u Z(x) d o 2,75
i /O + sin |

2.9¢2.3 Homente de flexion

HaoX(y +v ﬁ%y)

Soit en vertu de 2,70

KaaAN.‘[-‘/—\—v—yrS-(hv) /\+sin(‘p ] 2,76

avee @ @
. S, = revees Y(x) d 2.

o

D'autre part mavm-x1(1- va) T%g%ﬁ??'y
mu-vm+a/\N1(1-vz)Xﬁ£€'¢-y 2,78

Les intégrales T, T,, S, sont calculées comme su paragraphe 2.6

i* "4

[ R X RN N J




N
A -2 8 X
% "% T2 h 9% F =1
a (. b
Oy = e o] o=
eF h @Mh e n h2

et en valeurs relatives par rapport & %
1

] + 8in

r:fn-a-g.x' sin €,

wrat - A RS

1

) ==39-F-=0N+ /\(T+)\ Ar

Po- P1 i

or 2o h | s 0w ey
1 ,

omag-of;as;vom-&ﬁ /\v%(“-vg) :88?; Yy

2.9+4 Rémultats
2.9+4.1 Promier calcul avec 10 points

La résolution du systdme d'équatioms 2,59, 2,60 donne 3

(X N X NN ]

2679




152

Pe Y z 107, y z
0 1,0069650 - 42,161134 9,9498931 1
3 0,9144719 - 42,215198 9,9347460 0,90751759 -
6 0,8232497 - 42,212715 9,9070476 0,81631470
9 0,73387194 - 42,109198 9,8567470 1 0,72697971
15 0,5622857 - 41,501062 9,6664918 0,55551919
30 0,1932581 ~ 37,073861 8,5433428 0,18727782
45 - 0,0447398 - 29,986749 6,8503555 - 0,04953514
60 - 0,1414855 - 23,862327 5,4197490 - 0,14527933
75 - 0,1057295 - 21,12693% 4,8042846 - 0,10909250
85 - 0,0112192 | - 20,845348 4,7679541 - 0,01455685
¢ 10°, 5, 7, t,
0 o 0 0
3 0,1246541 - 0,00575446 - 0,07087823
6 0,47226T7 - 0,02294135 - 0,12666998
9 0,9911466 - 0,05135331 - 0,16795484
15 2,3257600 "= 0,14013492 - 0,21022809
30 5,3873397 - 0,50828504 - 0,13376987
45 6,2052154 - 0,99860768 0,04907057
60 4,3423556 -~ 1,5067683 0,17368293
15 1,6471720 - 1,9993391 0,14414060
85 0,7457469 - 2,3265389 . 0,01978147

T = 17,948400

(A XX NN
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e o % % %
0 1 - 17,721556 0 1,0865283
3 0,9015555 - M,5T6T | - 0,1428%01 1,0348981
6 0,8034429 - 17,301585 - 0,5500001 0,8997908
9 0,7069714 ~ 16,920994 - 1,1587640 0,6991036
15 0,5230549 - 15,849262 - 2,7196543 0, 1779970
30 0,1544649 - 11,799171 - 6,2209200 - 1,0968017
45 ~ 0,0327135 - 6,708763 - 6,9904880 - 1,6031197
60 | - 0,0668502 - 1,592822 - 4,5845230 - 1,1030235
5 ~ 0,0257482 3291583 - 1,2360644 - 042469956
85 - 0,0011538 6,538986 - 0,0908510 0,0140142

s000bs
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2.9+4+2 Deuxidme calcul avec 18 points
e 103 y z T,
0 9,8413502 1 0
5 9,8165985 0,84533235 - 0,10955848
10 9,7375966 0,69528902 - 0,17801237
15 9,5703290 0,55246523 - 0,20907162
20 9,2998681 0,41922953 - 0,20796461
25 8,9276618 0,29762686 - 0,18102467
30 8,4680332 0,18931189 - 0,13522278
35 7,9446253 0,09548366 - 0,07769441
40 7,3667788 0,01690162 - 0,01531199
45 648259604 - 0,04608715 0,04565454
50 6,2927151 ~ 0,09347389 0,09976527
55 5,8139433 - 0,12549168 0, 14252055
60 544107499 - 0,14250833 0,17036934
65 540965341 - 0,14492143 0,18064328
70 4,8760271 - 0,13307158 0, 17145782
5 4,7440121 - 0,10718223 0,14161607
80 4,6851047 - 0,06733790 - 0,09055446
85 4,6732081 - 0,01350367 0,01838037

(A X R X2 J
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‘pe % % % Es

0 1 - 17,832001 0 1,0746754
5 0,8363942 | - 17,509328 ~ 0,3732262 0,9466985
10 0,67303885 | = 16,879976 = 1,3636644 0,6202178
15 0,52017730 | = 15,964801 - 2,6949293 0,1755231
20 0,38001670 | - 14,794964 - 4,1236621 - 0,3143575
25 0425880575 - 13,411452 - 5,4483364 - 0,7667676
30 0,15614182 | = 11,862272 ~ 6,5148784 - 1,1917762
3 0,07397213 | - 10,198239 - 7,2189997 - 1,4935926
40 0,01216542 - 8,468277 - 745054107 - 1,6710242
45 - 0,0304%% | - 6,715068 - 7,3644202 | - 1,7170608
50 - 0,05580866 | - 4,971661 - 6,8266697 - 1,63T7288
55 | -0,066520% | - 3,250445 - 59561911 | = 1,4504548
60 - 0,06557519 | - 1,587704 - 4,8467664 - 1,1821486
65 | - 0,05615690 0,045236 ~ 3,6095791 - 0,8672145
70 - 0,04160369 1,649450 - 2,5135476 | - 0,5455945
75 - 0,02529727 34239675 - 1,2715180 - 0,2609435
80 - 0,01064479 4,830761 - 0,4656174 - 0,0588692
85 - 0,00107029 6,432135 - 0,0854801 0,0148034

Les résultats précédents sont reportéa sur la figure 2.5 ainsi que
les valeurs données par H, WISSLER (13) et R. A. CLARK (14).
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Cons TORIGQUES (2tme pertie) Tbe 2.9

Y, I, 1 Y,
~ 16,704519 .0 0 ) 0
0 - 16,704519 0 0
0 0 - 16,704519 0
0 0 0 — 16,704519
0 0 0 0
% 0 0 0 0
| 0 «. 0 0 0.
.0 0 0 0
0 0 0 0
Y 0 0 0
- 2,9755705.107 | = 3,8673811.1070 | - 768378574107 | - 2,2880177.107
0 - 3,5639251.1070 | = 7,6720655.1077 | - 2.2845277.107
) - 3,8415574.1070 | - 7,3631702,1070 | - 2,2811516,107°
0 - 3,8219068.1070 | - 7,6215807.1070 | - 2,2481626.107
0 - 3,7831614.1070 | = 7,5455121.1070 | = 2,2551831.107
0 - 3,696850401070 | = 7,3721948.1070 | - 2,2033625.107
0 - 3,625314,1070 | - 7,2205936,1070 | - 2,1607622,10™
0 . 3,5723195.1070 | - 7,1238570.1070 | - 2,1291602,107
0 - 3,5397755.1070 | - 7,0589586.1070 | - 2,1097634.107
0, - 3,5%00346,1070 | - 7,0395337.1070 | - 2,1039577.10™




COUBS TORIWES
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(28me partic) Th. 2.2

5 Y %7 Ts

0 0 0 0

0 0 o 0

o 0 0 0

0 0 0 0
- 16,704519 0 0 0

0 - 16,704519 0 0

0 0 - 16,704519 0

0 0 0 - 16,704519

0 0 0 0

0 0 0 0
- 9,3695956.1072 | - 1,7684830.1071 | = 2,4526475.107" | - 2,9509%68,107"
. 0,3553032,102 | = 1,7657864.107" | = 2,4489064.107" | - 2,9554220,107"
- 9,3414783.1072 | ~ 1,7631768.107" | - 2,4452675.107" | - 2,9510541.107"
- 9,3282575.1072 | = 1,7506776.107" | = 2,4418214.1077 | - 2,9468717.107
- 9,3742024.10‘2 - 1,75609‘51010"1_ - 2,4554560.10"’ - ;3,9592015.10"1
- 9,0902507010°2 | = 1,7450525.1071 | - 2,4242780,107" | - 2,9256945,107"
e 8,5144166.1072 | - 1,7142156,107 | - 2,a192502,107" | - 2,9252227.107
. B,7840393.1072 | = 1,6891445,107" | - 2,3867996,107 | - 2,9517435.107
e 5,7080165.107 | = 1,5735644107" | - 2,3650556.107" | - 2,3079836.107"
- =21 4669150401077 | = 2,3585475.107" | = 2,8999815.107"
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COQUES TORIQUES (2bme partie) Tbe 2.3

X, Yy z, Z,
0 0 - 2,6779065.10"3 0
0 0 0 | = 2,4466005,10™2
0 0 0 2,2174126 104
0 0 0 2,1313355.1074
0 0 0 1,9609334., 10~
0 0 0 1,5454287 .10
0. 0 0 1,1443490,107"
| 0 0 0 7555077141072 -
- 16,704519 ° 0 0 '3,7437605,107°
0 - 16,704519 0 1,2492559,10°
- 2,1808678.10"1 | = 1,1214995.107" | - 2,2880004,10™% 0
- 2,1775413.10" | ~ 1,1197889.107" 0 |« 2,2880004,10~
- 2,1m43231.1070 | - 1,1181340,107" 0 o
S o 21712813907 | - 1,1165492,107 0 0
- 2,1‘65‘5901.10": - 1,11}6431.10": 0 0.
- 2,1556420,10° | - 1,1085273416" 0 0
- 2,15%170.107" | ~ 1,1075888,10" o 0
- 2,1622875.107" | = 1,1119448,107" . 0 0
- 2,1798144.1071 | = 1,1224880.107" 0 o
- 2,1767833.107" | - 1,1301461,10" 0 0
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COGUES T
TORIQUES (22
e (f"’(gs

0
0 ) 0 0
0T F006332 7 0 0 o
0 . 0 . 0 0 0
0 (01" $006382°2 = 0 0 0
0 0 0 0 o
0 o Tow.woommmm.mr 0 0
0 0 0 : 0 0
: 0 0 -0 Towtﬁoommwmﬁ.w - -0
w..ow.mmm¢mmw.w 0 0 0 b .0
04 1EVGYE9%E (01" £36YEYa*S 0 0 To,~.¢8mmmm.m N
2-Ob*TELEEY* L 0L ZSLLLSLYL PRLC N 0 o
. , 0O ; o I_O . ] o
_,,..M«.mﬁvmmo:. m...ow.mommmmm._n ¢ ow.,omgm.mm:w . TM».N.wmgm'm o4* °
20t €6L00LG L. w.. .P.mrwhmmm.m ¢~ F.mwnwﬁ.m.m ?. L*ziveslety G- 2GYOLLE Y
201° L206928°¢ DL 0LLLLGE®S -01*096500% 4 ¢-01"6006LE" 1 ObTELISIEYS
N.vorchmno%.v N,.nowoﬁomNnON-N N{o,ravmmmmnvum m‘c«.m@mwbmhmm . TOwomm§m~,¢ .
(-OL"OV006 L4 043G L* L O LEOLLY*L PR 047266595119
o (Orteoasieetl | m..opnommwﬁm..m | m..owu.owommw_‘.r To_.”aeﬁmwmﬁ,
0 ml,Ow veagabaty | hlo.r 2 LIPSt e : .v.lo_‘ PF@NP@VQQ .
L, m o .m,..ow..mmmmm 125 : mlo«..mbwmmmh.r -
7. 0 - ..v.loeoﬂmom..éu ¥ )
g
7 0
¥ _
z 4
‘
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COWES TRIWES (2ime partie) Tb. 2.5

VA

A

g 9 10
o 0 0 = 0
§,2504044.107 | 2,%030254.107 |  3,9628589.10~ = o

1,2468697.107% | 4,5942191.107> | 7,9053583.10~4 = 0
1,8655670,10~ | 6,8738725,10™ 1,1828000.1072 = 0
 3,094057441072 1,1400572,107 | 1,9616832.10™ = 0
6,1210137,10™2 2,2553502,10™2 - 3,8808230,107 = 0
5,1066868,10™% 3,3554521,10° 5, T137684,10™ = 0
1,1817551.107 4,4520349,10~2 | 7,6622479.10™2 = 0
5,9885943.1072 | 5,2078327.107 6 ,5767162,10> = 0

1,5983346 110 1,8571633.10™ 8,1904850, 10~ = o

© ' 0 0 = 14,285700

0 0 0 = 14;211318

0 0 [ = 14,137916

0 0 0 = 14,065671

0 0 0 = 13,925286

0 0 0 = 13,605429

' o . 0 0 = 13,342256

-2,2689004, 107 | o 0 = 13,147120

0 | 2,2889004, 10~ 0 = 13,027349

0 0 ~2,2889004.,10™ = 12,991500




(2tme partie)
Fig. 2.1

Fige 2.2

Fig. 2.4

b
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0,9

0,8

0,7

0,6 %\
0,5 \

0,3 S
Y] dm \
0,2 N A"
\ =N \\
0,1 > A
\ dy \@\
0 = t
TE .
= 0y SIS
- 0,2 : e S —

0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° T0° 80° 90°

“Fige 2.3
(2tme partie)
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CHAPITRE TROISIEME

COQUE DE REVOLUTION A MERIDIENNE QUELCONQUE ET DYEPAISGEUR CONGTANTE

3.1 Equations de base  (Voir Fig. 3.1)

2

Les équations 1.26 et 1.37 s'éerivent

H ‘Nrs

r 2
2

4y d r. dy . Ir 2
d@2+[ T2 -g-coth:' [;lcotg@-fv] y

a® T1 T d(‘“)- 2
xr, dv
= - === o (1 + V) --—-d@ | 3.1

d” x d b o

Ly== (1= v)yainq;-

et g

— 2+ -.g-+£g-cotg -ff-'- [-’r—‘-cotg?@ - ¥ X
W a@c lap 1 T a L% -

I r by

S+ A d P 1 >
== — & 4 (= - =) cotg @
sin@ d? r, r, T,

d r,
- c—— r th(;—+ v)

ap 1

1
+Ee(r1y-(xr2 ) 362
a ¢
Elles peuvent se transformer en i

T dr

1

5.3

sin?-cx r2(1 + V) dq>

(AR X NN ]




an~(1+v)xainQ>+E

-———rF.,l.r

a®

S+ A

“ain@

d T

2,

d@r

165

e(:c-1 y-or,

CP) sin @

]

F, (1'2/r1 + v)] sin (O

&

T2

-—) cotg o2

r

L'opérateur L se définit par

a
L f =~ (gin
d

b o
-2
@3

a @

3.2 Etude de l'opérateur L

Si 1'on tient compte du théordme de Meusnier

relation ry =

1 b o
cos@ d

)-(~—eotg@ +1)fainCP

r
T, = et de la
(Voir Fig. 3.1) 1l'opérateur se transforme en 3

¥
L a r cos (p df rocoa? +roaa:m@f
= ) —————
a Ce z, d (P r,
ol
4 r cos af cos '
Lfs= - @ . -r, Q)) £ 3.6
a ff Cn a6 %o
On vérifie facilement que f = -}* est solution de ¢ L £ =0
)
Ecrivons L £f =0 sous la forme 3
' 2
r df r, cos + r ain
S S i ©r5 £ =0
d CF r1 d CP ro
r
goit en effectuant et divisant par ;3
d r r cm2 1
Py (.;2) L + sin@
d Cp d(p Yo/ T4 L
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Une deuxidme solution de L f =0 indépendante de £, = 1/r
donnde par 3

exv-/;(ce)dcp

f2=f1 A 3 d@

(z, /2,)
effactuant on obtient s
1 1 s(@)
f m= [p p 4 m= [y 48 = 58
2 ro o1 CP r, (5] 2% r,

ol S((b ) représente la surface engendrée par la rotation autour de ltaxe de la
coque d'un seguent de méridierme

ds = r, d q‘; est 1'élément d'arc de la méridienne.

3.3 Définition des noyaux

Comnaissant les deux solutions particulidres f1 et f on peut déter-
miner deux solutions

x, =1, +ps &5 et xsz1+p2£2

qui satisfassent redpectivement aux conditions aux limites sur les paralliles
@ CP y et C() = Q o ¢+ La définition des noyaux s'effectue alors comme pour
les cas Studiés dans les chapitres 1 et 2 de la deuxibme partie de notre étude.

On t done muériquement caloculer une coque de révolution de méridienne
quelconque méme si elle n'est pas définie analytiquement.
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Fig. 3.1 (2bme partie)
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3,2 Coques cylindriques d'épaisseur linédaircment variable ......

3e201
3e202

3263

3.204

3e245

3240

302.7

Transformation des équations de ba8e sevesescncssccce
Cas d'une pression p = = p, ou telle que

3 2
p=p°(81 "1)5 po(t-1) 9089800500800 00320000000008

3.,2.2¢1 Rotations au droit des DaBEB eseacsesseserns
3,2.2.2 Dilatations radiales au droit des bases ....
Cas d'un effort de Cisaillement Q1 ctoesbeser0sBtROS

3.2¢3.1 Rotations au droit des bases provoquées par
uneffo!‘t Q1 'EEEXEREENENE N NI N W N NN NN ENRNEENNENES ]

3,2,3,2 Dilatations au droit des bases provoquées par
meffort Q1 [ R EXEEEE SR ERRERNN NN RN SR RN RN )

Cas d'un effort de cisaillement Q2 esssesensesanssne
3+2.4.1 Rotations au droit des bases provoquées par Q2

3.2.4.2 Dilatations au droit des bases provoquées par
uneffort Q2 ISR FEFERENNE NN NN NI N NN NN N NN N NN

Cas d'mmmnt M1 SO S EBONBERSOTS NG SIPOINCIRIROEEESDN SO
3.2e9.1 Rotations au droit des baBes .eecvcesscscsse

3.¢:9.2 Dilatations au droit des bases provoquées par
unmment M1 S8 PP CRENOEICNSTEOEPOIOEOLESIIPINERNE

Cas d'un mmnt Ma X EE RN ENNENNNE NN N NN EENNENENRENNENRNNX ]

B.2+6.1 Rotations au droit des bases provoquées par
unmment Ma SOOI BODO NN OO VBB NOPOOETSOEDNO

3.24602 Dilatations au droit des bases provequées par
unmoment MZ 0 S OEPEC ORI EOELIOITN SO OEAGISIBISOIRED

Cas d"m effort nomal No OB R ISSESIODROICERIQIDENSBOIOIONLIOES

%e247+1 Rotations au droit des bases provoquées par
lmeffort noml Ko L O PRGSO SESTBIRIBOIBESOEBSOEOTRPCOC

3e247.2 Dilatations au droit des bases provoquées par
meffort nomlt No PSSP OBIOEOCESOGEBIIOIOVSERISIDDNO

CHAPITRE QUATRIEME

4

EmE DE LA FI‘EXION D‘S COQUES SPWQUES S QO OP ISP POTIHIOPIOSONNSISDOS

491 Equationsde bm S 20 080 Q0CEOIDII P ENOOPEABPIOEIOIOOEBORROIOLOROBGO

40101

Coques sphériques d'épaisseur constante .cccecccssecs
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Calottes sphériques d'dpaisseur constante et d'angle solide
quelconque 20 2 E S GO0 SD PRV B IR OO RNEIEG LTI OESESDIOOENONOEE YO

4ede1 Cas d'efforts radisux agissant sur le cercle de base

4.241.1 Rotation au droit de la base provoqude par
des efforts mdimx k{e 9002V BPIRGOEIGEETEODO

4e2.1.2 Dilatation au droit de la base urovoquie par
des efforta r&(—iim Rg 2 &GS 285 0800886008898 06099%9

4.2.2 Cas d'un moment agissant sur le cercle de LASE cseesss

4e2+201 Rotation mu droit de la base provoqude par un
uoment appliqué & cette méme bABE sevececese

4.£.,2.2 Dilatation au droit de la base provojuée par
mlmoxnent Eie I.0.00.."'0.00..IOOOi'sbﬁo..lo

Variation des coefficients d'influence en fonction des para-
m?}tms e et k O P I &N 09 0 06O ISP GO ECHEOFSPORBDBEIIEEOOGEDSPO

CQques hélﬂiﬂphériques GO P 0O GNP 0238063002600 0330002038028

44441 Rotation au droit de la base provoquée par des efforts
radiaux R 8 00820 EN PP EDONPENEPREBVEIETOOED0CENTNE T

© R
4.40101 Vﬂleur limite de Yeo pOU.l' kz gr’wd d60 2300

4.4.1.2 Comparaison de YO avec le coefiicient d'ine

fluence correspondant au cylindre tangent de
longleur mfinie 9O VRSO0 20000638 P90B0R2Q0060600

4.4,2 Rotation sur la base provoquée par des nouents Hy oes
M
4.402.1 valw limite de Yee pour k2 {;'I'ﬂnd eanoce
K
44242 Comparaison de Ye avec le coefficient d'ine-
fluence correspondant au c¢ylindre tangent de
longueur m‘ixlj-e 9F D0 PO BD2IIODEHOOHELISEO000DN

Coques sphériques peu profondes ccevesscsscesassosssscccoass
4.95.1 Rotation au droit de la base provoquée par un mounecnt Ng

4.5.2 Rotation au droit de la base provoqude par des efforts
radi{mx Re 3060600 IHTOOEDPOEIEIPSEI N IDODOEBEDIOIONDOOCEYOO OO IED
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DEUXIENE PARTIE

RESOLUTION NUMERIQUE A L'AIDE DS EQUATIONS INTEGHALES

CHAPITRE PREMIER

1o

QOQUES S.};)Inﬁ{'l(mﬂs D'LQP}JSSEU}{ CO}.‘EST[{NTE 2 20 TDI ISR OVOOL0ELDDOI3TCES SR

11

12

1.3

Transformation des équations de DASE eevesoccococecsosoncoons
1.1.1 Diéfinition des NOYAUX eevenescscocncssssssscsosscsccss
1.1.1.1 Hoyam relatif & W asesocennssstsvssssssssoaoo
1.1.1.2 Hoyau relatif & @ soeveecncrsvocsassocscncos
Résolution numérique du systime d'déquations intdgrales ......
1201 Transformotion des équations de DASE ceuvenssrcscsoscnso
Tedelst Premibre méthode de transformation .vescseese
1.de1.2 Deuxitme méthode de transformation .eeseesseo
1eds1s3 Qroicidme méthode de transformation sieeceess
1.2.2 Calcul des contraintes ...veecvescocssascoscssscssccos

Application et comparaison avec des résultata obtenus analyti-

qu@ment VRO LOO0SCEROOGBSIDERIBOOUEEIEODIYNSBPELOOFBOOEOGEDOSO NGOG

CHAPITRE DEUXIEME

2o

Eri‘UDu DE LA E‘LE‘\{I‘ON DES COQUES TORIQUES G EDSOUOES0EDINOPSETHN0HO6OQD

2e1

202

2e3

204

209

Bquations de D8B6 ccescsccoccesasssssencsnasossenscnsossnvescs
Transforuation des équutions de base secececsotssnsssassoncon
DEfinition des NOYEUX eeesorssscrcssvesssasosssosasssonnaseas
2+3.1 Noyau relatif & F secsvssavssocvsacccscnoncvsacvevacocos
2e3+2 Hoyou relatif @ 2 ccoevceceveoscsnoscnncsasosanssosans
Résolution nunmérique du systime d'Sguations intégrales e...e.
20441 Transformation des équations de base cescecsesevesencs
Détermination des efforts normaux ct monents de £1eXion eeoes
2.De1 Caleul de ¥' et 2" tovsveossccsovcessoesassscasesoves
2:5.2 BEfforts NOIMAUX ceeecssecscossonsacsosncoscaseassnncos

20503 MOm@ntﬂ 00603000088 300CDBIOHONINIRINALSICLOLNESODGEAION 6D

Calcul numérique des intdgrales T Ti Si ssesesscsssasnssne
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Définition des contraintes .cecvrsesaessecsssnvossrsrosssoscs

T

Application ¢ Tore L?1 =0 kpz = = soumis & un moment M“i

2
agissant sur le paralldle Py reressseceienes

i3

Application : Tore défini par Py = 0, Lf.) = = et sounis

20501
2492

2
en Lf'i 4 un effort normal unitaire W ecsws

1
Transformation des équations de base cissceeccsssaconse
Déternination des efforts normeaux et moments de flexion
2e9e2.1 Caleoul de ¥' et 8" eccecescceiracionsctaacens
Peleled BIfOTES NOIUAUY cesvssssrssvonvnvssssasossavaee
2:,9.203 Homents de flexion cesesescrorscscncencscnsses
Définition des contraintes ceesessvscescssecnrsssocsan
RESU1LALS cessosoesovsvesesvssossssorssnnoscnsscesaaas

2.904.1 Fremier caleul avec 10 points eciseesareansce

2edede? Deuxibme calcul avec 18 poinls sevessecscescs

CHAPITRE TROISIENME

3

COGUE DE REVOLUTION A MERIDIENNE QUsLCONQUE ET D'EPAISSEUR COISTANTE

3e1
362
53

Equationﬁ de ba&e LB O OB L NGO A DANNEEBPOIIOEROAOOIS RIS IO

EtUde de l'Opérateur L '0.".0«':'0!000.00'u.o#nonlaonubnavu

Définition das ﬂayﬂ“x "Q"OO..D‘.D.."O.'O.'.l.COtD«COBGDGDDb
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