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INTRODUCTION

Nous nous proposons d'étudier, dans une premiere partie '""l'erreur de
calcul' finale qui résulte d'une succession d'opérations simples (sommes,
produits),

Le nombre de ces opérations peut &tre tres élevé,

Nous présentons pour chaque type d'opération une ou plusieurs théories
probabilistes : dans le cas d'une somme nous développerons deux théories

principales correspondant a-deux voies d'approche différentes,

Les résultats obtenus sur des exemples pratiques sont ensuite comparés a

ceux prédits par ces théories,

Dans une seconde partie nous traiterons le cas de la résolution approchée
de systemes d'équations différentielles. L'étude sera faite sur des systemes
qui satisfont & des.conditions initiales et sont résolus par des méthodes

pas séparés,

Nous essaierons de montrer tomment, et dans quelles conditions, il est

assible de déterminer, au cours de 1l'intégration, 'l'erreur de calcul"
g

propagée,






I

ERREUR DE CALCUL

1)

L'utilisation de toute machine & calculer, de la plus
simple a la plus perfectionnée, engendre en général, au cours de

1'exécution d'un calcul quelconque une certaine erreur,

Indépendamment de la méthode et de 1'outil mathématique
employés, cette erreur existe du fait de la nature mé&me du nom-
bre qui, transcendant, irrationnel ou simplement rationnel, peut
comporter un nombre de chiffres illimité, Dans un calcul prati-
que, il n'est pas possible de l'utiliser tel quel. Il en est de mé&me
si le nombre des chiffres significatifs sans &tre illimité, est

tres élevé.

Nous nous intéresserons spécialement a l'erreur diie au
fait qu'un nombre de plus de k chiffres (nombre initial) doit &tre
remplacé par un nombre qui ne comportera que k chiffres exacte-

ment (nombre approché qui servira a effectuer le calcul). Nous

aprés chaque opération des nombres qu'il manipule.

I'ensemble de ces deux types d'erreurs sera désigné

par ERREUR de CALCUL.
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Cette "erreur de calcul' dépend principalement :

des caractéristiques de la machine

- mémoire : nombre de positions

- systeme de numération employé

Notre étude portera sur le systéme décimal (base 10) et nous
utiliserons le procédé de programmation appelé point décimal

flottant (virgule flottante),

C'est le mode de travail qui, en pratique, est le plus souvent

adopté.

Décomposition d'un nombre quelconque C différent de 0.

Nous l'écrirons : C = ¢ . c . 10”7

soit la valeur + 1
soit la valeur -1
- ¢ est un nombre de la forme : 0,(:l c2 oo™

- & représente

la suite des chiffres ct peut &tre limitée ou illimitée.
Nous aurons nécessairement : 1 € cl < 9

et OSCis9 pour i#1

c'est & dire 0,1 € c <1

- y représente un nombre positif ou négatif.

des nombres
S'ils sont en petite quantité et connus de fagon précise, pour
évaluer l'erreur de calcul, nous aurons. besoin de la

grandeur de chacun d'eux.
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Lorsqu'ils seront nombreux, il sera alors nécessaire d'avoir

une certaine connaissance de leur distribution en probabilité.

c) des opérations
- du nombre d'opérations
- de leur nature : l'erreur sur la somme (AtA+A) peut
différer de l'erreur sur le produit (3xA)
- de l'ordre dans lequel s'effectuent les opérations :

exemple : (4:6) x3 et (4x3):6.

EMPLOI D'HYPOTHESES PROBABILISTES

1L.OI DE LA VARIABLE A

Lorsque nous aurons 2 considérer une famille suffisamment
grande de n nombres tels que (A1, A2, ... Ap), nous supposerons
que 1'ensemble de ces n nombres forme un échantillon d'une loi

de probabilité que nous nous serons donnée & priori.

Appelons A la variable aléatoire qui suit cette loi.

A=¢.a. 10°
La loi de probabilité A sera parfaitement définie lorsque nous
connaftrons sans ambiguité les lois propres de chacune des
variables & , a , a.
Exemple :

Donnons nous une loi uniforme pour A entre les bornes :

B, B2

By = + 10 et By =+ 10 B, < B,

it el 1 S —
so a valeur B, - B]



f (A) est la densité de répartition,

f(A)
/

Les lois propres de §& , a , et a seront, dans ce cas particu-

lier, les suivantes :
a) ¢ =+ 1 avec une probabilité égale a2 1 (valeur certaine)

b) a . suit une loi uniforme entre 0,1 et 1

E (a)® est la valeur moyenne d'ordre n de la variable a

1 _ 1 o-(nt1)
cp 22 [ 20

+1
0,1 9 (nt1)
c) a prendra la valeur : Bl + i
B, +i-1
avec la probabilité : 9e 10
pour : 1 <ig By, - B

Nous avons naturellement :
Pz - F1 Bl +i-1

3 9e 10 =

i=1

Trois familles de fonctions, auxquelles nous pourrons nous

référer par la suite, ont été choisies

notation

B et By sontles bornes de la variable A By < B
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;t>q
I
O
g

B>
/ f (A) =1 k=123

Premiere famille :

f;1 (A) = constante

1
1 2

BZ - BI

-Si les nombres sont tous arithmétiques : 0 € B] < B

-Lorsque nous étudierons les opérations sur des nombres

algébriques nous prendrons : By < 0 - By > 0
2 2
Bi + B , Bl + Bp.Bz+ By
= > Q<= 3

Pour les lois de €, a,a, voir exemple page 5.

By
By = by 10 0,1 < b1 < 1
B,
By = by 10 0,1$b2<1 €=+1
A =a 10°¢ 0,1 € a < 1
Loi de a
Prob {a B +'} ! 0 < B B
. = = < < -
L7 Bz B + 1 IsF2 !
Loi de a

pour a = B; loi uniforme entre (b; et 1)
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pour a@ =@, + t loi uniforme entre (0,1 et 1) 0 <t < B, - Bi

pour a= 8, " " " (bpetl)
Exemple : B =1 By = 103
f,(A)

P

Dans cet exemple particulier, la valeur de
b, est en fait la limite de 0,1 + ¢ et celle
de by la limite de 1 - ¢ lorsque ¢ positif
tend vers 0.

.

By =3
Echelle logarithm ique
1 1 1 2
= — = — Z T m— M=203,5 = 124.58
227 YT 370 2700 Q ?
Troisieme famille :
By B, 1
f3(4) =8, - B, az
a) B, > B; > 0
f5(A)
M SR
yb———
0 B, B, A
L. B 1 B 1
B Bz - Bl V7B, B3 - By
log (B2) - log (B1) »
M=B{ B = B; B
1 B2 B, - B] Q 1 B2



b) Lorsque les échantillons A ne sont pas tous positifs nous

avons pris pour A la loi suivante :

100 1
e e < g0
£ (A)="3 (A+10)2 pour 10 < A <9
f.(A) 100 1 _ < -
3 f (A)——-—-g (-_——_—A+30)2 pour -20 A< 19
-20-10 O 10 20 A
M #5
Q% # 386

2y LES 2 CLASSES DE NOMBRES

Nous définirons deux classes de nombre :

- la classe (I) étant 1'ensemble de tous les nombres réels C qui,
écrits sous la forme (1), sont tels que quel que seit j > 0
(j étant un nombre entier) Pt = 0

{nombre de chiffres significatifs < p)

_1la classe (II) étant formée par 'ensemble des nombres réels
C tels qu'il existe au moins une valeur de j pour laquelle
P 0

{nombre de chiffres significatifs > p)

3) ECHANTILLON ALEATOIRE L attaché 2 un nombre de la classe (11)

A tout nombre C de la classe (IT) nous associerons un échantillon
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aléatoire que nous noterons L (C) et qui sera défini par 1'égalité

suivante :

L(C)=¢.xc.1077P

Définition de x.
Xc est un échantillon d'une variable aléatoire notée x dont la

répartition est uniforme,

Nous examinerons 2 cas :

a) erreur de chute 0€£x <1

0
. 1 1
b) erreur darrondi -3 < x < 3
+ 0,5 n+1
n (-1)
E (x) = th 4t = —
Remarques :
X
- c
-L (C) peut s'écrire aussi 107P —< C

-L'application de L 2 tout nombre C de la classe (I) donnera,

par définition, la valeur certaine zéro :

L(C)=0 c € (1)

Propriétés de L

1. L (-Ag)=-L (Ag)
11, Soit h = 10% Z étant un nombre quelconque

L (hC) =h L (C)



111,

1iv,

Etude de L [C + L (C)] c € (1)

Par la suite, nous rencontrerons des expressions de cette forme :
L (C) = &. xc 1077P
C+L(C) = & (c+xc 107P) 107

si c+ x. 107P < 1

C
L (C) et L [C+L (c)]

seront 2 échantillons d'une mé&me variable €. x 1077P

a) erreur de chute x. <1

la probabilité d'avoir en général c <1 - 107P

est égalea 1 - 107F

1
b) erreur dlarrondi  xc < 3
la probabilité d'avoir en général c <1 - 0,5 107P

est égaled 1 - 0,510 F

Résultats :

Prob.{E [L [C+L(C)]]n=E [L(C)]n > 1-q

1
erreur de chute q = —
10P
. 1
erreur d'arrondi q= ——
210P

Les mémes résultats sont obtenus en étudiant des expression de la

forme L [C -L (C)]

Appelons Sj une somme arithmétique de k nombres',
"

" S'y " algébrique

" Py un produit de k nombres .

- 10 -



4)

En écrivant :

*s -p sk
L(s)=10" 2K s L(sy)=10° —= s
Sk Sk
X
L (P =107 X p
Pk

nous supposons que les nombres Sy , S'y et P, font partie de la

classe (II)

a) Sil'un quelconque des nombres A; , intervenant dans la somme
arithmétique ou dans le produit, est un élément de la classe (II),
nous considérerons toujours Sy et Py comme des éléments de

la classe (II).

b) Siles nombres A; (i=1, 2,... k) font tous partie de la classe (I)

Sk » S'k , Py peuvent &tre soit de la classe (I) soit de la

classe (II).

En général nous rencontrerons des sommes arithmétiques et
surtout des produits qui seront des éléments de la classe (II) ;
toutefois il faudra le vérifier avant de leur associer 1'échantillon

aléatoire L correspondant.
Soient:A] ets A, € classe (II) avec A # Ay
E[ajL(an+a,L (A) | = E [s; L (5]

en effet chacune de ces deux moyennes est égale a : E[x 107P (A1+A2)]

CORRECTION DE CALCUL

Notations :

Soient: Y la valeur numérique exacte de l'expression a calculer
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Y la valeur trouvée par le calculateur

L'erreur de calcul sur Y est ?Y' -Y

En fait il sera plus commode d'utiliser la "correction de calcul' :

Hypothese fondamentale sur la ''correction de calcul”

Dans toute la théorie qui suivra nous considererons la ''correction
de calcul' sur un nombre C, R (C), comme 1'échantillon aléatoire

L (C) défini précédemment.

Prenons par exemple le cas oll un nombre négatif (C <0) subit une

erreur de chute.

C=—(0,c1 2 ., cPcPHL ™ ...)107
T=-(0,¢t c? ... cP)10”

R(C)=C-C

R(C)=-107"P (o, Pt cP¥2 = ™ o)

Comparons a2 L (C)

L (C) = - 1077P (x)

Il est tout & fait raisonnable, et l'expérience le prouve, de faire
N : : p+1 m [}
correspondre i la suite de chiffres perdus (c ...c'™), que l'on ne
connait en général pas, un nombre aléatoire (x.) échantillon d'une
variable dont la répartition est uniforme entre 0 et 1 (pour cet

exemple),

Remarque :

Dans le cas tres particulier ol l'on est assuré que c est de la forme :

12 -



Cp+k+1 m

c=0,c ¢ c 0 0...0 c
R e
k
c'est a dire =0 p<is<p+k

Propriétés de R

Soient U; U, Uj ... des expressions représentant chacune un certain
volume de calcul (qui nécessite la succession d'un certain nombre
d'opérations),

~

U; sera la valeur calculée par la machine électronique.

(élément de la classe (I) ).

a) Correction de calcul sur une somme d'expressions Uj

Etude de la correction de calcul sur U + U,

Le calculateur exécutera tout d'abord les opérations relatives a

~
l'expression U; , nous obtiendrons la valeur U

z . . ~ ~
Il exécutera ensuite celles relatives a Uy, nous aurons la valeur UZ

Il effectuera finalement la somme de U et de U, dont le résultat

= =
pourra s'écrire (U; + U,)

< =

R (U; +Uy) = U +U, - (T +T,) _
4 - . /\‘~'/

R (Uj+Uz) = Up +Up - Ty - Uy + (T, +T,) - (T, +Uy)

R (U] +U,)

R (U;) + R (U,) + R (T +T))

U, + 62 représente un nombre,

Selon l'hypothese fondamentale énoncée plus haut
R (T) + Tp) = L (T + Tp)

-13 -



En définitive :

R (U; +Uz) = R (Uj) + R (Up) + L (U + Uyp)

Considérons la somme U, + U, + Uy
N —

Le calculateur effectuera une premiere somme (U; + Up) puis
ajoutera fj3 3 la valeur trouvée (Gl y ﬁz, 63 auront été établies

en temps utile).
/-\_/
= -
R(U1+Up+U3) = U+tU,+Uz - (Up+Uy) + Uz
R (Uj+U2+U3) =R (U)+R (Uy) +R (Ug) +
N —— ~]

L(T;+T,) +L [(ﬁl+f32) + Ty
Généralisation : (Up+ U, + ... +Uy)

Supposons que le calcul de la somme se fasse par adjonction

successive des termes,

Tous les calculateurs électroniques sont en fait congus pour

réaliser de fagon trées simple ce procédé.

Vit = Vi + U
Soit V; tel que
Vo = U

Nous obtiendrons alors la formule générale suivante :

e n

) = X R (Uj) + X L (Vigq)
i=1 i=2

Correction de calcul sur un produit de n expressions Uj

Etude de la correction de calcul sur U;.0z

N —
~

R (U-U,) = U. Uz - (T7.T,)
La décomposition est possible de 3 facons :
1) R (U1.Up) = UIR(U,) + R(U2)U, + L(T}.T;) - R(U).R(U,)

N
- 14 -



2) R (U;.U) = T R(U,) + R(UR)U, + L(T;.T,)
4
23 R (U1.Up) = UR(U,) + R(U)T, + L(T1.T,)

R (5152) =L (ﬁlﬁz) ﬁl.ﬁz est un nombre

La symétrie qui existe entre U; et U, se manifeste dans la

premiere fagon d'évaluer R (U; U,)

Correction de calcul sur (U1°U2'U3)

~

NN—

~ c'est a dire :

~

R(U}.U,.U3)=U 1. U,R(U3)+U R(U,)U3+R(U;)T,T; +

~ o~ o~ T =S o~
L(T; T). 0541 [ (31.5,).75]

Généralisation sur un produit : (U, U, ... U,)
i=k
Nous supposerons a nouveau que : "]'[l U; est obtenu en formant
1=
i=k-1

le produit de JI U; par Uy

i=1

pour 1 € k € n

Soit Wi tel que

W2 = U
nous pourrons écrire :
i=n n - n .
R (ITU:1) =X Ui_p4p--- Uizl R (U3) Uit .. Uppno 1+ 2 L (Wig)) Uip1...Ug

i=1 1 2

En adoptant la convention suivante :
' i<l
U; = 1 pour
X'>n
i

-15 -




PREMIERE PARTIE

ERREURS DE CALCUL DANS LES SOMMES ET PRODUITS

Nous étudierons ce probleme :
- soit en établissant une borne stricte de l'erreur,

- soit en déterminant, griace a la théorie des probabilités, une loi a laquelle

devra satisfaire la '"'correction de calcul'',
En fait nous essaierons d'en déterminer la valeur moyenne et 1'écart type,

Ces deux points de vue se completent : il sera souvent possible de trouver

une borne de l'erreur mais, sauf dans certains cas exceptionnels, elle sera
nettement supérieure a l'erreur véritable.

(d'autant plus que les opérations seront plus nombreuses).

Pour simplifier les calculs nous nous placerons tout d'abord dans le cas ol
les nombres A; font tous partie de la classe (I) tandis que le résultat de la

premiere opération, quelle qu'ell_e soit, est un nombre de la classe (II).

(Chapitres I, II, III)
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CHAPITRE I

CORRECTION DE CALCUL SUR LE RESULTAT D'UNE SOMME
ARITHMETIQUE DE n NOMBRES

Soit S, cette somme

Les expressions U; utilisées précédemment sont alors réduites a des
nombres A; de la classe (I).

(le cas particulier étudié en remarque page 12, ne se présentera pas
pour n < 10P en effet nous aurons alors ajy) >s;°P 1€i<n)
Appliquons directement la formule générale relative a la correction de
calcul sur une somme.

Vitl = Vit Ag

n
R (Sn) = Z L (Vi+l) avec
i=2 A

Vo 1

BORNE DE L'ERREUR

-Erreur de chute-

Quel que soit i V31 €55

< S *i -P
IR(Sn)I\Z |—S-: S; 10
i=2
0 < 2L < 10
Si

.- 18 -



Une premiére borne stricte de l'erreur sera donnée par :

S; < Sy R (S,) < 10P*l s (n-1)

Une seconde par :

2
. -pt1l n“tn-2
Si € iBp |R(Sy) < 107P"° B, —5—
B, est la borne supérieure des Aj
- Erreur dlarrondi -
w;
IXilc s (Vie1 #5;)
i
- -1
Si s S, entraine IR (Sn)l < 107P*! Sn nz
2+n-2
. ; ; -ptl nmn-e
Si < i B} entraine |R, (Sn)l < 10 B, "
Dans chaque cas la plus petite de ces 2 bornes - celle que 1l'on utilisera -

sera toujours beaucoup plus élevée que l'erreur véritable, et de ce fait

n'offre qu'un intérét relatif,

ETUDE STATISTIQUE

RAPPEL D'UN THEOREME FONDAMENTAL

Etant donné une variable aléatoire qui posséde des moments d'ordre 1 et 2,
la loi de probabilité de la somme centrée réduite des n échantillons aléatoi-
res indépendants de cette variable, tend lorsque n augmente indéfiniment

vers une loi normale (Laplace-Gauss) de densité f (x)

N

X

f(x) = L e 2

Var

ETUDE DE LA VARIABLE ALEATOIRE (sj)

ieme
par exemple

Examinons 1'ensemble de n expériences telles que la k
‘consiste :

-19 -



a)

- & prélever i échantillons de la variable A
N k
- a effectuer leur somme S; et

C g k
ne prendre en considération que la valeur s;

k

s
correspondante, sachant que Sik = s; 10 1

!
%

Nous noterons simplement par sj et Sj les variables dont les échantillons
sont respectivement :

1 k m 1 k m
(sj ... s{f ... s;) et (5;...85...87)

Etude théorique,

b)

=n M

E (Sp) ) .

Posons @ E (sp) = #p

La variable s, ne prend gque des valeurs entieres. Lorsque n est

. k . . .
suffisamment élevé, ces valeurs (s ) deviennent quasi certaines.

S
Nous aurons en ce cas : nM=10 © En
Sn
O_Sn =10 O'Sn
1 Ta
o = —_ —=
et Sn Ve M

Etude pratique.

Apres avoir fait des expériences d'ordre statistiques sur les variables
aléatoires (sj), nous constatons que, pour des lois différentes de A, la
courbe de répartition de syg a déja une allure tout a fait gaussienne,

- 20 -



Les tableaux A; A, montrent que pour une loi uniforme de A cette

constatation est nette des la variable (s5), Les bornes prises sont
0 et 10°.
L'évolution vers une loi de type gaussien 3 faibles écarts est légeérement

plus lente pour la loi de probabilité dont les bornes sont 1 et 103 prise

dans la 2éme famille : tableaux Bl BZ ou dans la 3¢me famille :

tableaux Cl . Cé

i > 10 entraine s? # B

ETUDE DE L'ECHANTILLON ALEATOIRE L (Vit1)

Vig1 = Vi+ A = V; +A; - L (V)

¢.
Posons Vi=v; 10 !
Vi
Vl + A= Wi 10
2 cas sont possibles :
Vi =%
‘Pi =¢i + 1
¢i"l’i

Notons Kj la valeur 10

L (Vi) et Kj L (V;+A;) sont alors 2 échantillons d'une méme loi uniforme.
L'étude de L (Vj;]) revient a celle de :

L I:Vi+Ai - K L (Vi+Ai):|

Appliquons la propriété n® 3 de L
n
= E [L (Vitai)] }> l-gq

~erreur de chute q = Kj 107P

Prob E { (L (viﬂ)]n

-erreur d'arrondi g = 0,5 K; 10°P

- 21 -
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S3

0,80
p3=077

/
7
e /
0,60 0,70

,///
74
/ @
7

(s3)

0,30

Sz

5

f(sz)
A

0,55 065 075 0,85

K 220,50

0,45

0,35

0,25

0,5

0,95
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En appliquant (i-'l) fois cette mé&me propriété on obtient finalement :

Prob. E{ [T (vi+1)]n = £ [L6)]7 > 1-dq

Conséquences

L (Viy1) # L (sp)

L (Vit1) # Y L (Sy)
2 T

n.M o]

1

Remarque

Si nq est de l'ordre de 1 (ou supérieur & 1) l'utilisation des formules

établies ultérieurement est contestable : L (V;;;) et L (S;) ne sont pas

toujours 2 échantillons d'une mé&me loi uniforme,

Prenons p = 9 par exemple les approximations (I,) et (I,) seront certai-

. . : . 8
nement bonnes si les sommes considérées comportent moins de 10° termes

i=2
- Si
L (S3) = 107P x; 10 (13)
-p Xi
L (8) = 1077 2+ 5 (1,)
E ésent la valeur moyenne et 1'écart type de R (Sp,)

Nous évaluerons a pré

Il est possible notamment de procéder de 2 fagons :

- soit en utilisant la formule (13) : théorie (a)

- soit en utilisant la formule (I,): théorie (b)
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THEORIE (a)

Quelle que soit la loi de probabilité de A, quel que soit n (n<0,1.q) les

valeurs s; ne sont pas indépendantes entre elles.

S
En effet l'ensemble des éléments de la forme x; 10 ' se divise nécessai-

rement en sous ensembles qui contiennent, chacun, les mé&mes puissances

de 10.
POSONS :
92 = 93 EXERREIN = 311+1 = A+ 1
911_*_2 = 911+3 EXPE I = §1‘+12+1 = A+ 2
Syt +2 = Stk 4 3= = SL4+ 41 = At
Sl 4142 = Sly4e-ot 1, 4350F Sn = Atk

l'indice i varie de 2 & n et l'indice j varie de 1 a k

Remarques

j <1
lj = 0 pour
j >k

me

1. valeur de s; seront égales a A+j (le jte sous ensemble se

J

compose de lj éléments).
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Posons : L+l -kl = 8- 1

S],. = 1
8j41 = 35+ (1<j<k)
Sp41 n

Soit rj un nouvel indice qui variera de 1 a 1

La "Correction de Calcul' sur une somme arithmétique s'écrira sous la

forme suivante :

- Sy - i
R (S;)=107P X x;10 1=10"P Y |10*H DI
i 3 ; itT

DETERMINATION DE (11 R 1j ce lk)

1) k ne sera jamais tres élevé,

. N
Si nous effectuons une somme de 10° termes nous aurons :

N £ k € N+l avec en général N < p-1

2) Hypothese

Quels que soient les n échantillons A; prélevés dans la répartition

donnée, nous trouverons toujours les mé&mes valeurs de 1J~

3) Evaluation de 8_]'

_ Atj < At
8j+1 M - #8j+1 10 10
Atj+1 At
i+1+ 1). M = 10 > 10
(8]1’] ) #(8‘.“"'].)

Nous évaluerons 8;4 par la relation: 8;;;.M + (8j49+1) M = 2. 10

10)\.” 1
soit : 84y = - =
jtt i >

- 29 -



4) Détermination de lj

A+l
3
j=1 5, -1 = 1] = 2~
M 2
A+ )\+ﬁ-sl
10
1<j<k o5 o= 1. = 10 - _
jtl J J M M
A+j-1
- g 10
J M
A +k-1 .
- n-8. = 1. = 10p, - 1) + —
J k k M ( Hn ) 2
10 - 7,5 up
C = ] =
j i G=1)
1. = n 10"1"K ¢, avec c. = L (1<j<k)
J J J Hn .
10 | 4 Ko
Hn - n .
.= =k
€ Fn (j = k)
( Skn term égli able)
- rme néglige
VALEUR MOYENNE DE R (Sn)
B (xgpr) = E (x)
k .
E(R)=E(x)10*P ¥ 107 1
j=1

E(R)=nE (x) 102P 10175 (c + 1078 ¢+ 4 1072(k=1) )

Pour k>2 la somme 10-4 Cyrop + -+ 4 lO-Z(k'l) C1 est négligeable

-2

devant Cj + 10 Cr-1
-2 0,911

en effet Ck + 10 Ck-l = 10 - e > 0,9

-4 -2(k-1) 1074
et 10 C +---+ 10 C — < 0,001

k-2 1

X +k-p l:l 0,0911]

E(R) =n E (x) 10 -

- X +k
M, = p, 10
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Nous aurons sous une autre forme

- 2 _
ER) =10" M — < 2E () (pn-0,0911)

ECART TYPE DE R (S,)

2 21-2p 2}[ jtt
rRZ =10 {gw ):_j(x - ri)+gs§r] s ey o )] + 2 Z 10 [Z N s,+r,”"s,+st’]}

2 2
E (x8j+rj) -

|
m
=

2

E(x8j+r‘-)(X8t+st) = [E(x)] pour 8 +rj# 8rtst

~ 2 2 _
E(R) = 10“‘“{5(022 L10% +[em] o -n0f+[em] Z g0, 1.}
i i it# !

[E (R):|2= IOZA-ZD{ [E ()()]2 (2 lj2 10%1 4 ;

J

-

t+j
2. 1y - 14 10 )}

q

[
S
=]
o

_ 2k-1 -3 -3 (k-1)
- n (C+1073C, i+ +10777C)
Pour k > 2 la somme 1076 Cypop + # 10'3(k'1) C, est négligeable

devant C, + 1073 Cy_1

o2 -n g2 102()\+k—p) ;. 09,0991
R (x) Fn
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Dans le cas de l'erreur de chute, les résultats peuvent s'écrire sous la

forme suivante :

( Fn - 0,0911 )
ka2

m
3
|
o

]

o
=

|:

(I5)
_ 3 -
0_2 =10 gpMzg__ ( 1 —0,099i )
Hn3

1
E f : = — = —
n effet E (x) 2 0;
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THEORIE (b)

n
R (S,) =10"P 3 XL (A]+A,+ - +A)
=,

S
1

Nous avons vue que nous ne modifierons que tres faiblement le probleme en

remplacant chaque échantillon s, par la valeur g correspondante,

n
R(s) # 1007 Y :l (Ap + Ay +---+ A))
i=2 1

HYPOTHESES DE TRAVAIL

Prenons comme hypothese de travail :
1) Que chaque valeur By est, elle méme, un échantillon d'une certaine
variable aléatoire que nous appellerons p comprise entre 0,1 et 1,

2) Que les variables x ; o ; et A sont indépendantes entre elles.

LOI DE PROBABILITE DE p

S;=s; 10 1 iM=pu, 10 1 Ky = E (sq)

Sl = gn -1 g1’1
n M= p, 10
141 7 Sn
s -1
lL.M<10 ™
Ceci revient a écrire ¢ -1
n

1+1) M > 10

10 oy
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c)

Considérons l'ensemble des valeurs discretes (/.42... B )

Chaque valeur p; (2 € i £ 1) se comporte comme un échantillon

d'une v.a. continue p; dont la loi serait uniforme entre 0,1

(/‘2-" u, constitue un échantillonnage presque parfait de la

variable p )

Examinons par contre l'ensemble des valeurs discretes ('“'l+l .../J.n)

N

Chacune d'entre elles (1+1 € i < n) peut &tre assimilée & un
échantillon d'une v.,a. continue B dont la loi serait uniforme

entre 0,1 et p,

Exemple :
Supposons que 1l'on ait a effectuer une somme de 678 nombres, La
moyenne théorique est 678 x 4,285 = 2905, 25

Ici 1 = 233

Ko K3 Hg oo Koz Hog oomrovenen. Fo33
0,857 0,12855 0, 1694 0,985 0,10284 0,998405
Laloi de p, , dontles échantillons sont Bopoene Hpzg €St uniforme

entre 0,1 et 1.

K234 H235 He78
0,100271 0,1006995 0,290525

La loi de pp estuniforme entre 0,1 et 0,290525 (uy)

Loi de u
La loi de p tenant compte de pu; et uy; sera représentée par le

schéma suivant :
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f(p)
(1-0, 1) x _ (#n-0,1) (y-x) _ 1 Yf
1 n-1 n
X
L= L g - 10 //// M
9 /"'n 9/‘1] o 0’1 #n

1
EE” sy S R a s x ;f )" at

On trouve

2
E(_1_)-= 23+ 9 Log #n E ( 1 )= ]]l‘nz-]
® 9K, K K
1
m=E(X)=E (x) E (-—
(X)) () E (-1-)
Soient
2 2 1 2
X
¢ = E(Z)"=E ®° E ()
H
VALEUR MOYENNE DE R (Sp)
-p B ' .
E (R) = 10 Y E() E(—) E (& + A, +eot AY)
i=2 Ki
E (x5) = E (x)
1 1
E (—) = E (—
(o (1)
E (Si) = iM
-p n
E(R) = 10 m. M. ¥ i
i=2
2
- +n-2
E@® = 10m an
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ECART-TYPE de R (S,)

Py
]

e el ) e TE () 6]

E(R)Z = 1072P q2Z(02k+M2k(k-l))+m2§[2k(021+(k-1)lM2)+Zk(02k+k(l—l)M2)]]
k l< 1>

[E(R)]Z = 107%P m M(Zk +Y ¥ k)

k 1#k

2 -2 2 2 2 A2 2 .2
oR =10 P [Clq Q.2+C2q M2+C3m Q" -C4 m” M

cy = ¥k =-é—(n2+n-2)
- _

C, = Lk(k-1) =—:1;—-(n3-n)

k
c3=Z[Z‘1+Zk] =L o)

k l<k I>k
2 1 3 2
= k = 4 3 -13 -6

R R

2 .
et E (R) = 107P M_’Z‘_m
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ETUDE EXPERIMENTALE

Elle a été faite dans le cas de l'erreur de chute. L'erreur d'arrondi
présente moins d'intérét, quant a la vérification de la formule donnant m,

puisque dans ce cas m est nul.

Nous avons effectué k fois les 2 sommes S, et S, en prenant, a chaque

fois, n échantillons différents d'une mé&me loi f (A).

P I
RJ = Sn - 5,
Les k "corrections de éalcul" obtenus sont : Ry, RZ’ ..... » R
/
L 1 LR
eur valeur moyenne est : T z j
i=1
! k ) k 2
et leur écart type — Z (RJ’ )2 ~ [ — y ]
. j=1 j=1
1) VALEURS MOYENNES
- 2
E (R) = 10pM52‘._.m

#n-0,0911

La théorie (a) donne : m = ) que nous noterons m,
n
23 +9 Log #
Lasthéorie (b) donne: m = L2 77 0B Pn que nous noterons m,
18,
n

Le tableau D représente m, et m, en fonction de g,
Nous comparerons m, et m, a la valeur m, trouvée lors des

expériences. Voir page 39
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2) ECARTS TYPE

Nous appellerons

2
2 -2 M (g, - 0,0991
T = 10 p__n3 (#n 991)
ta 4/"'113
2 - 3
o = 10 Zp n° [Mz(qz-m2)+m2(Q2 MZ):]
Ryp 3
2 1 k 2 1 k :
R T e I
R J
P k i=1 k iz J

La comparaison des formules donnant E (R) ayant été faite sur le

coefficient m, dont on cherche le plus possible & préciser la valeur,

nous comparerons a présent re €t Tt a Tor Voir page 39
o G- [}
Rta Rtb Rp
r = —————— r, = = r
ta ] nz th -p nz j nz tr
107 M 22— 1079 M 2 100P M 2
2 2 2

CONCLUSIONS

1) Les valeurs moyennes de la '"correction de calcul' sur des sommes
arithmétiques obtenues en pratique, dans les différents cas traités,

sont proches de.celles prévues par les deux théories,

Toutefois la premikre théorie exposée (théorie (a)) donne peut &tre

des résultats légerement meilleurs.

2) Pour les écarts type les résultats sont en général moins satisfaisants.

La théorie (b) se rapproche le plus de la réalité car elle tient compte
de 1'écart type de la variable A,
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o et O‘Rtbdonnent plutdt un ordre de grandeur qu'une évaluation
ta

exacte de l'écart type réel de R (Sp).

Lors de l'utilisation des formules il serait bon de prendre un seuil de

signification suffisamment élevé,

3) On peut donner des formules plus générales en prenant :
- pour m la moyenne de toutes les valeurs m,, et m, possibles.

- pour q la moyenne des valeurs q (pu,) - théorie (b) -

Notons X\ le rapport —% (caractéristique de la répartition des nombres

Aj). On obtient :

- Erreur de chute -

E(R) = 0,85 107P s n
op = 10°P s vn
- Erreur dlarrondi -
E(R) = 0
ocr = 0,53 107P sym 1+ 35

Remarque
Les formules des écarts type données par la théorie (a) sont les mémes

avec A =1,
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CHAPITRE 1II

CORRECTION DE CALCUL SUR UNE SOMME
ALGEBRIQUE DE n NOMBRES

i=n

Soit S, la somme

npg o

Ay Aj= g aj; 1ot
) .

i
La formule générale donnera a nouveau
n
R (Sp)= X L (Vi41)
2

) Vi + 17 Vi + A4
avec les conventions

VZ =A1

BORNE DE L'ERREUR

Soit B le maximum de |Bj| et de IBZI (bornes de la variable A)

Nous aurons quel que soit 1

Il < B0 [Vigal < 0B
n
X.
i
|R (Sp)| < 107P X = is
i=2%
Une borne stricte de l'erreur sera donnée par :
erreur de chute ‘R (Sn)| < B10P*! nfin-2
2
erreur d'arrondi ‘R (Sn)‘ < B10Pt1l n24in.2
————— - i
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ETUDE STATISTIQUE

ETUDE DE LA VARIABLE ALEATOIRE (s)

1)

La loi donnée f (A) est telle que M # 0

2)

Définie dans l'intervalle (0,1 ; 1) s, converge en probabilité vers Bon

lorsque n augmente indéfiniment.

Mais on peut constater, lors des expériences, que l'allure
p q
""gaussienne'' de la variable s; est obtenue moins rapidement que dans

le cas d'une somme arithmétique.

Résultat pratique :
i > 40 entrafne en général si # py

voir tableaux El et E2 .

M =0
Les valeurs moyennes p, sont théoriquement toutes nulles,
4

(iM = ki 10 = 0), alors que le calcul effectif donnera toujours une

valeur 31; telle que :

Nous n'avons aucune information théorique sur la loi de probabilité

de 5i .
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ETUDE DE L'ECHANTILLON ALEATOIRE L (Vi+1)

Viel = Vit Aj = Vit Ap - L (Vy)
e
Ai = Ea’l . ai .10
o 5
Nous poserons a présent . vy = EVi vy . 10
- ¥i
Vi+Ai = EW . Wi 10

1

Les échantillons L (V;) et Ki L (V; + A;) sont, au signe pres, 2 échan-

tillons d'une mé&me loi (uniforme) si nous attribuons 3 K; la valeur

10%i- ¥i

Nous aurons a nouveau :

Prob, {E [L (Vi) ]n = B [L (Vi + Ay) ] > 1l-gq

erreur de chute q =k 107P

Le probleme est de savoir si q est toujours suffisamment petit pour qu'il
soit possible d'affirmer que les échantillons L (V;4;) et L (S;) proviennent

de la méme loi,

Considérons de fagon tout a fait générale une opération V; + A; et comparons

la valeur y; obtenue a celle de ¢, .

Vi aj
Nous aurons nécessairement : v,z ¢1
Vi = ¢y
En effet : ou
‘Pl = ¢i+l

C'est le cas d'une somme arithmétique.
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Vi aj
wi=a1
a) a. > ¢, Vis ¢, v o= -1
i 7 i
y. = ¢
b) 4)1> ai 4’12¢1"1 1,. 1
‘4’1=¢’i‘1
1
c) ¢’1_ai “L’1=¢i {V1¢a1 }
1 1
vy = a;
Vi =¢;-1 2 2
Vi F a4
. 1. 1
. Vi T3
- te ot
wi-¢i_t Vi.:ai
t+1 t+1
vy ¢ai

Nous pouvons affirmer que le cas qui se présentera presque toujours
sera : V. > . -1 c'est a dire : K. < 10 et q < 10-(P-1)

1 1 1

Remarques

1)  Pour un probleme particulier, seule une étude préliminaire de la
répartition des nombres A; en fonction des possibilités d'avoir toutes

t t

vi=a;: t21)

les conditions suivantes satisfaites : ( €,-6,<0, ¢, = a;, vy ;

permettrait de donner une conclusion catégorique.

2) Lorsque n est nettement inférieur 2 10P~! (nq < 1) 'approximation
q PP
de 1'échantillon L (Vi41) par 1'échantillon L (S;) est valable pour

tout i g n

Consequerfce

avec Si‘—'Esi. s; . 107
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EVALUATION DES VALEURS MOYENNES ET ECARTS TYPE

1) M #0
Nous aurons les mémes formules que dans le cas d'une somme

arithmétique,

> hn - 0,0911
- la théorie (a) donne E (R) = 107P M—nz—' E (x) ——_#—2—_
n
- 2 23 + 9 Log #
- la théorie (b) donne E (R)=10"P M;— E (x) 9% 8 *a
n

- en ce qui concerne 1'écart type seule la formule correspondant a la

théorie (b) peut &tre utilisée dans le cas algébrique :

2 -Zp n3

o = 10
Rl

[M (q2 - mz) + m? (Q2 - Mz)]

En effet, la formule donnée par la théorie (a) :

Atk - ,
o_zznfz 102( + p) [1_00911}
R X
/"'n

ne fait pas intervenir 1'écart type de A,

2) M =0

Les théories (a) et (b) donnent: |E (R) =0

-2 3 2
Pour 1'écart type (théorie (b) O—RZ = 107°P [:2— mZ Q% + %—— q? QZ]

Remarques

2
> 2 Q2 gui apparait dans cette derniére formule est 1'un des termes

que l'on néglige dans le cas d'une somme arithmétique n étant suffisamment

grand, Voir page 36

2 .
La théorie (a) donne Op = 0 ce qui est évidemment toujours faux (B # B,).
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Détermination des coefficients m et g (lorsque M = 0)

m = E(x).E(-i—)
2
q = E(X)ZE(%)

En désignant par (sk) la variable aléatoire dont l'ensemble de n - 1

k k k
;s

échantill titué
nti onsestcons1uepar(sz, 3...sn)

Le seul renseignement certain sur m et q est:

lm| < |[Ex)| .10

ce qui entrafne

- pour l'erreur de chute -

2 25 -2p .3 2
o <
R 3 10 n . Q
m =0
- pour l'erreur d'arrondi - 2 1
ATy
-2
o 2 25 10”P nZ.QZ
R 6

Ces bornes établies pour les écarts type sont au moins, en général,

trois ou quatre fois plus grandes que les écarts type réels.

Hypothese supplémentaire nécessaire

Dans le cas d'une répartition uniforme de A nous prendrons comme
hypothese supplémentaire que la loi de s est, elle méme, uniforme

entre 0,1 et 1. Voir page 43
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ETUDE EXPERIMENTALE

Les expériences ont été faites de la m&me fagon que pour les sommes

arithmétiques, dans le cas des erreurs de chute,

Nous avons comparé my, et my, a m, . Voir page 5/

ne figurent plus dans le tableau des résultats expéri-

l.es valeurs O
Riq

mentaux, n'ayant plus aucun rapport avec celles des écarts type obtenus
dans la pratique O
Rpr

CONCLUSIONS

Lorsqu'on applique les formules donnant la correction de calcul sur une
somme algébrique, les résultats sont aussi bons et semblent méme

meilleurs que pour une somme arithmétique.

Dans le cas particulier ol M = 0 l'hypothese d'uniformité en ce qui

concerne la variable (s) est d'autant plus valable que 1'écart type de A

est grand.
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-'[g_

2
fomille ()6 M=§5 @@= 386
n P k Mpq Mpr My Tor T'th !
400 4 20 2,1. 2,5 2,36 0,36 0,44
700 4 20 2,12 2,06 2,14 0,368 0,367
9000 5 1 1,78 1,87 1,95
9000 4 1 1,78 1,85 1,95
3 3
Famille (1) M=0 B,=-/0" Bas =10
n p k m:fov m:.uu_; E(Ryp) Q.mvﬁ O Ryp
) 100 4 15 0 -12 0 34 42
700 4 15 0 + 88 0 560 780




CHAPITRE III

CORRECTION DE CALCUL SUR LE RESULTAT
D'UN PRODUIT DE n NOMBRES

Soit P le produit P, = .II Ay = py 107m

La formule générale relative a la correction de calcul sur un produit

donne
n
R (Pn) = Z L (Wi+1) Ajrl Antl
i=2
~~
Wit1 = Wy o A4
avec toujours les conventions suivantes Anyr = 1
W2 =4
BORNE DE L'ERREUR
Quel que soit i ‘ lWi+1’ # ‘AI' Ap. . Ay

i=2 Al. Ap.. . Aj
L (P1> Xi
= — 107P
Py Pi
n x.
|& )| # |pa] 100 X5
1=2 pl




Une borne stricte de l'erreur sera:

pour l'erreur de chute

1< 10 quel que soit i

‘R(Pn)‘ < 10'°P (n-1) lpnl

ETUDE STATISTIQUE

ETUDE DE LA VARIABLE ALEATOIRE (p;)

k 7k
1) Etude théorique P; =.pjy 1l0.1

P, et p; sont les variables aléatoires dont les‘échantillonis sont

respectivement :
1 k m 1 k m
(P; P; P;) e (p, ...p; P )

Soient k| et k,, 2 nombres fixes tels que :
0,1 <k <kp< 1
supposons que les bornes de la variable A sont :
By=1cet By = IOL ( quelconque)
1<p < 10ob - (1 <10k, < 10°" &, < 107)
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La définition de la variable p, implique :

Prob 10ky < P, < 10 kp

Prob { 10°k; < P, < 10%k,

!
4 e

Prob. %kl < by < ky

Prob { 10'k; < P, < 10k,

n
+
+
nl nl
\ Prob {10 kl <P, < 10 kZ,
En effet le domaine favorable a 1'événement :
10 k; et 10 kp
ou .
Pp compris entre { 102 ki et 102 k, (somme logique)
. ou
10"k et 107k,

-

est le domaine favorable a 1'événement Pnp compris entre ki et kz

Considérons a présent Log (P,) et Log (pp)

Kl = - LOg (kl)
Notons 0 < K, < Ky < Log (10)
K> = - Log (kZ)

(i-1) Log(10) < iLog(10)-K; < iLog(l0)-Ky < iLog(10)
nl

Prob. § K, <=Log(p,) < Ky} = z Prob. { i Log(10) -Ky < Log(P,) < i Log(10)- K,
i=1

Lorsque n est suffisamment grand nous savons que

Log (P)) = 2, Log (a))
i=1

tend vers une loi de Gauss (avec n) (Voir figure F, page 55 )
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La courbe représentative de cette loi (n > N) possede une certaine

symétrie par rapport a la valeur moyenne E [Log (Pn)]

Il se peut qu'elle ne soit pas completement symétrique dans l'intervalle
0, nl Log 10 - cela dépend de la loi de probabilité de la variable
Log (A) - mais elle le sera nécessairement dans toute la partie

prépondérante de la courbe,

Lorsque n augmente les intervalles de longueur Log (10) (et de
longueur Ky - KZ) sont de plus en plus nombreux dans la partie symé-

trique de la courbe (1'écart type ne varie qu'avec Vo ).

Définissons une variable X dans l'intervalle K2 s Kl

et soit % = 1 Log (10) - X

Pour chaque valeur de i fixée la variable x; est définie dans l'inter-

valle i Log (10) - K; , i Log (10) - K,

nl
Posons g (X)) = % t (i Log (10) - X;) pour une valeur X; de X
i=1

Dans le plan (X, g (X)) tracons la courbe :

nlt
g (X) = ¥ tix
K, 1 i Log (10)-K2
f g (X) dX est la somme de toutes les aires f(x) dx
K i Log (10)-K, -

2

La fonction g (x) tend, lorsque n augmente indéfiniment, & &tre

constante dans l'intervalle K, , Kj.
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La densité de probabilité de-Log (p,) tend donc & &tre uniforme entre
K , Ky et, de fagon plus générale, entre 0, Logl0.

nl
En effet considérons la somme (%;)

1

1) - les termes correspondant aux portions de courbes extérieures

a l'intervalle prépondérant sont rapidement négligeables,

2) - on peut associer deux a deux les termes dont les portions de

courbe sont symétriques : par exemple f (x;) et f (xj).

3) - lorsque n augmente :
f (x;) tend vers t; X + f (i Log (10) - Kj)
f (xJ') tend vers - t; X + f (j Log (10) - Ky)
dont la somme est constante pour tout X

(t; étant indépendant de la valeur X)

! 1 Log (1)
La limite de g (X) est Tog (10) Tog (10) * J dx = 1
Log (0,1)
. 1
soit X = Log (z) d X = — dz

La limite de la loi de probabilité de la variable p, est une loi dont la

densité de répartition est :
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2) Etude purement statistique de la variable p;

L'expérience nous montre que les v.a, (pi)'se comportent sensible-

ment de la méme fagon,

-'Les échantillons ont été fabriqués avec 4 décimales:

By = 1
1,000 A; £9,999
BZ = 10
1) - en prenant une fonction de la famille (I) on trouve les résultats

représentés par le tableau (G)

2) - divers prﬁduits de i échantillons de la famille (III) donnent

les lois figurant sur le tableau (H)

3) - toutes ces courbes de répartitions statistiques sont trés proches
1 1

—— bl
Tog (10) (tableau I)

de

Remarque

Le fait d'approcher si rapidement, pour n = 10 par exemple, la loi
limite établie par la théorie (n—wos) n'est pas tellement étonnant : c'est
une conséquence de l'allure gaussienne tres vite obtenue, pour la densité

de répartition d'une somme d'échantillons,

Ces échantillons étant dans la mesure du possible, équiprobables vis a

vis de f (A)

ETUDE DE L'ECHANTILLON ALEATOIRE L (W)

~s
Wit1 = Wy . Ay = Wi Ay - L (W;) A

|L (W3) Ai| et K | L (W3 Ai)! sont 2 échantillons d'une

méme loi si 0,1< K< 10
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La fonction f(p) =

a

f( p40)

. 1 1 .. -
—— (Loi théorique) est comparée directement
Log10 p

(Loi expérimentale prise comme exemple)
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Nous aurons a nouveau :

n n
Prob. {E [L(WHI)} = E [L (wl.Ai)} } > l-g
erreur de chute  q = 107P*!
. erreur dlarrondi g = 0,5 107"

et finalement pour p assez grand

n n
S L (Wit1) Aj+1 ... A, # Y L (Pi) A Ap
i=2 i=2
, n L (Pj)
R(P) =P, ¥ —p——
- i
i=2
n xi
R (P, = 100P P 3 Pi
i=2
. . Z i 3
) xi Xj|_)m i # )
soient E P P; qZ (i = j)
Hypotheses

1) f(p;) = f(Pj) = m) % pour i # j

ce qui est conforme 2 1'étude faite sur (p;)

2) Les variables (x) et (p) sont indépendantes :

8
1
=
&)
=

0
1
=1
¥




EVALUATION DES VALEURS MOYENNES ET ECARTS TYPE

Valeurs moyennes

E(r) =m 10°P (n-1)

Ecarts type

. 2 X X
L N R R
i P i j#i Pi P

2 2
o- = -
R (@"-m

8
i
—
Ne)
S
al
o]

erreur de chute

q” - m” = 3,34
m = 0
erreur d'arrondi
q2 - mé = 1,7914
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ETUDE EXPERIMENTALE

Les expériences ont été faites 3 nouveau dans le cas de l'erreur de chute.

Elles consistent a vérifier les valeurs attribuées 2 m et a q

~

2

—m

Nous avons effectué k fois les deux produits Pn et Pn , en prenant a

chaque fois n échantillons différents d'une méme loi.

soit

Les k ''corrections de calcul relatives' obtenues sont (rl r; ..

Leur valeur moyenne est

leur écart type est

Les valeurs de m et q2

. 2z
Les valeurs théoriques sont notées

P, - By
r. = T—— 51—
j pJ

1 k
E(rpr):E 2 r;
j=1
2 k
1 2
O’rpr:—i 21 (rJ) -
J:

10P
Tor T E (rpr)
2 _ 10%P o 2
9pr = Mpr T Thol rpr
my et q,z—m,z
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CHAPITRE IV

S

Examinons a présent le cas ol les nombres A; de départ sont des éléments
de la classe (I) mais ol les résultats des premikres opérations ne sont

pas nécessairement des nombres faisant partie de la classe (II).

SOMME ARITHMETIQUE

51,55, ... Sg ¢ classe (I)
Sg+1’ cee. Sp € classe (II)
n
R(S,) = 2 L (5)  (L(Sy) = 0pour ig g)
g+ 1

Il est possible de se ramener au cas précédemment étudié, et utiliser les

formules établies,

le = 5i = s 1081 pour is>g
en posant
S* = s;tx 10 pour ig g
n g n 4
2 L(s)= T LY+ B L) - 2L (sY
g+1 2 g+ 1 2
n g
R (8,) = Z L (s%) - 2 L (s%)
2 2
) . S¥, ¢ classe (II)
R (Sn) =R (S n) - R (S g)
2 €£1i € n
ce qui donne pour la valeur 2 (#n) gZ m (pg)
n - .

moyenne de l'erreur



Si-le nombre moyen de chiffres significatifs de la variable A (a 10 ) est
10P-€
connu, soit e, la valeur de g sera évaluée par : g =)

exemple : f (A) est uniforme entre 1 et 103 tous les échantillons

A; sont des nombres entiers,

0,910
Prob. {e=j =599 (G=1, 2, 3)

Valeur moyenne de e : 2,899
g =2 10P°°¢

pour n <2 10P"®—=R (S,) = 0

SOMME ALGEBRIQUE

SI’SZ""’Sg € classe (I)

Sg+1 € classe (II)

Il peut arriver que sg+i fasse partie de la classe (I) i > 1 mais si nous

raisonnons sur des valeurs moyennes nous aurons a nouveau :
R (5, = - R (8'g) + R (S';) avec
=+ 10P" ¢ .__1._
& E (a)

PRODUIT

Pyo Py ot Pg € classe (I)

€ classe (II)

qQ
oo
"
a
N
t
<>
—
o
o
el
o]
1
4]
pab

e étant le nombre moyen de chiffres significatifs des échantillons Aj

P P
<
(g e-l)

g = e +logyg [E (2)]
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DEUXIEME PARTIE

ERREURS DE CALCUL
DANS LA RESOLUTION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS

Les "erreurs de calcul" qui résultent de la résolution numérique d'un cer-

tain probleme sont elles-mé&me, tres souvent, solution d'un probléme de

méme type que celui étudié,

N

Nous le constaterons aussi pour la ''correction de calcul propagée'' due 2
la résolution pratique de systemes d'équations différentielles satisfaisants

2 des conditions initiales.

La résolution du nouveau probleme auquel nous sommes conduits, ne

nécessite pas en général, la précision du probleme initial,

Nous pourrons utiliser un pas d'intégration plus grand que celui qui a été

pris pour le systeme donné,
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h
y (ty)
Yn (t)

In (t)

NOTATIONS

représente un scalaire . a  un vecteur,
le nombre de pas que nécessite l'intégration .
le pas utilisé,

est la valeur exacte de la solution a l'abscisse t,.

la valeur de la solution établie par la méthode employée .

sa valeur numérique calculée (donnée par le calculateur)

R (¥yn) =yn - zn est la correction de calcul propagée.

Cette fonction, que précisément nous nous proposons
d'évaluer, dépend de l'abscisse t .

est l'ordre du systeme différentiel,

Les notations précédentes sont conservées, toutefois nous noterons une

T ——

fonction a (x) + b (y) calculée numériquement, par : a (x) + b (y)

T —

(cette écriture sous entend : [5 (%) +D (;r')l)

Le systeme est donné sous la forme résolue suivante :

avec Y

dy
EEan S O
th = a + nh
y (@) = ¥
Y; y1
Y y  )y?
Ym ym

Nous nous plagons dans le cas général de résolution des systémes par une

méthode 2 pas séparés.
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GEFar R [PFF)] +R [Fa+h

La formule d'intégration approchée s'écrit :

Yn+l = ¥n + b E (yn. b)

Lorsque la méthode utilisée est d'ordre q nous savons que F
doit satisfaire a :

q-1
Yo+ .+ 2 yla-l)

[\ I R=y

Fy)=Y (y)+

X(k) représente la dérivée totale d'ordre k de Y par rapporta t .

CALCUL DE R (y,)

L'évaluation de la ''correction de calcul'" sur la solution suppose que

le systeme a été préalablement intégré.

I

(Ynt+1) =R [zn thE (zn:h>]

R (y41) =R () + R [BE (gn8)] +R [3n+ 5F (gob)]

(correction de calcul sur une somme) d'autre part :

R [nEan] =R [hEGan] +n [F Gonl - E Gt

~

~

Iy

(_y_n:h)}

R (yn+1) =R (yn) + B [f (ynB) - E (Zn’h)] re [E’Zn’h]

TN
leme

G [tn] est ''la correction de calcul locale' (sur le n pas).

L R I R R A I I NP ses e
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APPROXIMATIONS

La condition essentielle pour que 1'étude de ces problemes soit possible

.est ¢  h suffisamment petit,

Les termes en h™, h3, .

R [yar (0]

R [Xn+1 (t)]

R

Ce qui est conforme 2 la réalité.

. etc, lorsque ce sera légitime, seront négligés.

[1n @] +8 [¥ (gn+R () - X (2] + G [Yoyno]
(t)] +G X'.Xn’h]

Re[ma®] = 7R [ra ] +5 0 [¥ (3

[
Y

J est la matrice fonctionnelle du systéme initial,

Yn (t)]

La correction de calcul propagée est donnée par le vecteur solution :

n
1
R (yn) =+
a
MY (t,bu) = J(t) M (t,u)
Sachant que :
M (u,u)=1

(M estla matiere de propagation du systeme),

M (t,u) G (u) du + R(y,)

R bY(yn) = Y@RM®FRR Y () +R(BY ()
(correction de calcul sur un produit)
Prenons un pas de la forme h = 10°? 2z entier positif.
- ~
R(h) = 0 _I_{[hs_{] =0 et 5[g+(ﬁ )] -5[§+h?_(]
G (u) peut donc s'écrire : h R [}{_ 6_; (u))] +R |y (u)+h i (z (u))]

Les indices k, 1 varientde 1 a2 m

Les indices i, j varientde 1 a n



N
kleme

Nous noterons la composante de la solution y; au pas i

;'rk (a+ih) par ;11(
~ k
et ¥k [.Y (a+ih) , a+ih} par Y,

Pour un couple de valeurs (i,k) déterminé, nous aurons :

G& - h R [Ylf} +R [?1 + hﬁ?k}

i i

k 1
G; et GY sont 2 échantillons aléatoires indépendants (i # j)

" (mais peuvent éventuellement provenir d'une méme loi),

HYPOTHESES FAITES SUR LA FONCTION G (u)

1) Nous connaissons une valeur B telle que,

‘Glf ’ < B quels que soient 1 et k

‘Gk(u)lSB pour agucsty
2) Considérons les 2 égalités :
k 1
E (Gy) = E (Gj)
ky2 1,2
E (G)" = E (G)

Elles sont vérifiées :
soit pour i, j, k, 1 quelconques

le systeme différentiel sera du type (@)

soit pour k =1 i et j étant quelconques

le systeme différentiel sera du type (B)

Les autres cas sont exclus.
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REMARQUES -

1)

La seconde hypothese restreint le domaine d'application des formules

donnant la correction de calcul propagée ; elle suppose d'autre part,

que l'on puisse évaluer les valeurs moyennes d'ordre 1 et 2
. .
de G (Yi)

(ce qui n'est pas toujours possible),

Il arrive fréquemment :

~k ~k
yi thYi)

- d'une part, que h R (Yf) soit négligeable devant R (
h étant petit

K sk, Sk
G # R (y5 +h YY)

- d'autre part, que l'on ait :

,Yli( = 0, c] c? ... cP 107
n ¥k = 0, b' b2 P 107"t
avec 0<1l<p

RGE+nTE) = o, pPIF! P12 P g 7P

L'hypothese fondamentale sur la correction de calcul.s'écrit en ce cas :

~ ~ k
RGE+nY) = L (y])

< k k
Conséquence : G, # L (v;)
Lorsque le systeme différentiel envisagé ne rentre pas dans les types
types (a) et (B) mais qu'il est possible de donner une bonne approxi-

2
mation de E (Gk) et de E (Gk) , nous utiliserons en prenant suffisam-
ment de précautions les résultats d'un systéme de type (8). (voir 4°me

exemple, page 82)
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Dorénavant nous noterons par R (tn) ou plus simplement par

Ry, = R I:yn (tn):] la correction de calcul propagée au nieme pas.

CAS DE RESOLUTION D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE,

Les types (a) et (B) sont confondus (m = 1 )

atnh

m (tp,u) G (u) du + R (a)

R (ty) = hl_

Supposons que y, fasse partie de la classe I :

R (y,) = R (a)

m'y (t,u) = J(t) m (t,u)
La résolution de
m (u,u) = 1
t
S J (x)dx
donne m (t,u) = e u
P J(x)dx
t Su
posons f(t) = § e du

f (t) sera déterminée numériquement par la solution de 1'équation

différentielle

BORNE DE L'ERREUR

iR (a|< 7 B ¢ () (1)
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ETUDE STATISTIQUE

Valeur moyenne E ’—R (tn)] = IE E (G) t (tn) (H'2)~

~:Ec.arf type D (tn) = E [R (tg) - E [R (tn):” 2

————————— Soient 5 2
o5 E [G - E (G)]

Ry+1 R, +h JRy+ G (ty)

n

E (Ryy41) E(R)+hJE(Rn+E[Gn

Ryt B (Rppp) = Ry - E (Ry) +h 7[Ry - E (Ry)| * Gy - E(Gy)
Doy =Dn+2hJDn+2E[R-E(R)] [G—E(G)]+
ZhJE[R—E(R) [G-E(G)]+O’én
E»[Rn (t) - E (R, (t)] [G(t)-E [G (t)]] # 0

E [R G] =E(R)E(G)=f(t)[E(G)]2 aguct,

les variables R et G sont pratiquement indépendants

g 2

1 .
h G (Hs)

g
—
o+
~
]

2JD(t) +

0

@]
®
1

La solution de cette équation différentielle donne 1'écart type de R * D (tp)

III - RESOLUTION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS m > 1

y

tn
R (ty) = ¢ S M (t,u) G (u) du

BORNE DE L'ERREUR

o+
2
I

ol I

('Y

()

+

o}

o
g
fa
=
<
=
Q
£
o
c



posons =z

Stn 21 ’Mkl (t,u)‘ du

a

1 dx t M , 1
z? (tn) = 21 ‘Mkl (u,u)’ = +S 2 .i_l_.k_l__(t__)
a

1
z

k' ’
zts1+21: I

La solution du systeme d'ordre m

g' (t) =i_+IJ,~§(t)

(z,)
g (0) =0
dont la solution satisfait a gk (ty) = 2K (t,) > 0 permet d'écrire :
k 1
IR (tn)‘ < E B 8k(tn) (us)
i estle vecteur dont les m composantes sont égales & 1
J est la matrice dont les éléments sont les valeurs absolutes des
éléments de J
ETUDE STATISTIQUE
Valeur moyenne
a) Le systeme différentiel est du type (a)
[k @) s (™ -
E |R” (t))| = T My (t,u) du
1 %a
E (G N
R ]
EACEEN T 0 (1)
f(ty) est déterminée par 6
(0 -0



b) Le s

ysteme différentiel est du type (8)

Posons Siq (t,a) = g My (t,u) du
a

wn
1"
—
+
[
=
n
-
=

S (t) est donnée par t (HB)
S (a)

H
o

(systeme différentiel d'ordre mz)

k)‘

Soit P, = Mix lE (G

£ (RN (ty) )]s = &5 (tn)

g (t,) est déterminé par II 4

Ecart type

(systeme différentiel d'ordre m)

Si la matrice J (t) possede des éléments positifs et des éléments
P
négatifs —3 gk (ty) sera une borne tres élevée de | B (Rk)l

(le phénomene nous échappe)

D™ (ty) = E [Rk(tn)-E [Rk(tn)n [Rl(tn)-E(Rl(tn))]
Soient
5 crkz1 = E [Gk -E (Gk)] [Gl -E (Gl)]
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Le calcul analogue & celui de 1'écart type dans le cas d'une équation diffé-

rentielle donne :

pkl

. 2
k1 ! _ sk sl 8 kIl Okl
(D)t—z(JlsD +JksD) h
s
satisfait a
. _ T
D'(t) = J(t)D(t)+D(t) I (t)+Q
D((a) = 0
(systeme différentiel d'ordre mz)
2
o
Q =17 (typea)
2
O'] o}
1 0-2
Q = 'h o 2 0_3‘ (typeB)

v -

ETUDE EXPERIMENTALE

Elle consiste :
- 2 intégrer une premiere fois le systéeme différentiel avec un calcu-
lateur qui fonctionne normalement, c'est-a-dire en utilisant toutes

les positions de ses mémoires soit m . On obtient y (tn)

- 4 intégrer une seconde fois exactement le méme systéme ; mais le
nombre des positions utilisables, dans toutes les mémoires du

calculateur, est réduit 8 p p< m ce qui donne ¥ (t,)

Les expériences ont été faites dans le cas de l'erreur de chute.
L'étude statistique a été réalisée en intégrant k différentes fois

le systeme de la fagon suivante :
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A chaque étape du calcul on soustrait automatiquement, du nombre
initial (a) placé dans la mémoire, a partir de la position p , un

nombre aléatoire compris entre 0 et 1 (simulation d'erreur de chute)

Nous obtenons g (t,) t<s < k.

. . P . ~ .
Les k corrections de calcul propagées fournies par l'expérience sont

Leur moyenne et leur écart type sont notés respectivement par

E (R

et O les valeurs théoriques par E (R) et O
—pr R

_Rpr - =

La méthode d'intégration utilisée est celle de Runge Kutta d'ordre 4.
Nous nous sommes placés dans des conditions telles que l'erreur de
méthode soit minime comparativement a l'erreur de calcul, et

n'intervienne pas dans 1'évaluation de Rpr .
Les courbes théoriques sont dessinées en ''trait plein' les courbes

en ''trait mixte'' représentent les résultats pratiques.

Expérience I,

p =5 h = 1072
yp (8) = -y () Voir tableau J
(k = 10)
y (0= 1
a) L'intervalle d'intégration est (0, 2)

- la solution y est de la forme a 100 dans cet intervalle

- " hy " " a 10‘2 " " "

-80 -



E (R) (J)
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10 +
1
[
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
o o ©02 03 04 05 08 O7 08 09 1 B 1,3 1% 1,5 16 1,7 1,8 19
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h R (Y) est négligeable devant R (Y + h Y )

REF+nY¥)=2(y) =x10P

Les conditions de la rerharque 2 page 74, sont satisfaites :

G = x 107P
b) Le systeme ([[,) donne f (t) = I -y (t)
et E(R) = 05 10> (I-y)
Voirll, page 76
Expérience II,
p = 5 h o= 107¢
I .
i () = -3 ty Voir_tableau K
(k = 10)
y (0) =

L'intervalle d'intégration est (0 ; 3,75)
a) G = x 107P

b) E(R)= 0,5 107 f(t)

Expérience III.

p =6 n o= 107°
, 5 4
ve(t) = 3 t+ 5 y  Voir tableau L
(k= 3)
y (0) =

L'intervalle d'intégration est (0, 1)
a) hR(Y)+R(F+hY) < 10,6 107P

b) R (y,) < 10,6 107% £ (1)
VoirlIl, page 75
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Expérience IV,

p = 5 h o= 1073
y' = ytaz y (0) = 1 Voir_tableau M
(a=0,77...7
z'! = z +ay z (0) = 0 :
1 ~ 2 _ ~
R (ty) = yn - vn R® (ty) = 2z, - 2y

L'intervalle d'intégratioﬁ est (0; 1)
Dans cet intervalle nous aurons, sauf pour les premiers pas
d'intégration : 1072 < z < 107!

tandis que y est toujours de la forme a 10-1

a) Nous prendrons donc :
gl = L (y) = x 101_p
> .
G = L (z) = x 10-1-p

le systtme étudié n'est pas vraiment du type ()

1

b) B ([R')= 05 10% (10 5;; + 107! 5,,)
2y -2 -1 Iy
E (R°) = 0,5 10 (10 s,; + 107" s,,)
1 a
S est solution du systeme IIg J =
a 1

CONCLUSION

Lorsque la variation de la '"correction de calcul locale sur un pas'' n'est
pas trop grande dans l'intervalle d'intégration considéré (hypothéses p-73
vérifiée‘s) 1'évaluation des valeurs moyennes et écarts type de la

""correction de calcul propagée'' ne présente aucune difficulté,

Les nouveaux systemes différentiels que .l'on doit résoudre sont d'ordre m?

si l'on veut des résultats satisfaisants, Cette solution est trés onéreuse
mais il est inutile de conserver le pas d'intégration correspondant & la réso-

lution du systeme donné, (On prendra un pas nettement plus grand).
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