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INTRODUCTION

Une chaine de fabrication, comportant m machines, ddit
fabriquer un lot de n piéces. La fabrication s'effectue dans ks
conditicns suivantes : l'ordre des machines dans la chaine esf, fi-
xé et est le méme pour toutes les pieces, l'ordre des piéces étant
pas imposé et pouvant 8tre différent suivant les machines ; une
machine ne peut usiner cu'une piéce & la fois et une pieéce ne peut
8tre usinée que par une machine & la fois, Connaissant les temps
d'usinage de chaque piéce sur chaque machine, on désire trouver une
maniere de faire passer les piéces dans la chaine, qui rende minimum
le temps total de fabricaticn du lot de piéces,

Ce probleéme se pose souvent dans 1l'industrie sous des
formes plus ocu moins différentes. Une méthode de résclution cnnsis-
terait évidemment & calculer le temps total de fabrication
correspondant & chaque maniére possible de fabriquer le lot de piéces
Mais cette méthode conduit pour des valeurs courantes du nombre de
piéces, & un temps de calcul hor$ de proportion avec le but prati-
que que l'on se propose. BEn effet, en ne considérant que les maniéres
pour lesquelles 1l'ordre des piéces est le méme sur toutes les machi-
nes de la chaine, le ncmbre de temps de firbrication est, pour un
lct de n piéces, égal & n!. Pour n = 20, par exemple, ce nombre
est de 1l'ordre de 2,4 x 1018, En admettant gu'on puisse effeduer
le calcul d'un temps de fabricatiocn en un millioniéme de seconde,
la méthode nécessiterait environ 750 siécles de travail ininterrom-
pu. On est donc en présence d'une difficulté analogue & celle qui
a conduit & 1'élaboration de la théorie des programmes linéaires
et on désirerait trouver une méthode qui conduise au minimum du
temps de fabrication, gréce & un temps de calcul relativement
court, :
Une solution de ce probléme a été donnée, dans le cas ol
la cheine de fabricaticn ne comporte que deux machines et dans des
cas particuliers pour plusrdﬁ deux machines. Cette solutioh a été
obtenue par S.M. Jchnson, |1} , & partir d'une formule explicite,
donnant le temps total de fabrication en foncticn des temps partiels
d' usinages des pieéces. L'expcsé de cette solution fera 1l'cbjet
du premier chapitre. Une sutre manieére d'cbtenir cette solution a
été donnée par R Bellman [27 et [ 3] . La généralisation de la formule
citée ci-dessus, au cas de plus de deux machines sera faite dns 1le
deuxiéme chapitre., Dans ce chapitre, nous examinerons les raisons
pour lesguelles la solution du prcbléme & deux machines ne peut
s'étendre completement au cas de plus de deux machines et nous
exposerons les solutions obtenues dans des cas particuliers.

Enfin, dans le troisieme, nous étudierons la résolution du pro-
bléme par une méthode de Konte-Carlo, sur un cas particulier.

08

Les n entre crochets renvoient & la bibliographie, page 2.
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CHAPITRE 1

PROBLEME A DEUX ACHINES

1-1-

L'objet de ce chapitre est 1'étude de la minimisation du
temps total de fabrication d'un lot donné de pi€ces dans le cas
ol la chafne de fabrication ne comporte que deux machines.

Dans ce paragraphe, nous allons éteblir le résultat suivant:

Lemme 1-l-

Pour obtenir le minimum du temps total de fabrication, il
suffit de considérer le cas ou les piéces défilent dans le méme
ordre sur les 2 machines,.

Démonstration .

Nous supposons que le lot de pieéces & fabriguer comporte
n piéces que nous numéroterons de 1 & n.

a/. Toute maniére de faire passer les piéces dans la chaine,
pour laquelle deux piéces i et j n'ont pas le méme ordre sur les
2 machines peut se mettre sous la forme suivante :

On fait passer successivement :

sur la lére machine sur la 2& machine
une séquence guelcongue Il une séquence queloonque 12
la pieéce i la piece N
une séguence guelcongue Jl une séguence quelconque J2
la piéce 3 la piece i
une séquence Kl une séquence K2

Il est évident que la transposition des piéces 1 et j sur
la 2¢ machine n'entraine aucune modification du temps de fabri-
cation de la séquence I, sur laz 2¢ machine. Cette transpositin
n'entraine asucune modification sur la lere machine,

Supposons que le maniere de faire passer 1les piéces sur les
2 machines vérifie la propriété suivante :

(1) Toute piéce passant aprés la pieéce j sur la lere machine
Jpasse aprés la piéce i sur la 2& machine,

Dans ce cas, toutes les pitces de lg séquence (J.,i) seront
d€ja sorties de la lere machine lorsgue la piéce jJ en%re dans la

2¢ machine, Donc elles passeront sur la 2¢ machine deés que la
piéce précédente sera sortie et il n'y aura aucun temps mort sur
la 2& machine entre la sortie de la pieéce j et celle de la piégce

i, I1 est alors évident que la transposition des 2 piéces i et j
n'augmentera pas le temps de fabrication de la séquence (J,Jn,,1)

et par suite la fabrication de la séquence K2 ne sera pas retardée,
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En vertu du lemme lelnous ne ferons le celcul que dans e
cas ol les piéces défilent dens le m&me ordre sur les ¢ machines.
Numérotons les piéces de 1 & n. Soient (%31 , ti2 ) les
temps d'usinage de la i® piéce respectivement sur la lére et sur

lg 2& machine. Le calcul sera feit pour la séquence de pieces
1,2, ..., , mais est valable pour toute séguence
G(l),Cf'(2),...,¢*(n)] , ou%@ est une permutetion de l'ensem-
ble 11,2,...,0 . "
Désignons par
x4 = le_temps mort existant sur la 2& machine entre
la sortie de le (i-1)& piéce et 1l'entrée de la i€.

Posons P
. ,.f;;--.zmmf,,i_..‘.,,..‘..»_,A, 1 X1 =t
T X2 =t11#tel-t1p=x)
T“f;“J““”“”“i“””””Tfi“”j:“”W%”“"’ ou x2 = 0 si la quantité

précédente est négative

c-a-d, X2 = max [§11+t21—t12—xl,é]
t A7 . _ -
D éu X2 = X1+X2 = max [fll+t21 tlz’tll
Deméme : .3 2 -
x, = max} S t., - %:; % - S x. ,gj
X, _ 2 2 2 2 X
T3 = >, X, =max| > Tt = D t., s t.. - t. ,t:ﬂ
=1 71 LiET il ST ‘12 fél' il f:i i2’ "1
' D p-1
51 nous posons Yp:::g:_ltll - ;tl t12 s 1-\§£)§;HJ(Y1 = tll)’

X = > X, = max Y
n A#:I i P
1= o

Xn est le temps mort total existant sur la 2¢ machine pendant I
fabrication du lot de n pidces. I1 est évident que le temps total

de fabrication est "
To=Xp o+ > by
1:1

Pour une permutsztionwdes piéces, le temps mort sur la 2e& madhine,

correspondant & la séquence : S =[%» (1),e*(2)y...pe(n)} ,sera/
X (S) = max Y S
n( ) 1ok Tp (8)
avec

. jg p-1
¥, (8) "L te ()1 T A Y (i),2
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et le temps total de febrication

n n
T(s) = X _(8)+ 5 t_,. =X (8) +,__ %
n
La gquantité z:jtiz ‘ne dépendant pas de la séguence S, la seule
i=1

quantité & minimiser est donc X _(8).
Ce résultat est 40 a S.Mk. Johnson,i 1{ , ainsi que le résul-
tat du parasgraphe précédent. -T

Bxemple de calcul

Lot de 4 pikces dont les temps d'usinage sont

tll =3 t21 = 4; tBl = 2 ; t4l = 4
i e SRR 1'unité étant par exemple l'heure

| . ‘ Calculons la quantité Y_, pour
’ ‘ la séquence = (1,2,%,4)%

ok - hw;gmfu;a.,ub;;m. Nous avons
letll=3;Y2=tll+t2l"t12=3+4"2=5
Y5 = tll + t21 + tBl t12 - t22 =3 + 4 +2=2-3%=14
-t22
T, = 97 + by + txy + tyy - t12/- by, 34+ 4+ 24+ 4 -2 =-3-26
D'ol X4 = max Y = mex f3,5,4,6] = 6
lzp<d P
| A
et I.‘:X4 +'L:It12 = 15

i
Le temps total de fabrication peut aussi se mettre sous la forme-
suivante

n p n .
P(s) =X (8) + )t =max ;5 t_,. + 5% . 5
, . i 12 15@£@7~1=£r(1)’1 ‘o ()52

1-3-1- Relation de Johnson -

Considérons les 2 séquences de pieces
s =[1,2,...,k-1,k,k+1,k+2,...,10]
wd

et S'=:[142,...,k-1,k+1,k,k+2,...,4
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S' ¢tant obtenu & pertir de S en transpo-
saent 2 piéces consécutives k et k+l.
Nous avons

(8) = max Yp (s) et X, ($') = mex YP(S'),

Yp(S) = Yp (s') pour p # k et p # k+l,
k-1 k-1
| . AN
T (s') - til a1 T A tio
k+1 k-1
[P RN
Va8 )=0 tiy mx PioT Tty
l:l l:l
k k~1 Kol k
Y, (8)=3S t, -5 b, 3 Y o (8)= 5 oty - 5 b
Par suite nous gurons
X, ()< X, (8Y)
si mex &Yk(s)’Yk+l(S)J<i: max Y (s'), Yk 1(S )1 (a)
— 1
et Xn(S) = Xn(S ) _
. o r Y - i— ~ 1 1 -
si mex tYk(S),Yk+l(S)%_ nex iYk(b ), ¥y 4 (8 )\ (a')

Lemargue

Inversement 1'inégelitd Xn(8)<:;Xn(S') entreine 1'irdalité (o),
meis 1'égalité Xn(S) = Xn(S') ne permet pes de conclure,

k4l k-1
En soustrayent la quantité QLw-til 4_%t12
i=1 i=1

3 aux 2 membres de 11nega%1
(a),{?esp. de 1'égalité (a‘ﬂ , nous obtenons la condition

max \;’tk+1,1”tk2 IS - tkl"tk+192‘[
L resp. k max ("tk+1,l’—tk2) = max ('tkll’tk+1,2ﬂ

En multiplient par -1 ¢t en chengeent le sens de 1'inégalité,
nous obtenons

T y l
min | bqatyn ol T o Tia, 1i
De méme 1'égalité(a') donne cmin 1tyq,t $1 2 = ml?itkz ytked, 1)
Cette démonstration ne dopcndantup( u mérotagde des piégks,nous
avons donc obtenu le résultet suivent

Lemme 1-2-

Si dens une séquence _L% T (1) (2) 500 s (nﬁ , ouer
est une permutetion de 1'ensemblo rl 2,...,@! , on transpose



a@iéces consécutivescr(k) etﬁf(k+1) telles que :

1 . r.
le temps tot l de fobIlC'tlon ne peut pQS dlmlnuer

e~ min [%«(k),l’%(ku),z] = mmit (x),2" Yo (k+1), 1] » (1)

le temps total de fzbrication reste inchengé.

Ce résultat est dd a S.1i. Johnson - Nous zllons maintenant
étudier les relations (1) et (1'). Cette étudesers faite d'une
meniére différente de celle de Johnson,

A - Représentetion graphique

_ Nous noterons
iar) pour min [t.l,t.zzz min rtiz’tjf'
i1¢J pour min it 1,t32{,,m1n 2,t31‘

ig J pour min [tll’t32J5;m1 [ ”’tgll

Représentons chague piece par un point du plan x0Qy, en portant
en abscisse son temps d'ublncgc sur la lére machine

en OIdOnl’lee " 1" " " 2e n
Pour un point donné A(t tz), essayons de localiser les points
1 tels que M A, Math u M2 Nous obtenons les résultets
suivants
Ya . A ¥ A
IO :
ey 2
B t
:
ot
PY
° Tig.a X °
‘tl/ 't2 1 ==
N

Reglono—- M¢ A pour ¢ -(]:)

Reglon(‘)_. A¢M  pour € @

RN

Reglonca Mawr A pour M GQE)

Sur la figure s, la reglon()jest constituée par(le segment de
) de diagone OB
(et la demi-droite
) issue de B et
( passank_ par A
n (le seg%%n de diago-
)  nale OB ‘
(¢t 1le demi-droite
Yissue de B et pas-
(sant par.A et paral
lele - a0X

sur le figure b, "



sur la figure ¢, la région est constituée par(le segment de diago-
Jnale A
(et le quart deiplan. -
Jxzt, et y;yz)

On peut donc interpréter la relation de Johnson de la manieére
suivante

a/-Pour tout point M situé su-dessus de la diagonale
et tout " mr " dessous " " , On a:

¥

b/~Quels que soient les points Mix,y) et W' (x',y")

o - situés gu-dessus de la diagonele, la relation M« M' est
o ) 1z relation M-vl' est
équivalente & x=x'
$- situés au-dessous de la diagonele,la relation N M' est
équivelente a y>y'

. . la relation .,y est

équivalente a y = y!

¢/-Quels que soient les points I et M' de la disgonale MeuM?

Pour tout point M (x,x) de la diagonele et tout point N'
(x',g') tel que x'zx et y'=x , ona = Kk~ M

B - Btude générale

Désignons per H le quart de plen ( x>0, yz=0)
A la diagonele de H
a/- Btudions le reletion dens lo région P=H-)\ -Dens p, d'apreés
1l'interprétation graphique de la relstion , nous voyons que cette
relation se traduit de le meniére suivante
Soient A. 1'cnsemble des pointsli(x,y) de P tels que x>y
1 1 1t Al 1] n 1 1n X<y

Pour 2 pgints M(x,y) et M'(x'y') de P tels cue
1-MgA, etel' A., la relation N-M' est équivalente & la relation
"M et M' sont surune méme paralléle & Ox " (a
2—M€A2 et M'4A., la relation M-N' est équiva}ente 3 la relation
" et M'“sont sur©une méme paralléle & Oy " (a.)
3~M€Al et M'FAZ, la relation M~M' n'est pas fraie.
La relation al est évidemment une relation d'équivalence sur Aﬂ
" a, n " 1 1 n n A
Les ensembles A ef A. sont disjoints. Par suite, comme MewoM'ntest 2
pas vraie si Me%l et ﬁ'&Az, la relation est une relation d'équiva-

lence sur P

b/- Btudions maintenant le relations dens la région P=H-0 .
Dans P, cette relation est - définie_sur P
- transitive
On vérifie facilement, d'aprés la représentation grapnigue, die
quels soient les points £ et B tels que A«B, l'ensemble des points
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ii tels que B M est contenu dans l'ensemble des points M' tels que
AeM'. On en déduit donc la transitivité.(Cette propriété est
'ailleurs vraie dens H tout entier).
- réflexive ‘

On a évidemment pour tout point Ii, M LN .

D'eutre part, la relation (M li' ot M'gM)est équivalente B Ut ')
et est une relation d'équivalence sur P.

c/- Sur H, la relation garde sa propriété de transivité. Par
contie, la relationesn’'est plus une relation d'équivalence ; plus
précisément, cette relation n'est pas transitive sur H, En effet
d'aprés la représentation graphigue, on volil que pour tout point M
de la diagonsle, 11 existe au moins 2 points 4 et B tels que

Lo M et B , Sans gque A B

Lemme L-3-
Torsqu'il n'existe aucune piece 1 telle gue 1., = Bans
a/ la relation ; te
Min (til,tjz): min (tjl’tiQ)
- est une relation d'équivalence sar l'ensemble des pieéces,
b/ la relation
min (til,tj2lszm1n (tgl,tiz)
estiine relation transitive et réflexive sur 1'ensemble des piéc%s

Soit B 1l'ensemble des n premiers entiers naturels %1,2,..”nj
ordonné parnl'ordre naturel. ' )

- 1'ensemble des permutations de I .

L.n e o : ns oL .

Une trinsposition est unepermutation qui laisse invarients
(n—2) éléments de B_ et échange les deux autres.

On sait que tolite permutation est u n produit de transpoitions

Pour une permutation gcgordersr” ,adoptons sur—~(B_) l'ordretel
quer ()= (3) si i=<J. " n

Donco (B ), comme ensemble ordonne €St difidrent de E_-A
chaque permutgtion correspond un seul ordre possible sur B et
inversement, n

Yous dirons alors que ¢ éléments a et b de E_ sont consé cu-
tifs pour une permutation=-s' ils sont consécutifsnpour l'ordre de
(B ), c-a-d s'il existe iz E tel cue a=a(1) et b=7(i+1). '

Nous avons alors le résulfat suivant :

Pour toute permutation & ¢ , on peut passer de B a
= (B_) par un produit de trenspositions’telles que chacune d'B1les
n'affecte cue 2 éléments:

1- consécutifs pour la permutation produit des transpositions
déja effectuées,

- non ordonnés pour 1'ordre def*(EP).

Démonstration:

1- Cette propesition est vraie pour n=3. Supposocns la vraie
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pour n et démontrons la pour n+l, Soit E' 1le sous ensemble de

En l=[2,3,...,n+ﬂ & n éléments., Pour une permutation qcqw—¢ 1

nous pouavons ordonner E' suivant 1l'ordre de="(E_,.) par un prott
duit de transpositions vérifiant 1. Ceci étant fgi%, nous pouvons:
mettre 1'élément 1 de B lé sa place pour l'ordre dec(E_ . ) par un
produit de t1anspositiofd vérifiant la proposition 1. Cetts propo-

sition est donc rraie pou%}n+l, si elle est vraie pour n.
nombre

2- S1i apreés un certein / de transpositions vérifiant les pro-
positions 1 et 2, nous aboutissons & une permutationfMtelle que quel
soit i, 15;i:En—l,'ﬁ(i) et W(i+l) sont ordonnés pour 1l'ordre de

o~ (E_), par suite de la propriété de transivité de cet ordre, 1l'or-
dre''de W(E_) est le méme que celui de:(E_) et nous avons =0~

I1 est 2isé de généraliser ce résiltat de la maniére suivante :

Lemme 1-4
. Soit N l'ensemble des n premiers entiers naturels
N=|1,2,...,n}, ordonné par 1l'ordre naturel.
Pour une permatation-v‘?ﬁg, adoptons surg—(N) 1l'ordre té que
T (1)< (3) si i<y,
Soit R une relation binsire sur N, telle que
a-R soit transitive
b-la relation § R{x, y) et&(y,x)z soit une relati-
ve d'équivalence B sur N, '

Alors
1- I1 existe au moins une permutationT= s~ telle gue 1l'on e it:
RI57 (1), (141)} pour lgi<n-1
2- I1 existe une suite de transpositvions ;fi,ﬁé,...,zb, telle
gue
-51i = ¥ o . os < i
a-sim t?oup_lo orl, on ait

R | (1),m(i41)  pour Icien-1
b-sifi=2. .00 ,0...027 et si a; et b, sont les ¢léments affectés
i i—l i-2 1 i i
parti, alofrs
-~ il existe kéN tel gque al:ﬁi(k) et biiﬁ&(k+1)
k- on a R(bi,ai), san§ avoir R(ai,bi).

Démonstration

La premiére partie du lemme se déduit des deux faits suivants:
- & toute permutation de N correspond un seul ordre sur N et inver-
sement, .
- si une relation R sur un sesemble A vérifie les propriétés énon-
cées dans le lemme, la relation déduite de R, sur 1l'ensemble
quotient A/E est une relation d'ordre.

La deuxidme partie se déduit des résultats établis avant le
lemme dans ce paragraphe.

mIEmSmImEDIDI TSI,

= o s oL _
A/- Cas ol il n'existe aucune piece 1 telle que til“tiz‘

La relation -~



-12-

est alors une relation d'équivalence sur l'ensemble des piéces, Elle
nous permet de partager 1'ensemble des piéces en plusieurs groupes,
La relation { nous permet d'ordonner ces groupes. Nous obtenons fi- .
nalement sur 1l'ensemble des pleces un ou plu51eurs ordres pOSSlbleS
tels que chaque couple de pleces consécutives vérifie soit "~

solit «

B/- Cas,ol 1l existe une seule piece i telle que tll_tlz.
LES n pieces

différentes de 1 sont alors partagées en 3 groupes
a-le groupe des pieces k,telles que k« i
‘b 1e 1 n kl n 1" k"‘ji
_le 1 " 1 k 1 H n 1 ;\/ k 1

Chague groupe est ordonné comme dans le cas précédent. L'ordre
des groupes est : groupe a, groupe b, groupe c.

La pitce i peut &tre placée n'importe ou entre le groupe a et
le groupe c. Nous obtenons ainsi sur 1l'ensemble des piéces un ou
plusieurs ordres possibles tels que chague couple de pieces apnsé-
cutives vérifie soitm~u, soit< .

Remarquons que si 1l'on décide de plecer la piéce i entre les
groupes a et b, cels revient & tiaiter cette piéce comme si
tll// t. 59 et chaqae couple de pieces consécutives vérifie toujours
s01t,§/%01t4 Par cette convention, nous remplacons la relation ~v
par la relation E telle que

o - sur H-4 ,E soit la relationcew.

£ - un point de Asoit tluité comme un point situé au-dessus ded
Soit Rk relation déduite des Jpar cette convention. On vérific faci-
lement que E et R ont les mémes propriétés sur H guemsct <sur H-1

le3-Ha Theoreme ] -

I1 existe au moins un ordre optimum des pieces
donné par la regle suivinte:
“/—ul deux pigéces i et j sonttelles que 1, 1¢t et t.l¢ oo
- la piéce i préceéde la pidce J si : J J
min min {t.,,t.- 1
- 1l'ordre des piéces Ls%&ndifferent s1[ ie Jll
min {tll,t;]z] = mln[t_Q,tjl i
b/~Toute piece i, telle que t =t =2, est traitée comme si
til:a et tiQ = a+g& ?\o asSeéz petit.
Démonstration
Ia regle du théoréme nous donne sur l'ensemble des pieces
les relations E et R du pangraphe precedent
Considérons une séquence de pleces donnant le minimum du temps
total de fabrication.(Une telle séquence existe puisque l'ensemble
des séquences est fini). Si, dans cette séqucnce, 1l'ordre des. pié-
ces n'est pas un de ceux gui sont fournis par les relations E ou R,
d'aprés les lemmes 2,% et 4 on peut passer de cette séguence & une
séquence vérifiant les relations E et R sans augmenter le temps
total de fabrication. D'ol le théoreme..
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De 1'interprétation graphique de la régle de Johnson, on dédui
facilement la regle suivante 3 .
Pour obtenir un ordre optimum des piéces, il suffit de :
a/- partager le lot de piéces cn 2 groupes
1- le groupe des piéces telles que T 4~ t.
1l\¢ i2

2~ le groupe des piéces telles que til;> ti2

b/- ordonner les pi&ces

- du premier groupe suivent les t. croissants

- du deuxidme groupe suivant les %, décroissants
¢/- placer le ler groupe avent le o8&,

Exemples

1/- Lot de 5 pigces dont les temps d'usinage’ sont

t11=3 H t21=4 H tBlzj H t4l:l H t51=2

t12=2 ’ t22=l H t32=5 ; t42:6 H t52:4
i 394’5

il

ler groupe tilSQ ti2 , 1
2& groupe ti1:> tiQ , 1=1,2

Ordre des piéces : ler groupe : 4,5,3
2& groupe : 1,2
séquence donnant le minimum du temps total de fabrication
S = (495,37192)
temps mort total sur la 2¢& machine 1
temps total de fabrication 1¢
Le maximum du temps total de fabrication est = 2.

o

2/- Lot de 6 pigtces dont les temps d'usinage sont :

t11=6 ’ tzlzl ? t31=6 H t41:5 H t51:3 H t61=4
t12=7 H t22=5 H t32=1 H t42=4 H t52:3 H t62=2

ler groupe til$£;t12’ i = 1,25

Ordre des piéces : ler groupe 2,5,1
2& groupe : 4,653
une séquence donnant le minimum du temps total de fabrication

est donc
SO = (29511’4,673)-
le temps®total de fabrication correspondant est : 26.

La piéce numérotée 5 ayant ses temps d'usinage égaux sur les
> machines, les séquences suivantes nous donneront aussi le minimum
du temps total de fabrication :
sl = (2711594’6y3) S = (2’1’4959675)

Te maximum du temps total~de fabrication est : 36.
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CHAPIIRE 11

PROBLEKNE A m HACHINES

u_temps total dc¢ fabrication .

Comme nous l'avons in-
digué, nous ne ferons le calcul que dans le cas ou les pieces défi-
lent dens le méme ordre sur toutes les machines, Ce calcul est la
généralisation du calcul fait per 8.M. Johnson {?% pour le probleme
4 % mechines. N

Supposons les pieces numérotées de 1 & n et les machines de
1 & m, Les temps partiels d'usinage sont donnés par une metrice &
n lignes ct m colonnes '
] ﬁ:(ti) lgign, 1im -
Nous ferons le ctlcal pour 2e séguence de pieces l,2,...,n]

Notations :

X o= temps mort existent sur j& mechine entre la sortie
J 7 de 1z (i-1)& pidce et 1l'entrée de lo id,
P
=5 X. = temps mort sur q& machine pendant la fa-
pa e bricetion des p léres pieces

le temps mort total existent sur la je
machine pendant la fabrication des n pieces est donc an.

BT
Yy -t - t .
pe  §m, 1@ 771 trarl g = *1q

Le celcul du temps mort sur 1a,gé machine se fait comme dmns
le ces des 2 machines isolées 3 (£~ 1) et / , en prensnt pour temps
dusinage partiels sur la (0 -1)e machine les guentités :
ti Q_1+X. 0_1 = temps effectif d'usinage sur la (Q—l)é machine

’ Lt + temps d'attente avent 1l'entrée dans cette machine

Le temps mort existant sur 1aQé machine pendant la fabrication
des k premiéres picces est alors, par application des résultats
premier chap%tre :

! p -1
X, p= max ; — (%, +X - J
k’g_lgpgk !— i=1 + ’!ﬂl + ’Q-l i=1 1’9‘
Nous voyons donc apparaitre les guantités
P p-1
Y ) = = t. ; - == L. r
p,|-1" 15 12-1 o b

gquantités anslogues & celles utilisées dans le calcul du temps mort
pour 2 mechines isolées. Mais des quantités nouvelles apparaissent,
qui sont des sommes partielles de temps mort sur la (}-1)& machines
La formule précédente peut s'écrire ‘

p!%'l_J

4 lepgk Byt
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Nous désirons calculer le temps mort total sur la mé machine
pendant la fabrication des n piéces, Il nous suffit pour cela de
faire k=n etg =m dans laz formule (1). Nous obtenons :

X = max ry + X

” 2
n,m" g pom L pym~-1 p,m—lJ (2)

Fn utilisant 1z formule (1), pour 1'évaluation des X 1
la formule (2) donne p,m-

I

X, =max | Y + max (Y +X 5}
By pen L P -1 1cqep q,m=2""q,m=2"
Iy Y (3)
ou Xn,m= max j -1 + q,m~2+ Xq,m—2] 3
1\< qs an =~
En remplagsnt de la mé&me maniére X, dans (3) par utiliss
tion de (1), nous obtenons finalement, ’ en remarquant que

Xpl=o (i1 n'%_i pas de temps mort sur la lére machine) :

X = maXEfSM'Y . )

m,m “J=1 PJ'JJ (

le maximum étant pris sur toutes les sommes telles que : Yy (4)
1. §

<P1<Poc o <FiacPy< < o’

Le temps total de fabriceation des n piéces est alors :
_ N
To= X > b (5)

Pour une séquence S %%*‘(I)Ff(Q),...;r(ni] , outrest une per-
mutation de 1l'ensemble des n piéces, le temps mort total surls der-
nitre machine existant pendant le febrication de cette séquence b
de méme : -

m-1 w
= < ,
Xn,m(s) = max-g_lYPj’j (8) Javec 15:p11§p25§"'5;pm-13§n(6)
o 1l'on a posé o p-1 PN
S PV, S T ey R
qu(S) iL:‘j_tJ(l)’q %— (i) ,q+1 0 chlq(‘\)‘) t.:‘},n. .
De méme, le temps total de f%brication est A L
m = < T e o
1(s) = Xy, (8) + > tip (7)

1i=1
Nous voyons que, comme pour le probléme & 2 machines, la
quentité & minimiser est X (s).

Le temps total de fabrication peut se mettre sous la forme:

7(S) = max t . T By +...+<I~n\-:~1
( (1)1 )22 by
PysPp vererPpoafind i=p, =, g
R
™~
| E=AMCE]
avece 1:5p1$§p2s;'"S;pm—ngpm~1$;n' m-1
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2 -~ Probléme & 3 machines.

2-1- Lemme 2-1

Pour obtenir le minimum du temps toteal de febrication, il suf-
fit de considérer le cas ol les piéces dé-filent dans le m&me ordre
sur les 3 machines.

Démonstration

En effet, il est toujours possible, sans augmenter le
temps total de fabrication, de prendre sur la 3& machine le méme
ordre que sur la 2&. La démonstration de ce feit est la méme que
celle du le.me 1.1

D'autre part, la durée du processus consistant a4 faire.
les piéces est la méme que celle du processus consistant & défaire
les pieces, Ce dernier processus revient & inverser l'ordre des
pi&ces et celui des machines. On en déduit donc que 1l'on peut pren-
dre le méme ordre des pidces sur la lére et sur la 2& machine, D&m
le lemme, ‘

Remarque :
Cette démonstration ne peut pas s'appliquer au cas de gus
de % machines et le lemme n'est pes velable pour plus de 3 machines
Considérons en effet 1'exemple suivant :
© /3,3,3,3x
Lo =i
\‘3 o1 91:3)
ot le nombre de piéces est 2 et le nombre
de machines 4.
- Prenons le méme ordre des pi&ces sur les 4 machines. Pour
1'ordre (1,2) des piéces, nous avons le grophique suivant

1

I;u_!.b!—!!—-j‘ ___________ - = machine 1

T o

_______ i nooog
H 1 L 2 | 1" 4

Temps total de fabrication = 15
Pour l'ordre (2,1), on vérifie de méme que le temps total de fabri-
cation est 15.

- Prenons meintenant des ordres différents sur les machines,
par exemple 1tordre (1,2) sur les lére et 2& machines
1tordre (2,1) sur les 3¢& et 4& machines
Nous avons le graphigue

1
- S . machine 1
B O -
e B T"‘l A e . " 3
IR . " 4
——————— 14" 2 1 .Le temps total de fabrication est 14
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Ceci nous montre bien que le lemme n'cst pas valeble pour plus
de 3 machines.(Cependant dans le cas de 4 machines, le démonstra-
tion du lemme H nous indigue gue pour obtenir le minimum, il suffit
de prendre seulement 2 ordres @ umn pour les machines 1 et 2, un
sautre pour les machines 3 et 4).

2.2~ Btude de lo minimicstion du tcmps mort

Le temps mort
totsl sur le %3¢ mechine est ¢ — W
X . = Mé& Y S -+ Y S
nj(S) 1W X pl( ) 92 ( )j
pour la séquence § = [},2,.?.,nT

Considérons la
séquence 5' obtenue & pasrtir de 5 ¢en transposant les pieces k et
k+1l, Nous svons :
1 — 7 L o
Ypl(S ) = lpl(s) pour p#£ k et p #£ k+l

1 — o
Yqz(s ) = qu(s) pour q # k et g # k+l

Si nous comparons les quantités Xn3(8> et XnB(S')’ nous aurons
5 comparer les quantités

(5)=max [Ypl(S)+Yk2(S),l\<p<k; ¥p ($)4Yy g o (8) s Aok

Ty (8)4Y 5 (8) s krleagns Typ,1 (8)+Y 5 (8) rlaaen;

Ykl(S)+Yk2(S);Ykl(S)+Yk+l,2(d)3Yk+l,l(5)+Yk+l,2(S)T

et ' jd
(8" )=max|Y¥_(S')+¥, ,(8"), lepsY (s')+Y (8'),lepks
L k < 1 1,27 7 i7shs)
Ykg%S')+Yq2 S')  k+loachs k+171(5kj+Yq2(5')9k+l4q§ﬂ;

7 ° [a ] | o ] {
¥y 1 (8147, o (81) 57y ()47, (8 )3Ty 1,18 )+Yk+l,2(sqi

Fous voyons gue, contreirement au cas de 2 machines, ces quan-
tités ne dépendent pes seulemcnt de ¥ Y., Y Y ‘
! be k,1° ke’ “k+l,17 k+l,2,

mais aussi des Ypl et [q2 pour p et q £ k ot k+l.

Les qiantités f(5) etf(s8') dépendent de toute 12 séquence 9
et non plus seulement des 2 pieces trensposées. Nous ne pouvons donc
obtenir, dans le cas général, de solution analogue & celle du pro-
bléme & 2 machines.

Exemple : considérons les 5 pitces dont les temps de fabrication
sir les 3 machines sont
pitce 1 (5,%,4)
pidce 2 (7,1,6)
piece 3 (2,8,3). -
Lo séquence des pieces S :Yi,Q,B} donne un tcmps mort total
sur le troisiéme machine égal &~ -

X33(S> = 14
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La séquence S =[2,1,§] obtenue & partir de S par transposi-
tion des piéces 1 et 2 , donne :
! - 1
XBB(S ) 9
Le séquence 5 = {3,1,2] donne
X 3(81) = 16

La séguence 3! = 3,2,11 , obtenue & partir de Sl’ par trans-
position des mémes pigces 1 et 2, donne
XBB(Si) = 14

Dans les séquences S et Sl les pigces 1 et 2 sont dans le mé-
me ordre. Les séquences S' et ~S! de déduisent respectivement de
S et S, par la méme transpositiofi de 2 piéces consécutives., Dans
un casy nous avons : X33(8L<:X33(S'), tandis que dans 1'eautre,

nous avons
X5 (81 >X55(57) .

Si, dans le ces général, il p'existe pas dc solution analogue
3 celle du probléme & 2 machines, on peut cependant résoudre par
cette méthode deux cas particuliers que nous allons examiner
maintenent,

2-% Solution dans un cas particulier.

Supposons que l'on &it
soit min (til);>>mgx(t12)
soit min (tiB);;Zm%X (tiz)
_ La premiére inégalité entrsine, pour toute séquence
s =[7(1),7(2) ... 5(n)]
tﬁ%i),l - tv(i-l),2;éo pour 25;15;n

et par suite
Yll(sxg;Y21(s)$;... Yp_l,l(S)ggYpl(S)sgg...S;;Ynl(s)
Ce qui nous permet d'écrire

£h<a [Ypl(S)+Yq2(s)} = Y8+ p(8), e

<
De m&me, la 2& inégelité entreoine, pour toute séquence
s =[=(1),%(2),... T(n)]

tor(1), 2 b (1-1),5€ 0 PORE 2T
et par suite

T, (8)LY |
1277 2>722(8) = ":;Eti—l,Q(S);EXpQ(SZ;B";ZYn2(S)

LYY = |
aron mex [Y (947 ,(8) [ = ¥3(8) + ¥ 5(8), I
PCAP

=)
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Dans les deux ces nous 2urons donec

X .(8) = mex [ Y _,(8) + Y ,(8)]
n3 - 1 2
. ’ 1<Psﬁ[' P P -
Si nous posons Ya o (4),1 = Eﬁ(i),l + Rr(i),z

a G*(i),? = t\'f(i>92+ t‘f(i)95

Nous avons

D p-1
et + X .(8) = max [Z (s) T
n3 P o
PdLGQgﬁ <£:}d
avec 2 (8) T2 T, T g (i),

Nous sommes donc remenés au cas de deux mechines pour lesquel-
les les temps pertiels d'usinage sont les d. ..

- s ; i
Nous =vons donc le thcéoreme suivant J
Théoreme 2-1
i 1! g i ] 1. max (1.
Si 1'on & soit min ( 11);3 ox io)
it min (t..)~> max (%b.
S0L T ( 13)49’m1 ( 12)

iy

1'ordre optimum des pieces est donné par la régle du théoreme 1,
appliquée & ls chaine fictive & deux meachines pour lesquelles les
temps d'usinage de lo ié piece sont
d., = b, + . d.,. = t., + t.,.
il il i2 iz2 i2 i3
Ces résultats ont été obtenus per S.L. Johnson.

2-4 - Deuxidme cas vparticulier

Appliqugons la regle de John-
son aux deux couples de machines (1,2) et (2,3). Dens le cas géné-
ral, cette régle nous donne 2 ordres difiérents pour les pieces.
Nous supposerons, dans ce paragraphe, que ces 2 ordres sont iden-
tiques. Cetuve hypothese est ¢quivalente & l'hypothese suivente

Quel que soit le couple de piéces (i,3), dont les temps de
fabrication sont : (t.-,5.,,%. Y oit (b4t ,t..), on ne peut
avoir que l'un des delX g%%up%g d'inégé%ité% 292

a/- min (til’tjg>5§' mln(t12’tjl)

min (tiQ’th)5§: mln(tiB’tjz)
min (til’tJB)SE' mln(ti ,tjl)
b/~ min (tiZ’tjl)EEL min(til,tjz)

m?n (tiB’th)EE; m%n (ti2’t33)
min (tiB’tjl)égf min (til,tja)
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Nous allons montrer que dans ce cas, l'ordre des pieces ginsi
obtenu est optimum pour l'ensemble des 3 machines.
Supposons que nous ayons lus in..clit s &/ pour le couge de
pitces (k,k+1). Considérons alors les 2 séquences
S = L1,2y00esk,ktl,eee,n}
st=[1,2,...,K+1,k,...,n]} (s
et comparons les temps morts sur la 3& machine = an
Nous avons vu que cela revenait & comparer les
quentités £(s) etf(S') données au paragrephe (2,2).D'apreés
1'hypothése que nous avons faite et les résultats obtenus au
chapitre 1, nous pouvons €écrire.

%t Xn (8)

3

Yo (8)+1, o, (8) < Y1 (8147, ,(8")
‘ pour lsgp<:k

1 1
Ypl(S)+Yk+192(S%§;Ypl(S 4T 008

¥y (8)4Y o (8) QS;‘Ykl(S‘)+Yq2(S')

Yk+1,1(S)+Yq2(sl§;Yk+1,1(S'>+Yq2(s'

puisque Ypl(S) = Ypl(S') pour p # k et k+l
— ' )
Yqz(s) = Yqz(S ) pour q # k et k+l

pour k+l<:q<:n
—~3I

I1 nous reste donc & comparer les quantités;

- .
géS)zmaxL¥k1(8)+Yk2(S);Ykl(S)+Yk+1,2(S);Yk+1’1(8)+Yk+1,2(S?J

oty a . . (S' B
8(8 )~maX[Yk1(°')+Yk2(s')’Ykl(s')+Yk+1,2(8')’Yk+1,14&k+1,2(s')l

Pour cela, retranchons & g(S) et g(S') la quantité

k+1 k-1 k+1 k-1
A = > . -5t + > 1, - = 1.
4 11 472 T gz g il

nous obtenons _

g(8) - A = max [‘ (tyi1, 1% 041, 205~ (byepr, 1005 ) 3= (ot 5) ]
' - — - . o { h

8(3 ) A maX[ (tk1+tk2>7 (tkl+tk+l,3)9 (tk+1,—2 +tk+l,3)_[

Posons h(S) = A - g(8) et h(s') = A-g(s")

nous avomns

h = mi . . _
(8) = min [£k+1,l+tk+l,2 P by, 17t Frot s ]
h 1 — 3 . o =
(s') mln[tkl+tk2 ; tkl+tk+l,3 ; tk+1,2+tk+l,31
I1 est évident que 1'inégalité n(S!')gh(S) est équivalente &
1tindgalité : g(S)sg g(s").

Noys allons meintenant montrer que l'hypothése que nous a vons
faite, a savoir gue

min fogg by ole min [Bpr Bieyn a]
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t . 1
k2’ "k+1,3 ‘:g; k+1 2 ]

entraine 1'inégelité h(5')<h(S), seuf dens un ces particulier,
Les 2 inédgalités entrainent <videmment que

et min [t min rt

. q ] . ot
man {tk1+tk2 P bt 5?“k+1 o+byoit i, 0% 1,2 1<:1
- min | ¢ ,4t ~+1, - 730 - n
ler ces : uupposons %ue e m%ﬁlmu fite 5 E+%bire§) 41,1" 0,2

+ ./
k2 4
[ b1ty byt 55 Ty 5955 tk+1,4 K+, ]

ne soit pas le terme tk2+tk 1,2

ce minimum est alors égal a h(S ) et nous avons

1 : - . § .
h(8')gmin [Lk2+tk3’tk2+Lk+1, b1, s, tx+1,1+tk+1,é}<ﬁ(5)
ce que nous voulions démontrer, M

& cas Dans l'sutrec cas possible, nous avons alors

e e e s e o e

bep1, oo Bprttior €0t otk o Tia1,2tken
D'ou
tk+l,4<‘tkl, ce qui entraoine, d'spreés les hypotheses

g tk+l,2§;‘tk2

( 4 o+ INSTITUT IMAG
et k+l, 2§_ k+l,1 Iuforiratique, Mathématiques Appliguées de Grenoble
tk2<tk+1,3’ ce q*LéJ:GL @Hbl"iil’le : C;J,A{RESD.;N?G; USNfG

k2 <7 k3 : ATHEQUBE
)t = . B.P. 68
(ty » < Y41, 38402 ST-MARTIN-D’HERES CEDEX
FRANCE

Nous avons donc : t,, = 1 Tél. (76) 51.46.36

¢t les hypothéses sont dans ce cas

. f ' _ _ L _
min ity gty o) = Yp1,0 T mln[sz’tk+1,1j“ Tyo

min [ K2 k+1,31 =ty = mln[%ka’tk+1,2\= bei1,2
Nous en déduisons que

;
o o _
n(8")=min by 1+ p sy ,y p¥h,q, 5] B0 [ﬁkl’tk+1,5_}+ 0

[t - I 1
— i = i t

Nous voyons que (s! )(/h §) , si les pieéces k et k+l vérifient
la relation de Johnson pour les mechines 1 et 3, c'est-a-dire si

1o
min L_kl’tk+1,3 < min [}k+171’ K3 |°

D'autre pert, dans le ler cas, on vérifie facilement quc les
inégalités



Min {t

kl’tk-{-l, . mll’l L_tk+l,l,tk2 J
liin Ltkg

d
1,3l ™ (tk+l,2’tk5 ]

NN

entrainant 1'inégelité

. - E
mlnxékl’tk+l,5ﬁf§mln Lfk+1,1’tk3]

——

NBus avons donc le résultat suivent
_Lemme 2-2

5i, deons une séquence quelcongue_des pigces
s =F(1),77(2) s+ 0 (10) s (ks o) |

T oltcrmest une permutetion
des n pisces, deux pitces consécutives;r(k) etr({k+l), vérifient
les inégelités

. t / . " 1

min [tkls k+1,2J = min Ltk+l,1’tk2

| I DR i S,

min Ltk2’tk+1,3j min Ltk+1,2’tk3
min [ﬁkl’tk+1,3] min {tk+1,1’tk3’

alors le temps total de fabrication ne diminue pas lorsque 1'on
transpose ces decux pileces.

NN

A partir de ce résultat et par une démonstration analogue &
celle qui & été faite au chapitre 1 pour deux machines, on obtient
le théoreéme suivant.

Lhéoreme 2-2
Si 1'application de la regle de Johnson aux trois
couples de machines : (1,2),(2,3) et (1,%) donne un méme ordre
pour les pieéces, cet ordre ect optimum pour l'ensemble des
% machines.

3-Probléme & m machines

3.1~ Premier ccs porticulier

Nous ne considérons que le cas ol les pieces défilent dans le
m&me ordre sur toutes les machines.

a- Supposons gue |
mn(s; ) 2 ngx(ty 5) pour Lgigm-2

Dans ce cas, guelle que soit la séquence de piece
s=fo (1), = (2) 0. o or(n) ]
nous avons

ti),3 T i),z O PN ASIgnE



Ccs indgalités entrainant alors

IHCIER PGS — Y (8) — gYnj(S)

p-1l,] =< 'p- -1, \
oour 15§3§;m-2
ce gqui entraine :

%'1 7
ma X = ijsj(S)J: J

l§p1<..<:p

=]

—l
Y (s) /
1 Prn-1,j pour 1:\pm_1 S;n

M

i

b- Supposons que : m%n( J+l)\\.mix (tl j) pour 2<:3,/m—l
Dans ce ces, quelle soit la séquence S= P}(l>’ (2),...V”(ni}
Nnous avons

-m-1

/‘J,/
= Y=

t . .Y . . ) our 2
(i), ) o(i-1),j+1 = P

Ces inégalités entrainent alors

-~ {

pour 25;35;m‘1

ce qui entreine

z m=1

‘m-l o= Y (S)y lp <1’l

max = Yp . ] (8) = T=1 Plsd ST
J=1 J

pl<p2/""/pm I<n

c- Supposons maintenant qu'il existe une mechine k telle que:

- \ h - -
(m%n (t ) mgx (t ) pour 15§3§5k 1

ij+1
(et min (ti . 1):>max .;) pour k+1<::j<<:m-l
rilous avons alors, quelle que soit la séquence de piece
[ (1), 2>a---7‘“7—(n)]
t .0 pour lsgjsgk-l

. =1 .
‘».T(l)’J \"_7"(1)33‘*‘1/ '
E(a), 3701, a0 PowE BRIt

Ces indgalités entrainent

Y%j(S)SSYZJ(S)Sg..tsyp_l’j(S%E;ij(Slg:..églnj(s), pour Lgjck-1
e
13(8);>Y23(S> '}zéyp 1,3(8):>YPJ(S) ee V) (S), pour k+ljm-l
ce qui entraine : V m-1 m-1
- =Y AS = Y AS our lep . n
naXx L ijJ( ):] _a\c; Pk’J( ) P S%

1/p1<. . .<pk/. . ./pm 1<\n
Dans les 3 cas, lc thps mort total sur le derniere machine peut

s'écrire : E#; (S)
Xnm(S) = max [521 Dy J



Pl

Or, nous avons

m=-1 m=-1 r 1 E;}
;\- Y .(S) = > Uh N - : ]
521 PJ 5=1 L‘i’ﬁ-_flq(l)il =1 Y1), 341
o) m-1 p-1 <§; .
=< t N - ~ Oy
S 2 b T Ry £ e
P_osons @ m=-1 (%_
di1 =52 tlJ et dijp = ﬁgétij
nous pouvons algrs écrire 1
o=l y (s) = < g
= 0t T @), T =g o3)2
J=1 = =
et :
X (8) =, mex {z (s) |
nm lgpén o \ p-1
avec Z (8S) == 4 ,. - X 4 .y oA
( ) 411{7(1)’1 -Af—l ET(1)94

l._.l
i

Nous sommes donc Ffamenés au cas de deux machines pour les-
quelles les temps partiels d'usinages sont les dij‘
Nous avons donc le théoréme suivant

Théoréme ¢-% _
Si 1'on peut partager l'ensemble des machines en deux
groupes tels que

le ler groupe soit 1l'ensemble des k premieres machines, tout
couple de machines consécutives de ce groupe vérifiant 1'inégalité

min (5 5) > mex (5 49,

et le 2& groupe soit 1'ensemble des (n-k) derniéres machines
tout couple de machines consécutives de ce groupe vérifiant
1'inégalité

mgx (ty gmin (b5 590

alors 1'ordre optimum des pikces est donné par la reégle du théore-

me 1 appliquée & la chaine fictive de deux machines pour lesquelles
les temps d'usinage de la i€ pieéce sont

m-1 m-1
d. = \~ -t.- d. =/ d..
il ~§;1 ij i2 S ij
pour loion

%.2- Deuxiéme cas particulier -

Dans ce paragraphe, nous
examinerons le cas ou la régle de Johnson donne le méme ordre des



piéces sur tous les couples de machines, Pour cela, nous commen-
cerons par démontrer le lemme suivant
Lemme  2-3
Ttant données 2 séquences de nombres : (tl.) et (t..)
avec l< jgm, les inégalités J 2
min(tlj,tZK)Eggmin (tlk,tzj)

pour 15;j<;k55m

entrainent 1'inégalité.

min <T% — }; ) I
n-1ll=t1y t = R ey l
ogpem-1 551 T Tp 20 Sy pom-1] 4

—~=

M

4, . .
25t > P14
P >

Démonstration
Ce lemme est évident pour m = 2, la conclusion
se réduisant alors & l'hypotheése, clest-a~-dire 3

Supposons alors que 1e lemme soit vrai pour 2 séquen-
ces de n nombres avec i, et démontrons qu'il est vrail pour
n =nm
Les m-1 inégalités
T =
min |t .t .
pour 1l j_-m=-1, nous ﬁe%ﬂet%éﬂfld
1'inégalité

A
=
2

T
- 1, t .
gcrire L ¥J+l 2’3]

m-1 m-1
min[%’ X .t 4% .t - W inl = S ST S
(Xj)rj;l( J 13+ J 2’J+l)_f5; m(yj)3=1 (&3 1’J+1+y3t23)
les variables (x.) et (y.) étant des variables booléennes,
X désignant la ndgation de x.

Si l'on a

m-l — — -
in {\2 (Xt A% b, )'[z min [‘Zt o Sty
(65D R AP R A ACTR L BT S S = I

le lemme est démontré.

Sinon, soit (x°j) les valeurs des variables (xj) qui rendent
minimum la somme = m-1

x.%. .4x.t,
—5;1( 35157 52, 541
Pour cet ensemble de valeurs (x93), il existe au moins un indice
k tel que : x%x =0 et x% 5 =1

: : . —_ )
Ce qui entraine : tlk;5>t2,k+1 H tl,k+l§§;t2,k+2
Ces inégalités, jointes auxX hypothéses, & savoir

min[_tlk’tZ,lul ~\/mln[tl,k+l’t2k i\

minfty 1080 2™ [ By ko t2,ke1 ]
entrainent tl kel = U2,K+l -
4 ’

NN

ot
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i , . s . —‘—\—" ) )
Par suite, la quantité p/ int + %%p t2 J+i]
) o= J<p
peut s'écrire, en posant
! — ! _ ‘/,
1t lj"tlj’t 23_323 pour lsiJitk
1 —t + 4 — T 0 N PR
t 1j_t1’j+l,u c3 fjt'g,3+1 pour A+l$:”i:m 1
min % —
DARTEE S Y AP E
- 1 24 J+L 1,k+1

de méme nous avons

min [ b, 4S5ty -~  min [ij‘t’ R L
ocpgnl | 2 29 L 1,3+l ~! ; 2 e jggp 1,3+1J

o
A
e}

Y g1

et les 2 nouvelles séquences t'l.
vérifient les hypotheses du lemme?
81 le lemme e¢st vrei pour 2 séquences de m nombres, avec
nem, il est donc vral pour n =m
Le lemme est donc démontré.

) et (t'2j) de m-1 nombres

Lemme 2-4
Si dens une séquence quelconque des picces
o =l (1) o (2) v (k) (k1) 5 e (n) ]
ouTest une
permutation des n pleCCS, deux piéces consécutivess{x) etr(k+l)
vérifient les inégalités

M ' ' — i : mI
min |6y, be1),0 BT b),a b Sred) p |
pour l/p/q/m y - -
alors le‘femps total de fabrication ne diminue pas lorsqu'on
transpose ces deux pieces dens la séquencew,

Démonstration
Te lemme a2 été démontré pour m=2 &u chapitre 1,
Nous sllons le démontrer par récurrence, Nous le supposeronsgfionc
vrai pour p machines, avec Dpm, €% nous démontrerons qu'il est
alors vrai pour m machines,.
Rappellons d'abord 1'6XQFGSSlon du temps mort total sur lode-
pour ure séquencer des piéces.

nieére machine

m-1
) = X{’<:_ Y e ] s 1opa e.on
avec * - T E_;
- ~.
oo = 1',(1),3 < (i), 341

La démonstratlgn du lemme ne dépendant pas du numérotag des
pitces, nous ferons cette démonstration pour la séguence
S :r 192,,..,k,k+1,..,nj



Nous supposerons donc que les pieces k et k+l vérifient les
inégalités
: T .
mln[tkp’tk+l,q] = mlnl_tk,q’tk+l,p:}
pwr1<p<%ém
Si nous désignons par S' la géquence |1,2,... ,k+1, k,...,n]
nous aurons & comparer (S) et X, (S )
Nous avons

(S) Y .(8") pour p# k et pk+l

pJ et pour tout jJ.
— k-1
- .
1y (8 = 32y By * P = b5l
k+1 k-1 -
1 =< o= -~
Yk+1,f5 ) "ﬁ%}l b1, T2y (1.4l Sreid, 341
Par siite, si nous comparons X (S) et Xnm(S'), nous n'aurons
4 comparer que les quentités s
LS & Q{ -1 1)
£ ) =mex D-, @) + 2 @) + S Y S Y
&\Exg 1 P39J j:r.\-{-l k;] J n:, l k l!J ‘4‘5 PJ;
avec

p1<p2/"-/ ‘k< +l<0¢.<n.

pourg—=S et =S’

5i nous supposons le lemme vral pour un nombre de machines
inférieur & m, il nous restera & comparer les quentités.

g @) = max S E) v 2 Y © >\
oghen-1 L IR J
pour~,-S et o =8"'
m-17 ksl k-1
Posons A = f> X :Z. tij - < t. 9J+i\
Jj= =1 " i=1l i=1 -

Nous avons alors

< <
g(s) - A = omaxm—i[ —'4j-tk+l,j z%, tk,3+lw
(s") s ¢
g(s') - A = lNax - - t ]
-4—— k4l J+l
och gm-tt B sp
Si nous posons hi{v) = 4 - g@r), nous avons
n(s) = min {jg: % . F b }
q<§/m-l <ﬁ k+1,] :2% B kyJ+1 4
™ 3
n(s') = min ( - b= KL, sal |
Og_ﬁ <m—l J<B B B



&)
S

Les deux séguences de nombres (%, .) et (tk 1 ) vérifient
499 Qonne donc :

les conditions du lemme précédent. Ce Yemme nou

n(s')< h(s)
D'ol Xnm(s)/x (s")
*{‘\ nm
Donc, si le lemme est vrai pour un nombre de machines
inférieur & m, 1l est vrsi pour m machines. Etant vrail pour m=2,
le lemme est donc démontré.

Ce lemme nous donne 2lors, par une démonstration analogue
4 celle qui a été faite pour le théoreémel,le théoreme suivant :

Lhéoreme 2-4

Si la régle du théoreme 1, appliquée a tous les couples
de machines (k”f), avec k<;% donne le m@me ordre pour les
pieces, cet ordre est oPtimum pour 1l'ensemble des m machines.






CHAPITRE 111

POSGIBILITE D'UNE UMETHODE DE MNONLE-CARLO

3-1- Généralités

Une méthode de Lionte-Carlo pour
1'évaluation d'un nombre dont on possede une définition mathdma-
tigue, est une méthode statistigue obtenue en rattachant ce nom-
bre & un.schéma stochastique réalisable, de telle sorte que, d'un
nombre suffisamment grand de réalisation de ce processus, on
puisse déduire une estimation statistiqie du nombre en question,
Dans le probleme qui nous occupe, nous considérons une fonction
d'une permutations de n objets, le temps total de fabrication
des n piéces T) ; nous désirons évaluer le minimum de T(7).

Le processus le plus simple pour cette estimation est le suivant
On affecte & chaque permutationc la méme probabilité (1/n!)
On préléve par tirage au sort 2 permuta tionsc - etr“On ne garde
que 1la pcrmutatlonC“ talle que
):mll’er(g—-') ’l(C‘“) . .
On préleve ensulte une deuxiéme pelmut tionGy et on ne garde
que T3 telle oue : -
(G*‘) = min
et ainsi de sulte )
lials il nous faut voir d'abord si une telle méthode permet
une bonne estimation, et, dans ce cas, quelle est le nombre
minimum de réalisations de ce processus nécessaire pour obtenir
une valeur de T() approchent le minimum dans des limites imposées
Pour cela, il nous faut obtenir la fonction de répartition &
T€), c'est-a-dire, 1a fonctlon 7 (x) telle que :

(% (x) = ProAb[T (5")\<xj

Malheureusement, dans le cas général, il est quasi- impossi—
ble d'obtenir cette fonction. Aussi nous bornerons-nous & 1'étude
d%g(x) dans un cas particulier.

T(CF) T(U‘;?)

%3-2-Cas étudié.

3-2-1- Nous fercns cette étude pour le probléme & 2 machines ‘dans
le cas suivant :

les piéces sont au nombre de 2 n et forment
2 groupes, les temps partiels d'usinage étant :
til = a, tiZ = b "~ pour l<i<n \L
til = b, tiZ = a pour n+lsgi$;2n {

~

Nous supposons asb



et T e T S e e e e

-30-

%-2~2~ Simplifications feites

a - Nous avons vu que le temps mort sur la deuxiéme machine
était

in(s) = max Ip(S)
avec lepgen
P =
=< t_ /. - i),2
¥, (8) 2o e(1),1 T £y oli),2

et 5 fo(1)e(2),. ..o () |
8i nous retranchons un méme nombre k & tous les t.., nous
voyons que Y _(S) est diminué de k, quels que soient 3t s; il
en est donc de méme pour in(S). Par suite nous ne changeons
pas le probleéme,
Si nous multipl-ions par un méme nombreX>0, Y (S) est
multiplié par \, quels que soient p et S5; il en est de méme
de X n(S). L'ordre des X, (S8), lorsque S varie, ne change pas.
Nous ne changeons donc pgg le probleéme.
Par suite nouspouvons remplacer les temps d'usinage donnés
par (1), par
7|
til =1 tiz =0 pour 1<:1§;n L

(2)

ti9 =0 tip =1 J/
puisque nous pouvons passer de (1) & (2) en reiranchant b a
tous 1les ti., en les multipliant ensuite par a:g—~:>=o

pour n+l§:1$;2n

Une permutationy donnant le minimum de X, avec les t.. donnés
par (2), donnera aussi le minimum de X2n 298¢ 1les tij d3dnés par (1)

Nous poursuivrons donc 1'étude avec les tij donnés par les

formules (2).
b - Supposons qre pour ure séguence quelconque §

foe o R

des pieces, nous ayons
X,,(8) =Y (8) s a ‘
g N == v__ - - \ . y
on Po i A COR T s RPN C I

alors nous avons

soit ET(po)gl = 1, et pZT(pO)’Q = 0, ce qui entraine
; Yo (8) = g[%(i),l - %(1),2]
et Ezihgy(i),l - ET(i),ijg;Ypo(S) = X,,(8), pour
‘s0it 2T(po)9l = 0 et ET(PO)92 = 1, mais alors, il existe B # v,
tel que Ypl (s) = Ypo (S)

et t = =
& (py),1 o(py),2

IR



{
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Par suite, nous pouvons écrire in(S) = max Y' (8),

en posant : . l<p<?n

Y'o(S) = S t . -t .
3-2-%— Permutations et arrangements des piéces

Puisque les pieces
d'une méme sorte sont identiques, si sur une permutation dom ée S,
quelconque, nous effectuons une permutation? telle que la piéce i
et la piéce ™ (i) soient de la méme sorte, quel que soit i, nous
obtenons une séguence S' telle que T(8) = 1 (8'). Nous définis-
sons ainsi une raltion d'dquivalence sur l'ensemble des séquences
de pieces. Les classes d'éguivelences contiennent le méme nombre
de séquences, soit (n!) et lcur nombre est

2 nt n

nint = on

Nous appellerons arrangemernt des piéces une telle clcsse
d'équivalence.

Dans le ces étudié, le temps total de fabrication n'est en
fait fonction que de 1l'arraengement des picces,

3-%~ Métnode de tirage au sort d'un Arrangement des
e

3-%-1- [ éthode et Représentation Graphique :
' D'apreés ce que nous
venons de voir si nous affectons & chsque séquence de piéces
la méme probabilité , chacue wr.engerent wuru la m@me probebilité
’ 1/C

Nous désirons une méthode perégttant de tirer au sort un
arrangement , tous les ariangements ayant la m@me probabilité
d'8&tre obtenus. Pour ccls, nous pouvons procéder de la maniere
suivante
til = 1 et tiZ + 0 par une boule blanche,

et chaque pie
i1 =0 et ti,=10p

e telle que
r une houle noire,

D O

Nous plagons ces 2n boules dens une urne. Nous tirons
successivement les 2n boules, sang remettre dans l'urne une boule
tirée. Nous obtenons ainsi, & chcqg tirage des 2n boules, un
arrangement des piéces, Il est facile de vérifier que chaque
arrangement a la méme probebilité a'é&tre obtenu.

. Effectuopg le tirage au sort d'un arrangement. Affectons au
tirage de la i® boule (1l i=gn) les 2 variables aléatoires :
x; telle que (xi = 1 si la i boule est blanche

)ki = 0 da%s l'autre cas
Yi telle que (yi = 1 si la i~ boule est noire
vy, =0 dans l'autre cas.

1
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Posons Bp = <t— X. et hp = = ¥;

B et N sont les nombres de boules blanches et noires, respec-
tBvemen® tirées au cours des p premiers tirages de boules,

Représentons graphiquement ce procédé, Soilent ONB deux
axes rectangulaires, Mp le point de coordonnées (N ,B ) sur ces

axes. B M Au cours des 2n tirageg d8 poules ,
L en le point M_ suit un chemin allant
T dc¢ 0 au pdint MZn(n,n)
/ 4
Bs"“jﬁ““?Ms
o~ ' =" N

Ces chemins sont des lignes brisées partant de O et aboutis-
sant & M, et formées de points intermédiaires Mi(Ni,B.) tels
que 1'on~ait 1

i+l Ni

soit ( Ni+1 = Ni- soit N

( B. = B. B. = B.
1

+1 i i+l i+l + 1

Par la suite nous désignerons par chemin allant d'un paint

A (N, ,By) & un point A (N,,B,), avec N,=>DN, et B

L > By o
 toutds T lignes brisée définies “ci-déssus = 1
allant de A, 2 A

1 2°

Chaque arrangement des p iedces est représenté par un et
un seul chemin allant de O & M2n'

3.%.2- Représentation Graphigue des YE(A}

Soite{l'arrangement

obtenu par tirage au sort. Le temps mort total sur la 2& maChine
correspondant & A, est
in(A) = max [ Bp - hp}

l<p<2n .
11 est évident en effet que :
Y' (A) = B_-N
b b bp
On peut représenter graphiquement les quantités Y'_ (A)
3 un coefficient preés ( 2), paria projection du vectelr O
sur un axe OY directement perpendiculaire 4 la diagonale

Y Bl-—-—--5u

2n

—
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) . . k
3.%3-3- Interprétation graphigue de a = Prob [in@i)s;kl
5i nous avons

XZHG%) =k .
o d'aprés ce qui précede, nous voyons que
le point M_, en saivant le chemin correspondant & 0<, a atteint
au moins uhe fois la k© paralléle & la diagonale OM2 , parallele

située au-dessus de OMzn’ et sens dépasser cette n parallele

Par suite la gquantité .
k r
a_ = Prob | X (&Q k\
n l en '<: -~ peut s'interpré-
ter comme la proportion de chemins allant de O & WU (n,n) et
qui ne franchissent pas la k© parallile a, Ol, , sifuée

au-dessus de OMgn’ Nous désignerons par An 1le nombre de
ce s chemins. Nous avons év%demment
KL Ao
n ot
2n
k

3-4- Bvaluation de a

n

3-4-1- Relation de LRecurrence sur Ai

Nous désignerons le nombre de
chemins partant de 0, ne franchissant pas la k€ parallele
supérieure & la diagonale, et aboutissant au point de coordonnées
(pya) par

k . k k
Bp’q [_51 pP=0qy Bp,q = Ap ]

soient 0' le point de coordonnées (-1,0)

A (n,n+1)

B (n-1,n+1)

c (0,k+1)

D (n-k=-1,n)

c! ' (-1,k)

D! (n-k,n+1)

I (-1,+1)

La droite €D est (k+1)° paralléle supérieure & la diagonale,
Cette droite passe par les pts C' et D'. V
" Nous voulons évaluer le nombre de chemins partant de 0,
aboutissant en ¥, (n,n) et ne franchissant pas CD. hous voyons

sir la figure qu%nce nombre est €é€gal, en supposant k=1,
- au nombre de chemins, partant de O0', aboutissaat en A
et ne franchissant pas la droite C'D',
diminué
- du nombre de chemins partant de I, aboutissant
en MZn et ne franchissant pas C'D.
- du nombre de chemins partant de O, aboutissant
en B et ne franchissant pass CD'.



- du nombre de chemins partant de I, aboutissant en B
et ne franchisssnt pas C'D'.

Interprétons maintenant ces guantités
' Dans des axes
. d'origine 0' et paralléles aux axeo ONB, le point A a pour
coordonnées (n+l,n+1)
Aé la droite C'D' est la
kx° parslldle supérieure & leo ciagonale 0'A. D'ol le nombre de
chemins partant de 0', aboutissant enhA et ne franchissant peas
C'D' est AK
n+l
Dans des axes d'origine I et paralltles & (ONB), le point
oy & POUT coordonné%s : (n+l,n-1). la droite
C'D est la (k-1)° paralléle supérieure 4 la diagonale
de ces axes. Donc le nombre de chemins partant de 1, aboutisant

a M et ne franchissaent pas C'D est k-1
2n B

M

On montrerazit de méme que-le nombre de chemins partent &0,
aboutissant en B et ne franchissant pas CD', est!Bk+l

n-1l,n+l1
-le nombre de chemins partantde I,
’ sboutissant en B et ne franchissant pas C'D' est Ak—l :
On a donc la relation ‘ 'n
kel _ Kk k-1 k+1 k-1
An =Any1 - Boiinal T Pnel,mel T 5 n (3)
I1 est d'autre pert facile de voir que 3
-1 o
LAh = Apg 0
k n .
EAn = C2n si kxn
Oon peut de la méme maniere, établir les relations suivantes,
(voir figurespege 35).
k k k
Bpti,n-1 ~ Byl ~ Ay (4)
k k k 0 0
n+l,n = A T Bn,n+1 , Bi+l,n = An+l ()
k k-1 k-2 0 _ Q
n-l,n+1 ~ “n,n+l - A n ! Bn—-l,n+1 = An-1 2 (6)
“ Bl = A2 )
n-1l,n+1 n
. k k-1 k-2 o) 0
Bn,n+l = Apyl Bn+l,n ’ Bn,n+1 = by )
1 0 ¢ (7
Bh,n+l = A )
A partir des relations (7) et (5), on obtient la relation :
, k k-2 k-1 _ k-2, Ll _ 40 0 _ 4,0
(8) Bn,n+1 - Bn,n+l = Ap7 T At Bn,n+1 = An+l’Bn,n+l“ Ay
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1
¥ /,/
I
al //
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o'k P
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) Ve
A ¢ //
t ’
i 4
% 41,7
T‘\//. =
ot “fo'l n N
B A
1 ' 2
n - -...B__
+n AP T D' B'” A
—— i n g - - m e
// n-1; o) /-WM
e
7 Ve
C 7 s
// ¢ 4
// /’_ /x‘
VZ v
l "v // l., //"
/a 2, /}, . L N
fo 1 n+l N lo 1 n+l “N
k . k = nombre de chemins partant
B = nombre de chemins partant Bn+l,n-1 : .
n+len g e 0, ne franchissant pas de 0, ne frgnchlssgntpas
CD et aboutissant a M. CD et aboutissant & W
Ai+1 = nombre de chemins partant ﬁ+1 0 _ nombre de chemins partant
de 0, ne franchissant pas ’ de 0, ne franchissant pas
CD' et aboutissant CD' et aboutissant a A
4 A (n+l,n+l).
Bﬁ nel = nombre de chemins partant Ai - ncmbre de chemins partant
’ de 0, ne franchissant pas de 0, ne franchissant pas
CD' et aboutissant CD' et aboutissantd B
& B(n-1l,n+1)
k k k k S k
An+l = Bn+l,n + Bn,n+l B'n+l,n - An + Bn+l,n-l



La relation(4) nous permet d'écrire :
k k-2 k k-2

k k-2
Bhsl,n-1 ~ Bhii,n-1 = Bpsi,n Bpoyim ~ (A, - A7y ) 9)
Les relations (S) et (5) nous donnent alors

K k-2 ok .k k-2 x k-2 |
Bn+l,n-—l - Bn+l,n—1 i T an,n+1+Bn+l,n)’(An - Ay )(10)

1a relation (7) transforme (10) en :

k k-2 k k-1 k k-2
Bn+l,n-l‘Bn+l,n—l = Ay T An T (An - Ay ) (11)
pour k = 1 et k = 0, la relation (11) s'écrit

1 1 o) 1
Bn+l,n—1 = Ape1 T Apyl A
o 0 0
Bpsl,n-1 7 Ao ™ A
Les relations (3) et (6) nous permettent d'écrire :
kel Lk k-1 k oy
Ay = Ay - Boyinl T Bn,n+l (12)

Ta reletion (12) nous donne alors
K+l k-1 ko k-2 k-1 k-3 (g k-2

(13) A n - A =i Apel ~ ( n+1,n—1'Bn+1,n~l n,n+1-Bn;m1
Finalement, les relations (13),(8) et (11), nous permettent
dtécrire F
(Ak;l - 2Ak;1 + Ak;3 - A§+1 —ZAi;i + Ai;i
(
2 1 1 o}
{14) %An - A = ALy - 28,
1 -0
)An = A

3.4-2- Résolution de la Relation (14)

- On a évidemment An = Cn
n n

' . : n-1_.n - 0 _40
D'autre part on voit facilement que A n aczn l"CZn CZn

2 et An—S,'les valeurs

On peut assez facilement calculer At n
pour An la valeur:

obtenues nous suggerent de prendre
k n n-k-1
by = Cop = Cop K
Un simple calcul montre que cette valeur An vérifie bien
les formules (14).
Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant

Lemme 3-1 A
) Dans le cas étudié, le temps mort X2n(db existant sur
la 2¢& machine est tel que

;S%an (&)5£‘n n-k-1
: Con—~ :
et Prob [XZn(d)(kj = 1 - Crgln
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3-5. Btude de 1'Bvaluation du Kinimum

3=5-1- k
Posons i . _ prop [ @7) 1\\ ‘:

k

Si nous tirons au sort un arrangementul, nous aurons

Prob [ X, ) k] = 1-by

Si par un deuxiéme tlrage au sort, indépendant du premier, nous
obtenons un arrangement(Z, nous aurons

' N
Prob‘ Qn(ﬁl);z et X, @% )/>k1 : irob [X @Al);ZKJXProb[X2n¢K§2;J
- k

Comme les deux evenementsgxgnkxlkzk et in(JQZék %

a / g
et §X2n(0‘1)<k et X, ()< k 2
s'excluent

mutuellement, nous aurons : N
Prob[X (O~)/'k ou X2 »A‘L<kﬁ‘_ Prob Lmln {XZH(d&),in(GE)'F:k %

=1 - bk .
De méme, si nous effectuons P tirages au sort indépendants
et obtenons 1les arxangementsa Rt , (arrangements gqui ne

9.0.
sont pas forcément tous dlstlnctg), no# s aurons

RN
Frob [ 2n(Qi)ka’ pour lgigp = by
et
Prob  min ( \ P
k —b
o) Ko () (<
Nous avons donc le résultat suivant
Lemme 3-2
Soient 0% ) ,p arrangements des pieces obtenus par

p tirages au sort 1§1<P indépendants. La probabilité pour que
le minimum du temps total de fabrication sur cet échantillon soit

inférieur & n+k est : oB- -k 4P
Ty = ProbL min T(ﬂ )‘%<p+k =1 _{—_%E___\

g;gp C2n B!
3-5-2

Théoreéme 3-1

La probabilité pour que le minimum du temps
total de fabrication, sur un échantillon de p arlangements des
pitaes, soit égal au minimum réel, est %uperieure & 1- & si 1'oh a

. 1/k log =
p;;kn avec 1og¢ <5 Toz 2
Démonstration
Te minimum du temps total de fabrication est n.
soient (d&) les p arrangements de 1'échantillon. L'égalitéf




-4 -

= 1

Min ‘:T (e, )
1$3Sp__ B est équivalente &
min \T (Q‘i) 1<n+l
\ L ige B
D'ol dwpres le Temme 3-2

n-4 p
Prob[_min ( T(Ogjg = ﬁw ::7?1 =1 —v—%£—~;w =1 - (n )p

1cigp B “ \c Lo n+l
Nous voulons que?Ti >~ 1- &, c'est—é—glre
n P ~
——1—C
( n+f‘\\
Nous pouvons donc prendre  pzkn olr 1'an a :
. 1
I T=F- S
n Log (l+H ) Log ~§
. 1 _k g
k sera donc tel que Log ¥ < = 1og 2

Pour £#= 0,01, nous avons 4,6<k < 6,0

CONCLUSION

Nous avons exposé deux aspects du probléeme : 1'essai
de générslisation d'une solution obtenue dans des cas particu-
liers et la résclution du probléme par une méthode de Monte-
carlo. Le premier aspect a révélé des difficultés pratiquement
insurmontables. Par contre, 1'étude faite sur un cas particulier
montre gu'une méthode de Monte-Carlo peut donner de bons résul-

tats pour la résclution de ce probléme. Une étude plus approfondie
serait cependant nécessaire.
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