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OPTIMISATION ET AUTO-OPTIMISATION

DES SYSTEMES DE COMMANDE
A DONNEES ECHANTILLONNEES,
EN PRESENCE DE SATURATIONS

PAR

M. P.-L. THELLIER,

ANCIEN ELEVE DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE
INGENIEUR DU GENIE MARITIME DE 1T€ CLASSE
MASTER OF SCIENCE

Résumé. — Dans cette étude, nous développerons une méthode de synthése
de compensateur arithmétique destiné & compenser un asservissement compor-
tant un élément saturant.

En limitant la valeur efficace du signal saturant, nous pourrons remplacer
le systéme non linéaire par un équivalent linéaire.

Les résultats obtenus sont ensuite appliqués & un probléme pratique.
Les performances obtenues sont comparées a celles d’un correcteur analogique,
travaillant dans les mémes circonstances d’optimisation.

Enfin, nous procédons & Pétude d’un systéme auto-optimisé, ¢’est-a-dire
qui s’adapte aux conditions extérieures variables pour se trouver dans des
circonstances de travail optimales.

Les résultats expérimentaux obtenus y sont présentés.

21.
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INTRODUCTION

1950, Norbert WIENER, le pére de la cybernétique, publie son livre (30) sur
la théorie de 1’optimisation.

Cing années de guerre viennent & peine de s’achever, cinq années de cala-
mités qui viennent de donner a la science, un essor prodigieux. La théorie
des asservissements, essence méme du développement de la poursuite auto-
matique radar, des pilotes automatiques d’avions, d’un réve encore assez vague
a I'époque, les fusées téléguidées, passe du balbutiement expérimental au
stade de science.

Quelques grands noms se dessinent : Bope, NyQuist, SHANNON, EvaNs,
Nicuors, WIENER, LEE. .

L’ouvrage de WIENER, comme il le dit dans sa préface, est la publication
au grand jour des travaux secrets qu’il a effectués pour le compte du Comité
de Recherche pour la Défense nationale. En fait, c’est plus qu’un ouvrage
scientifique, c’est le manifeste d’une conception nouvelle de la connaissance
des phénomeénes.

Jusqu’a cette époque, ’analyse et la synthése des asservissements se faisaient
en mettant 4 leur entrée, soit une sinusoide (analyse fréquentielle), soit
un échelon de position, vitesse ou accélération (analyse temporelle), c’est-a-dire
que le signal d’entrée était assimilé & une sinusoide ou 4 un polynéme. Quant
a la question du bruit entachant le signal, on 1’éludait en supposant ’existence
d’une certaine indétermination.

L’idée de décrire un signal et un bruit par leurs propriétés statistiques en
amplitude et en fréquence, est peut-étre née de 1’étude de la poursuite auto-
matique radar (je dis peut-étre, car 1’idée était en ’air & I’époque et elle a pu -
aussi bien venir de I’étude de problémes de communications). En effet, dans
ce cas, le radar essaye de rester pointé sur but en utilisant comme information,
I’écart angulaire axe-radar-but. Le mouvement du but est indéterminé car il
traduit la liberté du pilote; cependant, cette liberté n’est pas totale, car 1’avion
ne peut évoluer que par échelons d’accélérations d’amplitude et de fréquence
limitées. Ce mouvement appartient donc & une certaine classe de fonctions
aléatoires. D’autre part, ce signal est entaché d’un bruit, bruit thermodyna-
mique, des tubes du récepteur radar, bruit de scintillation d’écho, bruit éven-
tuel de scanning. Ce bruit s’étale sur une certaine bande de fréquence et comme
il est aléatoire, il est nécessaire de le décrire par sa probabilité d’amplitude
et de fréquence. .

Ainsi naissait la conception qu’un asservissement puisse travailler dans des
conditions imprévisibles.
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L’optimisation est une méthode qui permet d’obtenir mathématiquement
la formule littérale du filtre ou du correcteur optimum d’une boucle d’asser-
vissement, quand on prend pour critére la minimisation de la valeur eflicace
de 1a différence entre la sortie du systéme et la sortie désirée.

Cette méthode, trés séduisante pour ’esprit est un compromis qui permet
de traiter par les mathématiques, les asservissements et filtres congus sous
I’angle statistique. En effet, WIENER est obligé d’introduire la notion de station-
narité et d’ergodicité des signaux aléatoires mis en jeu. Cette faiblesse devait
donner lieu, quelques dix ans plus tard, & un essai, & un rattrapage qui a nom
Pauto-optimisation; nous y reviendrons plus tard.

Certains auteurs ont écrit : « L’intérét pratique direct des méthodes d’opti-
misation est & notre avis trés faible ». Beaucoup d’ingénieurs pensent comme
eux. Ceci n’est pas étonnant. En effet, la détermination des caractéres statis-
tiques des signaux d’entrée, ’analyse des spectres de bruit, I’exécution des
calculs d’optimisation nécessitent un laboratoire de calcul trés développé.
Ceci est souvent un obstacle. Depuis deux ans (27), nous avons appliqué cette
méthode au guidage des engins et avant nous, BURT (3), STEWART (24),
LerEVRE (15) l’ont utilisée et elle nous a conduit & des résultats expérimentaux
en parfait accord avec la théorie.

Nous adresserons, cependant, deux reproches a cette théorie

Primo. — Elle ne tient pas compte de 1’aspect physique du systéme, en ce
qu’elle fait apparaitre en certains points des signaux de valeur efficace infinie.
NEewToN (18) a remédié a cette lacune en introduisant des contraintes, permet-
tant de tenir compte des saturations.

Secundo. — FElle ne permet pas de traiter le cas des signaux aléatoires non
stationnaires. L’auto-optimisation est un reméde qui ne peut &tre considéré
que comme un premier pas vers la théorie des systémes non linéaires & entrées
non stationnaires. L’intérét des systémes auto-optimisés est grand; c’est celui

des systémes qui s’adaptent de fagon optimale & des conditions extérieures
variables.

Vers la méme époque, SHANNON (20) publiait son fameux théoréme
« Un signal n’ayant aucune composante de fréquence supérieure a fc, peut &tre
complétement caractérisé par des prélévements de fréquence supérieure ou
égale a 2 fc ». Ce théoréme, bien des gens le connaissent, quelques-uns 1’ont
compris, peu ont le courage de 1’appliquer. A lui seul, il représente la victoire.
de 1’échantillonné sur le continu, du calculateur arithmétique sur 1’analogique.
En effet, alors qu'un calculateur analogique doit disposer du signal d’entrée
de fagon continue, le calculateur arithmétique ne nécessite que des préle-
vements périodiques. Le temps de calcul étant, en général, faible comparé
ala période d’échantillonnage, le calculateur peut faire autre chose entre temps.
Cette autre chose peut étre, soit des calculs d’auto-optimisation, impensables
en analogique, soit le contrdle de plusieurs systémes identiques ou différents.
Par malheur, beaucoup d’esprits ignorants utilisent le calculateur arithmétique
en ligne comme un calculateur analogique imparfait. Ce qui a pour effet de

le rendre cher et de'porter le discrédit sur une technique que nous considérons
comme révolutionnaire.
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Le théoreme de SHANNON, c’est aussi la naissance d’une science nouvelle :
Pétude des systémes 4 données échantillonnées. Deux écoles, 1’une 3 ’Université
de Columbia avec RAcAzziNi, 1’autre & 1’Université de Berkeley avec Jury
ont Jutté de vitesse pour mettre au point une théorie mathématique permettant
analyse et la synthése des systémes & données échantillonnées. Leur travail
était facilité par le fait que beaucoup de théories du domaine continu sont
transposables dans le domaine échantillonné. Malgré tout, on reste étonné par
le travail accompli dans ce domaine, qui s’est concrétisé par la sortie, & quelques
mois d’intervalle, de deux livres (11-21) vers la fin 1958. Ces livres, pour com-
plets qu’ils soient, ne traitent pas, ou d’une facon sommaire, Panalyse statis-
tique et ’optimisation des systémes échantillonnés. Il y a deux ans, rien ou
presque n’existait dans ce domaine. Il fallut inventer. Depuis lors, un grand
nom s’est évélé : celui de CuANG (4-5) de I’Université de Columbia. Souvent
ses idées m’ont été d’un grand secours; souvent, aussi j’ai lu avec dépit dans
ses articles une idée que je m’apprétais & publier.

Le travail qui suit est le résultat partiel de deux années de recherches mathé-
matiques et d’expériences. Nous abordons successivement le probléme de
loptimisation d’une boucle d’asservissement, a I’aide d’un correcteur arith-
métique linéaire dans le cas o1 ’entrée est un phénomene aléatoire stationnaire
ergodique, entaché d’un bruit, puis celui de Pauto-optimisation dans le cas
ot la limite de saturation varie au cours du temps ainsi que le niveau bruit.

Tant sur le plan expérimental que mathématique, nous n’avons pas épuisé
le sujet. Mais nous tenons a prévenir les chercheurs futurs : seule la possibilité
que nous avions d’utiliser le Laboratoire de calcul de 1’Armée, qui dispose
d’une 650 IBM et le Laboratoire de calcul analogique de la Marine & Ruelle,
nous a permis de venir & bout des calculs d’optimisation.
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EXPLICATION DES NOTATIONS

Les lettres minuscules représentent en général des fonctions du temps :

r(t) : signal fonction du temps;
r*(¢) : signal échantillonné;
AT T
r™ (¢) : valeur moyenne de r™ (¢)= lim 1 rm(t) di;
‘1‘0—>OO 2 TO —T
@rr (7) : fonction d’autocorrélation du signal
LT
r@)=lim o | r@.r@+nd
T0—>OO 0 '“To

Les lettres majuscules représentent en général des transformées de Laplace

R (s) : L [r (¢)] = transformée de Laplace de r (¢); 1a transformée inverse se

note r () = L1 [R (s)];
R* (z) : transformée en Z de r (t) ou de R (s); se note Z [R (s)];
R* (z, m) : transformée en Z modifiée de r (¢) ou de R (s); se note Zm [R (s)];

®,, (s) : spectre de densité de puissance de r (£); c’ést aussi la transformée
de Laplace bilatérale de @, (7);

D} (2) : spectre de densité de puissance de r* (£); c’est aussi la transformée

en Z bilérale de @;r (7).
z = esT;
T : période d’échantillonnage;
Py (x) : densité de probabilité. P, (x) dx représente la probabilité de trouver
le signal r (¢) dans V’intervalle (x, x + dx);
G* (2) dz : intégrale de contour le long du cercle unité centré & Porigine

dans le plan Z.
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CHAPITRE PREMIER

RAPPEL SUR LES COMPENSATEURS ARITHMETIQUES
ET LES SYSTEMES A DONNEES ECHANTILLONNEES

§ 1.0. Introduction

Il y a dix ans environ, la théorie des systémes échantillonnés se séparait
de celle des systémes continus. Depuis lors, de nombreux articles ont été
écrits sur le sujet, trois livres ont été publids aux Etats-Unis (11-21-28), un
en Russie et un timide essai en France (8). De ce fait, en dehors de quelques
définitions destinées & rafraichir la mémoire du lecteur, nous passerons trés
rapidement sur les transformations en Z et Z modifiée, que nous considérons
comme classiques. Par contre, en raison de la divergence de point de vue exis-
tant entre les quelques auteurs qui se sont intéressés i 1’analyse statistique
des systémes échantillonnés, nous nous attarderons plus longuement sur les
notions de fonction d’autocorrélation et de densité spectrale.

§ 1.1. Définition d’un systéme 3 données échantillonnées

Un systéme & données échantillonnées, encore appelé a information discréte,
est celui qui recoit des signaux & intervalles de temps constants et rien
entre les intervalles. Les systémes 3 information discréte, pratiquement
inconnus il y a dix ans, ont vu leur domaine scientifique et leur domaine tech-
nique s’étendre de fagon étonnante en raison de la diffusion des calculateurs
arithmétiques en ligne @), - |

L’échantillonnage d’une information apparait soit par nécessité physique
(signal de sortie d’un radar de veille : 1a période d’échantillonnage est égale
au temps mis par ’antenne pour faire un tour), soit parce que 1’échantillon-
nage est rendu désirable par l'utilisation d’un calculateur arithmétique (un
calculateur a4 haute fréquence d’échantillonnage peut contrédler plusieurs
asservissements).

) Une calculatrice arithmétique en ligne, encore appelée au temps réel, est une calcu-
latrice qui recoit, traite et émet des informations relatives & des événements en cours pour

lesquels la variable temps ne peut-8tre modifiée soit par une dilatation, soit par une
translation. !

MEMORIAL DE L’ARTILLERIE FRANGAISE. — T. 35, 1961, 3¢ rasc. 21 A
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§ 1.2. Quelques rappels sur la transformation en Z
et la transformation en Z modifiée

1.21. TRANSFORMEE EN Z. — Soit r (¢) une fonction continue du temps
définie pour ¢z = O et ayant une transformée de Laplace R (s). La fonction
r* (t) échantillonnée est formée d’impulsions de largeur faible « 4 » et de hauteur
r (»T). On remplace ces impulsions par des impulsions de Dirac de largeur
infiniment petite, de hauteur infinie et d’aire r (rT). Le gain « A » est reporté
sur I’élément analogique suivant.

Ar(t) JLr*(t)
h 7
-t -
0 T 27T 3T T
Fig. 1.1. — Fonction continue du temps r(t) et fonction échantillonnée r* (t)
echantrlfonneur fictif
/T
// ¥
J C(2)
. : r=——- Y
echantillonneur ! c(t)
I
T * I
R(s) ~ R (z) | h6 () ! C(s)
r(t) r* (t) c(t)
Fig. 1.2

La transformée en Z n’est rien d’autre qu’une transformée de Laplace,
d’une fonction du temps, échantillonnée, dans laquelle z = e*T. On démontre
que L [r* (¢)] est une fraction rationnelle de esT, si R (s) est une fraction
rationnelle de s. '

Nous pouvons écrire :

() =r(0) 3O +rTM)S¢—T)+ ... r(eT)S¢—nT)+ ...

n entier positif.
¢ () impulsion de Dirac.
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La transformée de Laplace de r* (¢) s’écrit :

L[r* (@] = Y, r(nT) e =T,
Posons : z = eT.
L{r*@)]= Y, r (aT) = »=R* (3)
n=0

R* (2) est appelée transformée en Z de r (¢) ou de R (s).
Nous rappelons les égalités :

+00
R* (2) = % Z R+jnwy) wr=2n]T, n entier.

C* (2) = R* (2) . G* (2).

On trouvera dans les références (11-21-28) des tables de transformées en Z
directes et inverses.

1.22. TRANSFORMEE EN Z MODIFIEE. — La sortie ¢ (¢) de 1’élément G (s)
excité par les impulsions 7* () est continue. Malheureusement, la transformée
C* (2) donne les valeurs de la fonction aux instants d’échantillonnage seulement
Quant a C (s), transformée de Laplace de c (¢), elle est quasiment inutilisable
car c’est une fonction rationnelle de s et eT..

Une des grandes idées du Professeur Jury fut d’introduire un retard fictif
et variable AT. En faisant varier A (0 << A << 1), on décrit I'intervalle compris
entre nT et (n -+ 1) T. En faisant varier n, on décrit toute la fonction

retard et echantillonneur
f1ctifs

e . C¥(z,n)
R 1 e-sAT 7 _____
echantillonneur ; I B
]
|
¥ 1
R(s) / R(z) h G (s) |
T » C(s)
Fig. 1.3
Dans ces conditions :
+0O0 +00
C*(z,8) = D e (0T ~AT) 7 =71 ¥ ¢ (nT + mT) z-»
n=0 n=0

21 A.
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en posant :

m=1—A, =m=1, t=(m+m—1)T.

On trouvera dans la référence (11) des tables de transformées en (z, m)
directes et inverses.
Nous rappelons les égalités :

(s+jnw)(1—m)T

C* (z, m) = Z‘C(s—}—]nwr)e

n—=—00

C* (z, m)=R* () . G* (z, m).

On remarquera que C* (2, m) et C (s) sont deux expressions de la transformée
de Laplace d’une mé&me fonction continue de temps.
C* (2, m) est donc soumis aux mémes régles que C (s).

1.23. COMPENSATEUR ARITHMETIQUE LINEAIRE. — Le compensateur arith-

métique n’est qu’un cas particulier des systémes échantillonnés. Nous en
donnerons la définition suivante :

Un compensateur arithmétique linéaire est un systéme qui délivre en sortie
un signal constant pendant le temps nT =t (n+1)T.

T %
C
Q (S) 7 Q*(Z) D* (2) A 1 (Z) i Ho (5) C (S)

br(t) L CX (L) o)

| M s

0 T 2T 3T t o0 T 2T 3T t 0 T 2T 3T

¥

Fig. 1.4. — Evolution et transformation du signal r(z)
a travers un compensateur arithmétique

Ce signal de sortie entre nT et (» + 1) T, & un retard constant prés corres-
pondant au temps de calcul, est une fonction linéaire du signal de sortie aux
instants (n — 1) T... (n —p) T et du signal d’enirée aux instants nT...
(n — m) T, p et m entiers tels que p = m.

On représente symboliquement un tel systeme par le schéma de la figure 1.4.

Farz 14+ .apz™
D* :ao l—c?sT
(2) 1+biz7t4 .- bpa? ¢

e~ 9T retard relatif au temps de calcul.
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— s : :
—eé .. , . .. ]
Ho(s) = ———: circuit bloqueur d’ordre zéro qui maintient la sortie

constante entre nT et (n + 1)) T.

Cette représentation est évidente si 'on considére que opérateur z71 =
e—sT représente un retard d’une période et que :

C* (2) = R* () . D* ().

§ 1.3. Fonction d’autocorrélation et densité spectrale
des signaux échantillonnés

Nous supposerons acqulse la notion de fonction d’autocorrelatlon et de
densité spectrale pour les signaux continus.

Nous supposerons aussi que tout signal continu appartient & un ensemble
de fonctions aléatoires stationnaires et ergodiques, c’est-a-dire que les fonctions
de distribution de probabilité sont indépendantes de l'origine du temps et
que les moyennes temporelles prises sur une fonction sont égales aux moyennes
prises sur I’ensemble des fonctions.

.
r(t) 7 r*x@)

o
HO (S) 1 (t)
Fig. 1.5
Ar(t)
-
r, (t)
OR |
| | t
0 T 2T 3T 41 5T
Fig. 1.6. — Représentation des divers signaux de la fig. 1.5

Soit donc r(¢) un signal aléatoire stationnaire ergodique, défini par ses
fonctions de densité de probabilité :

r*@) : le signal échantillonné;
Ho(s) : wun circuit bloqueur d’ordre zéro;
ri(t) : lafonction en marche d’escalier, sortie de Ho (s) [voir fig. 1.5-6];

P, (x).dx : probabilité de trouver r (t) dans Vintervalle x — x + dx.
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Aux instants £ = nT, n entier, nous avons :
P« (x) =P, ().
Mais aux instants tels que :

nT+h<t<(n+1)T

h : largeur des impulsions.

La fonction de densité de probabilité de :

r* (¢)
se réduit a la fonction de Dirac :

3 (%)-

De ce fait, 1a fonction r* (¢) n’a pas le caractére de stationnarité de r (£) car
ses fonctions de probabilité dépendent de 1’origine du temps.

Cependant, si nous considérons la séquence 75 (nT), nous retombons sur
un phénoméne aléatoire stationnaire pour lequel :

Pr, {(n'T) (x) =P, (nT) (x) =P, () (x).

Montrons que les valeurs moyennes des puissances de r (¢), rs (nT) et r1 (¢)
sont égales : v

+00 + o0

mwzmﬁ%f m@&:f X P, (x) dx
- XD — O

Tys OO

1 +N +00
re (t)‘: lim TN 2 r' (nT) = f: - x™m P (x) dx=rm ()

N.» O
i n=-N

+T0 1 +N
rr (@) dt=lim ——— ¥ 1 (nT) =rm (§).
! Nos oo 2N+IH;N ( ®

JUN— . 1
r'l" (t) = ].lm é“,faf

Ty OO - Ty

On n’oubliera pas que r*m (¢) n’en différe que par un facteur constant
- dépendant de la largeur des impulsions (12).

Résultat trés important que nous utiliserons par la suite 1’échantillonnage
et le passage & travers un circuit bloqueur d’un signal aléatoire stationnaire,
ergodique ne change pas sa valeur efficace.

En gardant a Vesprit les précautions & prendre en raison du caractére
non stationnaire de r* (¢), on introduit la notion de fonction d’autocorrélation
de signal échantillonné comme une moyenne dans le temps.

1 +T, ‘
@r* ¥ (T) = 1im 2-—’]':6 f f‘* (5) / * (t + T) dto

Lo O — T,
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En utilisant la formule suivante (21, p. 253) :

+N
. 1
rr (1) = lim e N 1 (@T) r (2T + ).
: N .»00 =N

On démontre que :

Brere () =58 () == 3 @ (KT) 5 (2 — KT).

K=o

La notion de spectre de puissance ou de densité spectrale s’introduit de la
méme maniére que dans le domaine continu, mais cette fois-ci la transformée
de Laplace bilatérale devient la transformée en Z bilatérale (appendice I).

B @) =5 X ¢ (KT) K

=X

La transformée en Z n’étant qu'un cas particulier de la transformée de
Laplace, les formules relatives aux densités spectrales dans le domaine continu
sont applicables & celles de signaux échantillonnés.

Par conséquent, la fonction d’autocorrélation ou la densité spectrale du
signal de sortie du correcteur signal en marche d’escalier, s’obtiennent aisé-
ment & partir de celle du signal échantillonné.

§ 1.4. Coneclusion

Afin de ne pas transformer cet ouvrage en un travail de compilation, nous
avons été obligés de donner un résumé trés succinct. Les transformées en Z
et Z modifiée sont devenues classiques. Leurs définitions ne sont pas sujettes
a contestation. Il n’en est pas de méme des définitions des fonctions d’auto-
corrélation et des densités spectrales qui peuvent différer d’un facteur T ou T2.
Nous avons donc précisé les définitions et nous renvoyons le lecteur aux
références suivantes (11-21-28) pour plus d’informations.
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CHAPITRE II

CHOIX DE LA PERIODE DE PRELEVEMENT

FILTRAGE AVANT ECHANTILLONNAGE
D’UN SIGNAL ENTACHE DE BRUIT

!

§ 2.1. Choix de la période de prélévement

Le choix de la période de prélévement du signal d’entrée dans un calcu-
lateur arithmétique est un choix fondamental.

En effet, si la période T est prise trop grande, il y aura perte d’une partie
- des informations portée par le signal d’entrée. Si la période est trop petite,
il y aura encombrement inutile des mémoires, augmentation du temps de
calcul sans accroissement bénéfique des performances du systéme; sur le
plan mathématique ou physique, ce gaspillage d’information péut apparaitre
comme secondaire, il ne 1’est pas sur le plan économique; en effet, si ’on veut
qu’'un calculateur arithmétique en ligne, dont le prix minimum est aux envi-
rons de 1 million de NF, puisse entrer en compétition avec un calculateur
analogique sur le plan économique, il faut que ses possibilités soient utilisées
au maximum. :

La détermination de T, qui nécessite la connaissance du spectre du signal
d’entrée, se fait 4 I’aide du théoréme de Shannon (20) qui s’énonce ainsi :

« Un signal n’ayant aucune composante de fréquence supérieure i o,
peut étre complétement caractérisé par des prélévements de période inférieure

ou égale a g-(wc en rad/sec.).
c

On en déduit immédiatement qu’il est possible théoriguement de recons-

tituer un signal de largeur de bande w, & partir du signal échantillonné si 1a

4 & P .. . We
fréquence de prélévement est supérieure i —-
T

Tous ces résultats sont illustrés par la fig. 2.1. En effet, on démontre (1.1,
p- 635) que 1’échantillonnage engendre des hautes fréquences symétriques du
spectre du signal continu par rapport aux droites :

w=(2k+1) E;—T (k entier positif négatif ou nul);

27
Q),r = -.—-e

T
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Nous voyons done que si :

f‘)",
U (e

2
il n’y a pas déformation du spectre dans Vintervalle [-»—/»2—, 5] et on
peut espérer a l'aide d’un filtre idéal & déphasage nul et A spectre rectan-
gulaire, dit filtre cardinal, reconstituer le signal d’origine.

, lE (el

' A N

] !

1 t

] T

1 t

i f

[} 1

: i

i
e T T ~. - T -
v ~ - RS
. . ya .
,/ Y, / \\
{ \ ! \
] y ! '
i i [ | (ﬁ
W T 0 Y 1 2r
2 ! 12
Fig. 2.1. — Spectre d’un signal échantillonné

§ 2.2. Filtrage avant échantillonnage d’un’ signal entaché de bruit

Supposons maintenant que la période d’échantillonnage T ait été déterminée
et que le signal d’entrée soit entaché d’un bruit.

Le signal d’entrée s (¢) est un phénomeéne aléatoire stationnaire ergodique
de densité spectrale ®g; (s) de fréquence de coupure we.

Le bruit n () est un phénoméne de mé&me nature que le signal. Nous le
supposerons blanc sur un grand intervalle fréquentiel; en d’autres termes,
sa densité spectrale est '

V]

[+3)

(I)nn (S) == ]ﬁz 0
: s wg - 52
wp mal connu, mais trés grand devant w, = 27“1:
n ()| B, (s)
¢ () T
b
sty % iy , ()
’;@ F1 {s) et F; (Z) w*;-—-—-—-“
Bss (o) ' Pee (2)

Pya (&)

Fig. 2.2. — Signal entaché d’un bruit
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Nous allons montrer

a. Que 1’échantillonnage sans filtrage d’un signal entaché d’un bruit peut
avoir des conséquences catastrophiques entrainant la disparition totale du
signal dans le bruit;

b. Qu’en disposant un filtre analogique simple F1 (s), on peut éviter cet
inconvénient;

¢. Qu’un filtre arithmétique simple F5 (z) permet, avec une bonne appro-
ximation, d’éliminer les déformations du spectre du signal causées par F1 (s).

a2
A

' ]

s |

; 6

s E ¢SS (jw)

1

I 1

| 2 ' .

: / N i ¢nn o
pal L o N
—wy —w —W, 0 We Wy Wy w

2 7
Fig. 2.3. — Densités spectrales du signal et du bruit

2.21. ECHANTILLONNAGE SANS FILTRAGE D'UN SIGNAL ENTACHE D’UN BRUIT.
— Nous allons montrer que pour peu que wg, fréquence de coupure du
bruit, soit grande devant cwy, le signal aprés échantillonnage est noyé dans le
bruit et devient indiscernable.

2.211. Densité spectrale de s (t). — Nous pouvons écrire la densité spectrale
de s (¢) sous la forme

D5 (s)=F (s) + F (— )

F (s) partie de @5 (s) ayant tous ses pdles dans la partie gauche du plan
des s.
La densité spectrale du signal échantillonné s’écrit

+00 +00
Or@ =12 ¥ Ftjhw)+5 > Fl=stikor)
k=—00 k=—00

| e
— 2 Qs (s +jk wr).

k=—0C0O

Nous voyons qu’a un facteur T2 prés le spectre du signal échantillonné est
formé du spectre du signal continu et de tous les symétriques par rapport
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aux droites w = (2k + 1) %'; Comme la période de prélévement a été choisie
telle de w—;‘) we il n’y aura pas de déformation de la densité specirale entre
— we €t we.

2.212. Densité spectrale de n (t). — Le calcul du spectre du bruit échantil-
lonné donne (21, p. 262) :

1—e2Tw,

(L—e Tz (1— e T%y)

D, (2) = 52 B2

pour s =jw c’est-a-dire z=¢e/®T

wo k2 shwoT

D* jeTy — =7 .
D (e ) 2T chwpT —cos T

Nous pouvons établir le bilan de cette opération en comparant, avant et
aprés échantillonnage, le rapport signal sur bruit & basse fréquence.
Nous avons :
— avant échantillonnage :
. ‘l)ss (O) . az.

= 0@~ %

— aprés échantillonnage :

a? wg'T
g Pis ) % w25
2= — = = R 0T
Opn (1) @0k p@oT A T
2T 2 2

: woT , .
Nous avons supposé que le rapport 0—)9:% était grand. Dans ces

., w
conditions, "

on pial
th-§— vl et pawv oo T

2

Le signal est entiérement noyé dans le bruit. Ceci, parce que 1’échantil-
lonnage raméne a basse fréquence, du fait du repliement du spectre, les
hautes fréquences du bruit.

2.22. FILTRAGE AVANT ECHANTILLONNAGE. — Le but du filtre F1 (s) est
d’éviter I’augmentation du niveau de la densité spectrale du bruit & basse
fréquence sans déformer le signal s (¢) de facon irrémédiable. En outre, il
doit &tre de réalisation simple, pour ne pas compliquer outre mesure la partie
de réalisation analogique.

Nous avons donc choisi, a priori, une simple constante de temps :

Fi(s) = “1 .

w1
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Si nous supposons, ce qui est légitime, que wp > w1 NOUS avons pour exprese
sion de la densité spectrale du bruit en sortie de F1 (s) :

2 1
&

@y

Doy (5) = Dun (). F1 (5) .Fa (— ) # b

a.'f—s2
aprés échantillonnage :

wil k2 Sh w1 T

* (LiwTy — “LF )
o (€°T) = 55 ForT—cos @

T étant donné, nous allons choisir w; de telle sorte que le niveau de
: & 2 4 0 by .
T2 @}, (2) & fréquence nulle différe de trés peu de celui de ®un (s).

wy'T
_ Trop (1) 2
®nn (0) o :113‘
2
11\
05 _ N
\ < jwT
~ P G
0
1 2 3 —(A—)r::ﬂ 4 w
2
Fig. 2.4
2
. . wl * 5 [53 % shan_T
(4] = D joT) — —_— wy= =]1.
Représentation de ®vp (jo) s et Do (e ) STehorT —cos & pour @1 ‘1, T=1

1

Y ' . . . w1 T
Le développement en série au volsinage de Vorigine de th——z—— nous
permet d’écrire : \

@ TP (@T)

mvl+ 55 720

Nous adopterons pour la valeur de w1, w1 T = 1 ce qui entraine une
augmentation de 8 9 seulement du niveau du bruit 4 fréquence nulle (voir

fig. 2.4).
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Voyons comment introduction de ce filtre affecte le signal s (¢). Soit
@44 (s), 1a densité spectrale du signal & la sortie de F1 (s).

®ag (s) = Dss (s) . F1 (s) . F1 (— 9).

Aprés . hantillonnage :

D%y () = § Z[Pss (). F1 (). F1 (= 9)].

Cette expression est peu commode & manipuler, nous allons la modifier
pour la suite de nos calculs.

Soient @s5(7) la fonction d’autocorrélation de s (¢) et f1(¢) la réponse impul-
sionnelle de Fy (s).

Définissons une fonction { (t) pour tout 2, telle que :

‘!’ (t) =L-1[F; (S).Fl (—9)] = %1 e—ltl.

Nous pouvons écrire :

@aa (7) = f;oo @ss (r1) ¥ (7 —11) d71

A OO0

@aq (nT) = J @ss (1) ¥ (nT — 71) d71

— O

La période T a été choisie de telle sorte que %’ — w, de ce fait, d’aprés le

théoréme de Shannon, nous pouvons remplacer @ss (71) par son expression
séquentielle aux instants KT.

Pour w=mnw1, F1(jw)xF(—jo) 3 une valeur égale au dixiéeme de sa
valeur 3 fréquence nulle. Nous pouvons donc considérer cette valeur comme

une fréquence de coupure satisfaisante et remplacer { () par son expres-
sion séquentielle aux instants £T.

Nous pouvons donc écrire avec une approximation de I'ordre du dixieme :

@m (T)=T >

k=—0C

@ss (KT) ¥ (nT — KT).
Soit en passant dans le domaine Z :

®F; (2) =T DL (2) . Z[F1(s) . F1(—5)]
ou encore : ’

w1 T l—-e_2Tw'

D4 (2) = D5 (2) % 2 (l—e T@ 1) (1—eT?2)
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2.23. FILTRAGE APRES ECHANTILLONNAGE OU ANTIFILTRE. — F; (s) intro-
duit un déphasage et une atténuation qui peuvent étre indésirables dans
certaines circonstances. On peut se poser la question suivante : est-il possible
4 P’aide d’un filtre arithmétique Fo™ (2) de retrouver avec une bonne appro-
ximation une densité spectrale du signal utile égale & celle que 1’on aurait
obtenue en échantillonnant directement s (¢), sans toutefois augmenter le
niveau du bruit. Nous répondons oui a cette question et ce filtre Fo* (2}
nous 1’avons appelé antifiltre, car il détruit les effets de Iy (s) sur s (z).

Il suffit en effet de prendre pour Fo* (2) :

1 __e——TCd, z—l

£ (2) =

/“’;%F (1 — e 2T@)

V

[a densité spectrale du bruit devient
D7, (2) = Dfy (2) X F5 (2) . F5 (27Y)

< k2
(‘D;Lm (Z) = Te
et celle du signal
D (2) = D (2).

Ce filtrage a eu pour but de :

a. Transformer le bruit initial ¥, (s) en un bruit que Racazzing appelle
pseudo blanc, car sa densité spectrale dans le domaine 7 a un niveau constant;

b. Retrouver la densité spectrale du signal initial échantillonné;

c. Conserver le rapport signal sur bruit & basse fréquence; nous avons
en effet

o

a2

Dpe (1)) g (1) T2
D (1) @ (1) i
T2

§ 2.3. Simplification pour les calculs futurs

Nous venons de voir dans 1’étude précédente que dans le cas ol le signal
est entaché d’un bruit blanc, dans une grande gamme de fréquence, il est
nécessaire d’effectuer un filtrage en analogique et un filirage aprés échantil-
lonnage, si 1’on veut conserver dans le domaine Z la méme configuration des
densités spectrales que dans le domaine s. Introduire ces deux filtres Fi (s)
et Fo* () dans les calculs d’optimisation peut compliquer inutilement les
calculs. Nous allons montrer comment, sans nuire & la généralité, on peut
ne pas en tenir compte.
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Soit en effet un signal s (¢) entaché d’un bruit blanc n(z) et dont les spectres
sont représentés sur la figure 2.5.

G, (i

Q‘Snn brurt blanc
o ()
— W, 0 + W,
Fig. 2.5. — Densités spectralés du signal et du bruit a I’entrée

En sortie de Fa* (z), nous avons la configuration représentée par la fig. 2.6 :

! ‘ -
! " JwT ;
! bee(e?™ ) ;
¢
) i
| ' # Jew r
| ! mm (& )
H 1
] 3
] H o
~“r O TWe 0w W W
? 2
Fig. 2.6. — Densité spectrale du signal et du bruit en sortie de Fo*(2)

Nous pouvons obtenir le méme résultat en supposant
a. Que le signal et le bruit sont directement échantillonnés;
b. Que le signal a pour densité spectrale Mgy (s);

¢. Que le bruit a une densité spectra]e, constanteentre — E et + — de va-
leur k2, et nulle ailleurs.

En effet, l’echantlﬂonnage ne déformera pas le spectre de signal s (¢) et
d’ autre part, le bruit aprés echantlﬂonnage deviendra, du fait des symaétries

par rapport aux axes (2k+ 1)< 5 un bruit pseudo blanc d’expression :

kz
(I):n (Z) == T2



650 S P.-L. THELLIER.

Ceci, nous pouvons le prouver d’une maniére plus rigoureuse :

Considérons a cet effet une densité spectrale définie de la maniére suivaute :

O (s)=k*  pour -y =w=y
D(s)=0 ailleurs.

La fonction d’autocorrélation correspondante a pour expression :

!
e OO
k2 @y

. o
1 ) . 1 [ty : )
= —m (l) DT Ay e 2 e _—
@ (7) 27,J (Jw) e?"dw 2“‘[ N k2ei®7 dew sin 7

nT
—Co =

2
La densité spectrale échantillonnée a pour expression

+ o0

P* (=g 3 Q@) zn

=-00
or :
Z (nT)=0 pour n:/ 0

0 =5
e ="=.
Ce qui nous donne effectivement
k2
D% (2) = .

§ 2.4. Conclusion

Au début de ce chapitre, nous avons insisté sur I’importance du choix
de la période de prélevement. Trop souvent, dans I’ignorance de la théorie
des asservissements échantillonnés, les utilisateurs de calculateurs arithmé-
tiques en temps réel prélévent leurs informations et réalisent les fonctions
de transfert avec la fréquence la plus élevée possible, afin, disent-ils, de se
rapprocher le plus possible du domaine analogique. A

Non seulement, cette solution est chére, mais elle risque de jeter un discrédit
sur un outil puissant, commode et souple : le calculateur arithmétique en
ligne. .

Nous avons, ensuite, montré que, dans le cas ot le signal d’entrée est enta-
ché d’un bruit étalé en fréquence, il était indispensable de disposer un filtre
analogique avant échantillonnage. Les effets de ce dernier sur le signal d’en-
trée peuvent &tre éliminés par un filtre digital.

Enfin, nous avons con¢u un schéma mathématique simple donnant une
représentation fidéle des spectres du signal et du bruit, sans avoir & tenir
compte des filtres analogique ct digital dans les futurs calculs d’optimisation.
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CHAPITRE HI

OPTIMISATION D’UNE BOUCLE D’ASSERVISSEMENT
EN PRESENCE DE SATURATION

§ 3.0. Introduction

En face d’un probléme de compensation d’asservissement, le premier
travail de I'Ingénieur est de transposer sur une feuille de papier les caracté-
ristiques mathématiques, souvent. simplifiées, de chacun des éléments phy-
siques. - -

Généralement, il obtiendra un ensemble d’éléments linéaires et non linéaires.
Nous supposerons que, dans le cas présent, la seule non-linéarité est une
saturation.

Nous pouvons, d’ores et déja, séparer deux catégories de signaux d’entrée,
auxquelles correspondent grosso modo deux méthodes de synthéses de
correcteur.

Primo. — Un signal d’entrée déterminé & chaque instant, qui se représente
en fonction du temps sans ambiguité.

Bien souvent, il est décomposable en échelons de position, vitesse, accé-
lération, etc... et les réponses du systéme i ces signaux simples servent de
critére de synthése. Dans ce cas, la synthése fait appel aux méthodes du
diagramme de BoDE (29), du lieu de NyquisT (8), du lieu d’Evans (29), etc.

Un caractére commun a ces nombreuses méthodes : elles ne ménent pas
directement a 1’élaboration d’un correcteur. Il faut procéder par itération.
Si le systéme comporte des éléments saturants, on pourra soit essayer de
limiter le signal saturant, de telle sorte que, pour le maximum de Ventrée,
il ne dépasse jamais la limite de saturation, soit faire travailler le systéme en
état constant de saturation; nous aurons alors un correcteur dit « tout ou
rien » (29).

Par malheur, ce dernier procédé de synthése fait appel a la méthode du
plan de phase (3-13), qui se transforme rapidement en hyperespace de phase,
dés que le degré du systéme dépasse deux. Nous citons pour mémoire la
commande des moteurs couples (3-13).

Secundo. — Un signal d’entrée aléatoire entaché d’un bruit aléatoire.
On désire, dans ce cas, trouver un correcteur séparant, suivant un certain
critére, le message du bruit, tout en réalisant certaines opérations, telles
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que dérivation, intégration, prédiction. La méthode de Wiener (30)
conduit, sans aléa, en minimisant la valeur efficace de 1’erreur entre la
sortie du systéme et la sortie désirée a la formule du correcteur optimum.
Nous devons & NEwTON (18) d’avoir étendu cette méthode & un asservissement
comportant une saturation. Son raisonnement fut le suivant: si nous pouvons
limiter la valeur efficace du signal saturant, de telle sorte que la probabilité
de saturation soit maintenue a un taux faible, il nous sera possible de rem-
placer le systéme non linéaire par son équivalent linéaire.

Cette méthode nous ayant donné, dans son application, des résultats
remarquables, nous nous sommes demandé s’il serait possible de I"appliquer
aux correcteurs arithmétiques. Bien sfir, nous avions la possibilité, en prenant
un calculateur a faible période d’échantillonnage, d’approximer la fonction
de transfert analogique : solution onéreuse. Nous avons donc essayé une
synthése directe dans le domaine Z qui nous a conduit au développement
suivant.

i

§ 3.1. Définition de la saturation

La saturation est une des non linéarités le plus fréquemment rencontrées.
Dans notre exposé, nous entendrons saturation au sens large du mot et nous
en donnerons la définition suivante : :

Pour un signal d’entrée compris en module entre O et o5 le signal de sortie
de 1’élément saturant lui est poportionnel. Quand le signal d’entrée croit
et devient en module supérieur a oy, le signal de sortie tend trés rapidement
vers une limite fixe L. Nous voyons que 1’arbitraire de notre définition réside
dans la différence L — o5;. Nous la supposerons petite par rapport & os.

Asortie
,Maximum de & reponse
I PRt T TR S
. +C, Z

Maximum de /s - ___S__l A

reponse /inéaire '
|
|
l‘
t .
| o ENtree

0 * :
_! Excrtation maximum
£ oy correspondant & une reponse
.S lineéaire :
4
//
~~~~~~~~~~~~ 7 S S — .
’ re s » [ M
Reponse du Systéme linéarre

equivalent s /'elément saturant

Fig. 3.1, — Courbe de réponse d’un élément saturant
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Cette défnition s’applique 3 deux phénomeénes totalement différents

— la saturation d’un élément, comme par exemple le flux d’induit d’un
moteur électrique en fonction de Pintensité (fig. 3.1);

— la limitation volontaire d’un signal; par exemple, dans un engin télé-
guidé autopropulsé, on limite 1’accélération transversale, afin de limiter le
facteur de charge de 1’ensemble. Quel que soit 1’ordre, 1’accélération trans-
versale ne dépassera pas une certaine valeur. On peut assimiler ceci & une
saturation en accélération (fig. 3.2).

A sortre
L{__Osl____
A
1 6\(
.
W
2
5 - ,
-Q‘DO Entree
(Qa
69;
V2
1S
-L |- s
Fig. 3.2. — Courbe de réponse d’un limiteur

§ 3.2. Philosophie et définition du probléme

Pour résoudre un probléme d’asservissement comportant des saturations,
on peut s’engager dans deux voies différentes

— ou bien essayer de résoudre le probléme 4 ’aide des méthodes de réso-
lution des équations différentielles non linéaires. Cette méthode peut donner
de bons résultats dans le cas de systémes simples et surtout quand on désire
faire travailler P’élément saturant au maximum de ses possibilités;

— ou bien faire la synthése d’un correcteur linéaire qui maintiendra le
signal d’entrée de I’élément saturant dans des limites telles, que 1a saturation
ne sera presque jamais atteinte. Ce cas est parfois désirable; par exemple,
dans le vol d’un missile, il est peu souhaitable que 1’engin vole continuellement
au maximum de ses possibilités d’évolution, car il perdra une grande partie
‘de son énergie en trainée. Dans ces conditions, nous pouvons remplacer
’élément saturant par son approximation linéaire et le probléme se traite
sur le plan linéaire. C’est dans cet esprit que nous aborderons notre probléme.
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$ 3.3. Définition mathématique du probléme

3.31. DonNEEs.

a. Le signal d’entrée entaché de bruit non corrélé au signal et le signal de
sortie désiré déduit du signal d’entrée par une transformation linéaire, fonc-
tions aléatoires du temps, stationnaires, ergodiques a distribution d’ampli-
tude gaussienne, décrits par leur fonction d’autocorrélation. Le caractére
d’amplitude & distribution gaussienne est peu restrictif car c’est le cas de
nombreux signaux. En outre, on démontre que la somme d’un nombre infini
de signaux aléatoires a distributions quelconques est un signal a distribution
gaussienne.

b. Les éléments fixes, comprenant ’élément saturant. Dans I’hypothése
faite, ces éléments fixes sont décrits par leur fonction de transfert, transformée
de Laplace de ’approximation linéaire.

Déterminer un compensateur arithmétique tel que :

a. La valeur efficace de I’erreur entre Ja sortie du systéme et la sortie désirée
soif minimum; ,

b. Le signal d’entrée de I’élément saturant, appelé encore signal saturant

ait sa valeur efficace maintenue au-dessous d’une certaine valeur, de telle
sorte que la probabilité de saturation demeure faible.

La figure 3.3. illustre le probléme.

9s(t)
n(t) | Fg (s) —>
T
s (t) + S+ o " = q(t)
\ (z) o (8 (s) > “,; (t)
()

Fig. 3.3. — Schéma illustrant le probléme

s (2) : signal d’entrée
n (2) : bruit A
T : période d’échantillonnage du compensateur.
D* (z)  : fonction de transfert du compensateur.

signal et bruit ne sont pas corrélés.

1—e Ts .
Ho (s) ! = ———— circuit bloqueur d’ordre zéro.
F (s) : fonction de transfert des éléments fixes linéaires.
Fs(s)  : fonction de transfert entre la sortie du calculateur et le signal
saturant. ,

G(s)  : HoF (s),
Gs () :Ho (s). Fs (s).

3]
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L (s) : fonction de transfert reliant la sortie désirée i(¢) & entrée
. s (2).

i(2) : Sortie désirée du systéme.

q (¢) : sortie du systéme.

gs (t) : signal saturant.

v (2) : différence entre la sortie désirée i (¢) et la sortie réelle g (2).

Nota. — F (s) et Fs (s) ont tous leurs pdles et zéros dans la partie gauche du
plan des «s».

La probabilité de saturation étant maintenue & un taux faible, le systéme
se comportera presque tout le temps comme un systéme linéaire. Nous pou-
vons donc remplacer le schéma de I’asservissement par le schéma série équi-
valent déduit de la théorie des systémes linéaires échantillonnés :

Q*(z,m)  D*(2) G* (3, m)
$¥ @) 1+D* () -G* ()

Nous voyons dans ces conditions que le schéma série suivant (fig. 3.4)
est équivalent au systéme initial :

* . D*(2)
Ds (z) T 1+ D* (2)-G* (z)
n(t)
T
t v(t

o udl SN P H, (s)

L (s)

Fig. 3.4. — Schéma série équivalent

Une fois Ds* (2) connu on a aisément D* (z).
Arrivés a ce point, nous devons faire un hypothése, d’ailleurs peu restrictive.

Hypothése. — La période d’échantillonnage a été choisie de telle sorte que

% soit toujours supérieur a la fréquence de coupure des spectres de s (t)

et n (t). Nous avons vu au chapitre II, comment & V'aide d’un filtre et d’un
antifiltre, on pouvait se ramener 4 ces conditions.

§ 3.4. Relation entre la valeur efficace
et la probabilité de saturation d’un signal

La description d’un élément saturant a été illustrée par les figures 3.1 et
3.2. Nous avons supposé que nous pouvions agir sur la probabilité de satu-
ration en limitant la valeur efficace du signal saturant. Voyons la question
de plus prés.
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3.41. Montrons qu’un signal aléatoire stationnaire ergodique & distribution
d’amplitude gaussienne, conserve ses propriétés de distribution d’amplitude
gaussienne, en traversant un compensateur arithmétique linéaire.

L
v (t) /S VU (1) D* (z) w (t) HO(S) w (t) ;--

Fig. 3.5. — Transformation d’un signal v (¢} dans un compensateur arithmétique

Nous avons montré antérieurement que la séquence v (nT) posséde les
mémes propriétés statistiques que v (¢).
Nous pouvons écrire : :

V¥@E)=vo+v(Mzl4+v@2T)z 24+ ... +0o@D)z 7+ ...
D*@)=do+d(T)z7*+d2T)z2+ ... +d@mT)z"72+ . ..

Le théoréme de la convolution réelle appliqué aux systémes échantillonnés
donne

n

w(nT)= Y v (pT).d (n—p)T.

p=0

Les d (nT) étant des constantes, nous voyons que la séquence w (nT) a
les mémes propriétés statistiques que v (nT) et par conséquent que v (¢).
Il est de méme de w; (), signal de sortie du circuit bloqueur.

Par conséquent, le signal saturant, 4 la sortie du compensateur arithmétique,
est un signal aléatoire a distribution d’amplitude gaussienne.

3.42. RELATION ENTRE LA PROBABILITE DE SATURATION ET LA VALEUR
EFFICACE. — Soit r () le signal d’entrée d’un élément saturant de distri-
bution d’amplitude gaussienne.

' e 20?
P =5

+ OO _
o2 : variance de x= f (x— x)2Pr (%) du.
— 00

La variance se relie directement a la valeur efficace et a 1a valeur moyenne :

0= (r— B = 2 — (B)2.
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Nous supposerons pour ce qui suit que la valeur moyenne du signal est
nulle ’

x=0
o= \/x2

Revenons aux figures 3.1 et 3.2. La probabilité de trouver le signal saturant
en dehors de la zone linéaire limitée & = o est :

et par conséquent

2

o, z?

Ps=1—L_f" e 27 q%.
» \/2#. sl o

s

Ps est par définition la probabilité de saturation de 1’élément saturant.

10~" s

<

10~2

N\
1073 ' \

10—* | oy
1 2 3 4 5
Fig. 3.6. — Probabilité de saturation de 1’élément saturant

en fonction du rapport de la largeur de la zone de fonctionnement linéaire o
4 la valeur efficace du signal saturant «

L’expérience nous a montré quevdans le cas ou oyy=20 Ps=25 9%,
I’effet des saturations est tellement faible qu’il est indécelable. C’est doncla
probabilité de saturation que nous adopterons dans la suite.

§ 3.5. Solution mathématique du probléme

Nous avons donné antérieurement (26) une solution de ce probléme dans
le domaine temporel ce qui nous avait obligé & chercher une extension de
la solution de 1’équation de WieNER-HoOPF dans le domaine Z. Depuis Jors,
nous avons trouvé une nouvelle solution a ce probléme, directement dans le
domaine Z, plus courte, plus élégante, que nous présentons ici.
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Le probléme consisie & minimiser la valeur efficace de I’erreur \/yz () en
astreignant la valeur efficace du signal saturani 3 demeurer inférieure 2 une
certaine valeur : g (§) <= oZ ‘

Pour résoudre ce probléme, nous emploierons simultanément le calcul
deg variations ei un muliiplicateur de LAcrRANGE en introduisani la fonction ¢

=2 (&) + pgs ()

Calculons en premier lieu la valeur efficace de V’erreur.

e bruit et le signal étant supposés non corrélés, nous pouvons décomposer
cette valeur efficace en deux parties 'une due au bruit, Vautre au signal.

La part due au bruit s’évalue aisément :

e

B, €Ty Dy (eT5) G (s) . D (e T5) G (—s) . dw.

®

7@ =5 |

La formule de Skransxky (23) permet de passer directement dans le do-
maine Z. :

2 1 \1' B ES TN d
7= 55 Punla) Bi @)D; ) Z[G () G (= )1 5

La partie relative au signal est d’une approche plus délicate.
Pour la calculer, nous utiliserons la formule suivant (29, p. 441) :

. 1
Wy (s) = lim s
’ N¢CXﬁ(2N+l)T

DR (8) - Ry (—5).

Ry (s) étant la transformée de Laplace de iy (¢), définie de la facon
suivanie :
in (@) =7 () pour — NT' == ¢ <= NT
rx (8) =0 pour = — NT i >

~NT 0 NT

Fig. 3.7, — Hlustration de r (i) et 7 (7)

Nous désignerons cette opération par opérateur E.

By, (5) =E[R (s) . R~ 3)].
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Si nous désignons maintenant par ys (¢) la part de I'erreur due au signal,
nous avons : ’

Ys(s) =S (s) . L (s) — S* (e™%) . D (e™) G (s)-
Ys(s). Ys(—5)=5(s).S(—=s).L(s).L(—s)—=S(s). S* (em1s) .
L(s).D; (™) G (—59)
—S(—s).S5*(eTs) L (—s).D; (eT9) . G (s)
+ S* (eTs) S* (e=T) Dy (eTs) D; (e T5) G (s) . G:(— ).
Appliquons T’opérateur E : '
E[Ys(s) Ys(—s)] = Pss(s) . L(s) L(— ) = D= (s) L(s) . D; (¢77) G ()
~ @y (s) . L(—s) . D5 (e7) . G (s) + D (€T) D (e7) D (€77) G (5) G ().

2T OO

Ecrivons maintenant que yi(t) = ;; j E[Ys (s) Y;(—s)] dw et trans-
formons cette expression par la forfnuleﬁ Oc(fe SKLANSKY (23) :
71@) =55 P} Z[Pes LG L (= 9] = D; () Z [@usr () L(s)G(—s)]
— D} (2) Z [y (5) L (= 5) G ()] + D, (2) D} (2) D (=Y Z[G(s) G (—9)]

Un calcul analogue permet d’écrire 1’expression de g5 (¢) :

g (t) = 2w§C [®% (z) + DL, (2)] D (2) Di (2=1) Z [Gs (s) Gs (— )] Sif._

Le but du calcul est de chercher le correcteur Dj,, (z) qui rend minimale
la fonction F.

Nous poserons : ,
D (2)=D;n (2) + 12d (2)-

D3, (2) : expression du correcteur D}, (2) qui rend minimale la fonction F.
d(z) : fonction de z appartenant au méme ensemble que D7 (2).
7 : paramétre réel.

Si Pon explicite F en fonction de D3, (2) et de d(z) nous obtenons une
forme quadratique :

F D}, (2) + 1 d (2)] =F1 [D], ()] + Fa [d ()] + F3 [D (Z) d (2)]-

Les expressions Fp et Fp représentent des intégrales de densités spectrales;
elles sont donc essentiellement positives.

La condition nécessaire et suffisante pour que F soit minimum quel que
soit ¢ est donc que le terme F3 soit nul. Ce qui s’exprime par :

f®1 @ ZI6 (96 (= 9] [d(:) Din e+ ) - Din () 5
+ @2 () 14 () Do (1) + d (=)D DI Z[G (5). G (—9)]
A () Z [P (L) G (—5)] — (@) Z [Py, (YL (—9) G (]| %
+p 0L () [4() Do () +d ) I D] Z[Gs () CY(= T = =0.

MEMORIAL DE L'ARTILLERIE FRANGAISE. — T. 35, 1961, 3° Fasc. 22
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Posons :
A* (2) =D, (2) . Z[G (s) . G (—5)+p Gs(s) . Gs (—3)].

A*+ (z) = partie de A (z) ayant tous ses poles et zéros a Pintérieur da
cercle unité et telle que
Ak (z)
* — —_ N
A*=(z) = AXT (2)

Notre équation prend alors 1’aspect suivant :

x Z [Dge L(s) G(— dz
id(z‘ 1) A*—(z) [Dsm (z) A*+ (z) — =21 (Z)*_((Sz)) ( s)]] “

+ (’Sd (z) A*+(z) [D:m (z-1) A*~ (z) — Z [Dgs (Z)*I:L((z_) s) G (s)]] g; _o.

Dans la transformation effectuée i 1’aide de la formule de SkrLansky (23)
on transforme 1’axe imaginaire du plan s en le cercle unité du plan z, mais
il n’est nullement défini, si I’on doit dans ’intégrale de contour prendre les
poles a I’extérieur ou & V’intérieur du cercle unité. Nous pouvons donc consi-
dérer que dans ’expression ci-dessus, la premiére intégrale concerne les poles
a4 Tintérieur du cercle unité et 1autre des péles & Pextérieur. Comme on
passe de ’une 4 P’autre par une inversion de centre 0, il suffit d’annuler la
premiére intégrale pour que ’équation soit vérifiée, soit :

id(z—l) A*~(z) [D:m (z) A*+ (z) — Z [Dgg# (ZLI:((S:)G (——s)];] flzf= 0.

Posons :
I* (2) = Z [@ys+ (s) L (s) G (—3)]
Nous décomposerons I’expression zi:—fzzz)
¥ (z) ¥ (z)
7 8% (2) 20K~ (2)
en éléments simples qui comprend le polyndme et les poles a I’extérieur

du cercle unité ;
I¥(2)

de 1a facon suivante :

J = partie de la décomposition de la fraction rationnelle

ZAT*@] = partie comprenant tous les pdles & 1'intérieur du cercle unité.
J+
T (2)

b 4 1 &
L’intégrale 95 d(z=1) A*~(z) [z———————A G
poles a V’extérieur du cercle unité.
11 reste donc a annuler :

D, (2) - A F *
id (z71) A*~(z) [ © . (z)—z:*fzzz)L} dz.

:l dz est nulle car elle a tous ses

Cette expression s’annule en prenant :

@)
. Ak—
Dim (2) = ZA* + (E)Z) -

{ I* (2) =Z [®yr (5) () G (= 9)]
AR =D () Z[G () G () +pGss) . G~ 9]
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Ce qui donne la solution de notre probléme.

 3.51. ExprEssioN DE D+ (s) en jfonciion de Dss(s). — Pour trouver
cette expression revenons a la fonction d’autocorrélation :

@uer (7) = lim ? s (KT) 8 (t — kT) x s (¢t +7) dt
T, >oo T,
k—=00
= hm (2N+1)T 2.4 s(nT).s (nT + 7).
n=—N

Ce qui représente par définition

@osr (2) = 5 Pss (7)

| @ ) = 3 @i (-

3.52. CALCUL SIMPLIFIE DE LA VALEUR EFFICACE DE L’ERREUR ET DU SIGNAL
SATURANT. — Les signaux ¢ (2) et g (¢), aléatoires, sont stationnaires du fait
de la présence du circuit bloqueur Hg (s) (cf. chapitre 1, § 1.3.).

Le signal i () est aussi stationnaire puisqu’il résulte du passage de s (z) a
travers un élément linéaire L (s). Il n’en serait pas de méme, si {’on avait
placé un échantillonneur avant L (s).

Le signal y (¢) différence entre deux signaux alétoires stationnaires est
donc aussi stationnaire.

Supposons que nous échantillonnions ces signaux avec la période T. Leurs
valeurs efficaces sont égales & celles des séquences respectives. De ce fait,
nous pouvons remplacer la fig. 3.4. par la suivante qui lui est équivalente :

T
n(t
© Fs (s)—/— Hy (5] —— (t)

+ T l"
t - T
s(t) u(t) DX (@)} H, () F (s) H, (5) b

+ + ﬁ(t)

Fig. 3.8. — Schéma équivalent de la fig. 3.4

Nous avons donc :

H 2@ =¢:0) = 517‘r3§ 50 (2) Do (2) Do (271) G+ (2) G; (27Y) ‘fzf.

22.



La simplification est notoire dans lec Vo suppose, ce gue

nous ferons, que L (s} = 1; dauns ce
28y = 2 (1) = / (DY G* (z) G (1) s
¥ (L) =7 @) - 277;1 j nn \"“)’ sm (/) Fsm. (Z ) > \Z> G ) o
L TP (@) [ = Dl (5) G ()] [1 = Dy (1) € ()] d
2wy z

</

Remazqu& — Lette mmphncat]on peut &tre utilisée une fois D, (z) élaboré,
mais nous n’aurions pas le droit de P'utiliser dans le calcul de D (z) car elie
pourrait, dans ceriaines conditions, conduire & un correcteur donnant un

y? (1) fini, aux instants d’échantillonnage mais un 2 (i) infini ou du moins

Clest I I s oscillations cachdes (J11, p. 91) mis en évi-
différent. Cest le phénomeéne des oscil hées (111, p. 91) mis en évi
dence par JUrRY e que nous avons renconivé quelquefois.

§ 3.6. Conclusion

Dans ce chapiire, nous avons passé en revue les différentes positions que
P"on pouvait adopter en face d’un probléme de compensation d’asservissement
comportant des saturations. Nous avons adopté 'une d’enire elles : optimi-
sailon du sysiéme au sens de WIENER, tout en mainienant la probabilité de
saturaiion au-dessous d’unr certain niveau. Il ne faut pas se leurrer sur 'uni-
versalité de cette méthode; dans ceriaines circonsiances, une auire peui &tre
meilleure, En tout cas, celle-ci a I"avantage de conduire & une solution mathé
matique simpie.

Les difficuliés d’ordre Lheomque ont pu &ire vaincues grice & la transformée
en 7. Malgré cela, i ne faut pas se cacher les difficulids qui demeurent :
Yévamatlon des densiiés specirales dans le domaine 7Z peut présenter de
sérieuses difficuités de calcul; de méme ia décon qpositi(m des expressions en
parties ayant pdles et zéros & Uintérieur et Uexiérieur du cercle umnité. A une
époque ot le caleulateur avithméiique devient de plus en plus répandu dans
le domaine de la recherche scientificque, ces difficuliés ne peuveni &ire consi-
dérés comme rédhibitoires.

Q.a
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CHAPITRE IV

APPLICATION DE LA THEORIE DU CHAPITRE 1
RESULTATS EXPERIMENTAUX

§ 4.0. Introduction

Le chapitre III pourrait étre le point final de cet ouvrage; mathématiquement,
il n’y a plus grand chose 4 ajouter. S’il en était ainsi, il irait sans doute grossir
la pile des rapports d’études théoriques jamais lus.

Le noyau de cette théorie nous I’avons fagonné il y a deux ans et demi environ
Quand nous affirmions & cette époque : « Nous pensons pouvoir obtenir de
cette boucle d’asservissement, les mémes performances que celles obtenues
avec un calculateur analogique, en utilisant un calculateur arithmétique
prélevant des informations toutes les 0,2 sec peut-étre les 0,4 ou 0,6 seo,
nos interlocuteurs hochaient la téte d’une drdéle de maniére essayant de
concevoir la chose et émettaient invariablement la méme réponse : « Mais que
va faire le systéme entre-temps ». Comme pour leur expliquer qu’entre-temps,
il ne se passerait rien, il fallait se mouvoir dans un domaine qui leur était peu
familier, ils nous abandonnaient & notre crayon et notre bloc de papier.

Bien siir, il y avait bien les expériences faites sur le simulateur analogique,
comme expliqué appendice III, mais le caractére analogique de P'installation
semblait démentir nos affirmations. .

Enfin, le jour vint ol nous pfimes disposer d’un calculateur arithmétique
en ligne, celui pour lequel toute la théorie avait été faite. Ce jour que nous
attendions avec un peu d’appréhension malgré tout, révéla qu’effectivement
un correcteur arithmétique pouvait avoir des performances aussi bonnes que
le correcteur analogique optimum. C’est la raison pour laquelle au lieu de
réduire les chapitres IV et V & deux exemples du chapitre III, nous leur avons
donné une telle importance. S’ils ne forment pas le noyau spirituel de cette
thése, ils en sont la partie convaincante, celle qui prouve non seulement, que
la théorie de Ioptimisation est applicable, mais aussi qu'un calculateur arith-
métique est autre chose qu'un mauvais calculateur analogique.

Le systéme étudié dans ce chapitre est celui d’une commande en accélération,
le correcteur étant alimenté par 1’erreur entre le signal d’entrée et celui de
sortie. Cette configuration sert souvent d’exemple type dans les problémes
d’optimisation non linéaire dont I’étude, faite dans le plan des phases, conduit
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a des correcteurs non linéaires du type tout ou rien. Loin de critiquer cette
méthode qui nous a conduit & des solutions excellentes de part la rapidité du
temps de recalage, nous nous étonnons de voir certains auteurs, comparer
loptimisation linéaire & ’optimisation non linéaire et affirmer que la seconde
est supérieure a la premiére, car utilisant le maximum des possibilités du sys-
téme. Le seul point commun entre ces deux systémes est le mot optimisation
et il est fortuit.

Au cours de ce chapitre, nous examinerons les raisons qui nous ont guidés
dans le choix de la période d’échantillonnage, le choix du filtre et de ’anti-
filtre. Nous passerons ensuite au développement des calculs et nous nous
arréterons 1a ol dans 1'impossibilité de pousser plus loin la résolution des
équations, nous avons dii confier la suite 4 M. Paul LErFEvRe, qui a
mis au point un programme de calcul d’optimisation dans le domaine Z et
sans 1’aide duquel nous n’aurions jamais pu venir au bout du probléme et
surtout en avoir une vue panoramique.

Enfin, nous comparerons les performances du systéme arithmétique 2 celles
de T’analogique travaillant dans les mémes conditions et nous en tirerons des
conclusions fort intéressantes.

§ 4.1. Données du probléme

Les problemes tels qu’ils se posent dans I’industrie, sont souvent trés vagues
et c’est une véritable devinette que de les faire entrer dans le cadre étroit
des études théoriques.

¥ ()
q s ) [
+
' -+ t)
D* (Z) Ho (S) 1/52 .y (
Fig. 4.1. — Schéma de boucle d’asservissement

Celui-ci se posait 4 peu prés de 1a maniére suivante : soit une boucle d’asser-
vissement définie par le schéma de 1a fig. 4.1. Les deux seuls signaux acces-
sibles sont 1’erreur e (t) et la sortie du correcteur gs (t). L’erreur est entachée
d’un bruit n (¢) aléatoire, non stationnaire et le systéme subit des perturbations
 (t) ayant une composante continue et dont la partie aléatoire est formée de
changements brusques limités en amplitude et en fréquence.

Il s’agit de trouver un correcteur arithmétique linéaire maintenant ’erreur
¥ (t) inférieure & une certaine limite et la sortie du correcteur gs (t), elle aussi
inférieure 4 une certaine limite variable dans le temps.
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§ 4.2. Détermination des données

Fort heureusement, le probléme n’était pas nouveau pour nous car avant
I’étude d’un correcteur arithmétique, nous avions déja eu A faire la synthese
et la réalisation d’un calculateur analogique répondant aux mémes données.

En raison du caractére aléatoire du bruit et de la perturbation, la théorie
de Poptimisation semble tentante, mais pour cela il faut nous débarrasser
d’un certain nombre de données.

Nous décidons d’éliminer la composante continue de P’erreur y (£) due a
la composante continue de 7 (¢), en introduisant un terme intégral dans le
correcteur; cela & ’inconvénient d’introduire une stabilité bi-conditionnelle
du systéme comme le montre le lieu des racines de la fig. 4.7.

Mais, nous sommes siirs de la stabilité de notre gain et nous nous en tenons
a cette solution. En outre, P'existence d’une composante continue de v (t)
compensée par un signal de signe contraire en sortie du correcteur revient a
diminuer d’autant la limite de saturation de g (z).

- Ensuite, nous éliminons le manque de stationnarité du bruit n (z) en prenant

le niveau maximum de son spectre, pensant déja & une possibilité d’auto-
optimisation pour le futur. Quant a la limitation de g¢; (¢), nous la fixons a un
niveau moyen, quitte A remédier & cette carence par le méme reméde (voir
chapitre V). '

Une simple transformation du schéma de ia fig. 4.1. nous donne 1a fig. 4.2.
et le probléme se pose alors de 1a facon suivante :

n(t) ’ 9 (t)

st s e () <oy (t)

D* (2) H, (s) 1/s* >

- +

Fig. 4.2. — Schéma transformé

Etant donné un signal aléatoire stationnaire s (¢) entaché d’un bruit station-
naire n (t), trouver un correcteur tel que la valeur efficace de 1erreur y (¢)
soit minimum tout en maintenant la valeur efficace du signal g (¢) inférieure
4 un niveau fixe o.

On pourrait poser le probléme d’une maniére différente en essayant de
minimiser la valeur efficace de g; (¢) tout en maintenant la valeur efficace de
Perreur y (t) inférieure & la moitié de sa limite maximum. On est stir dans ces
conditions que ’on sera toujours en dessous de o pour la valeur efficace de
gs (¢), si le probléme est possible. Cela éliminerait donc le probléeme de Ja
variation de o avec le temps. Cette solution présente un inconvénient majeur :
la'réponse du systéme aux perturbations 7 () est moins bonne que dans la
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premiére solution, comme on peut le voir sur les courbes de réponse transitoire
4 un échelor de v (¢). Fig. 4.15. |
Voyons maintenant le choix des spectres d’entrée.

4.2]. DETERMINATION DU SPECTRE DU BRUIT 7 (f). — La détermination du
spectre de bruit d’aprés le signal d’erreur e (¢), qui est rappelonse le seul
accessible avec celui de g; () semble étre une gageure, car le signal e (£) dépend
de la forme du correcteur.

Une étude rapide du systéme permet de penser que le maximum de la bande
passante du systéme se situera aux environs de 3 rad/sec. Nous avons alors
tenu le raisonnement suivant : le signal d’entrée est un signal 4 faible fréquence
de coupure; d’autre part, la composante du bruit qui se trouve dans la bande’
passante du systéme sera annulée par le retour de la sortie. Donc, en supposant
que le bruit soit blanc sur une grande bande de fréquence, comme permettait
de le penser Pexamen d’un grand nombre d’enregistrements, 1’élimination des
basses fréquences permetira, aprés analyse du reste du signal de déterminer
le niveau du bruit, indépendant de la forme du correcteur. Nous avons donc
passé le signal d’erreur e (¢) dans un filtre coupe bande de la forme :

100 s
(s+4) (s+100)

H (s) =

et nous en avons fait I’analyse harmonique d’aprés le procédé indiqué en appen-
dice IV. L’analyse portant sur un enregistrement suffisamment court pour
pouvoir supposer le bruit stationnaire.

Nous avons trouvé que le bruit était pratiquement blanc entre 4 rad/sec et
100 rad/sec et avons prolongé le spectre jusqu’a la fréquence nulle. Cette
extrapolation s’est révélée exacte par la suite.

Puisque le systéme dans lequel entre le bruit est un systéme passe bas de
fréquence de coupure aux environs du demi-cycle, nous pouvons supposer

que le bruit est blanc plutét que de le limiter & 100 rad/sec. Nous avons donc
décidé d’adopter :

-
i! (I)nfn,xkz.

4.22. DETERMINATION DU SPECTRE DU SIGNAL s (£). — Comme nous 1’avons
vu plus haut, les seuls renseignements dont nous disposions sur v (t), c’est
qu’il est formé d’une composante continue aux alentours de' 20 sec-2 et d’une
composante aléatoire variant par échelon d’amplitude maximum 20 sec2 et de
durée moyenne 7 assez mal définie mais grande, de Pordre de 40 sec environ.

Comme nous 1’avons dit, il sera tenu compte de la composante continue de
¥ () en imposant au correcteur d’avoir un terme intégral.

Quant & la partie aléatoire, il est devenu classique et commode de supposer
que la répartition des échelons de valeur efficace 10 sec-2 se fait selon une distri-
bution de Poisson, soit : ' ‘

o 2
D, (5) = ;5.%2;2 - v=10 sec?

B =2=0,05 sec
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Le travail de Lefévre nous a montré que dés que 7 est supérieur a4 10sec
Pinfluence de la variation 8 est quasi nulle. Nous avons donc adopté pour

2, 1a valeur zéro tout en conservant i 3, au numérateur, sa valeur 0,05 sec™1.
Soit :

442
Dy (5)= — 5= —

a
2 — -5
= —— a2=9 secb.
752 52 9
Cette expression a ’avantage de faire apparaitre un péle au point z=1
dans Vexpression du compensateur, pdle qui en est trés voisin dans le cas
ou (B est faible.

Le signal s (¢) n’étant rien d’autre que I’intégrale double de 7 (t) nous avons :

a? '
H Dss () = — = a?2=9 secS.

§ 4.3. Choix de la période d’échantillonnage

Tout au long de cette étude, le choix de la période d’échantillonnage fut
une de nos préoccupations majeures. Nous avons longuement insisté dans
le chapitre II sur Pincidence de ce choix sur la rentabilité d’un calculateur
arithmétique en ligne comparée a celle d’un calculateur analogique, ce en dehors
des considérations de souplesse qu’offre la solution arithmétique. Nous n’y
reviendrons pas.

Notre raisonnement fut le suivant : considérons le probléme donné au
paragraphe 4.1-4.2. résolu a ’aide d’un correcteur analogique; cette solution
est exposée en détail dans 1’appendice V. D’aprés le théoréme de Shannon,
si nous échantillonnons le signal d’erreur e (¢) avec une fréquence double de la
fréquence de coupure, nous pouvons extraire du signal échantillonné la méme
somme d’informations que du signal continu. Par malheur, e () a un spectre
qui s’étend jusqu’a 1’infini et par suite ne présente pas de fréquence de coupure;
en fait, 1a partie du spectre s’étendant a I’infini est due au bruit n () et ne nous
intéresse guére; la partie de e (¢) due au signal, et qui contient les informations
utiles est y (£). C’est la forme de son spectre qui doit dicter le choix de
notre période. Nous voyons sur la fig. A 5.3, appendice V, qu’en prenant une

période d’échantillonnage de T = 0,4 sec, nous admettons pour fréquence
‘ 1

de coupure w = 8 rad/sec ce qui correspond i une atténuation de 50 Par

rapport & amplitude du signal & fréquence nulle Nous pouvons donc appro-
. cher les résultats obtenus dans le domaine analogique avec une précision

de 1 au mieux
20 :

Nous avons ensuite supposé que puisque on pouvait extraire la méme somme
d’informations de e (£), il devait &tre possible de trouver un compensateur D*
(2) remplacant D (s) et donnant les mémes performances. Cette hypothese
hardie nous permettait de sortir du cercle vicieux, car la forme du signal e (z)
dépend essentiellement du correcteur utilisé. Nous n’avons pu la vérifier
que plus tard; elle s’est révélée exacte au-deld méme de nos espérances.

MEMORIAL DE L'ARTILLERIE FRANGAISE. — T. 35, 1961, 3¢ Fasc. 22 A
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§ 4.4. Filtre et antifiltre

Naturellement, il n’était pas question d’échantillonner ie signal e (¢) dont
le spectre s’étend jusqu’a P’infini, sans le filtrer préalablement.

L’application des résultats du chapitre Il nous a donné les expressions du
filtre et de ’antifiltre :

2,5
s+2,5

| F% (2) =1,52 (1 —0,36827Y).

Fl (S) =

Les calculs faits dans le chapitre II ont montré que Fo* (2) avait pour but
de réduire les déformations apportées par Fy (s) & la partie du spectre d’erreur
due au signal. Malheureusenient le concept spectre n’introduit pas la phase
du signal et I’on peut se poser la question suivante : F3 (z) restaure-t-il effec-
tivement le signal utile en amplitude (cela nous savons que oui) et en phase?

Soit donc es () la partie de ’erreur e (¢) due au signal. La sortie de Fy (s)
s’écrit :

oo
e1s () = j es (t —7) f(7) d 7.
= XD

La période d’échantillonnage T a été choisie de telle sorte que es(t) soit
décrit avec une trés bonne approximation par des prélévements faits a la période
T. De ce fait, nous pouvons écrire ’expression du signal échantillonné e*15 (t)
de 1a facon suivante :

1
0O +00 (I£+§) T

els(nT)z‘Jnco e (nT—7) f() dr= ¥ es(nT——kT)f( \ f(7)dr.

Dans chaque intervalle { k& 1 T, [k +} T, es(7) a été remplacé par sa
q 5 5 p p

valeur pour 7 = kT. Ce processus a I’avantage d’éliminer le retard d’une demi-
période que 1’on introduit quand on remplace es (7) par es (KT) dans I’inter-
valle kT, (k + 1) T.

L’expression temporelle de f(7) est :

F @) =wgeit

ce qui donne pour eys (nT)

+ 00

wo T

e (nT) = N es (0T — AT).em kT 2sh —-
k=—c0o .

Ce qui nous donne d’aprés le théoréme de la convolution dans le domaine Z :

wo'T
2Sh —2-—‘

>

1 (2) = ES (2).FT (2) x

@wo
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ou encore :

2sh—a—)—°2—r—l—‘
* T .
Efs (2) =EF (2) - 1 AT

Nous voyons sur cette formule que I’effet néfaste de F'1 (s) peut étre compensé
entiérement aussi bien en phase qu’en amplitude par F*; (2).

§ 4.5. Calculs d’optimisation
Les calculs d’optimisation tels qu’ils sont définis dans le chapitre III ont
pour éléments :

Bruit n (¢). — Le bruit sera supposé blanc dans I'intervalle — =<

T\\

=3l ]

de niveau k2 et nul ailleurs; k2 pourra avoir les valeurs 7, 14, 21 sec/rad.

Signal s (). — Le signal est défini par sa densité spectrale :

a2
(Dss (S) = - —;6“ a2=9 Sec_s;
1
F(s) =5
Fs(s)=1;

La probabilité de saturation est limitée a 5 %,.

La limite de saturation pourra varier entre 30 et 140 sec2.

La période d’échantillonnage T est d’abord choisie égale a 0,4 sec. Si
les résultats trouvés sont comparables & ceux du domaine analogique, on
essayera 0,6 et 1 sec. ’

Nous pousserons les calculs aussi loin que nous le pourrons et nous nous
arréterons 13 ol nous avons dii confier la résolution de certaines équations au
Laboratoire de Calcul de I’Armée.

Notre premier soin sera de calculer les expressions.

I'* (2) et A* (2).

4.51. CaLcuL pE I'™ (2).

T* (2) = Z [ (5).G (—9)]

1 1 a?
(Dss*(s)’:T(DSS(S):—T':ﬁ;
Ts_l

G(—s) ="

T (z)=%2(1—z)z[§5]

22 A
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4 1 4 b y
La transformée en Z de 5 est donnée par les tables de 'appendice II

% () — 7 5[ +z—7+247 (1429 +4 293 (z~2+2%) +15 619 (7342 4)]
L (Z) = - g‘ (1__z~1)8

4.52. CaLcuL DE A* (2).

A* (2) = D% (2) Z[G (5).G (—5) +p.Gs (). Gs (—9)]

DF, (2) = %‘Z [ — Z—:.—i— Dy (s)]

(I):‘v (z) =

1 [(A427% 426 (z14+273)+66272]
= [ a?— z1 + T}

5! 1 —z1)8

Z1G (s). G(—s)+st(S)Gs("‘*)]—z(l“zl)zz[ +pPs }

[T5+pT] [+s+ |26 65y —4pT |12+ [66T

51
(1 — z""l)4

Ce qui détermine A* (2).

4.53. CALCUL DE D*sy (2). — Pour la suite des calculs, nous poserons :

AR =2V, )

k2
— (1 +2%) — (6 +2) (2 + 25) + (15 — 262) (22 + 2% — (20 + 662 2>
avec |
a2T7
A= S
s 5
B()=(1+s)+ | —mg—— |+28 + | ——— | &
s1+eT RN

C (5) = (L +27) + 247 (2 + 28) + 4 293 (22 + 25) + 15 619 (z* + 29).

Ce qui nous permet d’écrire :

277 5.C
G =
A(2)-B(2) B
A @ =1y 51+ P T
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Le calcul de D}, (2) implique la recherche de

@ _eTYTCH
O s et A @B @ -1

la décomposition de cette fraction rationnelle en éléments simples fournit :

I'* (2)
zA* (2)
les pdles A conserver sont ceux situés sur ou a ’intérieur du cercle unité, c’est-a-

dire dans le cas présent z = 1; en effet, les racines de A —(z) et B ~(2) se trou-
‘vent, par définition a ’extérieur du cercle unité

* (2) _ a?'T8 \/T mez2+miz+ mo
ZA* (z):|+ — Ts (z—1)3
8142 [-5—, +pT}

Ce qui nous conduit a ’expression de Dg,, (2)

D* (2) = a?T9 2(z—1)?(maz®+ maz+mo)
l “ 81k2 [Tf + T} At (2) BY (2)
i

L’expression du correcteur de la boucle en découle :
D¢ ()

_T2(+1)
T2 z—1)2

D* (2) =
D¢ (2)

2p
T2 g (m2 224 myz+ mo) (z—1)2
AT (2) BT (2) + 2z (z+ 1) (m2 22+ m1z+ mo)

D*'(z) = —

avec

a2T11

; .
28142 E!erT]

M:

Dans le cas analogique, on démontre d’une maniére relativement aisée que
le dénominateur de D(s) contient s3 en facteur. Aprés simplification avec un s2
au numérateur, il subsiste s. Ceci est relativement prévisible et correspond
a ’annulation de la composante continue de la perturbation en dérivée seconde
que nous avons fait apparaitre de facon déviée en faisant tendre 3 vers zéro
au dénominateur de lexpressmn de 1a densité spectrale du 31gna1 § 4.22).

Nous avons donc pensé que dans le domaine z on devrait voir apparaitre
(z — 1)3 au dénominateur. Nous avons pu vérifier de maniére littérale la divi-
sibilité par (z — 1). Nous ne reproduirons pas les calculs ici, ils sont sans inté-
rét et trés longs. Nous n’avons pas eu le courage de vérifier la divisibilité par
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(z — 1)3 car le volume des calculs était démesuré devant Pintérét de la chose,
mais nous avons pu le constater sur les calculs faits a la 650 IBM et poussés
jusqu’a la huitiéme décimale.

De ce fait, 1a nouvelle expression du correcteur est la suivante :

2—a12+a2)

D* Z)y = . % (Z .

(@) =& o @—fre+-2)

4.54. CALCUL DE LA VALEUR EFFICACE DU SIGNAL SATURANT. — Mettant a

profit la remarque faite au chapitre III, § 3.52, nous pouvons écrire :

T [ d
20 = 27,-93 @%, (2) DX, (). D& () =

Nous poserons par la suite :

ai

as s | A (2)=At(2). A (2)

A-(2) = z3—a13%2+agz—asg

A+(z)———z3—Z—2z2+

b1 177

Bt(zg) =22 ——z+ +

) b:” " b2 | B(z) = B+ (2). B~ (2).
B (2) = 22— b1z + b

Notons que nous avons :

A (2)

asz®

A-(z)) = — as A" (2)

A+ (z—l) —

z3

_B ()

bo 22

__ B ()

z2

B+ (z1) B~ (z 1)

L’expression de g (t) devient alors

2 4p2azbek® {* (mo+ miz+ maz?) (mo 22 + m1 z + m2)
t) = — —— -
gs (2) T52 7] B (2) (c—1)° dz

Nous décomposerons I’intégrand en deux parties : une ayant z = 1 comme
pdle double, une autre ayant pour pdles les zéros de B (2).
. 1 . - :
Du fait que le changement de z en - me change pas Vintégrand, il n’y a pas
de termes en - dans la décomposition de ce dernier en éléments simples

. 1 . .,
et le coefficient du terme en Py s’obtient aisément; c’est :

(mo + my1 + m2)?
B (1) )
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L’examen de la formule donnant r—*_(fl} montre que :
zA¥ (2) |+
___¢Cc@
(m0+m1+m2) ——m
¢z 1)

2 — .
(mo +my+m2)? = g

Calculons ces diverses valeurs :

2 T6
AQ) = -
TS
B(l) — 5 o —
st
C (1) =8!

En définitive, la premiére intégrale, composante de g> () s’éerit :

e T e e 1 fe T dz
L= 95 G—12 2x2j) " (@—1)2 z

Cette intégrale n’a pas de sens, mais en utilisant la formule de SKLANSKY (23),
nous pouvons nous ramener au cas déji examiné dans le domaine analogique
traité Appendice V. Ceci nous conduit & écrire :

I =92 (y = 10 sec2).

La seconde intégrale de contour I dont les poles sont les zéros de B (z) = 0
ne présente aucune difficulté d’intégration et son expression est obtenue a
I'aide du théoréme de Cauchy. Nous ne reproduirons ici ni les calculs condui-
sant A son expression, ni son expression elle-méme, car ils sont tous deux dé-
mesurément longs et sortant de 1'intérét de cet exposé.

g (t) = I1 +Ia.

Ici se place une remarque trés importante qui va différencier I’arithmétique
de l’analogique.

Dans le cas ot le correcteur est analogique, on montre (voir appendice V)
que dans 1optimisation de WIENER, c’est-d-dire sans contrainte (p = 0),
la valeur efficace du signal saturant est infinie. Cela se traduit mathémati-
quement par ’apparition de quatre pdles supplémentaires a Porigine dans
Pintégrand de :

g: ().

Dans le cas ol le correcteur est arithmétique, ce phénomeéne n’a pas lieu.
En effet pour p =0, B (1) = 5! et L'on ne voit pas apparaitre de poles supplé-
mentaires au point z = 1 transformé du point s = 0. De ce fait, Iintégrale

donnant ¢2; (¢) reste finie.
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Ii est assez aisé de donner une explication physique & ce phénoméne :

Dans le domaine analogique, la contrainte imposée & g; (£) se traduit par
Uexistence dans D (s) d’un dénominateur de degré supérieur d’une unité a
celui du numérateur; le bruit blanc qui est injecté a entrée de D (s) en ressort
avec un filirage de ses hautes fréquences. Ce filtrage devient de plus en plus
faible quand on reldche la contrainte et quand p = 0 toutes les fréquences
du bruit blanc passent, ce qui explique que 1a valeur efficace du signal de sortie
de D (s) soit infinie.

Dans le cas du correcteur arithmétique, on peut noter que le numérateur
et dénominateur sont de méme degré. Le filtrage du bruit blanc est effectus
partie par D* (z), partie par le circuit bloqueur et méme quand la contrainte
devient nulle le filtrage du circuit bloqueur demeure, ce qui explique que la
valeur efficace du signal ¢s (¢) ne puisse jamais devenir infinie. Nous avons
tracé fig. 4.3 les caractéristiques filtrantes du circuit bloqueur Hy (s).

Du fait que la valeur efficace ¢s2(z) tende vers une valeur asymptotique
quand p — 0, nous en tirerons plus tard des conclusions intéressantes.

A Ho e

=T

0 21 i b w rad/sec
T T T
Fig. 4.3. — Spectre d’amplitude d’un circuit bloqueur d’ordre zéro
4.55. CALCUL DE LA VALEUR EFFICACE DE L’ERREUR y (£). — La valeur

, A . .
efficace de lerreur peut se décomposer en deux parties une due au bruit > (@),

Pautre au signal y2 (z) :

720 =, PP (). DI (9. G* (). DF (1) . G* (=) 2

k2

* * ____ pz(z+1) (m222+ mi 2+ mo)
D} (3 G* () = Bl

2 @)= — szz%bg _l¥()z(z+ 1)2 (mo+ my z+ m222) (mo 22 + my z + m?) dz.
Il = T  27j INGEE)
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Calculons maintenant la valeur efficace due au signal :

72 (0) = 5 P03 (2) [1—DF (2 G* @I [L - DF (=) G* () -
Or, nous avons

D! () _ (= 1P (2 —frs+fa)

* _
1-DF () G* () = poiy = —avm B @9

Ce qui donne pour 'expression de ys? (¢) :

a?Ts 1
51T 9325
[1+4 24426 (z+23) + 6622 [22— P12+ £2] [1 —L1z+B22%] dz
A (2)-B (2) )

y2(¢)

La valeur efficace de 1’erreur est alors :

y2 () =y2@) +y2()-

L’évaluation des deux intégrales se faisant sans difficulté a I’aide du théoréme
de Caucny.

4.56. EX£CUTION DES CALCULS NUMERIQUES. — Si nous comparons dés main-
tenant les calculs du paragraphe 4.5 & ceux de 1’appendice V, nous voyons la
disproportion qui existe entre les calculs d’optimisation dans le domaine Z
et le domaine s. Arrivé A ce point, nous avons pensé que la poursuite des calculs
en particulier, des diverses intégrales de contour, était sinon impossible, du
moins inutilement compliquée pour le but recherché. Nous avons done rempla-
cé les expressions littérales par leurs valeurs numériques et confié le travail
de résolution au Laboratoire de Calcul de ’Armée qui dispose d’une calcula-
trice 650 IBM. Malgré la collaboration étroite de M. P. LErFEvrE, 1’obten-
tion des résultats a demandé six mois. C’est une partie d’entre eux que nous
présentons ci-dessous.

§ 4.6. Présentation des résultats

4.61. COURBES DE PERFORMANCES. — On désigne par courbes de perfor-
mances, la représentation graphique de la valeur efficace de 1’erreur y (¢) en
fonction de la valeur efficace du signal saturant g (), pour une valeur fixe du
niveau de bruit £2.

Les fig. 4.4, 4.5, 4.6 représentent de telles courbes pour diverses valeurs
du niveau de bruit k2 et de la période d’échantillonnage T. Le cas T =0
représente évidemment le cas analogique. |

L’observation de ces courbes nous permet de tirer les conclusions suivantes :

1. La courbe T =0 est asymptote & une certaine valeur efficace de I’erreur
¥ (¢) qui correspond a Ioptimisation de WIENER. '
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2. Les courbes de performance des systdmes échantillonnés sont toutes
situées au dessus de celle du systéme analogique. Elles donnent pour une
valeur donnée de o, une valeur efficace de P’erreur, d’autant plus grande que
la période d’échantillonnage est plus grande.

3. Comme nous ’avons vu antérieurement par le calcul, les courbes de
performances des systémes échantillonnés présentent un point d’arrét pour
une valeur de o, d’autant plus élevée que la période T est plus faible. Ce fait
est important, car il doit entrer en ligne de compte dans le choix de 1a période
d’échantillonnage. En effet, on doit choisir une période d’échantillonnage
telle que le point d’arrét de la courbe de performance ait une abcisse o, au
moins égale 4 la moitié de la limite imposée & g5 (t). Nous constatons, par exem-
ple, que dans notre cas ot la limite supérieure de gs (£) est 140 sec—2 seule
la période T = 0,4 sec peut convenir.

4. Au prix d’un sacrifice de 10/100 des performances de notre boucle, ce
qui entre dans les marges de réalisation d’un systéme physique, il nous est
possible de prélever nos informations toutes les 0,4 sec; nous avons assez

insisté, au cours du chapitre II, sur le gain étonnant de cette réalisation pour
ne pas y revenir.

5. Dans le cas ot le signal saturant comporte une composante continue Y0
introduite pour neutraliser la composante continue de la perturbation v (2)
(fig. 4.1), il suffit de retrancher de la limite de g, (¢) cette valeur vy pour se
retrouver dans les conditions du probléme du chapitre III. Par exemple, si la
limite de g; (¢) est fixée & 100 sec™2 que yo soit égale & 20 sec2, on adoptera
pour valeur efficace du signal saturant : '

100—-20 40 sec-2
S =

en admettant un taux de saturation de 5 %, ce qui donne dans le cas ou k2 —

14 sec/rad et T = 0,4 sec. o, = 7,1, ce qui signifie que ’erreur sera inférieure
a 14,2, 95 9%, du temps.

4.62. FONCTION DE TRANSFERT TOTALE ET LIEU DES RACINES (T = 0,4). —
Nous désignerons par T* (z) 1a fonction de transfert totale reliant 1a sortie Q*
(2) a Ventrée S* (2). Nous avons d’aprés les calculs antérieurs :

2 2—q o
T* (2) =D} (1) G* (3) =g TG LD & omzt ),

Les zéros de T* (z) sont les mémes que ceux de D* (2) et nous étudierons
leurs variations dans le paragraphe suivant.

Les poles de T* (z) sont les racines de A+ (z). B+ (2) = 0. Ils sont donnés
par-les tableaux 4.1, 2. On peut noter le résultat déja rencontré en analogique
(appendice V) et que ’on peut aisément vérifier sur les expressions littérales
de A (z) et B (z).

Les racines de A+ (z) sont uniquement fonctions du rapport
cas présent, comme a2 est fixe, de k2. '

Les racines de B* (2) sont uniquement fonctions du paramétre de Lagrange p.

a?

i soit dans le
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TABLEAU 4.1
VALEURS DES RACINES DE A* (2) EN FONCTION DE k
At (2)=(2—2x1) (z— 22— y2) (z— %2+ j y9)
k2 X1 X2 ¥2
y T 0,6589 0,7594 0,2869
1 0,6896 | 0,7878 0,2627
2 0,7066 0,8028 0,2490
TABLEAU 4.2
VALEURS DES RACINES DE B* ()
EN FONCTION DU PARAMETRE DE LAGRANGE
B (z) = (z— x3—jys) (z — x5+ ¥3)
P 3104 10-3 | 3103 10—2 0,1 0,3 1
P —0,1432 | —0,0366 | 0,0953 | 0,2550 | 0,5312 | 0,6340 | 0,7242
Y8, 0,1204 | 0,2442 | 0,3095 | 0,3363 | 0,2958 | 0,2565 | 0,2112

La fig. 4.7 représente le lieu des racines de I’équation caractéristique du
systéme dans le cas ol k2 = 14 sec/rad, g = 2. [ a la caractéristique d’avoir
une stabilité biconditionnelle, autrement dit le systéme peut se déstabiliser
soit par augmentation de gain, ce qui est le cas le plus fréquent, soit par dimi-
nution; c’est le résultat de 1’introduction d’un troisiéme pole au point z = 1,
nécessaire pour éliminer la composante continue de la perturbation y (2).

4.63. COEFFICIENTS DU CORRECTEUR D* (z). — Le correcteur optimum a
pour expression : ‘

z (22 — a1 2+ as)

T8 —Fistfa)

D* (z)

Nous avons trouvé commode pour 1’étude de 1’auto-optimisation de tracer
les variations de ces coefficients en fonction du gain g. Les variations de

ai, az, B1, B2 sont figurdes, fig. 4.8, 9, 10, 11, pour diverses valeurs du niveau
de bruit k2.
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La fig. 4.12 qui représente la variation de la valeur efficace du signal saturant
gs (¢) en fonction du gain g pour diverses valeurs de k2 montre que si les limites
de gs (¢) sont 30 sec” 2 et 140 sec~2, le gain « g» reste compris entre 1 et 7,5 sec=2-
Ceci permet de déterminer la partie utile des courbes.

La fig. 4.13 représente un jeu de courbes reliant le gain g du compensateur
D* (z) au paramétre de Lagrange p.

Donc, en conclusion, si nous nous donnons un niveau de bruit k2 et une
limite du signal saturant g; (£), soit o :

— les courbes des fig. 4.4, 5, 6 donnent la valeur efficace de I’erreur y (¢);

— les courbes de 1a fig. 4.12, 1e gain g du correcteur D* (z);

— les courbes des fig. 4.8, 9, 10, 11, les valeurs des coeflicients a1, as, B1,
Bz de D* (3); |

— les courbes de la fig. 4.13, 1a valeur du paramétre de Lagrange ce qui
détermine entiérement les pdles et zéros de la fonction de transfert totale T*

(). ’

Le probléme est de ce fait entiérement résolu.

4.64. RESULTATS THEORIQUES ET RESULTATS DE SIMULATION. — En dehors
des courbes de performances, le programme de résolution du probléme d’opti-
misation fournit aussi les courbes de réponse transitoire. Les fig. 4.14, 15 don-
nent les réponses transitoires & un échelon de position et de dérivée seconde
pour deux valeurs du gain dans le cas ot k2 = 14 sec/rad. On notera le grand
dépassement des réponses & un échelon de position, tribut que 1’on doit payer
pour avoir la sensibilité minimale du systéme au bruit et une bonne réponse
a un échelon de dérivée seconde.

Ce genre de systéme n’est pas congu pour avoir une honne réponse a un
échelon de position et il serait malséant de 1’utiliser dans des circonstances
ol un recalage est nécessaire. Dans de telles conditions, il est préférable d’avoir
deux correcteurs : un pour le recalage 4 temps de réponse minimum du type
tout ou rien (8.29) et celui de notre étude en régime permanent. Le passage
de I'un a ’autre ne présente aucune difficulté. '

Nous avons tenu a vérifier ’exactitude de notre théorie et de nos calculs
et surtout voir si les hypothéses faites qui nous permettaient d’aborder le
probléme mathématiquement n’étaient pas trop en contradiction avec la théorie.
Pour ce faire, nous avons monté la simulation représentée, fig. 4.20, dans
laquelle le calculateur était un véritable calculateur arithmétique en ligne,
la partie analogique était réalisée avec des amplificateurs & courant continu
de la S.E.A. du type 3 ATC 3 et le bruit fourni par un générateur de bruit
Elgenco modele 401, ou par une bande magnétique tournant indéfiniment
sur elle-méme. ’

La fig. 4.16 est I’enregistrement de la réponse & un échelon de position et
un échelon de dérivée seconde.

La fig. 4.17 représente I’erreur y (¢) du systéme quand on met a ’entrée un
bruit de 14 sec/rad et des échelons de = 10 sec~2 avec le correcteur correspon-'
dant et un gain de 4. , o

On notera la coincidence presque parfaite des résultats théoriques et de
Iexpérience. ' o S
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Les fig. 4.18 et 4.19 montrent ce qui se passe quand on ne met ni filtre avant
échantillonnage, ni antifiltre, ou bien un filtrage trop faible. L’erreur atteint
des valeurs énormes. '

§ 4.7. Conelusion

Dans ce chapitre, nous avons montré comment aborder et résoudre par la
“théorie de optimisation, modifiée et appliquée aux systémes échantillonnés,
un probléme industriel. Les calculs qui ménent & la solution sont pénibles
et leur exécution cofite certainement trés cher. Certains objecteront que seuls
certains organismes disposant d’un laboratoire de calculs et de spécialistes
peuvent se permettre le luxe de pareilles solutions. Nous en sommes entié-
rement convaincus, mais nous pensons, en premier lieu, qu’il est nécessaire
que nous multiplions les spécialistes dans ce domaine et que se créent des
laboratoires de calculs auxquels les industries pourront confier leurs problémes,
car entre la solution optimale et la solution classique dans laquelle le correcteur
est une simple avance de phase, il existe 50 9, de différence entre les perfor-
mances et certainement plus quant a la bonne utilisation du calculateur.
En outre, nous défions quiconque de trouver la solution optimale & tatons.

Nota. — Dans ce chapitre et le suivant, I’unité de position n’est en aucun
endroit spécifiée. Nous n’avons pas pensé qu’il était nécessaire de le faire,
car elle peut étre quelconque.
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Fig. 4.7. — Lieu des racines dans le cas ou g = 2, k2 = 14 sec/rad
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Fig. 4.9. — Variations du coefficient a2

en fonction du gain g pour trois valeurs du bruit £2 : 7, 14, 21 sec/rad
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o

Fig. 4.10. — Variations du coefficient 21

en fonction du gain g pour trois valeurs du bruit k2 : 7, 14, 21 sec/rad
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Fig. 4.11. — Variations du coefficient £2

en fonction du gain g pour trois valeurs du bruit 42 : 7, 14, 21 sec/rad
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Fig. 4.12. — Variation de la valeur efficace du signal saturant gs (2)

en fonction du gain g pour trois valeurs du bruit k2 : 7, 14, 21 sec/rad

éog%

Fig. 4.13. — Variation du gain g en fonction du paramétre de Lagrange 12
pour trois valeurs de 42 : 7, 14, 21 sec/rad
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Fig. 4.14. — Réponse transitoire 4 un échelon unité de position s (2)
dans le cas out k% = 14 sec/rad
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Fig. 4.15. — Réponse transitoire & un échelon unité de dérivée seconde ¥ ()

dans le cas on k% = 14 sec/rad
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A. Réponse & un échelon de position 40, dans le cas ol g =4, k% = 14 sec/rad

B. Réponse a un échelon de dérivée seconde de 20 sec-2 dans le cas ol & = 4, k2 = 14 sec/rad

Fig. 4.16. — Réponse & un échelon de position et de dérivée seconde
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Fig. 4.18. — Pas de filtrage avant échantillonnage. %2 = 14 secfrad, g = 4
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CHAPITRE V

AUTO-OPTIMISATION D’UNE BOUCLE D’ASSERVISSEMENT
DANS LE CAS D’ENTREES NON STATIONNAIRES
ET DE LIMITES DE SATURATIONS VARIABLES

§ 5.0. Introduction

Que V’on ait assisté ou que I’on ait lu le compte-rendu du Congrés de 'I.F.A.C.
(International Federation for Automatic Control) en juin 1960 & Moscou, que
Von soit un fidéle lecteur des revues de I'I.R.E. (Institute of Radio Engineers)
ou de ’A.LLE.E. (American Institute of Electrical Engineers), une impression
générale se dégage : la mode est aux systémes adaptatifs. Les noms soni tres
divers; ou rencontre : adaptatifs, auto-adaptatifs, auto-optimisants et beaucoup
d’autres. Lors de notre passage au W.A.D.C. (Wright Air Development Center)
Dayton, Ohio, ot s’était tenu, en janvier 1959, un congrés sur les systémes
adaptatifs, nous avons eu I"impression, d’aprés les rapporteurs, que 1’attribution
de noms et de définitions avait été le souci primordial de cette session.Nous
n’entrerons pas dans le sein de ces querelles byzantines qui n’en continuent
pas moins, mais nous retirerons de tout cela, I’impression générale suivante :
le concept d’asservissement linéaire est dépassé; on exige des systémes des
performances de plus en plus sévéres et en particulier, on leur demande
de s’adapter aux variations des conditions extérieures. Des performances
moyennes axées sur des données moyennes ne sont plus acceptables. Un bon
exemple est celui des pilotes automatiques : au début, le pilote automatique
travaillait en vol dans des conditions peu différentes de celles du sol, en raison
de la faible gamme de vitesses et d’altitudes de I’avion; ’apparition d’avions
supersoniques, pouvant voler a 300-m/sec prés du sol et 4 600 m/sec & 20 000
metres, compliqua le probléme; il devint complétement insoluble par les
méthodes habituelles dans le cas du vol d’une fusée qui passe en quelques
secondes de 0 a.20 000 metres et dont la fonction de transfert doit avoir des
caractéristiques & peu prés constantes au cours du vol.

Il n’est pas dans notre intention au cours de ce chapitre de passer en revue
les différents modes de systémes adaptatifs. Certains I'ont déja fait (1), il y a
deux ans; malheureusement, deux ans c’est déja vieux dans ce domaine.

Dans le cours de notre « Introduction » au début de cet ouvrage, nous avons
suggéré qu’il pouvait exister autre chose quand nous avons dit que la théorie
de WIENER était un compromis qui permettait de donner une solution mathéma-
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tique simple au probléme de 1’étude statistique des asservissements. En effet,
Phypothése de stationnarité et d’ergodicité concernant la distribution statis-
tique des entrées est en pratique rarement satisfaite.

Un cas rencontré fréquemment est celui dans lequel 1a déformation des spec-
tres se fait de fagon continue par la multiplication par un facteur fonction du
temps. ' '

Dans le cas ol la variation de ce facteur est suffisamment lente comparée
A la réponse du systéme, on peut considérer que les phénoménes sont station-
naires dans un intervalle T et faire évoluer les coeflicients du correcteur de ia
boucle, par bonds, afin d’essayer de conserver les performances optimales
du systéme.

La modification des coefficients du systéme peut se faire de deux maniéres :

10 Mesurer les caractéristiques des entrées dans 1’intervalle T1 et modifier

les coefficients du correcteur en conséquence. C’est une correction en boucle
ouverte illustrée par la fig. 5.1, et le systéme est dit adaptatif.

mesure et calculs des
nouveaux coefficrents

¥

correcteur elements fires

, S
entrée sortie

Fig. 5.1. — Systéme” adaptatif

20 Mesurer un ou plusieurs paramétres, caractérisant les performances
du systéme et modifier en conséquence les coefficients du correcteur. Nous
avons alors un systéme fonctionnant en boucle fermée, illustré par la fig. 5.2
et appelé auto-optimisant, ou auto-adaptatif selon que la boucle principale
a été optimisée ou pas.

mesure d’une performance et
calculs des coefficients

correcteur elements fixes

sortie

Fig. 5.2. — Systéme auto-optimisant ou auto-adaptatif
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Nous pensons que la premiére réalisation d’un systeme auto-optimisant
fut faite par I’ Anglais A. P. RoserTs (22) d’apreés une idée de E. G. C. Burr (3).
L’idée de base est la suivante : dans une boucle d’asservissement optimisée,
le signal d’erreur entrant dans le correcteur a un spectre blanc. On analyse
Uerreur a haute et basse fréquence et 1’on compare les niveaux. S’il existe une
différence, c’est que les entrées ont changé et cette différence est utilisée pour
modifier les coefficients du correcteur, afin de ramener le systéme dans les
conditions optimales de fonctionnement.

Nous avons deux reproches & faire & cette étude.

Primo. — 11 n’est fait aucune étude théorique de la stabilité de 1a boucle
d’auto-optimisation.

Secundo. — 11 n’est pas possible de Pappliquer de fagon trés simple & un
systéme ayant des contraintes.

De son coté, S. S. L. CuaNG (6) a fait une trés intéressante analyse de ’opti-
misation de la boucle d’auto-adaptation. Nous y avons puisé des idées, mais le
caractére trop restrictif (un seul paramétre ajustable) ne nous a pas permis de
Pappliquer a notre probiéme.

De tous les travaux faits jusqu’a ce jour sur les systémes auto-adaptatifs ou
optimisants, il est difficile d’extraire une théorie générale. Chaque cas est un
cas d’espeéce. Le notre n’a pas échapé a cette reégle, mais nous pensons que son

- exposé apportera quelques éléments nouveaux a cette branche naissante des
‘asservissements.

§ 5.1. Aspect philosophique de P’auto-optimisation

Nous ne serons pas les premiers a remarquer que le concept de 1’auto-opti-
misation est né de I"observation des &tre vivants et qu’un des caractéres mar-
quants qui différentie le monde animé de ’inanimé est sa possibilité d’évolution
et d’adaptation a des conditions extérieures changeantes; mais nous pensons
que cette observation doit &tre poussée plus loin.

Les possibilités d’un &tre vivant peuvent &tre caractérisées par un certain
nombre de performances qu’il cherche soit & maintenir & un extréme, soit a
une valeur moyenne quelles que soient les variations de conditions extérieures
ou intérieures. Cette adaptation sera possible si les variations externes ou
internes sont suffisamment lentes comparées aux moyens de détection et d’adap-
tation de 1’étre vivant. Prenons un exemple : le liévre des neiges change de
couleur avec les saisons. En hiver, il est blanc, et fauve en été; la performance
optimale du liévre des neiges est d’étre camouflé le mieux possible pour échap-
per & ses ennemis avec le minimum de déplacement ou de vigilance. Ce chan-
gement de pelage doit se faire avec une légére anticipation sur la venue de la
saison pour tenir compte du fait que ’opération n’est pasinstantanée. Le proces-
sus de ces transformations et leur déclenchement est certainement devenu
instinctif et héréditaire, mais supposons qu’il soit conscient. Un'liévre myope
aura de fortes chances de ne pas découvrir les signes précurseurs du change-
ment de saison et ne déclenchera I’opération mue qu’aux premiéres neiges de
hiver ou aux premiers chauds soleils de 1°été et ce sera trop tard. D’autre part

MEMORIAL DE L’ARTILLERIE FRANGAISE. — T. 35, 1961, 3¢ rasc. 23
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si I’on transporte par avion un lidvre, méme doté de sens aigus, des neiges des
Alpes au désert du Sahara, il aura peut-&tre le temps de détecter le changement
de climat, mais la transformation ne sera pas assez rapide. Un changement
rapide pourrait d’ailleurs modifier le métabolisme de 1’animal entrainant un
affaiblissement qui le rendrait trés vulnérable. Enfin, imaginons un liévre
chez lequel le vieillissement entraine un ralentissement dans la mue. Si ses
sens gardent la méme acuité, il lui faudra détecter de plus en plus tot, le chan-
gement des saisons pour conserver les mémes performances optimales, jusqu’au
jour ot il y aura une détérioration telle de ce systéme de défense que le liévre
périra sous les serres d’un aigle.

Nous venons de décrire ici la philosophie imagée d’un systéme adaptatif
illustré fig. 5.3.

mesure des

o caracteristigues
moadification A
correcteur
o+ G (s) '
ree = A sortie
ené som COFDMXEW ca/“acée_r/sz‘/gue , L
A (s) variable
Fig. 5.3. — Systéme adaptatif et auto-adaptatif

Une boucle d’asservissement comprend un correcteur D (s) et une fonction
de transfert G (s). Cette boucle a été calculée pour avoir des caractéristiques
optimales dans certaines circonstances. Au cours du temps, les caractéristiques
de Tentrée évoluent ainsi que la fonction G (s). Les boucles d’adaptation et
d’auto-adaptation ont pour but de modifier D (s) de maniére & conserver opti-
males les performances du systéme en utilisant pour information l’entrée et
une ou des performances de la boucle.

Pour détecter les variations de 1’entrée ou des performances, il faudra les
observer pendant un temps suffisamment long pour détecter un changement
et cependant pas trop long, car autrement il sera trop tard pour utiliser cette
information utilement. En outre, 1la modification du correcteur devra se faire
en prévoyant T’état futur du systéme. La modification du correcteur D (s)
doit &tre assez lente, donc aussi la modification des données extérieures et
intérieures, pour qu’elle n’entraine pas de perturbation notable dans la boucle
principale. Enfin, la variation de G (s) doit &tre limitée si I’on désire conserver
4 la boucle des performances constantes. )

Nous voyons donc & la lumiére de ces considérations qu’il nous faut :

a. Etablir avec précision le domaine de variation des éléments susceptibles
de changer et les tolérances permises sur les performances du systéme;
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b. S’assurer que la variation des éléments « entrée » et « caractéristiques G
(s) » est suffisamment lente pour que la modification du correcteur D (s), en
supposant immédiate la détection des variations et 1’adaptation de D (s) au
nouvel état, n’entraine pas une perturbation dans la boucle principale, supé-
rieure & la tolérance admise sur les performances;

c. Déterminer un intervalle de mesure des éléments variables qui soit ni
trop court, pour que 'imprécision sur la connaissance de ces derniers soit
faible, ni trop long pour que le principe de 1’adaptation ne perde pas de son
intérét; '

d. Etudier 1a stabilité de la boucle d’adaptation.

Nous allons appliquer les considérations générales développées ci-dessus
au probléme traité dans le chapitre IV.

§. 5.2. Etude mathématique de 1’auto-optimisation

5.21. DOMAINE DE VARIATION. — L’optimisation de la boucle examinée dans
le chapitre IV a éié faite en supposant que la limitation en dérivée seconde
qs (¢) était fixe et que les signaux d’entrée appartenaient respectivement a
un groupe de signaux aléatoires stationnaires ergodiques, et que ces signaux
sont présents depuls ! = — oo et existeront ]usqu at= -+ oo.

Examinons ce qui de tout cela subsiste et quelles sont les deterloratlons des
hypotheéses. ,

Les signaux d’entrée ne sont pas présents de £=—oco & ¢t = 4 co, mais
introduits & I'instant £ = 0 et la réponse de 1a boucle n’est intéressante qu’entre
t =0 et t =40 sec. Cela a relativement peu d’importance car le transi-
toire du systéme a 1’établissement d’un bruit blanc est quasi nul, quand au
signal il exprime qu’une fois au cours des 40 sec, un échelon de dérivée
seconde peut se produire; il ne pose donc aucun probléme.

Le signal caractérisé par ®ss (s) conserve ses propriétés de stationnarité et
d’ergodicité.

Le bruit n (¢) n’est pas stationnaire; son niveau varie au cours du temps.
Si Yon considére un intervalle faible, on peut admettre qu’il est stationnaire,
que son specire est blanc de niveau @, = k2. Le coeflicient £ peut varier au
~maximum de facon linéaire entre :

sec sec
- et 5 \/ —3
entre Iinstant ¢ == 0 et ¢ = 40 sec.

La limite de saturation os; de g5 (¢) varie linéairement au maximum entre
140 sec2: et 30 sec2 quand ¢ passe de 0 & 40 sec. On connait sa valeur a
chaque instant sans retard.

Nous voyons que deux éléments sont variables; 1’un relatif & ’entrée :
le bruit; I'autre relatif au systéme : la limite de saturation de g5 (¢). Ces deux

éléments sont indépendants dans leurs variations qui sont comprises entre
les extrémes définis ci-dessus et zéro.

23.
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Nous avons trouvé commode de représenter le domaine de variation de I’opti-
misation dans le plan des courbes de performance. Il est limité par les deux
courbes de performances correspondant 4 un niveau de bruit de k2 — 4 sec/
rad et 25 sec/rad et les deux verticales o 4, = 15 et 70 sec-2 cela quand on admet
une probabilité de saturation de 5 9. . ‘

La courbe AC représente 1’évolution du systéme dans les conditions les plus
dures, puisque le bruit augmente de 4 4 25 sec/rad alors que la limite de satu-
- ration s’écroule de 140 & 30 sec-2. Les autres évolutions du systéme pour des
variations moins rapides décrivent d’autres courbes, aisées a imaginer, toutes
situées a 'intérieur de ce domaine.

oy}

0 15 70

Fig. 5.4. — Domaine de variation de ’optimisation

Pour une valeur déterminée de k2 et oy, c’est-A-dire un point dans le
domaine, le correcteur optimum a pour expression :

_ z (22 — a1 2+ ag)
D* () &G (22—Prz4Bo)

Quand on décrit le domaine, les coefficients a1, ao, B1, B2 vont respective-
ment décrire des surfaces. Le choix des variables indépendantes est primor-
dial, car il conditionne une solution simple ou complexe du probléme d’auto-
optimisation. '

Un probléme d’optimisation est entiérement déterminé par la connaissance
des deux spectres d’entrée et la limite de saturation. On constate dans le cas
analogique (appendice V), comme dans le cas digital (chapitre IV) quoique ce
soit un peu plus caché, que les coefficients du correcteur optimal dépendent

3 hy
du rapport ¢ = \/ % et du parameétre de Lagrange p. Comme «a » est fixe,

les deux variables indépendantes sont k et p-
Nous avons pensé qu’il serait plus intéressant d’adopter k et g comme varia-
bles indépendantes, ce qui nous a donné

ar=o1(k, g) Br1=pB1(k, g)
ag=as (k, g) Be= B2 (k, g).
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Sur les fig. 4.8, 9, 10, 11 nous avonstracé les variations des coeflicients en fonc-
tion de g pour trois valeurs de k. Une chose frappe : c’est la faible influence
de la variation de k sur ces coeflicients; ceci est dit & deux choses : premiére-
ment, la limitation imposée par le domaine de variation de 1’optimisation;
deuxiémement, le choix de la variable indépendante g.

Une question alors se pose : cette influence, méme faible de & a-t-elle une
importance fondamentale sur les performances du systéme? Ici tout naturel-
lement, doit prendre place une étude que beaucoup d’auteurs ont négligée
et dont 1’idée revient & M. P. LEFEVRE : « La sensibilité de 1'optimi-
sation », c’est-a-dire 1’étude de la détérioration des performances du systéme
quand on fait varier un ou plusieurs coefficients autour de la position optimale.
Des résultats partiels dans le domaine analogique ont montré que des variations
du gain de 20 9, autour de la position optimale n’entrainaient pas un accrois-
sement sensible de la valeur efficace de ’erreur. Expérimentalement, nous
avons constaté la méme chose; nous avons constaté aussi que 1’on pouvait
négliger I'influence de £ sur les coeflicients & condition de conserver la valeur
de certains groupements; en particulier, les valeurs 1 — a1 + a2, 1 — 81+ Be,
sont trés importantes, car elles déterminent le pas d’intégration de la réponse
du correcteur D* (z) & un échelon de position en régime permanent (z — 1)
soit :

gl—amtas)
T=fitfe
par période T.

Nous avons donc été conduits dans un but de simplification & supposer que
les coeflicients a1, a2, B1, B2 sont fonction uniquement de g. Nous avons adopté
ceux correspondant & un A2 moyen soit 14 sec/rad. Si dans le cas analogique,
il est concevable d’utiliser les formules exactes, liant les coeflicients au gain g,
cela ne I'est pas dans le domaine arithmétique en raison de la complexité des
expressions. Nous avons assimilé les courbes des a et 6 & des hyperboles et
obtenu une trés bonne représentation en prenant :

o 2525840454 11,0655+ 0,280
1= 1,525 +0,111 *2 = 1,525+ 0,069
6= —0,300g +1,232 Gy —0,074g+ 0,580
1= 70,0725+ 1 27 70,6708+ 1

5.22. INFLUENCE DE LA VARIATION DES ELEMENTS SUR LES PERFORMANCES
pu sYsTEME. — Cette étude préliminaire est d’une importance capitale, car
elle permet de dire si oui ou non ’auto-optimisation est possible.

11 s’agit, en fait, de savoir si dans le cas ot la bande passante de la boucle
d’adaptation est infinie, c’est-d-dire que le correcteur D (s) est & chaque instant
le correcteur optimal (cas le plus favorable), la variation des coeflicients du
correcteur n’entraine pas des perturbations dans les performances du systéme
détruisant le bénéfice que ’on peut espérer de 1’auto-optimisation.

Nous avons borné notre étude a une simple vérification expérimentale, rapide
mais qui nous a permis de conclure que ’auto-optimisation était possible.
Notre but était de décrire la courbe AC de la fig. 5.4 sans avoir & procéder a
Panalyse de I’entrée ou des performances du systéme.
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Nous avons donc entre ¢ = 0 et 40 sec fait varié :

— e gain « g » du correcteur linéairement entre 7,5 et 1, limites supérieures
et inférieures correspondant approximativement aux points A et C. Le calcul
des coefficients a et B se faisait 4 la fréquence de prélévement des informations
entrant dans D* (2). Il est en effet aisé de concevoir qu’une fréquence supérieure
n’entrainerait aucune amélioration.

— le bruit » (¢) linéairement entre k£ =2 ;Z—% et 5.

Nous avons comparé la courbe obtenue aux courbes de la fig. 5.14 qui repré-
sentent la réponse du systéme en régime permanent pour deux valeurs fixes
du gain (g = 1, 3 et 4) et deux valeurs correspondantes du bruit (£2 = 25 sec/

rad et 14 sec/rad) et n’avons pu déceler de différence notable.

- Cette vérification est évidemment grossiére; elle ne méritait pas qu’on lui
consacre plus de temps, mais elle devait &tre faite.

5.23. ETUDE DE LA STABILITE DE LA BOUCLE D’ADAPTATION. — Nous ferons
1’étude de cette boucle en supposant déterminé l'intervalle T3 au cours duquel
on mesure ’évolution des caractéristiques des éléments variables. Nous verrons
plus tard comment nous 1’avons choisi.

Comme nous ’avons expliqué antérieurement, seules sont accessibles 2
’analyse 1’entrée e (t) et la sortie gs (z) du correcteur D* (2). De ce fait, I’adap-
tation était impossible et il fallait faire de I’auto-adaptation ou plus exactement
de T'auto-optimisation en mesurant les performances du systéme au niveau
de Terreur e (¢) ou de la dérivée seconde gs (t). En effet, puisque nous avons
réussi 4 ramener le probléme 4 une étude & un paramétre, le gain g, la mesure
d’une performance est suffisante. Nous imposant une limite sur la valeur effi-
cace du signal saturant, la mesure de ¢ (f) nous a paru naturelle.

Nous avons donc congula boucle d’auto-optimisation de la maniére suivante :

— calcul de 1a valeur efficace du signal saturant ¢s (¢) que nous appellerons
o* (#)3

— comparaison de cette valeur efficace 4 la valeur efficace imposée o (t)
qui est égale & la moitié de la limite de saturation quand on ne veut pas dépas-
ser une probabilité de saturation de 5 %;

— &laboration & partir de ce terme erreur o (t) —o™ (1) du gain g* (¢)
aprés passage & travers un correcteur arithmétique H* (z1);

— calcul A partir de g* () des coeflicients a1, ag, 81, Be.

Les signaux o* (t) of (¢), g* (t) sont échantillonnés avec la période Ty et
nous poserons zi = el

La transformée dans le domaine Z; de g* (¢) se notera G* (z1). Nous avons
pensé que toute confusion avec la fonction G* () du chapitre III était impos-
sible puisque cette derniére n’intervient pas dans les calculs de ce chapitre.

5.2.3.1. Détermination de la valeur efficace o* (t). — Pour des raisons de
commodité, I’intervalle de temps T1 a été choisi multiple de T' = 0,4 seconde :

Ty = NT.
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Nous allons définir une valeur efficace instantanée de la maniére suivante :
A chaque instant ¢ de P'intervalle O-40 secondes, considérons les paramétres
du systéme, figés a la valeur qu’ils ont a cet instant et calculons la valeur effi-
cace du signal gs (¢) par la formule :

1 + 0O
7110900() — 00

Nous définissons ainsi une fonction du temps que nous appelons o (2),
valeur efficace instantanée. '

o (L)
o
i
, réeue _________ _;
tantanee ' In
nste /" O o !
: Ce ' I
[eul e i " |
1,j _________ 1 . ;
v i o meSUre | E
e ———— o —— ! e i
i Imstantan :I ! :
. [ |
Lour officd® : E :
yaleY ! : | ;
| : i : :
| | : : | o
0 T, 2T, (p-NT, pT, 40 sec
Fig. 5.5. — Valeur eflicace instantanée réelle et mesurée

L’intervalle T1 a été choisi de telle maniére que I’on ait avec une bonne appro-

ximation, la valeur efficace de ¢s(¢) quand, les paramétres étant figés, on
remplace o4 par : ‘

N
1 2
N 2 g5 (n) T.
n=1

L’évolution des paramétres du systéme (bruit, limite de saturation) est sup-
posée assez lente pour que 1'on puisse admetire une variation par palier de
o (¢) dans les intervalles p T et de ce fait une mesure de valeur efficace faite
dans (p — 1) T1, p T1 donne a Pinstant p T1 une bonne approximation de la
valeur efficace & U'instant (p — 1) T1. Donc la mesure de la valeur efficace donne

cette derniére avec un retard de une période T1 dont il faudra tenir compte
dans les calculs futurs.
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5.2.3.2. Calcul de H* (21). — Le calcul de H* (z1) représente une des grosses
difficultés de 1’auto-optimisation. Cela a souvent été fait a tatons. Nous présen-
tons ici une méthode qui, si elle n’est pas entiérement rigoureuse, a au moins le
mérite d’étre simple et de donner des résultats, en gros confirmés par ’expé
rience. :

La valeur efficace o (p T1) mesurée dans V'intervalle p Ty, (p + 1) T1 et
utilisée a ’instant (p + 1) Ty est fonction de :

g(0)T1, g(T1) ... g(pTh)
Ce (0) Tl, Ce (Tl) e .. Tg (pT1).

Pour faciliter les écritures, nous poserons :
A(pTy) =An».
Nous pouvons donc écrire :

cP=0? (g, d) j=0, ... p.

Le but de 1’auto-optimisation, dans ce cas particulier est de maintenir la
performance du systéme aussi prés que possible de la performance désirée,
c’est-a-dire o (p'T1) = o¢ (p'T1). La minimisation de la valeur efficace de I’erreur
y (¢) est automatiquement assurée, du fait de la forme du correcteur, si cette
performance est satisfaite.

11 existe d’autre part un ensemble de valeurs du gain g désigné par gy. . . g%
tel que

o? (gl, ol)y=oP j=0, ...p.

Ce & condition que o soit une valeur acceptable, c’est-d-dire supérieure
a I’asymptote verticale de la courbe de performances.
Si nous supposons que le gain est toujours & peu prés bien ajusté, nous pou-

vons développer o (p T1) en série de Taylor et nous limiter au premier terme.

p
. . . . do? . .
0-20( i, o)=0o? (gi, o)+ - J— a7y,
g7, al) (82> 7%) E[a g ] (87— &j)

L’intervalle Ty est supposé suffisamment grand pour que o? soit fonction
de g? seulement. Nous poserons :
Jdo?

Cr="-"".
gk

Nous montrerons ultérieurement qu’il est possible d’adopter pour C? une
valeur moyenne C. Notre équation devient donc :

o (pT1)=0ce(pT1) +Clg (pT1) — 8. (pT1)].
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La transformée dans le domaine z; de cette équation donne :

3} (51) — 2% (21) = C[Gy (e1) — G* (an).

Ecrivons d’un autre c6té que le gain g est élaboré a partir de la différence

oe(pT1) —o (p—1) Ty aprés passage a travers la transmittance H* (z1).
G* (z1) =H* (z1) [ZF (21) — 57! 2* (=)l
La boucle d’auto-optimisation est donc caractérisée par les deux équations :
37 () 3 (21) = C[6% (s1) — G ()]
_G* () =H*(21) [Z7 (1) — 7' 2% (1) ]-

Ce qui se traduit par le schéma fonctionnel ci-dessous :

1y ¥
1 (1—21 ) E, (21)\
* Ll PR e + * ~1 Fpeoy
Go( (z)% " Z [Z‘_e (11) z (21)] + o (z)-z7 2(z) S 6*(z,)
- Cz; H™(z,) >
P - 1
Fig. 5.6. — Schéma fonctionnel de la boucle d’auto-optimisation

Nous avons une boucle d’asservissement entre le gain idéal G} (z1) et le gain
réel G* (z1); la dérivée de la valeur efficace imposée (1 — z ) =¥ (z1) s’intro-
duit comme une perturbation.

Dans un but de simplification, nous avons décidé d’adopter pour H* (z;)
le correcteur le plus simple donnant une erreur nulle quand on met un échelon

. by 2 4 .
de vitesse 4 ’entrée, ce qui correspond probablement aux variation de G* (z1)
quitte a retoucher ensuite les coeflicients.

Le schéma série équivalent de la boucle d’auto-adaptation est figuré ci-
dessous : '

l 'Ze* (z,)
z1¥-1
c
*® +Y+
Gog (21) H"s" (21) | CZ1_1
G*(z1)

Fig. 5.7. — Schéma série équivalent de la fig. 5.6.

MEMORIAL DE L'ARTILLERIE FRANCAISE. — T. 35, 1961, 3¢ rasc. 23 A
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Entre HY (z1) et H* (21) nous avons la relation :

Hy (21)

% _ s .

U ()= = mr o

Posons H¥ (z1) = do + d1 z;". Nous déterminerons do et di en écrivant

que nous avons une erreur nulle pour un échelon de vitesse, c’est-a-dire :

T
Ga* (zl) = (Z1ji)2
E* (s1) = G (s1) [1— HF (21) Ca7']

Nous devons avoir :

im 2L E* () > 0
1
<1 > 1
~1 Tz s 1
SR ) = s P L HE () G
Il faut que :
1— H;‘- (Zl) C Zl_] == (1 — 2z 1)2
soit :

2 1
do:a— dl:_E.

Ce qui nous donne en définitive pour H* (z1).

2 z1 (21— 0,5)

H* (1) = s rmnye

Nous avons figuré ci-dessous la réponse & un échelon de position et de vitesse.
Nous constatons que la réaction du systéme est un peu trop vive et nous serons
certainement amenés a réduire le dépassement de la réponse a 1’échelon de
position.

Revenons maintenant 3 la détermination de la constante C. Nous avons vu
que :

do?P

p —_—
C 37
cela représente la dérivée partielle de 1a valeur efficace instantanée a V’instant
pT1 par rapport au gain g. Cette dérivée est prise le long de la transformée
de la courbe AC de 1a fig. 5.4 dans le plan (o4 . g). Cette valeur varie au cours
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A
G (z,)
2 L
LN S I
| !
I
! |
1 I
! I
i |
| !
| I
: |
0 ' |
T1 ZT1 3T1 ‘ t
Fig. 5.8. — Réponse a un échelon de position unité
}
*
G™(z,)
=
|
!
| |
L
‘ |
! i
i { H
o
| [ i
! i 1
o
S S
i I
: : i 1 1 t
4 N | i 1 r—
0 T1 2T, 3T 4T, 57 bT,
Fig. 5.9. — Réponse a un échelon de vitesse unité

23 A.
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du temps, mais nous avons décidé d’adopter une valeur moyenne correspon-

dant au point
g=4 o, = 37.

q.

Nous avons obtenu C :# 8.

et e o = — - e = Smam o - ——

Py
L

S

Fig. 5.10. — Domaine de variation de I’optimisation dans le plan (¢4, g)

<o
—
(#8]
I IO
X
wn

La valeur de ce coefficient C n’est pas primordiale car comme on le voit
sur la fig. 5.11 qui représente le lieu des racines de la boucle d’auto-optimi-
sation, la stabilité n’est guére compromise par les variations de C.

) axe imag.
plan z,
axe reel
C= o -1 C=0
Fig. 5.11. — Lieu des racines de la boucle d’auto-optimisation

5.2.3.3. Détermination de la longueur de Uintervalle T1. — Le choix de Ty
est délicat aussi. Si Ty est pris trop court la détermination de la valeur efficace
de gs (¢) se fait avec une grande imprécision; cela se traduit par I'introduction



OPTIMISATION ET AUTO-OPTIMISATION. 703

.le
aléatoires indésirables sur G* (z1). Si Ty est pris trop grand, la détermination

de o(p T1) est correcte mais des changements de gain n’étant pas assez
fréquents ils se font par variations brusques entrainant des perturbations dans
la boucle principale, supérieures aux tolérances sur les performances.

Des mesures faites sur des enregistrements nous ont donné une idée de la
valeur efficace de 1’erreur commise sur la mesure de o (p T1). Nous avons
commencé par prendre N = 10, c’est-a-dire que la valeur quadratique moyenne
mesurée est ‘

d’une perturbation au niveau de 27 (z1) qui peut entrainer des variations

10
qu(pN—l-i)T

o (pTr) = T

Le carré de la valeur efficace de ’erreur commise sur la mesure de o est :

R
e N [o—om P
T sl R
j=0

R—_——}OO

I'indice j se rapportant aux différentes mesures faites

ijz[l_E(amj)'J

o2 c
1 R
o .
E=g 2 on
=0
R___>oc‘

Des mesures portant sur R = 10 nous ont donné :
A, o
;‘7“/4“' 10 %.

H nous était difficile de dire si la précision était suffisante. Toutefois, nous
avons pensé qu’un intervalle plus grand serait peut-8tre souhaitable en raison
du temps de réponse du systéme 4 un échelon d’accélération. 11 faut, en effet,
environ 7 sec pour que la transitoire se calme. Nous avons donc inclus dans
le montage expérimental la possibilité d’étudier N = 16 et 20.

§ 5.3. Résultats expérimentaux

Le schéma de l’expérience est représenté par la fig. 5.12.

Nous allons rappeler les limites de variation des divers éléments :
— bruit : k2 varie entre 4 sec/rad et 25 sec/rad;

__ limite de saturation entre 30 sec-2 et 140 sec-?;

— gain g : entre 1 et 7,5.
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Les éléments expérimentaux sont les suivants :

Bruit. — Le bruit n (¢) est fourni par un générateur de bruit Elgenco modeéle
401 qui donne un bruit blanc gaussien entre 0 et 40 Hz. Il entre soit sur un
potentiomeétre, ce qui permet de le faire varier manuellement, soit sur un pro-
gramme de variation interne au calculateur arithmétique qui en fait varier le

niveau par palier comme figuré fig. 5.13.

Valeur efficace imposee
T affichable par_codeur
£ AN ! \6; ou @
g 0‘*({,)\?#’ variations proprommees
E 7.
G *
! E(Z1) T,
Generateur E
3 Décodeur et =
id brw_t 5 y | 9* (t) calcul de circurt E
R } la valeur blogueur R
- effrcace £
Q) @ T=04 Drogramme i caleul des <) (15
, $ec qet | &y 2 % ?
variation {51 {32 ¢3’x(3) E
sal®
LR,
. (Zz_o( z4ok,) | Décodeur et . 1 N
____2_“____7-_. - circurt > — g
(z-1)(z B2+ 3,) blogueur S y ()
Fig. 5.12. — Schéma de ’expérience d’auto-optimisation
Valeur efficace imposée oo (t). — On peut, soit I'afficher manuellement a

une valeur fixe par codeur externe, soit la faire varier selon un programme
identique A celui du bruit mais en opposition de phase. C’est-a-dire que lorsque

oe=15 sec2, ®,, =25 se-/rad.

|

|

(0]
—
[p]
AP
w
_l_-4 T 7
B
.

t sec

Fig. 5.13. — Programme de variation du bruit dans le cas ot T1 = 8 sec
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—H*(z1)=1 i%—z(lf_l%)? dans lequel on peut afficher différentes valeurs de
letd.
—N= '—,111,3 peut avoir les valeurs 10, 16, 20.

Le gain g a été limité inférieurement a 1,3 et supérieurement a 7.

Une série de tests décrits ci-dessous nous ont amenés a sélectionner comme
valeurs optimales

1=10,07 -
H* (z) — 207 21 (2 —05)

d= 0,5 (z—1)
N=16 T1=06,4 sec.

5.31. DESCRIPTION DES TESTS.

5.3.1.2. Contréle de stabilité (fig. 5.15). — On afliche une valeur fixe pour
la valeur efficace imposée oo = 40 sec-2 et on met un bruit de niveau constant
k2 = 9 sec/rad. Le gain doit se stabiliser & une valeur constante bien déter-
minée. La théorie donne g = 5. Sur la fig. 5.15 aprés le transitoire du début,
la stabilisation se fait entre 5 et 6.

5.3.1.2. Réponse & un échelon de bruis (fig. 5.16). — La valeur efficace impo-
sée ayant conservé sa valeur antérieure, on fait passer brusquement le bruit
de 0 2 9 sec/rad et 1’on observe la réponse transiteire du gain g (2).

La stabilisation doit se faire aux environs de 5. Quant au transitoire, il ren-
seigne sur la valeur des hypothéses faites dans le paragraphe 5.232.

Nous avons reproduit sur la fig. 5.16, la réponse transitoire calculée de la
boucle d’auto-optimisation théorique & un échelon de gain de 5 ce qui est
équivalent & un échelon de bruit. Nous avons trouvé :

G*(2) = 2,82 1+5452"2+7,852"34+7,52744+6,525+5,42°
+4,4z2"7"4+3,8z278+ ...

Nous avons été étonnés par la coincidence des deux courbes.

5.3.1.3. Réponse & un bruit variable (fig. 5.17). — La valeur efficace imposée
étant fixe o, = 40 sec-2, on fait varier le niveau de bruit manuellement a 1’aide
du potentiométre de fagon aussi linéaire que possible. Dans la premiere moitié
de ’enregistrement de 1a fig. 5.16, le bruit passe de 4 3 25 sec/rad en 53 sec
et dans la seconde moitié 25 sec/rad & 0 en 40 sec. On doit observer une
décroissance, puis une croissance réguli¢re du gain g (t). La valeur eflicace
de gs (¢) doit se maintenir aux environs de 40 sec-2, sauf quand on est limité
par 1’écrétage supérieur du gain & 7 auquel cas, elle décroit. Les fluctuations
de ¥ (t), puisqu’il est difficile de parler de valeur efficace, doivent €tre compa-
rables 4 celles que 1’on obtient quand on fige le gain du systéme & diverses
valeurs. Cette évaluation est évidemment trés subjective.
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_réponse transitaire
2nsit e
talcu

me - 1sec |

}’ (t}

Fig. 5.16. — Réponses & un échelon de bruit o, = 40 sec-2
k? varie brusquement de 0 3 9 sec/rad
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Fig. 5.17. — Réponses du systéme i un bruit variable; o. = 40 sec-2
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5.3.1.4. Essais complets d’auto-optimisation (fig. 5.18). — Dans cette phase
finale, le programme complet de variation du bruit et de la valeur efficace est
mis en route; on met les échelons de + 10 sec-2 au moins, une fois toutes les
40 sec.

L’enregistrement de la fig. 5.18 est le fragment d’un essai d’endurance qui
dura trente-cinq minutes, au cours duquel on a révélé aucune anomalie.

On notera la variation réguliere du gain g (z) qui suit assez fidélement la
variation programmée de la valeur efficace imposée

Nous avons tracé sur I’enregistrement du signal saturant gs () la courbe
de limite de saturation qui est obtenue en prenant 2 o, (¢); le signal g; (t) doit
se trouver 95 9, du temps a Pintérieur. o

Le signal y (£) ne présente pas de perturbations anormales si on le compare
aux courbes de la fig. 5.14.

§ 5.4. Coneclusion

La conclusion de cette étude est positive : nous avons réussi i faire de
Yauto-optimisation dans des conditions excessivement dures, en raison de la
variation trés rapide du niveau du spectre de bruit et de 1a limite de saturation.
Le but recherché, maintenir la valeur efficace instantanée du signal saturant
égale & une certaine fonction du temps imposée, tout en gardant minimale
la valeur efficace de I’erreur, a été atteint. Malgré cela, nous ne pousserons
pas un cri de victoire car nous avons eu ’impression de nous déplacer aux
limites de I"impossible. Dans les mois qui suivront, nous avons I’intention de .
perfectionner les performances de la boucle d’auto-optimisation en prélevant
la valeur efficace imposée avec une fréquence supérieure & celle du caleul
de la valeur efficace du signal saturant. Nous aurons ainsi une variation moins
heurtée du gain. Cela nous permetira de faire face & des variations encore plus
rapides des éléments externes et internes. Mais nous sentons que nous sommes
pres du fond, et ce fond, c’est celui d’une impasse. Comme nous ’avons dit
dans notre introduction, ’auto-optimisation est un rattrapage qui nous a
permis de reculer le moment ot il faudra se jetter dans la théorie des systémes
non linéaires. C’est 13, nous le croyons, la voie de demain pour les théoriciens
des systémes asservis. ' ’
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GONCLUSION

Quelles impressions générales 4 dégager en fin de cette étude?

En premier lieu, garder a 1’esprit que le choix de la période d’échantillon-
nage est essentiel. Prendre une période trop faible, c’est condamner le calcu-
lateur arithmétique en temps réel au profit du calculateur analogique; prendre
une période trop grande, c’est détériorer les performances escomptables du
systéme.

Le bruit qui entache toujours plus ou moins le signal d’entrée d’un systéme,
ne doit pas &tre négligé et une étude de son spectre n’est pas du temps perdu.
L’usage d’un filtre et d’un anti-filire permettra de se débarrasser en quasi-
totalité de ses effets facheux.

L’étude de 'optimisation des systémes échantillonnés ne s’est pas faite
sans soulever quelques points épineux, tels que la non-stationnarité des
signaux échantillonnés, qui n’existent pas dans le domaine S. Nous sommes
malgré cela arrivés & une formule simple donnant le correcteur optimum.

L’application de cette théorie aux problémes pratiques fera hésiter certains,
surtout si on compare le volume des calculs dans le domaine Z & ceux dans
le domaine S. Cette difficulté n’existe plus; une programmation compléte
de Poptimisation dans le domaine Z sur 650 IBM a été mise au point. Elle
permet d’obtenir aisément les coefficients du correcteur optimum, les courbes
de performances, les réponses transitoires. La recherche scientifique poussée,
et la théorie de I"optimisation appartient & ce domaine, ne peut plus survivre
sans l'aide de calculatrices numériques.

Pourquoi tellement insister sur cette théorie.

Parce que son application nous a montré qu’au prix d’une détérioration
des performances de 10 9%, on pouvait prélever les informations avec une
fréquence excessivement faible et ¢a c’est une grande victoire sur I’analogique.

L’auto-optimisation, branche nouvelle des asservissements, ne fait que
confirmer cette victoire. Les résultats étonnants que nous avons obtenus
grice & un certain nombre de manipulations non linéaires sur les données,
demanderaient des montages d’une complexité effroyable et peu siirs avec
des éléments analogiques.

L’auto-optimisation, théorie neuve est une théorie condamnée. Demain,
elle ne sera plus qu’un paragraphe de la théorie des systémes non linéaires.
Ce sera la liaison, la transition entre le linéaire et le non linéaire. Mais 1’aube
de demain ne pointera pas avant dix ans. En attendant il faut vivre.

Ruelle, avril 1961.
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APPENDICE 1

’l_"RAN_SFORMATION EN 7 BILATERALE

Soit une fonction f (f) définie pour tout ¢ et ayant une transformée de

Laplace F (s).
F(s)—_—foof(t) 5 di
F(s):f0 f@)estdt+ f+oof(t)e-stdt

:fjoof(—t) e+-">‘tdt+ j:roof(t) e~st dt.

Posons :

Gl(s)=j; f(—t)e+stdz:f0 fl=t) e i gs

Gs (s) = fo F () et dt
F (s) — G1 (—s) + Ga (s).

G1 (-s) et G2 (s) s’obtiennent a partir de F (s) en décomposant cette derniére
en éléments ayant leurs poles dans la partie droite et dans la partie gauche du
plan s.

Par définition, la transformée en Z bilatérale est :

F* (o) = 3 £(KT) =

le=— 00

F* () = > f(ET) 2%+ 3 f(KT) 2% — f(0).
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Or nous avons :

3 KD 7% = Z[Gz ()] = G (2)-

k=0
Mais d’autre part :

+00

0
S FET) k= Zf(— nT) zn,
h=—00 n=0
Soit :
Gi (5) = Z [G1 ().
Nous en déduisons :

+00 :

N f(—nT)zn= G} (=)

D’ot1 Texpression de la transformée en Z bilatérale de F (s) :

F*(z) = G (1) +G3 (3) =S (0)

/ (0) s’obtient aisément en prenant :

/(0) = 1irr{: s Ge (s).

—
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APPENDICE 1T

FORMULE GENERALE PERMETTANT D’OBTENIR
LA TRANSFORMEE EN Z DR

1 .
(s + ay*

Comme nous avons pu le constater dans le chapitre 1V, la théorie de I'opti-
misation des systémes échantillonnés conduit a calculer des transformées en Z
de transformées de Laplace ayant au dénominateur des p6les multiples d’ordre
trés élevés. La décomposition de la transformée de Laplace, en éléments

simples, raméne le probléme 2 la recherche de transformées en Z, d’expressions
de la forme :

_t
(s +a)"

La formule générale donnée dans les ouvrages

[t~ [ )

devient rapidement inexploitable dés que n = 3. Nous avons donc cherché
une formule de récurrence.

Nous avons calculé les quatre premiéres formules et leur inspection nous
a permis de supposer que l'expression générale était :

1 7 Tr—1 u[1+u"‘2+a},’ (u+ur =3+ ... a} (u’“-l-u”—z_k)]'
L (s +a)"J (1! (1—u)n

Dans laquelle :

u=e* z 1



716 - P.-L. THELLIER.

ay, coefficient numérique dont 1’indice supérieur est relatif & la transformée
d’ordre n et 1indice inférieur & son rang dans le numérateur.

° » ]- - ’ .
Pour obtenir la transformée en Z de ———— nous avons écrit :
(s+a)rti
[ 1 7 19 1
zl. - 1oy 1

Grap+i] 7 9 [(s+a)n]
)
da

d’oti :

Z I 1 ]MT_nui l:u_}_ww-l_}_a'; (u2+un—2)+,,,+az(uk~1+un—1——lc)]
[(s—{—a,)"'*l T r! T u (L—uyn

La dérivation du crochet, ’arrangement des termes et ’identification nous
permet d’écrire la formule générale et les formules de récurrence donnant

les coefficients aj.

[ 1 7 T=1 “ [l—l—un_z—[-a'l’ (utur=3)4 ... +a; (U4 un—2-K)
(s +a)"J C(n—1)! (1 —un) }

u=e T z-1
at=2a}"'+n-—-2

ay=3ay '+ @—3)a}!

--------------------

Ces formules de calcul pas & pas des coefficients peuvent se fondre en
une relation unique obtenue aprés de longs calculs que nous ne reprodui-
rons pas ici : ‘

ap=Cop+o)'=Clpr'+ .....
+(—=D2Ci (p—g+D1)" 1+ ...... +(=1HrCr

. , 1 .
On obtient la transformée en Z de = en faisant tendre a vers O.
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Nous donnerons ci-dessous le tableau des transformées jusqu’a n = 9.

G(s) G* (2)

1 1
s+a l—u

1 Tu
(s+a)? (1—u)?

1 '_I'%u(l—l—u)
(s+a)? 2 (1—u3

1 T?u(l—{—uz-{-élu)
(s +a)* 6 (1—u)*

1 'Eu T14ud+11 (u+u2)]
(s+a)® 41 | 1—u)

1 T5u”1+u4+26(u+u3)+66u2]
(s+a)s 5! L - (1—u)s

1 Tﬁu"1+u5+57(u+u4)+302(u2+u3)}
(s+a)? 6! L (1 —uw)?

1 '_I‘7u 14+u84+120 (u+uf)+1191 (u2+ 24+ 2416 u3]
(s+a)® 71! (1 —u)’

1 Ts [1 F+u? 4247 (u+ub) + 4293 (u2+uf)+ 15619 (u3+u4)v‘|
Gta)® g1¥ d=u)p
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APPENDICE Il

SIMULATION SUR MACHINE ANALOGIQUE
D’UNE BOUCLE D’ASSERVISSEMENT
COMPORTANT UN COMPENSATEUR ARITHMETIQUE

§ A. 3.0. Introduction

Le premier travail de 1'ingénieur, qui désire faire 1’étude mathématique
d’une boucle d’asservissement, qu’il aura a réaliser par la suite, est de dresser
un schéma fonctionnel aussi réaliste que possible des divers constituants du
systéme. Il doit y faire figurer toutes les fonctions de transfert et les non-
linéarités. "

Ce schéma est généralement inexploitable mathématiquement, en raison
de sa complexité. 11 doit donc éliminer le secondaire au profit de 1’essentiel
afin que le nouveau systéme soit d’un abord plus aisé. Une fois la solution
théorique obtenue, 1'ingénieur doit réintégrer dans la boucle ce qu’il avait
laissé de coté, essayer d’en compenser les effets et voir dans quelle mesure
il y a détérioration des propriétés antérieurement calculées.

1 est parfois aisé de tenir compte, sur le papier de l'effet de fonctions de
transfert, ayant leurs pdles éloignés de 1’origine, ou bien de certaines non-
linéarités. Nous pensons, en particulier, & 1’'usage que ’on peut faire du lieu
d’Evans ou du plan des phases. Mais il n’en est pas toujours ainsi et de ce
fait, ingénieur peut désirer, avant construction, réaliser une simulation de
son systéme, surtout si la construction de ce dernier, engage de fortes sommes
d’argent ou entraine la destruction d’un élément de la boucle en cas de
fonctionnement intempestif.

La simulation analogique, vieille de plusieurs décades, est devenue classique
et tout laboratoire de recherche, digne de ce nom, possede une installation
de ce genre. Nous n’insisterons pas.

La simulation d’une boucle comprenant des éléments analogiques et
arithmétiques ne présente pas non plus de difficultés, quand on dispose d’un
calculateur arithmétique en ligne; malheureusement, cet objet est des plus
rarissime, en raison de son prix prohibitif. Nous avons dii nous en passer
pendant longtemps et nous contenter du matériel analogique mis & notre
disposition.
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G

§ A.3.1. Réalisation d’un correcteur arithmétique
a P'aide d’éléments analogiques

Si nous revenons a la définition du correcteur arithmétique linéaire donnée
dans le chapitre I, nous voyons que les éléments de base sont 1’addition-
I’amplification et le retard d’une période e~Ts. Les deux premiers sont ais?-
ment réalisables; la difficulté réside dans le troisiéme.

Aucune des méthodes trouvées dans la littérature permettant de travailler
en temps réel, ne nous sembla satisfaisante en raison de la faiblesse des retards
réalisés. Nous avons donc opté pour une solution en temps fictif.

Cette solution nous fut communiquée par 11ngemeur en chef du Génie
maritime BoucHER. Elle n’est donc pas originale, mais nous avons cru bon de
’exposer, car elle nous a permis de dégrossir les problémes et de préciser le
choix de la période optimum.

Les éléments de base pour cette réalisation sont des amphﬁcateurs a courant
continu A trés grand gain du type 3ALD2 de la S.E.A. et une horloge battant
la seconde que ’on peut aussi réaliser avec des amplificateurs montés en inté-
grateurs et des relais.

La boucle d’asservissement comprend une partie digitale, qui se réalise
avec des retards (z~1) et des additions et une partie analogique qui se réalise
avec des intégrateurs et des additions. C’est ce qui est illustré sur le fig. A.3.1.

™~ — 1+ ‘
LU?}' l+/ _{>__ >+S>_'— (1)

ligne & z~" ligne &
retard : retord
compensateur partre
aipital analoprgue

Fig. A3.1. — Boucle d’asservissement en symboles élémentaires
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A.3.1.1. ELEMENTS DE BASE DE LA SIMULATION. — Voici comment sont
montés les éléments de base; nous en verrons l'usage plus loin.

Ligne & retard.

Y

™Mo
11 01 pF
entrée ™M O T 1
e AAAAN et .
EL (s) A lA\ sortie

. v E,(s)

R
relars de valeur
initiale
- EO 1
Quand le relais est en T, nous avons : T e

Quand le relais est en R, eo garde la valeur qu’il avait quand le relais a
basculé.

Intégrateur.
r_ oo
L
C
11l
| 1
l
entree r T |

A~
E. (s) o 12>

s E,(s)

. Eo 1
Quand le relais est en T, nous avons : e
i Ics

Quand le relais est en R, eo garde sa valeur antérieure.
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Additionneur.
R1 R2
+
QZ
E L (s) R ) ,A\ E 0 (S)
L
Monté de maniére classique Eo :15_{%.
e g TR,

Retard.

Un retard est réalisé & 1’aide de deux lignes a retard en série, mais dont
les relais sont montés en opposition.

—1 7 — L

Horloge. — L’horloge, battant la seconde, donne alternativement plus ou
moins 24 v commandant le relais de valeur initiale des amplificateurs.
11 est difficile de choisir un battement inférieur i la dem1 seconde pour des
raisons de précision.

Position a donner aux palettes des relais.
| +24V  —24V

L1 » T

\ i R T

Expliquons le fonctionnement du montage de la figure A.3.1.
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A.3.1.2. ECHANTILLONNAGE DU SIGNAL D’ENTREE. — Soit 7 (¢) un signal
d’entrée de variations suffisamment lentes pour que la constante de temps de
1/10 sec ne le détériore pas. ‘

Notons en passant que l'on peut prendre cette constante de temps aussi
faible qu’on le désire; cela n’impose donc aucune restriction sur la fréquence
de coupure de r (2).

A r (D)

sortie de L2

0 T 2T 3T LT t

Fig. A3.2. — Signal r(#) et sortie de Lo alimentée par r(2)

Voyons comment se fait I’échantillonnage du signal

O — T la sortie de Lg suit 7 (£) et garde la valeur r (T) au moment du bascu-
lement du relais.

T —2T Lo conserve sa valeur r (T).

9T — 3T L, suit r () et garde la valeur r (3T).

Nous voyons donc que nous avons un échantillonnage du signal toutes les
périodes impaires.

La sortie de Ly, indiquée sur la fig. A.3.2. n’est utilisable que pendant
les intervalles (2k — 1) T, 2kT, c’est-a-dire quand Lg est bloqué. Ce sont effec-
tivement les intervalles pendant lesquels les intégrateurs et les lignes L.
travaillent.

A.3.1.3. RETARD Z71

T — 2T sortie bloquée de Lo dans Ly qui prend la valeur r (T).

2T — 3T L; bloquée sur la valeur r(T) et débite dans la deuxiéme ligne a
retard Lg du retard Z—1 qui prend la valeur r (T).

3T — 4T Lo est bloquée et le retard Z -1 sort la valeur constante r (T).

Ce processus a donc pour effet de ressortir a I'instant 3T la valeur du signal
r(¢t) & Vinstant T.

A.3.1.4. INTEGRATEUR ANALOGIQUE. — Du fait du fonctionnement de Le,
on est obligé de bloquer la partie analogique pendant les intervalles
2KT —(2k+1) T afin qu'elle ne regoive que des paliers.

Nous avons donc tous les éléments pour monter la simulation.
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A.3.1.5. REFLEXIONS SUR LA SIMULATION.

Premiérement. — La partie analogique fonctionne un temps sur deux;
sa sortie n’est donc significative que dans les intervalles (2k—1) T, 2&T
Dans le cas ot 1a période d’échantillonnage réelle est différente de 1a période
T de T’horloge, il faut remplacer le temps ¢ de 1a réponse impulsive g (¢) du

8 . . I3 4 ’
systéme analogique par le temps dilaté — ou s par ms dans G (s), m étant le

rapport du temps T de battement de I’horloge (pris ici égal & 1 sec) a la pé-
riode d’échantillonnage du systéme réel.

A C(t)

:
|
;
:
|
!

: i

: t

; I i

| 1 !
0T T 3T 47 5T b

t~
7T 8T
Fig. A3.3. — Sortie de 1a partie analogique
Deuxiemement. — La partie digitale délivre des signaux qui sont utilisés

une fois sur deux par la partie analogique; effectivement, elle fonctionne une
fois sur deux. Comme nous 1’avons vu ci-dessus la valeur r (T) qui entre dans
le retard R & P'instant T en ressort au temps 3T, mais 'intervalle 2T — 3T
n’a pas de valeur quant & la simulation.

La fonction de transfert de la partie digitale, soit 1a transformée en Z est
indépendante de 1’échelle des temps.

Ici, il y a lieu de faire attention & une subtilité : 1a ligne & retard Ly délivre
aux instants T, 3 T... 2k 4 1) T le signal r (T), r (3T)... r 2k + 1) T. Or,
normalement il devrait sortir r (T), r (2T), r (3T)... Ceci est strictement im-
possible sauf dans les deux cas suivants

1 —r (¢) est un signal obtenu aprés passage d’un échelon de position & tra-
vers un systéme analogique commandé de la méme maniére que le systéme
analogique de la boucle.

2 —r(t) est un signal aléatoire stationnaire ergodique, dont le spectre a été

obtenu en passant un bruit blanc a travers un systéme analogique commandé
de la méme maniére que le syst®me analogique de la boucle.

Ceci exclut par exemple, 1utilisation de signaux réels enregistrés sur bandes
magnétiques.

Il y a lieu de faire subir a r () le changement d’échelle de temps s’il y a
lieu.

MEMORIAL DE L’ARTILLERIE FRANGAISE. — T. 35, 1961, 3¢ rasc. %
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Nous illustrons cette théorie en représentant fig. A.3.5. la simulation de la
boucle de la fig. A.3.4.

T=1sec.

R(s) + / 158 1-0,368 z~* 1-eTS 1 Cs)
- 140,617 27 s S (s41)

Fig. A3.4. — Schéma de la boucle i simuler

gain hors tout
R (s) 2 W J58 sur les 2 vojes
2
+ -1 iy 2
Lz 212 z
: 0,368
N
L/
0,417 -
» \l +i2 \ZJ
C(s)

Fig. A3.5. — Simulation digitale

Remarquons qu’il est inutile de réaliser le circuit bloqueur :
1— o Ts
—
puisque la simulation du correcteur arithmétique délivre des paliers.

Remarque. — Dans le cas ot 'on peut passer de P’entrée de la partie ana-

logique & la sortie, sans passer a travers un intégrateur, comme c’est le cas
dans la réalisation de

G)="7%  (fig. A3.6).

i P R o D [ e

Fig. A3.6. — Simulation de G (s) = > ¢

s+b
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I y a lieu de disposer en sortie de la partie analogique une ligne  retard L,
ce, afin que le transitoire de la ligne a retard Lz qui regoit r () dans les inter-
valles 2 kT (2k -+ 1) T, ne revienne pas perturber ’entrée aprés avoir traversé
les parties digitales et analogiques.

Cette situation est excessivement rare, puisque dans la majorité des cas G
(s) a un pdle a Vorigine.

A.3.2. Coneclusion

La méthode que nous venons de présenter n’est pas une vue de 1’esprit;
nous I’avons expérimentée et malgré sa lourdeur et quelques réglages délicats
nous lui sommes gré de nous avoir permis au cours de deux années qui
viennent de s’écouler, de metire au point des correcteurs qui ont donné les
performances attendues quand nous les avons essayés sur calculatrice

arithmétique en ligne.
Malgré tout, nous pensons qu’il y a 13 un sujet de recherche intéressant :

comment retarder un signal analogique d’un temps fixe de 1’ordre de la

seconde. :
Des expériences ont été faites en utilisant un enregistreur magnétique a

deux tétes de lecture, séparées par une distance d; si v est la vitesse de dérou-
d ’ L4 ’ ’
lement, le retard est - Ce procédé est onéreux et lourd.

Des essais, tout récents, que j’ai eu 1’occasion de voir en février 1960 au
Stanford Research Institute et au Laboratoire d’Asservissement de 1’Université
de Berkeley s’orientaient vers les propriétés d’hystérésis des tores magnétiques
bobinés et semblaient donner de bons résultats.

2%,
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APPENDICE 1V

DETERMINATION DE LA DENSITE SPECTRALE D'UN BRUIT
ENREGISTREE SUR BANDE MAGNETIQUE

§ A4.1l. Préambule

- Nous exposons ici une méthode simple d’analyse fréquentielle d’un bruit
aléatoire stationnaire ergodique, au moyen d’un filtre 4 bande passante
étroite. On trouvera successivement le principe de la méthode utilisée, puis
une analyse détaillée du filtre et ses possibilités d’emploi et enfin les résultats
que 'on peut en attendre.

Cette méthode est celle que nous avons utilisée dans notre étude, indé-
pendamment de dépouillements effectués 2 la 650 I.B.M. pour la recherche
de fonctions d’autocorrélation. Ces derniers plus précis, mais plus lourds et
plus longs, nous ont donné des résultats comparables a 10 9, pres.

n(t) .

Fig. A4.1. — Schéma général d’un asservissement

Dans la plupart des systémes asservis, aux différents niveaux, apparaissent
des bruits. Ces bruits peuvent provenir du systéme lui-méme. (bruit de fond
d’un amplificateur, par exemple), mais souvent c’est 1’entrée elle-méme qui -
est entachée d’un bruit n (£). Ces bruits affectent considérablement les per-
formances des systémes, généralement en obligeant le constructeur a une
réduction de bande passante, donc de temps de réponse.

Les méthodes d’optimisation de Wiener, permettent de déterminer la
fonction de transfert optimum du systéme, lorsque ces bruits sont statisti-
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quement connus, par leur densité spectrale, ou ce qui revient au méme par
leur fonction d’autororrélation. \

On congoit donc tout I'intérét d’une analyse fréquentielle des bruits, géné-
ralement supposés blancs, par manque d’information. Nous présentons ici
une méthode d’analyse fine qui a été pleinement satisfaisante pour les cas précis
qui nous occupaient. Elle nécessite I'enregistrement magnétique des bruits
a étudier, ce qui ne pose aucun probléme.

Avant d’aller plus loin, nous formulons deux hypothéses et nous posons

nos définitions

— 1e bruit n (¢) est supposé stationnaire ergodique.

Nous poserons : ®pny (jw) : densité spectrale de puissance du bruit n (@) :

| a:(Go) |2

T4 00
avec ¢
’\'l‘
ar(jw)zj n(5) e-7 @t dt.
T
[a formule de Parseval donne alors la relation fondamentale
1 T P ;e

T4 oo

liant la valeur efficace o & la densité spectrale du bruit @y (jw).

§ A.4.2. Principe de la méthode

On considére un filtre passe-bande parfait, c’est-a-dire, tel que :

H(jw)=0 w<<wy et w> w2
et | H(jw)=1 w1 << W << Wa.

On peut supposer si w1 et ws sont voisins, que Py (jow) est constant dans
Vintervalle wiwe et égal & k2; on aura donc a la sortie de.ce filtre :

1 + GO

. . . kzw—w
0_2=§; - q)nn(la’)H(]a’)H(_]w)dwz"ig—wﬁ_ll

donc :
27 o2

wg — w1

k2 =
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Lorsque

02— W1, k2 Dpy (Jowr).

On dispose donc d’une méthode théorique pour déterminer, point par
point, le spectre de puissance d’un bruit. , -
Le propos de cet article est de présenter un filtre passe-bande qui remplace,
le mieux possible, le filtre parfait ci-dessus et permet une exploration d’un

spectre dans une gamme de fréquences comprise entre 1 rad/s et 100 rad/s.

? q)nm (p.))
//\

W

W

“, 2

Fig. A4.2. — Densité spectrale et filtre & bande étroite

Ce filire est défini par sa fonction de transfert

$ A.4.3. Caractéristiques du filtre

Le diagramme de Bode est représenté figure. A.4.3.

L’abscisse du maximum de F (jw) est 0,7 wo.

On constate que la largeur de bande du filtre, correspondant 4 une atté-
nuation de 6 db par rapport a la fréquence 0,7 wo est :

1,8 wo— 0,25 wo = 1,55 wo.

La largeur de bande est proportionnelle & wo. Pour des wg importants,
Phypothé&se, consistant & admettre que le bruit est blanc sur toute la bande
passante, devient assez douteuse, mais dans le cas qui nous intéressait, nous
désirions connaiire la forme du spectre du bruit dans une bande proche de
Porigine (0-20 rad/sec) 1a ou il est étroitement 1i¢ au spectre du signal. L’ex-
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ploration a été poussée jusqu’a 100 rad/sec sans révéler d’anomalies. C’est
donc surtout pour les faibles valeurs de w que 1’analyse doit &tre fine, et en
ce sens le filtre est convenable. : :

20 log | F(jw)]
0

-2 ]
-4
s / \
-8
N 3
10 /1 \
1 : b dbs
VA /____________-____"_XR\__.__
1 A
~1b / } i\
|
18 / ! i
| I
-20 1 bande passante :
Y e :
! |
: |
I frequence :
i delcentrage |
| i
i ]
! t
£ L
i I
] |
1 |
i t
i il
0.1 0,25 08 1 1,8 % 10

o

Fig. A.4.3. — Diagramme de Bode et bande passante & 6 db

§ A.4.4. Utilisation du filtre

Pour 1’application de la relation

1 + OO
srmg [ Dun(iw) [F(jo)  F(=jw)]l do
PN '
on supposera le bruit blanc sur toute I’étendue des Jfréquences.

a:)-:z_l_f_oo BIF(j») - F (~jo)] dv

T

1
02=2—ﬁf;‘k2|F(s)|2 ds.
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Cette intégrale se calcule aisément par la méthode des résidus.
On détermine le résidu de

|F (s)]? au pdle — wo

en effectuant un développement de :

¥ (s)[2=

3 3
2T
wo wo

autour de s = - wo.

Fig. Ai44. — Contour I" d’intégration dans le plan s

Pour cela, on pose

—+1=z

_(t—1)2 i3 (—1)? 3t 3x42
[F o= 8z3'<1—§> “—825_<1+7+ 2 2L+"'>'

,r = ’ . ' 1 - ]. N
Le résidu cherché est le coefficient du terme en — soit 16’ d’our :

. E2wo

2. — .27,
7T 16
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De la détermination de la valeur quadratique moyenne de la sortie du filtre

réglé & un wo donné, on déduit donc une valeur approximative de la densité
spectrale du bruit dans la bande :

[0,25 wo 1,8 wo] rd/s.

et on écrira :

. 16c2

wo

k2

On a, en effet, constaté expérimentalement que 0,8 wo était la fréquence
de centrage donnant les meilleurs résultats.

y 2
OO brert | fittre X2 Nt
n (1) y(t) > L~
enregistreur | integrateur

maLgné tique

Fig. A.4.5. — Schéma de montage d’analyse du bruit

§ A.4.5. Réalisation du filtre

Ce filtre se réalise facilement sur un simulateur analogique. Il nécessite
dix amplificateurs & courant continu et un multiplieur.

Soient N et Y les transformées de Laplace respectives de n (t) et de y (t)
[sortie du filtre].

] [ cew

Y s
N 3w 3a) )
s s2  s8
en posant :
Y=Y:
S
il vient :

3 2 3
Y1=N——@Y1—%Y1 — 2y,
s2 s3

S

Ces deux dernitres équations expliquent les schémas donnés figure A.4.6.
(On a indiqué, a titre d’exemple, les réalisations possibles pour 10 rad/sec
< wo < 100 rad/sec schéma 1, et wp = 1 ou 2 rad/sec schéma 2).

MEMORIAL DE L’ARTILLERIE FRANCAISE. — T. 35, 1961, 3¢ Fasc. 24 A
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§ A.4.6. Mise en ceuvre

La bande magnétique sur laquelle le bruit est enregistré est fermée sur
elle-méme de fagon & constituer une boucle que 1’on pourra faire passer sous
la téte de lecture autant de fois que nécessaire. Ceci afin d’éviter que des
questions de longueur de bande disponible n’empé&chent de moyenner y2 (t)
pendant un temps assez long.

Le bruit restitué par ’amplificateur de sortie est envoyé sur le filtre.

La durée d’intégration de y2 (¢) doit étre telle que ’on obtienne une tension :

) fot y2(2)

Schéma 1 : 10 rad/sec << wo<< 100 rad/sec

0.5

3t 2 :
1-0-@ P - @ B @B

Schéma 2 : 1 << we << 2 rad/sec

Vs

L %‘2 o &

Fig. A.4.6. — Simulation du filtre
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EXPLICATION DU SYMBOLISME DE LA FIG. A6

x (t) s |x*()
X = Multiplieur effectuant le carré d’une
fonction x (7).

Impédance de réaction : 0,5 ¢ F.

. 1
Fonction de transfert : —-
s

0,2

Amplificateur & courant continu monté
en additionneur.

Impédance d’entrée : 0,2 M 2.
Impédance de réaction : 2 M Q.

Fonction de transfert : 10.

————>— Amplificateur & courant continu monté

en simple inverseur.

,5 j Amplificateur 3 courant continu monté
en intégrateur.
Impédance d’entrée : 2M Q.

@ Potentiomeétre entrainant une atténuation
de k.
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suffisante. L’observation directe de la sortie de lintégrateur a ’oscilloscope
permet de voir si la pente de :

fot )

est régulitre et constante. Elle doit étre constante en moyenne si le bruit est
stationnaire. '

La durée d’intégration est liée & la régularité de cette pente, donc de la
fréquence. Pour les trés basses fréquences, les variations de pentes sont
particulidrement sensibles, et il faut intégrer, pendant des temps suffisamment
longs, pour obtenir une moyenne correcte. Nous recommandons 400 sec
pour les fréquences de ’ordre du radian et 100 sec pour les fréquences de
quelques dizaines de radians. ‘

Le bon comportement du filtre dépend de la fagon dont sont réalisés les
%9- Pour les grandes valeurs de wp il est nécessaire
d’introduire des amplificateurs supplémentaires (voir schéma 1 de la figure
A.4.6), les gains réalisables avec les amplificateurs utiles n’étant pas suffisants.
1 faut, en particulier, que la tension a I’entrée du muitiplieur soit suffisante
pour qu’a la sortie, le bruit de fond du multiplieur soit négligeable devant la
tension représentant

divers gains : 3wy, wo et

y2 (t).

Le filtre peut &tre testé simplement pour chaque valeur de wo par sa réponse
4 un échelon de a volts.

R (s)=2xF (s)

Fig. A.4.7. — Réponse & un échelon de position du filire F (s)
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R (s) transformée de Laplace de la réponse r () & un échelon de a volts.

2
I=—-

@o
t=co

L’allure de la réponse est indiquée fig. A.4.7.

§ AA4.7. Essais et conclusions

Le filtre décrit ci-dessus, a été essayé avec le générateur de bruit Elgenco
Md 401 qui délivre un bruit blanc de densité spectrale

Dy (w) 7 1volt2 [ rd/s.
entre 0 et 240 rad/sec.

a. Dans une premiére expérience, on a injecté directement le bruit blanc
3 Tentrée du filire. Les résultats suivants ont été obtenus :

w, 1 2 10 20 40 60 80 100

®pr (0,8 wo) volt2 [rd/s....| 0,9 | 1,10 | 1,05 | 1,15 | 1,20 | 1,15 | 1,09 | 1,06

et 1on retrouve bien le bruit blanc initial.

b. Il est évidemment beaucoup plus probant de reconstituer un spectre
connu, mais non blanc.

Une seconde expérience a donc été reahsee dans laquelle le bruit blanc

issu du générateur ELGENCO est préalablement passé a travers un filtre simple
de fonction de transfert.

20
20 +s

MEMORIAL DE L’ARTILLERIE FRANGAISE. — T. 35, 1961, 3¢ rasc.

H(s)=

24 B
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qui donne en sortie un bruit de spectre :

400

Pun () = g5

Ce bruit est ensuite analysé par le filtre. Sur la figure A.4.8. on peut voir
la position des points expérimentaux par rapport au spectre théorique. L’ap-
proximation consistant & négliger I’énergie apportée par les fréquences exté-
rieures a la bande du filtre, est valable 4 moins de 8 %, prés.

D’autres expériences portant sur des bruits radar enregistrés sur enregistreur
magnétique Tolana, ont donné de bons résultats.

6 (@ vol/res

0,8

’ A4

0,7 A\
0,6 \\

0.5

0.4 \
o\

03

0.2

0.1 _ ~

@)

\\N

0 10 20 30 40 50 60 70 80
W ord/s

Fig. A4.8. — Position des points expérimentaux ¢ par rapport i la densité specirale théorique

400
400 + o2

(I)n n (C{)) —

Une possibilité intéressante consiste a lire la bande magnétique & une vitesse
V1 supérieure 2 la vitesse d’enregistrement V. Dans ces conditions, on analyse
la fréquence :

v

OU]_:&)OX“V—I
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wo fréquence réellement enregistrée, qui peut théoriquement é&tre abais-
sée autant qu’on le veut.

En conclusion, ce filtre permet d’effectuer 1’analyse spectrale d’un bruit
avec une précision bien suffisante pour les applications courantes. Il évite
de passer par Iintermédiaire de la fonction d’autocorréfation, que 1’on pour-
rait déterminer, en faisant défiler la bande devant deux tétes delecture séparées
par une distance variable et en moyennant le produit des sorties :

.

Pun(@) =55 [ n(@On@+7)dn

Ce procédé est beaucoup plus compliqué et exige un dispositif particulier
de lecture pour 1’enregistreur magnétique.
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APPENDICE V

OPTIMISATION D'UNE BOUCLE D’ASSERVISSEMENT
EN PRESENCE DE SATURATION A I’AIDE D'UN CORRECTEUR
ANALOGIQUE

§ A.5.0. Introduction

La théorie de optimisation d’une boucle d’asservissement en présence
de saturation i 1’aide d’un correcteur analogique a été développée par NEwTON
(17-18). Nous n’y reviendrons pas. Mais nous avons cru bon de développer
ici en appendice, les calculs et d’exposer les résultats obtenus quand on I’ap-
plique 3 la synthése d’une boucle de caractéristiques identiques & celles de
I’exemple traitée dans le chapitre IV, ce afin de pouvoir comparer les
performances obtenues dans les deux cas.

§ A.5.1. Calculs d’optimisation

Les données du probléme sont les mémes que celles du chapitre IV. La
seule différence réside dans le fait que le compensateur est analogique et non
arithmétique.

(0 s
+ :
s =+ e(t) D (s) 1 1 (—t_) y(t)
s? +

Fig. A.5.1. — Schéma de la boucle & optimiser
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Rappelons 1’énoncé du probléme : on désire minimiser la valeur efficace
de Verreur y (t) entre la sortie du systéme et son entrée tout en maintenant
la valeur efficace du signal gs (f) inférieure & une certaine valeur. Les entrées
sont décrites par leurs densités spectrales :

Dy (s) = k2
Dys () = —

a
S
Les notations employées sont les mémes que celles de Newron (17).

ILa boudle est remplacée par le schéma série équivalent dans lequel nous
avons

D; (s) = i—g%
n(t)
N
s+ I 3
Fig. A.5.2. — Schéma série équivalent
_F:(fl}
Dism (5) AAfszs)i
L=

1 n |
- 3 /a
r=ps C“—\/‘;;'

La décomposition de A (s) en partie ayant ses poles et zéros dans la partie
droite et partie gauche du plan s est immédiate.

A+ (S) Z%(s—l—c) (82+CS+6215(52+f\/§ . s—l—.rz)

A= (s) :,%(S_C) (s —es +¢?) (Sz—r\/§ .5 4r2)

s8

L

O ikl -
A7 (5) Es3 (s2—ry\/2 s+72) (s—c) (s2—es+c?)
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Il faut décomposer cette fraction rationnelle en éléments simples et conser-
ver seulement les pdles situés a Uorigine

~PL (f')} _a (52+\/§ . wgs+w3) )
AT(s) i, 59

3
wO

Nous obtenons en définitive
c (\/é . r—i—c)2 (32—1« \/§ - wo s+wﬁ) - 52
(s4¢) (24 es+ ¢?) (s2+r \/5 cs+7r2)

D(s) :c(\/ﬁ -r—i—c)2 (324—\/§ . wos+a)g)
s(sz+\/§ w1 S —{—w?)

| D) (3) =

avec :

wlzy/i.c+r,

rc
R
ry/2--c

Pour compléter ce calcul, il nous faut maintenant écrire V’expression de la
valeur efficace du signal saturant

- SFioc
gs (t) = Snj . [®s5 (5) + DPun ()] Dsm () . Dsm (—s) ds
—j oo .
; i
Y 1 * —e2 k2 ( /2}'--{— 6)4 (st4w?) |
s (1) = Anjf 3\2 (sT+rY ds.

J—joo

Nous pouvons décomposer cette intégrale en deux, en décomposant 1’in-
tégrand en éléments simples, la variable considérée étant s2.
La premiére intégrale est :

— OO

Cette intégrale est infinie, mais il est possible de contourner cet incon-
vénient. En effet, dans le chapitre IV, nous avions adopté comme densité
spectrale du mouvement d’entrée :

2 5y®
sh ('@?;32")

(Dss (5) ==

dans lequel y représente la valeur efficace de la dérivée seconde dont la
distribution dans le temps est une distribution de Poisson et 8 la fréquence

A . ’ 2 , » .
des changements. Aprés avoir posé B = = nous avons supposé que B était
T

faible et que nous pouvions le négliger devant s. Puis, nous avons posé
I P . , a? . .
a?= ——3 ce qui nous a donné P (s) = ~ 5 > mais nous voyons que si
z v
B—0, il en est de méme de a. Donc en réalité, V'intégrale doit &tre rempla-
cée par
+jco
1 2 By2
T = —— 2877

=2,
27 ), @8 B
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Le calcul de la seconde intégrale ne préserite aucune difficulté. L’intégrale
tendant vers zéro le long du demi-cercle de centre O et de rayon infini, il
suffit de remplacer le chemin d’intégration par un contour fermé formé de
’axe imaginaire et du demi-cercle de centre O et de rayon infini, situé dans le
demi-plan gauche et appliquer le théoréme de Cauchy.

Nous obtenons

2 k2 (\/5 r4c)d — a2
2r\/§

Cette expression mérite la peine d’étre regardée de plus pres :
P p g p P

”%@=ﬁ+

a. Quand r— oo la valeur efficace du signal saturant tend vers l’infini.
Nous sommes dans le cas de la théorie de Wiener et c’est la raison pour
laquelle Newron a élaboré sa théorie permettant de limiter le signal saturant.

b. Quand r— 0, un calcul simple donne :
@) =y2+2%

G@=2(1+:%)

Ceci montre un résultat trés intéressant : la valeur efficace du signal satu-
rant ne peut en aucun cas étre inférieure a la valeur efficace de la’dérivée seconde
du signal d’entrée; elle lui est égale si r — oo c’est-a-dire sile signal d’entrée
se réduit & un échelon d’accélération.

En d’autres termes, si on est obligé, pour une raison quelconque, d’abaisser
la limite de saturation en dessous de la valeur asymptotique trouvée ci-dessus,
le systéme devient instable.

§ A.52. Caleul de quelques spectres

Pour la détermination de la période d’échantillonnage dans le chapitre IV,
nous avons besoin de connaitre I’allure du spectre de Verreur e () & ’entrée
du correcteur.

A.5.2.1. SPECTRE DE L’ERREUR ¥ (£). — Si nous désignons par T (s) la
fonction de transfert totale de la boucle fermée, nous avons pour expression
de la densité spectrale de Perreur y (¢) :

Dyy () = Pss () [1 =T ()] [1 = T-(s)] + P (5). T (s). T (—s)
soit : |

Dy (5) = a2 e e G
yy\$)=a=- :

(779 (& —s7)
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A.5.2.2. SPECTRE DE L’ERREUR e (1).
Dee () = [Pss () + Pun ()] [T =T ()] [1 — T (— )]

5 (59 + o]
| @ =i

Sur les figures A.5.3.4. nous avons tracé les densités spectrales de divers

Ay

signaux dans le cas ou :
v =10 sec.”2 7 =40 sec. k? =9 sec/rad

Vi / q. (1) =50 sec.2

b /
dzo %y

10

/

/

VGRSV IURISNND PR SRR NS N

f | ‘ 10 rad/sec

Fig. A.5.3. — Spectres de Perreur due au bruit De, e, et de Perreur due au rignal

®Beye, & Pentrée du correcteur

Fig. A.5.4. — Spectre de Perrcur @, a Pentrée du correcteur
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CONCLUSION

Devant cette étude rapide mais compléte de Doptimisation d’une boucle
d’asservissement en présence de saturation 4 ’aide d’un correcteur anaioglque,
nous sommes étonnés de la facilité avec laquelle la théorie nous conduit  1a
solution mathématique du probléme, aux formules littérales du correcteur.
Bien siir, il est parfois nécessaire de modifier 1égérement les formules obtenues,
car le systéme ne travaille pas toujours exactement dans les conditions définies
initialement. Par exemple, un recalage initial peut faire désirer une meilleure
reponse a un échelon de position que celle que le systéme brut donne, mais
ceci est peu de chose et une saine connaissance du probléme permet d’en
venir 4 bout. '

Cette facilité d’atteinte de la solution qui ne se compare nullement au
caractére parfois décourageant des calculs dans le domaine Z, explique sans
doute en partie la raison pour laquelle le probléme de 1’optimisation dans le
 domaine Z est longtemps resté dans 'ombre et pourquoi certains ont préféré,
au prix d’une augmentation notoire de la fréquence d’échantillonnage, tra-
duire directement les fonctions analogiques sur un calculateur arithmétique.
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