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INTRODUCTIONW

Le développement croissant des techniques digitales dans le domaine
des machinws & calculer 2t plus généralement dans le domaine de 1'automa-
tisme donmne un intérét 2 1'étude des fonctions booléennes et au traitement

en machines de problémes booléens .
Les machines a calculev actuelles sont assez mal adaptées 3 ce

genre de problémes , mais on peut penser qua l'adaption se fera assez vite.
Nous présentons ici unz méthode de reprédsentation des fonctions
booléennes permettant un traitement assez commode on machines . La forme

minimale d'une fonction ne présente pas le cavactére d'unicité ; la forme

arborescente irréductible est unique bien que beaucoup moins lourde que la

v

forme canonique .

Hous proposons ensuite quelques méthodes d'analyse de véseaux trés
généraux . la vecherche dos chemins permet en particulasisant le probléme

da chercher les transmittan

tudions sommaivement la technologic des cryotrons et

(8

infin nous

©

proposons une méthode de synthése automatique des civcuits i cryotrons .
Cette méthode consiste a déterminer la matrice des noeuds du részau ot a
diminuer 1l'ordre de ia matrice , c'est-a-dire le nombre de cryotrons

nccessaires . On peut envisager d'autres minimisations.
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FORME LEXICOGRAPHIQUE ET FORME ARBORESCENTE D'UNE FONCTION BOQLEENNE

1 DEFINITION DES FORMES ARBORESCENTES BT LEXICOGRAPHIOUES

a) Ordre arborescent : Soient n veriables booléennes, nous. dcri-
’)n 3 '
rons chacun des 2 monomes canoniques, en donnant aux
variables un ordre satisfaisant aux conditions suivan-

tés

re

tous les monomes ont la méme premiére lettre.

accentuée ou non (l'accent signifie que la
variable est complémentée).
- tous les monomes ayant en commun les mémes p

premidéres lettres, compte tenu de l'accentua-

e

| ~ am -
tion, ont en commun une méme n + 1 lettre,

mais celle~ci peut 8tre accentuée ou non.

Un tel ordre sera dit Ordre Arborescent.

’

Exemple : ab'c! e A
g able _///// \\\\\\\
abe’! pas »
N

abe - : b o}

a'cld! , /\ /\ /
s teth

'Cbl )

'cb

j&4]

o @

Nous constatons cue les conditions énoncées imposent
un ordre se représentant aisément & l'aide d'un arbre,

d'ou le nom d'ordre arborescent.

b) Monome arborescent : C'est unm monome formé des h premidres

lettres de 1'un des monomes précédents.



Exemple ¢ avec l'ordre arborescent précédent,
ablc, ab, a'c!' sont dew monomes arborescents
c, b'c!', a'b ne sont pas deg monomes arborescents.

.

c) Forme arborescente : c'est une somme de monomes arborescents.

d) Forme léxicographigue : c'est une forme arborescente parti-

culiére pour laquelle l'ordre des lettres est indépen—
dant de llaccentuation.
Bxemple ¢ ordre léxicographique a b c 4
| a, ébg a'b'cd sont des monodomes léxicograpvhiques.
bea'd n'est pes un mondme léxicographique.
Nous développerons ici la théorie des formes arboresoenfes
qui sont plus générales.

2 FORME ARBORESCENTE D'UNEZ FONCTION ¢

Toute fonction booléenne peut s'éerire sous forme arborescente.
Partant d'une forme polynomiale guelconque, il suffit d'éerire les
monomes selon llordre arborescent et de les développer si cela

devient nécessaire.

Exemple ¢ , ac s'éerira  abe + abe!
///A\ ad stécrira ab'd + abed + abe'd
N . ' ﬁ
a a :
///// yd ,

b b
/N /\
c . e d. at

'3 FORME ARBORESCENTE IRREDUCTIBLE ¢ -

Solent dewx monomes arborescents m1 et m_o Ils sont dans 1l'une

, , ‘ , 2
des trois situations suivantes : ml m, = 0
; ‘ o
m g m
1y 2
m, > nm
A 2
Soit une forme arborescente ff = .~ m, s si deux monomes m,
, _ ; : ‘ i

et m, sont tels qﬁe ]
J .



- .

— n, { m, nous pouvons supprimer m. sans changer f,
N i ¥ .

J « i _ :
) m, = md compte tenu de l'ordre, m Stant un monome arbo-
i ) ) » )
g m, = md' rescent, nous nouvons remplacer m, + m. par m,
J * J

sans changer f.

\

Ces deux procédés de gimplification ne peuvent pas &tre utilisdés
indéfiniment ; il existe donc une forme irréductible,

Par définition une forme arborescente est irréductible cuand on ne

peut plus lui appliquer aucune des deux régles de simplification.
Exemple : f = abc'd + abe' + a'eb! + a'ch s'écrit sous forme arbo-

abc'! + a'c

i

rescente irréductible £
THEOREME q’Un ordre‘arborescent étant donné, toute fonction booldenne a
{gne forme arborescente irréduotible‘unigue° _
Nous ferons une démonstrationxpar récurrence sur le noﬁbre des va~
riables, | ' |
Pour une variable, la forme arborescente irréductible est unique.
(C'est a ou a' ou 0 ou 1).
Montrons que 1’ﬁnicité pour p variables entraiﬁe 1'unicité pour
p+ 1 vériables 5 a étant la premizre lettre de 1'ordre arboresoént,
la fonetion f de » + 1 variables peut se décomposer en deux fonctiohs 8
f = ai“i + a'f2
fl et f é¢tant des fonctions dcrites sous forme arborescente
i#rédugtiblg de p variables donc unigues (les ordres relatifs a fi ot
f? sont généralement différents). Donc f se présente bien de facon

unique.

PROPRIETES DES FORMES ARBORESCENTES IRREDUCTIBLES s

a) Une forme arborescento irréductible est une somme de monomes
disjoigﬁg 3 |
Si elle coht@nait deux monomes ml et m, non disjoints (c’est~b
a-dire dont le produit est £ 0) ces monomes seraient tels que‘a



m, = m
1 - 2 o ,
pulsque la forme est arborescente
ou ‘m, <
1. T2
ou m Noom .
i - 2 ¢t dans ce cas la forme ne serailt pas

irréductible.

b) La somme de deux formes srborescentes irrdductibles ou non, rela—

tives & un méme ordre srborescent est une forme arborescente

relative au méme ordre.

Cette propriété est évidente et ne nécessite aucune démons-

tration.

¢) Le produit de deux formes arborescentes irréductibles relatives &

un méme ordre srborescent est une forme arboréscente irrdductible

relative au méme ordre.

de ia Torme f2

Soient deux monomes mi de la forme fi et iy

deux cas sont & congidérer :
° gcas g mm =
19 ca Hi"Q 0

2° cas @ m,m, # 0 mais alors nous avons m, € m oum, d>m, et
alors le monome produit est égal a 1'un de ces deux monomes
donc est arborescent.

Montrons par l'absurde que le v»roduit est irrdéductibvle. Supposons

cue les monomes m, et nngde fi et les wmonomes mg et np de f2

donnent des produits m,m. et n n

4
Lo e <

m.m. g an imposgible puisque m

riductibles.,

, €t n  non comparables
: £ A
et diszjoints entrainent m p et ni non comparablez (sauf

mim2 =mu et n,n, = mu', m dtant un monome et u une lettre.
4

Noug avong alors m1 = rau ou m? = mu et nj = mu! ou n, = nu'
e ! 2 - =
Le cas mi = mu et nl = mu' east impossible puiscue fi est irré-

ductible.



m =

4

L
en outre m. ) m,

sy
o<

Le cas mu et ng =

d) Inépalités pour les fo

mut est

et a g f
e lor 5

rmes arborescentes irréductibles

pouvons énoncer le

THEOREUE : [ Soient f et g de

tives au méme
1lt'ordre.
Sifgeg et £ =

alors nous avons

théoréme suivant @

el
ux X

les inégalités suivantes

-6 -

encore impossible car il nécessite
ntest plus irrdductible.

¢ nous

ormes arborescentes irréductibles rela-

ordre arborescent et a la premiére lettre de

’ £ - < o
\ ...l K g'i et f? < &,2
démonstration ¢ multiplions les deux membres de ltinégalité

f&g par a, i1 vient
méme cal

5 COMPLEMENT D'UNE FONCTION I

af = af La = 8¢ et pour a =
11 = ag 81 D
cul pour £ et g_. o

2
CRITE SOUS FORVE

2 ;
ARBORLSCENTE s

Soient £ =

m. une forme arborescente. Voici un proacdé
. i v
tique et simple permettant d'obtenir le fonction complément

forme arborescente irréductible.

Nous considérons successivement chacun des nonomes mi de
m, contient p lettres, nous formerons les mounomes m, mi_’
i io i

, obtenus en supprimant dans m,

m. O/‘ i .;)— D00 g
i,p-1 i. 7

7

A

partir de la fin, et en complémentent la dernidre lettre.
mi - gul sont disjoints avec f out pour somme f£'a
g b
Exemple : £ = ab'ed + able! 4+ ated +  atcd!
abled! Cable—- aledt- Lated-.
—abltct ab alg!t alg!
ab JEN= T B - By
£f* = ab + ab'ed! + ate!

Remarques ¢ 1°) £!' est obtenue sous forme irrdductible.

1 F

systéma~—

' sous

_f‘

f g si

90w ag

p-1 lettres &

‘Les monomes



Démonstra

_7;

20) 81 f est une forme arborescente irréductible de n

variables, les monomes avant effectivement n lettres donnent

automatiquement par complémentation de la dermiere variable

des monomes de It

.

-

tion ¢ Nous ferons une

nombre de veriables,

pour une variable

3f.‘-:

Hy

1

T =

démonstration par récurrence. sur le

0  par couvention £ro= 1
A i 1n i £1 = 0
u le procédé donne bien £' = u!

gt on i n P oo oq

Montrons que si la méthode est bonne pour les fonctions de p

variables, elle l'est alore pour les fonctions de p + 1

variables.

Soit g une fonction de p + 1 variables 3 trols cas sont &

considérer @

10) g = af

2°) g = a'f
3°) g = af + a'h
f et h-étent deg fonctions de p‘variables au plu
1° cas : le procédé donne g' = af' + a!
20 cas @ " 11 it gst = aff! B )
39 gas ¢ 11 i 9t gr = af! + ath!

ceci démontre

tude de la méthode.

' 6 TORME -ARBORESCENTE IRREDUCTIBLE b’UNE RONCTION INCOMPLETE :

Dan

IS
[

12 wratique se pose souvent le probléme suivent @

Réaliser une fonction f telle que

(o

11

93

, en langage mathém

)

e

tique,

T = 1 dans certaines conditions
f = O dang dlautres conditions
f = quelconques dans les autres cas

réaliser une fonction £ telle que



N

‘ -8 -
FE £ <G) et de collt minimume
THEOREME 3( Parmi toutes les fonctions f comprises entre deux fonctions
P et G, nour un ordre arbOresoén% donné, il existe une Ffonc-
tion et une seule gui ait une forme irrdductible minimale,
clest-a~dire ayent un nombre de monomes minimum et dans
chaque monome un nombre de lettros minimum.
Cette fonction s'obtient & l'aide de l'algorithme Simplé
suivant : nous parﬁoﬁs de la fonofion fo =P + ¢°F'G,'(¢
représentant la valeur indéterminée de la variabie)0 Soient
deux monomes de fo ne différant que par l'accentuation de la
dernizre lettre s 7
1° cas : md et md', m étant un uvionome arborescento
Nous les remplagons »ar m. -
2° cas 3 md e%b smd' Nous les remplacons par m.
A 3° cag ¢ émd et omd! Mo om " M dm,
Si eprés avoir opéré de la sorte jusqu'a ce que ce ne soit

plus possible, il reste des monomes ayant pour coefficient

d, nous leg supprimons. o '

Exemple ¢ F = abcd + ab'de ‘ G = abe + abtd + abe'd! + ate'b!

£ = abed + pabcd! + abtde + ¢gbqu‘ + )abc’d’_+ patc!p?
= &bo + 2b'd + gabo'd! + d2le'b! = abo + ab'd.

Démonstretion : MNous ferons une démonstration par récurrence sur le

nombre deg variables.

a) Wous vérifions aque le thcoréme est vrai pour les fonctions de

une variable O fg¢=x= ' £ =20
x g f £ 1 : f=1
oLfx 1 f=20:

b) Montrons que 81 le théoréme est vrai pour les fonctions de i)



. | P o -9 -
variables, 11 l'est alofsvpoﬁryles fonctions de p +.1 variables. »
Soit & réaliser la founctioa f de p + 1 variables 89 comprise én%re
les fonctions F et G.
lfordre arborcscent étant iﬁposéy o ¢tant la premiére lettre de

s

l'ordre, nous avons les indgalitds sulvantes

. e3

o= oF, + all, G = o, + a'C, Fléei Fé-é G,
lé condition P ¢ £ & G entraine en vertu de ce qui
précéde (paragravhe 4 d) s
feaf, vadf, T < £ € G
£ f2 < 7G2

-

Si le procédé précédent ne donnalt pas £ sous forme arborescente

irréductible minimale du point de vue nombre de monomes et nombre

& de lettres, l'une des fonctions L, ou f2 au moins ne serait pas
™~ minimale, ce gui est contraire & lthypothdse de la récurrence.
\:: N -

Le théoréme est donc démoniré.

°

7 RECTT tRCHE DE L'ORDRE ARBORE SCENT LE METLLEUR s

=

I1 est difficile de trouver, pour une fonction donnée, l'ordre
permetiant dtobtenir la forme arborescente ou Lo forme léxicogra-
phigue utilisant le moins de lettres,

In particulier9 hanger les 2 premicres lettres de 1'ordre ou
les 2 derniéres modifiew# le nombre de lettres nécessaires.

L'ordre inverse donne généralement un nombre dé lettres également
différent.

Cependant nouz pouvons énoncer un théoréme simple permettant de
faciliter la recherche de 1l'ordre optimum.

T - ¢ . ' . -~ . . -
THEOREYE ¢ Si une forme arborescentve ilrréductible relative & un ordre

4.

arborescent O est telle que 3

a) tous les monomes ont au moins p lettres



- 10 =

leg différentes branches & une permutation prés
alors tout ordre O' ne différant du nrécédent que par
1fordre des h premieres lettres avec h = winimum (&, p 5_1),
aura pour forme arborescente irréductible repfésentanﬁ la
méme fonctibn, une forme utilisant le mére nombre de lettres
et se déduisant de la précédente uniguement par la modifica-

N

tion de l'ordre des L  premiéres lettres des monomes.

~

Ixemple: Considérons la forme arborescente irrdductible suivante s

f = ab' cdelf + z2b'c'dte + acdhels
g

Les monomes ont au moins 5 lettres. Les 4 premiéres lettres

X

sont les mémes & une permutetion prés. Done si on modifie
l'ordre des 4 premiéres lettres on n'altire pas le colt en
lettres de la forme arboresceante irréductible.

Démongtrotion s Soit un monome arborescent de la premidre forme,

il s'téerit

Mmo= 8 8, eees B mi s i, étant un morome Ad'au
2 h ] )
moing une lettre.

Soit (i i, see 1 ) unc permutction dew indicen 1y 25 seay
1 2 h '

Lz nonome m éerit sous la fTorme suivante est bien arborescent

relativement au nouvel ordre :

m = 'a. a' seoc o E,. i
i i i 1
1 2 h

Lo forme obtenue est donc arborescente.
I1 reste & montrer qu'elle ext irréductible. Soit un autre

monome de la seconde forme, il s'éerit o

n=a, a . ves £, n1
J J J L
1 el “n
avec .
a ., = a, ou at.
J, 1 i,
L L ——

he



. ‘ . : - 11 ~
T1 ne peut pas y avoir de réduction possible entre m et n,

cer cela eantrainerait 3

zoit m {n
soit m = ux et n=ux', u dtant un

MONOME o
et alors la premisre forme ne serait pas irréductible.
Ce théoréme est surtout intéressant dans le cas particulier des

formes léxicozraphigues, il s'énonce alors sous la forme suivante

gui est beaucoup plus simple

Corollaire : FPour une Torme léxicographique dont les monomes ont
tous au moins p lettres, si on modifie l'ordre des
D= i/premiéres lettres dell’ordreg la forme léxi-
cographique irréductible relative & ce nouvel ordre
se déduit de la précédente par la méme modification
de ltordre des p - 1 premidres 1ettfes de chéounﬂdes
monomes de la forme initiale. Les 2 formes utilisent
dono le méme nombre de letires.

Ce corollaire résulte du théoréme précédent comme cas particulier,

THEOREMT ¢ ¢ Si une fonction booldenne est telle que sen composante

ppemiérs oﬁt tous soit la lettre = soit la letire

a', alors vour chercher l'ordre zrborescent le meilleur

¥

. de chercher parmi les ordres éont la pre-~

-

i

i

!

P11l suffid
N " .
‘miire variable ezt a.

Exemple ¢ F = abed + ab'e!d + a'be'd + a'blcd' + a'dblcldte

Par rapport & l'ordre O de la Pig.l.La fonction s'éerit :
f = bede'a + bedea + be'dat + blac'd + blated! + bla'cld'e
Par rapport & l'ordre O déduit du préecédent par passage de la

variable a en téte de l'ordre, la fonction s'éerit :

£ = abed + ab'c?d + albe!d + a'bled? + atblcldle



- 12 -

) > 2 >
4 \\d‘ 6/ \\d’ c// \\c' d \\\C’
S 7 /\ /N /\
> ! a at a dav 4 4 d a
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Démonstration : lontrons gue tout ordre O ne commengant pas

par la lettre a, on peut falre correspondre un ordre O' com-

’

mengant par la lettrec a et cqul n'utilise pas plus de monomes
et pas plus de lettres que l'ordre initial,

Tous les monomes permettant d'écrire £ oat tous soit la
lettre a, soit la lettre a' 3 considérons ltordre 0! déduit
de ltordre O par le¢ simple fait gque la varisble & ezt passde
en t8te de ltordre. Tous lev nonomes gul s'dcrivaient mla e
m, ¢t m_ Stant des monomes, s'éerivent maintenant am m_.

1 2 12
Nous ntajoutons alnsi aucun monome, nous n'tajoutons aucune
lettre aux monomes précédents. Donc la nouvelle forme obtenue

ne peut pas 8tre plus Ycoubeume™ que la précédente, Par contre
s I w 4

il est méme possible gue de nouvelles simplifications appa-

raissent ainsi que le montre l'exemple ci-dessus. La démons-~

tration est donc achevée,
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8 GAIN PAR RAPPORT A LA FORME CANONIQUE

Nous avons étudid¢ en "Machine! les 402 types de fonctions
booléennes de 4 veriables. Le nombre de lettres nécessaires a

la représentation de ces fonctions était de

jus]

12876 4«

ns le cas ot les fonctions étaient représenties
par leur forme canonigue,

9805  dans le cas ot on choisissait la forme léxicographique
avec l'ordre le plus défavorable pour chague founction. -
4508 dene le cas ol on choigissalt 1l'ordre le mieux

4

adapté pour chague fonction.

Les proportions ne varient pratiquement pas si on pondédre lo
nombre de lettres nécessaires pour chague fonction d'un coeffi~
cient proportionnel & la fréquence relative de cette fonction.

Le gain - de lettres est done dev23 G5 49 %o

. t ~ -

Le gain de monomes n'a pas été calculé, maig il n'est pas

2
négligeable, bien gque moins important.
g D 7 L A

Dens la pratique, il est z2ssew facile de trouver llordre le

plus économigue pour chacue fonction, bien gu'il n'y ait pas

de régle précise & ce sujete
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CHAPITRE 2
- CHEMINS DANS Ui RESEAU D'ETOILES PARTIELLEMENT ORII ENTEES

1 RAPPEL s

9

Nous nous occuperons ici de réseaux ! étoiles, c'est-a~dire
de réseaux trés généreux. (Ref. 1),
Une extrémité orientde vers 1'Stoile a pour oéefficient 0
est une entrde
Une extrémits " " un noeud a:pour coefficient 1
clest une sortie

Une cxtrémité indifféirente a pour coefficiocnt )

. La donnée d'une extrimité comporte le coefficient et la
lettre représentant le "nom™ de 1'extrémitd. \ ~
Nous supposerons que toutes les extrdmitéds des réseaux ont
des noms distincts. Comme il y a dualité entre les étoiles
ot les noeuds, hous ne chercherons ici que les»chemins
allant d'un noeud & un autre nosud et les chemins allant
d'un nocud & une <toilo,

2 DEFINITION D'UN CHEMI

ce

‘a) Deux extrémités A'dtoiles sont n~-connexes si elles ont un
noeud commun et aucunc étoile enlcommuric

b) Deux extrémités sont éwconnexe@ si elles appartiennent
la méme Stoile et n'ont pas de noeud commun.

¢) Deux extrémités sont connexes sl elles sun* n-connexes
ou e~connexes.

d) Un CHENIT allant d'un noeud, no 4 un noeud n, ou 3 une

9 oooao?X

N o

étoile ej est une suite de n extrémitds x , x
L
satisfaisant auxconditions suivantes
19 X1 est relié au noeud n
! » o)

2°) x , ntest pas une sortie
2p + 1



3°) x, | . n'est pas une entrde
4°) ¥ et x gont n-connexes
2 X 2_? + j..
X, et ¥ ‘sont e-ccunexes
o2p + 4 op + 2 : : .
§°) la derniére extrimité x  est relide au noeud n, ou .
: n : : j .

a liétoile e,
' J

e) un chemin est simple par rapport aux extrémités si toutes

les extrémités qu'il contient sont distinctes.

£) un chemin est simple par rapport aux noecuds (ou par rapport

aux étoiles) si tous les noeunds {ou étoiles) traversés. sont
distincts sauf dans le‘cas d'un chemin a2llant d'un noecud a
un autre noeud et dans lequel le premier noeud ‘est le méme
que le dernier g.dans ce cas on dit que le chemin est fermé.

z) un chemin est simple s'il cst simple par rapport aux extri-
nités noeuds et étoiles.

L) la longucur d'un chemin est le nombre d'extrémités qutil
contient.

Exemple @ Tyl

(B,0) (1,2) (0,d) (1,e) est un chemin simple.
Y (1,e) (o0,f) (1,7) est un chemin simple
‘par rapport .aux extrimités ét aux étoiles
(od) (1e)l(of)i(ig) est un chemin gimple Termé.
Remarqgue 3 |
La condition "eimple par rapport sux étoiles” disparait quand

on s'!'intéresse aux réseaux de branches.
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3 BEOHERCE@WDES CH@&INS.FAR LA METHODE DU DICTIONNAIRE o |

- Rangeons leg dtoiles selon un certain ordre gque nous nom—:
merons ordre alphabétigque étoiles, les noeuds selon un Qrdre
‘alphabétique noeuds et les extrimités selon un ordre alphabé~
tigue extrémitss.

Hous ferons deux listeé, La premisre liste comportera tous
les nocuds én respectant leuf ordre et indiguera pour chaqﬁe
ﬁoeud-les extrémitéds qui Quit%enﬁ ce noeud et les étoiles qui
sont atteintes. Dans le cag ou pluéieurs extrémités paftent du
méme noeud, nous tiendrons compte de ll'ordre des exbrémités. La
 seconde liste sera la ligte duale : elle indique pour chaque
étoile, les extrémités qui partent de cette étoile et les noeuds
dlarriviée, |

Partant de la premiére liste nous considéferons'successi#ew
ment tous les noeuds en respectant leur ordre. Soit le noeud np,
nous choisirons la premidre extrémité gui quitte ce noeud, elle
arrive en une ¢étoile e Noug oﬁoisirdns i'extrémité qui quitte
cette étoile ot atteint un autre noeud. etcs A chaque étape
>nous supprimons 1'extrémité utilisée, voire le noeud, voire
1'étoile selon le degré de simplicité cherché.

Quand il n'y a plus moyen de continuer, nous cherchons
alors & remplacer la dernidre eitrémité trouvée par une autre
et reprenons la méme méthode s si ce nYest toujours pas possible,
nous supprimons cncore une extrémité, etc. Enfin nous passons:
au noeud suivant.

Remarque @ Dang la pratique, nous ne nous occuperons que des
chemins simples et des chemins simples par rapport aux extrd-

mités.
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- Bxemple : Cherchons les chemins simples du réseau suivant

PIG. 3
S n . e a -
= e . 1 1
A7 ,"’\\_ . ) sy s e A s - b
P R noeuds n2 étoiles e, extrémités
R A - 2 e}
5 L P
ol - \ n e d
' T )i 3 S 3
iy | e
J .
P T i
’L : ,///'/ ' g
1lére liste 3 n - d. e . 2éme liste ¢ e - a . n
= . ] 2 —_—— 1 1
b 2 N
n, -b e 2
2 1
f »e e, ..C =+ n
3 2 2
n e e Ty
g ,
3 3
e . g ... n
3 ~ 3
Chemins partant c'l,e,n_,L t d -

d ¢

d ¢ b

d ¢ b a on ne peut plus continuer

car on revient en d

d £

d ¢ £ g

a e

4, o

\
Chemins partant de n, o )

b a

b - & d‘ )

b a d ¢ on ne peut plus continuer
car badcb donc badef nlest
pas simple

b 2 d e T P

Chemins partent de n3 H g



4 RECHERCHT DES CHEMINS PAR LA METHODE DES DETERMINAITS s

[eN
ot
1N
2
(0]
<k
—d
@
o
]

Les déterminants booléens ont déja été étu

j& ¢té envisagée

@y

'applicationlaux#réseaux de contacts a d
- (Rér. 3). Nouslpouvons généraliser cette méthode ¢t 1l'appliquer
A ‘la recherche des chemins dans les réseaux d'étoiles.
Rappels ¢ Les éléments aij de la matrice des noeuds, pour 1
% js représente la gsomme des monomes de deux lettres corres—
pondant aux cheming de longueur 2 reliant le noeud ﬁi au poeud
n.. Les éléments dlagonaux de'cettg matrice sont nuls.
Notation s En toute rigueur 1l y a lieu de distinguer le chemin
et le monome (suite des lettres reprdsentant les evtrimités du

chemin) représentant le chemin., Afin de faciliter la rédaction,.

nous appellerons chemin la suite de lettres qui le représente.

niTHEOREME 3 Le mineur D, du déterminant de 1a matrice ( N + I )

ooy

J .
, la somme des chenins allant du noeud ni au

eat &gal

2

noeud n . .
s d

Bxemple ¢ Soit le réseau sulvant (FIG. 4). Sa matrice des noeuds
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Démonstration s Nous vérifionse que la propriété est vraie

our les matrices des noeuds d'ordre 3, Nous ferons donc un
b ‘ : :

raisonnement par rdécurrence sur l'ordre de la matrice,

Montrons que si le théoréme est vrai pour leos matrices d'ordre

n = p, il est alors vrai pour les matrices d'ordre n = p
+ 1. Développons le mineur D ., de la matrice (N + I) d'ordre
- o S i :
p + 1 selon la ligne i ¢
D,, = . a D.. ..
Ji ih Jjisih

h
Soit (N' + TI)'la matrice déduite de ( ¥ + I) par suppres-
sion de la ligne i et de la colonne i, cette matrice est

d'ordre ©p, et ses éléments diagonaux sont tous égauv a 1.

A

Llle satisfait donc & 1l'hypoth2se de la récurrence et Dji4ih
’ 9

est le mineur de ( N' + I ) relatif & la ligne j et la
colonne h, Donc DJi" est la somme des cheming allant du
Jisih
noeud 1, au noeud n, sans passer par le noeud n, puisqu'il
. *h J ‘

n'existe pas dans N' et D.. est bien égal 4 la somme des
. ji

-

chemins allant de n, & n.. Le théoroéne est aingi démontré,
i g - .

THEOREME 3 & sommne des chemins fermés ct produits de chemins

L

!

I T n . . . ) -~ » i)
[fermés disjoints d'un réseau est donné par les termes

| _ .

Edu déterminant de la matrice ( N + 1T ) = 1. Rappe-
!
’!

lons que deux chemins sont disjoints s'ils n'ont aucune

extrimité en commun.

Exemple ¢ reprenons le rdéscou de 1a FIC, 4. Nous avons bien :

det (W + I ) -1 = afgh+ afghobocd + obed + abghefcd

Démonstration : Nous ferons encore une démonstration par récur—

rence sur llordre n de 12 matrice.
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N

Pour n =

a 1

0
IS

i

~

|

Le théoreéme étant vrai pour =n = 2, montrons que a'il est vral
pour n = p. il est alors vrai pour =n = p -+ L., Développons par
rapport & la premizre ligune le déternminant de la matrice (N+ 1)

2

dtordre p + 1,

_ a D, .
i1 11 ij 13
T l reprisente la somme des
cheming allant de n, & n, . Donc a, . D, . est un chemin ferme
J i 13 13 . .

passant par le noeud n, .

D 1 est le déterminant de la matfice déduite de ( N+ I ) par‘
suppression de la premidére ligne et de la premidre colonne, donc 
en vertu de l'hypothése de la rdécurrence, D11 eat Cga 5 la somme-
des chemins férmés et produits fermés .disjoints ne passant pas
par le noeud‘ni. Noug constatons gue nous avons gseulement des
cheming fermés ou des produits e chemins fermds disjoints et
que aucun chemin n'est utilizé 2 fois, La démonstration est donc
achevée., |

Remarcue : Tl existe unc méthode assez commode pour le calcul & la
main, qui permet de ntobtenir que les chemi;s fermdés et d'élimi-
ner les produits de chemins fermés, Pour cela nous dévelonpons

le déterminant de fagon asser particulidre s prenons un &lément

e
aih aﬁoc a} % 1 de la premiére ligrieo Nous;supprimohs la
colonne h et la premidre ligne 3 puls nous choisissons un Slément
ahk avec k % 1, sppprimons la ;igne h et la colonue k puils ch§i~
gissons un éldément akl gatisfaisant éux'mﬁmeg conditions, obc.
Finalement nous devons prendre 1'élément de la premidre colonne

et de la ligne non encore utilisde., Ainsi nous avons obtenu un



) . o
chemin fermé simple par rapport aux extrémités de longueur 2n
et passant par tous les noecuds. '

Nous pouvons obtenir les chemins fermés de longueur infé—
rieure en prenant au départ‘des éléments diagonaux'et en suppri-

ment les lignes et colounes correspondantes.

'gggmple e i1 ab 0 0 |
101 cd 0 | a,. - a a
0 eb i ef! BB M e
igh O 0 1 ab cd ef gh

Nous obtenons ab c¢d ef gh.
h

Remargue 2 3 Il existe une autre mdéthode d'un maniement plus fa-

cile. Elle consists & chercher tdus les chemins puis 3 éliminer
les chemins qui ne sont pas simples. Elle gtapplique aux_dhe—
minsg fermés ou non.

Cette méthode consiste & éliminer par simplification les
monomes qui sont multiples d'autres monomes déja obtonus en
utilisant la méme régle qu'len Algébre de Boole.

Exemple ¢ ab + ahecd = ab

5 METHODE MATRICIELLE s

Plusieurs auteurs, et notamment Hohn (Réf. 2-3) ont signald
les propriétés des puissances successives de la matrice (N + 1)
4 propos des réseaux de contacts. Nous proposons ici une méthode

différente mais un peu plus puissante‘et qui s'applique égale—
ment aux réseaux d’é+oiles,’

Définition : Nous désignerons par NQP la matrice dont les élé-
ments éatisfont auz 2 conditions suivantes :

- les &léments diagonaux sont nuls

~ les éléments non diagonaux a, . sont égaux & la somme
v - 3

des monomes correspondant aux chemins simples par

rapport aux extrémités de longueur 2p allant du noeud
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i au noeud Je

Nous désignerons par Bp la matrice dont les £léments non
Y

diagonaux sont nuls et dont les éléments disgonaux b, i1 sont

égaux a la somme des monomes fermés correswondant aux chemins
fermés de léngueur 2p allant du noeud i au noeud e

Remerque : Du point de wvue pratique, BQ pourrait &tre renré-

B <P

sentée par un vecteur,

Recherche des chemins simples, calcul de N s &tant donndes
<P .

les hypothises de définition des réseaux d'étoiles, nous savons

déja que N_ = N et que 32 = 0

o

.

T“HOQEw 8 Nous avons la relation suivente 3

I
l
!
+ N = , )
! 2(p+1) 2(p+1) 2p 2p
Rappel 3 pour 2 i aLrlCGu 4 éléments Booldens A et B avec
) ot B = (b,,); 1'opération 7 fait correspondre

(a,

une matrice C 4: flnLo par C = A B avec c. i3 = ajj

Fe

b, .

1J
Cette définition est valable pour des matrices plus

i

.
aénérales,

&

{

Zxemple = Le réseau de la 7§ ig. 5 & pour matrice des noeuds :

‘0 a» 0 o0

Calculons les matrices N




i abch

‘ijeh +
efgh

gdijch

~.

chab +
cdij .

ghab +
gdi]

efghab +
efgdij

abedlj
0

ijchab +
efghab

0

“&abed

igjed +
efgd

0

chabed

ghabed

cdefzd

ghabed +
gdijed

ghabed

cdef

gdef»

abedefl

0

0

o
%

~

abcdefl
O
0

O -
/

o f
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Démonstration ¢ Posons P=N_ N et Q=NN. &
2p - 2p
Soient nij les éléments de N

- Bn vertu de la définition du produit matriciel, nous avons

les relations sulvantes 2

I
H]

(n,, = sese n ) on .
ih h
1 12 p~Li P P

E‘_‘\
<
(67
Q
IS
"o
] i
oyl
Y 4
>

a =
P
R W LRI P I
! 1 T1te T2 Fpd
y 3 b =
avec . j
hk B hk‘ 2
h =1

Les conditions 1 ou 2 ne sont pas suffisantes pour cue le

chemin correspondant soit simple par rapport aux extriémités.
‘ 7 ,

Mais en réunissant 1 et 2, nous obbtenons les conditions 3 et

noug allons montrer gu'clles sont suffisantes.

h = i

k

noom 2
I J oD
¥ = N

e

[

Si les conditions 3 n'étaient pas suffisantes, il pourrait y.
, e ? i »

avolr un cﬁemin non simple, clest-a—-dire utilisant au moins 2

fois une méme extrémiﬁée.D’aprés les conditions 1, la letire

utilisée 2 fois devrait gse trouver une fols et une seule dans

la grande parenthése de Pij et une folis dans ah 3 . Dlaprés
oY

»

les conditions 2, la lettre utilisée 2 fois devrait se trouver
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une fois et une seule dans la grande parenthése de qij et une
fois dans n.. , Par conséquent le monome a. a vcoe N '
ih - ih hh h h

1 112 p-1p

Le démongtration est donc schevée., " .
Remarque : - Il n'est pag nécessaire de calculer les $léments

s smasnes

diagonaux de N Np car ils sont dgaux aux éléments diagonaux

de N, N, les conditions 3 étant automatiquement satisfaites
2D )

pour les éléments diagonauw.

6 CAS DE SIMPLIFICATION s

Dans de nowbreux cas les méthodes géndrales se simplifient.
Nous allons rapidement passer en revue les principaux cas de

simplification.,

é) Le réseau est non orienté : clest-a~-dire que toutes les extré-
mifés sont indifférentes. Tout chemin gui conduit de a, a nj,
conduit de nj a ni & condition d'utiliser les extrémités dans
l'ordre inverse,

I1 a'y a donc pas lieu d'étudier tous les cas possibles. La
matrice des noeuds du régean est symétricuc. En partiouiier la
meéthode matricielle se simplifie, la formule du paragraphe

précédent devient

' T
B + N.oo. ) N_ N
( ) ( op )

2 (p+1). T (p+1)

(AT est 1a transposée de A),

1.

b) Le réseau est un réseau de branches s clest-a~dire que les
étoiles ﬁtilisées ont seulement deux extrémitéso Comme nous
l'avth déja remarqud, la condition de simplicité par rapport
aux ¢toiles se confond avec la condition de simplicité par

rapport aux extrimitis.
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vLa‘méthode du dictionnaire se¢ simplifie ¢ il suffit de faire‘
une seule liste comporient pour chaque noeud la liste des
"paires d’eitrémitéé" nartant de ce noeud et les noeuds |
dtarrivée.

c) Le réseau est ua réseau de contacts : ce cas particulier est
tellement important gue nous 1'étudierons dans le paragraphe
suivant.

[ RECHERCHE DES TRANSMITTANCES DANS UN RESEAU DE CONTACTS s

Donnong dtabord quelques définitions particulidres & ces
réseaux.

Définition s Le degré d'un chemin est lz nombre de variables
B e ———— i Y [‘) .

booléennes qui apparaissent & la fois sQus forme
normale et sbus forme complément dang 1'ex®ression“
du chemin,

Dans la praticue on ne s'intdressc guére gu'aux

chemins de degré O et sauf précision, il s'agira

toujours des chemins de degré O,

Exemple :

e ST — ) /// . .
PR e a d Dbt degré O
- / b' i - : :
. b / ab a!' e degré 1
‘,‘ / . ' ) .
.. / - o a b at bt a ¢ 2

/
oy

La transmittance entre deux noeuds n. et n. d'un rdéseau de cone
. - i J
tacts cot la fonction booldenne dégale & la somme des monomes boo-

1

ldens obtenus en remplagant dans la somme des chemins allant de

n, & n, les noms des extrémitds par les nome des contacis. On dit
p R _

+ J
parfois aumsi founction de commutation.
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Ixemple s Dans le wéseau précédent la transmittance entre n
.__.__.‘ RS S N . i

et n_ et
5

F = ad + ¢ gt bt
15

Pour rechercher les transmittances, il suffit de connaitre
les chenins de degréd O,
Remarque s  Quand on ne g'intéresse qutaux transmittances, il

> L

faut pouvoir avoir tous les chemins partant d’un‘noeud et
arrivant & un noeud bien défini, La mdthode du dictionnaire
semble alors moins commode que celle deg déterminants ou
encore que la méthode matricielle.

Enfin dens ce cas il y 2 une variante de la mdthodo evposse
qui consiste & calculer les puissances successives de la
matrice (N + TI),

Pour la seule recherche des transmittances on peut donner
aux extrémités des noms gui seront le nom des varisbles
booléennes des contacts et il n'est pas nicessalre que toutes
les éxtrémités alent des noms différents puisque nous evons

1a relation a.a! = Q,
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CHAPITRE IIT

RESE AU D= CRYOTRONS

v

La technolo;’z de circuits intégrés a ciryotrons est trés pérticuliére;

’ Nous allons étudier rapidement les contrainces qu'elle impose au logiqieﬁ.
Dans le chapitre suivant nous proposerons une métihode de synthése de tels
circuits . ' ' '

LINCIPE PHYSIQUE DU CRYOTRON -

B

Certains 'métaux deviennent supraconducteurs aux trés basses teppéra-
~tures ., Ils se 'distinguent des autres métaux par des courbes de résisti-
vité différentes
\f

- métal non métal supraconducteur

{ .

j supraconducteur

I R

-
~

- - e ? = i T

Mais cette supraconductibilité peut disparaitre si on applique un champ
magnétique convenable , La zone de supraconductibilité dépend de la tempé-

rature et du champ magnétique ainsi que Loy g

AN 4

AN 4
P oo - \3

auss

montrent les courbes suivantes : N

Zone non
supraconductive

~

—>
m
ES

A
T

//_zone supraconductive




...QC)...

Le champ magnétique peut 8tre prodult soit par un courant extérleur,

é est-é ~direparcoutant un autre conducteur s SOLt par un courant parcourant

le conducceur observé ; dans ce-cas , le courant critique est le courant:
3 N y. ———— .

qui rend le conducteur résistant en donnant dans le conauctcul un chanmp

magnétique juste suffisant pour cala .
Soient deux conducteurs

se trouvant dans deux plans paralléles trés voisins

, mais sans qu'il y

ait contact . Ils sont séparés par unc mince couche d'isolant (Fig 11 )

Le premier conducteur est par cxemple en plomb et le sccond en étain .

s

Supposons que la températurc soit counstante ct fixée aux environs de 3

si le courant qui parcourt le conducteur en plomb

est convenable

L

il

d'épaisseur trés faible ( quelques micronsu)

°K;

provoquera dans le conducteur ern dtain un champ magneLLque suffisant pour

rendre ce dernier 10calencnt re81stant .

Par contre le phénoménen'est pas possible en sens inverse car la zone

de supraconductiviié du plomb est beaucoup plus grande que celle de 1'étain

( voir la Fig.lo ) .."““’““”"—f"“‘fﬂ<%,mwf5

P e - e —

7(,_ e
1= = =T T

v/ — SR — / ﬂm__..l

..isolant .
(8102 ou Si0 )

Le conducteur on plomb sera appeld " £il de commande

une variable booléennc dont les valeurs sont O ou 1

couru par un couridnc et 1l quand aucun courant ne le

£
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1
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de c¢commande

o

parcourt

O quand i

.
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Par conven-

tion , nous représenterons l'ensemble des deux conduciteurs par le schéma
5

simplifié de la fivure 12 .
'I ‘!t'

Nous pouvons deac considérer qu'un eryotron ¢

citation est le fil de commande .

est un cont tact dont 1! ex-

\ HEnfin remarquons qu'il y a lieu d'éviter au maximum les dégagements

de chaleur notamment par effet Joule car 1'hélium liquide

ducteur de la chaleur 3 3°% .

par effet Joule ou a cause de 1/2 LI

cs

lors de la coupure ou 2

Eea

£ mauvais

coti~

sement d'un courant , ce dégagement est concentré au cryotron qui devien

Quand 11 se produit un dépagement de chaleur
tabl ’

is

UJ

"f
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résistant. Nous rngaﬁdronu a ce problemu a propos de. la mlnlmlsaalon .

2 - REALISATION TECHIOLOGIQUE -

Les conducteurs scront réalisds par dépot sous vide : le matériau

4 déposcr est en fusion au dessus d'une plaque de verre partiellement

Cetie technique permet d'obtenir des conducteurs d'épaissecur
suffibAmment petite et surtout suffisamment proche 1l'un de 1'autre

pour qu'un couvant éventuel parcourant le fil de commande ait unc
influence suffisante sur le counducteur en étain lors d'un croisement

( bon couplage magndtique )

I1 vy a2 lieu de fabriquer au préalable tou. les caches nécessaires
3 la réalisation du schéma , cc qui u'est pas trés commode ; les caches
sont faits dans une plaque de métal trés mince dans laquelle on trace
des fentes . Les caches sont donc trds: fragiles et on est conduit a
fabriquer un nombre de caches supérieur au nombre de caches théorique
2 cause des contraintes qu'imposent leur fabrication . \

Par coutre , lorsque 1es'caches sont faits‘, il est assez facile
de réalisct de nombreuses plaques contenant chacunc un trés grand nom-’
bre de cryotrons .

Enfir remarquons que le nombre de dépots possibles sur une méme

plaque est ceveai went limiteé .

3 - PASSAGE DU RESEAU DE CRYOTRONS AU AESEAU_DE_CONTACTS -

()
( \_/

D'aprés ce qui précide mnous pouvons faise le schéma thiorique
suivant :

N |
. -~ b e .
entrée i D e S Y1) _ sortie
e T} -’— ,_.’ j i !

uvtilisacion

S et e

S0 e do
cour

Figure 13
Prenons la couvention suivante : la variable d'un conducteur de

commanc.: est égale & 1 si aucun courant ne parcourt le fil de commande

vésistant . Ia fonction aingi
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Iei £ =1 Quand‘un chemin allant de"l'cntrée vers la sortic esﬁ supra-
conducteur, Mais lorsque £ = O , les chemins allant de 1'entrée vers la
sortie ne sont plus supraconducteurs . Il faut cependant que la source
de courant puisse débiter le méme courantsans dégagement de chaleur .
Nous sommes alors dans 1'obligation de faire un circuit plus compliqué
et qui comportera au moins un chemin supraconducteur lorsque £=0 .

Nous aurons donc le schéma suivant : : |

utilisation

|
L ? 1]

. o L
: -4'4‘:.! ;i: v
- E - l
L o . — I
! —\‘:“b j l i ‘;’:-!k./
V»____~,,w_www¢fj ‘
i ! Lo L ; - Figuve 1 4
1 ) "‘:b: ‘_; ; .]L_.‘ fall ) ] g i
! ! T |
e LRI SR el el .
’ I1 y a lieu d'E1EE7 Ie croiseméiit de fils de commande pour la
. ' raison technologique suivante : s'ils se croisaient , il faudrait éviter

le visque de " couplage magnétique " et par conséquent prévoir une
2o oy 2 f . - PO K ] an
épaisseur d'isolant supérieure donc une augmentation problable du nom-
bre de caches et une complication dans la réalisation du dépot sous
vide . Du point de vue logique , le gain possible de cryotroms serait
annulé par 1'augmentation &'encombrement résultant de ces croisements,

ainsi que le moutre la figure 15 .

Figure 15
Mous rcmarquons que nous avons besoin & la fois d'une variable ,
et de sou/complément { puisque nous faisons £ et £’ )‘. Comme les
variables seront utilisées pour la synthiése de plusieurs fonctions ,
il sera commode d'utiliser des conducteurs de commande paralléles et

-~ d'adopter pour les variables un ordre identique pour toutcs los fonc-



tions d'une méme plaque . Nous aurons alors le schéma suivant :

/ e i - A . . 1 en :A’.} [ 7

3 . v - . . '

| 1 ¥ - b -
E 1- I ! i
. |:-j e N ! : !
=) 3 . i i B
L i TP SIS SRR L S B . — Uy g W N - :]

,i I

1
e e el

4 ——" o

§‘ A : :

Ces deux derniecrs schémas sont valables du point de vue phy-
sique , technologique et logique . Cependant nous constatons que
le schéma 17 est moins encombrant que le 16. Sur cet exemple , rious
constatonrs que cela est did au fait que tous les cryotrons ont été
utilisées par paire , 1'une représentant la variable et 1l'autre son
complément , Par conséquent nous pouvons considérer que les réseaux
de cryotrCns sont des réseaux de contacts particuliers en ce sens
que tout ce qui était possible avec des contacts ne l'est pas avec
des cryotrons . Nous allons douc faire la liste des contraintes

supplémentaires .

IV - LISTE DES CONTRAINTES -

[

Nous pouvons considérer que tout véscau de contact satisfa
sant aux (5. conditions suivantes correspond 2 un réseau de cryo-
trons corvect

a) Les véscaux ont une entrde ot plusieurs soviies .

b) Les transmittances Fy entre 1l'entrée ct los sorties sout

I 1
disjointes , c'est-a-dire que FiFi = (3, Ceei est dG au fait que

al
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un courant dans un milieu
supraconducteur . ;

¢) La sorme des transmittances entre l'entrée-et les sorties
est égaie a1, En effet il doit y avoir au moins un chemin supra-
conducteur afin que le courant puisse circuler sans cffet Joule .

d) Il est soubaitable qu'il n'y ait pas de boucles suscep-
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tibles de devenir supraconductrices , c'ést-é-dire:que'toutes les trans-.
nittances doivent &tre des fonctions disjointes . .

e) Il ne doit pas y avoir de chemins passant par deux contacts
représentant la mdme variable . Cette derniZre conditior est due au fait

que nous ddsirons que les fils de commande restent paralliles .

V - PROBLEME DE MINIMISATICH -

1] "

D'une man iéae générale , le pxoblenc de " minimisation " de -
circuit est :

de diminuer leo plus p0331ble le pllx de revient du c11cu1L

de dinminuer le cotit d'exploitation du circuit par exemple en
augmentant la vitesse de fonctionnement .

Ces deux aspects sont souvent contracdictoires . la ninimisation

du prix de revient comsistait surtout avec une technologie nonintégrée
-relais , transistors , diodes - A riininicerle nombre d'déléments tech-

, transistors , diodes ,ectc...

nologiques, c'est-a-dire les relais s
bAvec une technologie intﬁvfﬁc type cvyotrdns , le probléme est
différent . En cffet la méthode de dépot sous vide permet de réaliser
en une seule fois un grand nombre de cryotrors sur une méme plaque . ;
Le cofit d'une plaque avec les dépots est trés faible devant le prix

des caches nécessaires & sa fabrication . Le probléme se pose donc

de la facon suivante : réaliser des circuits ayant le moins d'encom-

brement possible de fagon & diminucr le nombre de plagques a relie
ensemble { les ouuu;uo suptaconduci.rxcc‘u sont difficiles o réa 1i

nécessitant le moins de caches possible et enfin ayant-le moins de self

possible , la chalcur dégagdée 2 1fétablissement ou a la coupure d'ui

o

courant Atant concenirvde au cryotrou devenu wésistant , il faut un

" it

temps de récupération " pour que la température redevienne 'normale’
On peut donc penser que la self risque de limiter la fréquence de
fonctionnement . Ccel a2st difficile a priciser de facon définitive car

nous manquons actucllement d'expérience .lous proposons une méthode

2]

de synthése qui teud & minimiser le nombre de cryotroms .



CHAPITRE IV

DETERMINANTS ARBORESCENTS

1 DEFINITION :

re

Un déterminant 4 éléments booléens est arborescent s'il satisfait
aux propridtés suivantes : | |

a) Les é1léments diagonaux sont égaux & 1 .

b) Le déterm;nant est symétrique. '

¢) Ies éléments n'ont qu'une ‘seule lettre accentuée ou non, ou ils
sont égaux & O. ‘

d) Dans la partie située au dessus de la diagonale principale,
chaque ligne comporte au plus deux éléments non nuls aij et. aih et,
s'il y a effectivement deux éléments non nuls, 1l'un est le complément

de l'autre°

—— e

Exemple 1 : 1 a a E
S a1 b .p' !
ia' b 1 ¢ e’
b e 1 4 ?
L a1 £
| £'o1
Exemple 2 : 1 a a' N
- la 1 - b b' |
la! 1 b' b |
| b b 1 c
| b’ b 1 4
c d4' 1

~

Nous nous occuperons essentiellement du calcul des mineurs des

déterminants arborescents.
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2 PROPRIETE DES DLTERMTNANTS BOOIEENS DONT IES EIEMENTS DIAGONAUX SONT DES Moq My

Rappelons d'abord la définition d'un cycle s v
Dans un déterminant, un oyclg est un prodults d’éléments &y du déter~
minant tel que : ' '

a) il v a au moins deux éléments}(s&non on. ne peut pas parler dé
produit). | .

b) en modifiant, s'il y a lieu, l'ordre des éléments du produit -
(1le produit est cqmmutatif), én a une suite de couples d'indices tel que
ic 2° indice du p° couple soit égal au 1° indice du p + 1 &me couple,
et tel que le 1° indice du 1° couple soit égal au 2° indice du dernier

- couple.

2 . - a . . s N
Exemple : a5 Bog Bgq est un eycle

n'est pas un cycle

213 837 fro
Nous pouvons maintenanﬁ énoncer le %Lemme suivant s
Lemme 1 @ IDans un determlnant & éléments booleeuo dont les éléments
ldlagonaux sont dgaux & 1 , on peut trouvcr la valeur d'un
_;mlneur Dij en prenant tous lcs chemins sans cycle allant de
a1

Exemple : Considérons lec mineur D45 de 1l'exemple 1 du paragraphe

précédent:

1 ai el
. N |
la AT o bf 3
l\a_«’> b 1 1! C e i

BT A
o Ey

Les termes "ad" et " a'd " sont multiples du terme gt
obtenu & partir des quatre " 1 " de la diagonale principale.

Démonstration : Soit un terme multiple d'un cycle, on peut 1'éerire

comme sult :

( ceeesed L ) a4
aho,hl ahl,hg »ah b’ Pom Cmk 8,1

p
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Considérons le mondme obtenu en prenant :

V4 .ﬂ1 ~ ’ a . a
~a) les éléments & m %mx k1
b)les éléments de la diagonale principale situés sur les lignes
h -, h vevess h '
O’ 1: :*p

Nous prenons ainsi, domme précédemment, un élément et un seul dans
chaque ligne et dans chagque colonne. Ce mondme est done un terme du
mineur considéré. or la valeur de cec terme est

a a a

“n,m  m,k k,1
Le terme multiple du cycle est done contenu dans ce terme et la démonstra=-

i

tion est achevée.

‘Remarque : Tout mineur relatif & un élément de la diagonale principale est

dgal & 1.

ROPRIETES ELEMENTAIRES DiS DETERMINANTS ARBORESCENTS :

Dans ce paragravhe nous allons énoncer guelques oroprictés élémen-

taires qui serviront plus loin & établir des propri®tés intéréssantes.

A 1

Cobe

Lemme 2 :{Tout mineur Dﬁj d'un déterminant arborescent avec 1 et
i N

| ’ ¢ e > Y - .

fest égal au mineur déduit de D par suppressilon des lignes et

i ,

| colonnes d'indice inférieur au sens stwict & Minimum de i et de J.

~

Exemple:Dans l¢ calcul du mineur D de 1'exemple préecédent, si on

45 v
supprime les lignes et eolonnes d'indice 1, 2 ¢t 3 , on obtient

|

Démonstration : Vérifions que le lemmé est vral pour les déterminants

H

[oF

= d

oy
et e

arborescents d'ordre 3 :

1 a a'j t1 a'l
D = ta 1 .0b Do, = la bl =D, pulsque le déterminant
1 3 1 : 23 .
a b 1 -
, est symétrique.
Ta propridté sera vérifide & fortiori pour les déterminants .

arborescents d'ordre % contenant des zéros.

“Nous ferons une démonstration par réeurrence sur l'ordre n des

de.
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detbrmlnants arborescents. Supposons que le lemme soit vral pour les

déterminants d'ordre n p et montrons qu'il est alors vral pour les

déterminants d'ordre n = p + 1 .

Développons le mineur Dy du déterminant arboresccnt D d'ordre

J
p + 1 selon la premitre ligne, 11 vient :

' o _ .
Diy = Pigyyn 7 ®gm v P45k

it
o
o

( nous supposons que 2y = @ et By

Mais puisque les seuls ¢léments non nuls de la premiére colonne sont

f

2y =1 g T B Y1 T B
il résulte que les termes non nuls de a D, o et de a'D,. .
il:;3h il:jk
sont respectivement multiples des cycles
%1n ah;i et ai;k ak;l

donc inutiles ern vertu du lemme 1 .
On peut recommencer le méme calcul sur le déterminant D' déduilt de
D par suppressior de la premiére ligne et de 1la prcmlhrg colonne et

la démonstration est achevée

' . ' t Jony .2
Lemme 3 ¢ Dans le calcul d'un mineur D“j par rapport & un élément situé

en dessous de la.diagonale principale, on peut supprimer les
$1ém ents du déterminant initial pltUCu & la fois on dessous de

Iy

L 1a diagonale principale et dans les colonnes d'indice inféricur

(au sens striet) & Maximum de 1 ot de. § .

Exemple : Considérons le déterminant arborescent suivant :

1 a af
a 1 s’ '
a' i b v
b b' 1 e
b' b 1 al
é ¢ a' 1
Dans le calcul de D51 on peut supprimer lcs éléments entourés

d'un cercle sur le déterminant suivant :



T
L1 b b
| 1. b b
| by /Y 1 c
N I L

Qéggggﬁggﬁigg ¢ En vertu du lemme 2, nous pduvons supposer qu'il s'agit
de calculer un mineur relatif & un é1ément a4 de la premiére colonnc.
Nous ferons encore un ralsonnement par récurrence, '

L'é1ément &, avec h 2 doit 8tre utilisé avec un élément de la
2tme ligne qui ne peut 8tre que aZh done ah2 est Inutile puisqu'il
donne des termes mult}ples du cycle a2h ah2 .

Par conséquent les éléments situds dans la deuxidme colonne et au

dessous de la diagonale principale sont inutiles.

Loy
1 a a'
. a 1 b b
2 (B 1 o c
TN A S T L
fe @ el T
i ¢t a' ¢ 1

Supposons que les €léments situds au dessous de la diagonale
principale des colonnes d'indice inférieur ou épal & p avee p i
sont inutiles; soit un élément ®hp 41’ il doit 8tre utilisé avec

E

. de la p+ 1 eme ligne. Or les éléments de la

un élément a_ ]

ués au dessous de la diagonale principale ont été

(3]

-

1
w4+ 1 éme ligne si

o ove

supprimés puisqu'ils sont inutiles; donec le seul élément de la p + 1

h o * . t . o ¢ . .
sme ¢ sptible d'8tre s ec est donc a p
eme ligne susceptible d'&tre utilisé av ah;p + 1 ©8 85 + 1:h

nous avons encore un cycle et en vertu du lemme 1 1'é1ément & .p 4 1

©est Inutile, ce gul achéve la démonstration.

4 PROPRIETE FONDAMENTALE DES DETERMINANTS ARBORESCENTS ¢
‘ Nous allons d'abord démontrer un lemme avant d'énoncer un

théoréme important pour 1'application aux réseaux.
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Lemme 4 :7Tout mineur d'un déterminant arborescent représente une fonction
booléennc sous forme disjointe & condition d'éliminer avant le

'developpement les éléments inutiles définis dans les lemmes’ 2 et 3.

Exemple : Le déterminant de 1'exemple 1 du premier paragraphe, relatif
a la 6&me ligne et 1° colonne s'éerit :

1

oo
[oRN = o ]

Supprimons les éléments inutiles. Il vient alors :

|a a
1 b b'
1 ¢ e
1 d
1 £

D =ab(c' + cdf') + ab'df' + a'(c' + cdf')

Démonstration : Nous ferons une démonstration par récurrence sur

1'ordre du determlnant Nous vérifions que le lemme est vrai pour
1'ordre n=2 :

1 a

a 1
Montrons que si le lemme est vral pour n = p , il est alors vrail
pour n = p + 1
Remarquons d'abord que en vertu du lemme 2, on peut supposer que

1'on calcule un mineur relatif & un élément de la premiére colonne.

Développons .le mineur D selon la premiére ligne. ILe "1V

h;1
de la premiére colonne est supprimé et il vient :

Dh;l = a‘A + a'B ,
A et B dtant les mineurs d'ordre p -1 . A et B sont
des mineurs du déterminant D' déduit de D par suppfession de la
premi¢re ligne et premitre colonne, done en vertu de l'hypothése de
la fécurrenoc les fonctions représentées par A et B sont sous

forme disjointe et le lemme est démontré.
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Théoréme : Si on développe un mineur d'un déterminant arborescent, en
éliminant les éléments inutiles et en respectant 1'ordre des

lignes, on obtient une forme arboreseente'disjointe.

Exemple : Développong le mineur D4"1 du déterminant suivant :

'

[1 a a
D = |a 1 b p'f a  a'
- ' J [
~ Ja gr i i D4;1 ?li ? b | = ab' + abe + a'c
| b1l /

Démonstration : En vertu du lemme préecédent, nous aurons bien une

-
a

fonetion sous forme disjointe. Il reste donc a montrer que cette
forme est arborescente; pour cela nous ferons encore un raison-’
nement par récurrence : nous avons constater que pour l'ordre 2 B
la forme était arborescente, montrons que si elle 1'est pour
l'ordre p , elle l'est alors pour l'ordre p+ 1 : en vertu du
lemme 2 , nous nous ramenons au calcul d'un mineur relatif & la
premiére colonne d'un déterminant d'ordre p+ 1. Il vient

D, = alA + a'B '

i1 ' ?
A et B étant des mineurs du déterminant ' D' d'ordre »

qui est aussi arborescent. Le théoreéme est donc démontrd.
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CHAPITRE V
MATRICES ARBORESCENTES

DEFINITION 3

1 S
Nous appellerons " Matrice arborescente ", toute matrice &
éléments booldens satisfaisant aux conditions suivantes :
a) Les éléments diagonaux sont nuls
b) La matrice est symétrique
¢) Pour i J » 11 existc sur chaque ligne au plus deux éléments
a4 s et 2, (i h) non nuls et 1'un est le complément
de 1'autre
d) Ies éldments de la matrice n'ont qu'une seule lettre.
2 MATRICES EQUIVALENTES

301t une matrice M ., Nous pouvons lui appliquer la transfor-
mation suivante : nous échangeons les lisnes IB ot lﬁ ¢t les colonnes
Ci et Cj snous obtenons ainsi wie matrice Mlo

Définition ; deux matrices M ot Mj sont équivalentes si on peut passcr
de 1'une & 1'autre en lui appl.quamt un nonmbre fini de fois da
transformation ci-dessus

Nous vérifions aisdment que les axiomes de la relation d'équivalences

sont satisfaits :

M A M

Mo M. == Mo M

MMy
ey 1 y

Nous ne nous occuperons dans ce chapitre que des matrices

arborescentes: nous verrons lors de 1'application aux réscaux la
signification concréte de "Matrices Equivalentes™.
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Nous ne nous occuperons dans ce chapitre que'des matrices. arbo-

rescentes; nous verrons plus loin, lors de l'amplication aux réseaux,

la signification concréte de "matrices dqiivalentes".

3 PROPRTETE FONDAMENTALE DES MATRICES ARBORESCENTES :

Théoreme : Toute matrice arborescente peut €tre considérée comme la

matrice des noeuds d'un réseau de contacts dont la trans-
mittance entre tout couple de points est fournie par le

mineur sous forme de mondmes disjoints (c'est & dire que
les chemins joignant ces deux points correspondent & des

mondmes booldéens deux & deux disjoints).

Exemple : ] 2 , '
|
|

oL .
. V] 9} ¢ :
- \ A /\/ ", | : '

Démonstration : La matrice arborescente M est bien une matrice

O o O
T Op
O TP

satisfaisant aux conditions nécessaires pour &tre la matrice des
noeuds ‘d'un réseau de contacts, puisque ses éléments diagonaux
sont nuls, qu'elle est symétrique et que ses éléments sont
booléens. '

La transmittance F

B}

‘jj entre les noeuds n, et nj

s'obtient en calculant le mineur Dji de la matrice M + T

rauquel on supprime les termes multiples d'un cyele qui ne corres-

pondent pas & un chemin simple. Donc on vertu du théoréme concer-
nant les déterminants arborescents et leurs mineurs, la trans-

¢

mittance est bien rdéalisée comme somme de monBmes disjoints.

IA MATRICE ARPORESCENTE D'UNE FONCTION :

4  SYNTIESE DE

Sdit'a

Soit une fonetion éderite sous forme arborescente irréductible.

la premiere lettre de 1'ordre arborescent. Nous pouvons écrire:

. F = af, 4+ a'f . fl et £, étant des formes

arborescentes.

Nous écrirons donc I sous la Fforme suivante



0 a a' ;

a 0 £

a' 0 fé'
i 0 i
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La matrice ainsi obtenue a un mineur relatif & la premiére

colonne ¢t derniére ligne gui est égal & F

Poursuivons la décomposition jusqu'd ce que nous ayons une matri-

ce dont tous les dléments nc comportent au plus qu'une seule lettre.

Supnosons que

v §
i fi = b f11 + b f12
—_ a 1
f2 = I f21 + 6 f22
La matrice précédente devient
0 a a' : i
a 0 b b §
a' 0 c o f
1
b 0 £11 |
! 0 i
b v f1p |
c 0 f£1 !
1 ~
c fgg !
Tiq Tip By Ty O

Les seule ¢éléments susceptibles de contenir plus ¢o une lettre

en cours de développement sont ccux de la derniére colonne,
Montrons comment on poursuit

Matrice intermédiaire M_ d'ordre p . Mp

la décompositior:. Supnosons que la

contient trois types de

i
lignes :
a) lignes dont les éléments de la dernidre colonne sont nuls.
b) lignes dont les &lédments de la derniére colonne n'ont qu'une

seule lettre.
¢) lignes dont les ¢léments

lettres.

Nous opérerons

de la dernitre colonne ont plusieuwrs

successivement sur chacune des lettres du type c)

les lignes de ce type qui attendent leur tour dtant traitées comme des
g

lignes du type b) .
Nous ajoutons deux lignes et deux colonnes & la matrice

M_ .
p
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Les lignes du type a) restent inchangdes.

Tes €léments de la dernilre colonne des lignes du type b) passent de

nosition . & la position a, .
la position aJ;p a pos “iiph 2 .
Soit a. 1'élément de la dernifre colonne de la ligne du type c)

-L)p
& décomposer, cet élément s'éerit en respectant 1'ordre arborescent :

o]
it

xu + x'v , x étant unc variable booldenne et

e

u et v des fonetions.

En nosition ay p nous placons  -x

a, - :
it i p+ 1 1 X!
1 . .
a
p; b +2 " u
1t v - .

ap + 1:p + 2

Enfin nous complétons la diadonale principale par des zéros et complétons

la nouvelle matrice par symétrie.

Exemple : f = abec + ab'd’ + a'b

o a a' |
Ca 0 b'd' + be!
cal 0 b ;
. b'd'+be b 0
10 a a' i
ia 0 b o |
ral 0 b
! o) 0 ¢
i b 0 a |
% b c d 0
l

Cette décompositioi. ne prdésente un intérdt que 81 la fono+1on

o L3N}

initlale n'est pas perturbée, c'est ce que précise le théorime suivant :

Th“orcmu 1801t une matrice arborescente d'ordre 1 obtenus & partir de la

‘
if onction F éerite sous forme arborcscente ( irréductible de

| préférence); Alors le mineur D i1 (M+1I)est dzal & F ot est
|

fa borescent disjoint si on respecte 1l'ordre des lignes.

Démonstration : Nous ferons une démonstration par réeurrence sur 1'ordro

n de la matrice. Le théoréme est vrai pour n = 2 :
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1 = b = s - 45 -

M+I = !a i 01

blMontrons que 81 la proprieté est vraie pour n = p , elle est

alors vraie pour n =p + 1 . Soit D'  le déterminant de la matrice

( Mp + I), qui a donné par décomposition la matrice ( Mp + 1 +1I).
Nous'a?ons par exemple la décomposition suivante : ‘
;i : " Vooped
~, i \{/
; - Lo
1 "y V. \‘( e _ by c
D" = ‘ e'zl v...d D= ' o' . 3
d | d
Xy Xy
1 1 z
~ 1

Soient bij les éléments de D' et aij les éléments de D .
Décomposons le calcul du mineur relatif & la premiére colonne et der=

niére ligne de D selon la derniére colonne :

p -1
D N ,
p+ 11 T Fipar Ppaaiipan F
a a, D . + O
p;pA+ 1 Jip Tp o+ 1,3:1,p
b,
JpP
€ car les éléments ai;p +1 donnent avec aj;p
des termes multiples d'un cycle
‘J-ll . E
= EE b, D', 4 b, D .
{=q1 %» psiilp Jp p,Jdil,p
14
= D!
p;l

La démonstration est ainsi achevée.

Nombre lMaximum de colonnes :

Le traitement en machine & calculer de telles matrices pose
des problémes d'enoombrement de mémoires. Il est possible de calculer
& partir d'une forme arborescente irréductible 1'ordre de la matrie.

avant de calculer cette derniére.
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Partant de 1l'arbre représentant 1l'ordre arborescent, nous
derivons les mondmes en partant du monéme le plus & gauche pour aller
vers celui le plus & droite. Solent m, les mondmes édcrits selon cet:

ordre. Soit li' le nombre de lettres du mondme m, et soit
i+ 1
1 ' + 1
compte tenu de 1'accentuation. Alors le nombre de colonnes € de la

le nombre de lettres que mi et ‘mi ont en commun,

matrice arborescente M est donné par :

n - . , _ .
. 1 - n; +1 1) n étant le nombre

1
1 ~de monomes

Exemple : F = abc + ab'd + abe'd + a'c'bd + a’e

dorivons les mondmes en respectant 1'ordre de 1tarbre :
F = abe + abe'd + ab'd + a'ec + a'c'bd
Nous obtenons alors :

C=(1+3)+ (21) + (1) + (2= 1)+ 3-1) = 9

Démonstration : Nous ferons une démonstration par récurrence sur le nombre

" de mondmes de la fonction. La formule est vraie pour les fonctions
s'exprimant sous forme de un mondme arborescent puisqu' elle devient:
C=1+1
1+
Montrons que si elle est vrale pour les formes arborescentes de p.
mondmes, elle est alors vraiepour les fonctions de p + 1 mondmes. La

fonetion F de p + 1 monBmes s'éerit :
b ;
F= - m, -+ m
i=1 i v+ 1
P
ILa fonetion £ définie par L= m, ndeédssite en

vertu de 1'hypothése de la récurrence un nombre de colonnes donné par

o]
>

(1 _ni-l-i

i+ 1 i - 1)

Cf\ = 1+1, +

Pour passer de f & PF , il suffit de construire le mondme

m o, 4, auila peut-8tre des lettres en commun avec d'autres monSmes,

compte tenu de 1l'accentuation; dans ce cas c¢'est avec m ‘que mo

a le plus de lettres en commun compte tenu de l'accentuation.

Par conséquent’ & partir des lettres utilisées pour m il faudra
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D + 1 i o 2 ‘ . . :
lp +1 " Py lettres supplémentaires
Mais la derniére lettre de m figure dans la colonne

. D+ 1
"sortie" de la matrice c'est & dire la derniére colonne. I1 faudra
donec ajouter

] ’p+1

1 - 1 colonnes
p+1 Y]

’

ce qui achéve la démonstration.

5 REDUCTTON DES MATRICES ARBORESCENTES :

La méthode du paragraphe précédent permet d'obtenir une matrice
arborescente dont le mineur relatif & la premidre ligne et derniére
colonne est égal’% une fonction donnée. Mais 1'ordre de la matrice ,
ainsi obtenue est assez élevée; nous proposons une méthode qui permet
& partir de la matrice précédente d'obtenir une autre matrice arbores-
cente d'ordre moins élevé et dont le mineur "homologue" est égal & la

- méme fonction. -
M étant la matrice de départ, nous désignerons par M° la
matrice 'déduite de M par suppression des éléments situés en dessous

de la diagonale principale; M° est donc triangulaire supéricure.

Regle de réduction :

Si deux lignes Li et Lj de la matrice M° sont

I3

iimqumm ou si aijsj_,akmsnmmlé&umms
5 la matrice M° de la fagon sulvante : supposons
!i | J o

o a) O, +¢C C.

b) L, et C, sont supprimées.

.
1
K

1

La matrice M, ainsi obtenue redonne par complémen-
L

si
tation une matrice IVIj arborescente.

Exemple 1 :  Examinons le premier cas de réduction sur la matrice

suivante ¢



0 a al
0 b bt
-0 b b!
MO = o c
0 c!
0 c
0 d
L. O . ‘—;
0 a a i 0 a &
0 b! b a0 b' Db
0 b b a 0 b b
Mo = ' 0 ol =M, | bt 0 |
0 c } b b 0
0 d | bt 0
O‘ c' ¢ d

O 2 0 O

Exemple 2 ¢ Nous allons voir maintenant ce gui se passe quand,
par suite d'une réduction du type précédent nous obtenons un

- Slément égal & 1.

o a a' | . 0 a + at i 0 1 E
- | .
- 0 b i 0 b | | 0 b’
0 b | Ol | 0
\ O ‘ \ )
Tl vient alors s o vl _ . Jo b
% oy T2 v 0

Justification de la régle de rdduction s cxprimons la valeur du

mineur relatif & la premiérc colonnc et derniére ligne avant

et aprés réduction :

1° cas ¢ B N h k
t/ i I ! f
8 . _ 11 B a | ~ ‘

T os,i i !

T T Y

jg— — |- S — S c c!

1
1
1
e
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Développons par rapport & la ligne J

D=D ..., + ¢eD . . + c'D |
13317 ijsih ijs ik

o

1

En vertu du lemme 3 toue les 4léments de (I - I) situés en

dessous de la diagonale principale peuvent &tre remplacés par O.

avec c¢cD,, .. = ¢ a . D ...,
ijsih - 8 si sijgijk

¢'D, . . = ¢t a . D .. ..
ijs ik g si sijsijk

Apres réduction, le déterminant se prisente sous la forme

suivante g

i J h k
. | ! | Y
: 5 I ' ,
0 a ., + a I
8] si
— . - i 1 0 0 0 |
|
| !
J- e . s _ 1 ¢ c!
1

Développons selon la ligne i en 2 {tapes : d'abord sans fenir

compte des éléments a . puis en on tonant compte, il vient :
si
D=D, .. a . D, ..
ijgij 8 si dimgi]
=D, ., .. + a . (eD .. .. +c'D .
ijsid & si sijsijh sijsijk

Nous obtenons le méme résultat 3 la régle de réduction est donc

Justifiée dans le premier cas de rdéduction.

o

2° cas ¢ Le mineur s'écrit avant rdduction ¢




i J
S‘ 1 i | ‘"i
\‘\_.i- . _ & .
! si | D=D,_, + D,
11 1
i - 4 - -1 01 0 O
0 1 =D, + a D, ..
. l . ii s sl Tis,ij
3 A - i (
i 1
L y
Apres réduction il vient
i J
1 0
0 a .+ a . '
) SCRE D=Dii v o PaiDigsiy
i cH
i 1 B3
J 0 1
1

Nous obtenons encorec le méme résuliat avant et aprés rédyction,
la rdgle est donc justifide.

6 MATRICE ARBORESCENTE IRREDUCTIBLE 2

L'opération de réduction ne peut se poursuivre indéfiniment

nous arrivons donc finalement & une matrice que nous nommerons

matrice arborescente irrdéductible.

THEOREME ¢ Un ordre léxicographicue étant donné, toute fonction
booléenne donne une matrice zrborescente irréductible
par réiuction de la matrice de la fouction relative a
ltordre donné, Cette matrice irréductible cot unique &
une équivalence prég, clest~-a~dire qulelle ne dépend pas

de l'ordre dans lequel on effectue les riductions.

Avant de faire la démounstration, remarquons d'abord que s la
matrice de départ est assez particuliére

- la 1° ligne contient au plus les lettres a et a!



- 54 =
~ les 2° &% 3° lignes contlennent au plus les lettres
b et ht |
- les autres li.mes ne contiennent pas les lettres

précédentes,

Démonstration ¢ nous constatons gque le théoréme egt vrail pour:

QA e

les fonctions dont la maltrice de départ est dlordre 3

0 a a!

Q 0O b pas de réduction

af b 0

¢ a 0 ai

0 0 & B a O% :

a a 0| ‘ | ‘ w

Supposons que le théoréme soit vral pour les fonctions dont
- la matrice avant réduction est d'ordre p et montrons gqu'il 1l'est
alors pour .les fonctions dont la matrice est dlordre p + 1 avant

rEAUCTioN.

M= | M

+ 1 OL‘Ml la matrice

déduite de M par suppression des 2 premidres lignes et des 2 Hre-

Soit une matrice arborescente M d'ordre

ke

midres colonnes.
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N

.‘Ml est arborescente et d'ordre p - 1. Nous faisonz sur M les
réduotionskcorréspondant aux réductionn possibles sur Ml° La
matrice ainsi obtenue est bien unique 3 une $guivalence RS-
Par ailleurs leg lignes 1, 2 et 3 gont diffirentes des autres,
les séules réducﬁiona posaibles sont par coagécucnt les sui-

vantes ¢ lignes 2 et 3 i&onﬁiques

un ¢liment 2, = 1  pour i 3 (ou plusieurs)
N :

Cote

®

dans ces cas 1l'lordre dans lequel on effectue ces riéductions
nlintervient npas. La matrice irréductible est donc unique '
34 une équivalence pPrés.

7 YATRICD ARDORESCENTE COMPLEXEIT s

A partir de lsa matrice arborescente dlordre n ¥, nous définis-
sons une matrice arborescente M!' qul sere dﬂduite de M par les
opérations suivantes s

a) Nous considérerons sucéessiveﬁent toutes les lignes Li
de M
b) Si L, comporte deux éldments situdés au dessus de la dia-

gonale principale diffdrent de O et gque & 0 alors nous

il

pasgons & la ligne suivante

4

c) Si Li comporte deux sldments au dessus de la diagonale
nrincipale et que & = ¢ , alors nous remplagons cet Climent

par O.

a) si Livne comporte qutun seul Sldment situl au dessus de
la diagonale principale qui soit = ¢9 alors nous distinguons les
deux cas sulvants 3

| cet élément est & alors nous le remplacons par atl,

cet élément est_a.k evec 1 k n, alors nous remplagons
i : ’ o

a, gul était nul par a"k
. ik
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La matrice M' ainsi obtenue sera appelée matrice complément
de la matrice M g

Dxemple
A o Sy

0 a at ; 0 a at
0 b ! 0 b bt
M o= 0 bt b M' = 0 Dt
0 ¢ .o'g 0 ¢
0 4| 0 4t
o/] 0

8 PROPRILTE FONDAMIITALE DR LA HATRICE COMPLEMENT s

L (=2

"~ Nous constatons 4'abord deux Propridétds Slémentaires ¢ A'une
part elle est de méme ordre que la matrice initiale, d!autre

part elle est unique & une équivalence pres et ne dénend pas

de l'ordre dans lequel on ovére.

THEORTME ¢ Tout mineur relatif & un S$lément de la dernidre ligne

de (M' + I), i' étent la ~atrice complément d'une

- -
il

matrice srborescente 1, est dgal au complément du

mineur correspondant de (11 + I)e

Démonstration : Nous ferons une deémonstration per récurrence sur

IS

ltordre de la matrice. Nous congtatons que pour n = 2, le

théoréme est vrai

lO a .0 at
| o! ! 0

Montrons que =i lo propridéts est vraie pour n = p, elle
est alors vraice pour n = p + 1. Le mineur de la matrice
(M + 1) sticrit en le développant par rapport & lo prenidre

ligne :
D=ad + a'3B
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A et B {tent des mineurs relatifs 2 un éiément de la
dernidre ligne de la matrice ddéduite de (M + I) par suppression
de la preliére lighe et de la‘premiére colonne, Les mineﬁrs
correspondant a (W' + I) auront donc pour valeur en vertu de
1thypothése de la récurrence regpectivement  A' et B, Donc

suand nous développerons le mineur D° homologue de D, nous ob-

tiendrons per dévelopvement relatif & la premidre ligne :

De = ah!'! + al Bt

Nous constatons azinsi que d D et D° sont complimentaires

3

et le théorime est démontrd dans le cas ol il n'y a pas dtéld-

o

ments relatifs a, £ 0. Dans le cas ot a + Og nous avons s
n

D & + at A

In in

f

D= O 4+ al At

Si M! n'était pas irrdéductible, alors deux lignes L, et L,
, i .

geraient identiques el alors par complémentation de M' on ouralld

une matrice M ayant 2 lipgnes ldenticues, ce gqui est impossible.

- La démonstration est ainsi achavie,

Corollaire : Parﬁi touten les matrices arborescentes irréducti-
bles réalisant une fonction f, & celle gui est d'ordre minimum
(i1 n'y a pas unicité), correspond la matrice arborescente
irriductible réalisant f' avec l'ordre minimum e¥ cet ordre
sat le méme que pour f.

La démonstration de ce corollaire est immddiate ¢

Puisque le pessage de la matrice M & la matrice M! ne modifie

-

pas l'ordre, les ordres des matrices M et M' sont les mémes

guel que soit l'ordre arboreccent de départ choisi.
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Il reste & montrer au'il a'y a pas de matrice arborescente
ﬁ'i d'ordre inf'érieur & la matrice M' correspondant 3 celle
d'ordre minimum de -F, 31 il existeit une telle na
par complémentation on aurait une matrice M réalié nt £ et d'ordre

inférieur a 1'ordre minimum, ce qul est absurde.

Cecl achéve la ddmonstration.

Conséguence s Pour réaliser une Tonction Ty nous pouvons écrire
& la fois £ et f£' et, si nous trouvons que l'écri-
ture de £' est plus commode ou plus courte, nous
aurons intérét & chercher la matrice arborescente

irrd duot ble de f', puls a4 dorire la matrice de T

par comqlumont@ﬁlon.

9 MATRICE AHBOBDSCEWTP RELATIVE. A UNE FONCTION BT A 30N COMPLELIENT

oo

Dans de nombreuses applications des fonctions booléennesy.il

est ftrés intéressent de pouvoir faire la synthése simultanéevd‘une

fonction et de Sle} complément. Nous proposons une mithode qui per-

met d'obtenir:la matrice des noeuds d'un réscau dont la transmi -
.

tance entre llentrde et la 1° sortie est f et dont 1a tronsmit-

f

tance entre l'entrie et 12 2° gortie est f'.
Régle 3 S oit A réaliser une fonction f ot 1= fonotioﬁ complément
f'e. Soit ¥ la metrice arborescente Jrrcduotlblﬁ réalisant
f. Boit C 1la dernidre colonne de la natrice compliment
' déduite de I, |
Soit M" 1a matrice déduite de I et C par les opdrations
suivantes s partant de 1i', on lui ajoute en dernibtre posi-
tion la colounne C, et en derniére position, on ajoute la

ligne C.



Nous avong. les relations suivantes ¢

D Mt + I) = f D . (" + 1) = f
. @D fy g e oo
] MY+ I) = D (M" + 1) = gt
n- 1, ( ) g N, J ) )
Exemple ¢ 0 a al -, }O a al
M - ' Ia 0 b b Nite a 0 b
C at b 0 c | tT at b 0 c!
bt c 0 ; . ! 0
| O a at )
i L a 0 1) !
at b 0 c et
' ¢ o i
o 0|

~

Démonstration ¢ Nous ferons une démonstration par récurrence sur

l'ordre de la matrice M, La propridété se vérifie pour les ma—

trices dlordre 2 3

0o al ., lo a'l w 0 a a'l
M ~la O{ M=1a o l M Tia 00 §
la' 0 0]

Montrons que si la propriéré est vrale pour les matrices
arborescentes d'ordre n = p » elle est alors vrale pour les matrices

d'ordre n = p + 1

!

Remarquons d'abord que M' est arborescente (irréductible si M est

irréductible ). En vertu du lemme 2 on peut se ramener du calcul de
au calcul de D et de D

Dn -~ 1:3 et de Dn;‘ n - 1:1 n;l

Développons le mineur Dn de la matrice d'ordre p + 2

31

obtenue & partir d'une matrice arborescente d'ordre p + 1 par la

‘régle précédente, par rapport & la premiere ligne. Il vient :

D = aA+DbB

P + 2:1

~

A et B étant des mineurs relatifs 4 la dernidre ligne de

la matrice déduite de M" par suppression de la premiére ligne et de
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la premiére colonne. Il est inutile de poursuivre le raisonnement car

il est identique aux préecédents et la démonstration est achevée.

10 INDICATIONS SUR LA RECHERCHE DE LA MATRICE ARBORESCENTE TRREDUCTIBLE

D' RDRE MINIMAL :

La recherche de la matrice d'ordre minimal n'est pas commode

et nous n'avons aucun algorithme & propcser & ce sujet. Cependant nous

pouvons falire la remarque suivante:

Remarque : Si une fonection ° s'éerit f=ag , a étant une variable
booléénne et g une fonction booléenne, alors le meilleur ordre,
c'est & dire celul gui donne une matrice arborescente d'ordre minimum
n'est pas unique, en particulier les ordres qui commencent par a‘et

ceux qul commencent par donnent les ordres les meilleurs.

Supposons que nous ayons trouvé le ou les ordres les meilleirs
pour la fonetion g , il n'y a pas pour £ d'ordre meilleur que ceux
obtenus & partir des ordres relatifs & g en plagant a en té€te ou

en queue, ainsl que le montrent les deux matrices suivantes :.

a 0 - matrice de
g matrice de : 1 g
o T N C““

i
Par ailleurs, l'ordre le meilleur pour 1'deriture de la
fonction sous forme arborescente n'est pas forcément le meilleur
pour 1l'dcriture de la matrice arborescente. Il suffit de regar-

der 1'exemple suivant :
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ebed + eb'e'd + eb'eda' + e'be'd + e'b'eda
5 monomes et 22 lettres.

abede + abe'de' + ab'ede! + ab'c'de + e'bede + a'bq“de' + a'b'de

7 monomes et 34 lettres.

' e
b b!
o b '
o e'
o e
\ o) d
o a
0
o e'
0 d
0 d
O T
O /

a a'

o b' b

o b b
o ¢’ ¢
o ¢ o
e} d
o 4da' 4
o e'
o e
o




.

MATRICE ARBORESCENTE D'UNE FONCTION INCOMPLETE :

Soit & ehercher la matrice arborescente d'ordre le m01ns eleve

possible de la fonctlon L satlufalsant aux conditions

F-1f .G ,

Rappelons que¢ parmi toutes les fonetions satisfaisant & la
double‘inégalité, il existe une fonection unique fm s corrgspéndant a
un ordre arborescent donné, qui ait une forme arborescente minimale,
c¢'est & dire ayant le moins de mondmes et le moins de lettres.

Cependant cette fonetion fm ne donne pas forcément la
matrice d'ordre minimal ainsi que nous pourrons le constater plus loin.

Nous propsons une methoae permettant de diminuer 1'ordre de

la.matrice. Nous partons de la fonection

f“=¢ + gr'a
m S m
Les coefficients # de certains monbmes seront affectés & la dernidre
lettre de ces mondmes et nous ferons la décomposition comme precedem-

ment. Les @ 1ront done en derniére colonne.

Puls nous ferons d'abord les réductions dans les deux cas

suivants :
- lignes identiques

=~ éléments a,, égal & 1
1J

Pouw ces réductions nous considérerons évidemment que 7 x est une
lettre différente de x .
Puls, s'il restec des éléments de la derniére colonne ayant

pour coéfficient @ nous Fferons les réductions sulvantes

i ft

si " faire @ = 1 ne dorme aucune réduction

alors faire @ = 0 et réduire.

'

si " faire @ = 1 donne une réduction aveo apparition d'un M1" "

alors faire @ = 0 et réduire

"

si " faire f = 1 donne une réduction sane apparition d'un "1"

It

alors en toute rigueur il faut faire

des essals.



¢
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Cependant, dans la plupart dés cas on aura intérét &
faire @ = 1 ‘et & réduire ’
Exemple Afin de ne pas avoir des matrices d'ordre trop élévé,_nous
traiterons 1'eXemple simple sulvant : )
f =abd'c + ab'c'd + a'bed' + ¢ (ab'ed' + a'be'd +‘abd'c)‘
£°= abd' + ab'c'd + a'bed' + ¢ (ab'ed' + a'be'd)

Nous obtenons les matrices sulvantes :

{O a a'

‘ 0 b b
0 | b |
0O  a cf ;
% 0 e e !
f 0 tdal
! o _ taty
| 0 a
| 0 g
; 0 c' |
| 0 q'
o #a
3 o

Aprt la premidre série de réductions

-

G a
-b?
0 b
0 e’ e
0 - d
0 Z 4
0 ' e
0 a'
| o #a
% | 0

il

Tei, nous faisons alors @ 1 aux lignes 5 et 9 ., Il vient :



o0 a .

i ' b |
|

} 0 b

f O e’ f

| Jl

; 0 a

| o d
' 0

Nous obtenons une matrice d'ordre 7 alors que fm donne une

i

matrice d'ordre -8

12 MATRICE DE PLUSIEURS FONCTIONS DEUX A DEUX DISJOINTES :

Nous pouvons construire la matrice des noeuds d'un réseau de
contacts réalisant la synthése de plusicurs fonetions deux 3 deux dism

jointes en utilisant les matrices arborescentes.

Nous utiliserons autant de colonnes " sorties qu'il y a de
fonetions et il n'y aura pas d'extrémités ( contacts) reliant directe-
ment les noeuds sorties du réseau correspondant.

Soit par exemple 3 fonctions deux & deux disjointes £, 6 eth .

Mol étant la premitre lettre de 1'ordre nous aurens

f=af * a’f2
g=ag + a'g,

h=a hl + a n2

" d'ou la premiére décomposition :

{O a a "
£,o8 By
| O Ty & By
o 0o 0
.
| 0

Exemple : f = abd' + ab'ed' + a'bed'
o g =ab'e'de + a'be’de + a'b'de



: )
o L | B & - 62 -

: 0 © bd" + b'ed’ b'e'de | '

0 bed” be'de + b'de |

1 Y . -

oo
Pouréuivons la décomposition: <  &
. ;

ai
b b’
0 b - b
0 a'
0 e o
0 e cf
0 a ‘
0 a'
0 a |
0 4!
0 i
0
0
0

0

Nous faisons les réductions comme précédemment :

;O a a
0 Bt D
0 b'
0O ¢ ¢
~ dt
0 d
o) e
0. 0
- 0
Justification de la méthode  : I1' n'y a pas lieu de refaire toute la
' théofie, Ia matrice M dtant d'ordre n il faut montrer que :
D,y fM+1)= 1
D (M+I)= g

n ;1
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sachant que la matrice M° précédente était telle que :

it D o= T . D° dtant le déterminant
: . \‘/ 'J/ ne-2 ;1
. \ g o o -~ .
. ¢ . g - . de (M" + I) T ey
£ ‘ n=-1;1 . » - ;
~N I o P )
S T R \ \ IS B
AN € i , a . (g~ Ei
} N ¢ R s g o |
. by b i
h ““‘ Bop d,'l”‘g . % )
N i i O ' { .- T3
A L -
T > t I i ‘\f' “’\ < N ; !
Pt { ESN — _\_‘ . _i .
Fox a0 ha b,
r D /1 | 1 24
P ) { a by
A i

Pour le calcul de D .
: . n;l

situés au dessous de la diagonale principale de D et alors nous devons

nous pouvons supprimer les éléments

pour chaque terme utiliser 1'élément 8 _ q:p .1 ©bmous retrou-
) - 5 =

vons le résultat précédent.

‘,‘.‘« 'v"‘:-.-'/,,’ [N
Pour le calcul de 'Dn 1,1 Dous trouvons en utilisant
- s
1'élément a_ f , mais nous ne savons pas si l'utilisation des

n;n
autres éléments de la derniére colonne ne vont pas perturber f .

: Remarquons algors que :
g {\f’
et par conséquent la derniére colonne de g est inférieure ou
dgale & celle qué nous auriecns si nous avions f'. Donc en vertu du
résultat du paragraphe 10 , nous avons bien

D

h-1;1 - F

et la méthode est ainsi Jjustifite.

13 ES3AIS EN MACHINE :

Nous avons établi sur grosse machine un programme permettant
de chercher la matrice arborescente irrdductible dfune fonetion donnée

en s'imposant un ordre de départ léxicographique quelquongque.

Nous n'avons pas encore pu traiter de nombreux exemples et
~ , exploiter au maximum le programme. Cependant il semble que la régle
de réduction que nous avons proposé donne des résultats trés satisfai-

sants.
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A titre d'exemple, nous avons traiter en machine la fonction
sulvante :

f=c+abc'g

que nous avons mis sous la forme suivante:

f = ¢+ ca' + gab + cd'fb
‘.l’ordre léxicographique de réduction étant : a,b,c,d,e,f,g

Nous. avons obtenu la forme léxicographique irréductible puils
les deux matrices de la page suivante. Le résultat montre que la
matrice finale n'est pas d'un ordre trop élevé méme si 1'ordre

léxicographique de départ n'est pas bien choisi. Notons que 1l'ordre le

meilleur ( ici e¢,a,b,g ) donne une matrice d'ordre 5 .



NOMBRE DE COLONNES DE LA MATRICE

LA MATRICE PEUT ETRE ETUDIEE ET REPRESENTEE

0 A A=
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CHAPITRE VI .

APPLICATIONS DES MATRICES3 ARBORESCENTES

I - INTERPRETATION DE MATRICES EQUIVALENTES -

Soit un réseay R ayant pour matrice des noedds M = ( aij )

Soit le réseau RY déduit de R par changement de numération des

noeuds n, et nj ¢ my est désigné maintenant par nj
nj est-ddsigné par ny

Sa matrice M° est telle que :

= g pour h et k # 1 et j .

ao woq R .

Donc M° se déduit de M par la transformation définie au
chapitre V .
Les wéseaux R et R° sont physiquement identiqﬁes bien que
leurs matrices M et M° soient différentes .
Une matrice M étant arborescente , une matrice M° équiva-

lente a4 M ne 1l'est pas forcément .

2 ~ SYNTHESE D'UN_RESEAU DE_CRYOTRONS -

La contrainte ¢) du chapitre 3 montre qu'on ne peut pas
utdliser n'importe quelle matrice arborz2sceni. . mais que si on
part d'une forme lexicographique , alors on est certain que la
matrice obtenucconstitue bien la matrice des noeuds d'un réseau
de cryotrons satisfaiéant & toutes les conditions que nous nous
sommes imposées au chapitre 3 . |

A partir de la matrice des noeuds , le dessin du réseau de
cryotrons se fait aisément surtout si on utilise la notation de
SUSSENGUTH (Réf. 4 ) . Sa notation consiste 2 représenter par un

carré un enscmble de deux cryotrons correspondant 3 un " contact
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" ainsi que le montre le schéma suivant .

inverseur
. - pa

a | équivalent a T

g - . L.a

A titre d'exemple , traitons complétement le probléme suivant :

]

construire le réseau réalisant la synthése de la fonction £ - domnnée
par |
f=acd +a'becd +a'b?
Choisissons 1'ordre avb e ¢ . Nous obtenons facilement la matrice
des noeuds suivante :
EO a' ;
: a b v ;
a' 0 b'
0 c c'
b' b 0 ¢
e ¢ 0 4" d
bf ¢t a' o
¢’ a 0
) ‘ B
O -_‘E E
[ B | R N - ir .
A7 = - B S S S ‘
- T ﬂ::\“"’“‘“y”“‘“‘“‘ T T e T
i
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3 - APPLICATIONS POSSIBLE

in vertu des lemmes concernant les mineurs de

arborescents , si on calcule un mincur velatif & la pv

mg,, les ¢liments situds an dessous

et a la derniére 11

o

nale principale du déterminant initial sont inutiles .

ECHNOLOGEE CONTACT-DIODE PARFAITE -

s déterminants
emigre colonne:

de la diago-

Ceci signi-

fie que les branches d'un véseau dont la matrice des nocuds est

o

arborescente ne peuvent 8tre parcourues entre l'entrde

les sorties quo dans un seul sens .

et la ou

lément de base

8% nous disposions d'une technologie dont 1'¢

serait comstitud par un ensemble contact-diode parfait
sation des matrices arborescentes permettrait de faire

des fonctions avec une telle technologic .

CONCLUZTION

"Il reste , en wvue de l'automatisation complét
cation des circuits i cryotrons deux grands problémes

a - celui de la diminution des croiscments

b = celui d'une thiorie permettant ie dessin

[
pedo

que dos caches ,

e , utili-

~la synthése

Q

e de la fabri-
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PAGE 20 )
PAGE 21 )

PAGE 22

PAGE 24

PAGE 27

PAGE 42

fidme ligns & partir de la fin : "les deux dernidres
: modifie™
Téme ligne ™ 4 j représentent la somme™.....
THEOREME : Le mineur Dji du déterminant de la matrice
(N + I) est égal & la somme des chemins allant du noeud

n, au noeud n,.
1 d

Si on =dopte la simplification & + ax = a (comme en

algdbre de Boole) on ntobtient alors que des cheming simples.
Remplacer les 2 derniéres lignes de la page 20 et les 2
premiéres lignes de la page 21 par :

2 cas sont alors possibles :

"a) Nous pouvons continuer de la sorte jusqu'd ce gu'il ne

reste plus qu'une ligne et la lére colonne. Nous pren-
drons alors l'élément relatif & cette ligne et A la
1ére colonne et nous obtenons un chemin fermé de
longueur on. |
b) Nous ne pouvons pas continuer de la sorte jusqu'a la
fin car nous seriouns obligés de prendre prématurément.
1'61ément de la 1dre colonne et de la ligne & utiliser
s'il est # O ou sinon de modifier le choix des é1éments
précédents. Nous obtenons ainsi des cheming fermés de

longueur inférieure & 2n,
Sémé ligne ¢ du noeud i au noeud i B
signe o
supprimer les 3 dernidres lignes & partir dé "contacts",

supprimer les 3 premiéres lignes,



PAGE 44  avant dernidre ligne s | T

démonstration : nous décomposerons la matrice en 2 temps

et ferons une démonstration par récurrence sur l'ordre n

de la matrice. Le théordme est vrai pour n = 2.

PAGE 47 4éme ligne a parti; de ‘la fin :
La matrice M°l ainsi obtenue redonne en complénentaﬂt
(par symétrie) cn dessous de la diagonale une matrice Ml
arboréscente. |
PAGE 50 On peut faire une meilleure démonstration du. théoréme :
a) Si Li et Lj sont identiques ou Si-aij = 1, faire une
réduction sur 2 lignes Lh\eﬁ Lk n'altére pas la possi-

- bilité de réduction s ur (LjL Lj) ou sur a5

b) Si L,, L, Lk gont identiques, l'ordre des réductions

nlintervient pas,
donc les réductions sont indépendantes et par conséouent
1'ordre des réductions est sans importance et on arrive

‘bien & une matrice irréductible unigue.

PAGE 57 5&me ligne de la remarque 3
"ceux gqui finissent par & donnent les ordres les

meilleurs',
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