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ITRTREODIUCT I ON

L

suit est de classer par ordre d'efficacité

L'ecbjet de 1'étude qui
résolution des systdmes d'équations Jdifféren-

les différentes méthodes de
tielles avec conditions initiales,

la forme canonigue et

Nous suvnposerons que les systimes sont sous
1'éeriture, nous ne

de slus, nour la commodité de 1l'exposition et de
considdrerons qu'une dquation

v' o= Y(y,t)
yo = v(a) t € {a,b)

ve

11y a troig grandes catégories de méthodes

& pas séparéds  (du tyve RUNGE-LUTTA)

A nag liég {du tyne ADAMS)
de dérivation {(du tyse TAYLOR)

Elles peuvent admettre des variantes ou se combiner.
£lles peuvent, de nlus, 8tre imolicites ou exnlicites.

Cette étude,qui n'a pas la nrétention d'8tre exhaustive, exhibera les

formules des écarts a»rds un »as de calcul.
Pour une méthode d'ordre n, 1'écart sera

I o 3 R
= h i Q§D5°

Tes D, étant les différents termes qui comnosent la dérivée d'ordre
o+l de vy,

Plus les ©, seront netits, nlus 1'écart sera faible. 11 semble. done
naturel de considérer 1z somme
= 5 | W;’ comme critdre d'effiecacits,

w¥

Nous mesurerons le colit des méthodes de la manidve su vante °

L'unité de travail sera le UBrner, calcul d'une valeur de fonction
(F ¥ ¥ el)s ‘

¥
Povr résoudre un probldme, nous avons le droit d'utiliser ¥ hSrners
(c'est-3-dire, grosso modo, un temps T de machine). fette contrainte nous
1 faut caleuler » hBrners nas nas, celuieci

o b

impose la valeur du nas. 854
sera

{b=ady
i ’

h o=

o . I e )
Your un ordre donnd n, nous ne comparerong nag les méthodes 4 ~as égal,
N Y - N . A ) i ’
mais 3 coit égal. Nous utiliserons le critdre d'éfficacitsd rsoduit



o-%

Nous rangerons les méthodes d'a~rés leur ordre et ne les &tudierons
que jusqu'a 1l'ordre 4 inclus, 1'étude des méthodes du type RUNGE=-XUTTA de
rang sunérieur 3 4 étant rapidement inextricable et de peu d'utilité
nratique.

Les méthodes dites '"suroptimales'", c'est-a-dire d'ordre supérieur 2
celui que l'on prévoyait seront classées avec les méthodes d'ordre n.

Nous nous référerons, de manilte constante et implicite, 3 1'ouvrage
de Messieurs CESCHINO et KUNTZMANYW : " Problémes différentiels de condi-
tions initiales.”




METHODES D'ORDRE 1

Les méthodes d'EULER,TAYLOR et ADAMS sont identiques :

Yigp T Vg HRY

La formule la nlus générale A ras liés s'écrira
yi+1 = yi-n+ h A Yf‘q

Pour qu'elle soit du premier ordre, il faut que A = p + 1

-1=2
Le reste est alors R = (p1)(p-1-29) h2 yg
2

Nous retrouverons la méthode de NYSTROM qui est d'ordre 2, si

p - 1 = 2q. Elle est faiblement stable.
2

I1 est évident dans les autres cas que IR ‘> g~ Y;

Il n'y a donc aucun intérét A utiliser de telles formules.

Nous résumérons nos conclusions en disant que nour la méthode
d'EULER, le coefficient d'efficacité est 1/2.



METHODES D'ORDRE 2

Méthodes 2 pas séparés explicites.

Les méthodes du tyne RUNGE-KUTTA se présentent sous la forme :

yi,1= yi+h S‘Li
Vipl = v+h[(1-——é)‘l + 35 ¥, }
2 2 2
' . . b ,,+h6 257y L P 4
dlod y, ., Tyt Y v S5y (~62 5y6t+ F2) o)

Nous en dé&duisons 1l'écart R = [( = -1 C?- chlj\

La méthode de HEN (9 = %) est ontimale; elle est d'ailleurs
d'ordre 3 pour les quadratures, nuisqu'alors Jla C.

Méthode de dérivation

2
' ; AR - - h o u
C'est la formule de TAYLOR : ?i+1 yi+ th+ 5~ Vi
Nous pouvons la considérer comme une méthode de RUNGE-KUTTA avec
8= 0,
e 4

le reste est R = E;m Yi et le coefficient d'efficacité S = 3

Méthodes & pas liés exolicites

Considérons les formules du type :

Vi1 = yi-p+ h(AYi-a + B Yi- B)

h3 (3)
L'écart est R = [p3 - 3(azA+ BZB) + 1]

3'

2
a B (1+ . p-1
A 8- w(l ») 2(B-0)

B (140) + ‘nz- 1
Be o P) 2(B- ©)

%]



. 3 1)
Pour p = 0 : R-[eae+3(a+8)+z] %yg)

Nous voyons que la formule d'ADAMS .

, h

Vi1 ©

est la plus avantageusge : S!' = e%—

3
Pour p = 1 R=(60!8+2)%ry§3)

la formule de NYSTROM est la plus avantageuse, mais elle est instable :

+2h ¥,
i

Yi#1 = Vi1

3 ,
S T

Il n'y a aucun intérét a utiliser d'autre formule que la formule
classique d'ADAMS, fortement stable.

METHODES A PAS SEPARES IMPLICITES

Nous considérons d'abord la formule des trapézés

h ‘
Yier = Y4t 3 (Yi+:i+1) | _

+h
dont le reste est R = "33 (C, + chl)
1
. 6 ’ .
le coefficient d'efficacité réduit S' dépendra du nombre d'itérations

qu'il faudra effectuer. La méthode a peu d'intérét, en déhors de son
utilisation pour les systémes linéaires. '

Le coefficient d'efficacité S =

Considérons maintensnt la formule de RUNGE-KUTTA-GAUSS :

h,
50" Y1 v7 Y0

Ve = Vi YR Y0
3

dont le reste est R = %Z [Cz - ZJICIJ et le coefficient d'efficacité‘
S = %. Elle est sujette aux mémes objections que la formule des trapizes.



MISE EN OEUVRE DE LA METHODE DES TRAPEZES :

(L)
vl - Y v RY
' 2
Y?l) =Y, +hy' + 0 )
i+l i i
(2) _ (1)
Yie1r =Y ¥ % g+ Yy.)
2
2) " h™ ., 4
Yi+l = Yi + hy L Y3 Y 4+ 0 (h’)
3 _ h (2)
el =Yt YY)
2 3
_ h " h "y 4
Y41 =y, + h Yi + 5 ¥y oty ; + 0 (h)
h3
1 - Poied "y
L'écart est donc T2 Yy
I1 est alors inutile de faire d'autres itérations.
, ) . (1)
11 a fallu calculer 3 HOorners Y, , Y,
i i+l ,
1 2 3
A LI = =
d'ou S G (3) 5
On peut aussi économiser un HOrner en ne recalculant pas Yi+1
pour le pas suivant, Dans ce cas :
1 2 2
] > . = —
§' = % (2\) 3

MISE EN QOEUVRE

DE LA METHODE DE RUNGE - KUTTA - GAUSS

(1) h
io Y1tz Y
(1) h T 2
Yi,o =Y, * 5 ¥yt 0 (? Z
(2) ho (L)
1,0 =Yt 2 Yo
2 2
2 h »  h® . . h
Yo =Y v 3 vty vty G
(2)
Yier =Yy v B Y
2 3
h ) h "y
Vi =Yg v B Y, o+ 5oy o+ g Gyt +J CP
. 3
t 4 Buindi -
L'écart est donc 24 (C2 ) Jl Cl)



11 a fallu calculer 3 H6rners : Y, , Y(l) Y (2)

i i,o' "i,o
1 2 9
' N ar — = - —_
d'oun 5 = 3 (3) a
FORMULES D'OBRECHKOFF : p+q =2
GZO et HZO se rameqent a la formule de TAYLOR
G (ou H,.) est la formule des Trapézes.

11 11



VALEURS DE S'

FORMULES DE RUNGE KUTTA EXPLICITES

Tangente
Taylor améliorde Heun Euler Ca:uchy
1 2
= = = = = 1
1) 0 o e 5 2] 3 2}
4 5 2
o _— t = > LI ood t
S' = 3 S G s 3 s
FORMULES IMPLICITES
Trapézes Trapézes Runge - Kutta
3 HOrners 2 H&rners Gauss
o2 3 o 2 .
STo= 3 ST= 3 T o= %

FORMULES A PAS LIES

’A&ams

Nystrém

w
[
ojo




METHODES D'ORDRE 3

Comme pour les méthodes d'ordre 2, nous considdrerons les méthodes de
Runge Kutta, la méthode de dérivation et les méthodes & pas }és. Mais en plus,

d'autres méthodes, combinaisons des précédentes verront le jour :

Méthode de Dunge Kutta & pas liés,
Utiligsation de dérivées
Méthode de Yrey ....v..

Méthodes de Runge Kutta

Ce sont des méthodes 2 3 hdrners par pas, 3 2 paramdtres et ayant un

regte du de ordre

Vi =Yyt hAp Y
Vi =Yy ¥t h [Azo 1 ¥ Ay Yi,l]
Yiep =Ygt h{“ao g R Ay Y YA Y,
ti,l = F; + h el “1,2 =t + h 92
Le reste est :
,hzy«[%(_ L. S}ig . 911; %2, 4 5 c, (% L e x o, g_z_ Ll L Jicl] |

Nous pouveons 1'optimiser, au sens indiqué précddemment, et nous trouvent

1 3
8, =3 8 =7 | :



< 8

La matrice triangulaire des coefficients se présente sous la forme

1
2
3
(o} r I
)
2 3 3 |
9 9 9 i
H
4 C
h 3 2 , _ 39
Le reste est alors - 54 (12 + J1 C1> S = 35
. ) . 1
La méthode classigque a lieu pour 91 =37 92 = 1
4
h 2 i . _ 9
Le reste est 24 (Kl - Jl) C1 St = 3
Pour la méthode de Nystrim, 91 = 92 = %
4 C J, C K, C
h 3 172 171 2 .
Le reste est -~ 31 [9 3 + 3 + Jl‘ Cl} s' =2
On peut écrire une variante de la méthode de Bystrom
1 2 )
avec 61 = 3 s 92 = 3 ]
4 C J C K, C
" h 73 1 72 11 2 \
Le reste est 54 [g + 3 +" 3 + Jl ClJ S' = 2
Nystrém Variante de Nystrﬁh
‘ )
2 1
3 3 X
2 2
3 0 3
1 3 3 1 o 3
4 8 8 4 4

Le tableau de la variante est plus simple et les temps de calcul
peuvent étre légérement réduits,

R



Formules de Runge Kutta implicites du 3e ordre.

Considérons, d'abord, les formules simplement implicites.

{yi,l

Yi+1

=y, + h(Aw 11 + All Yi,l)

=y, +h@ + A Y )

20 Yp F Ry Yy P Ay Y

En cherchant & atteindre, pour Y41’ 1'ordre 3, nous obtenons :

5
A ==t A = 1
11 "3 21756, (-8
A 2230
22 " 6T - &)

Nous avons calculé la partie principale du reste et trouvé

4 126 -90 +1 ,
;=-7-§[(1-291)c3+3(1-2el)x101+ ) 3¢
307 -30+1
T e J1‘22}

Le calcul d'optimisation nous donne 91 = % . D'od le reste

R a.hi i J,. C, = J2 c } et les formules :
72 2 1 2 11 ’

oy
Yia=yyty Oy

h
$ + 2 (Yi + 4 Yi, +Y. ..

Vigp =Y 1 i+l

yq 1 est obtenu 2 partir de la formule des trapdzes.
¥
Cette formule peut présenter un intéf8t pour les quadratures car -

J1 = 0 et le reste est d'oxrdre 5.
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Formules de Radau

Ce sont des formules semi-fermées de la forme :

Vi,a =Yy P hA, Y+ A, Y0

Yigp =¥y TRy ¥+ 4 ¥

£

L'exactitude de Vi o 3e ordre entraine l'existence de 3 relations

entre les 3 paramdtres AII’A21)GI°

A =

1 Ay =

2]

(W
s
D
g
wisg

La partie principalyrdu reste est :

n’ | 2
Ra-m[03+3K161-3J101-3J1C2]

Cette formule de '@dau 28t un cas particulier de la formule de R.K.

simplement implicite.

Elle serait donc moins précise (au sens de la minimisation de la somme
- des modules des coefficients) que la formule optimale (8 = %}. Mais, l'inconvé-
nient des formdes implicites est qu'il faut faire des itérations, d'autant plus

nombreuses que la valeur initiale est plus éloignée de la solution.

Or, pour la formule de RK simplement implicite, il y a deux seéries
d'itération :

1Y Calculer yi,l

2) Calculer Yie1®

Tandis que pour la formule de Radau, une seule sériec d'itérations suffit:

Caleuler Vg1
) »



M-

Nous pouvons donc nous attendre 2 ce que, assez souvent, le nombre de
Horners, soit moindre pour la formule de Radau, et cet avantage compense
1'inconvénient d'une précision “moindre".

Utilisation possible des formules implicites.

Nous allons montrer que la formule de Radau permet de n'utiliser que
3 Horners par pas et qu'elle est réductible 2 une méthode explicite RK 3.
(1) + 2h
501t en effet yi 1Y *5 Yi une valeur de départ assez voisine de
¥y 1 (1'6cart est du 22me ordre) -
2

() .y 42 g0y o2
Yi,l Y1 + 3 Yy + 0(h™)
@ .., .k ) L2, , 2
yi,l y1+3(Y +Y1) 3Y1+9yi+0(h)
(2) 2h 2n?
Yi,l Yl + 3 yi + 55 yi + O(h )
2 3

11]]
+12 (¥, +3Y(2)=y1+h'f1+b-§- 'i'+l‘~€yi+0(h4)

Yie1

Puis Y1+1 sera calculé ;

En définitive, nous avons dépensé 3 Horners :

(1) (2)
Yi,r0 Y10 Y

Les formules peuvent s'écrire

N 2h
Yi1=Nnt3Y

) h ¢))
Ve, =¥y h3 (O H YY)

(2)
Yo =Y HE O H3 0D

.I./ﬁ.l
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I1 est & noter que ces formules définissent une “approximation de la
méthode de Radau puisque nous n'avons fait qu'une seule itération.

Un calcul fastidieux que nous ne reproduirons pas montre que le reste est

4 2 '
-226 (g +3K € =33, C + 937 ¢) , 8 2.

Le reste est donc le méme que pour la méthode de Runge-Kutta~Nystrom.

Si nous consentons & dépenser un Horner supplémentaire, nous obtiendrons
le reste prévu théoriquement. En effet :

2 3
2 3.
(3) - 2h e 207 .y bh 3
Vi "%ty vty vt [eg+5 3y 0+ 3 ¢ +3k ¢
b’ n’ n 3
-3 - " s
Ygep SV PRY Y T oy te v Yoy [03 YR I epH 3K101]
4 p
. < - g o 80
Le reste est 216 C3 + 3 kl C1 3 J1 (02 + J1 Cl) I ; S 55 )

Nous n'avons donc pas avantage & faire une itération supplémentaire.

Mise en oceuvre de la méthode simplement implicite :

(1)

h
i = vt 34
2
a h ., . h
Yil Yi+2 yi+8 C2+O(h)
2 . + B oy ey My oy By +1‘-2 "+-}13 c, + 0 (b
1,1 T a2 Y1 T TRITT TR 1 T M2
2 3
(2) = b_ 1 b_ 1K) l'l_ _3_ 4,
Yop =Yyt g ovitt gyt g (CytFI 3K 60
3 4
M @) B ., h 3
Viep Y TRYY Tyt e g v v G 0 GO
. B 4
A A AR
4
;. b 2) W, v> . h 4
1+1 yi+ 3 (Yi+4Yi,1 + Yi“"l) yi+...+6 yi+24 0 (h)
| 2
N n’ o, B 4
i+1 Yi+hyi+2yi+6yi + 0 (h)
RO B 2 2) ,
yig =¥y v Gy P4 Y g ot Y d’od
2 3 4
3 h h h 7 2 2
g = sy thY ARy D g B [c +3K € g G rF I C ]
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&

' h_ - . gt =L (53 o 123
L'écart est donc 1%% J1 (62 2 J1 Cl) ; S 78 (57) 78

En définiﬁive, sauf pour le cas des systémes linéaires et des quadratures,
les méthodes implicites ne sont pas interéssantes.

Formules & pas 1iés usuelles.

Nous examinerons les formules du type

= 4 o+ 4
Yo+l yn-p h (A Yn B Yn-l ¢ Yn~2)

Dire que Yo+l est exact 3 l'ordre 3 revient 2 écrire un systéme
linéaire

A+B+C=1+p

2B + 4C = p° - 1
3B + 12C = p3 + 1 d'oll nous tirons
A = -2p3+9p2-11.Ba-p3+3p2-4_cg2p3-3p2+
17 ? 3 ? 12 :
nY w4 3 2
Re—7 yg " (p ~4p +4p -9

Nous retrouvons les formules usuelles.




Adams iy . =y * 1—321 @3 Y -16Y 4 +5Y )
{ R o= % h&' yi(é)
Nystrom :
Yntl ~ Ya-1 +% 7Y, =2t YD)
{ R = % hb' yg*)

Aly

La formule obtenue pour p = 3 est suroptimale, son reste étant du 3e ordre

+ 8 2y oY +2y
3 n n-

yn+1 = n=3 n-1 2)

Formules 2 pas 1iés implicites.

Nous examinerons, comme pour les formles explicites, les formules du
type : .

+h(A‘Zn+ -%"BYn-!-CYn-)

Yol = Ynep 1 1

Pour rendre Yos1 2 1'ordre 3, nous écrirons le systime !
A+B+C=p+1

24 -C) =1 - p°

3

3A+C) =1 +p d'ol nous tirons

==2;)3-1‘31)2-1

12

2
A3293-3p + 5 Ba-#p’ulga-& .

12 ” 12, ;3 C

" L'écart sur Yoy o8t (pz' -1 57y,

. Nous retrouvens les formules usuelles.

Adams-Moulton =y + ?ﬁ- G Y, +8Y -Y )

Vsl

Simpson Vbl = Yne1 ¥

cette dernidre formule est suroptimale.

.OOG/OD.
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Méthodes de RK utilisant la dérivée au début du pas.

Ce sont des méthodes qui procddent & la fois de la formule de Taylor et
de la méthode de Runge Kutta. Nous calculons par une formule de Taylor d'ordre 2 la
solution en un point d'abscisse t, + 6h.

b2 o2
1]
¥i,0 TV PhRe Y Iy

2
1 "
Vit ® Yy +,h(AZO Yi + A21 Yi,l) +A' h vy

Yy 1 eset exact 4 1l'ordre 2, nous voulons que Yi+i le soit & 1'ordre 3,
»

c'est-2~dire qu'il ait un développement en série de Taylor autour de t, exact a

1l'ordre 3. Ceci nous amdne 2 résoudre le systdme

1
' -
AZl 8+ A 3
1 2 1
4y 0 =%
1 2 - L ' .
5 A21 2] 3 d'od la formle :
. h K2 2
= —— - p7-a—- - o— 1]
Viqp =¥y TRV 4 > G- ¥+ Q-39 ]

Le reste se présente sous la forme :

4
R= ‘ET [ (-‘%Q = 1) (€3 #3KC) -3, @e, +¢p)

I1 est clair que la méthode est optimale pour § = % ce qui nous conduit

. aux formiles :

hoy o,

{yi,l-yi+4Y1+32 i )
L b—. ]
Yiqp =Yy T ALY 416 Y, L) 43 )

4 4
ﬂb—-’ 2 £ -] -}l—- !
R % (J1 C1 + Jl CZ) o (Yl y"Dt - ti

Cette méthode est d'efficacité comparable 2 la méthode de NYStr°mf
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Dans le cas particulier d'une quadrature Y& = 0 et le reste est
d'ordre 5. Cette remarque reste valable pour tous les cas od le reste est propor=
tionnel & Jl.

Nous pouvens encore examiner la formule de Duffing : qui se présente
lorsque A = 1,

2

. = —— )
Vg =Yy FRY Sy

, N 2

= —-— a— 11
Ve =Yy Y3 @Y RN, )+ Ty

4 ¢

h 3
R=rl3+xC - -3 (J1C1+C)J

Nous pouvons la cansidéter comme une’ foimule de prédiction-correction. En
h™
effet, la formule Yi41 = yi 3 (2 Y + Yi+1) + — 3 y1 définit une méthode implicite
d'ordre 3 qu'il faut traiter par itération. La méthode de Duffing consiste donc 2

ne faire qu'une itération.

Formile de R.K. utilisant la dérivée au cours du pas.

Au lieu de ne prendre la dérivée qu'au début du pas nous pouvens aussi
l'utiliser au point intermédiaire Yy 10
4

Nous écrirons donc les formules :

2
R R
Vi =Yy thA Y FFAGD Y,
2
o= . ]
Viar Ty R Y Ay Y DB as Dy ay Dy

00./0'0
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En exprimant que y, ., est exact 2 1'ordre 3, et que y, , 1'est au moins
b4

3 1'ordre 1, nous sommes amenés 2 résoudre le systime :

Ao =" Byo ¥ 81 =1
£y ® +3 (g + A3 -3
%’Azlez"”liAh ® - ¢
%A21Ai0+%Ail @ =%

73

ce qui nous donne les tableaux des coefficients

0 6%
A A
1-A A 1-L A e LA ¢
21 21 38~ 21 38 " P21

et le reste est de la forme :

b 3
h 3 3 ‘
'gz{ { (2e8-1) -24, 8 } (03 +3 K, Cl) +-[(2 g~1) -6 A21 ) ] I (Jl c1 + Cé

Si nous consentons 2 dépenser 4 Horners, nous pouvons annuler cette partie
principale du reste et nous aurioms une méthode d'ordre 4. Il est donc absurde
d'utiliser 4 Horners pour n'avoir qu'une méthode d'ordre 3.

Si nous voulons seulement dépenser 3 Horners, nous annulons une des
colonnes du tableau.

. ! - '
ler cas @ A21 0.

Nous sommes ramenés 2 la formule utilisant la dérivée au début du pas.

2e cas ! A21 = 0 Nous avons les tableaux :
o ‘ 92
1 1
1 0. L - 35 38

4
R=(29-1) ;Z y§4)

'l../."




Pour cette méme dépense de 3 Horners, nous pouvons a?nuler la partie

principale du reste et écrire une méthode d'ordre 4, 8VE€ 6= 3.

Remarquons que 8i A21 = 0, la valeur de Aio est indéterminée, nous posons

pour gagner 1 Horner AiO =0, 8= % et nous obtenons les formules

h
= -9
yi1=Yt3 e
2
{
Y =Yg PRV FTFD Y
4
-}L- 2 ol '\]
R=-7 [C3+5K1C1+331C1¥'31L2
10
Vom e
s 9

M&thodes & pas liés utilisant des dérivées.

De méme que le principe de Runge Kutta a 6té combiné au principe des
méthodes 2 pas liés, de méme nous pouvons imaginer une combinaison de la formule de

Taylor et des méthodes & pas liés.

Soit donc une formule du type :
2

= "
Yie1 ™ Viep +h( Y +3B Y, ) t+a h. y)

En écrivant que y, ., est identique 2 son développement en série de Taylor
3 1'ordre le plus élevé possible, nous obtenons un syst2me linéaire donnant la

valeur des coefficients @

A+3B -~ Py 1
1

a -B+Br=z

3 2 2
&,L -—l‘-
2 6 T 6 )

3 3 3 2
A= R +33 p + 2 . B = R 3+ 1 . a = 2p = g p + 5

'0./'.0



La partie principale du reste est :

4 (h)
h' v
R = i Gpt-bp -7

La formule ayant le plus petit reste sera la "formule d'Adsms-Taylor'p = O.

5 K2

Y1+1">"" @Y, +Y, )+ ¢ vy
L @

R=-37h vy

La "“formule de Nystrom-Taylex" ne lui c2de gudre en précision :

2

= 2h 2h .
Yiqr TV 3 QY R Y P Ty
. 4 .
R= - %i h4 yi ) faiblement stable

Nous pouvons utiliser aussi la formule obtenue pour p = 2.

3 hz
Vi Vi ¥ Y Ty
R = ;5 h4 y§4> faiblement stable

Elle semble de programmation et de calcul un peu plus simples que les pré-
cédentes, au prix d'une précision légérement inférieure. '

Les deux formules précédentes (p = 1, p = 2) peuvent suggdrer une amﬁliora49

tion.
poit yiii, ygii les deux valeurs obtenues A partir de ces formules et scit
la valeur cherchée, & l'ordre 5 praés :

Yi+l

(¢} (2) )
2 G ¥ Y4540 " Y ™ 144 ¥y

Cette nouvelle méthode sera "six fois plus précise" que la formule de Taylor
et nous verrons qu'elle est aussi précise que la formule R K3 optimale. & ras égal.

000/'0.
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Le gros avantage qu'elle possédera par rapport 2 cette dernidre, c'est

qu'elle n utilise que 2 Horners par pas. Cette formule peut d'ailleurs s'écrire :

S o s 13 2 \x %)
(3'14-1 (yi 1 + yi 2) +% 6 4y, + 11 Yi 1) + 12 ,;.."

T e o

C'est une formule fortement stable, avantage incontestable alors que les
formules dont nous sommes partis, ne le sont que faiblement.

Méthode de FREY d'ordre 3

Nous considérerons les formules du type :

Yy =y theyy

2 3
Yy + Ay v) + B av

yprh Yyt h Ay (g m X)) T A Yy oMy Y Ay

Vi1 ©

12
Yqu, (x i,1 Y)

t t-
Ty o= Yy vy +¥h ¥, e, +9h)
Comme d'habitude, nous &crirons que Yi4p €8t exact a 1'ordre le plus élevé

possible (1'ordre 3) :

: 2 3 oA =1
Nous obtenons : 6 = 3 A21 =7 ) AZl 5 ) gl et ¢ restent arbitraires.
Le reste se présente sous la forme :
4 c J, C
b >[ 3 - 124 Gy ]
R = 3 v + (4 @ -3) Kl e ks Gy Ay 1) J1 ¢y

La méthode est rendue optimale si nous en annulons certains coefficients :

- 2- . 1 o= -3-
°=z A -3
2 h
Yia=¥ht 3 Y
h2 » . h3 1
= S—— ! - o . -
Vil 4 AR ANES S CAFER AR S M CANER A
o y<f+>

"‘"'"T(3J102~03)
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il est plus judicieux de réécrire la formule sous la forme :

= h— ' P— J b— [ [] ,.1'.1. .
Yie1 = ¥y * 3 Yi{1-hY(1+6Y)}+4Yi’13+hY(1 e Y| .
Pour une dépense de 3 Horners, semble trds "efficace" puisque la somme

des modules des coefficients est 3% (Pour RK optimal ': E%%).

Remarque : Pour les quadratures Y§ = 0, nous voyons que la formule de

HEUN (2 HOorners) est suroptimale car elle donne 1l'ordre 3.

Méthodes de Runge Kutta 3 pas liés d'ordre 3

I1 s’agit de combiner le principe de RK avec le principe des méthodes
2 pas 1liés, c'est-a-dire qu'il faut utiliser les informations antérieures.

Soit { le nombre de valeurs de yi_p utilisées et
soit r le nombre de valeurs de Y calculées au cours du pas (s mesure la

dépense en Horners).

Si 8 = 3, nous obtenons la méthode ordinaire de RK.

Si s = 1, nous obtenons les méthodes 3 pas 1iés. Il reste donc 2 4tudier

le cas 8 = 2 qui fournit deux possibilités :

s =2 =0 T e
8 =2 =1 ¥ =0
Etude du ler Cas Méthode RKL (1 + 2, 0)
Vi, 0 =¥y Fhlyg Yy + A, Y )
Yiqg =Yg ¥Rl Yy T Ay Y T A Y )
=t toh Y= Y0y g, + e b,

ooc/.oo -



Nous exprimons que y est exact A l'ordre 2, et que y est exact
i,l i+l

3 l'ordre 3, ce que nous amdne 2 résoudre le systime d'équations
A10+A11=0 A20+A21+A22=1
2
- =8 - -1
A > 84y, -8y 3
2
-9- = -]-'-
2 At %21 6
Nous obtenons le tableau des A
2
(e +2) 8
2 T2
9 9 =5 2 -39 5
6 8 : 6(1 + 8) 6 8(1 + &

' Cherchons maintenant 3 exprimer 1'erreur sur Yie1 °

2 2 3 2

- h” e . _ b e Q)
yi,l yi+heYi+ 3 -yi A y; = ou encore
2 .2 3 .3 3 '
} h> g B> e (3 k3 2
Yi,p =Yg PR e Y, kT Ty 13y G208
3w
Posons € =3;ga'u‘6§)-yi

Y1 = ¢ 4+ ¢ , o étant un développement valable 2 1l'ordre 3.
?

.

Calculons Yi,l = Y(o + s, £ + 8 h)
2.2 .3 .3 3 3 2Y
b"e” (3),h & (4_h_ 8 (3) ==.
Yi,l Yi 4+ h9y£ + A + ) 3 A oy .

A

o-o/-o.
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2
est exact & l'ordre 3. Son terme du 4 ordre est

Yi+1
n? 3 (4) 3 (3) Y }
A [(Azz 67 - Ay vy T8y 8 ﬁ%§§9yi 2y
Le reste sera donc :
4
- b [ (4) , (3) 2Y ]
R 3 (7 - 10 o) y, +56 (3+20) y7 7 ou encore
. [ 2
R= B | (7-100) (cy+ 3K €+ (10067 +350+7) 3 (€ + T cl)]

Nous voyons aisément que la méthode est optimale pour 8 = 1% H

0,945 - 0,245

0,309 - 0,009 0,700

77 4 L. g3 11 13t
R 380 h Jl (C2 + J1 Cl) S' = 2

Etude du 2° Cas - Méthode RKL (0 + 2,1)

= 4 .
¥i1 - o Y Qq ¥3.p th 4 Yy

Vi1 T Qo Vi F Qi Yyt B (e Yyt Ay Yyp)
= + =
kg =t T Y™ YOy sty )

1] ]
yi’1 est exact & l'ordre 2, Vit a4 1'ordre 3

Nous résolvons donc le systéme :

Qo + 4 =1 Qo * QP =1
= Qy v A =€ Ay * By " =1
2
1 0 1 1
2 Y 2 5 Qp t 8y O =2
1 1 2 1
% @t 7 A ® 3



&%

Nous obtenons le tableau suivant :

1 - ¢ % 8(1 + 8)
4 39 - 2 239 - 1) 2
36+2 30 + 2 8(3s + 2) 8(3 8 + 2)

11 sera malaisé d'exprimer l'erreur sur un pas, comme d'ailleurs toutes

les fois que { # 0.

Nous ne pouvons supposer en effet, que Yy et Yy sont exacts (sauf, toute~
fois, au démarrage du calcul) et dans le calcul de l'erreur sur Y 4p» DOUS sommes

obligés de tenir compte de l'erreur sur Yy

» 4
.Supposons donc que ¥y.p @8t uve valeur exacte,y, ¥ 44 sont les valeurs

de yent, et t_, ., obtenues par un développement en série de Taylor, exact & l'ordre

i i+l
4 au moins (leurs points représentatifs sont donc situés sur la courbe intégrale

passant par le point reprédsentatif de yi-l)'

Yy est la valeur obtenue par 1'a1gorithma,'§;+1 est situé sur la courbe

intégrale passant par Yy et Yy la valeur de y en tirl obtenue par l'a}gotithma.

ceodees
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' _ru
11 : agit donc de calculer Yiel " Yinl en fonction de C3, Kl C1 cee@n t,
etdeyi—yi.
P *=b-l: .
osons y, -y, = %57 e,
e=aC+BBKC+YJC+S 2
i %73 e Wt RS B | 1914
2

= ' h_ w h 3

5,0 = Qo Wy t R Y F T yi-l Z Yi-0 Y Q1 Yia

h-o (3)

thb (G by * 23'11)
= +(1l+e)h ! +(1+e)21’-;2- " +292+39+1

Yi,1 % Yia1 Yi-1 2 Yi-1 6

3 (3
vy
(3) %) 2
= 41}
Y Yi-1(1+a)hyi_1+(1+e) 2y11+(1+9) 6 yil 8 (1 + 8
(MR COREY {
5 Y1-1 3y
- ' 2w (3) 4) 3
Vigp =Yg P IRy, F2Ry, Ay *4"11[‘220*“‘20“‘(1*9)%1.
A .

h 2 (3) 2y , b
map 4 Ay O YDy 5y Yo &

4
Yier = Yiar = Orar = Y34t O~ Yir) = %% S

*x -

* v - o 5
OF, Yi4p = Yiw =Yg =Yg T OO0

Nous exprimons aiors la valeur de €1

‘.. 8 i-4 @, 2-30 8 o(6 +1) (3)aY
*FT o+ 2 Yi-1" %1 3p + 2 3o+ 2 Ji-13y
2 2
_2.-38 8 0~ - & 238 8 6~ - 4
Y41 " T+38% T w38 Bisr "5 %36 1 T2+3 8
2-36. _4(+289 2389 4L+ 20
Yiel "2+ 3 0 Y1 " 2F3 6 Si+1°”i"—?3"%si"72£1"§_’e—l
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Nous voyons apparaftre un ler cas particulier important : @ = %

1'erreur sur un pas n'est pas affectée par l'erreur antérieure
4

b . ,
R = -2 [C3+3K1 o, + 21 3) (¢, + 3 01)] :
S 108" 2 77

&
2" cas particulier :

Nous pouvons écrire - o =k (o& - )

1+1
2-3@ 2 V2
k = 573 2 ¢ ° 26" -1 @ =0 si 6= =3
U, M- 0,03 ¢ ¥4 7 0,03 Xi - 2,34
Bygp ™ - 0,03 B 8,4 V- 0,036, - 2,3

L'erreur sur un pas dépend faiblement de 1l'erreur antérieure.

Formules d'Obrechkoff d'ordre 3

La formule G30 ge raméne 2 la formule de Taylor

La formule G21 se ramdne & la formule de Duffing,

= P- _11 1"
Yiep SY 3 QYT Yt E N

Elle est, en effet, approchée par 1'algorithme :

hZ
n "
yi+th+ ) yi

i1
h b

- n h "

Yyqp "V t3 QY Y DY F N

Formule H21
2

= h " 1"
yi+1 yi+hY1+ 3 (2 yi + yi+l)

Elle se met en oeuvre de la manidre suivante
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= h 1 1"
yi+1 yi+th+6(2yi+y )

La fonction y' &tant connue explicitement, yg 1 est exact au méme ordre que
]

Yi1 On obtient &aisément l'erreur sur un pas :
]

4
B M ) Coo2
R= -%2 % 5'= 77
Mais nous pouvons l'utiliser avec 2 Horners : Yi s yg 1 et nbus

" " . | I
prenons pour yg la valeur yi-l, 1 ¢ S 2

o-a/-oo



Comparaison des méthodes d'ordre 3

Les restes, d'ordre 4, de toutes ces méthodes se présentent sous la

forme : A
h 2
— -+ c, + +
(@Cy+3BK G +y Ty G+ Iy C)
24
~ Nous ne possédons &videmment aucun renseignement sur les valeurs

numériques de C3, Kl C1 ... et il n'est pas question d'en réchercher sous peine
d'avoir un nombre impressionnant de Horners 2 calculer. Pour un probléme
donné, nous pouvons donner un critére permettant de comparer deux méthodes

entre elles :

Posons s = (lel +13 Bl + |v| +| §D) %Z

Nous dirons que la méthode M, est plus précise que la méthode M, si
ao . ! 0'3111_12
S1 < Sz, pour un méme nombre de Hormers. Cependant si > = g‘ ] = E— , les
mé thodes M1 et M2 geront directement comparables. Par e%emple, notis pouvons
affirmer, sans restriction, que la méthode de Mystrom est plus précise que la

méthode d'Adams.

D'apres le critére que nous avons choisi, il semble que la formule
de Frey et la méthode utilisant la dérivée au cours du pas (2 Horners) soient

excellentes ; de plus, ces méthodes nevpoaent pas de problaéme de démarrage.

Viennent'ensuite les méthodes a'pas 1iés usuelles, ce qui est blen
connu. Un 32me groupe est composé de RK optimal et de RKL (0 + 2, 1), les
formules d'Obrechkoff). Et enfin, la méthode RK classique (cependant d'une
grande simplicité d'emploi).

Lags méthodes combinant 1'utilisation de dérivées et de valeurs

antérieures semblent 2 rejeter, sauf la formule mixte qui est excellente,



VALEURS

DE S

(Ordre 3)

Formules de Runge Kutta explicites

Taylor Classique Optimale Nystrom
1 1 3 2 2
(0, 0), (2 ’ 1) (2 s 4) (3 ? 3)
27 9 39
L X LA [ A | -
5 A S A S 35 S 2
,f.:’m_
Formules de Runge Kutta explicites
Simplement implicite Radau
4 Horners - 5 Horners 3 Hirners 4 Horners
1 1 1 1
= 2 e = > e = 3 0 = 3
4 125 80
| . L. Lo LI, LI
St =3 5" =% §t=2 ST =5
Formules & pas liés
Adams Nystrom Adams~Moulton
' = 2 ' = ' =
5 A S 2 s 2
Formules de dgriéatggg
Au début du pas Ay cours du pas
Optimale Duffing Optimale
] DLl .10
§' = A S 7 S 3

29
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Formules de Runge Kutta & pas 1liés

{
i RKL (1+2,0) RKL (0 + 2,1)
7 2 N2
°= 10 @ =3 ©=3
' .].;-5._4. ' =-l-t§- ' 3‘1"“4‘
S %5 §' =33 $'=3
Formules & pas liés et dérivation
Adams-Taylor Nystrom-Taylor Formule mixte
. p=0 p=1 p=2
' _Lll ' m _1.-162_ 1 o ' L
S 3 S = S 6 S' =
Formdlesvdiverses
Obrechkoff 1121 Frey
x
S' - 2 st =-§-

30



METHODESD'ORDRE &

Comme précédemment, nous exposerons les 3 méthodes fondamentales : Formule
" de Taylor, Méthodes de Runge Kutta puis méthodes 2 pas liés. -

~Puis nous combinerons ces principes pour obtenir :
les méthodes de R.K. 2 pas liés,

1'utilisation de dérivées dans les méthodes 2 pas 1iés, et dans les méthodes de R K.
et enfin, une méthode_de Runge Kutta 2 pas lids, utilisant des dérivées.

Méthodes de Runge Kutta

Ce sont des méthodes 2 4 Horners par pas, 2 2 paramdtres effectifs et ayan
un reste du Se ordre.

=¥ +h AlO Yi’
Yi,27 7 * h{ Ay Y, + Ay Yi,l]
| Vy,3=yyth [A30'Y1 thy Y atAp Y ]
TR REEWEAPE TR AN

nyi'i'-h[AM) Y1+A

i,1 ty + 91 h ‘ t

" .
#

1,25 9hb

En axprimgnt que y,,, est exact 2 1'ordre 4, nous obtenons un systime qui
est dégdnérd si 91 = 8y 11 éet nécessaire que le 3e paramdtre 8y soit égal 2 1.

Exprimons le reste :
W { gas [10-018, - 500, + 0+ 3] (0 - 43y 0 F g5 6 -5 8@y 0 - K

3
zao 2 -50)k ¢ - FENEERRE: RO ACNER °1)}

00‘/00‘
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N

. En chexchant & optimiser, nous trouvons el = =, 92 = %».

wr

Le reste est alors :
h (Ca-éJlC3)+ 87 R+ (K, c. -3¢
. 3600 13 200 120 1 1 171

Pour la méthode de Runge Kutta classique (91 =0, = % )

C, =4 3. C
s S 1%  r 2
h k 5880 T 160 T 480 Ty ¢ =23 K C -k Cy+ ] Cy)

1 | 3
Y16 ¥ N1 6 - Cl)]

-+ Examinons encore, 1a formule de Boulton :

1 -2
91 =3 ) 92 =3

Le reste en est :

C -43 C h .
s[ S =471 % 4 1 2.
h [ @6 "1 2ty K G- G-l ¢ t2I K C)
120 K 9 G- ) ]

Comme pour les mﬂthodes d'ordre 3, nous appelerons coefficient d'effieaciiéf
la somme des modules des coefficients des différents termes de la dérivde d'ordre 5.

A la fin de ce chapitre, nous classerons les méthodes en utilioant ce
cuefiicient d'efficacité.

s il‘/.‘.



 Méthodes de Runge Kutta, de type implicite, du 4e ordre.
Nous considérons d'abord les formules simplement implicites :

R L TR P Y )

| yy,0 = Yyt Ry Yy Ay Yy Ay ¥,2)

=y + h(A

Yiel 30 Y ¥ Ay Yy 1 T A3 Yyt Ay Vi)

Nous nous bornerons & prendre un exemple assez gimple :

1 2
8, =3 8, =73 -
1 1
6 6
1 1 1_
12 2 12
1 3 3 1
8 8 8 8

Nous avons calculé la partie principale de 1'écart :

5
h
W{SC + 48 L, C +24R+312K1Cz+121(1J1C1‘.‘-2J1’03

4 171
2 173 3.
+ 99 Jl by * 1413 Kl 1] + 311040 Jl Cl'

Le coefficient d'efficacité est excellent ; il est de 1l'oxdre de O, 0125;
81 nous ne calculions que 3 Horners, la méthode serait tras compétitive. Malheureus !
ment, elle ndcessite le calcul de 6, veoire 9, Hérners, ce qui la vend inintéranaqnt@

Alers nous concidéronn.main:enanc la formile de Runge KuttarGauss totale-
ment implicite, d'eoxdre &4

Yy0% Yyt Blgg Yy o * gy Y0

i3 = Vgt ¥y ot Ay Yy

Vi41 = 71 MLCTR AN TRIRY
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En écrivant que Yi41 @8t exact 4 1'ordre 4, nous obtenons

1 1, § -
A zt 3 @+ 8 =1
1 _§ 1 1
Z "3 A % 8 = %
1 1

3 3 90‘91’“8

Le calcul de 1'écart est plus long que pour la méthode de Runge Kutta
ordinaire puisqu’il n'y a plus, comme dans cette derniére, la limitation B « o
pour les coefficients AaB'

Nous aveuns trouvé 1'écart :

C, +12J. K, C

[~c4-6L1c1+2zzu+61<1c2+1681<1.111 LK G

4320

- 2 : 3
443Gy =63 Cp+ (9-30.V3) "101]
- Nous trouvons pour le coefficient d'efficacité la valeur 0,108.

'La méthode simplement implicite n'est pas d'une utilisation rcntable,ca:,
si mﬁme une seule itération suffit pour chacune des valeurs de y calculdes, {1l y a. auf
une dépense de 6 Hérners. Par contre, nous voyons que la formule de Gauss peut acxa
utilisée avec seulement 4 Hirners, mais son important coefficient d'efficacité 1¢
rend peu intéteosante dens le cas général.

Prenons pour y§1: et yili des valeurs exactes au 2e ordre en utilisant ddqf
valeurs calculées au cours du pas précéddent.
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Voici 1l'organigramme de la méthode : -

1 o1 |
X o= %100 [ A+ 55 % 4,025 x1-1,1]
[§))
, Calcul de Xi,o
4

 _ S S| 1
X1 = ¥auth [ -z X1-1,1 % 4o, X0

1)

Calcul de xi,l

Méthode de Gausal

Formules 2 pas liés explicites.

Yy

A

c

Nous examinerons les formules du type

s yn-p

A+B+GC+D=pt
2B + 4C + 6D = p°

-1

+hAY +BY , +CY ,+DY 5

ne2

3B # 12C + 27D = po# 1

4B + 32C + 108 D =

-p“}. 8p3— 22 p* 4 24p +55

4
| 4

2.4

L=3p%+16p3 - 18 p% 43
2%

-1 d'od nous tirons

3 4 36 p2

- 39

B,.?...n"-mv
2%

4 - ‘
D=2 -43244-432-9

n+1. doit &tre exact & l'ordre 4 ce qui nous amine & écrire un systime linéaire

."/‘..




L'écart avec la solution exacte est R

5 (5
R=2 Y4 {ps-%p4+2§~p3~1592+.2§.1.]
A20 6

Nous retrouvons les formules usuelles.

h
Adams (Y. =Yty (55 Y, - 59X, ¥ Y, - 9 ¥ )

. h
Nystrém (y .0 = ¥, +37 (64 Y ~40 Y , +32% , -8 Y ,)

720 n formule faiblement stable

Le_formule pour p = 3 est optimale :

B(BY -4Y  +8Y )

Tarl " Va3 T3 n-1 ‘
R = 224 ko \/:f‘ formule faiblement stable
Tao0

Foruules 2 pas liés implicites du 4e ordre.

Nous examinerons les formules de la forme

Yol

Yol ™ Youp h(A +BY +CY  +DY ,)

devant étre exact A l'oxdre 4, nous en déduisons le systime

Y4l

A 4+ B + C + D = p+1

-2 +2C +4D = p° -1
- 34 +3C+ 120 = po 41
. GA +4C =32 = pt -1 d'od nous tirens

N N



4 3 2
Aw oB *4p -4p +9 B = 3pt. 8p- Gp +24p +19
24 _ 24

4 3 2 ] 2 2
c°~3p +412)4+12p -5 D = §22;12

5 (5 ’ 4

Nous retrouvons les formules usuelles :

Adams Moulton(y . =y +5r (9, +19Y =57 +¥ )

ntl o+l n n-l n=2

A9 5 (5)

R = 720 Ya

h .
Milne-Simpson Yo+l = Yol + 3 (Yn+1 + 4 Yﬁ + Yﬁ-l )

.8 5 (9
R 720 h In

Cette derni2re est la formule optimale, elle est particuli2rement intéres-
sante, car elle condense 1l'information antérieure 2 utiliser et ses coefficients
" sont particulidrement simples.

Nous remarquerons que les méthodes implicites'pour p ¢ 3 un écart plus
faible que les méthodes explicites. Ceci peut donc expliquer leur utilité.

Nous utiliserens une formule de prédiction explicite ét une formule de
correction implicite. Nous les prendrons du méme ordre :

i;*l = yn.p'+ h(AY +BY ,+CY ,+D Y““3?

*
caleul de Yn+1

+hA'Y . +B'Y +C'Y

!
n+l n n-1 DY

Yl = Yneq n-2)

L'écgrt sur yn+1 et donc sur Y . est du 5a ordre. Il n'influera donc‘pqaf

o+l
sur l'écart sur yn+1

Optimiser la méthode consiste 2 bien choisir q; ici q = 1.



58

Cependant, il a fallu calculer 2 Hormers par pas. Pour tabuler une fonction:
sur un intervalle donné, avec un nombre de Horners donné, il faut donc doubler le
pour la méthode de prédiction correction, et le coefficient d'efficacité est aloté%
multiplié par 46(=2"). La méthode de Milne est compétitive par rapport 2 la méthode
de Nystrim, mais la méthode d'Adams Moulton ne 1'est plus par rapport 2 celle d'Adim&
Faisons une dernidre remarque : soient R , RN, RM les &carts pour les formules ‘
d'Adams, Nysttom, Adams-Moulton :

R+RM RNHO(h)

d'od la possibilité d'avoir une méthode d'ordre 5, en combinant ces 3 méthodes,

Méthodes de RK utilisant la dérivée au début du pas

Ce sont des méthodes qui procédent 2 la fois du principe de RK et des
méthodes de dé&rivation.

Nous pouvons utiliser une seule dérivée y'
ou deux dérivées y" A& y™ .

ou encore v, Cy» 31 cl

Ce dernier cas est A rejeter, car il nécessite l'utilisation de 5 Rémera

ler cas. Utilisation de 1a dérivg% sgcande o . 2
o _ @l =39

—-‘&‘
Fgatnthe Yy 7Y

L 2
3’1,2"’1"’*‘“"20 Y1+A21 Y )t Ay g

Vi =Yy HhRge Y 4 A31 Yi,l Ayp ¥y,2) ’. “3 yi

‘_t"-ét-rh'ev Lot

4,178 i }1;,2”‘1“‘92

‘En expri.mant que yi+1 est exact a l'ardra 4, nous sommes conduits 2 técm
dre un systém de 7 équatmnm ‘

ow /-_9 el



1
I o -
Ayp By +Aqy 8 +A3 =3
1
. ) . A3y 2191 Ayp Ay + A5 A =3
7 By, 8, +45, 8) =%
1
' ' - =
Ayy Agy 88y + Ayy Ay By + Ay A 8 =3
1 3 3 1
g By 0+ Ay 8 =37
A A A =i
32 814 = %%
2
3
A ALY 1
32 %21 = = 37
2
Ay =
- 4, - ) 3-48
31 3 32 ®
12 62 (9, - 8) 12 ¢ (s, - &)
1
2
A,ﬂ&(ﬁ-‘*ege;-zez]ez LS h 8 4 ey 43
2 76, G -5 6), A 12 6, 6
L’écart avec la solution exacte est, au 6e ordre prids :
S

{ [ -200 08, +15 (8 + 8) - 12] (©4 + 6Ly C) +12 (58, = D(KG, + K¢

- 12 (J C + Jl 2) +akR }

1440

witw

La méthode est optimisde si 01/,= = 4 .,

: ez
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L'é&cart devient alors :

B 3(C, + 6 L, C.) + 40 J. C -60(J3CV+J20 y + 2L g
7200 |-3(C4 1 & 1 %3 I G+ 0 5

Le coefficient d'efficacité est S= 0,025 ; cette mé&thode est d'effica-
cité comparable 2 la méthode de Runge’ Kutta Optimale.

2éme cas : Utilisation de la dérivée seconde ot de la dérivée troisidme.

n? ¢? W20
=Y PR e, T Ty

Yi,1

2 ¢ " " e
+h (A, Y, + Ay, il)+hA +hAyi

Yiger1 ™ 1 ¥y 2

En agissant comme pour le cas précédent, nous obtenons

1 1
A B ] e S— A PP ——
20 493 2_1 493
: ¢ o .1' - 1 ’ =3 -]-.' - "1'.—'-
Ay =3 no A2 =% " %8
- L'écart avec la solution exacte est, au 6e ordre pras :

h5
W{(Sel-l;)(c +6L101+3R+4K Cz+4K111

1
- 4(3 1, K c+Jc+J2c +J3C)
| 15 G +J 6+ 1

F ol

.La méthode est optimisde si 91 =3 .
Le coefficient d'efficacité est S= 0,05. -
Cette méthode est moins bonne que la précédente. Nous voyons ainsi

apparaitre une efficacité décroissante en passant dea méthodes pures de R.K. a la
formule de Taylor (gsn 0,2).



_ Formule de R.K, utilisant la dérivée au cours du pas.

Au cours de l'étude des méthodes d'ordre 3, nous avons vu :

2 ,
e . .‘l—. J .
Vi1 =Y P RAG Y P Ap DY
_ 2
m a— ' . [}
Vigp = Vg Th Byg Yy H Ay Y ) F 7 By DY+ A DY Y

S1 g =
dépense de 3 Horners.

% , A21 = 0, nous avons une méthode d'ordre 4, avec une

La méthode s'écrit

2

- h h- .,

Yia=vi vty tE
2

= - N
Vi =Yy Fh Y, v Y +2D Y, )

L'écart de la solution approchée avec la valeur exacte est :

5
—i36 "~ 36 h v[_QA + 6 L1 C1 +3R+3 Kl (C2 + J1 Cl) + Jl (C3 + 3 K1 Cl)}

$

Dans ce cas, le coefficient réduit d'efficacité devienmt
5w 4,9, . (3 Hormers)

La méthode semble plus précise que les méthedes du type Runge Kutta,pui;
mais un peu moins que les méthodes pures 2 pas liés (Adams,Nystrom), 3 pas @zal.

Considérons maintenant le systéme de la forme
: 2

‘ 4 B A .
Vi1 "V thA Vi v AD Y

2
. 4+ hi . h s .
Yi2 " Vf F Bl Yo Ay Yy ) hgm (e DY+ A, DY)

2
= e e ' Y b .
Yigp = V] ¥ BlByp Yy F Ay Y, g by T2 H T By DY 44y, DY
P : S »
| +85,D ¥ )
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Y = Y(t1 + e1 h, yi,l) Yi’2 = Y(t1 + 91 h, Yi,z)

i,l1

A priori, cete méthode exige une dépense de 6 Hérners. Mais nous

verrons qu'il est possible de ne dépenser que 3 Hérners et d'ailleurs, d'une seule

fagon. ‘

En exprimant que y,,, est exact & l'ordre 4, que yi,l et 31’2 le sont,

au moins 2 1l'ordre 1, nous écrirons un syst2me de 10 relations pour les 14 inconnues

Aij’ 6 . Nous n'écrirons ce systdme que dans les cas 2 3 Hérners; il n'y a que &

posgibglités.

1) Utilisation de Y, , DY, DY,

2) " " Y, , Y 00 DY,

3) " "y, Y, e DY

4) " vy, Yoo Y (R.K. 3)

Seul le ler cas fournit une solution

Ayy =By =45, =0

0~ 8 A
1 -2
Ni = T

8 B 8y

A

YY)
Ay

20 " &

! m A w A =
Ajop = A0 =230 =0

A3° = 1 .
2 91 -1
A, =
I
A3z

!

8, et 8, sont ;163 par une relation:6 8,0, - 2(8+ 8)) +1=0

L'écart de la solution épprochdc at de la valeur exacte est, au be

ordre prids

~

l.o/c-o‘ ’



k3

o BT % =) (C, + 9K I Cy + c>+(——ez--——1)'(R+J1<C)+-
318~ ~ 370 1916 v & 34 ~ %0 1% ¢
L

: o, © 6. 8 |
1 2 1. % 7 1.% u '
- 120 (J ¢, +J; Cz) +GEt55-T60 X1 C2t G275 360 M C1]

.

Pour optimiser cette méthode, nous annulerons le coefficient de C4 et

nous trouvons

4 - Ve =4+\/?
10

1 10 )

¢ 2 5.
L'cart est de la forme Mn’ [k,C, = R#I (I CoH+ 31C,- KICI)) Hh”L,Cy

Ve -2 _ 10+ Ve
A 240 B =TT 250

Le coefficient d'efficacité est 0,06.

Mais comme la dépense n'est que de 3 Horners, le coefficient réduit est

Le méthpde est tras compétitive, mais lég2rement moins que la précédente

et sa mise en oeuvre est plus lourde :

Y1V th e Y

9-+V"

+he, VY +
y % % 50

h D Yi,l

yi,2

Y "V PR Y + [(9+¢')mf + (9~ V8) oy, 2’]

Méthodes 3 pas 1163 utilisent des dérivées.

Considérons d'abord des formules du type

\ . 2 "
yi P + h(A Y1 + B Yi~1 + C Yiéz) +ah yi

Yiq1

."/"..



En écrivant que Yi4y 8t identique 2 son développement da Taylor 3
1'ordre le plus &levé possible, nous obtenons un systéme, dont la résolution donné|

' 4
A = B=—~3p *8 p3 + 11

12

b 3
3R -b4p -7 ’ -
C Z8 a

L'écart avec la vraie valeur est

5 (5)
by 5 4 3
%o (=12 p”" + 45 p - 40 p” - 97)

La formule la moins mauvaise semble &tre, pour p = 2

9 p?

= h—- ' cn—— "
Viel " Vg2 ¥ 75 O Yy +36 Y, , +3 Y )+

1'écart en est ’:ﬁf%3=-h5 yis).
Son coefficient réduit d'efficacité est . 5 _.21 6. L'6cart, 3 pas &ga

eot inférieur 2 celui de la mé&thode d'Adams ou 2 celui de la méthode de Nystrom, m
il faut calculer un Horner de plus.

Considérons maintenant des formules du type

Vi1 7 yi-p + h(A Yi + B‘Yi°1)+ a hz'yi +b h3 ylll
La réuolution d'un systame linénire, exprimant. que Yi4] 08t exact 3.

l‘ordte le plul élevé posnihle nous donne :

Aws P+ 4pes B .‘24 -1
X | =3
g,_z-jf R | “3p% 44 p 47
a = e b = :
A ‘ _ : : ) 24 .
5 (5

- L'écart avec la valeur exacte est h—z§8—~ {- 4 ps +5 p“ - 9~] .

-

< : . . icn/o_ﬁ.



11 présente un minimum pour p = 1

3
= h "
Yiep = Vg P 2R Y+ 5y
5 (5)
Ra - D yi "
60

C'est, en fait, une méthode a 2 hdrners, elle est nettement meilleure

que la précédente, . Malheureusement, elle

est laiblement stable .

Son coefficient d'efficacité réduit est S'= 6,4 .

oo

Méthodes de Runge Kutta 2 pas 1ids d'ordre 4.

Une méthode de R.K. 2 pas liés dépend de 3 indices :
¢ : nombre de y antérieurs utilisés
r : nombre de Y antérieurs utiliséds
8 : nombre de Hérners s = 2, 3,

L'erdre de la méthode est, en général r + 8 + € .

Pour les méthodes d'ordre 4, il y a donc 5 possibilités. Lorsque € = 0,1
il est assez facile d'établir l'expression de l'écart; si € # O, 1'écart en un point
dépend des écarts antérieurs. ’

Loraque 8 = 2, la valeur Yi,1 intermédiaire est d'ordre 3 étant

4
i41
d'ordre 4 ; il est faclle alora de trouver les coefficients sans passer par 1 inter- 

médiaire d'un tableau.

Méthode RKL (2 + 2, 0)

Yi,1 =Yy H Bl Yy Ay Y ) A, Y )
i T R B ¥y F AL Y ALY A Y )
Cas particulier: Si 0=x1 , hous abtenons une ‘mébfhoé\e de prediction.

eee fasn

- correc.hon. comhmant les Formu\es d'Adams et d'Adams- Mou”’or\ do 4%rdre .



En écrivant que y, , est exact & l'ordre 3, Yie1 a 1l'ordre 4 :
?

Ao By TAptA, =0 Ayg tBq) ¥ A3y =B
AL -2A_+8A., =% A, -2A. =8
" %41 42 43 2 i} | 32 3
A 2
41 8 = L
3t 2B, T B3t ' M1, ,, 8
: 2 32776
6 6 6 43" 24
Tableau des A
8(20 + 9 8 + 12) - g8 + 3 2 2943
12 3 12
46 6 - 27 11 - 16 6 10 -7 9 .
24 8 12(g + 1) 24 (p + 2) 40(0+l) (64+2)
. 4 4 no
h 8 (4 _h 2 (4)
4 o 4
(5) _ bl 2 2 (4)1_
a3 " ana

L'écart de y ., avec la siution exacte (au moins 2 l'ordre 5) est

5
(5) 4 . (4) dY
o %4 ‘_5“ +8°A42f59 Aas"*] % 0+ %8,y N

ou encore ¢

5
L | - ;
B ‘_(135 0 - 97) (¢, #3R¥4KC) +AKIC + 6Ly C)

3 ]
——-—-9-----(.1 C;+3 3, K1°1*31°1+J162)

“ Un calcul fastidieux montre que l'optimisation est atteinte pour

= %%g = 0,7185 ... Le coefficient d'efficacité est alors g ,64. Mais le coefficient

réduit d'officucité est ¢D2. car 11 y a eu une dépenoe de 2 Horners seulement.

- da - e



Méthode RKL (1 + 3, 0)

_ Comme pour la méthode précédente et comme pour les méthodes pures de
]
RK, 1'écart en b+l
d'utiliser le tableau général, pour calculer les coefficients et pour exprimer l'écart

1)

ne dépendra pas des dcarts aux points antérieurs. Il sera posnibla

yi-l-h(A Y, +A

i © 20 ¥y Fhy ¥

Yi,2 =Yy b (g Yy H Ay Yy Fhy LY

Vi By P D (o Y A Y ALY A Y )

= ti + 92 h ti,2 = ti + 03 h

+ A43 = 1

1 1, 1 2 1
ﬂ 58.%72 42 e2 583%"% Auo T84t A

1 3.1 3
By * 5840 97583 8"

3
o
ﬁ!*‘

- 3 O

[ Ay3(Ayp 8, - A31)' “ By By =
3

Q Bus 8y gy 8 Ay A by & T {Aso thy YAy

Byo ¥4y =9

“93

o 3 1 L
[ M43 G832 8 773 Ay +3 Ay Ay = T

A

1
- A 3281 "%

43

Ces relations sont compatibles si 93 =], ce dni va de soi puisque nous
avons l faire avec une méthode de RK ordinaire od nous aurions posé 8 = - - 1, ‘



Exprimons 1'écart :

5

h .
b5 [ (8 - 15 8,) C, + (60 8, = 32) J) G, + (30 6, - 18)(2 J; K € - L, C)

2 3
- (42J1 CZ+12J1C1+‘18 K102-12K1J1C1)+0R]

La formule est optimisée pour 8, w% .

1

Puisque 3 Horners ont seulement &té dépensés, le coefficient réduit
d'efficacité est 9= 5,4 .

Méthode RKL (1 + 2, 1).

Ve,1 = Qo ¥y ¥ Yy FRGy Y v Ay YY)

Vil = Qa0 ¥y ¥ Qp Yy F Rl Yy H Ay Y YA, Y )

Eiaa =t T AR

yi,l‘\”t exact 2 1l'ordre 3, y  , est exact & l'ordre 4 :
Qo * 9y = 1 3 Qg+ Qy; =1
“Q21+A20+A&1"9 °Q31+A30+A31+A32=1
Qy =285 =8 | Qg = 2 Ay +2 Ay 81

| Q) = 4 Ay +4A329
—3 e
1-0 (3+209) 8- 3+ 2 8)
v + 8 (1 - 10 -7
1+2%¢ 1+26

l../..'.



oL + 9 871 + )
A
802 .2¢0.2 4 g% -2 2
8(l + 2 0) 1+ + 2 9) 8(l + 0)(1+ 2 8)
Dans le calcul de 1'écart sur Yi41 DOUS tiendrons compte de 1'écart
sur y, .

Yi.1 o8t la valeur exacte, i les valeurs de y en t, et t

" ,
Y141 L 1+1
obtenues par un développement en série de Taylor exact 3 l'ordre 5 en ti

Yy la valeur obtenue par l'algorithme, est situéd sur la courbe

~S
‘ Yi41
intégrale passant par Y et Vi est la valeur obtenue par l'algorithme.

Il s'agira donc de calculer Yit1 en fonction des valeurs de Ca,

o~J
ERETY!
J, C, «s. prigses en t

1 G et de vy =y

i-1 I
, 5
# h
Nous poserons y, -y, = Y5 si.

| . 2 W2 Wty
= ! oA | | "l E
¥i,0 " Qo Wy thyi vt + Y- 24 yia) * QY

B2 B
+hAy (Y1-1+hy +‘2‘”y1-1 ST g i) thAyy Y

2 n? 3’ @y

y.i.l-y11+(1+e)h y11+(1+9) y11+‘(1+e) & Yia +(1+e) ‘2"'71*15,'

4 .
St are?y®

4n® ) n*

a N . 2 (4) dY
1,1 Yi-1+(1+9)hy;.—1+“'+(1+6) 3% Yi-1 Te (1 + 8)

Y

5
(&) h
Yigp Yyt oo '*'120’1.1 Qp + "'5(1*9) Ayp | * 1356 Yo &

5
B2 NOR'S
-3 ® (6 + 1)? Ay, Vi1 %y

o.o'/.'oo



32 00 (5)
120 Yi-1

5
~ * * 6 h 6
Yiap “ Ve TV Y YO (D =g e # 0 (D

* = '
yi+1 yi‘l 4+ 2h yi-l + e +

*

s ) 1* 3 ~
y1+1 "Y1 = O " Vi) Y O “ Vi) T
| 5

(5) [ | 4 ] _ b
Qg+ 5 A35+ 5 45, L+ 8) - 32 136 Y31 &

1zo Yia

3 ) ¥

32 V1.1 dy

L are’a

€, = X(l) c

(2) (3), a4 o A(3)
. N a’”‘i R-n-?\i K1°2+v1 KlJ c, + L. C

171 i 171

(1) (2) 3),3 () 5
ch3+u I K Cy kBT C) by 1 c,

Nous>trouv0ns :

) _7-108 a1, 108 +646° 328 -1
M= Tv2e 1 T A+0AFZO

L) L 1-108 (1) 46 8% - 420 -14
i+1 1+28 ¥ 1+8)Q+2090)

Cas particulier : § = 0,7

L'&cart e

41 e dépend plgs de l'écgrg ¢, .

Mg = = 0,39

“1+x = - 5,10

Le coefficient d'efficacité est

(18 x 0,39 + 6 x 5,10) = 0,312

r—'

[avd

120
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Deux Horners ont &té utilisés seulement.
11 s'ensuit que le coefficient réduit est 9'=5.

La méthode RKL (1 + 2,1) peut &tre considérde comme rentable. Autre
Cas particulier : 8 = 0,713 ....

]

6 est racine de 10 6> + 64 8° - 32 8 - 14 = 0

A

= - k
141 0,054 .

B4y = " 0,054 " 5,19,

Formules d'Obrechkoff d'ordre 4
Les formules Gao. 1140 se réduisentjév&:dement‘ a2 1a formule dg

Taylor.

Formule G, ' = +h(3y + Y )+hi n.,.hf. n‘v
orm: 31 YT YT A VT Tl A Vi V2% Yy

- e Wen e

- L'algorithme d'utilisation se réduit 2 une méthode utilisant les
dérivées 2¥me et 3ame au début du pas, avec 8 = 1. ‘ '

h, o Y
.yi+th+2 yi +‘65“y1
2 3
!l L (L B "e
Vg =V v G H Y ) Y Yi*%l"i
2

- gk S

-] L‘- — ":'-

Cette formule est &Pp'l‘ocgée par 1l'algorithme suivant :
AT S A B vy

h o 2 eon g

TRRE/EL SUELANES S S
L. +-t3~(Y .y )-t-ﬁ(:“:“..""}"' N
PP 7R SLTI B LR F RS SR 1Y



Y » yg | 8ont aussi exacts au 2&me ordre. D'od :
]

4
L ad (3) - 5
yi’zwyi'&'...*‘é vy [c +3xlc1 3., +ch1)J
’ pb
(4) (5) [ ‘
LA =Y oo+ 6 v, 4 yi + 57 [9R-27 (c +ch1)}
1S
“) &)
yi+1='yi+ 24 yi 120 Yy + Reste .

1
¥ » :
L'&cart est ‘E?ZO [C[& + 6 Ll (:1 + 4 K (C2 4 J1 Cl)-l» J1(03+3K101’)J:

_ 132 3152 ‘5
-SSRt (g, +3 }h

Le eeafficignt d'efficacitd S = %%%'ett mauvals et la méthode

' ne présente pas grand intéréet.

2 3 .
Formule H + hY, + b yu o+ ...... (3 (3) (3))

Bl Tm Ty 172 MRS
Elle est approchée par lzalgoritgma suivune :
. - + hY + h—- L

Yi,1 Yi y“i

+ hY + L yi (3y(3) + yizl). )

Vi % Yy t 2%
yf‘l est exaet asl'ardre 3, puisque donnd de fagon explicite

L'écart est R = gayfs) o S =0,3

Nous pouvonu n'utilicer que 3 Horners @ y?il étant remplacéd
par y(3 ), Alors st e 24,3 :

Nous voyone, qu'en général, les farmnlct du type d'Obrechkoff nﬁ
ne sont pas trds rentables.



VALEURS DE_S'

(Ordre 4)

Formules de Runge Kutta explicites

....... Taylor ______|.____.Classigue ____ | ___ Optimale ____ 1 ____DBeulton _
1L 1 2 3 L 2 '
©, 9 2 2 5 5 3 P
St w §1° §' = 8,% st = §,9 S' = 46
FORMULES A PAS LIES
Adams Nystrom Moulton Simpson
St =@l S' = &% §' 440 5! = 4,3

Formules utilisant des dérivées

Dérivée 28,au début

mwmww - -

Oprimale

S' = &*‘." ¥

- -

8! =

_Dérivées 22 et 32 | _ Au_cours du pas
.optimale

42,8

DPHorners

st had 6(9‘ v

Avcours dupas,
2 phs inkermédiaires

S e I R e e

3'349’%J

Formules de Runge Kutta & pas 1iés

st "-‘-Q)zk '

| Geftide . R a3, 0)

RKL (142, 1)

---------- L T Y T

S' =5,




Exemples numériques sur quelques méthodes d'ordre 3.

1) Méthode d'Adams-Taylor (p.19)

-1 *Te Yy

«
I
]
+

Wiz

i+l @y +v

2) Méthode mixte (p.19)

h 13
(yi-l + yi_z) + (4 v, +11 Yi-l) + 13

1
Yier T 2 6 i

3) Méthode de Frey optimale (p.20)

4) Méthode utilisant la dérivée au cours du pas,

h
yl,l =¥ *3 Yi
+hy, + EE "
Yier T Y it Yin

Pour les méthodes (1) et (2) : 2 hdrners donc pas = 0,066,,. )

Pour les méthodes (3) et (4) : 3 hdrners donc pas = O,1 )



Equation J y' =y - 1,5 exp (- 0,5 t)

y (0) =1

t Valeur ' Ecarts x lC)8
exacte @) @ 3 @ |

0

0,2 0, 90483743 25 0 202 162

0,4” '0,81873079 68 o] 428 343

0,6 0,74081826 115 0 687 551

0,8 0, 67032009 170 ) 990 794 z

1 0,60653071 | 235 1 1345 1079

2 0, 36787952 805 8 4475 3589

3 0,22313026 2296 33 ;
% 4 ~ 0,13523538 ? 6306 96 ;
{5 {  0,08208510 17186 270




Equation J' y' = - ty

l y (0) =1
Valeur Ecarts x 108
exacte ) (2 (3) 4)
0
0,2 0598019868 117 - 53 2 148
0,4 0, 92311637 2458 - 119 22 v 2373
0,6 0,83527026 3105 - 181 85 2728
0,8 0, 72614911 2948 - 215 217 2671
1 0, 60653076 2122 - 210 429 2058
2 0, 13533539 ~ le42 47 1785 478
3 0, 01110902 115 6
4 0, 00033546 117 -6
5 0, 00000373 7 o}




Equation [ y' = - 2'ty2
[ y (0) =1
£ Valeur Ecarts x 108
exacte (L (2) (3) (4)
(o]
0,2 0, 96153848 7685 - 865 - 102 9420
0’,4 0,86206900 9253 - 2525 92 9845
0,6 0,73529416 2569 - 1151 748 4900 .

0,8 0,60975616 - 3130 : - - 488 1351 1413
1 0,5 - 5019 - 79 1655 563
2 0,2 - 795 23 990 1754

v 3 0,1 72 6

4 0, 05882356 101 -4

5 - 0,03846157 67 -1




Equation J y'' =y

['y ) =1

Valeur ~ Ecarts x 108

exacte (1) (2) 3 (4)
0 .
0,2 1,22140272 437 -6 328 041 |
0,4 1,49182463 1325 - 10 80z 2303
0,6 1,82211865 2580 - 23 1467 4215
0,8 2, 22554067 4328 - 39 2388 6864
1 2,71828142 6721 - 62 3648 10479
2 7,38905299 37712 - 441 | 19800 56940
3 20, 08551836 154924 - 2384
4 54, 59807158 563527 - 9822
5 148,41280365 1012308 | - 42343




Exemples numériques sur quelques méthodes d'ordre 4,

Nous nous interesserons surtout aux méthodes de Runge-Kutta utilisant

la dérivée suivante, ou & pas liés,

1) Méthode RKL (2 + 2, O) optimale = ©6 = 0,71851852

1,16754493

- 0,63991842

0,19089200

0, 35094501

- 0,02406609

0, 00283832

0, 67028276

2) Méthode RKL (2 + 2,0) © =1

Elle se raméne & une formule implicite & pas liés mise en oeuvre par une

méthode de prédiction ~ correction,

1,91666, ..

- 1,333...

0,4166. ..

0,79166. ..

- 0,20833...

0,04166...

0,375...

3) Méthode RKL (1 + 2,1)

Nous avons pris © =‘0,7 ; 1'écart en un poiht ne dépend pas des écarts

antérieurs

- 1,156 2,156
Q
1 )
2,023 0,833
A
0, 30952378 - 0,00980393 0, 70028013

4) Méthode RKL (1 + 3;0) Optimale © = 0,6




mé-é‘

Equation | dy _ y - 1,5 exp (- 0,5 t)

dt v

y (0) =1
¢ Valeur Ecarts x 108 : :~ “

exacte (L 2) 3 _(4) (5)

0
0,83 0,86070798 ¥ 1 13 93 6
0,6 0,74081823 6 6 30 240 13
0,9 0,63762817 13 14 54 425 24
1,2 0, 54881166 22 22 85 660 39
1,5 0,47236659 33 | 34 123 967 58
1,8 0,40657970 416 47 173 ;368 82
2,1 0,34993779 65 67 242 1902 114
3» 1 0,22313030 173 177 623 4857 292
4,5 0, 10539925 795 815 2833 22016 1328




Equation [-g% =y - .1,5 exp (- 0,5 t)
ly (0 =1
N Valeur Ecarts x 108
exacte (6) (D) (8) (9) (10)
0
0,3 0,86070798 2 + 3 3 -1 5
0,6 0,74081823 4 8 9 -~ 2 11
0,9 0,63762817 8 16 . 17 -1 20
1,2 04, 54881166 13 26 27 -1 34
1,5 0,47236659 20 40 41 - 2 - 83
1,8 0,40656970 27 56 57 - 2 74
2,1 0, 34993779 37 78 79 - 3 103
3 0, 22313020 96 199 202 -5 266
4,5 0,10539925 437 904 919 - 23 1205




Equation y' = -ty Lo)u(g i 1”6_%7_
y () =1 |

- Yaleur_ Ecaits b4 108 .
o exacte 1) (2) (3) 4 (3
o

0,3 0, 95599750 -6 -1 9 33 3
0,6 0, 83527023 - 18 2 15 164 8
0,9 0, 66697685 - 15 36 21 276 21
1,2 0,48675230 + 14 66 33 268 39..
1,5 0, 32465252 53 103 47 121 53
1,8 0,19789874 76 113 52 - 89 53
2,1 0,11025056 72 91 45 - 266 53

3 0,01110901 -7 - 13 -1 v - 260 -5
4,5 0, 00004006 -3 -3 -2 -9 -2




Equation l' y'

=-ty

ly(o)zl

P A

¢ Vvaleur Ecarts x 10°
exacte (6) (7) (8) (9 (10)
0
. 0,3 0, 99599750 -2 3 11 4 3.
0,6 0, 83527023 - 12 5 29 12 -
0,9 | 0,066697654 EETI 7 43 31 2
. . -5
1,2 | 0,48675230 -4 9 39 55 16
1,5 0, 32465253 -3 9 22 67 32
1,8 0,19789876 4 6 1 50 39
2,1 | 0,11025058 3 2 - 15 11 25
3 0, 01110900 - 14 -5 - 13 - 67 -
4,5 % 0, 00004006 -2 % 0 o -5 -




Equation [ y' =-2 tyz
[ y (0) =1
8
£ Valeur Ecarts x 10
exacte @9 (2) (3) 4) (5)
0
Voo
0,3 0, 91743120 L - 155 47 - 74 368 37
. H
H
0,6 0,73529415 29 401 12 876 181
|
0,9 0, 55248621 273 497 135 526 198
1,2 0, 40983609 247 344 128 40 133
i
1,5 0, 30769233 , 160 192 83 218 74
, !
1,8 0, 23584908 80 100 49 297 40
{
2,1 0,18484291 | 42 52 29 291 22
3 0,1 | 6 7 10 175 6
4,5 0, 04705854 1 2 5 64 3




Equation [ y' =~ 2 'tyz
[ y (0) =1
¢ Valeur » Ecarté X 108
exacte (6) (7 (8) (9) (10

o

0,3 0, 91743120 - 129 5 250 14 - 67
0,6 0,73529413 - 126 19 282 203 27
0,9 0, 55248620 - 29 16 117 243 117
1,2 0, 40983609 -2 10 42 140 101
1,5 0, 30769234‘ -5 7 24 53 62
1,8 0,23584909‘ -8 5 19 11 35
2,1 0, 18484291 -9 3 16 -7 19
3 0,1 -7 1 7 - 10 3
4,5 0, 04705884 0 3 4 -3 3




Equation {y' =y
l y (O =1

t Valeur Ecarts x 108 ’ v
‘ exacte (6) (1) (8) (9) »M(lo)
0
70;3 1,34985879 | 13 7 1 34 21
0,6 1,82211877 2 34 20 4 93 49
0,9 2,45960301 % 65 42 9 188 95
1,2 3,32011667 % 107 66 9 337 167
1,5 4,48168850 % 167 89 0 566 263 . |
1,8 ' 6,04964644 2 263 131 -6 917 423
2,1 ;8,16616809 ' 393 190 - 12 1419 643
3 v20,08552957 1288 620 - 95 5030 2218
4,5 90;01707745 8222 3529 - 1335 | 32520 14115




Equation J y' = -y

t y (0) =1

e e

Vaieur Ecarts x 108-
exacte (1) (2) (3) (4)
o
0,3 ‘0,74081823 -9 - 11 J;;a - 145
0,6 ‘0,54881166 - 15 - 17 11 - 424
0,9 0, 40656968 - 18 - 21 11 - 493
1,2 >0,3o‘119'424 - 18 f - 20 I12 - 497
1,5 0,22313018 TR 20 1o - 466
1,8 0,16529891 - 16 - 18 9 - 417
2,1 o, 12245645 - 13 - 15 8 - 363
3 0, 04978709 -7 -8 6 - 213
4,5 0, 01110901 -1 -1 3 - 72




o Equation J “fy:' =y o

[ y (0) =1

| . Valeur Ecarts x 10° ,

t ‘exacte (L 2 (3) @ 5)

o 1,3

0,3 1, 34985879 21 21 11 493

0,6 1,82211874 64 67 59 1551 50
0,9 2,45960298 140 146 128 3284 101
1,2 3,32011667 250 271 236 6035 176
1,6 4,48168862 423 465 394 10306 a0 |
1,8 6, 04964679 709 762 645 16827 “446 .
2,1 '8,16616857 1097 1180 1001 26231 655
3. 20, 08552718 3400 3671 3075 94510 . 2194
4,5 90, 01701260 17739 19837 15736 640107 13638




451

Equation J’ y' = -y
{ y (0) =1
N Valeur o Ecarts x 108 v
exacte ) 1) (8 (9 (10)
0.
0,3 | 0,74081823 ' -4 1 5 - 17 -3
0,6 - 0,54881164 - G 3 7 - 26 -6
0,9 0,40656967 -6 3 8 - 29 -4
1,2 0, 30119424 ~ 5 5 10 - 27 -3
1,5 0,22313019 -4 5 10 - 28 -3
1,8 0, 16529892 -3 5 9 - 23 o
2,1 0,12245645 -3 4 7 - 20 -1
3 0, 04978708 - 3 2 4 - 12 o
4,5 0,01110900 0 1 1 -4 o

»*
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