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INTRODUCTION

Les méthodes de Runge-Kutta sont basées sur le déve-
loppement en série de Taylor, d'une part de la solution exacte
d'un cysteme différentiel, d'autre part de sa solution appro -
chée.

Nous écrirons cette solution pour le systéme d'équa-
tions différentielles sous forme résolue équilibrée

<(P) - X (x,x',cﬂo,x(P_1)) (1)

(p-1)

de conditions initiales to' X sesey X

o! o

Les formules de Runge—Kutta de rang q, fournlssent
des valeurs approchées xl(P X) relatives & l'abscisse ti. On
Passe des valeurs d'indice i aux valeurs d'indice i + 1 par

l'algorithme

(p-X) _ _ (p-X) _
Xio = Xy tio =t
tig =t; *ho, (8 =o, eq = 1)
K-1 K-1 _(p-1)
(p-X)__ (p-X), h (p-K+1) h 8 X Fono
Xia =Xy + T Baxi +o oo (T=7) ! o i

L(P=K) _ (p-X) _
Xit1 T = ¥yiq tiy = Yig

Pour X = 1, les coefficients X B sont désignés par A B
K:2 PaI‘ BCIB 2 0 o



Suivant une méthode classique, pour obtenir les con-
ditions que doivent vérifier les coefficients Ga, coay Kygooo il
nous faut
1) Evaluer les dérivées successives de x.
2) Développer suivant les puissances croissantes de h
la solution approchée.
3) Identifier ce dernier développement avec le deve—
loppement en série de Taylor.

Nous rappelons simplement ici 1'évaluation des déri-
vées successives

«(P+1) _ c,
(p+2) _
x( ) = 02 + J1 C1
pP+3) _ 2
X = C3 + 3 K1 C1 + J2 C1 + J,l 02 + J 1 C1.

< (P+4)

o0 o0 0o 0

ol les lettres ou groupements de lettres tels C3, J1 C1 représen-
tent des termes assez complexes : groupements de dérivées par-
tielles de X (X, oo., X(P~1>) = X(P).

Nous donnons les deux développements pour différents
cas dans les tableaux suivants, résultats dont on trouvera la
démonstration aux références [2],[4],[6].

Tableau I

Développement pour l'équation (1) p quelconque, Jjus-—

X+4

qu'aux termes en h inclus.

Tableau II

Développement jusqu'a 1l'ordre en hK+

6 inclus pour le

systeme de forme particuliére

x" = X(x,t), x(0) = xo0, x'(0) = x'oO.
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Tableau III

N

Développement pour le systéme (1) correspondant & des
formules d'intégration approchée Plus générales du type

X
(p-X)_ _(p-K)_h (p-K+1) h™
XiCL —Xi +":]"'!‘ea‘ Xi +I€—;1°“°°°;K! 2 KaB XiB + LI
. h
+ ————— Xt DX.
(k+1) 1 — o8 7T
D XiB représentant la dérivée d'ordre p + 1 de x.
Tableau 1V
Développement jusqu'a 1'ordre hK+4 inclus pour le
systéme de forme particuliére x" = X(x,t) correspondant aux for-

mules d'intégration du tableau III.

Erreur par pas. Evaluation théorique. Evaluation pratique.

Soit xi(P"K) (t) la solution du systéme différentiel

passant par le point tj, X, ..., Xi(P—1)°

Si le pas suivant était effectué sans erreur, on dé-

: . (p-X)
terminerait x. (ti+1

). En fait on commet :
~ Une erreur de méthode due & 1'emploi d'une méthode

d'intégration approchée.

~ Une erreur d'arrondi (ou de chute) due aux portes
de chiffres dans diverses opérations arithmétiques,
erreur de calcul négligeable devant 1'erreur de mé—
thode dans les limites ou nous nous cantonnerons.
Nous déterminons en réalité xi+1<P'K) et nous dési-
gnons par erreur Sur un pas 1'écart entre le premier pas de la
solution approchée et la solution exacte a l'abscisse ti,

B = x{B7) -, (0 (t549)

1

E

il

valeur approchée - valeur exacte



Les méthodes de Runge-XKutta étant basées sur le déve-
loppement en série de Taylor des fonctions, les formules d'inté-
gration approchée sont d'ordre n. Si leurs coefficients assurent
une exacte représentation de cette fonction jusqu'au terme de la
série de Taylor en h. La partie principale de l'erreur par pas
est alors d'ordre n+1. Nous pouvons ainsi comparer diverses

formules quant & leur précision théorique.

Bién des procédés ont été imaginés permettant 1'éva-
lvuation pratique de l'erreur de méthode par pas. Nous pouvons
nous proposer d'utiliser deux méthodes donnant des approxima-
tions d'ordre différent, respectant la séparation des pas et a-
yant de ce fait des horners en commun. L'écart des deux approxi-
mations donnera la partie principale de l'erreur sur la formule
d'ordre le moins élevé.,

A propos du probléeme différentiel
x' = X (x, t) de condition initiale x(o)=xo0, il
nous est impossible de rechercher une formule d'ordre supérieur
X1 (eh utilisant la valeur de X calculée au début du pas suivant)
pour les méthodes RK2, RK3, RK4 excepté RK1, et par 13 de donner
une évaluation pratique de l'erreur sur le pas h. Nous le rappe-
lons brievement

A) Formule de rang 1 d'ordre 1 : méthode d'Euler

= = + {
X1 xo _ xo h koo |
x1 représente une formule sur le pas h, de coef-

ficients A10 = 61 = 1 et d'écriture matricielle

Recherchons une formule d'ordre supérieur
X1 = x_ +h [AQO Xoo * Aoq Xos]

Conformément au tableau général I les coefficients
Agj doivent satisfaire & la premiére condition

A20 + A21 =1

pPuis pour assurerun jeu de formule d'ordre 1 pour x1 et d'ordre 2
pour x1 & la condition ‘

1
A21 91 -7



Soit A20 = A21 = % et par suite l'évaluation de 1'er-

reur sur le pas h
_h
E = = [X - Xo1]

B) Formule de rang 2, d'ordre 2 : RK2 .

X =X 4+ h A1o XOO

Xg = Xgo = Xg + h[Ay X o+ As. Xo1J

X, représente une formule sur le pas h, de coefficients Aij ,

91, 82 = 1 et-d'écriture matricielle
A
10

A20 A21

Recherchons une formule d'ordre supérieur

X + A X

Xy = %5 *h [ ASo Xoo + A31 01 32

1 O OQJ

conformément au tableau général I, les coefficients Aij doivent
satisfaire aux premiéres conditions

Ao = 8y
Bog * Agq =8, =1
A3o *Ag, A32 =1

Puls pour assurerun jeu de Fformule d'ordre 2 pour x., et d'ordre 3

1

pour E? aux conditions

1 |.2

A21 61 ) h

_ 12

Ay 81 +Ay, =5 |D

2 1 1.3

Byq BT F Ay =3 1D
9 b3

f30 827 8 =g |B



Ces 4 équations sont incompatibles, quel que soit
81 # o d'oll 1'impossibilité d'évaluer 1'erreur sur le pas h des

formules RK2.

C) Nous démontrerions de la méme maniére 1'impossi-
bilité d'évaluer l'erreur sur le pas h des formules RK3 et RK4.

D) A propos de ce méme probléme différentiel
Ceschino [3) montre que l'erreur sur le pas h peut-étre évaluée
dans les méthodes particuliéres du type Runge-Kutta, rang 3, or-
dre 2. (On fait donc 1 horner de plus par pas).

X, = Xog représente une formule sur le pas h,

de coefficients Aij’ 61, 82, 63 = 1 et d'écriture matricielle
A’IO
A20 A21
A A A
30 31 323
i

Recherchons une formule d'ordre supérieur

X. =%X_ + h [A4O X + A, X + A X +A .. X

1 0 00 41 01 42 02 43 03]

conformément au tableau général I, les coefficients Aij doivent
satisfaire aux premiéres conditions

Ao =9y
Aoy + By =8,
A + A + A = 0. = 1

30 31 32 '3

A4o + A41 + A42 + A43 = 1
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——

puis pour assurer l'exactitude du développement de x. et x

1 7 Jus-

qu'au terme en h2 et n aux conditions
A, 0. + A, 0. =1/2 n?
31 %1 32 Y2
Byg B, + Ay 0, 4 Ay = 1/2 . n®
hay 851 + 84y 0%, 4 Bay = 1/3 h’
BaglBgq Bqthgy 8 0% Ay Ay, 8, = 1/6 n’
Ay, 631 + Ay, 83, + Ayy = 1/4 n?
Az Lhgq Byhgy 8,0+ Ayy Ay 8, 8, = 1/8 n*
byz [y, 0%+ A, 8% 1v a8, 08 < 1/12 n
B43 Bap B 0q = 1/24 nt

Ces conditions imposent 6, = 1/2.

Voici deux jeux de formules proposés par Ceschino

1/4
0 1/2
1 -2 2 g
i
/61 0 1 a6l 1/6
3 ( i |

les deux premiers termes de 1'erreur sur le Pas h ont pour évalua-

tion théorique 5

S T o B N R
12 L 7 171 72 (762 2 1 72
et pour évaluation pratique
E=x, -%, =% [5X _-12X _ +8X _-x_.)
1 17 @ 00 01 02 03
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1/3

1/8 3/8

SRP, S E I

1/2 | -3/2 2 ;

1/6 0 4/6 3 1/6 g
(1 e !

les deux Ppremiers termes de l'erreur sur le pas h ont pour évalua-
tion théorique

£ ST R wa i W
12 { 1 1. 12 L 9
et pour évaluation pratique
- - _h I
BE=x-%X =3 [2 Xoo = 2 %57 ¥ 8 oo = %03
De telles formules peuvent sembler désavantageuses par
rapport aux formules RK3. Cependant nous noterons que (on ne peut
les comparer directement puisque 1l'ordre est différent)

~ Les coefficients de la partie principale de l'éva-~
luation théorique de l'erreur (terme en h3) sont inférieurs a
ceux des formules RK2

h3 ) 02 .
Euler Cauchy e P J1 C1 +-§—j
. n3 r CQ 1
tangente améliorée %— L J1 C1 il il
3 .
Heun 'I'l’é_if Ji Gy

— L'évaluation pratique de l'erreur sur le pas h est
- A . . 2
donnée avec une bonne précision [3i.
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CHAPITRE I

.
w0

EVALUATION DE L'ERREUR PAR PAS DANS LA
RESOLUTION APPROCHEE DES PROBLEMES DIFFERENTIELS

x' = X(x,t) x(0) = xo

Nous nous proposons de rechercher des évaluations pratiques
de l'erreur sur le pas K = ah en considérant Plusieurs pas succes-
sifs

2 pour les méthodes RK1, RK2, RK3
3 pour les méthodes RK4

avec les valeurs approchées

X

o1
*o2
*03 = X
Xo4 = X9
o5 T 42
Xo6 = X3 T %

hY

dans le cas des méthodes RK3. Xqq0 Xao x13 peuvent etre calculéds i

partir de Xo Par des formules du type Runge-Kutta dont les coeffi-
cients seront faciles & déterminer.

X5 représentera une formule sur le pas = 2h, de coefficients

X
=1 = 1 = 1 = -
91, 62, 63 =5, 84 = 61 + 5 85 = 92 t 5, 96 = 1 et d'écri

ture matricielle

Aj 5



avec

A3O
gy

A32

16 -

10
A20 A21
30 A§1“‘A32l
Aa0] 241 'A42. 843
Asol sy Asz% A53‘.A§4_l
| 1o
P60l “e1 A62% Ae3 | Peq EA
Aao = B50 = Heo Ao = M43
Baq = Bgq = By Ayy = Aoy
= f40 T B5p = Aoy Ay = Bg3

65

A21

Aqy

A32

i

A5y

A
A

64
65

Nous recherchons une formule d'ordre supérieur

6
Xo + K 5: A7OL Xoa
0.=0

E =x, - §; donnera une évaluation pratique de la partie principale

de l'erreur. Nous traiterons pa les diverses méthodes proposées dans
les pages sulvantes les équations

N=1 x'=t2x x(0)=1 x=—e"T4t2ot+2
N=2  x'=x-1.5e"0°°"t x(0)=1 x=e~0*2%

N=3 X' ==2tx° x(0)=1 x=1/(1+t2)

N=4  x'=—tx x(0)=1 xze—t2/2

N=5 x'=-x x(0)=1 x=e " *



Pour estimer la qualité de 1l'approximation de 1'erreur, nous
déterminerons sur 20 pas successifs K=2 h le coefficient (exprimé en %)
pTA = Jalerreur réelle - erreur calculée]

7. lerreur réelle |

en prenant comme valeur initiale de la fonction au début de chaque pas
la valeur exacte de la fonction (de maniére 2 bien évaluer une erreur
par pas).

La détermination de ETA sur chaque pas reste tres proche du ETA
déterminé sur 20 pas successifs si 1l'erreur par pas reste elle-méme du
méme ordre de grandeur. Au cours de ce travail, nous prendrons toujours
la précaution de le vérifier.,

A) Méthode de rang 1, d'ordre 1 : RK1

Xq = Xgq = Xt B X,
X, représente une formule sur le pas h, de coeffi-
cients A10 = 81 = 1 et d'écriture matricielle
]
- - - 1
Xp = Xgp = X4 + h Xo1 = Xyt h [ XOO + XOQJ
X5 représente une formule sur le pas K = 2h, de coef-
ficients Aij’ 91 = 1/2, 8, =1 et d'écriture matricielle
1/2
I
/2 1/2

Recherchonsune formule d'OrdrE supérieur

X2‘=XO+K Z Aga Xoa
=0

Conformément au tableau général I, les coefficients A
faire & la premiere condition

30 doivent satis-—

2

a=0



puls pour assurer l'exactitude du développement de X5 jusqu'au terme

2

en X° & la condition

A
_ 3
= 5 + A

1
2 32

Prenant arbitraitement A = o, = 1 nous obtenons 1l'éva-

30 = “30 A3
luation pratique de l'erreur sur le pas XK = 2h

X
E=3 [Xoo - Xoq ]

Nous noterons l1l'identité de 1'évaluation pratique de 1'erreur
sur le pas K = 2h et sur le pas h trouvée précedemment

B) Méthode de rang 2, d'ordre 2 : RK2,

Xy = Xgp représente une formule sur le pas h, d'ordre 2, de
coefficients Aij’ 91, 92 = 1 et d'écriture matricielle
8
1 .
1- 1 11
Xp = Xqp T Xgg représente une formule sur le pas K = 2h, de
i3 » — — — ' 2 :
coefficients Aij’ 6., 8, = 1/2, B, =8, + 1/2, 8, = 1 et d'écriture

matricielle

3

11, 11 1
278 L 2 7 B8, L

|

Recherchons une formule d'ordre supérieur

4
Xy = X5 + K ;Zg ASa XOOL



Conformément au tableau général I, les coefficients ASOL doivent satis-
faire a la premiére condition
4
2. sa =
=0
Puis pour assurer 1l'exactitude du développement de X, Jusqu'au terme

en K3, aux conditions

(. 2
2 2;2 ASa %% X
1 2 3
- A
77 L At X
1 _ 3
F=2. Ay Ag 65 K
a,B
Posant {1
S. = > A.. 8. (i 2 1, Vv20) nous obtenons
L,V TSy AT
So,v = 0 (V 3 0)
Sp,1 = 1/8
83,1 = 1/8 + 61/2
54’1=1/2

Le systéme précédent de 3 équations & 4 inconnues stécrit :

A
7 52 1
5 = A51 61 + =5+ A53 (61 + 5) + A54 ‘‘‘‘‘
1 2 Asp 1,2
T A5y Oy g Ay (B 1 5)T A,
A 6 A
1 52 1 1 54
3= gt hsy (grg) 5
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Prenant A54 arbitraire, la résclution de ce systéme donne

1 1
Bos =5~ |5 = As4]

Agy = 1= 2 Agy = o~ [ 5 = Agy)

Agy = = Agq

A = 1 ﬁ% A, = A, +m— |1 -a ]
50 = ' T &, sa T sa T8 LE T Usg

et par suite une évaluation pratique de l'erreur sur le pas K = 2 h

_ 4
E=x,-%, =K Zj X

=0 oo qCX.
avec
N %F (73 = A54)
49 = %€1 (25 - A54)
4o = 245, - 3 %E; (3 * 254)
43 = E%; (3 + Asy)
Ug = = Bsq
Choix de A

24

Quel que soit © on peut annuler 94 OU Qg

11
Pour q, = O A54 a pour valeur 5/12. Dans ce cas les évaluations pra-

tiques de l'erreur sur le pas K = 2 h s'écrivent pour les trois va-

leurs de 91 envisagées

- 4 - - X o -
= 1/2 Buleur Cauchy E, = To [ 8K, 12X 5% ]
L .4 K
81 = 1/4 tangente Amelloree Ey = _E[ —2X 3 5X04j
— _K -
6, =1/3 Heun By = =y [ +9K 4=5X g,
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Nous retrouverons des formules déja données en [ 4].
Annuler q, est arbitraire. Aussi cherchons a minimiser la somme 8

des carrés des Ay

. Nous obtenons
3+1/3921 - 5/49-1

XzA =
> 2[e-3/8,+1/0% ]
0, ; 1/2 1/3 1/4
) i
x=Ag, g 11/48 16/3 1/6

et par suite les

E1A =

E2A =
E3A =

Pour différentes

évaluvations pratiques de l'erreur sur le pas K=2h

X
78 [4Xgo * 9Ky = 17 Xy + 15 X g = 11 X, ]
K

=5 [-2 Xoo + 6 Xy = B8 Xgp+ 6X o - 2X ]
K (3% 33X - 51 X + 39 X — 18 x_. |
96 L 00 01 o2 03 04 |

valeurs du pas X = 2 h et sur les exemples cités pré-

cédemment, nous estimons la qualité des évaluations pratiques en déter

minant ETA, travail résumé dans le tableau suivant :
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|
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|
i
|
|
|
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|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
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8°ct

I°6¢
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0°LE
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<
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H
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RK2 E2ZHR

BRTA

/r\
Ao 1
g0 |
20 -
\¢ 4

° T o.se ‘0-:40 ?

w

\es 3(‘0\\9\\\'0\“;3 N= 2-/ N=§ S“\‘\' Pca - A

Fiquement confondus avee N=d .



N=I

X=0., 20 - 23 -
T ER EI EIA § ER E2 E2A g ER E3 E3A é
6 6 6 6 6 6 | 6 6 6
I0 I0 I0 10 IC 10 % I0 10 10 !
0.2 658 749 7317 182 223 200 | 341 399 377
0.4 712 804 789 235 278 259 | 394 453 435
0.6 755 849  837| 279 323 307 | 438 498 484
0.8 791 885 875 3I5 360 347 | 474 535 523
1.0 820 9IS 907 | 344 390 379 ; 503 565 555
2.0 904 1001 998 | 428 476 472 | 586 651 647
3.0 935 1033 1031 458 507 506 : 617 682 681
4.0 946 1004  I044{ 470 519  5I8 ' 628 694 693
N=2
¢=0.20
T ER EI EIA ER E2 E2A ER E3 E3A %
6 6 6 7 7 7 7 7 7
feeoo 0010 [ To 1o 10 | To 10 10
.2 -T47 -I23  -132| -533 -473 -480 | -848 -750 -763
4 ~I33 -II8  -I20} -482 -428 435 { -767 -679 -69I
. ~I2I  -IO6 -108 | -436  -388 -397 ! -694 -6I4 625
~I09 - 96 - 98! -395 351 =356 { -628 -556 566
- 99 - 87 -89 -357 ~3I7 322 | -568 -503 -5I2
0 =60 -53 - 54; -2I7 =192 -I95 | -345 -305 -310
3.0 =36 - 32 - 33{ -I31 -II7 -II8 | -209 -I85 -I88
0 - 22 -20 -20 -8 -7 -7 L o-Iny -II2 -1I4

ER = erreur réelle
E1, E2, E3, E1A, E2A, E3A = erreur calculée par les formules d'évalua-~
tion pratique.

Nous admettrons que le dénominateur de ETA est ne K3 (12 partie
ﬂ ETA
semblerait @tre proportionnel au pas K. Lf'étude de ETA (X) nous le con-
Firme.,

Principale de l'erreur est en Kj) et que son numérateur est en K
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C) Méthode de rang 3, d'ordre 3 : RK3,

Xy = Xga représente une formule sur le pas h de coefficients Ai

J'!
61, 62, 93 = 1 et d'écriture matricielle

Als
Aol 224
Laol Pg1] 232

Conformément au tableau général I, 1'exactitude du développement de x

_ 1
Jjusqu'au terme en n3 exige les conditions

_ 2
= A31 91 + A32 92 h

W= pof-

o\ —
¢
¥

[OV]

n

no

—a

s

complétées par les conditions

Bao + Bgq * Agp =1
Aoo * 8py =6,
A0 = 9
Donnons nous 61, 929 Les deux premieéres conditions déterminent A31, A32
la troisiéme détermine A21° Les trois derniéres déterminent ASO’ AEO’ A1o°
e - - - hY
Agp :;_;L{?;,mlii Ay, = Eéi(%__;kfi oy = ?2(91 65
8,(8,-6,) 6,(8,-6,) 6.(38,-2)

Xy = X représente une formule sur le pas K = 2 h, de coefficients

Aij, 8., 6, By = 1/2, 8, =8, + 1/2, 85 =6, + 1/2, 8c =1 et d'écri-~
ture matricielle.
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I
A1o
Azo A21
B30 ] B39 A4p -
A3o A31 A32 A1o
Bao | B3| Agp] Aol Aog|
A30 | A3 A32§ B30 | A3 A32]

Conformément au tableau général I, l'exactitude du développement de

3

Xy = Xge Jusqu'au terme en X° exige les conditions

1 _

T T Agq 04+ Ay 8y
1 2 o
53 = A3q B+ A5, 85,

1
48 = A32 A21 %4

complétées par les conditions
Ago + By + Agy = 1/2

Ao * Agy = 8,

Ao = 8y

Recherchons une formule d'ordre supérieur
. 6
Xg = Xo + K zij Baa Xoq
=0
conformément au tableau général I les coefficients A7a doivent satis
faire a la premiére condition

Puis pour assurer l'exactitude du développement de X5 Jjusqu'au terme
en x4 a un systéme de 7 équations & 6 inconnues

Posant i-1 v
S Z_' Aij 8 ; (i 21, vzo)
j=o0
SO,V =0 (V = o)

ix Sk, 1

0. = > Ajy Ags 85 = :%: A

K, J J
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Nous obtenons

_ _ 2
Sp1 = Bpq 9 Spo = Ao 8y
Sqq = 1/8 Sy = 1/24
s41=1/B+a1/2. s42=1/24+e1/4
Sgq = 1/8+92/2+ Sy, Sg, = 1/24 + 8,/4 + Sy *+ Sy
Oy = 1/48 = 5,,/2
0'4':.']/48 +91/8=S42/2
55 = 1/48 +0,/8 + 521/2 = 552/2 - 322/2
o = 1/6 = 862/3
Le systéme précédent de 7 équations & 6 inconnues s'écrit
A v
1 73 1 1
> -— L2 —_ —
“ 5 A71 61 + A72 62 + =5 + A74 (91 + 2) + A75 (92 + 2) + A76
A
. 1 2 2 73 142 112
5= A71 AT, + A72 8%, + —= + A74 (e1 + 5) + A75 (92 + 5) + A76
A
' 1 3 3 73 113 143
5 — frond — ——
g s Ay 0T A 0 a8+ DY A (0, + ) * A6
A A
1 73 76
W g = Ao Soq T gt Agg S4q t Ags So v 5
1 A3 1 1y, %76
(% g = B2 501 8o 957 * Agp Suy (B, +3) + A 55, (8,45)+ 52
A A A : A '
6 1= 73 . _74 e - _76
D91 78 T3 Sgqo v 5 (Sgp - 8y,) + =
A A
L. 73 76
SO P A7 8o * g + Bgp Sup * Agg Sop +
De (6) et (7) résulte [A72 + A751822 = 0
. 2 . .
mais S,, = Ay, 0°, # o puisque Azp Ay, B, = 1/48 par suite
A72 + A75 = QO
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Tenant compte de (8)
. 2
de (2) et (4) résulte (A71 + A74) 07, o
8 # o, soit A, +_A74 = 0
de (5) et (6) résulte A74 = A72 8, (3 92-1)
6, (38,-1)
et par suite, le systéme de 7 équations a 6 inconnues se réduit
en un systeme d? 3 éq%ations a 3 inconnues
e ,-0 A
_ 2 71
1/2 = A72 257T357—1) [3 (B % 61)] +
(8,-6.)
1/3 = A, = [120, 8, + 3(8 +0
46 (36 ,-1)
(8,-6.)
_ 2 1
1/4 = A, [ 30 Ay 8,43 (6,46

8G1(3e1-1>

2

2)"1.] +

o)=1] +

73 A

+ 76

73

. A

+ 76

A
73
-5t A76

arbitraires . La résolution du systeme im-

2 h la formule de

quels que soient 61,82
A = .= :A pooad
pose 72 T 0 = Agq = Aoy = Agg
A_. = ‘
73 = 2/3
A =
76 1/6 ;
A7O = 1 = é1 A7G. = 1/6
_ X
Xo =% % 3 [Xoo 4Ky ¥ X06]
Nous retrouvons appliquée sur le pas K =
. o n |
Simpson Xipg = X4t 3 [Xi+1 + 4 X+ Xi~1]
Nous envisageons l'évaluation pratique de 1'erreur
E = x, —'§é des méthodes

I - RK3 classique
IT - RK3 Nystrom
IIT - RK3 optimale
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Le premier terme del'erreur sur le pas K = 2 h ayant pour éva-
luation théorique

4 8. B, + 0 :
X 1 1 %2 1 "% 1 1
e [(C3 (-3 - = Y 3y Gl g )

:
1, D2 2 1
F 10 (gt ) -3 0 ()]

I RK3 classique

Xq représente une formule d'ordre 3 sur le pas X = 2 h, de coef-

ficients Aij’ 91 = %, 82 = 93 = % 64 = % ) 95 = 66 = 1 et d'écri-
ture matricielle :

1/4

VA L T

e | 1/3) /e

1/12] 1/31 1/121 1/4 | |

1/121 1/31 1/121 -1/2 | 1 i .

1/121 1/3 1/12% 1/12 1/3‘% 1/12%

Le premier terme de l'erreur sur le pas K = 2 h a pour évaluation
théorique
&

1 2
) [K1C1§Z - J

1
1 C2 “éZ]
et pour évaluation pratique

. -
I7 [— Xoo + 4 X01 + on - 7 X03 + 4 XO4+X05-2X06J

II RK3 Nystrom

X, représente une formule d'ordré 3 sur le pas K = 2h, de coef-
ficients Aij’ 8, =8, = 1/3, 0, = 1/2, 0, = 85 = 5/6, 8, = 1 et

d'écriture matricielle
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1/3
0 1/3 ]
2/16 | 3/16] 3/16
2/16 | 3/16{ 3/16{ 1/3
2/16 | 3/161 3/16] 0 | 1/3 |

4

1 2/16 13/161 3/16 2/16 3/16 Ng/{ég

Le premier de l'erreur sur le pas K = 2 h a pour évaluation

J

théorique
it [- C, == + J, C, +-_- 32 ¢
B 3 216 1 72 T2 1 72

X

et pour évaluation pratique

X
48 [" 2 X5 T IXgy T I9X

- 26 XO 4

3+9Xo +9XO ~8X

02 5 ol

IIT RK3 optimale

X représente une formule d'ordre 3 sur le pas K = 2h de

coefficients Aij’ 6, = 1/4, 8, = 3/8, 6, = 1/2, A, = 3/4, 6y = 7/8,
bc = 1 et d'écriture matricielle :
0 |38 |
2/181 3/18 4/18 |
2/18] 318 | a8 | 1/a|
ZUEZLRNEZLE NI 7N .
;2/18§ 3/18 | 4/18 | 2/18] 3/18 g 4/18%

Le premier terme de 1l'erreur sur le pas K = 2 h a pour évaluation
théorique

-

4
1 2 1
= |- 3z - I G 54}
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et pour évaluation pratique

X 7 :
18 [_ Xoo + 3 Xo1 t 4 X, - 10 X03 + 3 X04 + 4 XoS -3 X06J
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RK3 ELR&SIQUE

et N=3

T N= 4
go |
a0 }
_ '30 4+

N=

20 1 1
\o ¢

Y °i “* v & ' + . : + >

08 0-20 0-40 R

ey %\'0\?\\(1‘\:&$ N= 7-, N‘:g Sox\\‘
Fiquament condondus avee N= 4 .

poa -



- 33 -

N=I
K=0, 20
RK3 CLASSIQUE RK3 NYSTROM RK3 OPTIMALE
T ER EC ER EC ER EC
7 7 7 7 7 7
10 10 10 10 10 10
0.2 - 85 - 94 -138 -153 - 85 - 94
0.4 ~100 -109 ~151 -167 ~100 -109
| 0.6 -109 -121 -162 -179 -109 -121
} 0.8 -118 -131 =171} -189 =118 1 =131
1.0 -126 -139 -179 -197 -126 | =139
2.0 | -147 ;| -162 -200 -220 -147 , -162
3.0 | -154 | -170 -207 -229 -154 ~170
4.0 | =159 | -173 ~221 -232 ~159 -174
N=2
X=0.20
RX3 CLASSIQUE RX3 NYSTROM RK3 OPTIMALE
! ! |
LT ER ! RC ER RC ER | EC
§ 8 ! 8 8 8 ‘ 8 8
10 P10 10 10 ; 10 ¢ 10
E é ; : i
| 0.2 214 | 191 -336 | -302 ; -227 | -203
0.4 -191 | =173 -302 | -273 | -203 | -184
0.6 -175 {1 =157 -276 [ =247 | 186 ! -166
0.8 -159 | -142 —249 ©  -224  -168 | -15
1.0 -142 1 =129 =224 1 -202 151§ =136
2,0 - 87 | - 78 -137 + =123 . -92 | .83 |
; z , :
3.0 - 52 | - 47 -8 |, -74 . -5 . -50 |
4.0 - 32 . - 29 - 50 . -45 | - 33 - 30
i {r H H !
ER = erreur réelle

EC

erreur calculée.
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Nous admettrons que le dénominateur de ETA est en K4 (1a
partie principale de l'erreur est en K4) et que son numérateur est
en K5o :

ETA semblerait &tre proportionnel au pas K.

L'étude de ETA (K) nous le confirme.

Pour X = 0.04 les résultats (donnés ici & titre indicatif)
n'ont aucun sens. Pour de trés faibles valeurs du pas la solution
approchée X se confond avec la solution exacte XR. La détermination
de ER = X~XR < 10_8 devient difficile sinon impossible sur les cal-
culatrices existantes (IBM 7090, 7044) puisque la précision des opé-
rations est de l'ordre de 8 a 9 chiffres significatifs. Aussi pren-
drons nous dans les méthodes suivantes un pas de départ d'autant
Plus dgrand que l'ordre de la méthode est plus élevé.

Nous insistons sur le fait que pour les trés faibles va-
leurs du pas ETA serait alors trés faible (et la détermination de
l'erreur trés bonne) s'il n'y avait pas 1lterreur d'arrondi.

Comme nous l'avons déja constaté pour les méthodes RK2,
1'évaluation pratique de 1l'erreur de méthode sur les exemples N=3
et N=4 est difficile : cela tient a la forme de leur solution,
fonction décroissante possédant un point d'inflexion

pour N=3, t; = |3/3 = 0.58

N=4, t; = 1

1

Nous constaterons dans les tableaux suivants, les trés mé-
diocres déterminations de EC autour de ces points.
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RX3 CLASSIQUE RK3 NYSTROM RK3 QPTIMALE
ER EZ ER EC ER EC
8 8 8 8 8 8
10 10 10 10 i 10 10 j
; é
0.2 6179 7223 - 1741 | -1130 | 416 1140 |
0.4 | 4078 | 5640 ~ 427 501 1 1468 2638 |
0.6 1217 1 1759 1 - 415 | - 218 {1015 1476 ;
0.8 | - 782 | -1086 : - 1310 | -1740 - 340 - 559
1.0 | -1508 | -2032 | - 1805 | -2395 -1187 | -1634 |
2.0 | =369 | -435 | - 464 | - 547 - 411 - 483 |
3.0 { - 57 - 64 ' - 75 1 . 84 - 68 | - 76
4.0 v - 12 1o 13 g - 16 f - 17 - 15 - 16
N=4
X=0.20
ER EC ER EC ER EC ﬁ
8 8 8 8 8 8 |
10 10 10 10 10 10 (
| :
0.2 832 861 - 265 - 250 i 13 31
i 0.4 809 881 - 209 - 72 ) 77 | 125
0.6 720 882 - 148 - 95 155 224
0.8 | 536 642 - 136 - 83 184 261
1.0 239 319 | - 221 - 189 | 1M1 174
2.0 | =1557 | -1900 | - 1422 - 1738 | -1214 | -1485 |
3.0 | - 812 i -1088 | - 767 - 1019 ? - 722 ¢ - 967 |
4.0 - 88 - 130 - 84 | - 124 . - 82 ' - 121 |
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D) Méthode rang 4, d'ordre 4 : RK4.

X, = Xoq représente une formule sur le pas h, de coeffi-
cients 91, 92, 93, 94 = 1, A.. et d'écriture matricielle

ij
A1o
A20 A21
Ao | B31| 232
=
|
Bao | B4 | B2 | P43

Conformément au tableau général I, 1'exactitude du développement de

4

X, jusqu'au terme en h” exige les conditions I

! 0, 8, B, Ay 51/2
| 6%, 8%, 02 A, _ ;1/3
§ 03, o3, 0%, f43 | 31/4

(1) | -
i by 61 9, A43 A32§ 1/6

922 621 921 X | %43 A31§== /12

8, 6, 038, 00,0 [la,, A21§ 1/8 |

: : § i

A LA A 08 =1/24

équations complétées par les conditions

Ao =8,

Aoo T Agy = 8,

Bag + Agq + Ayy = By

A + A + A + A = 1

40 T “aq 42 F a3



Les trois premieres équations déterminent Py A4i’ A42, A4

e 8

coefficients de quadrature approchée aux abscisses 0, 6 or Ose

1’

320 A310 far

La derniére donne une condition de possibilité entre

Les trois suivantes déterminent A

91, 92, 63, Un calcul laborieux mais peu difficile montre que cette

condition est 83 = 1.

La recherche d'une formule d'ordre supérieur exigera la
résolution d'un systéme de 15 équations. Nous sommes amenés en con-
ségquence pour obtenir un nombre d'inconnues satisfaisant, de pren-
dre un pas XK = 3h.

= = = seron is comm aleurs
X4 x0’4, X5 X1’4 Xo,8 e t pPris comme vale

initiales de deux nouveaux pas h.
X, = X = X représente une formule sur le pas
3 2,4 0,12 TEP e e P

K = 3 h de coefficients Ai'

J
e, 8, O, =0, = 1/3
8, =08, +1/3 6 =8, + 1/3 8, =08g=2/3
= Q o= = =
Bg =8, +2/3  8,,=06,+2/3 910 = 80 =1
et d'écriture matricielle
Ao
Aool Ao,
30} #31) f32]
Baol Banl P42 P4z
t n § T " A1 o
JUURS . m‘{.,., e 5 U - -
" " % " " Ao A211
t 1 n | " i A3O A31 A32 B
] " i " 1] }}40 41 AAL;LQV A43
n 1" 1 n 1 1" " wWTTATTTT
AR D b 10 .
L1} " :
it 1" 1 1t " it "
A - j A T R S B e TR ¥ %32 .
40| far] faz) fa3] Bao) Maqf fao Aa3lPa0 | Paq A42} A43]




Conformément auntableaugénérall,

- 39 -

1'exactitude

du développement de Xq jus—

qu'au terme en x4 exige les conditions II
b, By 84 Agq i i 1/18
0%, 6%, 623 Ay = 1/81
631 632 933 A, 1/324
¢ , 6, 8, 0.1 |lass Al i 1/(6x27)
922 921 921 x1*43 P39 = 1/(12x81)
8, 8, 0,0, 0,00l A, A 1/(8x81)
Byo Bgp Ay, 8, = 1/(24%x81)
équations completées par les conditions
A0 = %4
Boo + Apq = 8y
Ago * Bgy + Agp =84 =1/3
Bao * Bgq T Agp t By = 1/3
Cherchons une formule d'ordre supérieur
12
32—3:xo+1< ZZ__:O Aqaxoa, avec q = 13

conformément au tableau I, l'éxactitude du développement de
jusqu'au terme en X7 exige la résolution d'un systéme de 15 équa-

tions & 12 inconnues

i-1
v
Posons Si,v = E_ ' Aij 0 i (v 2
j=o
So,v =0 (v =2 o0)
1-1
O, = .
i 2. Ay Sy

-
i

e e et At et merestimom o er 8

*3
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De longs calculs, fastidieux mais peu difficiles, nous
permettent d'exprimer le systeéme de 15 équations 2 12 inconnues ex

fonction de 61, 8 8 S S

o1 a5 Sous 22:831/832,833,et 03 nous obtenons

1 _ 4 2 2 2 2
(1) 5 = Aq12+Aq11 (93+ 3)+Aq1o(62+ 3) + Aq9(91+ 3) + Aq8( 3)
] B, +4 1 1
Ao (84+%) + Aq6+(9jﬁ+ Aq5(61 * ) ¥ Aa 3
+Aq3 (63) + Aq2(92) + Aq1 (81)
1 2 2 2 2.2 242
(2) 3 Aq12+Aq (6 3 3) - q1o (8,43 ) q9<e1+§) * Aq8 (5)
1 2 142
+Aq7(63+§3 + Aq6 (92+§) + A 5(61 3) + Aq4 (§)
2 2 2
+Aq3(93) + Aq2 (62) + Aq1 (81)
1 213 243 3 :
(3) g = Agqpthgq(8575)7 + A, (Br 307 + A g (8, +5)7 + A 18(3 $
143 143 1.3 1,3
+Aq7(93+§) * Aq6 (e2+§> T Aq5 (e1+§) * Aq4 <§>
3 3 3
+ Aq3 (83) + Aq2 (92) + Aq1 (91)
4
1 2.4 2,4 214, 2
(4) 5 Aq12+Aq11(e3*§) +Aq1o(62$§) +Aq9(91+§) ‘Aq8 (5 )
+A 1.4 1.4 N4 L . (104
a7 (955)% + a (0,7 + Ay (0Dt v 4D
4 L4 4
+ Aq3(63) + Aq2 \92) + Aq? (61)
: , 28, , 28,
(5) [ q12( 3) + Aq11 (§ g 831> * Aq1o (5 T T 021)
28
2 1
93 92
+ q7 (18 + 7= + 831) + Aq6 ( 7= o+ 821)
8
1
+ A (g + g0 ) * 44 (3g)
t A, 31) + Aq2 (821)
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28 20
1 1 2 3 > 2%, 2
(6) g = Agqolg) + Ay (5 + —5= + 85,0 (8gm3)4a , (5r—5748,, ) (0 +5)
28
> 1 2 2
+ Aq9 (§ —5—) (91+§) 8 () ()
A 1 1 i 1
*hgg (ggrg™ + 85q) (Bgwg) + A g (35 + 3795,,)(8,+)
1 .71 1 1
tAgg (85) 8y t Agp (5590 8y
1 4 2 > > >
(7) 57 = 8442 (€)+A 1108175 8375 831%%3)  * Agyo(gytg 005 Syq)
4 2 4
thog (gitg5 04) * A (g7)
tA (I B8 4+l s, 40, + A (d 1 Bt 5. )
q7 ‘T62™18 Y3™3 °31%3 q6'\ 762 *t78 Yot3 Py
1 1
*Ay5 (950 * 78 9) beq (Gg2)
r gy (0))
(8) — = A (1) + & B 86 s 45 Yea (8 +fi_ + 35 45, )
12 q12'3 q11 Y819 "33 V31 °32°77°g10'8 3721 " 22
8 4 8
1 2 1 .1 2
tAgy (gq *g 0375 8498508 5(g750 55 55175 ,,)
1 1, 1
t A5 (g v g5 8y) * A (gy)
+ b5 (S55) t A, (5)
1 2.2 0.2 2 2 2,2
(9) 45 = Agyp(g) + A, (gt 834850 (8543) +ﬁp$@®e'“1)m2?>
2o 2,2 2
+ Aq9(§+§ 8,) (8,+%) + q8 («) (~)
1 1.2 >
+ Aq7 (Tg+§ 93+S31)(83+§ + ( +_ 8 +824)(92 )
11 1,2 >
- Aqs (T§+§ 91)(e1+§) * Aq4(7§) (§)
> P
+ Aq3 (831) B + ]

3 Aq2 (821) 2



-4~ (lu/.,)
1 8 4, .4 4, 4
(10) 15 q12(3)+Aq1 (3”+'9" @8314632)(6 )+A 10('81+_e +'3‘821 22)(6 )
8 4 2 8 2
Ao (g775 89 (0473 b8 (57) 3
8 8
3 2 1 1 %000 1
q7(31 §-+§ S317835) (Bgtg) + A o(gytg155 5175 5,) (8517)
1 1\ 1
*hqs(grg) (0+3) bga (87) 3
+Aq3 (832)93 + Aq2 (822) 6,
7 7
(1735 = Aq12 (57)
14 08 5 2 10 2 2 4
A41103%87" BT 8375 8 3ty 539755557555 Oty 051958,%9,405)
14 28 . 2 .2 1o 2 2
*Aq1003x81" 87 275 8275 501975 So0™3 Spq )
08 . 2 .2
+ B.+= 08°_)
9 ('_83x1 BT "178 7 1
1
Aq8 (3X 1)
7 1 a2 .5 1 1 2
+ Ay (Bzmen o053 8® 3798 S3173530785 3183750 5795827950 5)
7 7 1 2 .5 1o L1
* Ags (ozaet *oxET 8otT8® 2758 S21t3520M3% 07 O0)
7 7 1 2
* A5 (ozxmr toxer O R RT)
7
* Aqq (ozmt)
+ Aq3 ( 03 92)
4 8 4 48 a 4
(12) 5§ = h,, ($+a11FT727 3795372930735 50 4q 10057727725 2572 20757
4 .8 4
+Aq9('81+“2‘7991) thg (gq)
o
1 1 2 1
+Aq7(4§81*§7+533 S55%3531) +Aq6("‘31+""+323+8 35047
.
+Aq5(4x81+'2'7> t A4 (4x81)
+#q3 (533 +hgp (8p3)
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1, 2 4, .o
(13) 535 q12( 37) * q11““?“ﬁr'e'“331303) Aq1003%81781%2%5 Spp)

2 4 .2
Aq9 (3X81+§T e1) +Aq8\3x81)
+A (o %3 + s +lo Y+A _( 92 + 1.5 )
q7'24x81"2x81" 183113 3/ g6 24x81 2x87 T T8 21
¢, 1
(24X81 +2};81) * Aq4(§Z§gT)
2 1 4 .8 4, .4 4 8 . .4
(14) 755 = Aq12 (720 +8q 11 (38787 0375531737 3%03% ) A1 0(Fxm1 8702755 1)
4 8 4
*Ay9 (3xm1 *B7 84) * Ag (3x8q)
1 o5 2 1 92
HAq7(ToxB1 " BT 9 53173 937730 *Ao 6 (Tmmy e g Saq)
1 %, 1
s (Tzxm * BT * Aq4(TaeET)
+ (03) 8
(15) 4+ =24 (12 4+ 4 (3293+s )2 + A (+Ee+s )2
20 g12'2 q11*9 3 31 q10*9'3 "2 " 21
26
2 1,2 2
tbgo (5 +—57) g (5)
8
1 °3 2 1 Ao 2
tAgg (35 + 37+ Sgy) b6 (78 * 3~ *+ Spy)
8
1 1,2 2
HECCHST I o q4 (78
2 >
t Ay (8454) * Agp (859)






A =
Posons Aq11 + Aq7 + 43 P
%9 +%ﬁ-+%1=

Comparant (13) et (14), (7) et (8), (2) et (5) nous obtenons

P 03 e1 = 0
P(s32 -2 03) + Q (522) = 0
2 2 2
8 9 8
3 2 1y _
P31 =57 ) #Q Sy -5 ) + R (- ) =0

solit P = Q = = 0

R .
puisque 0, = Agp By, B, = V(24X81> # 0

500 Apy 8%, # O
Bq1 = 7 A5 - 99
Aqg = - Aq6 B Aq1o
83 = 7 Aq7 — Agqy
de 1'équation (1) tirons Aq12

=1 _ -1
Aq12 = 3 (Aq11+Aq1O+Aq9+Aq8> 3 (Aq7+Aq6+A 5+A 4)

4> g

Wl

A M Z > 2z 2z .
Portons Aq1' g2’ Aq3, q12 dans les équations précédentes. Nous
n'obtenons plus qu'un systéme de 11 équations & 8 inconnues

Comparant alors (3), (6) et (8), (12) et (13) nous obtenons
en posant

A =
B+ Agy = X
2 Aq1o + Aq6 =Y
2 + A = 7

Aq9 q5
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0%, a2 82,
X (Sgp = 57 ) ¥ (8= 57 #2 (== ) =0

X (832-—2 03)4-Y’(822)==O

Ce systéme de 2 équations a 3 inconnues posséde une solu-
tion autre que 1la solution banale X = Y = Z = O puisque de rang 2.
(Le rang est défini par 1l'ordre r d'un déterminant non nul d'ordre
le plus élevé que 1l'on peut extraire de la matrice

_ 2 _ 4
D=5,,8 1/2 = A, 6 1/2 # 0)
Tenant alors compte de 1l'exactitude du développement de

X4 Jusqu'au terme en x4 (conditions II) nous obtenons

= - = i = A 1lnconnue arbitraire
43 42 41

Le systéme se rédult aux équations suivantes

3 _
(2) (5) 5 = - 2(Aq1 +A +Aq9) + 2(Aq8+Aq4) + A (1/3 - 2A

1 g10 40)

~

(3)(6)(7)(8) 2

I

10

= - (6+18 8,)A - (6+18 82)Aq 9

q11 -(6+18 61) Aq

+ X (11/6 - 8 A

+ 10 Aq8 + 8 A 40)

q4
i=(4) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)

243 _ _
=2 = (14+72 63) Aq11 (14+72 92) Aq1

= - (14472 61) Aq9

O

g + 26 A, + ) (7-26 A4O) - 243 P.

+ 38 Aq 14 5

avec



8 2 40 8 2
N 8 ,2 40 A (7% 6%, + 22 S. )+ A = 0
P11 Aq11(g§ 8 3t 53 831) + q10 ‘63 2 63 " 21 q9 63 1
P1o=F13
=P = A 8 5 + A 8 s
14 a1t 9 " 31 g1o 9 721
_ 8 .2 8 8 .2 . 8 8 2
Pis = Agqq (57 873 + 55 84,) + Aq10 (37 870 * 57 8,5,) + Ay 37 %y

comparant les Pi nous obtenons

(16) A (28.,. - B +

2 2 N
31 : 3) (2s - b 2) + Aq9 (- 8 1) = 0

Aq1o 21

Par suite, le systéme initial se réduit aprés quelques transforma-
tions au systeme (A) de 4 équations & 6 inconnues

X: '

i -2 -2 -2 2 2 1/3—2A4O€ %Aq11{ 553/2;
A g— 18 6, ~186, -186, 4 2 5/6—2A4O§ qu1O’ @ 9/4
| -216 S, ~216 S, 0 8 4 4/3_4A404x A :=:€24/5§
255,07, 25,,-82, -92 0 O o | g | o
Agg
A

La solution générale d'un tel systéme est obtenu en ajou~-
tant a la solution générale du systéme homogéne associé une solu-
tion particuliére (du systéme complet).

Recherche d'une solution particuliére

Des conditions II (exactitude du développement de Xq

Jjusqu'tau terme en K4) nous obtenons
Ayg Sqq + Ayy S, = 1/162

2 2 2
Bug 855 + Ay 05, + 4, 8% = 1/81
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et par suite

Yy +4a,. (25

2
3) Ay - eT) v A

o
(17) 43 (2 S39 — 8 21 41 (- ¢ 1> =0

comparant (16) et (17), nous recherchons une solution particuliere

Aq11 =mn A43
Aq1o = A42
Aq9 =m A41
(A) a pour solution
- m 3
Aq8 =m A4o -3 3
~ 54 m 18
Bga =~ %0 %4073t 50
A =2m- 9/10
Pour Qq, 92 arbitraire le systéme initial a pour solution parti-
culiére
Aq12 = 1/10 - m/9
Bapq =M A43
Aq10 =m A42
Aq9 = A41
Ayg =M Ayg - m/3 + 3/5
By =9 A43/1O
Aq6 = - 9 A42/1O
Aq5 = - 9 A41/1O
Aq4 = - 9 A4O/1o+m/3+3/1o
Aq3 = Ay, (9/10-m)
P :.%2(9A04m
AC11 = Ay, (9/10-m)
12
AqO = 1 - %:4 Aqa = A0 (9/10-m) + m/9
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Nous pouvons alors proposer une premiére formule d'évalua-

tion pratique de l'erreur sur le pas K = 3 h quels que soient 61,92

arbitraires 10

E =x, - = K Py, X

3 3 o,

I_

2
H
o]

avec
Py = B4 (1/70 + m) ~ m/9

A41 (1/10 + m)
Py = A4p (1/10 + m)
A43 (1/10 + m)
Py = 19 A4O/1o -m/3 - 3/10
Ps = 19 A41/1O
Pg = 19 A,,/10
Py =19 A,,/10
Pg = A0 (1-m) + m/3 - 3/5
Pg = Agy (1 -m)
Pio= 84 (1= m)
Pi1= Ag3 (1 -1)
P,p=m/9 - 1/10

Choix de m

Nous proposons d'annuler X et par suite m = 9/20. Avec
cette valeur la formule de 1'évaluation pratique de 1'erreur de-
vient symétrique et s'exprime sous une forme plus condensée quelle
que solt la méthode RK4 employée 11 +27 -7 —11

X5 Xy X1 XO

_ X
E = - §O(XOO+9 XO

x +9 X08+ X

4 012)+

60
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N 2 3
Nous retrouverons la formule déja donné en [4], Nous pou-—
vons aussi minimiser la somme S des carrés des Py

_ 4
9. 10 A4O/ﬁ

Soit m = 50 1 +

2

A% -

Mo

4 A4O/9 - 10/81

H

aA=0

valeur trés voisine de 9/20. Il ne faut donc nous attendre & aucu-
ne amélioration de 1'évaluation pratique de 1'erreur.

Nous envisageoné 1'évaluation pratique de 1l'erreur sur
le pas K = 3 h des méthodes RXK4 classique et RK4 optimale.

RX4 Classique

Xy = X représente une formule sur le pas h de coefficient

e1 = 92 = 1/2, Ay = 64 =1, Aij et d'écriture matricielle
1/2
0 1/2
!
{
1/6 /31 1/3 1 /6
RK4 optimale
X, = Xgg représente une formule sur le pas h de coefficient
6, = 2/5, o, = 3/5, 93 = 94 =1, Aij et d'écriture matricielle
2/5
-3/20 | 3/4
19/44 | -15/44 40/44 ‘ -
55/360| 125/360 125/360 ! 55/360




~4% %y —~

RK4 CLRSSIQUE
m= 3/20

ETR a

66

Ao -

20

o.20 .60 0-80



RK4 Classique
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m = 9/20
ETA N=1 2 3 4 5
|
X=34 = 0.30 24.7 29.0 | 45.7 41.6 21.1
0.45 26.0 23.3 | 102 67.3 26.6
0.60 33.5 28.5 162. 96.2 36.5
0.75 40.8 34.7 230. 128.6 47.9
, 0.90 52.0 40.6 291. 165, 60.5
m= 9/20 (1 + a)
ETA =1 2 3 4 5
X=3h = 0,30 24.3 29.2 46.5 41.7 22.1
0.45 25.6 23.4 103.7 67.6 27.2
0.60 33.3 28.4 | 155.2 96.5 37.2
0.75 40.7 34.6 | 208. 129.2 48.8
0.90 51.9 40.4 | 239.4 166 .6 61.7
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RK4 Optimale

m = 9/20
ETA N=1 2 3 4 5 ‘
1
K=3h = 0.30 26,5 34.5 39.7 42 21.9 |
0.45 29.7 23.8 91.9 67.4 | 26,7 |
0.60 |  32.5 28.7 138.9 98.2 36.5 |
0.75 |  40.4 34.7 185. 140. | 47.9
0.90 . 51.8 40.6 220, 161. 60.5 |

Nous admettrons que le dénominateur de ETA est en K5, son nu-
mérateur en K6° ETA semblerait étre proportionnel au pas K. L'étude de
ETA (X) nous le confirme pour 0.45 < k < 0.75

L'évaluation pratique de l'erreur sur les exemples 3 et 4 est
toujours difficile : nous constaterons les trés médiocres détermina-
tions de EC et leurs ordres de grandeurs différents. Les graphiques N=3,
N=4 n'ont aucun sens dans de telles conditions.

I1 nous est difficile de comparer les évaluations Pratiques de
l'erreur des méthodes RX4 avec les méthodes RK3 et RK2 puisque sur des
pas différents.



- 51 -

RX4 Classique

X=0.60
N = 1 N =2

T ER EC ER EC

7 | 7 8 8

10 10 10 10

0.6 114 150 - 342 - 243
1.2 137 182 - 251 ~ 182
1.8 150 199 - 186 - 134
2.4 157 209 - 139 - 98
3.0 160 215 - 102 - 73
3.6 164 217 - 76 - 54
4.2 165 219 - 56 - 40
4.8 163 218 - 42 - 30
5.4 160 217 - 31 - 22

N =3 N = 4

T ER BC ER | EC

; 8 8 9 9

1 10 10 10 } 10

0.6 i =1577 ~6460 ~ 149 I - 536
1.2 1 1852 3646 2664 2462
1.8 849 1464 1632 2340
2.4 : 226 366 27193 48535
3.0 | 64 96 20701 45666
3.6 ; 20 29 2103 7179
4.2 7 10 321 1371
4.8 | 3 4 31 168
5.4 ; 1 2 2 14
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Recherche de la solution générale

Pour 91, 92 arbitraires la solution générale du systeme
homogene associé est tres difficilement calculable. Aussi recher-
cherons nous la solution générale du systeme homogene dans le cas

de la méthode RK4 classique.

Le probleme du nombre de solutions indépendantes consis=-
te seulement & touver le rang du systéme homogéne (B).

o,
il ~ 2 =2 -2 2 2 2/9 Aq11
- 6 -3 -3 4 2 13/18 Aq10
(B) —12 -6 0 8 4 1o/ X fla ., §=0
, q9
0 1/36 -1/36 0O O 0 Aqg
Aq4
b 1
R

Le déterminant obtenu en utilisant les 4 premiéres colon-
nes étant non nul, le rang est d'ordre 4. Nous prendrons A =

q4
A, )\ comme inconnues arbitraires. (B) a pour solution
Aq11 = - A+ 7\/ 36
Aq1o = \/18
Aq9 = X/18
Aq8 = - 2A + 7. 1/36
Le systéme homogéne a pour solution g¢générale
Aq12 = A - 2X1/9
Aq11 = -A + 7 \/36
-Aq1O =1/18
Aq9 = \/18
Aq8 = - 2A + 7 7/36
A = 24 - \/3
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Aq6 = 0
Aq5 = 0
Aq4 = A
= - A
Aq3 A+ 5 \/36
Aq2 =~ \x/18
Aq1 = - x/18
Soit l'évaluation pratique de 1l'erreur sur le pas X = 3h.
— 12
Bexy-x3=X > ' X g
a = 0

Xq = solution particuliére + solution générale avec

Pip = 5m/9 - A~ 3/10

Py = = 4m/9 + A + 83/360
Pio = = 2m/9 + 29/180

Pg = - om/9 + 29/180

Pg =-m/9 +2A - 133/360
P, = 2m/3 - 2A - 35/180
Pg = 19/90

Ps = 19/90

Py, = -m/3 - A -35/180

Py = - 2m/9 + A + 47/360

P, = 2m/9 - 7/180
p, = am/9 - 7/180
P, = -m/9 + 11/360
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Choix de A et m

Nous proposons
- de minimiser la somme S des carrés des Py * S est une

forme quadratique qui atteint son minimum pour
ds ds

dA = dm
Soient m = 67/180, A = 1/30 et E1 la formule correspondante

—- de prendre m = 9/20, A = 1/40 valeurs assez proches
des précédentes mais donnant une formule symétrique. Soit E2 la
formule correspondante

Pl = 5% 360 %o PaXor  E2= 350 4=0 Pu X
P, = - 35 Py =-7
p1 = 142 p1 = 22
Py, = 142 Py = 22
Py = 263 Py = 20
Py = =1140 Py = -133
Pg = 684 Pg = 76
Pg = 684 Pg = 76
Py = = 42 Py = 20
Pg = -1115 ' Pg = —133
Py = 254 Py = 22
Pio= 254 Pio= 22 —
Pqq= 319 Piq= 20
Pqo= ~-410 Pyo= -27
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RK4 Classique

E2

ETA i =1

f | 2 3 4
5 ? f 5 3
; ' ; { !
|
| K=3h = 0.30 | 28.9 | 31.5 | 36.5 i 42,3 | 28,
{ i ; H i :
] 4 i ' a M
g .45+ 17.5 | 24.5 ! 79, P 66.5 1 31.7
; 0.60 / 28.5 | 29.5 | 114.9 | 95, |  43.5
: i ,f P
| 0.75 ¢ 35.5 . 35.9 / 152. [ 126. |  57.4

0.90 | s0. . 41.8 163 L o1e1 . 72.8

E1

]

ETA o N=1 2 3 4 5

a

é K=3h = 0.30 i 28.9 f 32.2 § 49.4 % 42.4 ;  30.6
é 0.45 ; 17.3 i 26.2 é 79.1 § 66.5 é 35.3
? 0.60 E 28,3 f 31.6 1 117, ; 95, é 48.6
% C.75 é 35.2 § 38.3‘ ; 186. ? 126, ; 64.5
; 0.90 | 49.8 a4 . 320. § 160, | 82.2
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CHAPITRE 1II

.
LI

Nous nous proposons dans ce chapitre de rechercher une é-
valuation de l'erreur par pas dans 1'intégration approchée des
problémes différentiels

x' = X (x,t) , x(o) = xo

auxquels, on applique

- le procédé de dérivation préalable.
- le procédé de Runge Kutta double.

I.~ Procédé de dérivation préalable. [6]

Par ce procédé, on aboutit & 1'intégration approchée de
systemes différentiels du second ordre dont le second membre ne
contient pas la dérivée premiére et par conséquent du type envi-
sagé dans le chapitre III. x' étant une fonction de x et t
(x' = X (x,t)) sera ainsi évalué a la fin du pas. Les conditions
relatives a x' ne sont plus a satisfaire. Cela permet de reporter
tous les efforts sur les conditicns relatives & x.

L'algorithme relatif a la formule de rang q s'écrit
a-1

- Qe
b'e = X _ 4+ h 86, x' 4+ = >, B

oo, o) a o 2 5 D XOS

a8 i

On vérifie sans difficulté, comme nous 1l'avons montré pour
les méthodes RK2, RK3 et RK4, qu'il est impossible de trouver une

formule d'ordre supérieur X, (en utilisant la valeur de X calcu-

]
lée au début du pas suivant) pour les méthodes
~ RKDP 2,3,4 Zurmihl
~ RXDP 3,4,5 Laurent et Bard
—~ RKDFP 4,5,6 Laurent et Albrecht



et par la de donner une évaluation pratique de 1'erreur sur le pas
h pour ces méthodes.

I1 ne nous est plus permis, comme dans le chapitre I de re-
chercher pour X, une formule d'ordre supérieur izhet par la de don-
ner une évaluation pratique de 1l'erreur sur le pas X = 2 h, puis-

que x' est obtenu & la fin du pas par x' = X(x,t).

On tourne la difficulté en remarquant que le procédé de dé-
rivation préalable appliqué & des équations du premier ordre n'est
qu'un aspect particulier du procédé de Runge Xutta "double'", dou-

ble parce que combinant des expressions XO du second membre et

x

DXOOL de la dérivée de ce second membre.

II. - Procédé de Runge Xutta double [ 61

Lt'algorithme relatif & la formule de rang q s‘écrit
-1 h2 A1
— i 2 '
Yo T Xg * B . bag XoB t 3 Fyur) Alag D X08
qu = X,

- L'identification avec la série de Taylor aboutit & un certain

nombre de conditions sur les Aas’ A'QB’ ea . Si 1'on décide de

choisir & priori Ag = o0, si B # o = 98,. On obtient 1'algo-

;A
1 ao
rithme général du procédé de dérivation préalable.

Ltensemble des conditions sur les AﬁB’ A se simplifie

0B %
et on aboutit a des conditims sur les A‘QB, 6& identiques a cel-
les sur les EGB’ 84 du procédé de dérivation préalable.

Ce choix particulier des AdB ne restreint pas la généralité
des formules de Runge Kutta double puisque Bard [1] a montré qu'el-
les ne se réduisaient pratiquement qu'aux formules a dérivation
préalable (on se limite aux formules utilisant & ordre égal un
nombre de horners inférieur ou égal & celui des méthodes de dériva-
tion préalable
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A) Formule de rang 2, d'ordre 3 : RKD2 (3)

Conformément au tableau général III, les coefficients Ai’

J 1
A, ., 61 doivent satisfaire aux premiéres conditions
J
— ' - !
ATo - 81 A 10 A (o
o 1 [ = '
Bog T A =1 Algy + Ay = A

puis pour assurer 1l'exactitude du développement de X4 = Xgo Jus-

qu'au terme en n> aux conditions

I A = 2

By, B+ 5 A, = 1/2 h

1 2 1 s _ 3
3 B B g T AlR=1/6 h
l [} l ] - 4 3
5 Apq By g AT 8= /0 h

nous allons montrer qu'il existe une formule d'ordre 3 coutant seu-
lement deux horners par pas.

Parmi les coefficients, A10 = 61 # 0, on utilise donc XOo on

ne peut utiliser qu'une autre des gquantités

D X ov Xgqs D Xy

o1 1

Ce ne peut éetre D Xoo’ sinon nous obtenons la formule de rang 1

h2
Xq = X4 + h Xoo + o5 D Xoo
ni X01 sinon nous obtenons une formule de Runge Xutta ; c'est donc
. Ay
D Xo1 ; dtou
o e ——

A21~O,A2—1,91“1/3
X, = Xgo représente sur le pas h une formule dlordre 3, de cgeffi~
cients 61 =1/3, 92 =1, Aij T’A‘ij et d'écriture matricielle
0l (4]

1/3 A .0 A
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Nous ne pouvons rechercher une formule d'ordre supérieur
pour x, Puisque conformément au tableau général III, 1'exactitude
du développement de i} jusqu'au terme en n? exige la résolution
d'un systéme de 7 équations & 3 inconnues si 1l'on décide d'écono-
miser les horners qu et D X02 ou & 5 inconnues dans le cas con-
traire.

Prenons X, comme valeur initiale d'un nouveau pas-.x, = X

2 o4

sS'explicite a partir des X

Xy représente une formule sur le pas X = 2h, d'ordre 3, de

coefficients Aij’ A'ij’ 91 = 1/6, 0, = 1/2 A, = 4/6, 94 = 1 et
d'écriture matricielle

1/6 A 0 Al

/2 | 0 N EZE

1/2 10 ) 1/2 | 0 § o {1/4] 0 l1/a,

Recherchons une formule d'ordre supérieur

- © >
— K 1
X =x + K - Ay Xy *+ 5 A'gy DX g

aA=0

et AT

Conformément au tableau général III les coefficients A5a 5o,

doivent satisfaire aux conditions

4 ;
Z A5a:1 ' Z A'5a:A'5

A=0 A=0

puis pour assurer l'exactitude du développement de ié Jusqu'au

terme en K4, économisant le calcul des Horners Xo1’Xo3’ D Xoo’

D Xo2 et D Xo4’ aux conditions



52 1 1
—5— + A54 + 5 A'5 =3
A A
52 51 _1
F T hsq T tA'sy 773
1 P52 a 1 Blse o, a6 1
5 (g~ 54 7 (55 3 Asy) =5z
A Al
1 52 1 51 16 5
3 (5 *Asy) v (35 t3p Alss) T qm Alsy
A
1 Bse s 5 _ 1
3 (Z3 v 37 %4) "8 2537
.l(.A_‘..S_?.+£5_i) .+..1.(A’51 +.1_6_ A ) = 1
5 (757 * 3 7 (35 73 53) = 22

Ce systéme

se simplifie et se réduit a

1/2 = 1/2 Ay + Ay,/2
1/3 = A52/4 + A'53/2
1/24 = A52/48+ 5 A'53/48
O = Algy ¥ Algy
Les coefficients ASOL et A'5a ont pour solution
B5q = © Alsg = ©
53 = © - Alsz =209
A52 = 8/9 Algy, = 0
A51 = O 14'51 = —2/9
Nous n'avons pu imposer A! = 0,

50
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Néanmoins 1'erreur sur le pas K = 2h a pour évaluation pra-

tique 5
E, =~ [7 Xoo = 7 X,5] + S [4Dpx _+17Dx _ +Dx ]
x 18 00 o2 36 00 01 03

et exige le calcul deu horner D XOO°

B) Formule de rang 2, d'ordre 4 : RKD2 (4)

Conformément au tableau général III, les coefficients Aij'
A'ij’ 81 doivent satisfaire aux premiéres conditions

- ' = 1
A1O 61 A 10 A 1
Boo * Ay =1 Aloo * A1y = A1,
Puis pour assurer 1l'exactitude du développement de X, = X, Jus—~
qu'au terme en n? aux conditions
, _ 2
Ayy 8, +1/2 A, = 1/2 h
2 , 3
P =
1/2 Ay, B - 1/2 A LS 1/6 h
3
t —
1/2 Ay, AT+ 1/2 Aty 8, =1/6 h
4
3 , 2 h
1/6 Ayy A7, + 1/4 A 51 85, = 1/24
: 2 4
1 f 1 —
1/2 Agy At B+ 1/2 A 51 85, +1/4 Ay, A =3/24 1
' ! = 4
1/4 A oy A 1/24 h™
2 4
' =
1/4 A 01 85, = 1/24 h

Une telle formule pour &tre compétitive doit couter seulement 3
horners.

Pour gagner 1 horner, il faut A21 ou A'21 = 0. Cette dernie~
re condition est impossible & réaliser, par contre 1'autre conduit
& la formule de dérivation préalable RKDP 2,3,4 Zurmirhl.
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X, représente une formule sur le pas h, d'ordre 4 de coeffi-

. . _ _ 4 ds I
cients Aij’ A ij’ 61 = 1/2, 92 1 et dl'écriture matricielle
1/2 A 1/4 é Al
j ! !
1 0 | 1/3 2/3 ]

Nous ne pouvons rechercher une formule d'ordre supérieur
pour x., puisque conformément au tableau général III, 1l'exactitu-
de du développement de X, Jjusqu'au terme en h5 exige la résolution
d'un systeme de 16 éguations & 4 inconnues (on économise le horner

Xo1>“

Prenons X, xomme valeur initiale d'un nouveau pas h. X5=X g

s'explicite a partir de Xy Xo représente une formule sur le pas

K = 2h d'ordre 4, de coefficients A, 130 Alyge 8= /4 0, =1/2,
Ay = 3/4, B, =1 et d'écriture matricielle
1/4 1/16
1/2 | 0 1/12 2/121
1/2 { 0 | 1/4 ! 1/12 1 2/12 % 1/16 ;
g o w.} A s prmn o ; e e e ..«3
1/2 10 [ 1/2{ o] 1/12 { 2/12 1 1/12 @ 2/12]
H ; h [4 f
Rncherchons une formule d'ordre supérieur
2 4
3 K - .
X, =x  + K 2{: ABOL Ry + 5 2_0 Aoy D Xy

conformément au tableau général III, les coefficients A etwAisu

doivent satisfaire aux conditions

f 4
A freesd Z:I Av = At
a=o ‘sa T d=o  “sa T A5

puis pour assurer 1'exactitude du développement de xO Jjusqutau ter-

me en KD compte tenu de l'exactitude des développements approchés

de X o0, Jusqu'au terme en K2

01

(2 A Bg + AL =8°, 1<0g 4),
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aux conditions
2 A A 3 1
K —21+ 22+ A3 35473 A's
A A Al Al
3 1 %51 g 9 1 51.%" 50 3 A
2 (e T gy qethog)tg (gAY gy 54T 54)
A A At At
4 1 f5 Asp 27.A 51 %" 50 9
7 g T Ass gt SR (g gy gtaT o)
4 Asp 13 1,25 Al 9
1
X 7 B+ B3 anthsgltg (qgtgrtat gy TptA )
A A Av Ay
5 1 ,B5q Asp 81 1 51 450 27
37 (358455 Tm6thsg) ta(ggttA s, e4tAs,)
At At
A 78 1 51 52 107
0 L 224853 TheAss) v (egteT A sy sty 3)
A A A
5 1 52 9 1 51 250 27
o 55l 76453 37 thsy) trplgrtpT—tAl sy g5 t Alsy)
A At
5 g 50 5 1 50 13
K 770 TTEthsy Fothsy) tpp (gTotAlgs 33 A' )

il

o —

of—

i

o - nof -
hl &!

-

By FN -
o o
O O

I...\.

-
N
O

-

iy
N
O

Economisant les horners X01 et XoB' ces conditions se simplifient

et g'écrivent

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

BN N VL]

uf—

pof —

i

1
Agg + 5 Al
Al Al
52 53
Aoy + 5=+ —= + 4",
At At
3 25 53 . 4,
Bog + 5 (5= + ==+ A4',)
Alsa 13
Bog + 2 (g™ + A5y 35 + ATg,)
Alsy
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Des équations (2) (3) et (4) nous pouvons extraire un déter-

minant d'ordre 3 non nul. Le rang est d'ordre 3.
1 1 1
4 2 2

1 3
8 8

Nl
AN
O

1 2
16 4 76

Nous prendrons A54 et A'54 comme inconnues arbitraires. Le systé-

me a pour solution :

-6/90 + 3 A + 12 B

A5O

Agq = Agy = 0

Ay, = 96/90 - 4 A - 12 B

Asg = 4

A'BO = - 2/90 + 3B + 2/3 A

Alg, = - 4/90 + 4/3 A + 8 B

Alg, = 16/90 - 4/3A- 4 B = — Aty
Algy = B

Lferreur sur le pas K = 2 h a pour évaluation pratique

o B
E =X XoOL Py + T : D Xon 9g

a=0 a=0
avec
P, = 51/90 - 3 A - 12 B q, = 19/180 - 3B - £ &
P, =Py =0 q, = 62/180 - 4B - £ 4
P, = - 51/90 + 4 A + 12B 1, = 23/180 - 8B - % A
Py =-A 9, = -2/180 + 4B + 5 A

= ~ B
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Choix de A et B

Cherchons a minimiser la somme S des carrés des Py €t qy-

S est une forme quadratique qui atteint son minimum pour

dg _ ds  _
I T 33 °~°
ds
gx = 572 A + 1932 B -~ 2528/30 = 0
ds
ag =2364 B + 644 A - 2945/30 = 0
A % 5/60
B & 1/60
Soient
PO=7/6O qO:o
p, = -2/60 q, = 10/60
P, = -5/60 4, = -7/60
9 = 10/60
9y = -1/60

et E1 1'évaluation pratique

2
w— K K ] 5 —
B1 = 25 {7 Xoo = 2 Xgp=5 XO4] * 50 [10 DX, ~7DX,+10DX DXOJ

Drautre formules d'évaluation pratique de 1'erreur peuvent &tre pro-

posées. En particulier, nous pouvons arbitrairement annuler A'Sga

Par suite A = 1/30 - 6B, Minimisant la somme des carrés des Py et

4y nous obtenons B = ~-1/30 et 1'évaluation pratique de 1l'erreur
B2 = 2=[8 x_ - x 7% ]+ X 3D X_+10 DX__+5 DX__+10DX_.+2DX
3 00 02 04] 120[ 00 o1 02 03 O4J

Les exemples traités nous montrerons que E1 donne de meilleurs résul-
tats que E2.
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C) Formule de rang 3, drordre 5 : RKD3 (5)

Les formules d'ordre 5 coutant 4 horners par pas se réduisent
aux seules formules de dérivation préalable RKDP 3,4,5 Laurent et
Bard (1], (4], [6]

Le tableau général III se limitant 4 1'ordre K+4, il ne nous
est plus possible de rechercher des évaluations pratiques de l'er-
reur de méthode par pas.

Nous traiterons par les diverses méthodes proposées les équa-

tions @

N=1 Xt = t2—x, x(o) = 1, X o= ~—e”t+‘t2 - 2t + 2
=2 x!' = %X =1.5 e"0°5t, x(o)=1, x = e~0°ot

Ne3 ozt = -2t x2, x(o)=1, x=1/(1+t2)

-t

=4 xt = -t x , x(o)=1, x=e te/2

o [ I o — -t

N=5 x' = - X, x(o0) =1, X = e

Les tableaux suivants donnent ETA, coefficient estimant la
qualité de l'approximation ,sur les équations citées précedemment

et pour différentes valeurs du pas K = 2 h dans les mémes condi-
tions que celles du Chapitre T, (Cependant les ETA ont été calculés

sur 10 pas successifs).
Pour les mémes raisons que celles du chapitre I, le coeffi-

cient ETA pour les méthodes RKD2 (3) et RKD2 (4) semble &tre pro-
portionnel au pass"Pour N=1, N=2 et N=5 les graphiques ETA (K) 1le
confirment dans une large mesure. -

Comme nous avons déja pu le constater au chapitre I et pour
les mémes raisons, les exemples N=3 et N=4 sont difficiles.
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RKD2 (3)
ETA N=1 2 3 4 5
K=2h = 0,1 4,6 20,5 17.7 8. 5,2
0,2 7.8 7.5 36.8 23.4 1501
0.3 12.4 10.2 62,8 40,5 23.5
0.4 17.4 13.4 85.5 53 .1 32.5
RXD2 (4)
ETA1 N=1 2 3 4 5
K=2h = Oo3 9»7 709 7601 3309 9e2
004 1102 1205 8007 47@5 1103
0.5 14.7 17.7 48 ,6 59,7 14.2
0.6 18.1 21,8 37.7 69.5 17.4
0.7 21.4 25,6 122, 92,7 20.8
ET A2 N=1 § 2 3 4 5
K=2h = 003 1702 90 2706 270 1706
0.4 22,8 16.9 34.5 49.3 22,8
0.5 29.4 22,9 56.4 67.8 29,1
0.6 36,8 27.6 87.4 §2.6 36,1
0.7 44, 31.6 144, 115, 43.5




~C3F vy~

RKD2(3)
ETﬂﬁ‘
N=§
30 ¢
20 4
N=2
N=2
40 -
° ‘ e‘.:_ 0‘.3 b‘-4

v



ETR1a

20

\o

- Ga *“""

RKD2(4)

N= 2

N=4 N=8§

0.3

0.3

AV
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RKD2 (3)
K=2h = 0.20
N=1 N=2
T ER, EC, ERg ECq
10 10 10 10
0.2 - 32 - 30 -162 -149
0.4 - 45 - 46 -144 -135
0.6 ~ 56 ~ 58 -133 -122
0.8 - 65 - 69 -120 -110
1.0 - 73 - 77 -107 -100
2.0 - 94 -101 - 66 - 60
3.0 -101 -110 - 39 - 37
4.0 ;=106 -113 - 24 - 22
RKD2 (4)
K=2h = 0.40
N=1 N=2

T ERg ECg ER, EC,

10 10 10 10
0.4 ~422 -518 596 495
0.8 -284 ~347 477 ; 408
1.2 -189 -233 417 330
1.6 -130 -156 332 272
2.0 - 86 -104 268 ! 223
2.4 ~ 57 ~ 70 220 ; 182
2.8 - 42 - 47 175 150
3.2 - 18 § - 30 151 f 122
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CHAPITRE III

Evaluation de 1l'erreur par pas dans la résolution approchée
des problémes différentiels de forme particuliére [6]

X" = X (X,t) ’ X(O) o XO , X' (O) = Xlo

Nous nous proposons dans ce chapitre de rechercher des évalua-
tions pratiques de l'erreur pour le cas spécial des équations ou
systeme d'équations différentielles dont le second membre ne con—
tient pas la dérivée premiére.

Les méthodes de Runge-Kutta permettent de calculer des valeurs
approchées des fonctions et de leurs dérivées X4 x'i, relatives
a l'abscisse ty.

On passe des valeurs d'indice i aux valeurs d'indice i + 1 par
ltalgorithme

io i
' — ?
® io” ¥4
n° <
jooed . LI e
*4q, Xio 7T h ea it 3 B;gJ 338 XiB
Xiq = Fi41
q-1
1] — 13 U]
X'ipq = X'y +h ?: AqB X8
B=0

En 1'absence de dérivée premiére dans le second membre du Sys-—
téme, 11 est inutile de calculer les dérivées premiéres & 1'inté-
rieur du pas. On les calculera uniquement aux points d'abscisse
o ¢ o t

© 066 6 v o o

i’ i+1 7



S

Les coefficients em, BaB’ AqB sont choisis de facon a faire coin-
cider les développements de Taylor de la solution exacte et du pre-
mier pas de la solution approchée (Tableau II).

Nous traiterons pas les diverses méthodes proposées dans les pa-
ges suivantes,les équations

N = 1 x" = x , x(o) =x'(o0) =1, x = et
N =2 x" = - x , x{(o) =0, x'(0)=1, x = sint

> £?
N =3 x' = (1+t%) x, x(0) =1, x'(0) =0, x = e 5

Pour estimer la qualité de l'approximation de 1'erreur, nous dé-
terminerons sur 10 pas successifs le coefficient ETA en prenant com-—
me valeurs initiales de la fonction et de sa dérivée au début de cha
que pas K, leur valeur exacte (de maniére a bien évaluer une erreur
par pas).

A) Méthode de rang 2, dtordre (3,3) : RKS2 Nystrdm (3,3)

X, = X x'1 représentent une formule sur le pas h, de coeffi-
. ' - 1A . . .
clents A2j' Bij’ 81, 82 = 1 et d'écriture matricielle
A B
A20 ~A21 BQT?

Conformément au Tableau Général II les coefficients doivent satis-
faire aux conditions B

2
B1o - 61
Bzo + B21 =1
Ao * 8y =1

puis pour assurer l'exactitude du développement de x

X'1 Jusqu'au
terme en h3 aux conditions

1!



ces conditions conduisent a

Nystrom

W=

A

1/4

3/41

21

A21

Bot

4/9

B

1/22

1/4}

Recherchons des formules d'ordre supérieur

Conformément au tableau général II, les coefficients A

X

1

X

i

1

2

h
X, + h X'O + 5—-[330 X

x',+ h [A3o %oo + A

doivent satisfaire aux conditions

puis pour assurer l'exactitude du développement de x

terme en h

I

A

4

I

+ A

30

39 F

Agp

1

aux conditions

W= o=

It

Bl

il

!__\

Y
)

i

-

O] -

Az

A3,

A,

A32

B34

31

oo T B3y

X

31 Xo1 * A3

32

B +

30 B

31

X

+

1

X

B

+

32

Bao

o2J

3

=1

19

a

1t'écriture matricielle citée par

on]'

B

et 30

x'1 jusqu'tau
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quels que soient 91, 92 le premier systéme est incompatible : d'on

1'impossibilité d'évaluer 1l'erreur sur le Pas h pour x'.
Le systéme (II) conduit a

7332 = - 2/12
By, = 9/12
Bio = 5/12
et a 1l'évaluation pratique de l'erreur sur le pas h pour x
B=xp-X = 57 [X-3 Xoq + 2 Xop |

Prenant Xy = Xgos x'1 comme valeurs initiales d'un nouveau pas h

2
h
== = = i e
X2 X12 X04 X1 thox 1 * 2 [B2o on * B21 XO3J
LI ¥ ot ! = 1
X o= X 12 X 04 X 1+ h [AZO X02 + A21 XO3]

s'explicitent a partir de X, et X'Oo

X, et X'2 représentent sur le pas K = 2 h, une formule de coeffi-

1 ] ] — — —
cients A 45+ B i 0 6., 8, = 1/2, 8y =8, + 1/2 64 = 1
et d'écriture matricielle
1]
A B1O B
S R B S
Bag By, :
4 4 :
o . ; e o i
I !
,BQO+A206 1 E.?:‘} +A B § 5.3.9_ i
4 2171 3 4 g
{ _ 4 ; e -; _ %
H i
A 1 :
20 %21 fa0 Aoy P04 0 | Bar, o 1 Bao By
2 2 2 4 20 2 4 21 2 4 4




Formule RKS4 Nystrom (3,3)

X, €t x', représentent une formule sur le pas K = 2 h d'ordre 3,

de coefficients A4j’ Bij’

et dfécriture matricielle

8, = 1/3, 6, = 1/2, 0, =6, + 1/2, 8, = 1

o [ s
o _1/8mW
5/24 | 9/24 1/9 ;‘
1/8 ; 3/8 1 1/8 B/QM‘ 1/4 ; 1/2 L 1/8 g 1/8

Recherchons pour X, et X'2 des formules d'ordre supérieur

2 &
——— K
Xp = Xg * X x! 0+ 5y STy Boa Xon

Conformément au tableau général II, les coefficients B50L et ASOL

doivent satisfaire aux conditions

ASa =

o
\un
Q
i
—_
Q
(R XN
oL

Puls pour assurer l'exactitude du développement

4

- de X'y Jusqu'au terme en XK' & un systéme de 4 équations

a 4 inconnues

- de‘iz jusqu'au terme en x4 ou x°

4 équations & 4 inconnues

a un systéme de 2 ou
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i-1,
Posant S = > B',. 8. (i1, Vv =o0)
i,v =0 ij 3
So,v = O (v > o)
nous évaluons
§,, = 1/24
S5, = 13/72
S, = 1/3
les coefficients A50L et BSa satisfont aux systémes
1/3 1/2 5/6 1 Ag B | 11/2 (1/3
o ) !
(1/3)% (/)% (5/6)% 4 Aol |Bss 1/3 1/6 |
— {
(/92 (/2% /a3 1 R el el = | /10,
0 1/24 13/72 /3 ,§A54e 3547 ?1/12; 1/3o§
et ont pour solution
Ay, = 1/6 Bs, = 2/15
Agy = 0O By, = = 3/15
Ay, = 4/6 By, = 9/15
Ag, =0 By, = 3/15
Ay = 1/6 Bsy = 4/15
Nous retrouverons pour X'2 , appliquée sur le pas X = 2 h la
formule de Simpson
_ h
Xigg = X3 t3 (X v 4 X + X))

Le premier terme de 1l'erreur recherché pour x'2 sur le pas
K =2 h a pour évaluation théorique

-
N

[" C3 % - Jo C1]

|

Y
O
N




et pour évaluation pratique

s

X : .
Ex'" = x'", - x'. = B4 (— XOO+9 X - 13 X02 + 9 X

2 2 o1 o3 = 4 Xo4j
Les deux premiers termes de 1'erreur recherchés pour x, sur le pas
K =2 h ont pour évaluation théorique
4 5 . ;
X X 1
57 [C2] v355 [0 f5- 75 ¢,

et pour évaluation pratique

!

By = Xp = Xy = g75 |- 2 Xoo+36 X = 57 X_,+ 39 Xo3 = 16 X, |

RKS2 NYSTROM (3,3)

K N = 1 | N =2 N =3 |

|

ETA_ ETAX,E ETA_ | ETA_, ETA_ ETA_, §

0.1 8.81 6.31 | 5.3 % 2.0 | 6.0 1.5 §

0.2 | 0.78 0.61 | 2.3 5.6 2.4 4.3 |
0.3 | 0.68 g 1.20 § 4.2 7.6 6.0 6.0

04 | 12 L s 7.3 § 7.4 | 122 | 76 |
b.s | 1.88 % 1,71 e L 1.8 22,3 | 8.9

b°6 E 2.98 1.83 § 15.3 % 15.2 f 39.1 1 10.1°

ETAX, apparait proportionnel au pas , son dénominateur est en

K4, son numérateur en < (la partie principale de 1'erreur sur X',
et iTé est en X7 et K5).

ETA_ apparait proportionnel au carré du pas, son
dénominateur est en XK' , son numérateur en K6 (la partie principale

de l'erreur sur x, et Eg est en k¥ et x°
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RKS2 NYSTROM (3 3)
N= 3

ETR ,
¢

20 +

20

o -

°-% 0.4 0.¢

(8



Excepté pour N

3 les graphiques ETA (X) semblent mal le confirmér.
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RKS2 NYSTROM (3,3)

N=1
K=0.20
<

g T BR BC, ERg EC
! 10 10 10 10
N=1
! !
0.2 2302 2319 . —2682 2665 §
20.4 1885 1899 | -2198 -2183 %
0.6 1542 1555 . -1796 ~1786 |
0.8 1270 1273 | ~1479 ~1463 %
1.0 1028 | 1042 - -1120 ~1198
1.2 846 § 853 - 987 - 981
1.4 693 § 698 ‘ - 808 - 803
1.6 568 § 572 - 663 - 657
1.8 462 ; 468 - 538 ~ 539
2.0 380 383 - 441 - 440
N=2
0.2 | - 443 ; 441 -8270 ~8087
| 0.4 119 | 131 ~8024 7956
L 0.6 671 ; 698 7458 ~7309
0.8 | 1200 : 1237 ~6564 ~6370
1 1.0 | 1684 f 1727 ; ~5451 ~51 77
1.2 2101 i 2147 . =4105 ~3777
1.4 2436 | 2483 j ~2593 ~2227
L1.6 1 2645 ! 2719 - 983 - 588
1.8 L 2794 | 2847 | 674 1074
;2.0 | 2809 | 2861 | 2310 2693




A bis) Méthode de rang 2, d'ordre (3,4) : RKS2 classique (3,4)

Puisque x'1 peut-&tre calculé apreés X02 = X nous pouvons

10!

utiliser X dans 1l'expression de x!

10 1

Xy = X x'1 représentent une formule sur le pas h, de coefficients
e 1 et A1 A .
A3j' Bij’ 91, 92 1 et d'écriture matricielle
A B1O B
)
i
A30 | %31 1232 b Bool Bap |

Conformément au tableau général IT, les coefficients doivent satisfaire

aux conditions :
) )
B = B
10 1
Bzo * B21 =
A + A + A = 1

30 31 32

Puis pour assurer l'exactitude du développement de x'1 et X, Jjusqu'au

terme en h3 et h4 aux conditions

3= Ay Oy % Ay, 0, h®
f % = Aq, 921 * Asp 922 n’
§ 7 =By 6, b’
E %= Bé1 921

Ces conditions conduisent a l'écriture matricielle

S 71 .
1/6 4/6 1/6! | 1/3 2/3 |
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Nous noterons 1l'analogie de cette formule avec la formule
RKS3 classique (4,4).

I1 ne nous est plus possible de rechercher

- l'erreur sur X', Puisque nous utilisons dans 1l'expres-
sion de x' le horner relatif au début du pas suivant.

- une formule d'ordre supérieur §} et par la 1l'erreur

Sur X, . (4 égquations & 2 inconnues).

Prenant x'., x, = X comme valeurs initiales d'un nouveau

1 1 02

pas h, Xy = Xoa o x'2 stexplicitent & partir de X et x'o. X'y Xy =
X4 représentent une formule sur le pas X = 2h, dtordre (3,4), de coef-

. _ _ _ _ VA e
ficients Aij’ Bj i 6, = 1/4, 8, = 1/2, 93 = 3/4, 8, =1 et d'écritu
re matricielle

A 1/16 B!
1/12 | 2/12

| |3/24 | 8/24 | 5/48 |
1/12 | 4/12 | 2/12 | 4/12 1/12\ 2/12 | 6/12 | 9/12 2/12

Recherchons une formule d'ordre supérieur

z S
Xy =x_ + X x'  + — By X .
2 0 o) 2 d=o 5 TToG

Conformément au tableau général II, les coefficients Bsa doivent. sa-
tisfaire & la condition

4

§=o Bsa =1
puis pour assurer l'exactitude du développement de §; jusqu'au terme
en < aux conditions



“ Y By -

RKS2 (3,4)

ETR,

20 ;

o0 4

0.2 o-4 0.
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1 s
3 4
1.5
6 16

1 _ sy

10 ©— 64

1 _

30 ~

Les coefficients BSG ont pour solution

B

B

B52

B

B

et conduisent & l'évaluation pratique de 1l'erreur sur le pas K

54
53

51
50

8,/90

= -16/90

60/90

= 16/90

22/90

2
_ K
By = 180 [” oo™ 29 Xo1 - 45 Xop + 37 o3 8 X
RKS2 (3,4)
ETA N=1 N=2
K=2H= 0,2 3.0 9.2
0.3 8.8 10.2
0.4 12.4 9.8
0.5 15.7 15.1
0.6 18.9 18.8
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E‘I’AX semblerait étre proportionnel au pas. Son dénominateur est en
KS, son numérateur en K6 (ia partie principale de l'erreur sur Xo et

X, est en n° et K6). Mais seul pour N = 4, le graphique ETA(K) le
confirme. :

B) Méthode de rang 3, d'ordre (4,4) :|RKS3 classique (4,4)
RKS3 Optimale (4,4).

X, = X représentent une formule sur le pas h, de coef-

1 03’ 1
_ V2 .
35 Bij’ 81, 92, 93 = 1 et d'écriture matricielle

X ]
ficients A .

P10
B20 B21 g !
. { T -
A | a ;
30| f31 | 32 ! Bao | Bgq 1 Bsp

Conformément au Tableau général II, les coefficients doivent satis-
faire aux conditions
10 1

]

>
20 * By =97,

30 BB1 B32 -

> o o td
+

30 ¥ Agq T Agp =

puis_pour assurer l'exactitude du développement de x',, X, Jusqu'au

1

terme en h¥ aux conditions

- a1/ 3

Byq 94 + Byp 8y = 1/3 b
2 2 4

B, 9 " 332_9 5= 1/6 h
2

[a] — Tn

Agy B, + Agy B, = 1/2 h
2 _ 3

A31 9 - A32 62 = 1/3 h
3 3 _ / 4

Ayq 871 Agp 875=1/4 h
- 4

B3 Boq 8y =1/12 n

Ces conditions conduisent aux formules effectives RKS3 classique
(4,4) et RKS3 optimale (4,4).
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I) Formule RKS3 classique (4,4)

x1 = XoS’ x'1 représentent une formule sur le pas h, d'ordre
4 de coefficients A3j' Bij’ 6, = 1/2, 6, = 93 = 1 et d'écriture ma-
tricielle
A 1/4 B
Mi;w_irmm m
1/6 | 4/6 1/6! 1/3] 2/3] ©

Dans 1l'impossibilité de rechercher des formules d'ordre supérieur
= )
x1 et x 1 .

sur le pas h, nous prenons Xy = Xgas x'1 comme valeurs initiales d'un

et par la de donner des évaluations pratiques de 1l'erreur

nouveau pas h.

_ , , . R . .
X Xogr X'p s'explicitent a partir de X, et x

2
X, et x'2 représentent une formule sur le pas X = 2h, d'ordre 4, de

O

coefficients A6j' B.

50 0 = 1/4, 8, =85 =1/2, 8, =3/4, 85 =6, =1

2

et d'écriture matricielle

-------- — A |1/16 B
o e
P viel RS
B 3/24 | 8/24 | 1/24 ‘W{/ié
f PR RS ey rve mars e
L1/12 a2 D12 1/12 La/re [1/12) (2/12 | 6/12 | 1/12 . 1/12 [2/12 ] 0,

Recherchons des formules d'ordre supérieur

Mo

x'y =x'_ + K A X
2 o 8o 7% Toa
By < oS
= ! e
X2 Ko T K x o "7 ~ B7a qu

A=0
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Conformément au tableau général II, les coefficients A7a et B7a doi-

vent satisfaire aux conditions

puis pour assurer 1texactitude du développement

5

- de §7é jusqu'au terme en XY & un systeme de 7 équa-
tions & 6 inconnues
- de X, Jusqu'au terme en x° ou K6 a un systéme de 4 ou

7 équations a 6 inconnues
i-1

Posant Si v = 2 B'ij GJ.V (i 21, vzo)
j=o0
So,v = O (v 2 o)
nous évaluons quels que soient 61, 62
B
55,0 = Blpy 8 = 8,
Sy,4 = 1/24
84’1 = 1/24 + 61/4 + 81'0/2
Sg,q = 1/24 + 8,/4 + 8, /2 + 8,
S¢,1 = 1/3 B
52,2 7 B'oy 0% = 3 9%
S35 = 1/96
S4.0 = 1/96 +6./12 + 51’0/4
S5 5 = 1/96 + 8,/12 + s2’0/4 8y, +8,
S = 1/6
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Les coefficients A7OL et B7a satisfont alors au systéme

/4 1/2 1/2 3/4 1 1 Aol B, 1/2 | 1/3
(/0% (1/2)2 (1/2)2 (3/9% 1 | agl el s | |ie |
(/9% (1/2° (/2 /a1 | el b ba | a0 ]
SOMCEMCOMCODIE NN |9 19 | 9 B 028 I IV
0 /16 1/24 13/96 17/48 1/3 Aosil 1Bos 1/12§ §1/30§f
0 1/32 1/48 13/128 17/48 1/3 Aosll 1Bog 1/15% %1/45 %
0 1/64  1/96  3/64 374921/61 ¥ ; | §1/30§_ ?1/90 %

Le premier systéme est incompatible (le déterminant d'ordre
7 obtenu en prenant comme septiéme vecteur colonne, la colonne du second
membre, étant non nul, les 7 vecteurs lignes sont linéairement indépen-
dants) dtol 1'impossibilité d'évaluer l'erreur sur le pas K = 2 h pour

X',

Le deuxiéme systéme l'est aussi pour les mémes raisons mais

la résolution des 6 premiéres équations donne

Bog = 4/90

Bos = = 4/90
B, = 16,/90
Byy = - 8/90
B, = 20/90
By = 48/90
By = 14,/90

X représente avec les valeurs des B7i ainsi déterminées une formule

d'ordre supérieur en x°, La partie principale de l'erreur sur §2 a pour
. . . . X . .
éevaluation theorlque'57go [— J2 C2J . Par suite le premier terme de

l'erreur sur le pas K = 2h a pour évaluation théorique

5 c
X 3 }
5550 [ -3 — 3 Jy C,



et pour évaluation pratique
2
- K

E1 = X=X, = 30 [2 Xoo = & Xgq = 25 Xop

+ 31 XO3~2XO4+8X05—8X06J

L exactltude du développement de x2 Jjusqu'fau terme en K5 exi-—
ge la résolution d'un systeme de 4 équations a 6 inconnues.

- Le probléme du nombre de solutions indépendantes consiste seu-
lement & touver le rang du systéme :

1/4 1/2 1/2 3/4 1 1 Bo 1/3
1/16 1/4 1/4 9/16 1 1 Bos 1/6
1/64 /8 1/8 27/64 1 1 X Bos I EV2T
¥§ 0 1/16 1/24 13/96  17/48  1/3 ] Boy i11/30
B7s |
Bog

Le déterminant d'ordre 4 obtenu par les 4 premiers vecteurs
colonne étant non nul, nous prendrons B75 et B76 comme inconnues arbi-

traires.
Le systéme a pour solution

By, = 24/45 — 4A ~ 4B

75 = 8/45 - 3A - 2B

i

73 -2/45 + 9A + 8B

B
B
B,, = 8/45 - 4A - 4B
B
B

!

75 = &

76 = B

X5 représente avec les valeurs des B7 ainsi déterminées une
formule d'ordre supérieur en K5 dont la partie principale de 1l'erreur
a pour évaluation théorique

5750 Cq + 2 K5 C )
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Par suite le premier terme de l'erreur sur le pas K = 2 h pour X, & pour

évaluation théorique

5 C
K 3
5555 |- -~ 3 J2 c,
-f £
et pour évaluwation pratique E = X, - X, = = q., X
p P ! ) 2 53 e o ‘oo

avec
qg = 1/90 — A - B

q, = ~3/90 + 4A + 4B

_ =17
q2-«-;]—8-0+3A+2B

_ 23
q3-~:—l—8‘6-—9A~—8B

9y = -1/90 + 4A + 4B
qs“‘:"'A
g =~ B

Choix de A et B

Nous minimisons la somme S des carrés des qg.
S est une forme quadratique qui atteint son minimum pour

ds _ds _
dA ~ dB

Soient
A = 3/90 , B= - 2/90

et E2 la formule d'évaluation correspondante
2 .

_X o -
B2 = 355 [2 %X, -7 Xop + KXoz * 6 Xop = 6 Xog x4 X6

D'autres formules peuvent @tre propcsées. En particulier, nous
pouvons arbitrairement annuler B54. Par suite, A m‘2/45 - B. Minimisant

la somme des carrés des A nous obtenons B = 8/90 et

X2

B3 = §€O[f 0Xo*26 X51=9 X;5=33 X 3+30 X, + 8 Xo5 - 8 Xo6l

3 4
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Des trois formules proposées E3 semble donner de meilleurs

résultats. La comparaison de 1l'évaluation théorique de 1'erreur sur Xy

ne nous apporte aucun renseignement supplémentaire.

II. - Formule RKS3 optimale (4,4)

X = X3 x'1 représentent une formule sur le pas h, d'ordr

4, de coefficients A3j’ Bij' 6, = 1/4, 6, = 4/5, 93 = 1 et d'écriture
matricielle
A B
1/16
-8/125 | 88/125 | |
1/24 | 16/33 | 125/264 1/12 8/11 | 25/132
. L , |

Dans 1'impossibilité de rechercher une formule d'ordre supé
rieur pour x'1 et X, (systéme de 7 et 4 équations & 3 inconnues) nous

prenons X4 = Xgao x'1 comme valeurs initiales d'un nouveau pas h

—_ t 1 3 3 3 7 1
Xog = ¥Xo et X », S'explicitent a partir de X, et x o

X, et x', représentent une formule sur le pas k = 2 h, d'or

dre 4, de coefficients A6j’ Bij’ 91 = 1/8, 6, = 2/5, 93 = 1/2,

8, =8, + 1/2, By = 6, + 1/2, 85 = 1 et d'écriture matricielle

1/64 o B
11/528 | 96/528 | 25/528
55/21121512/2112 225[3}12m‘m~{Z§%mvv ‘ .
99/2640{992/2640 625/2640 | -2/125 | 22/125 |
1 22/528 1224/528 1150/528 | 11/528 ’MM§57555“”M"25/5é8E

Al

8/33 | 125/528

[

| 1/48 8/33 1125/528 | 1/48
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Recherchons les formule d'ordre supérieur

—_— 6
1 — 1
X 5 = x'o + K E A7a Xoa
G.:O
I K2 6 -
— i 1 Pl
X2 -XO+KX +2 ZB7& oa.

Conformément au tableau général II, les coefficients A7a et
B7OL doivent satisfaire aux conditions

6 6

A = o0 A=0

Puls pour assurer l'exactitude du développement
-~ de ;T; Jjusqu'au terme en < a un systéme de 7 équa-

tions a 6 inconnues.

- de X Jusqu'au terme en K° a un systéme de 4 équations
a 6 inconnues.

Le premier systéme est incompatible d'ott 1'impossibilité d'é-
valuer 1l'erreur sur le pas K = 2 h pour x'.

Le deuxiéme systéme conduit en prenant arbitrairement

B74 = 0, B76 = B (choix qui a donné les meilleurs résultats pour RXS3

classique (4,4)) et en minimisant la somme des carrés des qy» & 1'évalua-
tion pratique de l'erreur sur le pas K = 2 H.
2 I
X o . =
B4 = %336 [_33 Xoot04 Xoq*145 X =583 Xo3*t376 X =345 Xo5%176 Xo6j

~

Le premier terme de l'évaluation théorique se réduisant a

5
%TSQO - 03} » minimisation de 1'évaluation théorique de 1'erreur par

pas de la méthode RKS3 classique. Nous devons donc nous attendre & une
mauvaise évaluation pratique de 1'erreur par pas par la formule E4.
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RKS3 Classique (4,4)

ETA 1 N = 1 N = 2 }
K= 2H = 0.2 10.2 5.0 !
0.3 11.6 10.2 §
0.4 15.4 12.0 |
0.5 19.7 20.0
ETA 2 N = 1 N = 2
K= 2H = 0.2 3.2 8.6
003 3'8 594
0.4 4,2 4.8
0.5 4.3 7.0
0.6 4.8 9.4
ETA 3 N = 1 N = 2
; K= 2H = 0.2 3.5 3.7
§ 0.3 0.8 1.9
§ 0.4 1.6 2.3
‘ 0.5 3.0 3.5
0.6 4,0 4,9

RKS3 Optimale (4,4)

ETA 4 N =2
K=2H= 0.2 117
0.3 140

0.4 136

0.5 137

0.6 135 .
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RKS3 CLRASSIQVE (4,4)

- E3
ETR R
N= 2
q,... N:i
2 .

>
0% 0-4 0.6 w
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RKS3 CLASSIQUE (4,4)

K = 0.40 E1

N =2 N o= 1

T ER8 ECS ER7 EC7

10 10 10 10

| 0.4 ~519 ~530 - 61 - 61
| 0.8 ~457 | -466 - o1 - 89
1.2 1 w320 | 328 - 135 - 132
P 1.6 0 -136 1 -138 - 207 ~ 198
2.0 | 72 73 ~ 301 - 295 1
EER 267 | 273 ~ 448 ] - 440 )
! 2.8 ; 419 ; 429 - 665 ? - 656
AENE 506 | 518 - 997 i - 979 i
i 3.6 : 512 526 ~1483 -1460 i
| 4.0 439 1 450 2208 é ~2178 :

Nous constaterons la proportionnalité de ETA au pas K pour les
valeurs de X > 0.3 (erreur d'arrondi négligeable) : le dénominateur de
ETA est en KS, son numérateur en K6( la partie principale de 1l'erreur

sur x, et X, est en K5 et K6)°

2



- 90 -

C) Méthode de rang 4, d'ordre (4,5)

RKS4 (4,5)

Xy = Xggo x'1 représentent une formule sur le pas h, de coeffi-
, _ . . .
cients A4j’ Bij’ 61, 92, 63, 64 1 et d'écriture matricielle
B‘IO
B2o B21 —
| * 50| P3| Ps2
| : E
| A4Ol fa1 | P4z | Pas Pao  Par  Bao | Ba3
Conformément au Tableau général II, les coefficients doivent satis-
faire aux conditions
_ a2
B1o =9 1
a2
Boo ¥ Bpp =87,
2
B3O + B31 + B32 = 3
Bgo * Baq T Bao + Byg =1
A =
g0 T Baq Byt Ayy =0

Puls pour assurer l'exactitude du développement de x'1 Jjusqu'au ter-

me en h4, de X4 jusqu'au terme en h5 aux conditions
A 98 +A .8, +A .08 =1/2 n°
41 1 42 "2 43 73

2 2 2 _ 3

Byq 87q+ By 07p% Agq 8%,=1/3 n
3 3 3 _ w4

Ay 87+ B, 87, & By 87,= 1/4 2}
_ 4

Bay [By, 0,+B, 8.1 +4,, By, 6, = 1/12 h
— 1 2

B, ei * By 822+ By, 93 > 1/3 n3

B, 8 1 " Bao 8%, + By 4 ) 5 = 1/6 h
3 3 3 4

Byq 87, + By, 87,5 + By, 675 = 1/10 h
, - 4

ByylB3p 8y + By, 8, ]+ B,, By, 8, =1/30 1
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Dans 1'impossibilité de rechercher une formule d'ordre supé-
rieur pour x'1 et X, (systéme de 7 équations & 4 inconnues), nous

renons x, = X x', comme valeurs initiales d'un nouveau pas h.
1 o4 ! 1

Xy = X.go X'2 s'explicitent & partir de X x!

2 o

x'2 et X5 représententune formule sur le pas K = 2h, d'ordre

(4,5), de coefficients A'8j, B'.., B 8, 84, 8, = 1/2, By = e1+1/2,

ij’ 1’
8, =0, + 1/2, 97 =0, + 1/2, 6g = 1 et d'écriture matricielle
B1O
. A e
B20 B21
Z 2 i
B30 Bs, Bao
4 . 4
B0 Baq Bia 43
4 R A
B B B B B, |
40 41 42 43 10 |
R TR B S B R el i F AT R
Za0,, o P41, o | Pan o | Bag o By By
T P02 L TZ TR 2 T 2% | 745 N
“d0, 0 o P41, o | Baa, o Bag 30 P31 P32
%403 7T TA4173 7 092%3 | T th43%3 R e
| . SO ST AU IS
? :r i |
P40, g 1B, 0 Bap o | Pa3 Bao 1 Baq B4 | By
T 3074 | T MR % TR0 | 7450, Z Z T4 Z
i t

Pao o R | A % fa3 | A4oiA41%42*A43!
2 | 2 l 2 ! 2 % 2 2 ! 2




ou les A4j’ Bij ont les valeurs prises sur le pas h.

Recherchons des formules d'ordre. supérieur

, 9
X'2 x' + XK 2 A X

‘o) o = o o ‘oa
o . ' g2 9
— ] commmenn
X, =x, *Kx'o 45 gz% B9a X

Conformément au tableau général II, les coefficients

satisfaire aux conditions

pPuis pour assurer l'exactitude du développement

S 5

de X'y Jjusqutau terme en K a un systéme de
inconnues

Aga et B9OL doivent

7 équations a 8

de Xq Jusqu'tau terme en K§ a un systeme de 7 équations & 8

inconnues
i-1 v
— 1 4
Posant Siv = ?%;5 B'ij 85 (i >1, v
So,vzo(\);o)
nous évaluons quels que soient 61, 92, fq
B
- 9 =21
Sp,1 = Bl 8y =7 8,
B B
31 32
= ! P T S a———
8391 B’31 81 + B 32 92 ) 61 + 7 61
54,1 = 1/24
85,9 = 1/24 +0,/4 + 5, /2
86,1 = 1/24 + 92/4 + 82'0/2 + 52'1
87,1 = 1{24 + 63/4 + 83,0/2 + 33,1
5g,q = 1/3



55,0 = Blpy 921:: E%i 921

55,0 = B'sy 921 = Bl3p 0%, = E%l qu * E%g 922
S4.0 = 1/96

35'2 = 1/96 + 91/12 + 51,0/4

Sg,p = 1/96 +8,/12 + 5, /4 + 8, 4 + 8, 5

S = 1/96 + 63/12 + 33'0/4 + 33’1 + 83’2

S = 1/6

La résolution des deux systemes devenant trés rapidement inex-

tricable pour 91, 82, 63 arbitraires, imposons nous sur le pas h

6, = 1/4, 8, = 1/2, By = 1.

x'1 et X, représentent sur le pas h, une formule d'ordre (4,5)

de coefficients A4j' Bij’ 61 = 1/4 , 8, = 1/2 , 93 = 94 =1 et
d'écriture matricielle
1/16
1/20 | 4/20 § o
| 2/5 o | 3/5 | |
l 1/6 ‘ o | 2/3 | 1/6 1/5 116/45 ? 2/5 2/45}
‘ i ’ ' 4
x'2 et X5 représentent sur le pas X = 2 h, une formule d4'or-
— . N _ / - // - -
dre (4,5) de coefficients A’8j’ B'ij’ 8, =1/8, 8, = 1/4, 8, =0, = 1/2,

95 =0, + 1/2, Bg =8, + 1/2, 087 + 6o = 1 et d'écriture matricielle
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1/64
1/80 | 4/80
2/20 0 3/20
9/180116/180 | 18/180 2/180
51/720 {64/720 |132/720 | 23/720 | 1/64
N A S
66/720 164/720 |192/720 | 38/720 | 1/80 i 4/80 1
96/720 164/720 |312/720 | 68/720 | 2/20 | o | 3/20 |
a i | :
196/720 '64/720 1312/720 | 68/720 | 9/180 16/180 118/180 ' 2/180°
i | S ; | }
o 1/12 0 4/12 1 1/12 1 1/12 l 0 | 4/12 %1/12 |
Les coefficients A91 et B9a satisfont au systéme
1/4  1/2 1 1 5/4 3/2 2 2 Ag, By, | 1 q 2/3
1/16  1/4 1 1 25/16 9/4 4 4 Agoil 1Bgo 4/3 2/3
1/64 1/8 1 1 125/64  27/8 8 8 Agall Bgs 2 1 44/5
1/256 1/16 1 1 625/256 81/16 16 16|l y Il Aol B, )l _th6/5 || f16/1°
0 1/40 3/20 1/6 31/96 17/30 79/60 4/3 Agsll Bgs 1/3 i 2/1¢
0 1/80 3/20 1/6 155/384 17/20 79/30 8/3 Aggll 1Boe 8/15) | 8/4c
7 ‘5’
0 1/10 3/40 1/12 19/96 69460 31/24 4/3 Agoll 1By, 4/15)0 4 4/4¢
498y 1Bgg
et ont pour solution
Agg = - 16/900 + 148 C/300 Bog = 688/9000 + 148 C/300
Agy = 320/900 + -640 C/300 Fg, = 2560/9000~ 640 C/300
Bgp = - 40/900 + 880 C/300 Poy = 2080/9000+ 880 C/300
A93 = -60/900 + 320 C/300 By, = 120/9000 + 320 C/300
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400/900 - 1480 C/300 2120/9000

Agq = Bgq = -
Ags = -64/900 + 1152 C/300 Bgg = 512/9000 +
Age = 280/900 - 400 C/300 ' Bgg = 800/9000 -
A97 = 80/900 - 280 C/300 By, = 120/9000 -
Agg = - C Bgg =
par suite les évaluations pratiques de l'erreur sur le pas
2 8 ‘ 8
— K
E. = Xfo=X, = = § P X E ,=x'",-x', = K Z::
X 2 72 2 . a ot x! 2 2 I
avec
P, = 512/9000 - 148 C/300 9, = 91/900 - 148 C/30
P, =-1760/9000+ €40 C/300 q, =-320/900+640 C/300
P, =1820/9000 - 880 C/300 'q, = 340/900- 880 C/30
Pg = 730/9000 - 320 C/300 - Qg = 135/900~ 320 C/30
P, =-1670/9000+1480 C/300 9, =-325/900+1480 C/30
Ps = 288/9000-1152 C/300 qs = 64/900-1152 C/30
Pg = 100/9000+ 400 C/300 qg = 20/900+400 C/300
P, = - 20/9000+ 280 C/300 qy = - 5/900+280 C/300
Pg = - C qg = - C
Choix de C

La minimisation de la somme des carrés des Py €t gy

1480C /300
1152C/300
400C /300
280C/300

C

0

0
0
0

0

impose

C #* 0. De nombreux essais sur machine, nous ont confirmer que le

choix de C = O donnait les meilleurs résultats.
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ETA N =1 N =2

ETA, ETA_, BTA,_ ETA,,
0.6 21.2 12.3 32.1 20.0
0.7 47.7 4.6 36.2 19.7
0.8 29.6 2.9 41.9 19.5
0.9 60.2 0.9 37.9 25.8
1.0 93.4 2.9 38.9 28.4

ETAX et ETAX, apparaissent proportionnels au pas : la partie prin-
cipale de 1l'erreur sur x’g, x‘g, Xy et X5 est en KS,K? K6 et»K7s

Les graphiques ETA (K) ne le confirment pas : en raison de
1t'ordre élevé de la méthode RKS4 (4,5), l'influence de 1l'erreur d'ar-
rondi se fait sentir jusqu'au pas K = 2 h = 0.8.

Aussi pour des méthodes d'ordre encore plus élevé, la recherche
dtévaluation pratique de 1'erreur par pas devient illusoire. Cependant
la programmation en double précision permettra d'aborder lorsqutelle
sera au point, la recherche d'évaluation pratique de l'erreur par pas
pour des méthodes d'ordre élevé.
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[N P SR e

RKS4 (4,5)
x! ?
T ERg ECg ERg ECg %
10 10 10 10
0.6 6 9 - 28 - 25 ;
1.2 6 17 - 54 - 47 g
1.8 18 31 - 89 - 84 |
2.4 36 56 ~ 155 - 156 :
3.0 48 102 - 310 - 283 i
3.6 143 186 - 525 - 517 :
4.2 381 341 - 858 - 939
4.8 763 619 ~1431 -1719
5.4 1335 1134 ~2861 | ~3115
6.0 2670 2058 -4959 i -5677
T ER, EC, | ERg BC, ?
| 10 10 10 10
[ 0.6 37 1 179 181
i 1.2 - 30 - 59 164 115
1.8 - 89 - 99 52 101 ;
1 2.4 ~112 -104 - 74 ~100 !
3.0 - 86 - 73 ~141 -172 i
3.6 - 45 - 16 -171 -188 g
4.2 - 7 46 ~130 % -137 i
4.8 82 92 - 46 ? - 38
5.4 112 106 52 § 77
6.0 123 83 134 ? 159
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D) Formule de Runge Kutta, de rang 2, d'ordre (4,5) : RKD2 (4,5)

Au chapitre II, nous avons défini les méthodes de Runge-
Kutta double. '

Explicitons l1l'algorithme dans le cas d'une méthode de rang
q, pour les problemes différentiels de forme particuliere.
, X'(o) = x!

x" = X (x,t) , x(o) = x

O O

soit : X" = DX o= Y (x,x',t) = XK' e x' + X;

On passe des valeurs d'indice i aux valeurs d'indice i + 1 par 1'al-

gorithme
Ty % Ligr X3 = X540 Xy = X5
tig =t B gq
a1 5 -1
h
' —_ 1 1
X'jag = X'y, *h Z;:: Aeg X3 * BT ZZE:EA a8 D¥ip
. B=0 B=0
— ] — y [ X.
*iq X1o+hea X0t 7 %;: By X8 + 31 ajf Blag DXig
=0 B=0
41 = tig
1 — —
*'i4q T ¥lyq Xig = X (%45, tyg)
Xi41 = Xiq DXjg *+ X33 = Y (%38, X'jg, Tig).
xtq = x'02 » Xg = Xgp représentent sur le pas h, une formule de rang
y i i = = AL . ‘. \ . LI
2, de coefficients 90 0, 91, 62 1 nlJf A'13, BlJ B ij et
d'écriture matricielle i
A ' t B- 1 '
10 A A 10 A E B10 B B 10 B
' ] |
A ! At j2) ¥
Ao 2{] Aloo Aoy f %20 BZIi ‘2o B'oj
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Conformément au tableau général 4, les coefficients

. . . . : . .
i3 Bij’ A ij? B ij doivent satisfaire aux conditions
= K e = t
Y10 = 94 Ko = Xy
— 1 v = !
Loqtlge =7 Klgg # Kigy = K1y

Puis pour assurer 1l'exactitude du développement de x', et x, jusqu'au

1 1
terme en h? et n’ aux conditions (I)
2 ] —
By, © 1/2 + By, 91/3 = 1/12
3 2 ,
By, B 1/6 + By, 8 1/6— 1/60
ByiB'yo/6 + Bly, A1, /6 = 1/60
By, 8,  + B',/3 = 1/3
2
Ay, 8 1/2 A, 91/2 = 1/6
A, 03 /6 + av_ . 82 Jam q/04
21 1 21 1
Aoy Bl /6+ Aty A' /4 = 1/24
avec 91 = 1/2 [6] nous obtenons le jeu de coefficients suivant :
1/2] A 1/4 | X
1 0 | 1/3 1. 2/3g
[_1/4' B 1/8 | B
’3/5 2/5 | | 1/5 | 1/5'!

et nous recherchons pour cette formule des évaluations pratiques de

l'erreur sur le pas h pour X, et X'1



- 100 -

Recherchons les formules d'ordre supérieur

2 2

2
— ‘ h g
1 — 1] 14
X g = X o + h 2:0 A3 XOOL + 5T 7~6 A 3a D Xoa

2
2 2
_ h
X, =%y +hx' o+ R g;%} B3a Xog * =T g;g B' 4y DXy

Conformément au tableau général 4, les coefficients

B3a’ B'3a' A3a’ A'3a doivent satisfaire aux conditions
: >
i Ky = K
o 3a om0 3a 3

puis pour assurer l'exactitude du développement de x'1 et X, Jjusqu'aux
termes en h° et h6 aux conditions (compte tenu des conditions (1) et

6, = 1/2)

o 2
A'3/2 + A31/2 + A32 = 1/2 h
' ' . ' 3
A31/4 + Ay, + A 31/2 * AL, + 1/3 h
, _ 4
(A3 /8 + 835)/6 + (A1, /4+At ) /4 = 1/24 h
. 5
(A31/16+A32Wé4 + (A'31/8+A'32)/12 =1/120 h
5 A,,/120 + A'g,/12 = 1/120 n°
, _ : 3
3'3/3 + 331/2 + By, = 1/3 h”
. 4
(B31/4+B32)/2+(B'31/2+B'32)/3 = 1/12 h
' - 5
(By,/8+B55)/6+(B,,/4+B' ;,)/6 = 1/60 h
| \ . 6
(B31/16+B32)/24+(B'31/8+B'32)/18 = 1/360 h

5 332/120 + B'32/18 = 1/360
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Nous obtenons le jeu des coefficients suivant

A32m5/15 A'32:::- 1/15 3323:2/15 B"32=— ‘]/20
Agg = 8/15 Ay =-2/15 By =8/15 By = - 4/20
Ayp = 2/15 Algg = 0 Byo = 5/15 B30 T 1/20

et les évaluations pratiques de 1'erreur sur le pas h

5 . o
_n T ) :
Byr =75 113 X0 = 8 X590 =5 XOQJ T 35 {5 DXoo * 12 DXO1fDX02J
2 3
- h h-
By = 15 {2 Xo0 = Xo1,' XOQ] +n 750 13 DXy * 8 DXy + D XOZ]

Comme nous le constatons 1l'évaluation pratiqe de 1l'erreur par pas est
trés bonne '
- d'une part parce que c'est une évaluation sur le pas h
- d'autre part parce que méthode relative a des problémes

différentiels de formes particulieres. Cependant la méthode étant
~d'ordre élevé l'erreur de calcul est sensible jusqu'au pas K=h=0.2
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H ETA, ETA_, ETA, ETA_,

0.10  92.7 9.5 111 23.4

0.12 87.9 . 143 7.1

0.14 56.3 2.1 308 2.7

0.16 61.9 1.5 190 ; 2.2

0.18  23.1 0.5 55 .3 ‘ 1.2

0.20 19.6 0.6 25.6 0.9

0.22 9.3 0.4 7.8 | 0.4

0.24 6.2 0.2 8.2 0.5

j0.26 0.8 0.3 4.3 a 0.4 )
§0.28 2.3 0.2 1.7 i 0.3 5
10.30 2.6 0.1 1.6 0.3 ,
0.40 0.6 0.3 0.6 1 0.4 ‘




H=0, 3
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RXD2 (4,5)

53]

ER EC o

E{"

10 § 10 ! 10 10
H [

0.3 41 § 46 10 10
0.6 335 ! 343 E 69 70 §
0.9 596 § 609 ! 122 123 §
1.2 827 § 821 ‘ 164 % 155 |
1.5 946 § 960 192 § 192 2
.8 1006 § 1013 202 . 203 |
2.1 976 § 976 194 § 195 |
0.4 842 § 851 169 % 170
2.7 652 / 650 129 : 129
3.0 397 391 77 77
IT ER, ! EC, i ER g EC
J 8 | 8 ;. : 7
2 10 i 10 | 10 | 10
0.3 - 107 | ~ 106 2t e
0.5 - 145 - 143 1 - 238 LY
0.9 - 197 ; - 193 | - 589 b 387 |
.2 - 262 i _ 260 | - 524 . - 523
1.5 - 358 ; - 351 - 708 | 706
1.8 - 483 ; - 474 [~ 855 L - 953
2 - 656 § - 640 L -1290 L 1286
2.4 -~ 882 § ~ 86 L ~1740 © 1736 |
2.7 ~1168 § ~1166 | -2350 L -2344 i
2.0 ~1621 ! ~1574 1 =3173 ~3163
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CHAPITRE IV

Evaluation de 1l'erreur par pas dans la résolution approchée
des problémes différentiels [4]

x" =X (x,x',t), x(o) =x_, x' (o) = X'y

O’

Méthode de rang 1, d'ordre (1,2) : RK1

v ot I
Xty =Xty = x'g +h X

h2
= = ' —r
X1 X01 Xo +hox o) * 2 Xoo

'1, X, représentent sur le pas h une formule d'ordre (1,2) et d'écri
ture matricielle

X

Recherchons une formule d'ordre supérieur

2
- h
X =X, th X't 5 [ Boo %00 B21 XO1J

Conformément au tableau général I, les coefficients Bga doivent

satisfaire & la condition

B20 * B21 =1

.

puis pour assurer l'exactitude du développement de X, Jusqu'au terme
2 s
en h” a la condition

1 _
7 = B 8

Soit By, = 1/3 By, = 2/3 et par suite 1l'évaluation pratigue de
1'erreur sur le pas h

B, = & [Xoo B Xo1J
Nous rappelons que EX, =
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A) Méthode de rang 2, d'ordre (2,3) : RK2

x'1 et X, représentent sur le pas h une formule d'ordre (2,3)

de coefficients, 91, 92 =1, Aij’ Bij et d'écriture matricielle
| >
8
61 A ] B
- 1 - 1
2F 28 KLl 38
1 1 i 1 1

Recherchons une formule g'ordre supérieur
-~ h
X9 5% 7 h.x'o T3 [B3o oo * B31 Xo1 * B32 Xo2]

Conformément au tableau général I, les coefficients Bga.doivent

satisfaire & la condition

2
2. B, = 1

a:o

pPuis pour assurer l'exactitude du développement de §} Jusqu'au terme

en h4 aux conditions

1 3
3 = Byy 8, + By, By h
1 2 2 4
g = B31 A 1+ B32 8 5 h
7 4
13 = Bgo Ay 8y h

quel que soit 91 ces trois équations sont incompatibles d'ol l'impos-
sibilité dr'évaluer 1l'erreur sur le ras h.

Prenons Xy = Xgoo x'1 = X'02 comme valeurs initiales d'un nou-
veau pas h.

{ fomnd ) 1 —_ t . 1 h . .) Y 3
xg XO4, X'y X o4 s'explicitent a partir de X x'o
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X'2 et Xq représentent sur le pas K 2h, une formule d'ordre (2,3),

de coefficients A'lJ B'S 5 8., 8, 1/2, By =8, + 1/2, B, =1

il

et d'écriture matr1c1e11e

L A Al s A 5 !

A
5 52 ©
1 o 1
2 1 B L
2 E§1 331 4 2481 2451
1 1 1 ; 1 1 1 2
ER 0 - 1= 230 | 230 3|
1 _ 1 1 R ] 3 _ ] 1 21 o
2~ 89, 89, |2 BF, BB, L 66, 4~ 246, | 249
i [ '
Recherchons une formule d'ordre supérieur
Sy |
—— _ K . o
X2 = Xo + K»X'o + 5 o=o B5a Xoa

Conformément au tableau général I, les coefficients B5a doivent satis-

faire a la premiére condition

puis pour assurer l'exactitude du développement de-§£ jusqutau terme

en K4 aux conditions
1 _ 3
_5*2&: BSOL ea K
- 4
6

1=

T2 B

Z;B a X
2.

i3 50 aB eB

utilisant les résultats du chapitre I (B), les coefficients B50L

satisfont au systéme
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B v
1 52 1y L
7= By B9 v ¥ By (8 v 3) + By
' B
_ 2, Bso 12
17 By Oy v g By (B v 5) 4 By
B : B
1 52 1.0 54
1—-2- = T + B53 (-g + —2—-) + 5

Prenant B54 arbitraire, la résolution de ce systéme impose

Bgy = - 55—  Bgy

B52 =

wir
I
)
53]
Ut
o
+
9
oS,
(911
S

Bsy =zp-  Bsy
B, =4 + B, - — B
50 3 54 EFT 54
et par suite une évaluation pratique de 1l'erreur sur le pas X = 2 h

B =Xy =%, =5 2| o %on

avec

Choix de B54

Quel que soit 91 nous pouvons annuler q, ou d4
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Pour q, = 0, 854 prend la valeur %5 . Dans ce cas les évaluations
pratiques de 1l'erreur sur le pas K = 2 h s'écrivent suivant diver-
ses valeurs de 61
K2
6,=1/2 Buler Cauchy E, = 33 [xoo-z Xoo + 5 X 5 = 4 XO4J
. o x®
91=1/4 Tangente Amelioree E,= 37 [Xoo -7 X02 + 10 X03 - 4 Xo4]
K2
91: 1/3 Heun. : B3= 78 [2 Xoo = 9 Xgp t 15 X - 8 Xo4]

Annuler 9, est arbitraire. Aussi cherchons a minimiser la somme S

des carrés des q, + Nous obtenons
5/2 + 1/48% — 1/8,
X = B =
>4 a6 -3/« 1/8%]

iy ' 1/2 1/4 1/3

x= B, ‘ 3/16 1/8 7/48

et par suite les évaluations pratiques de 1l'erreur sur le pas K=2h

E1A = gé 4 X +7 Xy~ 15 Xop + 13 X 5 = 9 X, ]
2 r
E2A = 75 -3 XOO+1O XO1 - 14 X02 + 10 XO3 -3 XO4]
K2 ;
E3A = 5g,l - Xoo + 27 X, - 45 X, + 33 X, - 14 XOAM

Le premier terme de l'erreur ayant pour évaluation théorique

n4 |
57 02 (-1 + 2 81) - J1 01]
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Les évaluations pratiques de 1l'erreur sur le pas X = 2h pour
x! ont été données au chapitre I (B).

Nous constaterons la proportionnalité au pas K = 2h de ETAX et
ETA_,. Pour N = 1 le graphique ETA (K) le.confirme. Sur N=2, la

propriété est bien moins nette.

Nous traiterons par ces méthodes et celles proposées dans les

pages suivantes les équations
x(o) =1 —t
N =1 x" = - (1.5 x' + 0.5 %), X = e
x'(0)=-1

N = 2 x" 2 (x' - x), x(o) =x'(0) =1, x =e" cos t

it

Pour estimer la qualité de l'approximation de 1'erreur, nous
déterminerons sur 20 pas successifs le coefficient ETA en prenant
comme valeur initiale de la fonction et de sa dérivée au début de
chaque pas K, leur valeur exacte, de fagon & bien évaluer une er-
reur par pas. '
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RX2 Tangente Ameliorée

K = i

;

, ET AX ET AX i ET Ax ET AX ' i
. 0.1 3.5 4.9 7.3 - 9.4
. C. 10.4 16.6 12.1 17.3
16.4 26,3 19.8 24.2
. 02,7 37.0 24,7 31.3
0.5 29.5 49,0 27.8 35.5
0.6 36,9 61.9 42,1 45.9

RX2 Heun
X =

ETA,, ETA,, ETA, ETA,,
0.1 3.2 7.6 7.2 9.5
0.2 9.6 15.9 11.2 16.7
0.3 15.1 25.3 19.2 24,3
0.4 21.0 35.6 23.4 ! 30.7
.5 27.3 47. 25.5 é 33.6
.6 34.2 59.6 40,2 : 45.7




ETR A / X
ao ¢
* X
20 4
RK2 Te\nesmuh AmcUoset .
N=4
o . 9.1_ 0-4 °"M

AN



- 111 -

B) Méthode de rang 3, d'ordre (3,3)

RK3

Conformément au tableau général I,

pement de X, =

1/3 =

B,

complétée par les condition

Bio =974

B + B

20 21

B + B

30 31

On peut imposer des

disparaitre certains termes

La disparition du terme en J2 C

1'exactitude du dévelop-

X535 jusqu'au terme en h3 exige la condition

1 7 Byp 8y

conditions supplémentaires en faisant
d'erreur

dans x'_. donne

1 1

1/24 - A32 By, e1/2 = 0

d'ol B,, = A21/2

condition (A)

Une autre relation va etre trouvée en étudiant 1'évaluation

théorique de l'erreur sur le pas h pour x

4
h 1
§"{Cz [‘ To ¥t

1
2

1

o 3%

cette erreur comprend deux termes. Nous savons qu'il est impossible

de les faire disparaitre a la fois. Un calcul sans difficulté prou-

ve que pour minimiser la somme de leurs valeurs absolues il faut an-
nuler le second. Cela conduit a

2 - 391

B32 =

120,(6 -

condition (RB)

0.)
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I) RK3 Classique

x'1 et %y représentent sur le pas h une formule d'ordre (3,3)

de coefficients Aij’ Bij’ 91 = 1/2, 92 = 83 = 1 et d'écirture matriciel-
le
1/2 1/4
-1 2 . 0 1 »
1/6 |2/3 | 1/6] s/9 1 2/9 | 2/9 |
la condition (A) vérifiée. Nous nommerons cette formule RK3 classique I
1/2 1/4
-1 2 0 1
1/6 12/3 1 1/6 5/12 6/12{ 1/12

Les conditions (A) et (B) sont vérifiées. Nous nommerons cette formule
RK3 classique II. '

Recherchons une formule d'ordre supérieur
2 3

— h
— 1 Pt
x1 = Xo + h x o + ) ézo B4a Xo@

Conformément au tableau général I, les coefficients B4a doi-

vent satisfaire & la condition

pui pour assurer 1l'exactitude du développement de x.
4

I jusqu'au terme en

h' aux conditions

H
lus]
D
+
s3]
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Ces conditions conduisent aux évaluations pratiques de 1l'erreur sur le

Pas h E = X = X4

5 -

E RK3 Classique I = %3 Lﬁ XOO -8 X01 + X02 + 3 X03J
n® [

E RK3 Classique II = 57 L_Xoo - 2 XO1 - on + 2 X03 ]

II RK3 Nystrom

x'1 et X4 représentent sur le pas h une formule d'ordre (3,3),

de coefficients Aij’ Bij' 6, =8, = 2/3, 93 = 1 et d'écriture matriciel—
le

2/3 4/9

0 | 284 a9 | o |

1/4 3/8 3/8 11/2 1/4 l 1/4

les conditions (A) et (B) sont non vérifiées. Nous nommerons cette formu-
le RK3 Nystrom I

‘2/3 ‘‘‘‘‘ 4/9
0 2/3 1/9 1/3 |
1/4 3/8 3/8 1/2 5/16 3/16

Les conditions (A) et (B) sont vérifiées. Nous nommerons cette formule
RK3 Nystrom II.

De la méme maniére que précédemment nous déterminons les évalua-

tions pratiques de l'erreur sur le pas h
w2

ERX3 Nystrom I = 2 [2 Xoo -3 XO1 -3 X02 + 4 X03]
ERK3 Nystrom II = %3 [4 X0 = 3 Xo1 -9 X * 8 Xo4§
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III) RK3 Optimale

x'1 et X, représentent sur le pas h une formule d'ordre (3,3)

de coefficients Aij; Bij,'e1 = 1/2, 92 = 3/4, 93 = 1 et d'écriture ma-
tricielle L ‘

1/2 . 1/4 N

0 3/4 | o 3/16 6/16\ i

2/9 | 3/9 4/9) a/9 | 3/9 l 2/9]

les conditions (A) et (B) sont vérifiées

2
ERK3 Optimale = %E [Xoo - 4 X02 + 3 Xo3]

Evaluation théorique de 1l'erreur sur le pas h pour X,

4
n 1 1 2 1
5"'{C2 [' T2 "3 B ® a} MR [“ T2 T B3ofyy 91}}

2 J1 1
Classique I 1/36 5/72
Classique II 1/96 0
Nystrom I 1/72 1/72
Nystrom II o1/72 o
Optimale i 1/96 0

Nous rappelons que nous avons trouvé sur le pas K = 2 h les
évaluations pratiques de 1l'erreur pour X'y (Chapitre I (C)).
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RK3 Classique I (3,3)

H N = 1 N =2
ETA, ETA . | ETA, ETA,
0.05 : 3. 8. * 3.1 14.3
0.10 | 5.4 21.8 6.7 28.6
0.15 7.7 35.7 11.2 38.5
0.20 | 10.2 50.6 16.0 47.7
0.30 ¢ 15.1 88.9 31.0 61.4
0.40 E 19.8 141.3 26.0 72.6
RK3 Nystrom I (3,3)
H N = 1 N =2
{
| ETA, ETA,_,, ETA_ ETA_
0.05 | 24.4 5.8 14.1 9.5
0.10 26.4 16.8 23.4 20.7
0.15 | 38.3 26.8 35.4 28.0
0.20 48.5 37.8 98. 7 35.4
0.30 66 .0 64 .1 76.7 46.2
. 0.40 80.9 97.5 38.1 58.0

* Nous rappelons que l'erreur sur x' ne peut étre calculée que sur le
pPas X = 2h

Les résultats obtenus par les méthodes RK3 classique II (3,3)
et RK3 optimale (3,3) sont trés médiocres : cela tient aiL fait que les
évaluations théoriquesde 1'erreur se réduisent au seul terme 02/96 et
qu'elles sont trés faibles (minimisation de 1'erreur)
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N=1
H=0.1
By L
T ERg ECg | ERg ECq
10 10 10 10

0.2 944 896 1600 1950
0.4 773 734 1309 1596
0.6 632 | 601 1072 1307
0.8 518 492 878 1070
1.0 425 | 403 719 876
1.2 348 330 589 717
1.4 284 270 482 587
1.6 233 ‘ 221 394 481
1.8 191 | 181 323 | 394

1 2.0 156 g 148 265 | 322

| : ] ,

N=2

H=0.1

T ER, EC, ER, EC

10 10 10 10

0.2 -263 ~280 86 61
0.4 | =349 ~371 121 86
0.6 -442 - —472 161 b 115
0.8 -538 -577 205 | 147
1.0 -628 -676 250 180
1.2 -702 - -758 - 293 212
1.4 | =742 ~806 329 : 239
1.6 -731 -780 351 ; 255
1.8 ¢ -643 =711 348 255
2.0 | -448 L -517 310 ! 231
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C.-Méthode de rang 4, d'ordre (4,4) : RK4.

Conformément au tableau général I, 1l'exactitude du développe-
ment de x, = Xy, Jusqu'au terme en n? (impossibilité d'obtenir X(P“K)

& 1'ordre hK+3) exige les conditions

;
3 41 1 42 "2 43 73

N
|
N
—
—
N
o
o
N
w
w

1
72 % By, fop 8y * By [A32 Oy + Ag, 91]

Blo = 921
Byy * By, = 8%,
Byo + By + By = e23 =1
Byy * By * By = 07, = 1
méthodes effectives [4}
el /4
S 1/21 i o

Nous nommerons cette formule RK4 classique Zurmihl

— 7 -
0 1/2 % 1/20 1/5~
o ‘”5““;':' | 2/5 | 1/5 w”5751

1/6 1 1/3 /3 é 1/6ME /31 1/3 h»1/31 0 {

Nous nommerons cette formule RK4 classique variante I.
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La recherche de formules d'ordre supérieur X4 (1€ 1< 3)

exige la résolution de systémes de 8 équations a 4, 8 ou 12 inconnues

(exactitude du dévelcppement de ii jusqu'au terme d'ordre hs). Lt'incom-~

patibilité de ces trois systémes (calcul long fastidieux mais peu diffi
cile) ne nous permet pas de trouver des évaluations pratiques de l'er-
reur de méthode sur les pas X = h, K = 2h et K = 3h, pour les méthodes

envisagées.
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mn
X ‘ o
CONCLUSION
'
ih Sur les exemples traités les formules d'évaluation pratique

de l'erreur par pas proposées pour les diverses méthodes a pas sépa-
h rés envisagées dans ce travail, donnent d'assez bons résultats (pour
des pas dl'autant plus grands gque l'ordre de la méthode est plus élevé
afin d'obtenir des erreurs de calcul ou d'arrondi négligeables dans la
détermination de ETA, coefficient estimant la qualité de 1'approxima-
2h tion. Comme nous l'avons déja cité au chapitre I, l'erreur d4'arrondi
se fait principalement sentir dans la détermination de ER = valeur ap-
prochée ~ valeur exacte et par suite les médiocres résultats obtenus
th pour ETA ne veulent pas obligatoirement dire mauvaise détermination
de EC. Dans un trés proche avenir la programmation systeématique en

double précision devrait le confirmer.

2t

avec



- 120 -

Nous n'avons pu trouver que pour de tres rares méthodes des
évaluations pratiques de l'erreur sur le pas h (insuffisance du nom-
bre des informations disponibles). Les évaluations pratiques de l'er-
reur sur le pas K = 2h, 3h proposées pour diverses méthodes ne man-
quent cependant pas d'intérét. Dans plusieurs méthodes la recherche

4 nous a conduit a la formule a .

d'une formule d'ordre supérieur en K
pas 1iés de Simpson appliquée sur le pas K = 2h. Rien d'étonnant ...
les méthodes d'intégration approchée des équations différentielles

se divisent en deux grandes classes

— les méthodes a pas séparés du type R.K
- les méthodes & pas 1liés du type A dans leur principe ne

s'excluant pas mutuellement.

D'ou 1'étude du principe des Méthodes de Runge Kutta a pas

liés d'expression

(p-K) n=1 (p-X) (p-X) WK a1
= + ! X X
_ g S Yap Xip
*ia n=0 Qam *i-m B=o0

généralisation de 1l'algorithme de Runge Kutta appliqué aux systemes
canoniques par 1l'introduction de la récurrence linéaire

mii (p-K) (p-X)
Qam Xi-m

étude que l'on trouvera aux références[4} ) E7]

Les méthodes suivantes du type Adams implicite ne sont gqu'un
cas particulier de certaines méthodes envisagées précédemment

o

Xipg =% 7 % (X + X4 ) i
S T I PO % (Rgypq + 4 X + 3%y ) n
X141 T Fi-2 + %B(Xi+1 + 3 Xi + 3 Xi~1+xim2> h4
Xipq = X453 7 %% (7R ,4T32K;+12K;  +32K, +7X; o) e
Xiyq1 © Xi_4+g%8 (19Xi+1+75Xi+50Xim1+5oxi~2+75i_3+19Xi~4) 0
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On vérifiera sans sifficulté le tableau suivant donnant pour les méthadc:

RX des formules analogues aux formules des méthodes RK & pas 1iés

K Ordre B R PR RK2 P R R et T T At LILE Rk
. 4 X
eh K Xo X5 v g Zoo ¥4 Lo * Xo4]
4 _ X r
3n X Xy =Xt g oo * 3 Kop 3 Xy + X )
5 _ X T - 1
4n X X, = X+ 5o [TX o +32 X712 X ,+32 X o+7 X g
X % ordre 2 RK3
i rf . - MU L e e L a3 b o N ek e By A B P )RR e e s B sk e s
g 4 : - X
on | K § Xy = X + 2 [xoo + A X+ X ]
! 4 i _ X )
3h ; X g Xy = X, t g [?oo + 3XO3 + 3 Xo6 + Xo9 }
5 _ X r :
4h X x4 = Xg + gy TRgy * 32 x03+12x06+3exo9+ixo12]
K ] ordre § RK4
t S Ay Af S o g < v e ,,%;..w - e -~ .- e s mcvA e ae v e o e e e e
TR . 4 K : 1
4h 5 X ' Xg = X, + 50 [7Xoo+32 XO4+12 XO8+32 Xo12+7 Xo1§J
et par suite des évaluations pratiques de l'erreur sur le pas K = nh
X B 5
= 2 T2 e — -— 4 - 2
K h  RK2 Heun E = 53 ] Xoot9 Xoq 13 X5 + 9X 4 - 4 <O%
. K ] 6"‘7
K = 40 RK4 Classique E = g, 225 Py Xog
avec p. = -13
Py = Pyp = - 113 Pg = - 33 Pig = - 28




R
ETA N=1 N=2 N=3 . N=4 N=5
K=0H=0.04 | 2.1 ! 2.8 2,2 .9 2.3

0.08 | 4.0 4 6.2 3.7 4.

! 0.12 | 6.1 6.0 | 9.5 9.6 6.3

| 0.16 | 8.2 7.9 12 155 8.5

§ 0.20 110.3 9.8 5.7 20.6 10.7

} 0.24 [12.4 1.7 o 19.3 25.2 13.1

| 0.28 . 14.6 13.6 o 21.3 30.1 15.5

| 0.32 1 16.8 5.5  25.0 34.6 17.9

| 0.36 19.0 - 17.4 . 29.4 39.6 . 20.5

0,40  21.2 19.2 . 33.5 45.5 23.1

Les résultats obtenus sont trés voisins de ceux du chapitre I (B)

RK4 Classique

- - e .
ETA ‘: N=1 | N=2 i N=3 ! N=4 i N=5
K=4H=0.4 | 46.2 | 38.9 | 187 |  59.2 |34

0.8 ' 28.5 | 37.1 | 420 | 143 L 54.9

les exemples (3) et (4) sont toujours trés difficiles
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