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I - Equation de la chaleur et méthodes de différences

L'équation de la chaleur se présente sous la forme
générale de i'équation aux dérivées partielles suivante

du Zu,
3B S

ou u (x1, Xpy ooy n,“> est la fonction inconnue.
On distingue la variable t qu. désigne presque toujours le temps
et les variables x,, X5, .:X, appelées variables d'espace.

On peut associer a 1l'équation ci-dessus la condition

initiale :

u (x1,@en,x to) = fonction donnée pour -©¢< X.&+9e

n’
et 1 = 1,2yaccno}la solution est alorg déterminée pour t >ty et
-m<Xi< + 0. _

On peut aucssi se borner a un domaine fini :
a; <X < bi : dans ce cas, il faut en outre se donner des "condi-
tions de bord" pour X; = a4 et X; = bi ; la forme la plus simple
de ces conditions de bord consiste a se donner les valeurs u(a1‘a2,
0’ t) et u-(b1, by ,t) de la fonction u sur les "bords"

pour t >t0°

cne,a 2,on
Cette égquation est la plus habituelle des équations
aux dérivées partielles de type parabolique.
Nous étudierons seulement le cas d'une seule va-
riable d’espace ,32

Ay




N 7

g (t)

équation qui se raméne a :
du_ _ 3%
Dt dx?

On suppose que sont connus :
u (x,t ) pour a <x <« b

o8

s ]

u (a, t) pour t > to

u (b,t) pour t > to

.Cela revient a chercher en tout point intérieur au
domaine hachuré sur la figure ci-dessus la fonction u (x,t) qui
satisfasse & 1l'équation (1) et aux conditions (2).

Si les fonctions données : £ (x) = u‘(x,to),
=u (a,t) et h (t) = u (b,t) sont suffisamment simples, on
Peut trouver une solution explicite de ce probléme au moyen des
séries de Fourier (=)

ba pratique, on calcule souvent la soluticn par des -
méthodes numériques de discrétisation sans passer par les séries
de Fourier. '

Le principe de toute une catégorie de telles méthodes
consiste a remplacer‘i'équation aux aerivées partielles par une
équation aux différences et & calculer de proche em procue la
solution de cette équation aux différences aux noew :s diun
quaarillage recouvrant le domaine, en partant des  vaienrs
inltlales et en utilisant les condaticns de bord

La partlcularité de chacune de ces méthodes rési 2
dans le type de schéma aux différences choisi.

page 99



II - Erreurs dans ces méthodes

Pour un probléme donné, une fois la méthode choisie,
il y a lieu de distinguer 3 solutions, ou plutdt 2 solutions et
un résultat.

- la solution exacte de 1l'éguation aux dérivées partielles que
nous appellerons u(x,t) et qui est définie en tout point intérieur

au domaine.

- la solution exacte de 1l'équation aux différences que nous appel-
lerons U(x,t) et qui n'est définie qu'aux noeuds du quadrillage.

- le résultat obtenu effectivement par la résolution de 1l'équation
aux différences, résultat que nous appellerons U(x,t) et qui, 1lui
aussi, n'est défini qu'aux noeuds du quadrillage.

Ces trois ensembles de valeurs ne coincident évidemment
pas et, en chaque noeud du quadrillage, on peut définir

- U(x,t) - u(x,t) ou erreur de méthode qui dépend de la méthode
choisie et des'mailles’du quadrillage : une méthode est convergente
si cette erreur tend vers zéro lorsque l'on fait tendre vers zéro

la longueur et la largeur des mailles.

- T (x,t) = U (x,t) ou erreur de calcul due en'particulier aux er -
reurs d'arrondi qui s'accumulent : cette érreur de calcul dépend
en général du volume de calcul effectué depuis le niveau initial
et ne tend pas du tout vers 0 quand on "resserre" le quadrillage.

- T(x,t) = u(x,t) que l'on pourrait appeler erreur globale, la
Plus intéressante, mais la plus difficile a prévoir : elle est

évidemment combinaison des deux autres erreurs.

On a essayé d'étudier 1'erreur de calcul dans deux méthode:
de résolution de 1l'équation de la chaleur

- la méthode explicite la plus simple

- la méthode de Crank et Nicolson.




III - Méthodes d'étude de 1l'erreur d'arrondi

Pour étudier l'influence des erreurs de calcul sur
le déroulement des méthodes, on a fait des hypothéses sur l'erreur
supplémentaire introduite & chaque fois que 1l'on effectue l'une

des quatre opérations arithmétiques

- pour le calcul en point décimal flottant,on a con-
sidéré que cette erreur élémentaire est une erreur relative dont
1'ordre de grandeur est constant quelle que soit l'opération et quels
que soient les opérandes.

- pour le calcul en point décimal fixe,on a considéré
que cette erreur élémentaire est négligeable pour les additions et
les soustractions et qu'elle a pour les multiplications et les
divisions la forme d'une erreur absolue dont l'ordre de grandeur
est constant et indépendant des opérandes.

En s'appuyant sur ces hypothéses simplificatrices, on
a modifié les formules des deux méthodes de fagon & tenir compte
de ces erreurs élémentaires. L'objet de ce travail est d'essayer

d'établir comment l'introduction de ces erreurs élémentaires modi-
fie les résultats finaux des algorithmes.

D'autre part on a effectué une étude exuérlmentale pour
tenter de vérifier par des passages sur calculatrice les conclusions
ainsi obtenues.Pour cela on a écrit deux sous-programmes FORTRAN-
MAP et deux procédures ALGOL ; deux appels de 1'un de ces sous—
programmes ou procédures par un programme ont pour effet de traﬁs-

former toutes les instructions commandant une opération arithmé-
tique flottante dans une partie déterminée du programme aPpelant

et de faire exécuter les opérations correspondantes avec une erreur
d'arrondi supérieur a la normale et déterminée 2 rolonté par
l'argument d'appel ou le paramétre effectif. Le premier de ces
sous-programmes ou procédures simule ainsi des opération: arithméti-
ques flottantes effectuées avec une erreur d'arrondi grossie et de
type flottant ; le second transforme les cpérations flottantes en
opérations fixes simulées, avec une erreur dfarrondi élémentaire

de type fixe. L'utilisation de ces procédures a permis Jd'étudier



expérimentalement les rapports entre les erreurs d'arrondi élémen-
taires et les erreurs sur les résultats finaux.






CHAPITRE 1

ERREURS DE CALCUL DANS LA METHODE EXPLICITE
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I - Principe de la méthode explicite

(%)

Le principe de la méthode explicite la plus simple
consiste a remplacer l'équation aux dérivées partielles

(1) __:811 - /32 u
D D
par l'équation aux différences suivante

(2) U (x,t + 2 t) = U (x,t) - U (x- Ax,t)-2.U(x, t)+U(x+ Ax,t)
Mt (Ax)2 ‘

At et /\x étant les accroissements en t et en x.

Ce remplacement se justifie par les développements

limités : ‘5 N
. N (A [D°4)
u (x,t+0Q t)=u(x,t)+/\ t. (—ﬁ%—} + : . ,b 5 |
“tx,t) 2 O T (x, t+3At)

L K
)2. /D ”\.) . (!f\x\iq (?)4 u\\

aCe= hox €) s Gee B, £)=2u e, £+ (1) 2 =7
x‘x,t) 12 \?bx,&x+6.éx,ﬂ

/AN

{i

0 «P<1 ; -1¢9d

= X
d'olr 1'on tire

\ | 2
{}uk Sulx,t+ it) - u(x,t) , At (Bq%

(3) /Bti_x t) At 2 B»tz(x,m- 0. t)
5}20; u(x-Ax,t)-2.ulx, Pru(x+ L x,t) ix)2 {'3411 %_
A‘\Bxdl/ix t) ( [\ x) 2 12 LD XY (x+ J Ax, )

On voit que l'équation aux différences (2) exprime
l1'équation aux dérivées partielles (1) au point (x,t) en utilisant
les expressions approchées que 1l'on peut tirer de (3)

D S ——— € S G T G R e G 5 G D T N S GO0 i i S G i (I S SED £33 €T CEIN O SEI . @38 D S s e -~ rn

(x) Sources pour cette méthode : 5 pages 92 et 100
8 page 91
2 page 7
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On voit que l'erreur de méthode est enlﬂt et (A x)2
et que la méthode est convergente pourvu que l'on suppose bornées
dans le domaine étudié les dérivées partielles de la fonction so-

D2y L 2
'B“‘é' '}4

lution

De (2) on tire 1l'expression
(4) U (x, t+/\t) A iﬂU(x—ﬂx t)+(-2+ L.X)) U(x,t)+U(x+Ax,t1
(Ax) -
Ce qui exprime explicitement (d'ol le nom de la
méthode) chaque valeur de U au niveau t+ At en fonction de 3
valeurs de U au niveau t : si 1l'on discrétise un domaine borné
en X, cela permet de prbgresser aussi loin que 1l'on veut en t
pourvu que l'on connaisse les valeurs de U sur les bords.
S1 1'on recouvre le domaine

e o o o e o » - |¢
d'un quadrillage paralléle aux axes OX et s e & o ¢ et oa
Ot, de maillel x et [it, la formule (4 sttt b o
Lo , . . ¢ & 4 9 0 O 2 ¢t M
R algorithme trés simple permettant C v e e s s e
de calculer les valeurs de U aux noeuds du » =z ¢ b @ » -
maillage en partant des valeurs initiales » I ¢ v v e e

o - o » # a2 ¥ o &£
et en utilisant les valeurs sur les .

¢ B 5 @ o ﬂ

"bords" (x) ¢ 00 00 20 v g

(%) Dans le programme Algol, les procédures d'entrée-sortie zont

de 1l'un des types utilisables avec le compilateur ALGOL de Grenoble
pour IBM 7044. Les procédures concernant les valeurs initiales et
sur les bords ont un corps de procédure laissé er blz:c : ce peut
étre soit une lecture de valedrs s0it une tabulation de fonction.



ORGANIG

RAMME DE LA METHODE _EXPLICITE

D G €2 G G A RO CHD T Qe SRS G0A D S (e e G e S G e S TS T ) ) S s R - S

LIRE BXG (valeur
LIRE BTB (valeur
LIRE DX (pas en
LIRE DT (pas en
LIRE NX (nombre
LIRE NT (nombre

inférieure de x)

inférjeure de t)

x)

t)

total de points parallélement & Ox
total de points parallélement a Ot

1.

0

LIRE ou CALCULER 1
LIRE ou CALCULER 1

es valeurs initiales UB[i]Jpour i : = 1,2,..,

es valeurs sur les bords UG[i] et UD[i] pour

NT

NX| -

i =12, ..,

[
COEF : = DI/(DX)2
K : = -2 + 1/COEF

=J:=2 i J:=J+1 |—-———

i:=2 ':=i+1J

UH[;Jzz COEF

Vo

x (UB[i-1)+ kx UB[i]+ UBUi+1)

(iqux-1)= .

2

UHU1:= uG [J]
UH [NX]:= UDEJ]

!

JIMPRIMER UH [i] pour i : =1, 2,..., NX
1
1: =1 {1 2 = 1+1
L'"TjZZE/A‘//ﬂL“
[CBTE: = UH [i] |
Cigyx )= - ~
17
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PROGRAMME ALGOL DE LA METHODE EXPLICITE
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DEBUT

REEL BXG, BTB, DX, DT, SIGMA, AMRDA, T, CA ;

ENTIER NX, NT, I, P;

ME : MDELE (' (5 E 1 2.8, 21 3) ') ;

MSS: M@DELE (' (8HIMETH@DE, 1X, 9HEXPLICTTE//4HOBXG,4X, 1H=,1X,
E16.8/1X,3HBTB, 4X, 1H=, 1XB16.8/1X2HDX, 5X, 1H=, 1X,E16.8/
1X,2HDT. 5X, 1H=, 1X,E16.8/1X, 2HNX, 5X , 1H=, 14/1x 2HNT
5X,1H=,I4)') ; _

MSS 2 : M@ZDELE ('(6HOAMBDA,2X,1H=,1X,E16.8)') ;

MS : M@DELE ('(10HORESULTATS, 1X, 6HNIVEAU,I4,5X,2H(T, 1X

1H=,E16.8,1H)/(6E16.8))'). ; .

ENTREE (5,ME,1,BXG,1,BTB,1,DX,1,DT,1,SIGMA,1,NX;1,NT)

COMMENTAIRE SIGMA INUTILE MAIS MEMES DONNEES QUE CN ;

S@PRTIE (6,MS,1,BXG,1,BTB,1,DX,1,DT,1,NX,1,NT) ;

DEBUT
TABLEAU UB, UH [1 : NX 1, UG, UD [1: NT
REEL PRECEDURE VALINI (I,X) ; VALEUR X, I;

REEL X ; ENTIER I |
DEBUT |
FIN ; :

REEL PR@CEDURE VALBﬁRGAU (1I,X) ,; VALEUR X, I ;
REEL X ; ENTIER I ; ’
DEBUT
FIN ;

REEL PRCEDURE VALB@RDRZI (I,X) ; VALEUR X, I ;
REEL X ; ENTIER I ;

DEBUT .

FIN ; *
FRUNTIERES
PGUR I := 1 PAS 1 JUSQUA NX FAIRE

UB (I): = VALINI (I, BXG + DX x(I-1)) ;



PUJUR I = 1 PAS 1 JUSQUA NT FAJRE

DEBUT
T : = BTB + DT x (I-1) ;
UGl I ): = VALBIRGAU (I,T) ;
UD = VALB@RDRPI (I,T) ;
- .
P : =1 ; SPRTIE (6/MS,1,P,1,BTB,NX,UB 1)
CZNSTANTE : _ 4
AMBDA : = DT/DX12 ; CA : = - 2 + 1 / AMBDA;
SPRTIE (6,MSS2,1,AMBDA) ;
ALG@RITHME
PPUR P : = 2 PAS 1 JUSQUA NT FAIRE
DEBUT
PPUR I : = 2 PAS 1 JUSQUA NX ~ 1 FAIRE
JH 1 IT := AMBDA x (UB [I-1]) + CAXUB [I] +UBI I+1
UH T1] : = G [P ; UH 'NX| :=UD [P ;& : =BTB+0T3( -

SgRTIE (6, MS, 1, P, 1, T, NX, UH [1] ) ;
POUR I : = 1 PAS 1 JUSQUA NX FAIRE UB I 6 :=UH I j;

I

=4

IT - Condition de stabilité de la méthode explicite

On dit qu'une équation aux différences est stable
si une petite modification des valeurs initiales a sur les
résultrats des niveaux suivants en t une influence qui reste
bornée quand t augmente irndéfiniment.

Cette gnestion de stabilité peut s'étudier de
facon matricielle (=)

o o i G G £ S SR e o 2 s L e S G R S W IR A GEE O G e Mk RN Sk G B CAL o CA T P ChSs e Sl €37 M Qe M OB GBS G G BT GO S WG G G R G bk Wl A BT OIS B 6L Bt (B G s

(%){bf pages 93 et 99 le fait par l'intermédiaire des solutions
expllc1tes formelles des équations aux différences.

19 chapitre 8 utilise les matrices mais la fagon de procéder
n'est pas exactement la méme que celle employée ici.
Dans les travaux effectués a Nancy sous la direction de Mr LEGRAS
(en particulier[3 ), les matrices n'interviennent pas non plus
de la méme fagon.

.

)

can. oven e



1)

So:.,t'UP le vecteur dont les composantes sont les

iéme
Valeurs de U aux noeuds strictement intérieurs du p—§~~ niveau

-en t au-dessus du niveau initial. Soit NX le nombre. total de

noeuds sur une paralléle & 1'axe des x. Up est un vecteur de

RNX“2 et l'algorithme de la méthode explicite peut s'exprimer ainsi

La matrice A, de dimension (NX-2, NX-2), dépend uniquement de la
méthode et du quadrillage ; ici elle est tri-diagonale

e N
KM A
L @,
A=K Avec X = mz&t,et XK' = - 2 + J
{ ‘ (,-X').
1

UO et VP sont des vecteurs de RNX”2

UO exprime les conditions initiales.
VP-exprime les conditions de bord au niveau p

P

.00 R

Avecd\P et @P = valeurs de U sur les bords

0
]
Bp
Soit U?, le vecteur analogue‘é’UP mais obtenu aprés
une légére modification des valeurs initiales.Soit
' *

Bp = U - U

La stabilité peut alors s'exprimer par le fait que EP reste borné
en norme quand p augmente indéfiniment



On a
U = . U_ + V
P+1 A P P
U = A. U +V
p+ P P

La matrice A et le vecteur VP sont les mémes dans les 2 cas ; douc

23]
]

p+1 AOEP

(4) S,
EP = At EO

EO exprimant les modifications de valeurs initiales.

La formule (4) montre donc qu'ure condiiion nécessaire

et suffisante de stabilité est que toutes les valeurs prapres de

la matrice A aient un module inférieur a

i
On sait qu'une matrice carrée d'ordre n de 1la
forme

9
|
i
. o
| |
posséde n valeurs propres de la forme

/1 :f
(5) Alg=k+2cos ——— poec P2

n +
La matrice

a donc Nx -2 va1'1r§ propres
(6) tp = (X w2 cos -

= - (1mC0s  om
FR=7) = 1 - 2 X {1-cos 5y

La condation nécessaire et suffisante de stabilité est donc
i

P/

|~ gl 1 pour 1 =1, 2,
On a

ﬁ P < 4 X-1 pour i = 1,2,..,NK=-2

., NX=2

et

Donc



. N - 14 -
Théoreme :

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité de la méthode

At :
PR, < LA
(Ax2 = 2

explicite est

II1 - Erreurs de calcul dans la méthode explicite quand on cal-

cule en flottant

On reprend les notations du § TI.
L'algorithme peut s'exprimer par la relation de

récurrence
U = A, U_ + V
P+1 P P _
. j =1
u_=aP, v+ = ad"v vy
P o 0 J'; " P~J

Le passage du niveau p au niveau (p+1) exige les
calculs suivants (avec des notations évidentes) : ’

k. (xr.ul by * U 2 + X i} pour la 1ére composante de Vb

Bﬁ (K R up(NX 2)+U1:)(1\m“_3> G ﬂ pour la (Nx- 2)1eme composarite

de p+l

@a(up(i~1)+ K°,’upi‘+ up(1+1)i]pour la i composante
i=2,3,..., Nx=3
$1 1l'on calcule en flottant, on peut considérer que

l'ordre de grandeur de l'erreur relative commise sur chaque
opération arithmétique élémentaire est constant. On. peut donc
appeler £ 1'ordre de grandeur de l'erreur relative commise sur
chaque calcul du type [g, (b+c. d+e£} - On peut alors considérer
que le calcul des diverses composantes de UD+1, dont on a wvu
le détail ci-dessus, produit la méme‘erreur relative.

\ Si donc on_appelle'ﬁ; le vecteur analogue & U,
mais dans lequel on tient compte des erreurs de calcul, on a

eme

Upeq = (1re). (A T, +}‘vP )F
ﬁ—- - ,Po Po . L ! J° 3—1 . .
p= (1T +2)%. 4 Ug + 32.—«1 (1+2)7. A Voo 5



D'ou

Théoréme

Dans la résolution de 1'égiation de la chaleur par la méthode
explicite, si 1'on calcule en flottant,

si 1'on commet sur chaque calcul du type Yg. (b+c,d+eﬁ

une erreur relative de l'ordre de g,

si 1'on appelle UP le vecteur des résultats théoriques de 1l'équa-

aux différences aux noeuds du Plgme niveau en t,
si 1'on appelle EP le vecteur annalogue a UP mais réellement
obtenu, si U0 est le vecteur des conditions initi-" - on a
_ .5 = AP e =1y .
UP+1-—A.UP+VP ; DP«-A.UO+.%,:M ATV
J=1

P
N — P P i:::" £ J j"’"1
+V5) 5 Up=(1e )PP ez 1o 0)da Ve

UP+1 = (1+£)°(AfUP

la matrice A et le vecteur Vp étant définis en (1, =t (2) du S I

Pour tirer les conclusions pratiques de ce tiéo-

réme, on peut remarquer que

- ke terme (1+ é)PoAPOU0 qui remplace le terme AP,UO intro.
duit une erreur relative proportionnelle & 1'erreur rel:tive
élément~ire et au nombre de pas en t effectués depuis le ni-
veau initial.

- si1 les conditions de bord sont nulles, les ve. 2urs VP
sont nuls et aucune erreur n'ec: due a ieur calcul ‘

- si les conditions de bord ne sont pas nulles, nc.s
si le nombre Je points est grand dans la direction de l'ave des

x, le terme ;ﬁl(1+ é)JoAJ“TV _+ qui remplace le rerie fg;AJ°TV ,
TR P-J = P-J

tntroduit une erreur relative qui n'est pas strictement propor-
tionnelle comme celle oi-dessus mais qui est néaligeable puis-
que les vecteurs V? n'ont que leur premiére et leur derniere
composantes non nulles.

D'ou



Corollaire pratique - 16 -

Dans la résolution de l'équation de la chaleur par la méthode

explicite, si 1l'on calcule en flottant,

1"erreurvde calcul est une erreur relative proportionnelle a

l'erreur relative élémentaire ;

si, de plus, les conditions de bord sont nulles, .

ou si le nombre de noeuds dans la direction de l'axe des x est

grand, cette erreur relative moyenne est aussi proportionnelle
au nombre de pas intermédiaires en t calculés depuis le ni-

veau initial°

IV - Erreurs de calcul dans la méthode explicite quand on cal-

cule en fixe.

Les types de calcul sont évidemment les mé@mes que
ceux exposés en (1) du paragraphelll dont on reprend les nota-
tions.,

A ' Mais, dans le calcul en fixe, on suppose que les
erreurs élémentaires sur les additions et les soustractions sont
négligeables et que les erreurs élémentaires sur les multi-
Plications sont des erreurs absolues dont 1l'ordre de grandeur est
constant et égal a £ . En suivant cette hypothése on voit

qu'il s'introduit dans le calcul de chaque composante de Up+1

en fonction de’UP une erreur absolue (1+K).&£

Par conséquent, on a

U = A.U_ + V_ + (1+K). . Z
p+1 P P ( ). & -
(1) * 1
U =aP. U+ = a0 v 4 (1+K) . ¢ *g’ Al z 2
P s O T:“" @ p=-=j 'Y .M.«. ° tue ( o ,‘
j=1 j=1 B
D'ou
Théoréme

Dans la résolution de 1'équation de la chaleur par la méthode
explicite, si 1'on calcule en fixe,

si 1'on commet sur chaque multiplication une erreur absolue de
iil'ordre de £, 4 |
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/1si 1'on appelle Up le vecteur des régultats théoriques de 1'équa-
jtion aux différences aux noeuds du pﬁéme niveau en t.
llsi 1'on appelle'ﬁb le vecteur analogue a Up mais réellement
|lobtenu,
si U, est le vecteur des conditions initiales.
jona: "
: = = AP = AJ-1 \'4

Uppr = A-Up+V, U, = A7.T, +j’;”1' Vooj
% U = AU_ + V_ + £(1+K) Zry_=aP.u + - ad-ly +,r(1+KY£7R;-
3 pr1 = 7p T Tp IS 2 o IS e

la matrice A et le vecteur Vp étant définis en (1) et (2) AusST.
et? en (1) du 8IY -
On remarque que le seul terme d'erreur est

S(14K) . =7 Ad-1 Z] Donc si 1'on appelle EP le vecteur d'er-
J+1
reur du niveau p, on a :
-1
E =E_+ g£. (14k). AP, 2

les scalaires : et K et le vecteur Z sont constants au cours

du calcul ; d'autre part, dans les conditions d'utilisation de
la méthode explicite, on suppose satisfaite la condition de
stabilité et les valeurs propres de la matrice A ont donc

un module non supérieur a 1 ; on peut donc considérer que la
moyenne des composantes du vecteur £. (1+K). AP~1.Z reste
constante quand p augmente.

D'ou :

Corollaire pratique

Dans la résolution de l'équation de la chaleur par la méthode
explicite, si 1l'on calcule en fixe,

l'erreur de calcul moyenne d'un certain niveau en t

est une erreur absolue qui est une fonction linéaire par
rapport a l'erreur absolue commise sur chaque multiplication et
;iPar rapport au nombre de pas en t effectués depuis le niveau initial




(1)

(2)

(3)
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V - Influence des erreurs de calcul sur la stabilité de la

méthode explicite

, Dans 1'étude de la stabilité de la méthode expli-
cite faite plus haut (%), on a supposé une petite modification
des valeurs initiales (ou des valeurs d'un certain niveau en t)
et on a étudié les répercussions que cette petite modification
entraine sur les résultats des niveaux suivants en t, mais ceci
en supposant que les calculs des niveaux suivants sont effectués
sans erreur. Dans la réalité, on effectue des erreurs de calcul
a chaque niveau. On va reprendre l'étude de la stabilité en
tenant compte de ces erreurs de calcul sur les niveaux ultérieurs

Au paragraphe 1T on a raisonné sur la relation de
~4cnaprence

= A.U_ + V
P b

et on a montré qu'une condition nécessaire et suffisante de sta-

Up+1

bilité théorique est que toutes 'es valeurs propres de la ma-
trice A soient inférieurs en module a 1.

v On a vu d'autre pa:t (théorémes des paragraphes T
et Y que l'effet des erreurs de calcul sur le déroulement de la
méfhode explicite pouvait s'exprimer par le remplacement de la
relation (1) par les relations (2) ou (3) selon que 1l'on cal-
cule en flottant ou en fixe . -

Up+1

ﬁ;+1 = AU_ + V_+ (1+K).5 2

e omo e = ] e e e ey e s ene esean = e o e 6 e oo el e o

(%) paragraphe II page 11



On peut appliquer aux relations (2) et (3) un
raisonnement analogue a celui appliqué a la relation (1) et
1'on en déduit que, lorsque l'on tient compte des erreurs de
calcul, la stabilité de la méthode explicite est liée aux
valeurs propres des matrices (1+£). A et A selon que l1l'on
calcule en flottant ou en fixe.

On voit tout de suite que,lorsque 1l'on calcule
en fixe, la condition de stabilité n'est pas affectée par les
erreurs de calculs puisque la matrice dont il s'agit est la.
méme que dans la relation de récurrence théorique. ;

A Dans le cas du calcul en flottant, la condition
nécessaire et suffisante de stabilité est :
|valeurs propres de &1+¢;).AJ§§;1
c'est-a-dire, en tenant compte de “a formule 6 du § I

[1+2). [1-2K. (1-cosgti—) < 1 pour 1= 1,2,.., NX-2
alors que la condition sans tenir compte des erreurs de cal-
cul est :

. 15 - ’ a4 _

1 - 2k. (1-cos “N‘fi:T') < 1 pour 1= 1,2,..., NX-2
A partir de cette derniére condition, on arrive & la condition

K < 4

- 2
en prenant 2 comme valeur maximum de (1-cos éf¥w,.

Devant cette approximation, la modification apportée par (1+ £)
est négligeable et la condition de stabilité n'est donc pas
modifiée

Théoréme

Dans la résolution de 1'équation de la chaleur par la méthode
explicite, que 1l'on calcule en flottant ou en fixe,

les erreurs de calcul ne modifient pas la condition de stabilité

LS
( Ax) 2




o)

Q
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VI - Btude expérimentaleé des erreurs de calcul dans la méthode

explicite

On doit vérifier expérimentalement les conclu-
sions auxquelles on est arrivé dans les paragraphes précédents

Pour cela, on a écrit des programmes exécutant
la méthode explicite simultannément avec la précision maxi-
mum (%) et avec des erreurs d'arrondi grossies (x%x). Ces pro-
grammes calculent de plus a chaque noeud :

-~ la différence entre la solutionsen précision diminuée
de l°équatibn aux différences et la solution analytique de 1°
équation aux dérivées partielles (solution connue dans les exem-
ples Choisis) : ce qui donne l'erreur globale telle qu'on 1l'a
définie dans l'introduction

- la différence entre la solution en précision dimi-
nuée et la solution en précision. maximum‘dq l'équation aux dif-
férences : ce qui donne l'erreur de calcul telle qu on 1'a
définie dans 1'introduction, pourvu que 1l'on con51dére comme
négligeables les erreurs de calcul qui s'lntrodulsent méme
quand on utilise la précision maximum : étant données les préci-
sions diminuées que 1l'on a prises, cette approximation semble
légitime. :

- la différence entre la solution en précision maximum

de 1l'équation aux différences et la solution analytique : ce
qui donne l'erreur de la méthode telle qu'on 1l'a définie dans

l'lntroductlon, pourvu que 1l'on fasse la méme approximation que
ci-dessus. .

Les augmentations d'erreurs d‘'arrondi ont été faites
successivement en flottant et en simulation de Fixe (%x) .

o e € T Cm T R e T o S €9 Ty Cley s 00 G WD CEY Sy s e o R k1 o e T Sy Cenn aem oy S Ve NS OWO CHEES N RS NS et VR S €M) €3 G (50 e I €N CI R €T S £ ¥ISh mowe

(%) Comme précision maximum, on a pris la simple précision de la
machine IBM 7044, en point décimal flottant : 27 chiffres binaires
significatifs, ce qui correspond approximativement & 8 chiffres
décimaux significatifs.

(%%) p=7 les sous-programmes TRONC et TROFXS : cf 1l'introduction
e+ le chapitre 4.
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Les différences ont été calculées comme des erreurs absolues
pour le cas "fixe" et comme des erreurs relatiwes pour le cas
flottant. Dans les deux cas, on s'est intéressé a 1'erresr
moyenne a chaque niveau en t, et a son évolution quand t aug-
mente. On n'a pas interprété les erreurs de méthode.

VII - Etude expérimentale des erreurs de calcul en flottant

dans la méthode explicite

Pour le calcul en flottant, on a voulu vérifier
les trois conclusions suivantes, auxquelles on a abouti dans
les paragraphes 3 et 5 : ‘ '

A - l'erreur de calcul moyenne est une erreur relative propor -
tionelle au nombre de pas intermédiaires en t calculés depuis
le niveau initial

B - l'erreur de calcul relative sur les résultats est pro-
portionnelle & 1l'erreur relative élémentaire commise sur chaque

opération. ,
C - les erreurs de calcul ne modifient pas de facon appréciable
la condition de stabilité _é_E_ é.l
, A 2 2
(4x)

La conclusion A semble vérifiée par l'examen des
courbes portées au bas des graphiques 1 & 10 ; ces courbes donnent
l'erreur relative moyenne de calcul d'un certain niveau en t
en fonction du nombre de pas en t calculés depuis le début.

Ce sont bien approximativement des droites ; cette linéarité
peut s'apprécier par la disposition des points tracés dans

la partie supérieure des graphiques : ceux-ci indiquent pour
chaque valeur de t la pente de la courbe située & la partie
inférieure : la linéarité parfaite correspondrait & une valeur
constante : la plus ou moins dgrande dispersion de ces points
par rapport a la valeur moyenne indique le caractére plus ou

moins approximatif de la linéarité.
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Sur le tableau de la page 23 on vdit qu'on a fait va-
rier 3 paramétres : (%)

- d'une part pour une erreur relative élémentaire en 10_6

et
pour la fonction solution e“tosin X on a pris.diverses valeurs
de it / (4x)2

- dfautre part pour At / (N x)a-— 0,5 et’ toujours pour la fonctlon
e°t sin (x), on a pris des erreurs élémentalres en 10 7, 10”2
1074, 1073

- enfin, pour[&t / (Ax)2 = 0.5 et pour une erreur élémentaire
en 10 6, on a pris 1la Ffonction 1000 e “sin x afin de vérifier
que les erreurs sur les résultats sont bien des erreurs rela-
tives indépendantes de l'ordre de grandeur des valeurs de la
fonctlon solution. L | '

La conclusion B semble vérlflee par l'examen des pentes
moyennes de chacune des courbes décrites ci-dessus (dernlére
ligne du tableau de la page 23 )

On voit que l'ordre de grandeur de la pente moyenne de chague
courbe ne dépend ni de la valeur de AJ:/’( AXJ ni de l'ordre
de grandeur des fonctions solutions mais seulement de 1l'ordre
de grandeur de l'erreur relative élémentaire : c'est donc

bien que l'erreur relative .sur les résultats est proportionnelle
A 1l'erreur relative élémentaire. ' '

La conclusion C semble vérifiée par 1'examen des gra-
phiques 11 a 15. Ces graphiques sont établis d'une facon ana-
logue aux graphiques 1 a 10 mais ils représentent cette fois-ci

l'erreur relative globale. (x) -

On trouve a 1la page’h4un tableaurésumant les experlences qui socat
a la source des graphiques 11 a 15.
On voit sur ces 5 graphlques qu'il y a stabilité tant que
it / (A,x)2 < 0,5 (courbes 11, 12 et 13) et instabilité dés
que cette condition n'est plus vérifiée (courbes 14 et 15).

(%) On a tracé les graphiques 1 & 10 et 11 & 15, mais pour des

raisons matérielles, on n'a reproduit que les graphiques 5,7,13
et 14.
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D'autres expériences avec des erreurs élémentaires plus impor-
tantes ont confirmé ces résultats.

VIII - Etude expérimentale des erreurs de calcul en fixe dans

la méthode axplicite

4

Pour le calcul en fixe, on a voulu vérifier 1les
trois conclusions suivantes, auxquelles on a abouti plus haut ()
D = l'erreur de calcul moyenne d'un certain niveau en t
est une erreur absolue proportionnelle au nombre de pas inter-
médiaires en t calculés depuis le niveau initial
| E - 1'erreur de calcul absolue sur les résultats est
proportionnelle & l'erreur absolue élémentaire commise sur
chaque opération. _ | ‘
F - les erreurs de calcul ne modifient pas de fagon appré-

ciable la condition de stabilité,—-_E- — %
(Ax)2

La conclusion D semble vérifiée par 1'examen
des courbes portées au bas des graph'iqu‘esk 21 & 30:(kx)ces courbes
donnent lterreur absolue moyenne d'un certain niveau en t en
fonction du nombre de pas en t calculés depuis le début. Ce
sont bien approximativement des droites ; cette linéarité peut
s'apprécier par la disposition des points tracés sur la partie
supérieure des graphiques de 1la meme fagon que pour les graphiques
1 a 10 (xsx) |
Sur cette linéarité, il faut noter 2 cas particuliers :
- Pour une grande erreur absolue élémentaire (en 10"3) le "départ”
de la droite se fait avec un certain retard (graphique 29)

(%) Corollaire pratique p. 17 et théoréme p. 19

(%x) On a tracé les graphiques 21 & 30 mais pour des raisons maté-
rielles, on n'a reproduit ici que les graphiques 25 et 27.

(x%xx) cf page 21.
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- la linéarité de la courbe 30 n'est pas trés satisfaisante
mais cela peut venir de ce que cette courbe exprime 1l'erreur
de calcul d'une facon moins précise que les autres, 1l'appro-
ximation expliquée en 2 du § V[ est moins valable dans le cas
de la courbe 30 : en effet la différence absolue entre la .
solution en précision maximum et la solution exacte de 1'é—
quation aux différences provient d'erreurs de calcul en flot=-
tant et l'ordre de grandeur de la fonction solution est 103
fois plus grand qu'ailleurs ; or on a vu que, dans le calcul
en flottant, cfeét l'erreur de calcul relative qui ne dépend
pas de l'ordre de grandeur de la fonction solution; donc
ici cette différence absolue entre la solution en préci-
sion maximum et la solution exacte n'est plus ﬁégligea-
ble et l'approximation expliquée en (2) du § VI est moins
valable..
Sur le tableau de la page 28on voit qu'on a fait varier
trois paramétres
= d'une part pour une erreur absolue élémentaire en 10“6 et
pour la fonction solution e”tsinx, on a pris diverses valeurs
de At / (Ax)2. '
- d'autre part, pourl&t/(ﬁ.x)a = 075 et toujours pour la
fonction e°tsinx, on a pris des erreurs absolues élémentaires
en 1077, 1073, 1074, 1073.
-~ enfin, pour At / (ﬁxx)ayx 0,53 et pour une erreur absolue
élémentaire en 10“6, on a pris'103. e-t.sinx pour vérifier
1'influence de l'ordre de grandeur de la fonction solution.
La conclusion E semble vérifiée par 1l'exa-
men des pentes moyennes de chacune des courbes qu'on vient de
citer (derniére 1igne du tableau de la page 2.3 ).
On constate des anomalies pour les courbes 29 et 30, mais ces
anomalies s'expliquent par les remarques faites ci-dessus a
propos de ces mémes courbes.
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En dehors de ces deux cas, on constate que
l'ordre de grandeur de la pente moyenne de chaque courbe est
proportionnel & l'ordre de grandeur de 1l'erreur absolue élé-
mentaire : c'est donc bien que 1l'erreur absolue sur les résul-
tats est proportionnelle & l'erreur absolue élémentaire.

_ La conclusion F semble vérifiée par 1'examen

des graphiques 31 & 35. Ces courhes sont analogues aux courbes du
bas des graphiques 21 & 30 mais ils représentent cette fois-

ci 1l'erreur absolue globale.

On trouve & la page 29 un tableau résumant les
expériences qui sont & la source des graphiques 31 & 35.

. On voit sur ces 5 graphiques qu'il y a stabilité
tant qﬁe Ot / ([§x)25520,5 (courbes 31 et 32) et instabilité
dés que cette condition n'est plus vérifiée (courbes 33, 34 et
35). D'autres expériences avec des erreurs élémentaires plus
“importantes ont confirmé ces résultats.

(%) On a tracé les graphiques 31 a 35 mais pour des raisons
" matérielles, on n'a reproduit ici que les graphiques 32 et 34
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I -principe de la méthode de Crank et Nicolson

™

Le principe de la méthode de Crank et Nicol-
son consiste a remplacer l'équation aux dérivées partielles

()

' w22
(1) -t D X2

par l'équation aux différences suivantes

U (x,t+0)=U (x,t) (1_0,).U(x—Ax,t)—2.U(x,t)+U(x+Ax;t)
At ( Ax)°

(2) : e, U(x—Ax,t+‘L\t)-2éU(x,t+/,\t)+U(X+Ax,t+£\1;l
o ( Ox) h

‘0 el

(pour « = 0, on retrouve la méthode explicite)
Ce remplacemént se justifie par des développemen

- 1imités en supposant 1l1l'existence et la continuité des dériveées

partielles de la fonctior solution qui interviennent dans ces
développements. ' '
On a ¢

(3) [ ) _ u Gote A)ou (x,t) LAt %

\\b t}(x.t_) nt 2 /ata(x,ﬁ 0, At)

avec 0£—91 < 1

(%) Sources pour cette méthode :
- 5 pages 102 et 119

- 8 pages 16 et 91

- 2 page 30



L 4
(a) (B 2u> - u(x=-Ax,t)-2.u(x, t)+u(X+AX 15 (Al'c)a//3 ﬂ
_ 0

( Ax) ‘ 12 \3){4

; XQ(

(

avec -1s623+ 1

(5) = <é2u) - u(x-—[\x t+1§t)-—2 u(x, t+L\t)+u(x+Ax t+ 0t
o\ ’xa(x,t+(&t) (Ax)?
(Ax) (B \ avec -1<8

12 d A%}H@g«éx,t«t-(&t)

O 24 (B 2
| 9x? (x, t+9 At) Ox® x2(x,'c+/31:)

(x,t)
+ N\t Ii‘(1...<r) @45/,32-311 \
'v V0272 /(x t+6 Lt)
-G’(1_64) <>Zu ) g
ax ’Bt (X,t+66.A"'f) ‘

x+@2.ﬁx,t)

3_s+ 1

avec 05@45_1 et 0<0_ = 64&;’66&-1

En combinant ces trois relations, on obtient

zrw) ' - (1_~¢)Ou(x-Ax,t)-au(x,t)+u(x+ﬁx,t)
axa(x t+6 At) ( Ax)a
+Q.u(;x-l\x t+At)—2u(x t+l\t)+u(x+/\x t+At)
| o (bx)2 |
+ M.o[m—cr). 54:) + T %.43) Ti
12 Bx'\x+62.t\x t) (x+6 Ax t+ (ﬁt)
. 3 N -
+ At,{(1-¢)‘64.($2u ) -cr'(1-9 ). /"2 ) T
L \ox At(x,t+e5 At) \Bx 2 t 56““)(

|



,jj..,

On voit que 1l'équation aux différencés (2) gxprime

1'équation aux dérivées partielles (1) en utilisant les ex-

pressions approchées que 1l'on peut tirer de (3) et (7).
On voit aussi que 1l'erreur de méthode est dans le

cas général ( 0= < < 1) en At et (Kl\x)a° La méthode est
convergente pourvu que l'on suppose bornées dans le domaine
étudié les dérivées partielles de la fonction solution

%) [ 0%, (2% |
i | { I {
'\,‘B £2 K R x* r}) x2. Dt ‘

on

Dans ce cas,

*

Le plus souvent, on prend < = %o

/

" —u A |
(8) bi . _ u(x,t+AfSt) u(x,t), (2 t) | 3u3; o

L0 Hx, teRh t a2

’

peut écrire a la place de (3)
2 /},3

avec O < 974 1

et, & la place de (6)
) 2 ],/ f}‘ 2 \\
| u :‘; + [V § | 1;

g X /

%) o] 1
\ 2 2. 2 | |
\> X (x,t) N (x,t+ 1 t)

(A2 D% \3.
042 4
8 \Dt/(x,t+98°&t)

(9)
-+

avec 0+~ T, =
e 8



En rapprochant (9) de (4) et (5), on obtient & la place de (7)

(10) 32 22, _ulx=Ax,0)-2.u(x, ) +u(xshx, t)

RE

‘ A 2
X,t+At) 2, (L..\X)

. u(x=bx, t+ A t)+u(x+ 4 x,t+ D t)
2. (Ax)?
P
. LA x)2° 4, )
24 QX (x+9 LAx, t) 9 (x+6 Ax, t+l.\t)£
Le)? (D% )

Kbxiﬂt v .
(x,t+98°axt)

34
+

On voit que, dans 1le cas particuliex oﬁ<r~£—, 1'équation
aux différences (2) exprime l'équation aux dérivées partlel—
les (1) au point (x, t+——§~) en utilisant les expressions ap-
prochées que l'on peut tirer de (8) et (10).

On voit également que, dans le cas ou 7 = ;,
1l'erreur de méthode est en (A t) et (/\x)‘, La méthode
est convergente pourvu que l'on suppose bornées dans le
domaine étudié les dérivées partielles de la fonction

solution
(23 (D4 /D \
K\)3 ) k’:x ) = \Dx:\‘taj

Dans (2), on peut grouper les termes du niveau
t et les termes du niveau (t +/\t) : on obtient alors la

relation |
-1 -
=T - [U(X=— 3X t)+(= 2+T_1_<Tk‘ U(x, t)+U§x+L\x t)l
A
avec A ot

(£x)®
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Contrairement a ce qui se produit dans la
méthode explicite, cette relation ne fournit pas une
expression explicite de chaque valeur de U au niveau
(t + A\ t) en fonction de plusieurs valeurs de U du
niveau t. Simplement cette relation relie les valeurs
de la solution en trois points du niveau (t +At) et
en trois points du niveau t:c'eét pourquoi on dit que
la méthode de Crank et Nicolson est une méthode im-
plicite.: |

Si 1l'on discrétise un domaine borné en x et
si 1'on écrit la relation (11) pour tous les points
strictement intérieurs et situés sur un certain
niveau en t, on obtient un systéme dvéquations linéaires
ol les inconnues sont les valeurs de U au niveau
(t + ﬁ\t) et ou les valeurs sur les "bords" du domaine
et les valeurs au niveau t interviennent dans les
seconds membres : la résolution de ce systéme linéaire
permet de passer du niveau t au niveau (t + At) : on
peut ainsi progresser aussi loin que 1l'on veut en t

pourvu que 1l'on connaisse les valeurs de U sur les "bor .s".

Si l'on recouvre le domaine . o c s ® o
A étudier d'un guadrillage paral- e v v e vy
’ ® & % 9 ¥ 9

18le aux axes Vx et COt, de mail-

»' ® & o > s ®
le AX et ,/lt, .1 résolution suc- e 8 B £ & » @
czssive des systémes linéaires ~f—e 2w —g—b
formés A l'aide de la rela- TAe e e

® e © ® » 2
tion (11) forme un algorithme e s s s o e 0
permettant calculer les . * o e &5 o o0
valeurs de U aux noeuds du s s 280

N t €& & & » © o
maillage en partant des valeurs .

® @ 2 & ® e @

initiales et en utilisant 1les ® % + 8 o ®

»

L 4

¢ 9 o » o

& @ » @

¢ = s & © v

»

»

o B ® & a @

*

o * &

v

valeurs sur les bords
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II-Mise en oeuvre de la méthode de Crank et Nicolson

On a écrit l'organigramme de cette méthode
de Crank et Nicolson et un programme ALGOL 1'é&xé-
cutant ; les valeurs initiales et sur les bords
sont soit données discrétement, soit données par des
fonctions : c'est pourquoi, dans le programme ALGOL,
on amis seulement DEBUT et FIN pour les corps des
trois procédures_COrrespondantes quli peuvent étre
prévues soit pour exécuter de simples lectures,
soit pour tabuler une fonction. On a de méme sim-
Plement mis bEBUT et FIN pour le corps de la pro-
cédure de résolution des systémes linéaires. Les procé-
dures d'entrée-sortie sont les "procédures étendues" du
compilateur AIGOL de Grenoble pour I.B.M. 7044.




ORGANIGRAMME DE LA

METHODE DE CRANK ET NICOLSON

LIRE BXG (valeur
LIRE BTB (valeur
LIRE BX (pas en
LIRE DT (pas en
LIRE NX (Nombre
lele a
(Nombre
lele a

LIRE NT

inférieure de x)

inférieure de t)

x)

t) :

total de points sur une paral=-
0x)

total de points sur une paral-
ot)
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LIRE SIGMA (caractéristique de la méthode)

LIRE ou CALCULER les valeurs initiales UB [IJpour I=1,2,...,NX
LIRE ou CALCULER les valeurs sur les bords UG[I] et UD[I]
pour I=1.2..., NT

AMBDA:=DT/DX2
CAO:=-(2+1/(AMBDA x SIGMA))
CAl:=-0-1/(AMBDA x (1-SIGMA)))
CA2:= (SIGMA-1)/SIGMA

[p:=2]

lusli) := cA2 x

TR G
1] ] [é&

Us [vx} :=US [NX] -

T

Résolution du systéme linéaire défini par la matrice A,
d'inconnues UH, de second membre US

UH [ :=UG ['P;]
UH[NY] =uD[E)

] :
IMPRIMER UH[I) pour I=1, 2,...,NX ]

UBLI} :=UH|I
DT 1
T NXY) X -

Y




Programme_algol de_la méthode de Crank et Nicolson

DEBUT

LECTURES
REEL BXG,BTB,DX,DT, SIGMA, CAC, CA1,CA2,AMBDA,T ;

'ENTIER NX,NT,I,P ;

ME:MODELE ('(5E12.8,2I3)') :

MSS:MODELE (' (8H1METHODE, 1X, 2HDE, 1X, 5HCRANK, 2X, 2HET, 2X, 8HNICOLSON/
/4HOBXG, 4X, 1H=, 1X,E16 .8/1X,3HBTB, 4X, 1H=, 1X,E16.8/1X, 2HDX, 5X, 1H=,
1X,E16.8/1X, 2HDT, 5X, 1H=, 1X,E16 .8/1X, 5SHSIGMA, 2X, 1H=, 1X,E16.8/1X,
2HNX, 5X, 1H=, I4/1X, 2HNT, 5X, 1H=,I4) ') :

MSS2:MODELE (' (6HOAMBDA , 2X, 1H=,1X,E16.8/1X, 3HCAO, 4X, 1H=, 1X,E16.8/1X,
3HCA1,4X,1H=,1X,E16°8/1X,3HCA2,4X,1H=,1X,E16°8)°)v;

MS:MODELE ('(10HORESULTATS, 1X,6HNIVEAU, I4, 5X,2H(T, 1X, JH=,E16.8,1H)/
(6E16.8))') ;

ENTREE (5,ME,1,BXG,1,BTB,1,DX,1,DT,1,58IGMA, 1,NX,1,NT ) ;
SORTIE (6,MSS,1,BXG,1,BTB,1,DX,1,DT,1,SIGMA,1,NX,1,NT) :
DEBUT '
TABLEAU UB,UH,US [1:NX| , UG,UD [1:NT ] ;
PROCEDURES ‘ '
REEL PROCEDURE VALINI (X,I)  VALEUR X,I :
REEL X ; ENTIER I ;
DEBUT
FIN
REEL PROCEDURE VALBORGAU (X,I) ; VALEUR X, I :
REEL X ; ENTIER I ;
DESUT
FIN ;
REEL PROCEDURE VALBORDROI (X,I) ; VALEUR X,I ;
REEL X ; ENTIER I ;
DEBUT

FIN
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(suite du programme ALGOL de la méthode de Crank et Nicolson)

PROCEDURE TRISPE (C,N,X,B) ; VALEUR C,N,B ;
REEL C, ENTIER N ; TABLEAU X,B [1:% ]
COMMENTAIRE RESOUT SYST. LIN. D'ORDRE N-2 ;
DEBUT
FIN ;

FRONTIERES :
POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA NX FAIRE
- UB [I7 := VALINI (BXG+DXx (I-1),1) ;
POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA NT FAIRE B
DEBUT
T =BTB + DT x (I=1)

°
’

UG |I] := VALBORGAU (T,I) ;

UD [I] := VALBORDROI (T,I) ;
FIN
P:=1
SORTIE (6,MS,1,P,1,BTB,NX,UB [1] ) ;

CONSTANTES :
~ AMBDA:=DT/DX % 2 ;
CAO:==(2+1/(AMBDAXSIGMA)) ;
CA1:==(2-1/(AMBDAX(1-SIGMA))) ;
CA2:=(SIGMA-1)/SIGMA ;
SORTIE (6,MSS2,1,AMBDA,1,CAO,1,CA1,1,CA2) ;
ALGORITHME :

POUR P:=2 PAS 1 JUSQUA NT FAIRE
DEBUT

T:=BTB+ D I'x(P=1) ; .
POUR I:=2 PAS 1 JUSQUA NX-1 FAIRE
us [1) :=CA2x(UB[I~1 +CA1xUB[I]+UB[I+1]) ;
us[1] :=Us [1] -uG[P]; US[NX}:=US[NX|-UD [P ;
TRISPE (CAO,NX,UH,US) ;
UH[ij:: UG[P]; UH|[NX]:= UD[P|;
SORTIE (6,MS,1,P,1,T,NX,UH[1]) ;
POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA NX FAIRE
UB[I]:= UHLI);

FIN
FIN
FIN
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Cette méthode de Crank et Nicolson peut s'ex-

primer au moyen de matrices d'une maniére analogue a la mé-
thode explicite (x).

Soit U_ le vecteur dont les composantes sont les
valeurs de U aux noeuds strictement intérieurs du piéme
niveau en t au-dessus du niveau initial. Soit NX le nombre
total de noeuds sur une paralléle a l'axe des x. U est un
vecteur de RNX™2, d
L'algorithme peut s'exprimer ainsi :

B.U_ + V
P

(1) A°Up+1 = P
_ a1 -1
(2) Upser = AT B.US + ATV
P
_ (a=1 P B I B T
3 U = (a7 .B)P. v SNV ) S A
(3) p ( )T U+ = ( ) pej

Les matrices A et B sont de dimensions (NX-2,NX-2) et ne dépen-
dent que de la méthode et du quadrillage. Ici elles sont

tridiagonales

D e 6 659 620 6 ST ED G5 Gy e CTD 60D S G (3 S G €50 62 KD S5 iy 65 £5 e 5 G e

(%) cf page 12
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0 et VP sont des vecteurs de RNX“’2

Us exprime les conditions initiales

VP fait intervenir les conditions de bord aux niveaux p et P+1

U

Vo 1
g "vp,1 = - ug [p+1| + X" ug [p
_— E Vo NX-2 = ud[p+1]+ K", ug Dﬁ
P | g ug [p| et ud{?}z valeurs imposées sur les bords
| Vo, NX-2 |

Le passage de la forme (1) & la forme (2) suppose au
point de vue numérique la résolution d‘'un systéme de (NX-2)
équations linéaires a (NX-2) inconnues. La forme (3) suppose
les résolutions successives depuis le début de p tels systémes
linéaires ayant tous la méme matrice A au premier membre et
des colonnes seconds membres différentes. Dans la résolution
de ces systémes linéaires, on tient évidemment compte de la
forme tridiagonale de la matrice A du premier membre ; mais
on peut employer diverses méthodes. On en étudiera ici 2, qui
sont toutes 2 des particulsvisations de la méthode directe de
simpie élimination de Gauss 1l'une dans la variante avec
division par les pivots, 1"autre dans la variante qui évite ces
divisions par les pivots.
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III-Utilisation dans la méthode de Crank et Nicolson de 1'élimination avec divisions.

L'algorithme général de cette méthode de résolution des systémes

linaires s'exprime par 1?K§elation suivante : (%)

a
K+ ij . :
aij 1)= a§§) - ———%%7— . aK§K) ; K=1 ;...,n-1 ; i=nt+l,...,n; j=K+l,...,n+1
K

L'organigramme général de cette méthode est le suivant

K:=1 K:=K+1 <

N

I:=K+1 1 :=T+1
L
R:=A[r,k]/A[K,K]

J:=K+1 J:=J+1.

A

Af1,3):=a[1,J] - rxA[K,J] /

[ XTI = R/A[L,T]

@G> )= >

; < . . 2 v . 3 R . o
On voit que cela nécessite environ n” mémoires, n~ multiplications et n~ divisions

3 2

(%) Sources pour la méthode d'élimination avec divisions :(?).Iﬂ"isqd?w;;.
(&). péd 9



Si 1'on tient compte de la forme particuliére des
systémes rencontr < lans la méthode de Crank et Nicelson,
on voit que, pour crnaque pas en X, il suffit de rransformer
la llgne (x+1) et, dans cette ligne, en dehors de r'élément
(K+1,K) qui stannule, seuls sont transformés ies eléments
(k+1 v+1) et (K+1 n+1), 1'élément (K+1,K+2) resfant égal.
4 1 sans calcul. De plus, dans notre cas, n wésoud des
sysfemes de dlmen51ons NX-2 en travaillant su. des tableaux
de dimension NX. Voici un organigramme tenant compte de ces

particularités, |D[ﬂ ”igj
l p[1):=c-1/D[1-1] = ’
| B[1] :=B[T] -B[1-1 /D [1-1]
T <NY -1 ) = -

K[NX-1] := B_“Nx;ﬁﬁ" /D [nx-1]|

] wama, /J‘E{gzlﬂ e

i e o MV‘

[ X[ I} (B [1] ax[1+1] )/D11 A

Il L
L >_2 ) = i

<<if;7

On voit qu'on utilise 3n mémoires au lieu den (n+2) et qu'on

2
s o o ° n< o o o . 3 2
exécute 3 n divisions au lieu us —x divisions et %*‘multlpllcaﬂ

tions,
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S

Voici une procédure ALGOL appliquant cette organigramme et utili-
sable par le programme de la méthode de Crank et Nicolson :

PROCEDURE TRISPE (C,N,X,B) ; VALEUR C,N,B ;
REEL C ; ENTIER N ; TABLEAU X,B [1:N| ; |
COMMENTAIRE RESOUT SYST. LIN. TRID. D'ORDRE N-2 ;

DEBUT
TABLEAU D [2 : N-1| ; ENTIER I ;
D [2] : = C ;
POUR I:= 3 PAS 1 JUSQUA N-1 FAIRE
DEBUT |
D[I]:=C - 1/D [1-1] ;
B[1]:= B [1] - B [1-1] /D [1-1];
_EIN
X[N-1] := B [N=1] /D [N-1]
POUR I:=N-2_PAS -1 JUSQUA 2 FAIRE
x[1] := (B[1] - x [1+1] ) / D [1];
FIN ;

W-Utilisation dans la méthode de Crank et Nicolson de 1'élimination

sans division

L'algorithme général de cette méthode de résciution
des systémes linéaires s'exprime par la relation suivante : (=
a(K+1)= a(K)& a(K)= a(K}, a(K) » K=1,..,n=1 ; i=K+1,..,n ;

ij ij  kx Kj iK
j=K+1, ..,n+1

L'organigramme géﬂéral de cette méthode est analogue
a celui de la méthode avec divisions, les seules différences étant
- la suppression du calcul de R
- le remplacement.de 1'ordre A[ﬁ Jlr= A [1,7]-RxA [K, J
par l'ordre AlI, J] AL, J]x A[k,x]- AKX, J]x A [i,x]

- (%) Source pour cette méthode d”élimination sans division : (7).1vV.30
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Cela_nécessite environ n2 mémoires, % n3 multiplications
etha'divisions.

8i 1'on particularise cette méthode a notre
probléme, on obtient :

D[1] :=1
D[2] :=

" D[I+1]:=CxD 1] D I-1.
B[I+1]:=B[I+1] xD[I] -B[I]

\4 -~

B ( I*‘fg -2 J y —
I x[N-1] :=B{N-1] /D[N=1]
| B .
| 1:=N-2 & T:=I-1 <~

[ X[T]e= (81T D(1-7 xx [1+1) /(1

CI>$2 -

V

On voit qu'on utilise 3 n mémoires et que 1l'on exécute 3 m mul-
tiplications et m divisions.
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Voici une procédure algol exécutant cette particularisation
de la méthode sans division et utilisable par le programme
de la méthode de Crank et Nicolson

PROCEDURE TRISPE (C,N,X,B) ; VALEUR C,N,B ;

REEL C ; ENTIER N ; TABLEAU X, B[1:N];
COMMENTAIRE RESOUT SYST. LIN. TRID. D'ORDRE N-2 ;
DEBUT

TABLEAU D [1:N=1] ; ENTIER I ;
D[1]:=1 ; DI2l:= C ;
POUR I:=2 PAS 1 JUSQUA N-2 FAIRE
DEBUT %
D[I+1] :=CxD[I]=D[I-1];
B[1+1] :=B [I+1]xD[1] -B[I ;

FIN
X[N=1] :=B[N-1]/ D[N=1]
POUR I:= ¥-2 PAS -1 JUSQUA 2 FAIRE

X [1] := (B[1] =D [1-1 x X[1+17 ) / D (1] ;

V~Stabilité de la méthode dq Crank et Nicolson

On rappelle qu'une équation aux différences est
Stable si une petite modification des valeurs initiales a sur
les reSultags des niveaux suivants en t une influence qui reste
bornée quand t augmente indéfiniment.

On a vu (%) que les résultats de la méthode de

Crank et Nicolscn pour le pléme

niveau en t au-dessus du niveau
initial satisfont & v -

P |
- '=‘1 P ST =1 Jj=1 =1
Up = (A .B)T.Uy + =, (A7 .B)Y7 A Vooj
J=1

Ces matrices A et B étant de dimension (NX-2, NX-2)

o =
= SO £ S D G € ETHOND G55 O G €0 65 S50 G 55D T £ 0 £ £ G o o €7 S (2w K T 13, 69 e S e

(%) page 40



K, K' et K" étant définis plus haut.
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Soit UX le vecteur analogue a UP mais obtenu
aprés une légére modification des valeurs initiales.

Soit :

La stabilité peut alors s'exprimer comme étant le fait que E
-orné quand p augmente indéfiniment.

reste
On a

=1 m\P o o (p=1 myd=1 a1
UP (A oB) 9U0+4;} (A oB) oA .VP-J-

Les matrices A et B et les vecteurs V

. ’U

les deux cas : donc
*x a1 P x
U p UP = (A” .B)Y. (UO Uo)
- P
E. = (A R B
P ( B)

P-J

E, exprimant les modifications initiales ;

Donc :

(a~1 Byd=1.a"ly

P-J

P

sont les mémes dans



Lemme 1

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité de
la méthode de Crank et Nicolson est que toutes les valeurs
propres de la matrice (A=1,B) aient un module <1

A et B de type (NX-2,NX-2)
Soit a chercher les valeurs et les vecteurs propres
de matrices de la forme :

¢
1

N Soit A p une telle valeur oropre et soit Vo, la
. eme ¢
1 =" composante du vecteur propre correspondant. Trouver les

valeurs et les vecteurs propres revient a trouver desK\P et des

Vo4 tels que

(1) N Wp,ia1 + (c-a-fip)° weog ot =0

W
i P, i+

w

(2) P,0 = Vp,n+1

»

ol n est l'ordre de la matrice.



- 49 -

L'équation (1) représente une récurrence linéaire homogéne
d'ordre 2. Son équation caractéristique est

(3) r2+(c»4pﬁr+-1=0
et sa solution générale est de la forme
_ u . u
(4) Wp,u -.f&1_r 1 -+f~2.r2
ou r, et r, sont les racines de (3)
$i r, et r, sont réels, on ne pourra satisfaire (2).
Supposons donc L tel que ‘les racines de (3) soient non réelles

Le produit de ces racines est égal & 1 d‘'aprés (3)
Donc ces racines sont de la forme

(5) r, =e 1 ;i T, = e -19

. et 1l'on a —_ ] D
(6) Wp,n=/k1elm’ +fA2ealn
| On trouve D en reportant (5) dans (3)

e216 + (c-)(P)-e i9 + 1 =0

clest-a-dire

(7) - (C-;’.A) = 2 cos D

A a’C)

0= % arc cos ( 5

}L 1 et fké étant des constantes complexes, on peut avoir com-
me solutjon particuliére de (1)

T nid -=n'i? .
Ypon T M € t Py e _ ‘..31n(n.6)
(2) est -alors vérifié si 1'on"prend _ - .
EB = L1 avec p entier o<p <n

n+1
 est alors déterminé par (7). -
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Finalement la solution de (1) et'(é) est :

/\ = ¢Cc + 2 cos E._'II_ Wn =sin.‘n£-l4-— p=1,2,,°°,n)
P n+1 P n+1 ‘
Donc
Lemme 2

Une matrice carrée d'ordre n, tridiagonale de 1la

forme
' b

I~ )
30\1 ~ i
NN O
! N |
\i

t

N
| M

posséde n valeurs propres :

3,
<

|
|
%

K

='C + 2 CQis EP,_:_N__
P : n+1

auxquelles correSbondent ﬁ‘vecteurs propres

VP, 1
wp'2=
W_ = S avec w_ . = S i n —i—Bii
P w PrJ n+1
pp’n’ *

On a vu au lemme 1 que la stabilité de la méthode de Crank et
Nicolson est liée aux valeurs propres de certaines matrices.
On a vu au lemme 2 la forme des valeurs et vecteurs propres
des matrices de ce type. On va rapprocher ces érréSultats

Les matrices A et B définies au lemme 1 et attachées
a la méthode de Crank et Nicolson sont du type étudié au lemme 2.
Donc les matrices A et B ont des valeurs et des vecteurs propres
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du type étudié au lemme 2. Ces valeurs propres sont diffé-
rentes pour A et B mais les vecteurs propres sont les mémes
pour A et B.
D"autré part A et Aw1 ont mémes vecteurs propres et des valeurs
pPropres inverses. Donc les matrices A,A“1, B et (A'1.B) ont

mémes vecteurs propres.

Donc, si ’ o £ i
)AAP /*BP tfip désignent les valeurs

propres correspondant au vecteur propre vy respectivement pour les
matrices A, B, et (A~ .B), on a
i
[~ )
P .
A
' P

Or, d'apres les lemmes 1 et 2 :
S
ﬁA'A K + 2 ¢os ( NX=T
P ; cL
/L (K'+2 cos (—le;— ))
B : NX=1
P
§i 1'on prend les valeurs de K,K' et X" définies plus haut (%)
on a ’

I

My = i=1 _2 .<\-A-(1—cosb P-’—‘T—-)‘{

L
P T NX=17
- t
S T P I
MBP = =0 1+ Q‘A.(1u6‘),(1-cos X7 );
Donc :
pT
woo 1 =2AK.(1-<). (1wcos NX=1)
| P 1+ 2 o f (1-cos = ’ﬁka )

On peut donc transformer le lemme 1 en ¢

(%) page 40
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Lemme 3

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité de la méthode
de Crank et Nicolson est que 1lfon ait pour p = 1,2,...,NX=2

M
avec 1-2. L. (1= ). (1-cos P;ﬂ”)

NX-1
'y -

< 1

1 + 2\¢| Al (1"'CGS ""B"i— )
NX-1

On cherche donc & quelles conditions est vérifié

Ho=2. L.(1=¢) Q

f

l X iy
P < 1 avec Qp =1 -2 cos 2

l1 + 2ﬁr.L.Qp l - NX-1

On remarque que

0 < g, =<2 et [1+2.0.40Qy=1+ 25.4q,
a) si 2/\(1~=<"’).QP <1

h-2h (1-e)hg)| = 1-24L1-9). q
et la condition s'exprime : .

1 - 24&.(1«4‘)‘,‘% - 14 -2 . (.QP.{ 0

- 2, k. <
QP 0

ce qui est toujours satisfait puisque ( et QP sont positifs
b) Si 2. .(1=-a). o > 1

[1 - 2.4(1-) | = -1+ 2 KL1=<).q,
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et la condition s‘'exprime :

./ - o -~ . ‘_. ,’.(ri. o
2, L(1 )QP 1 (1 - 2 'QP)_.-,,O

‘ Iy 1 hand 2 ':)ﬂ - 1 'i/ 0
K., . ) )
comme 0 < QP&.Z cela revient a

- ou bien 6””'% et ~ quelconque
'1 .

- ou bien \% et '\ = —-—(———-)-
' 2 (1=0

On retrouve ainsi le résultat classique. (x)
Théoréme

i

! Dans la méthode de Crank et Nicolson,

?31<T% %. il y a stabilité quel que soit 4@—3—-

} : (b x)2

%Si ¢xf% la condition de stabilité‘est—-é¥5- < ]

" o (Ax)2 2 (1 -7)

o G U A T D W S T W ST S T . - W,

(x) cf par exemple (5) page 122
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ERREURS DE CALCUL DANS LA METHODE DE CRANK ET NICOLSON
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(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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Il - Erreurs de calcul en flottant dans la résolution de
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Si 1'on résou&.le systéme linéaire AX =
culant en point décimal flottant et en utilisant la méthode
générale de simple élimination de Gauss, dans sa version avec
divisions, la solution effectivement obtenue peut étre consi-

dérée comme

la solution exacte du systéme (X)

Y en cal-

(A +8A). X =Y + §Y
avec 1
SA = :%§%:(C(k) . SﬁA(k))
n-=1
8Y=(Z'fSY(k))+8 Y + 8.Y
- 1 2 3 h
k'—" (_/04 - - 4
r O [] [ i c|> ]
O o' o
(k)_ o 3 of <+ S AM o 1 h
c\X/= B < =l e
Z)'L:LWLLL,L_ ) d :
s gt N ) = e
e X g, A
o x: Qa‘l,y O O i J ‘A
! 1, f‘
— E'(’VJ' a’m—ﬂ‘x — - '!D -
7 -@) T P2 - - - -
? ) pER 0:54{ \17 3}‘1{%1"}‘5335-?; "“l\”{wsz‘u«
% Sy e &L}l\gz Pas 3 V’«b%k""":“‘zwg
’P‘w‘%‘ai g ) ' )
LIRS . § i
— W =t — _ %\( — i
%4 . "'Qﬂm ) gl\ ‘ 173
i | -
i (- .
(Q’l) « thet) <~ & 4 }‘Mw ) W
(k) T"‘-"g’\\ \\‘MﬁzL 15"\ / \ ’ 7
aij méme notation que dans description de 1l'algorithme (xx)
(k) . — (k) ,=(k)
K+p erreur relative dans le calcul (zk+p“ak+p’akk + erreur

0 s S — £ o €025 D> 420 W U G O 0K € ) €T O G RO, S0 ey S e e e Oy s G N Ok <A e S S S S S R RIS A I SN SN e e S G T e e  CAD oo " < D

(x) Mr Gastinel 1'a montré

(%xx) page 42

( é ) théoréme VII page 71 et
explicitations pages 69 et 70.
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wl(k)- erreur relative dans le calcul §§+1l -§§> éﬁk)a£§)+ erreur

p(i):erreur relative dans le calcul §§k+1l§§k)— —gk),§(k)+ erreur

T (1), _
suk = sommes partielles dans le retour AR: Sl n+1-Y4 1,k =
(1)

S. -%j_+ erreur

i,k+17 %1,k
(7) Nik = erreur relative dans le calcul de ces Si,k
_ . '—’ _-— (1)
Xi = erreur relative dans le calcul '271 = S1 1+1/a 13 + erreur

éi = iéme résultat réellement obtenu.

8i la matrice du premier membre est de la forme

/
= 7,
A

et si 1'on en tient compte selon la particularisation de 1la
méthode exposée plus haut (%), & chaque pas en k, on ne trans-—
forme que la ligne (k+1), et, dans cette ligne, on ne trans-
forme par calcul que les éléments (k+1,k) et (k+1 n+1) (2nd
membre) ; les éléments (k+1,k) et (k+1,k+2) sont pris respec-
tivement égaux a O et 1 sans calcul®de plus

/

7(k)

_ (k)
x+1 =1 / ay + erreur

et, en fait, on ne calcule pas successivement :

—ﬁfz =1/ a(k)+ erreur
puis _{
k+1) (k) - wlk)  —(k)
k+1,3 = k+1 j k+1° kJ + erreur

(x) page 43



(8)

(9)

(10)

(11)

(13)
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mais directement

k1) _ (k) _ z(k) k)
agi1,5 = k+13 a'yj / @y *+ erreur

Les seules erreurs non nulles sont donc

(k) (k)
k+1 ~\k+1 k+1 ’X i

On pose

T = atk)
k kk
On peut alors définir plus précisément les erreurs non nulles

dans notre cas

(k)
Py4q™ Pyi1™ erreur relative sur le calcul:y Y e+ yk+1

Treul.

D)5y e

er+1=n'k+1’k+1=erreur relative sur le calcul:dk+1=cj1/dk+erreu1

= i ’g = .-—f.. .
Xi erreur relative sur le calcul : S (yl §l+1yhl

soit
Eij 1a matrice carrée d'ordre n qui a un 1 en positior

(i,j) et des O partout ailleurs.

En reportant dans (4) et (5), on obtient

(k) _ . (k)
T =0 5 BATT =My et -Ba, ket
(:{1\ éﬂz ) : Z a'f‘ i
\< x: N .._ ' T N N - {
fh R sy = N §.x:= 0
L é l ‘Xw \'\ gl\,\ i
En portant$(12) et (11) dans (3) et (2), on obtient
1 T. [ 3») } ‘Bﬁd % )
ot 1 O Yo 3 yok, -
—_— REg s o * ,‘5"
BA= AN ) Y = 7,5 + i
O N ! |
\1 —L*) (1 -
W P g I-dd S

et ¥; en (9)

di étant défini en (8) etfqi, Pi



(14)

(15)

(16)

Donc

Théoréme 1

o s e e o o s e o 0

Dans la résolution du systéme linéaire AX=Y, ou
1
A = 180 si 1'on calcule en point décimal flottant )

si 1'on utilise 1'élimination avec divisions particularisée,’
la solution réellement obtenue peut @tre considérée comme la

solution exacte de

(A+8A)X = Y + ¥Y

A et JY étant définies en (13)

Si maintenant on suppose de plus que .l'erreur rela-
tive sur chaque calcul du type (a-b)/c ou a-b/c est de 1l'ordre
de &, (13) devient

0 / % (0 3 f "g )
A Y
ZCL}\ O 72\“{“) al't%z
N ] '
N ' i
—— N ' EESS ! !
Sh=e| () "\ |, Bf =z e ;
p (\) (:.,
“~ d“‘- :3" 4 \WWgV\;

En raison des approximations que lfon a faites, on a
le droit de modifier un peu la 1ére ligne de la matrice JA et
celle de la colonne §Y : il vient alors :

| dy ] ) 480 )

. ol OB R
BA=¢| ~ | 8Y = 5.;j+ £o
i
h:ﬁ(“

|

La' W \th}
on voit alors que

BA = ¢D; SY = ¢¥' + £D. X



(17)

(18)

(19)
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L)

A, ~

1™
o ==
-

(di étant défini en (8)

! z

i e

i P
o
f | ;%f
~ 7
Y' est le vecteur issu de Y aprés qu'on lui ait appliqué les
transformations qui triangulent la matrice A.

On peut exprimer ces transformations de fagon matriciellg

. N S . eme
a4 chaque pas en k, on soustrait a la k®™€ 1igne 1a (k-1)

ligne multipliée par 1/d, , : ce qui revient & pré-multiplier

par (I - 51:1» Ek,k-1)°

Eij étant la matrice définie en (10). On fait cela pour k=2,3,.
Donc, 1'ensemble des transformations aboutissant a la trian-
gularisation de la matrice. A peut s'exprimer par la pré-multi-
plication par la matrice :

1 _ ] —
T = (- g B )T g Bye) (I g By )

o, -
n-1 1
= I (I - \E' ‘)
Mais 1l'on a
Bjj Epq = O 81 J £k
Donc :
T = I - aleE21 -~ -d—:]- E32“° - d1 En n_.’] =
1 2 ! n-1 !
-1 3
I - /; . 1N )
i= 1 i+1,1
- ~
Q
c2 4 |
4, ~ !
SO
T - N : (d, étant défini en (8))
NN N ; 1
SN §
N k '1(3




- 60 -

T étan. ainsi défini, on a

Y* = T.Y

(16) devient

SA = ..D; ¥ = £T.Y +¢&.D.X
On reporte dans (1) : il vient:

(A + ¢£.D).X=Y + £&£.T.Y +&.D.X

On met en facteur en tenant compte du fait que le signe des&
est incertain : il vient '

(A +2.6.D) X=(I+¢&.T)Y

s s e G s XD T TR R € €D

Dans la résolution de 1l'équation linéaire AX = Y

fes
ou A = 130 )
‘if’\}\\\wlg
:I\ \’L\ >1
{lsi 1'on caldule en point décimal flottant,

{si 1'on utilise l'élimination avec divisions part.cularisée

isi 1'on considére que sur chaque opération du type a-b/c ou
i (a-b)/c on fait une erreur relative de l'ordre de ¢,
1a solution réeliement obtenue peut dtre considérée comme la

i{solution exacte d=

(A +2.& .D).X=(I+¢.7).%

/'D et T étant définis en (17) et (19)
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ITI - Erreurs de calcul en "flottant" dans la méthode de Crank
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On a vu (%) que la méthode de Crank et Nicolson exige
a chaque pas en t la résolution du systéme linéaire

A.U = B.U_ + V
p+1 P P

Le secord membre exige les calculs

K"(K'x1+x +ug ) - ugP+{ et K"(x tKxy +ud )-ud pour la

1ére et 1la dernlere composante, K"(x +K“x +X

em
composante.

p+1

.
l+,|)'pour la

Si 1'on considére que l'erreur relative sur chaque
calcul du type a+b.c ou (a+b)c est de l’ordre de ¢, les erreurs
relatives sur les expressions ci-dessus sont & peuvprés de
l'ordre de .- et le second membre est en fait remplacé par

(1+2¢ ). (B.U_ + V_)

P P

Donc si 1l'on applique le théoréme 2 du paragraphe préc
dent on a

Théoréme

— e o G o e e c—

izDans la résolution de l'équation de la chaleur par la méthode

‘de Crank et Nicolson,
'si 1'on utilise 1'élimination avec divisions pour ia résolution

ides systémes linéaires,

si 1'on calcule en point décimal flottant,

fsi l'on fait sur chaque calcul du type a-b/c,(a-b)/c,a+b.c,
ﬁ(a+b).c une erreur relative de l'ordre de ¢,

si 1'on appelle U_ le vecteur des résultats théoriques de 1'équ:

P

(¥) page 35
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e

Gl Cnps & “
| ‘~tion aux différences aux noeuds du p"'° niveau en t,

%si 1'on appelle 5? le vecteur analogue a UP' mais obtenu réel-

iElement,
jsi Uy est le vecteur des conditions initiales, et VP le vec-
b3
iteur des conditions de bord au Péme niveau, on a
g
A.U = B.U_+ V
; p+1 P P
A+ 2.¢.D).U. . = (I+e.T).(1+2 3 ). (B.U_ + V
( £ D)., = (Tee.T). (1422 ) . (BT, + V)
5 - P, - 5 -
o = (&Pt T
, P 0529 P-J
i
e o -1 > 2= -1, 13=1
U= (1+22).(A+2¢.D) .(I+~i.,T)QE\RUO-{:?k’1(1+2£)(A+2;‘,D) (I+ 2T)BY]
sy - j:"— -
T -§1+2a).(A+22D)“1. (I+ Tf.Vpﬂj
o o it \
! RN N RN
h \\\ l e, T )
AN R .\
: AN \ |
: N \\"Ll ~ ?
! N ; IR
N i 1, o -1
K = —=(2+ = ; Ki= a"(2“‘ m ; KU o= -
A- EB23 22 t 5 0< o<1 ; ceractéristique de la
(pas en x)
. méthode
. ™ 7 5\
| I ': ©
YRR 1t i}
A : g*\ N .
~ ! N { g oo
I e VS N * ‘% — “
i N 1/ IC\\‘ N
- AN ; ~
, iy ;' _“. "4
~ V4 ~ w oL

d. étant 1e 1i°™€ élément diagonal de A aprés triangularisation.
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Pour tirer des conclusions pratiques de ce théoreme
on peut remarquer que
- dans le coefficient matriciel de UO’ le terme (1+2é.)p intyro=-
duit vne erreur relative proportionnelle a & et a p car
(1+2 « )Py 142.£p.
- 1l'erreur introduite par le facteur (I+ ¢£T) peut aussi &tre
considérée comme une erreur relative proportionnelle a £ et a
si 1'onsintéresse & l'erreur moyenne sur les résultats d'un
niveau en p et & condition que l'ordre des matrices (ctest-a-
dire le nombre de points selon 1l'axe des x) soit grand, et a
condition également que les composantes de UP aient des ordres
de grandeur pas trop différents les uns des autres.
- il en est de méme de l'erreur introduite par le remplacement
de o~" par (a+2:0)" ' o A7l - 2..47 " .p.a7
- le changement du coefficient matriciel des Vp—j n'introduit
aucune erreur si les conditions de bord sont nulles car alors
les vecteurs Vst sont tous nuls ;
- si les conditions de bord ne sont pas nulles, les Vp—j ne
sont pas nuls mais ont seulement leur premiere et leur derniexrt
composante non nulles:donc,si le nombre de points selon l'axe
des x est grand, c'est-a-dire si le nombre total de composante:
des vecteurs V_ .

J
la modification des coefficients matriciels des mej sont

et U0 est grand, les erreurs introduites par

négligeables devant les erreurs dues aux modifications du
coefficient matriciel de UO ;

- les termes d'erreurs ne dépendent pas des valeurs de la fonc
tion solution.

Ces remarques donnent une idée de la forme des erreur:
Pour étudier leur ordre de grandeur, il faut évaluer les
éléments des matrices d'erreurs, c'est-a-dire ici des dic



Ceux-ci sont définis par la récurrence

djjq =¥~ -4 =K
L
or
1
K—=(2+‘5—f7\—
et
a0 et A~ >0
donc
K <- 2
donc
d1 < - 1
et

Si 1'on suppose que pour un certain i 1l'on ait

alors on aura aussi

divg =¥ -z < -
i
donc
dj <= 1 Y i
donc
| _ 1
di+1’ .I( - d

ST



05 ~

On a

\
o
I
el
A
N

X
2

et donc aussi
X i o !

_,2_ ':; d2 = K ‘ e -I:T:; g K :
Si 1'on suppose que l'on ait pour un certain i

K ¢ .
alors on aura aussi:

'K L ; 1

A e - e
donc finalement

- X .

Les di restent donc bornés et non nuls quand i augmente indé-
finiment.
On en conclut que les éléments des matrices d'erreurs D et T
restent bornés quel que soit le nombre de points selon 1l'axe de
X,

Diol finalement :

Corollaire Qratiggga

o o G T G X OE Gr Cn G wes M o o e s

Dens la résoluticn de 1'équation de la chaleur par la méthode d

iiCranlc et Nicolson,

'si 1'on calcule en point décimal flottant,

51 1'on utilise 1'élimination avec divisions pour la résolution

!des systémes linéaires,
1'erreur moyenne de calcul sur les résultats d'un niveau en t
;est une erreur relative indépendante des valeurs de la fonc-

tion solution et sensiblement proporticrnnelle a 1'erreur rela-

tive élémentaire commise sur chaque cpération arithmétique.
'8i, de plus, les conditions de bord sont nulles,

~ou si le nombre de points selon l'axe des x est grand,

 cette erreur relative sur les résultats est aussi sensiblement
l?proportionnelle au_nombre de pas en t calculés depuis Je début.

‘Les facteurs de proportionnalité restent bornés quand on aug-

‘mente le nombre de points selon l'axe des x.
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Si 1l'on résoud le systéme linéaire AX=Y en calculant

en point décimal fixe et en utilisant la méthode générale de

simple élimination de Gauss,

dans sa version avec divisions,

la solution effectivement obtenue peut &tre considérée comme

la solution exacte du systéme (x)

¢ (X)

k+1

(A + BA) X =Y + 8Y

n=1
6a = )
k=1 _ °
p [
L 10
W PR
)_. () ‘ C&“>
Wi, D é(%#z,)
; i
&)
~ iﬁ
/!\y_;fﬁu“
A s
?u !
?(1) )
} Yt 3.
- ONL
= | ”tﬂ ) gl
hoa by
[l 2
&‘\twwﬂ\’ J

erreur absolue dans la division de {(k)

o

-

L T

B P Y

A,

8

!
'
|
]
O

®
'3

~.

Qﬁﬂ

Mwﬁw

53
+
oD

)
=

i Dar sl

P

‘rll\af« vt ”‘4.\\
;’\'L’s* “'*}"zw\

~w)
k+i~%%k+1, ¥/

+
oD

w
]

[

A

(kl erreur

1(k)— erreur absolue dans la multplication de a.

SSIE _a(ll:?j

+ erreur

erreur absolue dans la multiplication de y
RPESIEY

y'y '+ erreur
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(x) Mr Gastinel 1'a montré

(k+1)
ij

(k+1)

5 (%)
ij

S ()
1

( €& ) théoréme III page 65 et
explicitations pages 62,64 et 65
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1]

ik erreur absolue dans la multiplication de la récurrence des
sommes partielles

-~

— <N p—
. . - - o K N - _ \ 1 ) _ 5 '/‘ \ ;
¥ 4 erreur absolue dans la division de“i~(y Si'i+1},d 14

I

Rappelons que, dans le calcul en "fixe", on considére que les
additions et les soustractions sont effectuées sans erreur.

Posons, comme plus haut

d:a1>
(6) i il

Si la matrice du premier membre est de la Forme

fC
(7)
et si 1l'on en tient compte selon la particularisation de la
méthode exposée plus haut (%), on peut raisonner pour les
erreurs de calcul fixe d'une fagon analogue & ce que l17on & i@
pour les erreurs de calcul flottant et on voit que les seules
erreurs non nulles sont dans ce cas :
_ () : . o (k+1)
~Py417Pypyq = erreur absolue sur la division de y X+
(k) _ k) /4-
= - P
(8) Ye+d Yy /dK erreur
o =M(k> = erreur absolue sur la division de d =c-1/4,
k1 k+1, k1 - Tk+1 S
+ erreur
N c 1 a divisi T (y.- Y /4.
] erreur absolue sur la division de 4 (¥4 1+1,,d1
Posons comme plus haut
(9) Eij = matrice carrée d'ordre n ayant un 1 en position

{i,j) et des 0O partant ailleurs.

(%) page 43



En reportant (8) dans (3) et (4), on obtient

1o ! A ‘o
Jf; (%d |7
:,?3 85 ; " E
L b .
(k) _ ., A SV I SN N
(10) M =it B 5 Q= 9=0 o bl= |
$(Fw\ \X”:\)f\/ \0 /i
En reportant (10) dans (2), il vient
© A ) 0 ] ﬁ;?
DM P2 g
5'11\1\ O ‘ }K' iy
: : AN . !
(1) R U e
SP\ = TN \\ . %i S ? +
O
AN . ;!
N »1*&"‘/ a\'?\,' %\am‘ A )
d; défini en (6) 740 Py et ¥y définis en (8)
Donc
Théoreme 1_ [<1
| 1\\—\\‘ O |
2 RN
{|Dans la résolution du systéme linéaire A.X = Y ou A = %{)\\c\ ~
; ; SN
1si 1'on calcule en point décimal fixe L e

1si 1'on utilise 1l'élimination avec divisions particularisée,
|1la solution réellement obtenue peut é&tre considérée comme

|la solution exacte de

(A + 8A). X =Y +3Y

|8A et $Y étant définis en (11)

S8i maintenant on suppose de plus que 1l'erreur absolue
commise sur chaque division est toujours de 1l'ordre de £,

11) devient : G 9 4,
(11) ent AL O } i dﬂ
AN i [
N ' o
— . o vl
8A = &, AR %, 85—£.§§+£. :
G Sl : :
) ] 4
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En raison des approximations que l'on a faites, on ne change
a4 peu prés pas SA et 8Y en modifiant un peu leur premiére ligne
il vient alors

PL ] [4 [34
N o LI
! . ; o
8A:€x N ; %\(=£,x‘ +i.faf
‘; N : f o
H O \\ i t
do! (4 [dy
N Vs N/ N 4
ctest-a-dire
8A =e¢D ; Y = ¢.(I+D). 2
oy 1]
D = N ’ r |
N [ i
Théoreme 2 AU
N0
Dans la résolution du systéme linéaire A.X = Y ou A = .
. . . . . Do N g
sl 1'on calcule en point décimal fixe; A \1f

N
si 1'on utilise 1l'élimination avec divisiors particularisée

si 1'on considere que 1l'on fait sur chaque division une erreur
absolue &,

la solution réellement obtenue peut étre considérée comme la
solution exacte de

(A +£D) X =Y + £(I+D).2

avec
EW ) r1
Q H |
W O ;,
D =1 N ! ’ Z ES f
1O~ !
"‘M 4
~ ’ N ’
_ . i .eme .. . N . . .
ndi étant le i €lément diagonal de A apreés triangularisaticn.
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On remarque que les erreurs sur les multiplications
n'interviennent pas.

IV - Erreurs de calcul en "fixe" dans la méthode de Crarnk et
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On a vu (%) que la méthode de Crank et Nicolson exige
a chaque pas en t la résolution du systéme linéaire

A.U = B.U_ + V
p+1 P P

Le second membre exige les calculs

@"XK"X1+x2+ugp)=ugP+ﬂ_et ["iK"xn+x +udp)«ud 1 pour la 1e com-

n+1 p+1

posante et la derniére
.eme
"
@ (xi +K,xl+x1+1)|pour la i composante.
Si 1'on admet que 1l'erreur absolue sur chaque produit
élémentaire est de l'ordre de ", les erreurs absolues sur les

calculs ci-dessus sont qu1+K") et le second membre de (1) est
remplacé en fait par

ny. 2 Z =
B.U_ + VP + '\ILQ(1+K ). 2 avec

;
s
P |

»—-~i—~’->

]
!

Donc, si 1l'on applique le théoréme 2 du paragraphe
précédent, on a

o e e € G G €I G 65 6559 65 e S € £ 600 €55 G O i 600 s 3 e e € 650 €5 6 65 65 €303 G 655 £ S €3 e 59 S Cn caa £ Gmn €8 G S LR O
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Dans la résolution de 1l'équation de la chaleur par la méthode

de Crank et Nicolscn,
si 1'on utilise 1l*élimination avec divisions pour la résolution

des systemes linéaires,
si 1'on calcule en point décimal fixe,
si 1l'on fait sur chaque multiplication une erreur absolue de

1l'ordre de »
et sur chaque division une erreur absolue de 1l'ordre de &,

si 1'on estime négligeables les erreurs sur les additions et

les soustractions,

si 1'on appelle UP le vecteur des ré§gltats théoriques de 1'équa-
tion aux différences aux noeuds du pleme

si l'on appelle ﬁ% le vecteur analogue a Up mais réellement

niveau en t

obtenu,

si UO est le vecteur des conditions initiales et VP celul des
iémeés

P conditions de bord,
On a
AUp+1 = BUP + VP
— - - . -
(A+ ZD)_?P+1P— BUP+VP+ {C(qif )I;_E‘IT?Z‘?
U, = (a7 B)P.u, + % (A, B)dT . A ,\\h&
T, = r(A+2D) BWPUO +:?1 (a+ £D)” .B‘J =1 (a+ D)7 Voo

P
JiE(A+£D) ]31 .(A+ &D)” Ev);(1+K")I+z(I+D)]~Z

L J=1
avec
-~ - -
ke , ] !
Ei\\\ [,-\_‘ ! 1\\\ {’\ !
PN NI BN —r
E AN N K i N . H
N Al N i N
i \\ , A ) "‘
_— ~ { . " S
A= f /\) NN [ B =K. i L/‘ > “
[N N } : NN
. : i
~ - LS .
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K~Q(2+¢A. ,K“—=(2==T,]—-:-—CT_-TZ—),K'— -
- pasent ; O< 9°¢ 1 : caractéristique de 1a
(pas en x)2 méthode
f A (47
da\ 1
'
\\ |
b: \\ v Z: §
N /) ‘o
\ .
‘\ “\«L; \jl
di étant le i°M€ é1ément diagonal de A apr