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INTRODUCTION

Le présent travail consiste en 1'étude numérique d'une méthode de réso-
lution des systémes linéaires et par suite de la résolution de certains proble-
mes elliptiques qui se raménent par discrétisation a des systémes linéaires : il

s'agit de la méthode de Peaceman-Rachford.

Cette méthode nécessite un choix adéquat de parametres r, qui se raméne
a4 un probléme de min-max pour une fraction rationnelle qui, pour le cas présent,
s'avére semblable au probleme de Tchebycheff pour les polyndmes. Nous avons cal-
culé ces paramdtres par deux méthodes : l'une générale (mais approximative) due
4 Wachpress, 1l'autre restreinte (mais exacte) au cas ol le nombre de paramétres
est de.la forme 2k. Nous avons, par ailleurs, étudié l'influence de ces parame-
tres sur la rapidité de convergence de la méthode et nous avons comparé le temps
de calcul de la présente méthode avec celui de la méthode dite "directe SH". De
plus, nous avons déterminé le domaine dans lequel la méthode de Peaceman-Rachfor
présente ses avantages. Enfin, nous avons étudié l'erreur de calcul due a la ca-
pacité limitée de la machine et donné une idée sur les plages d'erreurs globa-

les,

~

I1 est a notér que tous les résitats numériques figurent & la fin et

forment la quatriéme partie de cette étude.






I - PARTIE

METHODE DES DIRECTIONS ALTERNEES






I, - METHODE DES DIRECTIONS ALTERNEES

A. - Rappel de quelques définitions et théoreémes,

Soient une matrice carrée A d'ordre n, ayant pour valeurs propres Xi’
1< i< n, et A* sa transposée conjuguée, soit X un vecteur appartenant a 1'es-

. n N .
pace vectoriel C des colonnes de n nombres complexes dans l'espace & n dimen-

sions avec :

X
1 T
X" =
X = X2 "xl x2 . e xn ,
o * - — — -
‘ X l Xl X2 .o xn !
<
n

ol les x, sont en général des nombres comple xes et les x, sont les conjugués

des x,.
i
A, 1
On appelle norme euclidienne de X la quantité
. n ~N 1/2
I i: % 1/2 = Z 2
lx]= =0 2k,
A.2,
On appelle rayon spectral de A la quantité :
max
A) =
P = ien | M
A.3

On appelle norme spectrale de A la quantité :

o~ 5 D



A.4

On dit que la matrice A est convergente (vers zéro) si la suite des

, t .
matrices A, AZ, A3, vee.y A, .... converge vers la matrice nulle 0. (t=#+)

. s n .
Soient X et Y deux vecteurs appartenant a l'espace C et soit O un

scalaire quelconque, alors :
ilX “ >.0 pour tout X € d{»sauf pour X = 0
[o x| =]a] x|
| vl < x|+l

Soient A et B deux matrices carrées d'ordre n, X un vecteur appar-

. .n ,
tenant & C et O un scalaire, alors :

1
o

(\A!l> 0 sauf si A =
"A+B“<“A”+ ﬁIBH
fasysfall. 18]
Jax | < fall dx|

_ n
et il existe un vecteur Y non nul appartenant & C et pour lequel on a :

e | = fa |- ]

Pour toute matrice A, on a :
o < a]
A.7. Théoreme

Pour toute matrice A, on a :

3!A “ = (p(A*A)>%



En effet :

la matrice A* A est une matrice hermitienne, (une matrice B est dite

hermitienne si B* = B), définie non-négative :
(A?’cA)?‘r = A% A
aaxax = | ax [?
X*A*AX = |AX|" >0 VX
Soit donc{li} n l'ensemble orthonormal des vecteurs propres de
: i=1
n
la matrice A*A et soit vi l'ensemble des valeurs propres correspon-
i=1
dant, alors :
A* Aa, =v, A, ou 0K < L oevns <
i~ Vi % oSV Sy = Vi
fq.F o, =0 our tout i # j
et &y i P ]
@i* a, = 1 pour tout i tel que 1L i< n
n
Si X =i§1 Ci @i, ol les Ci sont des constantes, est un vecteur non

nul, par un calcul direct nous nbtenons :

2 V,
1

N\ 2
”AXﬁ _ X*A*AX - i;l ‘Ci

Y/ 2
o
1 I

[ ing =)

J
Alors, mnous pourrons écrire :

2
URS vy S (?ézﬂ < v

I n

De plus, en choisissant X = an , on voit que 1'égalité a droite est
atteinte, alors nous aurons :
3 )

_ sup 1AX _ _ 4
Aii T X#0 x| > Vh= P (A%A)

“Au = (p(A*A) )1/2 c.q.f.d.

et



A.7.1, Corollaire

Si A est hermitienne alors :

o (&) =al
De plus si Pm (z) est un polyndme réel de degré m en z alors :
e w|= o @ @)
m m

En effet : si A est hermitienne on a A* = A et d'aprés le théoreme

(A.7.) on peut écrire :

a]?

o (A%A)
- 0 %) = (p(an?

d'ou :

1}

lal.

le second point s'ca déduit facilement.

o (A)

A.8. Théoréme,

La matrice A est convergente si et seulement si p (A) < 1.

En effet, il existe une matrice non singuliére S telle que :

9




ou JK est une matrice carrée d'ordre n, ayant la forme suivante :

b 1
U
A 1
JK =
0 . °
e 1

olt XK est une valeur propre de A et n, + n, + ... n_=mn;mn étant l'or-
dre de la matrice carrée A,

De 1'écriture K.= SAS—1 on tire : (A)m = SAm S-1 d'ol :

A" =slims
de sorte qu'il est équivalent de chercher la condition nécéssaire et suffi-
sante pour que (A)™ 50

;o
1

mais ([N&)m

. m
et par conséquent A———> O

. , W
si et seulement si J ,—> o  pour tout K,
Mayw K

M—sw

Considérons donc JK et calculons JKZ




2
A 2 1
K XK 0
2 2
J g = A K ZKK\ 1 \
\\ \\\ \\‘x
\\ ) \\ ) 1
0 M A
~ ZXK
i B
A K

et par récurrence, on démontre que Jém) a pour éléments les quantités
d(m)K (i,3) ot

0 si j<i

d(m) (i,7)= § il m-iH si 1€ j <« max (n,, mi)
K m K- TOS K’
i mt+ i 1<
0 S1 + 1 ] nK
Par conséquent pour que JmK converge vers zéro, il est nécessaire que

lXK ‘< 1 , on constate que cette condition est suffisante, donc JmK———> 0

si et seulement silKKl < 1. Donc AQ—Q-O si et seulement si 'KK, < 1 pour

tout K. Donc finalement Ay O si et seulement si p (A) < 1.

c.q.f.d.

A9, Théoréme d'Hadamard

Soit A une matrice carrée d'ordre n ayant pour éléments aij et soit

Di le disque du plan complexe :

I
Di =§ b AN Iz—aii ! <

e M3
o

n
Alors les valeurs propres de A sont contenues dansig Di°



En effet soit A une valeur propre de A et soit X un vecteur propre cor-
respondant, c'est-a-dire :
AX = AX
X ayant pour composantes S EREEEEY X o Soit X la plus grande composante en va-

leur absolue, avec Xn.# 0, alors

(- arr) 7 j;r arj Xj
}

Xri<j§r 'arj!°§xj[

lk- arr!'S jgr [arj%

et comme
xr#O alors :

3

|K— a
Y

c.q.f.d,

A.9.1, Corollaire

n
P& max <j§1 i3 )
et | n
p (A) < e <i§1 aij!

A,9,2, Corollaire

Les modules des valeurs propres d'une matrice A se trouvent entre la
n
plus grande des quantités j§1 laij pour tout i allant de 1 & n d'une part, et
n

la plus petite des quantités |aiil - jzi ‘aijij> pour tout i allant de 1
j=1

~

2 n d'autre part.

B. - Principe de la méthode,

Considérons le probleme de Dirichlet dans un carré R de c6té 17, ce
probléme est connu sous le nom de "probleme modele" ** : essayons de trouver
une approximation de la fonction U (x,y) définie & 1'intérieur de ce carré et

satisfaisant a 1'équation de Laplace suivante :

2 2
(1) AU=2- UGy + 2 UGxy) =0
9x dy 0<x,y<m

** le "probléme modele" est connu aussi sous le nom de "probleme type'.



et telle que :

(2) Ux,y) = g (x,y) pour tout (x,y) € I

ou I' est la frontidre du carré R et g (x,y) est une fonction connue, définie

sur I' . Y
™~
m X X X X X X X
”
| X X X X X X X
. h
Nous pratiquons dans R un v
X X X X X X X
quadrillage uniforme de pas h sur
X X X X X X X
ox et de méme sur oy, nous aurons
X X X X X X X
ainsi n points suivant ox et n
X X X X X X X
points suivant oy tels que
X X X X X X X
N
4
m = (ntl) h <>
h T X

Alors en supposant h suffisamment petit pour pouvoir considérer hp,

pour p » 3, comme négligeable et en appliquant le développement de Taylor sur

la fonction U (x,y) supposée suffisamment différentiable, nous aurons :

2 .2

- 2 h™ 2y h™ 27y e
U(x0+h,yo) lJ(xO,yO)+h — (xo,yo)+ > axz (xo,y ) + 37 ®§3 (x ,yo) b
2 2 3
_ = — _a—U h_ B_ U _ ]:}_a_.;)_ " :h
U(Xo h’yo) U(xo’yo) h ox (Xo’yo)+ 2 2 (Xo’y ) ! 3 (Xo’yo)'T %
ox I x
(3)
2 2 3 3 -
_ 2 h™ 3 h” 9%y 3
Ux_,y )=V (x_,y )+ ayu(xo,yo)+ o Ve ,y ) + 57 % Gy )+ ©
y wx
2 2 3 3
—h)= h 2 h g b oz NS
U(xo,yo h) U(xo,yo) h aylkxo,yo)+ > 5 V (xo,yo) 31 3 (Xo’“o)4)“J

oy

N A L4 P
ot A est une quantité en h donc négligeable

ax

ot le point (xo,yo) appartient 3 1'ensemble des points intérieurs

au carré et ou les quatre points (xoj h, yo) et (xo, v, h) peu-
vent appartenir ou bien a 1'interieur de R ou bien a la fois a
1'intérieur de R et & sa frontiere " selon le point autour duquel

on fait le développement.,

X0 Yo



Fn additionnant les quatre relations de (3) nous aurons

] ,
;E{ U (xo+h,yo) -2V (xo,yo) + U (xo-h,yo) }
1y ; h) b=
+ h2 { (xo,yo+h) 2 U(xo,yo) + U (xo,yO h)}
(4) 52 52,
2 u (Xo’yo) + 2 U(xo’yo) =0
oX oy

et en écrivant la méme chose pour tous les points du quadrillage et en faisant

h2 h

membre, chaque fois que les points (xo + h, yo) et (xo, v, t h) sont des points

passer les quantités 1 u (xO + h, yo) et 15 l’(xo,yo + h) dans le second

de T, donc la U correspondant cainue par l'intermédiaire de g (x,y), nous ob-

tenons un systéme linéaire de la forme :
(5) AX =K

ot A est une matrice carrée d'ordre N (N = n2) et ol X est un vecteur ayant
N éléments qui ne sont autres que les quantités Y (ih, jh) i et j allant de 1

a n, K étant le vecteur second membre,

La matrice A du systeme (5) a la forme (5') suivante :
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N

1% colonne (n+1)€ colonne
i
1% ligne | 4 -1 -l
SR O
\\\\ - E _].
\\\\ h. i
N -1 -1
~ \\ ;
~1 4 0 -1
h2 . A= bom e e e ______~.____?_'___.._..-_.._..___-- - ey
)! (n+l)eligne -1 0! 4 -1 i_l
| ' '
-1 S Y : -1
;, I N N N ;
f‘ _1 : \\ \\\ \\\ | -'1
H : \\ S N !
i ] ~ N AN i
; —} § ~ \\\ —1 3 _l
‘ -1 -1 N4 0 -1
i i________ U | \\\\
| -1 0 AN
.I ) \\
-1 .0 R
: . 0.4 -1
! -1 4 -1
Q | ~,\ : \\\ | \\\
H S N 1 N
} ‘ ~ ] _1 h‘4 “']
-1 -1 L

Une matrice creuse ayant une diagonale principale possédant des termes
tous égaux a 4 ; les deux diagonales adjacents a la diagonale principale ayant
tous leurs éléments égaux a - 1 sauf les (j.n)leme éléments qui sont nuls pour
i=1, ...., n; les deux diagonales qui restent ayant chacune n (n-1) élément
tous égaux a - 1.

La résolution du systéme (5), A ayant la forme (5'), par une méthode
classique de résolution des systémes linéaires (méthode de Gauss, ou varian
tes) nécessite la réservation d'un trés grand nombre de mémoires, et comme le

nombre des mémoires dans la machine est limitée, cette résolution est presque

impossible.
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I1 est donc avantageux d'extraire de la matrice A deux autres matrices

H et V telles

(6) A=H+V

H ayant la forme (22) et V la forme (23) données toutes les deux plus
loin. En examinant les formes (22) et (23) nous nous apercevons que le systé-
me linéaire ayant H ou V comme matrice est trés pratique pour &tre résolue vu
que sa résolution n'exige pas plus que 2N mémqires, N étant 1'ordre de la ma-

trice A; car ce sont des matrices ayant 3 2 la diagonale seulement.

Ainsi le systéme (5) s'écrit alors :
(7) (H+V) X=K

Considérons un scalaire r > O et soii I la matrice unité ayant méme or-

dre que A, alors (7) beut 8tre remplacée par :
(8) (H+V+1rI-rI)X=K r>0

~La relation (8) peut &tre remplacée par le couple suivant :

(H+ rI) X
(V+rI)X

(rI - V) X+ K
(rI - H) X+ K

(9)

[

chacune des équations (9) étant identique 2 (8)

(o)

Soit X un vecteur approchant la solution du systéme (5), alors je

. o (1) . i
calcule un premier vecteur itéré X par l'intermédiaire d'un autre vecteur

X(l/z) de la fagon suivante :

@+ D) 2 21 - v 29 4k
(10) (1) (1/2)
(V+ rI) X = (rI - H) X + K
et ayant calculé un vecteur itéré X(m) le suivant X(m+1) sera calculé par :
[ (H + rI) x(m1/2) (rI - V) X(m) + K
(1D Y n>0
| (v + rD) ™D gy x®2) -

-
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En combinant les deux relations (11) il vient

(m+1) (m)

(12) X 77 =TrX + Gr (K)
ou
(13) Tr=(I+W ' (I -8 I+ (1 - W)
et
(14)  Gr = (I + 7! {(rl W) GI+®mT 4 % . K

Remarques et définitbns

1.

La méthode ainsi définie est dite méthode de directions alternées,

car si on explicite H et V dans la résolution du "probleme modéle" nous au-

rons

(15)7‘:7‘r

1'écriture

du vecteur

On
rizontales

les lignes

2,

Fk

li

@U] (XO,YO) {U(Xo - h, yo) -2 U(xo,yo) + lJ(xO+h,y

It

SO

]
ol Gy {u<xo, To - B - 20U G,y )+ Yx Ly +h)f
[HL)] (xo,yo) désigne la composante relative au point (xo,yo)

HU

constate que la premiére de (11) est résolue suivant les lignes ho-
{1 quadrillage, tandis que la deuxi&me, elle est résolue suivant

verticales.

La matrice Tr est dite matrice de la méthode,

Le paramétre r est dit paramétre accélérateur.

(mt+1) . . (m) (n+1/2)
ne

. Dans le calcul de X a partir de X le vecteur X

joue qu'un rdle auxiliaire,

(m) . X(m—l—1/2)

. Le passage de X a nous lui donnons le nom de sous-~itéra-

) ST GET
tion, de méme pour celui de X(m+1/2)ﬂ« tandis que le passage de X

(h+1)

nous lui donnons /Jle nom d'itération

(m¥1), = 7=7== (m)

. Pour que le calcul de X a partir de X solt rapide et facile

a faire, il nous faut au moins réserver 2N mémoires plus 4 n mémoi-
res pour les valeurs de la fonction sur la frontiére et 2n mémoires

pour stocker des valeurs intervenant dans la résolution des systémes

H et V ayant ici une signification symbolique, linéaires
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C. - Convergence de la méthode.
c.1. |
Soit X* le vecteur solution exacte du systéme linéaire AX = K, et goit E
- le vecteur erreur associé au vecteur itéré X(m) tel que :
(16) g™ _ <™ e
compte tenu de (12), il vient :
17y gD o gl o
gD _ o x™ e 4 ar @
=1e 3™ - (x* - 6r (K)
= Tr X(m) - Tr X* = Tr (X(m) - X*)
E(m+1) - Ty E(m)
d'ol
(18)xx 5™ o (ppy™L g(0)

(o) (o)

E étant le vecteur erreur associé au vecteur initial X

(mt1) _ o (mkl)

Donc la méthode converge si E - X* tend vers zéro quand

m augmente indéfiniment, c'est-a-dire si :
m
N
M —y o0 ‘

et en examinant (18) et en tenant compte du théoreme (A.8.), on voit que

E(m+1) o si le rayon spectral de la matrice Tr est < 1.

M ——3 o0

C.2.

Calcul de p (Tr)

ey iy v

N
Considérons la matrice Tr donnée par :

(19) Tr = (I +V) Tr (rI + V)_l
les deux matrices Tr et Tr ont les mémes valeurs propres puisqu'elles sont
semblables ; compte tenu de ce qui a été fait précédemment (relation (13)),

il vient :

** le m entre parenthéses : (m) a une signification symbolique tandis que le

frin
m+l de (Tr) L est une puissance,

(m
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(20) Tr = {(rI—H) (rI+H)_1}{(rI—V) (rI+V)_1}

et en tenant compte du théoreme (A.6.) et de son corollaire nous aurons :

5 | - -1
o) oo = o (0 < e € Jorm G L] G G ﬂ
Soient Xj les valeurs propres‘de H 1< J<N

Vj les valeurs propres de V 1 £ jgN

Si nous examinons bien les relation (15) nous constatons que H a la forme

suivante :

(22) H=

=]

H d'ordre N

toutes les Hi dans le probleéme type sont des matrices carrés identiques d'or-

dre n avec :
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et V la forme suivante

n+1
2 O e .-1
0 2 0-meem-moon-l
: N \
| ~ N
(
ntl -1 2
-1 2
(23) V = 12
h . .
-1 2

S T = SeI—
I

e S A

la diagonale principale contient N

autres contiennent chacune N - n éléments tous égaux a - 1.

Remarque

————

2n+1

V d'ordre N

n x n élémens tous égaux 3 2, les deux

H et V n'ont les formes (22) et (23) que pour un vecteur inconnu X

convenablement ordonné ; si ll,,, 1 g i,j < n, sont les inconnues qu'on dési-

1]

gne par le vecteur X_ﬂ, 1 €\< N, dans ce cas X_e est ordonné de la fagon sui-

vante

(23)’*"‘ xi = Uij avec «2= n (i-1) + j

1 désignant la ligne et j la colonne.

% U {1 désigne la numérotation des points du carré.
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On constate que pour le probléme type H est hermitienne définie positi-
ve, alors (rI - H) (rI + H)—1 est aussi hermitienne. Vu sa forme la matrice H
posséde n valeurs propres X > 0, l\g j &€ n qui sont multiples d'ordre de mul-
tiplicité n, alors (rI - H) (rI + H) est hermitienne et posséde n valeurs

propres de la forme :

r - A,
= ____i 3
Hj w_— Xj‘> 1€£j&n

les uj ayant le méme ordre de multiplicité que Xj

d'ou

(24) l(rI—H)o(rI+H)—1“= nax

-\,
J | <1 carr >0
1<jgn

A,
]

De méme, on démontre que
(25) “(rl-v).,(r1+v)"1” <1

I1 s'en suit que :

p (Tr) < 1 ¥Yr>0

d'ott le théoréme suivant

C.2.1.

Theoreme :

Si les deux matrices H et V, dont la somme est identique a 1é matrice
A, sont hermitiennes définies non-négatives, ot au moins 1'une d'elles est
définie p051t1ve, alors pour tout scalalre r > 0, la matrice Tr et par suite
la méthode des dlrectlons alternees est convergente,

Maintenant, nous allons demontrer un théoréme connu sous le nom du

théoreme de Frobenius et qui est d'une gran&élmportance dans tout ce qu1 va

suivre,
C.2.2.
Théoreéme de Frobenius,
Soient H et V deux matrices hermitiennes d'ordre N, alors il existe
1IN
une base orthonormale de vecteurs propres {ai} commune avec Hai=Xi Qi
i=1 R

et V ai =V ai’ si et seulement si HV = VH.
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En effet

- si une base orthonormale commune de vecteurs propres 1ai}
L .
i=1

existe avec HO, = A, &, et V&, =y, &,, alors : HV&, = A, y, o, = VHO,
i i i i i i i iVi¥i i

pour tout i ; 1 £ 1 &N,
N

, . n
Soit maintenant un vecteur X € C ; comme {qi} ) est une base
=1

n , .
de C alors il existe des constantes c, telles que

en tenant compte de ce qui précéde, il s'en suit que
HVX = VHX
. . n
et comme ceci est vrai pour tout vecteur X € C nous en concluons que

HV = VH.

- Réciproquement, supposons HV = VH. Comme H est hermitienne soit

U une matrice unitaire d'ordre N qui diagonalise H de la facon suivante

MYy

R
e

UHU * = .

ol les Kl < Xz heoe < Xr sont les différentes valeurs propres de H et ou

les Ij sont des matrices unité d'ordre nj avec

N=2 n, t A, #0
1 hi et g
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Formons maintenant V = YV U* , nous aurons
V11 V12 OOOOOOOO Vlr
V21 V22 oooooooo V2r
V:
Vrl Vr2 Vrr

ot

mais il est clair que HV 2= VH implique VH = VH en effet

UVH U>*

<?_
e
I
o
<
ot
*
L -
e
c
v
i

et
UHV U*

2
<2
il

UH U * U v U:‘c

et comme HV = VH alors :

Uv HU*

U VU*

ce qui implique V=8V

~ ~

Alors en effectuant la multiplication V et BV et en égalant terme

a terme, nous tyrouvons que V, 0 pour tout j # k.

JkE

Ainsi la matrice hermitienne V se trouve réduite & une matrice

formée par des blocs de sous-matrices ij lg i< r , chaque ij
hermitienne posséde nj vecteurs propres orthonormaux qul sont en méme temps

vecteurs propres de la sous-matrice diagonale correspondante Xj Ij de H ;
et la totalité de ces vecteurs propres engendre N vecteurs orthonormaux 04

avec

o
Q
Il
>
Q

c.q.f.d.
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o i ot e e oy o — —

Alors si on admet que H et V ont méme base { ai} de vecteurs propres **

on peut écrire :

r-Xi 'r-vi
= < i<
(26)  Tra, T Tty %5 lsigH

Soient by les valeurs propres de Tr, de (26), nous tirons :

r—Xi \ /T
(27) =<?-+5\-i> <r+\)i> lgigV

et _ )
| r-)\i r-\)i >\.i— \)i-r
(28) p (Tr) = max | > ;) = max
i i r+)\i r+\)i i Xi+r \)i—i-r
_ max
p (Tr) i ) (Xi). ) (Vi)
avec :
X, =T
o (Xi) - X,+tr
i
X-T ..
Donc si je pose § (x) = =— et si je suppose que :
X+r
<
a S \)i, )\.i S b
alors :

(29) p (Tr) <
X €

max[a,b] |9 o] }2

et en général :

= |6 op.oap| < o aw

——
** démonstration plus loin, en C.3.



C.2.4.

Minimisation de p

Il est bien évident que la méthode de directions dternées est d'autant
plus convergente que le rayon spectral de la matrice Tr est plus petit, ce ra-

yon 0 (Tr) dépendant d'un parametre r, on peut choisir ce paramétre de telle

~20-

(Tr).

sorte que p (Tr) soit le plus petit possible.

Mais minimiser p (Tr) revient & minimiser max

d'abord max

!¢ (x)g
agx<h ’

nax |
as<x<b
max \
asxgh

Considérons la fonction :

¢ (x) = ii%
alors :
d ¢(x) _ 2r
dx T (x+1)? >

X
=

X+r

=X

r+X t

0 car r > O

donc la fonction @ (x) est croissante et son maximum

absolu dans 1l'intervalle [a,b] est atteint soit en a,

soit en b
(30) max r-x
asx<b X
d'ou :
(31) max |r-x
asxsh | rix

max

b-r
btr

r-a
Lr-+a

r-b
r+b

r-a

r+a ’

si10< < V;E;
sir2 VEE;‘

I¢ (X)I . Cherchons

+1

|

|91
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Je dis que, d'aprés (31) le min max
r asxh

donné pour x = b (ou x = a) quand r = Y ab ; en effet :

ou bien le maximum minimisé de est atteint deux fois dans

a,bJ

| e ]

une fois en a et une fois en b ou bien il est atteint une seule fois en b par
exemple (ou en a),
A Supposons que le minimax est atteint deux fois, ce qui implique
‘ ! -]-::___a.'. = B.__i
(3D r+a b+r
r étant le paramdtre répondant au probléme, donc
(r-a)(b+1)=(®-1)(r+a)
et en effectuant le calcul, on trouve r = + \Vab et comme r > 0 alors
r = \ab
A Supposons que :
(G N AL S b-r ar exemple
r+a b+r P P
. v e .. | b-r
donc, il s'agit de minimiser la quantité -
. - ... | b-r ,
Si r diminue la quantité m augmente, par contre si r augmente

la méme quantité diminue ; mais r ne peut pas augmenter indéfiniment, car

1'inégalité (31)" n'est vraie que si r < V@b (voir (31)) donc le minimum
3 - ‘ — .

est atteint en b pour r = Vab et il vaut

b B VB-VE e |
b+ Vab = VBT Ve ,.mal.s si r = V'é—b alors la valeur de

, r - a \ab-a \/B -Va X=T
la fonction =——= serai = ‘1= ind 2=
T T a rait \Vabra \[5 TVe Donc le minima de -

r—

est atteint deux fois : une fois en a et une autre en b pour r =\ ab.
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Donc le min p (Tr) est atteint pour r= Vab , et

Vrg - a:> _ <1? - V_— Mb__JL_

(32) min p (Tr) =
r

\fb+a b+V_B \/"b_—t-a

ou

. }b_‘ 2',
(32)' min p -‘(Tr)A =<—11—»J—TL2V% = p (T%) |

r

et nous sommes alors sGrs que la matrice Tr et par suite la méthode de direc-

tions alternées, convergerait plus vite que n 1mporte quelle autre matrice Trx

ol r £ r = VEE?

Résultats numériques :

Pour un carré de cdté 1 avec un pas h = 0,1 donc avec 9 points suivant

o x et 9 points suivant o y, nous avons pris :
=9, 7887 b =390, 21

a et b étant donnés par les relations (46)" et (46)"

avec t = I =V;E = 61, 803 17 itérations = 28¢¢

avec r = 390 96 itérations =105¢¢

Nous avons choisi comme test d'arrét la valeur du résidu relatif,

clest-a-dire :

max '
X, |AX - K‘
Résidu = X, Composantes de X
max 1
X,
X, | 1 -
1

. i fos -5 -
et nous avons pris le test suivant Résidu < 10 avec r = r le programme
. sec -
écrit en Fortran,s'arréte aprés 2 de calcul,et avec r = 390 # r apres 10 Se¢

et passe sur 7044 (a 2rﬁh de cycle de base)
C.3. ,

———

_._..-_....—.._.-.—__—_....—_...—___—.—__._-—__.--.—__———-———_—_-.-__.__._.._.

On a supposé pour faire le calcul précédent que HV = VH, ou bien d'apres
le théoreme de Frobenius que H et V ont méme base orthonormale de vecteurs pro-

pres, dans ce qui va suivre, nous allons Justlfler cette suppos1tlon
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Pour le probléme type H et V ayant les forme (22) et (23), soient
A. les valeurs propres de H et Vj celles de V. Si X7 est un vecteur propre

de H correspondant 2 Kj alors

(33)** g xJ = xj x3 1£i<n
qui se traduit par :
ol I D v -
(34) Ky P2Xy =%, = A X ;=L ...y
avec
35) |x) =0
o
I
X n+1 0
ou plus généralement
- - = V =
(36) X 1T 2X X =X ;=L ooy m

i i . , . .
en posant X, = o, (p” = p puissance i), il vient

2
(37) " - @@\ p+1=0
p2 -ap+1=0 avec O = 2 - A
d'olt 1'on tire
=1 \a? "ot
o =3 @+ Va 4) dloti p, et P,

et la solution générale est

i
(39) X;=C p, +C

1
1 )

en tenant compte des relations (35) nous devons avoir :

(40) X =C, +¢C, =0

*% 1'exposant j est symbolique,
** H étant une matrice par blocs de la forme (22) elle possade n? valeurs
propres chacune est n - uple, les valeurs propres qu'on cherche sont

-celles d'un bloc.
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la solution non nulle du systéme (40) est C1 = - C2.= - 02 qui implique :
pn+l = pn+1 s c'est-a-dire : . _
1 2 :
n+l y ntl
<§-+¥a2 - > = é - Vaz - >
ou encore : bl ntl
(41) @4-}‘ \/0.2 - 4> . p2ikm Qx - \/on?‘ - 4)
d'ou : 21K

. n+1 Qx _ \/’@2 _ 4>
' 2iKq
2

:) -4 e n+l

VI
+
Qg‘
-
N
|

o\
+
(
Q
N
t

7 iky
o+ Vol -4 =+ 2¢ whl
St 5 s D - @2 - &) 1/2
et en élevant au carré les deux membres :
21K - ikm
) al+4 e ™ T sae ml 02y
on en tire : ik Cikm
+0=e o+l + e okl 2 cos L
T n+tl
et
- Km -5 .
&=+ 2cos = 2 - A
d'ou
- Knm _ . Ko
A=2+2 cos 17 .2 (1 + cos ol );,-1 <K<n
4 el Ko _
A =4 sin 2 (ar1) K=1, ...., 0
car :
_m - jaini
cos nt+1 €OS  Tt1
cos M o cos nfl-] m

nt+l . n+l .



~25-

et en tenant compte du facteur —% qui multiplie H (voir (22)) il vient :
h

TT
43 A=-3 sin &
h 2(n+1)

mais comme 11 = (n+l1) h, alors (43) devient :

(4h) | = _% sinz Kh pour K allant de 1 a n
h

AK = A pour un K donné

2
. 1. n
Considérons le vecteur € R

(45) XKL {x,y) = sin Kx sin Ly

~

A
[
IN

o

IN IN /A
b

IN IN N
B B

o
c e .o
T e

<
[}

On vérifie bien que :

(45)! HX o (x,y) = >‘K XKL (x,y) VK=1, ....., n

L quelconque.

En effet, en combinant les relations (15) et (45), nous aurons :

1

HXKL (x,y) = ;E - X (x -h, y) +2 X1 (x,y) - X1 (x+h,y)
= i; {-sin K (x~h) + 2 sin Kx - sin K (x+h) sin Ly
B2
=}—2— {-ZSin Kx cos Kh+ZSinKx}sinLy
a
== {2 (1 - cos Kh) }sin Kx sin Ly
B .
= é§ sin2 kb + sin Kx sin Ly
h 2
= XK XKL (x,y) c.q.f.d.
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Appliquons V a XKL (x,vy).
X1 (x,y) = %Z sin Kx<{—sin‘L (y-h) + 2 sin Ly - sin L(y+h)}
= 15 (2 sin Ly - 2 sin Ly cos Lh). sin Kx
h
2 . .
=%~ (1 - cos Lh) sin Kx sin Ly
2
h
= 5 sin Lh . sin Kx sin Ly
2 2
h
=% sin Lh (x,y)
2 2 L
h
d'ou
(46) | v = éf sin’ Lb pour L =1, ..., n
2 .
h vy =V pour L donné

et les deux matrices H et V
Xel (x,y) donnés par (45) ,

carré est valable.

et les bornes strictes sont

(46)' a = éf sin2
h
46)" b = éf sin
h
alors en tenant compte de (
min p (Tr)
r

(47)

ont la méme base de vecteus propres qui sont les

donc 1'étude faite précédemment pour le cas d'un

bien déterminées & savoir :

h
2
oh _ 4 2 B car (n+ 1) h=
2 2 2
- h
32)', il vient :
_ =) =  a/b
=p (I2) = <1+ a/b
h
:(1—tg.‘2'>
h /.
‘1+tg-2- :

_ 1 + cos h - sin‘h
1 4+ cos h+ sin h

)



-27-

Mais si nous calculons le rayon spectral de la matriceaf de la métho~
de de relaxation successive pour le méme probléme et avec le paramétre W* mini-

sant ce rayon spectral, on trouve :

1 - sin h

@8yrr o (fwd = T0r

I1 est facile alors de vérifier que :

(49)  min p (Tr) = p (Juw*)
r

En effet :

(1 + cos h -~ sin h)2 1+ cos2h+sin2h+2cos h-2 sin h-2cosh sin h

2 (1 -sin h + cos h - cos h sin h)

2 (1 -sin h) (1 + cos h)

(1 + cos h + sin h)2 1+ coszh+sin2h+2cos h+2 sin h+2 cosh sin h

2 (1 + sin h+ cos h + cos h sin h)

It

2 (1 +sinh) (1 + cos h)

2
min y [ ltcosh - sin h - 1l-sinh _ .
T P (Tr)‘—<l+cosh + sin h> 1 +sinh - P (£w )
Conclusion

Comme le nombre d'opérations arithmétiques est plus grand dans la mé-

thode présente que dans celle de relaxation successive, cette méthode ne sera

éventuellement intéressante que pour un choix non constant du parametre r,

** Voir Vargd&bage 110 et 216,
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IT - PARTIE

METHODE DE PEACEMAN - RACHFORD
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I1

METHODE DE PEACEMAN - RACHFORD

A, - Principe
Considérons les équations (11) i.e,

(mt+1/2) (m)

= (rI - V) X
X(m+1/2) +

(50) | (H + rI) X + K

(m+1)

(V + rI) X = (rI - H) K

L'idée principale de Peaceman-Rachford est de faire varier r d'une
itération a une autre, c'est-a-dire de sélectionner un ensemble de t para-

métres {rl, ooooo R rt} et de faire la premiére itération avec £y la deu-

. leme ., ., . ,
Xleme avec rz, etc ..., la t 1tération avec rt et ensulte grouper ces

t itérations en un seul "pas", i.e.

TG 2D o 3™ sk
(V+ 1) g (r, T -H) x(®r/2) o

(H + ,1) g (m+3/2) (t, T - V) O DI
GDC (W + 1)1 () (r, 1 - 8) (m3/2)

(f{ + rtI) X(m+t—1/22 (rt I - V) X(m‘i"t—l)_{_ K
| (V41D g (mrtrl) (r, 1 -1 g(mre-1/2) o
On en tire :
S Ir, g Gr, (K)
2y x™) Tr, x(mD) 6r, (K)
_ ‘é(m+t) o gy x(mHES1)

Grt (K)
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et en posant :

t -
3) ¢ = Trj Trt Trt_1 o sossons Tr2 . Tr1
j=1
il vient :
oy x™ - gx™ g
o (mtt) .
Donc ayant calculé X par (54), alors je recommence le calcul en
t . . . 2t
remplacant dans la relation (54) X(m) par X(m+ ) et je calcule ainsi X(m ),.
donc en posant : ‘
x™ -y
(0]
(o) X,
(55) <
X(m+3t) - x.
o J
il vient :
X, = ® X +6
(56)
X, = X, +G
] ¢ J-1
Si j'associe au vecteur X(m) un vecteur erreur e(m) = MNy» alors au vee
(mtt) , 2
teur X seralt assoclé un vecteur erreur
(m+t) _
€ = nl
avec
e I
j=1 j

c'est-a-dire :

(57) 7 - B

n1 =% e

La convergence de cette méthode est d'autant plus rapide que le rayon

spectral de la matrice T est plus faible,
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B, - Calcul de p (%)

1"

B.1. Supposons HV =V H, ce qui est vral pour le "probléme modele ", alors

en tenant.compte des théorémes qui précedent et en particulier celui de

Frobénius, on peut facilement démontrer que :
r., - A, r, - Vv,
_it j i i i i<
(58) cé’ai {jgl rj_‘_)\i ’ rj+\)i>}ai 1<ign

{(xi}étant un vecteur propre (commun & H et V)

Alors :
"t £ rj‘>‘i r"Vik
G9) o ® =|.f |- max & I
j=1 1<i<n j=1 rj+)\i rj+\)i
donce p (B) <1 car les rj, Xi’ v, sont tous > 0

Soient a et b les bornes de 1'intervalle qui contient les Xi et VI

i. e.
< < <
0<a Xi, vy b
Alors : 1
r.-h. -y, |
max ﬁ =], i < Smax ,E
. JEIL frL A T,y R
i j i R L i
(60) . rj—x 2
< max i
acx<b j=1 r,+x
‘ rj—x
Posons & (x ; rj) = rj+X
alors :
2

(61) 0 Gf? =|Eﬁl Trj’I.S aiizb i ét (x ; rj)
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Soit S, 1'ensemble des fonctions 3, (x 3 rj), posons alors :

(62) m Mt (a,b) = min max I @t (x ; rj)

<
ét € St a<z<b

-Comme il a été dit précédemment, la méthode est d'autant plus conver-
gente que le rayon spectral de la matrice ¥ est plus petit ; donc ayant fixé
le nombre t des paramdtres, minimiser le rayon spectral de ¥ revient tout

simplement 2 la recherche de la quantité m Mto

"Il existe une fonction unique @t (x ; fj) appartenant & St et

pour laquelle :

m M, (a,b) = max 3, (x ;r,) .
a< x ¢ b 1

En effet :

B.2.1. Lemme

Soient[a,bj un intervalle donné et r un scalaire n'appartenant pas

a cet intervalle, alors il existe un nombre g € [a,b] tel que :

X - T
X+r

pour tout x € [a,b].

X+

d'équations :

= X
(63) y = fm (x) = -



b
b e,

Pour un r > b 1le graphe de la fonction x— lf(x)' a la forme

ci~-dessus : C

1
b-r

Le point B" ayant pour abscisse b a pour ordonnée e

Si je considere la fonction f(x) passant par B' symétrique de B" par rapport

a2 l'axe des x, elle aura pour expression :

X -~ T

y = £ &)= X+ T
avec

b -r _ b - ¢ _ r-b

b+ r b+ # r+ b
d'ou l'on tire :

~ b2

r = —

T
b2
Soit € le point de 1'axe des x ayant pour abscisse'r— ; Ainsi tout

2
0 tel que ;—-é 0 £b vérifie le lemme en question. On procédera de la

méme fagon si r < a,
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_____ et

1" : — 1 1

=, est telle que tous les r, ne soient pas con-
513 (x) 11=Tl < x—i—ri > S 4 i P

tenus dans [a,b] , il existe une autre §' (x) avec des r'i tous contenus dans

[a,b] telle que M' <M avec :

M' = max l@' (x))
X

M = max | $ (%)

En effet :

Soit & (x) avec, par exemple, r <1, L ....< rp {: [a,]

et soit I 1'ensemble des indices tels que r, ¢ [a,b} et posons :

X ~ T,
1

P (x) = iEI X+ T,

1

Or d'aprés le lemme (B.2.1.) & tout r, (ie I) il correspond un

Wy € [a,bJ qui est tel :

X - |, X - T,
(64) | —— ul < |7z rl pour tout x € [a,b]
S [a,b] T, # [a,b]
iel iel

Posons alors :

(65) &' (%)

1

| I o
d'ot : X+ri X'Hi
1
' (x) =3 (x) . e = . x—H.J.,)

X - My
P (x) "iB1 X + M,

!

1
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d'olt, en tenant compte de 1'inégalité (64), il vient :

MM pmmiwutxe[a&]

c.q.f.d.

B.2.3. Remarque fondamentale

Le lemme qu'on vient de démontrer nous permet, sans équivoque, en
cherchant le minimum en question, donc en calculant les paramétres accélé-
rateurs qui conviennent le plus, de supposer que tous ces paramétres sont

contenus dans [a,b] .

B.2.4,

Allure générale de la courbe x—> |3 (x)]
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Pour des r; différents 1'allure générale de la courbe de la fonction

x—> | 8 (x)[ est celle indiquée ci - dessus,

Pour des valeurs de x opposées en signe, les deux valeurs correspon-

dantes de la fonction sont positives et inverses l'une de l'autre.

I1 est clair que, pour x positive, |$ (x)] < 1. On constate que
18 (x)| admet au plus (t + 1) maxima relatif dams [a,b] : (t - 1) pour les
zéros des dérivées séparés par les r, et deux autres en a et b (t étant le

nombre de paramétres).

B.2.5. Théoréme

Supposons qu'il existe un choix des paramétres r, € [a,b] , distincts
et tels que la fonction I@ (x), , qui correspond a ce choix, atteigne sa va-
leur maximale pour a,b et (t-1) valeurs distinctes séparées par les t valeurs
des r,. Soient Xy i=1, ....., (t-1), ces valeurs ; soit M = l 3 (x)! , a-

lors si une autre fonction |3’ (x)[ est telle que son maximum M' est M' ¢ M

on a forcément ' (x) = 3 (x).

En effet, considérons la différence :

D(x) =% (x) - 3" (»)
elle est définie et continue dans l'intervalle @,b].

Pour un xi sa valeur est :
(66) D (Xi) =% (Xi) - %' (xi)

Je suppose que :
% (xi) =+ M

8 (%) = - M

alors (66) devient :
: i o
D (x,) =+M-3 (xi) >0

D (xi+1)= -M-3" (x, )<O0

i+l
car on a par hypothése M' g M

Donc D (x) change de signe (t+1) fois dans[a,b]: il y a donc au moins t zéros

de cette fonction dans [a,b] .
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Posons alors :

(67) {f(x) = (x-rl)(x-rz) ceoes (X—rt)

if'(x)= (x—r'l)(x—r'z)e«e»e(X‘r't)

Nous pouvons alors écrire :

(-1) £ (-x)

(68) ¢
£'(x)

$(x) .
(-1)"f' (-x)

]

et :
D(x) = f<X)°f‘<;x> - £ (%) F(-x)
(-1) " £ (-x). f'(-x)

les t zéros de D(x) qui se trouvent dans [a,b] sont ceux du polyndme

(69) P (x) = f(x). £'(-x) - £'(x). f(-x)

On constate bien que :

. P(x) est de degré(2t-1) puisque le terme de degré 2t est :
[ t t
x5 x5 - kDt xF =0
. son terme constant est nul

. P(x) = - P (-x)

Donc P est impair.
D'oli, en supposant F(x) un polyndme de degré t-1, il vient :
(70)  P(x) = x [F(xD)]

Mais P(x) admet t zéros distincts dans[a,b}, donc F(x) admet t zéros aussi,

donc F(x) =0 et par suite -

G P (x)=o0
c.q.f.d.
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Mais f(x). f£f'(-x) = O pour les x = r. ; en temant compte de (71) et
(69), on peut écrire
f'(x) f(-x) =0 pour les x = r;
done :
’_ —4
f(ri)° £'( ri) 0
i=1, ...... , t
£'(r,).f(-xr,) =0
i i
mais f (—ri) # 0
donc f' (ri) =0 i=1, ....., t
Mais on a aussi
£ (r')) =0 i=1, ...., t
D'otl r, = r', pour tout i =1, ......, t

et :
p (x) =3' (x)
ce qui démontre 1'unicité de la solution et par conséquent le théoreme (B.2)

Le théoréme (B.2) est d'une trés grande importance car il prouve
qu'un principe analogue & celui de Tchebyschef s'applique ici, ce qui n'est
Soosl i 1'unicité

pas,a priori, évident. M, GASTINEL ** qui, le premier, a
de la solution, a démontré que la fraction, répondant au probléme du minima

c? b
j _Z

a la forme suivante
D'autre part on trouve (méme
référence) qu'il existe une -

fonction de .1a famille St

qui a les propriétés d'alter-
nance, donc cela prouve 1'exis-
tence et 1'unicité de la solu-

tion du probléme,

**% Voir Chiffres 1962.[3j



-38-

B.2.6, Corollaire

Soit §r., T Et} l'ensemble des paramétres répondant a la solu-

1, 2, © 00 o0y
tion du probleme de min- max. Si ?j est un parametre de cet ensemble, alors

ab/fj en est un aussi, de plus nous aurons

|5, G 2pl= o, (2 E 01
En effet
Soit y = ab/x
alors
5.(x, 1) = (D 3, G, 2)
J
Comme 0 < ag< x<b alors 0<agyghb
et
max l@ V(X’E.)l _  max 5 (v, %E )’
a<x<h t ] agy<h t s

et en tenant compte de l'unicité de la solution , la démonstration s'en suit.

* Remarque :
Pour le cas t = 1

il découle du corollaire précédent que

‘?1:%13
1
donc
le = ab et T, = VFEE car : r, >0

ce qui a été justement démontré auparavant.

C. - Calcul des parameétres accélérateurs

C.1. Nous résolvons maintenant le probléme du min - max pour un ensemble de
2t parameétres

seees Top avec 0 < a g x< b,
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=

(72) m 2 (a,b) = max
asx<h

.

t(2)]

ou bien, en tenant compte du corollaire précédent :

< ><ab/r -
73) (a,b) = max
( n 2 a a<x<h r, + x ab/t, + x

A

7

II:]r—r

S
o %

Les 2t paramétres de (72) sont tels que a < Ej < b, les t parameétres

de (73) sont, 2 priori, aussi tels que a < Ej < b, Mais comme r°, = ab , a-

lors les 2t parameétres de (72) sont situés de part et d'autre de Vab : t pa-

ramétres entre a et ab et t autres paramétres entre Yab et b.

Ainsi, tous les paramétres de(]%% au nombre de t, je les prends com-
pris entre a et VEB, alors les ab/fj seront compris entre Vab et b, ce qui ne

change rien 2 1'étude du probléme du min-max.

Par ailleurs, je constate que le produit de deux facteurs de (73) ne
change pas de valeur si on remplace x par ab/x : quand x varie entre a et |/ ab

alors ab/x varie entre V; et b,

D'ott (73) devient :

r, - x ab/r, - x
t 1
(74) n M, (a,b) = max T = ¢ | —
2t agxngB JFI\ r. + x ab/rj + x
. ab - x r, - x, ab/r. + x2
= max __ 1, )
angVéb J ab + x, r, + x ., ab/r, + x
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en divisant haut et bas par 2x il vient :

ab T
2 1 ab/2r, + x/2
t 2X 2 ]
m M2t (a,b) = max [ = ~
agx< \/ab ] 7wt Ei + ab/2rj + x/2

\@_B.Q@_JF_EE) _l P 2 ab
(75) m M, . (a,b) = maxvr_ E 2 VX \ab rJ
<x< \ab ab ab ab

* ( \/b) <r+

en posant :
_ Vab (Vab + =2
Y= 27\ x Tyab
(76)
- 1 <— ab
w, = >{r, +=
j 2\ 3 T,
J
il vient :
. Y—U_Jj
(77) m M, (a,b) = max I -
2t \gbfyf a~l2-b ji=1 y +U)j
d'ou
(77)" mM,_ (a,b) = mM_(|ab ath
2t 7 t ? 2
Ainsi, ayant les w, , j=1, ..., t, i1 est facile de trouver les

;j’ i=1, ..., 2t par la formule (76).

Théoréme :

On en conclut que le probléme du min-max & 2t parametres se raméne a

un autre probléme du min - max & t paramétres mais avec des bornes différentes
1

C.2, Cas ou t = Zk
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Posons alors :

a = a
o

B, =D

et formons les deux suites suivantes, connues sous le nom de suites de

Fibonaci :

(78) Ja, ., = ‘yais.

o, '+ B, .
8 - i i i>0
"1+ 1 2

D'apres (77)' on peut écrire :

(79) m M,zk [ao, Bo] =m M,zk_1 [Ql, BJ = e, =m My, [ock, Bk]

Ainsi le probléme se ramene & la recherche d'un seuv' paramétre dans
1l'intervalle Qk <xK Bk dont la solution est bien connue : r ==Vak Bk .

On a ainsi :

—
(80) mM = m M [ak, By ] = & <?k’ VQk Bk;)

[

et en tenant compte de (61) il vient :

(82) p (¥ ="j£f1 R " \<<I.m e (o0 DZ

(81) mM2k [ao, Bo]

D. - Théoréme important :

On a :
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En effet :
On a : )
ﬁ: -0
m M " =\F"k ‘E_l_{
2 By %
st _ ;;'.-c?-—-
. =\ S
Kl vE Ve
L |
avec .
[ %1 P
By 2
(83K o = \, %eg v P
j a, +B
vai Bi < 2 i >0
Posons :
A=mM
R
2
B=(mnM )
J-1
alors :
o 1/2 1/4 1/2
N R R L L L. B 2@ Pt
272 1/2 1/4 o 1/2
\/ @ 1+ B+ Oy By 01+ B P20 1Py )
2 3)2 1/4 r 1/2
e (A-B) = y’z’ G By Pt (OB )TV 1By )7
1/2
| c ey B )
3/4 V2 3/2 1/4
-2 (0 B )7 OBy SCTRNEPICHIPCIEY
+\/§ (@k-ﬁﬁk—l)l/z (onk_lfsk_l)l/2 + 200, Bk_l)?’/4
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avec (1 = produit des deux dénominateurs ;4L est positive car les o, et

sont positives ; d'ou il vient :

Br-1

i 1/2
2[\2(@k-1+8k-1) @ laye_1-Bpy)

.

Qx (A-B) 1/2

1/4
(o _* ) O_gBry) J

| 1/2f ;
1P [yz 1Py

2 ( )

n 3172
%e-1Pi-1 ~(_ "By y) ]

posons :

Z:er 1

" = quantité positive
22 (o

1/4
ke1Pror) @B )

il vient :

. ) 1/6 (%1 172
w (acB) = (0B, - (—7—-——)

en tenant compte du fait que :

@ .+ B,
(Gk—l°Bk-1>l/2 < Kl

nous en concluons que A - B <0 ‘
c.q.f.d.

Conclusion

I1 est avantageux a priori de prendre un nombre de paramétres trés
grand ; en effet le théoréme précédent le démontre facilement : 1'inégalité
2 . .

m M K < (m M k—l) prouve que pour un méme nombre d'opérations la valeur du

2 2 k k-1
rayon spectral est plus petite pour t = 2 que pour t = 2

On a considéré le cas od a = a = 10, b = BO = 400, ce qui corres-
pond a peu prés au probléme modele avec 9 points suivant o x et 9 points
suivant oy, pour les valeurs de t : 1, 2, 4, 8 on a obtenu les résultats

suivants
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Nbre des parameétres Nbre de "pas" Nbre d'itérations Valeur de m Mt
£ NP NI U,
1 8 8 60818162, 107°
2 4 8 445251, 1071°
4 2 8 28015. 1071°
8 1 8 7004, 1071°

le tableau suivant donne les valeurs des paramétres correspondants

|
o "2 3ol Ta |75 "6 Ty T8
| | ,
1 | 63,245 |
3

2 119,18 208,55 b

4 | 12,079 | 34,222{116,88 331,13
|8 {10,507 | 14,876] 25,421) 46,444 | 86,124]157,34 | 268,87 | 380,69
i : { : ;

* Cas ot le nombre t est quelconque.,

N k L2
Pour le cas ot t n'est plus de la forme t = 2 ou plus généralement pour
t quelconque Wachpress** en utilisant les fonctions elliptiques a pu démontrer

que les'rj solutions du probléme du min- max sont donnés par la relations sui-

vante : ' ' i
k' 2(1-s,
&y &2y
(84) r.,v2b AT (une approximation)
. 1+ (Z*) i
ot k' = a/b
et sj = (2j-1)/2t J =1, ceoes , t

Les r; par la formule (84) ne sont pas trés différentes des r, calcu-
lés par la méthode des suites de Fibonaci dans le cas de t = 2k ; nous avons
calculé les rj par les deux méthodes pour les cas t = 1,2,4,8 et nous avons
constaté qu'on a au moins cinq chiffres décimaux exacts (voir tableau plus

loin) ; Par ailleurs aucune modification n'intervient sur la convergence du

** Voir papiers de Wachpress 1963 [6]
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fait qu'on utilise les r calculés par l'une ou l'autre des deux méthodes. On

constate de plus que méme dans le cas ol t n'est pas de la forme t = 2k, les

parametres rj sont disposés équitablement de part et d'autre de ‘rab.
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E. - Cas général.

E.1. Tous les calculs que nous avons faits jusqu'a présent ne sont valables
que si les matrices H et V ont méme base de vecteurs propres, ce qui se tra-
duit d'aprés le théoréme de Frobénius par la relation suivante :

HV = VH

Or il n'est pas facile de vérifier chaque fois si H et V possédent
cette propriété en essayant de calculer leurs valeurs et vecteurs propres.
Nous allons voir dans quel cas nous avons HV = VH et par suite H et V ont
méme base de vecteurs pfopres, et par conséquent la méthode de Peaceman -
Rachford est applicable avec tous les avantages qu'elle présente, et ce-
ci en raisonnant directement sur 1'équation diffé;entielle en question et

sur le domaine dans lequel nous essayons de la résoudre.

Considérons alors 1'équation elliptique aux dérivées partielles de

la forme générale, i.e.

I R - R DI CRCRO N AR CRAD

+ ¢ (x,y) . U (x,y) =8 (x,y)
Soit R le domaine dans lequel nous cherchons une solution de 1'é-
quation (1) avec les conditions aux limites suivantes
(2) U (x,y) =v (x,y) pour tout (x,y) € I
rétant la frontidre du domaine R.

Nous supposons d'autre part que P (x,y) , ®(x,y) et ¢ (x,y) con-

tinues i l'intérieur de R et sont telles

P (x,y) >0
(3) o (x,y) >0 dans R
(0} (x,y) >, 0
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Nous pratiquons dans R un quadrillage de pas h suivant ox et de pas k

suivant oy et nous dsignons par Rh K l'ensemble des points du quadrillage qui
3

sont & l'intérieur de R et par Mk 1'ensemble des points d'intersection de n
b

avec les droites support du quadrillage (figure ci-dessous).

En approchant 1'équation différentielle (1) par les différences cen-

trales, nous aurons le systéme linéaire suivant :
(4) AX = K

X étant le vecteur des inconnues et K le vecteur second membre,

1 vy e

et en désignant par [Hiuﬂ(x,y) la composante relative au point (x,y), du

Si nous posons A = H1 + V1 + L il vient en explicitant H

vecteur H1°U :

(5) hz[Hl,U:’ (x,y) = - P(x—l%,y)U(x—kh,y)-— P(x - -}21 y) U (x-h,y)
-+[P(x+EZ,Y)+P(x— % , y)] U (x,y)

pour tout (x,y) € Rh K
3

(6) kz[VlgU] (x,y) = - @(x,y+%)U(x,y+k)-®(x,y-%) U (x,y - k)

P Gy £ oGy DU Gy

pour tout (x,y) € Rh K

(7) [Z, U] (x,y)

o (x,y). U (x,y)

pour tout (x,y) € Rh,k
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Fn examinant(5) et (6), nous constatons que P (x,y) est évaluée en

k
X - % et x + % et que ¢p (x,y) est évaluée en y - % et y + 5 tandis que

U (x,y) est évaluée en (x + h,y) et en (x,y + k), ceci provient du fait sui-
vant

Considérons la quantité :

- 5%’ [P (x,v) f% U (x,y)]

qui figure dans le membre de gauche de 1'égalité (1) et cherchons une appro-

ximation de g% U (x,y) au voisinage de (x,y), il vient :

h h
U (x+ 2> y) - U (x - > y)
h

2. e
n U (x,y)

et par conséquent :

h h
3 U (x + 7 y) - U (x - i,y)
P (x,vy) a—; U (x,y) ~v P (x,y) n

et en cherchant une approximation de éi [P (x,¥) g% U (x,y)J

il vient :

" h [
;% {? (x,y§5% U (x,y)}-—iz P (x + > y) [U (xth,y) - U (x,y)J

h
- P (x - 53 y) [U (x,y) - U (X‘hay)]

qui n'est autre que le second membre de (5) (a un facteur multiplicatif prés)

de la méme facon, on calcule le second membre de (6).

Nous constatons aussi d'aprés ce qui préceéde que la composante de[HlU]
relative qu point (x,y) fait intervenir en plus du point (x,y) lui-méme, les
deux points situés horizontalement de part et d'autre de (x,y), c'est-a-dire
(x+h,y) et (x-h,y) et que la composante de [Vl ngelative au point (x,y) fait
intervenir en plus de ce dernier, les deux points situés verticalement de part
et d'autre de (x,y), c'est-a-dire (x,y+h) et (x,y-k). Les points (x + % , YD),
(%, v + %) n'interviennent que dans les fonctions P (x,y) et @ (x,y) (voir (5)
et (6))qui sont bien connues et, par exemple, la quantité - P (x + % , ¥) se-

rait le coefficient de 1'inconnue U (x + h, y) dans le systéme linéaire.
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Posons alors :

H = Hl + % by
(8)
V=V, + 1y
-1 2
la relation A = Hl + V1 + £ devient :

(9) A=H+V

N
—
(@]
A4
=)
—
=
e
LIS
~
o]
g
A
I

= - P(x + %,y) U(x+h,y)-P(x - %,y) U (x-h,y)

2
+[P (x+ %,y)+P(x— %,y) + %— o) (x,y)] U (x,y)

pour tout (x,y) € Rh,k

et :

~~
—
-
p—
~
N
g
Lo
~
o
<
p—4
i

- -0 Gy DO Gy ) U (xyy-k)

2

+E$ (x,y+ %) + o (x,y - %) +:%"0 (x,y)]U(x,y)

pour tout (x,y) € R

E.2. Calcul direct de HV et de VH

Nous venons de constater que H appliquée a U (x,y) fait intervenir, en

plus de ce dernier U (x-h,y) et U (xth,y) et que V appliquée a U (x,y) fait

intervenir, en plus de ce dernier U (x,y-k) et U (x,y+k), donc HV et VH appli-

quées a U (x,y) font intervenir, chacune a part, les neufs points suivants :

* *
(x - h,y+k) (x,y+k)
(x,y)
* *
12
(12) (x-h,y)
(x - h,y-k) (x,y-k)

*
(x+h,y+k)

(x+h,y)

(xt+h,y-k)
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En calculant directement {VH] U(x,y), nous obtenons une somme des 9

de (12) avec les coefficients suivants :

(12)1 Coef., U (x-h,y+k)

(12)2 Coef,

(12)3 Coef.,

(12)4 Coef.

(12)5 Coef,

(12)6 Coef,

(12)7 Coef,

(12), Coef.

8

(12)9 Coef.

(e

(ao]

(e

[

[e)

(x,y + k)

(x+h, y+k)

(x-h, y)

(x,y)

(xt+h,y)

(%-h,y-k)

(x,y-k)

h
= 1_2"_% p (X_ E;y) Cp(X—h,y+ %—)
k™ h
h
- . L . 1 m(x,y+k)[f(x+h,y) + P(x - —,y)
2 2 2 2 2
k h
2
h
+ 2_ 0} (X:y)]
=%,% P&+%J)®&J+§
k h
h
=‘15° 15 P (x- E,y) [m(x—h,y+%)+ ¢ (x-h,y- E)
k° h 2

2
+ %— o (x - h,y)]

2
1 1 h h h
= ;5 = [P(x+ E,y)+P (x- E,y) +t570 (X,Y)I *

=

2
[Cp(x,y—i— %)W(X,Y— %) + '1;— e} (X,Y)]

P
Z1Jr~
D"NI

h . k h k
P <x+5,y>[cp <x+h,y+§>+cp(x+3,y— -2—>

i o (x+h,y)]

nﬂ??

+

N | =
p g

P (x- %,y) o (x-h,y -

It

I
ﬁJPJ
Tl

o (x,y- %) [P (x+ %,y) + P(x - %,y)
h : )

+ L ]

P (x+ %,y) o (x+ h,y - %)
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Et en calculant directement [HV] [ﬁ (x,y)] nous obtenons une autre

somme des 9 valeurs de (12) avec les coefficients suivants :

(13)1 Coef,

(13)2 Coef.

(13)3 Coef,

(13), Coef.

4

(13)5 Coef.

(13)6 Coef,

(13)7 Coef.

(13)8 Coef.

(13), Coef.

U (x=h,y+k)

(e}

(x,y+k)

(e}

(xth,y+k)

(e}

(x-h,y)

[t

(x,y)

(e

(x+h,y)

U(x-h,y -k)

U(x,y-k)

U (x+h,y-k)

]

1 k h
15 L5 0 (x,y+ E) P (x- PR A k)
k h
S o(x,y+ E)[P (x+ E,y+k)+P(x— E,y+k)
k2 hz 2 2 2
h2
t=o0 (x,y+k)]
=5 15 o(x,y+ %) P (x+ %, y+k)
k h
- 15 _% P (x- %,y) [@(x,y+ %)+ ¢ (x,y- %)
k h
2
+ k. g (x y)]
2 3
2
1 1 k k k
kz \ ;5 (cp(x,er 5) + olx,y - 2)+ -2—0<X,Yﬂ-
2
h h h
[?(x+§,y)+P(x— e o(x,yi]
1 1 h k k
kz h2 P(x+§,y) [@(x,y+§)+ o(x,y- g)
k2
+ 2— o} (x,y)]
1 1 k h
23 B(x,y- 2) P(x- 7Y = k)
h
- 15 —% p(x,y- %) [P(x+ %, y-k)+ P(x~ E,Y‘k)
k  h
h2
+ E‘"O‘ (x,y - k)]
1 1 h k
;E 2 P (x+ E,y—h) v (x,y- 5)

"Si H et V commutent alors la fonction P (x,y) est une fonction de x

seule et la fonction P (x,y) est une fonction de y seule',
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En effet : si HV = VH les termes correspondants dans l'expression
de [HV] U (x,y) et dans celle de [VH] @ (x,y)] sont égaux ; écrivons alors
que les coefficients de U (x + h, y + k) dans 1l'expression de [VH][? (x,y)]et
dans celle de[H j] @‘(x,y)] sont égaux, nous aurons :

(14) P (x + h

2,y) o(x+h, y+ %) =P (x + E, ytk) o (x,y + E)

2 2

¥(x,y) € Rh "
FEgalons de méme les coefficients de U (x-h,y+k) ’

h k h k
(15) P (x- E,y) ) (x—h,y+§) =P (x- 2,y+k) op(x,y+ 5 )
V(x,y) e Rh,k
Remplagons dans (15) x par {x + h), il vient :

2
V(x,y) € R

(15)! P(x+%,y) o(x,y+ %) = P (x+ E,y+k) ¢ (xt+h,y+ %)

h, k

en combinant (14) et (15)' il vient

(16) [wlern,y]? = o ey + 9|7 vy e v

et comme ¢ (x,y) > O alors :

k k
(16)" @(X+h,y + E) = (x,y + E) V(x,y) € Rh,k

la relation (16)' montre que @ (x,y) est indépendante de x, donc (x,y)=g(y)

Fn combinant (14) et (16)' nous aurons :

(A7) PGt Dy) = p (o Dyt Yy er

2 h,k

Cette égalité montre que P (x,y) est indépendante de la variable y,

donc :

P (x,y) = f (x)

c.q.f.d,
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Remargue :

Nous constatcns qu'avec le lemme E.3. vérifié, les coefficients de
U (x-h, y+k), de U (x+h,y+k), de U (x-h, y-k) et de U(xth,y-k) dans 1'expres-
sion de VH sont égaux a leurs homologues dans 1'expression de HV. Quant au

coefficient de U (x,y) il est le méme dans les deux e¢x; -znsions.

Si H et V commutent, alors la matrice ¥ est une matrice multiple de

1'unité : ¥ = cI ol ¢ est un scalaire non-négatif.

En effet : Ecrivons que (12)2 = (13)2, et en tenant compte du lemme

E.3. il vient :
(18) o (x,y) = ¢ (x,y + k)

Donc g (x,y) est indépendante de y, écrivons maintenant que

(12)6 = (13)6, et en tenant compte du lemme E.3. nous aurons
(19) o (x,y) =0 (x+ h,y)

donc : g (x,y) est indépendante de x.

En combinant (19) et (18), nous en tirons que ¢ (x,y) est une cons-

tante, et en tenant compte des conditions (3) nous aurons

o =2c >0 c.q.f.d.

"Si H et V commutent et si trois points du quadrillage situés sur les

sommets d'un rectangle élémentaire (h,k) appartiennent 2 alors le quatrie-
s pp Kk q
3

me sommet appartient aussi a th.

En effet : Supposons que les points (x, y+k), (x+h,y+k) et (x+h,y)

appartiennent 2 Rh,k et que (x,y) n'appartient pas 2a th mais a I

hk
“Egikibtv“”" m@@hp{\f
i
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Ici, aussi, nous allons procéder a un raisonnement direct en appli-

quant simultanément les matrices HV et VH au point (x,y + k)

LR (x,y+28)

a) [VU:! (x,y-*&'} ,/
contient des termes (x,y+k) f:- - =% (x,yt+k)
3 ~
en (x,y + 2k) € th, \\\\
Ny
en (x,y+k) € R o et (x,7)

en (x,y) € p (par hypoth&se)

hk

La quantité U (x,y) =y (x,y) est bien connue et passe au second mem-
bre. Appliquons maintenant la matrice H a (VU) (x,y+tk) c'est-a-dire H auxlpoints
(x,7+2k)

o
i *
! v -

U (x,y + 2k) et U(x,y+k) seulement
- oo sk, y2k)

[Hv] ﬁ] (x,y+k)

Contient des termes ‘ (x-h,y+2k) * *

en (x-h,y+2k)

(x,y+2k) (x-h,y+k)  * . ok
(xth, y+2k) Co T Gekgyk)
(x-h,y+k) (x,y+k)
(x,y+k) et (x+h,y+2k) seulement
—- *
H
b) [HUE (x,y+k) = (e, y+k)

. = 3 c % % spm 15
contient des termes (x-h,y+k) i (il y+k)

en (x,v+k) € th

en (x-h,ytk) € R, et en (x + h,y+k) € R

hk hk

Donc pour appliquer V & [HU] (x,y+k) il suffit d'appliquer V aux points
(x - h, y+k), (x,y + k) et (x+ h, y + k)

(x-h,y+2k) (x,y+2k) (xth, y+2k)
i 7'ir l\
(x-h,y+k)  #% (x,y+k) ** (x+h,y+k)
l ! t
: !
¥* * *

(X_h}y) (X,y) (X+h>y)
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[VHU] (x,y+k) contient des termes en (x-h,y+2k), (x,y+2k), (x+h,y+2k),
(X'h:y+k)a (X’y+k): (X+h:y+k)a (X‘th), (X,Y) et (X+h,y),
Donc[VHU](x,y+h) contient un terme en U (x+h,y) dont le coefficient

est
P(x + 3, 9 9 Gy + D 40

Mais dans 1'expression de [HVUJ x,y+k) le coefficient de U(x+h,y) est

nul, et alors les deux matrices H et V ne peuvent pas commuter, ce qui est une

contradiction.
c.q.f.d.

E.5.1. Corollaire

Si H et V commutent alors la cl6ture convexe des points du quadrilla-
g e appartenant a th est un rectangle dont les cdtés sont paralleles aux axes

des coordonnées.

N.B.

On appelle cléture convexe, le plus petit polyndme régulier qui con-

tient ces points.

E.6. Théoréme

"Les matrices H et V définies plus haut commutent si et seulement si :
- la clbéture convexe des points d u quadrillage
th est un rectangle dont les cdtés sont paralléles aux axes
des coordonnées. |
- L =cl ol c est un scalaire non-négatif

-P(x,y) = f(x)

-p (x,y) =g (y)."
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F. - Cas d'un rectangle

F.1. Nous nous proposons de chercher une solution de 1'équation de Laplace

dans un rectangle R de cdtés S et T, c'est-a-dire :
2

a2
(19) Z&U = =5 U(x,y) + j%- U (x,y) =0
Oy
avec :

(20) U (x,y) =y (x,y) pour tout (x,y) €7r

Pétant la frontiére de R.

Nous pratiquons dans R un quadrillage de pas h sur x et de pas k sur

y : nous aurons ainsi m points suivant o y et n points suivant ox tels que :

(n+ 1) N
(m + 1) k

H W
Il i

Alors 1'équation (20) peut-2tre approximée pour des h et k suffisam-

ment petits par :

la { U (x-h,y) - 2 U (x,y) + U (x+h,y)}
h
(21) + lé {U (x,y-h) - 2U (x,y) + U (X,y—h)} =
L d

¥Y(x,y) € R

Les mémes remarques faites antérieurement concernant le "probléme
modele" sont toujours valables pour le cas présent. Ainsi en écrivant la
relation (21) pour tous les points du quadrillage nous obtenons un systeé-

me linéaire de la forme :
(22) A X =K

et en écrivant A = H + V il est facile de vérifier que :

U (x-h,y)

I
I

(23) [H U} (x,y) = ;2 20 (x,y) + U (x+h,y)l
1

(23)" {V U] (x,y) = 5 {U x,y-h)
Y (x

;
20 (x,y) + U (x,y+h);
4

j

h) € R.

14
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Tandis que dans le cas du '"probléme modéle" les deux matrices H et V
avaient les mémes valeurs propres et les mémes vecteurs propres’dans le cas

présent bien qu'elles aient les mémes vecteurs propres elles ont des valeurs

propres différentes.

Si nous ordonnons le vecteur inconnu X par rapport aux lignes du qua-

drillage et puis par rapport aux colonnes, c'est-a-dire si :
Xg= U,. i indice des lignes
p= U | 8
j celui des colonnes
avec E,= (n-1) i+j
les matrices H et V auront les formes suivantes :

1
(24) H -——2‘

=y

tous les Hi sont (n,n) et identiques

2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
(24)" |
H, =
1

-1
2
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2 0 O..eeee.. -1
0 2 0 0 ..... -1
v = 15 0 2 0 eeriiiiinne L
k .
n+ 1 § -1 2 -1
Z -1 2 _1
i ~ . .
(25) g . "
§ \—1 2 . 1
; N "
~N ~,
N ~
N
\\ ~
H ) \\
| 3 RN

I1 est facile de vérifier, en procédant de la méme sorte que pour le
Gatia

"probléme modéle" /81 Xj est une valeur propre de H et Vi est une valeur pro-

pre de V,
_o4 2 dn
hy= 3 sin Tty
h
et :
_ 4 . 2 . im
\)j = 2 sin (2(m+1))
k
Mais comme :
S=(n+1)h
T=(m+ 1) k
Alors :
A, = & sin2 (J il h)
i h2 2 S
(26)
_ 4 .2 jrnk
vi T Tz 8 ST
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On vérifie aisément que les vecteurs propres de H et V sont de la

forme
(27) qu (x,y) = sin D 2 2 sin ﬂ{%—x
Remarque :
c -1
Généralement une matrice de la forme 1 c -1 d'ordre (n,n)
' \\\ \\ \,“
\\ “\ 2
h ~ |
~ ~ 7

a pour valeurs propres les quantités
jm
C - 2 cos (=)
(n+1
Si C = 2, on retrouve bien les résultats antérieurs., Du fait que les
matrices H et V n'aient plus les mémes valeurs propres, on peut écrire

ash, <b

cgLy, $d

1

a, b, ¢, d, sont positifs et généralement différents les uns des autres.

F.2. Choix d'un seul ensemble de paramétres

Soit
& = min (a,c)
et soit B = max (b,d)
alors a < Xi’ v, § 8

et ainsi pour le calcul de l'ensemble de t paramétres minimisant le maximum des
valeurs propres de la matrice du Peaceman-Racheford, on procéde de la méme fa-
¢on que pour le "modéle probléme" en supposant que les bomes de A et y sont

o et B.
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On constate ici qu'on a élargi l'intervalle dans lequel varie A et aus-

i

e
J

-

\‘V{""’
si celui dans lequel varie y, il en résulte de ce fait que le rayon spectral
de la matrice de P.R augmente et la méthode devient moins convergente, en ef-
fet, considérons le "probléme modele" et appliquons la méthode de Peaceman et
 Racheford avec un seul paramétre, alors, si a et b sont les bornes de A et v,
le paramétre optimum est r = Vgg‘et la borne de la valeur propre du rayon

spectral est donnée par

D )
(28) p () < KE;:_ME;_
Vo Vo

On vérifie facilement que si b augmente la quantité de droite de 1'i-
négalité (28) augmente aussi, et si a diminue, la méme quantité augmente aus-

si.

Remargue :

11 peut arriver que, b augmentant et a diminuant, le r optimum ne
] ~ . R . [l ~
change pas de valeur, c'est-a-dire ab reste constant, mais ceci n'empeche

. : ;s p a
pas la borne du rayon spectral de varier, car cette derniére dépend de(g)

F.3. Choix de deux ensembles de parametres.

F.3.1. Pour faire varier et v dans leurs intervalles respectifs, c'est-a-
dire A dans [a,b] et V dans Lc,d] nous allons utiliser deux séries de para-

meétres -

{}etfRJL Cm Ly et

considérons les relations suivantes

(m+%) (m)
(rkI+H)X = (r I-V)X K
(rkI+V)}£m —(r-kI—H)X + K
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et au lieu de faire les deux sous-itérations de (29) avec le méme paramdtre

nous ferons la premiere avec R K qui sera pris entre a et b et la deu-

I
k H
xiéme avec RVk qui sera  pris c et d, et (29) s'écrira :
(m+3) -
(30) {(R I+H) X =R, I-V)x "7 +K
5 k_ k.
i o
f(R, IT+V) X(m+1) =R, I-V) X(m+i) +K
L 'Vk Vk

Et si k varie de 1 & t la nouvelle méthode de P.R. serait l'ensemble

des relations (31) suivantes :

1
(m+>) :
'(Rl I+H) X % = (R I W) ™ g
H H )
‘ (=)
R, T+V) ) (R, I-HX 24k
Vv v
(31)<
1
(mt- =)
(R I +H)X 2. (R . I-V) X<m+t'l) + K
t
H H
(mht) (mtt- l)
(R c I+ X = (R I H) X + K
N V V
C'est-a-dire :
(32) X@HU==€XM)+G (R, Ry, K)

avec :
1+ v)'1 (R L I- H)] .
v \

-1
J®R, I +H) ~, (R, I - V)]
[ Hk Hk |

De sorte que, vu la forme de H et V, le rayon spectral de la matrice ©

est égal ayu, i, e,
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. \|
(34) M= max i j) <: %
P !k—l x +Rk Ny +Rvk }

A, € la,b] et v, € [c,d
1 L i ] A

Si, au lieu de considérer que A_ et v _ premnent des valeurs en nom-

bre fini respectivement dans %,b} et dans [c,d], nous supposons Kn (que nous

désignons dorénavant par A) et V_ (que nous désignons dorénavant par y) varient
continlment 1'une dans [a,b} l'autre dans [c,d} alors nous obtenons une borne

du rayon spectral, cette borne étant le maximum de la fonction suivante :

>\,-R v—R
(35) M = max
Xe[a b A4 R

et bien sir il s'agit de minimiser M !

F.3.2. Choix des meilleurs parametres { R k} et (R
\Y

. J
a) Cas ou t =2 ?

a.l. Désignons par M_ (A, v, R) la quantité a minimiser son maximum,

i. e,
(36) M (O, v, R = 0 < > ( >

avec A e{a,b] = [a , b ] et Vv ¢ [c,d] ;[c , d ] et a +¢ >0
o’ o d o’ o o) )

Posons
>\J'=>\“"9 )\ve[avosb

1

\

]

<
+
@
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Nous supposons en outre que :

=c' d'

' !
(37) a' b’ =c! d'

d'ot il vient :

d'ot
%o bo " % do
(38) eo - a +b +c¢ +4d
) ) 0 0
et
a' =a -9
) 0 )
a' = (a2 +a b +a ¢ +a d -a b +¢c d) (a +b +c +d)
) 0 o o o 0 0o o o o o o 0 0 0 0
a' = [a (a +c)+d (a +¢ )] / (a +b 4+¢ +d)
0 o o ) o o 0 0 o 0 0
a' =(a +c)(a +d)/ (a +b 4+c¢c +4d)
0 ) o 0 0 0 0 ) )

mais st a + ¢ >0
o o)

alors
a +d 0 car d c
o) o} > o) > o

et :

a +b +¢c +d >0 card >c etb > a
o} o 0 o o o 0 o}

donc finalement :

si a +c¢c >0 alorsla' > 0O}
0 o " o7 |
De méme :
¢c' =(a ¢ +b ¢ +¢ 2 +c¢c d +a b -¢c d)/(a +b +c¢c +4d)
0 0o o o o o 0o o o o o o o o 0 o
¢' =

(ao + co) (bO + co) / (ao + bO toe + do)
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si a
0+c0>0
alors b 4+ ¢ >0 car, b > a
0 o o o)
et a +b 4+c¢ +d4d >0 car b >c¢c et d > c
0 o o} o 0 0 o 0
donc :
a +c¢c >0 alors ¢! >0
0 o~ o

Ceci dit, on définit deux nombres R' . et R' par
v

H
R' ~'=R, +9
Hk Hk 0
R'" =R, -9
k
vy ©

Alors la relation (36) devient :

At - R K v' - R
(39) Mt (}\l,\)v,Rl) = kﬁ-l vV H
A+ R K v' + R
H \Y
A e {av b }
[e] (o]
a' b' =¢' '
' e [c' ar :l o o o o
o o

a.2, Lemme :

Si R' G{R' -Let R! C{R' f alors :
k H ] k v
H \Y

1 ' ! 1 t ! ] 1
aob o/Rer{RH}etCodo/Rvke{RV}

En effet, soient :

a' b N et
O (o]

<
[}

N
]

! 4! !
et d' /v
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Multiplions le second membre de (39) haut et bas et pour chaque k par

ﬁTZ_ §TE_ , alors (39) devient :

Vk Hk y z
}\,'—R' \)'—R' R' R'
b Vk Hk Vk Hk
(40) M_(\',v',R") =1 ° )
t v k=1 Rt 1Rt J z
}\. +R \) +R 1 ]
X v R g RT
vV H
a' b’ c! d!'
o o 0
R!' K -y R! - Z
k
t \Y H
(41) M A'VRY 5 ah, 54
Y Rt
Hk Vk
Puisque a'o b'o‘= c’O d'O nous définissons alors :
" = ' ! . " = a! ! 1
RVk cOdO/Rvk et RHk aObO/RHk
d'Oﬁ n "
t ah v cE i
"y — - ¥
(42) Mt (Y:Z>R ) k];fl y + Rll z + R”
Hk Vk

Nous constatons par ailleurs que quand :

A' varie de a'o a b'O alors y variera de b'O aa'

514
@]

y' varie de c'o a d’O alors z variera de d'O

" Donc les intervalles de y et A' étant confondus et ceux de z et V'

étant aussi confondus alors :

(43) Mt% G vl R =M (5, 2, RY)

qui est une conséquence de l'unicité des paramdtres {R'} = {R"} .

c.q.f.d,
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a.3. Soient les trois variables :

K(l), v(l) ot R(l)

et posons :
(1)
(44) Mt (}\l’ \)v, R') = / (}\;(l) (1)’ R )
Comme R' et ¢' d' /R! sont tous les deux danS<[R' ;alors (39)
k o o k [V
Vv v i |
devient :

1 Rl ) ('—C' dl /Rl >
. ) <+a'ob'o/R’H9
et bt R )
*C Hk>< 0 0 gk
v ‘i‘R' \)'+C' di /Rl
<: Vk :) (f o o VE:)

Ar-r' L) (- 2 0y =ty c' d' - k'Q' Pt —————R,O °
V- Vk

t 1
>\+Rk

M(X',v ,R'") = (
kl(

(45)

Mais : )

\Y k

. f f ' 1
Posons : k(l) b a ob o (1) i l - c Od o
- + >\’l ] V ) Y 1
(46) : v

en combinant (39) et (46), on obtient (44) ; par ailleurs :



(1) a'o+b'O [ i}
A € Va'ob'O s T | = e b1 |

(a - C|O+d|0"| ]
v e fflere s =52 el g
\ v v -
(1) \f[ (1) ] 72 ¢ )
v o=rD U ~a'b' =al b /R
Vk2 Vk \ Vk 0 0o o Vkl
2
! (1) i (1) J 1 1
S Hk+\/[R B B
2
/ NG J ' (1)
R,.=R, -\IR -a' b' =a' b' /R
HkZ Hk \ [ Hk 0 o o Hkl

et si t = 21‘1 >
(47) Mt (>\’ \)’ R) = Ml (>\.|(n)’ \)l(n), Rl(n))

Donc partant de :

Nous aurons :

Ate (;'o’ b';] =[;; h 60, b ~ G;]
|
0

4
' ' 1 =’
\)Sihc,d co+e,d+60




-68-

Alors
R — 1 + bl
(1) NN N a 0 o
A € 1’ b1 = Lya o b o ;
w [, 1. ]
! ' T -
MUTe Jal b=l ey -8, by - 8y
— - ¢! + d'
\)(1) U ) 1 0
€ fl,dl“ L_\c K L 5 ]
. r A
' ' [ .
V € |c 1,d1 C1 + 91, dl + el]
ol
0 = -
1= % (b1 dl) / (2 a, + b1 + dl)
et ainsi de suite :
—_ e ! + b'!
()  [° o , % n-1 n—l:,
A ¢ fh? bn___ &a n-1 b n-1’ 2
X(n) € la' , b'|=ia_ ~06_ |, b -p ] -
" n n i'n n n n
(48) — - o c! + 4’
V <n)€ c d =YC1 d' -1 1’1—1
n’ n_| [ n-1 ~ n-1° 2
v ™e et a e 10, a +0 1
n’ n n n’ n n
L -~ L
ou a (b -4d)
_ .n_n n
fn

Notons que a'n b'

C

et que a
4 n n

pour tout n

pour tout n > O
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De (47) Nous tirons

Rl(n) = C’ d’ =

(n)

l'algorithme & suivre pour le calcul des R K et
H

Ayant trouvé R'

R K est l« suivant

v
SR nt1
R(n)H I N
R(“)V = R"(n) +6, = "’1n+14r o
R,:I;ll_1>= ‘R(n)H N V[R(H)H] 2 _ azn
R,:Ig_n: azn / R,:Irll—l)
ey Y-
R'é2_1)= azn/ R‘,fin—l)
R e
e e
R(;Il) _ R,éT—l) Yo
R(n;l) _ R,(;-l) +e_

v v
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j -
i RO

el o () +\( [R(Ji - &

e B L ow J
R'(f{;l) _ a2. / R,(J-l) o

H J H

, ; -
RICESIRNCH N | NE) 2
; J

Vkl Vk i Vk

(j-1) 2 (j-1)

' = 1
Rv(kz : j(/ Rkl

j-1) S j-1)

49) Sk S S

(i-1) (3-1)
R = R' 0.

HkZ Hk2 j-1

(j-1) (i-1)
R = R! + 8

Vkl Vkl j-1

-1 .

Vk2 Vk2 j-1

j=n, n-1, n-2, ....c0.. s, 1
et les paramétres R(O) K et R(O) K ne sont autres que les paramétres recher-
H V

chés et & utiliser dans les équation matricielles (30).
Alors le maximum de la fonction M (A, v, R) est donné par :

U= max Mt CAy v R(O)

t r
XGLaObO]

Ve[codo}
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qui n'est autre que :
a - a' a' - c!
_ nt+1 n n+1 n
0 ut a + a' a' + ¢!
n+l n n+l n

Dans 1'équation (36), nous procédons au changement de variables sui-
vant :

u - Q v+ Q

51 A= - fu B + 8Y

™

ou O, B, Osont les constantes & déterminer ; ainsi 1'équation (36) devient :
> eq

" u - R' - R'
(52) M = f
£ Kl u v + R'

-+

ou : r B R k
R' = H
Gayr| B 1-0R
< H
B R I +
R' = —
<
| Vv 1+%R e
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Nous choisisscns o, B, & de telle facon que :

quand A = a alors u = k'
quand A = b alors u =1
quand v = ¢ alors v = k'
quand y = d alors v =1

ceci est possible si k' est racine de 1'équation :

2
(53) k' -20+mk'"+1=0

(54) m =2 (b-a) (d-c) / (atc) (b + d)
et puisque b > a, d>cet a+c >0 alors : m>0

Alors les racines de 1'équation (53) sont réelkset posities et in-
verses l'un de 1'autre ;.nous considérons k' comme étant le plus petit de ces
racines :

1

k' = .
1+m-+VnKm+2)

0<k'<1
Ainsi, nous avons

k' (b+d) - (a + c)

r =
0 (a+c)(b-d)+k ' (b+d)(c-a)
_2+6 G -4
(56) < B b+d
o = k' (c-a+2 ac §)
L atc

les intervalles de u et v sont depuis identiques, c'est-a-dire u et v varient

toutes les deux dans [k',l] . Dés lors si R K € [R'V] et R' K € [R'H:]dh R'V]
\ H -

-

et[h'H] sont deux ensembles de paramétres résolvant le probléme du minimax,

nous pouvons conclure que [R'v] = [R'H]du fait de l'unicité de la solution :
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et :
M="P (u) P (v)

ou ! u - R,

_ i
P (u) kgl u + Rj

Wachpress * a démontré que les Rj répondant au probléme du minimax s'expri-
ment au moyen des fonctions elliptiques :

(2j - 1) K

= d
(57) Rj n T

D'ol en utilisant les relations (52), il vient :
o Rk - Q

Hk_ B + OR,

Rk'+0,

k B+6Rk

(58)

et ainsi le probléme du minimax est complétement résolu,

La relation (57) donne Rj; une approximation de Rj est donnée par :

r, [1 + (]Z—') 2 (1_rj )]

k' j
(59) R, % 2 () .
SN 4 k'\2r,
_ 1+4) 3
2j-1 .
avec : rj = ETH J,= 1, eeoeonn ,t
les Rj sont situés de part et d'autre de k'.1 =Vﬁc', donc ils sont tels

que :

ou encore ;

R,. R, =k'
It

les Rj étant ordonnés de la facon suivante :
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et le maximum absolu de la fonction étant :

™ t/log (k7 )
(60) p, =4 e

en posant :

(60)" ‘ut = 4 ef]»

o ———— i

Une comparaison entre les paramétres calculés par la méthode exposée
au paragraphe ayet ceux calculés par la méthode exposée au paragraphe b) mon-

tre que ces paramétres ont au moins cing chiffres significatifs exacts.
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ETUDE THEORIQUE

DES ERREURS DANS LA METHODE

DE

PEACEMAN-RACHFORD

* Principales références : - These de Monsieur GASTINEL (Bibliographie n°2)

- These de Monsieur LIOT (Bibliographie n°4)
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*
ETUDE THEORIQUE

DES ERREURS DANS LA METHODE

DE

PEACEMAN-RACHFORD

I. - Notions préliminaires

a) Nous savons que cette méthode differe des autres méthodes itératives

par :
1) Le fait que le vecteur X(m+l) est obtenu a partir de X(m) par 1'in-
termédiaire d'un autre vecteur X(m+1/2) de la fagon suivante :
() (m)
(1) (I +H) X =(rI -V)X "~ +58
1
(m=)
2) (r+w) ™D 2 (1 o) x +5

r étant un paramétre et en combinant (1) et (2), il vient :

(3) X(m+1) = (rI + V)"l (rI-H) (rI+H)'1 (rI-V) x(m)
+ (eI 4+t [(rI—H) + IJ S
ou
(3)! x(m+1) =M (r) x(m) + N (r)

(m)

ot M (r) est une matrice représentant le coefficient de X et N (r) une ma-

~

trice représentant la partie restante 3 droite de 1'égalité (3),

* Principales références: - Theése de Monsieur GASTINEL (Bibliographie n°2)
~ These de Monsieur LIOT (bibliographie n°4)
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m+2) L (m+1)

2) Le fait que le vecteur X( est obtenu 2 partir de X de la

méme maniére que précédemment au seul changement de prendre un autre paramdtre
(m+1) (mt2) on

r ; donc si pour calculer X on prend r = r1 alors pour calculer X
prend r = o et ainsi de suite, de sorte que nous aurons les relations suivan-
tes :

x™D (x)) x™ 4y (r)) 8

™2 ) XV o) s

(4)
™) _y ey x®RD Ly ) s
k k
. (k) ) .

3) Le fait que ayant calculer X , de grouper les k équations de (4)
en une seule et de recommencer le calcul en prenant X(m) = X(m+k), etc ....
d'ou : v

G5y xR 6))( g™ )i
en posant :
y = x™
0
et
v = x(mHk)
1
il vient : ,
H 8]
(5)' Y, = ”(Y +
1 0

la méthode n'est alors qu'une méthode linéaire obéissant 2 la relation suivan-

te :

® v, =My, -
d'ot
ol L o1 -
vo=0 Y+ oz A
(7)* -0 j=o
o, i-0-1 LD
_ aui-a g
v, = i Y, + % 3,!;‘
j=o

OOt .
* L'écriture %} veut dire W{ puissance i.
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b) Considérons d'abord une des relations (4), i.e.

(i) oy gmri=1)

M (r N (r.) S
i i

théoriquement le calcul des vecteurs itérés X n'est convergent que si le rayon
spectral de la matrice M (ri) est inférieur &2 1 ; il en est de méme pour le
calcul des Y, qui n'est convergent que si le rayon spectral de la matrice %Vest

i
inférieur a 1.

p (M (ri) <1
p(‘)ﬁ) <1

Donc la stabilité de la méthode, d'ailleurs ceci a été dit antérieure-
ment, dépend de p (%{) et par conséquent des p (M (ri)); cette stabilité dite

théorique, il en a été fait pour qu'elle soit assurée.

Mais dans la pratique, les choses se passent un peu différemment et la
méthode pourrait diverger méme si p (%2) <1, ceci étant di & la propagation des
erreurs de calcul, En effet, toute machine a une capacité limitée, ceci veut dire
qu'a chaque opération élémentaire (addition, soustraction, multiplication et di-
vision) on commet une erreur de calcul (dite d'arrondi) c'est-a-dire si la capa-
cité de la machine est de 8 décimales et si on a un résultat de la forme

1210043789 . 10(:L par exemple, la mémoire dans laquelle se trouve ce nombre n'en
%

caﬁserve que 12100437 . 10OL+2 et le calcul se fait de nouveau avec ce nombre ar-

. . . my . PR
rondi, et ainsi de suite de sorte qu'en partant d'un vecteur X( ) j'aboutis 3

un vecteur X(m+1/2) et puls & un autre vecteur X(m+l) (mt1/2) e

X(m+1).

au lieu de X t

Si X(m+l) vérifie la relation matricielle

X(m+1) - X(m) 4B

k) L , .
alors X vérifiera la relation matricielle

(m)

R g™ g
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Théoriquement, par un choix convenable des paramétres r,, mous avons
fait de sorte que la matrice A ait un rayon spectral inférieur & l'uni &té
p (A) <1 ; mais, & priori, rien ne permet de dire que p (A)‘;f_lL'Au con-
traire, si p (A) < 1 tout en étant trés voisin de 1 (p (A) # 1), il ne faut

N

pas s'étonner si la méthode diverge, divergence due, bien sfire, & la propaga-

tion des erreurs de calcul ; ceci correspondrait symboliquement 2

P (&)

ce que
> 1.

Dans tout ce qui va suivre nous allons étudier la propagation de ces
erreurs et leur influence sur les matrices M (ri) et par conséquent sur la
matrice?ﬁ et trouver en définitive la relation matricielle & laquelle répond

le vecteur Y trouvé. Il est bien évident que la propagation des erreurs dépend
en premier lieu de la méthode choisie pour la résolution du systéme linéaire
(nous nous bornerons a la méthode de Gauss) et aussi du fait qu'on travaille en

virgule flottante ou en virgule fixe (nous considérons seulement le calcul en

flottant)

II. - Calcul en flottant.

de A
A(n)

(8)

La méthode de Gauss* consiste en le passage de A

(2) N A(3)

J

vess. puis de A

(k) 3 A(k—l—l)

et Y =

, +e... et finalement de A

._< —_—— e —

(1)

=A a

A(z), puis

(n-1) .
a

» qui est une matrice triangulaire supérieur, par 1'algorithme général
p 5

suivant

* Cours de Monsieur GASTINEL (Bibliographie n° 7)
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. K
LD (K Tk (K
1] ij aKK) Kj

KK

K = ]-, ® 6000y n—l
i=K+, ..., n

j = K+l, 86 0y 1’1+1
le terme a(K+1)ij désignant 1'élément (i,j) de la matrice A(K+l)°

(X) .
a

Dans le cas présent, ou A est donnée par (8), pour passer de A

(K)

K+1) | . e
A( ) il suffit de transformer dans la (K + l)eme ligne de A K les éléments

suivants :

(K + 1, K) qui devient nul,

(K+1, K+1) qui varie
(K+1, K+2) qui reste égal a 1
(K+1, n+l1) qui varie

donc seuls sont transformés les éléments (K+1, K+1) et (K+1l, n+l) (second mem-
bre) ; et & la fin de la trinagulation nous aurons une équation matricielle

de la forme :

(9) ALX =y

T !' "
(d
oli 2 1 1 0 yl
(n) ; d
¥ — o =
( 9 ) AT A A 2\ 1 \ et y yz
O \\\\ 1 y
‘\d l n
n %

- ..1

ceci fait, le calcul des composantes du vecteur X se fait par simple élimination

en commencant par :

et

I E e pour i allant de n a 2
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Reprenons le systéme

(10) AX =Y ol A est une matrice quelconque et soient :
S(K) l'erreur relative dans le calcul de
() | TKip .k
K,K
? iK; l'erreur relative dans le calcul de
3
-(K+1)_ =(R) -(K)  -(K)
a, ,"’'=a ) - .
1,] 1,] 1 KyJ
(K) ' (]
o} l'erreur relative dans le calcul de
i
=(K+1) _ =(K)  =(K) ~(K)
i A R4S

Hi K 1'erreur relative dans le calcul de
9

5, =8 . 4+ab)

51K i,k+1 © “i,K * °K

Yi l'erreur relative dans le calcul de

S
-~ i,i+1
5 = ;Zi)
i,1
ot §, représente la somme partielle dans le retour arriére avec S, =0
i,K i,n+l

et ot l'écriture a, par exemple, désigne la valeur calculée de a et non sa

vraie valeur,



Le vecteur §
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réellement obtenu peut-&tre considéré comme

la sclution exacte du systéme

(11)*

avec ¢

(12)%]

xR

* Thése de Monsieur GASTINEL

8 A

6Y=v

n-1

[
™

n-1
(2
=]

0o 0.-..0

) =(K)

(K) -(x)

“k2° %42 K
0 © 0
3%
n n,K

(K)

€

(-C

“3g+1,K

(K)

5 (K

+ 8. A

A+6A)X=Y+dY

(K) )

) + 62 Y + 8

1960 (2]

Y

-

°
°
o

z

(K) 5(K+1)
1,37 71,3

¢
i
1
H

i
1
i
§
!
3
i



] r (1 = 7
0 Yie 21,1 0 5
: -(2)
a8 y® L |00 e : 2 f2
15T ] Prert kel ) ¥ 7
(K) =(KR+1) | .
Pre2” Tr+2 :
(R) (k1) | A O
Ph * ¥ g ! Yn* % n,n" °n
N
* S - S . + S
(15) M2t 51,0 TH 3 0 53 Hin 0 S1,n
D8 My . v B s 5
Ha,10 ®2,1 TH 3 0 %003 Hon * 2.n
63 Y = i
un-l,l' Sn—l,l Toecenaeeddt Mn-l,n-Z' Sn—l,n-—2 + Hn~1,n' Sn—l,n
n —
o (6, Y), = & M, . oS, . pour i allant de 1 & n -1
3771 3=1 i, ] 1,7
J#L

En tenant compte du fait qu'a chaque pas en K on ne transforme dans
la (k+1)°™ ligne que les deux éléments (K +1, K+1) et (K+l,n+l) et en remar-
quant de plus qu'on ne calcule pas successivement :

~(K) 1 - (K+1)  _ -(k+1)  _ =(K) -(K) -(K)

Pre1 ~ ) PULS Bpig, s T %kl %ml,i T Prel ¥, j
K,K
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mals directement®

~(K) >
ay ;
-(K+1)  -(K) bt
= . - +
41, | a ki1, ] éKé erreur
3

On en conclue que les seules erreurs non nulles sont :

(K) (x)
P ke K+1,K+1 et Yy
- _ =(K) £y s C
en posant XK =a et en reportant dans (13), (14) et (15) il vient :
¢\® =g
(K) 5 (X) - (K+1)
51087 = Tral ke * Btk Bl kel
(K) (K)  =(RK+1)
5 )
1Y Prot © Y ket Pred ke
6, ¥ =0
Yoo hy e By
Yo o "2 2

- o e 6 o

Yp © %n o gn

ol Ei . est une matrice de base, c'est-a-dire une matrice ayant tous ses &léments
ERS

nuls sauf 1'élément (i,j) qui est égal a 1.

D'od finalement, si on pose Oi = iy(iil 141 il vient
' 3
0
6 A= ?2e Ay
I
(16) 7y X3
! ?no Xn

*These de Mr LIDI@%Grenoble 64 '



-85~

0 Ya oo Ay o g

(D -(2) L

2+ Y2 -

_ ' Yo o« Ay o B

(17) 8Y L) =3 + 2 ° "2 0”2
3 73 :

(n-1)-(n) - -

pn * n Yo ° >\n ° gn

Considérons maintenant le systéme suivant

(18) A X =Y avec A (4, 1)

tous les Ai étant identiques et de la forme

o 1

Ai=1oc;
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Is solution réellement obtenue peut-&tre considérée comme solution exacte

du systéme :

(20)

avec

ot les § Ai sont toutes identiques & § A donnée par (16) et

A+0A)X=Y+67%

donnée par une relation semblable a (17).

Lemme T :

et & Y =

n n

ot chaque ¢ Yi est

Dans la résolution du systéme linéaire A X = Y, si on utilise la méthode

de Gauss, la solution réellement obtenue peut-etre considérée comme 1la sclution

~ N ) ~
exacte du systéme (A + § A) X =Y+ 06 Y .,

¥

Pasolution du _systeme BX = Y

(n+l)s

(22) B

n+1
1
B. 1
\\ A .
~ \‘\
B 1
1\ B\\ 1'\.
~ ~ ~
N \\ ~
\\ ~ \\
1. B« 1
AN S
N . N \\
\\ N
~ ~

5 A et 8 Y étant données par (21), (16) et (17).



-87-

En triangulant la matrice B, les n premiéres lignes ne sont pas modi-
fiées, quant aux autres a chaque pas K > n je modifie dans la (K+1)éme ligne
les éléments (K+1, K+1) et (R+l,f+1), 1'élément (K+1,K+l-n) étant pris nul
(principe de la méthode) et 1'élément (K+1,K+1+n) n'ayant pas changé (toujours

égal a 1),

Donc les seules erreurs qui restent sont :

(K) . g
Y K1, Kot K=mn, ;.00 &~ 1
(K) o ;o
A K=n, couee L1
Y i=1, ..... L

le vecteur X réellement obtenu peut-&tre considéré comme solution exacte du

systeme : _ /

(23) (B+86B)X=Y+0Y

avec ¢

(24) 6B




SU
0 \(1 . A 1
0
(n) =ntl
(25) & v =1 Poi1 Tnat

200 BV
;pz 2} | TR

&
>—‘
(o~
T
&

L (K) . ~(K)
ou S ] —
Ty = 7 K+1,K+1 et My =b % ¢
b(K)i . étant 1'8lément (1,j) de la matrice B(K)
3

lemme IT

"Dans la résolution du systéme linéaire BX = ¥, si on utilise la mé-

thode de Gauss, la solution réellement obtenue peut-&tre considérée comme la

sclution exacte du systéme :
B+8B)L=Y oy, "

§ B et § V¥ étant données par (24) et (25)

¢.) Supposons que toutes les erreurs relatives sont égales a €.

Alors les égalités (16) et (17) s'écrivent
(26) & A =c¢ 0
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0 xl - By
_ ~(2) > =
(27) 8§ Y =c¢ P + € Ay < &
§;n) xn ° En
X i . J

et chaque § Ay et d Y, des (21) sera donnée par (26) et (27).

Les égalités (24) et (25) deviennent :

0
0
(28) 6B =¢ °
0
3
1 n+l
T
A n+2
X
i ] Tz
0 A 1°.5
(29) sY=c¢ m(g+1) + € :
nt+l .
‘“(2) g F s
}& | Kpo @e
B - -




81 on pose

(29)°

(26) et (27) s'écrive

(30) & A

1

6 Y
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A
n
0
-:_Ll
A
b
XZ
nt alors :
€ A. E

e T. Y+ € A,

1'écriture (11) devient alors :

(31)

ou (A + ¢

(A+eAE)X=Y+

AE -e )X

€

il

et comme le signe de € est incertain

(31)"

TY+eAX

(I1+eT) Y

alors

A+erF)X=(0+eT)Y

-t
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avec

(32) F=| 2 0

et le systéme donné par (20) devient :
33) (A+ed P X=(I+eT)Y

avec ;

(35) IX = " et T =

chaque sous-matiice Fi étant donnée par (32), ainsi que les sous-matrices
N

Xi et T, sont données par (29)'



Lemme ILI.
n
Dans la résolution du systéme linéaire A X =Y, si on utilise la mé-
thode de Causs et si toutes les erreurs relatives sont de l'ordre de € sur
chaque opération de la forme a + b. ¢ ou (at+b)/c alors la solution réellement

obtenue peut-&tre considérée comme la solution exacte du systéme

R

Y ~ )
(A+e X F)X=(l+eT)Y

A

A, F, T étant données par (34) et (35).

Posons maintentant : ntl
T \ ‘
Lt 0 ;
1 _ . !
! = 30! | - ° £
A A 5 E o g
’, 1 i
- .
My 1 |
°° 1
° {
1 )
0 n+l !
0 v
i .
(36) ¢ 0 :
§‘1 0
n—l—]r)? ~ 1._, 1
TV = : T
A o1 1
2 °.
°, ¢.£" 1
X"'j
£ -n

A, E', T' étant des matrices (iﬁL) ; £=n.n

Alors les relations (28) et (29) devienment

"

e A" Ef
e T'" Y +6e A" X

5 B
& ¥

il

ef: le systéme (23) sera remplacée par :
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(37) (B+e M ENX=Y+eT"Y+e X

ou

B+el E' -€eA)X=(I+eT")Y

et comme le signe de € est incertain, alors :

(38) B+er F)X=(I+€T")Y

nt+q

avec ¢
1

(39) F! °.

f—

lemme IV

Dans la résolution du systeme linéaire B X = Y
si l'on utilise la méthode de Gauss et si toutes les erreurs sont de l'ordre
de € sur chaque opération de la forme a + b. ¢ ou (atb)/c, alors la solution

réellement obtenue peut-etre considérée comme la solution exacte du systeme

o o e

B+e X' FY)X=(I+eT")Y
A', F', T' étant données par (36) et (39)

d. Erreur dans la méthode de Peaceman-Rachford* quand on calcule

en flottant avec la méthode de Gauss,

Considérons les deux relations (1) et (2), i.e.

[ (m+1/2) o x®
- :( -V X -8
(40) ¢ (rI+ H) X rl -V +
{(rI + V) X(m+l) =(rI - H) X(m+1/2) + S g
1
_ avec S = S2
*I1 s'agit ici de résoudrel U=0 dans un rectangle :
avec un quadrillage ayant n points suivant Ox et n é
points suivant oy et avec des pas h et k inégaux. n



les formules ¢40) sont de

(41)

avec :

(42)

(43)

“A X(m+1/2)

X(m+1)

-9

la forme :
N (m)
=CX +Sh
- D X(m+1/2) L3
h
K
et A, = 1 K
l o *
A 1
ni
i

n+1
¥
RY il
i K! -1
C = K" E \\\ ‘\\
n+].-) 1 K' N \\\\
1 ) AN \\\
\\ AN \\\\
\\\ ~ 1
\\\, \\
1 . K!
- 2
K= ~(rh° + 2)
K'= rh2 - 2
K'= -h% /K
s = -h% s




n+1
3 PSSR |
p B 1
(44) B = |1
ntl {1 ﬁ\\ \\ X
. . 1
\\ “\
\\ \\
1 ‘'H
D
1
(45) D =H" D,
D

et D, = N ~
1

D étant composée des sous-matrices toutes identiques

H =
H' =

Hll =

(46)

- (rk2 + 2)
rh2 -2
2
- EE et Sk = - k2 S
h
o (p,0)
0 pour p allant de 2 an -1
0
a(p)n+1)
a(1,0) + o (0,1) a (n,0) +a (n+l1,1)
0 +a (0,2 0 +a (n+l1,2)
. et § = N
Y n .
0 + o (0,n-1) 0 + o (nt+l,n-1)
a(l,n+1)+ a(0,n) a(n,n+1)+ a (n+1,n)

e e
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les o désignant les valeurs de la founction sur la frontiére)de (41) on tire :

L(@HL/2) el () el

(47) CX™7 + A S,
. ) e ) ) )
x o) =BlDAIfCX(m)%-Bl-DKlSh-%-BlSh
¢'est-a~dire :
mt
(48) xmH) M (1) x(m) + N (r)
Partant de X (m?, le vecteur théoriquement trouvé X(m+1) satisfait
a (48),mais pratiquement nous obtenons %(m+l) qui vérifie :
v(nt1) (m)
(49) X =M'(xr) X7/ + N' (r).

En effet, considérons d'abord :

A X(m.+1/2) -5 v (m)

avec Y = C X + S,

h

v (mt+1/2)

le vecteur réellement trouvé est X qui satisfait a :

"}'{(ml/z)

N [V NMI\]V :
(A+e ) F) = (I4+¢eT)Y {(formule 33)

mais le calcul de Y fait intervenir les opérations

\ 2 ;o . .
K" (x, +K'x,+x, )et-h" s, qui font intervenir
i-n i i+n 1

des erreurs; donc¢ si les erreurs relatives sur les opérations de la forme

atb.c ou‘(a+b)/c sont de l'ordre de ¢ on aura en fait :
11 H i3] . : H .
R [y ot x) oy, (00 KT Gy K x4y ) (4

et :

~n? 1+ 26) sp = - % (1 + ) s; avecV=2¢

donc

C=(14Y)cets =(1+y) s

et nous aurons en fin :

“(mt+1/2) (m)

(50) (K+ehi®X = (@T+e® (L+y) CX™ + (I +6T) (1498,
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. 4. , éme )
Considérons maintenant la 2 relation de (41)

p x(0tD) _ avec z = p X\™1/2) S,
le vecteur réellement obtenu %(m+1) satisfait a :
@ren ) X™) 2 (tre1n 2
en faisant le méme raisonnement pour le calcul de Z que celui de Y = CX(m) -+ Sh
il vient :
¥ (mt1) v(m+1/2)

(51) (B+e A'F') X =(I+eT") (1+7) DX + (14T (1+9)8,

De (50) et (51) on tire :

(52 X ™D o ek T (aseh) (1) ™ (haekB) L (aeeh) (s,
(53 XD o (B+ex'F')'1(I+e%0(1+w)n§<m+1/2)+(3+ex'F')'1(1+e%')(1+v)§
d'ol
™D renrn L ern) (1 pGaen ) L (1se) (109 cx ™
+ (Bl FD) T (THT ) (1) D(Ereh D) (14eD) (149) 5,
(54)

+ (Bed'E) T (e ) (14y) 8,

(54) est de la forme :

55) XD 2 () 3™ 4w (o)

avec :
(56)  M'(x) = (1) 2@B+en'F) L (Trer DGl F) T (T4eT) 0
(57) N'(r) = (1+4¢2(B+ex'F')"1(I+eT')D(Z+ei§)‘1(1+e%)sh

+ (1+7)(B+€X'F")ul(1+€T') S,

N

N N
les matrices A; B, C, D, A, T, A' et T' données plus haut sont fonction du

paramétre d'accélération r,
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m+1)

Finalement le vecteur X qui satisfait théoriquement a (48), dans
la pratique, il peut-&tre considéré comme satisfaisant & (55).. Alors si nous
prenons des r différents au nombre de k par exemple, le méme calcul fait plus

haut nous permet d'écrire :

(D) =M“(ﬁ)§ﬁm—+N'(H)
*‘)’((m+2) Y (rz) %(ml) + N,(rz)
(58) ¢
v (mik) o ¥ (mtk-1) :
L X =M (rk) X + N (rk)
de sorte que :
L k-1 j+1
sy X Loy | ™SS O ow ) v () Ny
i= t =1 i=k t ] k

qui est de la forme :

/
(60) F(mik) WN(m)+ ﬂ/"

avec _ 1
%z' = 0 ! (ri)
(61) <
k-1 341
Pr=13 Cn M) N (r)+N (r,)
- =1 ik ' :

v (mtk )

(m)
donc le vecteur réellement trouvé X partir de X peut-&tre considéré

comme donné par (60) au lieu de

(mtk) _ W X(m) + /UD

(61) X (relation (5) au début de ce chapitre)

2 v | ~
et en posant X( k) =V et X(m) =V

alors il vient :



et plus généralement

N o 10 i=0=1 L
(62) IV = 'WVl Vot 2 "1*7('J A
j=o

.eéme . . A P , 5
et le 1 itéré peut-&tre considéré comme solution exacte du systéme (62)

au lieu du systéme (7)

e) Conclusion générale

Dans la résolution de 1'équation A U = O dans un rectangle par la métho-
de de Peaceman-Rachford, si l'on travaille en flottant, si 1l'on utilise la mé-
thode de triangulationeélimination de Gauss et si les erreurs relatives sur les
opérétions de la forme a + b ec et (a+ b)/€ sont de 1'ordre de ¢, les vecteurs

(mtp)

réellement obtenus X et Yi qui vérifient théoriquement les équations :

(P oy (x) g(mrp-1) (rp) S

X(m+k) _ lnzx(m) AP
, i-1 o
)y ety an W
1 fo} j=o
o i-0-1 .
v, =M%y oam ooy
* ST (-

peuvent-8tre considérés comme solutions exactes de

- ;((m+p) - (r) 3'((m+p.-1) LN (r)

;’((m+k) =m, (o) P

o - i Ry i_l b j }O
G v, =TV + 3 B A
j=o,
, i-0-1 .
N - ,,("vl_a N Z "J f)'
v, il AR







-100-

IV - PARTIE
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RESULTATS  NUMERIQUES
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A, - Rappels et définitions

Dans tout ce qui va suivre, nous désignerons par :

. Pb (S,T;M,N) le probléme du Laplacien (AU = 0) dans un rec-
tangle dont les cdtés sont pardlléles aux axec de coordon-
nées et ayant une longueur S suivant ox et T suivant oy ;
avec M pointé intérieurs sur l'axe des x et N points inté-
rieurs sur 1'axe des y 5 les conditions aux limites étant

U (x,y) = SIN (y)» CH (x) sur la fmtidre I du rectangle.

. PR1 (t) la méthode de Peaceman-Rachfqrd avec un seul ensem-

ble de t paramétres.

. PR2 (t) la méthode Peaceman-Rachford avec deux ensembles de t
paramétres chacun,

. t le nombre de paramétres sélectionnés.

. NP le nombre de "pas" .(ou de tours) effectués,

. NI le nombre d'itérations effectuées (il est clair que

NI = t, NP)

. h le pas du quadrillage suivant ox et k le pas du quadrillage

suivant oy.
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. MSFib. la méthode qui calcule les paramétres accélérateurs au

moyen des suites de Fibonaci (page 40)

. MWach, la méthode qui calcule les parametres accélérateurs au
moyen de la formule approximative de Wachpress (page 43 formule
84)

. U(I,J) la vraie solution de 1'équationdU = 0
. U(1,J) la vraie solution du systeme discrétisé

. U*(I1,J) la solution réellement obtenue.

. ERMAX = max 'U(I,J) - U* (I,J)|= erreur globale maximum
1,J

. ERRELC 1'erreur relative correspondante a ERMAX

U(L,J) - U* (I1,J)
U (1,J)

. ERRELMAX = max
I,J

. DSH la méthode dite "directe SH" étudiée par Melle DI CRESCENZO*

. SUROP la méthode de surrelaxation optimisée (Voir Varga [5] page

105)
o, L%

o T8

Tous les programmes ¢nt été écrits en Fortran et le temps de cal-

cul est donné a une seconde pres.,

* Voir DI CRESCENZO [8]
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B. Calcul des paramétres accélérateurs par deux méthodes différentes et compa-

raison des résultats.

Nous prenons :
a =10 et b =400

Pour t = 2, nous trouvons :

Méthode r1 r2
(1) MSFib 208, 55093 . 19, 179964
MWach 208, 55959 19, 179171
ot o)

Pour t = 4, nous trouvons

Méthode rl r2 r3 r4
MSFib 331,13414 116,88275 34,222327 / 12,079695
(1D 34,221611 | 12,079018

MWach 331,15272 116,88520

i

H .

Pour t = 3, nous ne pouvons utiliser que la deuxiéme méthode MWach, nous

trouvons :

Méthode r1 r2 r3 ‘

(I11)

s

MWach 290,00341 63,245552 13,792942 J

Nous constatons qu'il y a au moins cing chiffres exacts et que, méme
. k . PP
si t n'est pas de la forme 2 les paramdtres sont situés équitablement de part
et d'autre de VZb et sont tels :

r, * r , = ab .
i t-14 i
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Pour le calcul de deux ensembles de paramdtres, mous avons pris

A€ [a3§} = [aoﬁ bo] et vy egwcadj = {,Co’ dog
avec

a=1 b = 100

c = 10 d = 1000
et t = 4

si nous utilisons la méthcde de la page 62, nous trouvons :

R, =495, 0161 R, =89, 83595
1 ]
R, = 82, 11834 R, =42, 27370
CAD G 2
é _
| R, = 23, 65535 R, =12, 17757
3 3
SR, =11, 13141 R, = 2, 020132
T4 ‘ A

avec [, = 0, 001316993

si nous utilisons la méthode de la page7l, nous trouvons :

R, =495, 1317 R, =89, 84017
1 1
= 82, 12130 = 42, 27481
(V) < RHZ sz
R, = 23, 65475 R, =12, 17711
3 3
| R, = 11, 13088 R, = 2, 019665
L 4 A

avec |, = 0, 001317394

Nous constatons que, si les RH et Rv calculés par la premiére méthode
different trés peu de ceux calculés par la deuxiéme méthode, la différence §
entre la borne du rayon spectral calculée par la premidre méthode et celle
calculée par la deuxilme méthode est presque insignifiante :

§ = 0, 001317394 -~ 0, 001316993 = 41077
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C. Temps de Calcul

Considérons le probléme Pb (1,1;M,N) ; faisons varier M et N, et en

utilisant la méthode PR1 (4) nous obtenons le tableau suivant :

M N NP NI‘ T en secondes
19 |19 | 3 | 12 4
(VI) |29 | 29 4 § 16 16

UM SRS SUUTRAE S SR
39 | 39 6 1 24 39

49 | 49 6 ; 2% g 63

e e ;MMG;_;,_,QAN., % L

| ) ”éé‘mmwwmé,_ﬂg,“éémdm,? e

la derniére colonne de (VI) donne le temps (en secondes) de calcul pour chaque

systeéme,

D. Influence du nombre t sur la rapidité de convergence,

Considérons le probleme Pb (1,1;9,9) et faisons varier t et arrétons
le calcul chaque fois que le maximum du résidu relatif (page 22) est inférieur

. -5 ,
a 10 7. Nous obtenons le tableau suivant :

_:TMEWEEWMiMWEIMM
R
: o R

(Vi1) 3 f 10 30
4 3 1 12|

5 3 1 15
A 3 §”.18-:
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Considérons maintenant le probléme Pb (1,1;39,39) et faisons varier t,
Apreés 1'arrét du programme pour chaque t relevons la valeur de la solution cal-
culée au milieu du carré, c'est-a-dire pour le cas présent U* (20,20) : d'ol le

tableau suivant :

; t % NP NI U* (20,20)
1 80 80 0,54061801 |
R AP
R e T RS
5 3 | 15 | 0,54061830
e R SV A
P T 7 0,54061816
e T S ey
9z i ososisn
0 | 3 30 E 0,54061800

o

la vraie solution de 1'équation AU = 0 au point U (20,20) étant :

sin (0,5). e¢h (0,5) = 0,54061266

Pour étudier la rapidité de convergence en fonction de t, il suffit de
comparer le nombre d'itérations effectuées, pour chaque t, avant 1l'arrét du
programme, Ainsi en examinant le tableau (VII) , nous constatons que le nombre
4 correspond au meilleur choix, cependart le nombre 2 n'est pas trés &loigné du
nombre 4 du point de vue rapidité de convergence. En examinant le tableau (VIII)
nous constatons qu'en utilisant t au nombre de quatre, cing, sept ou huit, nous

aurons a peu prés la méme rapidité de convergence,

D'autres expériences nous ont permis de constater que les nombres & et
5 correspondent toujours au meilleur choix. Cependant, pour les systémes tels

que M > 40 et N = 40 le nombre 8 correspond aussi & ce meilleur choix.
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*Remarque,

11 est méme conseillé d'utiliser, pour des systémes tels que M » 40
et N = 40, le nombre 8. En effet, il est vrai qu'en utilisant le nombre 4 ou
le nombre 8 le programme s'arréte presque aprés le méme nombre dfitérations,
mais le nombre de ''pas" effectués dans le cas t = 4 est le double de celui
dans le cas t = 8 ; de ce fait nous sommes amenés a faire deux fois plus de
tests (test d'arrét) dans le cas t = 4 que dans le cas t = 8,‘i1 e résulte
pour des systémes trés grands une notable différence dans le temps de calcul :
nous avons considéré le probléme Pb (1,1;59,59) ; le tableau suivant nous don-

ne une idée sur la différence de temps :

t i NP NI NT T en secondes
|
4 ;
(X1) a 6 24 6 _?6mmmmw I
8 i 3 | 3 90

NT désignant le nombre de tests.

E, Cas d'un rectangle,

Considérons le probléme Pb (21, 7 ; 39,19) et résolvons-le pa. les deux

méthodes PR1 (4) et PR2 (4) ; nous obtenons le tableau suivant :

’ - =
Méthode | NP NI I T en secondes | U (10,20)
PRI (4) | 6 26 1 a7 . 11,666661
(X) @ |
PR2 (4) = 5 20 ; 13 . 11,666667
- l A d e BARAC A i, e (s 4 pbean e A ey

la vraie solution de A U = 0 au milieu du rectangle étant sin (n/2) .¢h(;)=11,592038

Pour le probléme Pb (1,1;79,9) nous obtenons le tableau suivant :
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NP

Méthode

CUt (5, 40

NT LT en secondes
i
%
|
i

PRI {4)

5 20 L5 C.54005279
(X1) i | ;
PR2 (&) 3 12 i 9 ©0,54004892

Nous cons que la méthode PR2 est aettement plus rapide que la

méthode PRI, ceci

i cevralnement au fait que le rvayon spectyal de Ia

matrice de PR? est inférieur a celul de ls matrice de PRI. Fu effet, consi-

e
dérons le probléme Pb (1,1; 49,9), en calculant les bornes des valeurs pro-

Lydy

pres de H et V nous obtenons

i

a =9, 7887 b = 390, 21
9, 8664 d =9990, 1

i

C

en utilisant deux ensembles de parametres 1'un entve a et b L aufre entre ¢

et d, nous bornerons le rayon spectral de la matvice de PRz (4) par 0. 00843

i T

et en choisissant un seul ensemble de parvamétres entre 2 et d, nous bornercns e

rayon spectral de la marrice de PRI (4) par O, 034659 : de ce fait découle la

I P ity

différence de temps de calcul ; en plus des deux tableaux (X) et (X1), le

tableau suivant correspondant au probléme Pb (1,1 3 49,9), en domme une idée,

F e

1
IMéthode

=
.}

NP

{
|

PR1 (4) 6

(X11)

PR2 (4) i 4 too1s | 7 0, 54065065

Nous constatons par allleurs que le vapport de calcul de PRZ

et de PRI est d'autant plus grand que le rapport cd/ab

grand ; en ef

fet pour le problézme Ph (1,1 : 79, 93 1les boines &
5 3

oy
it

9, 7837 b
9, 8683 d = 25590

“
w
O
>
N

f
'

I
i
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le tableau suivant en donne une idée

Probléme RPT cd/ab
Pb (1,1;79,9) 1,63 65
(XTII) T
Pb (1,1;49,9) 1,43 25

RPT indique le rapport des temps de calcul

* Remarques :

1) Considérons le probléme Pb (1,1;79,9)

avec
a =9, 7887
b = 390, 21
c =9, 8683

mais au lieu de premdre d = 25590, qui est la vraie borne supérieure des va-
leurs propres de%ﬁatrice V, nous avons pris d = 9990,1 = d et nous avons
calculés les paramétres avec ces bornes, c'est-a-dire avec a,b,c et d et nous
avons utilisé la méthode PR1 (4), c'est-a-dire nous avons calculé 4 paramétres

entre a et d ; vu que d < d le min ~ max de la fraction
X

i
I 2
m ( ) est plus petit dans le cas ol
1 X+ r,

d = d =9990,1 que dans le cas ot d = 25590 et la méthode PR1 (4) devait-&tre
plus rapide dans le premier cas que dans le second ; or un programme de la mé-
thode PR1 (4) avec a et d s'arréte apres 18 secondes alors qu'avec a et d il

s'arréte aprés 15 secondes, ceci est trés logique car dans le cas ol on consi-

dére a et d la quantité 2
. X - T,
min max i )

X+ r,
i

n'est plus une borne

[

du rayon spectral,
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2) Necus avens remplacé dans la méthede PRZ, les R ; par les R,
H Vv
et réciproquement et nous avons constaté que la rapidé de convergence et la so-

lution calculée n'ont pas été modifiées.

# , . .
E Comparaison avec d'autres méthodes

Considérons le probléme Pb (211, m ; M, N)B_le tableau suivant indique le

temps de calcul en secondes :

; ‘ o
h ok MW SUROP | DSH | PRL (4) | PR2 (4) |
7/10 | 11/10 19 ; 9 A 4 3" ; M :
7/20 | 17/20 39 119 42" 30" 18" ; 144
S S SRS SRS RSOSSN S . | —

Pour le cas ot M = 39 et N = 19, nous avons comparé les valeurs obte-
nues en deux points : la valeur au milieu du rectangle U* (10, 20) et la plus
grande valeur & l'intérieur du rectangle que nous désignons par PGV, et si ¢
désigne l'erreur entre deux valeurs 1'une calculée par DSH, 1'autre par PR2 (4)

nous aurons le tableau suivant

Méthode | PGV U* (10, 20)
| . e o p e <
DSH § 228, 89990 11, 666551
, § . ! - |
(xy) |FRZ (4) . 228, 90334 | 11, 666667 |

¢ 0, 00344

0, 000118

Nous constatons que le rapport des temps entre DSH et PRZ (4) est

30/14 p 2,2 et le rapport des temps entre SUROP et PR2 (4) est 42/14 = 3

* Remargue :
Les programmes de la méthode DSH et de la méthode SURCP ont été écrits 4

Melle DI CRESCENZO [8] en Algol et le temps de calcul obtenu est :

136 secondes pour DSH
188 secondes pour SUROP
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pour avolr le temps correspondant en Fortran nous avons divisé le temps (en

Algol) par 4,5 .

F, Utilisation des valeurs propres de H et V

Nous avons vu (page 55) que pour que HV = VH, il faut que le domaine

dans lequel on cherche une solution de 1'équation

- f}-{- (P (x,y) 58}—{ U (x,y)) - a%r (p (x,y) % U (x,y))

+ 0 (x,9) U (x,y) =5 (x,y)

soit un rectangle dont les cdtés sont paralléles aux axec de coordonnées, de
plus il faut que P (x,y) soit fonction de x seul, ® (x,y) fonction de y seul
et 0 (x,y) une constante positive ; c'est-a-dire 1'équation ci-dessus se trou-

ve réduite 3 la forme suivante :

- g% (f(x) gi U (x,y)) - g%-(g(y) é% U(x,y) + g U(x,y) = S(x,y)

si f(x) = g(y) = constante il est ftrés facile de démontrer que la matrice H

aura la forme suivante :

H1
HZ
h2i€H= °°
H
n
ol
| c -1 ’
H
-1 C -1 |
;
_ _ _ - -1 C -1

Iy =8y = . = H) : , |
° _1 :
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et la matrice V sura la forme (23) de la page 15 mais le nombre 2 &tant rempla.

¢é par C alors les valeurs propres de H et V sont connues et données par
A, T o= (C ~ 2 cog (‘]—J)

h L n%l'J

o
-1

Neus avens eu 1'idée d'utiliser ces valeurs propres comme paramétres

accélérateurs : sclent

les valeurs propres de H (qui sont aussi valeurs propres de V si le domaine
est un carré),
Nous avons considéré le probléme Pb (1,1;M,N), nous avons fait varier

M et N et nous awns arrété le calcul chaque fois que le résidu relatif devient

plus petit que 5, 1O~6ﬁ d'ot le tableau suivant

NI % Résidu relatif Temps en secondes

z 0™®

by 4.1

—

3 :
H ‘“6 i

Lo
(XV1) |
{

—
O
—
O
(@)
—
N
=
[
()

N

59 159 4 i 3, 7.10 g 1

69 | 69 | 4 0,28, 107 ; 16 |

~J
WO
0
i
P
"~
et
O
No
Ay

Les valeurs propres ont été utilisées de la facon sulvante : la pre-

mieére itération a été faite avec v, = A la deuxiéme avec r. = A ete ,.. la
9 9
ame 1 1 2 2
i avec r, = AL,
i i



-113~

Remarques

1. Nous avons pensé utiliser les valeurs propres dans l'ordre décroissant

et pas dans l'ordre

croissant comme il a été fait ci-dessus ; en désignant par

PR3C la méthode de Peaceman-Fachford exécutée avec les valeurs propres dans 1'or-

dre croissant et par PR3D la méme méthode mais avec les valeurs propres dans l'or-

dre décroissant nous aurons le tableau suivant

Méthode M N NI | Résidu relatif .  temps |

PR3C 69 | 69 & 1 0,28.10% T 14
(XVIT) » T

PR3D 69 | 69 ! 69 2, 7.10 272

avec la

avec un résidu relatif de 2, 7, 10‘"6

17 fois le temps de calcul avec PR3C,

méthode PR3D le programme ne s'arréte qu'aprés la 69 ieme itération

et un temps de calcul de 272 secondes soit

2, Nous avons considéré le probleéme Pb (1, 1; 69, 69) et nous avons

utilisgé

la premiére itération avec

la deuxiéme itération avec

la troisiéme itération avec

la quatrieme itération avec

la 69 éme itération avec

le programme s'arréte alors apres 5 itérations, un résidu relatif de

la méthode PR3C un peu modifiée :

c'est-a~dire nous avons fait

-6
0, 45, 10

et un temps de calcul de 20 secondes (contre 16 secondes avec la PR3C non modifiée)

3. Nous avens considéré le probléme Pb (1, 1 ; 29, 29) et nous avons uti-

lisé la méthode PR3C de la facon suivante :



~114-

r, = kl
r, = KZ
g = Kl
r, = Kz
Toiig = kl k/i = 0, voceoy, 14
Ty Ay A PE PR U

le programme s'arréte aprés la 13éme itération avec un résidu relatif de
. -6 : . . P
0, 45. 10 et un temps de calcul de 12 secondes (contre 5 pcur la PR3C nen

modifide)

Toujours pour le probléme Pb (1, 1 ; 29, 29) avec la méthode PR3D le
programme s'arréte aprés la 29 &me itération avec un résidu relatif de

-6 _ e
0, 46, 10 ~ et un temps de calcul de 25 secondes (contre 5 pour la PR3C).

De tout ce qui précede nous concluons que si nous utilisons la méthode

de Peaceman~Rachford avec les valeurs propres de H ou de V comme parameétres,
a condition de les prendre dans 1'ordre croissant, la rapidité de couvergence
SN 1 . P

es! Gt i VY et le temps de caicul est trés réduit méme par rapport
a celui de PRI (4), en effet, considérons le probléme Pb (1, 1; 69.69) d'oh le

tableau suivant

 Mérhode { Temps

‘__- - - . -i

. 't A (4 5 /f‘l,v

(XVITI) EW,PRI (4) 149
PR3 C 16 |

4. Considércus le problzme Pb {271, 1; 39, 19) en utilisant la métrhode

PR3C avec les wvaleurs propres de H, le programme s’arrte aprés la deux

: 2 2 P ] 2 - 6 b el £l i é
itération avec un résidu relatif de 0, 6, 10 = et un temps de calcul de 7 se-

condes .,
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Le tableau suivant donne une idée sur la différence entre les temps

de calcul des différentes méthodes déja citées

Méthode SUROP DSH PRI (4) PR2(4) | PR3C |

; .
!
t
!
1
3

(XX tenps 42" 30" 18" ||

G. Cas ou le domaine n'est pas un rectangle

Si le domaine, dans lequel on cherche une solution de AU = 0, n'est

plus un rectangle la méthode de Peaceman-Rachford n'est plus avantageuse.

En effet, les matrice H et V ne commutent plus et alors les valeurs

propres de la matrice Tr ne sont plus de la forme
N i
it Vi © T
A, + T V, +r
i i

et on ne peut plus se prononcer sur le probléme de minimisation du rayon spectral

de Tr et par conséquent le paramétre r correspondant au meilleur choix devient in-
connu (de plus on ne sait pas si ce T appartient ou pas a l'intervalle [a,bJ des

valeurs propres de H et V)

Nous avons quand méme considéré le probléme suivant :

y
T S 1"
L] * L4 L 4 L L4 o L L]
’ & [y . @ @ » @ ¥
i o 8 % ®w & o & &
9 ¢ k& ¥ & w & ° o
e ® o &8 & & o &
T e 8 ® O ® & &
i
T ¢ © & o € @
g % & a & 0
»p 6 ¢ 0o 8 9
0] 5 S x

AU = 0 dans le domaine ci-dessus avec U (x,y) = sin y ch x sur la frontigre
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08 =1
0S'=0, 3
0T =1
0 T'=0, 3

les pas du quadrillage étant h = k =0, 1

Nous aurons alors

6 points entre S' et S
6 points entre T' et T
9 points entre S et S"

9 points entre T et S"

et nous avons pris pour paramétre r = 61, 8 c'est-a-dire le paramétre corres-
pondant au meilleur choix pour le cas du carré entier ; le programme s'arréte apres
70 itérations et 7 secondes de calcul, alors qu'il s'arréte pour le cas du

carré aprés la 17 eme itération et 2 secondes de calcul.
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H, Erreur Globale

e e o 5 oo e A o o

U (I,J) de l'équation différentielle et la solution U* (TI,J) réellement ob-

tenue, est proportionnelle adﬂgg (h étant le pas du quadrillage),
h

En effet, considérons le probléme Pb (211, m ; M, N) et résolvons-le

par la méthode PR2 (4) et faisons varier M et N de la fagon suivante :

pour M = 19 N= 9
pour M = 39 N =19
pour M = 59 N =29
pour M = 79 N =39

et pour chaque cas, calculons ERMAX ; nous obtenons le tableau suivant :

M N h =k ERMAX ERRELC I J

19 9 /10 0, 80202 0,0076870 5 17

39 19 /20 0, 20183 0,0019344 10 34
(XX) ) ) ‘

59 29 /30 0, 090027 0,000958 15 51

79 39 /40 0, 050724 | 0,0005275 | 20 67

les deux derniéres colonnes du tableau ci-dessus indiquent respectivement le
lieu de l'erreur (ERMAX). Nous constatons bien que l'erreur est proportionnelle

a ) et que, par ailleurs, cette erreur (ERMAX) se trouvent au méme endroit du
h
rectangle,

I1 est évident qu'a ERMAX ne correspond pas ERRELMAX, en effet le ta-

bleau suivant en donne une idée
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M N h =k ERRELMAX
19 9 /10 0,035749
39 | 19 /20 0,00891

( XXI ) . i o b B S A R AL AR
59 29 11/30 0,003965
79 39 /40 0,00223

Aussi, ici, ERRELMAX est proportionnelle é,gth
HPR R Lo ‘ o g
‘b'%w'kﬁwiﬂ dewine o vdud s h»Vw§9 d o ahméaux(Egﬂuby)

ey Ke éraphique (T) donne une idée sur! les plages d'erreurs relatives ;
nous avons considéré le probléme Pb (2, r; 39, 19) donc ERMAX = 0,201 et
ERRELMAX = 0, 00891 :

Graphigue (1) : Nous avons divisé ERMAX par 10 et partagé ainsi le triangle en

dix zomes : la premidre contenant les erreurs inférieures a O, 02 : €, < 0,02

la deuxiéme : 0, 02 < €, < 0, 04
la troisieme : 0, o4 < e <0, 06
la dixieme : 0, 18 < €, <0, 2

Graphique (II)

Nous avons divisé ERRELMAX par 10 :

¢ = ERPRELMAX
e = E/10

Remarques
AL AN

1. Nous constatons que l'erreur globale est symétrique si la solution
est symétrique : graphique (I),

2. Le graphique (II) montre que 1'erreur relative (globale) est presque
constante (méme ordre de grandeur) par colonne, ceci est une conséquence logique
de la remarque déja faite plus haut.

3. La répartition de 1'erreur absolue et celle de l'erreur relative

dépendent dela valeur de la solution.
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1, Erreur de calcul

11 s'agit ici de la différence entre la vraie solution 0 (I,J) du
gystéme discrétisé et la solution U* (I,J) réellement obtenue, cette dif-
férence étant due & la capacité limitée de la machine. Pour mettre en évi-
dence cette erreur, que nous avons déja étudiée théoriquement, nous allons
utilisef un sous-programme TRONC, congu par B. LII'* et qui a pour effet

d'augmenter l'erreur de calcul élémentaire. Nous avons constaté que :

. . L2 2,
1. L'erreur de calcul est proportionnelle &2 n”, n” étant l'ordre du

systeéme linéaire

2, L'erreur de calcul est proportionnelle a 1'erreur élémentaire

commise sur chaque opération,

En effet, considérons le probléme Pb (mr, m; M,N), et pour chaque
couple (M,N) résolvons-le une fois avec la précision maximale et une fois
en utilisant le sous-programme TRONC et pour chaque cas calculons l'erreur

Pt St

commise sur 1'élément qui figurent au milieu du carré, nous obtenons le tableau

suivant .
M =N Erreur
9 46, 107°
19 176, 10"6
(XX11) 29 bbb, 10"6
39 792, 107°

ces calculs ont été faits en tronquant 7 bits c'est-a-dire en travaillant avec
5 décimales.

Les nombres qui figurent dans la colonne erreur du tableau (XXII)
indiquent l'erreur moyenne, car d'une itération 2 une autre l'erreur varie,
bien qu'elle conserve le méme ordre de grandeur, le graphique (II) donne une
idée pour le cas M = N = 29, D'aprés le tableau XXIT nous constatons que

l'erreur de calcul est proportionnelle a. ,$1\$¢

*Voir LIOT [4]
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Nous avoms, par ailleurs considéré le cas M = N = 19 et nous avons fait
augmenter 1'erreur élémentaire grace au sous-programme TRONC et nous avons cons-
taté que 1l'erreur de calcul est proportionmelle & 1'erreur élémentaire, comme

1'indique le tableau suivant :

TRONC NCS | E.E | Erreur de calcul
7 5 € 176. 107°
(XXI11) 10 4 10¢ 160. 10"”b
13 3 100€ 178, 107"
i e S AL -

la colonne TRONC indique le nombre de bits tronqués, la colonne NCS le nombre
de chiffres significatifs correspondant et la colonne E.E 1l'erreur élémentaire

correspondante.

Remargues,

1. Si la solution est symétrique, nous avons constaté que l'erreur de

calcul est aussi symétrique.

2. L'erreur de calcul dépend des paramdtres . choisis et de leur nom-
bre, le tableau (VIII) le montre facilement, mais il nous a été difficile d'explici-

ter une relation entre les I‘i et cette erreur,

3. Considérons le probleme Pb (1, 1; M,N) et faisons M = N = 80 puis
M =N= 90 et puis M = N = 100 et calculons pour chaque cas la borne ut du ra-

yon spectral en fonction du nombre de paramétre t, nous obtenons le tableau

suivant
M =N ,ul u4
80 0, 925 0, 0565
(XXTV) 90 0, 933 0, 0627
100 0, 939 ! 0, 0686 |
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Pour éviter alors que la méthode ne diverge pour t = 1, car “1 est
trés voisin de 1, il suffit simplement de sélectionner 4 parameétres ; et
avec 4 paramétres nous pouvons résoudre n'importe quel systéme quelle que

soit sa grandeur (dans les limites de capacité de la machine).

J. Conclusion

1. Les nombres 4 et 5 correspondent généralement au meilleur choix des
parametres.

2, Dans le cas d'un rectangle la méthode de Peaceman-Rachford est plus
rapide que n'importe quelle autre méthode.

Cependant pour le cas ol le domaine n'est plus un rectangle il est
avantageux d'utiliser la méthode dite "directe SH" ou méme la méthode de
surrelaxation successive optimisée,

La méthode de Peaceman-Rachford garde toujours un avantage sur la

méthode "directe SH" celui de considérer un quadrillage a pas h et k inégaux.
q P

3, En utilisant les valeurs propres de H et V dans l'ordre croissant
nous obtenons une convergence nettement plus rapide que celle obtenue avec le
meilleur choix de 4 paramétres.

4, L'erreur globale est proportionnelle EV%
h

5. L'erreur de calcul est proportionnelle & M.N
et 4 1l'erreur élémentaire commise sur chaque

opération.

6. En utilisant 4 paramétres (ou plus) la méthode ne manque jamais de
converger faute de capacité limitée de la machine, et ceci quelle que soit la

grandeur du systéme discrétisé.
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