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CHAPITRE I

FORMULES UTILISEES -~ PRINCIPES DE LEUR MISE EN OEUVRE

Nous utiliserons deux types de formules d'interpolation ::
Les premiéres que nous nommerons G sont des formules d'Obrechkoff
1
(ou de Hermite & deux points) elles s'écrivent :

_ r
» T r C T
h r r 1 h r
x(t4) :i CrP B ) (1) -i (-0 =~ &y (7 (t)
I‘zO P+q - I‘:'_‘] P+q
_1\P+q t
P ST [ PR () (et )T (-t at
p+q! to
Les secondes (Ceschino[?,3]), que nous nommerons HP q stécrivent :
¢ B (r) ¢ wE [ () (r)
x(t1) = x(to) + 2 T x\T (to) + E: T | e r (t0)+hr x\T (t1ﬂ
r=1 r=p-q+1
R
T Tp+q
avec R = O(hp+q+1)

pP+q

Les premiéres peuvent &tre obtenues, soit par identifi-
cation & la série de Taylor, soit par intégration par parties k+m
fois de

t
. J ' pr(t) Xm! dx (Collatz [4] )
Yo
Les secondes peuvent &tre par identification a la série



.

de Taylor : on obtient comme valeurs des coefficients e et f

-1 1
r+1 CP C
£p=q+r = (=1) p~q+r;; 2q-r
P+q
Q. f Q, £ , Q. £
epegir = 1 T ?_:ggiii. - _§::£:3i% e s
r-11 r-2! Q2 Qr
avec Qg = (p=q+2)....(p=q+s) et Q, =1.

On peut se rendre compte que pour g = O les formules

H et H sont les m@mes et se réduisent a la série de Taylor.

poO q0

D'autre part, pour p = q les formules GPP et HPP sont

les mémes, elles s'écrivent
SENE RN ES (1)
i i i
x(t,) = x(t;) +i; ht (a; x e+ by x ()
nous appellerons ces derniéres formules FP

Reste dgé formulgs quo

Nous avons une expression exacte du reste dont il est fa-
cile d'extraire le premier terme du développement. On a en effet

_43yPtq t
R 2 L= T (P+a+1) (t) (tmto)q (t—t1)P dt
P»rq P+q! ty

Le terme principal, de ce reste sera

(Q12P+q ft

1
1

U [ P () (eee )T e

p+q!



obtenu en prenant le ler terme du développement de xp+q+1(t) du
tour de Tty -

it

t t
! q P =p_ [ q+1 p-1
ft (t-ty)? (t-t)P at = By jt (t-tg) (t-t,) at

0 0]

t
- (-1)P p1 1 P+q
TrtT (q+1) .. (g+P) fto(t“to) dt

p! kp+q+‘|
(q+1)..(p+q+1)

Dioli le 1er terme de 1l'erreur :

1
(-1)3* p! g! Pravt L (prart) (oo
p+q! p+q+1 ! 1
4 1 2 3
p .
Premier terme d'er-
1 . n3 «(3) reur des formules G
12 ‘ Les méthodes GPP sont
équivalentes aux mé-
4 5 thodes FPQ
h (4) _h” _(5) diagonale principale
2 t e Xg - 730 *i (diag P pale)
3 + h5 X(S) - h6 x(6) + h7 X(7)
480 i 7200 100800 1




Reste des formules H

Nous ne donnerons pas de formules générales, mais nous
obtiendrons les valeurs du 1er terme de l'erreur par identifica-
tion & la série des Taylor pour les différentes formules prises
séparément.

a) formule H, ,.

X, = X + h XA + he [} x®% o+ 3x0 | + h3 [ﬁx"' - 2x"']
17 70 020" 70" M4 T &0 0 (L

L'erreur est en h6 : calculons le terme en h6 au develop-
pement de Taylor autour de tO de cette expression :

2 ap% y1 w3 2nd vI

2~ %o o0 e X (%)

w

©

mFY
(&

ce sera

o

6 _ VI
6 vi [ 1 17 n® xg
h™ x4 [“é"‘1 5 ~ T80 o:I = 7240

6. VI
6 VI 1 1 _ hx
Lterreur sera h XO [1440 - 720] = _Tzzg__

h2
X, = X5 + hx}! + E_[? Xt + x{l

b) formule H 0 5 8 )

2 1 1

Le terme en h4 du développement de Taylor de cette ex-

4
pression est %§ XOIV

4 5 4
et l'erreur commise est (%3 - gg— xév = —%Z xév°

2 .3

+ h x! g—— x'é + gz ,:SX"'O + x"i] .

¢) formule H X X 5+

3 1 17 %0



Le terme d'ordre 5 du développement de Taylor de cette
expression est 75 xovo

=

—

5 5
Vv n v
o)xozB'cSXo

o

D'ou le ler terme de l'erreur :(

PO

1

Tableau 1 :

Erreurs dfies a l'interpolation

dans les H
formules Pq

Les valeurs utilisées des dérivées aux points x: et

X sont supposées exactes.

i+1

L'erreur est égale et de signe opposé au reste.

q 1 2
P
2 + %Z h4 XiIV
- 5 6 VI
h (5) h- x4
3 * 80 %4 a5

Mise en oeuvre de ces formules dans la résolution numé-—

rigque des équations différentielles.

Nous utiliserons constamment le lemme suivant dfi & Beck[1]

"Etant donné l'équation différentielle x' = X(x,t) , on



en déduit la fonction Xv(x,t) telle que x(v) = X(x,t) ; si X(t)
est une approximation & l'ordre n de la solution x(t) telle que
x(to) = Xy, alors Xv(X(t),t) est une approximation au méme or-
dre n de X(V)(t)o"

Par conséquent, si l'on dispose d'une approximation de
Xg exacte jusqu'a l'ordre r au moins et une approximation de X4
exacte jusqu'a l'ordre r-1 au moins, une formule G ou H avec

Pq Pq
p+q = r donnera une approximation X, d'ordre r au moins. En ef-
fet, on modifie une formule dont l'erreur est en hr+1 par ller-

reur commise sur des termes du type Gi x* xél) (i=0 a p) qui est
d'ordre minimum r+1 , ou du type B, hi xgl) (o i va de 1 & g
si c'est une formule qu et va de p~q+1 & p si c'est une formu=~-

le Hpq) qui est d'ordre minimum r+1.

Si bien qu'a partir des résultats obtenus pour X, par

une formule GP q ou HP q si on applique une formule GP' q" ou
? ’ ’ 4
avec p'+q' = p+q+1, on obtiendra une approximation de x,

H'q?
P p+q+1

exacte jusqu'en h

o Thoes Ty ooy oo ey oo 1Srrs £y M s A s s i 2 €A RIS ey I vy

Nous appellerons ainsi une certaine suite de formules

GPq telles qu'a une formule en p,q succéde une formule en p'q’
avec p'+q'=p+q+1. L'ordre d'un type de mise en oeuvre sera ce-
lui de la derniére formule, la premiére formule sera explicite:
ge sera un développement de Taylor d'ordre p identique a GpO

ouHy - :

La liste des types de mise en oeuvre peut &tre formée



de maniére récurrente en considérant pour chaque ordre n toutes

les formules G

Pq

et H
1%

telles que p+g=n (Si p = q on prend Fpﬁ

que l'on fait précéder de tous ces types de mises en oeuvre de

l'ordre précédent

ordre 2

ordre 3 :

ordre 4 :

10
20
10
20

10

R @ @ @ Q@ @

20
G130

ce

G0

G0

10

10

o = @ o™

Les formules

qui

20

Q @ = =

20

13

21

19

21

21

21

finales possibles sont F

donne

G21

21
21

21

@ o @ I

30

21
21
21

21

R o Q@ M @

30

°
o

31
31
31
31

ooo4d o m oW om

31

H G et

2" 73,1 73,1



G1o0 Fq  Gap Cgy
Gio Fq  Hyq Ggy
Gag Gaq Cay

Goo Har Ggy

G0 C31

10

Soit 16 types de mise en oeuvres.

Mises en oeuvre effectives.(équation x' = £(x,t))

o s 5 Cans e e Fa s GO e S £ €U M €S D T €U ERED T S s > W3 s >

Pour chaque type de mise en oeuvre, on aura plusieurs

mises en oeuvre effectives différentes, en effet, lorsqus dans
une formule G ou H on calcule un terme tel que « n® x.(r)
r) P4 Pq r 1

ou 8, hrx§+1, si on remplace X§£2 pPar une approximation d4'ordre

4 & 2z LY - +1 3 2 P
supérieur ou égal & p+q-r (erreur en pPra-r ) on modifie éven=
tuellement le terme principal de l'erreur mais on n'en change

pas 1l'ordre infinitésimal.

D'aprés le lemme de Beck, de telles approximations de
() (7) i enes o
Xy et x; . sonE obtenues par l'utilisation de f£,(%X; , tj)
, ti+h) X et X5 01
dfordre p+g-r au moins. Ceci permet

ou £(%, désignent des approximations de

i+

X4 et de Xi+1

1) de ne pas recalculer pour chaque formule utilisée toutes
les dérivées qui y interviennent au point tiiqe



2) d'utiliser au pas suivant la meilleure approximation
des dérivées déja calculées au pas précédent.

On voit qu'ainsi on dispose pour chaque ordre infi-
nitésimal d'erreur d'un grand nombre de mises en oeuvres ef-
fectives : a chaque type de mise en oeuvre correspondent de
nombreuses mises en oeuvre possibles : montrons-le sur un
type particulier, par exemple G1O R F2 , H21 , C'est-a-dire

Xi+1,b =Xy g X£ + % X£+1
X541 =Xi+hx;+'}3’lix;+%ixg+1
Le reste sur fi+1,a est en h2 donc on peut utiliser

une approximation de X4

f'(xﬂyti) soit f'(xpti)o

en h donc prendre soit f(XLa’ti) soit

Le reste sur la 2éme formule doit &tre en h3 donc on
]

peut utiliser une approximation de x; exacte jusqu'en h2 soit
E(xi”aﬂti) soit f(xi’bgti) soit f(xi’ti)°

Le reste sur la troisiéme formule est h4 dont on doit

]

utiliser pour X; une approximation dtordre 2 au moins, c'est-
d-dire ou bien E(Xi,b’ti) ou bien f(xi,ti)°

On doit utiliser pour X441

x'est-d-dire ou bien £ (x. ,t:+h) ou bien f£.(x,
(2)*i+1,ar i 2

une approximation d'ordre 1

1+1,h”ti+h)°



=10

Ces différentes substitutions sont indépendantes les
unes des autres d'ou le nombre de mises en oceuvres effectives
de ce type :

3 x 3 x2x 3 x 2= 108

Nous utiliserons les notations suivantes pour désigner
les différentes substitutions possibles.

Sa L] X' *
il y a trois calculs intermédiaires (X1+1 a b %iy1,p

Xiiq e b X étant la valeur conservée).
, ,
(v) = £ (x. t.+h) ou £(x t.+h)
Xie1 , G v Ti+1,a’ i J i+1,b’ 1
<v) -
Xie1 , B - fv( i+1 b’t ;*h)  ou E(X1+1 ,c’ ti+h)
(v) _ -
Xi:1,8 = fv(xi+1,c’ti+h) ou E(X1+1’ti+h)
(V) ¢ approximation de X(V) d'ordre supérieur ou égal a ce-
iar H P gal & c

lul de la 7lére approximation de x; soit %}Xi;a’ti)’ﬁjxi,b’ti)’

§§x1 o ti) ou Q}xi,ti)
(v)  _
X 0 = Afxy e ty) £y aty) ou £(x;,t5)
V)
i = ﬁ}xi’c,ti) ou Q}xi,ti)
§'il n'y a que deux calculs intermédiaires X5 a et
1+1 b
ey
it1,a désigne f (x.+1 20 B +h) ou f (x1+1 b,ti+h)
< (V)
Xic1.8 désigne f (xl+1 b,t .+h) ou E (x 1,t .+h)
x{V) désigne £,(x. _ t.) ou £ (x i)
i,a! i,a’ "1 i, bt



(v) 4ad
X b désigne

Enfin, s'il

(v) .o
Xi+1,a désigne
X 5g1i

i,a désigne

-]

fv(xi,b’ti) ou fv(xi’ti)
n'y en a qu'un

£, (

v Xi+1,a’ti+1) ou fv(xi+1’ti+h)

£ (x

v i’at.ti) ou fv(xi'ti)

Nous avons adopté des désignations différentes pour

2y et X441

car & un stade de calcul on ne dispose que des appro-

ximations déja faites sur X:,q1» alors qu'on posséde toutes ces

approximations de X .
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CHAPITRE II

ETUDE DES DIFFERENTES MISES EN OEUVRE D'ORDRE 2 ET 3

I - Etude de 1l‘'erreur.

Nous calculerons le terme principal de l'erreur en
fonction des dérivées de la fonction X et nous 1l'exprimerons
en fonction des opérateurs différentiels

C1, C2,.oe, J1, K1,°oo, J2, ngoo etc.

Pour leur définition voir Ceschino-Kuntzmann [7} Laurent[8]

a démontré que les opérateurs simples ou composés en fonction
desquels on exprime les dérivées au moyen d'une combinaison 1li-
néaire, sont linéairement indépendantes, par conséquent ces opé-
rateurs forment une base de l'espace vectoriel qu'ils engendrent

et la somme des valeurs absolues des coefficients des combinai-
sons linéaires est une norme de l'erreur que nous appellerons S.
Nous appellerons p le nombre de Horners par pas.

o s caons s e e I R A s s s £ €S

a) Gog (Série de Taylor) X5 9= X4 i
R h3 1 h
Le reste est z— x; = 2 [K1X + J122]
-% N .
6
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F : X. , = .+
i+1,a X5

X = X. +

h
i+1 i 2

x!
i+1,a

On obtient 4 méthodes dont nous allons étudier le res-
te et calculer la norme d'erreur S.

[+] — t
1°) X;,q0 2 = X; +h x}
= h oo L By
X541 = X3tz X ts3 Xi+1;a
n? _,
reste sur Xi+1' a» 5 Xi
w3 3x _, k> _,
reste sur Xi+1 = Z é—ixic—ﬁxi'
3 3
= b 2 3 _h 2 ]
= 735 [”1 X - Kxo- X]*T‘a‘ 2], X - Ky X
diod S = % = 0,25
[+] —
2°) Li41,a T X1t hox§
- h ., h
%441 = X3tz ¥ at 7 X,
Le reste sur X est Ei SRS XY + 23 €§ X" - Ei x"
i+ 4 i 4 2 11 12 1
X X
en prenant les mémes valeurs pour 5% xg et 5% xg_1
3 — 3
. h~ 3 3 J__ 3 j]h
onobtlent12l:6J1X—-K1X-J1X~L5J1X—K1XT§
S = 0,5 .
° o .
3°) Xi+1,a = Xyt h xi,a
_ h h
X141 = X +t3 Xtz Xi+1,a
méme chose que 1°) : S = 0,25,



14—

4°)  x, = X; +

Xz
i+1,a 1

]
1,a
h
X = X, + X! + = X!
i+1 i 1,a 2 7i+1,a

LY I

mé&me chose que 2°) : S = 0,5 .

Liste des mises en oeuvres d'ordre 3.

i e € e ) . s TS (I TR SRS R e e Chs s O Tt S O G CAds () (o ey ) S et WD (R €T G L s S0 £army

Nous avons quatre types de mise en oeuvre (en dehors
de la série de Taylor).

o — 1]
Gigr Fqo Ggq 0 Xy 5 = X3 +hx{ o,
- b, by
ivi,p C KAt TR a0 Y2 X412
2
= 2h ., h _, -~
X141 = XT3 X e T3 X, T B K an
ce qui donne 3 x 3 x 2 X 3 = 54 possibilités.
G G - = X, + h x! + 23 X"
20’ 721 o *541,a i i,ar T T *i,a
2
- h o, h ., h” .,
X441 = X3 f 23 Xi,a’ * 3 Xi+1,a t 3B Xi,a'
on trouve 2 x 2 X 2 x 2 = 16 possibilités.
Grgr Fqr Hyq t Xy, o = X3 +hxi
e hl h‘l
Xivt,p T XL P T X a0 Y2 X4
n? n°
— ] Y 1 R Y 1]
K Xi+1 - in +h Xi,b‘ * 3 *i,ar ¥ & Fis1,0

on a vu qu'on obtient 108 possibilités
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o l'l_ "
20’ Hoq Xiv1,a = X3 T BX 40+ 5 XY o,
2
3

2
X, = X. + h x! E— x" + h x"
i,a’ 5 Ti+1,a

.+
i+ i i,a'

on trouve 2 x 2 x 2 x 2 16 possibilités.

]

Nous avons numéroté ces méthodes de maniére lexicogra-
phique de a a gl.

Type G,4s Fy, Gp (Méthodes a & bb)
On groupe les méthodes par 6, selon les calculs de
Xi+1,a et xi+1,b on obtient 9 groupes :
9 — '
Xi+1,a = X4 + h x4
) X = X, + b X! + h X4 2at
L Ti+1,b - i 2 i 2 Ti+l,a
o o 1
Xi+1,a = Xy + h x!
IT ( gal
o h 1 h ]
BT T - N B - B S I
2 — '
xi+1,a = X + h x!
ITI < mar
e h § h '
L *iv1,p T *1 Y3 %iLa T *i4,a
. = 1
Xiv1,a = Xt B Xy
Iv < s ax
— h 1 h 1
L Xi+‘l,a = X3 4 2 M R ¥i+1,a
8 — t
Xit1,a = Fi T B Xy
< .
! X = x, o+ Bxr oo+ By y 2 ad
| Ti+1,b - i 2 7i,b 2 Ti+1,a
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[ = 5t oy |
VI y .. b o . n . ae a aj
i+1,b 7 i 2 Ti,a 2 Ti+l,a
s — ]
Xi+1,a = X3 f h X';a
VII < ak a ap
X, = X. + E X! + E X!
i i+1,b i 2 71 2 Ti+1,a
[ x = X. + h x!
i+1,a ~ i i,a
VIII A n n aq & av
. — — )
X341, T X Y2 % T T *i41,a
[ — {
Xi+1,a = X5t h X°;a
X X . . 1 - . n . aw a bb
. Ti+1,Db 1 2 71,a 2 Ti+1,a

4 1'intérieur de chaque groupe les méthodes sont rangées de la
facon suivante (elles différent par le calcul x.+1)°

i
1°) x = x, o+ 2oy 4By + hi x!
i+1 ° i 3 i 3 Ti+1,b 6 i
2
2h h h
[~} o s — ———n
2°) Xj,q = Xg v X] A I Xyt Xy
3°) x = x, + 2B xr o+ By + Ei x !
i+ 7 i 3 i 3 7i+1,b 6 1,2
2
2h h h
[+] —— e— — —
4°) Xy = Xy b 3T XL g+ 3 X+ 5 X
2
2h h h
[+ - rniaied oty s
59) X = Xt 3T X pt3I Xt E K
2
2h - h ., h
<} = ——
6°) Xig1 = *3 * 3 Xi,b tE x:!L+‘l,b T g Xg,a
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Les méthodes des groupes I et II auront les mémes res-—
tes puisqu'elles ne différent que par le 2e calcul ou x: est
remplacé par xi b* Les méthodes du groupe III introduisent un

?
terme supplémentaire d'erreur.

Les méthodes des groupes IV, V, VI auront les mé&mes
restes que respectivement celles des groupes I, II, III ainsi
que celles des groupes VII, VIII et IX.

Les valeurs possibles du reste et de S sont donc celles
des méthodes a, b, ¢, 4, e, £, m, n, o, q, r.

2
a) reste sur Xi41,a = 3 x4
3
_n3 35X n
" Xy T3 oax AT T2 X
_né4 ax.2 n? ox nt 1v
" %y = BRI X -3 s Y -7
_n? [é 33 % =273 X - 2].K.X = L.X = 3K, J.X - J, £,X = J2 x]
= 73 1 1 154 1 191 1 %4 1
oy 33 X = 3J.K.X = L.X - 3K,]J x]
= 73 1 1% 1 191
10
S = 75 = 0,139
b) idem
.2
c) reste sur Xi41,a = 3 x4
3 3
" - h” oX h~
" Xie,p T3 ax ST T ¥
4 4 4 4
n? ax,2 n? 3x n? 3x p4 1V
"t Xy, =GR X - gg s Xt E s XL T 7 Ky
_n? 673K - 2J9X - 2J.K.X + 6J°X + 6K, J,X-L X-3K,J X-J K X_J3x]
= 53 1 1 1%4 1 19151y 1 X=J 4K X=07



e)

£)

m)

0)

-18—

4 _
h 3
= =5 [%1J1X - 73K X = IyX - 3K1J1XJ

1{b]

2

S = -7-5 = 0,31
idem
4 4 4 4
_n% a2 n" 2% h' 2x" h- IV
reste sur x; . = r (52) X' -5 s XY I3 sx K1 T 72 %4

4
h 3 3 3
75&]8J1X~6J1X—6J1K1X+6J1X+6K1J1X—L1X—3K1J1X

3
~J1K1ij1x]

4
S P T
B [1753%-2 70,6,% + 35,0, - 1% ]

n2
reste sur Xi+1,a = 5= xg
3 3
_h” X h
reste sur Xi41,b = 3 3% x4 - =5 XY
4 4 4
ht 2%.2 h' dX nt IV
reste sur Xx; , =z (gi X" - T T Xy - 75 Xj
_n? [}2J3X 273X - 27.K,%X - L.X - 3K,J.X - J.K,X - JOX|
- 72 (R 1 11 (R (R R 1
4
_h 3
= 73 [;9J1X = 3J KX - DX - 3K1J1X]
S = %—-6— = 0,22
idem
4 4 4 4
h™,3X\2 h'dX _,, . hT ax" nt IV
reste sur x; 4 = g=(55)" ¥ - A iy <L 7T K4
4
-k 43 3y - 3
- 72 [12d7% - 2J7X - 2J,K,X + 67X + 6K, J X
3
-L,X - 3K, J.X -~ J,K,X =~ J1X]
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_ o’ 1573%X + 3K.J.X + 3J.K.X - L x]
= 73 1 191 154 1
22
§ = 220,306
4 4 4
n? ox.2 n? 3x nt 1v
p) reste sur Xg,q = 5—(3i) R TR
4
= 2 [;6J$X - 6J7K - 6],K,X = L,X = 3K, J.X - J,K,X - J?X]
n? 3
72
_ 40 _
S = 77—2‘ = Oo 556
q) idem
4 4 4
n?, 5%, 2 n? 3x nt _1v . n? ax
r) reste sur x;,, = Bp(5R)% xt- 3y 55w - r ki’ 4 By B
_ o [§6J3x - 6JX - 6].K.X - L.X - 3K,J.X - J.K.X = JoX
= 73 1 1 154 1 191 159 1
+ 6I3X + 6K1J1X]
_n? 35J3X - 7].K.X + 3K,J.X - L x]
=72 (R 171 (e
46
S = 32 = 0,639

Type Gyqy Ggy

Donnons explicitement les 16 méthodes

h2
— ) el "
bc xi+1,a = X3 + h xi + 5 Xi
2
2h h h
Xi41 = Xyt 3 Xi + 3 X'i+1,a t g XR
L ! h2
bd Xi+1,a = Xi + h xi + g-xg
2
2h h h
X141 = Xt 3 X Y3 X, tE ¥a




be

bf

bg

bh

bi

bj

bk

bl

bm

Xi+1ya
i+
Xi+1,a
i+1
i+1,a
i+1
Xi+1,,a
i+1
Xi+’l,a
i+1
Xi+1,a
i+1
Xi+1,a
1+1
i+1,a
i+1
Xi+’l,a

i+1

20—

2
h
{ i,
h xl + 5 xg
2
2h h b
3 Xiya+ 3 i+19a 6 %
2
h- _,
h Xi + 5= xi
2
2h h h "
3 *i,at 3 X:'L+1,a t 8% *i,a
h2
JoindOOOOR 1"
h x! + 5 Xl,a
2
3’1’_1‘ h h t
3% t® Xi+1,a g X
2
h- _,
h xi + o5 Xi,a
2

putnl "
3 i 3 Xi+1,a T8 *i,a
2
h x! + h x"
77 Mi,a
2
2n B " L
3 xiga T3 Xi,atEX
2
h
h xi + 5= Xg,a
2
2h h h
3 i,a t 3 Xi+1,a 8 *i,a
2
h x! + a_ x4
i,a 2
2
2h h W™
3- X * 3 Xi+1,a t g X
2
J S
h X!,a + 5 x"
2
2h h h™ .
3 xj+ 3 Xi+1,a "% i,a
2
h
oyl L M
h x Ja + 5 X
2n h?



T

h2
. ———— S M
bn Xi+1,a = Xi + h Xi,a + 5 X
2
- 2h h ., W™
X441 = Xt 3 X ot 3 X2t %,a
h2
- y —— 1
bO xi+1,a = Xi + h Xi,a + 5 Xl,a
2
= 2h h _, h” oy
X541 = X3tz X vt F X ate X
h2
— 9 L et
bp Xi+1,a = Xt h Xi,a T3 Xi,a
2
- 2h ., . B h™ _,
X4 1 = Xy + 3= X} + 3 Xi+1,a + Z 5 a
h2
— [l It it
bq Xi+1,,a = X f h Xi,a t 3 i,a
2
- 2h h h-
*i41 = ¥t 3 Xi,a 73 X{+1,a e X
h2
— ] e |
pr Xi+'l,a = X5 4 h Xi,a t 5 Xi,a
2
= 2h h h™ .,
Xi41 = X3t 3 Xi,a t 3 Xi+1,a t 8 *i,a
h3
o 1111
bc) reste sur Xi41,a = &
4 4
_ h' 2X h Iv
" RS P = T8 53x X1~ 72 %4
~ﬁ 4J3X+'4JKX-LX~3KJX—JKX-J3X]
- 72 1 11 1 191 11 1
~-]‘-1j 3J3X+3JKX-=LX-=-3KJX]
-2 1 171 1 11
S = g2 = 0,139
bd) idem
T h3
o [31]
be) reste sur Xi+1,a = z— xI
4 4
_ontoex ,, _nt v
reste sur X401 = 3% Xf - 75 X3
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_ﬁ[1zj3x-+12JKX=wa3KJx JKX~J3X]
] 1 171 1 e R B 1
_nt 117%% + 117.K.X - L.X - 3K,J.X
= 75 ] 1%4 1 191
26
5:7—5=0,36

Les valeurs du terme principal de l'erreur obtenues en
bc et be sont les seules qu'on puisse obtenir (le remplacement
de x! r X! ou de x r X" 1 X n'in-=

i Pa i,a u de xi pa !.a dans le calcul de i+1,2
fluence pas l'erreur). '

Les méthodes se répartissent donc de la maniére suivante

([ bc be
bd bf
bg bi

S = 0,139 bh S = 0,36 bj

\ b 1 bm
bl bn
bo bg
bp _ br

.

Type G 5, Fy, Hy, (méthodes bs a f£v)

On groupe encore les méthodes par dJgroupe de 6 ; 1les
méthodes d'un m8me groupe utilisent les m@mes substitutions
pour xi dans le calcul de x. 4 on obtient ainsi 18 groupes.

i+
. 1
Xi+1,a =Xy 7 hox
h h ~

; = X; + 5 X! + 5 X!
X1+19b x5 2 2 7Ti+1,a (de bs a bx)
X = s + ! o o o

. X4 h x! +




11

I1T

v

VI

VII

i+1,a
Xi+1,b
i+1

i+1,a
Xi+1,b
i+1

Xi+1,a
Xi+1,b
i+1

Xi+‘l,a
Xi+1,b
i+1

Xi+1,a
Xi+1,b
i+1

Xi+1,a
xi+1,b

i+1

H

]

]

= VTS

o

=

sl =

oo s

SN [

5N s

X!
x! +
x!
i,b
x!
1
x!
i,b
X! +
x!
X!
, D
x!
’b
x!
X!
i,a
X! 4
x!
X!
’a
X!
, D
x!
, b
X! +
X! +

-23=

(de

(de

(de

(de

(de

(de

by

ce

ck

cq

cw

dec

L

ety

cd)

cj)

cp)

cv)

db)

dh)



VIII

IX

XI

XII

XIII

Xi+‘l,a
Xi41,D
i+1

Xi+‘l,a
Xi+‘|,b
i+1

Xi+‘|,a
*i+1,b
i+1

xi+1,a
i+1,b
i+1

Xi+1,a
*i+1,Db
i+1

i+1,a
Xi+1,b

i+1

+

+ .

o

oy 5O Ny 5 S NS s

soNE 5

SNV [~

—24—

(de

(de

(de

(de

(de

(de

di

a0

du

ea

eg

em

QJ/

jaizg

Q-

javze

dn)

d1)

dz)

ef)

el)

er)
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XIV Xi+1,a = X + h x{’a
Xip1,p = X3 ¥ % X} + % Xi+1,a (de es a ex)
X401 = Xy o+ h Xi,b + ..

XV Xi+1,a = X5+ h X!,a
Xip1,b = ¥4 T % X!,b + % Xi+1,a (de ey & £d4)
X441 = X; + h x! + ...

XVI Xi+1,a = Xy 4+ h X!,a
Xip1,p = X3 ¥ g X!,b + % Xi+1,a ‘(de £d a £3)
X441 = X + h Xi,b + oo

XVII Xi+1,a = X + h Xi,a
Xiv1,p = X1t % *l,at % Xii1,a (de fk & f£p)
Xi 41 = X; + h x! + ...,

XVIII Xi+1,a = X5 + h X!,a
Xi+1,b = X3t % X',a M g X:!L+1,a (de £q a fv)
X441 = X5+ h Xi’b + .

A lt'intérieur de chaque groupe les méthodes sont clas-—
sées de la maniére suivante

iﬁ 2 2

h
© o 1" "
19) Xigq = oo ¥ T X+ 7 Xi 1,1

ISS'
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n

2

h h
© = uiedN "
2°) Xipq = oo * 3= X 4 g xg+1ga
2 2
h h
© - — i '
3°) Xigr = oo T 37 X v v % X:'!L+1,b
2 2
n h
(<] = i " f
4°) Xig1 = o0 v 3 Xipb - Xi+1,a
2 2
h h
[<] - = (1] "
5°) Xig1 = o0 T 37X 2 T T XKiv1,b
2 2
h h
o — 2 n n
6°) Kigr = oo P37 X a5 *in,a

On peut voir facilement que les groupes
I ITI v VII IX XTI XIII XV XVII

ont les mémes restes (pour des formules homologues).

I1 en est de méme des groupes
II IV VII X XIV XVI
et des groupes

VI XII et XVIII .

Nous ne calculerons donc les restes que pour les mé-
thodes bs, bt, bu, bv, bw, bx ; by, bz, ca, cb, cc, cd ;
cw, CcX, cy, cz, da, db.

2
h
bs) reste sur Xit1,a = "B x4
3 3
h~ 2X h
reste sur Xi41,b = 7 5% Xy - o X
4
h Iv
reste sur x, = 37 Xj
nt LX+3KJ'>'<;JKXI+J3X
24 1 11 171 1
' ' 6
S==é—4-20925°
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4
h' 2x" h Iv
bt) reste sur Xip1 = T3 5% X" - 37 Xj
_ut [éJ3X + 2K, J.X-L.X=3K.J. X=J.K X-J3X]
- 24 1 191 1 191 171 1
_n? 3% - ¥, J.%X - L.X - J.X x]
- 24 (A s R 171
1
§ = ¢=0,167.
bu) m@&me chose que bs
bv) méme chose que bt
4 4
_hT ax" h' IV
bw) reste sur Xjv1 = "E35% *i- 37 X3
n? .3 3
= 32 [4J1X+4K1J1X—L1X~3K1J1X—J1K1X—J1X
4
_h 3
= 37 [551X TR I - LR - J1K1g]
1
5=z =0,25.
4 4
_ hT oax" h™ _IV
bx) reste sur X501 T "7 5% XY - 57 ¥
_ o [6J3X+6K J.X-L,X-3K,J.X=J.K X-J3§]
T 23 1 (R ek I et R I 1
.ot [}J3X + 3K.J.X - L.X - J.X x]
T 24 1 11 1 171
10
S = 37 < 0,417.
h2
— A "
by) reste sur Xi41,2 = 3 ¥}
3 3
_ k> 2X h
reste sur Xi41,b T 4 3x Xi " 73 *{
4 4
= B (2X%y2 h' X Lt IV
reste sur x; .4 = Z0ER)T X -5 Y - N

_ [603% - 253% - 27.6,% - 1% - 3k, 7.% - 7.x,x - 3]
=27 [°J; 1* - 204k, (RS D R EES L



bz)

ca)

cb)

ce)

cw)

~08~

_n? [§J3x - 3J.K,X - 3K, J.X - L X]
= 24 1 171 191 1

1
5 = 57 = 0,417
4 4 4 4
_n? exe n? ax n? axn v
reste sSur X; .4 = =3 (5%) - Teex it T2ax XU ¥y
_ut 673%-27 . K, X2 ] X+2 ] X+2K . ], X~L X~3K, I X~J.X X~J3X]
T 24 1 11 1 1 11 1 11 171 1
4
b3
10
S = 37 = 0,42.
méme chose que by
méme chose que bz
4 4 4 4
_ntaxye Yt 9x o, bt axn ot v
resZe sur x4 = 7= (53)° x§ - 55 55 *¥¥' + 7= 5% X"- 37 X
_n? .3, -3 3 3
T [§J1Xu2J1X»2J1K1X+4J1X+4K1JdX”L1X“3K1J1X‘J1K1X“qu]
_nt [}53 37,K,X + K, J.X - L x}
1
S:ﬁ=0,5o
4 4 4 4
_nt expe ntax L, nfexn , nt v
reste sur Xie1 = 77 ( x) XY = 77 5% X3P T 7 3% Xg 27 %3

h4

nt [ 3, o3, 3 -3 ]
= 3z [ﬁj1x 2J7%X~2] K, X+6]3X+6K, J, XL, X~3K, J X~J K, X~J2X

_n? 979X - 3J.K.X + 3K.J.X = L #]
= pg [ 29X - 30 KR 30X - 1y
16
S — -54—:&- 096670
h2
reste sur Xi+1,a ='§f xg
.3 3
- h” X
reste sur Xi+1,b = 5 % xg ~ 75 xg
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4 4 4 .
_h' (2X,2 h™ 23X W' _IV
reste sur Xi01 = 5~ (ax) xg - 75 5% Xg - 27 X3
nt [12J3X--2J3X-»2J K, X-L,X-3K, J. X-J.X X-J3X]
24 1 1 17177 R G R R

]

i

h4[9J3X-3JKX—3KJX LX]
24 1 171 (R B
16

S = 5‘4" = 076670
4 4 4 4
_h7 o3Xxy2 _  hT X . hT oxe h' _IV
CcX) reste sur i1 = 5~ (SE) xi-75 &2 X+ = 9% xy- Sr Xy
_nt 1273%-273%-27, K, X+2 ] X+2K, ] X-L.X=3K, J. X=J . K, X=J X
= 2% 1 1 171 1 191574 (R R Tt
—ﬁE1J3X-3JKX-KJX Lx]
T 24 1 171 (R
16 o
S = _Z = 0,0670
cy) méme chose que cw
cz) méme chose que cx
4 4 4 4
nt 2ax,2 nt ax nt ox" WY IV
da) reste sur x; . = 3= (57 X -k Mt e sk itz N

_ut [12J3X-2J3X-2J K, X+4J3X+4K, . XL, X=3K. ] X=J.K X=-JoX
= 27 183 1 154 1 191 %=1, 19 &X=J K X=J3

4
n .3

- 5 [13J1X - 3J,K,X + K J X - L1x:l
18

S =g5g=0,75
= _21&2_ [1QJ?X_2J?X—2J1K1X+6J?X+6K1J1X-L1X—3K1J1X—J1K1X""J?X]
- g.z. [15J:13X - 3JKX 4 3K X - L1x:| |

s =22 ~0,92

53



Type Gyqy Hpg

Ecrivons
fw Xi+1,a =
Xie1 T
£x Xiv1,a =
Xiv1 T
£y *iv1,a =
*i41 =
fz Xi+1,a =
Xivr =
ga *ivl,2 =
Xis1 =
gb Xi41,2 =
Xig1 T
’¢ Xi+1,a =
Xi+1 =
gd Xi+1,a =
Xiv1 =

les 16

~30=

formules du groupe

xi +
X! +
X! +
x! +
X! +
X1
s &
X! +
X!
1,a
X! +
x! +
x! +
X! +
X! +
x!
1,3
X! +
x!
¢ A

2
.bl_, X"
2 i
2 2
_l'l,_, ' kl__ 1"
3 X{ +t =g xi+‘l,a
2
h
5 X"
2 71
2 2
h~ h™ .
3 Xg,a * 7 Xi41,a
2
-1,—1—2- X"
i
2 2
h h ,
T X * g Xii1,a
2
Zl_,é, x4
i
2 2
_1'_1__ " _1’_1___ "
+ 3 Xi,a t =3 Xi+‘lga
2
i )
2 Xi,a
2 2
_1'_1_ n _k_l___ ]
g it 78 Xi+1,a
B oxn
2 Ti,a
2 2
h_ x" h_ x"
3 7i,a 6 Ti+1,a
2
h
2 Xg,a
2 h2
el T " "
Xt 7B Xi,a
o
k_l___ 1]
2 Xl,a
n° n2
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2
h
- ] L]
ge Xip1,a = ¥ YR X{ 5+ T X
2 2
h h
o ] N ) e "
i =Xyt h S T B 1,a
2
h
e ] feli 1]
gf xi+1,a = Xy + h Xi,a + =5 X}
2 2
h h
- i —— i = )
X441 = X5 + h x! + 3 xl,a + =z Xi+1,a
2
h
= ! = x"
g9 Xi+1,a =Xyt h Xl,a =Xy
2 2
h h
— 1 iy 1] = "
Xi+1 = X4 th Xlga + 3 X3t 78 Xi+1,a
2
h
. | R H
gh Xi+1,a = X; + h Xl,a + =5 x!
2 2
h h
- ] ot n —_— "
Xi+1 =X h Xi,a 3 xi,a * 73 i+1,a
2
gi . = X, + h x! + h X"
i+1,a i ,a 2 ™i,a
h2 h2
P ? et 1 "
X441 = x:L + h x! + T X§ + =g Xi+1,a
2
. h
e ] 4]
g Xipt,2 = %3 TR X 5+ 5 x] 4
2 2
h h
oo ] PO v "
X441 = Xy o+ h X + 3 Xi,a + =z xi+1,a
2
gk X = X, + h x! + h_ x!
1+1,a 1 ,a 2 Ti,a
2 2
h h
— [} —— Y = "
X441 =Xy 7 h x - * 3 xf. t g xi+'l,a
2 .
gl X, = X; + h x! + B g
i+1,a i i,a 2 7i,a
2 2
h h
e 1 e " —— i
X141 =Xy 7 h Xi,a =3 xi,a A Xi+1,a
I1 y aura deux valeurs possibles pour le terme princi-
pal de l'erreur, selon qu'on utilise x! ou x! dans le calcul

i 1;a
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de i1

s st e e e S s

3
_h
reste sur Xi+1,a =~z x?
4 4 -
_n” IV n J
reste sur X441 = 57 xi = 57 L1X+3K1J1X+J1K1X+L1X
6
S=§z= 0,25,
2eme_cas (méthode fy)
4 4 .
| _ b7 2x A
reste sur Xi+1 = ~Z 3% xg - §Z xi
. u? [ﬁj3x+4j K. X-L,X-3K,J.X~J.K X-J3x]
- 24 1 11 1 191 171 1
iy [353%437.x %1 %-3%, 7, %]
T 24 1 11 1 11
10 ‘
s..._*—*-—24==09420

Les méthodes se répartissent de la maniére suivante :

o fw (fy
£x fz
ga gc

5=0,24< 9P 5=0,424 94
ge gJ
gf gh
gi gk

\gJ ) \gl

¥
%

11 - Stabilité_des différentes méthodes.

Considérons 1l'équation x' = @ x ol & est une constante
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négative, appliquons-lui une des formules, par exemple H21 en

supposant qu'on dispose d'approximations‘%i, X5 et X a de
9 9
. . .
Xq et de 1l'approximation Xi+1,a de Xip1e
On obtient
% =X, . +hax + Ei «? x + n° a? x
i+ T i i,b 3 i,a® 76 i+1,a °

. dési 1t 1l'erry sur Xx. . 'erreur sur X.
€4 désignant erreur sur Xx, i b 1 eu i,b’

. 1t sur X, i terreur r X, et e,
elga erreu#vsu i,a’ €1+1 a l'erreur su i+1,a €1+1
l'erreur sur Xj,qs On peut écrire 1l'équation sur 1l'erreur
2 2
h 2 h 2
) = ‘+ CI. ° +"-’— 2 +—-—°Q. e
€141 €4 h el,b 3 o el,a 6 e1+1,a
Lterreur €. est combinaison linéaire des erreurs sur

i+

. . 2 e . Dans 1 remiére formule
€5 a el,b et i+1,a ans le cas de la premieé
d'une mise en oceuvre qui est explicite on obtient €4, 5 COmMme

4

ombinaison linéaire de e, €,
combina 1 aire i,a i,b
tient une récurrence linéaire d'erreur portant sur une colon-

et €5 - Si bien qu'on ob-

ne de deux, trois ou quatre éléments selon qu'on a un, deux
ou trois calculs intermédiaires. Il est clair que h et o sont
élevés & la méme puissance, on pose donc ha = q et la matrice
de la récurrence sera une matrice de polyn®mes en q .

La condition de stabilité pour la méthode numérique
sera que les valeurs propres de cette matrice soient plus petite
que 1 en module ; c'est une condition sur q. On pourrait 1'obte-
nir en écrivant les conditions de Hurwitz aprés avoir fait
une transformation homographique. transformant le demi-plan
des parties réelles négatives en' cercle trigonométrique.
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Les calculs étant extr@mement pénibles, nous avons sim-
plement calculé les valeurs propres les matrices pour diverses

valeur de q.

I1 est clair que pour g=0, il y a une valeur propre
égale a 1 les autres étant nulles.

Nous avons donc pris gq=-0,1, =0,2... jusqu'a ce qu'une
des racines ait un module égal a 1.

Les résultats seront donnés dans les tableaux récapi-
tulatifs du chapitre suivant.






-3 5=

CHAPITRE III

CRITERES DE CHOIX POUR LES METHODES
RECAPITULATION POUR LES ORDRES 2 ET 3.

Nous disposons de quatre critéres pour comparer entre
elles les différentes méthodes

- leur ordre infinitésimal d'erreur (n)
~ leur nombre de Horners (p)

- la norme de leur erreur (S)

- leur rayon de stabilité (R).

Nous en déduirons deux autres qui nous permettrons de

comparer des méthodes de méme ordre : le coefficient d'effica~
cité réduit S':pn 5 et le rayon de stabilité réduit R' = % .

Coefficient d'efficacité réduit

Etant données deux méthodes de m&me ordre n, de nom-
bre de Horners p et p'et de:norme d'erreur S et S', si en les
utilisant on veut aller de x o & Xyta, le travail nécessaire (et
les pas sont différents : h et h') sera respectivement p E et

et p! h,31 on Yeut- que cette quantité de travail soit la m@me K,
1
on obtlent Bﬁé ?'Eﬁé = X d'or h = Ef— bt = 2%3 et 1'erreur

n n n ._n
SE a ot S p' a
2 r

.t . 'n

c'est-a-dire proportionnelle a S p = :
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Rayon de stabilité réduit.

R,

Ce sera R' = il permettra de déterminer entre plu-

sieurs méthodes laquelle permet d‘'intégrer la méme équation
sur une plus grande étendue a travail égal et en respectant
la condition de stabilité, ou, ce qui revient a méme, laquel-
le permet a travail égal et sur la méme distance, d'intégrer

une équation y' = ay ol a a la plus grande valeur absolue.

Nous donnons ci-dessous un classement des méthodes
d'ordre 2 puis 3 selon le nombre 8' croissant. Nous mettons
en regard de chaque méthode son type, son nombre de Hormers,
1a norme de 1l'erreur S, le rayon R et le rayon réduit de sta-
bilité R'.

Classement selon le critere d'efficacité/réduit les
diverses méthodes d'ordre 2. /

La signification des n° est précisée page (13).

n® de la
51 méthode P 5 R R!
0,5 4 1 0,5 1 1
1 1 2 0,25 2 1
\1 3 1] 1" 096 0’3
2 2 2 0,5 1 0,5

La série de Taylor donne
5t = 1,33 p = 2 S = 0,333 R =2 RV =
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coeff. d'efficacitg
réduit

21 . ®
()série de
Tayloxr
1—— o@ "@
. @

% >

rayon de sta-
bilité réduit

Classement par S' croissant des mises en oeuvres

des formules d!'Obrechkoff d'ordre 3.

' | methede | omocumrec | P |5 | ® | ®
1,92 gb Gyg + Hayy 2 |o0,24| 1,9] 0,95
2,89 bm Gpo 1 Gay 2 |o,36| 1,3] 0,65

" br " " " 1,910,95
3,36 gl Gpg + Hay 2 |o0,42| 1,9 0,95
3,75 be Gy s Gy 3 10,139 2,5| 0,83
o bh " B n 1,31 0,43

oo bk " " " 0,7 0,267
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. .

D etmods | on oeavre . | P s R R
bp " " " 1,1 | 0,367
fw Gpo » Hoq 3 0,24 | 1,9 | 0,63
£x " " " 1,9 0,63
ga " " " 1,9 0,63
gJ " n " 1,4 | 0,467
bu G1O’ F1, H21 3 0,25 1,6 0,53
cs " n " 1,2 | 0,4
el " " " 1,2 0,4
fm i " " 0,9 0,3
ab G1O’ F1, G21 3 0,31 1,6 0,53
ac " " " 1,9 0,63
at " " " 0,9 0,3
au " " " 1,2 0,4
a Gigs Fqr Gy 4 0,139 2,5 | 0,625
b L " " 1,7 | 0,425
g " " " 1,2 10,3
n " n " 1,0 | 0,25
[} " " n 1,2 0,3
t " " " 1,3 0,325
v " " " 159 0,475
z " " " 1,9 0,475
ak " " " 1,1 0,275
al " " " 1,7 | 0,425
aq " " " 1,1 0,275
ar " " " 1,0 | 0,25
bd Goo » Gay 4 0,139 1,3 | 0,325
bg n " " 1,3 0,325
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n® de la | Type de mise .
S méthode en oeuvre P S R R
n bl " " " 097 5 09‘]75
n bO " " n 1 99 09475
9,72 te G20 , G21 3 0,36 1,8 0,6
n b_] 1 " 1" 099 09 3
" bn 1 " " 1 , 1 ‘ 09 367
" bq " l it 1 R 8 ; 09 6
10, 50 ad Gygr Tqs Ggy 3 0,389 1,6 %o,s3
" av " " " 0,8 0,267
10, 69 bt | Gpos Fuu Hy, 4 0,167 1,9 0,475 |
1" bv " " i 1 . 4 O, 35
10, 69 cr Gigr Fqv Hoy 4 0,167 2,5 {0,625
1" ct " " " 1 , 6 074
1" en ] 1 n 1’1 09275 ]
11 eP 1] it 1" 193 09325
" £1 t "t " 1,1 09275
it fn " " il 1,3 1 0’325
11,26 bx Gigs Fqv Hoy 3 0,4171{ 1,8 10,6
it cv ] " " 1" 1, 8 Ov 6
" er " " " i 098 09267
1] fP " ] " O_’ 8 O,,267
" dw 1" " 1 1 ,9 O, 63
" £g " " " 0,8 |0,267
" gd " " " 099 093
I gg ; " ‘ " ; " ! 1 , 8 O,, 6
" 9'1'1 " " on 1,9 0, 63
" gk o " n " 1,1 ]0,367
14,08 c G o Fyqs Goj 4 0,22 1,8 0,45
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g nf de 1la Type de mise p S R R
méthode en oeuvre

" i " " " 1,2 10,3

" m " " " 2,2 0,55

" n " n i 1,5 0,375

" u "o " L 1,2 0,3

" aa " " " 1,9 0,475

" ae " " " 0,9 0,225

" af " " " 0,9 0,225
14,08 am Gygr Fqs Goy 4 0,22 0,9 | 0,225

" as , " " " 1,1 10,275

" aw " " " 0,9 {0,225

" ax " " " 0,9 | 0,225
15,01 az . " - 3 0,566 0,9 0,3

" ba " " " 0,9 0,3

" ah " " " 0,9 0,3

" ai. " " " 0,9 0,3
15,36 ge Gag s Hy, 4 0,24 1,9 0,475

" gf " " " 0,8 0,2

" gi n ) " " 1,9 0,475
16 bs G1O’ F1, Hy, 4 0,25 2,5 0,625

" bw " " " 1,8 10,45

" cg " , " " 1,2 0,3

" cq " o " 1:5 0,375

" cu " ool 2,2 10,55
, " de " L 1,9 10,475

" dq " o " 1,9 10,475

" ec - " " 0,9 {0,225

" em " " " 0,9 0,225
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n°® de 1la

méthode

Type de mise

en oeuvre

eq
fa
fk
£0
aj
bb
dz
el
£3
£s

10" 71

10° 1!

21

21

21

21

-

@

3

o

e

©

-

-

©

o

o

-

-

-

-

-

-

<

-

-

L

.

©

"o

S 4o s s s 0000 8 s s OO0 -2 000 - 00 o o6 - o0

=

O W v IV O W W W W W W Ny 0 WO W W wWwwowWw o

0,175
0,25
0,225
0,2

0,3

0,3

0,43
0,3

0,267
0,3

0,45
0,225
0,2

0,45
0,625 |
0,3

0,475
0,225
0,225
0,225
0,225
0,38 |
0,2
0,24
0,3
0,38
0,38
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n°® de la
méthode

Type de mise
en oeuvre

R!

eb
ed
ez
£
bf
bi
el
£v
£

1

ap
du
dv
dx
fe
£f
£h
cj
dh
dt
ef
£d
ca
cm
dk
eu

10° ~1°

207

()]

107
107 "~ 17 721
107 “17 721

@ Q
o
0]

107

O

-

O

o

—_

o

—_—

N
%‘WNQ%Q%@%WWW%Q%%Q%Q@
\O\O@\OOO\OU’ING)OOCDCOO\—‘—A(I)\OO\O\\O\O\OU'IO—‘\Q\O

-

Y

O 0O -~ -2 0O = ~-» = 000 = = -2 00- = 00O0

©

0,18
0,18
0,22
0,2
0,625 |
0,225
0,225
0,225
0,4

0,4

0,225
0,2

0,275
0,275
0,4

0,2

0,2

0,2

0,45
0,3 !
0,375 |
0,225 !
0,2
0,475 |
0,475
0,225 -
0,225 °
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n°® de la
méthode

Type de mise
en oeuvre

W

RI

£y
fz
ce
ci
de
dg
do
. ds
ea
ee
ey
fc
dy
- f£i
P
q
r.
eg
eh
ej
£q.
fr
£t
cd
Cp
cy

Ho

Fiv Hyy

O WO =2 H =2 ND WYY WY Ny DY

-

-

- - - -

O O =) =2 2 0O - 0O O O O = = a2 a o8 o 23 2

0,475
0,3

0, 38
0,32
0,34
0,24
0,38
0,26
0,18
0,18
0,18
0,14
0,35
0,175 |

' 0,275
' 0,35

1 0,275
. 0,225
| 0,225

i

Li]

0,25

0,325
0,3
0,225
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n® de la | Type de mise

5! méthode en oeuvre P S R R
42,7 dn G,qr Fqs Hp, 4 0,667 0,8 | 0,2

1 ex " " LA g O, 6 O’ ’l 5
48 ek qu, F1, H21 4 0,75 0,9 0,225

" fu " " ' n 0’9 0,225
52,5 by G1O' F1, H21 5 % 0,417 1,2 0,24

" bz " " ' " 1,5 0,3

" cb 1" " , " 2, 8 O, 56

" " ck " " : 1 { 1, 6 0, 32

] c1 " noopoom 1,7 10,34

" cn " i " E " ‘ 2,0 0,4

" § di ] t 1 : " ’ 077 0914

1 : dj 1" ; 1" ! " E 0,8 0,16

t dl t é " | " op 9 1 O, 18

" es i ; " " i O, 8 O’ 1 6

B et " ; " " | 0,8 0,16

" ev " Lo " 0,9 | 0,18
58,88 db G,or Fyqs Hy, i 4 0,92 1,5 | 0,425
65, 56 ce " 5 0,5 1,3 0,26

n cO " " ; " 1,4 0928 ;

n dm " neool 0,8 | 0,16

n ew " " 0,667 1,0 | 0,2
83,87 cw " " i " é 1,0 0,2

" cx n wo w90 lo0,2

: 1" cz ] " 5 1" 1’2 , Oy24 ¥
r"93,75 da " v 10,75 | 1,0 ;0,2 |
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Nous avons construit un tableau avec en abscisse le
rayon de stabilité réduit et en ordonnées le coefficient d'ef-
ficacité réduit.

Le nuage de point est allongé et de pente négative
il n'y a donc pas incompatibilité entre les deux qualités
(Une bonne méthode a un petit coefficient d'efficacité réduit
et un grand rayon de stabilité réduit). Quatre méthodes se dé-
tachent trés nettement : ce sont gb, br, gl et bc.

Il est & noter que les meilleures méthodes (ces quatre
ainsi que celles qui les "suivent" sont des méthodes qui ne par-
tent pas de trop bas, c'est-a-dire dont la premiére formule a
un reste en h3°






s

brad o

b

i

AP D

PSS P
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CHAPITRE IV

METHODES D'ORDRE 4.

Nous ne considérerons que les types de mise en oeuvre
GQO’ Hyqs F2 et Gzo, G21, F2 ; en effet, les types de mise en
oeuvre démarrant avec G1O sont tous cofiteux et d'autre part,
toutes les autres méthodes utilisent une dérivée troisieéme ce
qui implique qu'elle exigent au minimum trois Horners par pas

dont un d'une dérivée troisiéme.

I - Type de mise en oeuvre chg H21, F2__
h2
— 1 i 1"
Xiv1,a = X1t B X o0tz XE 4
2 2
h h
— 1 L e "
Xiv1,p = *1 7 h x sat T3 X a0 T E *iv,a
2 2
- 1'_1. ] .1:1_ ] kl__ h 1"
X441 = Xg v 3 X t3 Xtz %a T 72 ¥ie1,a

On trouve 3 Xx 3 X 3 x 3 x 2 x 3 x 2 = 972 possibiliteés.

Mais si 1'on s'intéresse au premier terme de 1l'erreur

- Les substitutions faites pour x! et xg dans. le cal-
cul de Xi,1. 4 D€ modifient pas le ler terme d'erreur.
9

L
f - Les substitutions faites sur x! 5+ dans le calcul de
¥

Xi.1 p Be modifient pas le ler terme d'erreur.
L



- On obtient le

en substituant a x! _,
: l,a

- On obtient le méme premier temre d'erreur sur X, ,

en substituant a x!Y _,
i,a

On trouve donc :
. deux possibilités

. deux possibilités
. deux possibilités

. deux possibilités

Soit en tout 16 possibilités ;
la page suivante avec l'expression des restes, nous don-

te &

x!

xh
i, b
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ou

sur

sur

sur

sur

méme premier terme d'erreur sur Xi01. b
4

X! .
i,b

1+

x" .

ou
1

x!

1
i,ar dans le calcul de X1, b

dans le calcul de x.

X!
1+1

i,b!

dans le calcul de x.

[§)
X i+1

i,a’

X!

141, dans le calcul de x. 7

1+

nous en donnons la lis-

nons a cdté la valeur du coefficient d'efficacité S correspon-

dant.
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;élcul de calcul de
i+1,b Xi+1
(o A G
x! _, " o —
1’a' Xi,b' lel.’a' Xg“"]\ 10 21’ F1
a
1°) a |
X i
2 a a |n’ % (é§)2 m__1 2X
| — om_1 2X IV
) a b a - ox 24 5% X F : XV]
b i no[12Xy2 0 o
) a 1% 2 ETVa 2"
b b - 27 3x° 72 3x e
a In? 1,9X 1 o 72 o
° -6-("")}("——- 2X IV
4°) a 69X 574 3% * 1y 2X° |
| b | 22 (2E)%xm ] G
59)  a 335 2xmgz 3% "V %
) o 720 ] S=
o < =0,438
6°) a 02353 dg 3 Vel X
- a b i nS[1_(2X o T X] o
° h "T‘é'("“)zx!'l_1 2X IV 2 o
7°) a .12 ox 78 53X 1 2X"
8°) a | Jrg 2%y2., 19X IV R
[ 15(25) % 102
a - b {501 48 3x° 72 %%"Xm+_l_sz
90) b | 0’ 35(5) %% X IV, 1 | G
b b a srxV 2% 48 ox” 720 <] =0
10° 2 h7iges - ox 2 T i
L i 72 24 ox © ]
a b By i S=0
110) hol 755 + 1 2X" u . d -
b b b= 75 3x * i IV—I
b a | nl; xV 1 ax" i e
120 o =
) b b b oSl 7Zox X 2 % Ivl §=0
130 b7l 735 - 5z 2 IV" .
) b - a 5: v =4 ox i -
I TO 1 23X _IV] o
14°) b _72\(/)' -’ % XIVJ
: - a [ X :
b 7 §=0,142
150 B’ 720“1 2L Vs " 4
. i 78 5x X Y7z 2=
- b st <V 1 ‘ 72 ax Xm] s
a ipol X 1.2 —
” s - 5X IV 1
) b - b 720 7 48 X 72 EX]
b | B’ X5 - 12K I 7 -
3 28 3% © J
5=0,142
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I1 est clair qu'en dehors des dérivées écrites dans les
colonnes de gauche, il faut obligatoirement calculer xg+1 a ° Si
’
bien qu'on ne trouvera de méthodes utilisant 3 Horners que dans

celles des lignes 1°), 5°), 9°), 10°), 11°), 12°), 13°),

Dtautre part, on trouvera une méthode & 2 Horners dans

la ligne 9°).

Les méthodes de la ligne 13 sont celles qui ont le plus
petit coefficient d'efficacité, celles qui ne demandent que 3 Hor-
ners s'écrivent :

P2
- 1 — 11}
Xip1,a = ¥y A x]p0+5 xY
X, = X. 4+ h x! + hﬁ x" + ha x"
i+1,b i i,b! 3 ,a 6 Ti+1,a
' 2 2
- h h h- h-
X441 = X3 +tF Xt XaptTE¥,a " 77 *i41,a

Il y a doncguatre possibilités et on trouve
S' = 11,4 .

La méthode & 2 Horners est

h2
o 1)}
xi+1,a Xy * h x ,bt Tz xl,a
v b'e = X. + h x! + hi x" + h2 x"
¢ i+1,b i i,b 3 y 2 6 Ti+1,a
2 2
- h oo, h h
Xi41 = Xtz X p YT X4, YT a7 T8 X4,

on trouve S' = 4,3 .
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Type de mise en oeuvre GQO’ G21, F2

je

I1 s'écrit
h2
. 1 . "
Xit1,a = ¥4 T RE] 403X L
2
’ Peeed g-_k.l.' 1 h ] h ]
Xit1,b = Fi T T3 X ar Y3 X0t 7B K an
2 2
- h ., h h h- _,
X341 = X3t g X prt3 x:§.+1,b t T3 Xg,a' - 12 *i41,0

On a 3 x 3 x3x3x2x3x2-=2972
possibilités, mais ici encore, on peut voir que les seuls choix
qui modifient le terme principal dur reste sont

- i ! .
le choix de X{ an dans le calcul de x1+1,b

- i ! .
le choix de Xi b dans le calcul de X441
-1 ix d " " " " "
e cho e Xl,a' _

- ] |! " n 1] "
le choix de Xl+1’a

Ce qui donne le tableau :



calcul de

calcul de

,Xijj,b ‘ Xi}j
: Xi,a"xi,b‘ Xg,a' Xim,a
1) a b a a
29) a. b a b
3°) a b b a
4°) a b b b
59) a | - a a
6°) a - a b
7°) a - b a
8e) a - b b
9°) b b a a
10°) b b a b
11°) b b b a
12°) b b b b
13°) b - a a
14°) P - a b
15°) yb - b a
16°) b - b )
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G100 Goqs Fy
hs[%(gé)zxm - %5 %§x1V+7%6 XY] 8=0,383
h5_%(§§)2xm_%§,%%XIV¢;2§§"t7;OXV 8=0,439
n’ :-16-(%) 2):_‘"—--,17-5 Sa-)}—i-xlv—;/.-én %—E"x"w?—%—ﬁxv] 80,3 61
0% (1 (2E) 2l BTV, T Y] 50,202
hs:%§(%§)2X”-T%Z %§x1V+710 xv] 8=0,202
B | 130 ey 3 TV 4 o k! §=0,16
X IV 2 X!

1 X,2
hS_Tg(gi) xn__l

n? }-g %xm s %XIV_%- QX4 ]s“o,139
n? _%—(%)Qx"-% s xv] 5=0,16
n? :ﬁ(%)ax'"-%z §§X1v+_7_%_6xv] $=0,0917
hSZ%z(%) QX".-T—;;Z %ﬁ—xlv+-7—;— -3-3};-" "+-,-7-;-6)¥] 8=0,147
n? _33-6-(%-}}%) XM %%XIV—%—— ‘3‘2;‘""*7';‘6’2[ 5=00694
n° _%-g(%%)axvf'-T}Z %%XIV+-7—;—5 xV] 50,0017
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On voit d'apres la formation de ce type de mise en
oeuvre que quoil qu'il arrive, il faut calculer Xi+1,a et
xi+1’bo Si bien que les seules lignes qui donnent des possi-
bilités de méthodes & 3 Horners sont les lignes 1°), 4°), 9°),
12°),

Les lignes 9°) et 12°) donnent le reste ayant le plus
petit coefficient d'efficacité

2
— 1 e et
Xj41,a = ¥y B X] ot zxy
2
- g—-}}: ] _y}. ? h "
¥i41,b T X Y TF X p v 3 Xi,a t T8 .
2 2
- .l} 9 E 9 h " _ll_ "
X441 = *L T T X p T Xi,p T TE YiLa T T2 ¥ie1,a

La ligne 12°) est la m@me & ceci prés qu'on prend

et x¥

1]
X3 i+1,b

i,b

o

Ces deux méthodes donnent S' = 12,96 .
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CHAPITRE V

COMPARAISON A D'AUTRES METHODES.

Ordre 2.
La méthode n® 2 est la méthode d‘'Euler Cauchy. La

méthode optimale ntutilisant qu'un Horner donne un meilleur

coefficient d'efficacité réduit (0,5) que les méthodes de la
tangente améliorée (0,83), de Heun (0,667) et d'Euler Cauchy.
Elle a également un meilleur coefficient d'efficacité réduit
que les méthodes & pas liés : Adams (0,85) et Nystrtm (O, 667)

Ordre 3.
La meilleure méthode d'ordre 3 quant au coefficient

drefficacité réduit est la méthode gb qui s'écrit

h2
X = X. + h x! 4+ == x%
i+1,a 1 i 2 i, a
2
X = X. + h x! + 2;-xﬂ + EE x!
i+1 i i 3 7i,a 6 Ti+1,a

Son coefficient d'efficacité vaut 1,9 ; de nombreuses
méthodes d'ordre 3 ont un coefficient d'efficacité meilleur :

- une méthode de Runge Kutta d'ordre 3 avec 8, = 1/2
6, = 3/4 1 8" = 1,22 .

L
Lt

- une méthode de Runge Kutta implicite

- deux méthodes de Runge Kutta & pas liés d'écriture géné-

rale
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Yi,n = Qo Yi *t Qqy

Yi+1 Rap ¥ *+ Qa4

on a tj,_”1 = t, + 8 h

pour 6 = % S'' = 1,7
pour 8 aA[% S' = 1,5

- une méthode de Runge Kutta utilisant la dérivée au cours

du pas
Yi,n = Y4
Vit Vi

Y!
1
2
h
R AW

Sl

5wl

i

= 1,101

- une méthode a pas 1liés utilisant la dérivée seconde

Yie1

13/12
S!

2
h yg

0,33.

- la méthode de Frey

Yigr = V1 7

Yi

h

p

v, [1 - hY'(1+

Y

——

Sl

h

6

1 = B[, -
=3 [Yia*ia|* 3[4t 1 vi]

Y'{] + % Yipq[éhY'(1—

0,5

]

Yy . .
.’ Cette formule n'est rentable que pour une équation : pour un systéme

prdre 4,

La méthode optimale a 2 Horners donne S

Y

4,3.

—— est une matrice
2y a
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Ctest le méme coefficient d'efficacité réduit que
pour la méthode de Simpson qui est la meilleure de celles

étudiées par Kérekes .

Les autres méthodes donnent un coefficient dfeffi-
cacité réduit au moins égal & 11,4 , c'est-a-dire assez peu
intéressant puisque de nombreuses méthodes d'ordre 4 ont un
meilleur coefficient.

I1 semble donc que pour les ordres pairs, la méthode
HpO’ HP1D,OOHPP utilisant p Horners soit toujours treés intéres-—
sante alors que les autres méthodes sont d'un intérét moyen
(ou trés mauvais) ; pour les ordres impairs, 1'intérét des mé-

thodes d'Obrechkoff semble également &tre moyen.

L'intérét de ces méthodes est évidemment diminué par
le fait qu'elles exigent le calcul des dérivées d'ordre supé-
rieur, c'est par l'examen des cas particuliers qu'on pourra
voir si le calcul des dérivées 9%;% (n »>1) & partir de la
fonction X(x,t) n'est pas trop coliteux.
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ESSAIS NUMERIQUES

Ordre 3.
Nous avons choisi six méthodes que nous avons appli-

quées & 5 équations.

Les six méthodes sont AC, BC, EG, FA, FW, GB et elles
ont pour coefficient d'efficacité réduit respectivement 8,37 ,
3;75 ) 42y7 [ 16 9 6948 ’ 1792 °

Les équations utilisées étaient

_t?
X' = =t X (x0=1) de solution x = e 2
X! = =2t X2 (xoz’]) " n X = __...1_...5
T+ t ,
X' = X - 1,5 e‘o’St (XO=1) de solution x = e—t/2
\ -t
X' = =X (xoz1) de solution x = e
x' = X (x0=1) de solution x = e©

Nous avons tracé des courbes d'erreur par pas ré-
duites(multipliées par p3 P étant le nombre de Horners par

pas).

Dans tous les cas on obtient les meilleurs rééultats
pour la méthode GB et les plus mauvais pour la méthode EG.
En général, les meilleures méthodes aprés EG sont

BC et FW (sauf dans 1l'équation x' = x=1,5 e"o5toﬁ la méthode
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FA donne de meilleurs résultats que la méthode BC).
I1 est & remarquer que pour toutes les équations la
méthode FA pour laquelle S' = 16 donne de meilleurs résultats

que la méthode AC pour laquelle S' = 8,37,

La méthode AC s'écrit

— $
Xi41,a = X3 t R Xy

— h ] h [}
Xiv1,p 5 1 YT ¥ T2 %*in,a

2

— 2 ] h ] h "

i+ = Xt X p 3 X0t T8 BLLb
12

x"
1

2
> U
4 3x 71 12 i

Le reste sur X.

r ler
i+1,a a pou er terme

Le reste sur X.

i+1,b a pour ler terme

AX\2_,, "
Le reste sur X, 5%/ %5 T 7 axxi’72xi

h
141 a pour ler terme — (

Pour l'équation x' = x ce premier terme vaut
4 X 1 1 1T 1. 11 .4 X

ot Z-tr gl et

Pour 1'équation x' =-x il vaut

4 -x [1 1 1 7. 11,4 =X

hooe [z - T3 75:]— 72 B

La méthode FA st'écrit

— 1]
Xi+1,a - Xi + b Xi,a
h [] h [}
Xivl,b = X ¥ 2%, 7% 2 *iv1,a
32 12

X, = X. + N X! + == x" + xn
i+1 i i 3 “i,b 6 Ti+1,b
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On voit que dans le reste sur x les restes anté-

i+1?
rieurs n'interviennent qu'aux ordres supérieurs. D'ou le reste

n? L IV
24 71
. h4 X
qui vaut pour X' = X 57 e
4
h -X
pour X' = =X 57 e

Aprés réduction (AC demande 3 Horners et FA en deman-
de 4), 1l'erreur réduite est proportionnelle & 4,1 pour AC et 2,67
pour FA .

On pourrait expliquer de mé@&me l'anomalie pour les
autres équations.

Ordre 4.
Nous avons essayé la méthode optimale du type Gygr
H21, F2 a 2 Horners :
2
— t —_ "
Xivrl,a = %1 ¥ h Xipt 7 *,a
2 2
h h
_ ] = 4] "
Xiv1,p T *i 7 h Xi,p 7T 3 %2t e *i,a
2 2
— _YE [ Zl_ ) h‘ 1] 1"
X141 = Xy tr3 Xy t3T Xim,ptTE X2 T 72 Kie,a

Nous ltavons appelée méthode THFO, pour elle S§' vaut 4,3.

Nous 1l'avons comparée avec une méthode du type Gy

G51, F2 a 3 Horners
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n2

— S 0o n
Xi+1,a = X3 +h Xi,p ¥ 73 Xi,a

2

) 2n , . h he L.

Xie1,0 = Xt T3 X ,p v 3 ¥ie,a T 6 Fia
2 2

_ h _, h h h™ _,

X341 = X3 + 3 Xyt 5 Xyt T3 X, 777 i,

nous l'avons appelée méthode TGFO, pour elle S' vaut 13.

Les courbes donnant 1l'erreur par pas réduite pour

les m@mes équations que plus haut confirment encore le clas-
sement de ces deux méthodes.
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ESSAIS NUMERIQUES DE STABILITE.

Nous avons essayé de faire apparaltre 1l'instabilité
des méthodes pour un pas suffisamment grand.

I1 est apparu plusieurs difficultés

Si nous prenons 1'équation x' = k x(k<0) et que nous
utilisons une méthode ayant un grand rayon de stabilité, il
faut prendre un pas trop grand et 1l'erreur de discrétisation
masque le phénomeéne de propégation,

Nous avons essayé de faire crofitre k (en valeur ab-
solue), mais alors nous obtenons des fonctions solution dont
la décroissance est trés rapide et qui est souvent plus pe-
tite que l'erreur de discrétisation.

Il s'en suit donc que 1l'instabilité des méthodes
ayant un dgrand rayon de stabilité n'apparait que dans les cas
ou celles-ci sont peut intéressantes en raison de leur erreur
de discrétisation.

Nous avons pu faire apparaitre nettement l'instabi-
lité avec la méthode BL dont le rayon de stabilité est 0,7 :

nous avons pris 1l'équation y'=-4 vy et le pas h=0,2 on obtient:

t erreur réelle
0,2 1,4 . 10-2
1,0 ~2,0 . 1072
2,0 3,96 . 1072
3,0 -7,5 . 1072
4,0 14 . 1072
5,0 ~27 . 1072




[3]

[4]

[5]
[6]
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