N
N

N

HAL

open science

Deux méthodes de résolution d’équations algébriques, le
procédé des réduites, ’algorithme de Routh

Jean Chion

» To cite this version:

Jean Chion. Deux méthodes de résolution d’équations algébriques, le procédé des réduites, ’algorithme
de Routh. Modélisation et simulation. Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1965. Francgais. NNT:

. tel-00279777

HAL Id: tel-00279777
https://theses.hal.science/tel-00279777
Submitted on 15 May 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00279777
https://hal.archives-ouvertes.fr

im,

n® d'ordre :
FACULTE DES SCIENCES

UNIVERSITE DE GRENOBLE

DEUX METHODES DE RESOLUTION D'EQUATIONS ALGEBRIQUES :
LE PROCEDE DES REDUITES, L'ALGORITHME DE ROUTH

° a
- am | ew ) o) oo o

THESE
POUR OBTENIR

LE TITRE DE DOCTEUR DE SPECIALITE
(MATHEMAT IQUES APPLIQUEES)

- o ! ! oo S e om
. . °

Présentée par
Jean CHION

Licencié és Sciences

ooooo
R e T S S W

Thése soutenue le 26 novembre 1965 Devant la commission d'Examen
MM. KUNTZMANN Président
GASTINEL

LAURENT } Examinateurs






FACULTE DES SCIENCES

LISTE DES PROFESSEURS

DOYENS HONORAIRES M. FORTRAT P.

DOYEN

M. MORET L.
M. WEIL L.

PROFESSEURS TITULAIRES

MM.

Mlle
MM.

NEEL L. MAGNETISME

HEILMANN R. CHIMIE ORGANIQUE
KRAVTCHENKO J. MECANIQUE RATIONNELLE
CHABAUTY C. MATHEMATIQUES PURES
PARDE M. POTAMOLOGIE

BENOIT J. RADIOELECTRICITE

CHENE M. CHIMIE PAPETIERE

BESSON J. ELECTROCHIMIE

WEIL L. THERMODYNAMIQUE

FELICI N. ELECTROSTATIQUE
KUNTZMANN J. MATHEMATIQUES APPLIQUEES
BARBIER R. GEOLOGIE APPLIQUEE
SANTON L. MECANIQUE DES FLUIDES
OZENDA P. BOTANIQUE

FALLOT M. PHYSIQUE INDUSTRIELLE
GALVANI O. MATHEMATIQUES

MOUSSA A. CHIMIE NUCLEAIRE ET RADIOACTIVITE
TRAYNARD P. CHIMIE GENERALE

SOUTIF M. PHYSIQUE GENERALE

CRAYA A. HYDRODYNAMIQUE

REULOS R. THEORIE DES CHAMPS
AYANT Y. PHYSIQUE APPROFONDIE
GALISSOT F. MATHEMATIQUES PURES
LUTZ E. MATHEMATIQUES GENERALES
BLAMBERT M. MATHEMATIQUES

BOUCHEZ R. PHYSIQUE NUCLEAIRE
LLIBOUTRY L. GEOPHYSIQUE

MICHEL R. GEOLOGIE ET MINERALOGIE
BONNIER E. METALLURGIE

DESSAUX G. PHYSIOLOGIE ANIMALE
PILLET E. ELECTROTECHNIQUE
DEBELMAS J. GEOLOGIE GENERALE
GERBER R. MATHEMATIQUES PURES
PAUTHENET R. ELECTROTECHNIQUE
VAUQUOIS B. CALCUL ELECTRONIQUE .
SILBER R. MECANIQUE DES FLUIDES
MOUSSIEGT J. ELECTRONIQUE

BARBIER J.C. PHYSIQUE EXPERIMENTALE



BUYLE-BODIN M. ELECTRONIQUE

KOSZUL J.L. MATHEMATIQUES
DREYFUS B. THERMODYNAMIQUE
VAILLANT F. ZOOLOGIE
KLEIN J. MATHEMATIQUES PURES
SENGEL P. ZOOLOGIE
ARNAUD P. CHIMIE
BARJON R. PHYSIQUE NUCLEAIRE
BARNOUD F. BIOSYNTHESE DE LA CELLULOSE
PROFESSEURS ASSOCIES
MM. WAGNER H. BOTANIQUE
NAPP-ZINN X. BOTANIQUE
PROFESSEURS SANS CHAIRE
Mme KOFLER L. BOTANIQUE
DEPASSEL R. MECANIQUE
PERRET R. SERVOMECAN ISME
Mme BARBIER M.J. ELECTROCHIMIE
COHEN J. PHYSIQUE
GIDON P. GEOLOGIE
Mme SOUTIF J. PHYSIQUE GENERALE
GIRAUD P. GEOLOGIE
GASTINEL N. MATHEMATIQUES APPLIQUEES
LACAZE A. THERMODYNAMIQUE
GLENAT R. CHIMIE ORGANIQUE
BRISSONNEAU P. PHYSIQUE GENERALE
DUCROS P. MINERALOGIE
ANGLES D'AURIAC MECANIQUE DES FLUIDES
ROBERT A. CHIMIE PAPETIERE
COUMES A, ELECTRONIQUE
PEBAY-PEROULA  PHYSIQUE
DEGRANGE C. ZOOLOGIE
GAGNAIRE D. CHIMIE PAPETIERE
RASSAT A. CHIMIE
PERRIAUX J. GEOLOGIE
BARRA J. MATHEMATIQUES APPLIQUEES
PROFESSEURS HONORAIRES
MM. FORTIER A. MECANIQUE DES FLUIDES
BRELOT M. MATHEMATIQUES
WOLFERS F. PHYSIQUE
DORIER A. ZOOLOGIE
MAITRES DE CONFERENCES ’
MM. BIAREZ J. MECANIQUE DES FLUIDES

DODU . MECANIQUE DES FLUIDES



DOLIQUE J.M. ELECTRONIQUE

HACQUES G. MATHEMATIQUES APPLIQUEES
LANCIA R. PHYSIQUE AUTOMATIQUE
POULOUJADOFF M. ELECTROTECHNIQUE
KAHANE A. PHYSIQUE "

Mme BONNIER ]J. CHIMIE

Mme KAHANE ]J. PHYSIQUE
DEPORTES C. CHIMIE MINERALE
DEPCMMIER P. PHYSIQUE NUCLEAIRE
CAUQUIS G. CHIMIE GENERALE
BONNET G. PHYSIQUE

Mme BOUCHE L. MATHEMATIQUES
COLOBERT L. PHYSIOLOGIE ANIMALE
PAYAN J.J. MATHEMATIQUES
CAUBET J.P. MATHEMATIQUES
LAURENT P. MATHEMATIQUES APPLIQUEES
BERTRANDIAS J.P.MATHEMATIQUES APPLIQUEES
BRIERE G. PHYSIQUE
LAJZEROWICZ J. PHYSIQUE
VALENTIN J. PHYSICUE
DESRE P. METALLURGIE
BONNETAIN L. CHIMIE MINERALE

MAITRE DE CONFERENCES ASSOCIE
MM. RADELLI L. GEOLOGIE







Je tiens a exprimer ma plus vive gratitude a Mon-
sieur le Professeur Gastinel qui a dirigé ce travail et qui
a su, par ses conseils et encouragements, m'aider a le mener
a bien.

Je remercie Monsieur le Professeur Kuntzmann et Mon-
sieur Laurent, Malitre de Conférences, de m'avoir fait 1l'hon-
neur dt@tré président et membre du Jury.

J'adresse ma plus grande reconnaissance a Mademoisel-
le Tournoud et a Monsieur Mounet pour la part essentielle
qu'ils ont pris dans l'accomplissement matériel de cette téache.

Enfin, je suis trés redevable & tous les membres du
Laboratoire de Calcul de Grenoble de l'ambiance sympathique
qui y regne, plus particulierement a mes collégues de bureau
Messieurs Robert, Petit, Miellou et Carasso qui ont su m'aider
Par leur amitié et leur dynamisme.






PREMIERE PARTIE

o aw ® - —
° . .

APPLICATION DE LA METHODE DES REDUITES A LA RE-

SOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES

P T S P
. . .






INTRODUCTION

N

La méthode des réduites, appliquée a la recherche
des racines d'une équation algébrique, permet d'obtenir la
racine de plus petit module, quand elle est unique ; mais
elle peut fort bien conduire, en procédant par déflation,
aux k premiéres racines, si celles-ci sont toutes de mo-
dules différents. En cela, elle procede comme bien d'autres
méthodes, entre autres comme la méthode de Newton, la mé-
thode des puissances, les méthodes de Bernoulli, la méthode
de Graeffe ... etc. Notons aussi qu'elle peut, si 1l'ordre des
coefficients de 1l'équation est inversé, servir a traiter la
Plus grande racine en module, toujours quand elle est unique.

Dans un premier chapitre, en reprenant les idées de
Flirstenau [2]’et de Naegelsbach [3] ses deux auteurs, nous dé-
velopperons cette méthode et nous montrerons comment 1'adap-
ter au calcul numérique.

Le chapitre suivant sera réservé a une présentation
de 1l'algorithme Quotient-Différence, procédé de calcul, df a
Rutishauser (voir en [5] 1l'exposé de Monsieur Henrici), qui
conduit globalement & toutes les racines, et plus éénéralement
4 tous les pdles d'une fonction méromorphe.

Le chapitre III nous permettra de montrer l'identité
de la premieére colonne de l'algorithme Quotient-Différence
avec la suite d'éléments donnée par la méthode des réduites,
ou plutét avec la suite des inverses de ces éléments,
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et de comparer cette derniére avec la méthode de Bernoulli.
Une démonstration, ne reposant pas sur les propriétés des
séries du champ complexe et suggérée par la comparaison avec
la méthode de Bernoulli, sera aussi donnée de 1la convergence
de la méthode des réduites vers la racine de Plus petit mo-
dule.

Enfin le chapitre IV sera consacré aux exemples
et vérifications numériques.



CHAPITRE I

LA METHODE DES REDUITES

I - LA METHODE DES REDUITES APPLIQUEE AU CALCUL DE LA RACINE
DE PLUS PETIT MODULE D'UN POLYNOME, QUAND ELLE EST UNIQUE.

On s'est inspiré, dans 1l'exposé qui va suivre, de
l'ouvrage de F. Riesz ''Les systémes d'équations linéaires a
une infinité d'inconnues" ( [1] p 9 - 10 - 11).

Etant donnéel'équation

m m-1 m-2 v 2
C)co X+ c1 X + Cyp X + .. + cm__2 X o+ c:m_1 X +c¢c =20
(avec . £ 0 et cy £ 0) ,
on se propose de calculer z2, , Sa racine de plus petit modu-
le, dans le cas ou elle est unique. Le mérite de cette métho-
de revient a Flirstenau qui 1l'expose dans son mémoire [2]’.

Formons le "systeme infini" suivant

n -1 x1 + C ) Xo + o0 + cO m
0 = X + Xna + o
Cm 1 ¢ -1 72 + C1 xm + C0 Xm+1e
0 = c Xna + oo + X+ X + X
m 2 C2 m c1 m+1 C0 m+2

On voit le procédé de formation du systéme : il consiste



a multiplier successivement 1l'équation (1) par des puissances

. . . n
de plus en plus élevées de x et a remplacer x' par x

Le résultat démontré par Fiirstenau est le suivant

AN 1 A
©) 2z, = =-c¢, x lim a- ( To=1),
n-»w AL
n
A

ou n est le déterminant formé des coefficients de Xy

o X, dans les n premieéres équations. Ce résultat se trou-
ve démontré dans le mémoire de Fiirstenau d'une fagon tout-a-
fait rigoureuse, mais par un calcul assez laborieux. D'apres
une remarque de H. Naegelsbach [3] , il est plus simple de

montrer que la fonction

R(X) = m
Cp +* Cpoq X+ ceeeeee + Cy X
admet le développement en série entiére
A A A AN
@ R(x)= ol 2 x2 - 3 x3 4 ce s +(—1)P~4B— xF + ... :
c 2 4 p+1
m c c c c
m m m m

Nous. vérifierons d'abord ce résultat et nous verrons
ensuite comment la formule () peut s'en déduire.

< n'étant pas nul, O n'est pas racine de l'équation @
et R(x) peut effectivement se développer en série entiére pour
!X! < lz1|° s

Posons

R(x) = a + a, X + %2 + e e ceaaaeene + x5 +



Dans ce domaine, 1l'identité

m 2
= + R X X + X + X
1 (cm Cpq X + c, ) (a0 a, a,
nous permet de calculer les coefficients ap pour P =
Nous avons successivement :
C a = 1
m o]
+ =0
“m-1 3 Cm a4
Cpn—2 a, t+ C,_q 2, tcy 2, = 0
D'une fagon générale, pour p > 1 , aP
C + Cc, a + ... + C + a =0
) 0 ap-m 1 "p-m+1 m-1 ap-1 Cm P
en considérant que tous les coefficients aj d'indices
sont nuls. Les p+1 premiers coefficients ay s 2, , -
sont solution du systéme linéaire de p+1 éguations a p+1
inconnues:
’_ - - =3 f—,] -
<n a,
0
“m-1 m 2
0
“m-2 “m-1 cm\ %2 i
W N | !
\, X =
\\ \\\ \\\ \\ I :
N \\ N \\ : '
\ \ . N M [}
N N N \ ’ ]
s N N \ ! ¢
Y \ \ i
\ \\ AN \\ 1 !
C N\ N \ N 1 ]
C. AN \ N . 1 :
N \ \\ AN AN v ‘
N N \ N §
\ \ \\ A \\ ! i
\ AN N A N L] i
N N \ NN \ '
‘. N T b e 2 &
- o m-2 "m-1 "m- - P~ R

k
+e..tay X +oe.ol),

0,1,2....

est donné par

’

i<o0

s »

%p
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De ce systéme, on tire

D
a = —B_
P T P+
m
ou cP+1
m est la valeur du déterminant des coefficients et
1
“m
0
“m-1 “m :
[}
“m-2 cm:1 cm\ E
\ \ N\
\\\ \\ \\\ :
X \\ \\ ]
\\ \ t
. \ \ |
D = det \ AN AN ‘\ |
P \\ \\ \\ N :
\ \ N \ |
N N AN N 1
\\ \\ \\ \\\ :
N AN \\ \\ ]
\ . [
CQ \\\ \\\ \\\ " :
\ \ N \ . '
N N \\\ \\ N\ 1
\\ \ \ \\ \\ ]
\ \ \ [N
\ \ \ N C 6
\ \ \ \ m
\\ \\ \\ \\
i Ay N \
p+118M€ 1iqne—> o °m-2  “m-1 O
Remarque : afin de conserver les notations d'indices précé-
dentes Dp est un déterminant d'ordre p+1 .
Par suite, en développant ﬁé'suiGEht la derniére colon-
re et en reprenant les notations initiales
D, = (-NP ap (P=0,1, ... ;A0=1)

d'ou

) a, = (-1 P ﬁ—l;%r
m

s

Pour achever la démontration il suffit, A étant le

résidu de R(x) par rapport a

z, , de remarquer que les pdles



de la fraction rationnelle

A

r(x) = R(x) - < ’

. 2
: 1
sont plus éloignés de 1l'origine que le point O la série :
1

JAN Aa“ A,
1 A : n A n
"C—I;' - A +(—-(-:-2- - E—:‘-)X +(z§‘;§a ‘-25)33+..+<(—1) n+l " —Y_l.) X 4.

m m 1 Cm z1

I‘(X):

converge donc pour X = Zq i

En particulier ses termes tendent vers zéro et par conséquent

n
An X ("Z1)

c:n+ 1 n-» bo! A
m .
I1 en résulte que .
Bp_q x (FZq)n-T
n-1 Cg
-C = Z, X > Z
moa, 1 N x‘(—z1)n naoco |
T+
“n

Notons que si nous reprenons la notation

2 P
R(x) = ag + 87 X + a5 X+ ...l aP X+ ie..
un résultat 4l a X8nig [7] nous permet d'éviter cette derniére
partie de la démonstration. En effet, K6nig montra en 1884
que si la seule singularité sur le cercle de convergence de
R(x) est un pBle simple z, , on a :



a
@ z, = lim —ap_1
P—w P
Par conséquent A
(-1)P~ B
Z,] = lim o CB
Pp—>w (-UP AE
Cp+1
m

d'ou notre résultat.

Remarque : 1l'exposé précédent est valable aussi bien pour z
complexe que pour Z4 réelle. Cependant, la restriction "z1
unique" impose, dans le cas des polyndmes & coefficients réels,
que z, soit une racine réelle, simple et telle que -z
soit pas racine.

1

1 ne

II-UTILISATION DES KESULTATS PRECEDENTS DANS UN ALGORITHME CON-
DUISANT A =z

1=

Les formules ® ou @ du paragraphe précédent don-

nent une suite z(}), z(?), A qui tend vers z

1 1°

i

En utilisant les deux variantes perméttant d'ache-
ver la démonstration précédente, nous obtenons

= - e

® Z(n) An-1 3pa
1 m a
O n n

(n =1, 2, ...; Do=1)

Il s'agit de trouver un moyen commode de calcwler nu-
mériquement cette suite. Pour cela, nous allons essayer d'ob-

tenir le rapport %321 sans calculer &n-1 ni &,
n

Quand n>m , ®4n est de la forme suivante



- c 0-
Cm-1 Cm-—2 Q
o - \\ (n-m) premiéres
“n m-1 "m-2 N lignes
\\ \\ \ O P
\ \\ ‘\ \ . i .
AN \ N t | e=(n-m+1) eme ligne
\\\ . . o]
A \\ \\ \\
n = det \\ \\ \\
\ \\ N
\\ N N
N\ N \\ )
\ A €
\ AN m-2
\\ \\
\ N
N ™ ieme
i .
| “m Cm-[_e— ntm ligne

Lorsque ngm A, est par contre de la forme :

=1 Cm;2 “m-n+1 “m-n

“m-n+1

C
L mom=]

Une méthode simple consiste a triangulariser cette.
matrice par l'algorithme de Gauss. Soient c(;21; céﬁ%,.s.,céfz
la suite des pivots obtenus au cours des r étapes de la trian-
gularisation. Nous avons alors

(n) _ Ap -1 1

Z,]-—-'CmXAn -—‘-me—ma
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I1 semble donc nécessaire d'obtenir sans pas-

()
m-1
ser par le calcul de 4, qui donnerait lieu, dans la plupart
des cas, a des dépassements de capacité.

Nous envisagerons directement le cas n>m et nous ver-
rons ensuite comment il est possible d'y inclure le cas ngm .

Supposons que nous ayions effectué les (n-m+1) pre-
miéres étapes de l'algorithme de Gauss. Nous avons alors la
disposition suivante :

0 (1)

"m-1 m—% .
(2) \\ \\\ \\ \\ \\ \.\ ‘

0D c N . N “« N N 0

AN m-1 N . . . N N
AN

(1) D) () o

N N N

Sn-md)  emdT) N ﬁbmﬂ\ bbmﬂ) 1 .
R S N9 ) €1 Co(n—m “(n-m1)’
AN ligne
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Il reste & régulariser la matrice suivante (d'ordre m):

'c(n-m+1) c(n-m+1) C@mﬁﬂ?

m-1 m-2 o

C C
cm m-1 "m-2 4
* \\ \\\
\\\ S \\
N N ~
N N h
\\ \\\ \\\
\\ \\ ~
AN N N
\\\ \\\ ‘\\
AN N N
\\ \\ RS
\\ . \\\
N AN
N N N
N N N
AN A N\
\\ \\ C\\
AN AN
N\ N m"é
\\ \\
‘. N
~ c N

i “n “m-1

¥
¢e qui fait encore (m-1) étapes pour achever la triangularisa-

tion.
Nous avons alors successivement :

°(33?+1) c(::2+1) Ceeiiieeieeas C(g-m+1)‘
0 clamme2) L c(nemeR)
:0 Cp  fretererereieiiiens Cp |
S L R
m-1 .
et comme 1'élément immédiatement au dessus de c(g“m”)eSt nul,
c(g«m+1) _—

n-m+2)==

( (n-m+1)
Donc c 1 c1 + co 2% .
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Ensuite nous avons :

(n -m+1) (n—m+1) c(n-m+1) c(n-m+1)
m 1 m-2 m—3 ..»...l..... o
(n—m+2) (n-m+2) (n-m+2)
0 ) m- 1 C! m_a es v s secesasC
(n-m+3) (n-m+3)
0 O C! m—1 .'.‘QQ‘Q.Q.C 2
l0 0 cm ® & & & 8 0 e ¢ 8 o ......C3 .
2 '
(n-m+3) _ ‘m (n-m+2)
avec €2 = %2 7 Tmmmez) o
m-1
_ (n-m+2) (n-m+2)
= Cp *t Cy 29 |
- (n-m+2) (n-m+2) _(n-m+1)
= Cp + Cy oz, + ¢, 2, z"

Nous obtenons ainsi

tous les éléments de la derniére

colonne de la matrice a triangulariser. Pour démontrer par ré-

currence que c(n)

est de cette forme, nous allons supposer que

m-1
(n-1) _ (n-2) (n-2)_(n-3) (n-2)
Clh—2 = Cp o * Cpe3 21 * Cp_a 29 Z, +..+coz
x zgn—m+1)

Nous avons alors la disposition suivante :

(n-m+1‘
m-1 -

<$:?;'>

(r -m+3)
¢ m-1

cg%m+1)'

2

3
Cg%m&)

x ° o
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qui nous conduit a

(n) _ m (n-1)
m=-1 = Sm-1 c n-1 € p-2
m-1
ou bien
(n) _ (n-1) _ (n-1)
cm—1 - Cm--‘l tCm-2 %9

ce qui achéve la démontration par récurrence et nous donne :

z(?-1)+ c z(?—1)z(?"2)+..+ cy z(?'1)x..

@ c{B)-c v

m-2 m-3

ceX Z(n-m+1) .
1

lorsque ng<m, le probléme est le mé&me, la sous-matrice que

nous avons encadrée dans la disposition (@ et sur laquelle

nous avons fait porter la démonstration par récurrence étant

cette fois directement la matrice compléete.

(n)

Le dernier pivot S s'exprime alors de la fagon

suivante ‘
(n) _ (n-1) (n-1)_(n-2) (n-1) (1)
Cm—1 = Cm__,l + Cm_2 Z 1 + Cm_3 Z 1 Z 1 + . .+Cm_nZ 1 ’X. X Z 1

Afin de simplifier les notations, nous emploierons dans les
deux cas la formule en adoptant la convention suivante

Nous considérerons que tous les éléments Z4 de la
suite, tels que leur indice i est inférieur strictement a 1,
%
sont nuls.

Ceci étant acquit, le terme z(?) s'exprime de la fa-
¢on suivante
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C

m
&) z(?)= _

(n-1)
+ C Z 1 -i-Cm_3

Z(r11—1)z(n—2)

@1),  fo-m1)’
1 1

+°°+COZ X XZ 1

m-1 m-2

formule qui est valable quel que soit n en conservant la con-
vention précédente.

Remarques: o)
%17 _ m

L cél% Cm—1

= le calcul d'un des éléments de la suite, lorsque n>m, uti-

lise les m-1 éléments précédents ; lorsque ngm , il se sert
de tous les éléments précédents. ‘

- Pour l'obtention effective du terme z(?) ;, nous apporterons
4 la formule (@) une modification dans le calcul du dénomina-
teur. Celui-ci sera traité par un schéma analogue au schéma de
Horner. Pour "représenter" le calcul de z(n), nous donnerons

1
la formule schématique suivante

@ Z(r11)=._

C
m

; (n=m+1) (n-m+2) (n-1)
(\(( C Xz + c1)xz 1 +c2)x°° +cm_2)xz 1 +G 4

ainsi que les instructions ALGOL qui explicitent la "boucle"
du dénominateur. Si les coefficients du PolynBme sont rangés
.dans un tableau C (co étant dans C [o] ,...), les termes de
la suite dans un tableau Z et le dénominateur accumulé dans
un réel D, le calcul de z(?) sera effectué selon le groupe
d'instructions : ‘ ’

D = C L-O:’ ’
pour i := 1 pas 1 'jusgua M-1 Ffaire
D := Dx z[N-M+i] + ¢ [i] ;

-c M/ D ;

N
™
&

]



CHAPITRE II

L'ALGORITHME QUOTIENT-DIFFERENCE

I - INTRODUCTION.

Nous suivons, dans cet exposé, le travail de Monsieur
Henrici [5] , l'algorithme Quotient-Différence étant di & Mon-
sieur Rutishauser.

L'algorithme Quotient-Différence (noté algorithme
Q D) est avant tout une méthode de détermination des pbles

X

d'une fonction méromorphe a partir des coefficients de son
développement de Taylor a l'origine. Mais il peut &tre ap-
pliqué a des problemes aussi divers que le calcul des valeurs
propres et vecteurs propres d'une matrice, la détemmination
du développement en fraction continue d'une fonction donnée
par une série de puissances, le calcul des zéros d'un poly-

ndme ... etc.

Deux problémes se posent, qui sont en relation di-
recte avec la recherche des racines d'une équation algébri-
que

N

probléme I : Etant donné le développement de Taylor a l'ori-

gine d'une fonction f£f(z) rationnelle, déterminer les pBles
de f(z) .

probléme II : Etant donné le développement de Taylor & 1'o-*

rigine d'une fonction f£(z) méromorphe dans |z| < R , dé-
terminer les pdles de £(z) dans ce domaine.

Nous montrerons comment l'algorithme Q D permet de
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résoudre ces 2 problémes et plus particuliérement (théoréme
IV, fin du chapitre) le probléme I dans le cas ou il n'y a
qu'un seul pdle z, sur le cercle (O,lzkl).

Afin de ne pas trop alourdir 1l'exposé et aussi par-
Ce que ce travail n'est pas centré sur l'algorithme Q D dans
sa généralité, nous avons donné certains lemmes ou théorémes
sans démonstration, en renvoyant aux ouvrages appropriés.

IT - LEMMES PREPARATOIRES A L'ETUDE DE L'ALGORITHME QUOTIENT-
DIFFERENCE.

Le probléme de la détermination des pBSles d'une fonc-
tion méromorphe est aussi ancien que la théorie des fonctions
analytiques elle-méme. Konig [7] (1884) et Hadamard s'y sont
intéressés.

1°) Déterminants de Hankel

Ces déterminants constituent un outil de Qgse dans
1'étude des singularités de la fonction £(z) dont > a, z"
est le développement & l'origine. n=o

On pose
g - g
o)
an’ an+1y © 0 6 0 o 6 o an+m—1 s
oo o = 1, 2, ..

qn+1r 4o n+m n 0, 1, 2,

@ H(n)= © © 9 ¢ 6 0% 0 00 ¢ O VO OO O B OO OO G O O
m m=1, 2,
qn+m=1"* qntm’ e qn+2m-2
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Remarque : Si on considére que, pour n<O0, a, = 0 dans le dé-

veloppement de £(z), on peut fort bien envisager H(g avec n<O0.

Par contre m est nécessairement supérieur ou égal a O.
Des propriétés de ces déterminants vont résulter 1la
méthode d'Aitken (§ III) puis 1l'algorithme Quotient-Différence

(§ IV) qui améliore considérablement cette derniére.

2°) Propriétés des déterminants de Hankel

pour toutes valeurs positives de m on a

i
(@[] ) ) <

On se reportera a [5] P-25 pour la démonstration. No-
tons cependant que la relation @ est valable quel que soit
n positif ou négatif.

e oz e e e b e

Soit £(z) = fo(z) + r(z) oi £ (z) est holomorphe dans lz]<R = +
oo )

et r(z) rationnelle. Soit > a, 2" le développement de TaylofAé
liorigine de £(z). n=0

Soit zj = lf les pdles de r(z) (d'ordres respectifs m. ,
ij=1,2,.29, x).

Supposons que ces pdles satisfont a

X O<lz1|$i22,'<"“’s|zk| < R

Alors, si m=y_ my .
3= m .
1 2 my
® H(I‘;): CA; - Ay X «ov x Ay ya {wo((-}"—;—- )n)} (%)

o C est une constante non nulle indépendante de n.

(%) On rappelle que la notation y=0(x) signifie qu'il existe
une constante X non nulle telle que ly| ¢ X |x|
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Ce lemme est essentiel pour la suite de cette étude.
Nous ferons la démonstration dans le cas ou tous les
pdles sont simples, c'est-a-dire mj =1 et k = m. On se repor-

tera & [6] pour la démonstration générale.

On peut alors écrire

X 1 < 2 o m
£(z) = + Foovonn + + £ (2)
z-2, z-2, 2-2 o
avec des dj non nuls.
I X ; & -
On a z—;» = -= {g = - E% (1 - %f) T,
J -zj(’"z_f) J J
J
\ as X 5 Xj >0 z
c'est-a-dire —l- = - Z: (=)" , dans le cercle lzl<|z.l ,
Z—2Z . Z . Z . i
j n=o0 “j
x5 = n n
ou bien —d - . AL Z: . oz .
= I B AN

Finalement, on obtient le développement en puissances de z

= n
£(z) = 27 a, z , avec
n=0

@ a, = A; X n

s

Le terme bn’ dans le coefficient a, résulte unique-
ment du développement en puissances de z de la fonction fo(z)
holomorphe dans le cercle |z| ¢ R. Le développement de ‘£(z)
précédent est valable pour |z] <|z1|. On a de plus, pour
une constante M convenable, l'inégalité suivante, provenant de
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la formule de Cauchy :

n
) bl < M A

(n)

Nous allons essayer d'évaluer le déterminant H m

Par linéarité d'un déterminant par rapport a ses colonnes, on

peut écrire
© H(fnl) =z D(;) N }: B(fnl) ,

les déterminants D(g) se distinguant des D(g) par le fait
qu'ils contiennent au moins une colonne de b, les D(; n'en
contenant pas. Il reste & préciser la signification des som-

mations.
On a
A xn A Xn+1 A Xn+m—1
’ ,0.000’
k1 k1 k2 k2 km km
(n) _
@ Dm - P € 3 2 €& & 3 ¢ 3 0 6 & © O & 2 C P C O C C B O G O B O B O CE T O F BT OIS G
n+m-1 n+m n+2m-2
A A , A A yeeeeaa, A A
k1 k1 k2 k2 km km .

Dans z D(;) , la sommation est étendue a toutes les
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permutations avec répétitions k1 , k2 ) s km des nombres
1, 2, .., M.

-~
n , .
Dans la seconde somme, D(m) est un déterminant de la
méme forme que D(g), a ceci prés que au moins une de ses colonnes

i \Atu=1
k k
m

n+y+m-2
A Ay
L 9] u

est remplacée par la colonne correspondante

bn+u—1
C) bn+u

°

;

¢ b
H + -
L ontum 2 i

La question de la sommation des B(E) est un peu dé-
licate. Elle est étendue & toutes les combinaisons (avec ré-
pétitions) kj, k2, o ooy km des nombres 1, 2, ..., m=1, m, S
qui contiennent au moins une fois le nombre s (ici la valeur
de s n'impgrte pas, car s n'est évidemment qu'un repére). La
ou les, uleme colonnes, celles qui correspondent a k = s
dans la permutation, étant justement remplacées par %a, ou
les, colonnes (9 .

exemple : m= 3
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une combinaison précédente pourra &tre k1 = 2 ,'k2 = s, k3.= S.
Les deuxieme et troisiéme colonnes sont a remplacer , le D(g)
correspondant étant alors
n
A2 12 bn+1 bn+2
n+1
Ay Ay bBpis Dpys
n+2
A2 x2 bn+3 bn+4

! i

u=2 u=3
Evaluons maintenant la 1ére somme.

On peut d'abord constater que tous les déterminants

D(g) correspondant a des combinaisons k1 k2 co km a éléments
répétés, sont nuls, car si 1<i = kj = k(i > j) on met xi-J
en facteur dans 1la iéme colonne et 1l'on obtient 2 colonnes

identiques. Il suffit donc d'étendre la sommation & toutes
les rermutations.

Alors :

(n) m n
D = 1T A. \, . P ,
avec : _
f% x; e x? L
1 2 m
1 2 m
X X e ¢ & © © ¢ ¢ @ X
B k., "k k y
B P = z 1 T2 m .
x§‘1xﬁ e Xim-2
1 2 m

la sommation étant étendue a toutes les permutations k1 k2..k

m
des nombres 1, 2, ..., m.
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On va montrer que P £ 0 .

P = Pm(x1,12,..,,xm) est un polyn®me homogéne de

degré m(m-1) en les variables Aq seess Aye Il s'annule quand
2 A4 sont égaux et ne change pas de valeur quand 2 Xy sont
intervertis car Pm est une somme étendue a toutes les permu-

tations.

P contient donc tous les facteurs (Xi'xj)z avec
1<i<jgm. Comme ce produit de facteurs est de degré m(m-1),
on en déduit que :

(:) P = C m (n. - X-)z ’

L i
m m 1<i<jgm J

Ch étant une constante numérique.

Nous allons montrer que Ch = 1 par récurrence sur m.

_ ) (n) _ n (n)_ n
Pour m=1 ona: D 7 = A1 Nq o Z.D 1= A Aq P

n.
1 = Ay Ay

1
donc P1 = 1 ; par suite c, = 1.

Supposons que Chpe1 = 1 et imposons Aq = 0 dans 1la
formule C:)° Seuls, les déterminants tels que k1 = 1 ne sont
pPas nuls. On obtient

1 m-1
1 X 6 0o 2 00 v o )\
k2 km
2
O xk © 8 9 ° & O @ Xil 13
Pm(O: )\2»°°v)»m)=2 . . 2 . m ’
o A ... sz-g
k, k
m
la sommation étant étendue & toutes les permutations kz,.,.km

des nombres 2, ... , m. Donc
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2 m
)_1 ®» 6 o o )\
, .K2 .km
Pm(o, ng * > o ? km) 22 1 X E E o
méme * *
sommation x% ...... xim-z
2 m
Par suite
2
Pm(OP x29 © e o ? km) = ()\2 X-u-X A,m) X Pm_.] (k2, o s & y xm) °
Donc
Pm(os )\29 o o0y Xm) = ()\2 XoeooX Xm)z X m (Xi - )\J)a
2g<i<jgm

En comparant cette expression de Pm a la formule (:)
évaluée avec 11 = 0 , on déduit que Cp = 1 .

Ceci prouve que, dans (0 , P, £ 0

En observant C) (avec cm = 1) et Q:), on conclut que
(n) _ n
®) Y D= (g x g xeeax ),

C étant une constante non nulle et indépendante de n (d'une

. m 2
1 = =. . .". P . °
fagon plus précise C = m, A; X 1<% j<m (g XJ) ). Il

est treés simple d'autre part de voir que D(g) = K(x1x12x.,.xxm)n
avec XK indépendant de n.

Pour estimer la seconde somme dans () on remarque
d'abord que les seuls B(g) non nuls sont ceux pour lesquels
les indices ku des colonnes autres que les colonnes de bi '
sont tous différents. .

-~
Puisque dans D(g) on a au moins une colonne de bi R
on déduit de (5) que pour n tendant vers 1l'infini
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~(n)_ noy-
D' =0 ((hg XAy XeooX Ap g x A) )

Puisque S‘D(ﬁ) est une somme finie, elle est du méme ordre de

grandeur.

Ceci ajouté a la relation (:) achéve de démontrer
le lemme 2 dans le cas ou tous les pbdles sont simples.

Corollaire 2.1

pour n assez Jgrand

@ a(8) 4o

Corollaire 2.2

Quand n tend vers l'infini
@E? H(n+1)/H(n) M4 Mo ka
mn m'—_—>)\.1 X )\.2 XoooX X

Remarques

s e s o s e s s

— Ces deux corollaires sont évidemment valables dans les m@mes
hypothéses que le lemme 2 .

- Le corollaire 2.2 est donné sous sa forme la plus générale.

Le corollaire 2.2 apporte une réponse aux problémes
I et II dans le cas ou tous les pdles recherchés sont de mo-
dules différents. En effet, la relation (9 est valable pour
m=1, 2, ... et fournit, quand n tend vers 1'infini, sugces-
sivement les produits des m premiers Ao lorsque les hypo-
théses du lemme 2 sont vérifiées. En particulier, il est né-
cessaire qu'on puisse trouver un cercle ouvert contenant m
pBles et n'en contenant pas m+1.
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Dans le cas ou f(z) est une fraction rationnelle, 1le
calcul du produit de tous les L; est grandement facilité. En
effet, on peut trouver un cercle ouvert de rayon R contenant
tous les pbles et par suite £(z) = r(z) et fo(z) = 0. Les
coefficients bn provenant du développement de fo(z) sont nuls.

Donc
m m m
1 2 n
H(?l) = C()\1 X )\2 XooooX lkk)
et m1 m2 mk

(n+1) p(n) _
H.m /H n = X1 X g XeeooX Xk

quel que soit n.

IIT - EMPLOI DES DETERMINANTS DE HANKEL PAR LA METHODE D'AITKEN.

Numériquement, la réponse apportée par le corollaire
2.2 est insuffisante tant qu'on ne sait pas calculer les dé-
terminants de Hankel. La principale contribution d'Aitken fut
de remarquer que le lemme 1 pouvait fournir des H(i)récursi-
vement. On le voit trés bien sur le schéma suivant

0o
4(9)

21 50

4(2) }:{q) 4(9)
2 1 0
a3 (@) w40

4@ w3 5@ w4

0 ,
5 3 2 1 0
(D W w3 w@ (1) ()

-tz

Rappelons la formule @)
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2 .

©

Cette formule relie, par exemple, les déterminants
notés sur le schéma qu'on peut construire de deux fagons dif-
férentes

- soit en le faisant évoluer de gauche a droite, les deux
Premiéres colonnes étant respectivement une colonne de

1 et une colonne des ai

- soit, si ses deux premiéres diagonales sont connues, en
le faisant progresser de haut en bas. Cette facon de
procéder présente l'avantage d'élaborer toutes les co-
lonnes simultanément, mais pose le probléme de détermi-
ner les deux premiéres diagonales. Aitken a montré
comment les choisir dans le cas de la recherche des ra-
cines d'un polyndme | [8] ;.

Avec le schéma d'Aitken, le rapport H(g+1)/ H(E)
conduit, dans le cas de pBles de modules différents, et quand
n augmente indéfiniment, aux produits des m premiers xi(ms1,2,..)

IV - DEFINITION DE L'ALGORITHME QUOTIENT-DIFFERENCE.

Ltalgorithme Quotient-Différence est une forme amé-
liorée de la méthode d'Aitken. On peut le caractériser de la
fagon suivante :

s

- l'algorithme Q D donne directement des nombres qui tendent
vers les inverses des p8les de la fonction considérée.

- la détermination des deux premiéres diagonales (comme dans
la méthode d'Aitken) est résolue pour les problemes qui nous
occupent.
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Soit f(z) méromorphe dans | z| ¢ R et g;o a, 2"

son développement a l'origine. Supposons que f possede des
= x;1 (i =1, 2, ..., N ; un pdle de

pdles aux points 25

multiplicité q apparaissant q fois dans la suite). As-
surons-nous du rangement suivant

G? 0 < |z,] € |25] € «ovee < |2y <R

Ajoutons maintenant 1l'hypothése supplémentaire que
z, soit le seul p8le sur le cercle (0, lzkl), ce qui se tra-
duit dans C:) par

lz2y 4| < Iz ] < |2,

Alors, selon le lemme 2

(n)
A1 N 1
(n+1) n -
Hk==1 '9” )\1X¢ooxxk-1
et
H(n+1)
k > )\. X-vvxx X °
H(? N_300 1 k-1 “k

Par conséquent, si on pose
\
H(n+1} H(n

X k-1
q(ﬁ) =

H(]r(l) H(ﬁip

on a

q(2) > )y
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S§1 ona 0 < |z,]<]|z,| , le lemme 2 s'applique au
calcul de ), et donne '
g(n+1)
1

H(?) n—> e

Comme d'autre part on a posé H(g) = 1 quel que soit
n, on peut définir q(?) selon :

(my _ H(?+1) H(g)

T Q) o)

> X1 .

I1 est facile alors de voir que si on pose z 0

O =
q(?) vérifie moyennant 1l'hypothése . Comme H(})= aj

nous en déduisons que :

I

q(r11)

® | "
n
a®
n->0o9
Nous pouvons résumer tous les résultats précédents
en un théoréme.

Théoréme 1 :

L PN —

el
Soit la fonction f(z) méromorphe dans |z| < R , dont g;o anzn

est le développement & l'origine. Soient z; = x;1 ses pBles

o » i ra
(i=1,2,..., N;oui=1, 2,...) que nous supposons énu-

mérés en nombre égal a leur ordre de multiplicité et clas-
sés selon les modules croissants. Soit 2g = 0 et dans 1le

N+1 X tel
(avec éventuellement k g N) ,

cas d'un nombre fini de p8les =z = R. Pour tout z

we jzy_q| <] 2y | <]z 4]
le coefficient q(i est définiau moins a partir d'un certain.
rang et
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(n) .
" qk N—y oo . ,kk

- Les quotients q(i) forment une partie des colonnes
(k = 1, 2, ...) du schéma de 1l'algorithme Q D. A chaque va-
leur de k correspond une colonne. Nous allons voir que les
déterminants H(E) n'interv}endront Plus directement si nous
introduisons les quantités auxilliaires suivantes

o 1(3) = 0
n n+1
1(§) - Hé§%1 HE&:}; k=1, 2, ...
By’ By
Remarque
On peut définir 1(2) et q(ﬁ) pour n négatif, sous

réserve que les dénominateurs soient non nuls, car nous avons
vu qu'on pouvait définir H(E) pour n négatif. Nous nous ser-
virons plus loin de ce fait quand nous voudrons faire "démar-
rer" ltalgorithme Q D, relatif a la recherche des racines 4d'
un polyn®me, dans le sens haut —> bas.

Utilisant les définitions et @ , le lemme 1
et beaucoup de perspicacité, Rutishauser a découvert les re-
lations suivantes que nous énoncerons sous forme de théoréme.

s o o e o G s

Pour toutes valeurs des indices pour lesquelles les quan%

tités ci-dessous sont définies, on a les relations

o) 02 - Wl

=

q(ﬁ) N 1(2) - q(§+1) N 1(n+1)
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La premiére relation est une conséquence des défi-
nitions et @ ; la seconde se vérifie en employant
deux fois 1l'identité du lemme 1 (démonstration en [5] p.31).
Elles se "voient" treés bien si on construit le schéma sui-
vant, ou les quantités mises en jeu sont, bien entendu, sup-
posées définies :

lo dy 1, 4z 1y d3 13
2© $GD A(:2)
L) (0 () ,(52)
a() $(© NED
(2 L (D 1(9) 1)
RN
@ .(2) () 2(®
L(3) \1(?/ () ()

(1)

q

>/ 2

\ 2 ;
+ /
N o

(3)

s--m-----OW

8]
———em o - AW

)

el VLI (V]
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La premiére relation (:) énonce qu'un losange cen-
tré sur une colonne 1 est telle que le produit des éléments
les plus hauts et a droite est égal au produit des éléments
les plus bas a gauche. La seconde énonce qu'on a une rela-
tion semblable avec les sommes pour un losange centré sur
une colonne q.

I1 est clair qu'on peut faire évoluer le schéma,
comme dans la méthode d'Aitken, soit de gaucheaa droite (en
remarquant que l(g)z O, n =1, 2 ... ; q(?) = —%11 , n=0, 1,.

n
soit de haut en bas, mais alors se pose le probléme de faire
"démarrer" le schéma. La premiere fagon de procéder semble

par expérience numériquement instable. Ceci se confirme de

la fagon suivante : d'apres le lemme 2, l(ﬁ) = 0K (

lk+1)n)

)\ H
donc chaque colonne ¢q est obtenue, a partir de la précé-
dente par multiplication par des quotients de quantités pe-

1
tites (exemple q(;) = q(?) X —7%7 ), ce qui est mauvais nu-
1 .

mériquement. Au contraire, le deuxiéme processus semble nu-
mériquement stable.

V - APPLICATION DE L'ALGORITHME Q D A LA DETERMINATION DES
ZEROS D'UN POLYNOME.

Citons un théoréme qui sera utile pour la construc-
tion du schéma dans ce cas

Théoréme 3

———— S T o oo s oot

” Si £(z) est une fraction rationnelle de la forme

<)
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bozp + b ZP_1 +...+ b

1
£(z) = = - P (cg#0 cm#O)
Coz + Cq2 toot Cp

et si les 2m premiéres colonnes du schéma QD existent, alors

1(;) = 0 pour n > p+l1-m

([5] p- 32)

Nous avons vu que les relations @Z) sont valables
dés que les quantités mises en jeu sont définies. En particu-
lier, elles sont valables pour certaines valeurs négatives de
n . Nous nous servirons ici de ce fait pour déterminer, non
Plus les deux premiéres diagonales, mais les deux pPremiéres
lignes du schéma.

Scit le polyn®me
P(z) = Ch * Cpoq
Nous supposerons oy 0 (i=20,1, ..., m ;
Il est clair que si 1l'on pose
£(z) = =1,
P\Zs
n Y

et si Z a,z est le développement & l'origine de f£(z), les
zércs 1=0 de p(2) peuvent &tre déterminés comme les pdles de .
la fraction rationnelle £(z) & 1l'aide de 1'algorithme Q D

Une identité dfie & Wronski nous donne



ol k(k+1)/2
N T (=1)
23 f(z) ~ E: RE
k=0 0
m
or = P =) cpy 2
k=0

En identifiant les coefficients,

-k+2) _

. (_1)k(k+1)/2

H(

D'autre part, pour k > 1

- tous les déterminants H(Ek)

gne a_,., 2y
- nous avons H(£k+1) = (_1)k(k—1)/2
du type
0 0
: So
|
:
| //
0 ag
20 @177 3g-2
Notons en outre que quel que
1
ao = E—
m

Résumons ceci

k+1
a0

(=k+2) k
H X 2,

C

X
20

m-k

®

nous obtenons

pour k=0,...,m

pour k>m

sont nuls car leur premiére li-
est une ligne nulle.

sont

car les H(£k+1)

= 1 et que
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H(g) 1 pour tout n
H(_k) = 0 pour k > 1
@) 4 K -
H<£k+1) = (—1}(k"1%A?a% pour k
. _ 1
~ 0 <
Calculons q(£k+1) pour 1 ¢ k g m
D'aprés (9 :
. H(—1<+2) H(—k+1) : H(-k+2)H(—(k-1))
k1) _ Ik k=1 Tk k-1
k T (=k+1) L (k+2) T [(=k+1) (-k+2)
By B 1 D

Pour 1 < k g m tous les déterminants utilisés sont

définis et les dénominateurs non nuls.

D'apres @ :

- pour k-1 >1, ou k > 1

HEE=1) _ g(oke2)

k-1
§E=1) g

k-1 =
- pour k = 1
(<k+1)
Hy 3o
D'apreés @ , pour k = 1
(=k+2) _ 2 _ “m-1
Hy = -2 Spq = -2 ¢
m
Donc :
(0) m-1
R - T ¢

e!p ) m

q 'y = 0 pour 2 gk gm
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Les formules et @ permettent aussi de cal-
culer 1(£k+1> pour 1 ¢ k g m . On obtient en procédant de
la méme maniére

c
1(1‘('1(+1) = _r_él:l(.:l_ pour 1 < k < m-1
GE» m-k
(-m+1)  _
1 m = 0

Les relations ' et le théoreme 3 nous ser-
vent a remplir les deux premiéres lignes, les premiére et
derniére colonnes du schéma (ED , C'est-a-dire les termes
écrits ci-dessous. Nous pourrons, a partir de 1la, faire
progresser le schéma de haut en bas a 1l'aide des régles
des losanges de Rutishauser.

valeurs de départ du schéma :

10 94 11 P 12 cocossevsscssscesce lm_1 9 1
c
s 0 0
m
0 “m-2 ‘m-3 EQ 0
- Cm-1 “m-2 1
0 0

seese O

seoe O
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Le théoréme 1 du § IV nous permet alors d'énoncer

Théoréme 4

oo i o—— 1— " —

Soit le polyndme

P(z) = S 2"+ c, 2 L+ c

dont les coefficients sont tous non nuls.

Z + C
m-1 m ’

Supposons que le schéma QD existe avec les valeurs de
départ précédentes.

Supposons les zéros de P(z) rangés de la fagon suivante
0 < |z,]< |25] <----< |z, |

0:0 etzm_”:oo,

Alors, pour tout k tel que |z _,[<|z <]z, ,| et

Posons 2z

Tk gm, on a

. (n) -1
lim q = 2z .
k k




CHAPITRE III

LA METHODE DES REDUITES COMPAREE AVEC :
— LA PREMIERE COLONNE DE L'ALGORITHME QUOTIENT-DIFFERENCE
- LA METHODE DE BERNOULLI

I - COMPARAISON AVEC LA METHODE DE BERNOULLI.

1. Rappel de la méthode de Daniel Bernoulli

C'est une trés ancienne méthode (1728) - ([4] p. 193
et [5] p. 28) - pour obtenir la racine de plus grand module
d'une équation algébrique.

Soit 1'équation

m m-1 _ /
@) Cyg X+ Ci X Feeeeeneet O 0 X+ C =0 (co £ 0),

supposée avoir une racine de plus grand module unique Z,

Considérons lt'équation aux différences suivantes (en
la variable xn)

teoooseos ot C X

+ Cc X =
m=1 "n-m+1 m ~n-m

2

@ cy X, *+ C
Cette équation donne , par récurrence, la valeur de

X, quand on connait les m valeurs précédentes xn "EETEYE S

- -
I1 est donc nécessaire d'avoir m valeurs arbitraires de
départ X, ... , X _, pour que l'équation @ soit utilisable.
%

On montre que, dans ces conditions
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Rappelons a titre indicatif que la théorie des équa-
tions aux différences linéaires donne pour solution générale

de @ , dans le cas ol toutes les racines sont distinctes
@ X = 25 4 28 4 + 2"

n = % Z Ay Zp Feeoeot o 2
Gqs Qg seees Qp étant des constantes arbitraires et z

10 %o o
<, 2.~ 1les racines de 1l'équation @ . Dans le cas de racines

multiples (nous suppocerons z, d'ordre 3 pour fixer les idées)
la solution générale de (@) est alors

2 n n n
GD Xn = (a1 + n Qp +n 0,3)21 + q4 z4 +.. .+ am Z

La méthode de Bernoulli consiste donc a choisir m
valeurs arbitraires de départ x

gr Xq1 cee X1 o a cons-—
truire la suite des itérés x, et a former la suite des rap-
X
ports B, suite qui tend vers z -
n-1

I1 est alors évident que la méthode de Bernoulli per-
met aussi d'obtenir la racine de plus petit module 2, de 1'é-
quation @, toujours dans le cas d'une telle racine unique .
En effet, considérons 1‘'équation .

m m-"1 /
X o+ X toccnosonoee ot X + co =0 0).
C) “m “m-1 ©q 0 (e )
Elle admet comme racines les inverses des racines de
ltéquation @ . En particulier, la racine de plus grand modu-
13
le de @ est l'inverse de la racine de plus petit module de
@ . Si nous considérons alors 1l'équation aux différences

X X teoceocos ot X + X = 0,
m “n m-=1 "n-1 C1 n—-m+1 CO n-m !
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nous voyons immédiatement que

X
n 1
X rkew*7z1 ’
ou bien
Xn 1
% —> 2, n=1,2...)

2. Comparaison Méthode des Reduites-Méthode de Bernoulli

La relation liant m+1 coefficients consécutifs dans
oo

le développement en série entiére > a x*  de

nsp n
1

R(X) =

m

C + C X +oeoet COX

m m-1
est donnée par la formule (& du chapitre I

@ c. a_ <+ C a = 0

T +
C1 an—m+‘| o n-m

Diautre part, d'aprés la formule ® du méme chapi-
tre, le terme de la suite tendant vers Z4 fournie par la mé-
thode des réduites s'exprime par

/

2(n) :
1 n

Z(r;)

BEn comparant respectivement les formules (@ et (® .et
les formules et @ , 11 apparait clairement que la mé-
thode des réduites est une méthode de Bernoulli appliquée au
calcul de la racine de plus petit module, avec cependant deux
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différernces

- alors que dans la méthode de Bernoulli les m valeurs

X X _4 de départ sont arbitraires, dans la métho-

Ottt
de des réduites ces valeurs sont les m premiers coefficients

ag s -, @ du développement en série entiére de R(x),

m-1
et sont donc des valeurs imposées.

- la méthode de Bernoulli, appliquée a la recherche de la
racine de plus petit module, utilisant 1l'équation aux dif-

férences (@ calcule effectivement les différentes valeurs
X — . L3
X, et effectue les rapports 3 L , tandis que l'algorithme

n .
que nous avons donné de la méthode des réduites ne calcule

pPas les différents coefficients a, du développement en

a

série de R(x), mais détermine directement les rapports _%:l
n

en se servant des m-1 rapports précédents.

Malgré ces différences, nous devons nous attendre a
une vitesse de convergence semblable pour les deux méthodes.

IT - DEMONSTRATION DE LA CONVERGENCE DE LA METHODE DES REDUITES.

Nous donnerons ici une démonstration ne faisant pas,
contrairement & celle du chapitre I, appel & la théorie des
fonctions analytiques. Reprenant les notations de ce chapi-
tre, nous voulons démontrer que

A

n-1

Z = = C 1i
mX m

n-yo Ah' .

Nous utiliserons pour cela la formule q:) du méme
chapitre, donnant l'expression du niéme pivot dans la trian-
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gularisation par la méthode de Gauss, ou plutdt la formule
moins élaborée suivante

C

(n) — _Cm - m - m
@ Cm=1 = Sm=1 * Cpo2 X (c ——y) + S x(c(n“1))x(cTnu2))+u¢oo
1 m-1

m-1 m-

-C -C
+ CO X (C(HT1))X(C(HT2))Xb°‘X<ZTH%H:T7> .
m-1

m=—1 m-1

. (n) (n=1) (n-2) (n-m+1) _ A
Les produits Cpe1 X Clpq’ X €47 Xeweoox Clp 4 X Shem
(n-1) (n-2) (n-m+1)
C m—1 C m—1 XoooooX C m—1 X An~m
(n-2) (n=-m+1)
C me1 Xoooo C m—1 X An—m
(n-m+1) A
m-1 n-m
étant respectivement égaux a An y An—1’ An_gyoc,y An-m+1 .
formons un cas particulier pour le premier produit
_ (n) (n-1) (n=-2) o (n-m+1)
@ Ap = Cpoq X [’ X Cipoq Xeemeeex Cop g X Anm

En reportant la valeur Q) de cé?% dans (:) , on
obtient, en tenant compte des produits précédents, 1l'expres-
sion de A, sulivante :

—_ 2 . \}Tl*1
An - cm~1An~1 * Cm-—2 (’cm)An—Q + Cm—3('cm) An—3+”°‘+ CO<"Cm’ An

quion peut tranformer en multipilant ses deux membres par =Cp:

-m"?
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ce qui donne :

2 3
&) “mn * cm--1(_cm)An—1 * Cm-2('cm) An—2+cm+3(_cm) o

m
o o o - =O
* CO( cm) An-m
Cette relation de récurrence lie m+1 détermiants con-
sécutifs dans la méthode des réduites (nous n'avons envisagé
que le cas o n > m).
Posons :

= X
An n

(_Cm) Bpq

i
»

2 R
("Cm) Apo = Xy 0

© ¢ & 0 ¢ © 8 00OV L O G Y OO

|
ke

m
(~cq) 8yom = *nom

La relation C) se transforme alors en 1l'équation
aux différerces (@ que nous venons de voir :

X

n-1 T

X +o.e+ CLX + cO o .

X X =
m'n m-1 Cm—-2 n-2 1 n-m+1 n-m

Tenant pour acquise la convergence de la méthode de
Bernoulli, nous en déduisons que

n-1 .

Xn n-yoo 1 °?

a

solit, en repassant & la terminologie initiale :

m A Nn=-»oco 1



Cette démonstration de la convergence de la méthode
des réduites prouve en méme temps qu‘'on est en présence d'u-
ne méthode de Bernoulli (appliquée au calcul de la racine de
Plus petit module) dont les "valeurs de départ" sont fixées
de la fagon suivante

m (. I

Xg = (=¢ )7 xag = (-c)

_ m-1_ _ m-1 (1)
xp o= (=) xag = (-cp) Cm-1

_ m-2 _ m-2 (1) _(2)
Xg % (°Cm) X by O F (ﬂcm) “m-1 “m-1

— (—e YM-P = (oo =P (1) (p)
xp = cm) . AP = ( cm) Cp_1X e +XCpl)

_ _ (1) (m=1)
X 4 = (—cm) X Ay q = (—cm) Cp_jX o XC o

N

Remarque : Ces "valeurs de départ" sont définies & un coef-

0 o e s e o5 s

ficient multiplicatif prés. Ainsi, au § I, nous avons montré

que ag, ... a sont les "valeurs de départ". Nous avons

m-1
pour p = 0, 1, ... , m=1

A
a = ( -] ) P _.B...._.
P Cp+1
m
= _1\m=-P m-p
xp = (=1) \cm) AP
P _ _a\m m+1
aP = (=1 Cm

IIT - IDENTITE DE LA PREMIERE COLONNE DE L'ALGORITHME QUOTIENT-
DIFFERENCE ET DE LA SUITE DES INVERSES DES ELEMENTS DON-
NES PAR LA METHODE DES REDUITES.
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Cette identité est immédiate a vérifier.

La suite z(?)de la méthode des réduites est telle que:

a
Z(n) = n (1’1: O, 1, 2, ooo) ;
1 a
n+1

(n)
2 Those s %
(pour uniformiser les notations avec celles qui ont été em-
ployées lors de 1l'exposé sur l'algorithme Quotient-Différence,
nous avons fait commencer la suite a z(?))a

D'autre part, q(?) la premiére colonne de l'algori-
thme Quotient-Différence, dont 1l'expression est donnée par
la formule C:) du chapitre II, est telle que

q(?) _

—

(n) 1
R n—sc 7

D'ou notre résultat

z(?) = ;%HT (n =0, 1, 2, ...)
1

La premiére colonne de l'algorithme Q D est formée
des inverses des éléments de la suite de la méthode des ré-
duites. La différence entre les deux réside dans le fai§ qde
la méthode des réduites n'utilise aucune colonne auxiliaire
pour s'élaborer, contrairement a la premiére colonne du sché-

N

ma Q D . On pourrait donc songer a utiliser la méthode des
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réduites pour permettre de faire évoluer le schéma Q D de
gauche a droite. Malheureusement, cette fagon de le construi-
re est moins stable que la méthode haut vers bas exposée au
chapitre II, 1l'expérience, comme nous l'avons dit, le con-
firmant nettement.

Pour terminer le paralléle, il n'est pas inutile de
noter que cette premieére colonne est aussi une méthode de
Bernoulli appliquée au calcul de 1l'inverse de la plus petite
racine, c'est-a-dire pratiquée sur l'équation dont 1l'ordre
des coefficients est inversé.
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CHAPITRE TV

RESULTATS NUMERIOUES

Ce chapitre est consacré a la partie pratique de ce travail.
Nous donnons une procédure calculant les NB premiéres racines
réelles traitables par la méthode des réduites. Cette procédure
ALGOL a recu le nom de procedure REDUITE ITER. Suivrons diverses
comparaisons et vérifications numériques.

I -~ PROCEDURE REDUITE ITER

Paramétres d'entrée

- les entiers M, NB et K

M : degré de 1l'équation

NB : nombre de racines qu'on veut trouver. Décrivons & ce sujet
le fonctionnement de la procédure : elle est capable de calculer
les NB racines réelles X5 (i=1,...,NB) telles que

‘x,]\ ;‘xg\ ??‘XNB‘ § lzj\ (j = NB+1,...,M).

Ces racines sont calculées successivement par ordre de module
croissant et éliminées par déflation. *
K : nombre d'itérations maximum.
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- le tableau C dont 1'indice varie de O a M et qui contiert 1les

coefficients de 1'équation rangés suivant l'ordre des puissances

décroissantes. C n'est pas altéré par 1l'éxécution de la procédure.

- le réel #, précision voulue sur les racines : la racine est consi-

dérée comme atteinte lorsque 2 itérés consécutifs sont & une dis-

tance inférieure a Z. Sinon le Xiéme itéré est pris comme racine.

Paramétre de sortie

Un seul parametre : le tableau RAC dont 1l'indice varie de 1a NB,

qui contient les racines par ordre de module croissant.

procedure REDUITE ITER (M,C,NB,X,RAC,d) ;
valeur @,C,M; entier M,NB,K;reel & ;
tableau RAC,C;

debut tableau R [0:K];
A

entier N,I,J ; reel RA ;
reel procedure REDUITE (D,N);
tableau D; entier N;

deput entier I,J,P; reel S;

*  ®[:= -p[N]/ D[N-1] ;

pour I := 1 pas 1 jusque X faire

début Si I< N-1 alors
debut S:= D[N-I-1]; P:= I fin
sinon debut S:= D[] ; P:= N-1 fin;
pour J:= P pas -1 jusqua 1 faire

| S::SxRﬁmﬂ+ DN-T] ;
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R[T] := -D[N]/s;
8i 4BS (R[I] - R[I-1]) < & alors
debut REDUITE := R[I] *+ allera SORT fin
£in ;
i REDUITE:= R[KJ; SORT:
f£in  REDUITE;

pour I := 1 pas 1 jusqua NB faire
debut RA := RAC[I]:= REDUITE (C,M);
M = M-=1;
pour j:=1 pas 1 jusqua M faire
CJ):= c[+ cJ-1x Ra

fin

v
fin REDUITE ITER;

IT - RESULTATS NUMERIQUES

Le but de ces essais numériques est de montrer sur des exem-
Ples que la méthode des Réduites et la méthode de Bernoulli appli-
quée au calcul de la racine de plus petit module et utilisant les
valeurs de départ Qz)du chapitre III & un coefficient multipli-
catif pres, produiseat, aux différences d'algorithme et aux erreur
de calcul prés, la m@me suite de nombres. Nous nous proposons
aussi de vérifier pareille identité entre la méthode des Réduites
et les inverses de la premiére colonne de 1l'algorithme QD.
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Nous prendrons 3 exemples

essai 1 : le polynd®me
x3 - 93 x° + 2882x - 29760
qui admet les racines exactes 30, 31, 32.

essai 2 le polyn®me
x° - 50x% + 977x° - 9316x
qui posséde 6,8,9,13,14 comme racines.

3 2

+ 43332x - 78624

le polyn8me

x10 - 55x7 4+ 1320%° - 18150x7 + 157773x° - 902055x°
+ 3416930x% - 8409500x> + 12753576x% - 10628€40x

+ 3628800

dont les racines exactes sont 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

essai 3

St

8

Nous donnons les résultats sur des graphiques. Nous avons
porté en abscisse les itérations successives et er ordonnée (avec
-8 . ‘
10 “comme unité)

- sous le titre "Réduites moins Bernoulli®" les différences,
pour chaque itéré, entre le terme donné par la méthode des Réduites
et le terme produit par la méthode de Bernoulli.

- sous le titre "Réduites moins QD" ces m@&mes différences
pour la méthode des Réduites et les inverses de la premiére
colonne QD.
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Ces essais ont été éffectués pour la plus petite des racines:
la méthode des Réduites se stabilise respectivement pour ces 3
essais vers 29,999764, 5,9999983 et 0,99999990 tandis que 1la
méthode de Bernoulli oscille entre 30,000060 et 30, 000080,
6,0000020 et 6,000C045, 1,0000000 et 1,0000004.
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IIT -~ CONCLUSION

Les exemples que nous venons de voir confirment nos pré-
visions. Nous pourrons en particulier, utiliser la méthode des
réduites dans tous les cas justifiant l'emploi de la méthode
de Bernoulli avec en plus les avantages suivants

1°) La méthode de Bernoulli passe par le calcul de xn(K:) Chap. III)

*n-1 - o)

Xn 1 fi—0 1

Donc, pour un rang n suffisant,\xn est voisin deixn_1/z1l,

ce qui, dans le cas ou z., est, en module, trés petit devant 1,

conduit trés rapidement ; des X, grands et dans le cas ou le
module de z, est ¢rand par rapport a 1, conduit non moins rapi-
dement a des X, petits. Au contraire (formule chap. I), la
méthode des Réduites définit zgn) par

-C

My TSR

ltalgorithme passant par le calcul des S(n) successifs qui tendent
a s'aligner en grandeur sur|cm/z1‘ . I1 apparait clairement qu’on
évite parl la méthode des Réduites beaucoup de dépassements ou de
scupassements de capacité qui se produisent en employant la méthode
de Bernoulli. L'expérience nous l'a confirmé : dans cette derniére

A

k3 ’ L4
méthode, nous sommes trés souvent obligés de procéder a une norma-

by

lisation des termes X0 ainsi dans 1l'essai 1 (tendance a soupasser
la capacité) nous avons été obligés, pour mener a bien 1l'expérience

de procéder a 19 normalisations qui consistaient a multiplier les

m termes X4 les plus '"récents" par un méme nombre grand.
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2°) Si nous faisons un décompte des opérations a effectuer dans
chacune des deux méthodes, nous trouvons un avantage a employer
la méthode des Réduites, m@me si 1l'on ne tient pas compte des

opérations de normalisation éventuelles. Nous avons la disposition
suivante

Méthode des Réduites Méthode de Bernoulli

(1)

24
(2)

24

Z1(m-—1)

ng) me) ﬁ
(m+1) (m+1)

z z

1 1
¢ : k itérés

Z§m+k-1) Z1(m+k—1) ¢

Méthode de Bernoulli

Les k itérations exigent le calcul de x
c'est-a~dire k calculs du type

X ©® o 6
m' “m+1’ 'Xm+k~1’

“m-1 Xi-1
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qui nécessitent chacun

1 division

m multiplications
m additions

Xio1 . ) .
< il faut 1 division. La méthode de Bernoulli
pour calculer 1 rac%ne, cBute en définitive

Pour avoir zgl)z

2k divisions
mk multiplications
mk additions

Méthode des Réduites

Les k itérations exigent k calculs du type

C
(1) "

=T

Z = q T
1 (1-m+1) 1-m+2
+ c2)X z] + ch...+¢m_2)xz1 +C

/
(‘\(( Co’(z1
c'est-a~dire

( k divisions
(m-1)k multiplications
(m=1)k additions

le calcul des m-1valeurs z§1).z$2)2.;.., zsm‘1)demande en tout

s

(m-1) divisions
(m-2) (m=1)
2
(m-2) (m-1)
2

multiplications

additions



soit, pour le calcul d'une racine par la méthode des Réduites

- o 3 °
k+m-1 divisions

(m=1)k + (m-2) (m-1) additions
< 2

(m=1)k + (m-2) (m-1) multiplications.
C ) 2

exemple nous prendrons un polyndme de degré 5 est nous envisa-
gerons successivement k = 10, k = 20 et k = 40

méthode de Bernoulli méthode des Réduites
k=10 [ 20 divisions 14 divisions
4 50 multiplications 46 multiplications
. 20 additions 46 additions
k=20 [ 40 J’24
{ 100 ’ 86
L 100 86
k=40 [ 80 (44
< 200 { 166
200 166

~ ~

Ceci est d'ailleurs confirmé par la résolution compléte du poly-
ndme de l'essai 3 et par 1'examen des temps de calcul. Ce polyn8me
a des racines particuliérement mal conditionnées ([Q;p,144,

£91p 38). Nous avons pris @ = 2 10™8
d'itérations = 300 pour tester les 2 méthodes. Nous avons
obtenu :

et X, le nombre maximum



méthode des Réduites méthode de Bernoulli
0,99999990 1, 0000004
1,9999958 2,0000007
3,0001007 3,0000040
3,9992920 3,9996184
5,0019882 5,0029857
5,9979888 5,9894843
6,99928 50 7,0213013
8,0027413 7,9758983
8,9984001 9,0144225
10,000206 9,9962832

temps de calcul : 1,8 secondes temps de calcul : 3 secondes

Si les 4 premiéres racines sont meilleures avec la méthode de
Bernoulli, par contre la méthode des Réduites semblent plus
stable et donne une précision supérieure pour les racines suivantes.

Nctons enfin que, la procédure REDUITE ITER concerne les
équations a coefficients réels, mais que rien ne s'oppose, ni au
point de vue théorique, ni au point de vue programmation A ce que
la méthode des Réduites produise, dans les m@mes conditions, 1les
NB racines de plus petit module d'une équation a coefficients
complexes.
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INTRODUCTION

Le théoréme (et lalgorithme) dz Routh permettent
de déterminer le nombre de racines d'un polyndome situées
dans ie demi-plan Re(z) > O. Nous présentons dans ce tra—
vail une fagon originale, et nous 1'espérons rentable nu-
mériquement, d'employer cet algorithme a 1la résolution” des
équations algébriques.

Le chapitre I reprend 1l'exposé de l'auteur Sovié-
.tique F. R. Gantmacher sur 1'algorithme [1]. Signalons que
cet algorithme a déja été employé dans une méthode de réso-
lution des équations algébriques, en particulier par E.
Aparo de 1'Institut de Calcul Numérique de Rome [2]. Le
procédé de calcul utilisé ici débute comme celui qu'a em-
ployé Aparo, mais s'en distingue ensuite dans 1la fagon
d'affiner la recherche des parties réelles des racines. Il
sera présenté au chapitre II, ainsi qu'un programme ALGOL
de la méthode qui se limite au traitement des équations a
coefficients réels.
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CHAPITRE I

L*ALGORITHME DE ROUTH

I - INDICE DE CAUCHY.

Définition

L'indice de Cauchy d'une fraction rationnelle R(x)
entre les limites a et b (notation Ig R(x) , a et b étant
des nombres réels ou o) est la différence entre le nombre
de sauts que fait R(x) depuis =-oo jusqu'a +°o et le nombre de
sauts depuis +ee jusqu'a -eo< lorsque l'argument réel x va-
rie de a a b (%)

BExemples:
P Ai
1. R(x) = z T ¢t R1(x)
. 1
1=1 .
ou A; et a; (i =1, 2, ..., p) sont des nombres réels et

R1(x) une fraction rationnelle sans p8les réels ; on a alors:

Ii°° R(x) = i signe A, (x%x)
i:']v '
et en général :
b .
I R(x) = Z signe A (a<b)
a<ai<b
n
2, Si £(x) = ag (x-—a1)n1 XoooX (X = am) m est unspoly-

ndme & coefficients réels et si parmi ses racines Qqeoelp s
seulement les p premieres-sont réelles alors

(%) en comptant le nombre de sauts, on ne tient pas compte
des valeurs extrmes R(a) et R(b) ; x varie dans 1'ouvert ]a, b

(%xx)Signe A (ol A est un nombre réel)=+1,-1,0 selon que A est
>0, <0, =0
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mn P

f’(X) n. ni .

fF(x) = X-a. = 2 X=0; + Ry(x)
J=1 J i=1

ou R1(x) est une fraction rationnelle - sans p61es réels ; dou :

1l'indice Ig £'(x)/f(x) (a < b) est égal au nombre de raci-
nes réelles distinctes de £(x) dans 1'intervalle J a,b [

IT - THEOREME DE STURM

b
a
sur le théoréme de Sturm. Considérons la suite des polyn®mes

Une méthode pour calculer 1l'indice I R(x) repose

a coefficients réels

£1(x) , fg(x) g oo ey %n(x) ,
qui a les 2 propriétés suivantes dans 1'intervalle Ja,b[ (%)

1. pour tout Xq,Xge Ja,b[ , si fk(xo) (k = 2,..., m=1) s'an-
nule, les 2 polyn®mes adjacents fk—1 et fk+1 sont £ 0 et de

signes opposés pour cette valeur Xq

2. 1le dernier polyndme Em(x) ne s'annule pas dans ] a,b [ .

Une telle suite de polyn®mes est appelée chaine de Sturm sim-

pPle dans 1l'intervalle ] a,b [

s

Notons V(x) la fonction égale au nombre de variations
de signes dans la chaine pour une valeur fixée de x. (%x)

(x) a peut 8tre -cocet b +oo

(xx) Si a est fini, alors V(a) doit 2tre interprété comme V(a+e)
olh ¢ est un nombre > O assez petit pour que dans l'inter-
valle Ja,a+e] demi-fermé aucune des fonctions fi(x) ne
s'annule. Définition semblable pour V(b).
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La valeur de V(x) , quand x varie dans Ja,b[ , ne
peut changer que 1orsquyun]des polynBmes de la suite s'an-
nule. Mais, d'aprés la propriété 1, quand un des polynOmes
£y (pour k = 2,...,m=1) passe par 0, la valeur de V(x) ne

change pas. \
X0
fy
k+1
Seuls les passages de f1(x) par O font donc varier V(x)
(x) d d F2(0) Gl
V(x) augmente de 1 quan passe de +00d =—oco
f1ix5
£a(x) \

V(x) diminue de 1 quand T (x) Passe de -ecd +oo
1

dtou

Théoréeme de Sturm :

Si f1(x) . £2(x) ey fm(x) est une chalne de Sturm dans
l'intervalle Ja,b[ et si V(x) est le nombre de variations
de signes de la chafine en x, on a : '

p Fplx)
@ Ia ?TT§T = V(a) - V(b)

Remarque

v o < s s S s ey

S§i on multiplie tous les polynBmes d'une chaine de
Sturm par un m@me polyn®me d(x) ayant ou non des racines ré-
elles dans Ja,b[ , aucun membre de @ n'est altéré. On ob-
tient une chafine de Sturm généralisée et le théoréme de Sturm
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reste valable pour cette chatne.

Construction d'une chatne de Sturm a 1l'aide de l'algorithme
d'Euclide

Soient deux polyn8mes f1(x) et f2(x) tels que de-
garé de f.l > degré de £2

Posons
- f3(x) = reste de la division de £, par 52
- f4(x) = reste de la division de £, par f3 ... etc
f1(X) = q1(x) X fg(x) - EB(X)
f2(X) = qg(x) X f3(X) - E4(X)
fk_1(X) = qka1(x) X fk(X) - fk+1(X)

© ¢ 6 0 0 ® 0 ©6 6 G0 0 00 000 006 006 00 OO 6 0 06 0 ¢ 06 0 o o

fmbg(x) = qm_Q(X) X fm_1(X) - f (X)
fm=1(x) - qm_1(x) X fm(x) - fm+1(X)

C'est l'algorithme d'Euclide qui s'arréte i la ren-

contre d'un reste (f (x) ) identiquement nul. fm(x) est le

m+1
dernier reste non identiquement nul et c'est aussi le PGCD

de tous les polyn8mes £1,.,«Em de la suite ainsi construite.

Deux cas se présentent

s

1) fm(x) n'a pas de racines réelles dans Ja,b[ : Em(x) étant
le PGCD de tous les polyn8mes de la suite, ces derniers
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n'ont pas de racines réelles communes et fk(Xb) = 0 entral-
ne fk_1(xo) = —fk+1(xo) (k = 2,.,., m=1)

ou bien
<
Ere1(xg) x £ 4(x5) § O
dans ce cas, la suite £1....fm est une chalne de Sturm sim-
ple.

2) fm(x) a des racines réelles dans Ja,b[
Si alors on divise tous les polyn®mes de la suite par
fm(x) on obtient une chaine de Sturm généralisée.

Dans tous les cas, le théoréme de Sturm (formule @ )

s'applique & la suite construite a 1'aide de 1l'algorithme
d'Euclide.

. S T . ot oo o o . S~ ——

Le nombre de racines réelles distinctes d'un poly-
ndme étant égal a I:::f'(x)/f(x) , construisons a l'aide de
l'algorithme d'Euclide une chafne de Sturm & partir de f et
Fro. '

On a : nombre de racines réelles distinctes = V(-w) - V(+w)
de la chafne.

IIT - L'ALGORITHME DE ROUTH.

Formule de départ

Le probleme de Routh consiste a déterminer le nom-
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bre k de racines d'un polyn®me situées dans le demi-plan
défini par Re(z) > O . Deux possibilités sont & envisager

1) Le polyndme f(z) n'a pas de racines imaginaires pures

Prenons le nombre R suffisamment grand pour que
toutes les racines de f situées dans le demi-plan Re(z)>0

se trouvent dans le demi-cercle de rayon R centré a 1l'origi-
ne. A

v

. (_?r'

Considérons le domaine limité par [' = demi-cercle

o ° I3 < n rd b
+ partie axe imaginaire. £(z) = ag I, (z—zi) ; z décrivant
le contour [ une seule fois dans le sens positif, on a

n
A arg f£(z) = z A arg (z—zi) =2 kn
i1

car si z, est & l'intérieur du domaine,a arg (z-2z;) = 2 ™,
si z, est a l'extérieur a arg (z~zi) = 0. D'autre part, si
on fait tendre R vers 1l'infini, z étant sur le demi-cercle,
£(z) se comporte comme aozn , son monBme de degré le plus
élevé. Donc, z décrivant tout le demi-cercle,

A arg £(z) = a arg aozn =N mT .

D'ou, lorsque £ n'a pas de racines imaginaires pures

v
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Ai:z arg £(iw) = (n-2k) =

Posons f£(z) = ag 2"+ bq i a, 202 b, 2073, . (aO# 0)
On a
f(iw) = U(w) + 1 V(w) avec
0w) = (172 - aw?™2 b ™™ o)
pour n pair
V(w) = (_.1)1’1/2"1(bowﬂ_1 - b1wn—3 + b2wﬁ'5 — )

U(w) = (“1)®“1)/2(bown—1 - b1wn_3 + b2Wn~5—,,,

V(w) = (—1)(1'1—1)/2(a0\vn - a1wn_2 +oa — )

pour n impair

On a dfautre part

V(w)

arg f(iw) = arc tgte T

et on vérifie facilement que

+D°U(W . .
. I~wVT§% n impair

a_arg £(iv) =

A=

+»V (w )
"I—w_Tw n pair

En combinant les trois groupes de fcrnules précé-
dents, on obtient la formule suivante valable quel que soit
n, pourvu que f n'ait pas de racines imaginaires pures

R N ot B S S R :

C) % 0 ! 2 =n - 2k
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2) Le polyn®me £(z) a des racines imaginaires pures.

Nous allons généraliser la formule (2). Supposons
que £ ait % racines dans le 1/2 plan Re(z) > O et s
racines imaginaires, pures. Posons

£(z) = d(z) x £%(z) ,

. . . . *
ot d(z) = z°+... a s racines imaginaires pures et £ (2)
n'‘en a pas.

£F(iw) = U(w) + iv(w) = d(diw) [ u*(w) + iv¥® (w) ]

Supposons que s soit pair. d(z) est alors un pro-
duit de facteurs de la forme (z - iw1) (z+iw1) ou de la for-
me z>. Donc d(iw) prend des valeurs réelles.

U(w) = d(iw) UF(w)
Par suite

V(w) = d(iw) V¥(w)
et

U(w) _ u*(w

Viw) ~ VE(w

d'ou, en posant

n--1 n-3 n-
£p(w) = b by VT 4 by W > ...

K
o

f1 (W) _ n n-2 n-4

f1 et 52 étant respectivement les polynbmes dénominateurs
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et numérateurs du l1er membre de la formule C)‘pour £, ff

et Eg étant ces m@mes polyndmes pour £* , et puisque n et

n® ont des paritéségales

fz(w) fg(w)
O O

On peut appliquer la formule &) a £¥(z) qui n'a
pas de racines imaginaires pures. Il vient :

*
+v0 £2(W) _ +wf2(w) _ X

I_wm__l_»w-n-Qk:n—s—2k°
Donc, lorsque f(z) a s racines imaginaires pures

n-5

+ 20 W - b1 W + b2 W — oo
@I = n -2k - s
- W _ Wn—z + Wn—4 _
ag a, ay oo

(étude semblable dans le cas s impair).

Application du théoréme de Sturm dans le cas régulier :

Notre probléme est de déterminer k. Pour cela, nous
nous servirons du théoréme de Sturm pour calculer la partie
gauche des formules @ ou () .Construisons par le schéma
d'Buclide la chafne de Sturm généralisée (pu non) sur £, et £5

go(w) y Eo(w) e, £ (W)

Nous appellerons cas régulier le cas ou m = n+1.
Dans ce cas, nécessairement le degré de chaque polyndme de
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la chaine est inférieur de 1 au degré du précédent et fm(w)
est de degré O.

Le cas régulier conduit donc & une chatne de Sturm
simple. Posons

f3(W) =Cq W - Cy W + Cp W -

£,(w)

|
(@)

En effectuant les divisions successives, il vient

[3Y

£, (w) = B% w (W) - £ (w)
54(w) = g% W{£3(v) - fa(wz

© 0 06 & 0 °© % & & 0 O B O 06O O DO O O O O O © 6 0 o

et comme dans ce cas régulier, aucun des coefficients de
18te bo, Cqs do,... ne s'annule , ces coefficients et les
suivants sont égaux a :

a a
0 0
CA = a, - == b C, = a5 — — b . e
0 1 b0 1 1 2 bO 2
b b
0 0
d, = b, = — ¢ d, = b, - — ¢ .o
0 1 cO 1 1 2 0 2

© © 60 0 0 0606 ® 0 e 6 0 00 @ 0 0 60 060 0 0 0 0 G 0@ 6 0 0 O 06 0 o © 06 0 0o 0 o o » y

ainsi de suite, les coefficients de £
minés de la m@me maniére.

5 ce- fn+1 étant déter-
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Nous obtenons le tableau des coefficients de ces
polynBmes (au signe prés) sous la forme du schéma de Routh :

)

o 21 23 &3 -
bo by by by ..
CO C1 C2 C3 e o e
dg 4, dp dy ...

© 0 6 6 0 6 06 8 0 6 e 0 0 0 0 o &

a 1l'aide de la régle suivante

Une ligne du schéma de Routh est déterminée a par-
tir des 2 précédentes en retranchant a la 1ére, la 2&me mul-
tipliée par le nombre qui annule la 1ére différence et on
déplace la 1ligne obtenue de 1 coefficient vers la gauche.

On déduit du fait que £1(w) et f2(w) n'ont pas de
racines communes, que U(w) et V(w) (qui en sont déduits par
multiplication par des constantes) ne s'annulent pas simul-
tanément pour w réel. Par suite, le polyndme donné f£(z) n'a

pas, dans ce cas régulier, de racines imaginaires pures.

Ce cas régulier est donc inclus dans celui de la
formule @) qui s'y applique.

Pour calculer le membre de gauche de (@ , utili-
sons la théoreme de Sturm. Il Vient:



~72-

V(-ed - V(4o = n - 2K

ot V se calcule sur la chaing de Sturm ordinaire construite
a partir de £1 et f2 au moyen du schéma de Routh.

Soit

n-xX+1 n-k-1
fk(W) = mo W - m1 W + o 8 o

un des polynbmes de la chalne.

Si w » +> , le signe de fk coincide avec le signe
de son coefficient de plus haut degré.

Si w » -0 , le signe de fk(w) est égal a signe
(mO ple (~1)n"k+1) , donc

V(+09

i

V(ao, bgs Cg oe - )

V(-ed = V((-1)" ag, ™ by, (=121, (-1) Tmgeng)

H

et quelle que soit la parité den

V(""oo) = V(aog "‘bO’ coy "‘do P 0¢a> y
et comme

V(ao, bys Cgs cee) + V(ao, =bgs S -4, ...) = V max

‘et que dans le cas régulier V max = n, on obtient la formu-

L 3

le suivante, valable seulement dans ce cas

@) Xk = V(ags by ¢ 4y eee)
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Théoréme de Routh

———— 1 s = s O O S e e — -

Dans le cas ou le schéma de Routh se détermine normale-
ment , c'est-a-dire dans le cas ou aucun élément de 1la
premiérecolonne ne s'annule, le nombre de racines d'un

polyn®me a coefficients réels, situées dans le demi-
Plan Re(z) > 0 est égal au nombre de variations de si-

| gnes de cette premiére colonne.

Exemple
Considérons le polynOme 22 4+ 2% 4 223 « 22 4 22 - 1
On a
2
U(w) = (=1) fz(w)
2
avec
£1(w) = wo - 2w° + 2y
fa(w) = wt - w2 -1

Le schéma de Routh associé & la suite de Sturm sur £, et £,
est le suivant :

w? 1 2 2
w? 11 -
w3 1 3
W2 -2 -1
‘% 5/2

0
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Aucun élément de la 1ére colonne ne s'annule : On
est dans le cas régulier.
5

V(1v 1: 19 "‘27 '2' ’ ""1) = 3

>

Ce polynBme a donc 3 racines a droite de l'axe
imaginaire.

Cas ou toutes les racines de £ ont des parties réelles né-
gatives.

La formule
+00 f2
I_N-E-{ = V(=09 = V(+0) = n - 2k

s'applique dans tous les cas o f n'a pas de racines ima-
ginaires pures, donc ici. Comme k = O, elle devient

V(eod =~ V(+e0) = 1
Mais

O g V(-0 g m=1 g n

0 g V(+o9 g m-1 < n

donc
V(-o9)-V(+o9 = n n'est possible que si

ce qui entralne qu'on est ici nécessairement dans le cag ré-
gulier et réciproquement, si on est dans le cas régulier et
53 V{+eo = 0, alors k = 0 d'olu



-7 5-

Critére de Routh :

— s 2 G 2 G e e G e

S

Toutes les racines d'un polyn®me a coefficients
réels f(z) ont des parties réelles négatives 'si, et seu-
lement si, dans l'algorithme de Routh, tous les éléments
de la 1ére colonne sont # O (cas régulier) et de méme
signe.

Remarque concernant le cas ol £ a des racines imaginai-

s e e s e S e s, e S R S S S € o T — i — S — T — o K o o G w— — S oo €20 T W P WD O o WD > S S G2 S e S G S, s

£(iw) = U(w) + iV(w)

Toutes les racines imaginaires pures de f sont
les racines réelles communes & U et V (& un coefficient
multiplicatif 1 prés) et réciproquement. Si £ a des ra-
cines imaginaires pures, le PGCD de f1 et f2 a donc au moins
comme racines les racines réelles correspondantes et il est
de degré >0 , au moins égal au nombre des racines imaginai-
res pures.

On est certainement alors conduit a un cas singu-
lier.

La réciproque n'est pas vraie.

IV - LES CAS SINGULIERS DE L'ALGORITHME DE ROUTH.

s

Nous savons jusqu'a présent calculer le nombre de
racines de f(z) situées dans le demi-plan Re(z)>0 dans le
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cas régulier qui est lui-méme inclus dans le cas ou f n'a
pas de racines imaginaires pures. Nous avons vu que le

schéma de Routh est un moyen de calculer les restes -f3 y
~£4 ... des divisions de £1 par 52, 52 par £3 .o . Seule-
ment ce schéma ne fonctionne qui si aucun des éliéments de
la 1ére colonne ne s'annule (donc si le’degré des diffé-

rénts polyn8mes décrolt réguliérement de 1 & la fois).
Les cas singuliers sont donc de deux sortes

1) Un des éléments ho de la 1ére colonne s'annule, mais
dans la ligne correspondante existent des éléments non

nuls.
2) Toute une ligne du schéma s'annule a la fois.

Remarque

s s o < s 5 s svoo

I1 peut évidemment se produire que dans la chal-
ne de Sturm existent successivement le ler et le 2eme cas
singuliers. La chatne aura alors été construite avec un
autre moyen que l'algorithme de Routh.

1° - Exemples de cas singuliers.

e v s s s o e e

£(2) =2z~ + z” + 32" + 32”7 + 32" + 2z + 1
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Nous sommes arr@tés par un cas singulier du 1ler
type. En effectuant les divisions successives, nous obtenons

E1 z= z6 - 324 + 322 -1
£, = 22 = 323 4+ 22

f\3 = —Z2 + 1

f4 = 0

Donc, bien quz nous obtenions en fait un cas singu-
lier du 1ler type, £1 et f2 ont malgré tout un PGCD de degré>O0
(degré 2). Ce PGCD a 2 racines réelles opposées *q, ce qui

ignifie que f a 2 racines imaginaires pures i . Pour

N

calculer k, la formule a employer est le formule (3 avec s=2 ,
2o o
_co-f_: - - - ¢ ‘

£ v
Et pour calculer It:fg , nous ne pouvons faire au-

1 £
trement que d'appliquer la formule générale(:)It:ngvéwé—V(+w)
1 .

sur la chaine de Sturm généralisée f1, f2, f3

V(-—°°) = 1
d'ou k = 2
V(+bo) = 1
Exemple 2 :
£(z) = 210 4+ 29 - z8 _ 227 4 z6 + 3z5 + z4—2z3—za+z+1

Construisons le schéma de Routh :
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1T -1 11 -1
1 -2 3 -2 1

1 -2 3 -2 1

O 0 0 o©

Nous sommes arr&tés par un cas singulier du 2éme
type, ce qui signifie que le PGCD est de degré >0 et que
f a comme racines imaginaires Pures, les racines réelles
du FGCD (s'il y en a) multipliées par i.

La cha%ne de Sturm est

f1 = Z + Z + 2 =z -z -1
£2 = 29 + 2z7 + 3z5 + 2z3 + z
PGCD = £, = 28+ 225 4 324 4 252 4 1

I1 est évident que le PGCD n'a pas de racines ré-
elles. Donc f n'a pas de racines imaginaires pures. Cet
exemple montre bien que la réciproque dont nous parlions a
la fin du § précédent est fausse : un cas singulier du 2éme

type n'entraine pas que f£ ait des racines imaginaires pu-
res. )

Pour calculer k, nous pouvons employer la formule (2
£
It:}?§—= n - 2k = V(~=9) - V(+%9 sur la chatne £, £ £
1

%

2’ 73

précédente

V(-9

I
o

V(+e9

1l
(@]
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£(z) = 24 s 23 4 222 4 22 41

Nous sommes arrétés par un cas singulier du 1ler

type.
En effectuant les divisions successives, nouS ob-
tenons
f1 = 24 - 222 + 1
_ .3
f2 = z° - 2%
f3=—1

I1 manque le mon®me de degré 2 dans £3 .

Nous avons ici un cas singulier du 1ler type et un
PGCD de degré O . f n'a pas de racines imaginaires pures et
nous pouvons employer la formule @ I

OO

pas @ car nous ne sommes pas dans le cas régulier.

=n - 2k mais

n - 2k = V(-o9 - V(+e0) de la chaine construite sur

N

V(-od
v (+o9

o
P ¥ -3
N s
I
bt
]
o
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s e o cawn ok I s s 2

F(z) = by 23 22242202

Nous pouvons commencer le schéma'de Routh.
1 -1 -2
1 1
-2 -2

0

Nous sommes arrétés par un cas singulier du 2é&me

type
f1 = z% 4 z2 - 2
_ .3
f2 = 27 - 2
£3 = ~222 + 2 PGCD de degré 2 qui a

2 racines réelles ¥ 1 . £ a donc 2 racines imaginaires pures

£
* 1 . Nous emploierons la formule (3) Ii::Fa = n-2k-s

> 2z hY 1 o k3
avec s = 2 associée a la formule @) car le cas est singulier,

]
-

pour la V(~o9)
chafne —_—sk =1

f1 £2 f3 V(+s9)

]
—3

Ces 4 exemples nous montrent :

1° que nous sommes théoriquement capables de calculer k dans
tous les cas singuliers & condition de savoir trouver le
nombre de racines réelles du PGCD.

2° que la rencontre d'un cas singulier du 2éme type ne signi-
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fie pas nécessairement que f ait des racines imaginaires
pures, mais que, par contre, si f a des racines imaginaires
pures, il est trés vraisemblable que dans le schéma de Routh,
nous ayions un cas singulier du 2éme type (& moins que 1le
schéma ait été arrété prématurément par un cas singulier du
ler type comme dans l'exemple 1).

Cette 2éme remarque :nous améne a nocus demander s'il
n'y aurait pas une condition nécessaire et suffisante pour

que le PGCD de f1 et f2 soit de degré > 0.

2° - Etude du cas oli le PGCD de 51 et E2 a un degré positif.

Dans ce cas, £1 et f2 ont des racines communes. Nous
allons chercher d'oli proviennent ces racines.

Remarque
£(z) = ag z + by 251 4 a, 202 b, 203 L.
f1(z) = ag 2" - a, 202 a, 24 L
fe(z) = bg L b, 2073 4 b, 270 L.

Si zq est une racine commune a f1 et 52, chaque po-
lyn®me n'ayant que des mondmes de méme parité, -2, est raci-
ne de f1 et f2,

Si Zq est une racine complexe du PGCD, -24 55 R
~E€ le sont aussi ; le PGCD est alors au moins de degré 4«

. . ) 3
Si Z4 est racine réelle du PGCD }

Si zy est racine imaginaire pure du PGCD

Celui-ci est au moins de
degré 2
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Il y a un seul cas ol le PGCD peut &tre de degré 1
c'est lorsque £, et f, ont en commun la racine O.

Soit donc Zq une racine du PGCD

n n-2 n-4 _

f1(zo) = ag zg - a; zg + a, zg - v.. = 0
_ n-1 n-3 n-5 _

fa(zo) = Dby zg - b, 2o T + by 25 = =0

Nous supposerons n impair pour fixer les idées

_ n n-2 n-4
Considérons les 91(Z) =8 z *ta;z Tag 2 T
polyndmes g.(z) = b zn'1+b 203 b. gB-5 ...,
2 0 1 2
Calculons g1(i zo)
: _ .n_n N-2 n-2 N-4 n-4
91(1 zo) =ag 1zg+a; 17725 + a, i 257 4.

, . . . .n .n-2
Suivant la valeur de n impalr, la suite i~ , it ’
.n-4 ,

i »eo. @St la suite alternée +i , -i, +i, -i... ou la
suite alternée -i, +i, -i, +i...

. . . o n n-2 n-4
Si on a la 1ére suite, g1(1 zo) = :L(aozo—a,lz0 tanzg -

g1<i ZO) = i f.](ZO) = 0

Si on a la 2éme suite, g1(1 zo) ==1 £1(ZO) =0
De méme gg(i zo) = bO :i.n*”zlg"1 + b1 in°3zg“3 + b2 in‘548’5+,,°

. .N=1 N Y- . . .
ou la suite i ’ 1n 3, i 5,,°° est soit la suite alternée

+1, =1, +1, =1,... soit la suite alternée =1, +1, =1, +1,...
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. . o+ n-1 n-=3 n-5_
donc, suivant n, g2(1 ZO) = _(bo 2o - by z5 7 + Db, z coe)

gz(i zo) = fz(zo) =0 |
or f£( i zo) = g1(i zo) + 92(1 zo) => f(i zo) =0

Donc, si z. est racine du PGCD de f1 et £, , iz. est racine
de f

Si le PGCD a 2 racines réelles opposées f a 2 racines imagi-
naires pures opposées

Si le PGCD a 2 racines imaginaires pures opposées, f a 2 ra-
cines réelles opposées

Si le PGCD a 2 couples de racines complexes opposées, f a 2
couples de racines complexes opposées obtenues par rota-
tion de n/2 .

La démonstration serait semblable pour n pair.

Voyons la réciproque :

Supposons que f ait zq et -24 comme racines. Nous prendrons
n pair.

- n n-1 n-2 n-3
f(zo) = agzg + byzy  + a,z5 "+ bizgTT o+ L.
f(—zo)z aozg - szrol—1 + a1zg"2 - b,lzg"3 + ..

Par addition et soustraction de f(zo) et f(—zo),

nous obtenons ¢
ag zg + a, 28_2 + a, 23‘4 + «.. =0
n-1 n-3 n-5
bO Zq +b1 zq + b2 zq + vo. = 0
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Nous avons

. .n n Nn-2 n-2 :N-4 n-4
f1(1 zo) =agi z5-a,i 2o + a, i z2g =--
. o+ n n-2 n-4
f1(1 ZO) = * (a0 Zg + 2y 2q  +a, zy o o+ )
f1(1 zo) = 0
De méme
. n-1 n-1 .i=3 n-3 N=5 n-5
f2(1 zo) = by 1 2, - b, Zg © + by i 25 "=
. o+ s n-1 n-3 n-5
f2(1 zo) =% i (bo 2o, + b, zg + by Zg ~ + ces)

i Zq est alors racine du PGCD.

D'ou

Théoréme :

-t o oo s o -

Une condition nécessaire et suffisante pour que le PGCD
de'f1 et 52 posséde des racines est que f posséde des ra-
cines opposées.

L'ensemble des racines du PGCD est alors 1'ensem-
ble des racines de f 2 & 2 opposées (1'ordre de multipli-
cité étant conservé), chacune étant multipliée par i.
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CHAPITRE II

METHODE NUMERIQUE DE RESOLUTION DES EQUATIONS
ALGEBRIQUES BASEE SUR L'ALGORITHME DE ROUTH

I - INTRODUCTION

L'utilisation de 1'algorithme de Routh comme méthode
de résolution des équations algébriques est simple, au moins
dans sa description générale. On peut toujours, étant donné
un systéme d'axes x O y et une équation f£(z) = 0 (de racines
Zi i=1,...,n), faire le changement de variable Z = z-gq.
Cela revient a appliquer une translation a sur 1l'axe imagi-
naire. On obtient une nouvelle équation g(Z) = O dont les ra-

cines Zi vérifient

Zizzi—a (i=1,...,n)
Ty Ay'l AYQ
0 o % . W
G,,] = X
""""" T
e & o ___

8i on procéde a différentes translations de Oy et si
on applique a chaque fois le théoreéme de Routh qui donne 1le
nombre de racines a droite du nouvel axe imaginaire, il est
clair qu'on doit pouvoir localiser les racines de f corres-—
pondant a la méme partie réelle dans une "bande" de largeux
aussi réduite qu'on veut. Par exemple, les 2 tranlations oy
et aq permettant de localiser les racines Z et Zy dans une

bande de largeur a; — ay |-
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II - L'ALGORITHME NORMAL

1°) Description de l'algorithme.

A

Il consiste a conduire l'algorithme précédent jusqu' a
une largeur de bande petite et fixée a l'avance. Si on prend
alors un point réel a dans cette bande, et si on applique la
translation a & Oy, on obtient un polyn8me f sur lequel le
schéma de Routh présente un cas singulier (ou pratiquement
tel). f posséde des racines imaginaires pures qui sont les
parties imaginaires des racines de polyndme initial enfermées
dans la bande. Le PGCD de 91 et f2 (pour reprendre les nota-
tions du chapitre I), posséde au moins comme racines (et ce

sont des racines réelles) ces parties imaginaires.

L'obtention des parties réelles conduit en méme temps
aux parties imaginaires qui s'identifient aux racines réelles
du PGCD. '

Pratiquement, quand on a atteint la partie réelle, on
considére que le PGCD de £, et f, est le polyndme de la chalne
de Sturm dont le degré correspond au nombre de racines dans la
bande. Ceci est toujours le cas, sauf si les racines présentent
certains caracteéres de symétrie vus au théoréme de la fin du
chapitre I.

g
v
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Ainsi, 2, et 2g étant respectivement symétriques de
zg et z, par rapport a Oy, , le PGCD ne sera pas de degré 2 mais
6.

Pour obtenir une partie réelle, on procéde par dicho-
tomie, comme la méthode de bissection pour les racines réelles.
Si W(x) est le nombre de racines dont la partie réelle est a
droite de x, si n est le degré du polyndme et si on a déja
trouvé n-k racines, l'organigramme de recherche de la partie
réelle est le suivant

~

initialisationg [ampll

ampl/2-ampl

@ l

Calcul de W(x)

X+ampl-X | W > k *—-%()"-*5>X—amp1:;§]

@

&
AN

amp12EPSC

:EI&; .

A la sortie, on obtient la partie réelle x & EPSC prés.
On peut, quand on a trouvé 1les racines correspondant & une par-
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tie réelle, les éliminer par déflation ou ne pas les éliminer:
c'est un avantage de la méthode que de ne pas exiger de défla-
tion. Un autre avantage : elle ne s'embarasse pas des racines
multiples. On obtient les différentes parties réelles succes-
sivement. Comme nous 1l'avons décrit, cet algorithme normal
exige les différentes procédures suivantes

1) Calcul d'un majorant des modules des racines pour ini-

tialiser ampl la premiére fois.

2) Procédure de calcul des coefficients du polyndme quand
on applique a 1l'axe imaginaire une translation réelle.

3) Procédure d'obtention de la chaine de Sturm construite
sur f1 et £2 par l'algorithme de Routh et du nombre de raci-
nes dans le demi-plan Re(z) > 0.

4) éventuellement une procédure de division par x-0 et par
un facteur quadratique. e

2°) Les différentes procédures.

Y e .

Soit le polyndme
F(x) = a. x% + a =1 + a
= ag 1 c oo 1

X + a,
un majorant appelé Sup, des modules des racines est donné par

' ay 1/k
® Sup = £ x Maximum =
k=1,2,.°,n O
2k
démonstration : prenons ’x,>1. Posons A = Maximum ('—— )
a
k=1,2,o.,1’1 | O,
a a .
n 1 2 n
E) = ag x (1 v g+ e et 2 5m)
0 0
a a
l _ n 1 n
If(x)! = ]ao X f X |1 + Fyes oot Egi”l

£ (x) |

A\

n
Iao X ’ X ’1 ‘IE‘E teeet 5w



-89

a a
n 1 n
donc £(x) » ag x| X (1 - EEE oo ot 55§“ )
. n 1 1 1
par suite f£(x) > ag X | X (1 - A(TET + 5+t _—H))
I 14
0
et a Eortiori!f(xﬂ) ag x| x (1 - A x Z ‘lﬁ )
=1 lﬁ
: n A
donc ‘f(x) >lag X | X [} - TR
’f(x) > | ag x% | x xl-1 - &
x| - 1

pour que X soit un majorant des modules des racines, il faut
s'assurer que ,f(xﬂ> O . Ce sera vérifié en particulier si

|x| -1 -A>0

|x| >1 + A

un majorant des modules des racines est donc donné par

a

1 + Maximum §£
k=1,2,oao,n 0
Prenons maintenant p>0 '
a a a
1 X\N 1,X\n-1 2 . X\n-2 n
;ﬁ f(X) = ao(;) + 5—(5) + ;5 (E) +ooot ;H

pour ce polyndme en % le majorant précédent est

ay .
1 + Maximum %
k=1,2,...,n ag P
"
soit |x| > p + Maximum =
k=1,2'ou°,n aop
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Soit alors p = Maximum k X
k=1,2,..,,n -
)
a
Cela entratine X< pk
@]
a
k
donc T I<o
0 p
par suite Maximum p
k=1,2,...,n
donc un autre majorant sera donné par
k T
p + P = 2p= 2 Maximum =
k=1,2,...,n 0

d'ol la formule (2) . Nous avons appelé MAXMOD la procédure ALGOL
de ce calcul.

Soit le polynBme

n n-1
£F(x) = ag X+ a; X +eoo.t A X + a,

et ' sa représentation dans le systéme d'axe x O y

1y !
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Translatons Oy d'une valeur réelle a — O'y'. Cela re-
vient a faire le changement de variable X = x-a

Dans x O0' y' , [ représente le polyndme
n n-1
©) g(X)_AOX + A, X toeeat A X+ AL
Posons
£(x) = fn(x) = (x=a) fn_1(x) + Rn

fn_1(x) = (x-a) fn_g(x) + Rn_1

© © 0 0 6 0 0 0 00 0000 0 000 0O0O0O0 OO0 608 0 0 O O

£2(x) = (x-a) f1(x) + R,
£1(x) = (x-a) fo(x) + R,
\W——/
Ro

Cette suite de divisions successives nous permet d4'é-
valuer f£(x) :

@ f(x) =R + R (x~q) + Rn_e(x—a)2 Yoot R1(X-ap’1+ROG@a?

n n-1

De (3) et (@ on tire
©) A =R p=20,1,...,0

Pour obtenir les coefficients AP, il suffit de calculer
les différents restes RP des divisons successives. Ceci s'effec-

tue a l'aide du schéma de Horner. Si nous posons .
- P p-1
fp(x) = by x¥ + b, X Fooot bP_1 X + bP
p-1 p-2
fp_1(x) cy X +Cy X Fooodt cp_zx + cP_1 .
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la relation

fp(x) = (x-a) fp—1 (x) + RP

donne, en identifiant les coefficients des puissances égales

—

b

o = Dby o | = DPp

Cq-acy = b, 4 = by + acy
cy-ac, = b, ou bien (® cy = b, + ac,
cp_1—acp_2 = bP__1 cp_1 = bP_1 + acP_2
R - ac = b R = b_ + ac

P p-1 P P P p-1

Le schéma de Horner produit, non seulement le reste,
mais encore les coefficients du quotient de la division de fp(x)
par x-a. La procédure consistera donc en n schémas de Horner
consécutifs, sur des polyndmes dont le degré décroit de 1 a
chaque fois. Le calcul effectif en machine nécessite bien en-
tendu de conserver a chaque fois les coefficients encadrés
dans la formule C) . Cette fagon d'obtenir les coefficients
de g(X) est la plus économique. On l'emploiera & chaque trans-
lation de 1l'axe imaginaire. La procédure ALGOL de cet algori-

thme a regu le nom de TRANSLREEL.

Nous aurons besoin ultérieurement de la remarque sui-

vante : (n=1) (n)
£(x) = £(a+X) = £(a) + £'(a)X +£%§El X2+"°*€é22)gxn~1+fé?)xn

en comparant avec (3 on déduit :
(n-p)

C) AP = %%%%TT P=20,7,.0.,n
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I1 consiste a déterminer les différents polynOmes

a

de la chaine de Sturm a partir de f, et £,. En reprenant les

notations du chapitre I - on obtient successivement f3, £4,.,,:

f1 aq a, 2, a3,.°
£2 bo b»‘ b2 b3° o ©
f3 Cq Cq Co c3°,,

o o o o 0 6 06 © 00 060 © 0 00000 000 GO0 O 00

Nous avons appelé SCHEMA la procédure ALGOL de cet
algorithme. On se reportera au § III du chapitre I. Précisons
cependant que, par exemple, il est préférable de calculer c,
a l'aide de

20
c, = az—gg b2
plutdt qu'avec
¢, - 2y by - 25 by
b0

- division par x-a : c'est ce que nous venons de voir
R 2
~ division par X~ - sSx + P .

Soit le polyndme

£(x) = ag x* + a, ST e+ a X + a
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qu'on désire diviser par

g(x) = %2 - sx + P

Posons
£(x) = g(x) x q(x) + r(x)
avec
q(x) = 2 X2 4 b, 3L bn-3 X+ b 5

et mettons le reste sous la forme

r(x) = b _1 (x=-s) + b,

On obtient alors, en identifiant les coefficients
des puissances égales

b0 = ag
b1 = a, + sbO
b2 = a5 + sb1 - pbo
b3 = az + sb2 - pb1

@ 7{;,..4;“;.,;,;;0...,:,I.)l;..,
q q q-1 q-2
bn~2 = a 5+ sbn_3 - pbn_4
Ppoq = apq + Sby 5 = Pb_4
by = a; +sb 5 -Pb

£

Ces deux procédures ALGOL ont été appelées respecti-
vement DEFLAT1 et DEFLATZ.

3°) Organigramme complet de l'algorithme normal.

La procédure consiste a employer autant de fois qu'il
y a de parties réelles la procédure partielle décrite par 1l'or-
ganigramme (D . l'axe réel est balayé de gauche a drcite a
partir de -Sup. Dans 1l'organigramme suivant, ampl permet de pro-



-95-

céder par dichotomie, N est le degré du polyndme, XK le nombre
de racines qu'il reste a calculer.

\ 4

e

Calcul dé Sup par 1la
procédure MAXMOD

2xSup —> ampl

-Sup — X

L

[N — x|

—

Organigramme (:) privé des initialisations

Obtention de 1la
partie réelle X

Calcul des parties imaginaires
relatives a X
(en nombre i)

Sup-X—» ampl

si la défla-
tion est em-
pPloyée

|K-l — K],
IDéflatlonl

L :

£
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ITI - L'ALGORITHME MODIFIE.

1°) Principe.

La modification envisagée ne prétend pas améliorer 1la
précision du calcul des racines, mais espére diminuer le temps
de calcul.

Supposons que nous ayions a rechercher p racines de
méme partie réelle x. D'aprés ce que nous avons vu, cela re-
vient & chercher le point x présentant un cas singulier pour
le schéma de Routh. A ce point x, l'algorithme de Routh con-
duit & un PGCD de degré p (sauf cas malheureux), la ligne sui-
vante dans le schéma étant une ligne de zéros. |

f1 ag  ay ay Ay e
® £, by by by Dy ...
f3 <o Cq Cy Cq woe
PGCD £pns1-p) Bo By hpe....
ligne de zéros f(n+2—p) kozo k1=0 k2=0,..

L'algorithme normal recherche ce point x par ¢ichoto-
mie en calculant pour des points voisins de x (donc pour des
cas non singuliers) le '"nombre de racines & droite".

Une autre fagon de proc{sc}er consiste a rechercher direct ement
le point x qui annule la (n+2-p)>°me ligne. C'est le principe
de 1l'algorithme modifié.
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Nous avons vu (formule () § II) que les coefficients
des deux premiéres lignes du schéma de Routh sont des fonctions '
de a , paramétre de translation de 1l'axe imaginaire. Dans la
disposition (9

ao(a) = fﬁ%%i&l a1(a) = ii°2) aa(a) = %é;%;;gl...
© (n-1) (n-3) (n-5)

by(a) = %KZT§%1 by(a) = fn—3 ? by(a) = fn--5 ? o
avec

aO(O) = ag a1(0) = a, a2(0) = 8y e

bo(0) = by b,(0) = b, by(0) = by «eee

Ces différentes fonctions sont des polyndmes en &. Par
conséquent, d'aprés l'algorithme qui les génére, les lignes sui-
vantes du schéma sont des fractions rationnelles et 1l'on peut
essayer de déterminer le point a tel que (disposition ®)

ko(a) =0 k,(a)=0 ka(a)=o;

Ces fonctions k(o) ne sont pas explicitement connues,
mais on peut obtenir leurs valeurs discreéetement au moyen de
ltalgorithme de Routh. Nous allons montrer qu'on peut employer
la méthode de Newton pour déterminer leurs zéros réels. Cela
va nécessiter la connaissance de leurs dérivées, au moins d'une
fagon discreéte. .

2°) Algorithme donnant les dérivées des coefficients du
schéma de Routh.




Soient 3 lignes quelconques du schéma

e 0 ¢ o 06 ¢ 0 0 © Ld Ld a e & ¢ 0 0 ¢ 6 & 0 ¢
my(a) . m; (@) my, 4 (@)

no(a)ODOOOOQOQOni(a) ni+1 (a)ooooaooooo
Po(a)QQOOODOOOGPi(c‘) © 0 6 0 0 0 ¢ © 0 0 & 6 O 0 0 o0 o

mo(a) ny, 4 (a)
ny(a)

Pi(a) = My 9 (o) -

 [p(edng e (0)emg(@)n] (0] nglo)ry ey, @l
[no(e)]*

La connaissance des 2 premiéres lignes et des 2 premi-

@ pila) = my ()

éres lignes dérivées permet d'obtenir la 3éme ligne dérivée. Or,
on connalt les dérivées des coefficients des 2 premiéres lignes
du schéma (disposition (0 )

(n+1) (n=1) (n—?

ap(@) = =0 aj@ - FHed O
@ (n-2) (n-4

by(a)

i
]

(n) . a
=0 b (a) = {aify b(a) ==

On pourra donc, connaissant le schéma, construire le
schéma dérivé ligne aprés ligne et en particulier obtenir 1les
dérivées des fonctions k(a) qui nous importent.

.

Pratiquement, ce sont les fonctions et les dérivées au
point O qui nous sont accessibles; pour a=0 €Q devient



tandis que C:)se réduit a

0 (n—1)b0 (n--3)b1 (n—5)b2,.°

E]

nag (n-2)a1 (n—4)a2 (n~6)a3a,°

et 1l'algorithme () donne successivement les dérivées au
point O des lignes suivantes. Nous pourrons ainsi avoir les
dérivées en un point quelconque d'abscisse a en adoptant

le processus
translation a de
l'axe 1magilnalre

polyndme initial > nouveau polyndme —

schéma dérivé au point O

—> schéma de Routh de ce polyn8me -———9»Pour ce nouveau polyndme

3°) Organigramme de l'algorithme modifié.

Nous appellerons provisoirement SCHEMAPRIME la procé-
dure donnant les coefficients dérivés ; elle nécessite la con-
naissance préalable du schéma de Routh et dans 1l'emploi, nous
aurons toujours SCHEMA précédant SCHEMAPRIME. Elle nécessite
aussi l'initialisation des deux premiéres lignes aux valeurs (} .

Pratiquement, nous conduirons 1l'algorithme normal jus-
qu'a une distance EPS de la racine (c'est-a-dire lorsque ampl
devient < EPS) , distance jugée suffisamment petite pour "en-
clencher”" 1l'algorithme modifié. A partir de la, les nouveaux



-100-

points x sont déterminés non plus par dichotomie mais par 1la
méthode de Newton appliquée aux coefficients ko(a) k1(a).,,
(disposition () ). Un cas particulierement intéressant est
celul des racines complexes simples. Le PGCD est alors de
degré 2 et la ligne suivante se réduit a4 un coefficient :
ko(a). L'algorithme modifié réclame, outre les procédures
nécessaires a l'algorithme normal, la procédure SCHEMAPRIME
et une procédure de la méthode de Newton que nous appelons
NEWTON dans le programme ALGOL.

Donnons les compléments a apporter & 1'organigramme
C) pour le calcul d‘une racine.

Organigramme<f;se terminant
par le test

(W (_ampl>EPS )
31'3

TRANSREEL

\ 4

Y
SCHEMA rau point X

SCHEMAPRIME

N

NEWTON (X)—> Y ‘

Y— X vV (y-x) » EPsC )
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On remplace dans l'organigramme complet ’ @ par
(9 pour obtenir toutes les racines.

4°) Evaluation du nombre d'opérations nécessité par les

deux algorithmes.

— s e 0 CH G > e G € € € D G I S NS

On a vu que c'est n schéma de Horner sur des
polyn8mes de degrés n, n-1,.....,1. Chaque schéma cofite p
multiplications et p additions (p=n,n-1,...,1) ; donc
TRANSLREEL demande n+(n-=1)+...+ 1 soit

2
( % ou 12_1_ + multiplications

s

&) ]

n(n+1) 2

5 ou g— + additions

Mol s

.

b) procédure SCHEMA.

B e 0 e o s s o e e s 0 e D

Pour les deux procédures SCHEMA et SCHEMAPRIME,
nous ne ferons le calcul que dans le cas n pair. Nous donne-
rons ensuite les résultats pour n impair. Le schéma de Routh
est alors a (n+1) lignes et (% + 1) colonnes et exige le cal-
cul de ﬂi%:gl coefficients (n-2 lignes a calculer comportant
(% - 1) termes pour les deux premiéres, % - 2 termes pour 1les -
deux suivantes,..., 1 terme pour les 2 derniéres, soit
2 [g- 1 +:‘2-1-- 2 +...4 1]termes)o

Pour fixer les idées, avec n=6 on a le schéma
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% + 1
ag a, as a3
bO b1 b2
S0 [S1]  ©2 On a encadré les
do d1 termes a calculer.
n-2
" e On a gO=e1=c2=a3
0 1
rfo
90

Le calcul se faisant selon l'algorithme
m
=m, ., - =2 n,
Pi i+1 1, i+1
chaque ligne demande 1 division et chaque terme 1 multiplica-
tion et 1 addition. SCHEMA nécessite donc

(n-2 divisions -2 divisions
(B n2 n N . et pour n—1(n—3 . .
{ =3 - 3 multiplications - impair‘"?’*“§_+1)mulpllcatlon
5 .
%— - g additions Eg-l(r—l%gﬂ)additions
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Nous allons revenir sur l'algorithme () donnant les
coefficients dérivés. Cette formule peut s'écrire

e Mo
pi=mi, -C | (m§ - ng|* né)/no:]x Pier tEg|* niq)
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Les termes entourés d'un rectangle étant déja calculés
par SCHEMA, si 1l'on combine les deux procédures, on doit gagner
un certain nombre d'opérations. De plus, le terme souligné est

A

a calculer une seule fois par ligne.

Nous avons, comme dans SCHEMA, (n-2) lignes & calculer

(en fait la 1ére ligne a calculer est plus simple car al = O ,
. . n(n-2) . Q
mals nous n'en tiendrons pas compte), et 7 coefficients.
1 division (n-2) divisions
Par ligne il faut< 1 multiplication - en tout { (n-2) multiplications
1 addition (n-2) additions
. . . . n(n-2 e
Par coefficients 2 multiplications ultiplications
il faut 2 additions —en toutd ) oy .
—5— additions

A cela 11 faut ajouter les opérations d'initialisation

by

des 2 premiéres lignes. Soit n termes & calculer a raison de
1 multiplication et 1 addition par terme

n multiplications

n additions
SCHEMAPRIME simplifié exige donc

n-2 divisions n-2 divisions
a? £§é+ n-2 multiplications et pour n impair 951(n+3)mu¢ﬁmmatkms

n%@+ n-2 additions E%l(n+3) additions.
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par exemple, pour n=10, il faut

JBS multiplications
- pour TRANSLREEL
55 additions

[ 8 divisions
- pour SCHEMA seul ¢20 multiplications
20 additions

8 divisions
- pour SCHEMAPRIME simplifié 58 multiplications
L58 additions

Ces derniéres opérations seront pratiquement le cofit
supplémentaire d‘*une itération de l'algorithme modifié et nous
espérons qu'il sera compensé par un nombre d'itérations beau-
coup moins grand. Sur cet exemple, 1 itération de 1l'algorithme
modifié cofite un peu moins que 2 itérations de 1l'algorithme nor-
mal.

Remarg ue

Cette évaluation du nombre d'opérations nécessaire
au calcul des coefficients du schéma dérivé est faite dans ie
cas d'un PGCD de degré 2. Si le PGCD est de degré k supérieur
a 2 (s'il y a k racines de m@me partie réelle par exemple), il
n'y a Pas lieu de calculer les k-1 derniéres lignes et le nombre
d'opérations s'en trouve diminué. Donc, on a un gain supérieur
encore a employer l'algorithme modifié plut®t que 1'algorithme
normal. Comme nous le verrons par la suite, nous n'avons pas

considéré ce cas qui est l'exception et nous nous sommes limités
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a employer l'algorithme modifié a la recherchée des PGCD de de-
gré 2. I1 est d'autre part évident que pour une racine réelle,
l'algorithme modifié, et encore plus lfalgorithme normal, ne
sont pas rentables. Ce dernier sera seulement utilisé pour lo-
caliser la racine réelle qui sera ensuite affinée par une mé-
thode plus appropriée.

5°) Conclusion.

I1 serait faux de prétendre que l'algorithme modifié
réduise obligatoirement le temps de calcul. Dans le décompte
précédent, nous n'avons pas considéré un certain nombre de pro-
cédures auxilliaires comme la procédure MAXMOD, les 2 procédu-
res DEFLAT1 et DEFLAT2, communes aux 2 algorithmes, la procé-
dure de la méthode de Newton (dont la procédure ALGOL porte le
nom) pour l'algorithme modifié, ni la procédure qui calcule le
nombre de variations de signes dans la premiére colonne du sché-
ma de Routh pour 1l'algorithme normal. D'une part le nombre d‘o-
Pérations mis en jeu par ces procédures est faible et dtautre
part, il s'équilibre pratiquement dans les deux algorithmes.

Cherchons a partir de quelle valeur du degré n de 1'é-
quation on peut se permettre, en employant l'algorithme modifié,
la moitié du nombre des itérations nécessaires a l'algorithme
normal. Cela revient a chercher a partir de quel n "TRANSREEL
pPlus SCHEMA moins SCHEMAPRIME" conduit & un nombre d'opérations

positif. .
n pair : [ divisions 0
R . n2 n n2 n n2
multiplications 5; + 5+ Z; -5 - ng -n + 2
s n n n n n
additions 5tz t—Zz-3-pz-n+ 2
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Soit n2 - 4n + 8 =z0.

ou (n—2)2 + 4 >0 , ce qui est vérifié quel que
soit n.
n_impair : 1le calcul nous conduit a
n2 -4 n+ 720

ce qui est vérifié encore quel que soit n.

Donc, quel que soit le degré de 1'équation, l'algori-
thme modifié peut se permettre un nombre d'itérations égal a
la moitié du nombre d'itérations nécessaire & 1'algorithme nor-
mal.

Par dichotomie, pour affiner la recherche des parties
réelles depuis 1072 jusqu'a 1078 il faut 20 itérations (il en
faut 17 pour passer de 1072 a 10‘7). Donc, l'algorithme modi-
fié peut se permettre jusqu'a 10 itérations dans ce cas prati-
que. '

Or, on peut avoir une valeur approchée de l'erreur a
chaque pas pour la méthode de Newton ( [3] p- 51). Si k(a) est

la fonction, oy la racine, e, l'erreur au pas n , on a

2
@ ®pe1 = K &
avec
x| = 3 [ %) |
2 | 'Za05| .

nous obtenons

IK'1O23 e211024

®
-
Y

|
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en prenant |e1' = 10"'2 R |e11i sera inférieur ou égali a
1078 51 »
lKl1023 (10—2)1024 < 10~8
donc pratiquement si
x| < 102040/1023
x| < 100
| k" (ag)) 2, . .8

Si T-k—'—(-a—o-l < 200, on passera de 10°° a 10

en moins de 10 itérations de l'algorithme modifié. On pourrait
essayer de décider a l'avance, au niveau du test"ampl » EPS"
dans 1'algorithme (4 si on va choisir l'algorithme normal ou
l'algorithme modifié. I1 faudrait, pour cela, qu'on puisse a-
voir en ce point a situé au plus a EPS de a, une approxima--
tion suffisante de XK. Mais d'une part cela entraine le calcul
de k" (a) , soit par une procédure calculant les dérivées se-
condes des coefficients du schéma de Routh, soit par une for-
mule approchée, d'autre part, il semble que la valeur de X au
point o ne soit pas une image suffisamment précise. Nous avons
abandonné cette idée. Pour conclure, nous ferons le paralléle
avec la recherche des racines réelles. Dans ce cas, la mé tho-
de de Newton nécessitant, a chaque itération, pratiquement
deux fois plus dfopérations que la méthode de bissection, la
premiére méthode sera plus rentable que la seconde si la ra-
cine est atteinte en deux fois moins diitérations.

IV - PROCEDURE ALGOL DE L‘'ALGORITHME MODIFIE -~ RESULTATS NUMERIQUES

1°) Procédure de l'algorithme modifié: Procédure ROUTH NEWION.
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La procédure décrite ci-aprés n'est pas une procédu-
re de résolution des équations algébriques absolument généra-
le. Nous avons voulu utiliser l'algorithme modifié a la re-
cherche des PGCD de degré 2 pour pouvoir faire des comparai-
sons de temps de calcul avec l'algorithme normal. Cette pro-
cédure ROUTH NEWTON traite en fait principalement les racines
simples. Un certain nombre de cas lui échappent : les racines
multiples autres que les racines réelles doubles, le cas de
plus de 2 racines de méme partie réelle, le cas de plus de 2
racines a parties réélles trop voisines et les cas de symé-

tries dans les racines: dont nous avons parlé.

Cette procédure permet, soit d'éliminer les racines
par déflation aprés leur obtention, soit de conserver toutau
long du calcul les coefficients du polyndme initial. Un para-
métre de la procédure permet de choisir l'une ou 1l'autre op~-
tion : c'est 1le paramétie booléen DEFLAT.

R s s e £ ot o s GO O K2 s T

la valeur vrai.

Toutes les procédures de l'algorithme normal sont
employées, & savoir MAXMOD, TRANSLREEL, SCHEMA, DEFLAT? et
DEFLAT2. Pour le calcul des coefficients dérivés, on a vu
qu'on a intérdt & grouper leur calcul avec celui des coeffi-
cients du schéma de Routh (§ III 4°) c). Ceci est fait par la
procedure DEUX SCHEMAS. On a enfin besoin d'une procédurg de
l'algorithme de Newton pour affiner les racines réelles sim-
ples et surtout pour 1l'algorithme modifié lui-méme
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procedure NEWTON . Deux phases distinctes se succédent :

1ére phase : 1'algorithme normal produit un interval-

— s demn e . S AR 1 0

nombre de racines dans cette bande (BI & gauche de la
partie réelle).

o s s W Oty S s o v o

ler cas . racine réelle simpie dans la bande BI, BS,

détectée par l'algorithme normal : celle-

ci est affinée par la méthode de Newton utilisant BI
comme valeur de départ ; une fois la racine trouvée,
elle est éliminée par la procédure DEFLAT1, le calcul
se poursuivant sur le polyndme quotient.

2&éme cas. 2 racines complexes cenjuguées ou 2 racines

réelles confondues : la partie réelle est

affinée A 1l'aide de l'algorithme modifié qui effectue,
dans le schéma de Routh, la recherche du PGCD de de-
gré 2 et qui utilise BI comme valeur de départ. Les
parties imaginaires sont les 2 racines (réelles symé-
triques) du PGCD. Il est procédé ensuite a 1'élimina-
tion de ces deux racines par DEFLATZ. '

3éme cas. L'algorithme normal trouve tlus de 2 raci-

nes dans l'intervalle BI, BS: c'est le cas

des racines complexes multiples, celul de plus de 2
racines & méme partie réelle, celui de plus de 2 ra-
cines & parties réelles tres voisines. ROUTH NEW?ON'
donne alors BI, BS et le nombre de racines dans la
bande. Il n'est procédé a aucune déflation.



=110~

Enfin, si pour une raison quelconque, l'algorithme
modifié conduit hors de [BI, BS|, ce cas est assimilé au 3éme
cas précédent.

Les avantages de l'emploi de la déflation sont les
suivants :

1°) le temps de calcul est diminué car 1le degré de 1'é-
quation est abaissé & chaque extraction.

2°) la plupart des cas de symétrie qui produisent un PGCD
de degré supéfieur au nombre de parties imaginaires (voir cha-
pitre II § II 1°) sont éliminés car la partie réelle en cours

N

de recherche est la plus & gauche.

by

3°) la précision a obtenir avec l'algorithme normal lox-
de la premiére phase peut &tre nettement diminuée. En effet,
dans le cas suivant (sans déflation)

.Z»]/ \
>
//U:] B1 0.2 BS
OZ“
:32

l'algorithme mcdifié sera "aspiré", dans la recherche de A5,
vers a, tant que @I, Bﬂ ne sera pas trés petit, phénoméne
qui aura moins de chances d'avoir lieu si on prend soin d4'é-

avant ia recherche de Q..

liminer les racines z, et 21 >
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Les inconvénients de l'emploi de la déflation se
retrouvent dans toutes les méthodes qui l'utilisent, a savoir
que les erreurs commises sur le calcul des racines se réper-
cutent sur les racines suivantes et que les polyndmes succes-—
Sirs sur lesquels on travaille risquent de voir leurs racines
s'éloigner de plus en plus des racines du polyndme initial.

— s ot s G 2 S > W o > — - 2 o S S e

DEFLAT prend la valeur faux. On n'effectue aucune
déflation. Pour le reste, l'algorithme est le méme.

Voici 1l'organigramme simplifié de cette procédure
ROUTH NEWTON.
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Calcul de SUP
par la reel procedure
MAXMOD

AMPL:=SUF ; X==SUP;I1:=N;

Obtention de BI,BS a
moins de EPS de la paxr-
tie réelle et de M

(nombre de racines dans
la bande BI,BS) par l'al
gorithme normal partant]
de X

racine réelle obtenue par la
méthode de Newton avec BI
comme valeur de départ

(7

v
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l

Algorithme modifié sur X— Y
X=BI comme valeur de départ

K décompte le nombre d'itéra-
1 tions de l'algorithme modifié

(gsBI ou Y;str—xﬁy——————

T |
X:= [Y-X|< EPS ou X » KSUPC )

v /

partie reelle Y
partie imaginaire

I:=I-2

(P

Y

FAS
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Cécrivons maintenant les différents paramétres de
ROUTH NEWTON.

Les parametres d'entrée sont :
EPS, N et DEFLAT cités précédemment.

o tableau réel contenant les coefficients de 1'équation ran-
gés par ordre de puissances décroissantes depuis C [1] jus-
qu'a C[N+ﬂ, Le tableau C n'est pas altéré par 1l'emploi de
la procédure.

EPSR et EPSC précision sur les racines réelles et les parties
réelles des racines complexes.

KSUPF nombre d'itérations & ne pas dépasser dans l'améliora-
tion des racines réelles depuis EPS jusqu'a EPSR.

KSUPC nombre d'itérations maximum de 1l'algorithme modifié.
D'aprés ce qu'on a vu, la valeur de KSUPC est au moins é-
gale & la partie entiére de X/2, K étant le plus petit en-
tier tel que 25> EPS/EPSC.

Les paramétres de sortie sont :

l'entier K1 ; l'entier tableau T et le tableau RAC. Pour ces
2 tableaux a une dimension, 1l'indice varie depuis 1 jusqu'a 2N.

Le tableau RAC contient successivement :

-~ dans le cas d'un calcul effectif la partie réelle puis
le module des parties imaginaires (zéro pour une racine
réelle).

- dans le cas d'une localisation la borne inférieure puis
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la borne supérieure de la bande.
Le tableau T contient successivement :

- pour un calcul effectif le nombre de parties imaginai-
res (2 ou 1) puis le nombre d'itérations ( > 1) de la mé-
thode de Newton pour une racine réelle, de 1l'algorithme
modifié pour 2 racines complexes.

- pour une localisation le nombre de parties imaginaires
puis 0. C'est ce dernier zéro qui indique formellenment
que la procédure n'a fourni qu'une localisation de la
partie réelle.

Enfin X1 est le double du nombre de parties réelles cal-
culées ou localisées.

Soit 1l'exemple, défavorable pour la procédure, du po-
lyn®me qui a les racines suivantes

E
pomnonoeno e 2
-© E — @ >
-5 -4 ! -3 :1,5 2’5
“ S i
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Les résultats seraient alors : K, = 10

‘

partie réelle ou |partie imaginaire |nombre de par- | nombre
borne inférieure |ou borne supérieure | ties imaginaires | d'itérations
RAC[1] = -5 RAC[2] = 0O T [1]=1 T[2]=6
RAC [3] = -4 RAC[4] =0 T[3]=2 ‘T [4]=7
RAC [5] = -3 RAC[6]= 1,2 T[5]= 2 T[6]=4
RAC[7]= 1,4 RAC[8]= 1,6 T[7]1= 3 T[8]=0
RAC[9] = 2,4 RAC o] = 2,6 T[9]=3 T[io]=o0

procedure ROUTH NEWTON (N,C,EPS,EPSR,EPSC,KSUPR,KSUPC,RAC,
K1,T,DEFLAT)

valeur EPS, EPSR, EPSC, C ;

entier N, KSUPR, XSUPC, X1 ;

reel EPS, EPSR, EPSC ;

tableau C, RAC ;

entier tableau T ;

booleen DEFLAT ;

debut reel procedure MAXMOD (A,N) ;
AN

tableau A ; entier N ;
debut tableau B [1 : N] ;

A

entier I ; reel MAX ;

pour I:=1 pas 1 jusqua N faire

B[I]:= si A[I+1] £ 0.0 alors

ABS (A[1+1]/A[1])* (1.0/I) sinon 0.0 ;
MAX:=0.0 ; ¢
pour I:=1 pas 1 jusqua N faire

si B[I]>MAX alors MAX := B[I];

\ MAXMOD := 2.0 x MAX

£in MAXMOD ;
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Brocedure TRANSLREEL (C,CT,N,ALFA) H
tableau C, CT ; entier N ; reel ALFA ;

debut entier H, I ;
/

pour I:=1_pas 1 jusqua N+1 faire

cr[1}:= cl1];

pour H:=N+1 pas -1 jusqua 2 faire

pour I:=2 pas 1 jusqua H faire
, cr[1]:= ALFA x cT[1-1] + cr[1]
fin TRANSLREEL ; |

————

reel procedure NEWTON (X0, FO, DFO) ; valeur FO, DFO ;
reel X0, FO, DFO ;
NEWTON := XO - FO/DFO ;

procedure DEFLAT1 (C,N,X) ;

tableau C ; entier N ; reel X ;

debut entier I,K ; K := N+1 ;
pour I:=2 pas 1 jusqua K faire
clz]:= c[1]+ x x c[1-1]

£in DEFLAT1 ; .

ez

procedure DEFLAT2 (c,N,A,B) ; valeur B ;

tableau C ; entier N ; reel A, B ;
debut entier I, X ; reel S,P ;
0 §:=2.0 x A ;
P:=A x A + B x B ; Ki=N+1 ;
c[2]:= cl2l+ s x c[1];

4

pour I:=3 pas 1 jusqua K faire .
c[r]:= c[Il)+ s x cIT-1]- P x c[1-2]
Yn DEFLAT2 ;

p—————,

il
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procedure Horner (X,C,F,DF,N) ;
reel X,F,DF ; tableau C ; entier N ;
debut tableau D[1:N+1]; entier I,H ;
6\ H:=N+1 ;
pour I:=1 pas 1 jusqua H faire
p[1]:=c[1];
pour I:=2 pas 1 jusqua H faire
D[I]:= D[IJ+ X x D[I-1];
F:=D[H]|; H:=H-1 ;
pour I:=2 pas 1 jusqua H faire
D[I]:=D[I]+ X x D[I-1];
. DF := D[H]
fin HORNER ;

procedure SCHEMA (T1, C, N, P, V) ;
tableau T1, C ; entier N, P, V ;

debut entier I, H ; reel R ;

X procedure calcul (M,X) ; valeur M ;
entier M, X ;

debut reel S ; entier J ;
§:=T1[M-2,1]/T1[M-1, 1] ;
pour J:=1 pas 1 jusqua K faire
T1[M,J]:=T1[M-2,J+1] -5 x T1[M-1,J+1]
fin calcul ;

pour I:=1 pas 1 jusqua P faire T1{],i]:=c[?x1—£];
H:=si N + 2 x 2 = N alors P-1 sinon P ; :
pour I:=1 pas 1 jusqua H faire

T1[2,1]:= c[2xI];

H:=P-1 ;

Si N+ 2 x 2 =N alors

s
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debut R:=T1[1,P];
{ pour I:=3 pas 2 jusqua N-1 faire
debut T1[I,H]:= R ;

H := H-1 ;

calcul (I, H) ;

calcul (I+1, H)

fin ;

T1[N+1,1]:= R
y

fin sinon

debut R := T1[2,P];

pour I:= 3 pas 2 jusqua N faire

% debut calcul (I, H) ;

* T1[I+1,4]:= R ;
si I = N alors allera SORT ;
H := H-1 ; calcul (I+1, H )

£in ; SORT :
fin ;
V:= 0 ;
pour I := 1 pas 1 jusqua N faire
si ABS (SIGNE (T1[I,1]) - SIGNE (T1[I+1,1]))= 2
v alors V 1= V41
fin SCHEMA ;

procedure DEUXSCHEMAS (C,T1,T2,N,P) ;
tableau C, T1, T2 ;
entier N, P ;
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/N

euatier I,H,J ;
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reel R1, R2 ;

procedure CALCUL (M,x) ; valeur M ;

entier M,X ;

-entier J ;

$1:=T1[M-2,1]/T1[M-1,1];

-s1 x T2[M-1,7)/T1[M-1,1] ;
1 jusqua X faire

= T1[M-2, J+1]-81xT1[M-1,J+1];
T2[M-2, J+1] -82xT1[M-1, J+T]

il

-s1 x T2[M-1,J+1]

f£in calcul ;
pour I:=1 pas

debut reel S1, 82 ;
N\
s2:=(T2[M-2, 1]
pour J:=1 pas
debut T1[M,J]:
I T2 M, J]:
| fin

1 jusqua P faire T1[1,I]1:=C[2xI-1];

H:=si N+2 x 2
pour I:=1 pas

= N alors P-1 sinon P

1 jusqua H faire

debut T1[2,I]:
. T2[2,1]:

fin ;

J:=N=-1 ;

pour I:=2 pas

=c[2x1];
=T1[1,I]x J ; J:=J-2

1 jusqua P faire

debut TQD,I_]:
T =32
£in ;
T2{1,1]:= 0.0
H:=P-1 ;

= T1[2,I-1]x J ;

.

’

p Ji=N 3
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si Ns#2 x 2 N alors
debut R1 ™ [1,P];
0 R2 := T2|:1,P];
pour I := 3 pas 2 jusqua N-1 faire
debut T1[I,H]:= R1 ;
T2[I,H]:= R2 ;
H := H-1 ;
Calcul (I,H) ;
Calcul (I+1,H)

1

i

fin

!
ﬁiﬁ sinon

debut R1 T1[2,P];

i R2 T2[2,P];

pour I := 3 pas 2 jusqua N faire
debut Calcul (I,H) ;

T si I=N alors allera SORT ;
T1[I+1,H] := R1 ;
T2[I+1,H]:= R2 ;

]

H := H-1 ;
i Calcul (I+1,H)
fin ; SORT

fin
fin DEUXSCHEMAS ;

entier P,I,H,M1,M2,K,M,J ;
reel AMPL, SUP, X, BI, BS, F, DF, Y ;
P:=N=+24+1 ; K1 := 0 ;
debut tableau CT[1:N+1], T1, T2[1:N+1,1:P];
AMPL := SUP := MAXMOD (C,N) ;
X :=-SUP ; J :=1 :=H :=N ;
ITER : si H=>I alors
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debut BI := X ; M1 := H ; X := X+AMPL fin sinon
debut BS := X ; M2 := H ; X := X-AMPL fin ;

si AMPL < EPS alors allera SUITE ;
TRANSLREEL (C,CT,J,X) ;

SCHEMA (T1, CT, J, P, H) ;

AMPL := AMPL/2.0 ; allera ITER ;

SUITE
M:=M1 - M2 ;

si M=1 alors

debut X := 1 ;

T ITERREEL : HORNER (X,C,F,DF,J) ;

Y := NEWTON (X,F,DF) ;

si ABS(Y-X)> EPSR oK < KSUPR alors

debut X := Y ; X := K+1 ; allera ITERREEL fin ;

K1:=K1+1 ; RAC[K1]:=Y ; T[XY] =1 5 K1:=K141

RAC[K1]:=0.0 ; T[X{]:=K ; H:=I :=I-1 ;

si IO alors allera FINPRO ;

si DEFLAT alors debut J:=J-1;DEFLAT1(C,JY); P:=
J+2+1 fin

4
fin sinon si M#2 alors .

debut H:=I:=I-M ; K1:=K1+1 ; RAC[X1]:= BI ; .

T[kT] :=M ; K1 := K141 ; RAC[XT]:=Bs ; T[x{]:=0 ;
[ si I <0 alors allera FINPRO -
fin sinon

debut TRANSLREEL (C,CT,J,X) ;

0 DEUXSCHEMAS (CT,T1,T2,J,P) ; K:=1 ;
pour Y:=NEWTON (X,T1[J,7],T2[J,1])

tant que ABS(Y-X) » EPS AK < KSUPC faire
si Y < BI vY 7 BS alors
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debut K1:=K1+1;RAC[K1]:=BI;T[K1]:=M ;
I K1:=K1+1;RAC[X1] :=BS;T[K1]:=0 ;
H:=I:=I-2;si IO alors allera FINPRO;allera ETIQ
fin sinon
debut X (= Y ; K := K+1 ;
TRANSLREEL (C,CT,J,X) ;
I DEUXSCHEMAS (CT,T1,T2,J,P)

£in

K1:=K1+1;RAC[KW:=Y;T [K1]:=2 5 K1:=K141 ;
RAC[K{]:zkAca (ABs(T1[J;1,g]/T1[;-1,1])) ;
T[k1]:i=x ; H:=1 := 1-2 ; |

si I < 0 alors allera FINPRO ;

si DEFLAT alors debut J:=J-2 ; DEFLAT2(C,J,Y;RAC[K1]);P=J:2+1 fin

y
fin ;

ETIQ : X:=BS ; AMPL :=(SUP-X)/2.0 ; allera ITER ;
FINPRO

v
fin

y
fin ROUTH NEWTON ;
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2°) Résultats numériques.

Cette série d'essais est destinée & comparer les temps
de calcul de l'algorithme modifié et de 1l'algorithme normal. Nous
avons toujours constaté avec l'un ou l'autre la méme précision
sur les racines. Les coefficients sont donnés par ordre de puis-
sances décroissantes, les résultats de la procédure Routh Newton
en 4 colonnes.

Premiére colonne : partie réelle ou borne inférieure

deuxiéme colonne : module des parties imaginaires ou borne supérieure
troisiéme colonne : nombre de racines par partie réelle

quatriéme colonne : nombre d'itérations

Nous donnons aussi les résultats de la procédure norma-
le, les calculs étant effectués a la mé@me précision EPS.

Essai 1

FolynSme de degré 10

Coefficients Racines exactes
1
-10 -5 X 24
26
-296 -3 i
3 430
6 372 Isi ‘
-85 892
~181 816 6 % i
-230 215
-9 246 650 7 % ai

101 130 250
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Résultats algorithme normal sans déflation

EPSC = 10~/

modules des

parties reelles parties imaginaires

- 4,9999999 _ 2,0000000
- 2,9999999 7,0000086
0,13821591 10—6 5,0000013
6, 0000000 1,0000000
6,9999998 4,0000056

temps de calcul : 8,3 secondes

Résultats algorithme modifié sans déflation

EPS = 107 EPSC = 10~/

- 5,0000000 2, 0000000 2 1

- 2,9999999 6,9999959 2 3

- 0,58605494,,~7  5,0000013 2 5
6, 0000000 1, 0000000 2 4
6,9999999 4,0000027 2 6

temps de calcul : 3,8 secondes
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EPS = 10-3 EPSC = 107/

- 5,0000000 2, 0000000 2

- 2,9999999 7,0000032 2
0,95662456,,-9  4,9999999 2
6,0000000 1, 0000000 2
6,9999999 3,9999985 2

temps de calcul : 6 secondes

Résultats algorithme normal avec déflation

EPSC = 10~/

parties réelles modules des

pParties imaginaires

~ 4,9999999 2, 0000000

~ 2,9999999 6,9999992

% 0,30885530 10~° 5,0000027
5,9999972 0,99997249
7, 0000021 4,0000039

temps de calcul : 4,4 secondes

Résultats algorithme modifié avec déflation

EPS = 10™" EPSC = 10~/

- 5,0000000 2, 0000000 2

- 2,9999999 6,9999959 2

- 0,18928195 104 5,0000094 2
6,0000324 1,0001191 2
6,9999855 3,9999903 2

temps de calcul : 2,4 secondes.

P =2 0w

W D oW -
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Essai 2

Polyn®me de degré 8

Coefficients Racines exactes
1
- 6 -3 X024
18
- 134 -1 % s5i
285 —_
416 2 ¥ 33
1 352 -
- 17 576 5 %3
114 244

Résultats algorithme normal sans déflation

EPSC = 5 ‘lOm=8

parties réelles modules des

parties imaginaires

- 3,0000000 2, 0000000
- 0,99999999 5,0000011
2,0000000 3, 0000000
4,9999999 1, 0000000

Temps de calcul : 4,8 secondes
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Résultats algorithme modifié sans déflation

EPS = 1072

- 3,0000000
-~ 0,9999996
2,00000000
5, 0000000

Temps de calcul : 2,6 secondes

EPS = 104

- 3,0000000
- 0,9999999
2, 0000000
5, 0000000

EPSC = § 108

2, 0000000 2 3
5,0000018 2 3
3, 0000001 2 3
1, 0000000 2 3
EPSC = 10~/

2, 0000000 2 2
5, 0000000 2 2
3, 0000000 2 2
1, 0000000 2 2

Temps de calcul: 4,5 secondes

L'algorithme modifié est peu utilisé le temps de calcul se
rapproche de celui de l1l'algorithme normal. ’

Résultats algorithme normal avec déflation

EPSC = 5 10‘8

parties réelles

- 3,0000000
- 0,99999993
2, 0000000
4,9999998

modules des
parties imaginaires .

2, 0000000

5, 0000001

2,9999997

1, 0000004

Temps de calcul : 2,7 secondes
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Résultats algorithme modifié avec déflation

8

2

EPS = 10~ EPSC = 5 10~

- 3,0000000 2,0000000

- 0,99999996 5,0000018
2,0000037 3, 0000006
4,9999992 0,99999793

[\C I \C B \C T |
w w w w

temps de calcul : 1,9 secondes.

Essai 3

Polyndme de degré 18

Coefficients Racines exactes

i+

-30 | -5
426
-4 016 -3
31 258
-211 788
1 091 076
-3 232 424 1
-973 359
44 118 466 2
51 368 970
-3 355 235 304
30 625 943 540
-164 037 000 248 4
585 915 735 528
-1 403 841 908 256 6 i
2 198 019 018 560
-2 026 917 926 400 7
932 016 384 000

21

>
I+

71

i+

51

i+

I+

21

w
I+

W

=

1+

4i

1+

4i
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Résultats algorithme normal sans déflation

EPSC = 10~/

parties réelles modules de

parties imaginaires

temps de calcul

36,7 secondes.

On a d4df prendre EPS trés petit
car pour les parties réelles -3 et O l'algorithme modifié condui-

-4,9999997 2,0000002
-2,9999998 6,7625210
0,16029059 4,9982066
1, 0000000 1, 0000000
2,0000011 2,0000007
3,0000025 2,9999623
3,9999989 3,9998201
5,9999989 0,99999797
6,9999980 4,0006645
temps de calcul : 42,5 secondes
Résultats algorithme modifié sans déflation.
EPS = 1074 EPSC = 107/
-4,9999999 2, 0000000 2 3
~3,0000001 7,0164713 2 4
0,6129751510_7 5,0007093 2 5
0,9999990 1, 0000001 2 2
2,0000010 2, 0000008 2 3
3, 0000023 2,9999980 2 7
3,9999988 4,0000372 2 4
5,9999975 1,0000010 2 7 .
6,9999995 3,9999869 2 7
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sait vers -5 et 1 respectivement.

Résultats algorithmes normal et modifié avec déflation.

A partir de la 3éme partie réelle calculée les résul-
tats sont compléetement fausszs, a cause de la 2éme partie ima-
ginaire trop imprécise.

Essai 4

Polyndme de degré 8

Coefficients Racines exactes

1

-4 -4 % 33
40

-20 | 1% 61
294

-1 196 2 X4

23 720

-89 500 | 3% 44
115 625

Résultats algorithme normal.

EPSC = 10_7

parties réelles module des par-

ties imaginaires =

-3,9999999 3,0000001
0,9999993 5,9999566
1,9999999 1, 0000001
2,9999999 4,0000004

temps de calcul :4,6 secondes
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Résultats algorithme modifié sans déflation.

EPS = 1072 EPSC = 10~/

-4, 0000000 3, 0000001 2 3
0,99999999 6,0000017 2 12
2, 0000000 1, 0000000 2 3
2,9999998 4,0000007 2 3

temps de calcul : 3 secondes

Résultats algorithme normal avec déflation.

EPSC = 10~/

parties réelles

modules des par-
ties imaginaires

-3,9999999 3, 0000001
0,99999957 5,9999741
2,0000525 0,99988368
2,9999478 4,0000547

temps de calcul : 2,7 secondes

Résultats algorithme modifié avec déflation.

EPS = 1072 EPSC = 107/

-4, 0000000 3,0000001 2 3
0,99999979 6,0000064 2 5
1,9999873 1,0000235 2 3
3, 0000129 3,9999879 2 2

temps de calcul : 1,5 secondes.
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1
34

549

14 720

=146 400

-8 192 000
293 800 000
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Essai 5

Polyndme de degré 6

-30

15

Résultats algorithme normal (poussé jusqu'a une

EPSC = 1O~6

temps de calcul

Résultats algorithme modifié sans déflation.

parties réelles

-30.000000
-2 .0000005
14.999999

2,3 secondes

Racines exactes

I+

1+

1+

précision de 10‘6)

module des par-
ties imaginaires

10.000000
30.000001
10.000000

EPS = 2.0

-30.000000
-1.9999998
15.000000

temps de calcul

EPSC = 10~
10.000000
30.000000
10.000000

1,1 secondes

6

N o
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Résultats algorithme normal avec déflation.
6

EPSC = 10~

parties réelles modules des par-

ties imaginaires

-30, 000000 10, 000000
-2, 0000005 29,999998
15, 000001 10, 000007

temps de calcul : 1,4 secondes

Résultats algorithme modifié avec déflation.

EPS = 2.0 EPSC = 10_6
-30, 000000 10, 000000 2 4
-2,0000001 30,000000 6
15, 000000 9,9999999 2 2
temps de calcul : 0,6 secondes
Essai 6
Polyndme de degré 6
Coefficients Racines avec 8 chiffres exact
] )
-8 | -2,2209395 I 5,01436881
56
-336 1,5863875 T 4,83973641
1 680 .
-6 720 4,6345518 X 2,08837871

20 160
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Résultats algorithme normal
8

EPSC =5 10~

partie réelle module des par-

ties imaginaires

-2.2209394 5.0143688
1.5863875 4.8397365
4.6345519 2.0883787

temps de calcul : 2,5 secondes

Résultats algorithme modifié sans déflation.

EPS = 107 EPSC = 5 1070
-2.2209394 5.0143687 2 5
1.5863875 4.8397363 2

4.6345519 2.0883787 > 4

temps de calcul : 1,2 secondes

Résultats algorithme normal avec déflation.

EPSC = 5 10_8

parties réelles

modules des par-
ties imaginaires

-2,22093%4 5,0143688
1,5863877 4,8397365
4,6345515 2,0883784

temps de calcul : 1,6 secondes

Résultats algorithme modifié avec déflation

EPS = 107" EPSC = 5 1070

-2,2209394 5,0143687 >
1,5863873 4,8397367 2
4,6345521 2,0883787 2

temps de calcul : 0,7 secondes.
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3°) Conclusion.

L'examen de ces différents essais nous laisse esperer
en l'algorithme modifié. La précision semble la méme pour les
deux algorithmes, il ne fallait d'ailleurs pas s'attendre a
autre chose et le temps de calcul est généralement divisé par
2 au moins. La déflation ne semble pas extrémement heureuse et
l'on peut vérifier que 1l'emploi de l'algorithme modifié sans
déflation donne sur ces exemples des temps de calcul encore
inférieurs & ceux de l'algorithme normal utilisant la défla-
tion, pour une précision bien supérieure. Plus lt'algorithme
modifié débute loin de la partie réelle, plus la diminution
du temps de calcul semble importante ; ceci confirme notre
opinion. Mais justement, le probléme se pose de savoir a par-
tir de quel EPS maximum "enclencher" 1l'algoritihme modifié. Il
semble difficile de répondrs & cette question : si on prend
EPS trop petit, l'algorithme modifié ne sert plus & rien, si
on le prend trop srand, on risque de se diriger vers une au-
tre partie réelle. Pratiquement, pour des racines a parties
réelles suffisamment séparées, Ccomme celies gque nocus avons
étudiées, EPS = 10" ou 1072

LY

Une méthode consisterait & employer systématiquement la défla-

semble &tre une bonne valeur.

by »

tion et & "enclencher" l'algorithme modifié & partir d'un pont

X

situé a gauche de la partie réelle (dans un balayage gauche
droite) ; 1la partie réelle recherchée étant la plus a gJauche,
il n'y aurait pas de risques de se diriger vers une autre. Ce-
ci a semblé assez théorigue car d'une part la déflation Eug—
mente les erreurs, d'autre part, dans certains essais effectués

de la sorte, nous avons enregistré malgré tout des cas de non-



-137

convergence qul reposaient le probléme de la gfandeur de EPS.

On voit donc ici les limites de 1l'emploi de 1l'algo-
rithme modifié : pour des racines & parties réelles trop voi-
sines 1l ne pourra se subtituer a l'algorithme normal.

Bien qu'extérieure a ce travail qui se limitait a
1'étude de 1'aigorithme de Routh, 1l'idée vient nécessairement
d'effectuer des comparaisons avec les méthodes existantes,
Principalement avec la méthode de Bairstow. Cette derniére
semble beaucoup plus rapide (temps de calcul 2 & 3 fois ou 3
a 5 fois moins grand selon qu'on emploie ou non la déflation)
et dune précision sensiblement supérieure, méme si la défla-
tion n'est pas employée. Est-ce 3 dire que la méthode de

I

Bairstow range tous les avantages de son cbté ? L'aprés les
études expérimentales faites par Messieurs Lassert et Paquet
[Z] au Laboratcire de Calcul de Grenoble, la ccnvergence e

la méthode de Bairstow vers un couple de racines ne semble

Fas assurée, sslor la choix des waleurs de départ. Au cowntrioi-
re, rncus n'avens ici, aucun ces 4# divergencs. Nous conciue.
rons sur cette remarque optimiste et nous sculignerons enccre
le fait que nous avons voulu, plutdt qu'établir une méthode de
résolution compléte, qui aurait nécessité un travail de program-
mation plus important, vérifier et mettre en pratique 1'idée
de 1l'algorithme modifié dans le cas, cependant général, des ra-

cines simples.
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