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INTRODUCTTION

1.) Dans cette thése, nous étudions certains modéles ma-
thématiques de croissance économique optimale, en vue d'établir des

algorithmes de calcul.

Nous sommes partis de deux modeéles :

- celui de Arrow [1:]qui se propose de déteriiiner la croi-
ssance optimale d'une trés grande firme ou d'un monopcle : par hypo-
thése la demande et les cofits sont stationnaires et connus et la re-
vente du matériel est impossible.

- celui de Karlin, Beckmann et Arrow [2} » qui permet de
déterminer la croissance d'une entreprise fabriquant un produit ne
pouvant pas &tre stocké, connaissant & 1l'avance 1l'évolution de la
demande, les colits étant fixes et la revente du matériel impossible.

Malgré les profondes analogies que présentent 1'origine,
la formulation mathématique et la solution de ces deux pProblémes, 1les
méthode: théoriques employées par ces auteurs pour établir les algo-
rithmes n'ont rien en commun ; bien que trés ingénieuses, ces métho-
des ne sont guére généralisables. C'est pourquoi nous avons tenté
d'élaborer des méthodes et un modéle plus généraux.

.) A partir de la synthése des considérations économiques

2
de [}] et [QJ (C£ § 1.1.), nous é&laborons dans le chapitre I le for-
malisme de ce modéle plus général. Il sfagit de maximiser sous cer-

taines contraintes une fonctiomnelle d'un certain type définie par

une intégrale. Ce probléme fondamental se subdivise en deux versions,



selon la possibilité ou 1'impossibilité de discontinuités dans la

croissance de l'équipement considéré.

A. Lorsque la fonction inconnue X (niveau d'équipement) est
assujettie & &étre continue, la fonctionnelle a maximiser est de la

forme : T

J‘ LE(t,K(t)) + c(t) K'(t)] dt

Q

les contraintes sont :

k(o) = kg (éventuellement, X(T) = kT)
o < K'(t) + 8K(t) <« M (lorsque K est dérivable au
point t).
(£, c, ko, kp, sont des données).

B. Lorsque la fonction inconnue X peut présenter des sauts,
la fonctionnelle & maximiser est de la forme

[T glt,x(t)) at + o(mx(T)
0]

les contraintes sont
K(o) = ko
K(t-0) = K(t) < K(t+0)

o< K'(t) + 8K(t) (lorsque X est dérivable au
point t).

Nous démontrons (§ 1.3.) que la solution d'un proble-
me de type B peut se déduire par passage a la limite des solutions
d'une suite de problémes de type A.

3.) Ce probléme ne peut &tre résolu par les méthodes ha



bituelles du calcul des variations, car elles supposent des conditions
de régularit? que ne remplissent pas souvent les fonctions d'origine
économique : la fonction inconnue X peut &tre discontinue, les fonc-
tions définissant la fonctionnelle ne sont pas nécessairement diffé-
rentiables en tout point ; de plus, les contraintes ne sont pas d'un
type classique en calcul des variations.

Y

Ce modéle se rattache & la programmation dynamique déter-

ministe (les données étant supposées certaines) de type continu (car

la croissance de l'entreprise est définie par une fonction définie
sur un intervalle [b,i]), I1 est courant de classer les méthodes de
programmation dynamique en deux catégories

. D'une part, celles qui sont basées sur la condition de
Bellman (Cf [8]), diaprés laquelle tout sous-programme d‘'un program-
me optimal est optimal (dans un certain séns, qui dépend du probléme
considéré ); ces méthodes s'appliquent surtout aux modéles discrets.

. D'autre part, celles qui consistent & résoudre un systeme
différentiel exprimant la condition de Pontryagin (Cct [i]) ; ces mé-
thodes sont plus appropriées aux modeles continus.

4.) Dans le probléme de Arrow, la fonctionnelle a maximi-
ser est de la forme
foo
[ P(x(t)) e™*Fat
do :
La démonstration de Arrow repose sur une adaptation de la condition
de Bellman qui utilise les particularités de cette fonctionnelle.
Dans ce chapitre II, nous approfondissons ce probléme dans les pers-
pectives définies par le modéle élaboré au chapitre I : refonte de
la démonstration de Arrow (relative & la version B, seule étudiée
dans [ﬂ] ), extension de cette démonstration a la Version'Ap étude
du nombre des optimales et de certains points laissés dans 1'ombre



dans [1] , établissement d'algorithmes simplifiés, déduction des Té-
sultats relatifs a la version B & partir des résultats relatifs a la
version A, interprétation économique des résultats obtenus.

5.) Dans le chapitre III, nous étudions comment on peut
appliquer la condition de Pontryagin aux problémes de type A lorsque

f et c sont continfiment différentiables : on obtient un systeme dif-
férentiel que 1l'on peut qualifier de "dégénére" (car il est de la
forme (K',y') = o(K,¥), ol p est une fonction multivoque). On ne peut
pas utiliser les méthodes classiques pour résoudre ce systéme, car non
seulement ¢ est éventuellement multivoque, mais elle n'est pas diffé-
rentiable partout ol elle est définieunivoquement. Nous ne résolvons
donc pas ce systéme dans le cas général, nous contentant de remarquer
que les solutions sont formées de 3 types d'arcs (§ 3.1.). Nous re-
lions la condition de Pontryagin &  la notion de profit marginal.

Nous résolvons le systéme dans le cas du probleme de Arrow:
1a démonstration obtenue est plus rapide que celle de Arrow, mais

moins générale.

6.) En introduisant un multiplicateur de Lagrange, nous ob-

tenons dans le cas ou £ (t,k) est concave en k un systéme analogue a
celui de Pontryagin (Cf£ § 3.3.). Cela permet d'étudier des cas ou
£(t,k) est concave en k, mais non continfliment différentiable (comme

le probléme de Karlin-Beckmann), alors que le théoréme de Pontryagin
ne s'applique pas. Cela permet de conclure que lorsque F(t,k) est
concave en k et continfiment différentiable, la condition de Pontryagin
est non seulement nécessaire, mais aussi suffisante (§ 3.4.).

Dans le chapitre IV, nous utilisons la méthode du multi-
. ° k3 ~ 2z
plicateur de Lagrange, en nous inspirant de L4], pour résoudre le
probléme de Karlin-Beckmann : nous retrouvons ainsi 1ltalgorithme de



[2], relatif au cas ou l'équipement final n'est pas fixé. Puls nous
généralisons ces résultats au probléme de type A, dans le cas ou

£(t,k) est concave en k.

7.) Les algorithmes proposés ont été testés (a 1l'excep-
tion de celui de Arrow, version A) sur l'ordinateur 7044 du labora-
toire de calcul de 1'Université de Grenoble (CE[5] et [9] ), dans
le cadre d'un contrat de la D G R S T. A titre d'exemple, nous d&-
taillons dans le chapitre V les programmes en ALGOL et les résultats
numériques relatif au probléme de Arrow ; la lecture de ce chapitre

peut se faire sans connaitre préalablement le contenu des chapitres

précédents.






CHAPITRE I

LE MODELE GENERAL .



1.1.- ORIGINE ECONOMIQUE DU PROBLEME.

17.17.1.~ Considérons une firme ou une administration

by

possédant & la date t un équipement de valeur X(t). Etant donnée

la signification concréte de cette fonction, nous admettrons qu'elle
est bornée, de variation bornée et continue a gauche.

Plagons-nous dans 1l'intervalle de temps [Q,QJ(T pou-
vant &tre infini).

Supposons que le "bénéfice brut instantané" (prix de
vente total des marchandises vendues, moins le prix de revient total
des marchandises produites) soit une fonction ¢ du temps t et de
K(t). Ce bénéfice brut est donc prévu de fagon certaine et continue:

la demande et les cofits sont donc censés &tre connus & l'avance avec
certitude. Nous ferons sur w les hypothéses suivantes, en vue dtas-
surer 1l'intégralité de n (t,K(t))

. 1'ensemble des points de discontinuité de n est au
plus dénombrable.

. Pour tout 1 positif, il existe une fonction iy (t)
intégrable sur [b,i] telle que : ,
Vtc[O,TJ cck el = El(t) _>_| n(t,k)\

Cet équipement s'use : supposons qu'il se déprécie a
un taux constant § ; autrement dit, la dépréciation entre les dates
t et t

o} 1
(somme qu'il faut consacrer durant cette période au renouvellement

(to < t1) d'un équipement de valeur k a la date tj

pour maintenir le matériel au méme potentiel de production) est

k (1 - e ”6(t1"to))



soit J(t) l'investissement total entre les dates 0
et t : J(t) est la somme de l'investissement net (somme consacrée a
1'achat de matériel nouveau) et de la dépréciation durant ltinterval-
1e [o,t]:

J(t) = k(t) - X(o) + jc AK(u) du
0
Choisissons un taux d'actualisation « , €gal, par
exemple, au taux d'escompte. Le profit net, actualisé relativement
4 la date 0, que rapporte durant cet intervalle le programme d'in-
vestissement défini par la fonction J est

T’I T / - T -
\v' = [ m ‘x‘t,K(tﬁ e at dt - j‘ e at as(t)
Yo \ o)
(Ces deux ihtégrales existent, par suite des hypo-
théses faites ci-dessus sur X et ).

N
On peut exprimer le profit net durant o, j en fonc-
tion de X seulement, X étant continue a gauche
T T B =T+
- - ! — |
j e 0T aj(t) = J sk(t)e at gt 4 L e at(?(t)—K(o}?
0 0 3 Jt:O
T —at /
+ [ ae T x(1) - K(o))dt

0

si on suppose que K(T+o) = X(T).
(Cette intégration par parties est licite par suite de
la continuité a gauche de X).

Posons : P(t,k) = n(t,kx) - (a + §)k

La fonction P(t,k) peut s'interpréter comme étant le

profit instantané net (compte tenu de ltactualisation et de la dépré-



ciation) que rapporte a la date t en équipement de valeur k .

I1 résulte de ce qui précéde que

V- fT P (t,K(t),)e "0t gt 4 e 0T x(1) + K(0)

0

=W () + k(o)

‘Dans la suite, nous supposerons que la valeur initia-
. ra f P4
le de 1'équipement est donnée | X(o) = ko) et, éventuellement, sa
valeur finale{TK(T) = kT>
i
Nous admettrons, pour ne pas rendre le probleme trop

complexe, que l'on ne peut pas revendre le matériel. C'est la une

nypothése extr@me, car il est possible, en général, de le revendre a
perte ; cependant, elle est adaptée au cas dtun monopole (pas d'ache-
teurs concurrents) ou d'une branche d'industrie en économie fermée.
Cela implique que J est croissante au sens large ; (J peut étre
croissante, sans 1'@tre strictement : si on n'tachéte rien et si oun

—

ne remplace pas ce qui est hors d'usage durant §t1 ,tgl, J est

constante dans cet intervalle).

Nous ferons deux sortes de suppositions sur les pos-—

sibilités dt'investir :

A. Le rythme d'investissement est majore.

Cette condition est convenable, dans le cas d'un mo-
nopole ou d'une économie fermée, dans une période ou 1l n'y a pas
d'innovations techniques importantes: alors, le taux d'investisse-
ment est borné par le potentiel de production des industries fabri-

A

quant 1'équipement considéré. Pour simplifier, on supposera ce



potentiel (exprimé en unité monétaire) constant. Autrement dit

vt VAt so | JlErat) - Jt) oy
At -

Cela implique que J (donc X) est absolument continue, puisque

1im sup {J(t+ at) - J(t)|te [o,ﬂ L: 0
At=>0 . - j

(En effet, o < sup-{J(t+ at) - J(t)‘ tefo,fil.s M At).
- _l,}‘

Par suite, X et J sont presque partout dérivables, et

JZ e %t ag(t) = j: e Ot [K'(t) + 5K(t)} dt
donc : "W(K) = jT {n <t,K(tD - x'(t) - 5K(t)1 e 7O gt
oL J

D'autre part, lorsque X est dérivable au point t:
0 <K'(t) + 5 K(t) <M

B. Le rythme d'investissement n'est pas majoré : alors, J et

donc X peuvent avoir des sauts positifs.

Nous nous proposons, bien entendu, de maximiser AMKK)

sous les contraintes ci-dessus.

1.1.2. - Un cas "stationnaire" : le probleme de Arrow.

Arrow 'étudie dans [1j un cas particulier du probléme
énoncé ci-dessus. '



11 suppose que le "bénéfice brut instantanéd", r, est
indépendant du temps ; cela signifie concrétement que la demande et
le bénéfice brut par unité de marchandise produite sont constants
durant la période considérée. De plus, le taux d'actualisation g est
choisi constant. Pour ces raisons, nous qualifierons ce probléme de

"stationnaire"

On se place dans l'intervalle de temps [b, +‘éL Par

suite de ce qui précéde :

"W (x)

Hl

00
[ » (K(t))e "0 gt 4 e K(w)
o)

Comme X ést borné

J”MP (k(t)e =0 at
Qo

i

"W (x)

Nous étudierons le probléme de Arrow au chapitre 2.

1.7.3. - Autre cas particulier : le probléme de Xarlin, Beckmann et

Arrow.

Arrow, Beckmann et Karlin étudient dans [2j un pro-
bléme particuliérement intéressant, entrant dans le formalisme ci-
dessus.

Désignons par r(t) la demande & la date t, exprimée
en unité monétaire, le prix du produit étant supposé constant.



1.2.1. - "Programmes" admissibles.

Soient T un nombre réel donné, positif ou infini po-
sitif, et M un réel positif domné. Appelons U{M(ko) l'ensemble des
applications positives ou nulles X de [o,ﬁ] dans R telles que

A1 X(o) = kg

A 2 : X est continue

A 3 : X est continument dérivable par morceaux ; autrement dit,
l'ensemble des points de non-dérivabilité de X' est fini et
de plus, K a une dérivée a droite et & gauche en tout point.

A 4 : § étant un nombre réel positif ou nul donné, si X est dériva-
ble au point ¢t ¢ ] o, T{:, on a :
o < K'(t) + 8K(t) < M : sinon, les dérivées & droite et
a gauche satisfont cette méme contrainte.

On appellera programme admissible pour une valeur donnée de M
tout élément degkbﬁko).

Remarque 1 : On ajoutera souvent, si T < +%, une contrainte A 6 de
la forme : K(T) = Ko
Remarque 2 : A 4 peut se mettre sous forme intégrale : voir § 1.4.4.

e s W e Tt Ghm

Remarque 3 : On vérifie immédiatement que tout programme admissible

" . o i (0 e e a7

est borné, de variation bornée.

1.2.2. - Critére économique
Soient
H une application de EO,T] x R dans R , dont l'ensem-

ble des points de discontinuité est au plus dénombra-
ble, et telle (si T = + =) que pour tout 1 positif,
il existe une fonction numérique H, définie sur |o,T],



supposons que le potentiel de production exprimé en
unité monétaire soit égal a cK(t) , c'est a dire proportionnel a la
valeur de 1l'équipement ; de plus, le produit n'est pas stockable. A
la date t, la firme a donc intéret a avoir la production instantanée:

—

.
inf ir(t), ck(t)

e ~

Par conséquent, si B est le bénéfice brut par unité de marchandise

vendue

‘n(t,k) = 8 inf {r(txck}
.

On démontre au § 1.4. que l'on peut se ramener au cas ou 4=0.

“V(J) = fT 8 inf {r(it),cK(tfl e 7O 4t —XT e ““td<?(t)-g3

0 ) 0

Lorsque le taux d'investissement est majoré

1
€Y

—at 4¢

MQK)z‘f?@ﬂf{rcw,ﬂdtﬁ-K%t

oL ; -

1.2, - FORMULATION MATHEMATIQUE ( CAS OU LE RYTHME D'INVESTISSEMENT

EST MAJORE).

Dans ce paragraphe et le suivant, nous formulons ma-
thématiquement le probléme dont l'origine économique est indiquée au
§ 1.1., en ajoutant quelques conditions nécessaires pour le résoudre.



intégrable, ayant la propriété suilvante
Vi e [ﬁ,i} 0 o<k <1l = lH(t,k)‘< ﬁl(t)

C une application dérivable, négative ou nulle, crois-
sante, et (si T = t =) intégrable de [o,f] dans R.

Soitwvl'application de:qM (ko) dans R ainsi définie:
4
|

rW(K) _ J\T [ﬂ(ﬁ,K(“ﬂ) + c(t) [K'(t) + P,K(t)j dt
O

Remarque : W (K) existe. En effet, 1'ensemble des points de discon-

vy s o S S s ——

tinuité de

£ (ta(e) + elt) | K1(0) 4 ()]

est au plus dénombrable (contraintes A2, A3, hypothéses sur H et C) ;
cette fonction est donc mesurable. Comme de plus sa valeur absolue

est uniformément majorée par
El(t> - c(t) M
qui est intégrable, elle est intégrable (1 est un majorant de K(t)

dans [@,f]),

1,2.3. - Probléme.

On se propose de déterminer, s'ils existent, les

ok

programmes admissibles K tels que

=0

WE) = sup {Wm Lxe Iy G



I - 10

Méme définition si 1'état final X (T) est Fixé.

On appellera "optimales de ﬁg Uc )" de telles fonctions.
1.2.4. - Exemples :

Montrons que le probléme économique exposé au § 1.1.
correspond bien a la formulation mathématique ci-dessus. Posons

H(t,k) = n(t,k) e Ot

H

c(t) —e Tat

On vérifie qu'avec cette convention, les expressions de
%M (X), dans le cas A (M <+®) sont identiques et que les contrain-
tes exprimées au § 1.2. sont un peu plus strictes que celles du §1.1.

Dans le probléme de Arrow :
H(t,k) = P(k) e ~OF

c(t) = o

Dans le probléme de Karlin :

H(t,k) = g inf {r(t), cK(ti} e ~at
c(t) = -e Ot 8=0
1.2.5. - Relation avec le probléme de Pontryagin
2H 2H

Si H’Sf’ ag: Sont deéfinies et continues sur [b,TJ x R,

c' définie et continue sur (o f] » Ce probléme est un cas particu-
lier de celui de Pontryagin. Une version de celui-ci beut en effet
s'énoncer ainsi ((f [3]) maximiser l'intégrale

' f(:c, x(t), u(t))d’f

0
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sous les contraintes

(x(o) = X,

x1(t) = g(t,x(t),u(t))

u continue par morceaux

Lu(t) eV (U étant un sous-ensemble de R)

(jOn suppose que f,g,%%,%%,%%,%%, sont définies et continues sur

[b,T] XRx U .:)

Ici : f est'"linéaire" par rapport a u

g est linéaire en x, et u, et indépendante de t

V est un intervalle fermé de R

Nous verrons que l'on peut lever certaines conditions
de continue différentiabilité en employant d'une maniere particuliére
la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

1.3. - FORMULATION MATHEMATIQUE (CAS OU LE RYTHME D'INVESTISSEMENT
N'EST PAS MAJORE).

1.3.17. "Programmes" admissibles.

Soit T un nombre réeldonné >o0sitif, ou infini-positif.

Appelonszquko) l'ensemble des applications X bornées,
positives ou nulles de [b,i] dans R satisfaisant les contraintes



B1 et B3 (p

B2

B4 :

B5 :

- — o o - o——-— -

forme : K

- r o do— ok man W s M

1.3.2.

Lagrange ét
soin dans 1
programme X

I -12

ar définition identiques & A1 et A3), et les contraintes:

Les discontinuités de X sont en nombre fini et de premieé-
re espéce ; de plus, K est continue a gauche, et

Vet e [o,t [ x(t) < X(t + o)

L.

§ étant un nombre réel positif ou nul donné, si K est
dérivable au point

t e] o,T{: alors

K'(t) + aK(t) est uniformément borné sur 1l'ensemble des
points de dérivabilité de K.

On appellera "programme admissible" tout élément demkxko)

on ajoutera souvent, si T <+, , une mntrainte B6 de la

(T) = Ko

B4 peut se mettre sous forme intégrale : voir § 1.44.

Approximation des programmes de U@m<ko) par des pro-

grammes de Q%M(ko) (M <+ ®),

Les méthodes de Pontryagin et des multiplicateurs de
ant inapplicables au cas ot M = + » , nous aurons be~
a suite d'approximer tout élément K de 3 M(ko) par un
, de ff{aM(ko) (M <+ o).
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Pour cela, remarquons que si K est une fonction numé-
rique absolument continue définie sur [o,ﬁl on a :

» )
Ri(t) + 6%(t) < Mes |[M-R'(t) = 6% (1) ] e = a%([% _ K(tjeét'_% o

(si s>0)

L - si §= o, Mt - K(t est une
Cela signifie que [% - K(tﬂ bt (bu, 5 ( 2>
fonction croissante de t.

C'est pourquoi nous choisirons K, de fagon que

r M

X% - KM(t)} e6t soit la "plus petite" fonction croissante de t su-

périeure ou égale a [—% - K(t)] e6t (?u si = o, de facon que
|

Mt - KM(t) soit la "plus petite" fonction croissante supérieure

ou égale a Mt - K(ti):

}si § > 0 :{:% -~ KM(ti} et o sup {[% - K(uﬂ eau‘ 0O <u < t}

I

isi § =0 : Mt - KM(t) sup { Mt - K(t)‘ 0 <u

IN
t
ot

Lemme d'approximation 1 Pour tout programme X dei% %(kol
(a) Il existe un nombre N tel que :
iy
n >V = X e cﬁnigol

(b) La suite (Kq) (n entier positif) con-

verge ponctuellement ver K.

e s e e ot T M — T2 o o

. , . _ . It
Démonstration : soit X un programme donné de jbca(ko>g Posons



M N

; N _ g 5L
fsi & >0 Ln(t) = Lg - K(t)g e

% -t

§

ssi 5= O Ln(t) = nt - K(t)

z L (t) = su (L (u)‘ 0 < u tl

, n - p 1 7 i S. S_ ,}

On vérifie immédiatement que

_n 8Tk
551 5 >0 Kn(t) =z - e L, (t)
é
lsi 5 =0 K (t) = nt - Lo (t)
’ n n ‘o

Les sauts de X étant positifs, ceux de L 0 sont négatifs;

. EX .
par suilte, Ln , donc K]{1 est continue.

a) Le graphe de K est formé alternativement d'arcs ou
L (1) = 1% (5) (crest 3 aire K (5) = K(£)), et drares ob Ly(t)<ly(t)
(donc ol Kn(t) < K(ti>o Pour prouver la premiére partie du lemme,
i1 suffit de montrer qu'il existe un nombre ¥ , tel que pour n >N,
lt'ensemble o de ces arcs soit fini. En effet, les restrictions de
programme dont ces arcs sont les graphes satisfont A2,A3,A4. Si ces
arcs sont en nombre fini, K, satisfait A2,A3,A4, donc Kngzgn(ko)
puisque Kn(o) = k.

Choisissons comme acmbre N un majorant de Kr(t) + &x(t)
ui-

155]

sur 1'ensemble des points de dérivabilité de K : N existe, par
te de B5. Sin > N et si X est dérivable au point €

Lﬁ(t) >0
LY1 est donc strictement croissante sur tout intervalle de dériva-
bilité de XK. D'autre part, Ln ne peut étre discontinue qu'auX
points o X 1l'est ; alors
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K(t) < X(t+o) donc Ln(t+o) < Ln(t)

Comme X a au plus un nombre fini de discontinuités, il en est de

~
me d .
me de Ln

Ainsi donc, si n>N, Ln est continue par morceaux
et strictement croissante dans tout intervalle de continuité : par
suite, T est fini, et a) démontré.

b) Montrons que la suite (Kn) (n entier positif) con-
verge ponctuellement vers X, et plus précisément que :

vt iv n>vV = K (t) = k(1)
soit une valeur n donnée de M, posons

* .
t, = sup {u !o <u<t ; Kn(u) = K(u)} (1)
(t existe, puisque X (o) = X(0) = k, )
o e, puisque K (o) = K(0) = k
Supposons d'abord que & 30

. E 3
ler cas : too=__t : X (t) = X(t) et Km(t) = K(t) pour tout nl >n.

En effet, Kn(to) = K(tz) puisque K est continue
le sup de l'expression (1) est un max. D'autre part

K (8) = X(t) = L (t) =1, (t) = Ve <t L(2) <L (t)

-1 n

On peut donc choisir v égal a n.
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~ s * . .
ggmg_g§§_:_go__§_g . alors X est discontinue en KO

croissante dans 1 ti , t(pour tout n>¥ (voir a)) ; il en réesul-
te que

. _ ¥ . X
K, (t) = X(t) & L (t) =L, (t) & L (t) > 1,(t])

, | ) .
¢:¢[%-- K(t)ﬂ% e BT 2E—% - K(t*)il 8%

L
> n=2 EF b =T (K(t) Ot x(t*) emo,)
e’ o0 - e

On peut choisir ici y supérieur a ce dernier nombre.

I1) - §i_§_§§£_§i§99222§92_925_39293~E?L~_EL;;;_~5_;__O_L_E-L

On démontre de la méme maniére qu'il suffit de choisir

H*
r(c)edt - x(e¥) b

*
i eéti - e6t

v o> § maxX

La démonstration, lorsques = 0, se déduit de celle relative
au cas oux &> 0 en remplagant Ln(t) par nt - X(t).

1.3.3. - Critére économique.

Soient 2 fonctions H et C, possédant les mémes proprié-
tés qutau § 1.2.2.



Procédons comme au § 1.1.1.; posons

T

T .
c(t) d&?(t) - k;) + joéc(t)K(t)dt+c(o)ko

X T
W(x) = j H (t,K(t))dt + j
0 0
En intégrant par parties, comme au paragraphe 1.71.7., on obtient
W) = [T VLT T e ]
= LGy + foet) - erw)) x(e) Jar + e(m) x(m)

i

—

Lemme d'approximation 2 Etant donné un programme donné dejthkd%

soit (Kn> la suite d'approximation cor-

respondante : alors

tin - W) = W@

n->e

c'est a dire Do

W(x) = 1im f <H (t,Kn(t)}c(t)[Kr‘l(t)fa“K_,l(tuk‘T
0O

n»>®

Démonstration : H ayant un ensemble de points de discontinuité au

——— - ———— —

plus dénombrable, X convergeant partout sur {o,@} vers X

-

| 1<ﬁ<t)/>: H@,K(t)ﬂi@c(t)-cv (tﬂK(t)

i
A |

lim (H (e, x (v) +[oc(t) - o' (¥)

n-po

sauf sur un sous-ensemble au plus dénombrable (donc de mesure nulle)
de |o,T] .
- i

D'autre part si 1 est un majorant de K :

v la(t, x (t) +[6c(t) - c'(t)1K(t)}<!f(t)%+l[&c(t) ~ (o) | x(o)l

cette derniére fonction étant intégrable.

Le théoréme de Lebesgues est donc applicable
(si une suite de fonctions fn intégrables converge presque partout



vers une fonction £, et est uniformément majorée par une fonction 3
intégrable, alors £ est intégrable et  1lim an = [?}.
o

Ny
Par Suite :
.
F (% (ﬁ K ( } +15c( t) - cr(t)lx(t))at
- /
. g -1
= 1lim H(£ X, t)-k{éc(t) - c'(tz}Kn(t)i dt
N —sw i

Mais de plus

Clim c(T) X (T) = (1) x(t)
-5 0%

I1 en résulte que :

1im - W(x,) = W)

n-» @

1.3.4.- Probleme ; optimales.

On se propose de déterminer, s'ils existent, les pro-
~ 14
grammes K de jbw(kh) tels que :

W) = .sup {r\’V(K) } K ¢ j‘io@(ko)}

ou bien tels que :

o

WV(%) = sSup {WM(K) i K ¢ E{m(ks) ; K(T) = le

On appelle "optimales desﬂ§(ko)" de telles fonctions.



I - 19

~
Proposition : Si:KnLEO) a une optimale unique I(V1 pour tout n et

si la suite (fq), (n entier positif) converge ponc-

4

tuellement vers un programme X de E£m(ko), alors ¥

est 1'unique optimale de 3£mikol.

En effet, soient K un programme de 3ﬁ%(ko) différent de
K, et (Kn) la suite d'approximation associée. Il existe un entier vy
tel que :

//\J
n>v ::?')KnFKn

(sinon, on. aurait g = K). Soit N un nombre supérieur a
v et tel que (cf lemme d'approximation 1)
n>N = X glﬂh(ko) et(él K(T) est fixé égal a kf) Kn(T) = kg

~
Comme X est l'unique optimale de jﬁn(ko)

Vo> WV(K ) < WV(ﬁn)

n n

Comme lim W(x ) = WN(K) et lim W(E ) = YW(I'Cv),

n—=> 11— o°

(mé&me démonstration que le lemme d'approximation 2)
W (x) < 'W (%)

La proposition est ainsi démontrée.
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1.4. -~ REDUCTION DU PROBLEME AU CAS OU & = 0O,

Nous allons montrer que l'on peut se ramener, lorsque
5 # 0 au cas o & = J : nous pourrons ainsi nous contenter de fai-
re certaines démonstrations seulement dans le cas ol la déprécia-

tion & est nulle.

1.4.1.- Changements préliminaires de parametre d'évolution

et de variable d'état.

Nous voulons nous ramener au cas ou & = 0, c'est a

dire au cas ol la contrainte A4 (ou B4) s'énonce ainsi

0<y'(s) <M (Du 0 < y'(s)

Pour cela, remarquons quen tout point t de dérivabili-
té de X

Kr'(t) + 8 K(t) = %E'(k (t)x e5€> x 78t

Choisissons une nouvelle variable d'état y et un nou-

veau parametre d'évolution s tels que

y(s) = % K(t)eét (1 étant un nombre réel non nul).
dt _ -8t

L'd—s— =1 e
Ainsi

e (e) +ox(t) = & (1v() x T E=yis).

On en déduit le changement de variable et de fonction

ainsi défini
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(qg) ) = T - = e 4t B % log(t+s)
1
y(s) = 6(1+s) K(E Log(1+sD K(t) = gr%éé%ﬂ*
Posons : S = e6T
Vo= 8k,

1.4.2.- Réduction dans le cas général.

a) Examinons comment ( &) "transforme" les contraintes et le
critére économique. Pour que X soit dérivable au point t, il faut
et 11 suffit que y soit dérivable au point s ; la contrainte A4 équi-

vaut donc a:

A'4 : si y est dérivable au point s, alors
0<y'(s) <M

B4 équivaut a :
B 1

4 : si y est dérivable au point s, alors
0 <y'(s)
B5 équivaut a
B'S : y'(s) est uniformément borné sur l'ensemble des

points de dérivabilité de vy.

A1 et B1 équivalent a
A1 ===yB'"1 : y(0) = Yo

Enfin X est uniformément bornée si et seulement si %L%% est unifor-

mément borné sur [o,5].

Soit c\j'M(yo) (?ucﬂw(yoi> l'ensemble des applications y
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de Lo,deans R, non négatives, telles que %ééi est uniformément
borné sur[o,5], satisfaisant aux contraintes A'l, A2, A3, et A'4
(ou B'1, B2, B3, B'4 et B'5).

S1 K et y sont deux fonctions numériques définies res-
pectivement sur[b,f] et[b,S] , liées par le systeme de relations
(€): |

Ke B (x)emy e Yuly) & K eBlk)ey e H{w(yo)

b) Dans tous les cas :

W( = H t,X(t) 5c - ¢! t)XK(t)j'dtﬂhc(T)K(T)
)
= IO [H(% X Log(1+s),g§%7§%7>+ axc gLog(1+s} L09<1+%EEQTT:§XE§TfEQ

+ c<}Log ) "T%é§7"

L

§ .
Posons : | G(s,y) = (%XLOE ;*?3+§?¥f——g
B 1 (2 ' 1
p(s) = - (reos 02) D ()= - (guog(r-)e(Juost1+3)
\ § X (1+s) 52x (1+S)2
Donc :
WW \ S)D' ds+D(@ Xy (8)

Cette dernieére expression peut s'obtenir en annulant g
dans l'expression générale de WN(K)
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Remarquons que si K(T) <§onc y(Sj) est fixé, la maximi-
sation de W (X) équivaut & celle de

S

S y N
1 Te (i) - B'(S)Y(Sﬂ as = [ c*(s,y(s))as
OL . i _‘A 'JO

1.4.3.- Conclusion : 4 formes réduites.

Cn peut dounc ramener, dans tous les cas le probléme a

1'une des 4 formes réduites suivantes

S
Probléme de type(I): Maximisation de J [?é,y(si)+ D(S)y'(si}ds
o

— o . —— ——— ="Cen Lot T oo

(M fini, X(T)non fixé)

Sous les contraintes A'1, A2, A3 et A'4

S ;
Probléme de type(II): Maximisation de J G<§,y(sD ds
0

e o e e e s S s s i s o Tam Tt e o e e

(M fini, X(T) fixé)

Sous les contraintes A'1, A2, A3, A'4 et y(s)=y.
o]

B

S
Probleme de type(III} Maximisation de jo G(é,y(s)}ds+ Dxy (8)
S - ~ s .
. N N
(ou lim XOL9<§,yn(s)+D(s)yn (bzld%>

N>

(M infini, X(T) non fixeé)

Sous les contraintes B'1, B2, B3, B'4, B'5 et

5 : ‘ )
%égl uniformément borné.
\ . . S /- N
Probléme de type (IV): Maximisation de Y GQ;,y(s))ds (M_infini,X(T)£ixé)

v e S T ot s s B Wy O s s e e F o, e e s it

L%

( I e ey s)
ou lim G s,y (s))ds)
n>e © o

sous les contraintes B!

3,514, 815,13

T+s

w
[
o

1,
uniformement borné, y(35) = y«

(M infini, X(T) fix@.



1.4.4.- Application : forme intégrale des contramtes A4 et B4.

Nous avons vu ci-dessus que la contrainte
K'(t) + 6 X(t) >0

équivaut, si K et y sont 1liés par le systeme de relations (?g)

(ou si g =0 , K=y et

y'(s) >

y étant assujettie & &tre dérivable par morceaux et telle que

Vs ¢ [O,é:l

y (s-0) < y(s) < y(s+0)

Cette contrainte équivaut encore a ce que y soit croissante, ou

encore a

ﬁoe[mT[ Vte&o,

@%<ﬂm£} vt %bxg

i

On peut démontrer

contrainte A4 équivaut a

=
[
o 4

A"4 e . :‘
Vto el}),TL a €Lto,

VAN

o, T] r M
0,1 Yt EZLOytO 3

1
my
t

fv
-~
T
~
6]
i
(o4
—~
ot
§
purs
(@)
~

de maniere analogue que la

)__% o (-




CHAPITRE II
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LE PROBLEME DE ARROW f UN CAS STATIONNAIRE

2.17. - INTRODUCTION.

Dans ce chapitre, nous établissons des algorithmes permet-
tant de résoudre le probléme de Arrow sous certaines hypothéses. Rap-
pellons que dans ce probléme (cf § 1.7.2.), la fonctionnelle a maxi-

miser est
+0°

W (k) = f P 1<(1:):)e'°"t dt

o)

sous les contraintes A1, A2, A3 et A4 (ou B1, B2, B3, B4 et BS)
(cf § 1.2.1. et 1.3.1.).

———— - ou " — v t20 Ve o S W G W S AT S e Wi A TAG) EES SN e e T e Ve S

H1 : P est strictement monotone par morceaux ; autrement dit, il exis-

te des nombres dor A1 +o+ v 9y tels que :
0=q, < qq < v <9y
P est monotone dans [qi, qi+1[ (1 =0, 1 ... n=1)

H2 : P décrolt dans [én’ ror

H3 : si P(qi) et P(qj) sont des maxima locaux de P, alors

P(qi) # P(qJ')
| Remarquons que ces hypothéses sont un cas particulier des
hypothéses des § 1.2.2. et 1.3.3.

Ces hypothéses sont raisonnables du point de vue économi-
que. Dans beaucoup de situations, on peut supposer que P est concave;
mais lorsque le processus de production est particuliérement complexe,
P présente plusieurs maxima locaux correspondant chacun a un optimum

de dimension relativement & un certain aspect de l'activité de la fir-
‘me.
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Par exemple, d'aprés Arrow, ( 51] , P 3), dans le cas d'un mo-
nopole, P a souvent deux maxima locaux : "un [maximum 1ocai] dont
la cause est 1l'inélasticité de la demande, & un niveau de production
et de capital trop bas pour qu'il y ait des économies importantes
dues a l'échelle de production ; un second, plus grand, & un niveau
ot ces économies deviennent suffisantes pour compenser le prix, plus

bas, établi en fonction de la demande".

Notons enfin que les hypotheses faites sur P n'excluent pas
des discontinuités (correspondant par exemple & des innovations tech-
niques provoquant de brusques gains de productivité).

L'hypothése H3 sert seulement a ne pas compliquer inutile-
ment les démonstrations. '

Notation : les hypothéses ci-dessus impliquent que :
Vkﬁ >0 P*(k1) = max é P(k)‘ k > k, g
est atteint effectivement :

- soit en un point unique (c'est toujours le cas si
P(k1) < P* (k1) ; alors, soit m(k1) ce point.

- soiten k1 et éventuellement en un autre point (unique) si
P(k,) = p* (ky) ; en ce cas, soit m(k,) cet autre point.

2.1.2.- Contenu du chagitre.

I s SOME W S S T S S P A AS SRS P U W S Weng W e W ak e S o e

Dans le paragraphe 2.2., nous étudierons quelques cas parti-
culiers simples. Au § 2.3., se trouvent des lemmes, d@s & Arrow, qui
constituent une adaptation particuliére a ce probléme du "principe"
de Bellman (optimalité des restrictions & des intervalles de progra-
mmes optimaux) et des corollaires de ce principe.
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Nous ne mettons pas le probléme sous forme réduite (cf § 1.4,) car
ces lemmes ne seraient plus applicables.

On démontre dans le paragraphe suivant des propriétés
nécessaires des optimales de :K;w(ko), que l'on utilise au § 2.5.,
pour "construire" celles-ci. On a modifié le contenu et 1'ordre des
propositions préliminaires de Arrow, donc ltarticulation de la démons-
tration, pour raccourcir celle-ci. De plus, on a élaboré un nouvel
algorithme, plus simple que celui de Arrow, et on a étudié l'unicité
des solutions (ce qui est absent dans 1'article initial).

Au paragraphe 2.6., on démontre l'algorithme qu'Arrow se
borne & énoncer pour le cas o & > o , M est fini, et ko < M/s. En
outre, on propose un algorithme plus simple, relatif au méme cas, et
un autre valable lorsque' ko:>M/a.

Enfin, au paragraphe 2.7., nous retrouvons les résultats
obtenus pour les optimales de Uﬁaa(ko) A partir de ceux relatifs a

(lemmes 1 et 2, proposition).

en employant le procédé d'approximation défini au § 2.3.-
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2.2. - QUELQUES CAS PARTICULIERS SIMPLES.

2.2.1. - Optimales de JRJw(ko) lorsque § = 0.

— e S o . S > e e > T e S S ——— - T - — s w: s wma s vt () e v done e s RS dets wre s Ty e e o -

Ici, les fonctions X appartenant a Sﬁm(k sont astreintes

o)
a 8tre croissantes. Deux cas peuvent se présenter :

A - 8i le maximum de P sur~[ko + w[est atteint en un point
— ’
unique k , l'optimale K est

K(0) = X ; X(t) = k Vi >0

B - 81 le maximum de P sur [ko +°°[est atteint en ko et en
’

k >k, , la fonction X est optimale si et seulement si :
d< >0 Vte [o%] X(t) =k,
Yt > ¢ X(t) = K

Y

Toute éventualité autre que A et B est & exclure, car elle
contredirait 1l'hypothése H3.

_________________________________________________________

Soit :mfe(ko) l'ensemble des fonctions numériques K(t) définies
pour t > 0, telles que X(o) = k, et que :

Yt >0 K(t) > kg o0t

Supposons que P ait un maximum local unique dans
] o, +w[ au point k. Soit K 1'application de [0, +=[ dans R telle que:

K(o) = k . Yt so K(t) = m(k_ e~®%)
(0] o}

K est évidemment 1l'optimale de ml:(ko). Par suite de
H1 et H2
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si ke 0" > K R(t) =k, e ~°F
L si ke -4t <k K(t) = k
Donc :
(sik0<1? ¥(t) = k vt > o
Jsiko=1’< K(t) =k, =k vt>o
sik > K R(t) = ke Vie ["’ ;‘Log (kq / X) ]

R(t) = K Vte [F Log (k, / ), +=|

Or X satisfait, dans tous les cas, les contraintes B1, B2,
B3, B4 et B5 ; donc Ke Bﬁa&ko). Comme Sﬁcn(ko)c:'aﬁi(ko), K est 1'op-
timale (unique) de gﬂm(ko).

E;E;Q;:_szimélgé,ée_ﬁﬁmLkol_lezﬁﬂug-z_é_za_mézimzm_&992&-221392~

supposons d'abord que § # O .
Soit $3§(k0) l'ensemble des applications K de [o,+u{§ans
R telles que :

Yt >o ke_6t<1((t)5_-¥- (k

....8t
0 < 5 Je

/
O-M/5

Soit X 1l'application de[:or+m[dans R telle que :

4 = . 7 _ -5t M M, -8t
Eo) =k,  Ve>o PQ(r) = supf P)|ke e k < B ¥
K est évidemment 1'optimale de:m ;(ko)’ Par suite de H1
et H2
si k> % +(ko—M/5)e ot R(t) = Mo, (k -M/g)e -8t
- 5 0
si ke 8t % < (kO—M/a)e_at + % K(t) = k
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Par conséquent :

si 1<0>IZ

si k

si k <k¢—

=
oy
N\
=
”~\
~1

57

sik =%4-_<_I<'

gue,

911(031'2

311<O<‘lZ

e s it v

R(t) = ke oF

R(t) = K

K(t) = k = kg

¥(t) = %’5 + [kO—M/E;’ g0t
K(t) = k

f(t)=%+{:ko_% et

K(t) = kg

On voit aisément que dans tous les cas, K ¢ I}CM(k

* = .
Comme JﬁM(kO)CJ&M(kO) , X est 1l'optimale de }&M(k ).

Dans le cas ol & = O,

on trouve que :

K(t) = kg
K(t) = ko + Mt
K(t) = k

Dans les 3 cas étudiés ci-dessus,

e a2 B SN R Y T N 3 00 et R Bl MR 500 TS s e S e B0

Vteljo,-g— Log(ko / 12)]

Vte[o,-;- Log(k, / k), +of

Vte[o, + 00[

_ k. - Ms
Vte_o,-;-Log<-9———-—-]

Vte|
Vte~o, + o [

Vtemo, + o [

).

0

]

en raisonnant de maniére analo-

Vte— O, +w[

vte| o, E_:_EQ_]
- M

Vter— E...:_.}_Q. ; +oo[
- M

e ey weam

11l existe un nombre «



11~ 7

tel que :

- dans [O,t] , I(t) est égal a M ou 0 ; autrement dit, on
investit au maximum ou pas du tout dans cet intervalle.

- dans [z, +uﬂ‘ , K est constante : une fois atteint un
niveau optimal, "on y reste " indéfiniment.

Essayons de comprendre pourquoi, de fagon intuitives
Considérons le probléme consistant a maximiser WV(K) sous la seu-

le contrainte k(o) = k . Définissons kpar: Lk = m(ko).

k Vt>o

L'optimale X de ce probléme est : XK(t)

si k = k,» ou si k> k, et M est infini, Keﬁﬁ(ko) ;
autrement dit, X est 1'optimale (unique) du probléme de Arrow.

Dans les autres cas, KeFJ@M(kO). Il est naturel de pen-
ser, dans ces conditions, que la politique optimale consiste a at-
teindre le niveau d'équipement k "le plus t&t possible" (étant don-
nées les contraintes), puis d'y rester.

En fait, dans le cas général, on a souvent intér@t 3
atteindre un niveau d'équipement k¥ tel que P(k*) < P(k) , mais plus
vite accessible que k (kg < k¥ < ¥ ou k> k¥s ) : cela, a cause
de la prise en considération de 1l'escompte, detaux g¢.

C'est ce que nous démontrons plus loin. Le calcul de

l'optimale ¥ se réduit ainsi 4 la détermination du niveau a attein-
dre finalement.

2.3. - SOUS-PROGRAMMES DE PROGRAMMES OPTIMAUX.

Dans ce paragraphe, on établit des conditions d'optima-
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lité valables que M  soit fini ou non. On peut considérer ces
conditions comme des adaptations & ce probléme du "principe" de
Bellman, utilisant les propriétés particuliéres de la Ffonction
exponentielle ; en effet, les lemmes 1 et 2 ci-dessous établissent
que la restriction d'une optimale & un intervalle est, dans un
certain sens, optimale. Les lemmes 3 et 4 sont des corollaires de
ces deux premiers lemmes. Nous déduirons de ces conditions toute

la suite du chapitre.
Notations :

1/ Fixons la valeur de M pour toute la suite de ce § 2.3,
(éventuellement M = +e ) , et soit J&(ko) l'ensemble des program-
mes admissibles correspondants.

2/ Nous appelleronsﬁﬁko) l'ensemble des applications de
[?,ﬁ]dans R, satisfaisant les contraintes A1, A2, A3 et A4 (ou B1,
B2, B3, B4 et B5 si M est infini).

T +o
W(x) = [ e prx(t))dt + [ P(x(t)e at
Y0 T
- [ P(K(t)e O dt + 70T J+mP(K(t+t)) e 0t gt
Yo 0]

X est une optimale de 5C(ko) si et seulement si

WE) = sup % ICP(K(t))e—atdt + =98 Y(r)

o]

Ked(k_);vt20 K(t)=
... K(t+7T) %
Une application X de R, dans R, appartient ajﬁ(ko) si

et seulement si :
o . . e T
- la restriction X, de X & [o,5] appartient a K (k)
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- la fonction K définie sur [?, +w[de la maniére suivan-
te
K(t) = x(t +7)

appartient a H(Xx@).

Par conséqueng :
W(E) = sup % J P(K1(t))e“atdt + e"“ﬁrWQK*K1evg%ko) ;
o)

£ (%) = £e) 5 ReM(EE) 4
Les contraintes sur K, et K, étant indépendantes :

Ve 2o WE) = sup%IcP(K1(t))e"atdt‘ K1eyf?ko) ; K, (2) = X(@) %
o}

(1) - | -
+ e 0t sup % rW(K)l Xe Jﬁ(K(c)) %
Cette relation implique les propositions suivantes :

Lemme 1:| si ¥ est une optimale de Sﬁ(kﬂ) alors, pour tout T >0,
la fonction k¥ définie par :
¥t > o _K¥(t) = K(t+z)

fod

est une optimale de EE(K(C)).

~t

Lemme 2:|] si K est une optimale de Jg(kﬁ) alors ;

P rb > -at = C -at o v,
vezxo [ P(R(t))e*‘at=sup j P(X(t))e *tdt|x(2) = ¥ (=) ;
O ) 1

X e &gc(kol_%

Lemme 3:| Si ¥ est une optimale degﬂ(kn) et ¥ une optimale dex(X(3)),
alors l'application K*ainsivdéfinie :

vee [o,d  x*(t) = K(t) vie [c,+o[ ¥*(t) = R(t-%)

est une optimale de Jﬁ(kol.
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Lemme 4:ﬁ si f est une optimale de 3&(k ) et stil existe 31 > G et

o 2=t
zo > Ty tels que K (%) = (z ), alors la fonction ™
ainsi définie :
* -~
Vte [“o,z:ﬂ K (t) = K(t)
i
Vi c*(e) = K(e-j [T- e ] )(e st 1 £
>z, (£) = K(t=~j o= ou j e a partie
entiére de ,mwlw )
CQ*‘Z»}

est une optimale de jﬁs(kolo

On voit 1mmed1(t »ment que les lemmes 1,2 et 3 se déduisent
directement de la relatlumw&‘ﬁa Démontrons le lemme 4.

P . . 2 + 5 . *
Définissons par récurrence une sulte de fonction (Kn) de
la maniére suivante :

# ot
(KO = ¥
2 % nn (8

E n+1(t)

W
Kn.(t

1l

si o

IA

t <t +n[§ "T'ﬂ

)
a“t--[té}--z:ﬂ) sit>cT +n£2m1

Cette suite converge ponctuellement vers la fonction x*
(définie par 1'énoncé du lemme 4) ; de plus :

H

. N ¥ "‘*'C - D
¥m entier men = K(z,) = K (c,+m [%2 s, )

. . * . My
Démontrons par récurrence que Kn est une optimale de(}%(k ).
Pour cela, montrons que !

v W) = Wieh

n+1 n
Posons :

- K R
R(t) =k, (£t + 2y +n (% 1))



§i K: est optimale, en vertu du lemme 1 ci-dessus, K est

une optimale de :

Wy (eq + n[zm 7)) =%(x*(c,))

Il résulte de (2) que :

* %
X, () = Kn(t) Vte [é, T, + n(z, - v1i]
" |

Par suite de lemme 3 ci-dessus, K:+1 est une optimale
de 3%(ko). Donc, comme

W) = W
Vn W(K:) = W(‘i)

Comme KX, * et x* sont uniformément bornées, il en est
de m&me de ’P(K ), et ?P t)ﬂ pour tout n ; comme la suite
(K ) converge vers x* , 11 résulte du théoréme de Lebesques (cf § 1.
3. 3 ) que :

lim VV(K:) = Wx*)

-®

Par suite, WV(K*) = ‘VV(f) , et k¥ est une optimale de

).

o

2.4.~ PROPRIETES DES OPTIMALES DE 3ﬁm(ko) (CAS OU § £ 0).

2.4,1.- Paliers.

-.n.l--‘—-nbuuun-“-bm
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Proposition si X est une optimale de‘}&m(kﬂ) telle que dans un
intervalle4£§1,'a;l:
(t) = x*

alors : M = m(x™)

' . E
et P a un maximum local au point k .

soit ¥¥ 1e programme ainsi défini

Vte [ozﬂ x*(t) = £(t) vt >,

.D'aprés le lemme 4, X* est une optimale de Gﬁw(ko). Soit
X le programme ainsi défini :
Yte [o, c] R(t) = x™(¢t) pove >r K(t) = m(k¥)
Comme : vt  P(E (t)) > p(x¥(t))
on a W) - W*) s o

Mais puisque x* est une optimale de Q&m(ko), et puisque feS@m(ko)

W) - W*) <o
donc o= W) - "W* =fp(m<k*)) - p(k*‘)] f e~ 4t
- T
Par suite : P(k*) = P(m(x*)).

Dans ces conditions, P étant monotone par morceaux et
n'ayant pas de paliers

- ou bien P a un maximum local au point k

. . . M ; .
- ou bien il existe un nombre ¢ < k tel que P est dé-~
. %
crolssante dans ilq,k J
Démontrons par l'absurde que catte dernidre éventualité

, , . o " %
est lncompatible avec les hypothéses Ffaites sur ¥ et ¥'. Posons -
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K(t) = ¥(t) Vte [oyzu;
SR x ~5(t-7,) ¥t l:"(“ o+ lLO 1_{*.]
< x(t) = k 1 e T e R S
¥
n 1 K
K(t) = (g Vte [Z«l + = LOQ “'“c”i’ y T [

-

K a les propriétés suivantes

K ¢ ﬁﬁw(ko) ; vt > '61 K(t) < K*’(t)
Donc 1 k*
- T +-'"Log o - a . sl +ot ,
W) - wx) = I 178 T _-at Lp(k*) - el 1])]; dt
“1
ot
+ | e [P(k - P(q)] dt < 0
1+ l Log k*
q

Cela impliquerait que k* ne serait pas optimale : c'est incompatible
avec ce qu'on a démontré plus haut.

. %
P a donc un maximum local en k .

2.4.2.~ Dérivée.

A 0 S e TR € T A € chts S0 S0 RS TS

5i X est optimale et continue au point B ,alors la dérivée a
droite de X av point T est égale & 0 ou ~4 K (w).

Proposition

Soit K une optimale d931 & k ) , continue dans un inter-
valle fﬁ G +E[: I1y a3 eventuailtes possibles

Eventualité E 1 : P est strictement croissante dens un intervalle

e R Sy 0 CRD ) (I NI WIS B e £ € bR Fy ARy e KT S G A g Ha

R s T P MO R G UG VR D25 0 €1 T Tte ¥k TR Ky W €3Nt KR R K5 s

RO T £ G £5T) e £T RN 65 KD DT CR O) S Y Bkt A s s eates Tacy
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Soit to un nombre tel que :
D o
< to < Tt +E

(), E(r )e 8(c=%) J K(e)-p, (o)

On peunt toujours déterminer un tel nombre, puisque K est
continue en T .. Posons

K(t) - ?(to>e_6(tmt0)°

Soitéﬁ l'ensemble des fonctions X appartenant i 36”<ko)
telles que X(t) = X(T) et K(t,) = Tc’(to).

D'aprés la contrainte B'4 (expression intégrale de la con-
trainte B4 : Cf § 1.4.3.)

VK e Vot e::"C,tO:J K(t) > x(t).
Par suite, si X appartient a 43, et si

It C,to] K(t) £ R(t)
t

t
0

J P(R(t))e *tat
v

alors
@)

j P(x(t))e % at

e

: Par suite de la croissance stricte de P dans ] fkc)-p .
X(©) +h [, il ne pourrait y avoir égalité entre ces deux intégrales

que si K(t) était €gal & X(t) presque partout ; cela est impossible,
car K(t) - K(t) étant continue & gauche et continue par morceaux, si

K(t) - K(t) = 0

presque partout sur ] T,t

o) alors
Ve ]‘U,toj K(t) - £(t) = 0
Donc : t t
° —at ° 5 ~qt
j P(K(t))e *tar < j P(E(t))e % at
ke T

I1 résulte des lemmes 1 et 2 (§ 2.3.) et de l'optimalité

de X que :

Vte[b,to:] K(t) = F(t) =%(t ) e
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Par suite, la dérivée a droite de ¥ au point T est :
Py
-5 X(T)

Eventualité E 2 : P est strictement décroissante dans un intervalle

e SO e O S S G NP Y AL G LIS SO U S A WD S SIS D R GRS VA G M A S GU U R A SME b S SV S A M AN WA N G G D Bl ey S e

La démonstration est semblable & celle, ci-dessus, rela-
tive & 1l'éventualité E 1. On choisit un point t, tel que :

T +&
T < to <

K(ry) , K(r)etEt) Rz -y, #(z) [

Soit X 1a fonction ainsi définie :

K(t.)

o) f(to)

R(t) = ¥(t) e ?(t -7) vee [o,t, [

On démontre que :

tO t

J P(X(t)) e %tat > j ° P(X(t)) eO at
(e} [

pour toute fonction K de Sﬁaxko) telle que X[ = f(C) et K(to) =
Kt ).
o)

On en déduit que :
vee [Tt [ ®() = R(r)

Donc, la dérivée a droite de X au point © est :

- & K(z)
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Eventualité E 3 : P a un extremum local au point X(t).

. S A T Y SO o S 00 R T N 0k S T VD W W S RS ey S i et ot o B A A . S s0XS W

Deux cas peuvent alors se présenter :

4

- ou bien X est constante dans un intervalle [f, T o+ e{, (p>0)

~

dans ce cas, la dérivée a droite de X au point © est nulle.

- ou bien ﬁ n'est pas constante dans 1'intervalle{jt,‘5+ve[, quel
que soit @>o0 : alors, par suite des contraintes B2 et B3, il
existe un nombre @,, positiﬁ, tel que X est strictement monotone,
continue et dérivable dans L'c:, T+ e1[ .51 t appartient a] c,a+e1[,on se
trouve au point t dans 1l'éventualité E 1, ou 1l'éventualité E 2 ci-
dessus (selon que K est décroissante ou croissante dans[?,‘5+ 91[):

Vte:] G, T+ 91[ Kr(t) + 8 f('('t) = 0

Autrement dit :

Jxso  vee g T+  K(e) =k e (£-F)

Comme ¥ est continue au point T:
x = X(2)
et :
~ - t_:t
WGB,C+&£ ’Kﬁ)xﬁW)eg( )

Par suite, la dérivée & droite de X au point 7 est é&gale
~5
a - » K(7).

La proposition est ainsi démontrée dans tous les cas.

e SO I YT S D T A 1O Y S S

Proposition | §i X est une optimale'deiﬁim(ko) discontinue a 1'ori-
gine, alors :
vt >0 -K(t) = mlk. ) >k,
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Soit ¥ une optimale donnée de 3ﬁaa(ko)~

. X
(a) Tout d'abord, construisons une optimale K telle que :

X*(t) > kg

~ » “~
si x(t) > ko pour tout t, alors posons X" = K .

Sinon, soit

‘D:inf%t,i(t)<ko %

Remarquons que T>o puisque i(o+o)>1ko. Montrons que :

X(z) = X(o) = X,

-~ vt
Comme X est continue & gauche, et comme XK(t) > k, pour
tout t appartenant a [o,a[: , f(b) > ko. La définition de T
implique que :

o @ et par suite :

(o)

~

K( T+0) < k

~ ~

K( T+0) < X

Mais d'aprés la contrainte B 2 :
£( T +0) > X(T)

Dong : X(o+0) = ¥(%)

it

et : X(o) =ko

Posons done, lorsque X(t) est inférieur a k, pour certaines
valeurs de t

)

it

* <. . . -
K™ (t) = X(t-jxz) (j étant la partie entiédre de

Il résulte du lemme 4 que K* est optimale, et de la défi-
nition de T que k*(t) 2> k. pour tout t.
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(b) Pcsons
¥V t>0 K(t) = m(ko)
K(o) = ko
Comme k¥ (o+0) = f(o+o)> ko o+ si * £ % , alors

B (x*(t)) < 7%t p(R(t))

sur un ensemble de mesure non nulle, donc

k* étant optimale , et X étant un programme admissible :

K" =K

La proposition est donc démontrée.

S - SO S U ) o oy MRS St M WSS (S A Ty s iy s o ot (i T ot ths s s e s

L%

Proposition Si X-est une optimale de g&u:(ko) continue a l'ori-

gine, alors ¥ est continue en tout point.

Démontrons cette proposition par ltabsurde.

Soit ¥ une optimale de j&:m (ko), non continue dans Eo,+w[
mais continue au point 0. Soit t, son point de discontinuité le plus
a gauche : t, est défini, puisque l'ensemble des points de disconti-
nuité est fini (contrainte B2), et t, est positif. Appdlons ¥ 1e
programme ainsi défini :

¥t > 0 X
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Dtaprés le lemme 1, x* est une optimale deiﬁug(f(to)) ;

:n vertu de ce quton a démontré au § 2.4.3.
* 4 -

¥t > O £(t) = m (XK(t.)) = K(t

T11 résulte de la définition de to que ¥ est continue dans
[}v tO[:z X a donc au plus un point de discontinuité , qui ESt ty
Par suite de la proposition 2.4.2., la dérivée a droite de X dans
[b, t [:est égale & O ou a =% K(t) ) donc est négative ou nulle ;
comme ¥ est dérivable par morceaux, e a la m@me propriété, sauf en
un ensemble fini de points. Comme de plus E est continue dans [p t [
£ est décroissante (au sens large) dans [o t [

I1 existe dohc un nombre t, tel que :

¥

e
ct
IA

K(t2) < k

Soit X la fonction ainsi définie

~
-+
il
~R
ct

Vte [ovtaj

Vte] tos +w[

Il résulte de ce qui précéde que (puisque f(ta) =

~
—
ct
~
H
x‘
E 3

K(tg) < k" = X(t) pour t> tg)

K(t) » ¥(t) Vte] tys to]
4

(t) Vt¢] tyr b

Ainsi, si L existait, 'VV(K) serait strictement supérieur
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5 W (R) : cela est impossible car ¥ est optimale. Donc ¥ est con-
tinue.

.
2,5, - DETERMINATION DES OPTIMALES DE J{-w(ko).

Nous allons d'abord déterminer la "structure" générale des
optimales, & l'aide des propriétés énoncées auw § 2.4., puis nous in-
diquerons la signification économique de cette "structure". Nous en
déduirons un algorithme "simplifié", permettant de calculer les op-
timales pour un équipement initial K, donné , puis l'algorithme
proposé par Arrow dans [1] , qui sert a déterminer les optimales
quel que soit l'équipement initial. Enfin, nous établirons selon
les cas le nombre des optimales, et en indiquerons 1l'interprétation

économique.

Nous nous bornerons au cas ou 5 # O (le cas contraire
est étudié au § 2.2.7.).

e o D O3 UM LSS IR s W AR 00 W DY HUY W EER e e Ve S IR s Ciuie N (e S deaen e s e s e oaset ey B axes e iy EAon D w0 e TSt

o 4’ "; ! i K 2 3 .
Théoréme 1 Il existe une optimale X de}£<&(kﬁ} définie par
e“6t %
£
ob k esttel que P(X) est un maximum local de P et un

ns [E,+W%;

YVt >0 X(t) = max % k, k

maximum 91(}3 IR

b M » A 7 N
Dtapres les propositions 2.4.3. et 2.4.4., si X est optimale:

. ou bien £(t) = m(ko) vt > 0
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. ou bien ¥ est continue.
Dans ce 2&me cas, par suite de 1la proposition 2.4.2.

. ou bien X'(o+o) = 0 ; alors, le programme K(t) = kg
est optimal, k  correspond & un maximum local de P (proposition 2.4.1).

~S
. ou bien X'(o+0) = -8k .
Dans cette derniére éventualité :

. ou bien X' (t) = -5 K(t) quel que soit t ; autrement dit,

~ _ -3t
K(t) = ke

. ou bien Fr>0 [ K'(t) = - sK(t) pour te [bst{:

' (€ +0) = 0

Cela signifie que :

ite[o,7]  K(t) = k_ e7®F
Vte[C, +w>[ K(t) = X, e~b¢
p (¥
osons Kko,k(o) = kg
< o~ ...ét
Kko,k(t) = max % ke ",k % pour ‘t.> 0

Dans tous les cas, 1l existe au moins une optimale de

I ~
n " 3
}&Oa(ko) de la "forme K]o,] :
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/ n
Klg’t,)k* (Cas I) K(t)1< (Cas II)
O O! O
x* o
K
kO . k*
s e o i i 2 e .,>>
t t
n I
K(t 5 Cas III ¥ (t) Lk C
(D ore eas 110 (1 (¢as 10
5\\\
- > >

Interprétation économique

Le théoréme I ci-dessus signifie qu'il existe au moins
un niveau d'équipement optimal Xk lorsque 1les conditionsvéCOnomi-
ques (demandes, cofits, taux d'actualisation) sont stationnaires.
Le programme d'investissements qui consiste & atteindre ce niveau
le plus vite possible, compte tenu des contraintes, puis & y res-
ter, est optimal :

. 81k > X, (cas I) , on fait a la date O la totalité de 1'inves-
tissement d'expansion nécessaire pour atteindre le niveau k A&
partir du niveau ko.

. 51k < kg (cas IIIet 1IV), on s'abstient de tout investissement,
qu'il soit d'expansion ou de renocuvellement : en ne remplagant

pas le matériel hors d'usage, on atteint ainsi peu & peu le ni-
veau d'équipement k.



. lersque le niveau optimal k est atteint, on y reste, en se bor-

nant a 1l'investissement de renouvellement nécessaire.

2.5,2.—- Algorithme simplifié.

hbowu&u&‘_}mmmmavgx ey iy v e G s o ey 5 By £ bty uny v men

Cet algorithme permet de déterminer une ou des cptimales
Ve . . . L . . . |
d@:wjms(ko)g mais pas nécessairement toutes celles-ci (cf § 2.4.4.).
I1 se déduit directement du théoréme ci-dessus.

Algorithme 1ére phase Détermination de kg 1 que P(k“) =
max %P(k)hgzk a%

2éme phase Calcul des nombres k19 ko, ...,k tels que:
E . ” N l *
P(ki) est un maximum local de P

P(k?) = max %P&k)g k > k%$>

3eme phase Calcul de WV(KK k%) pour i = 0...1
oER S R I

4éme phase Détermination des kgmqgj maximisent

’M/<K1 1%) POUY 1 = 0,...,1,
u_g<oy —— . .
- -y '\i ° ° »
Le calcul de ®V<K1 %) se Fait ainsi
(QM\ 1
itogr
5 3 e q‘%vkl)
Vi=T,...,1 Il ey T (1
45 e Pk
ou, en posant x = k_ e Ot
Ly N
P(x) x° dx 4 P(k?) i
.
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Pour plus de détails, on pourra se reporter a [:5]°

i s Gz Gtz €20 s O Cns e s dwaes S tate €A EA B SN0 Thee CEA W3 KT ORES CHSS GED e @

Cet algorithme permet de calculer une ou des optimales

dezﬁw(kb) quel que soit k.

. Y ' )
Soient k:’ k1,..,,k§* les valeurs de k, classées par

ordre croissant, telles que

P(k? = max g P(k)‘ k > k? ; Vie %opT,onoi* g

P(k;)est un maximum local de P.
Par suite de H1 (§ 2.1.), l'ensemble de ces nombres est
fini ; d'aprés la proposition du § 2.3.7., tout palier d'une op-

timale a l'une de ces valeurs.

Soient Eo , E1, cees k_ (T < i*) les nombres appartenant
a %ki, k: ) eee k§*§ , tels qu% :
i
WN(?- ) > WNQEE 1* ) Vie % 0, 1y°°.,ix%
ki, k4 1745 )
I1 résulte du lemme 2 du § 2.3. que tout palier d'une op-
timale a 1l'une de ces valeurs. L'ensemble Eo’ ces ET % est

donc l'ensemble des valeurs des paliers dés optimales de Bﬁm(ko)°

Posons

o = W - W g)

i1 i

Vi est continue ; par suite des définitons de k; et Kk, |
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Vi(k)=0 (16%1, e,"i’% )
a au moins une racine, Ky, dans {:Eia1g Ei] . Posons de plus
ko =0 Kipg = %9
() e -~ ~ /\#’ a
Proposition Si ki, <k y<k; ou ko = ki _q__avec 1=1, alors
Ko, fy 1 —28t une optimale de H o (k)
5 X e X t
i = k. r = t son
ik, ;s _@lors ko —Ki e Y K5 1 nt
des optimales de s oo (kol;

En effet, il résulte des définitions des nombres k? et k. que

o L34 N L4
a/ si ko <k, KkO”Eo est optimale.
b/ siky 2 ke, K . est optimale.
o'"1
~ ~
¢/ sik, ; <k, <k, alors K ¢ ou K g sont
o' i-1 0, 1
optimales.
c.1/ si Ei~1 <k, < Ei , alors f% £ est optimale.
o' Ti-1

~ et
En effet, sinon, K % serait optimale ; comme K« T
kO' 1 ki’ i1

)

est, par suite de la définition de ii, une optimale de 3£°°(ki)”
l'application * telile que :
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N Ay z s 1 o~
K%(t) = KE,E (t) = k., e tG[:Oa ';)‘ Log (kl/koﬂ

H
=<'l

iK¥(t)

vt > L Log (k. /x )
- A 1 7o

)
serait (en vertu du lemme 3) une optimale de 'w(ki)° Cela est faux,

car, par suite des définitions de Ei—1 et Ei
vte[o, 1 Log (¥,/k,)] P(K¥(t)) < P(X,)
’ 8 1" 0 = i
Donc X, = n'est pas optimale, et X l'est .
ko’ki ko’Ki-—1

c.2/ si ky <ko < k; , alors Kko’Ei est optimale.

~t

En effet, sinon, X % serait optimale ; cela impli-

KooKy g

O,

querait que l'application x* , telle que :

K*(t) = kg e Bt Vte[§, % Log (ko/§1)]
*(t) = Ei Vte[% Log (ko/gi)y +M[

serait optimale, ce qui serait incompatible avec la définition de

k..

i

c.3/ 81 k_ = k. (ifoetifT+1),% + et
o] 1 ko,ki

~/
Kk X sont toutes deux optimales, par suite de la définition de

o’ i1
ki.
Algorithme. | 1ére phase Calculer kf , k?, ooy kf« , tels que :

[P(ki)z max % P(k) ]| x> kf_%

< P(kz)z maximum local de P

*
£
\.

[Ie.

* *
> k1 Doe. > ki*
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2éme phase Calculer EO, f1, oo, EI tels que
vi>o k. = 1nf%&§' k? >k, q_i
WE, g2 WE,
MR N Y

5 - / a/b
a b T dprw Y_1¥ *
: i P(x) x dx +ki—1p(ki) kj Pﬂaﬂﬁ 0
S
3éme phase Déterminer les nombres ii tels que :
~ )
Wiy p 2 =W ) =0
I i*™i
le ; 1,000 1 %
\
X, 2. o/6 4
a (1 5 - - 2 _
ou £ jE P(x)x’ ax+(E; )" P(E, ,)-%. P& )=0
i-1
~ ~ o
ko= 0 Kyjg = %

2.5.4.- Nombre des Optimales de 5£<»(k ).

- o -y e

Théoréme II

— — iy s - - o W € W T v

Ty e DR Iy G G s ) S £ €0 om) e i s et ooy oo () aem

A, Si ki__1 < kC < ki et ki__1 < ki—1 (ou si kC < ki

est l'unique optimale de
1

. “/
avec i = 1), alors X
ko’Ei~

g{m (kol
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51 k. £X i K, £
B. Si ko = ki £ Kk, et 1>o0, alors k ,%. e
o' i=1
S
gk < sont les seules optimales de 3£¢%KkolL
o'™1
» ~ —‘— g o . .
C.sik. ; =k ;< ko< k. (i 1), alors l'ensemble

des optimales de :sz(ko) a la puissance du continu :
'1_2 ou i = 1, toutes ces optimales sont
soit KX, = , soit de la forme (T étant un nombre
T KRy

réel positif ou nul quelconque)

(~ 3 -8t P =
K(t)_koe Vtg[p,gLog(ko/ki_1l:]
o - 1 o
‘thzzki_1 ‘ Vte[gLog(k /ki_1) ,

<

I =

*d 1 P 4 v
K(t) = Ei_Tewa[t—t"ELog(ko/ki—1ﬂ Vte[%+%Log(koégi_1lL

1 /5

1 /7=
Vte[}+€Log(koL£im224iﬁ:

1-2

K(t) = K.

~

Soit X une optimale de :Hmm(ko) i si f(t)s{iiqu fi ],
et si K'(t) est défini et nul, alors ®(t) = Kk En effet, il

Ad i—-’] : e
resulte de la proposition 2.4.2. que si K'(t) = o, X' est nul dans
~
un voisinage de t, donc K est constante dans un voisinage de t ;
Py
cela implique, d'aprés les lemmes 4 et 1 que K%(t) %(t) deit &tre
) s -

une optimale dej{%ﬂ(f(t)) ; or , les définitions de Ei_q,kiu1etgiim_

. - A vy 1 )
Bllquent que ki-1 est le seul nombre k de[:ki~1’kij tel que

Kk K soit une optimale de gﬁﬁs(k)
H

=
1

i-1 <X <Xy i-1 < %5
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~J )
S1i K n'était pas continue dans [6, +mr , d° apres la pro-

position 2.4.3., £ serait égale a une constante dans'}o, + o2
tant donnée 1la définition des nombres EJ, cette constante ne pour-
rait &tre que k.. Mais il résulte de la proposition 2.5.3. que,

comme ko < ki' f% T n'est pas optimale. Donc K est continue

o'i

; é~-

Lo

dans le cas A.1.

—

Par conséquent, K' est défirie dans un intervalle {o,t ;

LA

d'aprés la proposition 2.4.2., ¥' =0 ou &' = 5f’; en vertu de ce
qu'on démontre au début de ce paragraphe, X # o0 si Ke[k 1,k 7

et ¥ # Ei—1 . donc ¥'(t) = -8%(t) tant que K(t) > k1—1 , et
Vte [o,% Log —Q——‘] K(t = ke -5t
1-1 -~
D'aprés la définition de k 1 puisque fi—1 < kl 1
la seule optimale de jU~ (k )est K— . ; par suite (lemme 1),

i-1?71-1

la seule optimale de Sﬂﬂn(ko) est Kk E

P
A.2. ki g < kg < kg

Si X(o+0) > X(o0) , étant données la définition de 9: 1
et la proposition 2.4.3.

¥t >0 - K(t) = ki—1

D'autre part, ¥ ne peut &tre continue ; en effet, si elle

1'était :
B 1~
Vte | o, lLog ks k() =k e 8%
L8 T °
1-2
et selon le lemme 3, ﬁk g serait une optimale de jﬂc%(kQ) ; or,
. . 0! i =L
on a démontré au § 2.4.3. que c'était impos-
sible si ki-1 <ko <ki~1 .

En conclusion, dans le cas A, la seule optimale de

i}&m (k) est X =
© ko’ki--1
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Dans ce cas, la seule optimale de~H:m (ko) discontinue
en 0 est fk T (proposition 2.4.3. , et définition de Ei)n Pour
o’ 1

toute autre optimale, la démonstration relative au cas A.1. est va-
lable. D'ou la partie B du théoreéme

LY — ~
C:ki y = ki 4 < ky<ky (i > 1)
Cotet kg =Ky g = Ky
~F
Etant donnée la définition de ki— ]
‘ .
Vg, ~ -
W (kg ) = W ¢ )= P(7i-1)
i-1t Ti- ie17%iu2 &

Soit K., l'application de [,o,+m[ dans Lo,+mLainsi

définie
- -
k. (t) =k _, Vte[o,=] .
r 1 — (.-
< X (t) = k e Bt Vtelt, T+ — Log = 11
[ 1-1 : E tKl o
- T e
K, (t) = k. ¥t > T+ — Log =~—
T 1-2 - 5 IS
rV‘/( -t at Vi
K):fe P(EK, .) dt + e Wik, -
© o 1-1 kipky o
k B -0T -0z
_ P(Ci-1) ! e \ e _ 1 or
B a T AT TR P<E1—1> T q ‘(‘i—l>

Donc, quel que soit T>o, K. est optimale.
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Par un raisonnement semblable a celui que nous avons
~d
fait au § A.1., on peut démontrer que si .ki-2 < k 5+ il n'y a

pas dtautres optimales de }&m (ko) que c(o< e +w) et
Kl'c' 1—(— . Si Ml 5 = IE , on introduit des fonctions k, To for-
nés de pallers de valeurs Ei_1’Ei-2 et éventuellement k1 5 » sSéparés
par des arcs ol K'x .. (t) = L O (t) etc..

1, ~2 1, &2

~ - ~t

g at ~k .
Comme ki-—1 < ko < 1<i , Kko'—i-1 est une optimale

(proposition 2.4.3.). Il résulte du lemme 3 que si K* est une op-
timale de ('}{;oo(l'zi_ﬂ et si :

(o o1 ‘ _ _ -5t
vtelo, + Log (k/F;_ 1¥] K(t) =8 ¢ (t) = ke

~
—
+
~
|

= ¥*(t-3 Log (k/E; ;)

Vtei- Log (k /kl 1) +10

r’
alors, X est une optimale de d&m(ko)o

Réciproquement, si X est une optimale de ¥ pc—(ko)

-

I. K'(o+0) = -sk_ K(t)e] &;_,, OL__> K'(t) = —8K(t)

(définitions de Kk, k , Propositions 2.4.1., 2.4.2.,

i-1"
et 2.4.3.).

. *
IT. si X' (t) = K(t+- (k /1<l 1 dans [o,+w[,alors ™ est une op-

timale de }’b (1< ) (lemme 1)

On en déduit immédiatement la "structure" de l'ensemble
des optimales de K m(ko) de celle de 3; o (121_4) (cas C.1.).
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Interprétation économique.

1) Le théoréme II signifie que "presque toujours" le niveau
d'équipement optimal correspondant a un niveau initial ko donné
est unique.

Lorsque le niveau optimal n'est pas le mé8me pour tout
niveau initial, 11 existe des niveaux initiaux, en nombre fini, pour
lesquels il y a deux niveaux optimaux (et ces deux-ci seulement,
sauf dans des "cas exceptionnels") , 1l'un supérieur et l'autre in-

s

férieur au niveau initial considéré.

I1 vy a des cas (qu'on ne rencontre "presque jamais") ol
il existe plusieurs niveaux optimaux inférieurs au niveau initial:
alors, un programme est optimal s'il consiste a atteindre le plus
grand de ces niveaux optimaux en s'abstenant de tout investissement

et ensuite :

. S0it a continuer a ne pas investir du tout, jusqu'a ce gu'un
autre niveau optimal soit atteint,

by

. S0it a rester a ce niveau optimal durant un temps quelconque,
puis atteindre le niveau optimal immédiatement inférieur en n'in-
vestissant pas.

. 801t a rester indéfiniment au méme niveau.

Une fois atteint un niveau optimal k, le méme choix se
présente a nouveau s'il existe des niveaux optimaux inférieurs ;
sinon, le programme optimal consiste a rester indéfiniment au méme
niveau.

Les cas ci-dessus qu'on ne rencontre'presque jamais"
ont cependant un intérét pratique : en effet, si on se trouve
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npresque" dans un de ces cas, le théoréme II permet de déterminer
les programmes "presque optimaux" (ctest-a-dire tels que

WN (x) ~ LW(fg)). De tels programmes peuvent &tre préférables dans
la pratique au programme optimal, si on tient compte d'éléments né-
gligés (il y en a nécessairement) dans la formulation mathématique
du probleme concret.

2) Le niveau K du "palier optimal" est ainsi une fonction en
escalier croissante (éventuellement multivoque dans certains inter-
valles) du niveau d'équipement initial ko' I1 en résulte qu'une fir-
me (ou un monopole en économie fermée qui prend le profit actualiseé
comme critére de décision d'investissement) a des "possibilités de
développement" dépendant du niveau initial ; celles-ci sont d'au-
tant plus grandes que ce niveau d'équipement est plus grand.

I1 est possible que ce modéle donnerait des indications
intéressantes pour déterminer dans quelle mesure une firme (ou une
branche d'industrie) peut atteindre un certain niveau ou rattraper
telle autre firme (ou la méme branche d'industrie de tél autre pays).

2.6.- PROGRAMMES OPTIMAUX DE :H) v (ko)

Les démonstrations et algorithmes de ce paragraphe sont
analogues a ceux relatifs a '}ﬁlm(ko), C'est pourquoi nous serons
plus concis.

AN Ui S DO T SA T SO W o CAOE THIE T WO SO WA W O T, T e SO o IS O SN YOS, TN I ) WD A A TP IS s S W s W e RS M SN G Tl (7K o M 46 O s

Proposition 2.6.1.1.] Quand ¥ est une optimale defﬁﬁ_gc) telle que

dans un intervalle Eﬁq, ﬁé} X(t) = k :
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. 81 8>0, alors k < M/s, et P a un maximum

local au point k.

. si s=0, et si E>'kop alors P a un maximum

local au point k ; si s = 0 et k = k., 1l

existe un nombre positif ¢ tel que P est

T F -
décroissante dans [k , k +&

En effet, on déduit aisément des lemmes 4. et 1. que la politique
K telle que

vt > o K(t) = k
doit &tre une optimale de S&M(k*) ; cela implique visiblement que
si s>0 ou k > ko’ P a un maximum local au point k et que %i
k = k,» P est décroissante dans une intervalle [ko’ ko +§}(£>o)
(démonstrations analogues & celles du § 2.4.1.).

D'autre part, il résulte de la constance de X dans 1'in-
tervalle considéré que ' y est nulle, donc que (contrainte A4 dans
le cas ol §>0)

K'(t) = 0 < M—sK(t) = M sk => k < M/3

g
Proposition 2.6.2.1.] i ¥ est une optimale deaﬁnwigc) alors la dé-

r rivée a droite de X en tout peint © est égale

3 -s8(t), M-3K(t) ou o (c'est-a~dire, lors-
8

que =0 : M ou o

En effet, comme au § 2.4.2. on peut se trouver, si s> o0, devant
l'une des 3 éventualités suivantes

Ches G G TR e ) S A W €204 Sty oy o e T R O 0 O By €O (D T My G St £ SR Y o XA AT G (0 ks et M N B A0 R e K e Ao $aee S (S G TR (TN A CivCe e 4 s m Toedn RS TR

S G D S TS (50 D e e S e T €200 W) G Coeme RS RS RS (o KD WS HEMY Swns SRE Sam) SRS R
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. Soit t_ un nombre supérieur a . Posons

0
. [ X ] o~ (t=7)
)

TN
~
o}
o
it
ol

(t.) x e'a(t -t )
0

e
3
O
o
S
1

(@)

A/
On peut toujours choisir t  de fagon que K(t
et ng(to) appartiennent a l'intervalle ] X(z) -9, X(z) +y

D'aprés la contrainte A'4 (cf § 1.4.3.), expression in-
tégrale de la contrainte A4 :

X, (&) - K¢ () 20 et Ko(to) - K (t,) %o.

Donc X et K étant continues :

T ¥ [‘c,tol K (t%) = x ¢ (%)

0

soit k¥ 1'application de [;,tgz dansE?,+«ﬂjainsi défi-
nie :
Vte[c X

Vte[t*,

~
b 3
—~
t
~
il

K., (t)
K (t)

AN Y R
~
*
—~
ct
~—
)

%o

Si X est un programme de S%M(ko)’ tel que X () = X (%)

et K(to) = f(to) , alors, d'aprés A4 (cf § 1.4.3.)

te[T, t,] K(t) < Ko (t) et X(t) <X (t)
Par suite :
Vte[?,tqg K(t) ¢ K*(t) et  P(x(t)) < P(X*(t))

Par le méme raisonnement qu'au § 2.4.2. (éventualité E1),
on en déduit que :
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>

et ~L
La dérivée a droite de X au point © est donc M-5K ()
ou -sK(¢) (si t* =v).

Eventualité E2 : P est strictement décroissante dans un intervalle

—— o 1 P Sk I Sy TV N e €hwe Ra> D TR XM G MY AT £ o w ms ww G

On démontre de maniére analogue, en intervertissant
dans la démonstration relative & 1l'éventualité E1 les rdles respec-
tifs de T et t , que la dérivée a droite de K au point = est

o
-3¥(z) ou M-sK(7T).

On démontre d'une maniére semblable au raisonnement de
fod . LAY
5.4.2. E3 que la dérivée & droite de K au point T est o, -5K(©)
Ou M "'6wa<.’\‘:>0

Lorsque & = o , on démontre de facon semblable que la

[
dérivée a droite de X au point = ne peut prendre que les valeurs O

ou M. Dans 1l'éventualité E1, on introduit les fonctions

(k. (t) = X(z) + M (t-3)
‘i K, (t) = K

.
et la démonstration se continue d'une maniére analogue a celle re-

lative au cas ou #>0.
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-
Théoréme III| Si 5 = o, 1l existe une optimale de,f@wigo), de 1l'un
des types suivants
~ -
I) ¥t > o0 K(t) =k, =Kk
* ~
" Vte[ﬁ,t ] K(t) = k, + Mt
II)dtSo
RS ¥ AL * -
LVte[ t, +m[ K(t) = ko + MtT =k
ol k est tel que(P a un maximum local en k

(P{E) = sup{ P(K)] k< kK < &}

La proposition 2.6.1.2. implique que X'(o+0) est égale
a 0 ou M.

. si X' (o+0) = o0, il résulte du lemme 4 (§ 2.3.) que le pro-

gramme X égal a ko quel que soit t est optimal.,

. si f'(o+o) = M, 11 existe un point t >0 tel que g'(t+o) # M.

En effet, le programme :
K(t) = k, + Mt

n'est pas optimal, car le programme X ainsi défini (k étant 1le
point pour lequel P atteint son maximum absolu sur[},+°°[ )

' B kK-kn
K(t) = k, + Mt Vte_‘o, i é]
<
. - ~ k-k -
K(t) = k Vte T Q , +°°[
r E"'ko —
est tel que Vte[:o, = ] K(t) = K(t)
) -k
Vte |—2, +00 X(t) < E(t)
9 M ’ <

soit t¥ = inf 3t ‘ K (t+o) £ M %.

I1 résulte de la proposition 2.6.1.2. que f'(t*+o) = 0. Par suite
des lemmes 3 et 4 (§ 2.3.), le programme :
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i

X(t)
K(t)
est optimal.

Mt Vtel—ot:]

Mt Vte [t +oo[:

Théoreme IV| Si §> 0, et si k < M/s, i1 existe une optimale de

3€ (k ) de 1l'un des types suivants

I) ¥t2o K(t) =k, =k
I1) vt 3o K(t) = M/5+[kom%_je“5t<z = /s
¥z M T, M) -st

Vtelopt_] K(t) = = K e

111) T t%30 . - . SJ o

—— ¥t > t K(t) = —+[k 8

V) ¥t > o £(t) = koe“5t;>i = 0
Vte[o t*] f(t) = kO ef‘&t

v) Jt¥>o — —x
lft s tF K(t) =k, e =k

o _k est tel que P a un maximum local en X et que

P(k) = sup % P(k)] k compris entre k et k g

La proposition 2.6.2.2. implique que X' (o0+0) est égale
a o, M ~5ko, ou ~5ko

A - 51 %'(o+o) = 0, 1l résulte du lemme 4 du § 2.3. que la

politique X égale a kO quel que soit t est optimale (type I)
. n
B - Si K*(o+0) = M -5k
B1 : ou bien X'(t) = M-a%(t) ¥t >0 (type II)

M-sX(t)  Vtelo,t¥; ¥'(t*+0)=0

(typeIll)

i

B2 : ou bien f'(t)
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Dans ce cas, XK' est nulle dans un intervalle] t*, ¥ +€{7 et le
programme K™
tel que : ¥t e Lo,t¥]  k¥(t)
est optimal.

]

P
K(t) , ve>t* X

B3 : ou bien (Vte [o,t*[: Kr(t) = M -5 X(t)
|
) Kr(e®
L

Montrons que ce cas est incompatible avec l'hypothese

+0) = nsﬁkt*)

ko < M5,

On démontre aisément, en s'inspirant de la démonstration
de la proposition 2.3.2., que si un tel nombre £* existait, P serait
croissante, dans un intervalle j}f(t*).y , fkt*)] . Dtautre part,

K serait croissante dans un intervalle ] t* -E,ﬁ], et décroissante
dans un intervalle Et*y t* +&[° Soit 8, un nombre tel que

L3 ~ ~r A ¥
0<t -8, <t et K(ﬁ5>K(eO)>KCt) -9
Si le cas B3 était possible, il existerait un nombre B4
tel que
g, > t* K (¢ )=K (0.)
1 \Gi)~K(60

On démontre aisément que 8, - £* <E.

. ¥ . . 4 A
Soit K 1le programme ainsi défini

¥te[o0,8] k() = ¥(t)
F ot . ., c
¥t > 8, K™ (t) = X(t-] | 68,- eo] ) (j étant la partie
entiére de t=fo )
91 ‘””90

. . * . . -
I1 résulterait du lemme 4 que X~ serait optimale. Soit ¥ 1le program~-
me ainsi défini



x*(

*(e*) = B

t)

It

Vte [o, * ] K(t)
| Tte [ ¥, +mf K(t)

]

si t > X, K(t) et X™(t) appartiendraient a ] fkt¥)_7 ,f(t*)] :

de plus, X(t) > (t) presque partout sur [ t*,+%[: ; comme K(t)zK*(t)
dans [.o,t ] ) 'VV(E),>TM4K¥) , ce qui contredit 1l'optimalité de

K*, donc de f

Par suite, 1l'éventualité B3 est impossible.

C. Si ﬁ'(o+o) = ~ﬁko , on a l'une des éventualités C1 ou C2
c1 : Xr(t) = -5%(t) Vt > o (type IV)
c2 (K (t) = -a%(t) vte[o,t* [
- *
K'(t) = o Vte{t ,+m[

Ce cas est analogue au cas B2.

c3 ¢ Si{Kxr(t) = —5k(t) vte [o,t

K1 (t™+0) = M-k (t™)

K ne peut &tre optimale : la démonstration en est analogue a
celle du cas B3.

-s...-——o_,————mnqwummmmmmmm—mm—..« o s s

“un“mmwmu&u S s tex ©en G GO S b e S O B e e Oy o

" E - ol o as
Soit Kkopk ltapplication de [§,+m[ dans [9,+ ['a1051
définie (ko < M/g)

. _ * I g
-si §=o0 Ky yk(t) = min % k, + Mt, Xk }
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~ o * min b X MY st
- S1 § > O si ko < k Kk ,k(t> = min g 2 +[%o 61 e , K %
<sik =k o (t) = k
o) ko,k o
. * _ -5t
LSI k2> k Kko,k<t) = max % ko e ", k %

On vérifie aisément que toutes les optimales indiquées
dans le théoréme ci-dessus sont de la forme Kk Rk L'algorithme
ci-dessus permet de calculer k pour une valeur flxee de k ;oson
principe est analogue a celui du § 4.6.

Nous utiliserons le fait suivant, aisément démontrable :
si P(k1) et P(kz) sont des maxima locaux de P , pour que
v ® .
A (Kk k ) > VV(Kk1’k1), il faut que P(kg) > P(k1).

Algorithme A. Détermination des nombres kf , k:,..°,k: tels que:
. e
(cas ol § >0) (50 = Kk
. #* M, * .
Lgi = inf % K | ki < k<5 P(k)> P(k. )
P(k) max local de P %
Vi : ,,",,mg
e (4

B. Determlnatlon des nombres k

*
o kn tels que

m¥1
y |
_n+1i§ER§k,kﬁL£ > 0 P(k)>P(ko) + P(k) max local de P%
* *
ko =sx,1pg1<lki__1 >k > 0 ; P(k)>P(k i 1) P(k) max lo-
cal de g%

Vie % m+ 1, ... 10 %
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P \ ~ * *®
C. Déterminer ke 2_50L£1,o°,,kmg0,.,kn%tels que
rV/(K; i) = max }NV(K; kxl
o’ i o'i

Dans le cas ol § = 0O, oa fait dans l'algorithme ci-
dessus m =n (donc la partie B est supprimée).

Notons d'autre part que :

k a1
— A= 0
. M, * [ ey |8
- 81 8>0 et ky < ky < 3 \V(Kk X )‘[E - J Ef (v) Plydy
172 k1
8 a
ky 31
.+ 81 >0 et k, < k, < u WM(K* ):k'a/ﬁEl- y P(y)dy
1772 1<1
+ k2 ~—aa-
k, ak,/M
N 2 1 _
. 81 f=0 et k, > k VV(K* )=J v e OLY/MP(Y)dY
2 = ™1 k1,k2 X
1
a
. P(k») e*‘l\fl(kg"k'l)
a
. _ * _ P(kp)
. sik, =k, W(Kkk)_OL

e e 0K S KRS ere ) S e 2we o SR NG W G M S UM e R Y et W o S O o

Cet algorithme, analogue a celui du § 2.4.3. permet



de calculer
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une ou des optimales de :ﬁ;M(ko) quel que soit k.

- *
Algorithme.}] A. Déterminer les nombres kg R kT y o 00y ki# , tels
*
que P(ki).
soit un maximum local de P et que
' *
0 < ki < ... <k.x < M
<k TS A}
B, Déterminer les nombres Eo’ Kipo.., k- tels que
(W1 o % ® ' * % x*
Wk X a)zmaxg (K*, ) logi<i” ; P kjl > ngol_i
) kogko koykj
- X | . % * *
i K. 1nf%k ,k3>kln1 ’WVSKk* k*lzgifﬁ WVgKk* k*)—%
N, 17711 j'T1
i&% 0,1, ,,9; %
C. Déterminer les nombres’in . i},moapiz+1 tels que :
ﬁv * wv * . % = )
(KE. © ) = (KE i ) Vie #1,000,1 ﬁ
19 j_""1 i? i \
!
Lo=2 kI+1 = =
. L g v * .
Proposition| 51 k; 4 < ky < ky , alors Ky £ 1 est optimale.
o' i~
ki =X, , alors Kz T et K; g .sont opti-
S4. o' i1 P
51 males.
i#o0

Les démonstrations de cette proposition et de cet algo-
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rithmes sont semblables a celles du § 2.4.3.

En ce qui concerne le nombre des optimales deiﬁﬁ(ko)y
on peut obtenir des propositions et démenstrations analogues a cel-
les du § 2.4.4. Indiquons que si ii~1 < k <« ii et iim1 <k '

o) L
x* - est l'unique optimale de ¥ (k ) ; si k =k. # k. et
ko’ki-1 M'7o 0 1 i
i& # Ei—1 y K; i et Kﬁ % sont les seules optimales deﬁﬁﬂ(ko);
o'"i o’ 1= :

dans les autres cas, l'ensemble des optimales de Xﬁ<ko> a la puls-

sance de continu,

° " / X
2.6.4. Optimales de %, (k ) pour k_>M/s.

EanN

kX ) o

e

~ . Y
Proposition 2.6.4.1. 81 k > M/s et si X est optimale de

A
3

§

- ou bien ¥t X(t)> ? ; dans ce cas,

r(t) = -5X(t) ou X'(t) = M-sK(t), en tout point * ot

~

K est dérivable ; de plus,

dz vt >z fu(t):Mmﬁf(t) (cas 1)
- ou bien :
(vtelo,ol X £ (1) (1
Vtelo,od K'(t)= -sK(t) ou M-5K(t) (lorsque ¥
est dérivable en t)
Jeso JR(t) = ¥

S RV . Y i e
vte s, +o] ¥(t)= KM/5<t z) (ou KM/5 désigne
L

une optimale de §@M{M/%})

(cas I1)

En effet, d'aprés la proposition 2.6.1.2., X' (t) ne peut
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A/ ~ . .o .
prendre que les valeurs —sK(t) , M-sK(t) ou o ; mais si K'(t)= ©,
~7
¥ est nécessairement nuile dans un intervalle, donc X est constan-
te dans un intervalle ; il résulte de la proposition 2.6.1.17. que

XK(t) est alors < % .

St'il existe un nombre ¢ tel que :

%(o) > %et ve>z R'(t) = M -sK(t)
on est alors dans le cas I

(K(t)= % {f( T) - %Je-&(t—v) pour t >z ) , et pour t<T

G e

¥ est décroissante, puisque‘f' est presque partout définie égals,
soit & -sF soit a M -8K < o).

Sinon, on démontre aisément que

I X(=) = %

—-— /‘J Ll
Le lemme 1 implique que si X¥(t) = K(T+t) (t > o) alors K est
une optimale de }EM(%).

v

Proposition 2.6.4.2. Lorsque X(t)>Ms
4 P ~ A
- si ¥'(t-0) = M -5K(t) et K'(t+0) = —-sK(t)
alors P croit dans un voisinage de X(t),
ou P(X(t)) est un extremum de P

- si %' (t-0) = -5K(t) et ¥r(t+o) = M -sK(t)
alors P décroit dans un voisinage de'§(tf

ou P(X(t)) est un extremum de P.

Cette proposition se déduit immédiatement de la démons-
tration de la proposition 2.6.4.2.

Algorithme.

L'algorithme que l'on propose ici permet de calculer una
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approximation de l'optimale de e (k ) lorsque kg > M/s, par discré-
tion. Supposons P définie point par point : soient X, K

o’ 19 °°° jy
diverses valeurs de K classées par ordre croissant, et P, Pq,ooo,Pjg
les valeurs correspondantes de P
P(X.) = P.
( J) J
Supposons que
M .
Kyg & 5 <Ky 86 Ky w K
L'optimale Kj de - ﬁM(Kj) (3 > Ji) étant connue, il ré-
sulte du lemme 1 et de la proposition 2.6.4.1. que l'optimale fﬁ+1
de J@’M(Ki¢1) ne peut &tre que l'une des deux fonctions K?+1 et
Kj+1 ainsi définies
r o
i / o] _ -8t
'IVte\o,; Log(Kj+1/Kj{} KJ+1(t) KJ 1 €
T o o 1 y
Lv*c > 5 Log (KJ.H/KJ.) KjH(t) = Kj(t - 7 Log (KJH,KJ.))
gi‘ Vterb,g Log(\LKj+1 - Mfﬁf[%j—M/éjﬂ Kj+1(t) ~a+[kj+1 8J e
3734 <2 ] .
s )/ \ 1 L L
VL > — Log ; M/a/ gJ M/& Kj+1(t) = Kj(t_;Logf%—:—ﬁ7;)
J
1 VoM M -5t
LVt> o) Kj+?(t, = Z+Ekji+1 - e
. ' . . Fa¥s _ O
Si K5(0+o) = —5Kj et si Pj—ﬂ >Pj”Pj+1 alors Kj+1 = Kj+1
oA . /IZ K“
Si Kj(o+o) = M—th et si Pj_1< Pj< Pj+1 alors Ky 4 = Ky

Si on ne se trouve dans aucun de ces 2 cas, il faut calculer laquel-

le de ces 2 politiques est la meilleure ; on a :
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f‘;x ﬁéﬁg K. & -
'W(Ié\? ) = (p— . [lj' I x5 1 P(x)dx + K(].L/&x W(fj)J

A Kj+1 b k. J
< J
g 1 “/5[1 e AN u,0/8 W)

‘ = — - , — X.
V<500 = ey L J o Gews) RO K,

J
(Si J >ji)
K.. o
o/ ji+1 =1 P(x)

Wkl ) = (—tmre) (x-u/5)% DRI ax

Ji+ Kijpq~W/'s IM 5 5

On en dédgit un algorithme dont l'organigramme simplifié

est le suivant :

~
détermination de Kji
)
jr= 353

calcul de W(i% etrW(K} )

N Y
W) W (KY) 2
oUI J _J NON
yd
~ ]
K. XK.
J N
A = i ?
(I =307 X )
O0T l NON 1
J<= 3 + 1
! { e
—— . K o
( KJM KJ-—1 et Pj-—J > PJ » 1?’\]+1 >
lNON A
o 7
= M o . O
K, g =%, et Piqg<Py<Pi,? S
NON

A%
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Remarque : Il serait possible d'approximer f, non par discrétion,

mais au moyen d'un calculateur analogique.

2.7. RELATIONS ENTRE LES OPTIMALES DE E&M(ko) ET LES OPTIMALES

"
DE :}1)%<k0)0

M .
On peut démontrer tous les résultats relatifs a Jhﬁu(ko)
N . " . NS N
(§ 2.4. et 2.5.) a partir de Ceﬁf relatifs a «lﬁM(ko) (ol kg < M/8 ).
Pour cela, il suffit d'utiliser les lemmes et proposition d'approxi-
mation (§ 1.3.). Dans les cas ou il n'y a qu'une seule optimale de
3{>M(ko), c'est immédiat (proposition 1.3.4.).

Lorsqy'iil n'y a pas unicité de 1'optimale, on peut dé-
duire les optimales de :ﬂ;c»(ko) de gelles de j&n(ko) en utilisant
la condition d'optimalité suivante : pour que la fonction ¥, ap-
partenant a jﬁc”(ko) soit une optimale de cet enseﬁ@}e, il faut et
il sUfFit que

VKe 3&@_(1%) Ve > 0o W(x) - W(X) <«

Soied@ (Kn) et (Kn) les suites d'approximation (cf § 1.3.2.) res-
pectives de K et X. La condition ci-dessus équivaut &

A

» Myfo i .
VKe J{,-“-,;.,(ko) veE> o dNg n > Ng ww/(kn)m m/(&c:n)m;

Fod

Redémontrons, a titre d'exemple, le théoréme-l (§ 2.5.1.)

a partir du théoréme III (§ 2.6.2.).

Posons
*k ~AT
si fx0 et T»o0 K (t) = max Zk, ko e g
k 8 N
si 5 =oet t>o E(t):zmmc%k[&og
si t =o0 X (t) = Xk
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K | K |
Soit Kn la suite de fonctions correspondant a K , conformement au
lemme 1.3.2. Soient g v+ 99 soeer Iy les valeurs de k pour lesquel-

les P a un maxXximum local et telles que :

P(q) = sup % P(k) i k compris entre k et q %

Soit J le sous-ensemble de % 0, 1, voo ;M % défini par :

q. _49.
jeJ (= WV(K.J) = max rUJ(K 1)
1

: =33 . 1A
I1 s'agit de démontrer que X * est optimale de o»(ko)

pour tout JjeJ-.

Par suite de la définition de % dg ¢+ 99 1000 Ay % :
, _4; .4y
Yie % O, 1,c00, M % WM(KHI) < dﬁ(K l)
Donc :
, _qj =34
VieJ YneN Vie§o,1,o”,m§ Wy > W
Posons :
q; 4 YR K
9 = inf% W - Wat | jer s 1e§o,1. ,m§.W(K Iy £'W(z 1)}
Comme : q q
Vi lim Wﬂl(fnl) = WV’(K )
N o

si o0 <£<:7:
_4q. _9;
= YieJ n>N = W) - WV(KHJ) < €
Donc :

Vn > N sup % ‘ "Wy - rW(qu)l \ jeJ 5 1leJ % <& (2

Or, d'aprés les théorémes 2.6.2., l'une au moins des op-
timales de }ﬁvw(ko) est de la forme qun $i n > N , alors jeJ

puisque :

VieJ Viego, 1,0,,,m%~J W) > Wz j)-j? 2 VV(Kii)
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. \ i ,(H)
Par suite de (2), si w, est le maximum de Wsur Jth(ko)

q.
- - 7 J
¥n > N YieJ L }VV(KH ) < €
z "qj . o o o o
Par conséquent, X Y pour jeJ, satisfait la condition (1)
donc ¥ Y est optimale, et le théoréme I est redémontré.

On pourrait, d'une maniére analogue, redémontrer l'algo-
rithme de Arrow relatif a j%<b (ko), et les résultats concernant

le nombre des optimales de U’&m(ko)°
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METHODES DE PONTRYAGIN ET DU MULTIPLICATEUR DE LAGRANGE.

3.1.- METHODE DE PONTRYAGIN.

— et M a0 WS Iy o S GO GESR1 €0 OO ST D AR T I €ACa GO S T CHD Tien S S i (s cue Ty o O s e

Le théoréme de Pontryagin énonce une condition nécessai-
re d'optimalité, wvalable pour certains problemes de programmation dy-
namique continue (Cf § 1.2.5.). Afin de pouvoir appliquer ce théore-

me, NOUS SUPPOSErons que :
(M est fini

9H oH P .
H, 3T ' 3% sont définies et continues sur [b,i] X R+

N

c' est continue sur [b,T]o'

Nous nous contenterons ici d'étudier comment la méthode
de Pontryagin s'applique & notre probleme, sans énoncer de théoréme
général (si on s'y intéresse, on peut se reporter a [{], théorémes
4, 5, 6 et 7).

~

Proposition 1| Si K est une optimale de %M(ko), alors il existe une

fonction numérique dérivable iy définie sur [o,T], tel-

le que :
Or(t)- Gr)=—2£(t,K(t))  D(t)+e(t)>o=kit)vek=
(sP)

p(T) = o W(t)+c(t )<o==Ki(t)+s K= 0
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N>

Remarque 1 : si T = +e, la condition U(T) = o est remplacée
(c£[3], p 189) par :

lim w(t) = o
t—> +o

Remarque 2 : si on se fixe X(T), la condition P(T) = o disparait.

D IO g €I M I O G IS S T et R Gl KON TR G T €30 66 3 R0 ms 60 G L e om0 s Gl w0 427 o

5T

Posons (t) = p(t)e’" . Le systéme (SP) devient

~

o (t)=- g%(t»K(t))e_Bt o (t)+c(t)ebleo =T (1) = o

$(T) = o F(t)+e(t)e >0 — T(t) = M

¢

(I(t) désigne par définition X' (t) + sK(t)), lorsque X est dérivable
au point t).

Par suite :

k

QU

w(t) = J 28 (u, ¥(u)) ™ au
t
I1 en résulte la proposition :

© e P4 . 4. ey S . ~
Proposition 2 { Si X est une Optimale de Jb ko), ators la fonction

A
Jodorms

définie par

est *elle que

(%(t)+c(t)e*5t>o => K1 (t)+3K(t) = M

j a(t)+c(t)egt< 0 = K'(t)+s8(t) = o

~



IIT - 3

On peut déduire aisément de ces deux propositions le corollaire :

o N 0
Corollaire | Le graphe de toute optimale K de@ﬁM(kC),(que K(T) soit

ou non fixé) est réunion d'arcs de trois types

arcs ou Kt(t) + 5f(t) =M

arcs ou -

!
|

! A
! arcs on Kt
i =

|

i

|

En effet, si

Vtoe (:to, tJ T(t) £ o et T(t) £ M
alors
Vite|t, t; O(t)e ec(t)e™t = g(t) + c(t)e ™t = o
donc
B Ny d [~ -5t 3 H o~ -8t -
vee[t, ] S B c®)eO)= - T (£, ¥(e))e e [or )l

Remarque : "en général", dans les cas usuels, l'équation :
- 2 E(t,x) + o' (1) - sc(t) = 0

définit un nombre fini de courbes dans [é,f] X R+, dont la réunion
est donc de mesure nulle dans le plan. Il en résulte que ces cour-
bes jouent a priori un r8le privilégié dans la résolution effective

du probléme. Nous verrons en particulier que dans le cas stationnai-
re (probléme de Arrow) et le probléme de Karlin-Beckmann, tout point
de commutation (point d'intersection de deux arcs d'extrémale de ty-

LY

pes différents) appartient & certains arcs de ces courbes.
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Posons
T b
(e, )=supd | aCnx(w))eelzim)] e k(o) 5 Kok (k;)
. !
vu I(u)=K*(u)+sk(u) %
Lemme : Si K est une optimale deﬁ@M(ko) et si w est deux fois con~
tinliment différentiable au point (t,f(t)), alors

ylt) = =2 w (¢, X(t)

La démonstration ci-dessous est analogue a celle [31
(p70) relative aux problémes de minimisation de la durée d'un proces-
sus, et & celle de [Ai](p 48).

soit K une optimale, et posons
I=% +5%.
Pour tout t>o :

t 4
w(o,k,) = [ [H(w,X(w))re(I(w) | du + w(t,K(t))
'O ]

Par suite, si on dérive par rapport & t les 2 nombres de cette égalité:

o = H(t,%(t))m(t)f(twg-f w(t,%(t))
o = H(t,K(t))re(t)T(r)+Z w(t,X(t))

+ ;’%‘Z W(tgﬁ(t))[f(t)»éf(tj

Soit ¥(Wune fonction ainsi défiunie
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K(t) = R(t)

Vuezl t,t+dt [ I(w)=K'(u)+sk(u) = 13[0 M]

Vué]t,+dt,T[j Kéu) est tel que :
J Jé(u;K(u))+c(u)I(ui]du=w(t+dt{f(t)+dk)
t+d

(dk:[i—eslc(tﬂ dt ; ainsi K(t+dt) = K(t) + dk)

Par suite de la définition de w :

t+d
0.2 —W(t,f(t))+ J i j%(u,K(u))+i c(ui]du + w(t+dt,f(t)+dk)
t

Comme cette relation est valable pour tout dt>o et w est deux fois
continfiment différentiable, en faisant tendre dt vers o on obtient :

(2) o 23¥ (t,¥(6))+S wit,B(e)) [i-sR(e)]+ B(t,E(£)) + ic(t)

(1) et (2) impliquent que :

est atteint pour i = f(t),

On peut en déduire que :

sup % 5@? wit,k)+ -f t,k) [I 51<:] +H(t,k)+:”[(t)c(t)[k>o %

est atteint pour k = K(t) ; par suite, comme w est deux fois
continfiment différentiable :
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2

w(t, B(e))og wit, (e[ T(0)-sE ()] -5 w(e, E(e))
= n

32
Skot

d ~
+ 5K ﬂ(t,K(t)) = 0O
Autrement dit

(4) g (5% w(t,%(t)i)~5§% w(t,¥(1)) + 5% H(£,X(t)) = o

Si on remplace dans (4) et (3) j& w(t,X(t)) par W(t) et si on
remarque que :

2ow(n,K(0) =0 (si % w(D,X(T)) est défini)

on obtient le systéme (S.P), qui définit W(t) de maniére unique. lLe
lemme est ainsi démontré.

Remarque : on obtient la méme propriété dans le cas oi K(T) est fi-
xé, & la condition de poser :

T -
w(t,k) = sup %Jt[ﬁ(u,K(u))+c(u)I(ui]dulK(t) =% 5 K(T) = ky
KGZﬁM(ko) i I(w)=""(u)+sK(u)

Signification économique de la fonction §.

Le lemme ci-dessus signifie que "en général® (Y(t) est
le prciit (entre les dates t et T) actualisé marginal (relativement
& la valeur de 1l'éguipement) & l'optimum.

Or =-c(t) représente 12 nombre d'unités monétaires & la
date t que l'on considére comme équivalent & une unité monétz re &
la date O ; appelons =-c(t) "coefficient d'actualisation & la date
t". La condition de Pontryagin exprime donc que :

S
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. 31 la différence entre ce profit marginal et ce coefficient
d'actualisation est positive a la date t, il faut investir au maxi-

mum & cette date.

. Si cette différence est négative, il ne faut pas investir

du tout a la date considérée.

. 81 cette différence est nulle, il y a indétermination : ce-
la traduit une "compensation" entre le profit futur que rapporte un
"petit" investissement et la dépense immédiate qu'il provoque, comp-
te tenu de l'actualisation (décroissance de la valeur attribuée & la
monnaie avec le temps).

3.2.- APPLICATION AU CAS STATIONNAIRE. (PROBLEME DE ARROW).

Pour appliquer la méthode de Pontryagin au probléme de
Arrow, il faut supposer que P est continliment différentiable. Nous
allons retrouver ainsi les résultats du § 2.6. sous cette hypothése.

Par suite de la proposition 2 (§ 3.71.2.), si K est op-
timale, la fonction g définie par

o(t) = jjpv(fc’(m)e ~(ers)u 4,

est telle que

o(t) > o == T(t) = X'(t) + sK(t) = M
(s4)
o(t) <o = I(t) = E'(t) + sk(t) = o

Remarquons que 1im eétf P (X(u))e ~(a+h)u du = o (en
T



effet, K est majoré et minoré, et P' est continue).

Remarquons que si & (t) est nul dans un intervalle
[togtﬂ' , ®(t) v est nulle aussi, ainsi que P (X(t)) ; par suite :

.. 7 SN g%
vee |t .1, | ¥(t) = X
k¥ étant tel que P (k¥) = 0. Il est aisé de démontrer en faisant

subir & ¥ une petite "variation" (Cf § 2.4.1.), que si P avait un
minimum local ou un point d'inflexion en k%p K ne serait pas op-
timale : P a nécessairement un maximum local au point k™. Notons
que cela implique, lorsque & >0, que k* < M/s.

3.2.17.~ Cas ou & = 0.

s G a (o o, GBS 08 00 D3 £k TS (RO AW €T E5D €3 K BT T XD

: 5¢ . . . ,
(a) Soient k" un point supérieur a ko, auquel P a un maximum local,
K et @ les fonctions ainsi définies

x| (k*-k ) /M
jm(og OJ R(t)=k +Mt a;(t)zf © P'<1<O+1\¢u)e“(a+5>“du
k*

M

=k
L VED g E(t) = x* B(t) = 0

® !
k Ko | o
Vte[ 0y =z | o(t) > 0

Faisons le changement de variable

X = ¥ + Mu
0

dans ltintégrale définissant o
L
_ K -
o(t) = | P {x) e
Tk +ME
o

o,
w (x-k_)dx
i o/
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. * . .
Soient k? y kz , oo g kn les points compris entre ko

* . .
et kX~ auxquels P a un maximum local. Les minima locaux de ¢ sont

atteints aux points t tels que

: Lk
i k, + Mt = ki
et éventuellement au point O = k: . Donc, pour que o(t) = 0, i1

faut et il suffit que :
*

k o -
[ 00 e (x<k0) 4y 350  (i=0,1,2,. .., 1)
k

c'est a dire

*
k y;
j Pr(x) e”OL(X"ko)/M dx 2 [ T pr(x) e“m(}»c"ko)’/M dx
k

En intégrant par parties, on montre que cette condition
équivaut (Cf § 2.6.3.1.) a

(b) Cherchons s'il existe des optimales comportant plus d'un palier.
3 N °
Soit K une optimale telle que (s'il y en a une )

VteE: -t t] X(t) = &,
Ve [ty to+ F(k} - )] B(t) = K em(t-t,)
Vte [tq,t1+£] X(t) = E,

Si X existe, alors, 1la fonction'& associée par (SA) est telle que
1<1 - k

g(t)=c3(to+ o)
M
)

)

Vte [to,towx(k1 - K
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Par un calcul analogue & celui ci-dessus, on montre al-

sément que cela équivaut a

Soit Eo = inf 3 t|¥(t) = EO )h I1 résulte de la condi-

tion ci-dessus que la fonction K définie par

X(t)

<
(a3
®
|

O
it

L——-———Jo .
ba!]
—
ct
~—

H
=~

Vvt T K =
> T (t)

et les fonctions K, (v étant supérieur ou égal a EO) définies par
KVteL'o,Eé] K (t) =

Vte[:to,pé Ko(t) = kg

1‘Ko =

Vte[i;;c+——ﬁ—;]Kt!t)= kx)+M(t—t)

‘\%‘YL' T+ KT-KO Kz('l:)'—“ 1-’1

sont optimales. M

En particulier, si Eo est le "premier palier" de K (c'est

1
~
ot

A\

a dire si

vee] o, T [ K'(v) = n)

Te

= *

alors XK = Kk T
o'"o

Par conséquent, il existe toujours une optimale du type

Ki g i on retrouve ainsi le théoréme III (§ 2.6.2.). De plus, si
P

KE T K; T e Kz % sont optimales, tout programme '
o'"o o' o' n
dont tout palier est & l'un des niveau Ko , E1 ) e ey En , et tel
que
x¥(t) = K, =y K" (t) = M
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est optimal. On est donc conduit au méme algorithme qu'au § 2.6.3.

R

Montrons que si K est une optimale telle que :

3t T(to) =M et K(t) < M3

alors :

vt >t I(t) #_9

", .
En effet, s'il existait t,> t, tel que I(t1) = 0, i1
existerait t, et t3 tels que :

-/ ~‘ ~

K(.t?_) = K(t3) I(tz) = M I(t3) = 0
donc tels que :

® (t,) >0 et ¢ (ty) <O

D'aprés le lemme 4 (§ 2.3.), il existe un programme K*
optimal tel que :

{Vte [o,taj *(t) = K(t)

* _ #
X '(t3+o) = M-3X" (t,)

Mais la fonction ¢* associée A k¥ est telle que

@*(tS) =‘$(t ) : en effet, il y a nécessairement un point p entre

ty, et t, ot I (donc I*) change de valeur , donc :

2

30c] tyty[  0"(0) =5 (s) =0

et par suite :

o (ty) =

|
e *
~~
D
N’
I
e
w
9
~~
N .
¥
—
h
L —
1
—
e
+
n
S
<
~
<
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Mais <f(t3)== $(t3) < 0 ce qui contredit la rela-
- tion
X
K (t3+o) = M
donc 1l'optimalité de * et K.

On peut démontrer de méme que :

3t T(t ) = o et 'I'c'(to) < M/5 => Yt >t I(t) # M

I1 en résulte que le graphe de toute optimale K est

formée :

- soit dtarcs ou I(t)=o0 et d'arcs ou ¥(t) a une valeur cons-
tante pour laquelle P a un maximiil local.

— soit d'arcs ol I1(t)=M et d'arcs ou K(t) a une valeur cons-

tante pour laquelle P a un maximum local.

—— b — o > S o> Tts w0 S D WS Tl S W S S ke S S A - s o . - i oo S

(a) Remarquons tout d'abord que si P a un maximum local unique au
point k¥, P'(k*) est nul, et P'(k) est positif ou négatif selon que
k est inférieur ou supérieur a k¥, Il en résulte que K; ¥ est

O,

1a seule fonction satisfaisant (SA), donc l'unique optimale du pro-

bleme.

Dans le cas général, si P a un maximum local au point
¥ < ko , pour que K; ¥ satisfasse (SA), il faut et il suffit que:
Of

Ptk e

~suy ~(a+s)u
o ) d

1, ‘ *
““Qg(k /k )
Yte [é,l Log kﬂj] @(t):[ﬁ ©

6 ' 1

Procédons de la méme maniére qu'an § 3.2.1.. Faisons,
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dans l'intégrale définissanteg , le changement de variable

on obtient : . e"ﬁt

o
1 ¢
w(t) B X T+a/ 8 Jkk P (x) Xa/6 dx < O
o .

Soient kT ; k; oo oy k: les points compris entre ko et

k¥ pour lesquels P a un maximum local. Les maxima locaux de o sont
atteints au point t tels que :

31 x e bt - x

et éventuellement au point 0 = kg . Donc, pour que o (t) < 0, il
faut et il suffit que :

f SRR
ki_ /5
J Pr(x) x*%dx < O© i=0, 1,e0., 0
%
k
Ou encore :
k .
v (0) < J °  Pi(x) xa/6 dx i=0,1,..0, 10
X
i

‘ En intégrant par parties, on montre que cette condition
équivaut a : ‘

¥ .
Wy %) 2 Wy ») i=0,1,2,...,n
o' o'"i
De méme, si P a un maximum local au point k¥>»ko et si
* * # , ,
k1 ’ k2 3000y km sont des points compris entre ko et k* pour les-

quels ‘P a un maximum local, on peut démontrer de la méme maniére
* . . \ . :

que Xy P satisfait (SA ) si et seulement si
o)



W (X %) = WV(K% * ) i=1,2, ..., n

]
kO,K Aogki

(b) Cherchons s'il existe des optimales comportant plus d'un pa-
lier. Nous avons démontré au § 3.2.2. que de tels programmes 4

sont de deux types : ou bien ¥(t)+sX(t) est nul dans tout inter-
valle ot K'(t) Z 0, ou bien X' (t)+s¥(t) y est égal & M. Considé~

rons tout d'abord le premier type d'optimales.

Supposons qu'il existe une optimale ¥ telle que

- - ~ o

Vte Lto=—5,t :] R(t) = &,
J Vte [t ty o Log :] ¥(t) = k:: e”6<t”to)
| vte l:t,], t1+e] ¥(t) = K,

Par un calcul analogue & celui du § 3.2.1. (b), on mon=-

tre aisément que cela implique que

070 o’ ™1

Soit

Y
A !

’*(t) = X :

/

tO = inf % T
Il résulte de ce qui précéde que la fonction X définie par
< - 1 = Y
Vte [o,t:o_l B(t) = K(t)
Yt > 0 K(t) = k

et les Ffonctions K « ( tétant supérieur ou égal A t ) définies par :
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Vte Lo,to] E_(t) = §(t)
Vte —tO,F] K (t) = kg
— k
Vte z,3+% Log f% Ko(t) =k, e 5(t-z)
- o
Vte>t+-g-Log(Eo/E1) K (t) = k,

sont optimales.

On obtient un résultat analogue si Eo < k.
On en déduit, de la méme maniére qu'au § 3.2.1., qu'il
existe toujours une optimale du type K; g on retrouve ainsi le
. 'O’

théoréme IV (§ 2.6.2.) et les algorithmes correspondants (§2.6.3.)

Remarque : gans le cas ol §>0, on n'a pas résolu le systéme ex-
primant la condition de Pontryagin, mais on s'est contenté de re-
chercher les programmes satisfaisant simultanément ce systeme et
les lemmes du § 2 .3. . La méthode de Pontryagin permet, dans la
résolution du probléme de Arrow, de passer directement de ces lem-
mes & la construction des optimales, en sautant les démonstrations
des propositions intermédiaires.

3.3.- METHCDE DU MULTIPLICATEUR DE LAGRANGE.

La maniére dont nous introduisons ici un multiplicateur
de Lagrange différe du procédé classique en calcul des variations.
Cela permet d'énoncer une condition d'optimalité qui n'exige pas
la différentiabilité de la fonction H.



1
—
-
—
N

3.3.17.- Lemme.

Soient : X un ensemble d'applications presque partout
dérivables de LO,T] dans [R;

T un ensemble de fonctions numériques mesura-
bles définies sur [o,Tj s £(t,x,u,) une Ffonc-
tion numérique définie sur{b;ﬂ X Rg, telle
que £(t,x(t), u(t)) est intégrable sur[@,f]
pour tout xeX et tout wuel.

Posons, pour tout xeX et tout uel :
T

J(x,u) = j £(t,x(t),u(t))dt
O

On se propose de déterminer, si elles existent, les
fonctions X et U , appartenant respectivement & X et U, telles
que :

J(%,§) = max §J<x,u>lxex CueU ; u(t)(=) x-(t>+ax<t>§

(le symbole (=) signifiant "égal presque partout sur [@,@]a"),

Etant donnée une application y de [@,i}dans(R, posons

T
Lx u o w) = Jnu) ¢ [ owe)[ule)-x ()= ex(n) ] at

o

Solent xV et uw

partenant respectivement a X et U et telles que

si elles existent, des fonctions ap-

L(XH), uy, y ) = max % L(x,u,w)\XeX ; ueU %

Lemme { S'il existe une application {yde [0,T] dans R, intégrable,
telle que : ’
ug (t) (=) xry (£) + sxg (t)
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alors

J(F,8) = max §J(x,u>l xeX & ueU u(t)(z)x“(t)+5x&}%

si et seulement si :

L(%,6,0) = max %L(X,u,&)\ xeX : uel %

vRemarquons en effet que :
u(t) (=) x'(t) + sx(t) == J(x,u) = L(x,u,¥)

Supposons que Xyp et ug) soient tels que :

¥
¥xeX VueU L(xpg,,\p) < Lixgoug )
ug (£) (=) x'(t) + & x(t)
On en déduit que :
VxeX vueU  u(t) (=) x'(t) + sx(t) = J(x,u) < J(xg ugy)

Réciproquement, si ¥ et U sont deux fonctions apparte-

a

nant respectivement a X et U, telles que

J(x,u) = max %J(X,u)‘XeX S ueU ;ou(t) (=) x'(£)+sx(t) %
= J(Xoyu@)

alors

L(X,T,9) = L(xwguq,g) = max g L(x,uyﬁ)'xaxv; uel %

3.3.,2.- Application au cas ou H(t,k) est concave par rapport

a k.

Dans le probléme que nous étudions ici, X est 1l'ensem=-



ble des applications de[b,ﬁ]iaxs R satisfaisant les countraintes
A1, A2, A3 (et éventuellement A6) ; U est 1l'ensemble des applica-
tions de [0,T) dans[b,M].

M

L(K,I,y) = I [§ JX(t) )+el(t )I(t:]dt + I$Lg(t)[;(t)uK‘(t)m%K(ti]dt
[ [ﬁ £,X(t))=6y(t)K jdt ¥ j EP Yy+c(t) II(t) dt

- [ (D) (t)dt

0

Supposons vdérivable et posons :

M(mkw)zlﬂt&)+]<gﬁgﬂt)+W'ﬁﬂ
I1 en résulte que :

T T .
LK) = [ L (6,K(0),0)at - W(DK(T) +w (0)ky+| [u(t)ve(t]r(e)ar
o]

Y0

Pour que :

L(E,T,y) = max % L(x,1,0) | xex ; 1ev %

i1 faut et il suffit que .23 conditions (1), (2), et (3) ci--dessous

soient satisfaites.

[T L (t,E(t),p)dt = max %f L (6, X(), W e %
)

o

Lorsque H(t,k) est concave en k, il en est de méme pour
L1(t,1<,\g)° Supposons qu'il existe une fonction KeX telle que :

o=

¥t > 0 L1(t?f(t)pw) = max §L1(t,k,w)‘k >0 %

c'est-a-dire telle que :
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Alors ¥ satisfait (1).

l

~
—
t
~
+

O

e
—~
t
~
il

i
—
t
~
H

o

(2) J’w(t) +c(t) <o

tp(t) +c(t)>0 —> K'(t) + sF(t) = I(t) = M
.(3)4si K(T) n'est pas fixé, alors H’(T) = 0.

Soit (SL) le systéme des relations (1'), (2) et (3).
I1 résulte du lemme qui précéde les deux propositions suivantes :

Proposition 1 81 (SL) admet une solution (¥X,y) telle que
KeX et K(T) = kn, alors le programme K est une Op-
timale de b, (k ) sous la condition K(T) = kp_si

et seulement si (X,¥) est solution de (SL). (C'est

le cas, en particulier de K).

Proposition 2 si (SL) admet une solution (K,y) telle que

KeX, alors le programme X est une optimale de
TﬂMggc) si et seulement si (K,y) est solution de
(SL). (C'est en particulier le cas de K).

Remarque 1 : Lorsque H est concave en k et lorsque ELE (t,k) est

2
définie et continue, la condition (1') équivaut a :

(Ve)- S (£,K" (1)) = = 5 Y(t) + ' (t)

. Le systéme (SL) est alors identique au systéme de
Pontryagin (SP). Lorsque de plus %%% (t,k) est définie et conti-
nue, si K est une optimale de gﬁM(ko)’ il existe une fonction ()

telle que (K,y) soit la solution de (SP) ; d'aprés la proposition2



de ce paragraphe, il en résulte que le programme K est optimal si
et seulement si (K,{) est solution de (SP).

_ Par conséquent, lorsque H est concave en k et continl-
ment différentiable, la condition de Pontryagin est une condition
nécessaire et suffisante d'optimalité. Il en est de méme si on se
fixe X(T).

Remarque 2 : L'ensemble des optimales, lorsque H est concave en K,

est convexe. En effet, si (§1p@) et (%2,@) sont solutionsde (SL),
alors pour tout a compris entre O et 1

(a f1 + (1-a) %2 , &)

est solution de (SL) ; dtautre par, si E1 eX et si %é eX alors
st -~
vae[0,1] ak, + (1-a) &, ¢ X
3.4. CONCLUSION : COMPARAISON DES DEUX METHODES.
(a) Comparaison "iogique" : la condition de Poatryagin

est une conditicn nécessaire dtoptimalité ; l'existence de la fonc-

tion-multiplicateur de Lagrange implique la validité d'une cendi-

tion nécessaire et suffisante d'optimalité.

(b) Cette deuxiéme condition est valable dans des cas

ol celle de Pontryagin ne 1'est pas (H concave en k, mais non con-

tinliment différentiable ; exemple : probléme de Karlin-Beckmann
Cf chapitre suivant).
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(c) Réciproauement, la méthode de Pontryagin peut &tre
valable sans que celle du multiplicateur de Lagrange ne le soit.

Ctest le cas, par exemple, du probleme de Arrow, lors-
qu'il y a plusieurs paliers optimaux, que § >0 et que P est déri-
vable. En effet, lorsque ko = kg (i»>0) (cf § 2.6.3.2.), il y a

Pacd

~S
au moins 2 optimales K, et XK, telles que

N
o
+
(@]

S—

i

M-8k

' fraced -
4 (0+0) = -~ 5 ko

$i une fonction {) (au sens de la méthode du multipli-
cateur de Lagrange) existait, 1l'optimalité de K, impliquerait 1'-

existence d'un nombre positif &, tel que :

1

vte | o, €, §(t) >0

L'optimalité de fé impliquerait 1l'existence d'un nombre positif 52
tel que ’

Vtej o, &2[ P(t) <0

I1 en résulterait que

o<t <min it e, L=>y(t) = Ur(t) =P (F (1) = Pr(K,(t)) = 0
( 17172 1 2 ,

Cela est impossible, car ni f1 ni K2 ne sont constantes

dans] o,min &1,82 [, Par suite la méthode du multiplicateur de
Lagrange n'est pas applicable dans ce cas.

(d) Lorsque les 2 méthodes sont valables, les deux fonc-
tions \y correspondantes coincident, et on obtient une condition né-
cessaire et suffisante d'optimalité (Cf § 3.3.2., remarque 1).
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LE PROBLEME DE KARLIN - BECKMANN

4.1.~ INTRODUCTION

4.1.1.- Grdce a un choix convenable d'unités, le probléme de
Karlin peut s'énoncer ainsi : déterminer la ou les fonctions nu-
mériques f, si elles existent, qui maximisent la fonctionnelle :

T 1. -at

J.O[glnf fx), z0) - ] e
sous les contraintes A1, A2, A3, A4 et éventuellement A6 (c£§1.2.)
(avec §=0). r est une fonction donnée, a et ¥ sont des nombres don-

nés positifs;(a peut.éventuellement 8tre nul).

L'algorithme que nous proposons ci-dessous est trés
proche de celui de Arrow, Beckmann et Karlin (Cf [2] ) (lorsque
K(T) n'est pas Ffixé, seul cas qu'étudient ces auteurs). Mais la
démonstration en est différente : ils se raménent 4 un probléme de
Jeu, dont les espaces de stratégie sont de dimension infinie. Nous
appliquons la méthode du multiplicateur de Lagrange (Cf § 3.3.),
grdce a quoi nous nous ramenons a la résolution d'une sorte de
systéme différentiel.

Nous résolvons ce "systéme différentiel" dans 1les
paragraphes 4.2, et 4.,3., en nous inspirant de la résolution, don-

née dans [ 4], dun probléme analogue.

Enfin, nous généralisons les résultats obtenus, en



IV =2

résolvant un probléme dont celui de Karlin - Beckmann et celui de
Barra-Brodeau[4] sont des cas particuliers (§ 4.4.) ; cela permet,
du point de vue économique, de tenir compte de 1'influence du ni-
veau d'équipement sur la demande et de prendre un taux dtactuali-
sation variable.

4.1.2.- Hypothéses sur r.

Afin de résoudre effectivement ce "systéme différentiel"
nous ferons sur la fonction r les hypothéses suivantes

h1 : r est continue
h2 : r est dérivable par morceaux

h3 : en tout point t ol r est dérivable :

r'(t) <M (rappelons que K'(t) est assujetti a
&tre inférieur ou égal a M).

h4 : r est monotone par morceaux.

Ces hypothéses ne jouent pas des rBles identiques. h,
peut 8&tre affaiblie, mais au prix de complications superflues dans
. ~
la démonstration. h, sert & assurer que le programme optimal X

4
peut 8tre déterminé au bout diun nombre fini dtitérations.

Si 1l'hypothese h3
des optimales change. Nous ne connaissons pas de résolution ana-

n'est pas satisfaite, la structure

lytique dans ce cas ; mais on peut approximer l'optimale par dis-
crétisation (CFf [4] ’ [6] ; ETJ ) ou & ltaide dtun calculateur a-
nalogique (Cf [8]) .
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4,2.- INTERVALLES DE COMMUTATION

Remarquons que la fonction :

X -—»%inf % k, v (t) % e "0t

est concave, quel que soit t. La méthode du multiplicateur de
Lagrange (Cf § 3.3.2.) est donc applicable a ce probléme. Le
systéme correspondant s'écrit, en posant w(t,k) égal & 1 ou ©

selon que k < r (t) ou k>r(t) :

-t t

B(t)fr(t) = ¢ (t)= —w(t,®(t))e ™ xy =K' (t) =

Rl
=

1, G(t)>e™@
()

lad

F(t)=r(t) = 0ciy (t)2 -e %% ;} V(t)<ce ™ X1 (t) = 0

4.2.17.- Commutations.

Toute solution (K,y) de (SK) est telle que le graphe de
K est formé :

. dtarcs o K'(t) = 0 (alors, y(t) < et (type I)
. dtarcs ou X (t) = r(t) (alors, W(t) = e~at (type II)
si cet arc ne se réduit
pas & un point unique).
}. drarcs ou K'(t) = M (alors, Y(t)> e"at) (type III)

Remarquons que la donnée des "points de commutation"
(c'est-a-dire des valeurs de t ol on change de type d'arc, et les
valeurs de K(t) correspondantes) et de l'état final suffisent &
déterminer tolte sciution de (SK)telle que X(0) = k. Etudions
tous les cas possibles de commutation.

Supposons que (t,,k,) soit un point de commutation :
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alors, \y(t1) = e "% | Les cas suivants peuvent se présenter :

a) [k, >2(ty) [+ F5 (€7 W(1)) = - ™ < 0
Comme r'(t) <« M :

Vie [f1,T] K(t) = k, + M(t—t1) G(t)=e at, g-at
o) | Xy <r(ty) |: %E; (e 1-4(ty)) = (% - a) e
b1) |ay > 1| comme %f (e™@%q~ w(t1) < Ot
Vte[§,t{] R(t)=k_ =k, Q(t):e-at1+Jt1% e y(s,k,)ds
t

(t)=e'at1'Jt %W(s,ko+M(&%@§ﬂ%s
1

vee[t,, ] R(t)=k #M(t-ty) y
¥

b2) = 1| : 1'arc débutant peut &tre du type (I) ou du
type (III).
. | . d -ot
b3) lay< 1]: 351(8 1 - w(t1)) > 0
comme 1r'(t) <M
t
+ . Fola Yl - “'(It 1 =05
7te [o,t,]  R(t)=k mt  P(t)=e "1 mjt 5 e as
Er(t,+0) = O
Q !
c) k, = r(t1) et r strictement décroissante & droite de t, :

méme conclusions qu'en a).

d) t k, = r(t1) et r croissante a droite de t,




dq) ay >1 : méme conclusion qu'en b1)°

d2) ay < 1 : il y a ambiguité entre des différents types de

commutation.
I1 résulte de cette discussion que

- si ay>1, les solutions (K,y) de (S) sont telles que :

~ [R(t) = x ,
T, o] %(t) vte | o,t.]

o]

K #M(t-t ) Vte ¢, 1|

b
i
S—
I

- si a¥< 1, les solutions (X,y) de (S) sont telles que le
graphe de X est formé d'une alternance d'arcs de type (I) et (II),
précédée ou non, suivie ou non d'un arc de type (III).

Dans le sous-paragraphe suivant, nous allons étudier a
quelles conditions X peut comporter, lorsque a¥< 1, un arc de

type (I).

4.2.2.~ La fonction F.

Pour qu'il existe une solution (¥,¥) de (S) telle que :

Vte [t1,t2:f £(t) = x (t,>0)
| K(tym0) # 0

il faut que (si r n'a pas de paliers)

[G(ey) = &%

f
{D »

] \:)(t) __e-at
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Posons

La condition précédente peut s'écrire

F(t,,k) = min % F(t,k) | te [tq,tzj %] (1)
On est ainsi amené & étudier les variations de F dans
le domaine D CZLo,T] X [:ko,ko + MT] défini par
(t,k)e D<=> ko < k < kMt (si ¥(T) n'est pas fixé)

ou (t,k)e D<= maxgko,kT+M(t~T)% <k < minng,ko+Mt %

(si X(T) est assujetti
a 8tre égal a kT)n

(1a définition de D se justifie par la condition A'4

3t
k >r(t) = %% (t,k) = -ge -at < 0
1 . "
kcr(t) = 2L (1,10 = (ca+g) e
. _ oF _
« 81 (IX“ 1 gt (t;k) = O
. 5
s ay< 1 %’E (t,k) > 0

Lorsque Oy = 1, la condition (1) ne peut &tre satis-
faite que si Vte [t1,;£~ r{t) > k
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Dans la suite de ce sous-paragraphe, on se place dans

le cas ouw Q¥ < 1.

Soit T la fonction ainsi définie :

a - lorsque K(T) nlest pas fixé : r(t) ¢k, =F(t) = X
r(t) =max%ko,min%r(t),ko+Mt%% k, € r(t) < kMt —=Tr(t) = r(t)
r(t) > k +Mt =7 (t) = k+Me

ey o o s A i > K S W s S o 00 S S . v ) i M AT g G K R O SR e DA K00 T e TR G W e Sonet S S e
'

f(t)=max%max%ko,kT+M(t-T)%, min%r(t),min%kT,ko+Mt%%%, cl'est-
3 dire : | |

. r(t) < max%ko,kT+M(t~T)% ==9f(t)=max%ko,kT+M&>T)%

. max%ko,kT+M(t~T)§ < r(t)gmin%kT,ko+Mt% —7r(t) = r(t)

H

. r(t) > min%kT,ko+Mt% =7 (t) min%kT,ko+Mt§

I1 résulte de tout ce qui précede dans ce sous-para-
graphe que si :

F(t,k) = min %F(s,k) l(s,k) eD % et t £ T

alors : r(t) = k

Y est croissante & droite de t (autrement dit : il exis-
te un nombre positif ¢ tel que r est croissante au sens
large dans [t,t+é] ).

.



Définition

) veean] R(eE(0))=inefr(s, F(0)] (5,7(0) oD ]
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Appelons intervalle de commutation tout sous-intervalle

aybg-de o, T| tel que
L 3

Remarquons que deux intervalles de commutation sont iden-

tiques ou disjoints.

Proposition

|
! )
est strictement croissante, tels que Ay> B, et

Soient:]aq,b1[:et:]ag,bg[deux intervalles de commuta-

tion tels que b, <« a, et qu'il n'existe aucun inter-

valle de commutation inclus dans:}b1,a2E

(a) Vtye |ag,bq] Vtye |ag by T(t;) < B(ty)
() F(b,) = F(ay)
(c)(si mes F=1 (F(o Wb, o]

=0 alors F(quf(bjﬂz_(ag;%\ag))

s nes $7=1 (5(b, Mo, agf>0 alors F(by, 7 (b, )k

\

.

(mes désigne ici la mesure de Lebesques, et r~'(k) lien~
semble des nombres t tels que r(t) = k).

. ; -1 o . P ‘
Soient {A1,Bﬂ. et }A B‘I deux intervalles deéogijo& T
- ‘
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31:1@ [AMBJ Jt,e [AQ,,B;_[ r(t,!) = f‘(te)

soient tr (k) , tz (k) et G(k) 1les fonctions numé-
riques définies sur r( [A19B])f\r ([AEgBQW)de la maniére suivante:

CR(eF)) =k %K) ea,, 3]

| F(e5(k)) =%ty (k) e[Ay, By
£ (k) _

L G(k) = F(t](X),k)-F(t5(k),k) = J' o- % w(,k)] e %t at
£} (%)

G est strictement décroissante. En effet, si k1 < k2 :

¥ (x,,) X (x,)

1352 2\ X9

G(k1)=j. [-m? w(t,k1)] e %%at +f [-MlW(tyk@ e %t gt
t’f(h) t?(kg)

Le premier terme du 2é&me membre de cette égalité étant
négatif, et w(t,k) étant décroissante par rapport a k :

to(k,)
2 1 ~at
G(k1) < J [}a + - w(t,kQ) e dt
%, ¥
t,,(kz)
¥ *
Comme w(t,kg) < 0 pour t1(k1) <t < t2(k2),
*
t2(k2) 1 ot
——— { - o~
G<k1) < I . [—G. + " W\t,k2)il dt G(kg)
£ (ky)
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— - -
Sii!a1g b1L_et“Ja29 bgt‘sont deux intervalles de commu-
tation inclus respectivement dans A 51! et rAgy Bé] ‘

(4,
J/Vte‘:Wa,!p b, [ G(F(t)) < O
LVtQﬂ]agg byl G(F(t)) > 0

Comme G est strictement croissante

, T » _ SN
Ve, e fagb,[ t, © |ay, byl G(T(t,)) <G (Ht,))

De plus, comme il n'existe aucun intervalle de commuta-

tion entre b et

1 4o

D'autre part, w(t,k) est continue & gauche par rapport

a k ; on en déduit aisément que G(k) est continue & gauche, et par
suite

G(f(b,l)) < 0
G est continue a droite ou non, selon que

nes % 71 (f(bj)ﬂW[%?(k) , tj(kf}% est nulle ou positive. Il en

résulte la partie (c) de la proposition.

4.3.- DETERMINATION DES POLITIQUES OPTIMALRS,
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4.3.1.- Une solution remarquable du systéme (SK) (Cas ou ay< 1),

801ent:]a1, 1[ ...ila , b ['les intervalles de commu~
tation. Soit ¥ le programme ainsi défini :

_ . _
Vte 0,24 K (t) = r(a1) = kg

vee[a; b1 k*(t) = v(t) (i =1, 2,.0., P)
< -

VteL—bi,aiﬂ] *(t) = (ay,q) (1 =0, 1,..., p~1)
\Vte:bP,T_ x*(t) = f(bp)

Montrons qu'il existe une fonction H? telle que (K*qu)
soit solution du systéme (SKk) (voir § 3.2.2.).

Soit w l'application de [p,T] x R_X [0,1] dans R ainsi

définie :

w(t,k,d)

]

1 ¢si k < r(t)
3ou k = r(t) et mes% ﬂ[} i] % < dx mes%r“q(k) %

si k > r(t)
ou k = r(t) et mes%r"1(k)fW},@] %

v(t,k,d) =0

iA

d x mes%rw1(k) %

T,
Posons : F(t,k,d) = e -t _ J % v(s,k,d) e TGS g4g
t

Remarquons que F est continue par rapport a d et que :
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w(t,k,d) < w(t,k) donc

F

(tik,d) » F(t,k)

Par suite de la proposition 3.3.

F(bls I‘(bl)) = F(bi’ r(bi)a 1) < F(ai+1 ’ r(ai+1))
Drautre part :
F(b,, r(b,), 0) = lim F(b.,k)
* * k> 7(b;) *
k—>r(bi)

Or, T est strictement croissante a droite de a; (sinon

a. ne pourrait &tre la borne inférieure d'un intervalle de commu-

1

tation). Par suite de la définition de bi et de la proposition 3.3,

sie est un nombre positif "assez petit".

Vte Jaj g0 2y q%e [ ;

Comme r est continue,

F(b., r(t))

> F(t,r(t))

et comme il existe un nombre po-

sitify tel que F est continue dans [p,ﬁl x_lr(ai+1),r(ai+1)+7]
(i1 suffit de choisiry tel qu'il n'y ait aucun "palier" de r pour

lequel T(ay,,) <r(t) ¢ Tlajq) +y) :
11mt_? F(b,, T(t)) = F(by, Flaj4) » 0) 2 1lmt-va F(t,r(t))
341 i+
t>a;,, t> a4
- = )
- F<ai+i ’r(ai+1’>

4

Puisque F est continue par rapport a d, et

o

F(bi'

< F(a r(

i+1?
ﬁ(bi,

> F( r(

23417

8141

a4 +1

))
)



il

. e o . TS S o o N o S A S o b G

of

probleme est

solution de (8K)

v=- 13

. * . . .
existe un nombre di , compris entre O et 1, tel que :

F(b., T( ), d¥) = F(a,

i ai+1

Soit donc uf la fonction ainsi définie :

a
— - 1071 o -
Vte |o,a J' V() = e adq_ j w(s,r(a1))e as 4g
L% ¥y
- Wl - -t
Vte _éi’bi (t) e
T
- W, _ —ab. 1 =l = * as
Vte _bi’ai+1] (t) = e ™71 + Jb w(s,r(bl),di) e ~"ds
i
vte [b, T S(t) = e70Pp 41 jt w(s,F(b.))e S ds
| °p | ¥ Uy P
P

On vérifie immédiatement
* * .
. que (K7, ") est solution de (SK)
. que ¥ est l'unique programme X telle que (K,gf) soit so-

lution de (SK).

4.3.2.- Optimale(s), lorsque K(T) est fixé.

si ay>1, il résulte du paragraphe 3.3.1. que l'optimale K du

R(t) = inf { kg, &y + M(e-D)
~ - ko"kT t A o~
avec \WJ(t) = e afT+ i ) + I ; (s,¥(s)) e as gg
T+ Ko=kT
M
Comme K est la seule fonction X telle que (X,{) soit

N e

est l'unique optimale du probléme.
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si ay <1, rappellons que le domaine D est défini par

(t,k) eD <= max % ko k

ot M(t-T) % < K(T) < min <§ Ky X +MLU 2

T' o )
donc : (T,k) €D ¢== k = K,
Par suite, (K*,“f) (CF § 2.4.1.) est solution de (S¢)sous les con-
ditions X{(o) = ko et X(T) = K
¥ o=k

est l'unique optimale du probleme.

ay =1, (Kﬂp) (défini> plus aut, pour le cas -y> 1) est au-
ssi une solution de (SK) ; mais X n'est pas nécessairement l'urique
fonction X telle que (X,y) soit solution de (SX); pour que .
fonctions différentes de ¥ existent, il faut et il suffit qu'il

existe deux points E1 et gg tels que

e

A

r(t,) = kg r(t,) = kp + NM(ty-T)
k k
< t1 < T + o- T < t
- M s 1
Vte | T, 1, r(t) >k,

. Alors, pour que la politique X soit optimale, il faut
et 11 suffit que

Vte [o,EJU EEQ,T‘} X(t)

Vle [%1’:6,1: i(t> < K(t) < r(t) 0 <

]
ks
[
~—

in

(en effet, (X,{) est al.rs solution de (Sx), puisque Q(t)xe”“t

Vte [%1,%'2])°

e
5

Remarque : retrouvons cela directement : pour montrer que X «st Op-

timale, 11 suffit de montrer que

£ - 1o -at £ ) N
o lines®(t),r(t)d - = K1 (t)] e %tat = J infsK(t), r(t)s—=K'(t ) Tdu
d% . a _J ¥ o

: t .

1
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par intégration par parties, on trouve aisément que ces deux inté-

grales sont égales a

1 > nag _ —af1
- [?(tg) e 2 -k, e _]

Il en résulte le théoreme suivant

Théoréme 1 :{(a) Il existe une politiqug 4 optimale, lorsque K(T)
est assujetti a &tre égal a kT, possédant ,les proprié-

tés suivantes

. si F(s,K(t)) atteint son minimum en s sur 1'in-
tervalle Lt,kaM(tJTﬂ , au point s=t, alors

-~/

K'(t+0) = f'(tﬁo)

. P
. sinon X'(t+0) = o.

(b) Si a¥# 1, K est 1'unique optimale. 8i ay= 1, une
politique X est optimale si, et seulement si

o< X'(t) <M

Vte[o,’I‘]

¥(t) < x(t) < T(t)

4.3.3.- Optimale, lorsque K(T) n'est pas fixé.

. si ay> 1, il résulte du § 3.3.1. que 1l'unique sclution
(X,¥) de (€X)telle que f(o) = ko et W(T) = o est

R(t) = x, vte [o,T]
G(t) = jfg% w(s, k) e™ ds

Catte solution est unique car G(t) <™ dans [o,T], donc (X,{))
ne peut &tre solution de (SK) que si X'(t) = o  dans [O,Tz]
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. si ay<l, deux cas peuvent se présenter :

(1) vte [o,T] ' F(t,k,) > 0

.>1’

Dans ce cas, l'optimale est la méme que lorsque Qy = pour

les mémes ralscns,

(11) Ete[o,TJ : F(t,ko) < 0
Appelons E 1l'ensemble des nombres k tels que
mes % K*'j(k) %c 0.

Montrons que la fonction g (k) = F(K*"1(k),k) est stric-
tement croissante sur E.

si k1 et k2 sont 2 valeurs de k, atteintes par Kg(t) en
deux points t, et t, (respectivement) appartenant a un méme inter-

valle de commutations

T
1
k,<k, = g(kj) = F(tq,kq) = jt [:— v w(s,k1) e
1

T
< X [ - % w(s,kq) e“asds+ew“T
o

w(s,kg)

A
R
ot 3
= |
§
o) -2
@
§
Q
n
[oN)
[52]
+
Leu
H
o
=3

= Fltyky) = g(ky)

On en déduit aisément, compte tenu de la partie (c) de
la proposition 3.3., que ¢ est strictement croissante sur E.

' [ g g “G’t* & { # o, , P .
D'autre part, g.(X{(T)) = e > 0 {t7 étant défini par:

t*‘:imf%ti K*{t):}i*(T%
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I1 en résulte qu'il existe un nombre k égal a :

inf % X 13tel§,§] £*(t) = k ; F(t,k) 20 %

Posons \
t = inf % g* (k) %
Or : ’ F(~9T<91) = F(%Vxlz) _>.. 0
On démontre aisément que :
F(£,%,0) = 1im F(t,K°(t)) < O
t—t
t <t

F (t,k,d) étant continue par rapport a 4 :

3d ¢ [o,1] F(%,%,d) = 0
Soient ¥ et & les fonctions ainsi définies :
o<tct® =  F(t) = K¥(t) Gt) = V()
T .
T <t<T = ¥(t)=FK Gt) = | 1 ow(s,%,d)e %%
£ ¥

On vérifie aisément que (f,&) est solution de (SK)sous
les conditions X(o) = kg , g(T) = 0. De plus, ¥ est l'unique fonc-
tion X appartenant & 3BM(kO)_telle que (K,{) soit solution de (8K) :
ctest donc l'unique optimale du probléme.

Théoréme 2 :| Lorsque K(T) n'est pas fixé, il existe une optimale
X unique. Elle est telle que, pour tout point t de
[sz]:

(a) si F(t,X(t)) > 0 alors : K'(t+0) = o

(b) si F(t,f(t)) < 0 alors

. si F(t,%(t)) = max% F(s;f(e))‘ﬂ < S < T;ezt%

~r
alors X'(t+0) est égal & r'(t+0) ou & M selon que

K(t) est égal ou inférieur a r(t)
%4
. sinon, X'(t+o) = o.




4.4,- GENERALISATION.

4.4.1.,= Introduction.

Dans ce paragraphe, nous étendons les résultats obta-
nus pour le probléme de Karlin-Beckmann. a la maximisation de

J‘T ]:H('th(t)) fe(t) Bi(e) | et
O

lorsque, pour tout t, H(t,k) est concave en k, sous les contraintes
et hypothéses indiquées aux § 1.2.1. et 1.2.2. (avec $=0). Nous a=-
vons démontré que lorsque § » o, dans le probléme défini au § 1.2.,
on peut se ramener au cas oi §=0 (Cf § 1.4.) ; la concavité de H
en k est inchangée dans cette transformation du probléme.

Exemple économique

Dans le probléme économique a ltorigine du probléme
(mathématique) de Karlin-Beckmann, supposons que

(a) la demande dépende du temps et du niveau d'équipement : soit
r(t,k) la demande & la date t, lorsque la valeur de l'équipe-
ment est k. Supposons r(t,k) concave en k pour tout t. (En gé-
néral, r(t,k) est aussi croissante par rapport a k, et pour
tout t, tend vers une limite finie lorsque k tend vers lvinfi-
ni. En effet, un équipement plus puissant permet d'abaisser le
prix du produit et d'en améliorer la qualité; d'autre part, il

v a & tout moment un niveau de production qui saturerait Ile

o

marché) .

(b) le taux d'actualisation soit variable avec le temps ; soit a ()

le taux d'actualisation & la date t. Supposons que o soit dé-
rivablie et que la fonction
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\ .
¢ —se a(t)t

solit décroissante.

Le profit entre les dates O et T est alors
- t
XEinf %K(t>z r(t,K(t)) % - Ks(t)] e (},(t) at

Ce probléme est donc un cas particulier du probléeme é-

tudié dans ce paragraphe, ou :
t

H(t,k) linf% k,r(t,k) % e o (t)

¥
c(t) =- e -a(t)t

4.4,.2.,- Hypothéses sur les donnees.

Afin de résoudre effectivement le p:obléme nous allons
supposer que pour tout t e [b,ﬁ],il existe un nombre p(t) unique
tel que (t,p(t)) appartiemea D (pour la définition de D, voir
§ 4.2.2.) et que si (t,k)e D, alors :

k<p (t) = c' (t) - H (t,k+0) < O

o Yo

k>p (£) = c'(t) - H (t,k-0) > O

supposons en outre que p satisfait les hypothéses h, ,
2 § h4 (C.f § 401020)9 et
n'3 : si (t,p(t)) est un point intérieur & D et sip est
dérivable au point t, alors :

p'(t) < M

Remarque: si on applique la définition de p au probléme de Karlin-



Beckmann
° 10r3que < 1 p\t> o= f‘(t)
. lorsque > 1 et X(T) non fixé : ,(t) = kg
. lorsque > 1 et X(T) est assujetti 3 8tre égal a ky:
olt) = Sup% ko) kg + H(T-C) 4

. lorsque a ¥ o niest pas toujours définie, car la con-

1

dition d'unicité indiquée au début de ce
paragraphe n'est pas toujours remplie.

4,4.3.- Points de commutation.

Il résulte du § 3.3. qu'il existe une fonction {j telle
que pour toute optimale ¥, (¥,&) est solution de (S.L). Il en ré-
sulte que le graphe de toute optimale X est formée

. ~ \ ~
. dtarcs o K'(t) = o (alo;s, v(t)+c(t)so) (type I)
. drarcs on K (t) = o(t) (alors, {(t)+c(t)=0) (type II)
. d'arcs ou ?'(t) = M (alorspip(t)+c(t)go) (type III)

si X "commute" au point (t1,k ) (ctest-a~-dire si
o~
K(t1) = 1<1 et s'il y a changement de type d'arc a ce point), alors

§4t1)+ c(tq) = 0

Supposons que ((t,) + c(t1) = C. 3 cas peuvent se pré-

senter : #
(a) si k,>plty) ou bien si k, = p(t)) et p strictement décrois-
1 e ‘ LR e igadies
sante dans un intervalls | t.,t,.+C} ,alors

-
Sante dans un intervalle 1 t,,t,+Ci ,8i0TS
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Par suite :

vte[t,T] G(t) + o(t) 20 K(t) = X(t;) + M(t-t;)

(b) sik, <p £§12 alors :

e wes > ooca

Gr(t,) + o)) g er(ty) - 5% Btk +0) < o

dong f'(t1+o) = 0

(c) sik 4 ) et sip est croissante & droite de tio i1y a

Sl Ky = . by B 2 R E i st

ambiguité quant a la valeur de K'(t +0) .

4.4.4.- Intervalles de commutation.

Posons
T P
F(t,k) = -c(t) _Jt =% H(s,k-0) ds

On montre, comme au § 4.2.2., que si fkt) est égal a k
dans [t1,t2] , alors :

F(t, k) = min % F(t,k) | te [tVt?] %

Définissons un intervalle de commutation de la méme ma-
niére qu'au §4.2.2., en remplagant toutefois r parp. On a la pro-
position suivante :

Proposition Soient] a1,b retl__2 , b [:deux intervalles de
commutation tels que b < ag . et qu'11 ntexiste aucun

intervalle de commutatlon 1nclus dans :]b1,a9[

¢., {
(d) vtyefag,dy [ Vtpeazby[ o (ty) <o (ty)
(b) p /by) =0 {ay)




e
-
I3
N

H(t, o(bq)) est presque partout définie

%2}
<
=

(c) si y

[p19a9] alors

F(b-]nﬁ (bq)) = F(agpﬁ (aa))

i et s

sinon F(b19§:b1)) < F(agsp(ag))

Pour démontrer cette proposition, on introduit deux
1nt0rva11es [%qg 1J et [épy 2J et deux fonctions tq(k) et
t (k) de la méme maniére qu'au § 4.2.2.( en remplagant T par p ).
801t G la fonction ainsi définie

6(x) = F(tF(K),k) = F(th(k),X) = J‘ [ - & (s, k-0) | ds

On montre, parle méme raisonnement qu'au § 4.2.2., que
G est strictement croissante ; on en déduit les parties (a) et (b)
de la proposition ci-lessus.

3 Dtautre part, tf et tg sont continues ; de plus,
H
5k A .
cave en k. Par suite, G est continue & gauche : donc G(p (b )< o

H(t,k-0) est pres-

~=(s,k~0) est continue & gauche par rapport a k, puisque H est con-

G est continue a droite si et seulement si 5%
que partout continue par rapport a k dauns [ﬁ (k) , zg (l«)g ctest-
d-dire si et seulement si H est presque partout dérivable par rap-

port & k dans cet intervalle. On en déduit la partie (c) de la pro-

position ci-dessus.

*® e ) A .y
4,4,5.-~ Soit X le programme défini de la méme manilere qu'au

paragraphe 4.3.1. (en rempWaoamt *Qufefois T parp ). Montrons qu’

il existe une fonction %) teile que

( )j‘«s S (6, k" (1)v0) » (1) 2 = SR E(E) - o)
‘S 5 1 e . s N
WV )+e(t) « 0 == K i (t) = 0 W) e (t) y omm KT t()=M



(crest-a-dire telle que (K*,qﬁ) soit solution de (S.L) & l'excep-
tion des conditions aux limites).

Soit A(k) l'ensemble des nombres t tels que (t,k) ap-
partienne a D, et que H ne soit pas dérivable par rapport a k au
point (t,k). Soit o (t,k,d) La fonction ainsi définie :

o(t,k,d) =1 gsi 5% H(t,k) est définie
ou si mes% INEU [tyf] % < d mes%l&(k) %
o(t,k,d) = o dans les autres cas.
Posons

F(t,k,d) = =c(t)- j ‘:skd)z‘ H(s,k-0) [‘l—g Lk, d):l H(s k+o)] ds

On démontre de la méme maniére qu'au § 4.3.1. que si
]a [: et ]a1+1, 1+1[ sont deux intervalles de commutation con-
sécutlfs, il existe un nombre di compris entre 0 et 1 tel que :

e

F(b, ), da¥) = F(a

/
v P a1+1 =4 i+1’p‘ai+1))

i

. ¥ . e e as Mo
Soit donc V) la fonction ainsi définie :

T [ % _ a"B /
Vte 0, ] y (t) = wc(a1)+jt T H(S,p\a1)-0) ds

Vte | bysayq] W (t)

Vte :bP,T g

i

_ - x
F(di+1pp(ai+1 ))“F<top(ai+1 )9d1)

i

t
3 , -
b )«jb 5 H(S,p\bp)—O) as

On vérifie immédiatement que (K*,Qf) est solution de (SL)
- * . . . .
et que X~ est l'unique fonction X telle que (Kykf) solt solution de
(sL).
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4.4,6.~- Détermination de lioptimale.

Comme au § 4.3.2., (cas ol ax’al)g si X(T) est Ffixé,
l'optimale X est unique et identique a *

Théoréeme 1 Lorsque K{T) est assujetti a &tre égal a Y l'opti-
male X est unique ; elle est te
L

Ly

lle que pourtouL point

. si F(s,¥(t)) atteint son minimum en s

sur 1l'intervalle Et,kT + M(tmT)]auApoint s = t
alors : K'(t+o) = p'(t+0)

. sinon, X'(t+0) = o

Lorsque X(T) n'est pas fixé, deux cas peuvent se présen~-
ter, de méme qu'au § 4.3.3.

. min % F(t,ko)\ o¢ t<T % >0
alors : Vte [b,f] X(t) = k

omin§F(tko )l o < tsT%<0

On démontre de la méme maniére qutau § 4.3.3. qu'il ex-
13 F’ 3
iste alors un nombre t unique tel que :

t <'1'§ — F(t, ¥'(t) ) <O

i => F(t, ¥*(t) ) 20

On en déduit de la méme fagon que

Kﬁi(t>
€™ (F)

(&

A
ot

iA
ct
i
AL

o
i

e
P
ot

i

AR
iA

t
A



Théoréeme 2
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Dans ces deux cas, K est unique.

Lorsque K(T) n'est pas fixé, il existe une optima-

le ¥ unique ; elle est telle que, pour tout point

te[oﬁﬂ :
(a) si F(t,K(t)) > o

, alors

K'(t+0)

0

(b) si F(t,X(t)) <« o , alors :
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RESOLUTION NUMERIQUE DU

PROBLEME DE ARROW

I. GENERALITES

I.1. Rappel du probléme et de sa solution théorique

Le probléme de Arrow consiste 2 maximiser la fonctionnelle :
¥ - ot
W (K) = ;- P (K (£) e 3 at

sous les contraintes :

K (0) =k : (1)
K' () + 5 K (t) 20 : (2)
et éventuellement : K' (t) + § K (t) & M - (3)

et sous les hypotheéses :

" P monotone par morceaux (H1)
il existe k tel que P décrott dans [k,+ oo [ (H2)
{siP Gci) et P (kj) sont deux maxima locaux de P, /

alors (H3)

-P (ki) £ P (kj)

Dans la suite, on appellera respectivement 5&? (ko)fet $(M (ko)
l'ensemble des fonctions numériques définies sur [0, +o[ satisfaisant

les contraintes (1), (2), et (3), et les contraintes (1) et (2).

Sous la contrainte :

OSK + 5K+ o

. . . . ~ . - .
il existe toujours une optimale K,ayant un palier k, éventuellement reje-

té & 1'infini , et de l'une des 4 formes suivantes :



sikos K :E(o)=ko;vt>o K () =k
gsiE=kO:Vt€[O, +a[ﬁ(t)=ko
%}sio<'1'<<ko. 'IZ(t)=ko e_é e to) Vte[o,-;— log (ko/k)]
(o) =k Yt e[%\ log (k_/k), +ol
_ -8 (t-to)

nN
1si k=0 :K(t) =k e

. Vee [0, +el

~
"Soit K l'optimale ainsi définie"
Sous la contrainte :

O0SK ' (e) + 5K (t)gs M M< +¢)

et lorsque :

k SM/ 9

VA%l 3
il existe toujours une optimale K, ayant un palier unique k, éventuel-

lement rejeté & 1'infini et de l'une des 5 formes suivantes :

- ~ -
si k =M/§ - K(t) = % -+[kb - M/6] e ot veefo, +of
k -M/6
- ~ -5
si k <k < . K (t) = u + [k - M/@] e t vte [o, 1 Log o l
o 6 8 ) o % /s
} o . 1 ko - M/6
K (t) =k Vit e [8 log mﬁ-ff
isik =k K (t) =k Vte [o, +of
{ ) )
! . K(t) =k e ot YVt e[o, 1 log-lg]
o o} 5 k
)si 0<k<k : 0
( © N ot s 1 T{ .
! K (t) =k Vie [g‘log v oo te|
“o
f; - “~y -
vsi k =0 K (t) =k et Vt€[0,+00[
( )
Soit>K*k - l'optimale ainsi définie



Sous la contrainte :

0<K' (£) +8 K ()M M<+w)

et lorsque ko > %— , toute optimale K posséde la propriété suivante :

il existe un nombre t* > O tel que :

Yte [0, t*] ﬁ' (t) existe = X! (t) = gKo (t) ou

M-8 K (t)

K' (t)

- oy} -
si K (t) = K (t* + t) alors K est une optimale deiﬁﬁ M/8)

1.2. Données et résultats numériques

Nous supposerons que la fonctions P est définie par ses valeurs :

PO, Pl’ ....,Pj, ""’PJMAX
pour les valeurs :
Ko, Kl’ cees Kj’ coes KJMAX

de la variable K ; on indicie celles-ci de fagon que :

< < ,..<K,.<,..<
Ko <% K; K nax

Conformément & 1'hypothése H2, nous supposerons que P est décrois-

sante dans 1'intervalle[ K ~+°[-D'autre part, l'hypothése H3 se tra-

JMAX’®
duit par 1l'hypotheése numérique HN suivante :

Hypothése HN : si J1 et J2 sont deux valeurs différentes de l'indice J

telles que :

a : Jl

fl
(@)

ou P > P

Jl J2
b:J2=0 ou PJZZPJZ—l
c : Jl = JMAX ou PJl > PJ1+1
d : J2 = JMAX ou PJz Z_PJ2+1

P, #P

J1 J2



e

Un programme optimal sera défini, lorsque M est infini ou k < M/§
0
par :
-~ 1'état initial ko
-~ 1'état "final", c'est-a~dire la valeur du palier

Lorsque M est fini, et ko > M/§, le programme optimal sera défini

par 1'état initial ko’ 1'état "final" et les dates auxquelles seront at-

teintes les états K, tels que k 3 K, > M/5. }
K , = -1
1.3, Approximation de g J2 Eél) ’ y - M/S’a dy
K11

Nous aurons & calculer un certain nombre d'intégrales de ce type,

K

JZ[ s c'est pourquoi, nous ferons une

oi 2 n'appartient pas a J K
5 ' J1’

procédure spéciale a cet effet.

Pour cela, nous supposerons que P est linéaire par morceaux et con-

tinue, 1'ensemble des "points de raccord" étant :
%(KJQ P5>§ J=0,1, ..., JUAX

Autrement dit, si y est compris entre KJ et KJ+1, alors, quel

que soit J, nous approximons P (y) par :

- PR, -]
S T | 7 81 " P Ky
prly) = T YT TR TR
71 TN a1 T
Posons
" P 7 5y
A -
o + O
5 p P K.
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Par un calcul rapide, on voit que :

. Si M/§ > max {KJ, KJ+1} , alors :

J+1

|0
1
P

P (y) G-y

O =

. 6 .
. Si M/0 < max{KJ, KJ+1}’ alors

K KJ+1_

K Qo o 4 y=K
J+1 . -1 = J+1
1., M 5 1 My .M (6
— -~ - d = —— A 4+ —)+B(—-
) =B () G-y y < [ (y+ 2)+BG-y) ]
J : y=K

J

1.4, Procédures en algol correspondantes

reel procedure E (X,Y) ;

reel X,Y

si X = 0 alors E : = 0.0 sinon E : = ABS (xX) Ay ;

reel procedure W (ALPHA, DELTA, M, H, L, Q, R, E) ;

reel ALPHA, DELTA, M, H, L, Q, R ; réel procedure E ;
début reel A, B ; A : = (R - Q)/ (ALPHA + DELTA) ; B : = (QxL-RxH)/ALPHA ;
W : = (E(M/DELTA - L, ALPHA/DELTA) x (AxL+AxM/ALPHA + B)
- E(M/DELTA - H, ALPHA/DELTA)x(AxH+AxM/ALPHA+B)) / (H-L)
x (si HE M/ DELTA alors 1 sinon -1)

fin ;
L'intégrale cherchée se calcule ainsi, en supposant J2 > Jl :

SOM : =0 ; pour J: = Jl pas 1 jusqu a J2-1 faire
SOM : = SOM + W (ALPHA, DELTA, M, K {J] , K [J+1], P (3] , P [J+1], B) ;




Remarque :

Dans les programmes relatifs a j;a(ko), on définit W sans tenir
compte de M ; son expression se déduit alors de celle ci-dessus en an-
nulant M, Cela peut paraftre a priori paradoxal ; en réalité dans le cas
de ﬁ@,(ko), on n'a besoin de calculer 1'intégrale dans le cas considéré
que lorsque la valeur du palier optimal est inférieur & 1'état initial
autrement dit cela n'aurait aucun sens de faire tendre M (c'est-a-dire,
la borne §gpérieur§%K' + & K) vers 1'infini dans 1'intégrale considé-

rée (cf § 11 forme des optimales de 3¥m(ko))u

| SRR I S

SOM : = SOM+W(ALPHA,DELTA,M,
e

| klJ] , x[o+1], (3], P+ B)
\‘/ U |

G:Jz-l?) = |J:=7J+1

NON

OUI

FIN



I.5. Majoration de l'erreur sur le calcul de cette intégrale.

a. Dans cet alinéa, nous ne faisons aucune hypothése de dériva-
bilité sur P. Soit W un majorant de la valeur absolue de l'erreur com-

mise en approximant P (y) par P* (y) :

M3 sup |P(y) - P* (y)|
y .
Appelons S* le résultat du calcul effectué selon la procédure ci-

dessus,

K1 a_y
PH(y) - § -
| 5% - si= [ (y)é 2(y) l%—yl dy’
KO
M, . SN i
Comme 5 0 appartient pas a | KO, K1} :
M - M 6 Iy
]s*-s!s f z g-—y‘ gy = g|[ro- 7| -lKl—éf
KO ‘

b. Supposons maintenant que P" existe dans[KO, Kﬂ , ¥ soit
continue et majorée par M2, D'aprés la théorie de 1'interpolation 1li-
néaire, quel que soit y compris entre K_ et KJ+1, il existe un nom-

J
bre y* de ce méme intervalle, tel que :

Py) - P* () =5 (7 - K (y - Ky ) P (y)
Par conséquent : 2
K. . - K
J+1 J
P (v) - P* (y)]< - M, Yy e [KJ, KJ+1J

Si on suppose que le pas K

M e g
I - sle 2 a [lro- ¥[8 Ja- ¥ 0

41 T KJ est constant et égal a4 h :

I.6. Exemples numériques

ol




P wwv, M o m.« KO W K1 S m ﬂ‘ | HSMMMMWMMMM erreur réelle
20-K 10 | 0,5 0,5 0 W 0! 300,000 00 299,999 87 - 0,1 0 . -0,000 13
K -1 10 i 5 Wpo W 2 W 5 Movpom 666 67 | 0,466 666 62 0,075 | © ~-0,000 000 05
K 0.3 11,5 W 1 w 2 1,555 555 6 | 1,555 555 5 0,1 | O -0,000 000 1
(k-1)2 | 10 110 WHo M 2 _J 5 Wmvpoo 000 0 | 2,100 499 9 0,1 | 0,000 75 ; 0,000 50 -

{ : ; i : - e
(k-1)3 10 10 10 w 2 5 6,3750000 | 6,378 749 7 0,1 M 0,009 0,003 75
(k-1)"17 10 MNN mHo W 2 =5 Wo,uoo 000 00 W 0,300 286 99 0,1 W 0,000 72 0,000 3
(14x2)~1 1 N oumm ovmmw o 1 Muvppu 592 6 W 3,141 176 6 ‘' 0,05 W 0,000 625 -0,000 416
sin(5K)+2- 0 W 2 W 1 W 0 Wlwm.w»»uwm M 64,766 ,ﬂ- 0,1 : W H“m IR 0,04
- K/10 ‘, “ u | _
] !

Remarque : les erreurs des 3premiers exemples sont dues uniquement aux erreurs d'arrondi.




I.7. Remarque

Dans- la suite, on empoiera souvent dans la méme formule des
symboles appartenant au langage algol et des symboles n'y appartenant
pas : sans cela, les notations auraient été trop lourdes pour &tre

claires,
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II. PROGRAMME ARSIMI (ARrow SImplifié, M Infini)

II.1. Rappel de 1l'algorithme.

Cet algorithme permet de déterminer par leur palier les optimales de

iﬁﬁ’(ko)’ pour une valeur fixée de KO. Sastructure est la suivante :

A, DgggrminaEion_dg k*o Eel que :

P(ct ) = max {R(O) | & > KO }
(¢}

., k*, tels que :

B. Détermination des k*,6, k* i :

_________________ 1 _23 .o

/\

P (k*i) est un maximum local de P

P () = max{P(k) | k3 k*i}

i=o0,1, ... i*}‘

Détermination des nombres iop (L) tels que :

W W& | )

%
KO, k*, 0p (1)

W ®) - max{WmKo o)
LR

< ¢

T1.2. Lecture des données

Le programme est congu pour résoudre N problémes a la suite,
Les valeurs numériques des valeurs :
K [J] e P{] (Q=o0,1, ..., JMAX)
sont lues sur les cartes de données, ou calculées par procédure. Pour cela,

on introduit 2 variables indicées LK et LP :



~-11-~

- si IK [NP] = 0 , dans le probléme n°® NP, K [Ilest lue sur la carte
donnée

- sinon, K [J] est calculée grace & la procédure KF (NP,J). Le

procédé de lecture de P [J] est analogue.

Pour chaque probléme, outre les valeurs de K [J] et P [J],

les données sont :

JMAX nombre moins 1 de points qui définissent la

fonction P
)
Ko Valeur initiale de K

ALPHA, DELTA

EPS . Valeur numérique de € (voir ci - dessus § 2..1.D)
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| LIRE (N)I
| A—— Ty

! NP:=1'
.T._

LIRE (LK ([NP|, LP [NP])

’ v
|NP:=NP+1 <—-——»(NP =N ? )
" NON e

Ul

v .
réel procédure KF(J,NP) ‘

réel procédure PF(J,NP)

v

l NP:=1‘

!
Vi
i LIRE (JMAX,KO,q,5,8) |

V

i
oUI C LK[NP] = 0 7} NON
v —

pour J:=0 pas 1 jusqu a JMAX
faire K [Jj := KF (J,NP)

pour J:=0 pas 1 jusqu a JMAX
faire K[J]: = RDONNEE

<

i
“OUI &LP[NP]= 0 '?) NON

v | , | Y L
pour j:=0 pas 1 jusqu a JMAX pour J:=0 pas 1 jusqu a JMAX
faire P [J]: = R DONNEE faire P [J): = PF (J,NP)
i I,

[ PROGRAMME PROPREMENT DIT ’J

_—

( §p = n 2 )% [ NP: =NP+1 l
; .

ouT

Organigramme des ordres de lecture
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Partie du programme ARSIMI relative aux ordres de lecture

début

gommentaire probléme de Arrow, pour KO donné et M infini ;
entier NP, N ; LIRE (N)

début tableau LK, LP [1:N];

pour NP:=1 pas 1 jusqu a N faire LIRE (LR[Ne],Lp[ND) ;
réel procédure KF (J,NP) ; entier J, NP ;

© 0 ° 28 ¢ 20 0205020 68 80 60 & 0400 6 0L SN L LS PGS S SN 0BG S P IEEEEDB S S E L S

NP : =1 ]
PROGR : début entier J, JMAX, JO, I, IMAX ;
réel KO, ALPHA, DELTA, WOP, EPS, PSTAR ;
LIRE (JMAX, KO, ALPHA, DELTA, EPS) ;
début entier tableau JSTAR [O : JMAXJ
tableau K, P [O : JMAXJ;

pour J:=0 pas 1 jusqua JMAX faire
si LK[NBl = 0 alors K [J]: = RDONNEE sinon K[J]: = KF (J,NP)

pour J:= 0 pas 1 jusqu a JMAX faire o
si LP[NPJ= 0 alors P[Jj: = RDONNEE sinon P [I] : = PF (J,NP)

L L I I R I I I R I O I I O T S N S I T T Y T T T T YO N S S S S AP SRS GO S

PROGRAMME PROPREMENT DIT

AL B IR
. *"’""~"‘-~vvqoa-‘o.cot-;». © b 4 5 A b e e sedenstan s 8 & s 000 ®

si NP < N alors début NP : = NP + 1 ; SAUTPAGE ; aller a PROGR fin

fin fin fin fin fin ;

II, 3 Calcul des nombres k*i

La détermination des nombres k*i se fait par 1'intermédiaire de la
variable indicée JSTAR 2 un indice I €{0,1,..,ISTAR}: k* »K([JSTAR(i1]

JO étanttel que : K [JO]= KO

JSTAR[0] est tel que P[JSTAR o1} = sup, P (3]
JSTAR[I] = sup {J |0 < J < JsTAR(T-U ; P[Jj> PLISTAR (I-1];

J=0 ouP[J-1]cP [J__]}
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LJSTAR [0]: = JMAX ; PSTAR : = P [ JMAX] |

o

J:=JMAX

J:i=J-1

A

>CK[J]> KO ?} NON
OUI$ |
G[J}> PSTA@__@__
OUI¢ 4
| 4

JO:=J

"PSTAR :=P [J] ; JSTAR[0]:=J

NON |
<

|

H
t
1

]
' OUT ™
[ IMAX : =0 |&—
- <
ouT
i 1 A
NON P(0]> PSTAR ? [ J:=J0- \
, G] < J:=J0-1
oUT NoN__("P[J]> PSTARAP [J] > P [_J—lj?)‘é—i
—— JSTAR[I]: = 0y IMAX :=I | QU1 '
l A PSTAR := P [J]; JSTAR[1]: = J ; IMAX:= T ;
vV I:=I+1
CALCUL

A ( J=1?Dﬂ@

ouI

8




-15-

JSTAR [0] : = JMAX ; PSTAR : = P [JMAX];

pour J : = JMAX pas - 1 Jjusqua O faire

si K [J] > KO alors début si P [J]> PSTAR alors
début PSTAR : = P [J] ; JSTAR (0] : =J fin

fin
sinon début JO : = J ; aller a SUITE fin ;
SUITE : IMAX =0 ;
si JO = 0 alors aller a CALCUL ;
I:

I
1

1 ; si JO> 1 alors pour J : JO - 1 pas -1 jusqua 1

faire si P [J] > PSTAR AP [J] > P [J - 1] alors
début PSTAR : = P [J]; JSTAR [I] : =J ; IMAX 2 =1 ;I : =T+l fin
si P [0] > PSTAR alors début JSTAR [I] : =0 ; IMAX : =T fin ;

I1.4 Calcul des nombres WV(%KO - ) et de K,
VR0, k¥, T ———
i

N
La détermination des nombresnﬁ/(KKO ok ) se fait par l'intermé-
JK*,

diaire de la variable WSTAR 2 un indice ie{o, 1, T..., ISTAR} :

e, k*I)y WSTAR (1] :

[ wstar [0) = & ¢ [JsTAR ([0]]
Jo-1 ,
< WSTAR [I] = _l_——;/_@(J=§STAR[I] w(a,8,0,K[3], K[3+1],2 (], P[J+1]>
K [J0) |
+é P[JSTAR [I]]x K [JSTAR [11]“/6)

LY .
W (K) est approximée par la variable WOP ainsi définie :

WOP = sup{WSTAR 1] 0, 1, ..n, IMAX}}

Les paliers de valeur k*i tels que :
v
\QW(KKO,k*i) - WOP| < EPS
sont déterminés grice i la variable indicée IOP & un indice Lef(p,l,...L MAX}

VLe{o, oo, L MAX} " | wstar [ ToP [L]] - WOP| < EPS
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déclaration de la proc'éyd'gur:g_lw_w!

woa [o] + = v s (0] womsh |

v

ouI
..,m..,,.,,_.,M._mmw-..-:C IMAX = 0O ?)

NON ¥

WSTAR [1]: =0 | & .
v _
J:= JSTAR (I J

v

3
t

——> | wsIAR [I):

"“
WSTAR [[]+ W (ALPHA,DELTA,K[J], K [J+1], PfJ], P[J+1)) |

V

NON ( 5-=10-1 ?)
-

ol

v |
|wsTaR [1] := —— (wsTAR (1) + L B [Jstar (I1))x K[sszar (1))
3 a/6 :
KO ‘ P
(TR T )
~ ~--~~~-~»—~')_—> | =D+l |
OU$ ""‘“
-2 | WOP : = WSTAR [0]
—_—
1:=1 |
' Y
_Now ,QWSTAR (1) > woe ?J<
- |
WOP : = WSTAR [1] ‘
—_— ( 1=IMAX ?) MO o [ 1-11

__NON

out |y

L:=0 ; L +AX := 0 ; 1:=0
']
(__rvstar (1]-wop [ <EPS? )

Oul l
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I0P {1} + =1 ; L MAX : =1L :

—~
-

=14 | €

¥
<:I -1 MAXAE:> NON >

0oul

écriture

des résultats

FIN

I.=T+1




CALCUL :

OPTI
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début tableau WSTAR [0 : TMAX] ;

entier tableau IOP [O : IMAX] ; entier L, L MAX ;
réel procédure W (ALPHA, DELTA, L, M, Q, R) ;
réel ALPHA, DELTA, L, M, Q, R ;

début réel A, B ; A : = (R-Q) / ALPHA+DELTA ;
B : = ((QxM) - (RxL)) / ALPHA ;
W : = ((MA(ALPHA/DELTA) x (AxM+B)-(L4(ALPHA/DELTA)x(AXL+B))/(M-L)
fin W |
WSTAR [0] : = P [JSTAR [0]] / ALPHA ;
si IMAX = 0 alors aller a OPTI ;
pour I:. =1 pas 1 jusqua IMAX faire
début WSTAR [I] : = 0 ; pour J:=JSTAR [I] pas 1 jusqua JO -1
faire WSTAR [I] : = WSTAR (1] + W (ALPHA, DELTA, K (J], K {J+1], P{J], P{3+1})
WSTAR [I]| : = {wsrfAR {11 + P [JSTAR [1.]]x K [ JSTAR [1]]1‘ (ALPHA/DELTA)
/ALPHA) / K [J0] A (ALPHA/DELTA)
fin ; |
WOP : = WSTAR [0]; pour T : =1 pas 1 jusqu a IMAX faire
si WSTAR [I] > WOP alors WOP : = WSTAR [1] ;
L:=0; LMAX : =0 ; pour T : =0 pas 1 jusqu a IMAX faire

i ABS (WSTAR[I] - WOP) < EPS alors

début T0P L] : =T ; IMAX : =L ; L : = L+l fin ;
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II. 5. Exemples numériques

Exemple 1 : P est un polynfme du ler degré dans [1, 6]
AT NN B el i I i e i e S e

¥ke [1,6] P(K) =70 - 10K

a =1 § =1 KO = 6 JMAX = 5 (pas 1)

P a un maximum unique au point K =1 : P (1) = 60

Valeurs théoriques Valeurs calculées

Kk, (Ko k*i) K [JSTAR [I]]|  WSTAR [I)

6 1 6 1

1 -39, 166 66 1 39, 166 66

Les valeurs théoriques et les résultats du calcul sont identiques, car P
est un polyndme du premier degré, et le mombre de points carac:téristiques est

trop petit pour que les erreurs d'arrondi soient notables.

Exemple 2 : P est "linéaire" par morceaux
P B I R N ae Tl i o RO i
a=1,5 5§=0,5 KO = 19 JMAX = 24

Le graphe de P est tracé sur le schéma ci-contre

Valeurs théoriques Valeurs calculées
kE | W 1) K[JSTAR (1]]| WSTAR [1]
24 39, 933 333 24 39, 933 3

8 22, 505 9 8 22, 504 7

0 20, 616 7 0 20, 616 9
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sin (IOK) + 2

Exemple 3 : P (K) = - K/10
B e N Nt A b o et T e s et sl
a =2 0 =1 KO =5 - JMAX = 60 (pas : 0, 1)
et JMAX = 300 (pas : 0, 02)
Calcul a la main pas : 0, 1 pas : 0, 02
ko, W(KKO,k*i) K [JSTAR [I]} WSTAR {I] | K([JSTAR[I}]| WSIAR [I]
5,182 57 1,240 67 5,2 1, 233 5,18 | 1,240 67
4,554 25 1,165 55 4,56 1,164 95
3,925 94 1,081 60 3,9 1, 072 3,92 1,081 11
3,297 63 1,007 24 3,3 1, 009 3,30 1,007 24
2,669 32 0,943 46 2,7 0, 938 2,66 0,942 90
2,041 01 0,891 25 2 0, 886 2,04 0,891 32
1,412 70 0,851 62 1,4 0, 853 1,42 0,851 58
0,784 39 0,825 54 0,8 0, 827 0,78 0,825 60
0,156 08 0,814 02 0,16 0,814 09

Remarquons- qu'avec le pas O, 1, le programme a "oublié" de déceler les

nombres k*2

*
et k 9°
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: -K
Exemple 4 P (K) = sin (IOK) x e  + 1
Calcul & la main pas : 0, 1 pas : 0, 02
R* lW(KKO,k*i) K[JSTAR{T}! |WSTAR [I] K[JSTAR[I1}| WSTAR(T.
5, 174 1,005 657 5,2 1,005 44 5,18 1,005 624
4, 545 1,009 519 4,5 1,008 51 4,54 1,009 506
3, 917 1,015 465 3,9 1,015 24 3,92 1,015 459
3, 288 1,024 435 3,3 1,024 29 3,28 1,024 341
2, 660 1,037 169 2,7 1,034 37 2,66 1,037 169
2, 032 1,053 393 2,0 1,050 57 2,04 1,053 226
1, 403 1,069 473 1,4 1,069 42 1,40 1,069 424
0, 775 1,072 753 0,8 1,070 78 0,78 1,072 680
0, 145 1,028 547 0,1 1,025 60 0,14 1,028 481
o = 6=1 KO =5 JMAX = 100 (pas : 0,1)
JMAX = 300  (pas : 0, 02)

L AR A R 1 Tp T T
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[II. PROGRAMME ARMI (ARrow, M Infini).

I11.1. Rappel de l'algorithme :

Cet algorithme permet de déterminer par leur palier, les optimales

de iﬁm(ko), quelle que soit la valeur de KO > 0. Sa structure est la suivante :

A. Détermination des nombres k*o, k*l, coos k*i* tels que :
k*o = sup {k | P (k) maximum local de P ; P (k) = sup P(q)}
qzk
. N
k*i = sup {k | P (k) maximum local de P ; P (k) > P (k*i_l)} VlG{g_,uol*j

- - -

B. Détermination des nombres ko’ kl’ ceos ki tels que :

S ko - k*i* k*, a
- - o f j 5 1 _als _
= i * * . puted
1 k, inf {k j' k j >k 5 4 P(x) x dx + k, , P (ki_l)
i-1
a/s -
LT A R o} Vie {1, i}
C. Détermination des nombres'io,/kl, "””EI tels que :
k- a
o (T a2 anr (. OO G, ) - GO0 R =0
0 _ i-1 i-1 i i
k
i-1 - =
P ie {1, ceos 1§
.o A A 1 A —6t - .
Si ki < ko < ki+l’ alors K(t) = max {ko e s ki% est une optimale

de 3;@ (ko)

3.2. Formules numériques

A. On détermine les nombres k*i griace & la variable indicée JSTAR

2 un indice I

Ie¢ éO,l, cees ISTAR} (k*i K [JSTAR [Il] ) ainsi définie :

ou P [J-1] < P[]}

Jti=o0
(3 l0< J< JSTAR [1-1] 5 P (3] > P {JSTAR (I-1] ;

JSTAR [O] = sup %
P
J=0 ou P[J-1) < PLJ yViedl,..., ISTAR}

JSTAR [I] = su
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B. On calcule les nombres ki au moyen de la variable indicée

JBAR 3 un indice I €{0,1, ..., IBAR} (k; ® K [JBAR [I]]) :
JBAR [0] = JSTAR [ ISTAR]
JBAR (I] = inf{JSTAR (1] [JSTAR [L] > JBAR (1-1]
JSTAR(L] -1 .
J=JBAR([I-1]

/8
- p [JsTAR [1]] x K [JSTAR (1]] & o}

(afin de ne pas trop compliquer la formule ci-dessus, on s'est permis quelques abus

. P . . - AR P
de notations évidents, mais qui ne créent aucune ambiguité).

W
C. On définit les nombres ki grace a la variable indicée JTIL a un

indice i ¢{0, 1, ..., IBAR]

0

JTIL {0]

JTIL (1] -1
JUIL [I] = inf {317 2 JBAR [I-I]; o T W(o,0,K; KB L)
J=JBAR(I-1]
/8 /b
- B xR 4 Prar[1-1]  * “umar(1-1] s O}

(i e{l, 2, ...,»IBAR})

Ainsi, K [JTIL [I] = %I ou plus exactement :

JTIL [I] = inf ng K (3] > Vkl}

II1.3, Organigramme

La lecture des données se fait de la meme maniére que pour ARSIMI (cf § 2.2)
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lecture des données : JMAX, ALPHA,DELTA,K [J ], P [J] !

]
1:=0 ; PSTAR := P[JMAX]; J:= JMAX'
NON ]
/\P [J] 5 psTARAP [J-1] € P (J] ?><
OUI 7y '
Y JSTAR(T] := J_; PSTAR:=P [J]; ISTAR:=I;T:=I+1 |
/‘
OUI
v |
‘déclaration de la procédure W l
V
JBAR[0] := JSTAR [ISTAR) ;IBAR:=0)
< QUL GSTAR =0 ?)
NO
I:=1 ; SOM:=0 ; H : = ISTAR - 1 l
v :
J:= JSTAR [H+1] | <
v
——>| SOM:=SOM+W ( a,é,KJW,KJH,PJ,PJH) ]
[[J:=041 &»@STAR[H]- 1 D

108 S A —
< SOMxa, + P[JBAR[I 1) x K[JBAR[I-1]] a/ 5- P[JSTAR[HJJX K[TSTAR[HL afo £07? )

0oUT

NON V

JBAR(I) := JSTAR (H] ; IBAR := I ; SOM:=0;I:=I+1 ]
NON
>(H=0 7 )
OUL
> | JTIL [0] : = 0;1:=1 i
SOM: =0 ;WBAR: =P [JBAR[I-1]] x K [JBAR[I- 1}j a/d ;

J:=JBAR l 1- 1t I'ﬂﬁwm«

v
\-——-—>GOMXALPHA—P [JBAR [I]1x K [J]?(ALPHA/DELTA)+WBAR>O?)
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\l[ oul ’ NON \L
/k J+1 o

J:=
»SOM:=SQM+jw(a,6,K_J_I,KJ,PJ_I,?J) | | | Jrin {1]: = J A

( remmar e )0 [rop |

ouI

Remargue :

EN

La lecture des données est trés semblable a celle du programme ARSIMI,
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[II.4. Programme Algol.

o et ot St e - " o ——— " 4= A R G A e e e e e e e e G e M Bet S e A W G S e Al W6 L W A S S e G e e G G A e A m -

I:=0 ; PSTAR : = P [JMAX] ;

pour J:=JMAX pas -1 jusqua O faire

si P [J]» PSTAR , P [J-1] < P(0] alors

début JSTAR (I] :=J ; PSTAR := P [J]; ISTAR := I ; I:=I+1 fin ;

- - G ot o iy . W " T - " e N W T S R e A S W W D e D W S A ER T S W iy e e e AN U G S R M i G S A G T S N S e = S = e M

DECLARATION DE LA PROCEDURE W

JBAR { 0] := JSTAR[ISTAR]; IBAR : = O ;
si ISTAR = O alors aller a TILDA ;
I:=1 ; SOM:= 0 ;

"

pour H:= ISTAR-1 pas -1 jusqu a O faire
début pour J:=JSTAR(H+1]pas 1 jusqu a JSTAR[H]-1 faire
SOM: =SOM+W(ALPHA,DELTA, K(J], K{J+1], P(J], P{J+1]) ;
si SOMXALPHA+P [JBAR [1-1]] x K[JBAR({I-IJ]4(ALPHA/DELTA)
-P [JSTAR [H]] x K{JSTAR (H] J*(ALPHA/DELTA) < O
alors début JBAR(I]:= JSTAR{H]; IBAR:= I ; SOM:= 0 ; I:=I+1 fin
fin ;
TILDA : Début entier tableau JTIL [0:IBAR];
réel WBAR ; JTIL{0}:= 0 ;

Egg£'1:=1 pas 1 jusqu a IBAR faire
début E2:SOM:=0; WBAR:=P [JBAR [I-1]x KDBAR[I-l]}’P(ALPHA/DELTA) ;
J:= JBAR[I-l} ;
El:si SOM x ALPHA - P[JBAR(I]]x K [J] 4 (ALPHA/DELTA }+WBAR > 0

glggg ggggt J = J+1
SOM : = SOM + W (ALPHA,DELTA,K[J-1}, K [J], P[J-1}, P LI
aller a El
fin

sinon JTIL (J}:=J

D S " - A W S P W e e e W N P M T M S AN W A N G G A e S Gme e S e e A N B N S M e e A N GR TW 4 M M WD WG VS G W A e E¢ e TR e e e e

ORDRES D'ECRITURE

A o Y W W A e e W W e T G S R AP e WA WM M S e G S B B L G T B e ooy D S e G M O e S W B G A e B A G W GBS TS e W T T S e R e A G A 6 e
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JIT.5 Exemples numériques.

S NS T S P SN Y

Ke [1,6] P(K) =70 - 10K
a=1 b6=1 JMAX =5 (pas 1)

Exemple 1 : P est un polyndme du ler degré danms (1,6]
WW\N‘WW

Cet exemple est identique 2 1'exemple 1 du §11.5 : P a un maximum unique

au point K = 1. Donc :

ISTAR = IBAR = 0
K (JSTAR [0]]= K [JBAR [0]] = 1
K (JTIL {0]] =K {0] =1

Les valeurs calculées grace 2 ARMI sont identiques aux valeurs théoriques

ci-dessus,

Exemple 2 : P est "linéaire" par morceaux.

o =1,5 6 =0,5 JMAX = 24
Le graphe de P se déduit de celui de la fonction considérée a 1'exemple
2 du § 2.5 par une translation de - 1 de l'axe des K, v
Pour vérifier les valeurs calculées 2 1'aide de ARMI, on a procédé de la
maniére suivante :
a) Pour chaque valeur de JTIL [I], on a vérifié au moyen du program-

me ARSIMI (défini au §1II) que :

- 2 la valeur initiale K [JTIL [I]}] correspond le palier op-
timal (aux erreurs dues 2 1'approximation de P prés) K [JBAR [Il].
- a la valeur initiale K [JTIL [I] —1] (si I > 0) correspond le

palier optimal (aux erreurs dues a 1'approximation de P prés) K[:JBAR[I—ll}.

Cette partie de la vérification correspond & la colonne "confirmation par
ARSIMI ?"du tableau ci-dess ous,

- . b) On a résolu 1'équation du §II.1.6 par bissection, en ayant au pré-
alable calculé analytiquement 1'intégrale qui s'y trouve. Dans le tableau ci-des-
sous, nous désignons les racines ttrouvées ainsi par "valeurs analytiques".

c) On a vérifié qu'a la valeur initiale K [JMAX] = 25 correspond

le palier optiﬁal (aux erreurs dues 2 1'approximation de P prés) K[JBAR[IBARJ]= 25
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- LY o ‘ |
k. = K[JBAR[1]] k; K[JTIL [ 11] jConfiramtion par
(valeurs analytiques) (valeurs calculées :  ARSIMI ?
]
par ARMI) g
- z
i
1 0 _. 1 5 o1
: ?
9 2, 6 § 3 g oUI
25 12, 1 13 ~ our
Exemple 3 : P (K) = sin (10 K) + 2 - K/10
a =2 § =1 JMAX = 60 (pas 0,1)
JMAX = 300 (pas 0,02)
. Confirmation
Valeurs analytiques pas : 0, 1 pas : 0, 02 par
k ko K [JBAR (1]] K [JTIL{1]] | K [JBAR([T]] IK [(OTIL[I]) ARSIMI ?
0, 156 | 0 0 0,16 | 0 oUT
0, 78 | 0, 235 0, 8 0,78 . 0, 24 OUT
1, 413 | 0, 908 1, & 0, 9 1, 42 | 0, 92 oUlL
2, 041 | 1, 563 2, 0 1, 7 2, 04 1, 58 UL
2, 670 | 2, 211 2, 7 2, 2 2, 66 1 2, 22 oUT
3, 300 | 2, 856 3, 3 2, 8 3,30 2, 86 oI
3, 926 | 3, 499 3, 9 3, 6 3,92 | 3,52 ouT
4, 554 | 4, 141 b4, 2 L, 56 | 4, 16 oUI
5, 183 | 4, 782 5, 2 5, 18 4, 78 oUl
5, 811 | 5, 422 5, 8 5,5 5, 82 . 5, 44 oUT

USSR

ple précédent.

On a suivi, pour procéder aux vérifications, la méme

méthode que pour 1'exem-
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Notons que :

a) avec le pas 0, 1, la machine n'a pas décelé les valeurs O, 2 et

D

4, 6 pour kI ; notons qu'ARSIMI (cf § II,5, ex 3) avait "oublié" les memes va-

leurs de k*I,

b) avec le pas 0, 1 K[JTIL [I]]< “121

pour 3 valeurs de I ; avec le

ﬁas 0, 02, K [JTIL [IJ]< tI pour 1 seule valeur de I ;

Exemple 4 : P (K) = sin (10K) x e_K + 1.
B N S i o it

Valeurs théoriques pas : 0, 1 pas : 0, 02 ~Confirmation par
- o - ) ~ ARSIMI ?
kI kI kI kI

0, 147 0 0, 1 0 0, 14 0 ouI

0, 775 0, 409 0, 8 0, &4 0, 78 0, 42 oUI

Iv. PROGRAMME ARSIMF (ARrow SImplifié,M Fini)

Tv.1l Rappel de l'algorithme

Cet algorithme permet de déterminer les optimales de jrkl(ko)’ pour une

valeur fixée de ko et de M. Posons :

ki = minf{M/é, ko}

Le calcul se fait en une ou 2 p hases, selon que ko

I. Détermination des optimales de ﬁ?M (ki)
A. Déterminer les nombres k*o, k*l, ey k*m
[ k* =k
) 0
<k*=

i

< M/® ou non :

tels que :

inf{k’ k%, <kg Mo ;P (k) >Rk 4)

P (k) maximum local de P; (i =1,2,.0., m)
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B. Détermination des nombres k* k

* * .
]’ Eomer o k n tels que :

k*m-i-l = sup{ k| ko >k >0 ; Pk~ P(ko) ; P (k) maximum local de P}

< = supgklk*i_l >k 20 3 P(k) > P(k*; );P(k) maximum local de P}

L (i = m2, m3, ..., n)

C. Déterminer les nombres k éik*o, k* cesay k*n }tels que :

1’

WRE )= max WRN )
(o} 1 o) 1

Si k0 < M/6 , le calcul s'arrete 1a. Sinon, on passe a la phase (II)

I1. Détermination des optimales defFfM (ko), par discrétisation et récurrence.

IV .2. Détermination des no‘mbresvk"‘i (i =1, ooy, vuu, 1)

Remarquons tout d'abord que la lecture des données se fait de la méme

maniére que pour ARSIMI. Approximons ko par K [JO]

M/§ par K [JM]
ki par K [JI]

On détermine les nombres k*i grice 3 la variable indicée JSTAR a un in-

dice I (1 =0, 1, ..., ISTAR) (k*i: K [JSTAR [I]]), ainsi définie :

JSTAR ( 0]
JSTAR [1I)

JI
inf {J [ JSTAR {1-1] < J € 3M ; P[> P[U-1); J=du
| - ou P[J-1] <P (31} (1 =0,1, ..., ™0
JSTAR [IM+i]= sup{JIJI >J>0;P[J>p[J1];T=0
ou P[J-1]1<P [J]}

gsTAR [ 1] = sup{s| JsTAR [1-1] > 3> 0 5 P [J> plusTar [1-1];
P[J-1] <P[JJouJ=0} (IT=1IM+2, ..., IN)




[Lecture des données : M, JMAX, KO, ALPHA, DELTA, EPS, K [JJ , P LJ]

J:=JMAX |
C—K[JJ < M5 < —
OUIJ/ -~

NON
IM:=J { —f-> J:=J-1
\I/ Ul > ». SORTIE .
C K [om] < KO 'ﬂ NON

JP— ourd V
JI: —JM J:=J1 J:=IM
Y Y amp—
out (J] KO D CK[J] < Ko ?); J:=J-1
| NON X0 .‘ l NON
J0:=J \ mé J:=3H | oUT
P | v

1 J0:=J ; JI:=JO

> |IN:=IM |

e e

C P[J] > PISTARLI] AP (3+1]< P[] V J= JMD @> (si I = TM alors P [JI]

NON our | sinon P (JSTAR IJPAP [J—l—_]._iﬂlil;ﬂ ?
[T:= 11 ; JSTAR[) (= J; IM:=T| NON
‘ Ty ; [1:=1+1 ; JSTAR[I]:= J; IN:= I_J
- NON oUI
— e‘, J:=J+1
oUT

CALCUL

Organigramme de la détermination des nombres k*i




32

La partie correspondante du programme algol est la suivante :

Début entier J, JMAX, JO, JI, JM, I, IM, IN ;

réel M, ALPHA, DELTA, KO, EPS, WOP, PSTAR ;

T T T T T e e e e i e e o e ) e i s e oo o . i o e o o o o oo

pour J:=JMAX pas -1 jusqu a O faire
si K [J]< M/DELTA alors
début JM:=J ; aller a SUITE fin
aller a SORTIE ;
SUITE : si K [JM]{ KO alors

début JI : = JM ; pour J:=JI pas 1 jusqu a JMAX faire
si K [JJ>K0 alors début JO:=J ; aller a STAR fin ;
JO:=JMAX

fin

sinon début pour J:=JM pas -1 jusqu a O faire
si K [JJ$KO alors
début JO:=J ; JI:=JO ; aller a STAR fin ;
aller a SORTIE

fin ;

STAR : 1M : =0 ; JSTAR[O): =JI ; I : =0 ;

8i JI<JM alors pour J:=JI pas 1 jusqu a JM faire
si P (J>P [JSTAR (T A(P[J+1] <P (0] y J=04) alors
début I:=I+1 ; JSTAR[I}: = J ; IM:=I fin ;

IN:=IM ;

pour J:=JI pas -1 jusqu a O faire

si P [J]> (si I=IM alors P LJI] sinon P[ JSTAR [Tl] ), PLU-1j <P {J]

alors début I:=I+1 ; JSTARL{E: =J; IN:=1

fin ;
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IV.3, Détermination des "paliers" optimaux.

Le calcul des nombres 'WkK*k s ) se fait gréce a la variable indicée
3

o) i

WSTAR 2 un indice I (I=0,1,...,IN) ainsi définie :

WSTAR [0] = = p{JSTAR [ 0] ]
o Qa JSTAR { I} ,
I=1,2, ., I | oamip I = E M/8-K[JI), - a/8) (- % w(e,8,M,K ,K . ,P P _,E)
L L ’ 3 J’ J- 13 J’ J_ls
J=JI+1
{ 1 M . O ; 4
+ o EG -k [ysmar (1], a/8) x p[ysTar (1))
F JI -1
- P - - - _ 6
WSTAR [ I} = E(K[JI], - &/8)x ( I W&, 0,0,K ;K 1sP Py o, E)
J= JSTAR[ L]

I=IM+1, .., INS

+ E (K[ JSTAR {I]}, a/0 )

1
a

On détermine les optimales grice a la variable WOP :
: . 93
WOP = sup{WSTAR [IJ/IE'{O, Ly eews TN
et la variable indicée IOP & un indice L (L=0,1, ..., LMAX) telle que

lWSTAR [IOP [L_}} - WOP | < EPS
§
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X:=0.0 ; WSTAR[0] := P[JSTAR [0/ ALPHA |

- IM> 0 ? )
. T
i NON
oUl
/ S
[1:= 1|
5

| WSTAR[I]:=
V V

J =JSTAR [I]
————> | WsTAR(1) := wsTAR[T)+ W (a, 8, M, KJ 1,KJ,PJ_1,PJ, E)

J:=J-1] - (J=JI +1 7’

| WSTAR[T] := (WSTAR[T] + P[JSTAR[I‘]‘]W; E (M/DELTA-K [JSTAR[UJ/ 1

ALPHA/DELTA) /ALPHA/E(M/DELTA K[JI], ALPHA/DFLTA)

<<
> | WSTAR[(]:= 0 ; J : = JSTAR[I]
| i
e > l wsmtfi[}] : WSTARLI]H/J(@ 5, XKJ, $341°! J’PJ+1"E) !
Ji=J+1

WSTAR I := _WSTAR 1}+ P [JSTAR IJ] X E(KUSTAR LI;} ALPHA/DE A)/ALPHA)/E(KT I} ALPHA/:)ELTA

: m,,....wim
T vy ] < NO}:I ( = %} OvU)DI

——>> [Wop : = STAR [] |

J
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4

A St e 8T S b e e

¢ ot
[wop : = WSTAR[I] ; L:=0 ; LMAX : =0 Y

. W ~
i »

OUI

e - | > WSTAR [IJ s WOP ? \ NON S —

I :=0

v

/

‘ ' \ NON
> | WOP - WSTAR [I}< EPS ? } S
; \ ’

N o
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La partie correspondante du programme Algol est la suivante :

CALCUL : début tableau WSTAR [0:IN] , T(JI:JO, WIEST{ O : 1, JI : Jo],
INV(JI : JO] ;
entier tableau I0P [0:INj;
entier L, IMAX, V ;
réel X, WTIL ;

S G G A e M S e T G G G S e e G T S e e B G e G i e T T BS S S G e Y W S e e S W e N G WM e SR D M M e T W Pr M = e -

X:= 0.0 ; WSTAR [0]:= P[JSTAR [0]]/ ALPHA ;
si IM> O alors pour I:= 1 pas 1 jusqu a IM faire
début WSTAR [I] := 0 ;

pour J:=JSTAR[I]pasV¥1 jusqu a JI + 1 fgigg’
WSTAR[I]: = WSTAR [I] + W (ALPHA, DELTA, M,
K[{J-1], k (33, p([J-1], P (J], E) ;
WSTAR(I] : = (WSTAR[I]+ E (M/DELTA-K[JSTAR[L]] ,
ALPHA/DELTA) x P [JSTAR[1)] / ALPHA)/
E (M/DELTA - K [JI], ALPHA/DELTA)

si IN > IM aldrs pour I:= IM+1 pas 1 jusqu a IN faire
début WSTAR[I]: = 0 ;

pour J:¥JSTAR[I]E§S 1 jusqu a JI-1 faire
WSTAR[I] := WSTAR(I]+ W(ALPHA, DELTA, X, K (J] ,
K [J+1], P [J+1], E) ;
WSTAR[I]: = (WSTAR (I]+ P(JSTAR [I]]x
E (K[JSTAR{I||, ALPHA/DELTA)/ALPHA)/
E (K{JI), ALPHA/DELTA)

fin
WOP := WSTAR [ 0] ;
pour 1:=0 pas 1 jusqu a IN faire
si WSTAR [I) > WOP alors WOP : = WSTAR [I]J;
L:= 0 ; LMAX : = 0 ;
pour I:= 0 pas 1 jusqu a IN faire
si WOP - WSTAR[I] < EPS alors
début 10P [L] := I ; LMAX:= L ; L:= L+l fin ;
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4.4, Optimales de $§ N (ko) (lorsque ko 2 M/8)

Lorsque ko »M/5, on détermine une approximation K* de 1l'optimale

de ﬁhM (ko) par les nombres T, tels que :

* = < <
K* (T) =K, (M < J £ J0)

Ces nombres suffisent & déterminer K*, car, a cet endroit du calcul, on a

déja déterminé une approximation K*JI de 1'optimale deig\M (ki) :

X = * -
Ve > Ty Ké (£) = K¥ (6 - Tp)

de 1' ]
Connaissant une approximatioﬁvgptimale deﬁsm (K [JI] ), on en déduit une

| “ i T1. . CP‘ . .
j14q de 1'optimale de & " (K [JI+17- ), puis de J{M (R[J1+2)),

etc ...., puis de EQM (x (J0J ). Pour cela, on introduit les variables suivantes:

approximation K*

INV [J] . valeur numérique de K* (t) + SK(t) pour K[J& K*(t)<K[J+1]:
INV [J] est égal & 0 ou M,
\Y : indice égal a 0 ou 1
WTEST[V,JJ : valeur numérique deﬂM/(KVJ) ; KVJ désigne ici la fonction
ainsi définie :
KVJ (0) =K [J
. \Y - d vV \Y
~-Ti < o — =
K[J-1] ¢ K (£) s KI5 K (£) + 3 K, (¢) =V xM

v % 71T e R 1 K[J] - vxM/8
0 gk [3-1] == K e (o § s Gy

(K*  approximation de 1'optimale de ﬁ‘. (R [J}), est identique a K°_ ou Kl
J P Mo J ]

(¥

selon que gﬁ/(K°T)fi WTEST LO,J] est supérieur ou inférieur é&WQKlj):;WTEST EI,J])

WTIL : maximum, a chaque itération, de WTEST [0,3] et WTEST { 1,J)

Remarque :
Lorsqu'on sait & priori que WIEST [V,J] < WIEST [1-V,J7 (cf these, §2.6.4.2.
et organigramme ci-dessous), on ne calcule pas WIEST [(V,J] , mais on lui affecte

par convention la valeur O.
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- 0UI

WIIL : = WSTAR[IOP{L}); T(JI]: = 0; V:=0

e oo

> ( 1=V = P[J+1) > P[U]?

oUT / NON

E(K(J+1]-VxM/6,0./8)

WITL:=(W(0, 8, V=M, K (,Ky o, PPy E) @:
+E (K {J)-VxM/DELTA,q./8)xWTTL) / | —

WIEST[V,J}:= (W(q,d,VxM,K KJ_H,

v

PJ+1,E)+E(KJ—VXM/5, a/d)

INV[J] := VxM;WIEST (0,J] :=WTEST[1, J]
+=0;WIEST [V, J] ;= WIIL |

xWTIL)/E(KJ+l—VXM/6, a/8)

A
v=1 7 —NON_ o

OUI

(_wrest[o,9) > wrEst [1,3)7 )

OUI

V:=0 V=1 NON

I

&

\\ |_WITL : = WIEST[V,J]; INV|J]:= Vxi |
4

oul

Tl?@}: =

J:=J0-1!

{.
v

NON G>JIVINV[J}=OD

OuT

e T} A e AT

T(J) := 999 999 99{ T )= T+ 1N ((K[J+1] INV&TY/D“‘LTA)/(K!JJ INV [ﬂ/nELTA))/DELTA

|

A L VT

= [ECRITURE Y5E3 RESULTATS |
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si JO = JI alors aller a ECRITURE ;

WITL : = WSTAR({IOP [OJl; T [JI}:=0 ; V :=0 ;
pour J : = JI pas 1 jusqu a JO -1 EEEES,
début si V=1 = P[J+1)> P[J] alors

début WIIL:=(W(ALPHA,DELTA,VxM,K [J],K J+11, P(J], P(J+1], E) +
E(K [J]- VxM/DELTA,ALPHA/DELTA)XWTIL)/
E(K {J+1] -VxM/DELTA ,ALPHA/DELTA) ;
INV [J):= VxM ; WTEST[0,J] := WIEST[1,J]:= 0 ;
WTEST[V,J] := WTIL

fin
sinon début pour V : = 0,1 faire
WIEST[V,J]:= (W(ALPHA,DELTA,VxM, K[J], K [J+1,
P{J}, P[J+1, E) +E (K[J]-VxM/DELTA,ALPHA/DELTA)
xWT'IL) /E(K LJ-+1] -VxM/DELTA,ALPHA/DELTA) ;
V:= (si WIEST[0,J] > WIEST{1,J] alors O sinon 1) ;
WITL := WIEST[V,I; INV([J]:=V x M
fin
fin ;
T[JQ : = 0.0 ;
pour J:= JO - 1 pas - 1 jusqu a JI faire

si J > JI, 1IN (J] =0 alors
T[7]:= T{J+1]+ LN ((K(J+1] - INV[J] /DELTA)/(K{J]- INV[J]/DELTA))/DELTA
sinon T [J] : = 999 999 99 ;

ECRITURE :
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4.5 Exemples numériques

Exemple 1 : P est "linéaire! par morceaux ; KO < M/§
1&Kg4 P (K) = a =2 § =1 M=5
4<KK6 P(K)=-K+38
6 <Kg7 P (K) =K -4
A
I !
3o AN
9 VAR
S B
P a un seul maximum local dans[O, M/8], pour K = 4, On en déduit les valeurs
théoriques :
k¥ =1 ; k¥ =4 ; IM=1IN-=1,
0 1
Valeurs théoriques Valeurs calculées par ARSIMF
Ik 9\},’(1{{ ) K [ JSTAR [1]] WSTAR (1] |
o’ i
1 0, 5 1, 000 000 O 0, 500 000 00
4 1, 1562 5 4, 000 000 00 ! 1, 156 250 00

P est "linéaire" par morceaux ; KO > M/$
it i N P D I Y

Dans cet exemple, KO = 7, et toutes les autres données sont identiques 2

ci-dessus., 5. On a obtenu les 2 tableaux de

celles de 1'exemple. Ici, ki =

résultats ci-dessous :

A Y B N M AR A R i P4 e

Valeurs calculees par ARSIMF

Valeurs théoriques

| o | j |
k*i W(K*k*o’k*i) K [JSTAR [1]] | WSTAR  [I]
1, 5 5, 000 000 0 | 1, 500 000 0
4 1, 906 666 67 | 4, 000 000 O g 1, 906 666 7
f
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. W [J] WTEST(0,J] WTEST {1, J]
K [J] T {J] h
théorique | calculé| théorique| calculé [|théorique gcalculé
- ; e RURSER D ?mwmmww
6 0,15415068 0 ’1 0 1,58503400 | 1,58503401,3842592 | 1,3842592
5 0,33647224 0 % 0 11,7037037 | 1,7037037}0 0
f | |
Exemple 2 : P est un polyn6me du 2&me degré dans [0, 10]
At P . T e e Ay 9 Ve ™ oV s o N i T e S W
P (K) = - (%—1)2+1=-o, 04K2+o, 4 K
a=2 8=1 M=75 pas 0, 05

Valeurs théoriques Valeurs calculées par ARSIMF
* *
k*, W(K ko k*, ) K({JSTAR [I1] WSTAR CI]
o’ i
3 0, 42 3 0, 42 00 ...
5 0, 46 5 0, 4592 ...
ko = 7l Le palier optimal est encore k* = 5 ; P étant décroissante dans[S, 7,
B ~ n ~
K' (¢) + 8K (t) =0 K (t) > 5,
{ IV (J] wiest [0,J] WIEST (1,31
K (J] T (J] i .
% théorique |calculé théorique | calculé |théorique |calculé
7 0, 0
6,5 0,074108 ¢ 0 0 0,485424 | 0,485442 0 0
6 0,154151 | O 0 i 0,493141 |0,493136 0 0
5,5 0,241162 0 0 0,497656 | 0,497616 0 0
5 0,336472 0 0 0,499614 | 0,499592 0 0
. | l
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(on a fait ici M = 100, les autres données étant inchangées si bien

que k< M/8)

Valeurs théoriques Valeurs calculées par ARSIMF
* A (K
k*, %\J(K‘ko,k*i) K [ JSTAR(1]] WSTAR [ I
- - " . MMwawwwwwmmm__w
5 0, 354 2 5 0, 353 5

Exemple 3 : P (k) =1+0, 1x [(O, 4 xk. - 10) x sin (0, & xk )d
e A AR *—"M\/'—M/\/—\ st A e .

g = 6 = 1

ko =45 ; M = 100 On a obtenu les résultats suivants :

Valeurs théoriques Valeurs calculées par ARSIMF
k* AWERE ) K [ JSTAR [I]] WSTAR (1]

o’ i

45 0, 399 210 31 45 0, 399 210 31
50 0, 184 297 57 50 0, 184 298 28
35, 906 0, 129 494 5 36 !0, 129 476 33
11, 329 0, 111 283 42 11, 5 0, 111 258 60

On remarquera, ce qui est normal, que l'erreur suri\((/(K*k ) crott

,k*i

0

avec k - k¥,
o) i
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’.
Z
.»/7

[fk =9, 4 ;.M = 100
| 9 )

V§1éurs théoriques Valeurs calculées par ARSIMF

&3 * - -
k*y. WK ko,k*i) K [JSTAR [I3] WSTAR [1I}
9, 4 0, 136 176 9 0, 128 321
11, 329 { 0, 153 667 11, 5 0, 153 439
50 0, 151 072 50 0, 150 989

Dans ce cas, k*o = 10, car

P (k* ) = mmc{P(H |k$1ﬁo}

-

On a obtenu les résultats ci-dessous, qu'on ne peut comparer a une solution

théorique, puisqu'on n'en connait pas.

K [J] T [J] INV [J] WTEST(0,J] 1  WTEST [1,J)
20 0 m
19,5 0,025 317 813 0 0,132 476 51 0,131 108 46
19 0,051 293 294 0 0,133 844 57 0,132 281 03
18,5 0,077 961 543 0 0,135 329 92 0,133 569 32
18 0,105 360 52 0 0,136 914 47 0
17,5 0,133 531 40 0 0,138 573 06 0
17 0,162 518 93 0 0,140 274 18 0
16,5 0,192 371 89 0 0,141 981 09 0
16 0,223 143 55 0 0,143 653 30 0
15,5 0,254 892 25 0 0,145 248 53 0
D15 0,287 682 07 0 0,146 724 91 0
14,5 0,321 583 61 0 0,148 043 51 | 0
14 0,356 674 94 0 0,149 171 O4 % 0
13,5 0,393 042 57 0 0,150 082 71 0
13 0,430 782 90 0 0,150 764 97 3 0
12,5 0,470 003 60 0 | 0,151 218 38 ; 0
12 0,510 825 60 - 0 i 0,151 460 08 {0,151 195 62
11,5 | 0,798 507 67 10 i 0,151 191 82 ¢ 0,151 526 19
11 1,203 972 8 10 0 i 0,151 124 95
10,5 1,897 120 0 10 0 0,149 950 17
10 | 4 @ 10 0,145 530 61 {0,147 979 78
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11 résulte du tableau ci-dessus que 1'approximation K* de l'optimale du
probléme est ainsi définie :

-t

Yt €o, o, 510 825 6] K* (t) = 20 e

0,510 825 6 - t

Yt €fo, 510 825 6, + [ K* (t) =10 + 2 e

On remarquera que P n'a un extremum dans [10, 20} qu'aux points (approxima-
tivement) 11, 5 et 18, 5 ; il est donc normal que pour k "immédiatement supérieur"

a 11, 5 et a 18, 5, ARSIMF calcule & la fois WIEST [0, J] et WIEST (1, J]

Exemple 4 : P (k) =1 + (% - 1) x sin (10 k - 50)
a=2 &=1 M= 5

Cet exemple est analogue au précédent ; mais on a choisi un pas plus grand

comparativement aux oscillations de P.

{_k,m:uj l
=

Valeurs théoriques Valeurs calculées par ARSIMF

Ik WORE ) K [JSTAR [1]]] WSTAR [I]
o’ i

3 0, 675 697 2, 9 0, 675 697
2, 95310, 704 218 3 0, 682 266
2, 3250, 666 323 2, 3 0,.658 861
1, 69810, 611 040 1, 7 0, 605 741
1, 070} 0, 554 87 1, 1 0, 543 500
0, 442 {0, 514 354 0, 4 0, 501 299
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k=7 k; = min {7, 5} =5
Valeurs théoriques Valeurs calculées par ARSIMF
%* ' * )
k¥, Wo(RF ) K [JSTAR [I]J]| WSTAR  (I]
o’ 1
5 0, 5 by 9 0, 508 41
4, 797 0, 516 14 4, 8 0, 517 99
4, 202 0, 556 54 4, 2 0, 558 68
3, 579 0, 573 10 3, 6 0, 574 39
2, 953 0, 571 64 3 0, 566 52
2, 326 0, 558 00 2, 3 0, 558 13
1, 698 0, 538 10 1, 7 0, 539 52
1, 070 0, 517 88 1, 1 0, 517 71
0, 442 0, 503 29 0, 4 0, 502 94

On obtient d'autre part les résultats sulvants :
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-
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N
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[ G TR WORRE s RV s B o s T * = T~ 4

-

G NS, N, T, TS SN, . BV, B U, B U; B WY« ) S e SN o ) ST © A S © S )N

=~

, , i
T [J v [J] WIEST {0,J1 |  WIEST {1, I} !
: /
5 j
0, 051 293 5 0, 547 7 {0,550 9
0, 065 892 0 0, 545 0 0, 537 6
0, 080 707 0 0, 548 9 0, 531 9
0, 095 745 0 { 0,558 g o
0, 111 012 0 {0, 559 7 {0,555
0, 180 005 5 0, 553 1 {0,559 7
0, 254 113 5 0, 545 4 {0, 551 1
0, 270 114 0 0, 544 7 0, 5380
0, 286 374 0 |0, 5453 0, 527 9
0, 302 904 0 b0, 549 6 0
0, 319 711 0 {0, 554 1 0, 543 8
0, 437 4% | 5 |0, 5559 i 0, 5562
0,571 015 | 5 'i 0, 554 0 % 0, 555 9
0, 588 725 0 | 0, 5537 ] 0,54k 6
0, 606 743 0 0,551 | 0, 5% 7
0, 625 092 0 !0, 558 3 ; 0
0, 643 784 o L o,se19 ! 0
0, 662 833 0 z 0, 564 8 § 0
{0,682251 | 0 é 0, 567 0 % 0, 527 7
{ 0,702053 | 0 ;0,569 0 {0, 505 6
0, 722 253 é 0 é 0, 571 6 % 0

A o Ay FaA e N o S 4 P e R B T L ST A

TR T Y
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