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INTRODUCTTION

La théorie des espaces de suites, commencée par Hilbert
avec l'espace 12 , doit pour une bonne part son développement
34 1'étude des systémes infinis d'équations. F. Riesz fit 1le
généralisation de 12 , avec les espaces JP , dont il établit
les propriétés essentielles et au moyen desquels il fit 1la
théorie de la méthode des réduites pour la résolution d'un
systéme infini d'éguations linéaires.

Les besoins de 1'Analyse devaient conduire a définir
d'autres espaces de suites. Pour 1l'étude des matrices infinies,
et aussi pour la théorie des fonctions d'une variable complexe,
Kothe et Toeplitz ont introduit une classe d'espaces topolo-
gigues de suites, non normables, les "espaces parfaits", qui
ont eu plusieurs extensions, et qui devaient servir de modeles
4 la théorie des espaces vectoriels localement convexes.

Par ailleurs, des mathématiciens soviétiques, dont
Gribenov, Krasnoselskii et Rutickii, ont développé la théorie
des espaces de suites d'Orlicz LM , cas particuliers des
espaces fonctionnels d'Orlicz.

Récemment, Gribanov a considéré une classe d'espaces
normés de suites, les "espaces de coordonnées", dont la
définition généralise celles que 1l'on peut donner des
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espaces 4P et ﬁM d'Orlicz & partir de la dualité (*).

Cet auteur a développé la théorie des "espaces de coordonnées"
en étudiant spécialement les propriétés des opérateurs
matriciels sur ces espaces et leur application & 1'étude des
systémes infinis linéaires.

Les "espaces de coordonnées" (qui contiennent les
espaces Qp et les espaces QM d'0Orlicz), les espaces vecto-
riels topologiques "parfaits" de KOthe, ainsi que d'autres
espaces de suites introduits par ailleurs - espaces échelonnés
de Dieudonné et Gomes, certains des espaces modulaires étudiés
par Nakano, Mazur, lMusielsk, Orlicz - ont en commun la propriété
d'étredes treillis normaux localement convexes, c'est-i-dire

i) Ce sont des treillis vectoriels pour la relation
d'ordre naturelle sur un ensemble de suites.

ii) Ceg treillis sont normaux au sens de Birkhoff,
la suite Y appartenant & 1l'ensemble s'il existe une suite X de
l'ensemble pour laquelle |Y| < |X] .

iidi) Ce sont des espaces vectoriels topologiques
localement convexes pour lesquels la topologie est compatible,
au sens de Kawal, avec 1a structure de treillis s pour chaque

semi-norme p, [X| < |¥Y] entratne p(X) < p(Y) .

Nous nous sommesdonc proposé d'étudier, pour les espaces
de suites ayant la propriété fondementale d'étre des treillis
normaux localement convexes, gque nous appelons espaces

*) Un "espace de coordonnées" Qw est formé des suites X = {xi} pour
lesquelles :
1=, = sup | ) % gl <+ e
y;jE® 1

ol @ est un ensemble de suites tel qu'il contient toute suite {ei yi}

e. = * 1
i

entraine
celle de
complet.

, lorsqu'il contient la suite {yi} et tel que “X”w =0
X = {0} . Alors HXHw qui est une norme, est par définition
l'espace Qw . De plus, 1l'espace ﬁw ainsi défini, doit &tre



11T

’

localement convexes monotones (L.C.-monotones), des propriétés
topologiques et fonctionnelles importantes établies dans des
cas d'espaces de suites particuliers, et d'étudier 1l'applica-
tion de ces espaces & 1la résolution de systémes infinis
d'équations linéaires, et non linéaires.

Dans le chapitre I, on définit les espaces L.C.-monotones,
- on établit les principales propriétés de leur topologie et on
étudie la représentation des fonctionnelles linéaires continues
sur ces espaces. A un espace~L¢C,~monotone ﬁ9 on associe un
autre espace L.C.-monotone Q, tel que la formg bilinézire
usuelle pour des espaces de suites, sur 2 x L , définisse des
fonctionnelles linéaires cont%nues sur U . Lorsque les suites
finies sont denses dag§ ﬂ, ﬂ est isomorphe au dual fort de.ﬁ H
dans le cas général, ! est isomorphe au dual fort du sous-
espace [£] de U, qui est la fermeture dans I des suites
finies. Dans le cas ou ,ﬁ est tonnelé, ﬁ peut &tre défini

comme l'ensemble des suites {yi} telles que la série
(e

il
E: X; ¥; converge pour toute suite {Xi} de L.
i=1

Le chapitre II est consacré & 1'étude de propriétés
topologiques des applications linéaires d'un espace L.C.-mono-
tone | dans un espace L.C.-monotone 7w, définies par un
opérateur matriciel. On montre que si { est tonnelé et si "¢
est pleinement complet,; toute application matricielle de 2,
dans 1. est continue. Une application étant dite pseudo-comple-
tement continue si elle est bornée et si les images des bornés
sont relativement compactes, on €tudie la pseudo-compléte
continuité, =zinsi que la compléte continuité de ces applications

matricielles en introduisant des suites d'applications définies
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par des matrices tronquées. On donne des conditions suffisantes
pour qu'une matrice infinie définisse une application de Q
dans m qui soit bornée, pseudo-compleétement continue ou
completement continue.

Dans le chapitre III, on considére la résolution d'un
systéme infini d'équations linéaires et on étudie 1l'extension
aux espaces L.C.-monotones de la méthode des "réguites" dévelop-
pée par Von Koch et Riesz dans le cas des espaces AP et
généralisée par Gribanov pour les espaces de coordonnées. Les
résultats reposent sur une €tude de 1l'algebre topologique des
endomorphismes continus d'un espace localement convexe et
sur les propriétés établies au chapitre précédent.

En vue de 1l'étude des systétmes de Hammerstein, on établit
au chapitre IV des propriétés de l'application non linéaire 3
de ,ﬂ dans m, L.C.-monotones, définie par :

{Xi} 2> {fi(xi)} 5

ou {fi} est une suite de fonctions numérigues. On donne des

conditions de continuité de 3. On montre en particulier gque si
/Q est métrisable complet et si les suites finies sont denses
dans M, alors la continuité des T entraine la continuité

de 2. Ce résultat permet de caractériser la suite {fi} pour
que @ applique Q1 dans L1 , ou un espace d'Orlicz dans un
espace d'Orlicz. On montre aussi que, sous certaines hypothéses,
¢ est un gradient.



Le chapitre V est consgacré & la factorisation d'un
opérateur matriciel. Etant donné deux espaces L.C.-monotones b}
et my en dualité et un opérateur matriciel A, on donne des
conditions pour gue l'on ait A = HH* , H et H*¥ &tant deux
opérateurs matriciels adjoints opérant respectivement de ﬁ
dans Qz et de 22 dans m, et on montre que si A définit
une application pssudo-completement continue, il en est de
méme pour H et H¥. Ces résultats qui sont utilisés au chapitre
suivant pour 1l'étude d'un systdme de Hammerstein sont inspirés
des méthodes développées par Krasnoselskii et Rutickii dans le
cas des espaces defonctions d'0Orlicz et par Vainberg et

Engelson pour les espaceg localement convexes.

Le chapitre VI est une application des espaces L.C.-mono-
tones & 1lt'étude des systémes infinis d'équatbtions non linéaires
de Hammerstein. Un tel systéme est de la forme (1) X = A 3 X
ot X egt une suite réelle, A un opérateur matriciel, et
& 1'opérateur non linéaire du chapitre IV. Les propriétés
établies aux chapitres IV et V permettent de ramener l'etude
de 1'équation (1), sur un espace L.C.-monotone, & celle d'une
équation sur un espace de Hilbert et d'obtenir ainsi des
théorémes d'existence pour le systéme de Hammerstein.
L'utilisation des espaces L.C.-monotones conduit & des résultats
plus généraux que ceux que l'on peut obtenir avec les espaces

normés ¥ ou da'Orlicz. (%)

(*) Certains des résultats obtenus ont fait 1'objet de trois notes aux
Comptes~Rendus de 1'Académie des Sciences de Paris : 1964, 259, p. 1287-
1290 3 1965, 260, p. 3544-3546 ;3 1965, 261, p. 2423-2426.






CHAPITRE I .

ESPACES L.C.-MONOTONES DE SUITES .

Dans ce chapitre, on introduit une classe d'espaces
localement convexes de suites réelles qu'on appelle espaces
L.C.-monotones.

A un espace L.C.-monotone ) , on associe un autre espace
de suites réelles, noté ¢ , également L.C.-monotone, tel que
la forme bilinédaire usuelle pour des espaces de suites, sur

2 x 3 , définisse des fonctionnelles linéaires continues sur !,

-~

On montre que l'espace ¢ est isomorphe au dual fort de b
lorsque l'ensemble des suites réelles de type fini est dense
dans £ . Dans le cas général, @: est isomorphe au dual fort
de la fermeture dans £ de l'ensemble des suites de type fini,

et est également iscmorphe & un sous-espace du dual fort de 4 .



La plupart des espaces topologiques de suites utilisés
en analyse fonctionnelle sont des espaces L.C.-monotones. On
peut citer notamment les espaces 4P (1 € p < +x) , les espa-
ces de coordonnées d'Orlicz * , les espaces de coordonnées
introduits par Gribanov (**), certains espaces modulaires de

. (e . . R .
suites et certains espaces parfaits . On étend
ainsi aux espaces L.C.-monotones la représentation des fonc-

tionnelles linéaires continues sur ces différents espaces.

§1. ESPACES L.C.-MONOTCNES.

Notations et définitions .-

Une suite réelle X est une application 1 = X3 de
l'ensemble N des entiers naturels positifs dans 1'ensemble R
des nombres réels. On la notera X = {Xi} .

Soit 4 1'espace vectoriel sur R des suites réelles et
soient X = {x,} €4 et Y= 7.} e

a)  La relation " Pour tout i, y; < x; " définit une
relation d'ordre sur 4 qu'on note ¥ < X .

b) On note |X| 1a suite {!Xi]} .

On appelle suite finie une suite réelle qui n'a Qu'un
nombre fini d'éléments non nuls.

(%) W. Orlicz, Bull. Int. Acad. Polon. Sc., série A, n°3-4, 1936 -
P. 97—1070

(i) Yu. %riganov, Izv. Vyss. Ucetn. Zaved. Matenatika, 4, n°29, 1962 -
po 3 "'4 .

(**%) J, Musielak et W. Orlicz, Studia Math., 18, 1959, p. 49-65,

(#%#%) G, Kthe, Math. Zeit. t.51 (1948) = p. 317-345 ; et Math. Nach.
(1951) - p. 70-80.



Définition 1,1, -
i) Un sous-ensemble M gg 4 est normal si les relations
XeMm, Yes et |¥] <|X| entrainent Y e M .

ii) L'enveloppe normale d'un sous—ensemble M de 4

est l'ensemble des Y € 4 tels gu'll existe au moins un
X €M pour leguel |Y| < |x] .

Définition 1.2. -

On appellera espace "L.C,-monotone" un espace vectoriel

localement convexe séparé ! de suites réelles qui vérifie les

propriétés suivantes

Ayos ) contient les suites réelleg finies i

Ay ! est normal ;

A3 ¢ Soit A la femille filtrante de semi-ncrmes qui

définit 1la topologie de {4 . Pour toute semi-norme A € AE,
Y] < |x| entratne A(Y) S A(X) .

Exemgles.—

La plupart des espaces topologiques de suites réelles
utilisés en Analyse sont des espaces L.C.-monotones,

1) Les espaces 0F, p =1, 4%, c et cy sont des
espaces L.C.-monotones normés et complets.



2) Un espace d'Orlicz ~QM associé & une fonction M(u),
*
est un espace L.C.-monotone normé et complet ( ).

3) ?ou§ p'=2 1, l'espace ‘%p,ou espace échelonné
3

d'indice p , ’/ est un espace L.C.-monotone métrisable et
complet.

4) L'espace 4 muni de la topclogie définie par les

semi-normes xi(X) = !Xil est un espace L.C.-monotone métri-
sable et complet.

Propriétés élémentaires .-

De la définition 1.2. résultent des propriétés simples
d'un espace L.C.,-monotone )

Propriédtd 1.3, ~
I1 existe un systéme fondamental de vcisinages normaux

de O dans 4 gui est obtenu en prenant les sous-ensembles de ¢
dont chacun est défini par

v={Xxel : AX) £a, 2 €A 8> of .

(**)

. e [ul .
La fonction M(u) est définie par M(u) = f p(t)dt oh p(t) est une
O

fonction numérique définie pour t 2 ¢, continue & droite, non décrois-
sante, p(o) = o, p(t) > 0o si t # o, p(+e) = lim p(t) = +o .

® t+

On pose pM(X) = ‘51 M(Xi) .

i
Mors 0¥ = {X = {Xi}é<é : o > o, pM(aX) < +w} muni de la norme
x|l = Inf{B > 0 s pM<%> < 1} .

ar = {X = {Xi}éé s ¥m €N, I milxi!p < +m} , muni de la topologie
i=1
1

o . —
définie par les semi-normes km(X) = 2 mllxi]p:$ ol m parcourt O.
i=



Propriété 1.4. -

L'engemble S des parbties bornées, convexes et normales

de P est un systéme fondamental de parties bormdes de 2 .

Ceci signifie que toute partie bornée de ? est contenue
dens un élément de S.

En effet, soit M une partie bornée de b . 1 résulte de
la propriété 1.3. que 1l'enveloppe normale N de M est bornée.
L'enveloppe convexe C de N est aussi bornée et on montre que
1'enveloppe normale de C est alors convexe et bornée, donc
appertient a S.

Propriété 1.5. -

Un sous-—ensemble normal M de 4 est fermé.

©

I

Soit X ¢l ot soit V= {X € & : A(X)=a, X €4, a>0},
1

On pose o = min{%, a[l(X)J_1} si MX) # 0 et a = 5 si
AMX) = o, Alors (1-a)X € X+V et, d'aprés la propriété A3,

(1-a)X € M . Donc M est fermé.

Propriété 1.6. - ()
. _ n)l - .
seient X = {x;™} ef et X={x} el .51x tena
vers X lorsque n tend vers +wo, alors pour chague 1

(n) - .

im X
1i i

n-)+oo
Soit E_.L la suite dont tous les éléments sont nuls sauf
celui de rang i qui c¢st égal & 1. On 3 lxgn)-xilEi < IXh—Xl ’
done d'aprés la propriété A3, on a pour tout A € A

(n) (-
=% =, (B, A(Z %) -
Mais 1'espace 2 étant séparé, il existe A € A el que
xi(?i) # 0. Alors, si E tend vers X, ki<xn—X> tend vers
zéro et done aussi lxi -Xi!. *



Espace L.C.-monotone métrisable .-

Un espace L.C.-monotone & est métrisable si la famille A
des semi-normes définissant sa topologie est dénombrable.
Soit {Ln} ls suite, gqu'on peut supposer croissante, des semi~
normes de A. Les sous-—ensembles de € x¥ daéfinis par

v = {0z, v} e Ix0 2 (X-1) S %ﬁ}

constituent un systéme fondamental d'entourages de la struc-
ture uniforme de 2 et sont tels que, pour tout n,

3

Un+1 C.Qn °

Soit g la fonction numérique définie sur & x & par
g(X, Y) = o si {X, Y} € U, pour tout n, g(X, Y) = oK
si {X, Y} €U, pour 1 sn Sk mais {X, Y} € Upyq
g(X, ¥) = 1 si {X, Y} éU1 . On pose

i=p—1

(X, ¥) = If ) g(zi’ Zipq) s
1=0

la borne inférieure étant prise sur l'ensemble des "chalnes"
d'éléments Z. de 2 , 0 i =p, p arbitraire, reliant X a Y,
clest-a-dire telles que Z,=X et Z_ =Y . On montre (*)
que 4(X, Y) est une distance sur ¢ qui définit une structure
uniforme identique & la structure initiale. On pose

p(x) = a(¢, x) .

On désigne par Ep la suite dont tous les éléments sont
nuls sauf celui de rang p qui est égal a 1.

(#) N. Bourbaki, Topologie générale, Chap. 9, p. 15.



Propogition 1.7. -~

Soit ? un espace L.C.-monotone métrisable. On a les

deux propriétés :

A'3 : Quels que soient X € / et pell, on a

p(x-x, 5 )= 0(0) .

A"3 : Quel gque soit X € £ , p(aX) est une fonction
non décroissante de la|, (a € R) .

i) Soient X € ? et p €W . A toute chaine finie
{Z = {z<1 ]} c ! reliant O & X, on associe la chaine

{Z' } {Z - ( ) B } qul relie 0 & X - Xp Ep . Si
{Zi, i+1} € Un y 11 résulte de la propriété A3 que
{Z'i, Z'j+1} € Un . Donc, quel que soit i, on a

gCZ'i’ Z'1+1> = gCZi’ Zi+1>

et, par conséquent

o(x - % Ep) < p(%) .

ii) Soient X € L et @,B €R , |a| > |B]
A toute chalne finie {Zi} c ? reliant 0 2 X, on associe

les chatnes {az,} et {82,} . si {azy, ez, }eu, , 11
Id L4 z f

résulte de la propridté A3 que LBZi, BZi+1} €U, .

Donec, quel que soit i, on a

N
8, aZy 4 ) = gCBZi’ Bzi+1>
et, par conséquent

p(aX) = p(BX) . 4



§2. SOUS-ESPACE [1].

Soit ? un espace L.C.-monotone et soit A la famille

de semi-normes qui définit sa topologie.

On note [?] 1a fermeture dans 4 de 1'ensemble des

sulites finies.

Soit X = {Xi} € 4 , On désigne par PEX la suite {x'i}
avec X', =x., 81 ns1i<mnm et x'. =0 si 1 2mn,

i i i
et par P;X la suite {X'i} avec x'; = ¢ 81 1i<n et

x'. = Xy si 1 2n .
4

Propozitisn 1.8, =

Une condition nécessaire et suffisante pour gue

X = {Xi} € [¢] est que la suite {Pgi} tende vers zéro dans {

quand n = +o,

i) Soit X € [€] . Quel que soit V appartenant au
systéme fondamental de voisinages normaux de zéro de § y
v
il existe une suite finije Y = P%Y' telle que X=Y € V .,

Puisque V est normal, quel que soit n, P;(X-Y) eV .
Mais pour tout n >N , P;(X—Y) = EzX . Donc on a

lim P.X =0
n-te

. . . © z
ii) Si {PnX} tend vers zéro dans ? , X est limite

de {P?X} et chaque P?X est une suite finie.



Proposition 1.9. -

L'espace [2], muni de la topologie induite par celle
de 4 , est un espace L.C.-monotone.

i) [2] contient les suites finies.

ii)  Soit X € [2] et soit Y tel que |¥Y| < |x| .
Quel que soit n, on a

o R

et i1 résulte de la propriété A3 que si PZX appartient & un
€lément V du systéme fondamental de voisinages normaux de O,

P;Y appartient aussi a V. Par conséquent, d'aprés la proposi
tin 1.8, Y € [¥] . Donc [2] est normal.

iii) A est la famille de semi-normes qui définit la
topologie de [4]. 4

Dans la suite, et sauf mention du contraire, on suppo-
sera [2] muni de 1a topologie induite par celle de § .

On distingue deux types d'espaces L.C.-monotones 4 :

a) Espaces tels que [8] =12.
Par exemple, pour tout p =2 1, on a [ép] = 2P o1 [&P] = 47

On a aussi [CJ= co.




D) Espaces tels que [#] # £

Par exemple, pour £ = £° oupour d=¢, ona [£]= c_ .
Pour un espace d'Orlicz ~@M, on a, en général,

[y M (%)
(] = ¢

Propriétés de [2].-

L'espace [8] étant un espace L.C.-monotone, il posséde
les propriétés 1.3. & 1.6..

**)
?

plement les sous-ensembles relativement compacts de [2].

Lorsque [€] est quasi-complet ( on caractérise sim-

Propesiticon 1.10. -

Soit @ un espace L.C.-monotone tel gue [$] soit quasi-

—complet. Pour qu'un sous-engemble M de [2] soit relativement

compact, il faut et il suffit que :

a) M soit borné.

b) Lorsque n = +o , la suite 1P9Y} converge unifor-
mément vers zéro lorsgue X parcourt I,

i) Soit M un sous-ensemble relativement compact de [$],
donc aussi. précompact. Cet ensemble I est borné et, de plus,
quel que soit V appartenant au systeme fondamental de voisina-
ges normaux de 0, 11 existe une suite {Z cM, 1<1isgqg,

(*)

(%)

On a [QMJ = {X €4  Va > o, PM(QX) < +w} . On montre gqu'une con-
@M] = oM st qu'il

existe uw > o et K > o tels que pour tout u, |u|l <u. , on ait
M(2w) i -
M(u '

On dit qu'un espace vectoriel topclogique E est quasi-complet si
toute partie bornée et fermée de E est un espace uniforme complet.

dition nécessaire et suffisante pour que
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telle que pour tout X € M , il existe Zi € {Zi} pour lequel
X-7, € %V . Puisque Z; € [¥] , il résulte de la proposition
1.8, qu'il existe n; tel que, pour tout n zmn, , P;Zi € %V .
On a
==} — [ee] co
PpX= Pn.CX"Zi> + Py 4y .
i i i
] ® Ly Squent
Puisque V est normal, Pni<X—Zi> €5 et par conséquen
P; X eV . Alors, quel que soit X € M , pour tout
i

n= max n. , ona P.X €V . Donc {PQX} converge unifor-
18isq . .

mément sur M vers O.

ii) So t M un sous-ensemble de [dQ] vérifiant les con-
ditions a) et b). D'aprés b), quel que soit V, il existe N
tel que pour tout n =N et tout X € M , on ait PEX € %V .

Soient alors o (W) {PgX, X G‘Q} et (M =y H‘Q(N) .
L'ensemble Q(N) est isomorphe & un espace vectoriel de
dimension finie et la topologie induite sur @(N) par celle

de ® est normable. L'ensemble M étant borné d'aprés a),

il résulte de la propriété A3 que M(N) est un sous-ensemble
borné de \Q(N) et donc un ensemble précompact de @(N).

Par conséquent, il existe {Zi} cCM N) s, 1 1 =g telle que,

pour tout X € M , 11 existe Zi € {Zi} pour lequel
N 1 \ . o (N N 1
‘1X-Z:.L € ?V , d'olt puisque Zi € \Q( ) ’ P1<X—Zi> € §V .

Cr

P

X-2, = Pf(X-z i) + POX

Donc X-—Zi €V . Il en résulte que M est précompact dans [¥].
L'espace [®] étant localement convexe, séparé, et quasi-complet.
l'enveloppe convexe fermée de I est compacte. Donc M est re-
lativement compact. %
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Lorsque d est un espace L.C.,-monotone métrisable,
(2] est aussi métrisable. On conserve les notations introduites

dans le paragraphe 1.

Soit X ¢4 . On notera d(X, [4]) 1la distance de X
a3 [P], crest-d-dire

a(x, [2]) = Inf X-7) .
( ) zeld] POx-2)

I1 résulte de la proposition 1.8. que da(X, [£]) = o si et

seulement si 1lim p<?;X> =0 ., Ceci est un cas particulier
n-+o

du résultat suivant.

Propogition 1.711. -
Soit # un espace L.C.-monotone métrisable et soit

X € Y .ona

a(x, [2]) = 1lim p@;’l"x)

i) On remarque que, d'aprés la prgpriété A'3 d'un
espace L.C,-monotone métrisable, {p(?EXD& est une suite
décroissante de nombres positifs ou nuls. Donc
lim p(?;X) existe.

n-e

ii)  Pour tout n, on a
— n‘“—
o(22x) = o X—P7A> :
D'oli, puisque P%X e [91,

. /e
(1) lim p{P X = Inf p(X=2)
n-+w \'n ) 7e[d]



- 13 -

iii)  Pour tout Z € [¥] , on a quel que soit n
a . @ ©
]p(?Sl) - p<?nz>’ = pEPn(X"Z)]
et d'apres la propriété A'B
p[P2(%-2) | = p(z-2) .
On a donc
o, ®
lo(7) - o(222)] = p(%-2) .
Mais, d'aprés la proposition 1.8., on a 1lim p(?zZD =0 .
On en déduit

2) 1im p(P®X) £ Inf X7
( n-H-ril p<n 7 zelP] Pl )

La proposition résulte alors de (1) et (2). %

a3

§3. ESPACE ¥ .

Notations .-

a) Soient X = {Xi} €L et Y= {yi} €A . On pose

(X, ¥)

0
I~ 8
b
]

lorsque la série converge.



b)  Soient ¥ un espace L.C.-monotone, A la famille
filtrante de semi-normes qui définit sa topologie. Soit Y € 4.
Pour chaque A € A, on pose

¢) Soit ¢ un espace L.C.-monotone, ¢t soit A lo famille
filtrante de semi-normes gui définit sa topologie. On note
~§ l'ensemble des Y ¢4 tels gqu'il existe A € A pour
laguelle on a A'(Y) < +o .

Préliminaires .-

Lemme 1-120 -
Soit M un sous-ensemble normal de 9 y et soit

Y = {yi} €4 tel gue Sup H(x,v)] < += . Alors, on a

sup [(X,Y)| = sup (;X],]Y]) = Sup (X,Y)
XEeM XeM XeM

La premiere égalité résulte de ce que, d'apreés la
définition 1.1., si X = {xl} e, al.rs
X' = {]Xil sgn yi} € M . La deuxiéme égalité résulte de ce
gue si X € M, alors (-X) €M . &

On notera, en particulier que si Y ed y on a

A (Y) = Sup (I1xi,1¥]) = Sup (X,Y) .
XedA(X) =1 Xed,A(X) =1
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Soit M un sous-ensemble normal de £ , et soit

Y = {y.} € 4 tel que Sup |(X,Y)] <+w . On a
- XeM -

sup (X, ¥)| = 8 X,Y
zﬁﬁ (0 X@ﬁ%ﬁ I(x,0)]

L'ensemble M N [$] est un sous—ensemble normal de £ .
D'aprés le lemme 1.72., il suffit donc de démontrer que

Sup (X,Y) = Su% (X,Y) .
Xell XeMnl-2]

i)  Puisque M Nn [l cm, on =

Sup (X,Y) = Suf (X,Y)
Xell Xemn[4]
ii) Si 1'inégalité précédente était stricte, il exis-

terait X_ €M , X, M n [2] tel que

(o) > venape1 U0

[o]

et, la série E:Xi(w)yi étant convergente, 1l existerait
i=1

un entier positif m tel que

<??X° 0> XG&%%@J )

. m- - .
Mais JP1X62 < ]XOI , donc P?KO € 11 . Comme P?XO est

une suite finie, PIX, €M n [£] et on aboutit & une contra-
diction. 4
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»
Ve

On notera, en particulier que si Y € £ , on a

2(Y) = [(x,v)] .

Sup
xel8],x(X) =1

I1 en résulte que si on pose m =[P, ona +=4 |,

Proposgition 1.74. -

et
L'ensemble ¥ est un espace vectoriel sur R gui contient

les suites réelles finies et gqui est normal,

a) Soient T, € et Y, €4 . Il existe A, €A
telle que X'1<?1 < +o et X2 € A telle que K'2<?2§ < o,
La famille A étant filtrante, il existe A € A et deux
nombres positifs a, ct 25 tels que pour tout X € 4 on ait
A (D) < a M(X) et xz(X) s a,MX) . Soit X €4 , MX) =1,

x x X @) <
Alors 5‘1‘5\0' . x1\a1>S1 et age@, ;A 2) 1.

@ [e]
X. X.
Par conséquent, les séries 31 <y et E: = y. sont
Loa, Yi a, J1i
i=1 i=1 2

absolument convergentes et on a

Su [ rrr )l sen () + az"'z@z) < Fe

D
Xed,A(X) =1

~n

Done Y1+Y2 el .

b) Soit Y € & . Il existe A € A tel que
A'(Y) < +o . Alors quel que soit a € R
Sup (X, a¥) | = la]rr(¥) < +=
Xed, A (X) =1

n

et aY € ¥ .
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c) Soit E; la suite dont tous les éléments sont nuls
sauf celui de rang i qui est égal & 1. L'espace @ étant
séperé, il existe A, € A telle que A,(E, )#0o . Soit alors

X = {Xi} €ed , A(X\ <= 1 . D'apres la propriété A3, on a

Xi<§iEi> =1, dtou |[x;] = [li<?i>]—1 . AMors, on a
Sup Iz, 2 )l = [)‘i<Ei>]—1

Xe?, x(x) <1

Donc E; € ¢ . I1 résulte alors de a) et b) que

toute suite finie appartient & ¥ .

d) Soit Y €¥ . I1 existe A € A tel que
A (Y) <+ . Soit Z €4 tel que |z] < |Y| . Quel que soit
X e y On a

CIxl, lzh) = clxl, ¥
d'ou on déduit
A (2) £ A (Y) < +o

-

Donc 7 € @ et par conséquent ¥ est normal. *

Dualité entre 4 et @ .

L'application {X, Y} € Ixd (X, Y) définit

une forme bilinéaire sur ¢ x 3. Quel que soit
= {Xi} ed , X #0, il existe X # 0 , Alors si E;

désigne la suite dont tous les éléments sont nuls sauf celui
de rang i qui est égal 2 1, on a <X B. ) # ¢ . De méme,
quel que soit Y = {y } , , 1l existe y, # 0
et <ﬁi’ Y> # o . Donc les espaces vectoriels $ et ¢ sont
en dualité relativement & la forme bilinéaire (X, Y).
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Soit A € A et soit V l'ensemble des X €8 tel que
AM(X) €1 . L'ensemble des Y € ¢ +tels que A'(Y) <1

est donc le polaire de V dans 4.

I1 résulte du lemme 1.73. qu'un sous-ensemble normal UM

de ¥ et son intersection avec [?] ont le méme polaire dams ¥ .

-

On note G(g ,?) la topologie faible sur ¥ définie
par la dualité décrite, c'est-a-dire la topologie localement
convexe séparée définie par la famillec des semi-normes :

Y » |[(X, Y)| ob X parcourt ¥ .

Inégalité fondamentale .-

Proposition 1.15. —
Soient X € ¢ et Y € ¢ . Pour toute semi-norme

A e M telle que A'(Y) <+= , on a

Clxf, 1Y]) = ax) oY) .
i) Si X=0, on a l'égalité.

ii) Si AMX) #o , on a A[X%XTJ = 1 et par conséquent
compte tenu du lemme 1.712., on a :

A(Y) = ‘)I\‘(}%(‘y’ !YI>

(Ixl, 1Y) s A(X) . (y) .

iii) I1 reste donc & démontrer que si X = {Xi} # 0 ,
mais A(X) =0 , alors (|X|, |[¥|) = ©. Soit I 1l'ensemble
des indices 1 pour lesquels lxif > 0 et soit Im l'ensemble
des indices 1 pour lesquels ]Xi| > % , m €Wl . Il existe

m, tel que, pour tout m = m, Im ne soit pas vide. Soit



F = {fi} avec fi

On a F <mn|X|. Alors, d'aprés les propriétés A2 et A3 d'un

=1 si 1€l et f£;=o0 si i I,

espace L,C,-monotone, on a

AM(F) = nA(X) .

Comme A(X) = o0 , on a quel que soit l'entier positif n

AMnF) =0 .
Soit alors Y = {yi} . On a pour tout n eWlN
AV(Y) = (nlRl, IYD)

c'est-a-dire

() 2 a( ) v, l) .

iEIm

Si Y e , ona A'(Y) < +w ., I1 résulte alors de 1'inégalité
[~}

précédente que pour tout 1i € I,» ona y;=o. Comme I = U T

i =1 n

Vi est nul pour tout 1 € I , et donc
(lX'9'Yl) = 0 o

Cette inégalité est importante pour 1'étude des proprié-
tés des espaces L.C.-monotones. C'est pourquoil on l'appellera
"inégalité fondamentale", I1 faut noter que c'est pour obte-
nir cette inégalité qu'on a imposé & un espace L.C.-monotone

de posséder les propriétés A2 et A3.
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Fonctionnelles linéaires continues sur ) .

La premiére application de 1'inégalité fondamentale est
1'étude des fonctionnelles linéaires continues sur ¥ ou [$].

Proposition 1.16. -
Scit Y = {yi} 5\5 . L'application X = {Xi} - (X, Y)
est définie sur £ , lindaire et continue.

Soit Y e ¥ . I1 ex1ste X €A tel que A'(Y) < += ,
Quel que soit X = {X } y 11 existe a >0 tel que
AMaX) <1 . Alors, d'aprés le lemme 1.12. la série

E:axiyi est absolument convergente, donc aussi la série

[>~18

x,y; + Il en résulte que l'application X = (X, Y) est
i=1
définie sur ¥ et linédaire. De plus, on a en utilisant 1'indé-

galité fondamentale
[(x, )] = (X)) ar(Y) .

Donc, il existe A € A et a = A'(Y) +tels que pour tout
X €4 on ait

[(x, ¥)] = ax(X) .

Par conséquent, 1l'application est continue sur £ .
a ’ *
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Proposition 1.17. -

L'espace @ est algébriguement isomorphe au dual topolo-
gique de [®].

Le dual topologique de [®] est 1'ensemble des fonction-
nelles lindaires continues sur [P].

i) D'apres la proposition 1.16., & tout Y ¢ @ cor-
respond une fconctionnelle lindaire continue sur X - (X,Y).
Sa restriction & [W] est donc une fonctionnelle linéaire
continue sur [{].

ii) Inversement, scit f une fonctionnelle linéaire
continue sur [8]. I1 existe X € A et a > o tels que,
pour tout X € [$], on ait

[£(X)]| = an(X) .

Soit alors Y = {f(Ei) i €W} ol B, désigne la suite dont
tous les éléments sont nuls sauf celui de rang i qui est égal
& 1. Quel que soit X = {Xi} € [®] et guel que soit 1'entier
n, on a

i=n

IERCIHEEGARY
i=1

On a donc

et d'apres la propriété AB

n
| ) x5 E@) s an@ .
i=1
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On en déduit, compte tenu du lemme 1.13.,
A(Y) < a

Donc Y = {f@J} € 3 . ilors f et 1'application X ~ (X, Y)
sont deux fonctionnelles linéaires sur [€¥] qui prennent les
mémes valeurs sur l'ensemble des suites finies qui est dense
dans [€]. Donc, pour tout X € [¥]1, on a

£7(X) = (%, Y) . «

Corcllaire 1.18, -

Scit f une fonctionnelle linéaire continue sur 9 .

Il existe Y ¢ $ et une fonctionnelle lindaire g continue
sur ¢ et nulle sur [¢] tels gqu'on ait pour tout X € L .

£7(X) = (X, ¥) + g(x) .

Soit T la restriction de £ & [9]. I1 résulte de 1la
proposition 1.17. qu'il existe Y €& tel que T(X) = (X, Y).
D'apres la proposition 1.16., l'application X - (X, Y)
est continue sur ¢ . Donc g(X) = £(X) - (X, ¥) est une
fonctionnelle linéaire continue sur ¢ qui est nulle sur

[R1. 4

On notera que si le probléme de la représentation de g
est résolu dans le cas o ¥ =¢ ou £ = P , il ne

semble pas 1'€tre, par exemple, si ¥ est un espace d'Orlicz
r~ It
QM tel que z‘l_“?M] £ \@M .
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Topologies de 9.

0

Puisque ® est algébriquement isomorphe au dual topolo-—
gique de [L], on considére les deux topologies suivantes :

a)  ILa topologic o( L, [Q]) de ¢ , c'est-d-dire 1la
topologie localement convexe séparée définie par les semi-

nosrmes
Px(Y) = I(Xa Y),

ou X parcourt [9].

ra

b)  La topologie forte de $ , c'est-&-dire la topolo-

gie localement convexe séparée définie par la famille A des

semi-normes

Xell

ol M parcourt un systéme fondamental de parties bornées de
[¥1, c'est-b-dire, d'aprés la propriété 1.4. d'un espace L.C.-
monotone, l'ensemble S des parties bornées, convexes et nor-
males de [¥]. On a alors

L'espace ¥ , muni de la topologie forte, est algdébrique-

ment et topologiquement isomorphe au dual fort de [£].

Proposition 1.19. -

L'espace ) y muni de 1a topologie forte, est algébri-

guement et topologiquement isomcrphe & un sous-—-espace Q}O

du dual fort J' de l'espace { .

I1 résulte du corollaire 1.18, que ¢ est algébriquement
isomorphe & 1'ensemble Q’O des applications X = (X, Y)
on Y ed |, qui est un sous-espace vectoriel du dual topolo-
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gique @' de 1l'espace J . Ia topologie forte de ' est la
topologie localement convexe séparée définie par les semi-
~normes

uy(£) = sup |£(X) |
Xel

ol N parcourt le systéme des parties bornées, convexes et
normales de ¥ ., Ia topologie induite sur Q'O est, d'apreés
le corollaire 1.18, la topologie définie par les semi-normes

ue(E) = sup (X, Y)|
Xelv
ot T désigne la restriction de £ & [d] et Y 1'élément de 9

correspondant.

I1 résulte alors du lemme 1.713. qu'on a

iy(£) = Sup 1K D

Or, lorsque N parcourt l'ensemble des parties borndes convexes
et normales de y N n [L] parcourt S. Ia proposition est
alors établie.

Propcsgition 1.20, -
L'espace \@ y muni de la topologie forte est un espace

L.C.-monotone.

i) I1 résulte de la proposition 1.14. que ¢ contient
les suites réelles ¢t est normal.

ii) La topologie forte est localement convexe et sépa-
rée. Soit S l'ensecmble des parties bornées, convexes et nor-—
males de [¥]. Soient M, et M, € S . L'ensemble M., U I

1 2 1 2
est borné. Il existe donc un ensemble N € S qui contient
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-

M, UM, . Alors, cn a pour tout Y €
KM1('Y) s T (V) et XMZ(Y) s K(7) .
La famille A est done filtrante., Enfin, il résulte du
lemme 1.12. que !Zl < IYI entraine, quel gque soit M € S ,
(7)< (1) .

ot

Donc, Q est un espace L,C.-monotone. s

Dans toute la suite, ¢t sauf mention du contraire, on

supposera @ muni de la tcpologie forte.

Exemples .~
ona 27=49% ey {2=¢=c_=4d", s1 p>1,
bP = 09 oy 14212
on = 0 + = 1 .
a 9 bog oty

N

si ¢ est un espace d'Orlicz 'QM, alors Y est un autre
espace d'Oglicz ‘Qm associé a la fonction N(v) "complémentaire"
de M(u). (

T'espace ' est 1'ensemble des X = {Xi} € 4 tels

X
qu'il existe m € N tel que Sup ——%- < +o , C(Clest un
iel m~

espace L.C.-monotone, tonnelé, complet, non métrisable.

On g [@?] = ﬁ1

(*) 8i M(u) est définie comme dans la notule (*) de la page 4, alors

v

la fonction cemplémentaire N(v) est définie par N(v) = [ a(s)as ,
0

ol q est la fonction réciproque de la fonction p.
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~

Si p>1, l'espace AP est 1'ensemble des
X = {Xi} € 4 tels qu'il existe m e N tel que

@ a
Z. <ﬁi> p Ixilq < +o ot % +
1=1

L.C.-monotone tonnelé, complet, non métrisable et réflexif.
'’ n
On a E%P] = “&p .

= 1 , C'est un espace

o} N

(*)

Cas des espaces tonnelés.,

Propogition 1.21. -

-y

Soit ¥ wun espace L.C.-monctone tonnelé. L'ensemble Y)

est identique & l'ensemble 4 ¥ des suites Y = {yi} € 4
(=]

telles que pour tout X = {Xi} e d 1a série ijiyi
1=1

converge ,

~4 ~d
L'inclusion ¢ ¢ &% résulte des définitions de ¢ et
de 9%, Lo démonstration de 1'inclusion ¢* < ¥ gc décompose
en deux parties.

s
Soit Y = {yi} € 5 telle que pour tout X = {Xij ed

o]

la série S,Xiyi converge. On considére 1l'application Ty

i=1
de 4 dans 4 ° définie par

m k=1

- ; Y . _
X‘{Xi}eg = nx={e; = ) gy
k=1

(*)

On rappelle qu'un espace localement convexe I est tonnelé si tout
gous—-ensemble convexe, équilibré, absorbant c¢t fermé de E est un

- voisinage de O. Il faut noter qu'un espace L.C.-monotone n'est pas

nécessairement tonnelé.
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Soit une suite généralisée {Xﬁ, a € F} de ¢ convergean-
vers X € ¥ et pour laguelle TYXd converge vers Z = {Zi} .
Soit Bi = P?+1Y . Pour chaque i, Bi € ¥ . Donc, il existe
Xi € A telle que ‘X'i<$i> < +o et on a en utilisant 1'iné-

galité fondamentale de la proposition 1.15.

=1
‘ kZ1<X1(:a)—Xk>yk' = )‘1<XG-X> "'i@i) .

I1 en résulte que, pour chague i, E: Xéa)yk tend vers
k=1 =
Z Ve
k=1

Par ailleurs, la condition TYXﬁ - Z entraine que pour
k=1
chaque 1 : E: X Ve T2y Par conséquent, TYX =2 .

Tes espaces € et €% étant localement convexes et séparés,
le graphe de l'application TY est fermé.

Ty est une application fermée d'un espace tonnelé dans
un espace de Benach. Il résulte alors d'une généralisation
du théoreme du graphe fermé que TY est continue. Donc, il
existe XN € A et a >0 tels que, pour tout X € 3 ’
on ait

k=1
Sup | E x| S e .
T k=t

On en déduit que A'(Y) < +o et donc que Y € D . Doy

i )
LQ C ) . *
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§4. BSPACE 9 .

Soit ? un espace L.C.-monotone et soit A la famille
filtrq?te de semi-normes qui définit sa topologie. On pose
m o= ¢ et on désigne par K la famille filtrente de semi-normes
qui définit la topologie forte de ) .

%’ ~J
On note ¥ 1l'espace ™ muni de la topologie forte.

C'est un espace L.C.-monotone.,

Proposition 1.22. -

]

L'espace 4 est un sous-—egpace vectoriel de ¢ .

La topologie 0(‘3,&9) de € est 1o moins fine des topo-
logies qui rend continues les formes lindaires Y - (X, Y)
ot X e ¢ . Ia topologie forte de @‘ est plus fine que
G(QE,Q ). Donc, quel que soit X €9, ltapplication Y = (X, Y
est continue sur @j et donc aussiagur [¢1. 11 résq}te alors

e

de la proposition 1.17. que X € ¥ . Done 4 =¥ | &

En général la topclogie de estﬂdifférente de la
topclogie induite sur ¢ par celle de 2 Toutefois, on a

Proposition 1.23. -

R

Si [9] est tonnelé, la topolugie de ¢ induit sur

une topologie identigque & celle de ¢ .

Soit ¥ la topologie initialg de ¢ et soit § la topolo-
gie induite sur V¥ par celle de ¥ .
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i) Soit V un élément du systéme fondamental de voisi-
nages normaux de O de ¥, D'apreés le lemme 1.13., le polaire
v° de V dans @, est identique au polaire de V n [£4] qui
est un voisinage de O de [P]. Puisque [?] est tonneléd, le
polaire d'un voisinage dc O est un sous-ensemble borne de ¢
Done 7° est borné dans ¢ . Le, polaire de V9 dans 3 est
alors un voisinage de O dans \Q et sa trace sur ¢ est donc
un veisinage de O pour I Mais cette trace de VO sur ¢ est
aussi le polaire de v° dens ¢ . Or, puisque V est convexe,
contient O et est fermé, le polaire de VO dans ¢ est identi-
que a V., Donc V est un voisinage de O de %.

~
ii) Soit V un élément du systéme fondamental de voi-

sinages de O de €. C'est la trace sur ¢ du polaire d'une
partie bornée convexe et normale I de [@J. Mais puisque [QJ
est tonnelé, V est un voisinage de O pour .

D'aprés i) et ii), les topologics T et £ sont identi-
ques. 4
Exemples .~

% 2 -
~Pour p =21, ona 4P = ¢P | Onaazussi 2= ¢

%

et € = ¢ = 0%, soit ¢¥un espace d!'Orlicz, on a
ML g . Pour tout p >1, on a ap = 4P,
5 _ 0
On remarque que 1l'égalité & = ¥ est frégquemment

réalisée dans ces exemples. On étudie donc les conditions
pour que cette égalité soit vérifiée.

On note o(W¥, (i) 1a topologie localement convexe
séparée de { définie par la famille de semi-normes
py(X) = [(X, Y)| oh Y parcourt [¢].
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Proposition 1.24. -

4

N
Une condition nécessaire et suffisante pour gue $ 93‘%

soient algébriquement identiques est gue tout scus—ensemble

borné, convexe et normal de ¥ , soit compact pour la topologic

o( ¢, [4]).

i) Condition nécessaire.

Si ¥ et @v sont algébrigquement identiques, c'est que
y est le dunl topclogique de [0] muni de 1a topologie forte.
Soit M un scus-ensemble borng convexe et normal de ¢ .
Par définition de la topoloegie forte de [ﬁ], le polaire M°
de M dans [?] est un voi isinage % de 0 dans L[8]. Or, on démon-
tre (*) que le pelaire de v dans ¥ est compact pour G(~9 [Q])
Mais puisque M est normal il est fermé d'apres la propriété 1.t
Comme M contient O ¢t est convexe, le polaire de V dans
est identique & M. Donc M est compact pour o(¢ , 3.

ii) Condition suffisante.

Elle résulte de la définition de la topologle forte
de [3] et du théureme de Mackey-irens (*) s w Soient E et B
deux espaces vectoriels en dualité et scit T unce topologie
localement convexe séparéc de E. Alors E' est le dual topolo-
gique de E si et seulement si ¥ est une topologie de conver-
gence uniforme sur les partics de E' convexes, équilibrées

et compactes pour o(E', E) qui recouvrent E' ", 4

(%)

(%)

Plus généralement : Scient E un espace localement convexe et E!
son dual topologique. Si U est un veisinage de 1'origine dans E,
son polaire est compact pour olE', E).

Mackey G.W. — Trans. imer. Math. Soc., 60, (1946), p. 519-537.
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En utilisant les propousitions 1.23. et 1.24. on note
que si [2] est tonnelé et si tout sous—ensemble borné, con-
vexe et noer} de ¢ est compact pour la topologie o( J ’ Dgl),
alors ¢ ot ¥ cont algébriquement ¢t topologiquement iden-

tiques.
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CHAPITRE ITI.

OPERATEURS MATRICIELS SUR DES ESPACES L.C.-MONOTONES.

Soit une matrice infinie {aji s 1,] € W} & coefficients
réels. On appelle opérateur matriciel associé & {aji} 1l'opé-

rateur A qui, & une suite réelle X = {Xi , fait correspondre

[oo]
la suite AX = {yj} ol vy = Z' a5 % -
i=1

Dans ce chapitre, on se propose d'étudier les opérateurs
matriciels qui définissent des applications linéaires d'un
{
espace L.C.-monotcne £ dans un espace L.C.-monotone m ,

Dans la premiere partie, on envisage les opérateurs
matriciels qui définissent des applications continues. On
montre notamment que si ¢ est tonnelé et si wm est pleinement
complet, toute application de ¥ dans m définie par un opéra-
teur matriciel est continue.

Dans la deuxiéme partie, on étudie des conditions pour
qu'un opérateur matriciel définisse une application bornée.
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Dans la troisiéme partie, on introduit 1l'ensemble €&
des opérateurs matriciels quili définissent une application
bornée transformant tout sous-ensemble borné de ¥ en un
ensemble relativement compact dans m . Lorsque ™m est quasi-
~complet, on met en évidence gquatre sous-ensembles de €, on
dtudie certaines de leurs propriétés et on donne des conditions
pour qu'un opérateur matriciel appartienne & 1l'un de ces sous-

—-ensembles,

Dans la quatriéme partie enfin, on étudie les opérateurs
matriciels qui définissent des applications complétement con-

tinues.

I1 faut noter que, dans le cas ou ® et wm sont des
"egpaces de coordonnées", on retrouve les résultats de

*
Gribanov.

Notations .-

a) Soit A l'opérateur asscocié & la matrice infinie {aj;}
L

On pose

il

L {aji , 1 €N, j fixél
Ai={aji , § €w , i Tixé} .

On désigne par A* 1'opérateur associé & la matrice

transposée de {aji}'

b) Soient ¢ et m deux espaces L.,C.,-monotones. On
désignera par A et K les familles filtrantes de semi-normes
gqui définissent les topologies de ¢ et Q s, €t par met m
celles qui définissent les topologies de m et m .

(#) Yu. I. Gribanov - Izv., Vyss. Ucebn. Zaved. Matematika, 4, n°29
(1962), p. 38-48 ; et 3, n°34 (1963}, p. 27-39.
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On désigne par {mat s o m, (P)} 1l'ensemble des
opérateurs matriciels qui définissent des applications de V)
dans ™ possédant la propriété (P).

§1. OPERATEURS MATRICIELS DEFINISSANT DES APPLICATIONS CONTINUES.

Soient ¥ et m deux espaces L.C.-monotones et soit A
un opérateur matriciel définissant une application de ¢ dans
m . On va étudier des conditions pour gque cette application

solit continue.

Conditions de continuité .-

On montre que 1l'application définie par A est nécessai-
rement continue si € est un ispaee tonnelé et si m est un
espace pleinement complet.

Proposition 2.71. -

Soit 9 un espace L.C.-monotone tonnelé et soit ™M un

espace L.C.-monotone pleinement complet. Si 1'opérateur ma-

triciel A définit une application de ¥ dans m , alors cette

application est continue.

Si A applique ¢ dans m , quel que soit X € ) la

[0]
(0]
H
H
D
Il [~ 8

i
i

1

(*)

Un espace localement convexe séparé E est dit pleinement complet si
un sous-espace de son dual #esst E' est fermé pour la topologie o(E',E)
lorsque scn intersection avec le polaire dans E' de tout voisinage

de O de E est fermé pour 9(E',E).
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Puisque ¥ est tonnelé, il résulte de la proposition 1.21. que,
. 2

quel que soit j, Ay e
Soit {Xd, a € T} une suite généralisée de 2 convergeant
X ed et pour laguelle {AX&} converge vVers
Z = {zi} € m . D'une part, puisque m est un espace L.C.-
monotone, il résulte de la propriété 1.6. que pour tout j,
<?a, Aj) tend vers Zj. D'autre part, puisque Aj € @ , 1l
résulte de la proposition 1.16, que l'application X - (?, Aj)
est une foncticnnelle linéaire continue sur 4 et que par con-
séquent <?d, Aj) tend vers <X, Aj)' Les espaces ¢ et m
étant séparés, le graphe de l'application définie par A est
donc fermé dans ¢ x m

Puisque & est tonnelé et ™M est pleinement complet, (%)
‘ #

il résulte d'une généralisation du théoréme du graphe fermé
que l'application définie par A est continue. g

La condition de continuité ainsi obtenue a un caractere
assez général. En effet, tous les espaces L.C.-monotones pré-
cédemment cités sont tonnelés et, par ailleurs, un espace de
Banach, un espace de Fréchet, le dual fort d'un espace de
Fréchet réflexif, sont des espaces pleinement ccmplets.

Dans le paragraphe consacré aux opérateurs matriciels
définissant des applications bornées, cn trocuvera d'autres
conditions suffisantes de continuité qui sont obtenues en

utilisant 1'inégalité fondamentale et s'expriment & 1l'aide

de propriétés des vecteurs lignes Aj ou des vecteurs colonnes
) 1
L1

(*) AP, et W.J. Robertson - Proc. Glasgow. Math. Assoc., 3, 1956,
po 9_120
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Relation entre A et A¥ -

De la continuité de l'application définie par A sur
des espaces L.C.,-monotones, on déduit une propriété de conti-
nuité de l'application définie par A¥. On établit d'abord
une proposition préliminaire qui sera scuvent utilisée par
la suite.

Proposition 2.2. -

Scient ¥ et m deux espaces L.C.-monotones. Si

A€ {mat s [L] » m, continue} , alors A¥(®) cd et quels
que soient X € [?] et Ye® , on a

(4%, Y) = (X, A%Yy) .

Soit Y € . Si A € {mat ; [4] - m} , 1'application
X = (LX, Y) est unc fonctionnelle linéaire sur [¢]. D'aprés
la définition de ™ et la proposition 1.15., il existe
weE ™ tel que pour tout X € [L] , on ait

[(AX, Y)| = W(AX) w'(Y) .

Si A définit une application continue, il existe A € A et
a >0 tels que, pour tout X € [L] , on ait

w(4X) s ai(X) .

Par conséquent, quel que soit X € [4] , on a

(A%, V)| S a w'(Y) MX) ,

et l'application X = (AX, Y) est donc continue sur [9].
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I1 résulte de la proposition 1.17. qu'il existe
7 = {zi} € & tel que pour tout X € [¥] , on ait

(AX, Y) = (X, 2Z) .

In particulier, si X est la suite dont tous les éléments
sont nuls, sauf celui de rang 1 qui est égal & 1, on a

Donc Z = A¥Y ., L'égalité est établie et, puisque Z € Q y
on a

A¥(n) <, &

Soient [2]' et w' les duals forts de [d] et de m
et scit A' 1l'application adjointe de celle définie par
L € {mat s [81 » m continue} . Puisque § est isomorphe
& [9] et ™ est isomorphe & un sous-espace m' de m',
il résulte de la proposition 2.2. que A¥ définit 1'application

"transmuée" de la restriction de A' & vnb .

D'apres la théoric générale de la dualité, on a les
’ . *
deux résultats suivants (*) s

1) si A€ {mat ; [8] = m continue} , alors 4'
est une applicaticn continue de m!' dans &', donc aussi
une application continue de wm' dans ¢'.

2) Soient M une partie de [$], N une partie de m. ,
et soient M et N° leurs polaires respectifs dans [9]' et wm',
Si A(M) €N , alors 4A'(N°) cu® .

(*)

N. Bourbaki - Espaces vectcriels topologiques. Chap. IV - §4.



On en déduit alors les deux propositions :

Proposition 2.3. =
Soient ¢ et m deux espaceg L.C.,-monotones.

Si
A e {mat; [81-m, Continue} ,
alors ‘

A* ¢ {mat; o~ 49, continue} .

Proposition 2.4. —
Soient ¥ et m deux espaces L.C.-monctones et soit
A e {mat; [¢]-m, continue} . Soient M une partie de [9],
N une partie de m et soieﬁt ling et N° leurs polaires respectifs
dang ¥ et M . Si A(M) €N, alors A*(WC) cu® .

On notera que la proposition 2.3. permet d'obtenir
de nouvelles conditions de continuité. Par exemple, si [¥¢]
est tonnelé, si m est pleinement complet et si A% définit

une application de [€] dans m , alors on a

~ )
A€ {mat;rm*\Q, continue} .

Forme générale des applications linéaires continues.-

Les deux propositions suivantes mettent cn évidence
1'importance des applications définies par une matrice infinie
parmi 1'ensemble deg applications linéaires continues sur des

espaces L.C.-monotones.

Proposition 2.5. —

Soient # et m deux espaces L.C.-monotones. 4 toute

application linédaire continue f de [¥] dans m correspond

un opérateur matriciel & tel gu'on ait pour tout X € [P]

f( X) = J:[\LX .
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On a f(X) = {mj(X)} y Ou chaque mj est une application
linéaire de [9] dans R. Soit Ey la suite dont tous les
éléments sont nuls sauf celui de rang j qui est égal a 1.
L'espace m étant séparé, quel que soit j, il existe W € T
tel que 'w(Ej) £Z0 . Il résulte alors de la propriété A3
que lorsque f applique [2] dans m , On a

(1) lcpj(X)! wz,) < wle(x)] .

Si f est continue, quel que soit W e M, il existe A € A
et o >0 tels qu'on ait pour tout X € [8]

(2) w£(x)] < ar(x) .

Donc, compte tenu de (1) et (2), quel que scit j, il existe
A EA et b= a[ﬁKEj)]_1 tels qu'on ait pour tout X € [{]

los ()] = bA(T) .

Par conséquent, chaque ®. cst une fonctionnelle linéaire
continue sur [€]. I1 résultc alors de la proposition 1.17.
gu'un a pour tout X = {Xi} e [9]

[ee]
o (X) = ) agj)x_.
J . i i
i=1
N N
ol {ag3>f €ed . On a donc f(X) = AX( gﬁ A est 1'opérateur
.S - ‘L A _ J
associé a lanatrice {ajij avec aji = aiv . %
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Propogition 2.6, -
Soient ¥ et m decux espaces L,C.-monotones tels gquc

[?] ¢t [™] soient tonnelds. A toute application linéaire

continue f de ¢ dans m correspondcnt un opérateur

2 h
A€ {mat s & = om, ovntwnucr et une applicaticn linéaire

continue g de Q dans N ’ nulle sur [4] tels gu'on ait pour
tout X €4

f(X) = AX + g(X)

On a f(X) = {wj(X)} . Par une démonstration analogue
J
& celle utilisée dans la proposition précédente, on montre
que chaque m est une fonctionnelle linéairc continue sur ¢ .

I1 résulte al rs du corollaire 1.18. qu'on a pour tout

= {Xj_J
= )
v, (0 = ) alx + g (D)
i=1
o Y = { (J)} Q et ¢t g, est une fonctionnelle linéaire

Cuntlnue sur 2 et nulle sur L%].

On a donc
£(X) = AX + ng(A)}

ot L est 1l'opérateur assccié & la matrice {aji} avec

NGD

Puisque {gj(X)} = 0 pour tout X € [¢] , on a
A€ {mat Pl - m , conti nuel

Par deux applications successives de la proposition 2.3.,
on obtient

® %
A€ {mat s 4 - m , continuc

@
—

L



Si [®] est tonnelé, on a d'aprds la proposition 1.23.

w5

A€ {mat s -om y continue} .

Si [md est tonnelé, f est une application continue de ¥ dans
tn. Par conséquent, l'applicaticn g : X - ng(X) est une
application continue de 9 dans o, nulle sur [¥]. 4

§2. OPERATEURS MATRICIELS DEFINISSANT DES APPLICATIONS BORNZES.

Solent B et T deux esgpaces vectoriels topologiques.
T

e
Une spplication de E dans I ecst dite bornée s'il existe
un voisinage V de O de B tel que T(V) souit un sous—ensemble

borné de F.

Une applicaticn linédaire bernée est continue. Par contre,
une application lindéaire continue n'est pas nécessairement
bornée . Par exemple, si E cet un espace localement convexe
séparé non normable et si T = K, l'application identique
est centinue et n'est pas boernée puisqu'aucun voisinage de O
n'est borné.

On se propose de chercher des conditions pour gu'un
opérateur matriciel A définisse une applicaticn bornée d'un
espace L.C,-monotone dans un autre espace L.C.-monotone.,
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Notation .-

. ! .
Soit ¥ un espace L.C.~monotune, et soit X ¢ A .

On désigne par ¢, l'ensemble des Y €A tels que

S X, Y o .
XGE\Q]LE(X)ST,( <

I "

Tl résulte de la définition de ¥ que \Qk est un sous-espace

vectoriel de @ .

Conditions pour que L définisse une application bornée .-

Une premiére condition suffisante est cobtenue en utili-

sant 1'inégalité fondamentale.

Proposition 2.7. —

Sodent § et m deux espaces L.C.-monuvtones. S'il existe
A€ A tel que, pourrtout j €W , le vecteur ligne Aj € @X R
"LK'(AJ)} € m, alors

il

2t 8l la suite 3B

b

€ {mat;@f*mw bcrnée} .

~
Puisque A, € Qk , on a M(A,) <+ et il résulte de

J
la proposition 1.15. que, pour tout X e¢d , on a

(Aj, %)= x(X).x'(Aj) .

Soit le voisinage de O dans & ¥, = {X ed: M(T)s1, A € A},
Pour tout X eV, , on a f(Aj, X)| = X'(Aj) et par consé-
quent :

AX <= B .

Donec A(Vk) egst inclus dans 1'enveloppe normele de B, La suite B
appartenant a m , il résulte de la propridté AB que l'envelop-
pe normale de B est un sous-—-ensemble borné de m ., Donc A

définit une application bornée.
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I1 faut noter que les conditions sur les vecteurs lignes
de la matrice {ajj} indigquées dans la proposition 2.7. fournis-
sent également des conditions pratiques de continuité de 1'ap-

plication définie par A.

Lorsgue l'espace image est le dual fort d'un espace
guagi-complet ou tonnelé, il y a identité dans cet espace
entre leg parties bornées et les parties faiblement bornées.
On en déduit alors une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un opérateur matriciel soit borné.

Lemme .-

Soient ¥ ¢t m deux espaces L,C,-monotones et soit
v, = {X e [P] « A(X) =1, ) ¢ A} . On suppose gue
A e {mat; [@]-M, continue } . Alors, pour que A(VK) s0it

borné pour la topologie ol th, [m]), il Ffaut et il suffit que

T ) ) n
A" applique [w] dans Ly -

i)  D'aprés la définition de la topologie o{m, [m]),
pour que A(Vk> soit borné pour la topologie o, [m]), il
faut et il suffit que pour tout Y ¢ [m] , on ait

sup [(4X, V)| < +o .
XGV>L

ii) Si A€ {mat; [@1-m, Continue} , il résulte de
. %

la proposition 2.2. et du fait que [™] < ™ que pour tout
X e [8] et tout ¥ e [m] , on a

(4%, ¥) = (X, 4*Y)

iii) Dtaprés i) et ii), pour que A(Vk> soit borné pour
o(en, [m]), i1l faut et il suffit que pour tout Y € [m] ,
on ait
sup [(X, 4*7)| < +=
XeVK

~n
ce qui signifie que A¥Y appartient & \Qk' %
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Proposition 2.8. -

Soit ¥ un cspace L.C.-monotone quelcongue et s0it m

un esgpace L.C.-monotone tel que [™] soit quasi-complet ou

A ~ - r .
tonnelé. Pour que i € {mat; [E]-wm, Dornee} , 1l faut ¢t

il suffit gue

1) A e {mat; [8]-tn, continue} .

2) Tl existe A € A tel que A¥ ¢ {mat; [m]- Qk} .

[m] est quasi-complet ou tonnelé, A(V ) est borné si
et seulement si A(VX) est borné pour la topolog:o o™, [m]),

Si les conditions 1) et 2) sont vérifides, il résulte
du lemme que A(V.) est borné pour o(f., [w])., Réciproguement,
g1 A € {mat; []~ &q bornée} , A définit une application
continue et de plus, il existe X € A tel que A(VX) solt

borné. Donc d'aprés le lemme, la conditicn 2) est vérifide.

Par exemple, solt 4 un ope“at“ur matrLCL 1 symétrique
(A = A"y, Pour que 4 ¢ Imat;‘%, - QL, bornée f il faut et
il suffit qu'il existe une semi-norme A de ‘% telle que
A {@? @ng . Pour le démontrer, on utilise la proposition
2.8. et la pfOpOQLuiuu 2.7. en tenant POmptb de ce que
Q [Q2] = &5 est tonneld et @2 est pleinement complet.

- A \4&
Relation entre A et 4 o=

On obtient des résultats analogues a ceux du paragraphe
lorsque [®] est tonnclé,



Proposition 2.9, —

Soit ¥ un espace L.C.-monotone tel que [€] soit tonnelé

et soit w un esgpace L.C.,-monotone quelcongue .
5i

A g {mat; [&]-=m., bornéel y

alors

1
P ~

N
A¥* ¢ J{mafcg mo~ g, borne’ef‘ .

Si l'application définie par A est bornée, elle est con-
)
tinue et d'aprés la proposition 2.2., A¥ ¢ {mat;mg Ql.,
4

Soit V un voisinage d

T

0 dans [9] tel que A(V) soit
borné dans m , 11 existe un sous—ensemble borné P du systéme
fondamental de parties bornées de m tel que

MV) €P .

Al

~ O . N : o . :
31 V- est le polaive de V dans d et si P~ est le pelaire de P

~ N . .
dans wm , on a d'apres la proposition 2.4.
-A,* < PO ) c 'vo .

Oor P° est un voisinsge de O de m et, puisque [0] est tonneld,
O X , ~r
VY est une partie bornée de ¥ .

A3 o ra
Donc A" définit une application bornée. g

En utilisant cette proposition, on obtient de nouvelles
conditions pour qu'un opérateur matriciel A définisse une ap-
plication bornée. Par exemple, en introduisant les vecteurs

colonnes de la matrice {ajﬁ} s, On a :

1) Si [®] est tonneld, s'il existe A € A tel que,
pour tout i > o , AT € Qk et el B = {X'(Al)} e m,
alors A € {m ats W, @, bornéel .

2) si [] et [™] sont tonnelés, s'il existe w e T

; 2 ~ 30
tels que pour tout ’} >0, at € mz et si B= {wﬂ(ﬂl)j € @,

A

alors L ¢ Im%u;Q - m, bornée} .
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§3. OPERATEURS MATRICIELS DEFINISSANT DES APPLICATIONS
PSEUDO-COMPLETEMENT CONTINUES.

La notion d'application complétement continue, définie
pour les espaces ncrmésg, peut se généraliser de plusieurs
facons au cas des espaces localement CONVEXESs » L'une de ces
généralisations, intrcduite par M. J. Leray <*), sera envi-
sagée dans le paragraphe suivant. Au préalable, on va consi-
dérer une notion moins forte mais suffisante pour une partie
de ce travail.

Définition 2.10., —

Secient B et F deux cgpaces localement convexes. Une

application de B dans F sers dite pscudo-compleétement continue

SR

1) Elle est burmée,

2) Flle applique toutbt sous-cnsemble borné de I gur

un socusg—ensemble relativement compact de F.

On notera que si1 E et F sont nurmnés, cette définition
cuincide avec celle de la complete continuité d'une applica-
tion de [ dans F.

Propugition 2.,77. =~

oit E un espace localenment convexe séparé, soit F un

egpace leocalenment convexe géparé ¢t quasi-complet et soit

2
{Tnf une suite d'applicationg linéaires de B dans F qui con-

verge uniformément sur un scus—ensemble M de B vers 1'appli-

(*#) J. Leray - ifcta Sci. Math. Szeged. 12 B, 1950, p. 177-186.
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#
( ). Si _chague Tﬂ(M) est rela-
tivement compact, alors T(M) c¢st relativement compsact.

cation linéaire T de E dans F

Soit W un voisinage de O de F. Par hypothese T (M) est
relativement ccmpact, denc précompact dans F. Il existe donc
un nombre fini de points ZiIl de ¥, 1 =1 =9 , tels que

q / (n) 1T~T
D (1) < :‘21 G E) .

De plus, {Tn} convergeant vers T uniformément sur M, il existe
N >0 tel que pour tout n =2 N , <i - $n>(M) € %W . On a
alorg

! ] -
() < 121 <z§n> + w) .

Par conséquent, T(M) cst précumpact dans F.

Mais, dans un e¢space lucalement convexe séparéd et
quasi-complet, l'enveloppe fermée convexe de tout ensemble
précompact est compacte. Done T(M) est relativement compact. g

On se propose, en utilisant cette proposition, d'intro-
duire et d'étudier différentes classes d'cpérateurs matriciels
définissant des applicatiocns pseudo—-complétement continues
d'un espace L.C.-monotone dans un autre espace L.C.-monotone.,

(*) ILa suite {Tn} converge unifermément sur M vers T si, quel que soit
le voisinage W de O dans F, il existe N >0 +tel que pour tout
n =2 N ’ on alt (T — TnD(NI) cw o
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Notati ns.-
Soit A 1'opérateur matriciel assccié a la matrice {aji}

A désigne l'opérateur assoccié & la matrice {aji}

n,o
ave = =4a.. 81 j Sn L. =00 i j >n.
vee ayg = Ay J » G4y si j
Ly, désigne l'opérateur associé & la matrice {Bji}
, AN
L. = a. . i i Sn L.o= 0 i i > n.,.
avec 531 ji °® , 631 si 1
An n désigne 1'cpérateur assccié & la matrice {in}
?
ave .. = &a.. si 1 sSnet =n .. = 0 sl 1 2n ou
BVeC  Yiy = 8y ] » Y54
j 2n.
LG, @ ’ . ’ crN .
An’ désigne 1l'uperateur assccié a la matrice 6ii
v
s 6., = a.. i i Ssnouj = §.. =0 i i > et
avec ji = 254 S i ou J N, i1 si 1 >n
J Zn.
On remarquers que l'on a 3
A n+1, .
An’wX = P1 AX H
A x =™y
®,n 1
. n+1.n+1
7\ =P i H
nn¥ PSR G
Am,wX — Pl’l+1» e l’l+1
4 = + A
n TR L PP S

Définition 2.12. -

Soient ¥ ¢t ™ deux espaces L.C.-mcnotones ¢t soit A

un opérateur matriciel définissant une application de ¥ dans

re.. Cectte application sera dite a-bornés (respectivement

B-bornée, y-bornée cu S-bornde) si
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1)  Elle est bornée,

2) Flle est limite uniforme sur tout sous-ensenmble
borné de ¢ de 1a suite des applications définies par les
O g O
ou A7) .
ou A7)

opérateurs R (respectivement 4o
b

©,n’ “n,n’
Proposition 2.713. -
Soient ¥ et m deux espaces L.C.-monotones. Si m est

quasi-complet, toute application de ¥ dans m définie par un
opérateur matricicl gui est a-bornée, ou B-bornée, ou

Y-bornée, ou 8-bornée, est aussi une application pseudo-com-

plétement continue.

a) {mat;«@*rw,a—bornée} c {mat;% *rw,pseudo—comp.cont.}.

Soit A € {mat;&@*iﬂ,a-bornée} et soit M un sous-ensemble
g .

borné de

. v = pRtlax
(1) .u.n’mj;--P" X[ °

I1 résulte de (1) et de la propridté AB des espaces L.C.-mnono-
tones que An oo(M) est un sous-cnsemble borné d'un sous-espace
H
de m de dimension finie. Par conséquent An m(M) est relative-
’

ment compact dans tm

Puisque m est quasi-complet et puisque 1l'application
définie par A est limite uniforme sur M des applications dé-
finies par {An,m}, il résulte de la proposition 2.11. que
A(M) est relativement compact dans m

Par conséquent, i € mat;(ﬁ~*mqpseudo—comp.cont.}.
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t
P

b) {mat;\Q-*MgB—bornéel c {mat;«Q-'mqpseudo~comp.cont.}.

Soit A € {mat;&v*vw,ﬁ-bornée} et soit M un sous-ensemble

borné de ¢ .
On =

f - _ At
(2) Aw,nl{ = AP X .

Dtaprés la propridté 33 des espaces L.C.-monotones, 1l'applica-

tion de ¢ dans un sous—-espace de dimension finie de ¢ définie
?+1X est continue. Donc P%+'(M)

semble relativement compact de U

par X =P est un sous-en-

Puisque & définit une application bornée, donc continue
de ¥ dans m , il résulte de (2) que & Il(M) est relativement
. ?
compacte dans m

Alors, puilsque m ecst quasi-complet et puisque 1'appli-
cation définie par i est limite uniforme sur M des applicaticns
définies par {Am n}’ cn a, d'aprés la propesition 2.11.,

A€ {mat;\B*PW,péeudo-comp.cont. .

c) {mat;“Q*in,y—bornéel c {mat;LQ*YW,pseudo-comp.cont.}.

J
Soit A € {mat;@ *hm,y—bornée} et soit M un sous-ensenmble
borné de ¥ .

On a
s ~ _ phtl,on+1
(3) J-Ln’n.z{ - P1 -ILP,] X <
Comme dans b), AP?+1(M) est relativement compacte dans ™
Puisque P?+1 définit une application continue de ™ dang ™ ’
L n(M) est relativement compact.,
H

Ltinclusion est alors une conséquence de la proposition
2.11..
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{mat;\ﬁ-'m,é—bornée} c {mat;@ *Vn,pseudo-comp.cont.}'

Soit A € {mat;ﬁ,*Vﬂ,é—bornée} ¢t soit M un sous-enscmble
borné de ¢ .

On =2

ZRyO < ’ ;
u.n X - .u.n,mj( + b - .A.n,oa m,nX .

M me y > i & A
On montre comme dans a) et b) que An’m(ﬂ) et (A n w) (M)
sont relativement compacts. Alors, m étant quasi—complet
il résulte de la proposition 2.11. que 4 € {mat;Q”m7pS-C-C-}~*

Cette propusition met en évidence, lorsque m est quasi-
-complet, gquatre sous-ensenbles de 1l'ensemble des opérateurs
matriciels définissant des applications pseudo-compleétement
continues. Il est alors utile de donner des conditions pour
gu'un opérateur A appartienne a4 1'un de ces sous-cnsembles.

Conditions pour gue 4 définissce une application a—B-y-ou
0-bornée .~

Les conditions suivantes sont obtenues en utilisant

1'inégalité fondamentalec.

Propogition 2.14., -

Soient et m deux espaces L.C.-monotones ct scit LA

un opérateur matriciel. Si

j) I1 existe A € A telle que pour tout j € W ,
_fs.j € LQ')\.’

2)  B={x(a), 5 en} el

alors & € {mat;\@*YW,a~bornée} .
————— ”
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Si les conditicns 1) et 2) sont vérifides, il résulte
de la proposition 2.7. que A € {mat;ﬁ'*h%, bornée} .

Soit V = {X ed , M(X) = 1} . D'aprés la proposition
1.75., on a pour tout X €V

!<Aj 9 X)! s )\"<Aj> y
¢t par conséquent aussi
(i) [ax] < B .

Si B e [m] , il résulte de la proposition 1.9. que la suite
{P;B} tend vers O dans [l lorsque n - +o . Il résulte

alors de (i) et de la propriété AB des espaces L.C.-monoctones

que {PgﬁX} tend vers O lorsque n = +o et cecl uniformément

lorsque X parcourt V.

Or, on a

(A - An ) m)X = P;;AX .

Donc les applications définics par {%n,m} convergent uniformé-
ment sur V vers 1l'application définie par A. Soit M un sous-

-ensemble borné de ¥ . Il est absorbé par V, donc les applica-
tions définies par {An’m} convergent unifcermément sur M vers

S

l'application définic par A. Donc =4 € kmat;*gf""h,a-bornéef -

Proposition 2.15, -

Soient € &t wm deux cspaces L.C.-monotones et soit A

un opérateur matriciel. Si

I1 existe A € A telle gue pour tout j €N ,

1
Ly € \Qk ,

2) B= {w(Aj), 3 em} € m
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Lorsque n o ote la suite {an}’ avec
{k CP”A ) sy J € W} , tend vers O dans m .

alcrs A € {mat;‘?**n,ﬁ—bornée} .
— ~

Si les conditions 1) et 2) sont vérifides, il résulte
de la proposition 2.7. que 4 ¢ {mat;hgﬂ*“g bornée}

Quel que soit X €d , ONn a

<“ - & ,n)X {<?n+1 i’ XQU ‘

Soit V = {X e , MX) = 1} . D'aprés la proposition 1.15.,
on a pour tout X €V

g(P;_i_TLJ, 1\.) )\.'<Pn+1 J> .

D'ol pour tout X € V

(o - iﬂLm'n>X! < Bq -

Par conséquent, si la condLulon 3) est vérifide, les applica-
tions définies par { ', mf convergent uniformément sur V vers
l'application définie par A, I1 y a donc aussi convergence
uniforme sur tout sous-—ensemblc borné de ¢ .

\
Done 4 € {mat;\Q*Y%,B—bornéef

Proposition 2.16. -

Soient ¥ et m deux cspaces L.C.-monostones et soit A

un opératecur matricicl. Si

1) Il existe X € A telle gue, pour tout j €N ,

B={(4), 3 em} e [n]
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3) Lorsque n ; +o , la suite {Bn}, avec
. . .
Bn = {l'(PnAj> y J € Nf y, tend vers O dens . .

1

Alors A € {mat; J —'m,y-boméef .

Si les conditions 1), 2) et 3) sont vérifides, il résulte
des propositions 2.14. ¢t 2.15. que 7
Ae {mat;‘@, "m»,a-borﬂé@} n {mat;\oa -'m-,B-bornée} .

Par ailleurs, quel que soit w € ™, on a, en utilisant
la propriété A3 des espaces L.C.-monotones

w[(l\*-"A‘n,n)X] =W Q‘L—j\‘w,ny} * w[@‘"‘:\‘n,w}x] !

N
d'oll i1 résulte que 4 ¢ {ma’c;@—*m,y—boméej . %

Propogition 2.17. -

Scient & et m deux espaces L.C.-monotones ct scit 4

un ocpérateur matriciel. Si

1) I1 existe XA € A telle que, pour tout j € N ,
Ao

~

2) B = {wuxj), jenfem

3) Lorsque n = +eo , la suite {PI?B } y avec
D - n -
B = {X‘(Pnuj ) s J € lN} s tend vers O dans m

Alc A€ {mat; 4 -, é—bomée} .

Si les conditions 1) et 2) sont vérifides, il résulte
de lea proposition 2.7. que 4 € {mat;“yl -, bornée} .
S

Quel que soit X ed , on a

[o-]

. B 4 Py - o A
(1) (.u. - ...n’ = Pn+1i&Pn+1X .



Soit V = {y ed | A(X) = 1} . D'aprés la proposition 1.15,
on a pour tout X € v

5@;1‘;\‘3 ’ X)’ = )"<P;+1Aj> .

igant (i)

mcﬂ
I\f - Ay jml n+1 Brey o

11 résulte alors de la condition 3) que l'application définie

o
S
@
B3
-

par A est limite uniforme sur V, et donc aussgi sur tout sous-
» . . F e - . w0
—ensemnble bormé de ¥ , des applications définies par {An’“} .

Donce A ¢ 4mat; tﬁ—*mjé—bornée} . %

ﬂ \ 4
Relations entre A ¢t AY .~

On cherche tout d'abord quelle propridté résulte pour
A¥ qu fait que A définisse une application a—,B-,y-, ou d~bornée

Proposition 2.18. -

Soicnt ¢ et w deux espaces L.C.-monotones tels gue [2]

et [m] scient tonnelés. On a

51 A€ {nat [QJ”Y“,Q bornep} , 8l0rs
an € {mat s - g B- burnepf

2) g5 A € {m ats [@JHYm ~bornée} , alors

A% ¢ {mat,-n”‘Q bOTnOLJ

3) Bi &€ {mat;[@]*rw,y ou 8- ornée} , alors

) i SN , .
AT € JMat;““*‘b,y ou 6—oorneuj

—
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Compte tenu de la proposition 2.9. il suffit de démontrer
que si les opérateurs An € {mat;[@J**w,continues} définissent
une suite d'applications gui convergent uniformément sur tout
borné de [L] vers 1'application définie par 1'opdrateur
A € {mat;[@]ﬂkm, continuc} , alors la suite d'applications

*

A . ’ a0 ; ~
définies par 4, " converge unifermément sur tout borné de m

vers l'application définie par A%,
i) Soit M appartenant au systeme fondamental de parties
bornées de & , Puisque [™] est tomnelé, If est le polaire
d'un voisinage U de O de [m]. TL existe w € m tel que, si
T, = {X €m: WX S a}, on ait Ty N [M] cU . 11 résulte
du Lemme 1.713. que le pelaire V;4 de Vw‘contient I,

Al

ii) Soit slors W un voisinage de O de & . Clest le
polaire d'un sous-ensemble borné, convexe normel M de [€].
Par hypothése, il existe N > o tel gue, pour tout n 2N ,
(A -~ AQ>M C'Vw . 11 résulte alors de la propusition 2.4.
guton 2

X I 7‘.‘>‘\/‘O o
¢ n S'w i

et, compte tenu de 1)

(1* 0 *Y <@

~ L i
n .

La proposgition en résulte. %

Cn déduit de cette proposition de nouvelles conditions
pour qu'un opérateur matriciel A définisse une application
a- ou B-bornée. Ces conditicns font intervenir les vecteurs

N

i .
colonnes A7 de la matrice {aji} .



Corollaire 2.19. -
Soit ¥ un espace L.C.-monctone tel que [2] et [P] soient

~)
tonnelés et soit m un espace L.C.-monotone tel que [ soit

tonnelé., On a

=

1) S'il existe W €

7w

- . ~ , 1.
AT g tnﬁ ; s C = {W'@X),

tel que pour tout 1 € W ,
€ N} €\§ et si lorsgue n = +o,

i..l.

la suite {Cn}, avec Cn = {ﬁ'<?2A1>, i GIN} tend vers O, alors

g m ,
A€ {mat;@-*wM a—bornee} .

2) S'il existe W e T tel gque pour tout i € W ,

2 ~ . - ) 7
At ¢ Mg s et si O = {w*(ﬂl), i€ N} ¢ [¥] , alors

A ¢ {mat;@r*mq B~ borﬂeﬂl .

3) Si les conditions de 1) et 2) sont vérifides simul-

tanément, slors

g
A€ {mat;@.*rﬂ, y—bornéo? .
S 4
4) S'il existe w G T ] que pour tout 1 eW ,
At € Qy% s 8 ¢ = {w (A 3 i Nf ELQ ¢t sl lorsque n = +o,

i
PTC } tend vers O, alors

A e {mat;Q,*ﬁi, é—bornée} .
On cherche maintenant si la pseudo-compléte continuité
de l'application définie par 4 entraine celle de 1'application

Jaran . 8 3
définie par A".
(*)
D'une fagon générale, on démontre la propriété suivante S

" Soient B et T deux espaces localement convexes sépards,
E' et ' leurs duals forts et scit T une application lindaire
continue de E dans F., L'application T applique les sous-ensem-—
bles bornés de B dans des sous-ensembles précompacts si et
seulement si 1l'application adjointe T' applique les sous—ensem—
bles équicontinus de F' dans des sous-cnsembles compacts de B' v,

et W.J. Robertson -~ [Topeclogical vector spaces, p. 152, lemme 6.



Proposition 2.20, -

Soient ¥ et m deux espaces L.C.-monotones tels que

[2] et [m] soient tonnelds et soit

A€ {mat; [L]l»m, pseudo-complétement continue} o
AMors, on g

A

A* ¢ J’mat" .~ 4 geundo-complétement continuel o
1 3 s P ,

Soit A € {mat; [#]-m, pseudo-compl>tement continue}o
4 définit vne application bornde et appligque toubt sous—ensemble
borné I de [¥] dans un sous-ensemble compact (donc aussi pré—

é
compact) de w .

i) Puisque [0] est tonnelé, il résulte de la proposi-
A
. ; A .
tion 2.9, que AT ¢ {mat;wlﬂ\@, bornee} o
7
ii) Dr'epres la propriété rappelée ci-dessus, 1'applica-

tion &', adjointe de celle définie par A, appligue les sous—
-ensembles éguicontinus du dual fort m!' de m. dans des sous—
~-ensembles compacts du dual fort [€J' de [L]. Or, on a vu

~

qgue M est isomorphe & un sous-espace wuo de wm!', que d est

isomorphe & [L]' et que A% définit 1'applicati n transmude

de la restriction de A' & m' . Par conséquent A¥* trsnsforme
v

tout sous-ensemble équicontinu de . en un sous-ensemble Te-

lativement compact de ¢ . Or, puisque [™] est tonnelé, tout
/~ 4 z . T ,‘\‘N

sous-engemble borné M de w est éguicontinu. Donc A¥(M) est

»t

- 3 k) 4’
relativement compact dans ook
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Pusitions respectives deg ensembles {mat;‘Q-’my a=,B-,y= vu

6—bornée§}.—

Proposgition 2.271. ~-

Souient P ¢t m deux espoces L.C.-monotones. On a

2
{mat;@~w5a_bornée} n imat;@~W5B-bornec} Ci{mat;@*m,y-bornee}

Imat°@*M- ~bornde v C mat°@~mJa—bornée .
L 9 b 9 ?

On a
(1) (& -y K =BT AT,
(2) @ - Am’ny = AP X,
(3) (a - An,n>X S FRT N S SN v

i) I1 résulte de (1) et (3) qu'on a

l(ﬁ - ﬁn,m>Xl < ’(? - An,njml

Donc, d'aprés la propriété A3 des espaces L.C.-monotones,

quels que soient wWE ™ et X €Y y On 2

w/ (s - An,m)}(] <ol (4 - An’n>}<] ,

¢t par conséquent

{mat;ﬁ*myy—bornée} c {mat;@*mwa~bornée}.

ii) D'aprés (3) on a

WKA - j"n,n>X] < m(Pﬂl"“UPgHX) + w@;fHAX)

d'olt, en utilisant la propridété AB et les égalités (1) et (2),

= r
A - A < A A A — 4
GRS T (CEEN I R [CEEN 3



Cn en déduit

o
9

{mat;@ﬂm,a—bornée} N {mat;@*m75~bornée} c {mat;@*m,y—bornée}.
. el

Proposition 2,22, —- _
Soit @ un espace L.C.-monotone tel que [9] et [ suient

fonnclés et soit m un cspace L.C.-monotone tel gque [m] et [W]

scient tonnelés. On a 7
{mﬁt g ~m, y—o\rnew} {m” °J*W5a—bbrnée} N {mat;@*m,ﬁ—bornée}.

i) D'aprés la proposition 2.21., on a

{mat;@*h@y—bormée} D {mat;ﬁ*mya—burnée} N {mat;@*myﬁ-bornée}.

ii)  Soit 4 € {mat°QﬂM,y-burnée}. Puisque [¥] et [m]

sont tonnelés, 11 résulte dc la propusition 2.18. que

A* g {mqt M”Q,Y—b)rﬂpb}. Alors, d'aprés la preposition 2.274,

a3 {.

on a A" € Lnﬂt°m*Q o~ boxneo} , &t puisque [%d ¢t [L] sont
’ -)f-?
tonnelés, on en déduit 47 = A ¢ {n?t @ﬁm B~ burnep}. Compte
tenu de la proposition 1.23., on a aussi A € {matjpd-m, B~barnen}
¢

v A r
Comme par ailleurs 4 € imat;@*mva—borneer s La proposition
4
cst établic. %

Propogition 2.23. ~

Soient ¢ ¢t m deux egspaces L.C.-menotones. On a
{m%t s =, o b>rn@bj U {mwt°@*w B— b)rneu} {mqt°@~m:6 burncv}

i) On a <A - A >X = P°° A}x et
Ngow

N ca © _ ,
(A - gg’ :R = Pn+1 Pn+1K . Dolt A€ {1 t;@ﬁmya—borneef

. v {
suit M un sous-enscmble bornéd de W L'envelouppe normale N

de M est aussi bornée. Si X e N , Pn+1X €N et on a donc

sup m‘<4 - ;g’wjxj = Bup w{(} - An © ]
7

Xell ° XelN
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I1 en résulte que les applications définies par {An’ } conver—
gent vers A uniforménment sur N et donc aussi sur M. D'ol

{mat;QﬂW5a—bornée} c {mat;ﬁﬁmbé—bornée} .
“n

G- e )%] s o[- o )]
mLCA l'1'.1. @ > Am,l’l ’

Soit 4 € {mat;d-m,B-bormée b . Il résulte de 1'indgalité
J

.. A 4 04 R ® B ,
ii) On a <§ - A K= Pn+1<“ - ghjﬂjﬁi et par consé-
b

rd Ve A A r'd
précédente que 4 € mat;%*m,é—bornee} . 3%

On va maintenant situer avec plus de précision chacun
des ensemblcs étudiés par rapport & l'ecnsemble des opérateurs
définissant des applications pseudo-complétenent continucs.

Proposition 2.24. -
Scit & un espace L.C.-monotone ¢t soit m un egpace

L.C.,-nonctone quasi-conplet., On =
{mat;@*wga-bornée} = {mat;@*m,pseudo-comp.cont.}

si et seulement si [m] =m™

j_) On suppose [\’ﬂJ = m , On considére l'opérateur
L€ {mat;Q*mgpseuda—comp.cont.}. L'application définie par A
est bernés. Soit M un scus-cnscmble borné de ¢, A(M) est
relativement compact dans [m], donc, d'aprés la proposition
1,10, la suite {PEAK} converge uniforménent vers O lorsque X
parccurt M. Mais, PEAX = <} - An’m:K . Do?c
A€ {mat;%-*mq a-bornée} .

Par ailleurs, d'apres la pruposition 2.13., on a
{mat;Q*hya-bornée} c {mat;¢*“5pseudo-comp.cunt.}. Dene, on a

{mat;@*m,a—bornée} = {mat;@*m,pseudo-comp.cont.}.
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1i)  On suppose [m] #m ., Tl existe C = {aj} € m,
C é [w] . Soit alors A 1'opérateur associé & la matrice {aji}
ol aj; =&, sl i=1 et a, =0 si i# 1. Soit E, la
suite dont tous les éléments sont nuls sauf le premier qui est
égal a 1. Cn a AE1 =C et (& ~ An’m:E1 = P§;1C . Puisque
c ¢ [m], {P§+1O ne tend pas vers O quand n - +o . Donc

A& {mat;Q,ﬂvw, a—bornée} .

Mais par ailleurs, il existe A € A tel que x<ﬁ1> # 0.
Pour tout X € V= {X ¥, MX)s1} , on a

[ax| < [x@@]* lc].

Donec A ¢ {mat;@ -m, bornée}. Comme pour tout n > 1 et tout
Xed , ona (4 - Az’m X = 0 , on a aussi
A€ {mat;Q-*mq G—bornée} ,
donc
A€ {mat;@'*hm, pseudo~-compléetement continue}. 3

Proposition 2.25. - \
Soit § un espace T.C.-monotone tel gue [¥] et [¥] soient

tonnelés et soit m un espace L.C.-monotone quasi—complet_tel
que [ml et [*™] soient tonnelés. Cn a

{mat;%*m38~bornée} = {mat;@*ngseudo—comp.cont.}
si et sculement si @ = [0].

i)  On suppose ¥) =-[@]. D'aprés la proposition 2.13.,
on a déja
{mat;@*wgﬁ-bornée} < {mat;Q*m,pseudo—comp.cont.}.
Soit alors 4 € {mat;@*mqpseudo—comp.cont.}. D'aprés la propo-
sition 2.20., puisque [€] et [M] sont tonnelés, on a
A* ¢ mat;%*@,pseudo—comp.oont.}.

Mais, [£] ¢tant tonnelé, ¥ est quasi-complet. I1 résulte
alors de la proposition 2.24. que A¥ € {mat;%*@,a—bornée}.
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Mais, [€] et [™] étant tonnelés, on a d'aprés la propo-
siticn 2.18., A = A¥¥* ¢ {mat;Q*ﬁgﬁ—bornée} , d'ol compte tenu
de la propesition 1.23., & € {mat;@*myﬁ—burnée}.

Done, on a

{mat;&*m,ﬂ—bornée} o) {mat;@*mgpseudo—comp.cont.} .

}i) On suppose d = [0] . 11 existe D= {ai} e d ,
D ¢ [P]. On considdre 1'cpérateur 4 assoccid & la matrice {aji}
ou 254 = Ay si J =1 et 254 = © si j > 1 . I1 résulte
de la propusiticn 2.14, que A € {mat;@*m,a—bornée}.. Donc,
on a 4 € {mat;@*h,pseudo-comp.cont.}. Or,on a par ailleurs
i - {mat;&*m,ﬁ—bornée}, car, sincn il résulterait de la propo-
siticn 2.18. que A¥* appartiendrait & {mat;ﬁﬂﬁ,a—bornée} et
aliors on aurait A®(M) < [8] e qui contredirait le fait que
A*E1 =D 45 [5] -

Proposition 2.26, -

Suit & un espace L.C.-monctone et m un espace L.C.-non.-
e

91 #¢ | alors

tone quasi-ccomplet. Si wn o [m] #m

l'inclugion
{mat;@ﬂmgé-bcrnée} < {mat;Q*M,pseudo-comp.cont.}
»

est une inclusion stricte

Soient C = {ci} ed , c¢ [@J et D= {dj} €m ,
D ¢ [m) . On considdre 1'opérateur A associé & la matrice {aji

avec .. = c.d. « On a
2 aal oldJ

AX = (¢, X)D

Puisque C € 1 y 11 existe A € A tel que A'(C) < +o . D'aprd
1'inégalité fondementale de 1la proposition 1.15., on a

H(c, )| £ A(X) r(C) .
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Soit M un sous-ensemble borné de ¥ . I1 existe M > o tel que ,
pour tout X € M, on ait A(X) s W™, Alors, pour tout X € U,
on a

AX = uD avec |u| = mar(c) .

Done 4A(M) est un sous-ensenble borné d'un sous—espace de m
de dimension 1, et par ccnséquent, il est relativement compact.
D'ou

A

3
L€ {mat;Q*m,pseudo—comp.cont.j.

Par ailleurs, on a

Q‘ - Ag’m}{ = CP;HC’ X>P§+1D 4

et dounc

oG - 1K) = 10 DI )

Puisque D ¢ [m], il résulte de la propositicn 1.8. et du fait
que w<?§+1D> ¢st une fonction décroissante de n, qu'il existe
wemnm ¢t a >0 tels que pour tout n

w(?§+1n> >q .

Puisque C ¢ [8] , il résulte de 1a proposition 1.8. qu'il
existe un sous-ensemble borné normal convexe M de [€] et
B >0 tels que pour tout N > 0, il existe n > N pour

lequel
(Ec) > B
Or

KMCP;?HC) = )S;é%}l !<P1:+1C’ X)' :
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Donc, il existe un sous-ensemble borné M de €, B>0, et
quel que soit N > o , un entier 0, >N et XO € M tels
que

l<?§0+1c’ Xo)’ > g ‘

Cn a alors
w[(h - g, | > % >0
n o 2
0
Donec {Az’wl définit une suite d'applications qui ne converge
pas wniformément sur M vers 1l'application définie par A,
Donc A ¢ {mat;\Q*VW, 5—bornée}. %
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Récapitulation .-

Les principaux résultats obtenus sont résumés dans le tableau ci-dessous.
La notaticn & indique une inclusion stricte.

Hye - $ et m L.C.-monotones, m guasi-complet.

{mat;Q*M,a—bornée} n {mat;@*m,s-bornée} o {mat;@*m,y—bornée} c {mat;%&m,a~bornée}
{mat;@*m3a-bornée} U {mat;&*w56—bornée} c {mat;&*m,é—bofnée} c {mat;@ﬁm,pseudo—comp.cont.}

H,. -~ @et m L.C.-monotones, m quasi-complet, [¥], [81, [m] et [%] tonnelés.

2.

a) [w]l=m et [§]=0 .

{mat;@~m,y—bornée} = Imat;Q*m,B—b.} ='{mat;@ﬂhga—b.}

'
“

il
Il

{mat;@ﬁm,é—b.} {mat;\Q-’m,pseudo—com}_o.cont.\L

J
| v) [ml=wm et [§1#9 .
{mat;&—-m,y-bornée} = {mat sl-m,8-v.}cx {mat;«@.-»m,a-b.}

il
i

{mat;@*m,é—b,l {mat;&*m,pseudo—comp.cont.}

¢) Iml#m et [¥]=8 ,
{mat ;‘Q-’M,y—bOI’ﬂé@} = {mat ;‘Q—)Mr’a-b.}@ {ma‘b ;xﬂ-—»\”‘u’ B_b.}

It

{mat;Qﬂm,ﬁ—b.} = {mat;@*mwpseudo—comp.cont.}

a) [mlAm ot [E1£0 .

{matgﬂﬂm,y—bornée} = {mat;@*m,a—bornée} n {mat;ﬂﬂmgﬁ—bornée}

{mat;&*mga—bornée} ' A N
’::>C§: {mat;@*myﬁ-bornée} N {mat;Q*mﬁpseudo—comp.cont.j

{mat;&*m,B—bornée}
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§4. OPERATEURS MATRICIELS DEFINISSANT DES APPLICATIONS
COMPLETEMENT CONTINUES.

On congidére maintenant la notion d'application complé-
tement continue telle qu'elle a été généralisée par M. J. Léray
pour étendre aux espaces localement convexes les résultats
de la théorie de Fredholm.

Soient E et F deux espaces localement convexes. Une

application f de L dans F est complétement continue si

1) f est continue,

2) Il existe un voisinage V de O de E tel que £(V)

golt relativement compact dans .

Lorsque E et F sont des espaces normés, on retrouve
la notion habituelle d'application complétement continue.

On notera que si f est lindaire, la condition 2) entrai-
ne la condition 1) et aussi que toute application lindaire
complétement continue est pseudo-complétement continue.

On se propose d'étudier des opérateurs matriciels gqui
définissent des applications complétement continues d'un espace
L.C.-monotone ¢ dans un espace L.C.-monotone ™ .,
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Soient ® et m deux egpaces L.C.-monotones et soit A

un opérateur matriciel définissant une application de ¢ dans m, .

Cette application sera dite V-g~bornée (respectivement

V-B-bornée, V-y-bornée ou V-6-bornde) si

1) Tl existe un voisinage V de 0 de ¥ tel que A(V)

soit borné dans ™,

2) Cette application est limite uniforme sur V de la
suite des applications définies par les opérateurs An w (res-
o) ?
& \.t ‘_ ;e A lﬁ& u .;’\A.og’ ')
pectivement A, ., L oou A )

On notera que les conditions indiquées dans la proposi-
tion 2.14., 2.15., 2.16. ou 2.17. sont suffisantes pour que
l'application définie par A soilt respectivement V-a-bornde,
V-B-bornée, V-y-bornée cu V-O0-bornée.

Par des démonstrations analogues & celles du paragra-
phe 3, on obtient les résultats suivants.

Propogsition 2.29. =~

Soient ¢ ¢t wm deux espaces L.C.-monotones. On a

mat 3d-m, V-g-bornde - N mat 38-m, V—B-bornée } < {mat ;d~m, V-y-bornde }
? J . : J

{mat;@*m,V—y—bornée} c {mat;&*m3V—a~bornée}

{mat;@*M,V—a-bornée} U {mat;@ﬂNWV-B~bornée} o {mat;@~m3V—6—bornée}.

Proposition 2.30, =

Soient ¢ et m deux espaces L.C.-monotones. Sim est

guasi-complet, on a

1) {mat;@*m,V—y-bornée} - {mat;&ﬂm,comp.oont.}

2) {mat;@*mgvma-bofnée} < {mat;@*mgoomp,cont.}
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Il ne semble pas possible, en général, d'obtenir d'autres
résultats analogues & ceux du paragraphe précédent. En effet,
goit V un voisinage de 0 de ® et soit y(n) - {P?+1X, X € V} .
On a Aw’n(V) = A<V(n)> . Mais, en général v(n) nrest pas un
sous-ensemble borné de ¥ et on ne peut pas pousser plus loin
une démonstration analogue & celle de la proposition 2.13.b).

Toutefois, on démontre :

Proposition 2.31. -~

Soient ¥ et m deux espaces L.C.-monotones. On suppose
gu'il existe une norme A € A et on pose v, = {X e? . X(X)S1}
Alors, si m est quasi-complet, on a

{mat;@*m,VX-B~bornée} c {mat;@*mgcomplétement continue}.

Soit Ei la suite dont tous les éléments sont nuls sauf
celui de rang i qui est égal & 1. Si A est une norme, on a.
quel gque soit i, X(Ei) # o , Alors, pour tout X = {Xi} €V,
on a d'aprés la propriété A3 des espaces L.C.-monotones

= 1= @)

§n) est un sous-—ensemble borné d'un sous-espace

Par conséquent V
de ¢ de dimension finie. Donec Vgn) est relativement compact.
L'application définie par A étant continue, A(V§H)> est rela~
tivement compact.

La proposition résulte alors de la proposition 2.11. #

En conservant les mémes notations et en supposant encore-
que A est une norme et que ™ est quasi-~complet, on aura de
méme

{mat;@*mgvx-é—bornée} c {mat;@ﬂmgcomplétement oontinue}.
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Enfin, la compléte continuité d'une application T
n'entraine pas, en général, la compléte continuité de 1'appli-~
cation adjointe T', ce qui nuit & la poursuite de 1l'analogie
entre les propriétés des applications complétement continues
et celles des applications pseudo-complétement continues.
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CHAPITRE IIT,

SYSTEMES INFINIS LINEAIRES,

Soit une matrice infinie {aji} % ceofficients réels

et s0it une suite réelle Y = {yi} .

On considere le systéme infini (L) d'équations lindaires

(j ew)

(L) X. =- Z a. . X,- = yJ ’

et on lui associe les systimes finis (Ln) de n équations &

n inconnues

(1 3 sn),

(Ln) X5 - z: a,y X, =¥

Soit X = {Xi, i€ N} une sovlution de (L) et soit

X = {Xgn), 151$n} une solution de (Ln).



- 72 =

Dans le cas ou l'opérateur lindaire associé & la matrice
¥*
{aji} opere sur \QP, Von Koch et Riesz (*) ont donné des condi-
tions pour que la méthode des réduites s'applique, c'est-a-dire

pour qu'on ait, quel gque soit 1 el ,

X, = 1im
- n—+o

(n)
%
On se propose d'étendre cette méthode au cas ou 1'opéra-

. r - 0 ’ 2 r M ’ 3 . 3
teur linéaire associé a <a définit un endomorphisme d'un

L.k
g
espace L.C.-monotone. Dans ce but, on commencera par établir
une extension aux endomorphismes complétement continus d'un
espace localement convexXxe des propriétés classiques des endo-

morphismes complétement continus d'espaces de Banach.

I1 faut noter qu'on ?ggiendra, comme cas particulier,

les résultats de Gribanov sur la résolution des systeémes

infinis linéaires dans les "espaces de coordonnées",

§1. ENDOMORPHISMES COMPLETEMENT CONTINUS D'ESPACES
LOCALEMENT CONVEXES.

Soit un espace vectoriel localement convexe E, réel et
séparé. On désigne par A la famille des semi-normes définissant

la topologie de E.

(*) F. Riesz - Les systémes d'équations lindaires & une infinité a'in-
connues. Gauthier-Villars (1913).

(**)  Yu. Gribanov - Izv. Vyss. Ucebn. Zaved. Matematika, 2, n®39, 1964,
pn 53—64‘0
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On considére l'ensemble des endomorphismes continus de E.
Cet ensemble est un espace vectoriel localement convexe lors-
qu'on le munit de la topologie "de la convergence bornée" qui
est définie par les semi-normes

pM,)\(T) = i%ﬁ a[Tx] ,

ou A parcourt A et ol M parcourt 1'ensemble des parties bornées
de B,

Cet ensemble des endomorphismes continus de E est aussi
une algébre unitaire. On notera I l'unité, c'est-a-dire 1'ap-
plication identique de E.

On désignera par £(E) l'algébre des endomorphismes conti-

nus de E, munie de la topologie de la convergence bornée.

Lemme 3.1, -
La multiplication : (8, T) = S.T est une application de
&(E) x &(E) dans £(E) qui est continue par rapport & chacun

des arguments.

i) Soit M un sous-ensemble borné de E, et soit A € A,
On a
-
7,1 (57 = 5o1) = sup A[(5 - s )]

L'endomorphisme T étant continu, T(M) est un sous-ensemble
borné de &, Par conséquent, il existe un sous-ensemble borné M!
de I tel que

pM,ACST - S,T) = By, ,x(s - S,) -

La continuité de la multiplication par rapport & S en résulte.
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ii) On a de méme

pM’XCST - ST,) = Sup w[s(r - T0>x] :

xeM

L'endomorphisme S étant continu, il existe n € A et a >0
tels qu'on ait pour tout y € B

A(Sy) < a uly) .

On en déduidt

pM,k(ST - STO) =a pM,uCT - To) !

d'ol résulte la continuité de la multiplicafion par rapport

N

a T,

Un endomorphisme de E est dit borné s'il existe un voisi-
nage V de O dans E dont 1'image est un sous-—-ensemble borné de E.

On considérera une suite d'endomorphismes bornés de E
et il sera nécessaire que ce soit le mdme voisinage V dont les
images sont des sous-ensembles bornés. On utilisera alors la

notation suivante

Un endomorphisme T de E est V-borné s'il existe un voisi-
nage V de O dans E tel que T(V) soit borné.

Définition 3.2. -
Un _endomorphisme T de E est V-contractant s'il existe

un nombre a, o <a < 1, tel que T(V) caV .

On a la proposition
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Proposition 3.3. -

51 E est un espace vectoriel réel, localement convexe,

séparé, tonnelé et guasi-complet, et si T est un endomorphisme

V-borné et V-contractant de E, alors 1l'endomorphisme I = T

est inversible dans 8£(E), avec

+o
(--m)~" = )t
n=o

a) T étant V-borné, T(V) est borné. Soit M un sous—
—-ensemble borné de E., Par définition, il existe m > o tel
qgue M € mV , On en déduit

(1) pM,XCTH> =n }S{lé%{} X(Tnx> < 4+ .

b) T étant V-contractant, il existe ¢, o <a < 1,
tel que

V) €aV .
Alors, pour tout =n > 1, on a

™(v) e (V) ,

d'ou
(2) Sup x@%) < o™ sup A(Tx) .
XEV ‘ xX€eV
c) Soit
n=yp
A
5, = ) ™ .
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Des inégalités (1) et (2), on déduit que pour tout A € A ,
il existe k >0 ; k =m Sup AM(Tx) , tel que ‘

X€EV
n=q
n-1
pM,kCSq - Sp> =k E? « ‘
n=p+1

I1 s'ensuit que la suite {Sp} est une suite de Cauchy de £(E).

L'espace % étant tonnelé et quasi-complet, £(E) est
quasi-complet (? . Par conséquent, la suite {Sp} converge dans
£(E).

a) En utilisant le lemme 3.1., on a alors

I=(I-1) )= ) THI-T) .«
n=o n=o9o

On considére maintenant une suite d'endomorphismes de E
qui converge uniformément sur le voisinage V de O dans E vers
un endomorphisme de E (Notule, p. 47).

Leﬂlﬂl@ 3-40 -

N

Soit une suite {Snj d'endomorphismes de E gui converge
uniformément sur V vers un endomorphisme S inversible dans &(E).
Si pour n = N1 y S = Sn est V~borné, ?lors il existe N > o
tel gue pour n =2 N 1'endomorphisme S <§ - Sn) s0it V-borné
et V-contractant.

5”1 &tant continu et S - S, ¢étant V-borné pour n = N

1 9
S‘1<$ - sn> est alors V-bornd.

(*) Bourbaki - Espaces vectoriels topologiques, livre V, Chap.III-§3,
Corcllaire 2 du Théoréme 4.
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Soit maintenant a, o <a < 1 . ILa continuité de 8"1 et
le fait que {Sn} converge uniformément sur V vers 3, entrainent
que pour n assez grand S‘1<$ - Snjw cav .,

Donc S_1<$ - Sn> est V-contractant. s
On a alors

Proposition 3.5. -

Soit E un espace vectoriel réel, localement convexe séparé,

tonnelé et quasi-complet, et soit {Tn} une suite d'endomorphis-

T

mes V-bornés de E qui converge uniformément sur V vers 1l'endo-

morphisme V-borné T. Si T - T est inversible dans £(E), il

existe N > o tel que, pour n =N , I - Tn soit inversible
dans £(E), et, de plus, <I - Tn:Y1 tend vers (I—-T)"1 lors-

a) La suite {Sn}, ol 8, = 1 -1, converge uniformément
sur Vvers S =1~ T, De plus, T et Tn étant V-bornés,
5 =8, =T, - T est V-borné guel que soit n. D'apres le lemme
3¢44, 11 existe donc N > o +tel que pour n = N, 1'endomorphisme
(I—T)—1<$n - T> soit V-borné et V-contractant.

Alors, d'aprés la proposition 3.3., I = (I—T)-1<¢n - T)
est inversible dans £(E) et on a

[e~]

1= (e, - D = ) [0, - P |

b=0

b) Si I - T est inversible, on peut écrire

I-1 = (I-1) [I - (=07 (7, - T>] )
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I1 résulte alors de a) que (I - Tn) est inversible dans
S(E) et

(1 - Ty - (-7 = {pi;[(I—T)—1<¢n - T:ﬂp}(l—m)‘1 .

On applique alors les inégalités (1) et (2) établies dans la
démonstration de la proposition 3.3. & 1l'opérateur
(I-T)‘1<i - 1), et on obbient

- Z[I—fw”@ - P} = sup [, - 2] T e,
=1

XEV

(1-7)~ "1 &tant continu et {Tn} convergeant uniformément sur V

vers T, 1'endomorphisme Z [(I—T)-1<¢n - T:Up tend donc vers
p=1

l'endomorphisme nul quand n = +o .,

Alors, d'aprés le lemme 3.1., <I - T > ! tend vers
(I“T)— . 3

On se demande maintenant si I - T est inversible lorsquec
tous les I - Tn sont inversibles & partir d'un certain rang.

Proposition 3.6. -

Soit E un espace vectoriel réel, localement convexe séparé,
tonnelé et quasi-complet, et soit {Tn} une suite d'endomorphis-—
mes V-bornés de &£(E) gqui converge uniformément sur V vers
1'endomorphisme V-borné T et telle qu'd partir du rang N,

I - Tn soit inversible dans £(E). Alors, une condition suffi-
sante pour que (I-T) soit inversible est gu'il existe un voisi-
nage W de O dans E tel gu'd partir d'un certain rang, on ait
(1 -2 Ywev.
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<£ -7 ) ! é¢tant continu pour n >N , T et Tn étant
V-bornés, 1(} - Tn) est V-borné.

Soit 4y, 0 <o < 1, ILa suite {Tn} convergeant uniformé-
ment sur V vers T, 11 existe N1 > 0o tel gque pour tout n >N

on ait (T~ 1T, W ca¥ . On aalore (I-1T DECEEN v

Done (I - Tn:r1<i - Tn> egt V-contractant.

Alors, dtapres la proposition 3.3., I - <I— > 1<T T >
est inversible dans £(E). Mais, par ailleurs, si (I - T 7?
est inversible, on peut écrire

(-1 = (1= 1 )1~ (1= 1, 7"(2 - 2]

D'olt i1l résulte que I - T est inversible. 4

On notera que si E est un espace de Banach, la condition
énoncée dans la proposition 3.6. est aussi une condition né-
cessaire. En effet, si I - T est inversible, i1 résulte de
la prop081tlon 3.5. que pour n assez grand, on a
H<I T > s 2 [[(I-7 )"1H . Il suffit alors de prendre

= 59X hxlls e W o= v
beem sl v 0 e

On considere maintenant une suite d'endomorphismes
compléetement continus d'un espace vectoriel réel localement
convexe séparé E (Définition 2.27.). Il muwrn alors néccesaire
que ce soit le méme voisinage V de O dans E dont les images
sont relativement compactes. On utilisera la notation suivante

[

Un endomorphisme T de E est V-complétement continu s'il

-

existe un voisinage V de O dans E tel que T(V) soit relative-
ment compact dans B,
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#*
M. J. Leray a démontré le théoréme suivant ( ):

" Soit T un endomorphisme completement continu de E et
soit X réel. Alcrs AI - T est une application bicontinue
de E sur lui-méme quand A différe de o et des valeurs propres
de T ",

Ce théoréme implique l'extension de l'alternative de
Fredholm aux espaces localement convexes :

"mSi XA # o, ou bien 1'éguation (AI - T)x = 0 possdde
une solution x # 0 , ou bien 1'éguation (AI - T)x =y
posséde une sclution unique x € E quel que soit y ¢ E ".

On en déduit la propesition suivante :

Proposition 3.7. -

Soit B un espace vectoriel réel localement convexe,

séparé, tonnelé et quasi-complet, et soit {Tn} une suite de
8(E) d'endomorphismes V-complétement continus qui converge

uniformément sur V vers 1'endomorphisme T. Si I - T est

injectif, alors il existe N > o tel que pour n = N ,
I - 1T, osoit inversible dans £(E), et de plus, (I - Tn>-1
tend vers (I-T)—1 lorsque n = +w.

Les endomorphismes Tn étant V-complétement continus,
et la suite {Tn} convergeant uniformément sur V vers T, il
résulte de la proposition 2.171. que T est V-complétement con-
tinu. D'aprées le théoréme de M, J. Leray, I - T qui est
injectif est alors inversible dans &(E) et la proposition 3.5.
permet de conclure. i

%) J. Leray - Acta Sci. Math. Szeged 12 B (1950), p. 177-186,
(théoreéme 7.1.).
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On notera qu'on =2

X - x, = (I—T)”(T -, X1 - T V.

Lorsque E est un espace normé, cette égalité permet d'obtenir
un majorant de [[x - XnH.

§2. APPLICATIONS AUX SYSTEMES INFINIS LINEAIRES.

Soient {aji} une matrice infinie réelle et A 1'opérateur
matriciel associé; et soit Y = {yi} une suite réelle.

On considére le systéme infini d'équations linédaires

(L) Xy - .z 85 X3 =y (j em)
1=1

c'est-a-dire 1'équation fonctionnelle

(B) X -AX =Y,

et le systime homogéne (L') associé
o]

c'est-a-dire 1'égquaticn fonctionnelle

(E') X—AX:.‘O.



Soit @ un espace L.C.-monotone de suites. I1 résulte du
théortme précédemment cité de M. J. Leray que si on a
A e {mat;@ “k@,comp.cont.} , alors

a) ou bien (E) a une solution unique X = {Xi} e ¥
quel que soit Y e'@ y

b) ou bien (E') a une solution non nulle.
Dans le cas a) ou la solution de (E) est unique, on se propose

d'étudier cette solution. Pour cela, on associe & (L) les
systémes (Ln )

Al
_—
X, = Z 355 X3 =7 si 1 =J sn
T =t |
(I p)
Xj =y, si J 2n
t J

c'est-a-dire lug éguotions fonetionnclles

(h‘n,n) £ - An’nX =

ol An n €8t l'opérateur matriciel défini au Chapitre II
b
(Notations, p. 48).

On notera que la résolution de (Ln Il) se raméne & celle
9
d'un systéme fini de n équations linédaires & n inconnues.

Proposition 3.8, =

Soit § un espace L.C.-monctone tonnelé et guasi-complet,

et soit
.Ae{mﬁ;@*@ﬂhwbmn@}.
Si 1'éguation (E) a une solution unique X €Y gquel que soit

Y ed , alors on o les propriétés suivontes
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a) L'éguation (En n) a une solution unique X, ed
Y
pour n assez grand

b) Ona X=1lim X
n—+to

c) La soluticn X dépend continfiment de Y.

Puisque A € {mat U J-y—bovneef sy A définit une
application V-bornée ge P danS‘Q qui est limite uniforme sur V
de la suite des applications complétement continues définies
par les opérateurs An,n (Définition 2.28.).,

L'espace D étant tonnelé et quasi-complet, la proposgition
résulte donc de la proposition 3.7. g

En utilisant les propriétés des espaces L.C.-monotones
étudiés au Chapitre I et des opérateurs matriciels étudiés
au Chapitre II, on obtient

Proposition 3.9. -

Soit ¢ un espace L.C.-monotone tonnelé et quasi-complet,

et soit {aji} une matrice infinie réelle dont les vecteurs
lignes Aj vérifient les trois conditions suivantes :

1) I1 existe A € A telle que pour tout j €N ,
A'G@hy

j
2) B = {x'(A-), ] e!N} € [0]

Lorsque n = +o , la suite {B Jr avec
{X‘(?HAJ> j € Wl tend vers O dans { .

S1i le svsteme (L) admot une solution unigue {X ! quelle

que soit y } y alors
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. . (n)
a) Le systéme (Ln,n) admet une solution {Xi } e J

pour n assez grand

b) On a pour tout i ¢ lim X(n) = X.
n-*+to L L
c) Les applications ®; ¢ Y~ x, sont continues.

D'aprés la proposition 2.16., les conditions 1), 2) et 3)
étant vérifides, 1l'opérateur A associé & la matrice {aji}
appartient a {mat;\Q*~Q,V—y-bornée}. ’

Par conséquent, d'apreés la proposition 3.9., si (L) a
une solution unique X = {Xi} e?d quel que(sgit Y = {yi} ed
. . . _ n
(Ln,n) a aussi une solution unigue X = {Xi } ed pour n
asgez grand.

De plus, on a X = 1lim X . Mais, d'aprés la propriété
n=—+ow

1.6. des espaces L.C.,-monotones, cette égalité entraine que,

pour chaque 1, on a

X. = 1lim Xgn) .
* n—+o
De cette méme propriété 1.6. et de la proposition 3.9. résulte

aussi que chaque CH est une application continue. s

Remarque .- Dans le cas ou ¥ est un espace de Banach L.C.-mo-
notone, il y a identité entre les notions de compléte continui-
té et de pseudo-compléte continuité. De plus, D est alors un
espace de Banach et [¥] et [§] sont tonnelés. On peut donc
utiliser les résultats du Chapitre II, §3 (tableau récapitula-
tif) pour remplacer les conditions 1), 2) et 3) de la proposi-
tion précédente par des conditions plus simples.
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In particulier
i) si @ = [¥], on utilisera les conditions suivantes

1')  Pour tout j, Aj e ¥

2')  La suite {”Ajnj} e [¥].

R

ii) si [R1 =¥ =¥ | on utilisera les conditions
. i
suivantes sur les vecteurs colonnes A~

1) Pour tout i, A* e P

83, ) e 191,

2m) La suite {

Exemples.—

1) Cas o ¥ =d4P (p > 1).

Lorsque les coefficients de la matrice {aji} vérifient la

E

conditicn
co [os]
. —P——_ -1
Z(Ela,]llp L < +»
=1 i=1

alors, si le systéme (L) a une solution unique X = {Xil e ¢P
Bi
quelle gque soit Y = {yi} e 9P sy on a

(n)

X. = lim Xi
- n=+o

N - — (1’1)] P 10
o X = {Xi | € Q¥ est la solution de (Ln,n)'



2)  Cas ot ¥ =4°

Lorsque les coefficiznts de la matrice {ajj¥ vérifient la

condition

lim Bup 31!% = O
n=+e jz2n .7

i=1
alors, si le systéme (L) a une solution unigue

guelle gue soit Y = {yj} e d® , on a
(n)

xX. = 1lim Xi
Y1+ oo

ot X, = {xgn)} ¢ 4 est la solution de (I ).

n,n

3) Cas ol $ = %2 .(w)
Lorsqu'il existe une suilte {aj} c @E 9 aj

n

£0,

{xaf e

une suite

avec 1lim e = ¢ ¢t une suite {bm} telles que pour tout m,

n—-+ow

tout j et tout n, on ait

ntle, . |2
P 90
§1 et < g2 p?
Lo o 2 n m?
i=n ‘3

alors, si le systéme (L) a unb solution unigue

guelle que scit Y = {y > € & , On a
: Y
X, = lim Xgl)
n=+ce

1te

n,n

3 ~
j g*&? est la soluticn de (L ) .

= i) €

32

)

ct,

Notule p. 4. et exemples p. 26,

n
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Probléme inverse .-

On envisage maintenant le probléme inverse :
Est-ce que le systéme (L) a une solution unique quel que scit
Y = {yil € ¥ lorsque, & partir d'un certain rang n, le sys-
téme (Ln,n) a une solution unique ?

Proposition 3.10, -

Soit ¥ un espace L.C.-monctone tonnelé et quasi-complet,

11
-

lignes A. vérifient les conditions 1), 2) et 3) de la proposi-
tion 3.9, Alors, si & partir d'un certain rang le systime

et soit {ajil une matrice infinie réelle dont les vecteurs

(Ln,n) a une solution unique quel gque soit Y = {yi} e ,

une condition suffisante pour que le systéme (L) ait une solu-

tion unique gquel que soit Y € ¢ est gu'il existe b > o et

M €A telles gue pour tout n suffisamment grand, on ait quel

que soit X € ¢

x[(z - A Tz = u(x) .

En effet, si les conditions 1), 2) et 3) sont vérifides,
l'application linéaire associée & {aji} est V-y-bornée, avec
ve={X el (D=1} . ]

Soit alors W = {X cd u(X)Sb'1} . C'est un voisinage
de O dans ¥ . Si la condition indiguée est vérifiée, on a pour
tout X € W

[ ] <

Done (I - An n>F1W SV , et on utilise alors la propo-
H
sition 3.6. &
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Dans le cas particulier ou ¢ est un espace de Banach
L.C.-monotone, la condition suffisante énoncée dans la propo-

gition 3.10. devient

I — 1
Sup Iz - An,n> I <+,

et c'est aussi une condition nécessaire.

Bien que la situation envisagée dans tout ce paragraphe,
ol on suppose que LA € {mat;@{*\Q,V—y—bornée} , semble la plus
utilisable pratiquement, il faut noter qu'on obtiendra des
énoncés analogues a ceux des trois propositions précédentes
en utilisant un opérateur matriciel A définissant un endomor-
phisme de ¥ qui est soit V-a-borné, soit V-B-borné, soit

V-8-borné.

?outefois, il faut préciser que si cet endomorphisme
est V-B-borné ou V-9-borné, cn devra supposer que V est 1l'en-
semble des X €4 tels que A(X) < 1, ol A est une norme
de A.
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CHAPITRE 1IV.

ETUDE D'UN OPERATEUR NCN LINEAIRE SUR DES ESPACES L.C.-MONOTONES,

N
Soilt une suite {fi} de fonctions réelles définies sur R.
On désigne par & 1'opérateur qui, & une suite réelle X = {Xj},
fait correspondre la suite 8X = {fi<%i:% .
Ltopérateur & intervient en particulier dans 1'étude
du systeme infini d'équations non lindaires
[ox]
JI‘
X- - w PR RS . ->: } = L I )
5 E? aJl fl\xl 0 j 1,2,

i=1

ol les coefficients réels ajj et les fonctions réelles fi
sont connus. Ce systéme, qui sera étudié ultérieurement, sers

appelé systéme de Hammerstein.

Dang ce chapitre, on se propose d'étudier les opérateurs
& qui définissent des applications d'un egpace L.C.-monotone ¢
dans un espace L.C.,-monotone m , lorsqu'on suppose que les

fonctions fi sont continues.



Dans la premigre partie, on montre que si on suppose
l'espace ¢ métrisable et complet, on obtient des conditions
simples de continuité. En particulier, si & définit une appli-
cation de ¢ dans [m], cette application est continue.

On verra que 1'hvpothdise de nétrisabilitd de ¥ n'est pag
a AAY P

trés restrictive pour les applications,

Dans la seconde partie de ce chapitre, on montre gue
81 l'opérateur & définit une application de ¥ dans 1'espace [$],
il est le gradient d'une Ffonectionnelle définie sur @ . Ce
résultat sera utilisé ultdrieurement pour étudier le systime

de Hammerstein,

$1. CONDITIONS DE CONTINUITE,

Notations .~

Soit  un espace L.C.-monotone et soit ¥ un systéme
fondamental de voisinages de O dans ¥ . Dans le cas général,
U sera la famille des sous-ensembles V de & définis par

Ve ed s D)l

ot A parcourt la Ffamille Ffiltrante de semi-normes qui définit
la topologie de € et o & > o , Dans le cas ol ¥ est métri-
sable, on utilisera les notations du Chapitre I, p. 6, et
VU sera la famille des sous-ensembles V de ¢ définig par

— e . 1
V = {A cd p(X)sn}

ol n parcourt I,
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a) Soient X €49 et V €9 . On pose
B(e, X, V) = {Y e : Y-X €V} .

Lorsque l'espace ¥ est métrisable, B(¥, X, V) est une boule
fermée de centre X. On notera aussi B(4, X, r) 1la boule
fermée de centre X et de rayon r > o,

b) Soient X €d et V e Y.
Dans le cas général, on a V = {X ed : A(X) s a} et on pose

V = {X ed : AMX) < a} .

Si 1'espace ¥ est métrisable, on a V = {X ed : p(x) = r}
et on pose

& = {X e?d . p(X) < r} .
Dans tous les cas, on pose alors :
*®
c(f, x, v) = {Y ed : In em, PE(Y—X) € &} . (")

Lorsque 1l'espace ¥ est métrisable, il résulte des propositions
1.7. et 1.11. qu'on a, en utilisant la notation du Chapitre I,
p. 12 3

o8, X, V) = {Y €® : a(y, x[e]) <=} .

Cet ensemble sera aussi noté C(@, X, r).

Continuité en un point .-

Soient ¥ un espace L.C.-monotone métrisable complet et
% une base de voisinages de O dans ¢ s €% soilent wm un espace
L.C.~monotone quelconque et W une vase de voisinages de O
dans wm .

(*) On a aussi C(&, X, V) = X + [8] + 7.
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On considére un opérateur & définissant une application
de @ dans m et on cherche une condition pour que cette appli-
cation soit continue en X €4,

On démontre d'abord

Lemm& 4—01. -

oi les fonctions f. sont continues et nulles en u = 0,

alors la propriété

(P) : " Pour tout W €AY, il existe V € Q¥ et n € W tels
Lour toutv - existe ¥ ev
que pour tout X € V, on ait PSQX e wr

entraine la continuité en X = 0 de l'application définie

par 8.

Soit Ei la suite dont tous les éléments sont nuls sauf
celui de rang i qui est égal & 1. On a
n-1
— e - o
i=1

i) Soit W ¢%W. Si la propriété (P) est vérifide,
il existe V € 9 et n € N tels que pour tout X € V ,
0
on ait PTEX €4 .
ii) Il existe a > o tel que si pour tout i, i < n,
on a !fi<#i>: <a , alors
I’l-—

/

1 0
/) fi<}*i> By €3 .
$=1

iii) Puisque chaquse fi est continue et nulle en u = o,
il existe Bi >0 tel que J|u| = Bi entraine Ifi(u)l sa.
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-
On considére alors n = min Lﬁip<ﬁi:ﬂ . L'espace ¢
1=isn-1-

étant métrisable, p<ﬁi> # o pour tout i, et par conséquent
N est positif,
S0it alors TV, = {X €? : p(Msn} . 51 X = {x;} ev
on a d'apres la propridté A
/
sable ]Xi]p\Eij =n, d'o

n H
d'un espace L.C,-monotone métri-

Lo

pour i <nmn
[Xif < Bi.

I1 résulte alors de i) ¢t ii) que pour tout X ¢ VAV on a

n ?
8X € W . Donc & définit une application continue en X = 0, 4

On en déduit une condition nécessaire et suffisante de

continuité de 1'application : 4 “gﬁ M, en un point X = {Xi}GQ .

Propogition 4,2, -

Soient ¢ un espace L.C.-monotone métrisable complet et

mun espace L.C.-monotone quelcongue. Si les Ffonctions fi

sont continues en u = Xy alors une condition nécessaire et

suffisante pour que 1'application définie par & soit continue

en X={x} el est:

-

(8)  Pour tout W €Y, il existe V € 99 tel que & applique
B(¢, X, V) dans C(m, X, W),

i) Condition nécesgaire ,—

¢

Si 1l'application définie var & est continue en X = IXi} ’
quel que soit W e 1Y il existe V ¢ 9 tel que & appligue
B¢, X, V) dans BQﬁ, 8x, %) . Or, d'aprds la propriété Ay
d'un espace L.C.-monotcne, on s B\ﬂ,éX,%) < C(m, 3X,W)
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ii) Condition suffisante ,—

Il suffit de considérer le cas o X =0 et 80 = 0.
On suppose alors que la condition (&) est vérifide et
que l'application définie par & n'est pas continue en X = O,

et on va montrer gu'on aboutit & une contradiction.

51 l'application n'est pas continue en X = 0O s O B

dltaprés le lemme 4.1, 3

"Il existe W oe %Y, tel que pour tout V € W et pour tout
9]

n €W , il existe X ¢ V pour lequel ig-Die ¢w on,

La condition (€) de la propositicn &tant vérifide, on a :
" I1 existe V| e tel que 8 appligue B(%, 0, VO> dans

]
W
CGQ' 9 O 9 "é‘) " °

Cecl entraine que pour tout X € VO s 1l existe m tel que
Y]
0 % W
Pm§X € 5 e
Des deux résultats précédents résulte que pour toute
boule B(W, 0, r) c V., s et pour tout n, il existe
o 0
X € B®, 0, ) tel que P 8X W et il existe m > 0 tel
.

™ iy . , :
gue PméX € % . D'apres la propriété A.3 des espaces L,.C.-mono—

tones, on peut supposer m > n+l1 , et on a alors

o

m W
P 8X ¢ -

°

POt

Soit alors A > o tel que B(P, 0, \) c V, et soit
une suite {ﬂp}, np >0 , telle que E‘ﬂp < A . Par récur-
p=1
rence sur 1'indice p, on consbtruit une suite d'entiers

O<n, <m, < 0. <N <0 < o0
i 1 P s
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. . b - 4
et une suite {Xp} ¥, Lp € BQQ, O, ﬂp) telles que pour
tout p, on ait

m 2
2 L
P X, £ .
P=a m
@re maintenant 1a suite {Y} ot ¥, = ) PP x
On congidere maintenant la suite Yq, ou q 1 n o
p:

I1 résulte de la prupriete A3 des espaces L.C.-monotones et
de la construction de iK } que la suite \YQ} est une suite
de Cauchy de P . Puisque @ est complet, cette suite converge
vers Y € B(L, 0, ).

Par ailleurs, comme fi(o) =0, on a
m
D ae My W
PHPQIO P Pex, x

Alors, quel que soit n €N , il existe np >n, et en
utilisant la propridté A3 des espaces L.C.-monotones, on a

0
o W
PreY f 5 .
i
Donec, il existe un voisinage v € 13 tel que pour tout

V e @) il exigte Y € B(L, 0, V) tel que @Y é CQ? 80, M}
ce quil est en oontradlctlon avec l'hypothese que la condition
(B) est vérifide. #
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Continuité globale ,~

Lorsque & définit une application de ¢ dans [m], on a

»

le résultat suivant

Proposition 4,3, -

Soicnt ¥ un espace L.C.-monotone métrisable complet et

moun espace L.C.-monotone guelconque. Si les fonetions I”i sont

continues sur R, i1 suffit gque & définisse unc application de

g dans [re] pour que cette application soit contbinue en tout

point do €

En effet, si &X ¢ [m] , i1 résultc de la proposition 1.8.

7

]
que pour tout W €4, on =
[m] < ¢(m, 3%, W)
et la proposition résulte alors de la proposition 4.2. »
roo . . . ¢
Lorsque & ne définit pas une applicaticn de ¥ dans [Wﬂ,

mais seulement dans w , la proposition suivante permet de

simplifier 1'étude de la continuité globale,

Proposition 4.4, -

£

Soient ¥ un espace L.C,-monotone métrisable complet et

mun espace L.C.-monotone guelcongue., Si les Tonetions fi sont
continues sur B et si & définit une application de ¥ dans m.

e

continue en X ¢ P s alors cette gpplication est continue en
tout point de X + [0] .

®
[
&
4
il
@)
(@]
o
©
@)
1l
O

I1 suffit de consgidérer le ca

i) On va montrer d'abord que si X e [¥] , 8%, € [m],
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En effet, soit W e QY . Puisque & définit une applica-
tion continue en X = 0 , il existe V € ¥ tel que (V) < W,

Or, d'aprées la propogition 1.8.,, si X ¢ [¢] , 1l existe

teo ® T = &« A i
n, > o tel que PHOAO €V et on a donc & PnOXo) e W .

Mais, comme fi(o) = o pour tout i, on a
" [ee) — [av) R~y
@(PHOXO = P oK,

et par conséquent, dtaprds la proposition 1.8, X [m]
P q ’ I ’ o

13.) On va montrer ensuite que si X e 8], si v e
et si Wel, ma B®, x, L) ecc®, o, V) et

c@, 0, 3) € ofm, 8%, 7).

In effet, si X, € [] , il existe n, tel que Pg X, ¢ %.
- (T , ©
Soit alors Y € BQ?, XO,-§> . Quel que soit n > o ,

o 0
P Y - P"X ¢ % . Par conséquent, on a P, Y ¢V . Donc
AV "0
52, z, Iy oM, o, V) .

D'autre part, d'apres i), QXO € [m] , donc il existe 0.

W Vi
tel que PZ 8X_ € L , Soit alors Z € o(m, O, H) Il existe

n, o 3 o
A £ @ E A
n2 > 0 tel que Pn Z € 5 . Alors, si n = m%x<é1, "2)
p(z-8% o) €7 et done o(m, 0, 5) e ofm, ex, )
iii) On va montrer enfin gque si l'application définie

par & est continuc en X = 0 , elle 1l'est aussi en X, e [2].

Ltapplication étant continue en X = 0 , d'tapres la
preposition 4.2., quel que soit W GQD s 1l existe V 6‘8}
tel que & appligue B(¢, O, V) dams C(m, O, 12-> . Soit alors
0
2

X eco, o, V) . Tl existe n > o tel que P;X € , done
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[¢)
@(?EX) € % . Or, comme fi(o) = o pour tout i, on a
@(?EX) = PgéX . Par conséquent & applique C(%, 0, V) dans

o(ms O, %) . Tl résulte alors de ii) que, si X € [£] quel
gue soit W e‘&?, il existe V € U tel gue ¢ applique
BC&, Xy g) dans C(m, 3%, W) . Alors, d'aprés la proposi-

tion 4.2., l'application définie par & est continue en XO. %

Allure des Ffonctions fﬁ(u).—

Pour certains espaces L.C,-monotones, on peut utiliser
les résultats précédents pour donner des conditions sur 1'al-
lure des fonctions fi(u) pour que l'application : Q,~§q,m,
soit définie et continue en X € ® .

1) Application de 1 qans 07,
On se place, pour simplifier, dans le cas o X = O

Proposition 4.5.-
Si les fonctions fi sont nulles et continues en u = o

et bornées sur un méme voisinage de zéro, une condition néces-

saire et suffisante pour gue ¥ définisse une application de

Q1 dans Q1 est gu'il existe des constantes positives e et b,
et une suite {ai} € Q1 telles que pour tout 1 et lul £ e,
on ait ‘

'fi(u)l Sa; + blu] .

i) Si les inégalités sont vérifides, il est évident que,
quel que soit X € g , ®X € 2.

ii) o1 les fonctions fi gont continues et nulles en u=o
et si & définit une application de Q1 dans Q1, cette application
est continue en X = 0 d'aprés la proposition 4.2.. Les fonc-
tions fi étant bornées sur un méme voisinage de o, il existe e>o
tel gque chaque T, soit bornée sur [-e,+e] et que 1'indgalité
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<]
Ejlxil £ ¢ entralne

ERCHIER

1

i~

5
L

i=1

Soient alors les fonctions

2. ()] - 2lul si |2, | = Zu|
g;(u) =
0 si |e;(w)| = [yl

On considére a; = Sup gi(u) « Pour chaque i, il
[u]=e

luil < e tel que

‘ 1
gi@i) R M

existe u.
19

Soit alors un cntier positif n. On considdre la suite
réelle

Un = {u1, Us s, u3, cecy Uy 0y O ...}.

Cette suite appartient a Q1 et pour tout i =n , on a [uiise.
S0it p l'entier positif tel que
n
pe < Z:lui[ < (p+1)e .
i=1
L'ensemble {1, 2, vu., 1} peut €tre subdivisé en un nombre fini
de parties disjointes Nq telles que ;T ]uil < ¢ . De plus,
iENq ‘
ce nembre peut Etre pris inférieur ou égal & 2p+1.
On a alors Z lfi(ﬁi)! <= 1 et par conséquent
n . 161\!q
Z !fiCQi)] < 2p+1 .
i=1
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D'aprés la définition des fonctions gi(u), on a
n n
REACHIEIDREXCH £ ) layl

i=1 i=1

N A

et compte tenu de ce qui précede

n
Z !gi<ui>l s (2p+1) —% . pe = 1.
i=1

Cette inégalité étant valable quel que soit l'entier positif n,
. 1 . 1 1

la suite {gi<?i>} ¢ &' . ILa suite {EI} € &' ;3 on a donc

aussi {ai} e ' . oOr, pour tout i, et pour |u|l e, ona

par définition de 8y
a; = Ifi(u)l - %[ul -

2) Application d'un espace d'Orlicz dans un espace d'Or-

licz (en particulier, application de QF dans Qq, 1<p,q<+o) .
Pour simplifier, on se place encore dans le cas
o X =0, 80 =0,

Proposition 4.6.-

M1 M2
et ¢ deux espaces de coordonnées d'Orlicz

Soient b ol

%
associés sux fonctions M,(u) et M,y(w) (*), 5i les fonctions £
sont nulleg et continues en 1w = 0 et bornées sur un méme voi-

sinage de zéro, une condition nécessaire et suffisante pour
0 M
M s pte

gque 1l'application : P soit définie et continue

en X =0 est gue pour tout a > o , 1l exXiste des constantes

positives €, b, B et une suite {ai} € %1 telles que pour
tout 1 et [ul s e, on ait

w(alr (W) < a, + v (Blul) .

z

(#*) Ces espaces ont été définis au Chapitre I, §1, Exemple 2 - p.4.
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*
Dans un espace d'Orlicz *%M, on a *)

i = i
'C<Q 1, 0, 1) c {X = {Xi] : E:M(Xi) < +m} C:C<? 1, 0, 1)

i=1

Soient a et 8 deux nombres positifs. On désigne par ?aB
1'opérateur qui & une suite réelle 7 = {Zi} fait correspondre

la suite {M2 afi<% M;1(zi)>]} )

i) Condition nécessaire .—
o . . @M1 g, oMo e .
Si l'application —_— est definie et continue en

X =0, il résulte de la proposition 4.2. que pour tout a > o,

i
il existe y > o tel que & applique B( 1, O, y) dans

M2 1
Du fait que fi(o) = o pour tout i, on déduit que & applique
M M
1 D2 1
o(e, o, y) dens o(272, o, .
On considére alors B > o tel que % <y . Soit 7z = {zi} c ¢,

On considére X = {Xi} avec X, = % M;1(zi) . On a

= 3 _ M4
§3M1<Bxi> < +o . Par conséquent BX € CQ@ , 0, 1> .
i=1

M M
On en déduit que X € c@ ", 0, v) et donc que X e o(® 2,0,%

Mais alors, on a i'Mz[afiC% M;1(zi)>] < 4+o et YaBZ € Q1.

i=1

(*) WM.A. Krasnoselskii et Y.B. Rutickii - Convex functions and Orlicz
spaces (1961).



- 102 -

Donc, pour tout o > o , il existe B > o tel que Yaﬁ
applique 1 dans @1. I1 résulte de la proposition 4.5. que,
quel que soit a > o , il existe des constantes positives
B, N, b et une suite {ai} € Q1 telles que pour tout i et
]ul SN on ait

et G 5T00)] < &y + vl

On pose alors v = % qu(u) . Compte tenu de la continuité
de la fonction M(u), on déduit que pour tout a > o s 11 existe
des constantes positives B, e, b et une suite {ai} € Q1

telles que pour tout i et !v] S ¢ on ait

uy(alfy(v)]) = a, + b w(Blv]) .

ii) Condition suffisante .-

On suppose vérifiée la condition de 1l'énoncé. dAlors, pour tout
n > o0 , il existe B > o0 tel que waB définisse une application
de Q1 dans @1.

Soit o > o et @, tel que o < &~ <a . Il existe donc
0

B, > o tel que Ya 5 opplique 7 gans 97,

i
On considére X = {Xi} € BGQ 1, O,-%) o B > So . Alors
| i
B.X € c@» 1, 0, 1) . Soit alors Z = {zi} avee z, = M1<Bozi>.

oma Zed' . Donec ¥, g 2 € T ce qui signifie que

® O 0
Mo Y . .

E:MZ aofi(xi)] < +o « Donc 3X ¢ C<¢ , O, E;> et par consé-

i=1 "

quent X ¢ ¥ 2, 0, o) .
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Done, quel que soit a > o , il existe B > o +tel que 8

M M
applique E(Q 1, O,'%) dans C(% 2, o, a) . Alors, d'apres

‘P, Mo

M
la proposition 4.2., l'application L —£L§ est continue

en X=O.*

. *
3) Application de \%2 dans 2, ()

Proposition 4.7, -

Si les fonctions fi sont continues sur R et s'il existe
€ >0 et un entier positif p tels gqu'on ait pour tout i et
lul = e

£, (u)] s o

alors & définit une application de %° dans ©° continue en
tout point X € &? .

Soit X = ﬁx } € @3 . Il existe n > o tel que pour
tout i >n , on ait lXi! £ e . BSoit alors m = 2p2 . On a

MmN
Donc 38X ¢ &° ,

Mais 1'espace ®° est métrisable et complet et &2 = [QZJ
par conséquent, d'apres la propOQLtlon 4.3., & définit une
appljoatlon de @ dans Ql qul est contlnue en tout point
X € @

D'une fagon analogue, on obtiendra des conditions Simples
pour que & définisse une application continue de AP dans VP
(p > 1).

(*) cf. Chapitre I, §1. Exemple 3 - page 4 ot §3. page 26,



~ 104 -

§2, & OPERATEUR GRADIENT.,

Soit un espace L.C.-monotone € . On se propose d'étudier
plus particulidrement les opérateurs & qui définissent des

d

applications de 1l'espace € associé & ¢ dans 1ltespace ¥ .

En utilisant 1'inégalité fondamentale (Chapitre I, propo-
sition 1.15.), on montrera que si les fonctions fi sont conti~-

nues sur R et si & définit une application continue de € dans 4
alors & est un opérateur gradient.

On va tout d'abord considérer la notion de différentielle
de GBteaux et celle d'opérateur gradient telles qu'elles ont
#
été généralisées par Marinescu ) dans les espaces localement

CONVEXES.,

Différentielle de-GlBteaux et opérateur gradient .-

Soient E et F deux espaces vectoriels réels, localement
convexes et séparés. Soit T une application définie sur un
voisinage V de x € E et & valeurs dans F.

T(x+t¥)
T

Si, pour tout HeE , =2(X) tena vers une limite

Tﬁ(k) lorsque t tend vers zéro par valeurs réelles, on dit que

T egt différentiable au sens de GBteaux au point x. La limite
T;(k) est appelée différentielle de GAteaux de T en x.

Si la différentielle de GAteaux T (k) est lindaire et
continue par rapport & k , T£ est un élément de l'espace L(E,F)
des applications linéaires continues de E dans F. On appelle

(#) Marinescu - Différentielle de GAteaux et Fréchet dans les espaces
" localement convexes, Bull., Math. Soc. Sci. Math. Phys.
R.P. Roumaine (N,S.) 1/49 (1957) - pp. 77-86.
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alors dérivée de T l'application ¢ x = T; , définie dans E

et & valeurs dans £(E, F).

Dans le cas o F =R , T est une fonctionnelle. Sa
dérivée, si elle existe, est alors une application définie
dans E et & wvaleurs dans le dual topologique E'. L'opérateur
qui définit cette application est alcors appeclé opérateur gradient

de la fonctionnelle.

§ opérateur gradicnt .-

Proposition 4.8. -

Soit ¥ un espace L.C.-monotonec. Si les fonctions fi scnt

continues sur R ¢t si & définit une application continuc de ¢

dans @ , alors 3 cst le gradient de la fonctionnelle f définie

sur ¥ par

i) Soit X = {X.} € % . La fonction fi étant continue
< 6

sur R, 1l existe 6. 0 < 1 tel que

l,
*3
J; fi(u)du = X, fi<ei Xi>

L'espace @ étant normal, {ei Xi} € @ , et, & définissant une

application de ¢ deans ¢ , {fi<ei Xi>} e d .

I1 résulte alors de la proposition 1.15. que la série
©

E:Xi fi<ei Xi> est absclument convergentec. Donc f est définie
i=1
sur 3 .
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ii)  Soit K = {kil e ® . En tenant compte de la conver-
gence absolue des séries, on a pour tout +t+ €eR , + # o

( ) ( ) o) Xj+'tki

T(X+tK) - £(X) _ 1 )
% =3 Z J; £;(u)du
i=1

i

Or, il existe une suite {ai}, 6 <a; < 1, telle qu'on ait
pour tout i
X.+tk.
1 il

tf *fi(u)du

X .
L

i

v, £.(x, + ta k) .

~

D'ou

F(X+tK) - £(X) _
. =

ky fi<Xi + miki>

1

I ~78

i

iii)  L'espace ® étant normal, K = {a.k‘} €ed et par
o iti
conséquent {fi<?i + tqiki>} e Q.

D'autre part, d'aprés la définition de ¢ y 11 existe
A€M telle que A'(K) < +o» et, on a, en utilisant la pPropo-
sition 1.15.

| ) w[r, Gegrm ke, ) - £.(x )]l = i) x[é(xmKo) - 51 ] .
i=1

On a ]tKO[ < [tKl y donc 1l résulte de la propriété A
des espaces L.C.-monotones que si & définit une application
continue de @ dans ¢ , §<?+tKO> - &(X) tend vers O lorsgue
t -0 et on a donc

3

1im fOGﬂ%-—ﬂX)z(K’ém
t=0
teR
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La fonctionnelle f est donc différentiable au sens de GAteaux
en X.

De plus, comme P < @ , (Proposition 1.22.), il résulte
de la proposition 1.16. que 1l'application lindéaire
K ~ (K, 3X)
est continue en XK.
Par conséquent 1l'application
X -~ 8X
est 1l'application dérivée de la fonctionnelle f et 3 est donc

un opérateur gradient.

En particulier lorsque $ est métrisable et complet, si
les fonctions fi(u) sont continues et si & définit une applica-
tion de ¥ dans [0], alors % est un opérateur gradient.

Nota Bene .~

- e —— S o S ——

On obtiendra un énoncé analogue & celui de la proposition 4.8,
en permutant les rdles de < et 2 .

Application .-

Soit ® un espace L.C.-monotone tel que @ c ¢l ¢ ] .
On considére un opérateur &, associé & une suite {fi} de
foncticns réelles continues sur R, définissant une application
continue de ¥ dans [£], et un opérateur matriciel H associd &
une matrice infinie réelle {aji} et définissant une application
continue de [€] dans ¢2. On désigne par H* 1'opérateur matri-

ciel associé & la matrice transposée de {aji .
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Proposgition 4.9,

topérateur HEAY est le gradient de 1la fonctionnelle g
définie sur \QZ par
g(X) = £(H"X)
ol on 2
© Y=
pdd
- \—’l -
Y = {yi} Ayoe(n) = )’J f.(u)du o
. . Lo o oA
1=
i) Si H ¢ $mat; [1- sz continueL , 11 résulte de la
proposition 2.3. qu'on a H ¢ {qat9 9 @‘09 continue} . Par con-
séguent , 1'opérateur HEE® dé” init une application continue
D
de \QZ dans P
ii) Tl résulte de la proposition 4.3, gue g est définie
sur QZ et que pour tout X € QZ et pour teut K ¢ Qz , On a
w 2(X , TNt %K) 60 s "
l 1M [‘( {+JG[> "\’<" >. o~ 1 Lm f,(% X.*:—Lll, ig,l, f<J; 'ZC' (II ' QH%X) Y
¥ t 4 T
t=0 =0
teR t R
1 1 e e o + (R ERE 2 st 1
Or, puisgue &H £ € (o] et 1 e |mat s [D)- & OUHLLﬂHQI
il résulte de la proposition 2.2, gqu'on 2
(mer¥*x, K) = (80X, H'K) .
On a donc
o T T - (X . S
1im SGEEE) = 8(X) (g, mentx) .
T eRr
joate
Ta fonctionnelle g est done différentiable au sens de
>
GAteaux en tout point X € T et 1l'opérateur gradient est

naa®, &
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On notera que, QQ étant un espace de Banach et HEH¥
définissant une application continue de ¢ 2 dans k@,‘?g g est
aussi différentiable au sens de Fréchet, les différentielles
é¢tant les mémes., On a donc

T |lg(XHK) = g(X) - (k, Heu¥x) | _ o

o Il
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CHAPITRE V,

FPACTORISATION D'UN OPERATEUR MATRICIEL.

Soit 3¢ un espace de Hilbert et soit B un opérateur
linéaire définissant un endomorphisme continu, auto-adjoint,
positif de K. Il existe un opérateur lindaire unique K qui
définit un endomorphisme continu avto-adjoint positif de XK

et tel que B = K°,

(+)

priété pour 1'opérateur intégral de noyau k(s, t), agissant

Krasnoselskii et Rutickii ont généralisé cette pro-

sur des espaces de fonctions d'Orlicz.

Scit E un espace 4d'Orlicz tel que l'espace L2 soit
dense dang le dual fort E' de E et tel gqu'on ait

L L o,

Soit B un opérateur linéaire intégral de noyau k(s, t) qui
définit une application continue de ' dans E dont la restric-
tion & 12 est une application auto-adjointe positive. Alors,

(*) ZXrasnoselskii M.A., -~ Doklady Akad. Nauk SSSR 97, 6 (1954),
pe. T77-780 (Russe) .

Krasnoselskii ¢t Rutickii -~ Trudy Mosk. matem., ob-va 7 (1958),
P. 63=120 (Russe) .
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il existe un opérateur K définissant une application conbinue
de L°

tion continue de E' dans L? et tel qu'on ait

dans E, dont 1'opérateur adjoint K définit une applice-—

A = KR .

(%)

opérateurs lindaircs bornés agisgant sur des egpaces localement

Vainberg et Engelson ont étendu ce résultat & des

CONVEXES .

Soient E un espace localement convexe réel quasi-tonnelé,
et B' son dual fort. On suppose réalisée leg deux conditions
suivantes :

a) Il existe un espace de Hilbert ¥, dense dans L',
tel qu'ton ait

et que les applications canoniques de T dans ¥ et de W dans E!

souient continues.

B8) La forme bilinéaire (x, y) ou X €l et y ¢ B!
coincide avec le produilt scalaire dans ¥ lorsque y € X e
X €58 .

Soit un opérateur B définissant une application linéaire
bornde de E' dans E dont la restriction a ¥ est positive et
auto-adjointe. Alors, 1l existe un opéraﬁeur K définigsant
une application linéaire bornée de ¥ dans E" dont 1'opérateur
adjoint K définit une application de E dans 3C et tel que

B = KK .

(*) M.M. Vainberg et Ya.L. Engelson - Sur la racine carrée d'un opé-
rateur linéaire dans les espaces
localement convexes.

Dokl. Akad. Nauk. SSSR 122 (1958) p. 755-758.
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On se propose d'obtenir une extension analogue pour
un opérateur matriciel A définissant une appllcatlon bornée
d'un espace L.C.-monotone [¥] dans son dual fort $ . La démons-
tration utilisée est une adaptation de celle de Vainberg et
Engelson au cas des espaces L.C.-monotones.

On étudiera ensuite 1 'influence de la pscudo-compléte
continuité de l'opérateur matriciel A,

On montrera enfin comment les résultats obtenus permettent
de ramener 1'étude des solutions dans un espace L.C.-monotone

de certains systémeg infinis d'équations & 1'étude des solu-
tiong dans \QZ d'autres systemes infinis d'équations.

§1., THEOREME D& FACTORISATION,

Définition 5.1. -

Sodient ¥ et m deux espaces L.C.-monotones tels qu'on

ait
moc Qz c ¢,

et soit A ¢ {mat;‘@*iw} » On dira gue 1'application de 9
dans m définie par A est pesitive si clle satisfait aux

conditionsg suivantes 3

1) Pour tout X € 02 et tout Y e9° , on a
(AX, Y) = (X, AY).
2) Pour tout X € QE , on &

(AX, X) =2 o .



- 113 -

La condition 1) entraine 1'égalité
Ao %

or A¥* désigne toujours l'opérateur associd & la matrice trans-

posée de celle & laguelle est associé 1'opérateur A,

Propogition 5.2. - (Théordme de factorisation)

Soit ® un espace L.C.-monotone tel gue [L] soit tonnelé

et

A)

e e,

et soit A ¢ {mat; []- ¥ , positive bornée} . Alors, il

existe H ¢ {mat; [£1- Qg, positive bornée} tel que

H* ¢ {mat; Q2~ Q, pogitive bornée} et que, pour tout X e [$],

on ait

AX = #¥HX .

i) Si A e {mat; [81-9, positive} , 11 définit une
application de \QQ dans Qz gul est continue d'apres la pro-
position 2.1. puisque l'espace QZ est tonnelé et pleinement

complet.

Il existe donc un opérateur H unique définissant une
application continue positive de ‘%Z dans *@2 ct tel que,
pour tout X ¢ QE , On ait

AX = HHX .

T1 résulte de la proposition 2.5. que H est un opérateur

matriciel.
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ii)  On va montrer que l'application de 92 dans $°

définie par H admet un prolongement continu sur [PJ].
Quel que soit X ¢ @2 , on a

(1) HHXH% = (HX, HX) = (AX, X) .

Si A ¢ {mat; [$]- @, bornée} , il existe un voisinage V
de O de [P] tel que A(V) soit un sous-ensemble borné de 3.
Soit U le polaire de A(V) dans [@]. L'espace [L] étant tonneld,
U est un voisinage de O de [P].

Scit alors e, © < e < 1 . On considére W= ¢(V NTU) .
Ltensemble W ¢st un voisinage de 0 de [€]. Quel que soit
Y e VAU , on a AY ¢ A(V) et par conséquent

(a7, V)| =1,
Alors, quel que soit X e W, ona X = ¢¥ aveec Y € VNU ,
On a donc

r 2
(2) [(aX, )] = & .

Par conséquent, pour tout X ¢ Wﬂ\%z ;, on a, compte tenu de
1'8galité (1) et de 1'inégalité (2)

g s 62 .

x|

Il en résulte que 1l'opérateur H définit une application lindaire
uniformément continue de 1'ensecmble \Qz, muni de la topologie
induite par celle de [$], dans 1'espace QZ. Or, l'ensemble

des suites finies étant densc dans [@], 1t'ensemble QZ est
sussi dense dans [0]. L'application de ®° dans 02 définie

par H admet donc un prolongement continu ¢© sur [,

I1 résulte alors de la proposition 2.5. que ® est définie
par un opérateur matriciel qui est l'opérateur H.
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. 3
iii) On montre ensuite qu'on a A = H' H .

L'opérateur H définissant une application continue de
[®] dans LQZ, il résulte de la proposition 2.3. qu'on a

e {mat;\EZ*“Q, continue} .

De plus, H définigsant une application positive, on a H = H*,
Les opérateurs A et T*H définissent alors deux applications
continues de [L] dans @ qui prennent les mémes valeurs sur
1'ensemble D7 qui est dense dans [¥]. Donc, pour tout X ¢ [¥]

on a

AX = H'HX .

iiid) On montre enfin que H et H* définissent des appli-

cations bornées.

On ccnsidére les voisinages V et U de O de [9] introduits
dans ii). Pour tout X € VNU , on a

[(Ax, X)] =1,

et donc

boe*ax, )| <1 .
Mais, il résulte de la proposition 2.2. gu'on a
(X, HX) = (X, H'HEX) .
Done, quel que soit X € VAU , on a
HHX”S € 1
et par conséquent

H ¢ {mat; [Qlﬂ@g, bornée} .
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Enfin, comme [€] est tonnelé, il résulte de la proposition 2.9.
qu'on a

H* ¢ {mat; Qzﬁ\ﬁ, vornde } .

| *
I1 faut noter le fait que H = H¥ ., L'opérateur motri-
ciel H définit donc une application bornde de [P] dans \QE,

et une application bornée de < dans & .

: . . o *
Dons 1a suite, on continuers & écrire A = H'H pour
marquer le fait que H est considéré comme opérateur définissant

. . 2 L vl
une application de [¥] dans &P° alors que H* est considéré

nt

£ 7 . 3 “ . 2
comme opérateur définissant une epplication de < dans ¥ .

La situntion décrite par la proposition 5.2. se résume

dang le schéma suivant

A
AN

3
=

(93
N\

H H

A = H%H

On dira alors gue 1l'opérateur matriciel A est factorisable

relntivement & 1'espace L.C.-monotone & .
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§2. CAS OU A DEPINIT UNE APPLICATION
PSEUDO-COMPTATEMENT CONTINUE .

Soit B un opérateur linéaire définissant un endomorphisme
complétement continu, auto-adjoint et positif d'un espace de
Hilbert ¥X. L'opérateur "racine carrdée" K définit aussi un

endomorphisme compléetement continu de .

On sc propose, en utilisant 1'inégalité fondamentale
de la proposition 1.15., d'étendre ce résultat & un opérateur

matriciel factorisable relativement & un espace L.C.-monotone L.

Proposition 5.3. —

Soit ¢ un espace L,C.-monotone tel que [€] soit tonnelé

et

02 <o,

et soit A ¢ {mat;[@]*\%, positive,pseudo~completement oontinue}.

AMors, il existe H ¢ {mat;[@]ﬂ @2,positive, pseudo—comp.cont.}

tel que H¥ ¢ {mat;\ 2*‘@, positive,pseudo-comp.cont.} et que,
pour tout X ¢ [] , on ait

" - 1.
AX = u¥*ax .,

D'aprés 1a proposition 5.2., & définissant une applica-
tion positive pscudo-compleétement continue, donc aussi bornée,
est factorisable relativement & 1'espace ® . I1 reste donc

a démontrer gue H et H* définissent des applicetions pscudo-
a P

—-complatement continues.



- 118 -

i) Soit M un sous-—ensemble borné de [®]. L'espace [L]
étant tonnelé, il existe un voisinage 0 de 0 de @ dont le
polaire U9 dens [®] contient le sous-ensemble M' = 2M de [O]
qui est borné. Or, dans $ , la famille Y des sous-ensembles
V = {X € b X(X)Sa} , o X parcourt la famille filtrante &
des semi-normes définissant 1o topologie de $ et oh & >0 ,
consﬁitue uns base de voisinages de O de‘ﬁ « Donc il existe
T e tel que

~ ~

et U dans [$]

5
)
o)
,_J
e}
H
(0]
o]
Q
<
[
l.__l
®
6]
o]
@)
}_1
&)
l_,l .
H
@]
0
<
o
[o)
ot
(@
o
o
o
<!

et donc
Yo o 21

Par conséquent, pour tout Y € 2M , on a

sup (X, ©)| =1 .
XeV

il

(AT D (X, ¥)] s a .

S
Xed, M(X) =1

=

Donc, il existe %€ et a > o tels que pour tout Y ¢ 2M ,

on ait

(i?(Y? £a .,

ii) Soit alors une suite {Xn} cM . Ona HX € Qz
et

HH(Xn-Xm>H§ = (H( X =X.), H(X,-X )
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ou encore, d'aprés la proposition 2.2, ¢t la proposition 5.2,
[| /~ - 2 — e MY - >
Ky Xm>”2 (?h Ty ME X))
Or, gquels que soient n et m, L~X, € 20 et on a, d'aprés i)
(e
(1) ICSS SR
Alors, on a,d'une part d'aprés la proposition 1.22.
3
3 X/ .
- el¥] cw
et d'autre part, puisque A ¢ 1nu E@J”‘@J
ACXnmAm)

slors, en utilisant 1'indgalité fondamentale de la proposition
1.15. et 1'indgalité (1), on a

/ ’i , o & A /"‘, \
, x. ‘LL(-X “{ ))i < (,l,}\_ _'Ll *{l’la_Xm/]
d'tou
(2) ”H<¥H“Xm ! = ax[“(X “Aij °

L'opérateur & définissant une application pseudo=-complétement
il

continue de [©] dens O s (M) est relativement compacte dwns 4,

-

On peut donc extraire de la suite X_r une gous-—-suite X :
- n nkf

Al
telle que {AX } converge dans ¥
i l’lk
I1 résulte alors de 1'indgalité (2) que la suibe {Hth}
k
. 2 :
est une suite de Couchy de ¥ <, donc une suite convergente,

Par conséguent, de toute suite de H(M), on peut extraire
. 2 4
une sous-suite convergente et, l'espace €< &tant un espace
o 7 A
métrique, H(M) est relativement compact,



- 120 -

I1 s'ensuit qu'on a

H e {mat;[@l*@g, pseudo-compleétement oontinue} .

iii) Les espaces [®] et 02 &tant tonnelés, il résulte

de la proposition 2.20. qu'on a aussi

|’ 2
H* ¢ {mat; 0% @ pseudo-complétement continue f.
7 s g

nt

On remarguera que lorsque [¥] est tonnelé, P est quasi-
—complet. Il résulte alors de la proposition 2.13. gu'on ob-
tiendra des conditions sur les coefficients de la matrice {aji}
pour que l'application associée soit pseudo-complétement con-
tinue en utilisant les critéres, fournis au Chapitre II, pour
que A définisse une application de [L] dans @ qui soit a-bornée,
P-bornée . ou S-burnée. (Propositions 2.14., 2.15. et 2.17.) .

§3. METHODE DE PACTORISATION.

Soient A 1l'opérateur matriciel associé & une matrice
infinie {aji}’ ¢ l'opérateur non lindaire associé & une suite
de fonctions réelles {fi} étudié au Chapitre IV, et u un para-—

metre réel.
On considere le systeme infini d'équations non lindaires

x
X, - }“L E a’jj- fj.(Xj“) = O j = 1,2,0;-

dit systéme de Hammerstein. Son étude est celle de 1'éguation
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fonctionnelle

i N - K o= ) = r
(z,) X = uAsX = 0 ol X_lxi}n

Soit alors ¥ un espace L.C.-monotone tel gque

1) [P] so0it tonnelé et b =2 ¢ [¢J]

AY
2) & définisse une application de ¥ dans [¥]
3) A e {mat;[@]*‘g} soit factorisable relativement
/

5 0, (On a alors A = H¥H),

A
Lo proposition suivante montre gue 1'étude dens ¥ des
solutions de 1'équation (E1) se raméne a 1'étude dans \Qz des

solutions de 1'éguation

(T,) Y - gHBIY = O,

Proposgition 5.4, ~

81 X ed est solution de (), alors ¥ = uHeX ¢ ¢°
cest solution de (Eg) s et si Y €92 est solution de (B
alors X = H'Y ¢ § est solution de (1

o)

L]

—t

On a le schéma suivant

A = H'H
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i) Soit X ed

tel que X =
X = pH*HSX .

Alors Y

MASX , c'egt-a-dire

= pHEX ¢ @2 . L'opérateur H* définis-
sant une application linéaire, on a

Y =

uHE( uH*HEX) = uHeH™(uHex)
clest-a-dire

Y = uHsE'Y
Donc Y est solution de (E,)

ii)

Soit Y e 0°
Y ¢ &

tel que Y = yHEH*Y
et

X =

. Alors

oYY = yu*meg*y
'est-a-dire

X = yH¥HSX .

Done X est solution de (B,). &

ette méthode de réduction de 1l'éguation (E ) sur un

espace L,C.,-monotone Q a 1'équation (LE) sur \@ sexa appelée
méthode de factorisation.

Si 1'opérateur A, factorisable relativement & ¥ , ddfinit
une application de [¥] dans & qui cst seulement bornée et si

& définit une application continue de § dens [¢], alors 1'opé-
rateur HEH*® définit une application continue de '%2 dans @2

5i, de plus,

l'application de [$] dans ¥ aéfinie par A
est pSLudo —~completement continue, alors 1'application de %2
dans ¢

définie par HEH" est complétement continue.,
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CHAPITRE VI,

SYSTEMES DE HAMMERSTE IN,

On appelle systéme de Hammerstein un systéme d'une infi-
nité d'égquations Ej y J €N , & une infinité d'inconnues Xj y

j €W , de la forme

[2¢]

(E;) - w ) 8y £i(xg) =0,
i=1

W étant un paramétre réel, 854 les coefficients réels d'une
matrice infinie, et fi des fonctions réelles définies sur R.

Une solution de ce systeme est donc une suite réelle

X = {Xi} qui est solution de 1l'équation fonctionnelle
(8) X - u ASX = O

o A désigne l'opérateur linéaire associé a la matrice {ajj},

et ol 8 désigne 1l'opérateur non lindaire défini par
&

¢ . . . *
{Xi} —— {fi(xi)} et étudié au Chapitre IV.
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On se propose de montrer comment on peut utiliser les
espaces L.C.-monotones de suites et les résultats des chapitres
précédents pour obtenir des théorémes d'existence de solubions
do certains syotemes de Hammerstein,

§1. METHODE DE "MONOTONICITEM,

Opérateur monotone sur un espace de Hilbert .-

Soit ¥ un espace de Hilbert réel. Un opérateur K défi-

nissant une application de ¥ dang ¥ est dit monotone si pour

tout X, € X et tout X € X , le produit scalaire
<X1~X2 ; KX1=KX2>
est posgitif ou nul.
On a le théordme suivent (7 s

Théoréme de monotonicité .-

Seit K un opérabteur monotone définissant une application

continue de W dans ¥. Alors, guel que soit u € 3 , 1l'éguation

x + Kx = u

g une solution unique x € X.

Théoréme d'existence .-

Fn utilisant la méthode de factorisation étudide au
Chapitre V et la méthode de monotonicité, on obtient le théo-

réme d'existence suivant pour un systeme de Hammerstein.

(+)

G.J. MINTY - Monotone (non-linear) o§erators in Hilbert Space.,

Duke Math. J., 8, (1961) = p. 341-346,
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Proposition 6,1.~

Soient {ajj} une matrice infinie rdelle et {fﬁ} une

suite de fonctions réelles continues sur R, Lorsque les con-

ditions suivantes sont réalisdes :

i)  IL'espace L.C.-monotone ¢ est tel que [¥] soit

tonneléd et

be 02 o]

7

ii) T'opérateur lindaire A associé & la matrice {aji}

définit une application de [P] dans @ qui est positive et

bornée,

iii) L'opérateur non linéaire & associé & la suite {fi}

définit une application continue de $ aans [¥1,

11i1)  Pour tout X, € & et tout X, € L , on a

u<X1—X2 ; §X1«®X2> S0

Alors le systéme de Hammerstein

[ee]

(s) Xy o= W ? a5 fi(xy) = o (3 emw)
i=1

A

admet une solution unigue X = {Xﬁ} dagﬁ_\Qu

Démonstration

Si les conditions i) et ii) sont vérifides, il résulte
de la proposition 5.2, que l'opérateur matriciel A& est facto-
risable relativement & © . On a alors A = H'H avec

H € {mat; [®]- Qg, positive bornée}
et

a2

¥ e {mat; b2~ @9 positive bornée} .
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Dtaprés la proposgition 5.4., il y a correspondance
biunivoque entre les solutions X € d de (3) et les solutions
Y ¢ $° ge 1'équation fonctionnelle

(E) Y - u HEH*Y =0 .

Tes applications définies par H et H* étant bornées
sont conbinues. S1i la condition iii) est vérifide, 1l'opérateur
% 4 e _ : . 2
H8H* définit une application continue de QZ dans @°.

D'aprés la proposition 2.2, appliquée & 1'opérateur
H € {mat; [0] - Q2, continue} ; on a pour tout Y., € p2 et tout
(Y ~Y

SNR At T RN — _7‘&* T 3 I-}'r T B 3~y
o » HEH¥Y ~HEH*T,) (i -y, , aH*Y 8T T, ) .

Si 1la condition iiii) est réalisée, on a donc

u (Y=Y, , HEH'Y -HEH'Y,) £ o .

I'opérateur K = —u HEH® est alors monotone et définit
une application continue de sz dans Qzu I1 résulte du
théoréme de monobonicité que 1'équation (E) a une solution
unique Y € D2, Ie systéme (8) a donc une solution unigue
X = H¥Y e ¥ .4

Remargue g~

1) ILa proposition 2.7. permet d'obtenir desmconditions

sur leg ccefficilents a.. pour que A g {mat; [@]*\&, bornée}o
0T ~

o) I 1teepacy [9] =t tonneld, son dual fort P est
guasi-complet, bi 1l'espace @ est métrisable, 1l est donc aussi
complet. Alors, les fonctions f_.L étant continues sur R, il
résulte de la proposition 4.3, qu'il suffit gque & définisse
une application de @ gans [L] pour qu'elle sgoit continue et

gue la condition iii) soit ainsi vérifide.
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r
3) Si 8 définit une application de € dans [¥P], 1a

condition iiii) est vérifide pour tout W > o si toutes les

foncticns f. sont non croigsantes, et pour tout n <o si

les fonctions fi sont non décroissantes,

bxemple 1.~

Soit
-1 1T <p 52
f.(u) = a, + blulP 'sen u avec
+ * {a, }edP , b0
rRAA
Soit g tel que % % = 1, Il résulte de la proposition 4,6,

que 1'opérateur & appligue OF dans %, Or, on a
0P e % e 9= 0],

Pour qu'on puisse appliquer la proposition 6.1.,1il suffira

alors qu'on ailt

18

§€L31§p < +to

18

et que l'application définie par A soit positive.

3i ces conditions sont réalisées, pour tout p <o

le systeme (S) a une solubtion unique X = {Xi} e PP,

Exemple 2.-

Soit {f,} vne suite de fonctions réelles continues sur R
et croigssantes telles qu'il exisgte e > o et p eé N tels

que pour tout i et pour lu] £ e, on alt

£, ] = p" .
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D'aprés la proposition 4.7., & définit alors une application
de ‘%2 dans $.2 continue en tout point de ‘kg,

Par ailleurs, cn a

N

2e = \%2 c P2 ¢ L&Q = [@?] .

Pour qu'on puisse appliguer la proposition 6.1., il
suffira qu'il existe {ap} telle que pour tout entier positif m,
il existe @m > o tel que pour tout entier positif p, on ait

[ov] o]
T o4 T 4
LPQLmLﬁi%iFS&E’

et que l'application définie par A soiltb positive,

Si ces conditions sont réalisées, pour tout Hd < o
. . . 2
le systéme (8) a une solution unigue X = {Xi} e f.°,

§2. METHODE VARIATIONNELLE .,

Principe de la méthode variationnelle .-

Ta méthode variationnelle a été utilisée en particulier
par Hammerstein (193C), Lichbtenstein (1931), Golomb (1934).
Depuis 1945, de nombreux travaux concernant cette méthode ont
été réalisés, parmi lesqguels on peut citer ceux de Rothe,
Vainverg, Krasnoselskil et Citlanadze.

Te principe de la méthode variationnelle est simple :
Soit un opérateur T définissant une application d'un espace
de Hilbert réel ¥ dans lui-méme. 51 T est le gradient, au
sens de Fréchet, d'une fonctionnelle ¢ définie sur X, alors
toutb X, € )¢ pour lequel ©(x) a un maximum ou un minimum
relatif est une solution de 1'équation Tx = O,
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On considere alors 1'éguation
(I - uK)x = 0

o I est 1'identité de X et u €R. Si X est le gradient d'une
fonctionnelle g définie sur W, l'opérateur T = I - pK est

a
le gradient de la fonctionnelle

e
o(x) = J%"L“' - pg(x) -

12
. X . . -
La foncticnnelle ﬂ§hm est semi-continue inférieurement pour

)

#*
la topologie faible bornde ") de ¥ (7 « De plus, si K définit
une application complétement continue, g{x) est continue pour
la topologie faible bornde § donc o(x) cst semi-continue infé-
rieurement pour cette topologie. ILes boules fermées de X

étant compactes pour la topologie faible bornde, o{x) attein-

dra alors un minimun sur toute boule fermée de i,

Dtapres le principe de la méthode variationnelle, pour

7 \

obtenir un théoréme d'exisbtence de solutions de 1'équation

(I - uK)x = 0

N\

on est conduit & donner une condition suffisante pour qu'on
solt certain que sur une boule fermée de rayon assez grand,
le minimum de ©{x) cst atteint en un point intérieur & cette

boule ., Cette condition sera notamment rédalisde si

g - -
vin { me [L- &>
rte llxjl=r S x| <’

Les voisinages d'un point pour la topologie Ffaible bornde de X
sont les intersections des voisinages de ce point pour la topologie
faible avec une boule {x € X s |x|| <a, a > o},

E. ROTHE ~ Gradient mappings and extrems in Banach Spaces.
Duke Math, J. = 15 (1948) = p. 421-431,
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Cn a donc @

Théoréme variabicnnel .-

Soit K llopérateur gradient au sens de Fréchet d'une

fonctionnelle g définie sur un espace de Hilbert réel ¥,

Si K définit une application completement continue de X dans i,

alors 1'dguction

X - u Kx =0 (b e R)

admet au moing une solution X, € ¢ pour toute valeur de u

telle que

Théoreme d'existence .-

Fn uwhbilisant la mdéthode de factorisation et la méthode
variationnelle, on obtient le théoreme d'existence suivant

=
&
H
0
o
[
=
.

pour un systéeme de Ham

Proposition 6,2 .-

Soient {aji} une_matrice infinie réelle et {f,} une
suite de fonetions réelles continues sur R. Lorsque les con-

’

ditions suivantes sont réalisées 3

i) T'espace L.C.-monotone & est tel que [P] soit tonne-

le et

de 02 <91,

11) L'opérateur lindaire A associé & la matrice {a

Y Ji
définit une applicatbion de [L] dans & qui egt positive et

}

pseudo—-compléetenent continue,

=\

1ii)  L'opérateur non lindaire & associd & la suite {fi}

ié
définit une application continue de ¥ dans [27,




~ 131 =

1iii) Pour tout v €R ¢t tout 1 €W , on a

A o 2 2
" j1 fi(u) dn =5 v+ bilvi Yo+ Cy

6]
ol a c¢st inférieur & la plus petite constante caractéristique

<
de A € {mat; D sz , 0 <y <2, {bj} € 22V oy
{c;} ¢ o,

Alors le systeme de Hammerstein

(3) Xy - W ZJ 2y fi(Xi) = Q (j W)
i=1

admet au moins une golution X = {Xi} dans 4§ .

954 les conditions i) et ii) sont vérifides, il résulte
de la proposition 5.3, quion a A = H*1  av
i oe {mat;[0]- Q29 pseudomcomplooonto}

o

=4

Lk a2 N ,
H € {mat; L= @g pseudo=compl sCONT o o

'aprés la propositicn 5.4., 1l y a correspondance biu-

nivoque entre les solutions X & P de (S) et les solutions

T ed 2 de 1'éouation fonectionnelle

L

Tes applications définies par H et HY étant pseudo-
compldtement continues, si la condition iii) est vérifide,
1'opératenr HAH¥ d4éfinit uns application complétement continue

/) - . rd
de ‘92 dans ¥°, De plus, les fonctions fl Stant supposées



continves, il résulte de la proposition 4.9. que HEH¥ egt

le gradient, au sens de Fréchet,de la fonctionnelle g(V¥) = f(H*Y
/4 7 (o)

avec
@ 7
o SO A .
7 = {zﬁ} ey (7)) = ) J fj(u) du .
i=1 0
Soit alors Y = fyi} € ¥ 2. On pose H¥Y = {hi} e,
On désigne par || 2 {|, 1la norme de 2 dans 2%, On note

7~

alors gue {gniig‘yf apvartient a \ag/gmy « Par counséquent,

si B = {bi} € LRZ/Y ; on utilisant 1'inégalité de HBlder,

on a ¢

(=)

N 2-y N gdos | 2 Y

b | = ||B ¥y .

/, 1_!’1 i ”L'I(Q/'\( A .12

i=1
51 la condition iiii) est vérifide, on a en posant
¢={c.}e 2!

tlls + 1Bl IS el

Mais, en temps qu'opérateur définissant une application de
Z " . N . 3%
2° dans ng H" est positif et auto-adjoint et H . A,

Donc

ol b, est la plus petite constante caractéristique de A,

c'est-a~dire le plus petit nombre rdel M. tel qu'il existe
i

T e, YAO ot pAY=Y .
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On a donc, en définitive

we(y) _ _a

I1=ll,,, el

iz P
D'ou

1lim Int
rote Y

La proposition résulte

Remarqgues

o e e g e i e 55

+
WEYIlY e,

n N Mo_—-a
[3-udO]} = >0
- I]Ytlz O
lors du théoréme variationnel. i

.

)

i)

1) S Ltoepac. [9] cet tomnelé, ¥ est gquasi-complet,

Leg propositions 2.13.,

2014'09 20’1509 20160 @t 20170 fOUhl‘IllS‘

gent alors des conditions pour que

A ~ ,J’

A e Lmat;[@]Hng pseudomcomplDCOEte} .

A
2) si ¥ est alirs métriscpl., 1l est complet, et il

suffit que & définisse

qu'elle soit continue.

_g-

3) La condition

L.C,-monotone utilisé.

Exenple 1.

soit f{a;} € $ ©

3
RS

9

2 C

une application de * dans [£1 pour

q

111i) est indépendante de l'espace

et soit {fi} définie par

ffi(u) =g, + uLoglul si. 0 <u g1

¢

\
(\fi(u)

il
Q

Soit e, o <e <1, Il

définit une application

i us=o ouw si u>rl.

~ ~g::-§.*
\%2*6 = PI-e

résulte de la proposition 4.6. que &

. 2= .
continue de < dans
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De plus, on a
ot
§2e = 42me o 92 o [§2e]

Pour que la condition 1ii) de la proposition 6.2, soit vérifide,
il suffit gqu'on alt

o [¢5]
‘ 2= €
Z . iajl' < 4o 5
ij=1 i=1
et que 1l'application définie par & solt positive.

. | . -€
Alors le systeme (S) a une solution {Xi} € \QZ pour tout
Mo> 0o , car on montre que pour tout v € R et tout i, on a
v
u jq f.(u) du s pa, |v|
" 1
O
et puisque {ocj.} e P , la condition ii1ii) est vérifide

avec Yy =1, a =0, C. =0 ,

sxemple 2.~

Soit ffi} Jla suite définie par

/ fq(‘l) = a. IShl 1 £ 0
4 1.
f.(n) = a; + - si o0 <u <
\ i T Togial - ' 5
£ = ST 5 > 1
klibv-) e al Lqu S J. mw = 2 o

Lo R « N ] I\l SN
On considéere l'espa?e‘de suites d'Orlica €™ associé a la

fonction M{u) = ] p(t)dt  avec
o

p(t) =< et pl(o) = o.



— e

(*)

- 135 -

Soit alors N(v) la fonction complémentaire de M{u). On a

@N =M = P2 F@N] )

N
En utilisant la proposition 4.6., on montre gue si {aj} € [QA],

1topérateur s définit une application continue de &M dans
[+"]
¥ Q

D'autre part si a,

condition iiii) est vérifide pour tout W < 0.

v

by - 5 L\I

Te systéme (8) aura donc une solution X = {xi} e M
pour tout W < o si 1'opérateur assoclé a {aj.] définit une
. . s o . aN M
application positive complétement continue de LQ ] dang ®7,

Cn

lisant lesg critéres obtenus 2u Chapitre

obtiendra des
2 ou les résultats

4

obtenus par Rutickii en utilisant les propriétés desgs fonectilons
g £

d'Orlicz (N)o

§3, FONCTIONS PROPRES.

Torsque ¢O0 = 0 , le systéme (3) admet la solution

On est alors conduit & chercher des fonctions propres de

L'équation foncticnnelle

AsX - AX = 0 ,

héordme des fonctions propres .-

Soit K 1'opérateur gradient =u sens de Fréchet d'une

N
>0 et si {a,} ¢ 02 < [@L] , alors la

conditions pour gqu'il en soit ainsi cn uti-

X

fonctionnelle & définie sur un espace de Hilbert réel X,
Si K définit vne applicabticn complétement continue de 40 dang
X et si pour tout x €, x # 0, le produit scalaire

Ja,

M.R,

RUTICKII =~ Ovpérateul
Dokl , Aksa 53

e linésires dans les espaces d'Orlicz.
5 (1962) p. 1232-1234 (Russe)

auk, SDoO3R
~ TV,

o

N
27 - no°6
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(Kx, %) egt différent de zdérc, alors K posséde une fonction

propre sur toute sphére {x e X 3 [xll = a, a >0} .

Si K est un opérateur gradient définissant une applica-
tion complétement continue de 3C dans X, g est continue pour
la topologie faible bornée. Par

e 1l
=l = a,

v O [®F}

onséguent sur toute boule
]
J

i
]

fermée ® = {x ¢ ¥ z(x) atteint un maxi-
g (&)

-
m

mum et un minimum en des points qui sont distinets puilsque
X n'est pas identiguement nul., L'un au moins de ces points,
o €8t donc distinct de llorigine. Si x était intérieur a &,
il correspondrait & un exbtremum relatif de g et, d'aprés le

X

principe de la méthode variationnelle, on aurait KXO = 0
et donc <KXW, XO> = 0o ce& gul est en contradiction avec les
G

hypothises.

b

S’D)

Done, x_ est un extremum pour la restriction de g

8]
N N . ! -
la sphére S = {x € i : ||l = HXO” = a} . Alors, comme
e 1
grad g(Xc) = Kx_ 0 et grad 5 # 0 , il exisbte A réel,
A # o tel gue
. e
[l 117
grad g(x ) = A grad -———gz-
\} [
clest-a-dire
7 — d
AXO = 7\l0 o %%

In utilisant ce théoréme et la méthode de factorisation,
on obtient la proposition sulvante concernant un systeme de

[T P S N
Hammerastein,
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Propogition 6,3 .~

Soient {mj } une matrice infinie rdéelle et {f.} une

auite de fonetions rdéelles continucs sur R, Lorsgue les con-

ditions précédentes sont réalisdes 3

i) ILlegpace L.0C,-monotone ¥ est tel que [L] so0it ton-

nelé et

ii) Tteopérateur lindaire A associé & la matrice {aji}
définit une application de [£] dans Q gui est définic pogi=-

3
o

)
G

o+

tive

e,

neeudo-complétemnent continue,

fad
4
[_J .
g
i

opérateur non lindaire & asgocié

N
dans [®],

la suite {fﬁ}

définit une application continue de P

11ii) On a 80 = 0 et pour tout u # 0 , Je prodult

ufi(u) a un signe consbant indépendant de i,

Alors, il exigte une infinité de {x.} €
deg nombres véels A Lels gqu'on al
[oo]
y & f;(x.;> = AX. (] = 1929000)
Lo J 3 1 1 J
=
Démengtration

Si Jeos conditions i) et ii) sont vérifides, il résulte
de la proposition 5.3, que & est factorisable relativement
a ¥, et ona A=uH, avec

s

H ¢ imat;[¥]- 02, pseudomoompleconto}

£
&
M
=
=
S
o+
s
no
i
R

pseudomcomplooonto}
E

L'application définie par A sera définic-positive si pour tout

X €

, X # 0, ona (AX, X) > o,



Si la condition iii) est vérifide, il résulte de la

s . — .
proposition 4.9. gque 1l'opérateur HEH" est le gradient d'une

D2

: In 5 - T b 3% 4 4 2
fonctionnelle o définie sur De plus, HeH" définit une

(=)

. : . ‘ o 2 2
application complétement continue de < dans 9,

Par ailleurs, en utilisant la propesition 2.2., on a

(Heu™y, ) = (sd*vy, #%7) .
Si on pose H'Y = {h.} , on a donc
) [ael
gru®r vy o N e (1
(dsH™Y, Y) = ) h fi(hi) .
i=1

PR - PRI ORI -4 7 2 -
Si la condition 1iii) est vérifide, pour tout Y & P tel

que H¥Y # 0

,  on a3

3t . .
Par ailleurs, si H'Y =0, on a aussi HY = 0 , et donc

AY = 0 . Si l'application définie par A egt définie positive,
ceci entraine Y = O.

I1 résulte alore du théoréme des fonctions propres
que 1'opérateur HsH' possdde une fonction propre sur toute
sphere de kQ2° D'aprés la proposition 5.4., & chague fonction
propre Y € \QZ de 1l'opérateur HeH™ correspond

3 . :
¥ qui est une fonetion propre de AS,

5
)

De plus, scient Y, € 2%2 et Y2 € QZ g Y1 £ 0,

1 =
W o4 R Sy S o
1o 0 et .L.l 7 YZ 9 tels que
iy ’é’r Vo= & 18 e YV o= v .
HEETY, = hgdy e® MRS, = Ao,
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5 5 car sl on avait H%Yﬁ = H

On a alors H*Y, # §"Y
o et par conséquent

on aurals A,Y., = A Y
%

\?\1«)\2}1“&1 = 0

clegt-a-dire, soitb Ay = Xy, et donc Y, =T, , soit  H'Y,
ce qui est imposgible puisque ¥ définit une application défi-

nie-positive et ¥, # 0.

La proposition est alors démontrée. s

On notera que 1l'égalité

ale
-

HeH Y = AY
entraine
Y, Y) = MY, Y)

d'ol il résulte gue les valeurs propres A trouvées précédem-
ment ont le méme signe que le produit ufi(u) dont le signe

est suppoeé congtant pour tout i et tout u 7 oo,

REMARQUES

1) Les trois propositions établies dans ce chapitre
ne gont utilisables gue pour des systémes de Hammerstein
tels gque 1'opérateur A définisse une application positive
de \92 dang £ %, ce gul suppose nobamment gque la matrice

{aji} soit symétrigue.
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2) IL'espace \Qg dtant un espace tonnelé, il résulte
de la proposition 2.1. que pour tout espace [L] pleinement
complet contenant 92, 1'injection canonique DEEREESRE N
est continue. Puisque ¥ est le dual fort de [P], on a alors

e d?2c [4] .

3) Torsque les fonctions Ty, continues sur R, sont
données, la détermination des espéces P et @ pour gque 1'hypo-
thésge iii) commune aux trois propositions soit vérifide,
résulte de l'allure des fonctions & l'origine.

4) L'espace £ étant déterminde, si les fonctions I,
vérifient une condition iiii) intervenant dans 1l'une des .
trois propositions, on cherchera des conditions sur la
natrice {aji} pour que 1'opérateur matriciel associé A
définisse une application de [9] dans $ qui soit, selon
les cas, positive et bornde, positive et pseudo-complétement
continue ou définie-positive et pseudo-completement continue.
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. » . . . L[]

ou S-~bornée (application). .

complitement continue (application). . .
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