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INTRODUCTTION

Ce travail a pour objet de présenter le probleéme d'estimation de la
densité spectrale d'une fonction aléatoire. I1 est décomposé en six cha-
pitres

Dans. le premier chapitre, outre les rappels théoriques fondamentaux
nécessaires a 1'élaboration des résultats, nous avons proposé une métho-
de de simulation de fonctions aléatoires ayant des densités spectrales

déterminées. Cette méthode nous a donné ensuite des résultats numériques

trés satisfaisants (chapitre 6).

Comme il y a une liaison étroite entre la fonction de répartition
spectrale F (x) et la fonction de corrélation B(v) d'une fonction aléa-
toire stationnaire du second ordre quelconque, nous avons consacré le
chapitre II au probléme de l'estimation de B(v), ot nous avons établi
un théoréme concernant la condition nécessaire et suffisante pour que
1'estimateur BT(v) converge vers B(v) au sens de la convergence en moyen-
ne quadratique. Les expériences numériques ont ensuite montré que la mé-

thode des bandes de confiance proposée en II.C. est significative.

Nous avons étudié, au chapitre III, les comportements asymptotiques
du biais et de la variance du périodogramme fT (x) dans les cas sui-

vants
1) X (t) est laplacienne et a une distribution spectrale mixte

2) X (t) a une répartition spectrale purement discréte.



Le chapitre IV est consacré & 1l'étude détaillée du périodogramme tronqué
f*T (x), Nous avons p@ rétablir, ainsi, les résultats de E, PARZEN [IV] et
avoir de nouvelles majorations du biais et de la variance de f*T(x) qui nous
ont permis de discuter sur le choix optimum de (k(.), AT)° Compte-tenu du nom-
bre de pages concernant les expériences numériques relatifs 3 ce chapitre, nous

avons mis ces pages a la fin de 1l'ouvrage.

Nous avons établi ensuite, au chapitre V, quelques conditions nécessaires
et suffisantes pour que f*T (x) puisse se mettre sous la forme d'un estimateur
de moyenne périodogramme fT (x), estimateur de la densité spectrale étudié par

les auteurs Grenander et Rosenblatt { v 3.

Au dernier chapitre, nous avons proposé les méthodes spéciales adaptées

aux cas discrets suivants :

1) f(x) est un polyndme pair (xe [ -m w])
2) f(x) est de la forme

n
1 b J
f(x) = ——— -
21T lelx _ a.|2

j=1

f(x) désignant la densité spectrale de la fonction aléatoire étudiée.

_—_ e T T e T T T .



CHAPITRE I

A, FPNCTIGN ALEAT@IRE STATIPNNAIRE DU SECPND @RDRE - F@NCTI@PN DE C@RRELAT I@N

Une fonction aléatoire X (t) de paramétre t € T est dite stationnaire du

second ordre si elle satisfait aux conditions a, b, ¢ suivantes

(1.1) a) E [Xz(t)] existe pour tout t € T

(2.2) b) E [X (t)] ne dépend pas de t

(1.3) ¢) E [X(t)X(s)] ne dépend que de la différence t - s pour tout
(t,s) € 2,

Si T est la droite réelle toute entidre, on dira que l'on est dans le
cas de paramétre continu (et on notera en abréviation c.c.) 5 si T est l'ensemble
Z des entiers relatifs, le cassera dit de paramétre discret (en abréviation c.d.) et

la fonction X(t) ne sera autre qu'une suite de variables aléatoires stationnaires.

Soit X (t) une fonction aléatoire stationnaire du second ordre, pour plu’s
de sipplification du langage nous conviendrons de 1'appeler parfois par fonction

aléatoire stationnaire tout court, en désignant par :

(1.4) m=E [X(t)]

(1.5) et B (t-s) = E [X(t) x(s)] ,



la valeur m est appelée valeur moyenne de X(t) et la fonction B (.) la fonction

‘de corrélation (ou fonction d'autocorrelation) de X(t) .

La fonction R (z), qui est par définition

B(z)
(1. = —
sara azgpelde par fonction de corrédlation normée de X(t).

b R /

Praomz w ‘) = X0t) - m, 1a Fonetion aléatoire x (t) ainsi définie est

auwssi stationnaire du second ordre car on a ¢

(1.7) [ E [x(t)] =0 pour tout t
(1.8) <, E [x(t)x(t+)] = E L(X(th) - m) (X(t) = m)]

B(z) - n? pour tout t

I

Comme il est souvent facile de déterminer m, nous conviendrons d'étudier

les fonctions aléatoires stationnaires de valeur moyenne nulle seulement.

S pa

T2 fenction de corrdiatics R () poss2de plusieurs propriétés intéressan-

“.rons priévement les plus importantes.,

(1.9) 1) B (-z) =B () pour tout z € T
2) Quelle que soit z € T on a B (z) < |B(o)l
3) Dans le cas de paramétre continu : si la fonction B (3 ) est con-
tinue a l'origine elle est partout continue et X{(t) est une fonc-
tion aléatoire continue en moyenne quadratique.

4) B () est une fonction définie positive,

En outre, nous avons le théoréme* suivant sur la représentation sous forme

intégrale de la fonction B (3). .

* KHINCHIN A.Y. Korrelation theorie der Stationfren stochastischen processe Math,
Annal. 109 - 604 (1934).



THEOREME  (KHINCHIN)

o

Une condition nécessaire et suffisante pourqu'une fonction continue
B (z) soit la fonction d'autocorrélation d'une fonction aléatoire
stationnaire X(t) est qu'une représentation sous forme intégrale

(1.1 S
.10) B () = j e dF(\)

- O

soit possible, o F (A) est une fonction bornée et non décroissante

Dans le cas d'une suite de variables aléatoires stationnaires, si B (y)
est sa. fonction de corrélation, alors il existe une fonction bornée, non décrois-

sante, définie dans 1l'intervalle [-ﬂ, m] telle que pour tout V € Z on ait :

i
B (y) = f eIV G (¢)

=TT

(1.11)

Dans les deux cas, la fonction F(.) est appelée fonction de répartition

spectrale de X(t). [Notons que les intégrales dans (1.10) et (1.11) sont au sens de

Stieljes] ; Elle peut s'écrire de fagon unique

°
°

F () = F, ) + F, \) + Fy )

- F1 (A) est une fonction absolument continue.

- F2 (\) est une fonction de saut.

- F3 (), dite fonction singulidre, est continue et telle que :

F'3 (A) = 0 presque partout.

Ces trois fonctions F ), F, ), Fq () sont toutes non décroissantes.



Si T, ™)

Si Fq o)

) on dira que X(t) est drépartition spectrale mixte,

o et F2 (A\) = o, la fonction aléatoire X(t) est dite de

spectre continu et on peut écrire alors ;

4 + ©

BG) = My a (c.c)
< ) il

(1.13) B (y) = _{ ey @ (c.d.)
\. =TT

ot f(A) s'appelle fonction de densité spectrale de X(t). Si de plus B(.) est abso=-

lument sommable, c'est-a-dire que :

+m
S lB(L)ldb <+*® (c.c)
< ] [ee]
T IB(\))| < 4+ ® (c.d.)

C

les théorémessur l'inversion des transformées de Fourier nous permettent d‘écrire,

pour presque tout A,

g e
£) = 5% j e B(z) 4y (c.c.)
(1.14) < -
) = & 5 SV 5 (c.d.)
Vo=

N

Ainsi dans le cas ou X (t) est de spectre continu, nous voyons paf la for-
L]
mule (1.14) comment il est naturel de se ramener, pour résoudre le probléme d'esti-

mation de la densité spectrale f(A) de X(t), & la recherche de B(z).

Nous verrons effectivement dans la suite combien cette idée, nous sera u-
tile méme si elle ne nous permet pas de résoudre entidrement le probléme et c'est

ce qui nous pousse a étudier d'abord le probléme d'estimation de B () (chapitre II).
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B. PRPCESSUS AVEC MPYENNES GLISSANTES - SIMULATI@N DES F@NCTIQGNS ALEAT@IRES
STATIGNNAIRES DU SEC@ND GRDRE DE DENSITE SPECTRALE DPNNEE,

Nous nous mettons dans le cas d'un paramétre discret, et nous dirons
P 3

u'une fonction aléatoire X ( ) est un rocessus avec moyennes lissantes si elle
Vv

est de la forme :

[0 0]
(1.15) X(v) = a, E,
i=-o 1 l-l-\)
ol on a : 4o )
(1) z Ia.l < + @
i=—co t
(1.16) (2) Ei est une suite de variables aléatoires mutuellement ortho-

gonales telles qu'on ait :

si

_ 1 i=3]
E LE Ej] = 1o o1 14 i

On démontre [*] qu'une condition nécessaire et suffisante pourqu'une fonc-
tion aléatoire X(V) soit un processus avec moyennes glissantes est qu'elle soit a

distribution spectrale absolument continue.
Pour un tel processus nous avons, en désigant par B(n) sa fonctim de
corrélation

(1.17) B () = T a.. a

i=

et ce qu'il y a de plus important ici 3 remarquer est que l'on peut fabriquer des
trajectoires des processus & moyennes glissantes, pourvu qu'il y ait i notre dispo-
sition un échantillon, de taille illimitée, d'une variable aléatoire Y quelconque

de moyenne nulle et de moyenne d'ordre deux finie. .

* J.L. DOOB, stochastic processes, page 499.
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En effet, supposons que l'on désire simuler une trajectoire de la fonction
aléatoire X(y), ayant une densité spectrale égale a la fonction f(.,) - fonction dé-
finie dans [—n,ﬂ], positive, paire, continue et sommable sur 1l'intervalle [-ﬁ,n] =

~

et soit Yi (i =..., -1, 0, 1..,) l'échantillon qui est i notre disposition.

(1.18) { E [Y§] =0 pour tout i
é Ely",]= My
I1 suffit donc de poser
@«
_ 1

[zZ(n) = —— % boY

: /ZTT uz p=_m p P
(1.19) ‘ .

ol bp =2 {  Jf(x) cos p x dx
4 S .

et nous avons ainsi, par Z(n), une fonction aléatoire stationnaire du second ordre

dont la densité est égale a la fonction donnée f£(.).

Remarque : Si la fonction f (.) avait des points de discontinuité de premiére
espéce la densité spectrale de Z(n) - donnée par (1.19) - ne sera é-
gale a f(.) que presque partout.

Démonstration

Les relations (1.19) nous permet d'écrire que :
«© .
= e

p=-*

(1.19 bis) VE(x) =

1
2m

Calculons maintenant la fonction de corrélation de Z(n).

On a :

B (v) = E [Z(n)z(nt)] .

@©

= b
21 Zi - bp q El:Yp+n Yq+n+\)
2 P,q=-
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donc en vertu de (1.18) et du fait que les Y. sont mutuellement orthogonales :

<]

I
B () = o qum bq bq+v

I1 en résulte que si g (x) désigne la fonction de densité spectrale de Z(n),

on a :

o
g(x) = El— T M B(V)
TT \):_oo
+ [oe] . [ee]
_ 12 v o IXV ( T. b b )
41T == v vtd q
ce qui donne enfin d'apres (1.19 bis) : g(x) = £(x)
(c.q.f.d.)
Application :
Supposons que f(.) s 8 it le carré d'un polyndme pair :
g a x2h ]2 si x € [- m, + ﬁ]

(1.20) f(x) =
six ¢ ] -, L

d'apres (1.19) nous devons avoir :

- 2h
b= a X~ cos d
(1.21) p " nZ  °n S (xp) dx
-

comme en désignant par::

i 9
(1.22) I, = §  x™ cos (i x) dx

=T

Et par une intégration par partie, on a la formule de récurrence valable

pour tout i > 1 suivante : *

(1.23) J(i,5) = [4 ; n(Zj'l)(-l)i - 23 (23-1) J (4,3-1) J/i2 ;
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Nous voyons, par conséquent, que bp tend vers zéro comme l/p2 pour p ten-

dant vers 1'infini:

bP =0 (1/p2) pour p — @

Donc en prenant, comme variable aléatoire génératrice, une variable alé-

atoire Y bornée nous pourrons approcher Z(n)  (1.19) parﬁz (n) :

[ 7 () = —— z bp YP+n
(1.24) ¢ /riy el g

ol NA est un entier convenablement grand.

Nous dirons dans la suite que(z (n) approche Z(n) jusqu'a l'ordre NA.

C. PROCEDURES DE BASE. TRAJECT@IRES PSEUD@-ALFAT@IRES

Pour nos expériences numériques, nous nous disposons de deux procédures de
base qui nous fournissent des échantillons de nombres pseudo-aléatoires uniformé-

ment réparties sur des intervalles.

1) lo,1] par la REEL PRECEDURE HASARD (NO)
2) [-0.5, 0.5] par la REEL PR@CEDURE HASAFI (N)

La premidre procédure fait partie des procédures - bibliothéques du la-
boratoire du calcul de 1'I.M.A.G. La deuxiéme dont le corps est écrit en MAP four-
nit des nombres e[O,l] dont la partie décimale est 1l'équivalence du nombre en
binaire contenu dans les bits [1,2,...,24] d'une mémoire C qui contient les premiers
bits des nombres d'une suite de FIBBPNACI ; N est un nombre entier ; on prendra,

sur tous les N nombres de la suite, un pour donner une valeur de HASAFI.

Ces deux procédures nous ont permis de fabriquer d'autres varitables pseudo-

aléatoires ayant différentes lois de probabilité selon des algorithmes divers.

En outre nous avons écrit d'autres procédures qui nous donnent chacune une
trajectoire pseudo-aléatoire d'une fonction aléatoire stationnaire du second ordre

d'un modele déterminé. Nous en donnons ci-dessous quelques exemples



Les deux premiéres procédures sont :

@  FALEAT 1 (X,NX) ;
@  FALEAT 2 (X,NX) ;

Elles sont les plus simples., L'appel de la premidre est équivalent au
remplissage des mémoires d'adresse X [i], pour i = 0,2,..., NX, des valeurs de la
fonction définie sur [0,1,..., ooy N, ceeod
1  pour tout i : 'Iiz AIIS 0.5

(1.25) (i) = 9
-1 pour tout i : Ili A||2 0.5

1+/5

A désigant le nombre >

||a]| = a (modulo 1).
La deuxiéme correspond & la fonction

v (i) = cos (||1%a]].2m
(1.26) A=(1+5)/2
lla‘l = a (modulo 1)..
On peut démontrer, comme application du critdre de Weyl, que ces deux

fonctions (i) et ¥(i) définissent bien deux trajectoires de bruits blancs.

Désignons par B1 (n) et Bz(n) respectivement les fonctions de corrélation

de @(i) et de ¥(i) ; on a :

1 pour n = o
B, (n) =
0 pour n # O
[0.5 pour n =
) (n) = 1 0 pour n # O .

I1 en résulte que 1l'on pourrait aussi considérer ® (n) et y(n) comme échan-

tillons de variables aléatoires.
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PRPCEDURE FALEATZ CNSPE (X,NX, NA, P, NP)
TABLEAU X,P ; ENTIER NX, NA, NP ;

.
bl

CPMMENTATRE

L'appel de cette procédure provoque le remplissage du tableau X (vl
pour v = o pas 1 a NX, par la trajectoire d'une fonction aléatoire qui approche,
jusqu'a 1'ordre NA, la fonction aléatoire € (e¢) d'un paramdtre discret dont la
densité spectrale est le carré du polyndme pair

= 2 2NP
P (x) = Pyt Py X+ ool pgp ¥

ol les coefficients P, sont donnés dans le tableau P,

L'échantillon, de la variable aléatoire génératrice, est ici celui four-

ni par HASAFI (5). Il est donc nécessaire de mettre & la téte du programme d'utili-

sation, le paquet constitué par la procédure HASAFI (N).

PRPCEDURE FALEAT2DISCSPE (X,NX, NA, P, NP) ;
TABLEAU X,P ; ENTTER NX, NA, NP ;
_CPMMENTATRE

L'appel de cette procédure provoque le remplissage du tableau x[v] pour
v = o pas 1 & NX, par la trajectoire d'une fonction aléatoire X(t) d'un parametre
discret qui approche, "jusqu'a l'ordre NA, la fonction aléatoire stationnaire du
second ordre, d'un paramétre discret, dont la densité spectrale est le carré du
polyndme pair.

2 ,
P(x) = P, + Py X + o + Pyp XZNP

e

. .ie
Les coefficients p, se trouvent dans 1'adresse i "¢ du tableau P.

L'échantillon générateur ici est la trajectoireEi= (i)

d'un bruit blanc discret E [Ei] =0 et E [Ezi] = 1. (p (i) étant défini par (1.2
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PROCEDURE FALEAT1 SPE (X,NX,B,NB,F) ;
TABLEAU X,B ; ENTIER NX, NB ; PR@GCEDURE F

H
COMMENTAIRE

L'appel de cette procédure provoque le remplissage du tableau X[v] pour
v = 0 pas 1 a NX, par le trajectoire d'une fonction aléatoire qui approche jusqu'a
l'ordre NB une fonction aléatoire linéaire, de paramétre discret, dont la densité

spectrale f est donnée par 1l'appel de la réel procédure F d'une variable ; B étant

le tableau contenant les coefficients bj =t /E(K) elxv d\
=TT

L'échantillon générateur , ici, étant la trajectoire

E, = ¥(i) (d'apres 1.26)

d'un bruit blanc E[Ei] =0 et E[Ezi] = 0.5.

- . ® ap ® . °o o
e e mom =
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CHAPITRE II

II.A - LES ESTIMATEURS DE B (y). FONCTI@PN ALEAT@IRE STATIPNNAIRE DU QUATRIEME @RDRE

Soit X(t) une fonction aléatoire stationnaire dont une réalisation avait
été observée pour t € [0,T] (t = 0,1, ..., N dans le cas d'un paramétre discret)

et considérons les quantités :

BT(L) = g © .‘ l S
our |z T
N-|V
2.1 1 . .
TP [Emrd, Ko xwhbh e
i BN("’)= (c.d.)

i 0 pour IVI >N

Nous allons démontrer que, sous certaines hypothéses faites sur X(t),
ces quantités sont des estimateurs asymptotiquement convergents au sens de la con-
vergence en moyenne quadratique de B(.,). Pour cela nous nous limitons au cas d'un
paramétre continu pour la démonstration des Théorémes qui resteront valables dans

le cas d'un paramétre discret,

Pour une valeur de T fixée, et pour tout ; # o, nous voyons que BT(g)
est un estimateur biaisé de B(.) et dans ce cas il est préférable de prendre comme

estimateur de B(.) les quantités.
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p T-|e |
r —I—I-—l ) X(e) X (e+]z]) e &f <T
[ T, o z ) ‘LI\
B*T(L) =? (c.c.)
L O pour IDI > T
2. <
1 Ny ,
BE(y) ={— T x(1) xG+vh g v g w
N+ 1-Iv[
\ ] o 1 vl >w (c.d.)

Mais pour 1'étude de la convergence pour T ~ ®, il me parait préférable

de traiter le cas de B, () donné par (2.1).

Nous dirons que X(t) est une fonction aléatoire stationnaire du quatrie-

me ordre si X(t) est tout d'abord stationnaire du second ordre et si l'on a en plus:

.(2.2) E [x(ep+h) X (£,#h) X (£5 + B) X (g, + 0] = E [X(eDX(£,)X ()X (t,) ]

VA
“!quelles que soient les valeurs de h, t t t La quantité

1> F20 T30 e
E [X(t;ﬁ (t+L1)X (t+52) X(t+L3)J est alors indépendante de t, c'est donc une fonc-

tion des seules variables ¢ z A Posons :

12 72° 73°

(2.3) Fs 2y 2y) = EXO) X)) X () X () ]

B(t) désignant toujours la fonction de corrélation de X(t)., Dans le cas ol

E [X(t)] = 0, soit :
(2.4) Q<L1: LZ’ b3) = sa(bl, 52, L3) - [B(bl)B(L1-,-(,3)+B(Z,2)B(L3-L1)
+B (@) B (2 - az.)],

Nous savons que Q (Ll, Los b3) = 0 dans le cas ol X(t) est laplacien, nous
1l'appelerons alors le cumulant non laplacienne d'ordre quatre de la fonctdon aléa-

toire X(t).
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(Hypothase Hl) :

Désignons par H1 1'hypothese selon laquelle une fonction aléatoire

X(t) "est stationnaire du quatriéme ordre avec un cumulant non laplacien du
iéme L . : .
4™€ ordre intégrable dans Rq" ; et étudions les quantités BT (z) et BN(V)

~

pour une fonction aléatoire stationnaire satisfaisant a cette hAypothése.

II.B COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE B..(.)

Nous remarquons, tout d'abord, que pour tout Q <1, on a
o
T (%[BT(b)] - B ({»‘* o

T = ©

(2.5)

BT(L) est donc un estimateur as ymptotiquement non biaisé de B (z).
Considérons ensuite la quantité v
(2.6) +  Cov [B(z)), BpGz, )l =E [, G BT<'z,2)J -8 (B, GIE By &)

comme B, (z) est une fonction paire de z, nous pouvons supposer que Z, Z2 vy >0

sans pour cela nuire 2 la généralité du probléme,

[ S
cov (B, ), BT(bz)] = ;3— S S E[X(tl)x(tl+bl)X(t2)X(t2+»z,2)]dt1
' (o] (o] » dt
2
-y —2)B B G,)
T T 1 2
et étant donné que X(t) vérifie 1'hypothése H,, on a encore :
_ . T-bl T—bz
(2.7) Cov LBT(bl),B (LZ)] = ;—2—— f e, § de, [B(tz-tl)B(tz—tl—!—bz—bl)
o] Lo [o]
- -t - 2 -t -
+ B(t2 t1+bz) B (t2 £ bl) +q ( 10 EomEys t1+L2)}
soit par conséquent :
1 T-bl T-b2
T cov (B (z)), BT(LZ)] = 7 g §' [B(tz—tl) B (t,-t;+ 2,70,)
[o] (o]

+ B(t.,~t, 4z ,) B (tz—t

27t "”1)+Q("1’t2“t1’tz"t1+”z)]

1

dtl dt2
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En effectuant le changement de variables (tl’ tz) - (u,tz)

| t2 - t1 =u
é t
)
il vient
.1 17" -
( T Cov [BT(LI)BT(LZ)J = 5 ( S(ua).(u+T—b1) du
1 ° 1
(2.8) ) o § s, e @+ 4§ s@).(Te,) du
T 27 T 2
bl—bz (o]

_ avec S(u) = B@w) B (w + Zz - Ll) + BGJ+L2)B(U~L1) + Q(bl,u,u+L2)

Ainsi donc, si on pose

u-o
| 1+ % pour u € [T 0 2,[
(2.9) UT (u’bl’LZ) = < 1 - _2 pour u € [L -z ,0[
T 172
L2+u .
1 - T pour u € [o,T—bz[
0 ailleurs.

dés lors :

+ @ )
(2.10) T Cov [BT (bl), B(z,z)] = },m Uy (u.,bl, bz_) B(uw) B(u:.+1,2-z,1) di.
+ o]
+ ( Up @, 25,0,) B (ute,) Bla-e,) du
- ®
+ @
+ _(5 UT Gl,bl, LZ) Q (ngl,utzz) du
Notons que pour tout (Ll’ LZ) R Lz_; 2 >0 on a :
(2.11) \UT (u,Ll, LZ)I;S 1 et que pour tout u Ur (u,bl, Lz) -1 .

T—m
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Si donc on suppose que B (;) est de carré sommable, les deux premidres

intégrales du second membre de (2,10) auront respectivement pour limites :

©

g B(u) B(u + 2y = Ll) du et S B(u+52) B (u - bl) du

©

En effet, pous la premiére, par exemple, on aura d'aprés 1'inégalité de

Schwarz R e
( BB @+e, -z s\/S BT @V By
- ® - 00 - @
(2.12) Bw) Blute,o )| du <[ B%(u) du
R - ®© - 0
La fonction B (u).B (u + 2y --Ll) ":géqgané absolument sommable, et

comme : ; T ‘
[Up (s 0gs 2p) B Blot,2 )] § (B Blu + 5y

En vertu du théoréme de‘ébnyergenCe dominég .on a donc :

4 @ »
(2.13)1im . o ‘
T oo g Ur (u, 2y Lz) B (u) B(u + z, - Ll) du
- © + m» ' ) ) :
= _Sm B(u) B (uiz,z,) du

Par ailleurs X(t) vérifie 1'hypothese Hi_;'Q(Ll, s L3) est sommable

2+Q)‘ést[aussi sommable dans tout

dans R3, la fonction Q'(bl, u,;Lz) = Q(Ll, u, ¢
1'esgg&s R3 (u, 51’.L2)’ d'gpﬁés le théorzme de Fﬁbiniil?;fonction

(2.14) 5 (u) = Q (Ll’ u, Lz) { pour'ﬁbi; Lz) fixé. }
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est donc sommable pour presque tout (bl, bz) € R2. De nouveau le théoréme de conver-
gence dominéedonne :

+CD +oo
(2.15) Lim g Up (u, 2y bz) Q (Llﬂgu+-52) du = § Q(Ll, u, u+b2)du

- - @
T = @

THEOREME 21 (%)

[

, . e
Si X(t) est une fonction aléatoire stationnaire du 4 ordre donc la fonc-
tion de corrélation B(z) est de carré sommable et le cumulant non lapla-
cien du 4iéme ordre est sommable dans R3 : Pour tout z on a :

’ Lim o
- = <
(2.16) T = o T |E[BT(L)] Bz)| =0 pour tout @ < 1
et de plus pour presque tout (., z,) dans R? on a :
1° “2 e
(2.17) TPiTn T Cov [BT (Ll), BT(bz)] = ;Sm {B(u) B(u+Lz-L1)
+ B(u+L2) B(u-bl) + Q (Ll’ u, v, + u)} du

Pour le cas de paramétre discret, il nous suffira de remplacer les lettres
T, v, tq> U,y Par des entiers N, ), Vs Vo 3

Remarque :

—— - ——

Si 2y T2, = ¢ (2.17) devient :

. + ®
(2.18) B L) - BB, (b))2]}= (0 BPW +B ) B

-®

+Q (z, u, 2 +u)} du

pour presque tout z ,

Comme on a : *
(2.19) E[B.() - BG)I? = B (BG) - BB @))% + (8B, () - BG))?

En combinant (2.16), (2.18), (2.19) nous obtenons le résultat suivant :

* Emmanuel Parzen {IV}.
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THEOREME 2.2

Si X(t) est une fonction aléatoire du 4idme ordre avec un cumulant
non laplacien sommable dans R3, et dont la fonction de corrélation B(z)
est de carré sommable, Alors pour presque tout ; nous aurons :

Lim & 2 _
(2.20) row T E[B.G)-B@)I" =0

pour tout & < 1

D'apres ce théoréme on voit que, pour certaines fonctions aléa-
toires, l'estimateur BT(V) converge en moyenne quadratique
Lim '
Bp (v) =B (v)
T —
donc converge en probabilité puisque le premier mode de convergence entraine le

second,

Nous allons démontrer dans la suite un autre théoréme, concernant l'esti-
mation de B (z) pour une fonction aléatoire stationnaire du quatriéme ordre par
la formule (2.1), en utilisant un théoreme ergodique.

Rappelons tout d'abord ce résultat :

THEOREME 2.3

Soit X(t) une fonction aléatoire stationnaire de moyenne m, et de
fonction de corrélation B (z) ; désignons par Bl(a) la fonction suivan-
te(oﬁ ¢ est a remplacer par v dans le cas discret):

B, @) =B () - m’

alors : une condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait
T

[ Tli?m % S X(t) dt = m (c.c.)

: o

j N .
bolim = % X(1) =m (c.d.)

.
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au sens de la convergence en moyenne quadratique, est que :
( . T :
lim % g Bl(b) dz = o (c.c.)
T = ®
o
(2.22)
. N
Hmoo L p B =o (c.d.)
L N—tm V=0

Soit, maintenant, X(t) une fonction aléatoire stationnaire du 4idme or-

dredQe goyenne nulle, de fonction de corrélation B(;) et de cumulant non lapla -
ordre
cienf4 : Q(u,v,z) ; désignons par :

(2.23) Y(t) = X(t) X(t+s)

Y (t) est une fonction aléatoire stationnaire du second ordre.

En effet, on a :

(2.24) E LY(e)] = B(s) quel que soit t

E [Y(tl)Y(tz)] E[x(tl)x(t1+s) X (t,) X (t2+s)J

2 2
~-S)

+ B(tz-t +s). B(tz-t

1 1

Désignons par @32 () la fonction de corrélation de Y(t), nous avons donc

652 @)

(2.25) E [Y(o) Y@)] = E [¥(t) Y(t+e)]

B2 (s) + B2 (&) + B(z + s) - B(z=s) + Q(s,z,2+5)

Donc en vertu du théoréme 2.3 pour que

lim 1 T i
foe )T g Y(t) dty= E [¥(t)] = B(s)

o
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il faut et il suffit que l'on ait

T T
(2.26) 1i 1 ) 2 1i 1 2
o) e cdenes Mool 2
- o T L o
+ B(z+s) B(z-s) + Q(s,z,z+s)] dp =0

(on remplacera le signe d'intégration par le signe de sommation dans le cas d'un

paramétre discret).

THEOREME 2.4,

Pour que l'on ait (au sens de la convergence en moyenne quadratique)

im 1 X(t) X(t+y) dt = B(z) (

T~ 7 ¢ t) X(t+,) dt = B(z c.c.)
(2.27) °

. N

lm L3 3(1) x(i+v) = BOW) (c.d.)

N N 1i=o

L
ol X (t) est une fonction aléatoire stationnaire du 4idme ordre dont la
fonction de corrélation est B(.) et le cumulant non laplacien d'ordre 4
est Q(u,v,z), il faut et il suffit que la condition (2.26) soit satis -

faite.

Par ailleurs, nous pouvons remarquer qu'il y a équivalence (**) entre

deux propriétés A et B suivantes

lim 1 &2
Propriété A : { T = T §~ B“(t) dt = o }
: lim 1 T :
Propriété B : { T - o T j B(t+s) B(t-s) dt = o, pour tout s}
s
o

et par conséquent, si la fonction X(t) est laplacienne, la fonction Q(u,v,z) étant

alors nulle, on aura le résultat suivant:
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Corollaire 2.5

Pour que B (z),d'une fonction aléatoire stationnaire laplacienne x(t),

soit la limite de B, () pour T = ® :

[ T
lim X(£) X (t+r) =
T — o g —-—_-ri‘-'—'——_'“ dt = B(L) (C.C-)
0
(2.28) <
. N . .
Jim oz MDA Ly () (c.d.)
. N
i=o
‘i1 faut et il suffit que l'on ait :
[ 1 )
e = § B°G) & =o (c.c.)
T —?® T 5
(2.29)
< N 2
lim = 5 B°(V) =o (c.d.)
N~ ® V=0
Conséquences
- Pour que (2.29) soit satisfait il suffit que B (k) —o , c'est ce
A - OO

qui s'est produit dans beaucoup de cas.

- SiX(t) a un spectre pourvu d'une raie, ce qui correspond & une compo-
sante périodique dans 1'expression de B(.), la condition (2.29) ne sera
donc plus remplie, 1'estimation par la formule (2.28) ne sera plus vala-
ble.

(%) -T1 est évident que B entrafne A : il suffit de prendre s = o.
T
- Supposons que A est vrai, ce qui signifie que la quantité % 5. Bz(t) dt

existe et tend vers zéro pour T = ®. Comme pour tout T on a :

T T T
(2.29) o< | | B(t+s)TB(t‘s) dt | < V/<;~ ( B2 (t+s) dt,*\//,% ( B2 (t-s)
(o] (o]

o

et comme pout tout s fixé on a encore la double égalité :
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T T 4 T
lim 1 2 _ lim 1 2 _ . 1 2
(2.30) T | B7(t+s) dt = T ( B7(t-s) dt = lim 3 (B (t)dt
T —» = o T — o T o
On a donc pour tout s
. T
Tlifm % S’ B(t+s) B (t-s) dt = o
o
(c.q.f.d.)

II « C. FONCTION ALEATOIRE LINFAIRE - EXPERIENCES NUMERIQUES

Tous nos calculs sont effectués sur IBM 7044 du laboratoire de
1'IT.M.A.G. Les fonctions que nous simulons en machine sont d'une catégorie parti-
culiére des processus avec moyennes glissantes : appelées fonctions aléatoires 1li-

néaires :

12.31) X(v) =

™8
[\

i Bity

oa | &) Z |ai| < ®

¢ B) E, est une suite des variables aléatoires indépendantes de mé-
me loi de probabilité,de moyenne nulle et telles :°

- 2 _ 4 . c e
H2v~ E [E i] et H4 =E LE i] soient finis.

Pour une tellé(fghcﬁion aléatoire, la loi de probabilifé &é'Bﬁ(v)ytend
vers une loi laplacienne quand N 7 ® | dans = le sens que pour toute famille de
nombres entiers (Vl’ Vos wees vK) et de nombres réels (ul, Ups ooy uK) on a :

- K 1/2 1 K

¥ E [ expl(jg1 uj N (BN(Vj) - EBN(Vj))] - exp - 5 {§,h=l ugD(vj, Vi

N—m

(2.33) ( } )
D (vj, Vh) = lim [N Cov [BN(vj), BN(vh)J 5

[N

N — ® 8

(*) AN APPROACH TO THE TIME SERIES, E. PARZEN, An. M. Statistics 3.61 page 982,

)uh}
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Par ailleurs on a
. @©
E LX(u )X(u )XV )XV )] = [ = a, a, a a, E, E., E E J
1 2 3 4 i,3,k,1=-% i7" k1 1+\)1 j+ ? kfv3 1+\)4
2 @
=, - 3K T e ey atv -V 84V, -V

i=-° 1 2 3 14

)

A - - - . _
+ B( 1 Vz) B(v3 vé) + B (v2 v3) B (v1 v4)+B(v1 v3)va2,v4

Ce qui nous donne donc l'expression suivante du cumulant du quatridme ordre non

la placien de X(t)
(o]

2
Q(v,,Vv,,Vv,) = (M -3 u°) T a., a, a as iy
et éar conséquent-f
+ o] o] o'}

= 24 3 '
co AV ) = (T, e @ity Foo fim Pt

u
[

(2.34)

nM 8

¥l
Q(vl,u,vzfu) =(;%, - 3) B(Vl) B(vz)‘
2

@©

-

Finalement,tout en tenant compte du théordme 2.1, nous avons pu démon-

trer que la quantité D (Vi, vh), pour une fonction aléatoire, est égale 2 :

u @
(2.35) D(V,, V) = ;—‘2—* TP ) B+ T B (B (v ea(y)
) -

Comme BN (V) tend vers une variable laplacienne, on peut donc déduire que,

pour N assez grand, on a :

Prob { IBN(\)) - B | € 5%} = 0.95
ou & =,/D(V,V)

(2.36)
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Ces derniérs résultats vont nous permettre de vérifier la validité
de nos théorémes au point de vue numérique, Ainsi désignerons par << Bande de

sécurité >> la bande comprise entre les deux courbes

(2.37) y; (1) =B (1) - 2+./D(i,1)/N

et y, (1) =B(i) + 2 . /D(i,i)/N

Si le procédé d'estimation est bonne, d'aprés (2,36) on doit avoir une
probabilité égale 0.95 que le point BN(i) se trouve 2 1'intérieur de cette bande)

pour des valeurs de N assez grandes.

Premiére série d'expériences,

Nous commengons par l'estimation des fonctions de corrélation des

fonctions pseudo-aléatoires stationnaires du second ordre suivantes :

X, () =2 {HASAFI (7)]i+t
lilg s

X, (t) = Z {HASAFT (7).
2 |il<10 I+t

-~

Xy (t) = z (21-11i]) {HASAFI(7)}i+t

|il<s

selon la formule (2.1) ; {HASAFI(7)}i désigne le i ™€ appel de la REEL PROCEDURE

HASAFI(N) (renvoi a C. du chapitre 1). Les résultats obtenus se retrouvent dans

ces quelques courbes ci-jointes de.derridre, ol NX+1 est la longueur de la trajec-

toire observée et qui est un paramétre de 1'expérience.
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Deuxiéme série d'expériences

Nous avons ensuite estimé la fonction de corrélation des fonctions aléa-
toires ¢p (1) et Y(i) dont les trajectoires sont données respectivement par FALFAT]
et FALEAT2,(Voirpartie C. chapitre 1).

Les résultats obtenus constituent les colonnes de la page ci-~jointe,

Rappelons que :

]

Bcp(i)

0,5 si i=o

i

B n
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TSTIMATIGN DE LA FUNCTISN
P CARRELATION DE LA TRATECTYIRE

7
RESVL TATS OF

L' ESTimMATign DELA FENCTIAN DE Coig-

-RELATION DE LA TRATECIHIRE

?(i)r §‘4 h 'AECMS 0.5 ‘V(A:) = ¢on (.2_"#“4:2#')
1 m V4% S0
L ¥ %”’ v B2060 (V) v Baoso V) |
0 «10000000+01 0 - 10000000+0 1 0 «507ECLLZ4CC
1 .1701?0%?-04 i » 11505753-01% T - 2B6E5L2T1~-C4
2| -.40080140- 2 «50050049-02 ¢ B2CECLEG-C2
3 JAT05 1153~ L)i 3 - 315022534-02 3 JISHEITZ-C,
b | =.2610u4i7-01 4 . 38028056-01 i .fitifi,f tz
51 =e90452260-02 5 «35087719-02 5 SAUlC7i82-C0
6 | = 100603262-01 6 Lu0120360-02 & IhELileE-0,
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CONCLUSION

Les résultats numériques obtenus dans toutes ces expériences cor-
respandint bien aux prévisiong théoriques. En effet, pour la premiére
série, tous les points BN(i) se trouvent & l'intérieur des bandes de
sécurité, sauf les points N, <00 (1), pour i = 62, 63, 64 et 65, dans

1'estimation de la fonction de corrélation de X3(t) (page 24 . a2).

Quant a la deuxiéme série d'expériences, d'aprés (2.36) on

doit avoir :
a) En liere colonne Prob ({ |BN(i)l < 2/ /1000 } = 0.95
b) En 2iéme colonne Prob { |BN(i)| < 2/ /2000 } = 0.95
c) En 3iéme colonne Prob { IBN(i)| < 2/ /1000 } = 0.95

pour tout i > 1, et ce qui a été vérifié expérimentalement.

Remarque importante

La relation (2.35) montre que les valeurs B. (V) convergent

N
trés lentement vers B (v), plus précisemment : pour avoir une bonne
estimation de B (V) par BN (V) il est nécessaire parfois d'avoir N

assez grand. En effet supposons qu'il s'agit de la fonction aléatoire

NA
X (v) = R E i
i=1
E, : v.a. deux & deux indépendantes de moyenne nulle et dont

1

M, =1 d'apres (2.36) on a
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) Si NA = 30, pour avoir une largeur de bande (:;%%) égale a=12.30

il nous faut observer X (V) sur une longueur égale a 6.000.

B) Si NA = 10, par exemple, pour une largeur de bande de ==0,31 il
nous faudra observer X (¥ ) sur une longueur égale a 15.000, ce qui

est vraiment beaucoup.
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CHAPITRE IIT

L'ESTIMATION DE LA DENSITE SPECTRALE

PAR LE PERI@DPGRAMME

ITI.A. Définition du Périodogramme

X(t) désigne toujours la fonction aléatoire stationnaire dont une tra-
jectoire a été observée pour t € [O,T] (pour t = 0,1, ..., N dans le cas d'un pa-
ramétre discret). Nous voulons estimer la densité spectrale de X(t) 2 partir des
données de cette trajectoire., Supposons que la répartition spectrale de X(t) soit

absolument continue, et soit B(.,) sa fonction de corrélation, alors on peut écri~

re : 40
rB(v) = § ™V f(w) dw (c.c.)
(3.1) S ) - |
B(V) = g ol f(w) dw (c.d,)
-T7

Si de plus B(.) est sommable, d'aprés les théorémesd'inversion des trans-

Y ) .
formées '.de Fourier, nous aurons, pour presque tout w :
. «©

1 + ivw _ i B
. f(w) = 7 fm eV B(v) av (c.c.)
(3.2) + o ’
fw) =—— T W () (c.d.)
| 2T v=-® :

Par ailleurs, d'aprés les résultats obtenus dans le chapitre®II, nous sa-

vons que les quantités

T-|v|
BT(V) = % f X(£) X (t+|v])de (c.c.)
(3.3) o
1 =1V
| By == B X)) G (c.d.)

[N Wo
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sont, sous certaines conditions, des estimateurs convergents de B(.) quand T = ®

(N = ® dans les cas d'un paramétre discret).
p 5
nalurcl de prendre
Nous voyons, par conséquent combien il pourrait paraitreycomme estima -

teur de f (w) les quantités appelées périodogrammes :

1 -ivw
£ = § e B_(v) dv (cc.)
(3.4) { T 2T Tyl T T
} , 1 -iyw
£ W) = — z eV B.(v) (c.d.)
! N 2T l\)!SN N

Nous allons étudier le comportement assymptotique de ces quantités tout
d'abord dans le cas d'un paramétre continu ; les résultats obtenus resteront vala-
bles pour le cas d'un parametre discret, mais cdmme les techniques de démonstration
dans les deux cas sont loin d'egtre semblables, nous referons les démonstrations
dans le cas discret, tout en énongant tous les résultats élémentaires, et en pous-
sant plus loin l'étude du périodogramme aux voisinages des points de saut de la ré

partition spectrale de X(t).

ITI.B. Etude du compgrtement asymptotique de fT (w) (cas d'un paramétre continu).
Nous nous limitons au cas ol la fonction aléatoire stationnaire observée
X(t) est laplacienne et pourvue d'une répartition spectrale absolument continue.

Rappelons que fT (w) est donné par la formule (3,4). Donc si B(v) est

sommable, on aura pour presque tout o

(3.5) ELf ) - £w] =.§%f f | IV |y| B(v) dv
viT
1 f -iwv
- — e B(v) dv
2‘|T |Vl>T s

Le biais de fT(w) est donc la somme de deux intégrales qui tendent vers

ro avec T — @,
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En effet, pour la lére on a, et pour tout T :
—E—l—,f-— g o1V Ivl B(v) dv | \<[_2__1___ j I’%‘lB(V)IdV]
m vl <1 ™ yl<r
+G)
1 l
< ﬂ_f@ VT(V) %I‘B(v)h
o |v| > T
avec V,(v) = {
L1 ] <
donc a la limite, pour T tendant & 1l'infini :
+oo
m L % e av] <2 M0 § g oy 12l gy
|T"'°° T vlgr T T Sy T T

et comme IVT(V) I%l B(v)l,s‘B(v)l qui est une fonction sommable et que par ailleur:

lim '{VT(V) I%l |B(v)l}= o

T = @

le théoréme de convergence dominée nous donne :

lim i |v] 1+ ® lim | |-
T = g . VT(V) T |B(v)|dv = 5 e {VT(V) T | B(v)|} dv

= 0
et par conséquent :
(3.6) Tl},mm -é—lﬁ f gy lle(v) dv = o,
lvl <'r
Duant & la deuxiéme intégrale :
L e B(v) av .
vl >t

tend aussi vers zéro pour T ™ ® fT(w) est donc, : asymptotiquement, un estimateur

non biaisé de f (W) pour presque tout W ,
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Avant d'étudier la limite de Cov [fT W), £.(w,)] nous allons tout

d'abord démontrer un lemme dont nous allons avoir besoin.

Lemme préliminaire

-
Si {£_(x)} une famille de fonctions sommables sur [-®,®] et telle que :
t "Tte f“o,°°tﬂl

a) o(x) = lim { ft(xi}existe

t-—bm

b) Il existe une fonction sommable f(x) telle que
lft(x)l.s f(x) pour tout t

@ _]'_th

Alors : o(x) e dx = o

€”® x| <@ ft(X)dx=tﬂ°°_
t

Lim ¢ 210 x lim §+
(o]

pour toute suite croissante Qt tendant vers ® avec t :

Démonstration :

-fith +°°—iﬂtx
Soit Yo = S e ft(X) dx - S e p(x) dx
Ix‘< Qt -
g —ﬁtx L%x
Y, = e (ft(x) - (x)) dx - f e p(x) dx
| x|<0 |x|> €
t t
Iytl < S Ift(x) - ) | ax + f loGx)| dx
Q
|x|<9t |x|2 .
I1 est manisfeste que 5 |¢(x)|dx > o
Ix z t
t
D'autre part :
$ il EACELONLE § lew - wle—o

d'aprés le théoréme convergence dominée de Lebesque (c.q.f.d.)
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Par ailleurs, on a :
+T +T ]
| 5 ~(iv.w_-iw v, ) . E[D,, (v,)D. (v,)]dv_ dv,
Cov [fT(wl), fT(wz) J= s S e 171 | 2°2 T ""1°°T "2 17
-T =T
T-|v|

(3.7.bis) ol DT(V) =

H =

(x(t) X(t+|v]) - B (v)] dt

o

Donc en désignant par UT(u’vl’VZ)’ la fonction qui généralise celle don-

née par (2.9),

( u-lvll
1 - pour u € [-T+lv1|, min (lvll—lvzl, 0) [
v, |
(3.8) I -—2 siu€ Llmin (|v l -Iv |, 0), oL
T 1 2
UT(u,vl,v2)=< v I
1 - _Tl_ siuve [0, max (|v1| - Ivzl, o) L
u+|v2|
1 - — siu€ [max (o,|v1|~|y2|), T - |V2| [
0 ailleurs

Alors, en tenant compte des hypothéses faites sur X(t))voir le début
de II.B, la relation (2,10) du chapitre précédent nous donne :

r
" Cov [f =
o Gov LE ), fp(w))] Ap + By,
f +T T ~i(v, wo~vw.)
(3.9.) 1 1 1 W1V,
7 Ay =%mz - T j; dvy _g dv, e Jgﬂ UT(U,VI,VZ).B(u).
? B(u+v2—v1)du
! +T +T @
? - 1 1 -i(v. W, -v.w,) I
3 By = I T & dv1 4& dv2 e "'171 22 UT(u,yl,vz).
i - - _®

B(u+v2).B(u—V1) du



ITI - 6

d'ou en effectuant le

- 33 =

changement de variables d'intégration en posant :

u, =v, -V
(3.10) { b2
vo=v, /T
On a une autre expression de AT
+T(1-
) +1 -i(wl-wz)vT (1-v) S aw +
Ap= —5 ,f dv e duy e” 171 j/ UT(u,u +v.T,vT)
417 -1 -T(14v)
.-}
« B (u) B(u-ul) du
Désignons en outre par :
+®
_ 1
{ Bp (ul,v) = iz g UT (u,u1+vT, vT) B(u) B(uwul)du
4 @
) -
(3.11) i ( eyt e w
! Hp v) = _S e 1 1 8r (ul, V) du1
- ~T-vT

Comme B(u) est bornée est supposée sommable, lUT(u,u

1

tout couple v et ugs et que :

. 1-v pour tout v > o
(3.12) TliT» UT(u,u1+vT,vT) = ’
1+v pour tout v < o
On a par conséquent :
F 1 &
— (1-v) ( B(u) B(u—ul)du
lim { 4m ®
(3.13) T | Bty + e
. _lf (1+v) 5‘ B(u) B(u-ul)du
4m e
1i 1 +
(3.14) ol (u,, vl = (1-|v|) B(u) B(u-u,)du
T~ T 1 4ﬂ2 1

- ®

s

+vT,VT)|.S 1, pour

pour v= o

pour v<o
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Par ailleurs la fonction

[e2]

T (= (B Blu-up| a

[e o]

-

est sommable en uy et 1l'on peut écrire :

-iulw\ +.m
g, e 21 < S B Buup] @ = T
- ®

On a donc finalement :

lim

H.(v) = (1-|v]) £2w.)
(3.14) Too T 1

+®
| et |HT(V)|S S ¥ (u)) du,

Comme par ailleurs on a :

+1 -i(wl.-wz)vT
(3.15) AT = g HT(V) e dv
-1

deux cas se présentent donc :

1°) Cas W, =w,.

1 2
+1
AL = § Ho(v) dv
-1
+1
lim lim .
T-—yoo AT=T-—»°3 gl HT (V) dv

en vertu de (3.14), et en appliquant le théoréme de convergence dominée , on obtient

(3.16) Lim

T

2
AL = f (wl)
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2°) Cas W, #Ww

1 2°

Comme H,, (w) pour tout T € Lo, @] est une famille de fonctions sommables

et satisfaisant aux conditions (a) et (b) du lemme préléminaire.: on a donc d'apres

ce lemme : (
lim
T - AT = 0,
lsix=y
Et finalement , on obtient en désigant par & (x,y) = 0six#y
(3.15) Um  y = W, w) £ ()
T o @ T 1
De méme en peut démontrer = -, sous les mémes hypothéses’que :
Lim _ 2
(3.16) T o Bp =0 (W,y-w) f (wl)
Ce qui donne a la fin le résultat suivant :
lim'QN[ w - 2
(3.17) T e LE (W), £0(w)) ] = (Blwy, wy) + 8(w,-w,)) £7(w))

Théoréme 3.1

Soit X(t) une fonction aléatoire stationnaire laplacienne dont une
trajectoire a été observée pour t € [o,TJ, et soit fTQv) le périodogramme au point
w °
g =L R WO
Ivl €T .
Si la fonction de corrélation B(v) est sommable, alors pour presque

tout W, w,, w, on a :

12 72

o {E [fT<w>]§= £(w)
Tlf;mm{COV (£ (wl),fT(wz))}= (G(wl,w?_) + 6(w1,~w2))f2(w1)

l six=y

ot la fonction & (,) est telle que 0(x,y) = {
. 0 six#y
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On peut préciser ce résultat en disant : en tout point W de continuité de
£(.) on a encore :
i .
Lim EL£ (W) = £(w)
T — ©

On voit par conséquent qu'en ces points fT(.) est bien un estimateur as-

symptotiqﬁement non biaisé de f(.) .
Par ailleurs on a, pour tout W
Variance [fT(w)] =D [fT(w)J
= Cov [ £(W), fT(w)]

Donc en vertu du théoréme 3.1 on voit qu'en tout point de continuité de

f(.) on a ¢

(3.18) TLi?m D [fT(w)J = (146 (o,w) £2(w)
Conclusion :

Bien que le périodogramme ﬁr(‘) soit un estimateur assymptotiquement non
biaisé de £(.) en tout point de continuité de celle-ci, on ne peut l'utiliser pour

estimer f£(.).

III. C. Comportement assymptotique de fN(.).

Passons & 1'étude du périodogramme dans le cas d'un paramétre discret.

I1 est naturel de retrouver les résultats déja vus au cas d'un parameétre continu.

c.1. Etude du biais de fN(Q).

Supposons tout d'abord que le spectre, de la fonction aléatoire enregis-
trée X(t) soit absolument continu. D'aprés (3.4), fN (W) peut s'écrire encorg sous

les formes différentes suivantes :

N .
N
_ 1 -iW (v-H)
fN(w) = R z X(Vv) X(U) e

V,M=0
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d'ot :
_ 1 L T TS AL { FETH P
E EfN(w] = EETEII) y 3;0 e -HS e . dF (V)
(3.19 ") LI . o :
S IOV £y @
2m (N+1) - V=0
+TT .2
(3.200  E[f (W)] = = sin” (W1) Q-W)/2 5y g
N SR sin?(W-1)/2

FEJER de
On voit que E [fN(w] n'est autre que la somme deYf (A) au point W :

E LfN(w)] converge donc vers f£(W) en tout point de continuité de f(W) (d'apreés le

théoréme de Féjer).

Dans le cas ol X(t) a une distribution spectrale mixte avec un nombre

fini de points de discontinuité on peut écrire :

(3.21) F(A) = Fl(x) + FZ(K)
A

ol Fl(k) = £f(u) du et F, (A) une fonction purement en escalier et croissante,
(o]

telle qu'il n'existe qu'un nombre fini de points Ai (i=1,2,...,P) tels que :

(3.22) d; = Fz(xi +0) - F, (ki -0) #0

Au lieu de (3.20) nous devrions avoir :

elf (w] = -2 (7 stn’aun) @-0)/2 £ A +
N 2m(N+1) l “m sin?(w-))/2

N . d Sinz(N+1)(w-Kj)/2}
=1 Sinz(w-xj)/z )

Comme pour tout point ol W # Kj (j =1, 2, ..., P) on a :

. sin?(N+1) (-} )/2

Nt1 j

I pMrg
[N

>0

(3.23) 7
Sin (w-xj)/z N—®

1 3

Nous avons donc le résultat suivant :
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Théoréme 3,1

,

Si X(t) est une fonction aléatoire statiommaire du second ordre
de distribution spectrale mixte n'ayant qu'un nombre fini de sauts

Alors :

(3.24) Lim E[fN(k)] = £())

N-)CD

en tout point de continuité de f différent des points dg saut de F(L).

C.2. Etude de la convergence en moyenne quadratique de fN(.)

Nous supposons la fonction aléatoire stationnaire X(n) est de valeur
moyenne nulle et laplacienne. Alors pour toutes les valeurs de (v, Vl, VZ’ v3)

nous avons la relation suivante :

(3.25) E {x(v)x(v+vl)X(V+V2)x(v+v3)} = B(vl)B(VZ—vB) + B(vz)B(v3—v1)+B(v3)B(v1-V2)

On en déduit que :

N . .
. - )\ - - -
Bl 00 f) = —— ¢ E(x X, X x ) gt (V)-ik(l-m)
4N+ vy 1 =o v
m
(3.26) ELe OO GO = 1) + 1, + H,
| X . Cion
avec i Hl = ——-77—];—-5 . z B(h-\)) B(l-m) Elx(v—h) i(1 m)u
417 (N+1) Vh1m=0
g o 1 T B(1oy) Bl 3iA(V-R)-i(l-mu
2 42 (N+1)2 Vh¥m=° k¢
N . , s
Hy= ———— T _ B(my) B(h-1) g (o-)-iCl-du
! 4r2(N+1)2 Vhom
Etudions séparément ces quentités H, (i=1,2,3); F(A) désigne la fonction

de répartition spectrale de X(y),on a :

+m .
B(y) = S W g W)

- T
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1 L, B
1 t N +1(hey)W +1(1-m)w’ _1(V=R)A
H = ——, pX g e v dF(w) ( e dF(w')e
ZI-TT (N+1) \),h’l’m=o 1T —‘lI'T '
-i (1-m)
o €
}I% o . /N o D
Hl -1 Ql - g el(h—\))w e—l(h—V) A aFW)) 12 f e1(1-m)w e-l(l—m)u
\
4ri? (N+1) -m , dF (W'
D'aprés (3.19 ') ~ on voit sans peine que :
(3.27) Hy = E LE DI E L5 (1))
Quant éHz on a :
N +ro +T . .
By = 21 2 g om0 | FIVY 4p(y) ( Lm0 gpyry m A (VR -1 (L-mu
4m (N+1) Lt R - ot
J/N +TT . N +TT
i . 1 _; ; . ' i 1_
H, = —21——— ) b 12\)___0 g RICELY) si(@wh)y arw) | Zh— ( el(w +#4)m el(w A)h
4t (N+1)° - mATO - P dF(W!
. 1 / T 1 - ol(NHD) (w4) 1 - o T (WH) : )\*;
= — | { . dF(w ;
2 2 AN . .
GECEIR. R | i) /
+
L(N+1) (W) ~1(N+1) (w'-))
.(g 1 - e , l-e dr(w
\ 1 - el(w'+) L - i)
NeTT
/'+rr - (w-) N‘;—l (W) il“zi-l- (W) -11:‘“ (w+d)
1 e -e e - e
H, = —)—— - - . - ‘ : dr(w
2 m (N+1)2{‘u“§ﬂ 1@ /21472 @7z - % W)
mo-M w8 Moy - By
e - e e e ,
’ § o-i(w'H)/2 e:L(w'+u)/2 * i(w'-)t)/z -i(w'-A)/2 dr(
- e - e

<TT
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On obtient donc :

1 gﬂ sin(N+1) (w4t) /2 sin(N+1) (W) /2

4m? (n1) 2 sin(w-H)/2 ' sin (Wth)/2 dF (w)

=TT

gn sin(N+1) (W'HL)/2 sin (N+1) (w'=A)/2 dF(w')
sin (W'HL)/2 ‘ sin (W'-A)/2

=TT

D'aprés les propriétés de symétrie de F (W) résultant de 1'hypothese X(y) réel :

i . . 2
Hy = — 1 - g sln.(N+1)((;);L2l)/2 , sin gN-l(-ul))th;)y\)/Z dF(W)
4% (N+1) 2 sin (W-H sin(W+

Quant a H3 on peut écrire :
N +T +T \ 3 oty d (1.
H3 = _Z__l_z_. E _ : el(m-V)wdF((D) g el(h-l)w dF(W") e—l)\_(\) h)~-i(l-m)u
41 (N+1) Vol b -7 -
. A
N +17 , , . N +T _— .
Hy = ——— - & 5 el(m_v)we+lm4-lkvdF(%></£ (e HBmDW A 1y
4™ (N+1) v,m=o J _ =0 /

+17 l_ei:'(ww) (N+1) o~ 1(WHy) (1)

1 -

1
H, = —b : Ehlau. . aF (W)
3 4Tr2(N+1)2 _12 l—el(w + 1) 1 - e‘?"(w +v)
T @)D L - omi@ ) (D)
W o . — D dF@")
- T 1-et T 1-e

ce qui donne enfin

H =

+TT . i 2
3 1 < ; sin(N+1) (w+l)/2 . Sin(¥+1)(WHh)/2 dF(w)>

4 ﬂZ(N+1)2 1 sin(wHd)/2 sin(W+A)/2
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Théoreéme 3.2

[ Si X(Vv) est une suite aléatoire stationnaire du second ordre,
{laplacienne et & distribution spectrale absolument continue alors pour

ftout couple (A,u) € { L-ﬂ,ﬂ]}z on a :

e LI
Cov LfN(X),fN(p)] = __E_l;__é (’ j sin(N+1)(W+r)/2
4117 (N+1) sin(wh)/2

sin (N+1) (wHd)/2 ﬂwa)z

(3.30) sin(Wwii)/2
™ \ l
{ sin(N+1) (W) /2 sin(N+1) (W+A) /2 2
+ (3 sinA/2 ' sin(@h)/2 f(‘”’d@}
-
En vertu du théorgme on peut écrire :
1 [T sin’(v1)@n)/2 72
(3.31) Variance de fN(X) =, § > f(w) qw !
2GS DR L sin”(WHh)/2 J
7 sinGu) @A)/2 (V1) (-0) /2 ]z\[
sin(N+ sin(N+1) (w- :
+ sin(W)/2 sin(W-1)/2 fwan |
-7 /

Faisons tendre N vers + ®, nous avons :

Var [£,0)] = —2— . ,[ T sin®(w1) w/2
N 417 (N+1)2 ~-T7 sin2 w/2

f(w) dw

]2
|

Si donc f (W) est continu & l'origine (théordme de Féjer)

Llim {Variance de £,00) 1 =2 £ (0)

N—Om
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22 Cas A # 0, Supposons que )\ > 0

) 1= 12 2 , < .
Ecrivons que Var [fN(X)J = I Nt J N § avec IN et JN donnés par
(3.31) et (3.32) ci-dessous : ‘
™ . 2
(3.31) .G = 2T%N_+1) ( sin (Nerl) (W) /2 £ (W) v
- sin“(wHh)/2
qui pour tout point ) de continuité de de f(.) tend vers £ (\)
2 N 2
LN OIS Lson]
Quant 2 JN(K) qui est égale 2
(+ﬂ
S 1 sin(M+1) (WH)/2  sin(HDW-A)/2
= ——— 3 dw
(3.32) Y = wmwn sin (W)/2 stn(w-1)/2 )
et qui peut s'écrire, en décomposant 1'intégrale en 3 parties :
A -¢ A+ ¢ AT
(3.33)  J.0) = —— { dw+S dw + | av }

Pour tout A > € > 0, comme f (W) est absolument sommable, on voit

facilement que :
A-€

1 { T |
Eﬁf?ﬁ:fy { g e, dw o+ X+e..' dﬂﬁ}——a 0

. N -

On peut donc écrire pour tout € : {r>e>o0 1 o

3 .

NliTw Jéﬁ:Nli?” { A (N,e)%’ .
¢ 1 A€ in( Y in( A
A(N,€) = sin(N+1) (W) /2 sin(N+1) (w-A) 2 £(w)dw

m(N+1) i e sin(W+A) /2 ' sin(w-A)/2
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En posant 1 =w - A, il vient :

o1 sin(N+1) (2A+1)/2 sin(N+1)1/2
AN.€) = oy sin(DA1)/2 .~ ° sin(i/z) T dl
-€
Comme, pour tout x € [o, % Jon a:
lsin le N Isin xl

pour tout € : {O < €<\ } assez petit on a la majoration

1 1
lav, o) < m(N+1) * [sin(2h-€)/2| . 1???@ e]|f(k+1)'[2€ (D)
2 € Max
< . 1e€ [-S,G] If()\+1)‘

m|sin(2h-€)/2 |

Ce qui prouve que JN tend vers zéro quand € —> o0 pour tout A > 0.

Mais comme c'est une fonction paire de la variable A on a en vertu de (3.33)

lim JN =0 pour tout A non nul.

N~
Finalement, nous pouvons écrire :
2 . _
20°(A) si A =0

lim a . =
(3.34) S lvariance de fN(X)] = {.fZ ) si A#o

Comme par ailleurs, on a :

E (f N(X) - f(>\))2 = (Variance de fN(X)) + (Biais de fN(K))2

nous avons donc le résultat :
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THEOREME 3.3.

Pour toute fonction aléatoire laplacienne, d'un paramétre discret, station-

. naire du second ordre a répartition spectrale absolument continue, on a :

(3.35) lim o Le ) - 0012 = (1 + 8(0,1)) £2()

N—> .

Passons maintenant 2 1'étude du comportement asymptotique d'un périodo-

]

gramme au voisinage d'un point de saut de F(A).

ITTI.D. COMPORTEMENT DU PERIODOGRAMME AU VOISINAGE‘D'UN POINT DU SPECTRE (CAS DISCRET)

Nous supposons que la fonction aléatoire considérée X(V) soit telle que,

-

conformément a (1.12)

(3.36) F, (A\) =0 et F3(x) =0

Désignons par Xi’ di pour i =1, 2, ..., P respectivement les abscisses et
les amplitudes des sauts du spectre de X(V) ; X (V) étant réel, si A est un point du

spectre, - A l'est aussi et les sauts en ces points sont égaux. D'aprés (3.19) on a
P s p 8

N X T .
Elgw]-—1— % WV f SOV A 0,

am(yne1) VM T O Jm

Soit dans notre cas on a :

P ) .
i .EET%ITT" igl d S8in (§+1)(X-X;)/2 pour tout X(K#Xi,
(3.37) El£ ()] =% - sin“(A-A,)/2 i=1,2,...,P)
§ (N+1)4d P d, sin®(M1)(A,-),)/2 :
% T 2n(é+1) i - 2 —— StA =2,
- 143 sin (xj - xi)/z
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et :
2
P d, sin"(N+1) (A;-X.)/2
lim (g [f (X)J} - (N+1) dj + 1 o i J i
A TN, N 21 2m(N+1) i=1 . 2 O\ " /2
i i#] sin FRd
I1 en résulte, en conséquence ; que quand N ™ ® on a :
£ d, -
N3ty . 3 1
(3.39) E Lo ] S + 0 (Nz)
D'une facon plus générale soit M un entier > 1 et posons
(3.40) gM’N(k) = fN+M \) - fN \)
Nous aurons pour j =1, 2, ..., P :
- 2
. A. _
E[gM N(k,)] i E% i zﬂ(é+M+1) igl d; 51n2 (N+M+1) ( ; Xi)/2
N J i#] sin® (A, - 1,)/2
(3.41) < J
1 P d, sin®(¥+1) (A,-X,)/2
.1 5 i joi
: 2m (N+1) i=1 , 2
1 14 sin (kj-ki)/z
Théoréme

Si la fonction aléatoire X(y) a une répartition spectrale F(.) purement
discrete. En désignant parXi et di les abscisses et les amplitudes dessauts

de F(.) (i=1,2,...,P) ’

Alors pour N 2 ® on a pour j = 1,2,...,P,
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§ ~fN(J&.) . ii 1
(3.41) | E L——l—N+1 = 5 +0 (52)
Md;
(3.42) et E[gM N (Xj)J = 7ﬁl + 0 (%) pour tout M > 1

. la quantité g, o (L) est définie dans (3.40),
3

-

Les mémes résultats peuvent &tre transposés au cas d'un paramdtre conti-

nu. En effet, on a dans ce cas

P +T
1.1 lzl T-i(ASh )y
(3.43) Bl () =5 5 djf (1-13) e 37V av
=T
P XA
L ., 5 4 1-cos (A-A )T "8
E[fT(X)] = T j=1 J (X")\j)z pour tout j
Tdj 1, P 1 - cos (Ai-A{)T si A=A
N j# ‘ i j
(c.q.f.d.)
Mais dés lors on peut se poser la question suivante : "Puisque
lim fy (A1) £, )
N~ E L_ﬁif—_ 1= di/Zﬂ,,est ce que l'on peut utiliser -~ 2m

pour estimer di 2"

D'aprés (3.28) et (3.29) nous pouvons écrire dans le cas présent, pour
tout A # Xj :
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[ 2 ,,
Variance de £ (A) = 1 ﬂ [ T q, sin (N+1) A 5)/2 J2
N 4TT2(N+1)2 | = ] i Z(X
) sin +xj)/2

y
|
P sin(N+1) (A+\;)/2.sin (N+1) (A-A.)/2 2
+[s 4, - . J f
j=1 sin(A + Xj) / 2 . sin (X-Xj)/Z |

Donc si A = Xj’ on a :

[ ‘
|

2
sin®(W1) (k)72

P
(3.4 4) Variance fN ) = 7 5 id.(N+1)2+ r d,

' bl J 1=
b (L) " sin’ O j#h;)/2
r .
. (4 (1) sin (MDA N g 4 SinHD Gk 5)/2
] . =Y .
3 sin kj %#J sin (Xi+Xj)/2
i=]
2|
sin(N+1) (Xi-lj)/Z {
sin()\i—?\j)/Z | (

i
1

Pour N 7 *, on aura donc :

fN(X.) 2

. d
(3.45) Variance ( N1

: 1
) = —J3 40 (=)
4m2 NZ

£q )

Ce qui mqntre‘que N+l

ne peut &tre utilisé pour estimer dj / 2m,
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ITI.E. QUELQUES RESULTATS NUMERIQUES SUR L'ESTIMATION DE LA DENSITE
SPECTRALE PAR LE PERIPD@PGRAMME .,

E1) Nous avons choisi pour la premiére série d'expériences de ce

chapitre la trajectoire :

X(t) = z E (i+t)
|i] < 20
E(i) = {HASARD (7) - 0.5 }i

Théoriquement X(t) est donc une trajectoire de la fonction alé-
atoire stationnaire de fonction de répartition spectrale absolument con-

tinue de densité f(x),.

1
f(x) = — = B(i) cos 1i x
J 2T il < s
(41 - |i])/12 si |i] < 41
B(1) = <i 0 si |i] > 41

. Pour le calcul des valeurs du périodogramme fNX(x), nous éva-
luons d'abord }es quantités BNX(i), pour i =0, 1, 2, ..., NX ; puis les
valeurs de fNX(x) d'apreés la formule explicite

1
21

X

£ (%)

NX B (n) cos n x)

(BNX(O) + 2 . NX

n

™M=z

1

Remarquons que ce calcul devient trés couteux * dés que NX
prend des grandes valeurs., En effet pour NX grand, et pour la premié-

re valeur de fNX(x), on aura a effectuer approximativement

a) (NXK +2) (NX + 1)/2 = (NX)?/2 multiplications
b) NX appels de la fonction bibliothéque C@SINUS
c) NX additions.,

*Pour calculer fN(x)pour 315> N > 200 la "IBM 7044" avait mis prés de 0.2

Yeconde

" ] " 440 2 N > 315 " " " " 0.3 seconde

" " " 560 >
n " " 715 > N > 560 " " " " 0.5 seconde

N > 440 n " " " 0.4 seconde
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Les résultats obtenus sont présentés de la facon suivante
11 s’agit de deux expériences, pour NX = 100 (50 a et 50 b) et NX = 150
(50 c et 50 d)

Dans ces pages on trouvera de gauche a droite

- la colonne des abscisses ( A ) - la colonne de valeurs de £ (X))

- la colonne des valeurs de fNX( A ) - puis de fNX( Xy - £ (O,

Remarque :

La trés grande différence des valeurs de f (A ) nous a empéché de

présenter ces résultats par des graphiques,

B) -Pour la deuxiéme série d'expériences nous nous intéresscns a
1'écart quadratique moyenne,
J

g = L f;ﬂ

2

(fNX(X) - f(x))2 dx | /ﬂ L j:T £7 (%) dx]

La fonction observée étant

12

X () = T E (i+t)
i=1

X (i) = { HASARD (121) }i

Les résultats se trouvent dans la "feuille III. 3."
C) Conclusion

En observant ces tableaux de chiffres, nous devons recon-
naiftre que le péricdogramme est bien mauvais pour l'estimation de
£ 0.

- Dans la premiére série d'expériences on observe bien
des erreurs aux derniéres colonnes qui sont en valeurs absolues

beaucoup plus grandes que des valeurs prises par £ (\).

s
- Dans la deuxieéme série on peut y constater que les valeurs de
INX 2lciowocant d'abord puis croissent ; on voit donc qu'til y a
pas d'amélioration pour NX croissant, ceci n'est pas en contra-

diction avec le fait que
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m 52
E [ g [fNX(x) - f(x)] dx]

=TT

soit grand.

Les calculs des INX sont extrémement couteux : rien que pour établir la

premiére moitié de la table III.3, l'ordinateur IBM 7044 a d travailler pendant

plus d'une heure,.
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CHAPITRE IV

IV = A, LE PERIODOGRAMME PONDERE

Nous avons montré dans le chapitre précédent que le périodogramme n'es:
pa% un estimateur asymptotiquement convergent de la densité spectrale. Etanc

donné que fT A) (ou fN (A) dans le cas de parametre discret) n'est autre que

la transformée inverse de Fourier de la fonction de corrélation expérime:

BT (v) = {ou BN (V), cas de paramdtre discret} comme f (A) est celle de 2{v).
il y aura donc lieu de penser que cette absence de convergence provient de

'erreur due 3 BT(V) (ou ) By (v), en tant qu'estimateur de B(v).

Au fait nous avons démontré que BT (v) est un estimateur cenvergent
R{(v), pour T ™ ®, pour toute valeur fixe de v, ou d'une autre mani&re pour tout
5 v P : - A

v tel & o—-> o0 ; Or en calculant le périodogramme comme estimateur de

. N ™ - A . -
f(A), nous avons pris méme les valeurs de BT(V) pour lesquellesle rappori /I

ne tend pas vers zéro.

Afin de remédier & cette facheuse situation, nous allons introduire are

pondération de fagon a4 rendre mecins importantes les valeurs }jév) quil souvt

meins bonnes (c'est & dire pour les B, (v) dont le rapport v/T ne tend nas

T
vers zéro).

Ainsi considérons les estimateurs de la forme suivante :

1 +T —-iAv
o ) = 5= [ &V kaw) By, (v) av (c.x
=-T s
\ P00 =g I ai“uAN V) B (V) (c.d )

Iv[SN
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La fonction k(.) est appelée fonction de poids, A, est une famille des nom-

bres positifs dépendants au paramétre T ; et f*T(X) est appelé périodogramme pon-
déré associé a (k(.),AT). Dans la suite nous allons montrer qu'il existe un clas-

se de fonctions k( ) et des suites Ap de constantes telles que f*T(X) soit un

estimateur asymptotiquement convergent de f(A) en tout point A de continuite de f(.
Les démonstrations seront faites dans le cas de paramdtre continu mais les ré-

e

sultats obtenus peuvent é&tre transposés au cas discret.

IV. B, Etude du biais de f*T(X)

Rappelons que :

) vl
E EBT(\))] =1 -5 ) B

Donc, pour une fonction aléatoire stationnaire dont la fonction de corréla-

tion B (z) est sommable, nous avons pour presque tout A

+T

AR
g% (A) - T L ~ikv B vl . 1 -irvg
(4.2) ELEx (M) - £00) ) ) e k(Apv) (1~ '57) B(v) dv - J e B (
~T S
I1 s'ensuit qu'en désignant par
r -iA
I E%— (} l eV (k(ATv) - 1) B(v) dv
j v|< T
| -ik
(4.33 Do = - E%T 5 v k(ATv) lvl B( ") dv
o / <‘ ) IVI \< T
i N 1 -ilv
i KT = - ﬁ g IVI > T e B(V) dv

e biais de f*T(X) s'écrira :

(4.4 ELex 00 - £ L+ Ky + I

Et il sera donc suffisant de prendre k (.) et AT de fagon a ce que IT,KT,JT

tendent séparément vers zéro, pour T — ®, pour que f*T(X) soit un estimateur aymptc-

tiquement non biaisé de f (A).
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Supposons que l'on ait
+ [oe]
(Hypothese '5»12) 5 |B(L) z,al de <+ pour un certain & > o
o]

02% |B(2) Lal <+ ®

v\. =0

a) Etudions tout d'abomr la quantité JT.

(Condition 1) : Supposns que k(.) borné : lk(2)| <M pour tout z.

L,
(4.5) |3, € 5 |B(v) v| av
lvl £T

Sig > 1 on obtient donc,pour T = @, 1'inégalité asymptotique :

(4.6) lil <0 (o™
Sinon on écrira (4.5) sous la forme :
v &
< == g |B(v) vall vl | av
<
M g a
< 5= |B(v) v'| av
21T <7
Ce qui donne, pour T — @, 1'inégalité

(4.7) Lol <0 (™)
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On a donc la majoration suivante de J

(4.8) Jp €0 (T
b) Quant i KT
o1
IKTI $ o g
lvl > T
On a donc
(4.9) k| <o @™

c¢) Etudions maintenant la quantité I

f

lv| <1

~iAv
e

2 m
pour une valeur s quelconque.

Si donc

(Condition 2):

et

Alors pour tout s < q,on a :
s
A S

21T

<

~

M

1 lv] 7!

Ivlm@ lB(v) val dv < —lji g

T

1B (v) v®| av

T

~lmin (& et 1)])

|B(v) val dv

21T lv] > T

, d'aprés (4.3) on peut écrire encore

k(A v) -1
__fl__;___ B(v) v° dv
(Av)
o
— 0 pour un certain q > o

M

) 1 est une constantes

et si de plus s < & on peut alors écrire :

i
T 1
Ll s 7= Jf
5
$ M, AT

M, [BG) V0| av
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C'est dome quen s -

(4.10) <o rATmin (q , @))
Ty

On peut donc, finalement résumer les résultats obtenus dans 1'énoncé suivant

Théoréme 4.1

Si la fonction aléatoire stationnaire X(t) est telle que sa fonction de
corrélation B(.) satisfait a 1'hypoth2se 1

(4o
‘ Cy Ivg B(v) I dv < + @
H - O
: < &
' X IVQ B(v) | <+
\ V=0

pour un certain nombre @ >n,alors si on choisit {k(. ),A } de telle fagon que
1'on ait (conditions 1 et 2)

| a) Ap— >

T ? >
(4.11) ‘< b) lk(z)l < M pour tout z
; ) lim k(z)-1 _ o pour 1 certain q > o
: L z”0 z

Dans ce cas, on peut caractériser le biais de f*T(K) par 1'inégalité :

; . . -
4.12) 3 lE[f*T(K) -t < K1 o-min (@ et 1)+ KzAT min(q et a)+ KBT

. on K1 et K2 sont des constantes.
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IV - C. ETUDE ASYMPTOTIQUE DE LA VARIANCE DE f*,(\)

Etudions tout d'abord cov [f*T(wl), f*T(wz)] , et soit la quantité sui-
vante :

‘ . 1 = [( N W k D
4.13) T Cov Lf*T(wl),f*T(wz).l =T Ex-f*T(wl)-Ef*(wl),, _f*T( 2)-E f*T(wz),]

L
+T 4T -i(v, W -v.Ww,)

1 11 272 N .
= d d
2 g g {e k(ATvl)k(ATvz)T. CovLBT(vl),BT(vz)]} v, dv,
=T =T
donc avec les notations
/ 1 g -1(vy ¥ =vmy) ?
Lo = Z—E jﬁ ¢q( dv, e k(ATVl)k(ATVZ) UT(u,vl,vz)Q(vl,u,u+v2)d
T 7 T o
. +T +T Si(v.W -y W) -4
: $ = — { d dv_. e 1122 k(A v, k(A _v,.) U_(u,v,,v.)B(u)B(utv, ~-v
4o 14) M 2 Y 2 TV KAV, T WV 2™V
-T =T -0
1 o =1(v W -v,,) 3
NT 4ﬂ2 { dﬁS’ dv2 e k(ATvl)k(ATVZ) g UT(u,Vl,vz,Bx +V2) (u Jl)
-T =T -0

En vertu de (2.10) nous avons :

. * * 3 .
T .Cov Lf T(wl), f T(wz)] Ly + Mo+ Nj

4.15)
avec U, (u,vl, v2) donné par (3.8)
(4.16) @) Supposons ensuite que Q(u,v,W) soit intégrable dans R3, comme on a :
) |UT (u, v vz)l«S 1 et |k(z)| €M, on aura : °
I L
(4.17) ILTI-S — ( j. f |Q(vl, u, u+v2)l du dv1 dv.
41 e S R ’

La quantité LT reste donc bornée pour T—s + <.
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b} Ouant 3 MT’ en posant ¢ ' il vient :
g U2 = V2
1 {T -1, -w))u, T2 ~iugW,
18) MT = = ! du2 e k(A u.) { [e k(A u rATuZ)
TT H
& -T —T-uz
_+_ «

) Up (u, uy T u,, u2) B (u) B(u—ul) dul du,

Si on posait z = A_ u on obtient une autre expression de MT

T,‘T 2
. e ~i(w,~ W )z/A
1€ — __l_ '\\ 1 2 T T
19) Mt Eo b e k(z) Py (2) dz
-TAT
T(1-z/A_T) 1+
p T - /
ft 1 { -1u1w1 {
20) (z) = —= 4 du k(A u +z)e ' Uy (u,u,+ — —Z)B(u)
- 2 ; 1 i 1 A "A,
4ir “ : T T
-T(1+z/ATT) o o B(u—ul)dt
Désignons par‘&& (ul, z)
+m
k(ATu1+z) / . 2
21) o, (u, z) = ———no \ U (u, u, + —, — B(u) B (u~u ) du
T 1 4 2 ) T AL A 1

Supposons que B(v) est sommable, comme B(v) est bornée.B(v) est aussi de

carré sommable, il en résulte que la fonction lB(u) B (u—ul)l est sommable en u sur

h l-= & ®] . 1a fonction sous signe somme au second membre de (4.21) est donc domi-

née par une fonction sommable, 1'application du th&orzme de Convergence dominée de

Lebesgue donne :

+CD

) lim o, (ul’ z) = nkﬁgl { B(u) B (u—ul) du

@
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Rappelons que la fonction (PT(Z) est donnée par (4.20) ; comme B(u) est de car-

ré sommable le produit de convolution & (ul) de lB(u)|

[ee]
4.,23) b (up) = ( B(w) B(u-u)| au
- O
est sommable en uy s comme lk(z) I <M, on a :
2 —iulwl = z z
|4TT cpT(ul,z)I = l k(ATu1+z) e { UT(u, uy + ,A——) B(u)B(u-ul)duISM%(u
-T T T
d'aprés (4.20) et (4.21)
T (1-2/A.T)
- -iv, W
4.24 (D (z) = g e 11
) T cpT(ul, z) du1:
-T(1+2/ApT)
Alors si AT T';:;mm 1'application du theoréme de convergence dominée
donne :
. e
. . -iu, W
lim T(z) _ S lim { CPT(ul’ 2) e 1 1}dul
T - © T — ©
- @
2 ~iu W -
= k(z) { [e 11 { B(u) Bluzul) gy i
© © 4 m

en appliquant le théoréme sur la transformée de Fourier d'un produit de convolutio:
on a :

(4.25) lim @T (z) = k(z) £2 @)
- T - OO

Comme : L™ + @ 4+ ®

I¢T(Z)‘ < § lQOT (ul, z)ld uy < M f du1 g |B(u) B(u—ul)l du

@© © ©
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et que :
+TA,
- i
T 1(W14D2)Z/AT

Ap M, = g e ' k(z) §~T (z) dz

«TAT

si donc k(v) est sommable alors d'aprés le lemme préliminaire on a :

lim _ .
o (AT MT) =0 si (wl - w, # 0)

Dans le cas ol W, = wz, on a :

1

TA,
T

AT MT = gA k(z) @T(z) dz
T

donc avec les mémes conditions imposées, nous aurons

+w
(ap M = £, (W) f K2 (2) dz

lim

T =

En résumé, nous avons

)

o si # W

lim 1 2

A /M. =
(4.27) S /My

2 2 '
w i W =w
£7( 1) E k™ (z) dz si 1 5

~

c) Il reste a étudier'NT. D'apres (4.14), pour v, fixé le change-

2
ment de variables d'intégration :

1 ?T i(wl+‘”2)v2 T, -iz, W, :
( - )
(4.28) Ny s — f av, e k(a,v,) f az, e a2, -Av,)
=T =-T+v
2
+m

5 dz UT (z+v1, zl-vz,vz) B(z) B(z+zl)

-
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En posant z, = AT Vs il vient :
TA, +T (142, /A T)
- w
4.29) ! g i(w 4w )z, / f 1219
AL Ny = Wz dz, e 12772 A k(z ) dz, e k(ATzl—zz)
~TA, -T(1- zz/ATT)
+ z, z,
. 5 U, (z+v, ,z, = —, =) B(z) B(z+z,) dz
T 1°71 > A 1
), A By
Sous cette forme on voit qu'avec les mémes hypothéses faites dans 1'étude
de MT’ on peut écrire :
. W_) avec W  #-Ww
(4.30) Lim AN = 2 12

T - T T + @

i O pour tout couple (wl’
f(w)g

k2 (z) dz pour tout w, =-w2.

On peut donc résumer ces résultats, en énoncant le théoréme 42

Théoréme 4.2 {IV}

Soit X(t) une fonction aléatoire stationnaire dont la fonction de corréla-
tion B(.) et le cumulant non laplacien d'ordre 4:Q(u,v,z) sont tels que :

[oe]

+
( B(v) dv < + =

f 5

® . o _ ™

IQ(u:Vsz)l du dv dz < 4+ ®

Alors, si {k(.), AT} satisfait aux conditions

|k(z)| < M pour tout z

+m
(k2] dz<+=

A —— >3 0o
T T
A T————-——» ®
T " ®

et {

.




IV - D.

(h.32)

033

(4.34)
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On a
lim - § . . T s . _
S ]f,raov Lf*T(ml), f*T(wz)J = (6(w1,w2)+6(w], wz))‘
4@

). [ k) a

v j1 pour x #y

g avec 6(x,y) = .

LO autrement

CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE DE Fro(A) .

En remarquant que l'on a :

B (£ O0)-( £0)% = & Lex, ) - E f;gx)lz + (BEx (M) - £G)?

2f en réunissant les résultats pbtenus des théoremes (4.1) et (4.2), nous pouvons

énoncer le théoréme suivant

Théoréme 4.3,
R . . . . . iéme .
Si Xit) est une fonction aléatoire stationnaire du 4 ordre X(t) qui
st talie que

4 @
x .
S ( |B(v) v | av < 4+ ® pour une certaine valeur @ > o
. @
? +® f oo 4 o
v ) ) |Q(x,y,z)l dx dy dz < 4+ @
4 [oe] @ (o]

ol B(v) et Q(x,y,z) désignent respectivement sa fonction de corrélation et son
cumulant d'ordre 4 non laplacien. Si la fonction k(.) etla suite AT sont’ tel-

les que : .
[ k)] <wm
. \
i ilf o ; Eéil:l§.= o pour un certain q>20
z ‘:’

[ee]

|k(z)| dz < +

f

R

[ee]



Iv - 12

- 62 -
3
! B >0
(4.35) i ! T @
.
A N— s @
! N -
| T
}
:
é Alors pour T ” ® la quantité E [f*T(X) - f (X)]Z tend vers 0 au
§ moins aussi vite que la quantité :
{
i ~min(& i - -
(4.36) | [ pmin(@ et 1D oy min@ et @) oy 2ig (a7
f 1 2 o1 30T
§ ot Kl’ KZ’ K3 sont des constantes .
Etant donné que A_—3 o , d'aprés (4.35), on aura intérét & choisir k(.) qui

T T

correspond & une valeur assez grande de q telle que (4.34) ait lieu.

Pour fixer les idées choisissons AT de telle sorte que pour T 7 ® on ait

AT =0 —T'B) 1>B>o0

Soit €T = E [f*T(K) - f (X)]z, d'aprés les résultats précédents on a :

(4.37) e, < m™" (@et 1), o (1)

Par ailleurs on peut encore écrire :
-min L20, 208 ,1-B ])

( si 0<&<gq : eT <o (T

| i _
(4.38) j si 1<a<q :€,50 (p~min (2B, 1 B])

K si g<@ :eT <0 (T—min [qu’ 1 - B])

-min (A8 et qB ) )2 + 0 (TB*I)

d'ol, dans des cas pratiques ol q et O seront fixés : le choix optimum — celui

qui assurera la plus forte convergente de €T vers zéro _est le suivant:



(4.39)

(4.40)

IV - E.
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:,/
a) Si 0<q < q on prendra B = - et on aura
a
) o 1+ 2
| e, = o (r W%

< T

b) Si q £ @ on prendra B = L et il correspond
1+2q
29
e =0 (T 129
\ T

Dans tous les cas l'ordre de convergence en moyenne quadratique de f*T(?)

vers f£(A) ne peut donc &tre supérieur a % .

~

Comme on a toujours intéré&t a choisir k(.) de fagon que f*T(x) converge
aussi vite que possible vers f(A) : il y aura donc & choisir une fonction k(.)
constante dans un voisinage de zéro et égale 4 1 dans ce voisinage, et dans ce

cas on aura
2 Q

_ 1420
€ = o (T )

. 3 . . 1
Si donc B(v) converge vers zéro plus vite que toute puissance de_; on

voit qu'il existe un choix des AT pour lequel €_ converge vers zéro plus vite

que n'importe quelle puissance C < 1 de % .

T

EXEMPLES DE F@NCTI@NS DE P@IDS

D'aprés le théoréme 4.3, on voit que les conditions 2 imposer sur une
fonction k(.) pourqu'elle puisse servir de fonction de poids d'un périodogram-
me pondéré convergent ne sont pas difficiles & remplir. Il ne sera donc pas

étonnant de voir que de nombreuses de ces fonctions ont été proposées.
s

Citons en les plus courantes,
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1°)
Une classe de fonctions de poids, des plus simples, a été proposée par
Parzen. Ces fonctions sont de la forme - notons les par kr (z) -

1 - Izlr pour |z|,s 1
(4.11) k (2) =

' 0 pour lz| >1

et olt r est une constante positive.

On voit, sans difficulté, que pout tout r > o fixé, kr (z) satisfait bien

a (4.34) pour tout q < r.

Pour r = 1 on retrouve le périodogramme pondéré

1
fx. A) = =/ (1-]A.v|) B.(v) cos (VA) dv (c.c.)
T 21 |V| < l/AT T T
1
£ (A) = =— % (1 - |ag VD B cos(vr)  Ced)
!\ N 21 I\)I < 1/A N

qui est connu sous le nom de périodogramme de Bartlett modifié
D'apres (4.39), le périodogramme pondéré associé a kr (z) donné en (4.11)
ne peut &tre certifié d'avoir d'un ordre de convergence en moyenne quadratique

supérieur a L= le choix optimum de AT dépend dans ce cas du compor-

tement assymptotique de B(v), pour v = «,

2°)
Périodogramme pondéré de Daniels: On appelle ainsi tout périodogramme pon-

déré associé a la fonction de poids
sinz lz‘
(4.43) klz) = z

o lzl >1

<1
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/ AT——_ma o

et a une famille de constante AT : i TA ——> ® gyec T = @
A _

Le choix optimum de A, évidemment dépend encore de la nature que B{v).

L'ordre de copvergence optimum du périodogramme pondéré de Daniels est
2/3
comme celui de (%)

37)
Périodogramme associe la fonction a C@SINUS
La fonction :
f cos z pour'lzl <1
(4.44) k(z) =
( 0 pour |z| > 1

est évidemment bornée et sommable , elle est donc se servir de fonction de
poids.
Comme on a ici

k(z) - 1

2
z

= _ 1
2

1'ordre de convergence deE[f*T( A) - f (x)]z qui lui est associée, avec un

choix adéquat de AT,est au maximum comme celui de (%)2/3
4°)
Le périodogramme tronqué :
- s
( £x (W) = f B (v) cos.vw dv (c.c.)
(4.45) J lv] < m
f
\ f*N(W) = % BN(v) cos'Vv W, (c.d.)
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qui correspond a la fonction de poids

-
1 pour ‘zl <1
k(z2) = 0 pour lzl > 1
(4.46)
< 1
! et avec A = = (c.d.)
; N m
N
Ay = "l‘r— (c.c.)
\ ol MT est une famille de constantes convenablement choisie (mf———> @)
T—m
On voit qu'ici; l'ordre de convergence de f*T(K) vers f(A) dépend unique-
ment du comportement asymptotique de B(v), et qui est indépendante de q. Pour
une fonction aléatoire X(t) dont la fonction de corrélation B(v) converge vers
zéro plus vite que toute puissante de %-, l'ordre de convergence de
E [f*T(K) - £\ 1% vers zéro peut-&tre rendu plus grand que celui de n'importe
quelle fonction de la forme (%—)a avec a < 1,
5%)
*
Périodogramme pondéré de Rosenblatt( ).
Remarquons tout d'abord que toute combinaison linéaire finie K(.) de
fonction de poids ki(v) vérifiant (4.34)
M
( K(x) =%, a k (x
i=1 i
L <4
(4.47) ] M
avec Z a, =1
! i=1 i
N

est encore une fonction de poids qui vérifie (4.34). C'est cette idée qui a
permis a Rosenblatt* de proposer l'estimateur de la densité spectrale suivant,
pour le cas d'un paramétre discret

£ () = 2 B (o) +

1 ;N B.. (v) (0.46 cos EE~+ 0.54) cos vy x
T \)'—:1 N ¢ :

* ULF GRENANDER AND MURRAY ROSENBLATT. Statistical analysis of stationary
time séries. ALMQUIST WIKSELL STOCKHOM (page 149).
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IV - F. EXPERIENCES NUMERIQUES

Nous classons nos résultats en trois catégories qui correspondent a cha-

cune une série d'expériences :

IV - F1. Premigre série d'expériences (ou ERREURS PAR POINT en fonction de NX).

La trajectoire observée dans cette série est celle de la fonction aléatoi-

e - 12
X(t) = & E(t+i)
i=o0
(4.48) $ E(i) est une suite de nombres aléatoires ayant (o0,1) comme
loi de probabilité et qui est fabriquée d'aprés la méthode de

L rejection .

Nous voulons avoir, par ces expériences, une idée sur ce qui donnent les
différents périodogrammes pondérés en tant que estimateurs de 1la densité spec-

trale de la fonction X(t) définie dans (4.48).

En ajoutant a la liste des périodogrammes exposés dans IV. E le périodo-

gramme pondéré suivant

(4.49) £ (x) = t— I a-laly 8y
N 2 InIS/N /N N - n N

(n) cosn x)

qui a été proposé par BARTLETT (*) les calculs sur IBM 7044 nous ont fourni
les valeurs dans les tables A.j (pour j = 1, 2, 3, 4, 5) ol nous avons noté
par :

: i _ e (1) m m
(4.50) A N (v) = f*NX (v 3% ) - £ (v

34)

- avec la convention suivante :

(*) M. S. BARTLETT Périodogram analysis and continuons spectra BIOMETRIKA,
37 (1950) pp 1 - 16.
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si i=1 f*éi) (.) désigne le périodogramme pondéré de Bartlett
"oi=2 " " " " " " Bartlett modifié
(4.51) 1= 3 " " " " " " Daniels
"oi=4 " " " " tréﬁqué
‘( " i=5 " " " " proposé par Rosenblatt,
Remarque :
D'apres (4.39) nous voyong que, dans le cas discret, nous devons
prendre ou B = ou B = ; 11 en résulte par conséquent, qu'il
1+2¢ 1+2q

faut prendre qX assez grand pourqu'un nombre raisonnable de BNX(V) (avec
v 1

T508 g —

|v|~$ {T ou T }) se présentent dans le calcul de

(i)
f*NX ().

Conclusion :

Ces tables nous montrent que, sur cet exemple d'estimation, dans 1'en-
semble, il y a amélioration pour NX croissant, mais il est difficile de
voir si un tel estimateur est meilleur qu'un tel autre. En effet, prenons
la premiére ligne page Ai (i=1,2,3,4,5) et intéressons nous & l'estimateur
qui donne le meilleur résultat ; on trouve

{ Pour NX = 1000 le meilleur est donné par f*(s) avec une erreur — - 1,0269
Pour NX = 2000 " " T A T TSI S TP
" Pour NX = 3000 " " " " " f*(5) " " " = 0.2649
~ Pour NX = 4000 " " " " nooex(5) " "= _0.2586
Pour NX = 5000 " " " " noogx(5) " " = _.0.3258
I1 parait donc que f*(S) est meilleur , mais a la 3iéme ligne on trouve :
{Pour NX = 1000 le meilleur est donné par f*(3) avec une erreur = - 0.00721
%Pour NX = 2000 " " " " " f*(4) " " " = - 0.08325
;Pour NX = 3000 " " " " " f*(a) " " " = - 0.00138
~Pour NX = 4000 " " " " " f*(l) " " " = 0.00828
Pour NX = 5000 " " " " woog(4) " " =~ 0.00169
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Ce qui donne raison a f*(4) et contrarie, par conséquent, l'hypothése selon
5 . < :
laquelle f*( ) est le meilleur, On trouvera encore un autre résultat en obser-

vant les 13iéme lignes de ces pages :

( Pour NX = 1000 le meilleur est donné par f*(z) avec une erreur — 0.,0000874

1l

? " NX = 2000 " " " " " f*(3) " " " =-0.000357
? " NX = 3000 " " " n " f*(Z) " " " == 0.002881
o .NX = 4000 " " " " " f*(s) " " " =-0.001028

" NX = 5000 " " " " " f*(z) " " " = 0.001335

Globalement nous avons eu vraiment une amélioration pour NX croissant,
comme nous avons dit, mais si on s'interesse a une valeur A précise (qui cor-
respond & une valeur de V, voir (4.50) on voit que - pour i=1,2,3,4,5 - les
quantités

i
A v)
NX
ne semblent pas &tre des fonctions monotones de NX, on est donc bien dans un

domaine aléatoire.
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IV, F.2. Deuxiéme série d'expériences (ou ERREURS PAR POINT en fonction
de NB = l/AN). Désignons par :

e = (D Ty m v=0,1,... 34
A NX,NB(\)) £ NX. NB v:e3g) - £ 35 ) {i=1,2,3,4,5 }
(4.52)
. ou
(1) _ Lz (1) R
f*NX,NB (x) = o1 In| < N8 k (n/NB) Byy (n) cos{n x)

Nous ferons NX = 7000

. s i .
Le but de cette série d'expériences est de calculer A (v) en fonction

NX,NB
de NB donc de voir 1'influence du choix de NB sur la qualité de ces différents
estimateurs.
La trajectoire observée est celle de la fonction :
12

(4.53) X(n) = % (13-i) {HASAFT (7) }i+n
i=o0

Les résultats numériques se trouvent dans les tables (B.j) pour
j=1, 2, 3, 4, Ony lira :

- en liére colonne les valeurs de i

I
- en 2iéme colonne les valeurs théoriques de f ( i = ); £(.)

35
désigmnt la fonction de densité spectrale de X(V) — (4,52) —
- ensuite les erreurs commises par les différents périodogrammes

pondérés dont les noms sont écrits en haut des colonnes.

~

Chaque table correspond & une éxpérience associée & une valeur, du para-
métre NB. Ainsi la table B.1 est relative & la valeur NB = 5, B.2 relative

a NB = 10, ... B.4 a la valeur NB = 20.
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Conclusion :

En parcourant ces pages de résultats on observe des faits suivants :

20}
a) Le périodogramme tronqué et le périodogramme de Dar:iels sont les meil-
: leurs si on s'interesse & l'erreur absolue maximum (voir le graphique
ci-joint) les autres sont de loin moins bons,
: On constate aussi que les plus grandes erreurs se trouvent, pour 1'en-
: semble de ces périodogrammes, au voisinage de l'origine.
: b) On observe que les erreurs dues a l'emploi des trois estimateurs
g - tronqué
S - de Rosenblatt

8 - de Damiels

ont une répartition plus réguliedre (autour de la fonction théorique)

c) Dans l'ensemble les meilleurs résultats sont relatifs aux cas ol
NB > 13 (Rappelons que la fonction observée est donnée Tar (4.53)

i
dont la fonction de corrélation B(y) s'annule pour tout vl > 13).

Remarquons, enfin , qu'il est & prévoir qu'en prenant des valeurs de
NB nettement plus grandes que 13 les périodogrammes de Parzen ou Bartlett modi-
fié de Bartlett seraitent meilleurs. Etant donnée la forme de la fonction k(z)
dans ces deux cas ; on voit qu 'elle tend a diminuer toutes les valeurs de

- (n) pour n proche de NB touten laissant fixes les valeurs B < (n) pour n
P3N

BN N
relativement petit. Donc dans le cas précis si l'on prenait NB nettement plus
grand que 13 : on voit que la présence de k(.) dans le périodogramme de Parzen

tend a diminuer les quantités B (n), pour n > 13, qui par ailleurs ne sont

NX
que parasites (théoriquement parlant). L'usage du périodogramme pondéré est

précieux mais délicat,.
L d

I1 me semble donc qu'il serait mauvais de procéder a l'estimation
de f(.) de facon automatique sans se préocuper de l'hypothése "B(n) = o

pour n > N, un certain entier ",

d) Pour les valeurs x > 10 T / 35 le périodogramme de Rosenblatt donne
les meilleurs résultats.
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IV. F. 3. TROISIEME SERIE D'EXPERIENCES

Nous avons pris pour cette série la fonction pseudo aléatoire

: - 20 )
X(t) = i*%o {HASAFI (D,

et nous nous interessons particuligrement aux " ECARTS QUADRATIQUES MOYENS"

m T

() (1) 2 T2 :
; - - f d L £ (x) dxl
» Uy ¥ [_{ (e e O (x))° dxl/ %
(4.54)
; avec .
] (1) 1 by (1)
i £ = k. (A_n) B__ (n)
NX

{ NX,NB 2T |n| <NB NX

Les résultats obtenus se trouvent dans les TABLES c¢.j (j =1, 2, ..., 16)

chaque table correspond & une valeur de NX écrite en haut de la page , en fai-
’ ' (1) .
sant varier NB on obtient les colonnes das valeurs A Nx.xg Pour i= 1,2,3,4,5
3
qui sont des erreurs quadratiques moyennes respectives des périodogrammes pon-

dérés usuels considérés.

Conclusion

Encore une fois nous observons que les estimations de f(x) par ces dif-
férents estimateurs s'améliorent avec NX grandissant, et que le Périodogram-
me tronqué et celui de Damiels donnent les meilleurs résultats pour NB proche
de 20 (valeur de N telle que B(n) = o si 'nl > N). Pour les valeurs NB > 20
les meilleurs performances ont été obtenues par les autres estimateurs et qu’'on

a cela indépendamment de NX (longueur des trajectoires observées).

Outre de ces quelques exemples nous avons fait beaucoup d'autres expérien-
ces de ce type. Tout en effectuant des variations sur le paramétre NA et sur
les fonction a(i) des trajectoires pseudo-aléatoires

7 X(e) = & a(i) . E

\ O<i<NA e

{Ei} bruit blanc de différente loi de distribution.
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Ces expériences ont toutes confirmé cette constation, On peut donc dire
que dans les cas considérés tous les périodogrammes pondérés sont équivale-ices.
et que tout dépend de la maniére avec laquelle on choisira NB, L'usage du pé-
riodogramme tronqué pour NX grand exige un choix délicat de la valeur que doit

prendre NB,

IV, G - LE PERTODOGRAMME TRONQUE ET SA BANDE DE CONFIANCE

Supposons qu'on soit dans un cas ol ar un moyen ou par un autre, nous
PP s

avons pu détecter que la fonction B(n) est nulle si Inl > NB. L'usage du pe-

riodogramme tronqué est alors pleinement justifié.

(4.55) f*N (x) = E%— |iE§NB BN (i) cos (ix)

La longueur de la trajectoire observée étant fixée, nous nous propcscms

de construire une bande de confiance dans laquelle f(x) devrait se trouver uvar

une probabilité approximativement égale a 0.95.

D'aprés le chapitre II, nous savons que, pour N assez grand, les guanti-
tes BN(i) sont approximativement laplaciennes, et par conséquent £y (x) e

aussi, Comme d'apreés le méme chapitre on a aussi

. . 1 .

( Cov [BN (i), BN(J)] == N D(i,j)
(4.56) ¢ M, @ _

| ot D(i,j) = (—3 -3)B (i) B (j) + I B(k) LB(k+i-j)+B(k+i+i .

M =-
2
I1 en résulte dans ce cas : .
- cov [B (1), B.(] = + [ (ﬁ 3) B(i) B(j)
ov LByt Beld N 22 ]
NB-|i-j] 2 NB-| i+
+ I B(k) B (k+ |i-31) + £ B()B(k-i

k = -NB =-NB
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Pour N assez grand, comme B_ (i) est alors approximativement égale a B(i),

N
on peut écrire :
' cov [By(), B ()] > D (1,1)/N , o :
u NB-|i-j|
D(i,3) = (= -3 By (i) By (§) + k>_3 B (k) By (et|i-3])
(4.58) H =B
<
NB | i+j]
+ I B (k) Bo (kHi+i)
k= -NB N N
Calculons maintenant la variance de £ (x) qui est donné dans (4.55).
On a :
e (0 - Elen o)l =5 T @y (D) - BB (D)), cos i x
| i|<nB
1 NB ]
= 5= [ (BN (o) - E By (o) + 2 . 151 (BN(i) - E BN(i)),cos ix J
(4.59) bt Leng GO - E 5 017 = (By(0) - E By (o))
NB
+ 4. i§1 (BN(o)-E B (0)) (B (1)-E BN(l)).cos

NB
+ 4.i ?=1 (BN(i)‘EBN(i))(BN(J)-EBN(j))cosix.c



I1 en résulte alors :

[ art L -
% U
| Variance [f N(x)] 3 j cov [BN (o), By (o)
j 4rr \
f N B
(4.60) ¢ + 4., T cov [BN (0), By (i)]. cos (i x)
| i=1
3
N B )
§ + 4. cov [BN (1), By (i)d. cos (ix). cos (jx) &
é i=1 ,
Par conséquent, en vertu de (4.58) , il vient :
[ Variance [f*N (x) 1= VN (x) ob :
: 1 N B
vV, (x) = — S D, (0,0) + 4. T D (0,i) cos (ix)
N 2 N . N
41N ( i=1
© (4.61) < NB z
: + 4, & DN (i,3). cos (ix), cos (jx) |
i,3=1 )
et D (i,j) est défini par (4.58).

D'oll en tenant compte du caractére approximativement laplacienne de fN(x)
la bande de confiance qu'on cherche est donc limitée par les graphes de deux
fonctions le (.) et sz(.) suivantes :

[ le )= B 0 - 27V )
(4.62) | 22060 = () + 2. ey

|

i

L avec Vg (x) donné par (4.61)
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IV. G.1. Quelques exemples d'estimation

Les résultats obtenus de quelques expériences numériques faites sur cette
méthode se présentent sous forme de graphique que 1l'on trouvera derriére les
tables (C.i). Comme les valeurs de f*N (x) ne sont calculées que pour les
valeurs X, o8

x, = 1 /34 (pour i = 0,1,..., 33)

nous ne donnerons la bande de confiance qu'en ces points : elle y est présentée
par une barre verticale dessinée en plein.

Les points théoriques (xi, f (xi)) seront marqués par des astériques.

Ces quatres graphiques ne sont que représentatives, je voudrais dire
qu'elles ne sont que des exemples pris parmi les expériences effectuées sur
cette méthode, qui ont montré que dans presque tous les cas : les points thécri-

ques appartiennent vraiment ™ aux intervallesde confiance.

L'estimation de f(x) par la donnée de f*N (x) et sa bande de confian-

ce [le (%), fZN (x)] est plus significative que si la seule: donnée est f"’fN(x)“°






CHAPITRE \

T e

ESTIMATEURS DE MOYENNES PERIOGRAMMES

Nous désignerons par estimateur de moyenne périodogramme tout estimateur,
de la densité spectrale f (x) d'une fonction aléatoire stationnaire X(t), qui

est de la forme :

~ S
[fT (x) = £ (1) Wr o (1) d1 (c.c.)
]N Coq
fN (x) = S fN (1) wN’X (1) 41 (c.d.)
-TT

o f (1) et fN(l) désigne respectivement les périodogrammes de X(t) dans le
cas d'un paramétre continu et dans le cas d'un paramdtre discret.

Les fonctions W
T’ N,

dans le premier cas, et (N,x) dans le second. Nous allons démontrer, que sous

« (1) et w < (1) dépendent de deux parametres (T,x)

certaines conditions imposées & k(.), on peut mettre le périodogramme pondéré

sous forme d'un estimateur de moyenne périodogramme.

Ainsi soient

1}
IH
“—

f*T<X) e—lXV

k(ATv) BT (v) dv

2T

i
1 1 -inx )
if*N(x) — z e k(AN n) BN (n)

les périodogrammes

métre continu.

lnIS N

. s
pondérés, et interessons nous tout d'abord au cas d'un para-
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Donc, si k(v) est la transformée de Fourier d'une certaine fonction

sommable W (t)

+ e
k(v) = ¢ “VE () ac
- @
On a :
+co
_ -ivt
Jk‘(ATV) {m _wT (t) e dt
1 t
Lo W.(t) = 1+7— W)
T AT AT
Il en résulte par conséquent que :
+T + @

1 -1i
f*T(X) = = S o-ixv By (V) g W, (t) e

-T

En vertu d'un théoréme de Fubini on a encore

+ @ T
£ (x) = Elﬁ g e { i) v
: e T
+CD
f*T (x) = § wo(e) £, (e4x) de

wT (t=-x) fT (t) dt.

|
~— +

Proposition 5.1.

Si k(v) est la transformée de Fourier d'une certaine fonction W(t)

k(v) = ( eI we) ae

e} +oo

. 1 =X
b —] — —
Alors : f T(X) A { fT (t) W (! ) dt

T ® T

“VE Gt v

BT (v) dv dt
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Dans le cas d'un paramétre discret, posons :

@

Wy (8 = % k(ag) emint

n=-®

~

Etant donné que k(.) satisfait a (4.34), la fonction WN (t) est continue

et intégrable sur'Pﬂ,ﬂ] , et on a :

™
_ 1 g int
k(ANn) = 3 WN(t) e dt
~TT
et par conséquent :
1 5 -inx
frx (x) = —— e k (A.n) B_ (n)
N 2T Inl SN AN N
ﬂ
_ 1 o ( int -inx
= 5 WN t) e dt e BN (n)
417 |n|$N
~TT
1 i
* [ -
fry () 5 g we(e) £ (x-t) dt
-
i
N
= 7o ng (x-t) fN(t) dt
~TT

Proposition 5,2

$i fxo (x) est le périodogramme associé 2 la fonction de poids k(,) qui

satisfait a (4.34), alors en désignant par :
@

_ -int
) W (t) = nE k(AN n) e .
On a : T
! 1 -
; * =
.9) : f* (%) T

—_ 3 WN (x-t) fN (t) dt
1



(5.10)
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Ainsi en posant

_ 1 1-x

wT,x (1) = — wo( ) (c.c.)
_

Ynx (DT g Wy O e @

Nous voyons que certains périodogrammes pondérés peuvent se mettre sous la

forme de moyennes périodogrammes.

une fonction W

~
Inversement, soit un estimateur de moyenne périodogramme fT(x) associé a

« (1) telle que 1l'on ait

T
1 1-x
S w (1) = — F ( )
T,x AT AT
ot a) La fonction F(t) peut s'écrire
+ [ee]
_ 1 -ivt
F(t) = 5= _jm k(v) e dv

et oi k(,) satisfait a (3.34)

b) AT est une famille de constantes telles que

Alors }&(.) est un estimateur pondéré satisfaisant a (4.34) et (4.35).

Dans le cas discret si fN (.) est un estimateur de moyenne périodogramme

associé a W (t) tel que l'on ait :

N,

_ 1
j'wN,x (1) = 2T wN (t-x)
1 T
{ avec —— f We (£) dt = 1

L 2T T
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alors en désignant par Ky (n)

il
1 int
KN (n) = P § W, (t) e dt

- T

~
on voilt que fN(.) est bien un périodogramme pondéré associé & la fonction de

K] ‘I[ ) =
poids kl.,) téelle que k (ANn) Ky (n).

Donnons nous maintenant quelques exemples de périodogrammes pondérés qui

peuvent se mettre sous forme de moyennes périodogrammes.

fxemple 1

Soit le périodogramme pondéré associé & la fonction de poids suivante

k(z) = iRz
z
qui n'est autre que la transformée de Fourier de W(t)
J—z— si el <
wiey = |

! .

i n si lt‘ =1
: 0 si 1t1 > 1

On p2ut donc écrire ce périodogramme sous la forme suivante

§+AT

J
oy

1
* =
£ T (%) 2A

£ (t) dt
- T

Exempie 2

Le périodogramme pondéré associé & la fonction de poids
{cos z si z| <1

k(z) = !
/o si |z| > 1
peut s'écrire : sin (1+ £:§ )
1 e T +
%* = {
£rp () M, fr (©) P, Lex
-® ! A

T

£* (%) est donc la moyenne de fT (t) dans 1'intervalle Lx - AT’ X + A

I
T:

sin (1- i:z
T
1- =
T

e S ——

dt
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Exemple 3

Le périodogramme pondéré Bartlett modifié, qui est relatif & la fonction

de poids 1 - lZI oi lzlé 1
k(z) = 2 0 si ‘zl).l
peut s'écrire
+ @ (sin [ (t-x)/24.] ; 2
=1 TS
By (%) = 55 AL Sm f2(0) % (e=x)/2a, de

Exemple 4

Si la fonction de poids k(z) est égale 2 e-Izl

alors le périodogramme
qui lui est associé s'écrit
__|_co
1 5 1
* = —_— —_—

g 00 =gy ) O —— at
=
A T

Exemple 5

Le périodogramme tronqué associé a la fonction de poic

(1 si |z 1
k(z) = < A

i

{ 0 ailleurs

l -
A A2

s'écrira donc encore sous la forme

+ @ sin L
1 Ar *
* = r— ————
£ (%) i g £, (%) - dt
_ @ A

- T . T - -
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CHAPITRE VI

METHODES SPECIALES

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, & l'estimation paramétrique

de la densité spectrale dans deux cas discrets suivants

a) ol la densité spectrale f(.) est de la forme

2 2n
= . ' SEU
£(x) ag +a; x"+ +a x pour le <

(6.1) n est un entier connu, et a; (i=o0,1,...,n) sont des para-

méetres a déterminer .

b) oa £ (.) est de la forme :

- 1 n AjleiX - bjl?
= == %
f(X) 2 T j:]_ Ieix - a |2
j
2 . 2
1 n Aj [(cos x—bj) + sin“x]
(6.2) R

(cos x - aj)2 + sinzx

< n étant connu : les constantes Aj’ bj’ aj sont réelles ;

aj, bj distincts et

o < aj <1 .

o< b, <1
J
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»I. A, ESTIMATION POLYNOMIALE

Soit X(V) une fonction aléatoire stationnaire du second ordre ayant
une densité spectrale de la forme (6.1) et dont une trajectoire a été

observée pour v = o, 1, ..., N. On a alors pour tout p entier:

Toix n T ixp 2m
(6.3) B(p) = [ e P f(x) dx = % a, ( e S
&TT h=o =TT
soit
n
{ B(p) = hgo ah,J(p,h)
(6.4) m
2h
avec  J(p,h) = S x" cos(p x)dx.
=TT
On voit par conséquent que les quantités ay (h=o0,1, ..., n) satis-

font a un systéme d'équations linéaires dont les coefficients du premier
membre sont indépendants de f(.). Si donc on considére les P + 1 premiéres

de ces équations, on a le systéme suivant

= r
f/ TA=B o (5(0)
i i a FB(1)
! 1
‘ avec A = a2 B = .
Y } © o
(6.5) 5 a B(P)
! v n ~
i
! et J telle que J, y = J(i,j) (défini dans 6.4) ,
k i=o0,1,..., P ; j=0,1,...,n ;
On a

Proposition ©.1

; . T , iy
Si P > n alors la matrice J J est inversible et on a

" (6.6) A= (JTJ)"1 7B
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Démonstration

En effet 1'équation (6.5) s'écrit encore :

JT JA = JT B

i1 suffit donc de prouver que 1l'on a bien

(6.7) déterminant (JYJ) # 0
Or d'aprés un théoréme*sur les déterminants de Gram on a
(6.8) dét (') = ¥ 82
K k

ou 6k représente les C;ii mineur d'ordre (n+l1) de la matrice J. Comme

. s 21 % . 2 . .
J est une matrice & éléments réels tous les & Kk sont donc réels positifs
et par conséquent pour prouver (6.7) il suffit de montrer qu'il existe

P, Z
un élément & . non nul,

Ainsi soit la matrice K suivante, qui est un mineur d'ordre (n+1)

de J :
(1,1) (1,%x%) (1, . (1,%x%%)
(cos x,1) (cos x,xz) (cos x,x4) ,,,,, (cos x,xzn)
2 4 2n
(cos2x,1) (cos2x,x7) (cos2x,x )..... (cos2x,x" )
(6.9) K =
(cosnx,1) (cosnx,xz) (cosnx,x4) ..... (cosnx,xzn)
avec la convention :
TT s
(6.10) (f(x), g(x)) = K' f(x). g(x) dx

=TT

(*) Théoreme 1.3.1 (page 26) Méthode des moindres carrés de Y.V. LINNIK
Dunod, Paris 1963,
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D'apres cette notation (6.10) il est facile de voir que

" dét (K) = 0" est équivalent & "il existe une combinaison linéaire des

fonctions cos (jx)

n

T(x) =L &, cos (jx)
(6.11) , j=o J

avec les aj non tous nuls

(6.12) _ tel que 1'on ait : (mM(x), x21) = o0 pour i = o,1,

N

n

., n." qui ceon-

a
duit une suite contradiction.

Démontrons cela : En effet désignons par X1 Ko, X35 vees Xp’

- Xl’ = Ky eees ~xp les racines de T(x) comprises dans Jmﬂ,ﬂ])p ne peut

~

étre supérieur 3 n (*) et considéronts le polynéme suivant
2 2 2]
P (x) =A.. B (x"-x") = & B, x
j=1 J J=o 1]
(6.13) .. L
avec A = constante choisie de telle fagon que P(x) ait le

e Mo,

klnéme signe que T (x) en un point x od r (x) # O

P (x) est donc un polyn6me pair de degré inférieur a 2n et tel que

P(x). M (x) 20

Comme P(x) et T (x) ne sont pas identiquement nuls on doit avoir néces-

sairement

(rGo), TG0 £ B, (M), x) > 0
j=o

ce qui constitue une contradiction avec (6.12).

(c.q.f.d.)

a} :
(*) M(x) = & Gj cos (jx)yen posant X = cos x on peut encore écrire
j=o .

n .
M(x) = P(X) =.Z B, x’.

J=o ]
Comme P(X) ne peut avoir au plus2n racines dans [-1, 13)W(x) ne peut donc

avoir plus de 2n racines dans ]-m,T]
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soient, maintenant les quantités suivantes

N 'BN<O>'§ '12
5L 14 = : =
(6.14) BN BN(1)§ X(x) x
é X
, E .
LBN(P)j X
puis
—~ 1
(6.15) a
o
~ 1 T -1 T ~
Ag = :1 =(J°J) " J By =1L By
a
n

On a les résultats suivants

Proposition 6.2

Si la fonction aléatoire X(v) a une densité spectrale de

'la forme (6.1), alors pour tout P > n nous aurons

N~

(6.16)5 a) lim B[ 'KN] = A

b) En désignant par CN la matrice de covariance de Zﬁ on

§ a
C.= LD LT
N N
(6.17) T 1 T .
ou L = (J°J) J et DN la matrice de covarian-
ce de BN

~—
Démonstration

Le deuxiéme résultat est d@ au fait que AN
~
(6.15) et que BN est approximativement laplac#nne. Quant au premier :

est donné par
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Comme on a :
lim E (8 (i)] = B (i) pour tout i = 0,1, ..., Pion a donc
N—ooo N 7
lim

ELLE® ] =1im L. E[BNJ

N-®

Théoréme 6.1

Si la fonction aléatoire X(V) a une densité spectrale f(x) de la
forme (6.1) et a son cumulant non laplacien d'ordre quatre sommable dans
N3, alors en désignant par :
= _ ~ 2 ~ _2n
(6.18) £y (x) = agta x"+ .. +a x
1eszi étant donnés par (6.15)
on a :
. ~—~J
(6.19) Hm B[ yax (fN(x) - f(x))2] =0
N~—= x€ [mm]
Démonstration
~ - T ~
(6.20) £ (X)) =X (x) Ay
(6.21) £y (0 = qQx) By

od Q(x) = X (x) (7Tt ST
Comme f(x) = Q(x) B

On a donc :

(6.22) [“f’N (x) - £f(x) ] = Q(x) E’EN-BJ
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Q(x) est une matrice ligne du type (1,P+1) ; soit a4 (x) son j ™ élément,

on pourrait alors écrire

Jj=o

~ P ) .
B LTG0 - £60] = Eg'z a, @[3y G - B(jj}

Il
| it/

a; (x) (E By (§) - B(3))

j=o

On voit par conséquent que (E fy (x) - £(x)) ————5 0 : ?&(x)

N=—= @
est donc un estimateur asymptotiquement non biaisé de f(x).

Par ailleurs

(fy (0 - £ (B - £ = B - BT " ) oy G - B)

(5460 - €N E-£) lsmax [ B, () - B(p)| 2
P=0,1, ..P
(P+1)2.‘Max | qj(x) I, Max lqj (y) |
j=0,1,..P j=0,1,..,P

Il en résulte :

Max (E&(X) - f(x))Z:: K . (P+1)2 Max IBN(j)—B(j)l2
XQC’TT,TT] j=o0,1,..P
N 2
l ol K = Max (Max lq ; (x)l)
x e[-m,m]

j=o0,1,..,P

Donc en prenant 1'espérance mathématique des deux membres de (6.26)

en tenant compte de 1'inégalité :
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. .2 P . .2
E [ Max By (1) - B 1< E E(By (1) - B(3)
j=o0,1,..P j=o
On a :
, ~ 2 2 F . .2
(6.27) ELMax (£ () - £G))° Jg K. (P+1)7. & EGBg (§) - B())
X j=o

Par ailleurs on sait que pour tout j g P

M E By (1) - BGNY =0

N~

d'aprés le théoreme 2.2 (étant donné que f(x) est de carré sommable) s

il vient donc :

. E L max (F (x) - f(x))2] =0
N~ = x € [-m,m] N s

(c.q.f.d.)
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(6.31)
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VI - B. ESTIMATION DES PARAMETRES DES FRACTIONS DE LA FORME 6,2

Nous allons proposer une méthode numérique concernant 1'estimation

de la densité spectrale du type :

( ‘ 1 n Ajlelx-bj|2 1 B AjE(COSXiE92+Sin2X]
f(X) = ~ .g " = .
2m 3=l Ielx-aj|2 2T 5=1 (cosx—aj)2+sin2x
) ou Aj’ bj’ aj sont des constantes réelles,tous les aj sont diffé-
. . . o< a, <1
rents et a., b. sont distincts avec ]
J ] o < bj <1

AN

si B({) désigne la fonction de corrélation de X(t) ; on obtient

par la méthode des résidus Aj [l-zajbj+b2j]

n
Z i =
+‘n‘ f j=l 1-'a2 Slf (o]
R I TR R
- n i i3 Ml
Z 2 j ’ °
j=1 1 - a i

Dans le cas particulier ou tous les bj sont nuls on obtient pour

tout f :
n
B(f) = = H, alfl
=1 ] j
A,
avec H, = —-——“%?——-
(1 -a"))
Lemme 6.1
f Si la densité spectrale de la fonction aléatoire X(V) est de la
n
forme (6.28) et si P(x) = kgo C x est un polyndme de degré n
ayant pour racines : (aj—l), j=1,2,...,n ; alors on a :
n
z k = : 4>
2o Ck AT BMA) = o pour tout 1

o B(£) désigne la fonction de corrélation de X(V).
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Démonstration :

Rappelons tout d'abord que

¢ 0% B(f) = B(D)
(6.32) Al gty = 5(f+1) - (D)
at B(f) = Alul (AlB(f)) pour tout i, i > 1 ;

Donc : si f (x) est de la forme (6.28) d'aprés (6.29) on pourra

écrire, pour tout f > 1

fy - % 1]
B(1) = .2, K. a,
(6.33) ] I
A.(a,-b.)(1-a.b.)
K = ] J) J J
i 2
a,(1-a",)
] J
Par conséquent, pour tout ¥ > 1, on a les relations suivantes
. n .
j st B(l) = L K doaont
(6.34) J R
2 pour i = o0, 1, 2, ....
Or si P(x) est un polyndme de degré n ayant pour racines : aj-l,
on doit avoir pour j =1,2,...., 10 :

5 k
P(aj~1) =5 S (aj-l) =0

ce qui entraine donc pour tout f :

n n
Ik, of DF] -
(6.35) Loya ¢ (a-DF) =0

et par conséquent, en permutant les signes sommes de (6.35) et gn tenant
compte de (6.34), on obtient :

n k {
L ¢ A B(l) =o0
k=o "k (c.q.f.d.)
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Fropesition 6.3,

Si la fonction aléatoire X(V) est telle que sa fonction de
densité spectrale vérifie (6.28), en désignant par G la matrice de

type (n,n) et d'éléments

G, = &7 B(1) -

J B(1) | C, |

B(2) | L

et par B et C les colonnes: B = Lo Cc = C2 i

: i :
}B(n) | c !
; Lono
i -1 P

i Alors ona:C=-G B (Cl’ 23 cees Cn désignent les coef-

ficients du polynéme P(x) = 1 +k§1 Ck X dont les racines sont
(aj—1)9 j=1,2, ..., n.).

Démonstration :

L'hypotheése sur X(V) implique que 1'on a (6.32) pour
f=1,2,3,..., n ; autrement dit que Ci (i=1,2,...,n) vérifie le sys-
teme suivant

( c, sl (1) + c, B2 B(L) + ...+ c 4™ B(1) =-B(1)
Q c, 81 B(2) + c, 8% B(2) + ...+ C_A"B(2) =-B(2)
(6.36) . "
i 1 2 An _
C, 7 B(n) + C, A" B(n) + ... + c 8 B(n) = - B(n)
ou encore :
(6.36 bis) GC=-8
I1 suffit denc de démontrer que dét (G) # O
Or en désignant par U,K et H les matrices suivantes
- -y - _.]
(6.37) = a% ag seee @) K1 0 0 € !
. 2
v= [*1 ¥ 3 k=19 K O o |
3 3 .3
3 3, 3, 0 0 Ky---¢
! an1 an2 a" 0O o..._. " K
L n L n_
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(a,~1) (al—l)z (a1—1)3 e, (al—l)n
(a,-1) (a,-1) (a,-1° ... (a,-1"
(6.38) et H = | (ay-1) <a3-1>2 (a3—1)3 coeeen (agmD)"
(a_-1) (an—l)z (an—1)3 (a_-1)"

Alors d'apres la relation (6.34) on voit que la matrice G peut
s'écrire sous la forme d'un produit de matrices :

(6.39) G =U. K. H

Par ailleurs, d'apres (6.28) les hypotheses sur les nombres a;
et bi (i =1, 2, 3, ..., n) nous devons donc avoir tous les déterminants
de U, H et K non nuls, et par conséquent :
dét (G) # 0 ;
(c.q.f.d.)

Remarque :

Si nous avions considéré, au lieu du systéme (6.36), le
systéme formé par les équations dans (6.32) associées aux P pre-
mieres valeurs de f (f =1, 2, 3, ..., P;P>n), clest & dire

le systéme :

(6.39 bis) GP,n. Cc = - BP
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ol on a désigné par

Al 2 n ] ’ Q’
B(1) A% B(1)  ...... A7 B(1) B(1) |
i
st B(2) A2 B(2) ... A" N(2) B(2) |
! i { ' ' {
A = ! . = ) "
(6.40) GP,n ! : : 3 By : |
: ,I ' ! §
¢ ' '
o' () A B(E)  ...... A" B(R) L oB(p) |
- o _5

s, .
nous pouvons ecrire encore , pour tout P > n, 1'équation (6.39)

sous le forme

Vi = -
(6.41) ¢ pon GP,n C G P oo By
. T -1
P Ay . =
(6.42) d'ot ¢ C (G P.n GP,n) GP,n Bp
~ En effet, d'aprés (6.8) on a :
T 2
s »( 2 >
(6.43) L zlaer () } 0
ce qui prouve que GTP n GP n est inversible. D'ol on a le théoreme sui-

. 3

vant, qui généralise la proposition 6.3

Théoréme 6.2 ‘ .

.
Si la fonction aléatoire X(t) est telle que sa densité spectrale

vérifie (6,28) alors on a :

c; (aj - 1)l = 0 (pour j =1, 2,...,n)

s

(@]
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ol CO =1, et Cj pour j = 1, 2, 3, ..., n sont composantes du vecteur C :

G et B_ donnés dans (6.40)
P,n P

Application :

On voit, par conséquent, que pour calculer aj, il suffit de suivre

1'organigramme suivant
\DEBUT
\ /

\,
\\
\6/

‘ Calculer G 0’ puis C
i
i

)16t

| _ (T
i c=-(G P,nGP,n P,nBP
!
|
e M
l Trouver 1es racines xl de 1'équation ‘
l
| 2 n _ |
é 1+ Clx + sz + ...+ Cn X = ?" B
a, = x, +1
J J s
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Dans la pratique on ne connaft pas les valeurs de B(f) mais
comme on sait d'aprés le chapitre II que dans certains cas on peut
écrire :

lim

N—DCD

Prob g By (D) = B(D)| = 1

donc, dans ces cas on aura aussi

Prob ghm §.=c.¥ = 1 pour i = 1,2,...,n
i i J
(N—-vcn

ol nous avons désigné par"ENi le i"°™® 5lément de la colonne EN donnée
par 1l'égalité

~N _ ~T AT -1 T >

¢ =-( P,n C P,n) ¢ Pn Bp

(e et B_ étant donnés par (6.40) en remplagant

ﬁ P,n P
|

B(i) par BN(l), GP,n parGP,n et B, par B,

\

P . . N . .
I1 en résulte , par conséquent, que les racines x i de 1'équation

1+ x+ ™ e e
1 2 n
. . N _ N
tendent aussi vers X et que l'on a, en posant a i - Xy + 1
lim N _ _
Prob § N - o a, =a; } =1

{
VI - B.2. Détermination des paramétres K,, bj et Aj
£ 3

Etant donné que Kj vérifie (6.33), si donc on connait les valeurs

)
de B(f) et de aj (f = 1,2,... n; j=1,2,...., n) on peutvcalculer
Quant a pour retrouver les valeurs des bj et Aj (j =1,2,...,n) il nous

~

faudra résoudre le systéme a 2n inconnues
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A.(a.-b.) (1-a.b,) af_l
J J ] J ] J

1 1 - a2

B(P) =

[
M s

A
|
| pour t=1,2,..., 2n
\

Nous avons essayé de faire des expériences numériques sur cette
méthode, mais nous n'avons pas p@ obtenir de bons résultats numériques,

~

ce qui est sans doute dd a :

a) soit une simulation assez mauvaise des fonctions aléatoires

ayant pour densités spectrales de la forme (6.28) _

b) soit la présence des systemes linéaires mal conditionnés ren-
contrés quand nous recherchons a résoudre les systémes de la

forme (6.41).

Exemples numériques

On trouvera dans les pages suivantes les graphiques concernant 1°'
estimation spectrale dans le cas des polyndmes. Nous avons choisi la pro-
cédure FALEAT2DISCSPE (X,NX,NA,P,NP) pour les simulations des trajectoi-

res.,

Ainsi en prenant l'ordre d'approximation NA = 10, nous avons choi-
si comme exemples de fonctions aléatoires celles ayant des densités spec-

trales suivantes

2 T * (x2 + 4)2 graphe 6.i (i=1,2,3,4)
2T % (0.1 xM40.7x% + 3)% 6.1 (i=5,6,7,8)

1) f1 (%)
2) fz (x)

s
Les résultats obtenus sont satisfaisants. Pour la premiére fonction

fl(x) nous avons constaté que ce n'est pas en augmentant P (le nombre d'é-

uations a résoudre = P+1) que l'on améliore les résultats.
q q
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Rappelons que 1'on désignera par :

NX + 1 = longueur de la trajectoire
Q = ordre du polynéme g(x) =V f(x)
P+ 1 = nombre d'équations ‘

La méme constatation , pour ce qui concerne la deuxiéme fonction,
reste valable., Les résultats s'améliorent assez bien avec NX croissant.
On constate qu'avec NX = 3000, pour P = 5 on obtient de résultats bien

meilleurs que pour P = 10,

......
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