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PREMIERE PARTIE

ETUDE D'UN SCHEMA DE DIFFERENCES FINIES
APPLIQUE A L'INTEGRATION NUMERIQUE
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CHAPITRE 1

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ETUDIEES

Nous étudierons, dans la premldre partie, des approximations aux différences

finles pour un systéme de deux équations aux dérivées partielles.

Considérons le problime suivant

v
- e = ()
x Ot
uuuovuouuuuuu-uuo»u(lvlol)
% v
— 4 ==
X Ot

sur un domaine O £X £L, 0 £t £T, avec les conditions initiales et les conditions

aux limites sulvantes

2(X:0) = Q(x)
U(X,0) = 9(x)
uutvnu—oouuut»o»uuo(laluz)
Z(L,t) = W(t)
U(0,t) = Y(t)

Le systéme (1.1.1) représente les équations simplifides de 1l'hydrodynamique dans une
seule dimension spatlale X. Elles sont linéalres et du type hyperbolique, U{X.t)
représentant la vitesse, Z(X,t) le niveaubou la pression., Les conditions initlales
et aux limites (1.1.2) assurent l'existence et l'unicité de la solution pour (1.1.1)
dans Q <X €L, 0 <t <£T,

En posant @

Z] ) ot x
B 3 I )
O Bt
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le systime (1.1.1) peut €tre écrit sous la forme :

w =20 VLUV OVOVLLRIROEB OV (1.1v5)

Les conditions Initlales et aux limites (1.1.2) peuvent &tre notées sous la

forme 3

2(x,0) Px)

<
U(X.0) o(x)

w = = COBNUGUUINVY B VLV (x«:lu‘;)

~
Z(Lst) y(t)
U0, t) We)

Ensuite nous appellerons les équations (1.1.1) "systime d'équations d'écoulement®,

Ltopérateur différentiel L, définl par (1,1,3)s falt correspondre 1'élément w
de l'espace W 1 1'élément nul de cet espace., Les éléments U(X,t) et Z(X,t) de
l'espace W sont les fonctlions continues de X et t, qul possddent les dérivées

premidres par rapport A ces variables.

000



>

10

CHAPITRE 2

ETUDE D'UN SCHEMA DE DIFFERENCES FINIES
APPLIQUE AU SYSTEME D'EQUATIONS D'ECOULEMENT

2.1, PRESENTATION DU SCHEMA DES DIFFERENCES FINIES

Introdulsons une série de définitions nécessaires au cours de 1'étude du schéma
des différences finles.

2.1.1, Le maillage (un réseau de points) oh nous déterminerons la fonction-vecteur :

e
= )

()

qul est la solution du systime d'équations aux différences finles. Soit le malllage My

dérint par le dessin suivant :
ty
i

{n+lit ~ -

nAtaq...

B>
L
I

T = Tth)

t " [
+ L

I i i ,
kX (DX (k+200X - X
Le malllage alns! définl sera commun aux deux fonctiong-grille z(h)(kﬂx. nAt)

et u(h)(kAx, nAt), toutes deux étant la solution des équations aux différences.

2.,1.2. L'opérateur aux différences finles L, aglssant sur les fonctions-grille
z(h) et U(h) de telle manidre que ces fonctions, détermindes aux points (X=kAX, t=nAt)

du maillage M, solent la solution d'un systime d'équations linéaires aux différences
finies L, w(h) = Qo

Autrement dit 1'opérateur Ly falt correspondre & un . couple des fonctions-grille

{z,» U) un autre couple de fonctlons-grille que nous posons égales ) zéro.



Au polnt (X=k/M, t=nAt) 1ltlopérateur défrinira le schéma des différences finles

que nous nous proposons d'étudier :

n+1 n n+i n n+1 n+i n n
Zyer " Zxaq * I~ Zp OUpq = Up )+ (1-8) (Up,, - U)
+ = Q0
0 2/t Ax
@mw(h))k = vuo(zulol)
n+1 n n+1 I n+1 n n n
Uger ZVken " U m Uk, Oy - 2y) ¢ (1-0) (2, - 7)) o
20t &
n n
od Zy = 2(kMX, nlt)s Uy = U(kMX, nlt);
n n
Zaey = 2L(6+1)0%, ndt]; Upyq = UL(ke1)0x, nAt];
n+1 n+1
2, = 2[kx, (n+1)At]; U, = uledx, (ne1)D¢];
s gl (1)) Upey = 0l0enOR, (av1)0t);
Zk.g.l = 2 (k+1) 4 (n"'l) t ' Uk.+1 =0 (k+1) ’ (n+1) t »

0 £0 <1 estun coefficient de pondération entre les valeurs des différences

par rapport & ltaxe X au temps t=nAt et au temps t=(n+1)At.

Le schéma des différences finles (2.1.1) est un schéma implicite, pulsque les

valeurs des fonctions-grille Z(h) et U(h) au temps t=(n+1)At ne peuvent &tre dé-

finles qu'en falsant Intervenir les valeurs de ces fonctions-grille connues 3 tous les

points du réseau au temps t=nA\t et aux limites du domalne au temps t={n+1)At.

2.1.3. L'opérateur aux différences finies 1, aglssant sur la fonction-grille

w(h) aux limites du domaine considéré. Par analogle avec les conditions (1.1.4) nous

le définissons par

uvouuuuuh»ua(Zuluz)

oh ¢ K= 0,152r000usN

En définissant ainsl 1 w(h)

2 ou g™

h nous admettons que les valeurs des fonctions

sont connues en tout temps et en tout lieu, aux limites du domaine
considéré,
210



2.1.4. L'ensemble des éléments ¢<h) formant le domaine des valeurs de l'opé-
rateur 1, est définy par :

~O ~
@ = @ (k)
~o ~
~nO ~
G = @ (k)
AL veerven(241.2)
~4
W = Vy(nle)
~ ~
'\I?c‘, = YolnAt)
2,1.5. La norme [F lu dans "l'espace Wy des fonctlons-grillle w(h)u
h
Nous cholsissons pour cette norme l'expression suivante :
“‘w(h)“d = max ”'wn ” 0«0-9000(2v104)
h n Wi .

hil., .
ol I]w Ibﬁ est 1a norme dans l'esbace Wﬁ des fonctions-grille wéh). clest~a-dire

pour n fixe.

Nous pouvons les écrire sous la forme des deux séquences suivantes :

.

n n n n
A Zk—l, Zk! Zk“"l' Zk+2)uu»u

vuqub»uﬁ(zuios)
n n n n
RN TN Uk__l' Uk’ Uk""l, UK+2'uuuo
Une norme dans l'egpace w& pour n fizxe sera définie par :
n n n
l“w ' = MaxizZ l+m3XlU ‘ onunubbu(zuloG)
| !L’ﬁ X L K K
la définition (2.1.4) peut &tre récrite sous la forme :
n n
]fw(h)Hw = Mmax max Izk!'+ max max luk|‘ veveveuvoo(2u147)
h n k n kK
2.,1.6. Lla norme ll llﬁx dans 1'espace ¢h des éléments m(h) formant le

domaine dh de l'opérateur .
1210



Nous prendrons cette norme sous la forme :

~ N+l +1_
H'w‘h)!l¢h = mix !Q&l + m§x|E&| + mgx |§E?g;§g|'+ mgx |§§2§:§§|- voese(2e148)

~ ~
~Q 0 ~0 ~0
Nous avons admis que @y = Y, et que (o = Yo. Dans ce cas on volt immédiatement

que trois conditions suivantes pour une norme dans l'espace ¢h :

.

- ”~¢(hn[¢h = 0 équivaut 3 w(h) =0 € ¢h

- Nof™ + oMMy < o™l oVl quers aue sotent of?), of") € o

- e w(h"l¢h = la] . ““w(h“|¢h quels que sotent oh) € by

sont satisfaltes,

2+.2. ETUDE D'UNE APPROXIMATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LES
EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES

Définissons d'abord la différence entre une fonction-vecteur w(X,t) déterminde

sur tout le domaine O <X £L, T >t >0 et lafonction-grille w(h)(kAx. nAt) déter-
minée uniquement aux points du malllage M .

Pour pouvolr comparer ces deux fonctions 11 faut :

+ Soit prolonger la solution des équations aux différences en tous les points du
domaine n'appartenant pas au malllage M~ Cela peut €tre obtenu par exemple par
Interpolation entre les points du maillage, Une fols cette prolongation effectude,
nous pouvons admettre que la fonction w(h) est définle sur tout le domaine, donc
qutelle existe dans le méme espace fonctionnel que la fonction w{Xst)., AlOrs la

comparaison entre les deux fonctions est possible (c¢'est le procédé utilisé par Lax),

« 801t définir une fonction-grille [w(x.t)]h uniquement aux points du malllage M
et 1l'assocler de fagon convenable 3} 1a fonction w{X,t) daéfinle sur tout le domaine.
Alors la diftérence entre [w(x.t)]h et w(h)(kAx, nAt) aux points de M _ Dourra
» gtre utilisée comme mesure de la différence entre w(X,t) et w(h)(kAx. nf\t}
(c'est le procédé de Godunov - Voir (6], pp. 33~34).

Choistssons pour notre étude le deuxidme procédé et pour cela déterminons 1'opé-
rateur qul 2 toute fonction w(X,t) fera correspondre une fonction-grille définie sur

le malllage My En admettant que les fonctions Z{(X,t) et U(X,t) Dpossddent les
210
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propriétés de continulté suffisantes, nous pouvons déterminer cet opérateur [.}; comme
faisant correspondre 3 la fonction-vecteur w(X,t) au plan (X,t) une fonctlon-grille

dont les valeurs aux points du maillage sont égales aux valeurs de la fonction w(X,t)
A ces points :

nft
([W(x't)]h)k_m = W(kAXo nAt) u__uuaon.v(Zuz':l)

Introduisons ici une notion supplémentaire : solit un opérateur différentiel L
tel que Lw=f et solt un systime linéaire aux différences finles Lhw(h)=r(h), qui sera
lui-méme une approximation(dans un sens 3 préciser) de ' Lw=f, L'opérateur L, falt
correspondre 3 toute fonction w(h). dérinle sur le maillage Mw, une fonction Lhw(n)=r(h).
détinle en général sur un autre malllage Myo APPellons _{.}h 1'opérateur quil A toute
tonetion f{X,t) fera correspondre une fonction-grille définie sur le maillage M

"
Pour 1l'espace Fy des fonctions-grille r(h) nous choisissons la norme

I f(h)”Fh = max max e (epx, nae)| vevvivees(BeBuB)
n

Les opérateurs L et Ly défrints par (1.1.1) et (2.1.1) sont homogdnes de sorte
que f(X.,t)=0 et r(h)(kém. nft)=0. Toutefols la daéfinition du maillage M, est néces-

salire pour comprendre la définition suivante, donnée par GODUNOV et RYABENK! (6)'p.77,
de ltapproximation :

L'équation aux différences Lhw(h) =0
approche 1'équation difrérentielle

Iw =0 4 l'ordre D en h Dpar rapport
% la fonctlion w(X,t) sl :

g Bl = Ay flg €00 0 cerrereee(2.2.0)

od My est indépendant de h.

Ains! l'tapproximation est définie sur un maillage Mgr qui peut étre, d'allleurs,
le méme que My Pour que ltapproximation du probldme solt vraiment de ltordre D en h

11 faut en plus de {2.2.3) que l'approximation des conditions aux limites soit de méme
ordre, c'est~a~dlre que :

” lh[w]h - {1w}h ”¢h SMQhP .U.-un»ovv(2u2u4)

Y

ol M, est indépendant de h.
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Pour déterminer l'ordre d'approximation de (1.1.1) - (1.1.2) par (2.1.1) - (2.1.2)
nous admettons que Z et U ont des propriétés de conttnuité suffisantes et nous dé-
veloppons les termes des équations (2.1.1) en série de Taylor autour du point [kém.(n+1)Ac].
ADr2s substitution des développements dans (2.1.1) et en négligeant les termes d'ordre

supérieur nous trouvons :

% . -
—— -t
A ot X t
(Lh[w]h)f{;l) - vsvevve(20245)
v X .
—— 4 -
ST '¢ ¢
riX s MNP 2 % 9%
od Ry = _Z- (1-26) 6)-{-; + ’1_2— [{ZI‘ (2-38)-1} é}?; - 3r{26-1) é;;] +
? % d*%
+ %54— ({-1-2r*(36-2)} 5 {r(1-46) + r*(3-46)} 5 I+ eviveen(aizaa)
oAX u AP ) 3% 83U
Rg = = (1-26) 5t -1-2-[{21' (z-se)—1}é;; - 5:-(26—1)5)-{;] +
3 64 - 4
+ %}-i— [{-1-2r°(36-2)} ,&é + {r(1-40) + r®(3-26)} &gl + cevereu(Ze2.6D)
At
r = Ax'
Nous pouvons alors écrire ;
lﬁll .
” Lh[w]h - {Lw}h“fh = max ’R v.vtuov(2b2-7)
2

On remarque que max (Iles |RQJ) = O0(h) pour les valeurs arbitraires de 8 et

de r. Pour le cas spéclal O = % nous trouvons max (Jle; lel) = c(h% et s1 de plus

r = 1 Dnous nous apercevons que tous les termes de (2.2.6) disparalssent. Cec!i est valable
aussl pour des termes d'ordre supérieur, négligés dans (2.2.6). Cela donne Lh[w]h?{Lw}h.
Ce résultat peut &tre prouvé rigoureusement en résolvant le systime (1.1.1) & l'alde de

1a méthode des caractéristiques, On s'apergolt alors que les noeuds du réseau des carac-~

téristigues correspondent dans le plan (X,»t) aux points du maillage M,o Alnsl les
deux méthodes colncident pour le cas particulier.
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Les conditlons aux limites (2.1.2) ont €té cholsies de sorte qu'elles pulssent
étre imposées d'une fagon exacte (les valeurs des fonctlons cherchées sont connues sur
les frontidres). Ce sont d'allleurs les conditlons rencontrées le pPlus souvent pour les

cas réels, Toutefols pour certains problémes on peut avolr les conditions différentes

de celles-cl, et 11 faut faire alors en sorte que l'ordre de leur approximation convienne

3 celul des équations (1.1.1).

CONCLUSIONS 3

-~ pour les valeurs arbitralires de © le systime aux différences finles
(8.1.1) - (2.1.2) constitue une approximation de l'ordre 1 en h du
systime différentlel (1.1.1) - (1.1.2):

1
- pour le cas O = ~ et r arbitraire, l'approximation est de l'ordre
2 en h;

[y

- pour le cas O =~ et r =1 1le systime aux différences fintes cor=~

2
respond exactement au systéme différentiel aux points du maillage Meo

2+3+ METHODE DE RESOLUTION DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES

Le schéma implicite (2.1.1) étendu 3 tous les polints X du maillage M, an
niveau nAt mdne A un systdme d'dquations linéaires pour déterminer les valeurs de
Z(h) et U(h) au temps (n+1)At. Ces équations dolvent &tre résolues 2 chaque pas de

temps en tenant compte des conditlons aux limites k = 0 et k = N.

Nous avons utilisé la méthode du "double balayage"souvent appliquée pour les
systimes d'équations provenant d'équations- différentielles ordinaires ou partielles de
type parabollique,

n+1 n - n+1 n
Posons : Ueg = Uy = DUpgqi Zppq = Zpyq = A,y
.uuu..(Z.Z-l)
n+1 n n+i n

La substitution dans (2.1.1) nous donne, pour chaque paire de points ({k, k+1)

du malllage, les deux équations suivantes :

#

n n
AZK+1 + zre AUK+1 = ’AZk + Zre AUk - ZP(UK+1“ Uk)

......(2.3.2)

i

n n
erf Oz, ., + My, = 2r Mz, - Doy - 2r(z,,, = 2,)
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En éliminant Auk de (2.3.2) on obtient :

Doy = & By y + B AU, + O teverees (2e3.3)

2.2 .
1+4r° 0 4r6

ou ¢ A= ....;..;.._ H B = -...;...2._..;
4r°0 -1 4r 071

n n 2. n n
| 2r(Uy,y = U) 4 arbB(zy, - 2,)

2,2
4r 671

Cx
De méme, 1'élimination de 0z, de (2.3.2) donne :
fv, = B Azk+1 + A AUK+1 + Dy cevasviue {2e3.3")

n n n n
L B0y = 7y) tard(u,, - Uy

2.2
4r 6 -1

oh Dy

Les formules (2.3.3) et (2.3.3') dontrent, que s'11 existe au point X du
malllage une relation linéalre entre AUk et Azk' 11 existera aussi une relation
linéatire entre U, ., et AZK+1. En effet, en posant :

Auk = Azk By + Fi vecvveves (2u3.4)
k ]

et en substituant dans (2.3.3), nous trouvons :

2
-4r0 + B, (1+4r°6°)
= k_+1 +

My q
- * —4r6Ek + (1+4r282)

n n n n 2.2
o 200Uy = U (Ey - 20) - 2r(z,, - 2,)(1-8r8E, ) - Fy(1-4r ©')

(1+4r262) - ??eEk
svuuvovee (2.305)

Cette relation peut s'écrire sous la forme :

AUK+1 = Azk+1 Ek"’l + Fk"’l vesvevve (203.6)

Les formules (2.3.3) et (2.3.5) - (2.3.6) suggdrent une méthode économique pour
résoudre les équations (2.3.2) par rapport &4 Az et Au.
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A ltinstant nAt nous connaissons U et 2 pour tous les points k = 0,1,2,

eev+No Nous voulons calculer les valeurs de U et 2 au temps (n+1)At. A la limite
n+1 AviL ]

gauche qy:o n02§ conng}ssons Ug = Yo {condition imposée par (241.3) )sc'est-a-dire
hug = Q%n+1 - i%n = Aﬁ%. Or 11 existe une relation linéalre AUg = Eg AZg+ Fp 4 1la N

v
limite gauche, nous pouvons donc déterminer les valeurs E, et Fqo telles que D o=Dyge
n+i
De méme, on peut déterminer E, et Fq sl Zo est Imposé 4 la limite considérée,

Une foils Ep et Fpo déterminds, nous pouvons trouver, de proche en proche, et F

Ex K

pour tous les points k=1,2,..sN, & partir des formules :

2,2
o Egl1rar 6)-ar0 cose(248.7)
k+1 2,2
(1+4r°0")~ar6E,

2r(U§+1—Ui)(Ek-2r9)—2r (z;1 —zz) (1-2r9Ek)—F‘k(1—4r292)

Fk+1 = o...(Z.B.V')

(1+4r262)—4r6Ek

De méme, nous pouvons calculer les coefficlents A, B et de la formule

o)
k
(2.3.3)« A la limite drolte, au point x=N» nous trouverons une deuxime conditlon
D+l g
ZN '
N+l _ o0 _ A - ~
AZN = Yy Zy = Awho Connalssant Ey et Fy nous déterminons AUN ENAWh + Fy

imposée, par exemple

= & partir de laquelle nous pouvons déterminer

et ensuite, en nous servant des relation (2.3.3) et {2.3%.6) et en calculant de droite
3 gauche Az, et AU, 2 1l'aide des coefficlents stockés A, B, Cg» Ex et Fy» nous
résolvons le systdime entler. Dans le cas étudlé 1cl, application de cette méthode si-

gnifie la trlangularisation de la matrice des équations pour AU et AZ et le retour
arritre,

Cette méthode a été appliquée simultanément par les auteurs russes (volr [1],
[s]: [6])et américains (votr [11]) pour les équatlons d'un type différent du nétre, et

pour cette ralson quelques remarques s'imposent.

Premidrement i1 faut que la relation entre A7 et AU 2 la limite solt linéaire,
sinon tout le systime devient non 1inéalre et la méthode ne peut pas 8tre appliqude
telle quelle,

Ensulte la question de l'exlstence de la solution se pose. En effet, les équa-
tions aux différences (2.3.6) et (2.3.7) sont non linéaires du ler ordre et 1l n'existe
pas de théorie générale de telles équations. Sauf quelques cas exceptionnels on ne
connalt pas leurs solutions analytiques. Toutefols on Deut remarquer que si Ek est

fint, F, doit 1'8tre aussi, ou alors AZ et AU ne le sont pas. Alnsi, limitons
nous i examiner 1l'équation :

E -
Biey = T0o== veene(2.8.72)
k+1 1-pEy ¢
4rf At
ol : P = =e-————— H r = - ;
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Nous voulons savolr s! les valeurs de E, augmentent démesurément avec k en

fonction de la valeur initiale Eps Remarquons que

La courbe Ek+1 = r(Ek) est tracée en fonction du paramétre P, sur le

dessin suivant :

C'est une hyperbole ayant pour

1

dentre le point (= - -), et pour
1 » D

asymptotes Ek=—- Le dessin montre

; - k clalrement que Eg ne dolt pas

) 8tre égal & L. on voit ausst
D

p _ - - blen que méme si E, est proche
1
- de 5 EK+1 en sera assez

éloigné, La fonction p, toujours

positive parce que r8 >0, a 1a

forme suivante :

ﬁp bonc 0 £p £1. En chosissant

0 <rf <o de fagon 3 avoir

y toujours p> 0, et en cholsissant
1

Ep 5 p* Dous pouvons toujours

assurer la stabllité des relations

de récurrence {2.3.7).

10

1
2

11 est Intéressant d'examiner le cas spécial O = et r = 5; = 1,

LAV

Nous avons alors :

B = kL.,
k+1 1-E
k

<uelle que solt la valeur de Ey« Autrement dit, 1'influence d'une berturbation pendant
un cycle de caleul At ne s'étend que sur la distance d'un AX. Cela est tout 3 fait
normal puisque, comme nous 1'avons souligné dans le § 2.2., ce cas correspond A la so-
lution exacte A l'ailde de la néthode des caractéristiques, od une perturbvation pendant
le temps At ne se déplace qu'a la distance M.
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2+4+ STABILITE NUMERIQUE. DEFINITIONS. METHODE UTILISEE POUR L'ETUDIER

2.4.1. Défiﬂjtioﬂs
501t le systime d'équations aux différences finles :

Lhw(h) = f(h) 000090‘40(2t4.1)

ayant des conditions au limites définies par :

lhw(h) = Cp(h) ocuuua.t(2-4-2)

supposons que pour n'importe quel r(h). f<h) € Fp» et n'importe quel w(h),
@(h) € ¢h' le probvldme (2.4.1) - (2.4.2) ait une solution unique w(h) appartenant
4 ltespace normé W, des fonctions-grille. Supposons aussi les fonctions Lhw(h)et 1hw(h)
construites i partir d'une fonction w(h) appartlennent 2 leur tour aux deux espaces
normés, respectivement F, et ¢h' Nous utiliserons la définitlon sulvante (voir [6]

D. 45},

Le systéme d'équations Lhw(h) = r(h) avec les
conditions au limites 1hw(h) = w(h) est stable
s1 sa solution w(h) satisfalt 3 1'1inégalité :

(h) - ofh)
L B L e (20820)

avec N; et N, Indépendants de h,

La convergence peut €tre définte par un théordme dont la Dreuve se trouve aussi

aans [6], pp. 45-46 :

THEOREME

Soit un systéme aux différences Lhw(h) = r(h) avec les conditions

aux limites lhw(h) = w(h). qui est une approximation 2 l'ordre p en
h du systime différentlel Lw=f avec les conditlions aus limites lw=9,
Alors la stab1l1té du systdme aux différences finles entralne 1a cone-
vergence 4 l'ordre D en h de sa solution vers la solution du

systime différentiel.
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Plus précisément, l'testimation :

. e (h) < hp boevosvooeeas e
I3y - W, < (224.8)

est satlsfalte, ol N est une constante indépendante de h.

2.4.2. Réduction du systéme aux différences & la forme wht! = Rhwn + TCP

Les équations aux différences (2.4.1) avec les conditions aux limites (2.4.2)
nous permettent, en partant des valeurs w'®) gur un ou plusieurs niveaux initlaux,
de calculer w'M) aux niveaux sulvants. Alnsl nous pouvons "stratifler® la solution
w(h)’ déterminée sur le plan bidimensionnel (XOt), en la remplagant par une séquence

o 1
des fonctions w , W ,oues wM détermindes sur les maillages unidimensionnels. Soit W'

h
l'espace des fonctlons-grille monodimensionnelles définles ainsi. La norme correspon-
dante sera la norme définie, par exemple, selon (2.1.8) :

n n
hwll o = max u | +max |2,];
W = max |U max |[2.1;
w!h K )4 K k

Dans tous les cas de calcul par niveaux, ou de solutions stratifides, les
valeurs de la solutlon au niveau (n+1), wn+1 = {wn+1}. peuvent 8tre écrites sous
la forme d'une somme

wn+1 = Vn+1 + TCn uu-uvnva(204i5)
oh : T = At
vm1 = {vn+1} tient compte des valeurs de la solution au niveau n.
C? = {CP} dépend uniquement du ¢6té droilt de 1'équation aux aifférences
et des conditions aux limites.

Le terme v°*! est déterminé A partir de w® et nous pouvons l'éerire sous
1a rorme v°*1 - Rhwn, od R, est un opérateur faisant correspondre i une fonctlon
grille w(h) du W', une autre fonctlon du méme espace, Alnsi (2.4.5) peut s'écrire

+
whtl o Rhwn + TCn vevovvuso{2uhaB)

La structure de Ry, est donnée, aux points qul ne sont pas affectés par les
conditions aux limites, par la structure de 1l'opérateur Ly c'est-i-dire par le schéma
des différences finles. Mals la définition de R, change aux points-limite et par
conséquent la définition de Cn change aussi, On dispose de plusieurs possibilitds
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pour le couble (Rh' Cn). le choix de 1'un entralnant une structure bien définie pour
ltautre, En réalité nous n'avons pas une libertd totale de choix : elle est 1imitde

par la dérinition des conditions aux limites 1hw(h).

La réductlion du systime aux différences finles & la forme (2.4.8) rend possible
l'application d'un théorime concernant les conditions sufflsantes et nécessaires 3 la
stabilité (Cf, [6]. chapitre 6). Avant de formuler ce théoréme, 1l faut définir 3 con-
dltions préaladbles,

condition (1) | & < Ki””f(h)llph + K | W(h)” b, evuves(Be447)

oih K; et K, sont les constantes ne dépendant pas de h, r(h) et w(h)u
Condition (t1) H WOH £ Kg “ r(h)”Fn + K,y “ w(h)lbh veveuo(24448)

ol K3 et K, ne dépendent pas de h, (0 ou w(h)

conditlion (111) Soit le systdme aux dlfférences Lhw(h) = f(h). Lhw(h) = w(h)' réduit
-0
A la forme wn+1 = R, Wi+ TCP; wo étant donné, Prenons une fonction w  appartenant
n 1 .2
4 1'espace W', et construlsons les fonctions-grille W , W secesr Wlruessr W selon la
Wn+1

formule recursive = Rhﬁn. La totalité des fmctions-grille (W} (0 = 0:1+2) vues

T -
NrveorM; M -=-), forme une certaine fonctlon-grille w(h) € wh. considérons le sys-

_(my Ot —(h) -
time Lhw(h) = r(h). 1hw(h)= @‘h). La condition (111) s'écrit alors :

Fel « NaM, < xe I15°) ceversu(204.9)
od Ks ne dépend pas de h ni de w..

THEOREME

81 le systime aux différences finles Lhw(h) = r(h). 1hw(h) = w(h) est

e}
rédutt 3 la forme (2.4.6) w™1 = R w" + %, w° &tant donné, nous pouvons
utiliser l'opérateur 'Ry, Dour étudler la stadllité de ce systime.

51 la réduction A (2.4.6) a été efrectude en satisfalsant 3 la condition

(111), alors la condition "Rg” < K est la condition nécessalre } la

stabllité, 51 la réductlon 3 (2.4.6) a été effectude en satisfalsant aux

conditions (1) et (11), alors la condition ” RE” <K est suffisante i
s la stabilité,

Oh @ |{R,} = sup -t
: bl =2 0
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I1 est blen entendu que K ne dépend pas de h et que n prend pour chaque h
toutes les valeurs pour lesquelles la réglon de définition de wP appartient 3 la région

bldimensionnelle de définition de w(h).

Remarquons que les trols condltions et le théordime exigent une relatlion bien
dérinie entre les normes cholsles dmns les espaces W'yr Fye & et 1'opérateur Ry

(la forme du vecteur " ne dépend que du cholx de Rp)e

2.4.3. Etude des opérateurs Rh

L'étude de 1a stabilité peut donc Stre ramenée 3 1'étude de 1'opérateur Ry
bourvu que certalnes conditions solent satisfaltes. Nous utiliserons la méthode décrite

dans [6]; fondée sur le concept du spectre d'une famille d'opérateurs.

DEFINITION :

Le point A dans un plan complexe est un point du spectre de l'opérateur
Ry, 81, quel que soit € >0, 1'inégalité [thw-%wl'f € ““wll est satis-
faite pour une fonction w == 0 de l'espace w'h {od W'h est le do~-

maine de définitlon de Rh).

La fammile des opérateurs {Rh} est l'ensemble de ces opérateurs formé par
l1a varlation du pag d'espace h, Nougs supposons que n Dpeut &tre arbitrai-
rement petlt et qu'il existe la relation 7T = T(h).

Le nombre complexe A est un point du spectre de la famille des opérateurs
{Rh} sl, quel que solt E > (¢, 11 existe un ho > 0 tel que pour tout h,
0 <h <hgs 11 existe un vecteur w € W'y satisfalsant & 1'inégalité :

Frgw - mll < el wl]

Le spectre d'une famille d'opérateurs ne s'obtient pas toujJours comme domaine
"limite" des points du spectre d'un opérateur quand h—0 (tout en conservant le rapport
T
r= ﬁ)u Cela n'est vral que pour un probldme aux valeurs initlales et sans limites

latérales.

Dans le cas ob Rh correspond i un probldme i deux limites latérales, le spectre
de la famllle d'opérateurs {Rh} est la réunion des sbectres A Ny et AZ des trois
familles d'opérateurs {v,}, {xh}. {Zh}' détinies cl-dessous.
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soit Yy

K= vee=3y =2+ =1,

l1topérateur R, pour
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v
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construit 3 partir de Ry

1y 20 vver Mo

vovuy w Yh

lequel les conditions aux

appliqué aux points
peut &tre considéré comme

limites ont €té déplacées

501t Xy 1'opérateur construit 4 partir de R, en ne conservant que la
condition & la limite gauche. C'est 1l'opérateur Ry appliqué aux points
K =0, 1) 25 cver Nt wseo

solt 2y 1'opérateur constrult & partir de R, en ne conservant que la
limite droite, c'est-h~dire appliqué aux Doints kK = .uve=3, =2, =1, O, 1,
2y veourNo

Le dessin sulvant peut servir d'illustration de ces définitions :

. i &~

" RS VIR - -
. = X -

x =N/

=

X=( N+1)M

THEOREME ¢

D'aprés Gelfand, on prouve pour une grande classe de problimes aux limttes

latérales (voir [6], chapitre VI et p, 227) que

1° Le spectre de la famille _{Yh} est 1dentique au spectre A, obtenu 3

partir des points A\ tels que YW - MW =0, pour w == 0 et h-0.

Le spectre de la famille {Xh} est ldentique 3 la réunion du spectre
AY » €t du spectre Ax obtenu 2 partir des points A tels que
th - }\w = 0,

pour w == 0 et h-0.

210
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3° Le spectre de la famille {Zh} est 1dentique A& la réunion du spectre

/\Y + €t du spectre A
AU M = 0, pour w ==0 et h~0.

g Obtenu & partir des points A tels que

4° Le spectre A de la famille {Rh} est identique 3 la réunion des

spectre AY , AX ’ AZ“

THEOREME ¢

n
Une condition nécessaire pour que ||Rh” <K, c'est-i-dire pour
solt uniformément borné, est que le spectre de la famille {Ry}

tenu dans le cercle unitaire IA| <1
(Pour la preuve voir [6], pp 188 - 190),

Ainsi 3 1'aide des deux dernlers théordmes nous pouvons, pour schéna

n
différences finles, vérifier si la condltion nécessaire pour que ‘thH <K
falte, Dans la plupart des cas cela permet d'éliminer les schémas instables.

n
tains cas nous pouvons déterminer aussi la conditlon suffisante pour que Rh
borné uniformément,

2.5+ ETUDE DE LA STABILITE DU SCHEMA (2.1.1) ~(2.1.2)
APPLICATIONS DES THEOREMES DU % 2.4

2.5.1. Réduction du systéme & whtl Rhwn + 1&9

n
que Ry

solt con~

donné des
est satls-
Pour cer-

solt

Ecrivons le systéme d'équations (2.1.1) avec les conditions aux limites (2.1.2)

n+1

sous la forme w = Rhwn + TCn convenable & l'étude de la stabllité selon 1la méthode

exposde dans le § 2.4, solt :

3 zn v -—F
n i “k k g
Yk "B T Bul n [T | -
Ux Vi
n+1 n =7
& W o T Ry Kxi
x =TT = -
At Ck

-ouuuuuo(Zusul)

uuuvoouu(ZUsz)



En mettant r

© n+T
2y

n+ﬁ

Vik+1

Ve " Ugeqg * Vi - U

par

= Zypy Vi T Iyt 20r(v

n

n

At
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= -~ équations (2.1d) peuvent s'écrire sous la forme (en remplagant
Vi * Atf%i)
- - )
Vi + Mgy

-

n

- n n
ke1 = V) ¥ 200 (U - U ) +

¢ Gy + G v 2rB (G, -Gl B =0

# Wy * G v 200 Gy - 51 0

Cela nous permet de définir 1'opérateur Ry, Par :

Gk + 26r (Vk*l - Gk)

Vi * 26r (Vieaq

- Vk) =

pour

n -
n n n

- Zy)
Uper * Ug = 2(1-0) r(2,, 7 “x

le point

et par conséquent Ck. détint par :

ic1

Pour 1la limite

anel

VYo

est la fvitesse” imposée 3 cette limite tandls que

E

¢

k+1

k+1

+ 26r (2k+1 - Ek)

+ 26r (Ek+1 - Ck)

k=0 nous avons

- e e o e Pt

k=03 vN
+ CK = 0
+ Ck =0
n+1

oﬁ Wo

résultant du calcul et inconnu pour le moment.

n n n n
S Zyyq * 2y - 2(1-6)r (Ugey = Up)’

points

n
N Yy
=" |n
AN Uy
P
pour les
points

K = 0slseeesN-1

n+i

Zo

n+1
Yo

n+1
Zo

9uoovu0(2u5-3)

n - - n n
g * RO (Vg - )+ 2(1-0)T (2, - 2y) ¢

=0

pour tous les

K = 0y142:3506N-1,

oe(Bebud)
pour le
point k=N
~vuouu(2.505)

est le *niveau"
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De méme, pour le point limite

2.5.2. Etude de 1'opérateur R,

k=N,
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nous trouvons

00.00(205h7)

Nous allons chercher les spectres de trols opérateurs définis dans le § 2.4,

a/ Opérateur r. Posons

_ n+1
Vieeq 4 e

i

- n+1
Ve = g e
n n
5128} £ e
n e
Zk == & e

od @ = mAX.

Les formules (2.5.8) et

w, DPar une série de Fourler du

- n+1

H Vk.,.l =7

n n

Ugey =71 @

n n
VU =7

n
= 2 m) (em) e tim /iy

dans laquelle @(m) = sont les coefficlents de

e

ovu-u&(ZoSae)

nuoﬁu0(2ﬂ508')

proviennent de la représentation de la solution
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En substituant (2.5.8) et (2.5.8') dans (2.5.4) nous trouvons :

- - - » .
1-K"9(0-1) X
n+1 - n
& 1-K202 1-K262 b
= u.ouu».(20509)
n+1 2
-K
7 i K 1-K"0(6~1) T
1-K202 1-K262
1o
e ~1
oh K = ar -———- ;
e1%y
Nous pouvons écrire (2.5.9) sous une forme symbolique :
n+1 T n 7
g
= [o]. voveees(2.5.10)
n+1 n
n 7

On s'apergolt que la matrice G correspond & la matrice d'amplification utilisée
pour dtudler la stabilité numérilque selon la méthode de RICHTMYER [11], page 55 (voir
pour 1'application i notre schéma [3]).Cette matrice G correspond ic! 3 1'opérateur

Yy Déterminons le spectre A de Y+ 4 partir de (2.5.9) nous trouvons :

2
Ag =t s8 4.8 (2.5.11)
’3— - - bevevoe v
1+5%0° 1+5°0°

At «
o s = 2 - tg-.
2

Oon voit immédiatement que le sbectre de la famllle des opérateurs {Yh}' pour r

donné, est AY = 11m A= A

1,2 de la formule (2.5.11).
h=( ’

On peut vérifier que la matrice G est normale, c'est-j-dire qu'elle commute
avec sa conjuguée hermitique G* H GG* = G*G. Pour une matrice normale la condition

n n
nécessalre et suffisante pour gue ”'G !f= l!YhH‘< K, est lhll's 1.

A partir de (2.5.11) nous avons : o,
I e ) 4 e }12 coverovon(245.12)

1
d'oﬁ !Alrz'z{l + e eeen—— }/2 uuuvouuuo(szuls)
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ponc :
2
1 87 (1-20)
- Pour 1-20>0, clest-i-dire 6 « 3, nous trouvons -----—— >0 et I%& |>1.
2 1+5262 &
2
8°(1-20)
- Pour 1-20<0, c'est-h-dire 6 > 3 ¢+ TNOUS trouvons ~=—---=- £0 et IA ‘51.
1+5202 1,2

1
Alns!l nous avons trouvé que pour 0 < 6 < 5 le spectre J%|‘> 1, donc le schéma

est instable, car la condition nécessalre n'est pas satisfatte. De plus nous avons trouvé

la condition nécessaire et

n 1
sufflsante pour que IIYh!|< K:z3<0<1,

Ces conclusions sont suffisantes pour déterminer la stabilité du calcul au sens

ol l'entend RICHTMYER. En effet la dérinition de la stabllité donnde par RICHTMYER ne

doit &tre utilisée que pour Studier les probldmes A valeurs initiales, sans condlitions

aux limites., Pour ce genre
de considérer ltopérateur

ditions aux limites.

b/ Opérateur X.
satisfalsant & l'équation

de probldmes, rarement rencontrés dans la pratique, 1l suffit

Yh seul. Ici nous irons plus loin en tenant compte des con-

Nous cherchons le point du spectre, A, de l'opérateur Xh

Xy w% - A w% = (0. Cela est sufflsant pulsque tous les autres

points du spectre de la famille {xh} sont les mémes que les points du Spectre de _{Yh}.

donc

n
n n Zo
W = w = VA =
Iy Wo Rn 0 0 ~n
Yo
Mo - -
Zo 1
- A =0, d'od A = :
n ~n
"
o
L Jd - -

n

~n
De la condition A la limite O:Jp = Up et alors A= 1,

Nous concluons que

point 1.

le spectre de {Xh} se compose du spectre de _{Yh} et du

¢/ Opérateur Zh' Le spectre de la famille »{Zh} ge compose des polnts du spectre

de la famille {Yh} et du

n _
point correspondant 3 Zy w§ %wN = 0.



~n ~N n
n n v Y 7
Or : Zp Wy = By Wy = vy = N | : pone - A Nz ¢
n n n
Uy Uy Uy
1 1 n n
et 1 A = » Dulsque . =2, des conditlons A la limite N. D'od M=i.

1. 1
Cela détermine le point manquant du spectre de -{Zh} qul est le polnt 1.

En admettant que le spectre A de 1la famtlle des operateurs {Rh} soit constitué
par les spectres des familles {xh}'-{Yh} et {Zh} t A=A+ Ay + M, nous errivons

3 la conlusion suivanta :

1
. pour B8 < 3 le calcul est instable, puisque la condition ndcessaire pour que

IfRE“”< K n'est pas satlsfalte.

. Dpour < B <1 nous avons toujours || R2‘|‘< K.

A

2.5.3. Etude des conditions supplémentaires

Pour nous assurer de la stabilité du schéma (2.1.1) - (2.1.2) pour le cas

<08 €1 11 fraut encore vérifier les conditions (i) et (11) du ¢ 2.4.

FA- I S

n - {h)
La conditlon (1), appliqué au schéma considéré, stipule “ &< Ko ””¢ “dh.

Nous constatons que l'équation (2.5.5) peut &tre récrite sous la forme :

(sk+U)Zk + zre(sk-u)zk

=0
QQMUUUUUGU(2.5014)
2rd (sk~U)§k + (8 UG = 0
ol §, et U sont les opérateurs définis par
n n n n

¥ o ' .
Sy v = Gy 3 UG =G
De (2.5.14) nous pouvons éliminer ¢ et nous obtenons alors
2
)

(skw)2 EK - 4r292(sk—u G =0

ou autrement

210 Ek (1-2r26%) + 25k+1 (1+4r°0°) + Ex+z (1-4r26%) = o ceves(245415)
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On sait (voir [6]) qu'un tel systime d'équations a une solution unlque sl les
conditions sulvantes sont satisfaltes :

2,2
4ar’ 8 -1 >0

0000000(2'5016)
1
2
1+410°6°>- . 2(ar’P1)+ 6 (6 50)
2
Cette solution unique Ck satlsfalt en plus 3 la conditlon :
m%x lckk‘fmax [I(Zot, Ié:N'] u-uuuo~(2t5u17)

1
La premidre de deux conditions (2.5.16) est satisfaite si rO>-., La deuxidme

est satisfaite toujours pour & < 2. De méme nous trouvons, que pour PGZ; et 6 £ 2.
mix !Ck.l Smax [‘Col, |CNI] vouovvo(2t5017')

Pour le point limite k=0 nous avons :

Co’-—'" a.-es-v(zoSDIB)

Nous ssvons, d'aprés la méthode de la solution des édquations sux différences

(volr ¢ 2.3) que :

n+1 n n+1 n
Up = Up = B2y = Zy) + Fy
Donc :
n+1 n n+i n
vA -7z 1 U - U F
o T __ ., 20 e __2° cevei(2e5410)
At Eo Ac Eolt
dtol : n+1 n ~n+l  An
P U -V fo ikt ¥ Toy
Eo At Eglt Eo At fil4
CO = = 00000(205020)
~nel o An o+l n
Yoz ¥o Yo 2 ¥o
At Nt |
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De méme, nous trouvons pour le point k = N

.o

CN - veveos {B5.21)

At NooA
Nous écrivons alors :
Il = max 2] < max |Zo] + max |2,] + max |Zol + max |2,]

A partir de (2.5.20) et de (2.5.21), en sachant que Eg, Ey* For Fyy et At

sont déterminds et fints, nous trouvons :

~n+l xn A0+l o
H'C“: max lC‘ <A . max lyg-——:zyg‘ + B . max 1gh~-———~—| + C vouv(245.22)
Kyn n At n
1
ol =1 ==l B e el
Eg

1 Fo
¢ = == (Irgl+ |2
JAY Eo
En comparant (2.5.22) & la norme dans l'espace ¢h (voir la formule (2.1.8)) 3

~n+l en+l ~0t1 n

IWb - Wb‘ + Max lgu——-:—wﬁl
n

1 e 50 e 1 e 1By e

|

nous constatons que H“CKH'S Ko || o n

La norme (2.1.8) est tout & falt "naturelle® pulsqu'elle tient compte de la
fagon dont on résoud les équations aux différences finiles-point généralement négligé

par les méthodes du type lLax - Richtmyer.
0
La condition (11) stipule pour leschéma (2.1.1) - (2.1.2) || w ’PW' < K4”'¢(h)ll¢ﬂ
p 4

Elle est satisfalte en vertu de (2.5.22), de la définition de la norme dans 1l'espace

w'h et du falt que :

1210
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2.6+ CONCLUSIONS

Nous constatons que le schéma des différences finles (2.1.1) - (2.1.2) constitue,
par rapport aux normes admises dans les espaces Wy ¢h et Fy» une approximation des
équations différentielles (1.1.1) ~ (1.1.2). Cette approximation est de 1'ordre 1enh
pour 6 arbitraire, de l'ordre 2 en h pour O = ;. r arbitralre et donne une solu-

tion exacte pour B = -, r =1,

LSl Bl

Nous constatons auss! que pour les mémes normes admises %Fns les esbpaces
1 17
Wp» & et F, le schéma est stable pour = < 021, r6>-, r = -, Il est incondi-
h h 1 2 2 o
tionnellement instable pour 0 < 6 < -,
2

Enfin la solution de notre systime aux différences converge vers la solution du

systdme différentiel. L'ordre de la convergence est le méme que l'ordre d'approximation.

000



CHAPITRE 3

ETUDE NUMERIQUE EXPERIMENTALE DES EQUATIONS
D'ECOULEMENT EN UTILISANT LE SCHEMA (2.0.0) = (2.1.2)

3.1+ EXEMPLES DE CALCUL

Nous avons résolu numériqueMent un systinme d'équations aux différences (2e141)
%fns un domaine O £X £ L pour différentes valeurs du coefficient B et du rapport
\

= T+ Les conditions initiales et les conditions aux limites ont été choisles selon
les formules sulvantes :

o ~
Z = Q(RAX) = Hg
~
Q ~
U = Q(kMX) = 0
t
Hg + == Dpour 0 < t< tq
Ly
n
ZO’:?V'O(Y,) = uuuo(Sol«l)

Ho + 1,0 pour t; <t

n N
Uy = ¥ (nlt) = 0
N

La solution analytlique de ce problime est connue t 11 s'aglit d'une onde progres-
sive ralde se déplagant sans déformation le long de l'axe X et se réfléchissant ensuite
entitrement sur la 1limite droite X = L du canal, Nous examinerons les solutions numé-

riques obtenues en fonction des paramdtres qui Interviennent dais le systéme aux diffé-

rences.

3.1.1. Conditions aux limites

Pour résoudre (2.1.1) avec les conditions (3.1.1) nous utilisens la méthode de
tdouble balayage" décrite dans 1le ¥ 2.3. Pour pouvoir calculer de proche en proche les

coefriclents . Eyr Fy» et C, selon les formules (2.3.7), (2.3.7') et (2.3.3)
210
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11 faut connaltre Eo et Fo au polnt-limite X = ¢, En admettant l'existence d'une
relation linéaire entre M2y et AUy nous voulons imposez aux coefficlents Eg et Fy
des valeurs telles que, quel que soit Aug Azg = Wo*!- z%, o Yo(t) est la fonc-
tion imposée au point X = 0 selon (3.1.1). Cette condition sera satisfalte approxima-

tivement en supposant :

Eo =q
uuaouuu(ScloZ)

0¥l 1
Fo = =0(Ys =~ 2g)

od 0 est trds grand par rapport i Au,
23 est le niveau au point X = 0 calculé au temps précédent tye

En effet, en supposant AUg = EqlMg + Fg» nous trouverons

N,\,nﬂ n
Mo = === = mmetfeme 200 ~¥o - Zqgi

Une fols les coefficlents E,» F, et C, calculés pour tous les points, y
compris le point-limite droite X = L = NAX, nous utilisons la condition imposde 2
cette 1imite pour y déterminer les valeurs des deux fonctions-grille cherchées : Zlgh)
et UISLI-L)’ au temps (n+1)At. La condition & la limite droite est donnéde pat 1la 101
U’}‘I = '\TIN = 0, La lo! de continuité dans cette section est :

~n+lon

n n n

En posant AUN = ENAZN + FN nous avons, aprés avolr retenu seulement les termes

du ler ordre en A :

n n n n Mntl on aun+t
Zy Uy * D2y Uy + oy(By Doy + F) = Ny 2y + Wy Aoy
d'od n an+l n
Az = ZN(WN - UN - F‘N)
N n  nt+l n

Uy = Yy * Iy By

et comme \[JN = 0

n n
T2y (Ut Ry

AZN - R ..-......N_ .....»»(3..1«5)
n n
Un * 2y By
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A partir de (3.1.3) nous trouvons :

AUN = By AzN + Fy
n+1 n

2y =yt Doy
n+i n A

Uy = Uy + Aoy

ﬁ.vubuon(30134)

En calculant de proche en proche de la droite vers la gauche nous pouvons

n+1
Zx
Au point x = ¢ nous trouverons :

ensulte trouver les valeurs de

et U§+1 pour tous les polnts

n+l o0 n+1 n .n¢lon  n+l
Uo = Ug+ EpliZg + Fo 3 Zo =12Zg+ VYo = 20= Vo
. 1
3.1.2, Cas spécial 0O = 5. r =1

K= 0rlreoerNo

Nous avons vu dans le & 2.2 et le ¢ 2.3 que le schéma impliclite proposé

1
coIncide, pour O= -~ et r =1, avec le réseau des caractéristiques et qu'alors la
2

solution devient {aux erreurs d'arrondi prés) exacte.

Les calculs effectuéds confirment cette conclusion, Le tableau 3.1 donne la

comparalson entre la solutlion analytique et la solution numérique pour 9= -, r
2
et pour les conditions sulvantes
& =10m ; At = 10 secondes ; Hg=2,0m ;
L =240m; %, =40 s/m 7 N =24 ;
Tableau 3.1. Comparalson des résultats au temps t=170s
- 1
Xn k = B; Zanalytique Znumérique 6= Znum~2anal
LT N 10 300000000 | 2,69999970 Bx1077
110 11 3, 00000000 2, 909606970 3*10—7
120 12 3+ 00000000 2,99999970 5*10-7
130 13 3, 00000000 2y 99986220 1:378*10-4
140 14 2, 75000000 2974991230 0:877“10—4
150 15 2, 50000000 2, 49996230 0,377x10™%
160 16 2,25000000 2,25001240 0,124x10™%
R T s occsc000” 1 5 ocevsand e
180 18 2 00000000 25 00000000 0
180 19 2, 00000000 200000000

Les différences entre les deux solutions correspondent aux erreurs dtarrondi,




10

1
3.1.3. Vérification expérimentale de I'instabilité du calcul pour 9 < g.

Nous avons démontré analytiquement dans le § 2.5 que le calcul est instable
pour les valeurs de © 1inférieures i 5o L'étude expérimentale a confirmé cette
concluslon pour tous les cas considérés. Nous nous bornerons 3 déerire un exemple pour

montrer la fagon dont l'instabilité se manifeste.

Effectuons un calcul identique 3 celul du point précédent 3.1.2, c'est~a-dire :

.

& =10m L = 240,0m
At = 10 secondes ty = 40 s/m
r = 1 Ho =2,0m
N = 24

mais en posant B = 1/4, La figure 3.1 montre le profil de l'onde calculéde par rapport
au profil obtenu avec 6 = %. Pour voir mieux le phénomdne, portons dans le tableau
{Xst) 1les valeurs des niveaux 7 pour différents points du maillage M.« Ce tableau
est caractéristique de 1l'instabilité, avec des valeurs dont les écarts relatifs alter~

nent, en positifs et négatifs, 3 la fols le long des verticales et des horizontales.

Les écarts crolssent en valeur absolue avec le temps dans la zone du front de

ltonde et le calcul diverge totalement pour finir, comme le montre la figure 3.1,

n s == *
A ; l
3 G~
ﬂ‘-‘\\
2 1, 94042, 025 41, 989}—{ 2, 0ou}—1 1, 998}~
, .
1 1916 }—-{ 2, 028}—1, 991 }—{ 2, 0031, 999 }— —
| . ! ! =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 X
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3.1.4. Etude expérimentale de 1'influence des paramétres © et r

1
Ayant vérifié que O < - condult effectivement 3 des ingtabilités et que
1 2
O=- et r =1 donnent pratiquement la solution exacte, nous avons effectué une série
2
de calculs qui met en €vidence l'influence des deux paramdtres du schéma : O et r.

Les calculs ont été effectuds pour les conditions suivantes :

H

&x
Ho

10,0 m ty = 60 s/m N = 100
1,0 m L = 1000 m

La séquence de calculs est définle par le tablesu sulvant

Tableau 3.2.
0
At At N° de la figure
o r = o o donnant les résultats
N° de calecul secondes & au temps t=240s

3.141 0,50
30148 0,65

10 1,0 3.2
3»1u3 0,886
3eled 1,00
320l 0,50
3242 0,565

15 ! 1,5 3.3
3423 0, 68
3el ol 1,00
3:38e1 0,50
3348 0,58

) 10 2.6 Bed
34363 0,88
36504 1,00
Bebdol 0,50
3edo2 0,55

80 6,0 ' 3.6
3eb o3 0,686
1,00

ApDrds l'examen des flgure 3,2 - figure 3.5, od les résultats de chaque série
de calculs sont comparés avec la solution analytique, nous constatons gue

1° Pour O =

b i g

La forme "analytlque® du front d'onde est obtenue pour r = 1. Pour les valeurs

de r>1 11 existe un phénomdne d'ondulation derritre le front d'onde. Cette distorsion
210
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de la forme rend les résultats pratiquement inutilisables,
22 Pour <0 <1

La solution numérique donne une onde nettement atténuée par rapport % la so-
lution analytique. Les angles de l'onde raide disparalssent, Cette diffusion de

l'onde de part et d'autre du front "analytique" est une fonction crolssante du O,

3e2¢ INTERFRETATION DES RESULTATS. NUMERIQUES.

Nous avons daémontré dans le § 2.2. que le schéma proposé des différences
finles approche les équatlons différentielles aveec une erreur égale A 2zéro pour O = %.
r = 1, égale A 0(h2) pour O = %, r arbitraire, et égale 4 o(h) pour 6 = %c
En principe donc nous pouvions espérer qu'en posant O = % nous obtiendrions un
meilleur résultat qu'avec O > %. Cela n'est vral pourtant que si les fonctions~
grille U g et z(n) ont des dérivées petites, Il suffit, comme on le volt d'aprds
les formules (2.2.5) et (2.2.6) que leurs dérivées solent grandes, pour que notre
estimatton perde sa valeur, C'est précisément le cas d'une onde raide., Nous verrons

plus loin, qu'un calcul analogue pour les ondes longues donne des résultats acceptables.

Ces remarques exigent une interprétation du phénomdne d'atténuation et de
distorsion de l'onde dfi 2 la méthode de calcul.

302.1s. Application de Il'analyse de Fourier & l'interprétation des résultats
a/ Equations différentielles (1.1.1)

En consldérant le cas d'une ondulation sinusoldale nous cherchons la solutlon

de (1.1.1) sous la forme :

»  1(0x+Pt) » 1(0ax+Bt)
Z e e ’

; U=vy seas (3:8,1)

La substitution de (B3.2.1) dans (1.1.1) nous donne la relation entre les
deux nombres, o et B : =t & d'ob nous tirons, pour la vitesse de propagation
des ondes O = ¢ & =t 1. Ce résultat correspond & la solution analytique de {1.1.1).

b/ Equations aux différences (2.1.1)

Suivant le raisonnement exposé dans [10]; nous chercherons la solution du

systime d'équations aux différences sous la forme :

»  L(0XAX + PnAt) » 1(0kAX + Bnlt)
e H U=0U e eoaso (302n29)
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La substitution de (3.2.2) dans (2.1.1) donne une relation entre ¢ et B.
I1 est évident, que si 0 s+ 3 la solution de (2.1.1) est différente de la solution
{(1.1.1). 81 pour 0 réel [3 est réel, mals différent de &, noOus avons une vitesse
de propagation 2% des ondes calculées & 1'alde de (2.1.1) différente de la vitesse
exacte & =1, mals 1'amplitude de ces ondes n'est pas atténuée. S1 [3 est complexe
et sa partie imaginaire est positive, les ondes calculées selon (2.1.1) sont atténudes
bar rapport i la solution analytique, Enfin le calcul est instable quand B est ima-

ginalre ou quand sa partie imaginaire est négative.

Pour le cas O = -, 1la relatlon entre o et B obtenue par substitution
de (3.2.2) dans (2.1.1) est donnée par M, PREISSMANN dans [10] :

S I

t:g ——— ("") tg _'2"' .,..o..u“u.(.'Su?,-E)

At
On s'apergeit que pour le cas spéelal =~— =r = 1 1la relation devient B=1%a

c'est~3-dire que les solutions de (1.1.1) et (2.1.1) sont ldentiques.

Ce n'est pas le cas pour r == i, Nous avons résolu numériquement l'équation
(3.2.3) pour différentes longueurs d'ondes (ou différentes valeurs de 0) et diffrérentes
~ ~o
valeurs de 7r. Alnsi nous avons pu calculer la vitesse de propagation ab = W, Les

résultats de ces calculs sont montrés par le tableau 3.3 et la figure 3.6,

Tableau 3.3, La valeur de ah trouvée 3 partir de (3.&.3)

0,3 0,5 0,8 1,0 1,2 1,5 2,0 2,5 3,0 4,0
T
; 1,030 1,028 1,010 1 0,992 | 0,980 0,937 0,905 1 0,864 0,783
T
- 1,065 1,045 1,025 1 0,982 [ 0,943 0,882 0,819 | 0,158 0,655
4
n
- 1,097 1,082 1,032 1 0,975 0,908 0,817 0,736 0,665 0y 555
3
n
- 1,240 1,178 1,085 1 0,933 | 0,835 0,705 0,608 0,531 0,392
2

4 partir de la formule (3.2.3) on trouve qu'aux valeurs réelles de O corres-
pondent les valeurs réelles de Bu Alns! nous assistons (voir flgure 3.6) A une variation
de la vitesse de propagation des ondes par rapport i la solution analytique. On ne

constate par contre aucune atténuation de leur amplitude.
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1
Pour le cas O =& 5 nous avons, en substituant (3.2.3) dans (2.1.1) :

2
1At 46K 2K1
e m -1 =~ i uovoetouu(3¢204)

1+40°k%  1+40%?

alx
ol K =re. te "'é’"o

Posons 3= (4 + ¢ 3,. Nous trouvons alors, A partir de (3.2.4) 3

2
-BAt 46K
e ¢ cos8 61 At -1 = e e p....«...(soz.sa)
1+46°”
-84t 2K
e 2 sin Bl At A ~uuoootuo(3-2u5b)
1+46%k

La solution du systime (3.2.5) par rapport & [3, et [, nous donne les deux

relations suivantes :

olx
2r tg (*5—)
teg Bg_ At = + ..o...uu(3.2.6)
afx
1—49(1—9)r2tgz(-£-)

oAx
1+ 462r2tg2(-£-)

eBQAt - .ncou'-~0t(3~207)

2
\/45(2*[1—46 (1—e)r2cg2(%§)]-

On volt que pour O = la formule (3.2.,6) se transforme en (3.2.3) tandlis

AV B

que (3.,2.7) devient :

BaAt
e ° =1, dod Bp=0

Pour ©O < 1 on trouve eBaAc<1. donc [3, <0 et par conséquent le schéma
n'est pas stable. 2

Pour © > 1 on a eBgAt>1. dgonc [, > 0. Le calcul est stable, mais l'ampli-
tude des ondes estzatr,énuéev Leur vitesse de propagation diffdre de la vitesse exacte
calculée selon (1.1i.1). On peut la trouver, par eﬁimple pour O = - A partir de la
formule (3.2.6). La vitesse de propagation 2§3= ?;. pour dirréregtes longueurs d'ondes

et différentes valeurs de r sera :
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Tableau 3.4 ah trouvé i partir de (3.2.6) pour O = 2/3

At

ro—
0,3 0,5 0,8 1,0 1,2 1,5 2,0 2,5 3,0 4,0
ol

n
g 1,040 | 1,015 1,000 0,999 0,968 0,960 0,915 0,867 0,838 0,755
n
- 1,080 | 1,035 1,010 0,987 0,963 0, 920 0,857 0,793 0,728 0,633
[y
n .
; 1,090 | 1,065 1,015 0,977 0,935 0,880 0,790 0,710 0,643 0,537
n
- 1,230 | 1,155 1,038 0,965 0,895 0, 804 0,680 0,589 0,516 0,412
2

Ces résultats sont représentés graphiquement sur la figure 3.7.

Les courbes des flgures 3.8 et 3.7 et les formules (3.2.6) et (3.2.7) permettent
d'expliquer le phénomdne d'atténuation des ondes et leur distorsion. En effet, on peut
imaginer une onde progressive en la décomposant en série de Fourler comme un traln
d'ondulations sinusoldales. S{ la forme de 1'onde originale est continue et sa longueur
suffisamment grande, les ondulations % grande fréquence ne prennent pas une place im-
portante dans ce tralin d'ondes. Alors l'atténuation des ondulations principales est
Detite et leurs vitesses de propagation ne aifférent pas beaucoup. Elles se déplacent

Pratiquement en un seul bdloc,

Par contre, quand 11 s'agit d'une onde raide et ecourte, ce sont les ondulations
4 grande fréquence qul comptent dans la série de Fourler, Alors le corps d'onde ne se
déplace pas en un seul bdbloc mais au contralre, chaque ondulation a sa propre vitesse
de propagation., Les ondulations courtes (comme on le volt sur les figures 3.8 et 3.7)
se déplacent avec un certaln retard par rapport aux ondulatlons longues et ausai par

rapport 4 la vitesse réelle de propagation, au moins pour r 21, De plus, pour B = -,

1D =

elles ne sont pas atténuées et cecl explique blen les ondulations "parasites" apparais
sant derridre le front d'onde (voir fig., 3.3 - flg. 3.5).

1
La formule (3.2.7) et la Flg. 3.7 montrent que pour O == - les ondulations
2
sont atténuées d'autant plus qu'elles sont courtes., Cecl explique pourquol ces ondulations

"parasites" disparalssent apparemment (tout en existant en réalité) sur la Fig. 3.2).

3.2.2. Autres schémas aux différences finies

Le phénomdne d'atténuation et de distorsion de 1'onde dfi 3 la méthode du calcul
se manifeste fréquemment et surtout quand on applique le schéma implicite des dirrérences
1210 fintes (voir FEDORENKO [4]i LAX et wenorOFF [9], zasac [12]).
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On peut procéder 3 une analyse semblable i celle du § 3.2.1 pour tous ces schémas
et arriver aux mémes conclusions qul imposent la prudence surtout lorsqu‘'on applique un
schéma i des problimes nouveaux, Nous nous bornerons & clter un seul exemple. M, RICHTMYER

{12] propose, pour remplacer les équations aifférentielles (1.1.1), le schéma sulvant :

.

n+i n n+1 n+1 n n
ZK - Zk . G(Uk+1/2 - Uk_1/2) + (1-9) (Uk+1]2 - Uk__j,[Q)
At . &
.“..(5.2.8)
nti n 8 n+1 n+i n n
UgoyeUove | 2y - Zpq) + (1-0) (2 - 2,.,) o
At Ax
Sur deux maillages :
A
Z v 2 U z
(n+l At €& 2
FAsY b l
nAtT v e {#} v avec O = -,
2
| | . =

Ce schéma est inconditionnellement stable, mais son application au calcul des
ondes raldes, selon la méthode préconisée par RICHTMYER, n'est nullement encourageante.
La figure 3.8 montre que pour r =1 le schéma (2.1.1) donne une solution numérique qui
colncide avec la solutlon exacte, tandis que la solution selon schéma de RICHTMYER
s'écarte d'elle en montrant les mémes oscillatlions parasites que celles que nous avons
examinées dans le ¢ 3.2.1.

3+3+ PROCEDE D!EXTRAPOLATION APPLIQUE AUX SOLUTIONS NUMERIQUES DES
EQUATIONS HYPERBOLIQUES

3.3.1. Introduction

Le procédé d'extrapolation en analyse numérique est connu et largement utilisé
pour le problime d'intégration numérique dans une ou plusieurs dimensions. Nous avons
essayé d'appliquer les princibDes d'extrapolation donnés par M. LAURENT [7] 3 12 solution
numérique des équations différentielles partielles du type hyperbolique. Il est bien
évident que ce procédé ne peut &tre appliqué que lorsque les équations satistont X
certaines conditlons de continulté. Notamment, l'existence des dérivées supérieures de
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la fonction calculée est nécessaire pour que la solution numérique ¥ puisge &tre

écrite sous la forme :

2 ]
U=U+ah+ [ + vy + ., sovvevene(BeBal)

ol U est la solution analytique
h est le pas d'espace chosi pour la solution numérique

@ B Yy sont les coefficlents dépendant des dérivées de U.

Nous savons, de la théorie des édquatlons hyperboliques, que les discontinuités
existant au bord du domaine se propagent & l'intérieur de celul-cl le long des carac-
téristiques. Les équations non-lindaires peuvent avoir les solutions discontinues, méme

s1 les conditions initfales et auz limites sont continues.

Alnsi le domaine de la validité du procédé d’extrapolation doit Stre détermind

avec prudence.

Toutefols, pour les équations lindaires, et pour les conditlions aux linites
relativement l1sses, on peut espérer pouvoir appliquer le procddé d'extrapolation
avec succds. Nous avons effectué une série d'essals pour le cas d'équations d'écoulement

dans une seule dimension spatiale et les rdsultats ont été encourageants.

Considérons le systime d'éguations aux dirrérenczs (2.1.1). Leur solution peut
gtre trouvée numériquement si seulement le rapport r = —E. le nombre de points de
caleul N = EL et les valeurs du coefficlent © sont f1xés au départ. Admettons
que nous ayons fixé O et r, admis Ny = ~E—, et que nous cherchions la solution
de (2.1.1) & un certain moment 7T = mAt. Cetcé solution numérique sera une fonction-

grille w,; déterminde aux points (k.AX, n.At) du malllage, od k=1,2y..esN; D=,
Nous savons du $ 2.2, qu'en remplagant les équations (1.1.1) par {2.1.1) nous

avons commis une erreur de discrétisation et de plus nous savons {volr les formules
(2.2.5) ~ (2.8.7))que :

2
Lplwdy - {uwly = Ay(1-20m + a0 + agn® 4 ., ceee(B.3.2)

o ¢ h = AX est le pas d'espace.

Cela est vral 81 w est suffisamment continu et possdde des dérivées d'ordre

supérieur.

11210
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303¢2.. Formules d'extrapolation

Connalssant la solution numérique de {2.1.1) pour AXy = hy  au moment T = m.At
nous répétons les calculs en conservant les mémes valeurs de O et de r mals sur un

1
autre malllage avec OX, = hg = 5h1.

Autrement dit, nous doublons le nombre d'intervalles entre les points de calcul
{nous doublons également le nombre de pas de temps en conservant le méme r). La
solution numérique correspondante est une fonction-grille wp. Enfin nous répdtons
les calculs en admettant un trolsidme maillage avec Axa = hg = i = 1 et en
conservant les mémes valeurs de r et de O, Il en résulte un?h%roig¥éme solution
numérique wsll Ces trois maillages ont un certaln nombre de points communs : ceux
du malllage correspondant & hi. Aux points de ce maillage nous trouvons trois valeurs
numériques pour la fonction-grille w(B) Wy, Wor Wg. La forme de la relation (3.3.2)

sugedre la possibilité d'une formule d'extrapolation.

81 w est la solution analytique, nous écrivons :

- 2
wey = &hl - Bhl ~ ewww

w =
- 2

w = WQ - afhg - ﬂhz ~ ssew ..o-u(3n3u3)
- 2

W=W3"dh3 "Bha" svew

En connaissant Wy, Wp et Wz nous pouvons, en négligeant les termes

d'ordre supérieur, déterminer les coefficlents o et £

_ (Wa=z) (Rg-hg) = (Wp=iig) (ny-hj)

. (ha-hy) (hi-hi) = {ha~hg) (hf—hg)

0.00(3.3.4)
(Wg'ws) (h1-h2) - (Wi'wz) (hz-ha)
o= -
2 2 2 2
(hi=-hp) (hg‘hs) - (ha-hg) (h4=hy)
Pour la valeur extrapolée de la fonctlion-grille cherchée Wég%r' nous avons

une formule d'extrapolation gquadratique :

=(h - 2 =(h - 2
wéxgr =Wy - Ohy - Phy; ou wéx%r = Wy = Ohy - fPhy

#(h)

- 2
U Weyin = Wg = Ohg - Bnga
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1
D'ol, en admettant le DPas en progression g {hy = 2Ry, = 4hz nous avons 3

- 1_ - -
w = Wy "2W2 + ~=Wg euuto-.lo(3~5t5)
extr 3 3

Une autre formule d'extrapolation peut &tre obtenue en ne retenant dans les

développements (3.3.3) que les deux premiers termes :

&(n)

— - - t
extr = W1 = @y
....-..---(3.3.69
=(h) _ = _
Wextr = Wo a'hg

Nous trouvons alors, pour ces formules d'extrapolation linéaire :

Wy = Wo
Q! = e toosunonou(Svsv’?)
hy = hp
solt ¢ 1) RS ‘pour hy = 2hy; (3e3.6)
. extr 2 1 1 29 IR RN RN NN elle
1
Enfin, pour le cas spéclal 6 = 5 la forme de la relation (3.3.2) nous

indique la formule spéclale d'extrapolation quadratique :

=(h = 0412
wéxér =wy - 'y
ou -..........(3.3.8')
= - w Dy 2
By = W2 - Brng
ﬁz - Wi
ot ﬁ' = -;'“"; u.couoa-o.o(3-5.g)
hg - hi
sy _to s
soit Wextr = g Wy - g Wys DoOur hy = 2hsp; o-oo-ouocu-(3-5'5)
Dans les paragraphes sulvants nous examinerons 1l'application de ces
formules,

1

Evidemment 11 n'est pas sfir que pour O = -~ tous les termes impalrs sulvants
2

du développement disparalssent. Nous devons cette remarque 3 M, LAURENT gqui a suggeré,

comme exemple, la formule suivante :

- 2 3
Worty = W1 ~ Pny - Yny

'1210
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- 2 3
wextp - W2 - ﬁh‘? - YhQ

- 2 3
Woxtr = Wa = Phg = Yhg

d'ol, pour hy = 2h, = 4hg, nous trouvons

.

32 _
Wo + == Wg '0.1'0'.(5:5.6")
21

1 _ 4
w Wy - -
extr 21 7

343¢3s. Calcul d'une onde sinusoidale

Consldérons l'équation {2.1.1) ayant pour conditiohs initlales :

N X
P(X) = 2,0 + sin ~~ m
2L
~
®x) =0 - m/s
et pour conditions aux limites :
onn-oo..(SoBulo)

X=0 ﬁ(t) = 2,0 m {niveau constant)

™
X = 240m Y(t) = 0 m/s (vitesse nulle)

La solution analytique de (1.1.1) pour ce problime est connue et elle s'éerit

selon les formules ;

X nt
Z(X,t) = 2,0 + sin ~~ , cos =-;
2L 2L
.to-o.ho(3-3~11)
X 484
U(X»t) = cos =-— . sin ——;
2L 2L

Nous avons 1ntégré numériquement les dquations (1.1.1) selon le schéma (2e1.1)
en tenant compte des conditlons (3.3,10). Ces calculs ont été effectuds six fols pour

les conditions suivantes :

1210
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Tableau 3.5
Pas d'espace Nombre
N° Solution At
0 h d'intervalles r = -
de calcul nomérique M
m N
3.5.1 hy = 20 12 Wy
2 -
3.5.2 - hy = 10 24 Wy 2,0
3 :
3.5.3 hg = & 48 Wg
3.5.4 hy = 20 12 Wy
1 -
3.5.5 - Iy = 10 24 Wo 2,0
2
3.5.6 hy = 5 48 Wy

Pour comparer les solutions humériques 3 la solution

cholst les 4 points sulvants :

X=120m
160 m
200 m
240 m

et 3 moments Aifférents :

t =400 s
600 s
880 s

Nous avons comparé les résultats pour les niveaux 2

analytique, nous avons

obtenus 3 l'aide des

calculs numériques et des extrapolatlons selon les formules (3.3.5)s (Bu3.6) et

(3.3.8) aux

des erreurs

pour 1le

intégrat

et au po

commlses par Intégration numérique est donnée par les flgures 3.9, 3.11
2

cas O = -, tandis que les figures 3.12 - 3.14 représentent le cas O = %.
3

Les deux tableaux sulvants donnent la comparaison des résultats obtenus par

lon numérique et par extrapolation avec les résultats exacts au mnoment t =

int X = 200 m,

niveaux calculés analytiquement selon les formules (3.3.11). La comparaison

400 s
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Tableau 3.6 Résultats de caleuls pour X = 200, t = 400
2 1
6= - 6=~
3 2
Solution analytique selon (3.3.11) Z = 1»1634835 1,1834835
Z, = | 1,2593822 1,1689725
Solutions numériques obtenues pour 7o =] 1,2115754 1,1648270
Zz = | 1,1874801 1,1638155
Solutlon obtenue par extrapolation =(h)
Zextr= 1,1837686 1,1607815
selon (3.3.6)
Solution obtenue par extrapolation =(h)
zextr= 1,1632568 1,1634782
selon (3.3.5)
Solutlion obtenue par extrapolation iégér= - 1,1634785
selon (3.3.8)

I1 faut remarquer que l'extrapolation selon (3.3.8") donne 1,1634831, tandis
que une autre formule suggérée par M. Laurent donne :

64 _ 20 _ 1 _
A = omm fg - = Ty 4 == T4 = 1,1684805
eXLT T 45 "% 45 45 '
Tableau 3.7. Comparalson des résultats pour X = 200m, ¢t = 400 s
2 1
6= - 6= -
3 2
|z, - 2] = 9589,87 x 1079 538,90 x 1070
Erreurs commises . -5 -5
|Zo - 2] = 4609,19 x 10 134,35 x 10
par rapport 3
la solution |Zs - 2} = 2399,66 x 1070 33,20 x 1070
ana lythue -
n - -
25 - 2l = 28,51 x 1078 270,20 x107°
%(h , -5 -
70 -z 22,66 x 10 0,5333x10"0
() _ gl - 0,5000%10™°
NT1210 | extr | '
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Ltexamen de ces tableaux et des flgures meéne aux conlusions suivantes

1° Cas B =

D

L'erreur commise par intégration numérique diminue en général linédairement
avec la division par 2 du pas d'espace h. Alnsl la formule (3.3.5) ou (3.3.6) doit
8tre employéde pour l'extrapolation.

L'extrapolation donne des résultats excellents.
1
2° Cas 0 5= 5

Lterreur d'intégration numérique varie en général lindalirement en fonction de
2 ~
h o Les formules (3.3.5) et (3.3.8) doivent &tre utilisédes, L'extrapolation donne de
tres bons résultats.

3° on s'apergolt que l'extrapolation donne de Moins bons résultats (surtout pour
1

O = -) avec le temps. Ainsi l'erreur croft, par rapport au temas ¢t = 400 s, quand
2

on examine les résultats pour ¢t = 800 ou 880 secondes. Ces phénomdnes s’'explique

par l'atténuation de 1'onde due 3 la méthode du calcul (volr { 3.2).

3.3.4. Calcul d'une onde raide

Reprenons l'exemple examiné dans le § 3.1 en posant pour conditions initiales :

s

PX,0) = 2,00m 3 QX,0) = 0 m/s cevreen(3e3412)

et pour conditions aux limites

.

) t
»0 + = pour 02£t£40
40

o
Yo(t) =
'O 40 <'t
™
Y(t) = 0 m/s covienee(BuB.13)
L = 240 m

Nous avons effectué une série de 6 calculs dans les mémes conditions que les

calculs déerits dans le § 3.3.3. Le tableau 3.8 donne la liste et les caractéristiques
des calculs effectués,
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Pour comparer les solutions numériques 3 la solution analytique, nous cholsissons

3 moments différents : t = 80 secondes, t = 200 secondes et t = 280 secondes,

Tableau 3.8
Pas d'espace Nombre
N°® Solution At
0 h d'intervalles r= —
de calcul numérique Mx
m N
3.6.1 hy = 20 12 Wy
2 -
3.6.2 - hg = 10 24 W2 20
3
306-39 ha = B 48 WS
3.5.4 h, = 20 12 Wy
1 -
3.8.5 - hg =10 24 Wg 2,0
2
3.6.6 hg= 5 48 Wg

La Fig. 3.15 montre la solution analytique, les trois solutions numériques et le
résultat de l'extrapolation linéaire effectude A partir de ces solutlons pour le cas
6= %. La fig, 3.16 montre la solution analytique et les 3 solutions numériques pour-

le cas B = %a Les remarques sulvantes s'imposent & l'examen de ces résultats @

1° gas B =

(¢ 38 IR av)

La solution numérique donne une onde nettement atténuée par rapport 3 la solu-
tion analytique. L'extrapolation linéaire donne une amélioration des résultats mals

elle n'est pas auss! bonne que dans le cas d'une onde sinusoldale.

2° Cas O=

[ I N

I1 existe un phénom2ne d'ondulation derridre le front d'onde quil rend les

résultats pratiquement inutilisables. L'extrapolation donne des résultats abérrants.

3.3.5. Conclusions

Nous venons de constater expérimentalement que le procédé d'extrapolation,pour
les équations linéaires du type hyperboligue, est valable en principe, en admettant un
schéma impliclite des différences finles., Les formules d'extrapolation doivent &tre du

. 1
ter ordre pour O == - et parabolique pour O = 3
2

T1210
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Le procédé doit &tre appliqué plusileurs fols au cours du calcul au moment Ty
tels que T1+1-—T1 ne solt pas grand., En effet, l'atténuation artificielle des ondes
introdult une erreur qul croit avec le temps et diminue 1'efficacité du procédé. la
séquence d'opération 3 sulvre est la sulvante :

B

« Déterminer Ty,

. Calculer Wi, Wy Wg au moment T, sur les 3 malllages dlfférents A partir des
conditions initlales,

» Déterminer, par extrapolation Wextr au temps T,., Cette solution doit &tre
déterminée pour tous les points des 3 maillages au temps T4s» de sorte qu'elle
bulsse servir comme état initlal pour le calcul suivant, entre T, et Tye Un

procédé d'interpolation entre les polnts du malllage /X, dolt &8tre dérint 3
cette fin,

« Déterminer T,.

¢ ouevBtiCe

1
Ltextrapolation ne peut pas s'appliquer aux calculs des ondes raides od S = -,
1 2
On peut l'appliquer i ce genre de calculs pour 6 5= =, mais ltefflcacité du procddé

est moindre que pour les calculs des ondes longues.

000






DEUXIEME PARTIE
ETUDE DE LA METHODE DES PAS SEPARES

APPLIQUEE A L'INTEGRATION NUMERIQUE DES EQUATIONS
HYPERBOLIQUES DANS DEUX DIMENSIONS SPATIALES

1210
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CHAPITRE 4

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Nous examinerons une méthode d'intégration numérique d'un systime de 3 équations

aux dérivées partielles du ler ordre, du type hyperbollique., Soit :

3u o
——t === ()
ot X
¥, o {4.1.1)
- + - seswst e v v
Ot Oy

% Cn v

—— ¢ e = = ()

ot X Oy

Sur un domaine O £ X £byy O Ly <by 0<t<T, avec les conditions inti-

tiales et les conditions aux limites déterminédes, par exemple :

2(X,3,0) = ¢ (X»¥)

WX, Y,0) = % (X,y)

v(X»y.0) = % {X+¥)

Z(0r¥st) =%,J(y,t) ceevevene(d4142)
B0 = g (g0

V(X,0,t) = :\?ﬁ{’o (Xst)

V(Xsbget) = ﬁw (X)t)

oh ¢ by = N, by = Jo by.
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En posant :

-a 5 -
S - gl
ul ot x
) o 3 9
w =}V et L = é{ EW
L Z
3 9 9
X Ty Ot

Nous pouvons écrire symboliquement (4.1.1) sous la forme 1Iw = O, tandls que
{4.1.2) sera 1w = @ ol 1 est l'opérateur sur des fonctions définles sur la surface

latérale du cylindre.

000



CHAPITRE 5

ETUDE D'APPROXIMATION ET DE STABILITE NUMERIQUE
DU SYSTEME (#.1.1) EN UTILISANT LA METHODE
AUX PAS SEPARES

5+.1. INTRODUCTION

Les méthodes numériques de résolutlion des équations aux dérivées partielles
décrivant des phénoménes évolutifs dans deux dimensions spatliales se heurtent 4 plu-
sleurs difficultés, Les schémas explicites de différences finles introdulsent une
limitation du pas de temps trop rigoureuse. Les approximations fondées sur les schémas

implicites m2nent 3 des formules de programmation trés compliqudes,

Depuls un certaln temps on a 1introdult, pour des équations des types parabolique
et elliptique dans les deux dimensions spatlales, la méthode aux pas sépards. On a pu
prouver la convergence de la méthode et la stabil1ité de calcul pour les nombreux cas

pratiques,

Nous examinerons par la sulte la Dossibilité d'application de cette méthode aux
équations hyperboliques. Ainsi certains probldmes pratlques, inabordables actuellement
faute d'ordinateurs suffisamment pulssants, pourralent &tre résolus numériquement. Par
exemple, la solution numérique de (4.1.1) dans un domaine 20 M sur 20 Ay A 1'aide
d'un schéma ordinaire implicite des différences finies exlgeralt des inversions des
matrices 20x20 pour chaque pas de temps At. En appllquant la méthode des pas sépards
et la méthode de "double balayage" déerite dans le ¢ 2.3, nous ramenons le probl ime
dans deux dimensions i une série de problimes unidimensionnels, économisant ainst du

temps de calcul et de la place dans la mémoire de lt'ordinateur,

§+2+ PRESENTATION DU SCHEMA DE DIFFERENCES FINIES

Introdulsons une série de dérinitions analogues aux définitions du $§ 2.1, Elles
nous permettront d'étudier la méthode et le schéma proposés.,
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5.2.1. Le maillage od nous déterminerons les trois fonctions-grille u(h). v(h) et
Z(h), est le malllage Mw dérint par le dessin sulvant :
Ax
& fﬁmamwmwmmwwwwgmf
Ky j+l,n+l k+1, j+1,n+1 k+1, j+1,n+1 0
!
0 <8<
"TX”‘"+1'A“ pi.n+l k+l, 4, n+l k+2, /yn+l
k+2 .+l n 1-9 ..' .......
A kil o | /
t j*l v
n _f*
sy
-
y... n'At - - - - - — X — ﬁ‘../ .....
///k,J,n k+tdy j,n k+2, j,n
Y.

Nous posons /X = hy, /Ay = h, et nous admettons que At = T (hy, hp).

Le malllage ainst dérint sera commun aux 3 fonctions-grille qul sont la solution

du systime d'équations aux différences finles.

5.2.2. L, est ltopérateur aux différences finles agissant sur les fonctions-grille

(), ,m) ()

1 de telle manidre que ces fonctions solent la solution d'un systdme

d'éguations aux différences Lhw(h) = 0.

Pour définir 1l'opérateur L, correspondant & la méthode proposée, écrivons les

équations aux différences finies en deux étapes :

! 1 1
. dans la direction X, entre les instents t, = nfit et tr m= (n o+ -)At, selon
2 e
le schéma décrit dans le § 2.1
n+Y, n+¥, n n
3t A 1y -t i -t
- T -Eld Kl |, lg) cktled ke,
x &

.........(5..2»1)

n+y, n n+¥, n
N i W i WA
Ot 2At
qr
~~ =

10 Oy
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« dans la directlion y, entre les instants tn+1/2 - (n+%)At et tn+1=(n+1)[\tv

selon les formules :

n+1 n+1 n+3, n+Y,
?{ ™ e(fk' 1+1 ~ rk.1) + (1_9) (rkp i1 - rknl ).
Sy by
n+1 n+y, n+1 n+Y,
ot ¢ -t + 1 -
—— = k! 1*1 k-' 1"'1 k" k'1 H ....u(5-2w2)
2/t
or
—— = 0

En appliguant les formules (5.2.1) - (5.2.2) pour remplacer les dérivées dans
(4.1.1) nous trouvons deux systémes d'équations aux différences, correspondant aux
deux étapes nAt — (n+-12~)Ac et (n+%-)Ac = (n+1)At, ou aux deux directions : X et y.

Ces deux systimes s'écrivent :
+» dans la direction X :

n+¥y, n n+y, n .
a2 P W= P 98 T 8 IS v Y S
2ht k1) TR

n n
+ (160 By, gy = 2y, )] = 08

n+ ¥, n n+y, n

7 -z + 7 -2 1 n+ 3 n+y
k+1, 3 K+1, 1 Y, 4 Kel + - [e(u){+ /2 - ‘k /2) + tuh.(50203)
2At Ax 1'3 1.1

n n
+ (1—6)(uk+1,J - “kyj)]l:: O;

10
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+ dans la direction y

n+1 n+%, n+1 n+¥,
ked T Vieg Y Vi g+t T Vkeger 1 n+1
1

n+i
ghe Y (82, 301 - 2, ) +

+p +Y,
+ (1-6)(Zk|3+1 ZK'J )] = O:
n+i n+y, n+1 n+y,
ZR.J - ZK.J * ZK.J+1 - Zk,3+1 1 [6 n+1 n+1 (6.2.4)
+ - (vk93+1 - vk.'J) + sPvNwEb LY X3
2Ac by
n+Y, ey,
*A-0(vy, gpy = Vg ) = 05
n+1 n+1,
U,y " Y,y
e = ()}
At
A partir de (5.2.3) et (5.2.4) nous trouvons que
n+1 n+Y,
U, 3 = U,
uttouvn(5.2~5)
n+yY, n
ko1 T Yy g

Introdulsons une série dtopérateurs lindaires fatlsant correspondre % une fonction-
grille r(h) appartenant 3 ltespace W, et définle sur le maillage M,» une autre

fonction-grille appartenant au méme espace et définie sur le méme maillage M, ¢

1
T ) (kAx, 30y, n0e) = ¢ [kAx, 30y, (n+1)AE] ou T fi.g = ‘11:3
n n

st ™)k slyonte) = o) (e )80 30y 0] 0w sty = f

o.nvo(5-2»6)

n n
syf ™kt styinde) = ¢ kA (o) Agants] ou syt g =t

v ™) (ax, sovanae) = o) (kix, 38y, nAL) ou
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Ains! nous pouvons écrire, enutllisant la définition (5.2.6) des opérateurs T,
Sy SJ et U, que ;

2 N n+2 2 N n
T rk.J = fk.J i By fk,J = rk+2,3 ;
PR n o B n n

83 T,y = Tk, gepd U Ty, g = Ul g = By o3

En substituant (5.2.6) dans (5.2.3) et (5.2.4) et en utilisant les relations
(542.5), nous déterminons l'opérateur L, Dour le point [X = kX, y = 3fy, t = (n+1)At]-

du malllage M, Dar un systime d'équations aux différences finies :

n+,
(T-U) (9 +U)u + 2r3(1-0)(8,-U)Z + 2r,0(8,-U)2

i
-

n+Y,

2ry [(1-0)u+Br] (5, -U)u ~(5,+0)z + (8,*U)2 03

Lhw(h) = oouonu(5.2u7)

n+13
(T-U) (8,+U)V + 2ry(1-0)(§-0)z o, 2r9(SJ-U)zn+1= o3

2r2[(1—9)u+9r]‘(sj-u)v - (SJ»{u)zwf2 + (SJ+U)Zn+1 = 0;

A

o ry = == Py = --;
JAV.

n+3,
On peut éliminer de ce systdme la fonction-grille intermédiaire % et

alors on nbdtlent :

n n+1
[ar6(1-0) (5,-0) " + (5,#0)"Ju +[ar;6%(5,-1) *~(5,+0) *Ju -

n
-~ 2rq(5,+U)(8,~U)Z = 03
k k

2 2 2 0, I ° 2 2. D+1
(n+1)At [4?2(1-6) (SJ_U) —(SJ+U) Iv +[41'29(1‘9)(8:'-U) +(SJ+U) v+
™) - vee(502.8)

1
kX )by + 2r2(sJ+U)(SJ-U)zn+ = 0;
n+1 n n+1
2ry (8;-U)(8+U) [Bn +(1-B)u J+2ro(8)+0) (54-0) [Bv +(1-0)v 1+

1,0 .
+(3k+u)(sj+r,v)('zn+ -2 ) =0;
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L'opérateur Lhw(h) = 0 définit un schéma implicite des différences finles.

La solution u(h). v(h). Z(h) peut &tre trouvée solt par la résolution du systdme (5.2.8)

par l'une des méthodes classiques, solt par la résolution du systime (5.2.7) par la

méthode des pas séparés.

5.2.3. L'opérateur aux différences lhw(h) aglssant aux limites est défini par :

oy, o)
gy
Uk, 3
‘0
Vi, 3

n
lhw(h) £ ZO'J . .ua».n(5.2~9)

n
quJ

n
vk»O

5.2.4. L'ensemble des €léments m(h) est :

= DA 3AY)
=‘$(kAX03AW)

(kX 1Ay )

~
~
~
P

= '\\‘l;(O'JAY'nAt) 0-0.0000(502010)

= ’\\!;(NAX. JAyinAt)

~r
~
o
Y

(kAX, 0,nAt)

~
~
~s
Y

(kAXvJ&hnAt)
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5.2.5. La norme If. Iywh dans l'espace des fonctions-grille w(h) est définie
par :
(B} n n
“ w ” wh = m;x ” W H 'wﬁ = mgx 1}7;%)5 l uk' J' +
n
+ max max | v cevvve(Be2a11)

n
oo kvﬁl*fm?‘xg?jl‘zk.al

h)

5.2.6. La norme sera admise sous

v

I ¢, dans 1l'espace ¢ des éléments m(
la forme :

o™l g, = mox 15, 1« mas| sl - pae sl

Ky
q?+1 ~N ant+l an
%, 1 - ¥ ¥
smax |03 0 (e T ),
n.J At n,J At
§h+1 h ~ ¥
Y, 0 = Y0 ?{1 - :\‘;fi
max |~memmmmmmem| + max |-Erdo—-lked cvvee(5e2012
" n?f: | At I n, X | At l ( )
Mous admettons que @
) ~ % A
q)O,J‘WO,J H @ij'_%\hj’
A %%
~ ~0
%%00 = WK;O ; %,J = \K(v];

Alors {5.2.12) satisfalt les trols conditions nécessaire pour €tre une norme dans

l'espace ¢h'

§+3+. ESTIMATION DE L'APPROXIMATION DU SYSTEME DIFFERENTIEL PAR LE SYSTEME AUX DIFFERENCES

Nous admettons comme précédemment (voir ¢ 2.2) que 1'opérateur [ . ]h qut falt
correspondre les fonctlons-grille u(h). v(h). z(h) aux fonctions dans le plan (X, ¥, t)
est tel que : '

nhAt
210 ({W(Xv}’o t)]h)kAx = W(KAX’JAYvnAC)

Iy
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En admettant que les fonctions-grille u(h). v(B) et Z(h) sont suffisamment

continues, nous développons les termes des équations (5.2.8) en série de Taylor autour

du point [kAX,JAv,(n+1)At]. En négligeant les termes d'ordre supérieur nous trouvons :
rh 2 1
(W, + 2g) + Py (26-1) up + n{uy. r(e—g) +
2
XXX 2
+ === [1-2r(66v1)]} ;
12
n+1 1
_ ol ) 2
(Lh[w]h)k = Ylvg+z,)+rh [(1-e)vyy - 2v“] +h{v, _ r(1-0) - } ...(5.3.1)
J
1 P r
- Zyyy[{g + -6 2 Zyve T 5 Vet b
I‘h[ ]
(ux+vy+zt) + ;— Zyy - ZG(ZXx + Zyy) + vuee :
oh r=ry=r, 3 M=NMN=n
Du Su
u, = 5wt E etco..
Nous avons alors :
Ry
Lh[w]h = (Lw)h + {Rof.
Ra
2
ol Ry = T8 (26-1)u_ + A;n%;
=rh {(1-6 R P
R2 =T ( - )Vyy 2 vtt AQ H ~a-~-u(5~302)
rh 2
R = — lz,, - 26(z,, + 2, )]+ agn;
~‘R1|‘ .
Donc : I 1y ]}, - ‘L“’)h”'ph =max | [R,| | = o(m) vevvene(B4303)

: IRS‘
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L'amélioration de l'approximation n'est pas possible pour le schéma adopté,

32

2
3 moins que ==Y = @Z!’ auquel cas, pour O = %. nous aurlons eu lterreur O(h”),

w2

L'approximation des conditions aux limites ne failt pas de dAifficultés : ou bdlen
ces conditions peuvent €tre Imposées exactement, ou bien il est toujours facile de les

exprimer approximativement avec une erreur de l'ordre 1 en h,

CONCLUSION

Le systime aux différences finles (5.2.8) - (5.2.10) constitue une approximation
de l'ordre 1 en h du systéme différentiel (4.1d) - {4.1.2)» quelle que solt
la valeur de 0,

S*4- METHODE DE RESOLUTION DU SYSTEME AUX DIFFERENCES FINIES (5+.2.7)

Le systéme (5.2.7) des 4 équations aux différences finies peut 8tre divisé en
deux systdmes des deux équations chacun., les deux premidres équations lient les 2
fonctions-grille : af®) oy (M), 51 1'état initial (c'est-i-dire u(h)(kAx.JAy.O)
et z(h)(kAx.JAy.O)) est connu, et sl les conditions aux limites x=0, x=b; sont
imposées au temps t=At, nous pouvons déterminer les 2 fonctions-grille inconnue :
u(h)(kAx,JAy.Am) et Z(h)(kAx, iy, % At). Afin de déterminer ces deux fonctions,
nous utilisons la méthode de calcul déerite dans le § 2.3, o elle €talt appliquée aux
problimes unidimensionnels. Nous appliquons cette méthode du "double balayage" aux deux
Premidres équations de (5.2.7) en admettant que le calcul se déroule le long des droites
y=3y, 3 =0, 1,2 veur J. Alns! la solution numétique est trouvée pour la premidre
étape (directlon X) comme s'1l s'agissalt d'une série des problémes unidimensionnels.
Cette solution est constitude par la fonction-grilile u(h). dont les valeurs sont ainsi
déterminées sur tout le malllage M, au temps At, et par la fonction-grille ZL .
Cette dernidre est une fonction auxilialre déterminée sur le méme malllage que 2
u(h). mais au temps O0<t<At, La solution intermédiaire z(h)(kAx. by, % At) et 1a
fonction-grille initlale v(h)(kAx, 30y, 0) nous servent d'état initial pour la deuxidme
phase du calcul,s analogue 3 la premidre, A cette différence préds, que la méthode du
"double balayage® est appliquée dans la direction ¥» le long des droltes X = kAX,
K =0, 1, 21 «.esN. Alnsi nous calculons les valeurs des deux fnctions-grille Z(h)(kAX'
by, At) et v(h)(KAx. Jly, At) dans tous les points du malllage au temps ¢ = At
la solution numérique du syst¥me (5.2.7) au temps t = At est constituée par ces trois
fonctions-grille : u(h). calculde dans la direction X en partant de u(h) et Z(h)
connues au temps t=0, v(%) et Z(h). calculées dans la direction y en partant de
v(n) connue au temps t=0 et la fonction interm&iaire ZL » connue aprds avolr
effectué le calcul dans la direction X. Le calcul se pourfult de la méme fagon pour

déterminer la solution u(h). v(h). z(h) aux temps t = 2At, 3At, .... etc.
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S5+ ETUDE DE LA STABILITE NUMERIQUE

«prpr .« n+1—Rw +TC
S.5.1. Réduction du systéme aux différences finies & la forme w ~ Th

Pour pouvolr examiner la stabilité numérique de la méthode décrite nous utilisonsg

les théordmes du § 2.4. Nous commengons par la stratification de la solution en la

n+l _ n T .
ramenant 3 la forme Wk.J = Rhwk.J + T ak,J“ 501t une nouvelle variable :

n -
uk’.} VK,J
- _
V.
n+1 n Ky J Yk, 3
%3 % Ra¥i,3 % Rn | = | verve(5uBu1)
- -
2, 3 Vi, 3
n+y, ~
ZK'J vkoj
- 4L N

et un vecteur :

CR,J B e s o et e s i e e =1 vn-v(5»5-2)

La nouvelle variable O définie par (5.5.1) correspond & la variable v du
¢ 2+4.2. En partant des dquations (5.2.7) nous définissons les opérateurs R, et &
pour les polnts du domaine considéré.

Alnst R, sera dérini par :

n
(§,rU)T + 2r1B(5,~U)V = -2ry(1-6) (5, -0z * (Sic*U)u 3

~ n
2r16(sK—U)F + (8 tU)vV = (8 *)Z - 2r1(1-6)(sk—u)un

..«...(5-5.5)
- = ~ n
(84+0)V + ZPQG(SJ—U)V + 2r,6(1-0) (84-U)v = (84+U)v

2r29(sJ-U) ¥+ (sJ+U)-=v- - (SJ+U)'G'= —2r2(1-6)(SJ-U)Vn H
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~s
En éliminant VvV entre les premidre et deuxidme, trolsidme et quatrilme et

deuxldme et quatridme des dquations (6.5.3) nous trouvons pour R;, un systéme sulvant :
- n
larf6°(5,-0)* - (5,01 °1F = [-ar6(1-8)(5,-0)° - (s, +v)*Tu +
n
+ lary(sy - wlz s
[ar361-6) (5,-0)° + (5,+0) 1% + 2ra(s? _ )3 =
= [-4[’2(1—9)2(53—U)2 + (SJ+U)2]vn ; vohtbott!ﬂh<50504)
[ori6(s,-0) (5 ,+0)]F  + [ero0(5,40) (5,-1)]F + [(sK+U)(sJ+U)]5 =
n n
= [-any (1-8) (5, -U) (5 +0)]u + [-era(1-0) (s,+U) (5,-0)]v «
n
+ Uspudsym]z

Aux points limites 1l'opérateur R, DPrend, selon (401.2), la forme sulvante

R [» ° ~ 7 w7
VO,J . uO'J Vbibj ' ‘ \;,Nrj
. . .n — n
60.3 = VO,J ) T VQ'J H O’bI'J = Vbl'J = vblij g .»-u-..(5-5.58)
z . N - n
Vo, Yo Vbyo 3 by,
- - '" - o - L. -
- - : - n
. n ) - —
Yk, 0 Uk, 0 rvk.b2 P, b,
~ ~
n = n
= = H = v = H LN N 4 v - - b
%,0 = | %0 Yo |} I,v, Ve, Vb, | e (545.5b)
Vi, 0 k0 | Yk, b, i, b,
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Le cholx de l'opérateur Ry défrinl selon (5.5.4) et (5.6.5)

et les conditions

aux limites déterminent l'opérateur Ci’J. Pour les points intérieurs du domaine nous

trouvons, & partir de (5.2.7) :
- ~
(8 + NI + 2r,0(5,-)¢ = 0;

2ri6(s,-v) & + (5,401 = 0;

i

(SJ+U)E + 2ra0(s,-U)C + 2r1(1—6)(sJ—U)C = 0}
2r26(sj—u) E + (sJ+U)<=i ~ (s3+U)C = 03

Pour les points limites, en utilisant le relation :

n+1
w G,
LR
' At
Nous trouvons :
.~n+1 n - B n+1 _ 4 7]
0,5 ~ Yo, P13 ~ Wy
At At
0 d
~0,3 % ; Cb1'3 ) ;
0 0
n+y, iz 0
z - VB, “b1s3 ” Poya g
At A
(o] o0
n+1  2p n+1 an
vpr \VK.O vk'b"’ \VK'J
A Be
ZK;O = n+1 n+y2 Ckobz = Zn+1 Zn+yb
ano - Zkoo k’b2 k'b2
At B At
0 0

.too"t(5~516)

ubou(SoSu?)

...(5.5.6)
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5.5.2.,. Etude de.l'opérateur Ry

) n
Nous cherchons les conditions telles que ”"Rh ” 501t borné uniformément,
Comme dans le § 2,5.5 nous étudlerons 3 familles d'opérateurs : {Yh}. {xh} et {Zh}.

(a} La famille des opérateurs {Yh} déterminée pour les points k=0,1,22,...;
J=0,%1,22, ... Par les relations (5.5.4),

Posons

n+l  1k0 13f
X, 3 E e e

<

#

n+l 1ko 133
e e

<it
Y

z n+t  1k¢ 13F
Ve, 1 =0 e e

n n tka  13£
L = £ e e evecce(BoBeB)
n n ke 130

vk.J =n e e

n n 1xe 133
Zk'3~¢> e e

etCooe

Pour simplifier les formules mettons AX = Ay =h, At =rvh, o =p. En
substituant (5.5.9) dans (6.5.4) nous obtenons, aprs les transformations, un sys-

time 4'équations

. - (g
‘n+t . 2 .
E 1 :
RIE " n

no =0l n
‘n+l § " n
o | o |




ol

[1-x°0(1-6)] { 14k26%)

(1+K292)2

2
K

(1+x°0%)2

1]
=]
g
>4

1]
3
=
-

it
=)
=3

1k [1-x%0(1-0)]-

- 83 -

[1+5%(1-6)%1 [1+k°0%) -x”

1K(1+K292)

1K[1-K26(1-6)]~_

[1-x°8(1-0)] ( 14k 20%)

1E(1+k20%)

(1+K2 92)2

(1+K262)2

[1-k%0(1-0)]7

(1+K2 62)2

i

00055410}

On s'apergoit que l'opérateur Y, peut 8tre, comme dans le $ 2.5.2, comparé

la matrice d'amplificatlion dérinie par RICHTMYER,

n
Nous cherchons les conditions pour lesquelles 1'inégalité ‘th-ﬁ K (n=1,2,00)

est satlsfalte,

Nous savons (voir [6], p 190) qu'il faut que le spectre de la famille des

opérateurs {Y,} soft 2 1'intérieur ou sur la limite du cercle unitatre |'A] € 1 pour

n .
que 1'inégalicé !th |f< K solt satisfalte. Cette condition nécessalre est tou-

Jours satisfalte pour notre cas st % < 6] € 1. En effet en posant :

2 2
1+ 68 =p ;

1-k°8 (1-68) = 5 ;

2 2
1 +X(1-60) =1¢ ;
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Nous trouvons 1'équation caractéristique de (5.5.10)} :

sp 1Kp
- = A 0 -
2 2
p %
K tp K2 1Ks
- e e - A - —— = 0 090(505011)
2 2 .
© D Sp D
1Ks 1Kp 62
b m— - -— =\
2 2
D p p

D'od nous trouvons pour les valeurs propres Al (1=1,2,3) de 1l'opérateur
Ty, 1téquation :

s° s K -tp ° tipts) K (s-p) t(x’ %
- 8 ] s= s
7\3 . A2 (= == =~ = 4 ===} + X [-.. + + ]-_ =0 eoo(5.5.12)
92 D Sp Da Da Ds D3

L'analyse des racines de cette dquation prouve que pour % <6<, 1la
condition Ikif‘s 1, (1=1,2,3) est toujours satisfaite. Nous avons trouvé numérique-
ment une série de valeurs de Ki en fonction de X 2 O pour différentes valeurs
du coefficient O, Les courbes max |k1|~: £(k,0) sont représentées sur les fig,
6.1 et tig, 5.2,

On s'apergolt que pour toutes les valeurs de % €0 <1 1es valeurs de
max lk1l< sont limitées entre zéro et un (f1g. 5.1), tandis que pour toutes les

valeurs de 0 £ 0 < % sy Mmax |A1l' est supérieur 4 1 pour certalnes valeurs de K

n
(fig. 5.2). Ains! nous pouvons supposer que la condition |f¥h ”'< K est satisfaite
pour 3 < 0 < 1.

En réalité on trouve des exemples de famllles d'opérateurs dont le spectre
est situé entidrement 4 l'intérieur du cercle unitaire et qu! ne satisfont pas & la

n
condition ILYU ”‘< K. Alnsi une vérification s'impose pour les cas pratiques.

Pour certains cas on peut trouver une condition suffisante. Généralement une
vole expérimentale est utilisée : on effectue les calculs-essals qul permettent
d'estimer la validité du schéma. Cette méthode est conseillde par GODUNOV et
RYABENK! (voir [6]y p. 214) et, en rigle générale, la stabilité est confirmée par

les calculs.
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Nous avons effectué un certain nombre de ces calculs (volr chapitre 6) et
. _ n
sur la base de leurs résultats nous admettons que l'inégalitéd lPYh ‘f< K est

satisfaite pour % <6 <1, Nous pouvons toutefols affirmer que le schéma de dff-

térences finles est Iinstable pour 0 € H < % .

{b) Considérons la famille des opérateurs {Xh} déterminde pour les points
¥=0,1,21 0003 J=0+1,2,.04.5 PoOur que A soit un point du spectre de ltopérateur Xh
11 faut que X, w-Aw=0. Le spectre de X, se compose des points du spectre de Y,

et des points correspondant aux points k=0 et =0 dans le plan (X,y). Pour k=0
nous avons

n ~ n
Xp Wo,y =Ry ¥, 3= 0o,y

c'est-i-dire que :

- -
Yo, u,
‘n ‘n
Vo'J - >\ VO,J = Q
n
¥, 4 Zo
d'od :
- -, -
1 . o1
A = en vertu de (5.5.5)
v
.;94_1 . !
28’,3

- S L I
Yy, 0 Uy, 0 ! 1
Eh A n ' , N 1]. 1
WK,Q - Vk.o =0, dtod . T .
‘n ‘n 1 .
anO ZK.O

1210 I S S L
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Alnst le spectre A, de la famille des opérateurs {X,} est composé des
X h

points du spectre Ay de la famille {Yh} et des points A=1,

(c) La ramille {Zh} est dérinle pour les points :

¥ o= coool-zﬂ—ipollo?/!ooonN H
J = ooecr=21=1,051,210000d H

On trouve facilement, & 1l'alde de (5.5.5) le méme résultat que pour le cas
de la famille des opérateurs {Xh} : lespectre AZ se compose des points du spectre

Ay et des points A=1,

Alnsi, en admettant que le spectre A de la famille des opérateurs {R}
est égal A la somme des spectres Ay + Ay + Ay des tamilles {x.}, {v,} et {z,}s

nous pouvons constater que ¢

« pour 0O < % le schéma est instable pulsque 1a condition nécessalire pour que
n
”“Rhn"< K n'est pas satisfalte,

1 n
. pour 3 <60 <1 nous avons toujours |¥Rh I} < x.

5.5,3.. Etudes des conditions supplémentaires

La condition (1) (voir le $ 2.4.2) stipule ¢

{(n)
Iy, I v oy

~

Des deux premidres équations (6,5.6) nous pouvons €liminer (.. Nous obtenons

alors @
- , -
(5,+40)° € - ar; 6° (5,~0)° & =0

ou autrement !

Zy, 4(1-ar56%) zz.:kﬂd(uufeg) N Emag“'“fe?) =0
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Nous savons que st @

1
1+ 4rf 0 > p x 2(4rf 62-1) + 6
(6>0)

2,2
et st 4r;6°-1>0

alors 1 mgx|EJ| < max (1E°,j|’ IE!-J"

La premidre conditlon est toujours satisfaite pour §& £ 2. La deuxidme est

satisfaite si r.0 > %. Ainsi nous trouvons, pour r,0 > % :
. < 3
max | Ck,J' < m?x ('CO'J'. ‘KN,JI) cose(B.5,18)

et par le méme procédé :

~

S m?x (‘ro’Jl » eryJ') nooo(505c18')

Les deux dernidres équations {5.5.6) peuvent 8tre maintenant écrites sous

la forme ¢
(5,40)7 + 2rs6(5,-0) = 1,
ovoo(505019)
2r29(sj-u)é.+ (sj+u)2 = £y
~
ol : £y = ~2r1(1—9)(SJ-U)C;
o = (S1+U) e
A partir de (5.5,18) nous savons que ¢
Jeal < 2ry (1-6) o 2 max | | < ary (1-8) max (1%, 41 Y
tnnc(5.5¢20
IfJ-gzrmxlﬁhJVSZn?x(V%d'ilghjh;
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De (5.5.19), en éliminant &, nous trouvons :

(SJ+U)2 ¢ - 4r§92(sn-u)2 L= (SJ+U)f1 - 2r19(sj-u)r2 caco{B5:5,21)

Posons ¢ g4 = (SJ+U)r1 - 2r19(SJ—U)r1
Alors :
’g1"5 '8?1(1°e) m?x (’KD'J li 'KN,JI) - 8?26 m§X (Igv'gli laﬁ'J!)l

1
A partir de (6.5.21) nous pouvons écrire que si r,0>-, alors :
a

= = = 1
Q?g lz"‘k"’ls m;x (IC}(,OI' le,JI' 5‘6' max tgii) ooco(5a2a22)

En éliminant 2 de (5.5,19), nous trouvons de méme que :

= = 1
‘Jlimgx <’€k)°|' lC,K’J{’ '2’8 max ]gzl) 000(505922')

gt

ol :

*Sr%'j'f .. 10rir,9(1-6) m§x (150,3Ii !KN,JI) + 4T?x (ICD.J"I&N.JIk

En conclusion nous écrivons que

1 lhs mar (12,15 1, ) }
t
)
= = = " 3
e Il< mex U, ol 1,5l pr i lea]) 1
1 cooe{5.50.23)
z s z 1 !
¢ Ih< max UG, ols 18, gl 3™ le2])

“~

12 s mex (13,415 12,5

D'aprés la méthode utilisée pour résoudre numériquement le problime nous

savons que (volir ¢ 2.3.) :

n+1 n n#y, n n+lf, ~ +1
ana -uOoJ = E°|J(ZODJ - ZO'J) + Ff)pJ ; 0, = Wr(; J

210
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n+i n ~nti n
- 1u -
Yo, " Yo,y Yo,5 = Vo,5 Fo,y
e e o e e e T EO J ;
At ' At At
De (6.5.,7) nous tirons alors, pour la direction X s
g ] o ma O
: Yo,9 " Vo,5 Fo,5 | Vy,g Vg
B 3 + ettt
O At At At
0 ) 0
CO'J = . H CN,J = | ; 0000(505024)
0 0
N+l an ' X+t X
Yo,5 = Yo,3 A Y, " YN T g
At , AtoEN'J
... " - .
De {5.5.8) nous trouvons, pour la direction y :
i, . - o —
z n+t 5 n ' % n+i % n
Wk,o Wk 0 wknf “r’k,J
: A : _ At
=] - = H eao 595024'
%o N " b Og ~ ~ ' ( )
Tyn+t In : ~n+l n '
Y0 " Y%,0 T k,0 CYa T Y%,0 T Fryg
Aty BteEy g
0 0

Nous écrivons que :

€ 1< max |2 |+ max |E ] + max |Z] + max | |

En utilisant (5.5.23), (5.5.24) et (5.5.,24'), et en posant r;=rs, b=2,

nous trouvons ¢

~ N+l ~ N o+l ~n
Yo,7 = Y,3 Yy, 1 7 Y,
12 e ey |20 00 ZTIW .- B EI
l’l.J At nlJ

~ ~o ~s ~

~ontl ~n ~n+i 2’7 n
koo~ Ye,o0 Ve, 0 ™ Y, g

T1210 + Byomax |=—e-m————=i2| + Byomax |——im-——mmmiZ| 4 ¢ cve(Bs5.247)

n,k At n,k At
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ol
- 5, l; e = | <]
S AL L R+ Pl
1 2
By = 1 + max l"'"""l"" 2rq + l‘l-rll;
nk B o
1 2
Be =1 + max |-——| + 2r, + |1-r7];
nk Ep g
Fo, .3 K, 0 X, J
C = max *---—I + max I —————— I + max I —————— l ax | ------ ',
n,3 At 3 AL vk EK'OAE nyk By JA§

(n)
Ains! pour la norme Ilw ”¢h dans 1l'espace #, cholsle selon la formule
(6.2.12) et pour 6=2, 1la condition (1) est satisfaite et :

™

hell< e o™,

(n)

La condition (11) stipule la relation |Lw°lfwh <k |lo ”¢h°

01 Fa
u 20
Wo = Vo = 5 H oaoa<505025)
o] ~
zZ 1 L9
WAl ~ X
done : "wawh = max | | + max |§ | + max ERE cose(5:5.26)
Ky K, ¥,)

En comparant (5.2.26) & (5.2.12) nous pouvons constater que la condition

(11) est satisfalte.
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Se6e CONCLUSIONS

Nous constatons que pour les normes admises le schéma des différences fintes,
résolu & l'alde de la méthode aux pas sépards, est numériquement stable pour % <61

et rb > %g I1 est instable pour 0 < 8 < 3,

La solution du systdme aux différences finies converge vers la solution du
systime dirférentiel et l'ordre de la convergence est le méme que 1'ordre de l'appro-

ximation, c'est-d-dire O(h),

000
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ETUDE NUMERIQUE

CHAPITRE 6

D'ECOULEMENT EN UTULISANT LA METHODE

6e1¢ SOLUTION ANALYTIQUE DE L'!'EQUATION

RECTANGULAIRE

AUX PAS SEPARES

EXPERIMENTALE DES EQUATIONS

DES ONDES. DANS. UN DOMAINE

Soit un domaine rectangulaire 0 € X < by, 0 £y £ by, Nous cherchons la

solution de l'équation

.
.

%z % 3%z -
a? x®

satisfalsant aux conditlions initiales :

2(X,5,0) = Q(X,y); =mmmm—cns = W(X,y) ;

dz(X,y,0)
Ot

et aux conditions aux limites :

aZ(O,y.t) _ aZ(bj.'Yot) =0 ) aZ(XpOot) -

ox

' "Ov
x Oy

035000(69101)

noeoqo(eoioa)

noeeoc(Gnlos)

Z(X,bgrt) = Hg = const;

La solution de ce probldéme, obtenue & 1'aide de 1a méthode classique de

séparation des variables est (voir par exemple "Les équations de la physique mathé-
matique® par A.N. Tikhonov et A.A. Samarskit, P.414) :

2{Xeyit) =
n

M o8

b

1 m=

) (Bn'm cos Vin,m t + By, 8in An,m ot)w

n,m'

nno(6c1¢4)
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ol les coefficients gn.m et ﬁn'm s'expriment A 1l'aide des conditions initlales :

by bp
- ~
Bnom = [ [ otun Yn,m X dy sore(8.1.5)
o Q
= by bg
= w(X,y)
Byp=J [ === Ya,m 4% 4y weee(6.1.6)
? ’
o b /;p,m
n Tm 2
>\n n = (——) + (——-) 0900(60157)
' 1 2bg
2Vb1b2 nm buti ( 1 8)
W = wwwees 005 =~ X €08 —==- h4 so0a{Bol,
Bl b, by 2b2
Admettons
o 1194 My
D(X,y) = 2{X,y,0) = Hg + €OS ~= €08 ===
by 2b,
0000(60159)
W(X,y) = 0;

Les conditions aux limites aux temps t=0 sont satisfalites par ce choix des

conditions initiales, puisque :

Bioy) _ Wivay) _ 3(x,0)

Bx dx dy 0; H(Xib2) = Hos eoeo(B01,9")
Nous trouvons de (6.1.5) que :
0 pour ns=1, ms=1
----- pour n=m= 1

De (6.1.8), pour W(X,y) = 0 nous tirons ﬁn,m=o° Donc la solution .de

{6.1,1) avec les conditlons (6.1.3) et (6.1.9) est la sulvante :

194 Ty 1 1
Z{X»¥y+t) = Ho + 0§ —— c08 === cos T, Yt TTs ot covo{601s10)
by 2, \¢b2 402
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6+3s RESOLUTION NUMERIQUE D'UN SYSTEME D'EQUATIONS D'ECOULEMENT PAR IA METHODE
DES PAS SEPARES

Nous nous proposons d'intégrer numériquement le systime (4.1,1) :

du 0Oz
———t = = ()
ot Ox ’
v 0Oz (6.2.1)
e =e = (s 6eo0 oKe
ot Oy ’

0z Jdu Jv

== #== 4+ —— = 0

ot Sx Oy

dans un domalne rectangulaire 0 £ X < by, 0 <y < by, en imposant les conditions

aux limites qul correspondent au probldme (6.1.1) -~ (6.1,9) résolu analytiquement :

aZ(Oert) aZ(blsy;C) _ BZ(X,Opt) =0 :
ox o oy o

onvvoooo(6nzez)

Z(X:DQpC) 2'00 H

it

Cela peut s'derire sous une forme qu!l convienne mieux & (6.2.1) 3

B

au(ovy)t) N au(bl,y.t’ _

0;
ot Ot
Daoﬂﬂ°°(6l2°3)
av(X.O,t)
________ =0 ; Z(Xyibost) = 2,0;
3t

Admettons que l'état 1nitial solt donné par les relations suivantes, cor-
respondant & (6.,1.9) :

X My
%2{X,y,0) = 2,0 + cos -- ¢os — ;
by by
9on-ua(6.204)
u(X,y.O) = V(X,y,O) =0 H

Alnsy le systime (6.2.1) assujett! aux conditions (6.2.3) et (6.2.4) corres-
pond & l'équation du second ordre (6.1.1) avec ses conditions (6.1.2) et (6.1.3).
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En effet, on obtlent (6.1.1) & partir de (6.2.1) par élimination de u et
de v. Il faut remarquer qu'il s'agit en réalité de deux probldimes différents. On
s'apergolt que 1la solutfon (6.1.10) de (6.1,1) ne dépend pas de u et v. Alnst
11 suffit, pour résoudre (6.1.1) de définir les conditions initiales et aux limites
ne concernant que la fonction 2, tandis que la solution de (6.2,1) dolt dépendre
aussi des conditions imposées &3 u et v, Cette remarque a son importance dans le
traitement des probldmes plus complexes et la comparalson des résultats numériques

avec la solution analytique,

Nous avons intégré (6.2.1) ~ (6.2.4) numértquement par la méthode des pas sépa-
rés déerite dans le ¢ 5.4. Le domalne considéré a été remplacé par un réseau de points
de calcul. Nous avons admis 10 points dans la direction X et 20 points dans la
direction y. La fig. 6.1 indique la numérotation adoptée par le programme., Le pro-
gramme de calcul a €té écrit en langage FORTRAN II et assemblé sur ordinateur |BM 7070,
Ce programme nous a permis d'étudier les limites de la stabil1té numérique et 1'in~

fluence des différents facteurs sur la solution.

6e3e  ETUDE EXPERIMENTALE DE L'INFLUENCE DES PARAMETRES ri, re, O
SUR LA SOLUTION NUMERIQUE

6.3.1,. Les calculs effectuds

Les essals ont été menés sur ordinateur IBM 7070, en falsant varier systéma-
tiquement les paramdtres essentlels : 8, At, AX, Ay, Le tableau 6.1. donne la
liste des essals effectués. Pour analyser les résultats nous avons considéré quelques
points du réseau décrit dans le § €.2, notamment les points de caleul (5,2) (10,5),
(16,9), (R0,9) (volr Fig &.1),
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Tableau 6,1
Numéro At ~ é: ~ é: 0
de secondes ry = ro = Remargues
caleul Ax Ay
”.g.:...%.f.%.m...«. — 10 l, 0 l, 0 ...ﬂ..v...._.g.’.g.i.‘.w_.‘._
6,1.3 ] 0s5 045 0, 40 Caleuls
Oedett 6 0,6 0,6 4 instables
6,15 8 0,8 0:8
badab 0,495
6.1.7 10 Lo 1,0 0,50 proche de la solution exacte
g..\..& 13 g.g 2,3 2% Calculs stables
219 0 4 0
6,1.10 3 0:3 0,3 1.0 Ondes atténudes
6,1.11 10 1,0 1,0 4
6.2,1 3 0,3 0,3 Calculs stables
6.2.,2 [ 0,6 0,6
2'2'2 28 g'g g’g 0,50 La vitesse de propagation
6.2-5 30 3'0 3’0 des ondes faussée
[] e L3 3.
5.2.6 %0 5.0 %0 par le calcul
0.2.7 20 2,0 2,0 2% Calculs stables
6.2.8 30 3.9 3.0
042,9 20 2,0 2,0 N 1.0 Ondes atténuées
642410 30 3,9 3,0 !
L6301 213 Calculs stables
6.3.2 10 L0 172 0, 50 La vitesse de propagation
v 3.3 173 faussée par le calecul

6:3:2,. Limite de la stabilité numérique

En examinant le tableau 6.1 nous nous apercevons que le calcul est instable

numériquement pour les valeurs de O inférieures 3 % et cela, quelles que solent

les valeurs de AX, Ay, At. La fagon selon laquelle 1'instabilité se manifeste est
montrée sur les flg. 6.9 - 6.12, ol nous avons porté les résultats du caleul n® 6.1.2
effectué pour ry=r,=1 et O = 0,40. On volt qu'au début du caleul les résultats

ne s'écartent pas trop de la solution analytique, blen que la différence s'amplifie
avec le temps de calcul. Cela est dfi & la forme sinuso¥dale de 1'état initisl qui
retarde considérablement l'apparition d'instabilités franches.

Ains! 1'étude expérimentale confirme les conclusions théoriques du § 5.6 :

la limite de la stabilité est O = %; pour 6<% le calcul est instable; pour

% €0 <1 11 est numériquement stable.

6:3,3.. Cas spécial O 2 -, ry =71, = 1

f R I

Nous ne citons ic¢! qu'une partie des résultats, notamment les niveaux 2

en fonction du temps, calculés pour les points :

(6,2), (10,5), (16,9) 2 1l'intérieur du domaine,

(20,9) & la limite du domaine.
1210
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La f1g. 6,1 1ndique les positions respectives de ces 4 points de calcul,
En admettant Ho = 2,0 nous avons pu calculer les valeurs exactes de 2

en fonction du temps pour les 4 points 3 1l'alde de la formule (6.1.10), Cette for~
mule prend ls forme

Z(X,y,t) = 2,0 + cost cosP c0s0,03587¢ ;

TxAX  mk nily 3
oﬁ H (x 2 meemem -—; W em———— -—;
ohx 9 2,190y 38

Le tableau 6.2 donne la comparaison de ces valeurs exactes avec les valeurs
calculées numériquement & l'aide de la méthode des pas séparés en admettant
Ax = Ay = 10m, At = 10 secondes et O = %o Le calcul a été effectué pendant une

période T = sob secondes, c'est-i-dire 30 cycles de calcul.

On volt d'aprts le tableau 6.2 qQue pendant cette période et pour'des amplitudes
égales au maximum 3 2,0 m 1'écart entre les deur solutions ne dépasse pas 0,005 m,
ctest-a-dire 0,25 %,

Tableau 6.2
Point (5Ax, 2Ay) Potnt (16X, 9Ay) Point (20A%, 9Ay)
t
secondes z Z F4 Z 4 z
valeur valeur Erreur valeur valeur Erreur | valeur valeur Erreur
exacte numérique exacte numérique exacte numérique
180 2,300 2,301  +1x1073| 1128 1,124 0 2,982 2,962 0
190 2,263 2,263 0 1,234 1,233 -1.1073] 2,859 2,860 12073
200 2,192 2,192 o Lusl  Luso  -1,1073] 2,627 2,628  +1.1073
210 2,69§W “mégbéi'“ “¥1x1o"3 1,i§6t) 1,717 -3.1077] 2,314 2,317 43,1073
220 1,989 1,990 2,030 -4.1073 1,963 1,966 +3.10 3
230 1,862 1,883 2,340  -3,1073| 1,615 1,619  +4.10-3
" 240 L7191 1,792 2,605 T IYUT0T | L B 3 16D
250 1,726 1,721 2,79%  -4.10-3] 1,105 1,110 +5.10°3
260 1,697 1,697 2,861  -4.1073| 1,008 1,012 +4,1077
270 1,705 1,706 2,657  -2.1073| 1,037 1,080  43.1073
280 1,752 1,752 o 2,724 2,722 2,209 1,188 1,190  +2.1073
...... 290 1,630 1,83 o 2,496 2,496 0o 1,443 1,444 +1,1073
300 1,929 1,929 0 2,206 2,207  +1.1073| 1,770 1,766  -2,1073
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6:3.4.. Influence du pas de.temps At

I1 faut distinguer deux cas différents en étudlant ce problédme :

1° 6 ==, At vartable, AX et Ay constants

1
2
La série de calculs correspondant 3 ces conditions comprend les calculs :
601.7, 6.2.1, 6.2.2, 6,2.3, 6.2.4 et 6,2.5, Les résultats sont portés sur les

tig. 6.2, 6.3, 6.4, et 6.5 pour les points de calecul (16,9), (20,9), (10,8) et (5,2),

Les conclusions pratiques qut s'imposent 2 l'examen de cés graphiques sont les sui-

vantes
Ay At
o la vartation du rapport R- = 5- Influence nettement la vitesse de propagation
NX vy
des ondes, surtout pour %% > 1. On s'apergolt que la vitesse de pro-

pagation des ondes pour —; > 1 est plus petite que la vitesse réelle trouvde
4 ltalde de la solution analytique.

t
o Dbour les rapports -— < 1 on observe une vitesse de propagation pratiquement

identique {un peu supérieure) & celle de 1a solution analytique,
- dans aucun cas nous n'observons une atténuation de 1'amplitude des ondes.

o elles sont déphasées, mals non atténuées par rapport & la solution analytique.

2° 0 sk

é, ry = ro, variable

Examinons les résultats des calculs 6.1.8, 6,1.9, 6.2.7 et 6.2.8 pour 6 = 2/3
et 6,1.10, 6.1.11, 6,2.9 et €.2,10 pour O = 1, Les filg. 6.6, 6.7 et 6.8 montrent
un phénomdne nouveau par rapport i 1° : non seulement la vitesse de propagation est
affectée, mals aussi liamplitude des ondes. De ces calculs nous pouvons tirer les

conclusions sulvantes :

. pour les valeurs de O > % le calcul Introdult une atténuation artificlelle
des ondes par rapport & la solutlon analytique., Cette atténuation augmente avec
le temps du calcul et provoque 4 la longue la disparition totale des oscillations
du systime, le phénomdne dtant en contradlction évidente avec la réalité,

L'atténuation est d'autant plus rapide que le rapport g% = g? est plus grand.

o de plus 11 existe le méme phénomine du déphasage des ondes qu'tau point 1°,
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Ces concluslons sont blen illustrées par les fig, €.9, 6,10, 6.11 et 6,12
qul montrent, pour les points (16,8), (20,9), (10,5) et (5,2) les résultats des calculs
effectuds avec le rapport fixe %% = ﬁ% mats en varlant © (calculs n® 6.,1.8, 6.1.7,
6.1.9 et 6,1.11),

6ege INTERPRETATION DES RESULTATS NUMERIQUES

Pour interpréter les résultats du § 6.3 nous utiliserons la méthode exposée
dans le ¢ 3.2 et fondée sur 1'analyse de Fouriler. Pulsque la comparaison de la solu-
tion numérique avec la solution analytique s'est limitée 4 1a fonction 2, nous nous

bornerons 1ei & étudier ces résultats seulement,

a/ Equation différentielle (6.2.1)

Soit

»  L(OX+yy+Pt)
u=u e

1(ox+yy+Lt)
V=V*e Y 599909(60401)

¢ 1(0x+yy+£35)
= 7 e

la solution du systdme (6.2,1). La substitution de (8.4.1) dans (6.2,1) donne, aprés
2 2 2
élimination de u”*, v* et 2z*, 1a relation : B =a” + Y. Enposant o =y,

’.=i/-2—o

nous trouvons R = + /2 0 et nous savons que

I

b/ Equations aux différences (5.2.8)
Nous cherchons la solution du systéme (5.2.8) sous la forme :

(n) »  1(0KAX+Y3Ay+£nAt)
u =u e

(n) e1(akAx+YJAy+BnAt)

v = v c0000(604.8)

(n) s 1(0KAX+YJAy+BnAt)
z AR

11210
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La substitution de (6.4.2) dans (5.2.8) et 1'élimination de u” et v méne,

st l'on admet que AX = Ay et rqy Sry =r, 4 ltéquation suivante :

10 wAVA
ar®s%[0(e EAt—1)+1] " 4r232e1mt[9(e1EA - 1)+1] » .
& i - & &
4r%s%0[0(e - 1)et] (e 1) 4?87 (1-0) (e 1)e1) e (e ot
2A
+ (eip t-i)z* Z 0 o0s(6e4.3)
R _be b
T TR TN
alx YAy
5 = 1tg e itg =—=;

La relation (6.4.3) peut &tre analyséde, selon la méthode décrite dans le
§¢ 3.2, pour les différentes valeurs de O et r, Nous nous bornerons & dderire

un seul cas particuller : 6 = 35, Nous avons vu dans le $ 6.3.2 que la solution

Ol DOl

numérique correspondant & 6 = et r =1 colncide pratiquement avec la solution

analytique, tandis que peur O = % et r == 1 1la vitesse de propagation des ondes
calculées varie, mais leurs amplitudes restent constantes, Nous expliquons ici ce
phénomdne.

1
Pour O = - nous tirons de (6.4.3) :
2

2S%imt#i(eimtﬂ) 1BAy
+ (5 -1) =0 000(6.4-4)

1AL
2r282(e +1) er

1At 1PAL ) 2 2 1RAt 1Rt
rig(e +1)=(e  ~1)  r8i(e  +1)+(e | -1)
datol @
2 4 4
21PA: 18t 1+2r’s? -rs
e + 2e ° —_—"—"2"';—-'4'7'; +1=90 oco(604os)
-{+8r 8 -r S
et ¢
1PAt 1~K, 21/, ,
e T e f e 000(60406)
14Ky 1 +Ky
aAx 17234
2 2 4 4
ob : Ky = 2r tg (-5-) + T otg (-5“)
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En admettant que [ soft un nombre complexe posons {5 = Py + 1 B,. Alors
(6.4.6) devient :

-BoAt 1-Kq ok,
e ° (COS('H[\E + 1 SinFth) E il B B 9000(60407)
1+K1 1+K1
~-Boft 1=Ky
arod : e c0s 4\t = === ;
1+K1
uoo(6u4°8)
-t 2/K,
e sin 1At = & === ;
14K,
/Ky
et tg FIAC = 2 - H ooo(6°4n9)
1-K,
tandis que :
~PoAt 1 2/K, 1+K, &K, .
€ = % ° = % o = 1,
sinf At 14K, o/x, ¥
done [ =0, P =f; et finalement :
1-K,y
cos PBoAt = ~——=; o0o(6.4,10)
1+K1

Ainst nous avons prouvé que pour O = 3 1tatténuation des ondes sinusoldales
ne peut pas exlster pulsque aux valeurs réelles de 0O correspondent les valeurs
réelles de [? quel que soit r. Il reste i examiner la vitesse de propagation,
Pour que la solutfon {6.4.2) coIncide avec la solution analytique il faut que la
relation (6.4,10) satisfasse A la condition B = ¢+ 1, Nous avons résolu numéri-
quement {6.4,10) pour différentes longueurs dqoﬁdes (ou différentes valeurs de QAX)
et différentes valeurs de r. Ensulte nous avons calculé le rapport i = ~jﬂhL—,
ot GA représente la vitesse de propagation calculde numériquement, & 1la C?tggge
réelle de prolagg}ion. At est calculé A partir de (6.4,10) pour OGAX et
diftérents. Si @é = 1, la solutlon numérique coIncide avec la solution exacte.

S1 Qé <1 1la vi}esse de propagation calculée numériquement est plus petite que la vites-
se I‘g)ﬂle- 53 %? > 1, elle est plus grande, Le tableau 6.3 et la flg, 6.13

montrent les résultats de ces calculs,
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Y
W
Tableau 6,3 Le rapport --—
Y
]
0,3 0,5 0,8 1,0 1,2 1,5 2,0 2,5 3,0 4,0
n
g 1,020 3,015 ) 1,005 10,993 0,983 | 0,959 0,919 0,873 {0,837 0,726
m
- 1,062 1,030 | 1,013 }0,983 0,957 | 0,918 0,841 0,766 | 0,700 0,583
4
n
~- 1,138 1,095 § 1,015 0,975 0,93% | 0,867 0,759 0,670 | 0,594 0,476
3
T
- 1,225 1,160 | 1,030 |0,940 0,860 | 0,753 0,615 0,515 | O,u4ul 0,339
2

L'analyse des résultats montre qu'il n'y a pag de point commun 3 toutes les
courbes, c'est-A~dire que la solution numérique ne coincide jamats avec la solution
analytlique., Toutefols on dolt obtenir de bons résultats en admettant r g’o.sse
On s'apergoit auss! que pour 0,3 < r £ 0,85 1la différence absolue entre la vitesse
calculée et la vitesse réelle de propagation est plus petite, méme pour OAX = IE.

2
que pour 0,85 < r £ 4,0, Cela explligue bien les phénomdnes décrits dans le § 6.3,

1
En refaisant cette analyse pour les valeurs de O 7 o " auralt pu consta-

1
ter que pour O > ; la partie imaginaire [, de [ existe et qu'elle est positive

s1 blen que les amplitudes des ondes sont atténuées en fonction du temps.
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