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- CHAPITRE I~

ETUDE THEORIQUE DES DECOMPOSITIONS DISJOINTES SIMPIES

S
DEFINTTION. Une fonction booléenne simple f(X) est dite posséder une
décomposition disjointe simple si elle peut &tre exprimée

comme une fonction composée g [LP(Y), 7], les ensembles Y et Z de varia-
bles étant disjoints.
Dans toute la sulte, nous supposerons évidemment cette
définition non triviale, c'est-d-dire que :
- £(X) dépend effectivement de ses [X] = n variables,
-1 < [¥]=s < n.

I - A . NOMBRE DES FONCTIONS DE ®n VAUIIABLES ADMETTANT UNE DECOMPOSITION

DISJOINTE SIMPIE.

1.~ Nombre des fonctions de 3 variables admettant une décomposition
disjointe simple. “

Sur 218 fonctions booléennes simples dépendant effectivew
ment de 3 variables, 11 y en a 114 qui admettent une décomposition disw

Jointe simple non triviale.



pres de fonctions booléennes simples de 3 variables

En effet, dressons le tableau suivant des 16 types pro=-

°
°

RPN

Type dont
Nombre de| les fonc=
(o i Représentant du Caractéristiques des | fonctions| tions ad-
Désignation type fonctions du type . | du type mettent une
au t décomposi=
U type tion dis=- :
Jointe simpley
3A xyz monotonie 8 L_
3Ait X+y+ 2z i 8 X "
3B z(xy + x'y') sous~-imparité 12
ng z +xy' +x'y sur-imparité 12 X
3C xyz + x'y'z" parité 4
3c® xy'+yz'+zx 4xz  +yx 42y’ 4
3D z(x + y) monotonie 24 '
3D=E zZ + Xy 24
3E xy'z + yz' monotonie en x 24
BE’E xy+xz'+yz+y'z’ 24
3P xy'z'+x'yz4+x'y'2! 8
BF! xyz+x'y'+y'z'+z'x! 8 .
o e
G Xy + yz + zx autodualité, impari- 8
té, monotonie
H z(xy'4+x'y )4z (xy+x'y ") autodualité, impari- 2
té
I Xy + yz + zx! autodualité, monoto- 24
nie en y et z
J xyz +z'(x' +y') autodualité 24 y
218 114




Remarque. Ie nombre des fonctions de 4 variables admettant une décomposi-
tion disjointe simple est plus long & calculer, d'une part parce qu'il
existe 380 types propres & 4 variables, d'autre part parce qu'il faut

calculer le nombre de fonctions appartenant & chaque type.

2. - Borne supérieure du nombre des fonctions de n variables admettant

une décomposition disjointe simple.

a,~ Montrons que le nombre des fonctions de n variables
admettant une décomposition disjointe simple g [y (Y),Z], ou [Y] + [Z] =n

et 2< [Y] = sg< n- 1, est inférieur & y(n°-n-2) 2281,

Une fonction g [\p (Y), 2] dont le nombre des variables Y,
soit [Y] = s, est fixé, peut toujours &tre obtenue & partir des fonctions
> @P,Z) # n-s+l variables et \P(Y) & s variables en remplagant la variable

P & ((P ) par\P(Y). les 22n—s+1 fonctions g(\P,Z) et les 223 fonctions

nuz+1 Ezs 2zn~s+1

tP £7) doru..nt done naissance & au plus fonctions de n

‘variables, le facteur n-s+l provenant de la possiblité de substituer\p(Y)
& 1l'une quelconque des n=-s+1 variables de g (\p, 7) et le dénominateur 2
provenant du fait qui sera démontré par la suite (théoréme 5 du chapitre I):
une fonction décomposable £(X) = g [\ (Y), Z] peut &tre obtenue de deux
fagons différentes, soit & partir de g (\P,Z) et de\p(Y), soit & partir de
h(y',2) (=s(yy.2))et de ' (¥).

Rendons s variable ., Une borne supérieure A du nombre des
fonctions de n variables admettant une décomposition disjointe simple
est alors :

n- 1 1’1— 1 2n+1
A = n=s+1 225 2zn.--s+1

s=2 S=



n+1

Iorsque s varle entre 2 et n-1, 2° + 2 < est majoré par 0?4 o1
2
et A par : n=1
2 Nw1 ™
A £ 22 tem - L n-s+1

A < 4(nP-n-2) 22

b.- Ia proportion p(n) des fonctions de n variables
admettant une décompcsition disjointe simple parmi les fonections de n
variables, tend vers zéro quand n tend vers l'infini.

En effet :
n-1
2 2 2
p(n) < 4(n"-n-2)2 4 (n"-n-2) > 0, quand n —>®
2n 211-1 2n-1
2 - Nn.2 2 -1

e¢. = Calculons quelques valeurs de p(n) :

p(3) = 16 qui n'apporte aucun renseignement et qui serait & comparer &

15

114
218 ?

p(4) =2&5§ < % 3

p(5) as 2 a 1070 .
2+



I - B - NOMBRE DES FONCTIONS DE n VARIABLES ADMETTANT UNE DECOMPOSITION

DISJOINTE SIMPIE SUIVANT IA PARTITION (Y,Z).

Une fonction £(X) qui admet la décomposition gl (Y), Z]
est obtenue & partir des fonctions gOp, Z) et\f(Y), dépendant effecti=
vement de [Z] + 1 et [Y] variables, respectivement. Appelons N, 1le

nombre de fonctions dépendant effectivement de n variables :

of 122(n“1) o p(n=2)

n
Nn—2 ==Crl + Cn 2 +oooo+(‘1) 2@

Ie nombre de fonctions dépendant effectivement de n va-
riables et admettant la décomposition disjointe simple non triviale
g’[q?(Y),Z] (1 < [Y] = s < n) est done :

ths + 1 S

ny

1l'existence du dénominateur 2 étant toujours expliqué par le théoréme 5
du chapitre I.

Application. Le nombre des fonctions dépendant effectivement de 3 varia-
bles et admettant la décomposition g [q?(x,y),z] est :

N, ¥ N
2X2_ o
22 1 21 2
puisque 2= = 02 2 + 2 = 10. Ce nombre 50 est & comparer au nombre de

fonctions effectivement de 3 variables admettant une décomposition dis-
Jjointe simple non triviale (114) (le surplus 3 X 50 - 114 = 36 s'explique
par les fonctions ayant plusieurs décompositions) et au nombre de fonetions
effectivement de 3 variables (218).

Ces 50 fonctions se répartissent ainsi : les types 3A, 3A*, 3D,
3ﬁ*et J en contiennent chacun 8, les types 3B et BB* chacun 4 et le type H 2.



I - C - DECOMPOSITIONS DISJOINTES SIMPIES D'UNE FONCTION COMPLETE SUIVANT IA

PARTITION (Y,Z).

1.- Cas Général.

THEOREME 1. = e~ o~ A " '
------------- Soit Yy +ee¥q 2y -2, un mondme premier de f (xl"“"xn'

= g [ () (yl,...,ys>, Zl"“’znas]' quelcongue a condition
que 1 = 1.
Alors 5;..;51 est un mondme premier de ) (yl,...,ys) ou

de QO’ (yl,o..,ys).

o~/ o~

DEMONSTRATTON: . 371. A

~s
______________ 2 étant mondme premier de T (xl,..., xp),
nous avons en particulier :

~ ~ ~ ~
g[ cp(yl,...,ylg y'l+1,...,ys),21,...,zm, Zm+1,...,2n_s] = 1 .

z_ ) (1)

\/(yl+1"°"ys’zm+1""’ N=s

3 (ui,vi)zsvi [cpui(yl,...,(yi) seves¥1)sZ5eesz,] = 0 pour 1 = 1,...,1(2)

ol les indices u, respectivement vy

non représentées Yy4q2eeoVgo respectivement z

indiquent que la sulte des variables

aon a onfigu=
med? 92 o la config

Tl=S e

ration u, (0< u, § 28'21), respectivement v, (ogv, L2 -1).

i\
a.= 5;...5& est un monfme inférieur & ¢ (yl,...,ys) ou &
@ (yyreees¥g)e
Sinon, 11 existeralt deux configurations différentes t et s des varia=
bles yl+1,..., ys telles que :

le‘ ~1, e o0 ’rle >= 1 (5 )
~ ~ .
g (F1se0057;)= 0. ()



(1) et (3), (1) et (4) donnent respectivement :

g (1,21,...,2 , z_ ) =1, Y(z

m* Zm+1’ " ? Pnes 22 )

m+1l’ "’ "n-s

~ ~
g (0,245 00 %05 2 45ennzy ) =1, Yz iueninz ),
~ ~ ~
expressions montrant que Zy... 2z est un mondme inférieur & f(xl,..,,xp),

ce qui est contraire & 1l'hypothése.

~7

~
b.=- yl...yl est mondme premier de ® (yl,...,ys) cu de

CD’ (yl’. . "ys)-
En effet, d'aprés (1) et (2), on peut trouver u, et v, tels que :

1 1
~ L -~ r~ r~ .

gvl [ Q[)ul (yl’ y2:to-:yl)’ Zlyoeoyzm.l =1

- -~ N ~ ~ ~ ~ - -
gvl L cpul((yl), Ye,...,yl),zl,.--,zm.] =0,
Ceci exige que :

~ e -~ o ~ ~
Py (yl’ .Vg:uosyl) # 0y (Yi, yE""’yl)’

1 1
~ ~ ~ P ~

donc que y2 yj...yl ne soit pas un mondme inférieur a ¢ (yl,...,ys).

On démontrerait de méme qu'on ne peut enlever aucune des lettres

~ fd
y2, e .,yl-

O3 o - o W e D - T S O A O

de la forme Yg (Yg est formée de variables extraites de V),
alors tout mondme premier de £{X) est de la forme Y, ou Z,.
Soit alorsE:Yl +-2:Zi la base compléte de F(X). Cette fonc-
tion admet la décomposition simple disjointe additive

o () + v (z), o (Y), respectivement \V’Z). Admettant comme

base compléteZYl, respectivementzzi.



DEMONSTRATION.  Soit Y, un mondme premier de £(X) = g [ ¢(¥),2]. I1 doit
0

étre inférieur & un mondme de g(yp,Z), mondSme qui ne peut
étre que ’c}f; tous les mondmes premisrs de g( cp,Z) sont donc de la forme

&3’ ouz,. s8i Yh Zh est un mondme inférieur & £(X), il est inférieur a ’&fou

& un Zi; done ou Y, est inférieur a 26, ou Z, est inférieur & un 2y et
Y, Z, n'est pas monSme premier de £(X).

Ies dernitres affirmations sont immédiates en remarquart que
si des relations de consensus étaignt applicables aux mondmes de ¢ (Y) ou
"/ (z), elles seraient a fortiori applicables aux mondmes de ¢ (Y) + ¥ (z)

= £y

Ia réciproque déclarant que, si £(X) admet la décomposition
simple disjointe additive ¢ (Y) + v (), o (¥), respectivement y (Z),
admettant pour base compléte z Y., respectivement 2 2, ,alors £(X) admet
pour base compléte Z Y, o+ b2 Z;, est évidente.

TEIEJ?RF.IE’IE?_B- Soit Z Z, + EZYJ ZJ + z:: Y, 2, la base
€ € k&

compléte de £(X) = g [ (¥), 2], ol les ¥y, respectivement

les ¥, sont mondmes premiers de ¢ (Y), respectivement de

cp’ (v).
Alors Z.zi + wZ Zj + m’Z:zk, ces1:>ec’civemen’c2&2"j et .. ;‘-k’
sont les bases compldtes de g( ¢, Z), respectivement o (¥)

sl J# & et o (Y)s1K#4F.

LY

DEMONSTRATION. a. = Montrons que, si J # 125,2‘{3 est la base compléte de
w (Y): c'est & dire si Y(; est un mondme premier quel-
conque de (Y), alors Y? Z 3 est un mondme premier de £(X), quelque soit
ZJ'
En effet, puisque J # @, soit Yj Zj = Ypeer Yy ZyeeeZy

un mondme premier de f£{X) :



grt(.y”ooo:”yv:y seensy )';
R RS RS EE | s’'%1

.

Iuy,v,)

/ o
3"“3"’3)

I-29
o
,...,Zm,Zm+1,...,Zn_s] "1)v(yl+1!¢no’ysjzm+1 L AR} .‘I-S) (1)
~ y - A\ ~ _
gvi[(pui(yl:o-o:(i’i):oo-.vyl)’zlyoo-,zmj =0 pour i = 1:-00:1 (2)
r ol o N . ‘NI ? . v-~ =" =
gvj "CPuJ (yl,...,yl),vzl,...,(zj),_;.‘_..x_..,zm] 0 pour J = 1,...,m (3)
v, étant inférieur a ¢ (¥), (1) devient :
~ Y . : ‘ .
g(l,zi,...,zm, Zm+1""’zn-s) =1 , V (Zm+1””’zn—s) (12°)
(2) devient :
: ~ o~ »
avi‘gvi (O,zl""’zm) = Q0 B (2,)
c¢ar sinon, il existerait v, tel que g, (1, ’.;fl,...,'é:n) = 0, ce qul est
-eontraire & (1’). Enfin (3) devient :
v, g (1,Z,....&),....2)=0 (3°)
J v.j 1 ,j m
' O _»~ & o~ ~
- Soit Y, =y YA «ea ¥ un monOme premier de 0 (Y), autre que Y, |
3~ Y0, ‘0 C 5%
1 2 9
\P(YO , ‘yo 30t0370 k] y(\ LA LI ] yo ) o 1:V(Y(\ : L y\ : (4)
1 2 q q&-l s q-l 8
~ o~ A ~ - -
3 : Cp (y s ...,(Y )"oo"y ) ""O pour k“"o eeasts {}
et P 0, 0, °q 1 q
et montrons que,Yg z 3 est un mondme premicr de £ X) :
roo (™ o o~ ~ 1
g (Vo seeesd o 5 ¥ seees ¥ ), Z resest e A P 4 ]
¢ ol Oq 0q+1 Os 1 wo ] n=i
~ ~ ‘ AV s
= & (1’21"';’Zm’zif1’°"’zx1-s)’ V (y(} ,‘,..,3"0.) ("3'{.‘_!.3'.'!."‘:'?3' (#’
= 1 ’ V (yoq".l’. ..:,Yog, Zm+1, .'..’Zn‘.s)- . , rAnres (1_) (‘f



I- 10

D'aprés (2°) et (5), 11 existe vy et w_tels que gv (0,7 ,...,?;) = 0

etcp (y ,...,(J ) ,.o.,)“o)“og dOnc tels que ¢
Wi 1

.

|
s [ (; 30"}(; )‘!00‘;‘; )) ;,...,'Z‘J“O (7)
vy w0, O % 1 m

D'aprés (3’) et (4), 11 existe vy tel que :

.

e, (97, ,....5 & sees¥o NiTgren (B )',...,'é"*}"t"OiV(y seed¥s ) ®)
v 0.°°0 0 1°° J m 0 0
J 1 9 g+ s ’ ‘O s ~
(6) (7).et (8) montrent bien que ?O ';0 %‘..zm est mondme premier de

1
£@X’. Oon démontrerait de méme que, si K ¥ ¢,

alorsEYk est la base come
pldte de o’ (Y).

b. - Montrons que les mondmes Zi et oq Z (obtenus a
partir des Y;; VA J’ en remplacant la partie YJ mondme premier de ¢ (¥),
par @) sont monSmes premiers de 8w, 2).

Supposons 2, Z,... zm mondme premier de () .g tcn (v),z] :

{ =
gl (¥1s0007), zl,...,z gy 1= 1, V(yl,...,y Zpigse e g) (9)
B(uJ,VJ) : g, L_ ,z ,...,("’)’,...,z3=o pour § = 1,,..,m (10)
égalités qui peuvent s'écrire (en posant v, = bJ) :
~ e ' ,
elp, zl“"’zm’zmﬂ"”’zn-s) 1 ,V(cp, 2ot eoZ ) (9%)
' . g o0 N, Y Y e - : s
3(bj!v3)‘ gb,,VJ (’zl"‘."izj) ,-tv}zm) 0 pour J 1) LAY ] m (10 )

.
ce qui rrouve que z IE ":'z"m est monbme premier de &leps Z) d'aprés

(17), (27) et (3%). St X n'est pas vide, on monterait de méme que les
¢ Zy sont des mondmes premiers de g (eps2). '
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‘c.= Inversement, tout mondme premier de g(p,2) est, s'il

est de la forme ;1"' ;m’ mondme premier de £(X), ou, s'il est de la forme
% 2..7%7 etsi¥ Y. est un monBme premier de ¢, tel que . T
P 2.2 yl...yl p s a yl... yl
~
Zl"'?m est monBme premier de f1X).
o~ P d A .

Supposons ZyeeeZy monome premier de g(c_o,z) :

~/ o~

L 9 I EEE) = s 3 e 9’

TORARNCARCIDINREIIR IS NI A CHETIN (o”)
3(b V) 1 8 (Z ,....Z),....,2)=0 pour =1, ..., m (10%)

J bj,vJ 1 J m

or (9’) entratne immédiatement (9), et (10’) entratne (10) puisqu'il existe

~ ~ A N
uJ tel que v, = bJ. Zl‘ <eZn est un mondme premier de f X).
J ~ v ~ A .
Supposons @ Z, ...z, mondme premier de g, Z) s
v o~ ~ _ V
g(QO’ Zl,-'-:zm: zl’fH'l,...’Zn“S) =1, (Zm-i-l""’zn-s) (11)
3 ~ -
3 v o2 SV((cp) ,Zl’---: Zm) =0 (12)
- ~ ~ .\, -~ -
ij : gVJ (> Z,s ..,(zj) ,...,zm) =0 pour J=1, ..., m (13)

~ ~ N ~
et y, ...y, mondme premier de ¢(Y) :

~ o~ ~y
® (Yl:..-,yl, yl+1’- -:ys) = > v(yl+1""’ys)

o~ ~ N\ ~ ~,
aui omui (yl’ LRE IR ] (yi) 9 e ey Yl)” cp
~ o~
(11), (12) et (13) deviennent : (1) (2) et (3) et 371...';1 z,...7, est bien

mondme premier de f(¥).
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THEOREME_4. - Soit (Y, Z) l'une des partitions des variables X et soit
_ Yl + 2 Z:1 + 2 Yh Zh la base compléte
. € i€rI heéd
de £(X).
1.- Si H est vide, f(X) est décomposé.
2.- Si H et L ne sont pas vides, f();) n'admet pas la décom-

position g [ (Y), z].
3.~ 3i L est vide, une condition nécessaire et suffisante
pour que f£(X) admette la décomposition g [y (Y),2 ]

est que 2 Y, Z _ soit de la forme
h h “h

Y (22 )+ Y (ZZ ), avec-1l'une des trois hypothé&-
B

ses

a.-)ZYj -0,

J
b.=) ou Z/\ Y, =0,
k

c.=) ou 2Y3+Z\Yk =1 et ZY. EY = 0.
J k

;9 ok Kk

DEMONSTRATION. - Immédiate en remarquant que 1 et 2 correspondent au

théoréme 2, 3 au théoréme 3,

REMARQUE. - Etant données la fonction booléenne f(X) sous forme de base
'''''''' compléte et la partition (Y.Z) des variables X, le théoréme 4
permet de savoir si 7(X) admet la décomposition simple disjointe

g [w (Y), z) et, dans 1'affirmative, fournit les bases complétes de

g [-2] et de ® (Y) (d'aprés le théoréme 2 ou le théoreme 3). Nous verrons
au chapitre IV comment trouvem les partitions (Y,Z) telles que f(X) soit

décomposable suivant ces partitions.
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THEONRIGS & - (vrésent dans [cU]). Si une fonztion £(Y,Z) dépendant effec-

tivement des variables Y admet la décomposition disjointe
simple g [ (¥),2], ¢ (Y) est déterminé & une complémenta=
tion rrés. Les décompositions g (¢,Z2) et o (Y) et

h(n’,7) et w’(Y) sont lides var : & (1,2) = h(i’,4).

D’r*‘MONS'l‘RATTON - Supposons oue la fonetion f£(Y,7), dérenduznt effectivement

des verichles Y, admette les décompositions disjointes

simples g leg(Y),Z2] et iv(‘f}, 7] el montrons que @(Y) = o ().

[ 4
;.” # /P vy, il existe un point Y tel que

At - c . \ %

Y(Y) = cp'(Y), et f:::?.\yf‘-:; Ao’ (v, 7T Lviste un point Y tel que
= I~
/

YY) =0 (V).

£(v,2) = g @ ¥),2] = n (9v),z]
ou o g (0,2) + o 21020 =~ u{u,Z) + ' h (1,2)

e . N , .
devient en Y : " ¢ (0,00 + g (LB) = h (0,8) + o h (12Z)

o
etenY : o g(0Z) +m (1,2 =’ h (0.2 +45 0 (127,

Done oh (0.Z8) +~" 7 (1.2 2 ~2h (0,2) +\.Fh(l,Z)

, PN o - N
iy \\/,z, = PR S Z/

et £(Y,72) = h [cp (Y),7]) est indépendant d= Y, ce qui est controlre &
1'hypcthe:e

Ia derniéce affirmation : g (:,%2) =& (1°,2), ol i ast
une variable booléenne simplesest évidente.

EXEMPLE. - Soit la fonction f(v,w,x,y,z) de base c..ipléte :

vw'yz + vw’xz + x’y’z2’ + v’z’ + wz’
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Le tableau de décompositior {f,v} ' {:,y,;}de f (v,w,x,y,z)

x,y,zs VW’ V’ W
yz 1
Xz 1
2’ 1 1

ou les lignes sont caractérisées par les parties Zh (formées des variables
X, ¥, z ) des mondmes premiers, ol les colonnes sont caractérisées par les

parties Yh des mondmes premiers et ol un 1, & 1l'intersection d'une ligne

et d'une colonne, indique 1l'existence du mondme premier produit des confi-

n et Yh de la ligne et de la colonne, a deux lignes dist‘nctes.

D'autre part vw’ et v’+ w sont complémentaires. ILa décomposition

gurations 7

g [m (v.w), x,¥,z] existe donc et les bases complétes de ¢ (v, x, z),

’ (v,x,z) et g(p, X,¥,2) sont par exemple :
® ®

’

o(v,w) = vw
o (v,w) =v’ +w
g (pr X, ¥, 2) =x" ¥ 2° + vz +qxz + " 2.

Grédce au théoréme 3, nous pouvons maintenant examiner

g (w, X, ¥, z) donnée par sa base compléte. Son tableau de décomposition

{x, 3} | {or 2}

o 2 Xy’ y x

’

z 1

pz 1 1

montre qu'elle adpet la décomposition tfﬂp , o z) de base compléte



0’2’ +\yz’ +\i/’ oz si \l/(x,y) = x'y’ et\y’(x,y) = X+ y.
Enfin le tableau de décomposition {cp, \'/} |{z} de h (\'J s s 2)

3

] \V \‘/)CP

2z’ |1 1

révele la décomposition z @\1)’ ;. D'ol finalement :

f =2z 0 (x+y) vw’

Ies théorémes 2, 3 et 4 sont relatifs & la base compléte
d'une fonction booléenne. Il peut &tre intéressant (nous le verrons au
chapitre V) de rechercher les décompositions disjointes simples éventuelles
d'une fonction booléenne & partir d'une de ses bases irredondantes ou d'une
somme quelconque de mondmes premiers., Voici le correspondant du théoréme 3
dans cette nouvelle optique (alors que le correspondant du théoreme 2 sera

automatiquement trouvé au chapitre IT en IT A 2 a « )

THEOREME 6. - Si la fonction f(Y,Z) posséde la décomposition simple dis-

P T T

Jjointe g I-_cr) (v), 7] et si elle est donnée par la somme de

mondmes premiers 2 Z; + z > YJ Zj + Z/\ Y, Z
j&

i€T k@<

ou les YJ (respectivement les Yk) sont inférieurg & (V)

k

(respec” *roment o’ (Y) ), alors “? 7, + o < 71,’

» ~ s
+ o %—4 Zys 1r~espectlvementZYJ ethk, sont des
sommes de w.admes premiers de g(p, Z), respectivement ep(Y)

siJ#£F et ' (Y) siKF#4J.
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Démonstration immédiate & 1'aide des théorémes 1 et 3, et en sachant que

les déterminations de g (p, Z), ¢ (Y) et ¢’ (Y) sont pratiquement uniques

(théoréeme 5).

EXEMPIE. -

+uW vV x 2z2E +vV wxzF+u wx  y o+ wy z’ H+

+vwyz I+ wxlzK+wx Yy L+wy’ 2z’

+vw x’ z O + vwyz P.

Considérons la fonction f(u, v,w,x,y,z ) de base compléte :

A+vwx yB+wW vy z2c+viwy z2 D

u’ v’ yz I

M+u wyz N

Ie tableau montrant les décompositions

r . .
£, wcp:,_(x,y,a),u,v,w:l et g, [cp2 (u,v,w),x,y,z] est :

x’y’ y’z’ x’? yZ
u’v’ A C E I
v’w’ | B D F J
u’w G H K N
vw L M C P

Considérons la base iriedondante suivante de £ (u,v,w,x,y,z) :

B+C+D+E+I+J+L+M+P. le tableau correspondant est :

x’y’ y’z’ x’z vz
v'w’] B J
u’v’ C E

vw L M

On en déduit les écritures suivantes de gi(lP1,\Y2),LP1(x, Vs 'z)'kt ‘

'ku, vV, W) est croissante en u et que é(” ; X, ¥) est croissante en
2

\? et en y.



g(ml:cpz) = cpl Cpa
ml(x’ v, 2) =x"y’+ 3’2" +x’z +yz

T2(u,v,w) =v’ w +u'v’ +vw

Nous constatons que, d'une part, un tableau construit
& partir d'une base non compléte n'a évidemment pas de forme singuliére
(on ne peut en déduire les formes des fonctions g (p, Z) et ¢ (¥Y) que si
1l'on sait, & priori, l'existence de la décomposition suivant la partition
(Y, 2)) que, d'autre part, *P(Y) n'est pas donnée par une base non complé-

te alors que f(Y,g) est donnée par une base non compléte.

REMARQUE. -~ Si f(X) = g Em(Y), Z] est donnée par une somme de mondmes

quelconques, alors ¢ (Y) et ¢’(Y) ne sont pas données direc-

tement.

2. - Fonctions particuliéres. =

?gggg@@@_z; - Sur les fonctions monotones décomposables.
Si une fonction booléenne fly, Y, z, Z) dépendant effective-

ment des variables y et z, admet une décomposition disjointe

g [?(y,Y), z, 7] et

1.~ 5i elle est eroissante (respectivement décroissante) en y,
alors ¢ (y,Y) reut étre choisie croissante (respectivement

décroissante) en v et g "l z, 7) est croissante en s

2.- si elle est croissante (respectivement décroissante en zL

alors g (¥, z, 7Z) est croissante (respectivement décroissan-

te) en z.
DEMONSTRATION. Nous savons qu'une condition nécessaire et suffisante pour

- o o WD . e T G R MG %D

gu'une fonction soit croissante en x est que ses mondmes premiers ne con-

tiennent pas x’.
1.- Donc si f(X) est croissante en y, ses mondmes premiers

ne contiennent pas y’: il= donnont, ar suorression des lettres z et 7,
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tous les mondmes premiers soit d'une seule fonction que nou: appellerons

® (¥, Y) (on pourrait l'appeler ®’ (y, Y)),soit de deux fonctions complé=
mentaires @ (y, Y) et ®’(y, Y) (d'aprés les théorémes 2 et 3). Su~nosons
que nous obtenons les bases complétes de @ (y, Y) et de ®’(y, Y); elles

ne contiennent pas y’; ¥ (y, Y) et ®’(y, Y), croissantes en y, doivent &tre
indépendantes de y, ce gul est absurde puisque f(y, Y, z, Z) dépend effec-
tivement de y. Nous n'obtenons donc que la base compléte de ¥ (y, ¥),
croissante en y et g(¥P, z, Z) est croissante en ®.

2. = Le raisonnement est le méme lorsque f(y, Y, z, Z) est

décroissante en y ou monotone en z.

- .. .

croissante en u et en y et est décomposable :
£ (x, 9, u, v, w)=g [ (u, v, w), x, y] = xy +x’ + @y
avec  (u,v,w) = uv’w + vw’,
Nous constations bien que 47(u,v,w) est croissantc en u et que
g (»\P,x,y) ‘est croissante en \? et en .\’

THEOREME £, - Sur les fonctions paires décomposables.

- - - -

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
décomposable f(Y, Z) = g LY (Y), zJ soit paire est :
® (Y) paire et g (v, Z2) =g (¥, 2*)

ou ® (Y) impaire et g (¢, Z) paire.

Pg@ggg?@ﬁ?ggg;- Une condition nécessaire et suffisante pour que f(Y,Z) soit
paire est :

£ (Y, 2) =f (¥,2°),
égalité équivalente A& :

g(fr (¥), 2} =g o (v), 2]
ce quil exige, d'aprés le théoréme 5 :

soit @ (Y) =@ (Y’) (®(Y) est paire) et (1) devient :

g [o(v), zd = g [p (v), 2]

g (®,z) =g (p, 2°),

i



soit @(Y) = 9’ (¥’) (P(Y) est impaire) et (1) devient :

g (@, 2) =g (¥, 2”) (g, Z) est paire).
Réciproquement, les conditions ®(Y) est paire et
g P, 2) =g (®, 2°) ou ®(Y) est impaire et g (p,Z) est paire sont suffi-

santes pour que £ (Y, 2) = g [® (¥), Z] soit paire, car elles entrainent (1).

EXEMPIE

*
------- -

- Ja clé de parité & U4 variables : u @ v & w & x, qul est une fonec-
tion paire, admet la décomposition ¢ (u, v, w,) & x ol
o=u®v ®west impaire et ol g (p, x) =P & x est paire.

THEOREME Q. - Sur les fonctions sous-impaires décomposables,

- o e -

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
décomposable f(Y, z2) = g [op (Y, Z2) ] soit sous-impaire

& (Y’,2°) < £ (Y, Z))est que g (p, Z) soit sous-impaire & la
fois lorsque ®, si @(Y) n'est pas paire, est une variable
indépendante (g (¥’, Z’) < g’ (®, Z) ), lorsque ®, si ¥ (Y)
n'est pas sur-impaire, est identique & O(g (0,2’) < g°(0,2))
et lorsque @, si ®(Y) n'est pas sous-impaire, est identique
a1 (e (1,2)<g (1, 2)).

DEMONSTRATION.-= Une condition nécessaire et suffisante pour que f(¥,Z) soit

sous-impaire est :
f(Y,2°) < £ (Y, 2),
soit :
g lo (v), z2] < g [o(v), zd. (2)
51 m (Y) est paire : ®(Y’) = ¢ (Y), et (2) devient : g(p,2”) < & (,2)»
équivelent &
|5 (0,2°) < g’(0, 2)
)< (4, 2)

si ¢ (Y¥) est impaire : @(Y) = @’ (¥’), et (2) devient :
g ®, 2°) < g (p, 2);
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si @(Y) est sous-impaire, soit ®(Y) = P(Y’) = 0, soit P(Y) = ®’(Y’) et
(2) est équivalent & :

g (0, 2°) < g’ (0,7)

g (?°,2°) <& (ps 2) s
si ®(Y) est sur-impaire, soit ®(Y) = P(Y’) = 1, soit @(¥) = ¥’ (¥’) et
(2) devient équivalent & :

g (1, 27)< g’ (1, 2)

g #,2)< g (p, 2);
enfin si ® (Y) n'est ni paire, si sur et sous-impaire, (2) donne :

g (0, 2°) < g’(0, 2)

g (1, ’)<g’(1, 2)

g (¥, 2°) < g’ (¥, 2).

On obtient bien 1'énoncé du théoreme 9.

EXEMPIE., - La fonction sous-impeirs f(x, y, u, v) = xy + yu + yv admet

la décomposition xy + y(u+v), ol

® =u + v est sur-impaire

g(®, x, y) = xy + 1@ est sous=1impaire lorsque ¢ est une varia-
ble indépendante et lorsque ¥ est identique & 1.

THEOREME 10, - Sur les fonctions sur-impaires décomposables.

- - -

Une condition nécessaire ¢t suffisante pour qu'une fonction
décomposable £(Y, Z) = g [(P(Y), 2] soit sur-impaire est que
g (P, 2) soit sur-impaire & la fois lorsque P, si 9¥(Y)
n'est pas paire, est une variable indépendante, lorsque @,
si ®(Y) n'est pas sur-impaire, est identique & O et lorsque
P, si ®P(Y) n'est pas sous=impaire, est identique & 1.

DEMONSTRATION. = duale de la précédente.
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THEOREME 11.~ Sur les fonctions impaires décomposables.

W Cor a2 A Gk T 2 A s

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
décomposaklie 7(Y, %) = g [co(Y), 7] soit impaire est que :
P(Y) paire et g (P, 2) = g’ (P, 2°)

ou P(Y) et g (P, Z) impaires.
Q§y9§§g§§229§;» Une condition nécessaire et suffisante pour que f(Y, Z)

soit impaire est : f(Y, Z) = £°(Y’, 27)

g [@(v), 2) = g’lo(?’), 2°], (3)
donc ou P(Y) = P(¥’) (®(Y) est paire) et (3) devient :

g(®, 2) = g’ ( #,2°)
ou P(Y) = @’ (Y’) (P(Y) est impaire) et (3) devient :

g@®,z) =g’ (¥, 2°) (g(%, 2) est impaire).
Réciproquement, @.¥) paire et g(®P,z) = g” (¥,2”) ou P(Y) et g(?,2)
impaires entrainent (3).

EXEMPLE 1.- Ia clé de parité & 3 variables u @ v @ z, qui est une fonction
impaire, admet la décomposition g(¥,z) =¥ & z,
on P =u @ v est paire

et ol g’ (@, z) =g’ @, z’°).
tion impaire décomrosable od P (u, v, w) = udvew et g(P,x,y) =
neywl dont tmppries?) -
EXMMPLE 3.« Tes fonetions fumroivcos &4 variablers
1(u, v, ¥, ¥) =xy + x(uv + uw’'v’) + y(uv’ + u’v) et

fe(u. v, W, x) = x"(Wv’ + Ww' +uv +uw + v’w + vw’) + x(uvw + uv’w’)

sont décomposables
g, (@, x,¥) =xy +x ¢ +y @

‘:pl(u, v) = uv + u’v’ est paire

]

"P:’L (u, v) = uv’ + u’v est paire

. (@ - %’ ;
8,(¥5, x) =x"P +x 0

i

‘92 (u, v, w) =u’v’ + u’w’ + uv + uw + v'w + vw’ est paire

il

CPé (u, v, w) = u” vw + uv’ w’ est paire.
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I - D - DECOMPOSITIONS DISJOINTES SIMPIES D'UNE FONCTION INCOMPIETE SUIVANT LA

PARTITION (Y, Z).

Etant données la partition (Y, 7) des varizblez X et 1a

fonction incompléte £(X) donnée par les bases complétes de ses bornes

*'V)zz Y+Zz JrZ\YhZ

- 1€ 5 -1 ie 1 —1t Le . —h
o 0~ T, ¢ 30 7, + 3T 7,
€T 1€ n€ ™~ h

il s'agit de trouver les fonctions k(X) compatibles avec f(X) et décompo=-
sables suivant (Y, Z) :

£7(x) & xXx) =g lv(¥), 2] & 1.
Nous ne considérerons que les deux cas particuliers cui-
vants : celul des fonctions décomposables additivement et celui des fonc-

tions décomposables qui sont monotones par rapport & ®(Y).

1. - Fonctions décomposables additivement (de base compléteZYl +Zzi).

THROREME, 12. - Les fonctions décomposables additivement su -ieures &

------------ £ (Y, Z) = Z_/\ Xl + Z zj + 2 Xh Zh sOrY

1€ L i€I " he€H

—-—

supérieures &« au moins une fonction

£O(Y’ 7)) = Z/\ Y 2 Zi + E(ah ~Yh+a"h Zh)’(l)

lep ! i€l he€H

ou les &, « €  ont des variables booléennes.
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DEMONSTRATION., = Soit k(X) une fonction décomprosiable additivement surde

rieure a i(.‘(), de base comvléte 2 :Y] + Z\ 7 :
1@ Il i e 1

E—Yl I-Z‘i PZ\Y Z‘V r~—"'

-h °I S

Donc,qucl que soit g&, il existe un Y,, soit ¥,, , tel que Y, LY

1’ =10

de méme, ¥z, IPET 1 7, < 7,

etVY Zh,E\(l’ € ., i’ €1): Y W< Y, ouZo £ 7.,
~h = - -h i
soit : lh Zh < Y X h k ah Yl” +a’ h Zi”
ou a, est une variable booléenne. Alors
20x) =2y, + Tz, +ZY 2, g XY, +27, +2 ey Y, + 27y Z) (2)

sZYl, +Z\Zi’ +2(ah T, tom h Zi”)
sZy +Zz, =k (0,

ce qgui montre que k(X) est bien supérieure & une fonction LO(X) : la fone-
tion (2). D'autre part, il est évident sue les fonction go(x) sont. décompo-
gables additivement.,

THEOREME 13, - Les fonctions décomposables additivement inféricures &

f_‘.(Y, Z) = Z__ Yl + -Zi + 2_: ?h ih sont infée=
1€ 1L i€ I k€ H

rieure ou é¢gales a

Pv,z) = 2= Y, + Z
€1 ¢

DEMONSTRATION., = En effet, soit Y ( spectivement 7. ) un mondme premier

L N LT

d'une fonction decompo;able, il exiscte un mondme premier

(resp@vtivement ) de :t‘(x) tel que Y Y (respectivement /. _1 ):

1S
domtrzYl <2Y (res peotivomentE? <22 ) et k(X) »E-J\Y +Z‘2 /Z\Y

+ 207,
1
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Le théoréme 13 veut donc dire qu'on peut remplacer la

borne supérieure f(Y 7) par une autre, plus petite, qul est une soluticn.

E‘HEOI_RFME_’-M Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe
des fonctions additivement décomposables k(Y,7) ~2V vz .’_}i_;
compatibles avec la fonction incompléte (Y,2) donneo nar

les bases complétes de ses bornes :

i(Y,Z)=Z;Y+2_7:+Sthh
leL”t ie he H
et F(v,2) = 307, + 20 7, + 22 Y, 7,
1€ 1 ieT h€H
est
2y 5
ZYh 2z, <Z7, +27, (5
Elles sont :

ah%g (a, ¥, + 2"y Z) ) tADT +/MZ %)

ou iﬁl, H,, Hj} 3st une partition de H telle que s
-

. &€ 4 sl et seulement si Z 7{ = 75
I 3 v
a €1, siet seulgment siy 7{ EYI

a, € '3 dans tous les autres cas,
et ol A et M sont des paramétres booléens dépendant

respectivement des variables Y et Z.

DEMONSTRATION, = Supposons qu'il exi:te des fonctions k(X) décomposables
additivement. D'aprés le théoreéme 13, ‘f‘o(X) =
2:3-{1 + Szi en est une, donec :



F(X) =20V, +2°7, +20Y, 7. < 227, +2'Z, et on obtient (3).
- =1 =i =h ~-h 1 i
D'autre part, les théorémes 12 et 13 permettent d'écrire :
Orpy -3 P s P _ < £0 _
200 =2y +2'z + (e Y v, 2)SkX) =Dy, +Pz, & LX) =
- 2,—
Syl +20 7,
soit ;

}L‘Y + Z‘a >N 4 sZ?l
Z‘_z_i +Za’h Z, <Zzi < >z,

pour toute borne inférieure _i:o( X) inférieure a }'O(X), c'est-d-dire lorsque

(%)

les variables booléennes ah sont soumises aux contraintes suivantes :

8y = 1 si o Zy *%Z\Z.x
h si Xh %2‘}1

]
o

a

-~

Si H, est l'ensemble des a i, H2 celui des ah nuls et H, l'ensem-

1 %y i iy 3
ble des 2, tels que 2, $T'2Z; ety <& Y,, (5) devient :
Ty + 2 vy o+ 2 a, ¥ Z‘Y <> ¥ ‘5%)
=1 ) -=h X 1
€ a, € Hj

Zzi+ 2 ) Z, + Z: a’, 7, {Z‘? <Z ., (5°7)
T €, T sl
inégalités que l'on peut représenter par (4). >\ et M sont des parametres
booléens et on obtiendra toutec les solutions de (4) (voir [CA]) & 1'aide
de paramétres indépendants . A s

2 =1

et/uo, .o ’/u?.n'él" en développant
>\ et/u par les formules mat,r-lcielles :
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’Y:’l yé y;\ [zi z; 2 _
¥y yé y; 2y zé. . Zx;-

%g x ’R1’°00’>\2$_1) : ,t‘,/‘z (ﬁ‘o’/'al’.”’/u!n-?-l) .
Yy Vpeo ysl {'-,1 T B

Inverserent si (3) est vérifié,zzl +§._J\§i +Z‘¥h Z, &Y, +Zz.i <t (X)),
et i1 existe au moins une fonction additivement décomposable :

207 +221'

REMARQUE 1. - De (%), on déduit qu'une condition nécessaire et suffisante
pour qu'il existe une fonction f£(Y, Z) indépendante des variables Y (respec-
tivement Z) est, en plus de la condition (3), que les ensembles d'indices

L et H, soient vides (respectivement I et HE)'

1

REMARQUE 2. -~ Les fonctionsZYl vésifiant (5°) forment un treillis d'élé-

- - - - -

ment minimal2. I+ Ze} ¥, et d'élément maximaIZ'S-{'l; de méme les

&
fonc’cionsz-/‘zi vérifiant (5°’) forment un treillis d'éléments extrémaux
Zgi + ’Ee:‘ 2z, etzzi. 1a sortmle}::y1 +221 = k(X) forme un sup

demi-treillis, d'élément maximal 2?1 + 2—2_1.

EXEMPIE. - Considérons la fonction incompléte donnée par :

£(x, ¥, z) = Xy + yz + 2zxX

F(x, vy, 2) =x +y + z
et cherchons en les fonctions additivement décomposables suivant la parti-
tion (Z, xy) ( Z=2z,Y ={x5 y})‘

Ia condition (3) : yz + zx < x + ¥y + z, est vérifiéde Méme, nous constatons,

d'aprés la remarque 1, gu'il existe au moins une fonction indépendante de z.
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Les solutions k(X) sont données par (4) :

f(X) =xy + hy + h’z + Kx + k’z +>\(x+y) +hz

3 2

xg ,
oﬁ>\= (AO Al }\2 )\3) ;{; et i = (),\O )_tl) (: )
xy |

( }\ se réduit aux paramétres 7\1, )\2 ety e‘t/ul).

Parmi les solutions minimales : xy + hy + h’z + kz + k’z, les solutions
réellement minimales sont : xy (y+z) (x+z) = xy (z + x|y) soient xy + z et

X + y. Les solutions sont donc :

Xy + z +>\(x+y) + ot

)\1= 0 ?\2= 0 f(X) = xy + 2
=0 ?\2.—-1 f(X) =y %2z
}\1=1 ?\2=O f(X) =x + z
}\1‘-'1 )\2=1 f(X) =x+y + z
et x +y +M+/UZ
/u=o f(X) = x+ ¥y
= 1 — f(X) =x+y + 7

! 1y 7 X+Y+7,

solt finalement :xyiz x4z, y+z, x+y, X+y+z.

K5y
X y 0 ot
Xy Xy+2
Treillis des Treillis Sup demi-
E Y1 des EZ‘ treillis des

i
Z:Y& +§321
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2. - Fonctions décomposables monotones par rapport & ®(Y).

Ce sont en particulier, d'aprés le théoreme 7, les fonc-
tions monotones par rapport & l'une des variables Y. Nous supposerons dans
la suite, par mesure de simplification la fonction décomposable croissante

par rapport & P(Y).

Remarquons que, pour qu'il existe des fonctions décompo-
sables suivant la partition (Y, Z) monotones par rapport & ®(Y) et compa=
tibles avec f£(X), la born' inférieure de f(X) ne contient pas de Y, :

200 =22 T 27

Sinon, toute fonction supérieure & £(X) aurait au moins un mondme premier
constitué seulement de variables Y et n'admettrait que des décompositions

additives suivant la partition (Y,Z) d'aprés le théoréme 4.

THEOREME 15. - Ies fonctions décomposables croissantes par rapport a cp(Y)

et supérieures & £(Y,Z) = Z\Z-i oS Y Z,
i€l h&H

sont égales et supérieures a au moins une fonction

go(“f(,)z)= Z, + 2 z, +¢° Za’z

i€e1 r&H R leg ° B0

ot QO(Y) =§:‘a.l:1 Y, et ol les 2, (h€ H) sont des variables
booléennes.
DEMONSTRATION. - Soit g®, z) = Z:\ Z + @ 2 Z la base compléte
““““““““““““ i€1I

d'une fonction décomposable suivant (Y,Z), croissante par rapport & @ et

supérieure & £(X) =2-Z-i +2_¥h Z-h :

Z)Z-i +2¥-h _z_h < Z\zi +qo?ZJ.

Donc, quelque soit Z-i’ il existe un Zi’ soit Zi” tel que :
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de m’e‘me,VY Zys J@ €1, 370€ ) Zyss OU Yy Zy S o Bgss BVEC
Xhéq) , soit

& y ’ s 7 ¥ e -
X-hgh < “’héh + ahghgh < a, Zi” + a, Aj” ou a, est une variable

booléenne. Alors :

£(v,2) “2-2—1 +Z‘gh Z Z‘z +§3(ah ’h X gh)
Sz‘z_i +Z\[ah Z, +ap (Ea}’1 Xh) Z;h] (2)

: \ ’
< 2 »

6221+Z\' Z +°Pz\ah z,

5221 +¢2ZJ =§@, 2),
ce qu: montre bien que g(p, Z) ¢t supérieure & une fonction QO(CP? Z) :

la fonction (2).

THEOREME 16. - Les fonctions décomposables croissantes par rapport & o(Y)
et compatibles avec F(Y, Z) admettent pour bornes inférieu-
res :

£2(v,2) Zz, +2_h Z\ah_z_h+

IEH I’EH3

( ¥h+ a )(Z\?*?ah%

h&‘{l heé H3 h&H

ol {Hl, Hys H.,f 2st une partition de H tello que :
héH1 si et seulement si -4-1‘1 # 44

h(€ H-H, )EH, si et seulement si Y. 2 7. [ T (Y,2)
1/ EH n A
L. 4 l

h€EH. dans tous les autres cas.

3
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DEMONSTRATION.- Les fonctions £0(Y,2) =22 +Eah z, o+

Z\ah Y Eah —h’ données par le théoréme précédent,
doivent &tre inférieures & f (Y, 2) .EY + 27 Zy +$ , ¢ aqui
suppose :

- >z
R N !

H1 sera 1'ensemble des h tels que les monOmes Y. correspondants ne sont

= %, %
pas majorés par au moins un mondme premier Zi' Nous obtenons ainsi des

bornes inférieures des fonctions cp(Y) et 227 3 (en posant toujours :

g (02) =207, + 27 2,) :

CB(Y)=Z\ Xh etz’?,,: ‘...J; Zh’
hEH ——  htH,

I1 faut s'assurer que 2 _S_{_h Z\ Zh < £ (Y,2).
heH1 h€H

boe (2 zh+a£zh)(2§h+a;]_h) f(YZ)

pour tout h6H-I{1, soit :

4 f(Y,Z).
&y In gzh

tels que Y. Z Z. n'est pas majoré

(24 ' -
H. sera l'ensemble des h€H-H Y .
hé Hl

2 1

par £(Y, Z). le théoréme 16 est démontré.

Ie théoréme 16 relatif aux fonctions décomposables bornées
est une extension du théoréme 15 relatif aux fonctions décomposables
bornées inférieurement. Tcus deux donnent, par dualité, des théorémes ana-

logues.
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par rapport & P(Y).

a.- Vérifier que L = #.

b.= Appliquer le théoréme 16, ce qui fournit les bornes
inférieures 59(90, Z). Eliminer celles qui n2 sont pas inférieures a

(Y, Z) et celles qui sont superflues.

c.=- Passer a4 la fonction duale; en déduire les bornes

supérieures Eo(ﬁo,Z)e Eliminer celles qui ne sont pas supérieures a

£(Y, Z) et celles qui sont superflues.

d.- Nous scmmes ramenés au probléme suivant : pour tout
. . . 0
couple de bornes inférieurc et supérieure ordonnées g?(f, 7) et

EO (99 Z), trouver les fonctions décomposables croissantes autres que
59(?9 Z) et g° (99 Z) vérifiant :

g'@, 2) =270 +9°87) e, 2) =Tz 9Dz, P 2) -
———f

0 L5 C ; .
Y z, + %0 22?, ce qui nécessite

_Z\_z_g <z, <5z

ﬂ
gg <z, ou P<yg et_Z_?<Zsz

=0 -0 I
' <
Zy <y ou g <p etz <Z 3

D S .

croissante sulvant la partition (z, xy) puisque xy est mondme

premier de £ (x, y, z).
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EXEMPIE 2. - f (a,b,c,u,v,w) =uvw + abuv + acw + bvw + cvw

.
- 3 en W o 8 > XD

f (a,b,c,u,v,w) = vw + ab + ac + bw +buv

et cherchons les fonctions décomposables suivant la partition (vvw, abe)

croissantes par rapport & .,(a, b,c).

1. - I1 n'existe pas de mondmes premiers de £ (a,b,c,u,v,w)
en a,b,c.

2. - L'expression donnée de £ (a,b,c,u,v,w) est sa base
compléte. Appliquons lui le théoréme 15 :

2D, = 2 = =
uv+w%vw‘-‘-§9(abc) a(b+c)et-.Z_i r%\llzh uv + w

= VW.

c(uv + w)¢ F (a,b,c,u,v,w) = 2 Z
f ! h€H, "

Ies borrazs inférieures sont donc :

_f_o =)ﬂ{v; + vw +M + (abt+ac+h’b) (uv + w +%).

Ia seule borne inférieureqobtenue en donnant & h la valeur lgest :

§_°= vw + a(b+c) (uv + w).

3. = lLa fonction duale f* (a,b,c,u,v,w) est définie par :
auw + avw + abv + bev + abw + bew < f* (a,b,c,u,v,w) < uw + VW + av + aw +
+bw +cv

VoW £ uw + vwD o (a,b,e) = b(ate) et > Z, = v+w; on vérifie que
heH
1

blate)(viw) < TX(a,b,c,u,v,w).

Ies bornes inférieures de f*(a,b,c,u,v,w) sont :

§*°= huw + kvw + (ab + ac + h’v + k’a)(v+w+h’uw+k’vw), soient :

"%

1 (utv) w + a(b+c)(viw)

£ 20 uw + a(v +w)

f_* O v + a(v +w).



ILes bornes supérieures de f(a,b,c,u,v,w) sont :

ro-vw o+ (a+be) (uviw)
Favw+a (utw)
o= vw o+ a{vw)
4, - Ies solutions sont telles que :
29 = vw + a(b+c) (uv4w) < gl %, z) < L= v+ (a+be) (uv+w)
;9 = vw + a(b+c) (uviw) < g2 ®, 2) <T° =vw + a(uw)

£ = vw + a(b+c) (uviw) < 33 (s 2) < fﬁ vw + a(v+w).

]

Fonctions particuliéres.

A
£

Nous avons étudié en IC2 les décompositions disjointes
simples suivant la partition (Y, Z) de fonctions complétes particuliéres.
Analogiquement, étudions les décompositions disjointes simples des fonctions

incomplétes monotones :

CONTRE-EXEMPLE 34 la proposition : si une fonction incompléte, croissante

en u, est décomposable, elle posséde au moins une décompo~

sition croissante en u.

Considérons la fonction :
k (u, v,w,x) = g [@(u,v), w,x] = (u’+u’v) wx’ + (uv + u’v’) x.

Ies enveloppes supérieure et inférieure croissantes en u de k (u,v,w,x)

sont :
O (uv’ + v) wx’ + (uv + v’) x
= vwx’ + ux + v'x + uw
5u = uv’ wx’ + uvx.

/\
On vérifie que les fonctions k" et 5u n'admettent pas de décomposition
simple disjointe.
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Ie contre-exemple & la proposition est donc trouvé en prenant :

eﬁa = uv’ wx’ + uvx, croissante en u

—_ u .
f (u,v,w,x) = . vwx’ + ux + v’x + uw, croissante en u.

i

f_ (U,V ,W,X)

k(u,v,w,x) est décomposable et compatible avec £(u,v,w,x), et pourtant il

n'existe pas de fonction décompasable croissante en u et compatible avec

£ (u,v,w,x).
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- CHAPITRE II -

RECHERCHE DES DECOMPOSITIONS SIMPLES
PAR RAPPORT A L'ADDITION , LA MULTIPLICATION OU
LA DISJONCTION

II - A - RECHERCHE DES DECOMPOSITIONS DISJOINTES SIMPLES PAR RAPPORT A L'ADDITION,
LA MULTIPLICATION OU LA DISJONCTION.

1. - Etude théorique

DEFINITION 1. Une fonction booléenne f(X) est dite admettre une décom-

~

position disjointe simple par rapport & un opérateur xsi

elle peut &tre mise sous la forme ¢(Y) * ¥v{(Z), les en-

sembles de variables Y et Z étant disjoints.,

Dans toute la suite, nous prendrons comme opérateur * unique-

ment les opérateurs addition, multiplication et disjonction :

1. Pour une raison pratique. En effet, une fonction booléenne
f(X) est ordinairement donnée par une dess bases premidres ou par sa ba-
se compléte (écriture sous forme de somme de produits) ou par son écri-

ture galoisienne (écriture sous forme de somme disjonctive de produits).
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Or, comme nous le verrons, les décompositions disjointes simples par
rapport 4 1'addition de f(X) sont trés facilement obtenues a partir
d'une de ses bases premiéres ou de sa base compléte; les décomposi -
tions disjointes simples par rapport a la multiplication en prenant la
duale d'une ses bases premidres ou de sa base complédte (aprés suppres-
sion des multiples, on obtient une base premi&re ou la base compléte
de f* (X)) ; les décompositions disjointes simples par rapport & . la

disjonction & partir de son écriture galoisienne.

2. Car le choix du nouveau domaine de définition de *(+,.et
®) est exhaustif. En effet, une fonction booléenne admettant une dé -
composition disjointe simple par rapport & un opérateur quelconque* ,
c'est-a-dire de la forme ¢ (Y) * ¢(Z) ou g (o, ¥), admet une décompo-
sition disjointe simple par rapport 2 l'addition, la multiplication ou
la disjonction (puisque toute fonction g(wp, ¥) de deux variables ¢ et

¥ est exprimable par %. ¥V outp+ ¥ ou % o).

THEOREME 1. Une fonction booléenne ne peut admettre une décomposition
disjointe simple que par rapport a un seul des opérateurs*

(voir [CU]).

DEFINTION 2. A une fonction booléenne f(X) est associé: un ensemble de
décompositions disjointes simples par rapport 2 1l'opéra -
teur * : @, (Xi) * Yi (ii)° E?ient Xis wees Xps eees X les
divers sous-ensembles X, ou X, de X (@ et X en font partie),
Le sous-ensemble Xk de X est dit minimal s'il n'est pas vi-
de et s'il n'existe pas de Xj non vide tel que Xj C Xk

(voir [cu]).
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THEOREME 2. (C'est la restriction aux décompositions disjointes simples
par rapport a l'opérateur * d'un théoreme de [CU] sur les
décompositions disjointes simples quelconques d'une fonction
booléenne). Les sous-ensembles minimaux Xk de X partition-

nent X.

Démonstration. Supposons que deux ensembles minimaux Xi et Xj ne soient

pas disjoints : Xi(\Xj = C # @. Posons Xi =AUC et Xj = BUC ou A et C,

B et C sont disjoints. Les décompositions disjointes simples par rapport
au méme opérateur* (d'apres le théoréme 1) correspondantes 2a X, et Yj

sont :

]

f (X)
f (X)

@, (4, ©) * vy, (B,D)
wj (B, C) * wj (A,D)

]

ol D = X - (AUBUC).

Considérons le cas ol * est + et ot f (X) est donnée par sa base
N ~ . P ' 2
compléte. Un mondme premier est de la forme m, o Ou My d'apres (1), e

ou m
A

la forme ou m, ou my ou m, ou m et £(X) = a(a) + B(B) + y(C) + &(D).

Xi =AUC et Xj = B UC ne seraient plus minimaux, ce qui est contrai-

D d'apres (2). La base compléte étant unique, les mondmes sont de

re a l'hypothese. Xi et Xj sont donc ‘disjoints,

Si * est ,, respectivement @, la démonstration est semblable en
considérant la base compléte de la fonction duale de f(X), respective-
ment la forme galeisienne de f(X).

D'autre part, les sous-ensembles Xi partitionnent X, puisque tout

élément x de X appartient 3 au moins un Xi°

THEOREME 3., Les sous-ensembles minimaux Xk forment un treillis d'élément
minimal @, d'élément maximal X, généralement non modulaire
(a fortiori non distributif et non complémenté). C'est un

treillis série-parallele(voir [B]). Il peut &tre pondéré en
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~

donnant & chaque élément la somme des poids des éléments qui
lui sont immédiatement inférieurs et aux atomes un poids é-

gal au nombre de leurs variables : le poids s'identifie alors
avec le nombre des variables. Tous les éléments, sauf les a-

tomes, sont U-expressibles,

Démonstration. Construisons le treillis relatif & 1'exemple qui suit le

théoréme 5 (chapitre I) :
f(v,w,x,y,2z) = z & (x+y) vw'

olt les groupes de lettres sont les classes minimales, oli les signes *
indiquent les opérateurs par rapport auxquels les décompositions sont
disjointes simples et ol les poids sont encerclés. On constate que ce

treillis n'est pas modulaire.

2. - Algorithmes pour trouver les décompositions disjointes simples par

- - 0 0 — 0 ) . 0 D ot T S S, ) e S ) 0 o e G e D D 0 ) ) S O G T e S MO e e o ) S B o

simples par rapport & la somme, au produit et a la disjonction.

o 2 T - " - S S S > T o G s 0 S e e s i o D S ) s o G G e G S ) D D S 0 0 s S S

o) Décomposition disjointe simple par rapport a la somme.

Une condition nécessaire et suffisante pour que f (X) soit égale
a f1 (Xl) + ... + £ (XP) est que les mondmes premiers d'une base quel-
conque de f(X)(donc non nécessairement compléte, ni premiére) soient des

formes my oum  ..... ou my (d'aprés le théoreme 2 du chapitre I),
1 2 P
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Pour la recherche des sous-ensembles disjoints minimaux Xk de X, deux
variables a et b sont dans la méme classe Xk s'il existe une chalne de

variables X, =8 X5 eene, X cees xj = b telle que deux élé-

k-1° K

ments consécutifs de la chalne X1 et xk figurent dans un méme mond -

me premier.

bles disjoints minimaux {x, Y, 2} et {t} . On aurait aussi bien pu par-
tir de la base compléte de f (x, y, z, t) : Xy + x'z + yz + t, au lieu
de sa base irrédondante, et on aurait obtenu les bases complétes de

f1 (x, v, z) et de f2(t), respectivement xy + x'z + yz et t, au lieu de

bases irredondantes.

B, Décomposition disjointe simple par rapport au produit.
La méthode est la méme que la précédente, en partant de la fonc-

~

tion duale de la fonction & décomposer.

Y. Décomposition disjointe simple par rapport & la disjonc -
tion.
I1 faut encore appliquer la méme méthode, mais & la forme galoi-
sienne de la fonction & décomposer.
En effet, si £ (X) admet la décomposition f1 (Xl) 6 ... 0 fp (Xp),
la forme galoisienne de f(X) étant unique, les mondmes de f(X) sont de

la forme my ou my .... OU mX . Inversement, si les mondémes de f(X) sont
1 2 P

de 1 e =z =
e la forme mXl ou my ou m, , en posant f1 (Xl) o mX1’°"’fp(Xp)

2 P
T My » on obtient : f (X) = f1 (Xl) 6 ... 0 fp(Xp).

= ! ' 1 '
Exemple 2. ) £ (%), 3y, X3, ) = %) xp 3y x!y 4 %) %'y Xy %y

1 ~ ! A . p=
3 +—x1x23 3+x 3%, est donnée par sa base compléte.

a. Il est évident que f (xl, Xys Xg, x4) n'admet pas de décom-

3
position disjointe simple par rapport & 1'opérateéur somme.
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* - 1 1 ' 1 ' '
B. £ (xl,xzﬁx3,§4) xp x'y +xlyx, +x' ox', x', +x X% +

!

X n'admet pas de décomposition disjointe simple par rapport a la

1 %2 %

somme, donc f(x X,, X ) n'admet pas de décomposition disjointe sim-
b 1’ 2 4 p p

30

ple par rapport au produit.
Y. La forme galoisienne de f(xl, Xy Xg, x4) étant

x, & x, & X, 6 x, x, & x X, f (xl, Xys x3, x4) admet la décomposition

2 3 173 1

disjointe simple pér rapport a la disjonction X, o [x.3 o X, o X, Xy &xlxa].

tition (Y,Z) des variables X ayant été choisie de telle fagon que f(X)
soit décomposable suivant (¥,Z) (Ce choix sera trouvé au chapitre 1v,
d'ailleurs par 1l'intermédiaire de la méthode a. @), la recherche des dé-

compositions disjointes simples, par rapport a un opérateur * de f(X) don-

née par sa base compléte est alors particuliérement simple.

a. Si la base(compléte) de f(X) est de la forme ¥ Y, + z Zj’
alors f (X) admet une décomposition disjointe simple par rapport a la som-

me et réciproquement.

B. Si la base compléte de f(X) est de la forme (ZYi) (ZZj), a-
lors f(X) admet une décomposition disjointe simple par rapport au pro-

duit (Y). ¥(Z) et réciproquement (EYi est la base complete de ¢(Y),

sz celle de ¥(2)).

Cette décomposition multiplicative est aisément mise en évidence 2
l'aide du tableau indiqué au paragraphe I Cl. Une condition nécessaire
et suffisante pour que la décomposition soit multiplicative est que ce

tableau soit totalement rempli de 1.



I1-7

——— -

u' vxy4+uv'xy +u'v x'z + uv' x'z + u'vyz + uv'yz et supposons donnée

la partition (xyz,yv). Le tableau du paragraphe I Cl

u'v uv
xy| 1 1
x'zl 1 1
xz| 1 1

montre l'existence de la décomposition multiplicative ®(u,v).v(x,y,z),

les bases complétes de ¢ (u,v) et ¥ (x,y,z)étant respectivement :

u'v + uv' et xy + x'z + yz.

Y. Si la base complete de f(X) est de la forme (T Yi) 6 (& Zj)’

alors f (X) admet une décomposition disjointe simple par rapport a la

disjonction ¢ (Y) & ¥ (Z) et réciproquement (T Y, est la base compleéte

de o (Y), T Zj celle de v (2)).
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. '
Exemple bﬂQIPrenons la fonction £ (xl, Xy, Xg, x4) de l'exemple a.y)

. ! 1 1 1 1 ! 1 +
de base compléte : x 1 ¥p X3 X', + X, X', X4 X', + x 1% X 3

X X, x'3 + x'3 Xy, - Le tableau de décomposition correspondant a la

partition (x3,x1 %, xa)

Xy 1 1
x! 1 1 1
3
. ' 1 [ I R N [ - |
en remarquant que (x 1 x2 X 4 + x1 X 2 X 4) X 1 X 2 + x1 x2 + xA et
(x3)' = x'3,met a2 jour la décomposition disjointe simple par rapport a
o :
. | ' ! 1
f(xl, X, 9 Xqy x4) =("x 1 ¥y ¥y, + x, x', % 4) o x 3
' ' ' ' o 4 e I I R ) .
x' X, X 4 + Xy X', x 4 admet une décomposition disjointe simple par
odind + & e ! 1 1) = ! .
rapport au produit évidente : x', (x ] ¥p F X% 2) x!', (x1 & xz) ;
= ' '
,f(xl s Xy 5 Xy ,x4) [x 4 (x1 o XZ)] o x',

et le treillis des décompositions disjointes simples par rapport a un

opérateur * est :
x) X *3 %
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ol les groupes de lettres sont les classes minimales et ot les signes *
indiquent les opérateurs par rapport auxquels les décompositions sont

disjointes simples.

c. Cas particulier d'une fonction croissante.

Les algorithmes se simplifient puisque le domaine de définition
de * se réduit aux opérateurs somme et produit. En particulier, pour
le premier algorithme (a), on prend une base de f(X), puis, si c'est
nécessaire, une base de f*(X) ; pour les termes fi (Xi) correspondant
4 un sous-ensemble minimal Xi’ il suffit de passer au dual f*i(Xi) .

Cette remarque sera trés utile au chapitre III,

Exemple c. f(x,y,z,t) = xy + xz + t

£ (x,y,2) = xy + xz
f2 (£) =t

f(x,y,z,t) = [xy + xz]-+ t

Prenons le dual du terme f1 (x, y, z) qui correspond & un sous- ensem -

ble (x,y,z) minimal :'f*1 (x,y,2) = X + yz
£ (x,y,2) = x (y+z)

Donc f (x,y,z,t) =[x (y+z)] + t.

d. Autre méthode pour la recherche d'une décomposition disjointe

- 0 - S - o o ) 0 X8 o o v S . G

L'intérét de cette méthode, qui sera utilisée aux chapitres IV et
V, est d'éviter le calcul de la notation galoisienne d'une fonction f(X)
elle fait usage des coefficients des variables X dans la notation galoi-

sienne.
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THEOREME 4. Une condition nécessaire est suffisante pour que f(X) soit
égal a ®, (Zl) * oL,k @y (Zp) est que les coefficients ga-
loisiens des variables Zi (1 £ i < p) ne contiennent que

des variables Z, (ou qu'ils soient 1l'unité si [Zi] =1).

Démonstration. Que la condition soit nécessaire est évident, puisque la

notation galoisienne est unique.

Réciproquement, si le coefficient de la variable x, est 1,Jalors
f(X) est de la forme x, &y (CX Xi)° Si les coefficients galoisiens

A*z v eeees Af’sz des variables z
"2y 5
nent que les variables z

10 ceeeo zj appartenant a Zi ne contien-

12t zj , on peut écrire :
¥
f(X)=‘A.Zl 20 0 v, (4 2.

Les monBmes contenant z2 de f(X) sont Z&tz z

nent 2 Z&;

9 Soit ils appartien-
Z)s soit ils ne contiennent pas z,, ils appartiennent a
1

\! (CX z,) ; extrayons-les de Yq ((

1’
) ; £ (X) prend la forme :

Z, @ v, (ﬁx{zl’ zz})

ol les deux premiers termes ne contiennent que des variables Zi' On con-

X %1

* *
£(X) =Az z1 Q'Azl z

1 2

tinue jusqu'a ce qu'un ( Z.y Z,, ...., Z,;5) ne contienne plus de
Y1 tUx{®1e %2 1

variables Z; (1< j) ; on est alors arrivé a :
£ =@, () 0y, ([, 2)

~

qui est décomposable par rapport a la disjonction.

Les exemples du paragraphe IV A2 appliquent ce théoreéme.
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IT - B - RECHERCHE DES DECOMPOSITIONS NON DISJOINTES SIMPLES PAR RAPPORT A L'ADDITION,
LA MULTIPLICATION OU LA DISJONCTION.

1 - Etude théorique

DEFINITION 1. Une fonction booléenne simple f(Y,Z,T) est dite admettre

une décomposition non disjointe simple par rapport a un

opérateur x si et seulement si elle peut &tre mise sous
la forme £(Y, Z,T) = o(Y,T) * y(Z,T), les ensembles Y,Z,T

- de variables étant disjoints.

Dans toute la suite, nous supposerons évidemment cette définition

non triviale, c'est-a-dire que :

£ (Y,2,T) dépend effectivement de ses[Y]+[z]+[I]= n variables,
1 <[Y]< n —[T],
1 <[z]< n -[1].

Une décomposition disjointe simple par rapport & un opérateur* ap-
parait comme une décomposition non disjointe simple par rapport a un o -

pérateur * vérifiant[Z]= 0.

DEFINITION 2. A une fonction booléenne f(X) est associé un ensemble de

décompositions non disjointes simples par rapport aux o-

a * o = * -
pérateurs * : f(X) mi(Yi, Ti) vy (Zi, Ti) (les ensem
bles Yi’ Zi, Ti partitionnent X). Le sous-ensemble Ti de
X est dit minimal s'il n'existe pas de Tj tel que T.C:Ti

et la décomposition correspondante est dite maximale.

Dans toute la suite, comme en II A, pour des raisons de commodité
qui n'enlévent rien a la généralité de la théorie, nous supposerons que

1'opérateur » est ou l'addition ou la multiplication ou la disjonction.
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non
THEOREME 5. Une fonction f(Y,Z,T) admettant une décomposition’disjoin-

te simple par rapport a l'addition (respectivement la mul-
tiplication et la disjonction) ¢ (Y,T) + ¥ (Z,T) (respec -
tivement ¢ (Y,T) . ¥ (2,T) et ¢ (Y,T) & ¥ (Z,T))a une ba-
se irredondante (respectivement une base irredondante en

produit de sommes etume écriture galoisienne) dort les mo -

ndmes sont de la forme mYT ou mZT°

NN

Démonstration. Si l'opérateur * est +, soit Y Z T un point du domaine de

définition de £f(Y,Z,T); il appartient au domaine de définition de ¢(Y,T)
par exemple et est donc inférieur a un monéme.pYT de ¢ (Y,T), donc 2 un
mondme premier M de £ (Y,Z,T) et il existe bien au moins une base irre=

dondante constituée de mondmes premiers de lafome My OU My

Si 1'opérateur * est , le théoréme 5 reste vral par dualité.
Enfin, si l'opérateur* est la disjonction, 1l'écriture galoisienne

étant unique, il est évident qu'une condition nécessaire et suffisante

pour que f (X,Z, T) soit égal a ® (Y, T) & v (Z,T) est que tout mendme

de sa forme galoisienne ne soit formé que des 1ettres{Y, T} ou {Z,T}°

Conséquence 1. Soit une fonction f (Y,Z,T) ayant une et une seule base
irredondante et admettant une décomposition non disjointe simple par rap-

port a l'addition : f (Y,Z,T) = o (Y,T) + v (Z,T).

Alors un mondme premier de la base irredondante unique de f(Y,Z,T)

est obligatoirement de la forme myp OU My

Conséquence 2. Extensiop de la conséquence 1 aux fonctions incomplétes. Si
ificomplete a une fonction

une fonctionyqui lui est compatible de la forme f (Y,Z,T)=p(Y,T)+¥(Z,T)

et telle que sa base compléte soit irredondante, alors a tout mondme -
premier de sa borne inférieure correspond un mondme premier de sa bor-

ne supérieure qui le majore de la forme My O Mo
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Démonstration. En effet soit Myyp U mondme premier de la borne infé-
rieur £(Y,Z,T). Il est majoré par au moins un mondme premier de £(Y,Z,T),
de la forme m,,. par exemple (d'apres la conséquence 1 et puisque sa base
compléte est irredondante). g est lui-méme majoré par au moins un mo-

néme premier de f(Y,Z,T) formé des 1ettres{Y, T}.

THEOREME 6. Soit m, + M + m, + m,. + m, une base de £(X)= ¢(Y,T)+y¥(Z,T)
(mYT , par exemple , représente ici tous les mondmes premiers
de f(X) constitués d'au moins une variable Y et d'au moins
une variable T et que des variables Y et T).

) = ]
Alors [ o(Y,T) (mY + mYT) (mT)-
p(Y,T) = m, + m + m,

g(z,T)

]

(my + myp) (mp)!
y(z,T) = m, + m, + my

Démonstration. L'existence de l'expression (1) de £(X) = (Y,T)+¥(Z,T) est
immédiate, puisqu'il existe au moins une base irredondante de f(X) dont

les mondmes premiers sont constitués des variables {Y,T} ou {Z,T} d'apres
le théoréme 5.

Montrons (2) , c'est & dire que tout point d'un mondme m, OU Myp
qui n;ethpas un point d'un mondme m, est ug Eoint de N% (Y,T). En effet,
soit Y Z T un point de m, ou my., tel que ¢(Y,T) = 0 ; YT inférieur 2 Mo
(ou mY) et non inférieur a ¢ (Y,T) doit donc étre inférieur a v (Z,T),

donc a un mondme ne contenant que des variables T,

(3) est évident, en remarquant que tout point de ¢® (Y,T) est infé-

rieur a un mondme mY ou mYT ou mT.

(1)

(2)
(3)
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2. - Algorithme pour trouver les décompositions(non disjointes) simples

maximales par rapport aux opérateurs somme, produit et

disjonction.

Nous recherchons les décompositions non disjointes(la méthode est
aussi évidemment valable pour les décompositions disjointes) simples ma-
ximales de f (X) par rapport & la somme (respectivement produit et dis -
jonction) en considérant”ﬁnebasel irredondante de f(X) (respectivement
‘ume base irredondante de f* (X)) et la forme galoisienne de f(X)).

a. Décompositions simples maximales par rapport & la somme.

¢
&. f(X) admet une base irredondante unique.

- “~A partir de cette base irrédondante, construisons le tableau suivant:

mettons en abscisses et en ordonnées les différentes variables, et dans
chaque case de ce tableau, placons un 1 lorsque les variables de la ligne

et de la colonne correspondantes appartiennent a un méme mondme premier (le

tableau ainsi obtenu est symétrique).

THEOREME 7. Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
f(X) admette la décomposition ¢ (Y,T) + ¥(Z,T) est que le:
sous-tableau de lignes Y et de colonnes Z (ou de colonnes Y

et de lignes Z) (Y,Z) du tableau précédemment construit soit

vide.

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, supposons f (X) =

o (Y,T) + ¥ (Z,T) et soit y une variable de Y. Dans la ligne y du tableau,
d'aprés la conséquence 1 du théoréme 3, un 1 correspond & une variable Y
ou T et 1'ensemble des vides correspond donc a toutes les variables Z ; et

ceci pour tout y € Y. Par suite le sous-tableau ayant pour lignes Y et pour

colonnes™Z est vide.
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Réciproquement, si un sous-tableau (Y,Z) est vide, il correspond 2
une décomposition semi-disjointe simple ® (Y,T) + ¥ (Z,T), puisqu'il n'exis-

~

te aucun mondme contenant & la fois une variable Y et une variable Z.

Nous déduisons du théoréme 7 l'algorithme suivant pour trouver les
décompositions (disjointes ou non disjointes) simples par rapport a la

somme ¢ (Y,T) + ¥ (Z,T) de £(X) :

Les divers couples (Y,Z) sont les deux groupes de variables (dis -
joints) correspondant 1'un aux colonnes, l'autre aux lignes des sous-ta-
bleaux vides du tableau construit précédemment (& partir des mondmes de
la base irrédondate;les décompositions maximales correspondent aux sous-
tableaux vides maximaux (c'est-a-dire non inclus dans d'autres sous-ta-

bleaux vides).

L'obtention de tous les sous-tableaux vides maximaux en un nombre
fini d'itérations est obtenue (voir [MAL]) par 1'application jusqu'a épui-
sement des deux regles ci-dessous & une couverture de tous les vides du

tableau formé précédemment :

premiére régle : supprimer tout sous-tableau vide contenu dans un
autre sous-tableau vide déja obtenu;

deuxieme reégle : adjoindre aux sous-tableaux vides déja obtenus
(¥, 20, (,,
zlnzz), (Yl(\Yz, zluzz),

ZZ)’ ... les sous-tableaux (YIUYZ’

Exemple a &, En remarquant qu'une fonction croissante admet une

base irrédondante unique, considérons la fonction

Xyz + yzu + uvw

et le tableau correspondant : X y z u v w
x |1 1 1
y |1 1 1 1
z |1 1 1 1
u 1 1 1 1 1
v 1 1 1
w 1 1 1
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Choisissons pour couverture des vides les tableaux suivants
(x, uvw)
(y, vw)
(z, vw)
(u, x)
(v, xyz)
(w, xyz)

Appliquons la deuxiéme régle ; on obtient les tableaux :
(xy, vw) , (xz, vw) , (yz, vww) , (uv, x) , (uw, x) , (vw, xyz).
Appliquons la premiére régle ; la couverture devient :
(x,uvw), (xy,vww), (xz,vw), (yz,vw), (uv,x), (uw,x), (vw, xyz)
La deuxiéme régle donmne : (xyz, vw), (uvw, x)
La couverture obtenue par la premiére régle est : (x,uvw), (uvw,x) ;
(xyz, vw), (vw, xyz).

L'application des deux régles ne donne pas de nouveaux tableaux. Les

partitions des décompositions maximales sont donc

Y = x . Y = xyz
= uvw et Z = vw
T = yz T =u
soit : f(X) = [xy%] + [uvw + uyz] et £(X) = [xyz + yzu] +[uvw]

B. £(X) n'admet pas une base irredondante unique.

D'aprés le théoreéme5, si f (X) admet la décomposition simple o(Y,T)
+ v (Z,T), alors il existe une base irredondante de f(X) dont les mondmes

sont soit de la forme mYT soit de la forme mZT'

Appliquons donc la méthode précédente (aa ) aux différentes bases de
f(X), mais en faisant la remarque suivante : le tableau est indépendant de
la complémentation des variables. On remplace donc la base compladte de f(X)

par une somme de mondmes de lettres non accentuées et on fait dans les ba-
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ses premidres les simplifications en résultant (régle un : on ne conser-
ve de deux mondmes premiers de la méme base multiples l'un de l'autre que
celui qui a le plus de lettres ; regle deux : de deux bases ainsi obtenues,

on ne conserve que celle qui a le moins de mondmes).

EngElf_f-.B' Soit f (x,y,z,t) = x'yl+x'zt2 + xy'3 + xt'b4+y'zt5+yt'6

donnée par tous ses mondmes premiers numérotés de 1 a 6.

Les bases irredondantes sont 1.3 (2.4 + 2.6 + 4.5 + 5.6). (1)

En ne tenant plus compte de l'accentuation des lettres, f(x,y,z,t) devient:

xy 1 + xzt 2 + xy 3 + xt 4 + yzt 5 + yt 6. (2)

Le mondme 3 est identique a 1, on le supprime et (2) devient

xy 1 + xzt 2 + xt 4 + yzt 5 + yt 6
(1) devient : 1(2.4 + 2.6 + 4.5 + 5.6) ")

La régle un permet de supprimer 4 devant 2, 6 devant 5 ; (1') de-

vient donc : 1 (2 + 2.6 + 4.5 + 5)

La régle deux donne : 1(2+45)

A partir de 4 bases premidres, nous sommes ramenés & étudier les dé-

compositions simples de deux sommes de mondmes

Xy + xzt et Xy yzt

de tableaux de décomposition :

X y z t X v z t
%[ 1 1 1 1 x |1 1
yl 1 1 et y|1 1 1 1
z| 1 1 1 z 1 1 1
g1 1 1 t 1 1 1
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Les partitions des décompositions éimples maximales par rapport

a2 la somme sont donc : (y, zt, x) et (x, zt, y).

Les variables x et y jougant un rdle symétrique, comme le montre la
base compléte de f (x, y, z, t), ne considérons que la premidre décompo-
sition :

£ (y, zt, x) =0 (y,x) + v (zt, x)
avec o (y, x) = x'y + xy'

¥ (zt, x) = x' zt + xt'

On applique le procédé précédent a la fonction duale f* (X).

Exemple b Q. Considérons la fonction de 1l'exemple a Q.

f* (x, y, z, u, v, w) = ux + uy + uz + vy + vz + wy + wz est une

fonction croissante, elle admet donc une base premiére unique.

A partir du tableau u Vv W X y z
u 1 1
v 1 1 1
" 1 1 1
X 1 1
y |1 1 1 1
z 1 1 1 1
on calcule les partitions des décompositions maximales

X=vwyz X=uwxXx i-X =x z fX =uvVv X X =

Y =x Y=v l Y=y j Y=w

Z =u Z =y z Z=uvw [Z=Yz zZ =

Le dédoublement de u donne par exemple :

f* {x, y, z, u, v, w) = [ux] +1ku+v+ﬁ)(y+zﬂ

£ (x, vy, z, u, v, w)

(utx) (uvw + yz).
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Exemple bBﬁ, Considérons la fonction majorité xy + yz + 2zx qui

——— s S - ————— -

est sa propre duale. Son tableau

N <

== X
=<
== =N

montre que deux dédoublements sont nécessaires pour obtenir une décomposi-
tion moe® disjointe. Il n'existe donc que des décompositions mon disjoin-

tes triviales.

c. Décompositions simples maximales par rapport 3 la disjonction,

Le procédé précédent a O appliqué a la forme galoisienne de £(X)
est toujours valable, quelle que soit f (X) puisque la notation galoisien-

ne est unique.

Exemple c. Soit la fonction

f (x,y,2,u,v,w) = xyz & yzu & uvw.

Le tableau correspondant est celui de l'exemple a ¢. Les partitions

des décompositions maximales sont donc

Y = x Y = xyz
zZ = uvw et = VW
T = yz T=u

et les décompositions correspondantes de f(X) sont

£(X)
£(X)

[xyz] o [uvw o uyz]
[xyz o yzu]ﬂ)[uvw].
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- CHAPITRE IIT -

UNE APPLICATION DE LA RECHERCHE DES DECOMPOSITIONS
SIMPLES PAR RAPPORT A L'ADDITION ET LA

MULTIPLICATION.

Comme application de la recherche des décompositions simples par
rapport a l'addition et la multiplication, démontrons le résultat sui-

vant

THEOREME 1. La proposition qu'une fonction simple booléenne monotone
en x admet toujours une écriture en sommes et produits a-
yant le minimum d'occurrences et monotone en x, est faus-

se.

Ce résultat est énoncé par MAC NAUGHTON (voir [MAC] ) a 1'aide
du contre-exemple suivant : abc + adefhij + bcdefhij + bcghij admet
1'écriture accentuée abc + (atbc) (def+a'g) hij & 14 occurrences alors
qu'il n'admet pas d'écriture non accentuée a moins de 15 occurrences
(aucune démonstration de cette affirmation n'est donnée). La démons -

tration devient aisée a 1'aide du chapitre II. Nous allons la faire

sur une fonction analogue a celle de MAC NAUGHTON, mais plus simple

f(a,b,c,d,e,hd, j)=abct+adeij+bcdei j+bchi]
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Une écriture accentuée abc+(atbc)(det+a'h)ij a 12 occurrences. Montrons

~

que f n'admet pas d'écriture non accentuée & moins de 13 occurrences.

Dans tout le chapitre III, par souci de racourcissement, nous ap-

pellerons fonction décomposable (au lieu de fonction additivement dé -

%
composable) une fonction qui peut se mettre sous l'une des formes

£(Y,z) = £ (Y) + £, (z) (décomposition disjointe additive)

£(Y,Z2,T) = £ (Y,T) + fz(Z,T) (décomposition non disjointe addi-
tive)

£(Y,z) = f1 (Y) + f2 (Y,z) {décomposition triviale additive).

Pour dire qu'une fonction est multiplicativement décomposable, nous
dirons que sa fonction duale est décomposable. Faisons encore les deux re-

marques suivantes

La conséquence 2 du théoréme 5 (chapitre II) permet d'énoncer :

THEOREME 2. Une condition nécessaire pour qu'une fonction incompléte

ait une fonction compatible de base premiére irredondante et
de la forme £(Y,Z,T) = (Y,T) + ¥ (Z,T) est que la somme
g(Y,Z,T) des mondmes premiers de la borne supérieure uni -
ques diviseurs de mondmes premiers de la borne inférieure

admette la décomposition non triviale 8, (Y,T) + gz(Z,T).

2. - Remarque relative aux décompositions triviales de fonctions incomplé-

tes.
THEOREME 3., Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
- incompléte f (Y,Z) admette une décomposition de la forme
f(y,z) = £ (Y) + £, (Y,Z) est que sa borne supérieure £(Y,Z)
admette une décomposition de la méme forme :
| T2 =g () +g, (1,2)
avec g, (Y) z £, ().

* ou trivialement additivement décomposable
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Démonstration. En effet tout mondéme premier m de f1 (Y) est multiple d'un

mondme premier p de £(Y,Z). Donc

mmo= £, (NS =g (D

Réciproquement, si f (Y,Z) = 8, (v) + g, (Y,z), alors f (Y,Z) ad-

met une décomposition de la forme fl (Y) + £, (Y,z2)(il suffit de prendre

£(Y,z) = £ (Y,2) ; alors £,(0) =g, (D), g, (¥,2) = £,(1,2)).

Un cas particulier du théoréme 3 est :

THEOREME 4.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
incompléte f(Y,Z) admette une décomposition de la forme
£(Y,2) = m, + f2 (Y,Z) est que sa borne supérieure f(Y,Z)

admette comme mondme premier un diviseur de m, .

Par dualité, on obtient les énoncés suivants

THEOREME 3',

THEOREME 4'.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
incompléte f (Y,Z) ait une fonction qui lui soit compatible

de la forme f1 (Y). £, (Y,Z) est que sa borne inférieure ad-

2
mette la décomposition :
£f(v,z2) = g

avec g, (¥) & £, ().

1 (). g, (Y,2),

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
incompléte f(Y,Z) ait une fonction qui luil soit compatible
de la forme m . f2 (Y,Z) est que sa borne inférieure admet-
te la décomposition :

£(y,z) = Py- 8 (v,z) ,
ol Py est un multiple de m .
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Nous montrerons d'abord que :
f = abc + adeij + bcdeij + bchij n'a pas d'écriture additive non accentuée
3 moins de 13 occurrences (A), puis que f n'a pas d'écriture multiplicative

non accentuée a moins de 13 occurrences, c'est-a-dire que

f*¥* = g = ab + ac + adg + aeg + afg + ah + ai + aj
+ bd+ be+ bf + bh + bi + bj
+ ed+ ce+ cf +ch+ci+cj

PN

n'a pas d'écriture additive non accentuée a moins de 13 occurrences (B).

ITI - A, ETUDE DES DECOMPOSITIONS (ADDITIVES) DE f=abc + adeij + bcdeij + bchij.

1. Recherche des décompositions non triviales : f(Y,Z,T) = fl(Y,T) + fz(Z,T)
avec Y # @ et Z # 0.

Le tableau relatif a f est :

abc de hij
a 111 11 11
b 111 11 111
c 111 11 111
d 111 11 11
e 111 11 11
h 11 o111
i 111 11 111
j 111 11 111

Les sous-tableaux vides maximaux sont (h, ade) et (ade,h). La fonc-

tion jpbtenue par le minimum (4) de dédoublements de variables est telle

que :
Y = ade
=h
T = bcij.
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Son expression est(d'aprés le théoréme 6 du chapitre II)

f =[abc + adeij + bedeij] + [behij] .

Elle a au moins 12 occurrences de variables (7 pour f1 (Y,T) = abc +

adeij + bcdeij et 5 pour f2 (Z,T) = bchij). Si on remarque que fl(Y,T)
et f*1 (Y,T) = ab + ac + ad + ae + ai + aj + bd + be + bi + bj + cd +
ce + ci + cj n'admettent pas de décomposition disjointe, f1 (Y,T) s'é-

crit avec plus de 7 occurrences et f avec plus de 12 occurrences.

2. - Recherche des décompositions triviales : f(Y,Z) = fl(Y) + fZ(Y’Z)

avec [Y] + [Z] = 8 (f2 (Y,Z) contient toutes les variables) et
avec [Y] £ 4.

Ces décompositions devant &tre constituées de lettres non accen-
tuées, f1 (Y) et f2 (Y,Z) sont des fonctions croissantes. Le point ca-
ractéristique d'un mondme premier de f (Y,Z) est compatible avec fl(Y)

2
a f2 (v,z). f1 (Y) doit donc &tre supérieur & au moins un mondme pre-

ou £, (Y,Z) et tout mondme premier de f (Y,Z) est inférieur 2 fl(Y) ou

mier d'au plus 4 lettres de f (Y,Z), mondme premier qui ne peut &tre

que abc,

fl(Y) contient par suite au moins 3 lettres. Pour que 1l'affirma-

tion (A) soit fausse, f2 (Y,Z) défini par

adeij + bcdeij + bchij < f2 (Y,Z) < abc + adeij + bcdeij+bchij

devrait s'écrire avec répétition d'au plus une lettre x. Montrons que

fz(Y,Z) et que sa duale f2* (Y,Z), définie par :

ab + ac + adh + aeh + ai + aj + bd + be + bi + bj +

|O
[N

tcetci+cj<

I

I
o

+ be +

IO
o

+ce+1 + j,

£, (¥,2) < ab + ac + dh + eh + be
n'admettent pas de décomposition triviale (c'est l'objet de a et b) et de
décomposition non triviale (c'est 1'objet de ¢ et d) avec répétition d'au

plus une lettre x.
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a. f, (Y,Z) n'admet pas de décomposition triviale de la forme

X+ ... puisque EZ (Y,Z) n'est pas de cette forme (théoreme 4).

b. Par contre f2 (Y,Z) est de la forme ij (ade + bcde + bch) ;
d'aprés le théoréme 4', il existe des fonctions k(Y,Z) compatibles avec

f*2 (Y,Z) et de la forme i + @, ou ¢, défini par ab + ac + adh + aeh + aj +

bd + be + bj +cd +ce+cj<p<ab+ ac + dh + eh + bd + be + cd + ce + i
+ j, doit dépendre de toutes les variables et s'écrire avec 8 occurrences.
Nous ne cherchons pas a décomposer ¢, car la décomposition de

k(Y,Z) ne serait alors plus triviale.

¢* défini par : adeij + bcdeij +Abchij < o* L abc + adej +

bcdej + bchj n'est pas décomposable d'aprés le théoréme 2 : en effet, les

mondmes soulignés adeij, bcdeij et bchij admettent chacun pour unique ma-
jorant parmi les mondmes premiers de la borne supérieure respectivement

adej, bcdej et bchj; ces 3 mondmes (soulignés) permettent de constituer une
chatne de 7 lettres et i en fait partie puisque ¢p* dépend de i et puisque

i n'est pas un mondme premier de ¥,

c. Pour la recherche des décompositions non triviales de f2(Y,ZL

considérons le tableau relatif a adeij + bcdeij + bchij (théoreme 2)

abc deh 1ij

a |1 11 11
b | 11 111 11
c | 11 111 11
d {111 11 11
Tef111 11 11
h| 11 1 11
i)111 111 11

j 1111 111 11

dont les décompositions minimales sont (a,bch) et (h, ade). Il y a donc
au moins 4 dédoublements pour obtenir une décomposition non disjointe de

la fonction incompléte f, (v,z2).
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d. Pour la recherche des décompositions non triviales de f*z(Y,Z),

le tableau relatif a ab + ac + dh + eh + bd + be + ¢d + ce + 1 + j

abc deh ij

a 111

b |11 11

c |11 11

d 11 11

e 11 11

h 111

i 1
i 1

a des sous-tableaux vides qui ont au plus 6 lignes et colonnes, mis a part
les sous-tableaux (abcdeh, ij), (abcdehi, j). Les fonctions correspondant

a ces partitions sont gij et gj définies par :

]

g ab + ac + adh + @ dh + aeh + @ eh + bd + be + cd + ce,

ij
g;

]

ab + ac + adh + @ dh + aeh + @ eh + bd + be + ¢d + ce + ai + bi
+ci+ @ i.

Montrons que gij et gj ne peuvent s'écrire avec répétition d'au

plus une lettre x.

a', gij n'admet pas de décomposition triviale de la forme x + ...
puisque gij n'en admet pas. gj n'admet que la décomposition triviale i + ...

ce qui redonne gij'

b'. g

13 et Eﬂ ne sont pas de la forme x ...
c'. gij n'admet pas de décomposition non triviale, puisque son
tableau est le tableau précédent auquel on aurait enlevé les deux derniéres

lignes et colonnes. La décomposition triviale de gj donne naissance a gij'

d'. ade + bcde + bch < g?j g abc + ade + bcde + bch.
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Son tableau

abc deh
a 1 11
b 11 11
c 11 111
d 111 11
e 111 11
h 11 1

montre que 2 dédoublements au moins sont nécessaires.

adei + bcdei + bchi £ g*, ¢ abc + adei + bcdei + bchi

j\
a un tableau identique au précédent mais avec une ligne et une colonne de

1 supplémentaires. Deux dédoublements sont encore au moins nécessaires.

III - B. ETUDE DES DECOMPOSITIONS (ADDITIVES) DE f* = g = ab+act+adhtaeh+ai+aj
+ bd+ betbitbj

+ cd+ cetcitcj.

1. Recherche des décompositions non triviales : g(Y,Z,T)=gl(Y,T)+g2(Z,T)
avec Y # 0 et Z # @.

Le tableau relatif a g est :

abc de hij
a |1l11 11 111
b |11 11 11
c |11 11 11
d 111 1 1
e J111 1 1
h |1l 11 1
i 111 1
jj111 1

Une couverture des vides du tableau est formée par les sous-ta -
bleaux
(h, beij), (beij, h),
les tableaux tels que Y + Z

bch,
deij.

les tableaux tels que Y + Z
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Nous trouvons alors comme sous-tableaux vides maximaux, en tenant

compte de la symétrie des variables

maximaux tels que [I]_g 4. Les fonctions gl(Y,T) et gz(Z,T) correspon-

(h, beij) }
(deh, ij)
(dehi, j)

(d,eij )
(di,ej )

(b, ch)

}

]

T = ade ,
T = abc ,
T = abch ,
T = adeij.

Etudions maintenant les 5 partitions correspondant 3 des tableaux

dantes sont :

|hormbre de

hormbre de| mi,nib':oe'
Wa zl
(]

écomposition g (Y,T) voriokle g9 (z,T)
~Daximales : —_
o @ab + @ac + adh + aeh + ai Pab + @ac + aj
+ bd + be + bi 7 + bj 4 11
4+ ¢cd+ ce + ci + cj
B ab + ac + ai + aj adh + a’h
+ bd + be + bi + bj 7 4 11
+ cd+ ce + ci+ cj
, Pab + @Pac + adh + aj @ab + @ac + ai + aj
+ bd + be 6 + bi + bj 5 11
+ cd + ce + ci + ¢cj
8 Pab + @ac + aeh + ai + aj @ab + @Qac + adh
+ be + bi + bj 7 + bd s 12
+ ce + ci + cj + cd
€ @ab + Pac + adh + ai @ab + @Qac + aéh + aj
+ bd + bi 6 + Dbe + bj 6 12
+ cd + ci + ce + cj
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et montrons que la somme des occurrences de 8, (Y,T) et g, (Z,T) est su-

périeure a 12.

. Soit 8, (Y,T) = @ab + @Pac + adh + aeh + ai
+ bd + be + bi
+ cd + ce + ci.

Examinons toutes les décompositions possibles de gl(Y,T) triviales

ou non triviales, additives ou multiplicatives).

a. gl(Y,T) n'est pas de la forme x + ... puisque El (Y,T) ne 1l'est
pas (théorzme 4).

gl(Y,T) est de la forme xy + ®. A cause de la symétrie des va -
riables, il suffit de considérer pour xy les réalisations ab, ai, bd,
bi.
adh + aeh + be + cd + ce + ci < ¢pgab + ac + adh + aeh + ai + bd + be +
bi+§1 +£+Ei
montre, d'aprés le théoréme 2, que ¢ n'admet pas de décomposition dis -
jointe, puisque adh + aeh + be + cd + ce + ci n'en admet pas. Prenons la
duale de (1):
abc + adei + bcdei + bchi € @* < abc + dei + cde + bch + ace + ceh
inégalités qui montrent que, puisque abc + dei + cde + bch - admet une dé-
composition disjointe pour la partition (abch, dei), ¢* (encore d'apres
le théordme 2) en admet une, toujours pour cette méme partition. La fonc-
tion compatible avec @* et décomposable est alors : abc + dei + bch ; sa
duale est adh + aeh + aih + bd + be + bi + c¢d + ce + ci et elle ne con-
tient ni ab, ni ac. Or la fonction g, (z2,T) correspondante ab + ac + aj +bj+
cj ne peut s'écrire avec 4 occurrences puisqu'elle n'admet pas de décom-
position disjointe et puisque sa duale abc + aj + bcj n'en admet pas aus-

si.
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b. 8, (Y,T) n'est pas de la forme X ... puisque 8, (Y,T) ne 1'est

pas (théoreme 4').

c. Pour la recherche des décompositions non triviales de gl(Y,T),
utilisons le théoréme 2. Le tableau relatif aux mondmes premiers communs

a 8 (Y,T) et 3% (Y,T)

abc de hi
a 1 11 11
b 1 11 1
c | 1 11 1
d 111 1 1
e 111 1 1
h 1 11 1
i 111 1

dont les sous-tableaux vides ont au plus 4 lignes et colonnes, montre

qu'au moins 3 occurrences supplémentaires sont nécessaires.

d. Pour la recherche des décompositions non triviales de g*l(Y,T)

défini par abc + adei + bcdei + bchi g g*l(Y,T) < abc + dei + bchi, le

tableau relatif a abc + dei + bchi

abec de hi
a 111 ‘
b 111 11
c 111 11
|0 g
e 11 1
h 11 11
i 11 11 11

montre que 2 occurrences supplémentaires sont nécessaires, sauf en dé-
doublant i. La seule fonction décomposable suivant la partition (abch,de)

et compatible avec gl(Y,T) est : abc + dei + bchi. Or la fonction gz(Z,T)
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correspondante ab + ac + ai + aj + bi + bj + ci + ¢j est écrite avec plus
de 5 occurrences, puisqu'elle n'admet pas de décomposition disjointe ad-

ditive ou multiplicative,

B. gl(Y,T) = ab + ac + ai + aj + bd + be + bi + bj + cd + ce
+ ci + cj.
Montrons que g (Y,T), qui a 7 variables, ne peut s'écrire avec moins de

9 occurrences, c'est-a-dire avec moins de 2 répétitions.

a. gy (Y,T) n'est pas de la forme x + ...
g1 (Y,T) est de la forme xy + . A cause de la symétrie des va-
riables, il suffit de considérer pour xy les réalisations ab, ai , bd, bi :
ac + aj + be + bj + cdVF ci + cj < @& ab + ac + aitajtbd+ be + bi + bj +
cd +ce+ci+cj (1) montre que ¢ n'admet pas de décomposition disjoin-

te, puisque ac + aj + be + bj + ¢d + ce + ci + ¢cj n'en admet pas.

L'expression duale de (1)

abc + bcij + adeij £ @¥* < abc + bcj + adeij + cej fait apparai-

tre la cha®ne abcdeij.

b. 8, (Y,T) n'est pas de la forme X ... puisque gl(Y,T) ne 1l'est

pas.

c. Le tableau relatif a g, (Y,T)

abc de 1ij
a 111 11
b 11 11 11
c 11 11 11
d 11 1
e 11 1
i 111 1
] 111 1

montre que 2 occurrences supplémentaires sont nécessaires.
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d. Le tableau relatif 2a gl* (Y,T) = abc + bcij + adeij

abc de 1ij
a 111 11 11
b 111 11
c 111 11
d 1 11 11
e 1 11 11
i 111 11 11
i 111 11 11

montre que 3 occurrences supplémentaires sont nécessaires,
Y- 8 (Y,T) = @ab + @ac + adh + aeh + bd + be + cd + ce.

a. g, (Y,T) est de la forme xy + .

adh + aeh + be + ¢cd + ce < ® < ab + ac + adh + aeh + bd + be + cd + ce
— - ' N

montre que ©® n'a pas de décomposition disjointe.

abc + ade + bcde + bch £ ¢* <« abc + de + bch + ace + ceh

montre que la seule fonction qui soit compatible avec ¢* et qui admette
une décomposition disjointe est : abc + bch + de ; sa duale ne contient

ni ab, ni ac. Alors on vérifie que ac + ai + aj + bi + bj + ci + cj, par
exemple, en utilisant la symétrie de b et c, s'écrit avec plus de 5 occur=

rences (sa duale est : abc + aij + cij).

b. g. (Y,T) n'est pas de la forme x,...

1
c. Le tableau relatif a 8, (y,T)

abc de h
a 1 11
b 1 11
c 1 11
d 111 1 1
e 111 1 1
h 1 11 1

montre que 2 occurrences supplémentaires sont nécessaires.
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d. abc + ade + bcde + bch &£ gl* (Y,T) < abc + de + bch.

Le tableau relatif a gl* (y,T)

abc de h
a 111
b 111 1
c 111 1
d 11
e 11
h 11 1

montre que 2 occurrences supplémentaires sont nécessaires sauf pour la
partition (abch, de). La fonction g, (Y,T) correspondante est abc + de
+ bch et la fonction g2 (Z,T) : ab + ac + ai + aj + bi + bj + ¢ci + cj.

Montrons qu'elle s'écrit avec au moins 7 occcurences
a'. Elle est de la forme xy + ®.

ac +aj +bj+ci+cj<@gab+ac+ai+aj+bi+bj+eci+ej

montre que n'a pas de décomposition disjointe.
q P P J

abc + aij + beij g o* < abc + aij + cj

montre que ¢* n'a pas non plus de décomposition disjointe.
q @ p p P J

b'. g, (Z,T) n'est pas de la forme X ...
c'. d'. g*2 (Z,T) = abc + aij + bcij . Les tableaux de gz(Z,T)

et gz* (z,T), soient :

abe ij abe 1ij
a 111 11 allil 11
b 11 11 bj111 11
c 11 11 c| 111 11
i 111 1 i} 111 11
j 111 1 ji11r 11

montrent que, respectivement, 3 et 4 dédoublements non nécessaires.
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Le nombre minimal d'occurrences de g (Y,Z,T) = gl(Y,T) + gz(Z,T)

étant déja de 12, il suffit de remarquer que :

5. 8 (Z2,T) = @ab + Qac + aeh + ai + aj
+ be + bi + bj
+ ce +ci+ cj

et g*l(Z,T) défini par : abc + aeij + bceij + behij & g*l(Z,T);§ abc +eij

+ bchij

€. g, (z,T) = @Pab + Pac + adh + ai
+ bd + bi
+ e¢d + ci

et g*1 (z,T) défini par : abc + adi + bedi + bchi & g*l(Z,T).$ abc + di + bchi

n'ont pas de décompositions disjointes.

2. - Recherche des décompositions triviales : g(Y,Z) = gl(Y) + gz(Y,Z)

aveq[Y] + [Z] = 8 (gz(Y,Z) contient toutes les variables) et avec
vl 4.

En faisant jouer un rdle particulier a a, b, ¢ et en tenant compte
de la symétrie des variables , Y est un des mondmes ou un diviseur des
mondmes suivants : abc (d + h + i) + (ab + be) (de + dh + di + hi + ij)
+ (atb) (deh + dei + ehi + eij + hij).
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Un Y étant donné, Yi (diviseur d'un mondme de la liste précédente),
les bornes de la fonction g, (Y,Z) correspondante sont g(Y,Z) et gz(Y,Z)

qui contient tous les mondmes de g(Y,Z) qui ne sont pas diviseurs de Y.

Un ensemble de Yi étant donné, les bornes des gZ(Y,Z) correspondantes
sont g(Y,Z) et g, (Y,Z) qui contient les mondmes de g (Y,Z) qui ne sont

pas diviseurs de 1'un quelconque des Yi'

Vérifions que g, (Y,Z) qui dépend de toutes les variables (8) a
plus de 8 occurrences (respectivement 9,10) lorsque[Y] = 4 (respective -

ment 3,2).

Remarque 1. gz(Y,Z) dépendant de toutes les variables ne peut a-
voir une décomposition de la forme xy + ¢ ( car ou ¢ est indépendant de
X ou y et nous sommes ramenés au cas déja traité des décompositions non
triviales, ou ¢ dépend de x et y et nous supposons le mondme xy inclus

dans gl(Y)).

gz(Y,Z) ne pourra avoir une décomposition de la forme x o... (a
fortiori Xy a...) car x devrait appartenir, d'aprés le théordme 4', 2

tous les mondmes premiers de g (Y,Z).

5
Nous ne chercherons donc pour g, (Y,Z) et g*z(Y,Z)‘que les décom-

positions non triviales.

Remarque 2. gz(Y,Z) (respectivment g*z(Y,Z)) dépendant de toute
variable x, au moins un multiple d'un mondme premier contenant x est un

mondme de g, (Y,z) (respectivement g*Z(Y,Z))°
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a. 8, (Y) a 4 variables.,

Les diverses combinaisons de 4 variables pour Y sont

a. abc (d+i)

b. ab (de + dh + di + hi + ij) + a (eij + hij)

c. a (deh + dei + ehi)

d. bc (de + dh + di + hi + 1j) + b (deh + dei + ehi + eij + hij)

et vérifions que les fonctions gz(Y,Z) et g*Z(Y,Z) correspondantes n'ad-
mettent pas de décomposition disjointe,

a., Y = abc (d + i).
adh + aeh + aj + be + bj + ce + c¢j =g, (v,z) < g, (v,z2) < g (¥,2) (1)

avec les mondmes premiers communs 2 g, (Y,z) et g(Y,Z), on peut consti -

tuer la chafne abcdehj de 7 lettres, 2 laquelle i appartient d'aprés la

remarque 2,
Prenons la duale de (1)

abc + adeij + bcdeij + bchij < g*2 (v,z) < abc + aej + dej + bchj + ehj.

Avec les mondmes abc, dej, bchj, on constitue une chalne de 7 lettres,

dont h fait partie toujours d'aprés la remarque 2.

b. ¥ = ab (de + dh + di + hi + ij) + a (eij + hij).
ac + aeh + cd + ce + ci + ¢j < g, (Y,2) < g (v,2)
et abc + adeij + bcdeij + bchij < g*z (Y,Z) < ac + adeij + ce + ch

permettent de construire une chafne de 7 lettres, auxquelles on ajoute

b encore d'apres la remarque 2.

c. Y = a (deh + dei + ehi).

ab + ac + aj + bd + be + bi + bj + ¢d + ce + ci + ¢cj < g, (v,z) < g (v,2)
et abc + @deij + bedeij + behijy < g*z(Y,Z) < abc + adeij + bcj

permettent de construire une chafne de 7 lettres auxquelles on ajoute h.
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~ d. Y =bc (de + dh + di + hi + ij) + b (deh + dei + ehi + eij + hij).
ab + ac + adh + aeh + ai + aj < g, (v,z) < g (v,2)

permet de construire une chafne de 8 lettres,

abc + adeij + bedeij + bchij < g*, (Y,Z) < a + bedeij + bchij

permet de construire une chafne de 7 lettres auxquelles on ajoute a.
8. 8, (Y) a 3 variables,

En tenant compte de la symétrie des variables, Y peut prendre les
configurations suivantes

a. Y = abc + bc (d + h + i).
adh + aeh + ai + aj + be + bj + ce + ¢j < g, (v,2) < g (Y,2)

abc + adeij + bcdeij + bchij < g*z (Y,Z) < abc + aej + deij + bchij + ehij.

Les tableaux construits 2 partir des mondmes premiers des bornes

supérieures uniques diviseurs de mondmes des bornmes inférieures

abc deh 1ij abc deh 1ij
a |1 111 11 al 111
b 1 1 1 b| 111 1 11
c 1 1 1 c| 111 1 11
d |1 11 d 11 11
e | 111 11 e 11 11
h |1 111 h{ 11 1 11
if1 1 i 11 111 11
joy 111 i j| 11 111 11

montrent qu'un seul dédoublement est possible pour la fonction gy (v,2)
lorsqu'on considére la partiticn (becdehj,i). On a alors : gl(Y) = (b+c)i
g, (y,z) = [ab + ac + adh + aeh + aj + bd + be + bj + cd + ce + c¢j] + [ai]
On constate alors que g, (Y,2) s'écrit avec plus de 7 occurrences puisqu'’

elle n'admet pas de décomposition disjointe additive ou multiplicative.
b. ¥ =b (de + dh + di + hi + ij).

ab + ac + adh + aeh + ai + aj + ¢cd + ce + ci + ¢j < 8, (Y,2) < g (Y,Z)

~abc + adeij + bcdeij + bchij <« g*z {(Y,Z) < ac + adeij + becdeij + bchij
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Les tableaux

abc deh 1ij abc deh 1ij
a 111 111 11 a|l11 11 11
b 11 b 11 111 11
c 1 11 11 c | 111 111 11
d 1 11 a| 111 11 11
e 111 e | 111 11 11
h 111 h| 11 1 11
i 1 1 i 111 111 11
j i 1 il 111 111 11

montrent qu'un seul dédoublement est possible pour la fonction gz(Y,Z)
lorsqu'on considére la partition (cdehij, b). On a alors : gl(Y) = bd +
be + bi + bj, ce qui est en oontradiction avec 1'hypothése que gl(Y) n'a

que 3 variables.

c.Y=ab (d+h+ 1) + a (de + dh + di + hi + ij).

ac + aeh + be + bj + cd + ce + ci + ¢cj < g, (v,z) < g (Y,2)

abc + adeij + becdeij + bchij < g*Z(Y,Z) < abc + adeij + bce + cej + bch.

Les tableaux

abc deh 1ij abc deh 1ij
a | 11 [11 , al 111 11 11
b 1 1 b | 111 1
c 11 11 11 c | 111 1
d 1 1 d 1[] 1] 11
e 111 Qi1 e | 1 11d 11
h 1 11 h 11 1
i 1 1 i 1[] 11D 11
j 11 O i1 11y 11

montrent qu'un seul dédoublement est possible pour les fonctions (v,2)
4 P p &y

et g% (Y,2).

2
Considérons la partition (abehij, d). 8, (Y) est alors égal a adh
+ bd et a 4 variables.

Pour la partition (abdehj, i), gl(Y) vaut ai + bi + ci et a encore

plus de 3 variables.
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Enfin il n'y a pas de fonction compatible avec g*, (Y,Z) et décom-

2
posable suivant la partition (bch, deij) puisque bce et cej contiennent

des lettres des deux éléments de la partition.

Y. 8 (Y) a 2 variables.Y = ab + ai + bd + bi.
ac + adh + aeh + aj + be + bj + cd + ce + ci + ¢j < g, (v,z) < g (v,2)
abc + adeij + bcdeij + bchij < g*2 (Y,Z) < abc + adeij + cdej + bchj +

acej + cehj. les tableaux correspondants

abc deh 1ij abc deh 1ij
aj 11 111 1 af 111 11 11
bl O JiC__ b{ 111 1 1
c]11 11 11 ci 111 111 1
dfj11 11 dj11 11 11
el 111 11 ejl1 11 11
hy1l 111 h 11 1 1
i1 I 1o i1 11 11
ji 111 1 jr1ii1 o111 11

montrent qu'un ou deux dédoublements sont possibles pour g9 (v,z2).

Pour la partition (acdhi, b), g, (Y) vaut : ab + bd + bi et a donc

plus de 2 variables,

Pour la partition (abdehj, i), g, (Y) vaut : ai + bi. On peut aus-

si considérer les partitions (adehj, i) et (bdehj,i) dont les gl(Y) sont :
ai et bi, et ont deux variables, et dont les 8y (Y,zZ) sont respective-

ment{ab 4+ ac + adh + aeh + aj + bd + be + bj + cd + ce + ¢cj] + [ bi + ci]

et {ab + adh + aeh + aj + bd + be + bj + c¢d + ce + ¢j + Qac) +[ai + ci +

Pac] . Or les fonctions a 7 variables ab + ac + adh + aeh + aj + bd + be

+ bj+cd+ ce +cj et ab + adh + aeh + aj + bd + be + bj + ¢cd + ce + ¢j

+ Pac n'ont pas de décomposition disjointe additive ou multiplicative.
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CHAPITRE v

RECHERCHE DES PARTITIONS REALISANT LES DECOMPOSITIONS

SIMPLES

RECHERCHE DES PARTITIONS REALISANT LES DECOMPOSITIONS SIMPLES DISJOINTES.

1. Etude théorique.

A la base de toute cette étude est une propriété de linéarité ex-

primée par le lemme 1 et utilisée par le théoréme 1.

LEMME 1. La forme galoisienne d'une fonction admettant une décomposi -
tion simple disjointe f (Y,Z) = g [ (Y), Z] est
f(y,z) = a (2) @, © Y (z),
ot & (Z) et y (Z) sont des fonctions quelconques de Z (elles
peuvent en particulier &tre égales a 1) et ou mY est une som-
me disjonctive de mondmes contenant au moins une des varia -

bles Y, égale a § (Y).

Démonstration. La forme galoisienne de g(,Z) est

g (,2) =a (Z) p B (Z), ov o {(Z) et B (Z) sont des fonctions quelcon-
ques de Z. En posant ¢ (Y) = a & @Y’ ol a est une constante booléenne et
ol wY est une somme disjonctive de mondmes contenant au moins l'une des

o mecoﬂgwe?t .
variables Y etVque des variables Y, la forme galoisienne de f(Y,Z) est

f (v,z) =a (2) (a ® mY) o B (Z)
a,(z)cpY@acx(Z)@B (z)

o (2) P, @Y (z)

1]

]

en posant ¥ (Z) = a @& (Z) & B (Z). La formule (1) est démontrée.

(1)
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LEMME 2. Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

f(yi, Y., Z) admette la décomposition g [m (yi, Yi)’ Z] est

qu'elle soit de la forme :
£(y;, Yy, 2) =0 (2) [o;(¥) v, @ inJ 8y (2) (2)

otr & (2), mi(Yi), Y (Z) sont des fonctions quelconques (elles
peuvent en particulier &tre égales a 1) et ol m, est une somme

PR . A~ . 1,
disjonctive de mondmes contenant au moins une variable Yi°

Démonstration. En posant Y = {yi, Yi}, (1) donne :
£(y;, ¥;, 2) =& (2) @yi v, 6y (2).
Faisons deux parts des mondmes de la somme disjonctive

i“i
- ceux qui contienment y, ; ils donnment @, (Yi) y; de (2)3
- ceux qui ne contiennent pas vi (mais au moins une variable

Yi) ; ils donnent in de (2).

THEOREME 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
f (Y,Z) admette la décomposition g [¢p(Y), Z] est que tout coef-
ficient d'une variable y; € Y dans l'écriture galoisienne de
f (Y,Z) soit de la forme

a (2) ®; (Yi)

ou Y, = Cy v Alors & (Y) est la somme disjonctive sans o-

mission et sans répétition des mondmes des @, (Yi) y; et

g (,2) =a (2) o (Y) &y (2).

Démonstration. En faisant jouer le réle de v, a toute variable ap-
partenant 3 Y 4 1l'intérieur méme du crochet de la formule (2) (&(Z) res-
te ainsi identique), on voit bien que tout coefficient d'une variable

y; € Y dans 1'écriture galoisienne de f(Y,Z) est de la forme : w(Z)@i(Yi).
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Réciproquement, la condition est suffisante. En effet, on peut
écrire :

£(v,2) =a (2) o (Y) v, @V, (¥,,2).

Les mondmes contenant Y, sont : & (Z) mz (Y2) Yy Soit ils contiennent
y, et ils appartiennent a & (Z) 9, (Yl) Yy soit ils ne contiennent pas

Vi ils appartiennent a Yy (Yl, Z) et on peut mettre en facteur Q(Z).

On continue jusqu'ad ce que Yj (Yj’ Z) ne contienne plus de y; 5 on est

alors arrivé a :
f (Y,2) =a (2) v (Y) & v (Y,2)

qui est décomposable.

Remarque. Le théoreme 1 suppose qu'on puisse savoir si le coeffi-
cient galoisien d'une variable x, peut étre mise sous la forme d'un pro-
duit de deux facteurs de variables distinctes o (Z) ®; (Yi)° Or il est

vain de passer a la forme duale 3 ; a de & (Z) wi(Yi) = g T a, car

la distributivité de la multiplication par rapport & la disjonction

a(b ® c) = ab & ac donne pardualité la distributivité de 1'addition par
rapport a la conjonction : a + (x @ y) = (a + x) ® (a + y) et non 1'in-
verse, Pour contourner cette difficulté, transposons le théoréeme 1 en

algebre de Boole :

THEOREME 2. Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
£f(Y,Z) admette la décomposition disjointe g [w(Y),Z] est
que :
AYi = £% (0, Y, 2) £ (1, ¥, 2) + £ (0,Y' ,DE(1,Y 129

. i Y . € =
soit de la forme &* (Z) + @ i(Yi)’ pour tout y, €Y (Yi CYyi)
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Premiére démonstration. D'aprés le théoréme 1, une condition né-

cessaire et suffisante pour que f (Y,Z) admette la décomposition
g [m (), Z} est que le coefficient d'une variable i (pour tout y; € Y)
dans 1'écriture galoisienne, c'est a dire f (Q, Y, z) & £ (1, Y., Z)

(ot Y, = CY’yi)’ soit de la forme @ (Z) ®; (Yi) ; ce qui devient par

dualité, en remarquant que f* (Y,Z)

g* [ o* (Y), z}:

f* (0, Y, Z) 0 f* (1, Y, z) =o*x (Z) + o* (Yi)

f* (0, Y., z) £* (1, Yo Z) + f*! (O,Yi, Z) f*'(l,Yi,Z) a*(z)+cp*i(Yi)

£ (0, Y,, 2) £ (1, Y., 2) + £ (0,Y',, 2') £(1,Y',2") = a*(2)+p*, (¥,)

Deuxiéme démonstration. La condition est nécessaire. En effet, sup-

posons f (Y,Z) = g [p(Y),Z] . Alors f' (Y,Z) = g' [0(Y), 2] et

>

£5 (0, Y., 2) £ (1, Y, 2) + £00, ¥' , 2') £(1, Y',, 2') devient :

(g

£ (1, ¥';, 2') £'00,¥", 2')+£0, ¥', 2') £(1, ¥', 2')

It

g' [0 (1,Y'), 2'] &' [0(0,9,2']+ g[00,Y'),2") g[u(1,Y' ), 21

[" (1, ¥' )g'(0,2") + cp(l,Y'i)g'(l,Z')] [cp'(O,Y'i)g'(O,Z')m(O,Y'i)g'(l,Z'j
+[p' (0, Y'i)g'(O,Z') + cp(o,Y'i)g'(1,z')][cp'(o,Y'i)g (O,Z')-l-cp(O,Y'i)g (1,2'}
= (0,Y') 0 @ (1,Y") +[p(0,¥") ® o1, Y")] [g(0,2") @ g (1, 2")].

Puisque @ (0,Y') 0 ¢ (1,Y') et ¢ (0,Y') & ® (1,Y') sont complémentaires,
on a :
Ay =@ (0, Y') 0 (1,Y') + g (0,2") 0 g (1,Z")
i
La condition nécessaire est démontrée en posant :

[ax (z) =g (0, 2') 0 g (1, 2")

@*, (Y )= (0, Y',) 00 (1, Y').
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s

Rappel (voir [CU] ) nécessaire a 1'algorithme qui suit. Parmi les
partitions (Y,Z) des décompositions simples disjointes d'une fonction
booléenne f(X), choisissons celles telles que les Z soient minimaux et
les Y maximaux, soient (Yi’ Zi) (1€ i € p) ; les décompositions cor-

respondantes sont dites maximales. Rappelons les résultats suivants
- si les Y, partitionnent X, alors f (X) = g['wl(Xl), cees mp(Xp)];
- si les Y, = Z, partitionnent X, alors f (x) = ¥ (Zl) * ...k wp(zp)’

ol * est +, . ou @, c'est-a-dire que f(X) est décomposable par rapport a

l1'addition, la multiplication ou la disjonctionj

- les deux possibilités précédentes sont les seules.

2. - Algorithme pour trouver les décompositions disjointes simples,

a. Etant donnée la fonction booléenne f(X) ot X =23x., ..., x {,
1 n

on recherche les décompositions disjointes simples par rapport a la som-

me et au produit (voir II A). Si elles existent, on passeen d.

b. On calcule les n quantités :

A =% (0, x,) f* (1, X.) + £ (0, X',) £ (1, X'.)
X i i i i
ol Xi = C X On recherche les décompositions disjointes simples par

rapport & la disjonction, & l'aide du théoreéme 4 du chapitre II.

c. On calcule les décompositions disjointes par rapport a 1l'addi-

3 S ° = X *x
tion de c.haqueAX : Axi ar. (Cl) + i,2 (C?_) + ... (Cl’ CZ’

i 3

sont des sous-ensembles disjoints de X).
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Considérons arbitrairement une variable xi et son coefficientlk .
X,
i

Considérons toujours arbitrairement un terme a*i . (Cj) ou plusieurs
3

* * *
termes a¥, i (Cj) + ... +Q ik (Ck) de in’ que nous appelons Q*(Z)

H

(a* (Z) peut étre choisi égal a ZSX , mais non & 0, puisque nous avons
i
traité 1'éventualité de la décomposition disjonctive (Y) & v(Z)). Com-

me dans le théoréme 2, appelons @*i <Yi) 1'ensemble des termes de llx
i

qui n'appartiennent pas a a* (Z) @gx = q* (Z) + Q* . (Yi))°
i
D'aprés le théoréme 2, une condition nécessaire et suffisante pour
que f (X) admette la décomposition disjointe g[m (Y),Z]= o(Z)p(Y)ey(z)

est :

C 1 : pour toute lettre y. apparaissant dans o*, (Yi)’ le coeffi-

cient correspondantl%( est de la forme :l;x =q* (Z2) + m*j(Yj) ; pour

h| |
les lettres x, de X n'apparaissant ni dans @* (Z), ni dans o*; (Yi)’ ou
C2:0H, =or (2)+ m*k (Yk). Ces lettres X, X, et les variables

g de ¥, (Yi) forment Y,

ou C 3 : leur coefficientAX ne contient pas de lettres Y (ces varia-
k

bles x, sont des variables de y (Z) qui ne sont pas des variables de a(Z)).

N

d. Appelons (?i’ Zi) les partitions (Yi’ Zi) si les Y, partitionnent
X, les partitions (Zi’ Yi) si les Zi partitionnent X. Les fonctions
o o . -~ .
g (ml, cee mp), P, (Yl)’ cee wp (Yp) sont déterminées 3 partir de la
base compléte de f(X) par la méthode du chapitre I, en procédant parcas-

cade : (¥ 21) étant donné, on détermine g, (wl, gl) et m1(§1), puis,

1,
Y ~ . . . ~ ~ ~
(Y,, Z,) étant donné, on détermine g, (wl, ©,5 Llﬂ 22) et @, (YZ) e

nt ~N -~
e. On décompose ensuite ®, (Yl) ou ¢'1 (Yl), P, (YZ) ou

~ ~ ~
), .. (Y ) ou gt (Y ).
202 >y (p) ou el ()
L X B



Exemple 1.

f(v,w,x,y,2) = vw' yz + vw'

Soit la fonction
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xz + x'y'z' + v'z' + wz'.

a. On vérifie qu'elle n'admet pas de décomposition disjointe ad-

ditive et multiplicative.

b. On calcule les coefficients Av’ Aw’ Ax’ Ay’ Az :

o, f(o,w,x,y,z) =

A

X

£(1,w,x,y,2) =

£*(0,w,x,y,2) £*(1,w,x,y,2)

x'y'z' + z' + wz'

w' yz + w'xz

I

1]

+ x'y'z! + wz'
z' (w'4y+g) (w'+x+2) ("= 42T (utz'y

w'zg' + xyz'

£(0,wyx',y', 2" ) E(1,w',x",y",2")

f(v,0,x,y,2)

W'

Z

+ xyz' + w'z + xyz =[w']

+

= vyz + vxz + x'y'z'

f(v,1,x,y,2z) = x'y'e++ v'lat + 2!

f*(v,O,x,y,Z) f*(V,l,X,y,Z)

f(v',0,x",y',z") f(v',1,x"',

f(v,w,0,y,2z)

vz' + xyz' +

f(v,w,1,y,2) =

vz + Xyz

= vyl -ye +

vw' yz +

]

= vz

y',z'")

z(wy'le' + wx'lz* + xyz + w'z)

w'z + xyz

[xy].

+ v'z

+ xyz'

(v+y+2) (vx+f) (o) (! tz*) 2!

= (Y \yp2 4w T+xyztvz) z

=[v] + [xy].

y'z' + v'z' + wz'

vw'z + v'z' + wz'

f*(v,w,O,y,z)f*(v,w,l,y,z) =

f(V',W',O,Y'9Z')f(V'aW§ 1sY';Z')

vz

vz + Xyz

(v +w' +2) (y" + z")('+z")(wtz'")

vZ

+

]

w'z' + v wy' z

(v'wy'z!

vz + w'z

+w'z' + v wy'z + vz +w'z + v'iwy'z'

+
+

I

yztvz + w'z)(v'wZ+vztw'z)

v'w y'z'

[+ w1 +[v].
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5. £f(v,w,x,0,z) = vw' xz + x'z' + v'z' + wz'

f(v,w,x,1,z) = vw'z + vub%z + v'z' + wz'

f*(v,w,x,0,2z) f*(v,w,x,1,2z) = (vtw'+z)(x'+2'")(v'+z")(w+z")=vz'+w'z"+v'wx'z

-
f(v',w',x',0,2") f(v;w',x',l,z')=(v'wx'z'+x§£w'z)(v'wz'+vz+w'z)=vz+w'z+v%m£2

A =vz' +w'z' + v wx' z+v'iwx'z +vz+uw'z = +[w] +[x"T.

€. f(v,w,x,y,0) = x'y' +v' +w
f(v,w,x,y,1) = vw'y + vw' x
f*(v,w,x,y,0) f*¥(v,w,x,y,1) = (x'+ y') v' w (vtw'+xy) =0
f(v',w',x',y',00f (v',w',x',y',1) = (xy + v + w')(v'wy'+v'wx')=0

Appliquons le théoréme 4 du chapitre II, en cherchant une décomposi-

tion disjointe additive de l'expression :

X
v.(lettres de Av)x + w. (lettres deAw) + x. (lettres de Ax)x

+ y. (lettres del&y)x + z.(lettres detsz)x VWXY + VWXy + VWXy +vwxy + z

vVWxXy + 2.

f(v,w,x,y,z) est donc décomposable disjonctivement suivant la par-

tition (vwxy,z).

d. A partir de la base complite de f(v,w,x,y,z) et de la donnée de

la partition (vwxy,z), on déduit le tableau de décomposition

vw'x

vw'y

!
z | 1 ! 1
{
]
!

et les écritures suivantes de f(v, w, x, y, 2)

z & (x'y' +v' + w),

z'® (vw'y + vw' x).
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e. On constate immédiatement que ¢ (v,w,x,y) =[x'yT+ [v'] + [w]

et que o' (v,w,x,y ) = vw' (x+y). Donc

f(v,w,x,y,2) =28 (x'y' +w+v') =z"&[w (x+7y)]

Exemple 2. Soit la fonction :

f(u,v,w,x,y,z) = uv'w'x'y'z' + vx'yz' + u'v'w x'y'z' + uv' w' xyz'
+ u'vw xyz + vxy'z' + u'vw x' y'z + u'v'w xyz' + uvww'x'y'z

+ u'vw'z' + uvwz',

a. On vérifie qu'ellé n'admet pas de décomposition disjointe ad-

ditive et multiplicative,

b. Les coefficientsA ,4A , A ,ZS ,13 , A sont :
vy Tw Ty z

a.Au = [vz] +[x'y + xy']

B.A, = [awz' +u' w' 2+ x' 2!+ xwy'z]
v-& = [v 2] +xy + ]

6.8, = [ww+uw] +[y 2]

e.B = [uw +utw'] +[v 2]

0.8, = [urv' +uvw 4 vay' 4 vx'y]

X
On constate que : v. (lettres de A%) = uvwxyz ; f(u,v,w,x,y,2z)

n'est pas décomposable disjonctivement.
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c. Considérons la variable u et posons O*(Z) = vz', On vérifie que

-

vz' apparait dansl%v C&, mais aussi dansllw, ce qui met a jour la par -
tition de décomposition (uwxy, vz). On constate qu'il n'existe pas d'au-

tre décomposition maximale.

d. A partir de la base compleéte de f(u,v,w,x,y,z) et de la parti -

tion (uwxy,vz), on déduit le tableau de décomposition :

Iuw'x'y' ox'y ju'wx'y' o uw'xy ' u'wxy | xy' | u’w'l uw
n . |
, 3 i
vz' 1 B 1 1 {1
vz 1 : | % | ,

(on constate bien que (x'y + uw'xy + xy' + u'w' + uw) '=uw'x'y'+u'wx'y'+u'wxy)

et 1'écriture de £ (u,v,w,x,y,z)

f(u,v,w,xy,z) = glp,v,z) = qgv'z' + ovz + o'vz’

plu,w,x,y) = uw' x' y' + u'w x' y' + u'w xy

e. La fonction ¢(u,w,x,y) n'admet pas de décomposition simple dis-

jointe.
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III - B . RECHERCHE DES PARTITIONS REALISANT LES DECOMPOSITIONS SIMPLES NON DIS-
JOINTES.

S

Cette étude est trés semblable & la précédente, mais plus générale,
les décompositions disjointes étant des décompositions non disjointes par-

ticulieéres.

1. Etude théorique.

LEMME 3. La forme galoisienne d'une fonction admettant une décomposition

simple non disjointe f (Y,2,T) = g [o(Y,T), Z,T] est :
fWJJ)=aQJ)%T®YQJ) (3)

ot &(Z,T) et y(Z,T) sont des fonctions quelconques de Z et T
(elles peuvent en particulier &tre égales a 1) et ou Py est
une somme disjonctive de mondmes contenant au moins une des

variables Y ou T, égale a ® (Y,T).

Démonstration. La forme galoisienne de g (¢,Z,T) est

. g (0,2,T) =& (Z,T) ¢ & B (Z,T)
ot @(Z,T) et B(Z,T) sont des fonctions quelconques de Z et T.
En posant ¢ (Y,T) = a @ Py ol a est une constante booléenne et

ou . est une somme disjonctive de mondmes contenant au moins 1l'une des
'1 -

variables Y ou T, la forme galoisienne de f (Y,Z,T) est

£(y,z,T) =a (z,T) (a © @YT) e B (z,T)

]

o (z,T) Dyp @ a0 (z,T) B (z,T)

o (Z,T) Qop @y (z,T)

en posant Y(Z,T) = a & (Z,T) & B (Z,T). La formule (3) est démontrée.
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LEMME 4.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

f(yi, Y, Z,T) admette la décomposition g [@(yi, Yi,T),Z,T]
est qu'elle soit de la forme :
f£ly;, ¥;, 2, T) = a(z,T) [@i(Yi, T) v, ® in -] ® v(z,7)
oun & (Z,T), P, (Yi’ T) , v (Z,T) sont des fonctions quelcon-
ques (elles peuvent en particulier &tre égales a 1) et ol My
i

est une somme disjonctive de mondmes contenant au moins une

des variables Yi ou T.

Démonstration. En posant Y = {yi’ Yi} , (3) donne :

f (yi’ Yi’ Z, T) =& (ZsT) pr

Faisons deux parts des mondmes de la somme disjonctive ¢

YT e vy (Z,T).
1 1

vi Yi T
- ceux qui contiennent y, ; ils donnent mi(Yi,T) y; de (4)s

- ceux qui ne contiennent pas Y o3 ils contiennent au moins une

des variables Y, ou T et donnent m,, de (4).
i iT

THEOREME 3. Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

£(Y,Z,T) admette la décomposition g [@(Y,T), Z,T] est que le
coefficient de toute variable yié Y dans l'écriture galoisien-

ne de f (Y,Z,T) soit de la forme :
o (z,1) o, (¥;, T)

ou Y, =C v Yi- Alors $(Y,T) est la somme disjonctive sans ré-

pétition des mondmes ¢, (Y, T) y, et :

g(,z,T) =« (2,T) @ (Y,T) & y (Z,T).

)
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Démonstration. La condition est nécessaire, d'aprés la formule (4),

~

en faisant jouer le rdéle de v 3 toute variable appartenant a Y, & l'in-

térieur méme du crochet (&(Z,T) reste ainsi identique).

Réciproquement, la condition est suffisante. En effet, on peut é-

crire : f (Y,z,T) =a (2,T) 9, (Yl’ T) 4 & \f! (Yl, Z,T).

Les mondmes contenant y, sont : q (z,T) ®, (YZ’ T) y,. Soit ils
contiennent y, et ils appartiennent a a (Z,T) ®, (Yl, T) Yo soit ils
ne contiennent pas Yy ils appartiennent a Yq (Yl, Z, T) et on peut

mettre en facteur & (Z,T). On continue jusqu'a ce que Y (Zj’ T) ne
contienne plus de y; s on est alors arrivé a
£(Y,2,T) = a (Z,T) o(Y,T) ® Y(Z,T)

qui est décomposable.

THEOREME 4. Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonc-
tion f (Y,Z,T) admette la décomposition non disjointe

g [wéﬂY,T), z, TJ est que :
Ay. = f* (0, Y., Z, T) f* (1, Y., 2,T) + £(O,Y',,Z',T")
1 1 1 1
f(1, Y',, z', T")
1

. * N . _
soit de la forme a* (Z,T) + @ i (Yi"T)’ pour tout y'iEY(Yi [Yyi)

Démonstration. D'aprés le théoreme 3, une condition nécessaire et

suffisante pour que f (Y,Z,T) admette la décomposition g [m(Y,T),Z,f) est
que le coefficient d'une variable v (pour tout yiéyY) dans l'écriture

s
galoisienne, c'est-a-dire f (O, Y., Z, T) & f (1,Yi,Z,T) fot Y, = LY yi),

soit de la forme o (Z,T) P, (Yi’ T) ; ce qui devient par dualité, en re-

marquant que f* (Y, Z, T) = g* (p*, Z, T)



v - 1

f*(O,Yi,Z,T) 0 f* (1,Yi,Z,T) =ax (2,T) + @*, (Y,,T)
f*(O,Yi,Z,T) f* (1,Yi, Z,T) + f£*! (O,Yi,Z,T) f*'(l,Yi,Z,T)=cc*(Z,T)+cp*i(3§,T)

f*(O,Yi,Z,T) £* (1,Yi,Z,T) + f(O,Y'i,Z',T')f(l,Y'i,Z',T')=0L*(Z,T)+cp*i(Y1',T).
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2. Algorithme pour trouver les décompositions non disjointes simples.

a. Etant donnée la fonction booléenne f(X) ol X = {Xl’ e xn},

on calcule les n quantités
= * * 1 1
Axi £ (0,X,) £5(1,X,) + £(0, X',) £(4,X")
ou Xi = C X5 puis leurs décompositions non disjointes simples par
X

rapport & l'addition.

b. Considérons arbitrairement une variable xi et son coefficient

galoisien st . Considérons toujours arbitrairement une somme de ter-
i
mes de la décomposition non disjointe additive de[&x , soit a*(z,T)

(a*(Z,T) peut &tre choisi nul ou égal él%{). Comme dans le théoreme 4,
i
appelons m*i (Yi’ T) 1'ensemble des termes de[%{ n'appartenant pas a
i
ax (z,7) (B =ox (2,1) + o, (Y, T)).
i

D'aprés le théoréme 4, une condition nécessaire et suffisante pour
que f (X) admette la décomposition non disjointe simple

g [o(¥,T), 2,T] = @« (2,T) @ (¥,T) & y (2,T)est

Cl : Y est l'ensemble des lettres apparaissant dans w*i (Yi’T)
et dont les coefficientsZSj sont de la forme :

= * * 1 .
Aﬁ a* (Z,T) + o ; (Yj’ T), de X5 enfin des variables X

paraissant pas dans Aj et telles queAk = q* (Z,T) + o, (Yk) ;

de X n'ap-

C2 : T est 1'ensemble des variables des ¢¢j (Yj’ T) (pour toute

variable yj de Y) qui ne sont pas des variables Y.

C3 : Z est l'ensemble des variables restantes de X.
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Exemple,

= ! 1 1. 1 1 '
f(xl, Xy Xgs x4) x'y x', +ox ox) x4+ x, % x4+x1x3x4+x1x 2%y,

est donnée par sa base compléte.

a. Une base premidre est : f(x ,X x4)=x' x' +x x' . x' 4+x' X X, +X.X

3? S Rl S R S S T LA

Calculons les quatre quantitésl}x et leurs décompositions non disjointes
i

1°%2

par rapport a 1l'addition:

— ! ' ]
3,x4) x'y x!', +x', x5 0x,

= x! 1 ' 1 ' iy
f(l,xz,x3,x4) x'y xt, + X 5 X' + xL-¥7K, + X3 X,

£%(0,x

o, f(O,xZ,x

* =( ! '
2,x3,x4) f (1,x2,x3,x4) (x 3+x 4)

Y B I T BN ] 0o
£(0,x %' 5% 4)f(l,x %' 5% 4) (x3x4+x2x 3% 4)(x3x4+x2x3+x3x#

=x_ %, +x, x', x'

374 273 4

(x'2+x'3)(x3+x4)=x'3x4+wi%§:

st =x, +x', x, +x, x'_.

1 4 273 2 3
le , qui admet une base premiére unique, a pour tableau
1
X, X3 X,
X, 1 1
Xg 1 1
X, 1

et a donc pour décomposition :

i ;s s , . ) .
- décomposition disjointe maximale .[x4]+1% X +X, X 3] 3

273 72
- P e s _ e N ] ] PR
décompositions non disjointes : [X4I+Ex s X5 + X, X 3] toujours,
puisque Y = X,s Z = X, T = x3 ouyY = X3, zZ = X, T = x2.

= ! ' ' -
B. £(x), 0, 3,3 )=x! x! dbx x! s X dx %X,

f(xl,l X.,%X,) = x'.x' +xX_X.X

’732 7 37 4 717374
* * =(! 1 '
f (Xl,O,XB,X4)f (xl,l,x3,x4) (x 4% 4)(xl+x 3)(x

f(x'l,O,x'B,x'4)f(x'1,1,x'

+x, )=x_x.x', +x' x

37747 71737 47 374

3,x'4)=(x3x4+x'lx3+x'3x'4)(x3x4+x'lx'3x'4)

=x_x, +x', ¥ x'
D - o 3 % 173 %4
%, %, + X %, + x 1X'ge
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On trouve, de méme , pour seule décomposition neon disjointe det&x

2
A . . . . . 1 1
la décomposition disjointe [x4]+[x1 x3 + x 1 X 3].
= ! 1
Y. f(xl,xz,o,x4) x! 4wt
= !
f(xl’XZ’l’X4) X%, %,
* f* = ! ! ' = ' '
f (xi,xz,o,x4) (Xl’XZ’l’X4) X 4(x1+x 2)(x 2+x4)(x1+x4) x, %' x!,
1 ! 1 1 ! 1 1 1 ] 1 —_< ! 1
Ot oxt s 00xt DG xt ), 1wt e bw 2)) Gt gt J=x x|
p— 1 1 1 1 o
ZSXB x', %, X1, + X, X\, X, n admet pas de décomposition non
disjointe simple non triviale (son tableau n'étant constitué que de 1).
—- 1 1
8. f(xl’XZ’X3’O) x 3f§&§,?xl3
f(xl,xz,x3,1) =% x'2 x'3 + x'2 Xy + Xy Xy X x’2
* * = x! ! 1 Y= 1 1
f (Xl’XZ’XB’O) f (Xl’XZ’XB’l) X 3(x 2+x3)(x1+x3)(xl+x 2) x x'ox'y

I T I B - I R R | =
f(x 12X pe% 3,O)f(x EEIPTE 3,1) x3(x2x g %! 1x2) x'lxzx3

= ' ' ! 1 : Py P
[LX4 X X', %', + x 1 ¥p ¥3 M admet aussi pas de décomposition

non disjointe,.

b. Le seul terme commun & plusieurs des quantitésAx1 est X, -

D'otr : a*(z,T) = x,

* = ! !
) 1(Yl,T) x', X + x,x"

* = 1 '
® 2(Y2,T) X Xq + x 1 X'

La partition de X correspondant & l'unique décomposition est donc :

Y = {Xl’ Xz} , L = Xy T = Xy ]
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c. Pour construire la fonction décomposée correspondante

f(xl, Xy X3, x4) =g [cp(xl, Xy x3), x3,x4] , on peut opérer de

deux facons

0. & partir de la forme galoisienne de f(xl, Xy X35 x4)

f(xl, X5 Xg, x4) =186 Xg 3 X, () X X, X, ® x, Xy X, ®x, %, o x, Xy X,

Considérons d'une part les mondmes qui contiennent ni xl, ni X, 3

d'autre part les autres mondmes :

£(x,, X, [Xl s @ X X%, @ x.x, 6 x,x x4] o [10 x, @ x4]

*2 1 %3% ¥ *1%

D'aprés la démonstration du théordme 3, on peut construire

T) =x. x. +x'_.x'. =%, 0%, 1 et

@(xl, Xy x3) a partir de ®, (Y 2 %3 ) X'a 9 3

1’

(Y2, T) = x'_ x, +x, x'", =x. & x

®) 173 1 %37 % Y%

) (xl, X, x3) = x (x2 o X, 1) 6 X, X3 = X X, T LN o x) ol X, X,

f(xl, Xys Xg, x4) =x, (x1 %, 6 X ¥4 ") X, o %, x3) 616 X, 0} %,

(x1 %, 10 X, %, @ %) o} X, Xg ®a)o6l1e Xy o a' X,

si a est un parameétre booléen.

Finalement :

® (xl, X, x3) =a®x x 0x X3 & x) o x, x3

’
g(cp,x3,>§4) cpx @x391ed_4

B. & partir de la forme canonique de f (xl, X, X, , x4).

2’ 73
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~-CHAPITRE V.

PROGRAMME ET EXEMPLES

V - A - PROGRAMME POUR IA RECHERCHE DES PARTITIONS REALISANT IES DECOMPOSITIONS

SIMPIES DISJOINTES D'UNE FONCTION BOOIEENNE SIMPIE DONNEE.

Ie programme AIGOL est mis sous forme de procédures jux=
taposées; il réalise la partie essentielle de 1l'algorithme IV A 2 pour
trouver les décompositions simples disjointes d'une fonction booléenne

simple : la recherche des partitions réalisant ces décompositions.

Ie programme ne suit pas mot & mot 1l'algorithme qui est
adapté 4 un calcul fait 4 la main. Par exemple, on calcule aisément manuel-

lement

e

* > s
A, =% (0, x) £ (1, X)) + £ (0, X3) £ (1, X;),
tandis qu'il nous a semblé plus rapide de calculer & la machine :
A, =200 + 21,07 + [£50, x*) + £5(1, x)I*
(c'est la procédure DERIVDUAIES).

Faisons encore la remarque suivante. Supposons quelsi

admette p décompositions disjointes minimales par rapport & 1l'addition :
- 3 * %
Ai = “1,1(“1) +o o (C)) + .ou # % o (Cp).



En théorie, il faudrait considérer 2P a#(z) différents. Pratiquement,

aprés avoir choisi un o (Z) non nul et si C; (voir toujours IV A 2) n'est
pas vérifié pour la lettre ¥, apparaissant dans @i* (Yi)’ alors tout a*(z)
multiple de 1l'ancien o (Z) doit obligatoirement contenir a:,k(ck)’ si

Ck est la classe de yl (autrement yl ne vérifierait toujours pas Cl)'

1es données du programme sont N (le nombre de variables),
Fl1] (des mondmes de la fonction & décomposer), M (le nombre des mondmes
Fl1])et les entrées de la procédure PREPARE1(N) (le détail des entrées
est fourni par le COMMENTAIRE de PREPAREl(N».

Iles résultats sont :

- la base compléte de la fonction & décomposer;

- une base irredondante;

= 1'inscription DECOMPOSITION ADDITIVE (respectivement MULTIPLICATIVE
et DISJONCTIVE) si la fonction est décomposable par rapport a la
somme (respectivement au produit et & la disjonction) suivie de
la liste des sous~ensembles minimaux;

- si la fonction n'est pas décomposable par rapport & un opérateur,
1'inscription DECOMPOSITION suivie de la liste des sous-ensembles
maximaux (si tout sous-ensemble maximel ne contient qu'une seule
variable, la fonction donnée n'admet pas de décomposition simple
disjointe).

Ie programme est :



RECHERCHE DES PARTITIONS REALISANT LES DECOMPOSITIONq

DY*UNE FONCTION BOOLEENNE SIMPLE DONN&L.

L et e 1o

Ly gNyie 20 LIRE(N,M?)

. e
e

YTADLEALY  F

L ECRIRDCL(A)Y:: EMTIER YA S
TRA oy

L{JC#—‘] fisS} l

LISTLI Pz 1

Pt

e LECCAT, ¢,
ML 1

PIE LOCAT,Cs G
T Pl=1,4
Sx A LOCAT, 2 o .
CL A= OCAT ’
STD. - LoCAT
EXTTRAN JOICU .
CALL JOBOLILISTE 1)
VECOLE 2

"PROCELURE*RCH: :
CALL JOROL(L1STE D)
CLA =4¢
STO LOCAT
CALL JOBOLILISTO 1)
CECOLEt s

iﬁ{as OUPROCLIURE Y GLLA,HB) T3 YWALELRY A,0 3
¥ LG TTQIRM' UNION LOCICLE BDC A ET 0F R 1

PEN TI’& SPROCECURE® ©T{A,8) 28 "WALELRY A,0 33
PLOMMINTALIREY INTERSECTIOY LOGIGLE DE A F1 Ob B

LAl Fa+l

AN A Fé&+2

Show F4
PRQOLEY s

*

LN SOoMALELRY AL, s
¢ A el De 8 s

o(:°£ \.\‘). ,Y- (l'l\)- ’{\CN'A\

PENTIERS

PENTIER?

.0
e

SIMPLES DISJOINTES

el e

n('-

UE. H

(1:36),

' COCE?

-
oy
(@]
fe]
T
-

Ay B e

-
(@]
-y
H
i
e
-
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SLlw FE&
CAL FE+2
!‘O'M . s
ANA FE+1
ORA FE

SLW - FS8
VECOCE' 3

YENTIER' 'PROCEGURE ' NGI(A)

21 TWALELRY A 3 YENTIER' A ::
*COMMENTAIRE® COMPLEMENT LDGIQLE DE A 3 _ . :
] - . $ CQLEY

CAL FE+l ‘

comM -

SLwW Fé : ‘ ; :
*FCOCEY :3 o ‘ . = , T a5
*REEL' *PROCEDURE' HASARD(NG) 3 'ENTIER® NO :3:

TSX P71=-1,4

SKA Fl+1l,2

CLAs F7+1 , gt i '

ALS 7 ‘ | - _ 5 e

ACC# F7+1 o ; ‘ , ‘

ACC x+8

CSTO+% F7+1

CLA* FT1+1

ARS € o

ORA ) XSS 1 —— ,

FAT #+4 o f

5T0 F7

TRA . #+32 v 5 _ ( i : 4

0CT °1171=1&4r°5 i ( e . i

PTW A . : ‘ e
*FCOCEY &=
VENTIERY 'PROCEDURE ' TD(ALN) 33 *VALELR® A,N 23 'YENTIER' A,N- 33
'COMMENTAIRE® A EST TRANSLATE VERS LA DRCITE DE N FCSITICAS LES
PLCITIONJ LIBEREES SONT MISES A ZERQ =t S t

. Y CCCE'
cLa fF8+2 ;

STA ®*+Z .

caL FE+1l

ARS % 3%

SLw Fe'

VFCOCE' 2t

VENTIER® 'PROCEDURC TG{A,N) $3 'VALELR' A, N :: "ENTIER' A,N 2:
YCOMMENTAIREY A £ST TRAWSLATE VERS LA GALCHE DE N PCSITICNS o LES
PCSITIONS L IBEREES SONT MISES A ZERQ :: '

CLA . FG+2



STa #+2

CAL Fo+l

ALS 2w

SLW FS
YFCOLCEY @

YENTIER' 'PROCEDURE! ROTIAZN) 33 'VALELR' A,N 33 'ENTIER' A,N 33
*COMMENTAIREY A SULEIT ULNE RUTATICN DE N PCSITICNS =@ ,

\ " LCLE!
CL A ric+: ;
STh w42
LLG FiC+1
RGL #* 4
STQ F1C
YFCOLDE® 3 -
P
TENTIER?Y SPROCECURE ' REUNIONI(F 4M) $: IVALEUR® M 3
VENTIER® M 1 YENTIER'Y 'TABLEAL' F ::
VCOMMENTAIRE v CETTE PROCHEDULRE PREND L'UNICN LCGIQUE [CES
M PREMIFRES MEMUOIRFS DU TABLEAL 3@
‘CCCe?
CLA Fll+2
PAY y 1
LLCT Fll+1
STA - F1l1+1
cLA =g
DR Ax Fll+1
TIX #=1y1y1 ,
SLW £11
"CLA Fll+1
Sue Fll+z
STA Fll+1
YRECCLEY @
YENTIER® 'PROCEDURE T CR (A) 3 *VALELR' A 2: 'ENTIERY 2 :: :
: ' ‘ 'COLE!
CAL F12+1 ,
ARS 1€
GRA Flz+1l
ANA =Q7711717
SLw Flz

YFCOCEY @

PPROCEDURE' FASFONCLUF,#,N,NC) 23 'VALEUR' M,N 23
VENTTER' MyNyNC 33 'ENTIER' YTABLEAL' F 33
PCOMMENTAIREY |
CETVTE PROCEDURE FABRICLE DANS LE TABLEAU F UNE FCACTICN AU FASARC
CE M MONUMES ET DE N VARIABLES.

NG EST UNME VALEUR SANS SIGNIFICATION CUI DCIT ETRE INITILALISEE A UNE
VALEUR [MPAIRE :: i : ;
YEEBUTY SENTIER! BeSeTeA 22 REFL Y R 22



f3=2€2142 3 %

S =R EUN ION(RANG,N) 2t S:=0L(S,T6(Ss18)) &t
YPOURY J:=1 PASH 1 'J LSQLA' M EATRE?
YCECUT' R:=HASARDINC) 33 ~

_ As=NG{NC) =:: v .
- ¥SIY R *SUPCR'.C.S5 'ALORS*
- A:=C0ULET(MNO,TGlLA,1E)),ETINC B)) :
VS INCN? A'=OU(£T(NL,NG(B)):ET!TD(A 18),h0))..
. Fol 1) .2=ET(S,A) v
YEIN' .
'FIN' FASFCNC1 :: j

g

'PROCECURE? PREPAREl(N)f:: 'VALELR’ N 23 'ENTIER® N =3
'COMMENTAIRE? ' ’

CETTE PROCCECURE FABRIGUE LE TABLEAU DES MASGUES .

ELLE PREPARE LA MACHINE A TRAITER DES PRCSLEVES DE N VARIABLES.
ELLE LIT PAR EDONNEE  2#N DONNEES :

CHAGUE CGROUPE DE 2 NGMBRES CORRESPCND A UNE VARIAELE‘:

LE PREMIER NOMBRE EST LE RANG BINAIRE ( CCMPRIS ENTRE 1 ET 18 ) CE L&
- VARIABLE ,LE DEUXIEMC NOMBRE EST LL CCFﬁ D.C. B. DU NCM CE e VARIAELE

'CEBUT® 'ENTIER® 1,5 33 e

,ASQUE'Q(I)O:=1.'O" - A TR

-"POU It=2 'PASY 1 'JUSQLA' 36 'FAIRE!
MASuUt (1)e3=TGIMASQUEL(I=1)ayl) 2

L FPQURY T:=1 'PASY 1. 'JUSQUA' N 'FAIRE'

TCEBUT' S:=EDUNNEE 13 - F
RANG.(I).s=MASUUE.(S). 2t
RANG.{ I+18) 42 =MASQUE L (S+18), #:
‘MOM o{ 1) o2 =EDONNEE . '

vEINY -

*FIN' PREPAREL ::

. YPRUCECURE' EXTRFI(F, M,N,LIGNE) g
. ‘VALEUR! MyN,LIGNE =3 JTIEQ' MaN, LIG&E HH
VENTIER' 'TABLEAL' F :3

”'CUMMEHTAIRE' CETTE PROCEDLRE IN”&INL LEQ M MCNCMES [D'UNE FCNCTICN

CE N VARIABLES . LIGNE EST LE NONMBRE DE CARACTERES FAR LIGMNE.

CE NCMERE COIT ETAR INFERIELR A 120 :=:

YCEBUTY 'ENTIER' CAR,LIBRE,TAU,I3dsA, H,L :e

© . CARi=G oz LIBRL-—LIGVE*'*N 3y
SAUTL IGNE :: RCH =:

. tpQUR Y :=1 PAST 1 fJUSQLA' M 'FALIRE! e
'CERUT' 'SI' CAR'SUPER'LIBRE 'ALORS! "DEBUT' SAUTLIGNE :: RCH ::
CﬁR:= TEINY s _ :

© CAR:=CAR+2 :: A:=F.(I). :: B:=TD(A,18) 3:

CAT=ET(A, 2€2143) 3 TAL:z=0L(A,B) =: o o ’
'SI1' TAU=GC “ALORS' 'DEBLT' ECRIRDCB(L) ¢t TALLERA' STCP tFIN'
'DOURY J:=1 'PAS* 1 *JLSQULA' N 'FAIRE! 4 :

'CEBUTY 9SIY ET(TAU,RANG. (J).) *NCNEG'O 'ALCRS' ;
YCEBUTY LA:=NOM«(J). :: ECRIRDCBI(LA) :: CAR:=CAR+1l 13:
VSTt LAYINFERTC YALORS' 'DEBUTY LA:=TD(LA,6) ::

. ECRIRDCBILA) 2: CAR: =CAR+1 'FIN' 3 - , y

ST ET(B,RANG.(J) o) "NONEG 'C YALCRS' 'DEBUT* CAR:=CAR+1l 23

‘ ..

.



CCRIMCCBL12) *Fine
LS R
YEINY ot :
TSI OI'NONEG'™ YALORS' '™ESLTY ECRIBDCH (45) 123
ECR IR UCL<951 VEINGT s '
YRIMY iz
STCP: 'FINY EXTRF1 ::

TRRLECeDUREY

; (r:x,a,u, 1UCyMAX) 22 'VALEUR' MyN,NMAX =3
PEMTIER?T MyNyP,MAX 3 'ETIQUETTE® DC :: 'ENTIER' 'TARLEAU! FyC
PCOMMITAIREY
CeTTt PROCELURE CALCLLE LA DULALE DE LA FCNCTICN DE ¥ MONCMES :
ET LA PLACE DANS LF TABLFAU G. (1:VMAX). « SI LE NCMERE CE NCACNE“
~C EST SUPERIEUR A MAX ON EST RENVOYE 4 LYSTICUETTE DC ::
PLEBUTY TENTIER Y Sy 1430,P1,P2 33Ky RyL 1
"EATIER® 'TALLEALU!? ALX.(I MAX).e =t
Si=ERG(l)e 2 Pr=] oz
PPOURY J:=1 'pAaSt 1 vyu S;L\' N 'FAIRE!
PLECUT Y Qe=ET(RANG.(I)ayS) 23 :
PSTY QMYMUNEG'C 'ALCORS' 'DEBLTY Gu(PF)e:=C 1: =F+1 TFIN!
TSINON® 'DEELT! Qy=ET(RANG. (I+18).,5) =:
"SI QNONEGYC YMLORSY MDEBLT! Go(P)az=(C =t
Pr=pP+] RN :
YEINT
PRIN' 1 Pr=p-1 1
PPOURY T:=2 'PASY 1 'JUSQULAY M 'FAIRES
rLEG S:=F.(I). :: Ple=p2i=0 ::
'POURT Jt=1 'PAST 1 YJUSGULA'Y P YFAIRE:
TOECUTT ST ET(5.(J) e, S)YTNCNEG ' D TALCRS!
TDEBUT!® P1i=P 141 22 Gu(PLl).z=G.(J). 'FIN!
PSINON® "DEGLTY P2:=P2+41 31 AUX.(P2).:1=G. (J). YEINY
PRINY 2 pi=pl ot
LIV Pz=0 YALORSY SALLIRAY FINI @z,
TPOURT Ji=1 'PASY 1 TJUSQLAY N 'FAIRE!
POESUTY J:=RANG.(J). =3
POIT ET(L,S)=0 TALDRS!
TRERUTY Gr=RANG.(J+18). 11 ST £7(5,5)=0
PALURSY TALLERAY FINJ FIN' 23 .
PPOURY Ke=1 'PASY 1 vJLSOLAY P2 ATRE?
TOEEUTY Ri=0UGG,AUXL (K)L) ot
'SITOETIR, TOIR, 1E)) "NONEG'C 'ALCRS' YALLERA' FINK 23
TPOURTY Li=1 'PAST 1 YJULSGULAY Pl 'FAIREY
"SIY OUIRyGelL).) =2 'ALGCRS' PALLERA' FINK ::
EIE R 5 T
POTT OPYSUPER "MAX TALORS!' YALLERA' DC ::
Col SR 2 ‘ '
FLaCr YFINY ¢ }
FINDT TFIN?Y &
FINT: YFIns
PEINY CUALEL 23
"PRUCECUREY DASFPREMILE CM.B) t+ JUAIEI DS A o

CUALED

Vo~ 7

ECRIPCCR(16)

.

-
.

CE



‘j'COMMtuTAInE' ' :
CETTE PRUCECURE CALCLLE UNF BASE IRREDCNDANTE DE LA FONCTICN F
LE NCMERE M DE MONOMES EST RECALCULE =3
YCERUT 'ENTIER' IyAsKyd sy XeIC, SAMySAB,S, KP,Kl,gg'ALPHA.BETA,
11,12 =3 'EvTIéR' 'TABLEAL' AUX,RD4RC. {1:NM). 3
! o ls=M o 3’»5 : i '
CEPART: A:=F.(])e 32 K:=(C 21 o ! k s
*POURY J“l?fPAS' 1 'JUSQUA® [-1,1+1 'PAS! %*’JUSCUA' M *FAIRE
C'CERUT! =@LIAF.(J)a) 33 s
151 tT(X TO{X,18))=C 'ALORS' 'DEBLT! k:=x+€ 32
AbK.(K).--Ef‘X,bG(A)) FINY .k
VFINY oz . 5
'S IY KVYINFEG'1 ’ALGRS' ECHEC: 'DEBLT' 'SIY I=1 'ALCRS?
' ALLERAY STOP :: ' \ ‘
[t=1-1 :: YALLERA' DEPART 'FIN' 35
I0:=1 :: RECUCL(ALX,K) =z ‘ :
TEST: - 'SI' KYINFEG'L 'ALORS® (ALLERA' ECHEC 32
SAM:=REUNION(AUX,K) 12 SAB:=ET(SAN,TD(SAN,18)) ::
PSIY SAB=C 'ALCRS' 'ALLERA® ECHEC :: i
SAM:=CJ(SAMs0OU(SAB, TG(SAR,18))) == . : i
CHOIX: S:=RANG.{IC). :: BETA:=1G(S,18) =:
STt ET(S,SAB)=C YALORS' EBUTY *SI' I
"ALLERA' ECHEC 'SINGN' 'DEBLT!® 10:=1@+1
"ALLERA' CHOIX 'FIM? . .
COYFIN' @ KCi=Kl:=K2:=(C 23 = - L , e
PPOURY J:=1 'PAS' 1 'JUSQLA* K *FAIRE! s = e
*CERBUT! ALPHA::Aux.(J). 348
"51' ET(SAM,ALPHA) =0, 'ALORS? . .y .
CEBUTY 'SI cT(S,ALPHA)'NGNEG'O 'ALORS®
'"DEBUT' Kls=K1+1 =3 .
ROe(K1)oz= DJ( JALPHA)
IFIN! : - L
'SINON Y :
'S ET(SETH,ALPHA)'NONEG'O ALCRS!
"DEBUTY KZ2:=KZ+1 :: RC.(KE)..«QJ{BETA ALFHA) 'FIN!
7SINGN| : . ;; - ;
'DEBUT' KC:=K(+1 =2
Abx.(KC)..-ALPHA 'FIN
t;‘l’\il
IFI“O b
Ke=KG 3 ' ‘ , ‘ ' .
'SI* K1sK2=0 'ALORS?Y Z: "DEBLUT* *S$1' IG=N 'ALCRS' 'ALLERAVT.
ECFEC 2: IG:=IC+1 :: YALLERA TEST 'FIN' 31 _
- 'POUR' Il¥=1 'PAS* 1 'JLSQLA' K1 'FAIRE'
v¢'cEﬂuI' ALPHAS=RD.{Il}. :: : .
8 "POURY [2:=1 'PAS' 1 'JL“CLA' K2 'FAIRE?
'CEOUTY BETA:=CLIALPHA,RC.(12).) 1t
'S1' BETA=0 'ALORS' 'ALLERA' SULCCES ::
'SI' ET(BETA,TD(BCTA,18))=C $ALCRS?
INCLURELI(AUX,K,BETA)
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e
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0=N 'ALCRS'

5

-
-
-

PEINY
CEINY iz
PALLERAY Z 33 ' ; ‘
'SUCCES3t'POUR' Ji=i+l ‘PAS 1 *JUSGLAY M '¢FAIRE?
FQ(J-I)‘:zFO{J)O R =M l :‘:

S e
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y_
VALLERAY ECHEC 1@ »
STUP:Y fTFINY BASEPREMI 33
'PROCECUREY INCLURFI{F,d,A) 3 :
_ WAL EURY A 3 FENTIER Y A,Jd vt ENTIEFR® 'TABLEAU' F =
VOOMMINTAIREY
CETTEL PROCCCURE Nf\DpLIT OANS LA FONCTICN F DE J MCNCMES LE
MOHNGHL A« 3 EST RECA ULE « TOUTES LES SIVMPLIFICATICNS SCNT FAITES.
HNUT A T AUT QUE ?AFS F TOLTE LES SIVMPLIFICATICNS AIENT ETE FRAITES
'oE :UT' PENTIERY 40, st 'DCCLEEN' RECUP =
PATCUILLAGE? %ICI: vGL\’ yPLLS 3
TSI J=0 YALDOREY sn L&RA' ALPHA =2
=0 s Kei=] t: DQECUPT= TFALY!' 1:
CEPART: I:=I+l 1y DisFLa({l)e 3t YALLERA' AlGe(K)e ==
MOINST ST A=QULA,BY YALORSY 'YALLERA' STCP ¢
PLUS S C-=OU(A,“) H , .
YSIE C=BR O 'ALCRSY DEBLTY YSIY I=J 'ALCRSY *ALLERAY BETA 33
Pr=fFo(d), 13 Jrad=1 131 RECLPi= ¥PYRALI' 2 Ks=2 1::
PALLERAY PLULS 'YFINTY 232
tS T RECUP YALOR S 'DEOLTY Foll).:=B:sRECUP:='FAUXY 'FIN® 13
ST I=d 'ALORSY 'ALLERAY ALPHA @ 'ALLERAY [CEFART ::
ALPRAD Ji=J+1 12
CETAY Faldldaer=A 12
STOP: YFIN' INCLULREC1L ::
*PROCECCUREY REBUCTI(F,M) 1 YENTIERY ¥ 3 *ENTIERY *TABLEAUY F =@
POESUTY YENTIERY I,4
[V R o » K
PPOURY Tr=Z2 tPASTY JLSQL M OYFAIRE!
INCLUREI{FyJsFolIda) 2t M:=l
YVEINY RBERDUCY ik
POROOECUREY ENTHI(F MY 3 *ENTIER® M s 'ENTIERY YTABLEAUY F 3@
FOREDUTY PENTIER® T,JsNVA o2
PASY 1 *JUSQULAY M REY - T
Iler=0l 12
PASY 1 PJULSQUAY NV YFAIRE!
LiiNiv L2 L .
L0 GRSY Fall)er=CU{ RANG.{18~A) e Fe (1))
TE0LIRANG LAY o hF . (1) 4
PR
I‘;}:\s
TPROCECUREY COMPREMI(F MyNyMAX,DC) 22 TVALEUR' NyMAX =@
PEOTIERY MeMeMAX o $ENTIER?? YTABLEAU® F 3 YETIQUETT CC ==
VOOMMENTA IR E Y
CETTE PROCEDURE CAL"uLF LES COMPOSANTS PRENMIERS DE LA FCNCTICN.
WoOoULT RECALCULE o EN CAS 0F DEPASSENMENT DE CAPACITE CN CBTIENT CANS
UNE Z4STE QUELCQNQL% v ST OGN EST RENVOYE A LY ETICUETTE CC ::

. e
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PENTIERY 1,J,S911,129PyQaRyN1L N2 2t

PLERUT!
'(JTIFR' YTABLEAL!Y AUXo{lzMAX), 3
[e=0 2
CAL: S:= PEUNIUN(F,M) HH
Si=ET(S,TD(S,18)) == b s 1 v .
VAR:T J:=]+1 t: ¢S I'CLPER'N SALCRSY YALLERA! STCP =3
Qi=RANC(I)e 22 R:=NANG(I+18). 23 .
YSIY OET(QyyS)=C 'ALORS' 'ALLERA' VAR =z
Nlz=fi1: NZ:=MAX+1 :: e

'POURY Ji=1 'PAS' 1 'JLSQLA® M 'FAIRE"

MCEBUTY P2=F . (J). o2 A

'SIY ET(QsP)'MONEG*C 'ALGRS' 'DEBUT' N2:=N2-1 ::

AUX «(N2)a:=DJ(P,Q)FIN' 'SINON? ;
'SIYET(R,P) 'NONEG!' € 'ALORS ‘ ;
YLELUT! N1:=N1+1::ALX.(N1);:=DJ(P.R)’FIN' ;

TFIN'Y 3 . : N

TPCURY Jl:=1 'pASY 1 'JL‘QLA’ N1 'FAIRE?

*CELBUTY Pi=AUXL(I1), 23 ' ;
YPOURY I2:=N2 'PASY 1 'JUSQULA' MAX 'FAIRE!
'CEBUTY R:=0U(P,AUX.(I2)4) 21 : .
'SI' ET(R,TDI(R 18))‘NONEG'C '*ALCRS' 'ALLERA?
FINI 22 INCLURFEI(F,M,R)" : '
"SI M=MAX 'ALDRSY 'ALLERA' Dc-::

FINIz 'FIN? . . S g

© U YFIN' :: YALLERA' CAL @

STCP:T  YFIN' COMPREM1 :

i

e as

=

a0
..

"PROCECUREY DERIVDUALES({F,
TVALEUR?' MyN,MAX 13
YENTIERY M,N,MAX ::
CYETIQUETTE! DC ¢ :
CVENTIERY YTABLEAUY Fuy8,Pp 1
*CEEUTY
VENTIER Y KeydyK1,KC,PCyP 1t
TENTICRY YTABLEAU' SK.(1:2CCY.,T0, leGO,Gl.(l 400).::
FPOURY Ki=1 YPASY 1 'YJUSQULA'Y N 'FAIRE! ,
YOEDUT Y KQ:=Kl:=(C :: :
'P“ iRt Je=1 'PASY 1 'JUSGLA' M 'FAIRE?
CELUTY '
'SI' ET (MASQLL.(K).,&.(J).)—NA<QLE.(K). *ALCRS!
CACELRUTY : ‘
Klz=K i+41 :: : .
T1{K1¥ee=ET(F .(J).,NG(MASQLEr(K).)) H .
YalL ERAY ELC :

9N)S1P 1DC ’NAX)

TEINY 2 . .
S FT(VASQLE.(K+1£).1F.(J).)wNA*CLc.(K+18). YALLCRSY
YCEBUTY . : e
K{"Kt+1 23 : - .
' (K').:=ET(F.(J).,NG(MASQLE.(K+18).)) b
'ALL ERAY E1C : .
YEIN n‘-‘ i: B
Kiz=K1+41 22 Tla(K1)ez=zF.(J)e 2t
KG:=KU+1 23 TGu(K()uez=FL(J)s 3:
ElG: YFINGY 32 ' :



; o | , | Yo

LICT L = L TALDRSY
FCELUTY
ELLLL].(TlQKl,N)C}1pIQQC)ZCL) T
R A Pl ‘
PPCURY Ji=1 'PAST 1 'JUSQLA' PL(K). 'FAIRE!
5e(JyK)a2=Cla(J). 2t ’ :
VALLERAY £11
CFDiton:
fSTY KL = C YALORS!
YLELUTY |
CUBLEI(TC KUy N,GLyPT,00,2C0) 22
Peli)ar= pis: ‘
YPOURT Ji=1 'PASY 1 '"JUSQULA' P.(K). 'FAIRE'

El
'

S K )ei=Cl(J)e

YALLRRAY E11

CENY T

CuaLr I(TLQKCy\I GC,PC,00,2C0C) 13

CUALEI(T 1, }‘)}.y»vyc.1t 1,0C,2C0C) 1=

YPOURY Jo=1 'PASY 1 FJLSGLAY KL 'FAIREY TOL(KD+J)e3=T1la(Jd)e 22
YPOUIRY Ji=1 'PASY L 'JULSCLAY Pl 'FATRE' GUL (PO+J).2:=0le(Jd). 3t
KU:=KC+K]1 3¢ PCe=P{+4P1 ::

cuaLel .UQK(,\yT.{ K100 ,2C¢C)

CUAL £ 1( S0, Pi’N,ul’Ql DCy2CL)

TPCUR' J:i=1 'PAS' 1 'JUSQUA ' TFAIRE® '

T1.04(1) .2 =ROTICI. ()., 18) 3
SIUS RIS ST

CUMPREM L T1, P.(k)',NyEfC,DC):t , |
YPOURY Ji=1 PAST 1 tJUSQLAY P.(K). "FAIRE"

Sl K)ei=T1aly) s ~

1: vFIL

IN' CCORIVOUALES ::

e V{3 s wa
— e we

RPOPROCZOURCY COTEC I(CACHE ,S1
TR ;Fbt,Ll Lz &z '&QTI”“‘ 'TAD
POYENTIERY 11,12,01,R024R,CAC2:Q
C :=LU{CACHE,RCT(CACHE y18) )2z
Vorle=1 'YPASTY 1 O YJUSQULAT L1 'RAIRE!
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Gli=Qi+l 22 S1.{Ql)ez=81.(I1).
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Y PROCELURE DcCOMPOADBII(SyP;%;C}L)"::
PVALLURTY N 3@ , ‘ e
'VEMTIER® N 23 = H"‘_ : . W
PENTIERY 'TABLEAL! S,P,C{L'::
VCOMMENTAIREY . EE -
 ON PART o'uu T&BLuAL < A DELX ENTREES, ENSENBL -DE
REPRESF\TE UN EN“EMBL? DE MONGVE S PaeszRJ.: ,
.~ ON CRISIENT UM TABLEAU C A DEUX ENTREES, ﬁhSENELE CE
CTABLEAUX ColeyK)ewlN TABLEAL ColesK)e A Lo(K)e -
ELEMENTS REPRESENTE LES La(K). SOUS-ENSEVBLE MINIMAUX
CORR FSPOQDAVT AUX DECOMPOSITIONS DI'SJCINTES SIMFLES
PAR RAPPURT A L'AUDITIUN DE L'ENSENBLE s.(.,K). CE
~ MUNCME PREMIERS :: : /
T ooYCEBUTY '
VENTIER' Hy[yJdaKyM 33
CVENTIER® 'TABLEAL' Bell: 2cc>. Adie
’FAIRE'

VPOURY K: TPAST 1 TJUSQLAY N'
'YCEQUT! :
CBWl1Yer=C ot - ' . .
S 'POUR!' I:=1 'PAST 1 ‘JLSQLA' Pe(K)u 'FAIRE®
. (I).:=CR(S.(1;K).) T . = 5
'SEY B.(1).=C 'ALORS? L o
' 'EEBUT' CellyK)us=C 22 M:=1 23 'ALLERA?! E20 'FIN' ::
1=P(K), 2 : . 0 . s

Mi=g o3 ‘ ’ '
[TER1: Mi=M+ H C’(M'K)o:=By‘l)o -
ITERZ: Hi=1 22 o - :
*POURY T:=1 *PAS' 1 'JUSQUA' J 'FAIRE?
'SIt ET(Ce{MyK)eyBolI)e)=C 'ALCRS®'
'"CECUT' BelH)et=boll)e 23 Hi=H+1 'FIN?
PSINON' ColMsK).2=0U(C. (MyK)apBullde) 52 0
'SIY J'NONEG'H=1 '*ALCRSY =H-1 *SINCN' 'ALLERA' ITERL
'S J'WDNE“'CV'ALQD*' 'ALLERA‘ ITERZ H .
LzUz
bo(g K)tc-NASQLE-(K)Q :: C.(M+1,K).:=
YPOURY I3 "WASY 1 'JUSQUA' M 'FAIRE
ColM+1, K).--OU(C.(M+1 K)lesCull K)o}z
.(K}.-= -
YEIR
fFIN' CE CECOMPOADDIT :=:
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YPROCECURE!' DECOM(S+P N sCalyY) 22
TVALEURY N 3 ; W
VENTIER' N 13 ‘
YENTTIERY 'TABLEAU' S4P,CsL,Y 3
' COMMENTAIRE! . '

i&LL& FOURNIT LE. TA?L*AL Y AN ELENENTS. L*ELENENT

(X ). CONNE L'ENSEMBLE DES VARTABLES APPARTENANT

A LA CLASSE MAXIMALE CGVTENANT LA VARIABLE K ::
*CEEUTY :
'ENYI‘R' 9\3;1 M er&’ . s
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« (K)o TEAIRE?
PPCLRY Teo=1 'PASY 1 'JUSQUAY L.(K).

as
.

JVesCall K)e)=Cu (T 4K)e 'ALCRS' *ALLERA' E1

(S

f : oUsGLar N OYFAIRES
PLELUTT 3
FSLE BT C UMYy Call )y =0 YALORSY YALLERAY E2 2@
EooURY L= IDPASY 1 fJLSGUAY Lo{M). FAIRE!
FLEoLT )
PLLY ETLCLeyM)esDeld)e) "HONEGY Co(GyM)e 'TALCRSY 'ALLERAY EZ 33
tEeouny Lle=1 tPALT L YJUSQLAY ..(F). PFAIREY S1e(I1)e3=5.(I1,M),y =2
i Tle=1 f'pAot ‘}LQNLA' Pe (&) 'FAIRE' S2e {I1).:=5 .(Il,K): 2
CTECI(C () ey 8L452yPe (M) e yPa (K)o ) =0 YALCRS? i
YDelU e =0LI{C L ).,U.(u)o) :3 A
TEALLERAY B ' '
A0 F EZ T '
SR .
=0 W C 0T, Ky ld)e) 22 [2=C t: YALLERA' £1 ::
T‘\."r-t b
P
i‘t’ Jie 3 J:-’-‘-d ""’\Q' } 'JL,S:‘L;\' L.(K). 'FAIRE' Do (l)':ng(B.(l)-fto(J)o)-
%;:; :: Y-(K)-"‘ P
PO M=l PASY T YJUSQUAY N TRFAIRE!

WL el a1y )a+MAZLOULE (K)o s MASQUES (M) )=00 Y ALCRS!

=1 PASY 1 YJUSOULAY L.o(M). TFEAIRE?
Dl GaMYaaDall)e) THONEGY Co(SyM)o PALCRS! Y ALLERAY ES5 =3

FILSOULAY

Pa (MY TFAIRECY

DL {K). SFEAIRE!

SZe(Il)ez=S.{11,K}s t:
e Pu KL =1 VALCRS®
Lo (Mol vy TALLERAY Z4 FFRINY 12

.
ae
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*PRUCECURE! DECOMPCSITIO N(F V,N:Y x,scx e
: 'vxL;ua' Ny 23 N
MTIER® NyM,K :: & .
"EHTIER' 'TABLEALY F,Y 3
'"CTIQUETTE! £C =z A
"CEEUTY
VENTICRY T :: ' ‘ : @
VENTIER® 'TABLEALY ALX (11 ZCC).,S¢(1 zoo,z-w)“:“.;;/
ColOsN4Ly 12H) ey Py Lo (13N) 2, TABG (L3N, 21) ey
c.p.(c~'+1 1: 1).,TA,CA.(1 Ylawdton v n i el e
RECUCT (FyM) =3 = - L
: &CRI' (*(*MONCMES") Y, '('PRENIERS')') = . -
CCUMPREML (FyMyN,2CC,0C) -
EXTRFL (FyMyNy75) 22 ‘
SAUTLIGNE *: SAUTLIGNE 3 T N e B
ECRIZE (*('BASE') ', *( 'IRREDONDANTE*) ')
BASEPREMI(F,M,NJ s o i i 0
EXTRFL (FyMyN,75) :: ; s ;
SAUTL IGNE :: SAUTLIGNE :: L e R - -
TPCURY =1 'PAS’; 1 gJUQQLA' M 'FAIRE' ,S- (191343=F0(I)¢ - ‘ :’jé}
Poll)oe:=M 22 - 2 . Sz B . : =
CECOMPO ADDIT(S,P, 1,9,L) HH
'SI' Lol 1)."NONEG'L 'YALORS' g .
YDERBUT Y , 5
ECRIRE('( *DECOMPUGSITION) Y, ‘('ADDITIVE')') r:?{~
Ki=L (1), 2: . . i .
YPOURY T:=1 'PAS' 1 "JLSQLA K"FAIRE' v.(I)..-c (z 1).~::
C VALLERA' E2Q - ‘. | .
CFIH ] [ 3 X H P
CLUALELCF,MyNyAUX K, DC,cPL) : e e ‘
"POUR® T:=1 'PAS' 1 'JUSQULA' K 'FAIRE' S.(I,1).:=AUX.(1). 3:
Pull)ez=K :: - ’ , - -
CECCMPO ADDIT(S)P,].)C,L) 3
ST LU 1)e'NUNEG'L TALORS
YLEGUTY - B &
ECRIREC " ( "DECOMPUSITIGN ') Y, "('MULTIPLICATIVE®)$} ::
Ki=t (1), 22 L ; T
PPOURY T:=1 '"PAS' 1 'JUSQULA' K 'FAIREY Ye(I)e=Cu{lsl)e 2
VALLERAY EZ2C ' ' 7
VEIN' 3z
CE’\I\'FUALES(F M,vaypyu 22CL) s
CECCHPO ADDIT(S,P4N,CsL) 2t o
TPOURY Ki=1 'PASY' 1 'JUSQULAY N 'FAIRE!'
TAE (K, ’)..—Db(MACLLL.(K).,C.(L.(K).*lyK).)'==
TAL1).s=N 23
CECOMPG ADCIT(TAB,TA,1,CRA,CA) ::
'SI' CAL(1).'NONEG'L 'ALORS!
YCEQUT ¢ : ' Bt
Lc ﬁ“l(‘(’DtCOMPO‘ITIOi')' "('DISJCNCTIVE®) ) =3
CAL.(}.)O I : ' : i
VPOURY 1:=1 'PASY 1 'JUSQLA® K 'FAIRE' Yo (I)e:=CRA.(I,1). :
'*LLﬁaA' E3C o i ' ’ .
YRR o I
EE””“(S,P,N,C,L,Y) £
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IV - B -~ DES EXEMPIES.

Suivent six exemples. Ie premier utilise le programme
précédent. Ie programme traitant les quatre exemples suivante en différe
par une plus grande abondance de sorties; il domne, & la suite de 1Ving~
cription DERIVDUAIES la base compléte de chaque coefficient [} , & la
suite de 1'inseription DECOMPO ADDIT les décompositions disjoin%es par
rapport & 1l'additiom de chaque [Sx ,et enfin, & la suite de 1'inscription
DECOM, les sous-ensembles maximauxiou minimaux contenant chacune des varia-
bles. L'exemple 6 est le traitement de 100 fonctions de 4 variables générées
par les procédures HASARD et HASFONCI1.

_ Ie premier exemple est la fonction‘@g du contre-exemple
du paragraphe ID3. Nous constatons bien qu'elle n'admet pas de décomposli-
tion simple disjointe.

Ies deux exemples suivants sont ceux du paragraphe IV A ?
Ia fonction de l'exemple 4 n'admet pas de décomposition simple disjointe,

Etudions le cinquiéme exemple, fonction de 10 variablss

admettant 112 mondmes premiers.

EXEMPIE 5. A la base compléte de f£(Q,R,S,T,U,V,W,X,Y,Z), appliquons

les parties d et e de l'algorithme IV A 2, puisque les parties a, b, c,
ont été faites par le programme.

d. = Nous considérerons successivement les partitions
(XYZ, QRSTUVW), ce qui introduira la fonction ml(x, Y, z);(Tuvw,CP1 QRS),
ce qui introduira la fonction @2(T,U,V,w); (RS, ®, @2 Q), ce qui introdui-
ra la fonction @B(R, S).

®. = Le tableau de décomposition de £(Q,R.S,T,U,V,W,X,Y,Z)
relatif 4 la partition (XYZ, QRSTUVW)

R’ST’ + QR’SU’ + QR’SV’ + QR’SW’ + QRS’T’ + QRS’U’ + QRS’V’ + QRS’W’
+ Q’RST’ + Q’RSU’ + Q’RSV’ + Q’RSW’ + Q’R’S’T’ + Q’R’S’U’ + Q’R’S’V’
+ Q)R)S ’w’



RS GRS’ QR'S RS’ Q7 RSIQTR ST IQTRTSTUVM QRS oW QT QTU QIVIIQTW
P G A 1 1
X'Z 111 1 1
¥'7’ 111 1 1
YZ 141 1 1
XY’z SR D O 1 15 I N O T
Yz R B! 1 1 U S T S

kst RSy’ [RSV?| RoWS [R7 ST R7S UL RISTVL RISTWY fS’T’I R’ ST’ RSV | R7SU
X'y’ 1 1 1 1 1 1 1 1
X’z O O T I S 1 1 1 1
Yz’ 1 1 1 1 1 1 1 i
Y 7 1 b1 g1 bl 1 1 1 1
Xy'2Z i i 1 1
¥z 1 1

asrvel B2 5v L RewAR SwW] QT Qwl Qv QU
Y’ 11 11
X'Z 1i 14 14 1
vz’ 11 14 131
YA 111} 111
XY’z 1 1 1 !
¥z' 1 41 i 1

donns :

?, (X, ¥, 2) = XY+ X2 + Y27 + Y2

)
) = X¢°Z + V2T

|
(S
~
.
©
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£(Q,R,S,T,U,V,W,X,¥,2) = & ({,,QR,8,T,U,V,W) = QR’ST’ + QR’SU’ + QR’SV
+ QR’SW’ + QRS’T’ + QRS’U’ + QRS’V’ + QRS’W’ + Q’RST’ + Q’RSU’ +
Q’RSV’ + Q’RSW’ + Q'R’S’T’ + Q'R’S’U’ + Q’R’S’V’+ Q’R’S’W’ + . 9BS
S ? o’ S ) s VoA in! AYpre? —

+ P,QR’8” +, QR’S” +) GRS’ +@; QRS +f, Q’R’S’ +'P; Q’R’STUV
I ? ! sms Sred | PR T ) Aw? ’
+PRSITUW +Q°T  + P70 QI+ QLW + W RST 4
\@ ,RsU’ +\P RSV’ +(p RSW’ +\Pl R’S’T’ +\F1R’S’U’ +\f>1 R’S’V’ +

) ,

P,R'S'W +P) RS'T +\ R’ST’ +@, RS'U’ +\¢, R'SU’ +
7 Ixy? ) rYaxr? ) ‘ P ) ran? » » »
PRSIV 4+, RISV 4+, RS'W +\0 R'SW +() QT+ QW7 + v

¢

B. - Le tableau de décomposition de gl(\?l,Q,R,S,T,U,V,W)V

relatif & la partition (TUVW, ~|71 QRS).

s2en 3 } 3
(RS + P are 4P oR’S

1QRS 40 RS QRS QR’S{GRS’| @'RS QRSP Q'R’S ’\elQ’RS,ﬁQ’LPlRS?’\%R’S s lgR’s| .0

T’ 1 1 17 1 1 1 1 N 1 .
U’ 1 1 1 1 1 1 1 1 L L
v’ 111 1 1 1 L L 1, .
" = L 1 1 1 14.1143 1 1
TUVW ! L 1

Donne :

\P‘?(T’U,V,W) =T 4+ U + V' + W

"P\Q(T:U,V,W) = TUVW

) ’ ) ] N’ FRoY)
+0,QR’S +\£,QRS"+\P,Q°RS +\P,Q°R’S” +P, P,Q°R’S +\Pf, Q'RS’

*%“FQQ’ ¥ ﬁ,ns *‘91\9’2 R'S” +3¢, P, BS” 4G @, R'S +f) f, Q.
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y. - Le tableau de décomposition de gz(wl,we,Q,R,S)
relatif & la partition (RS, ¢1 ®?, Q) '

PP V+P P, ¥le PR’ | P PR P PP
M
1
1
1
1 1

CPB(R,S) = RS + R’S’

CPB(R,S) = R’S + RS’

85(Ps%507500) =91 P07 + ¥ K, 040, Pra+0 0140 @0 4

3 17 27 3 13 173 173
CPQCP§Q+CP2CP.),Q’+w1¢é¢5q’+¢1¢2‘9}+@1¢2®3.

On vérifie bien que g_(?., Y., Y., Q) n'est pas décompo=
&1 T2r T3

sable, puisque c'est la fonction de 1'exemple 3 ou :

X =Q, Y=<‘p3, Z=cp1 N T"*cpec
e, = cpl(x,Y,z) et CP:’l(X,Y,Z)n'admettent pas de décomposi-

tion simple disjointe puisqu'elles font partie des types 3E et BE*.

ILes décompositions de ¢2(T,U,V,w) et ¢3(R,S) sont immédiates. Ie résultat

final est donc :

f(Q,R,S,T,U,V,W,X,Y,Z) = Sj(cpl;weyq)js Q) = cpi cpa Q’ + cpl cpe Q + wl CPBQ

+ & @ Q+Cps(‘{) o’ +q)2$; Q+cp2q) Q’ + @ ps P Q +

13" 13" 3 3 12 3
P, P CP3 +® %, C"3

avec cPl(x,sz,z) = X’Y'+ X2 + Y’Z’+ YZ
"Pé(T,U,V,W) = TUVW

P> =
3(R, S) =R &S




V - 20

Remarquons que, puisque dans cet exemple la base compléte
et la base irredondante considérée sont trés dissemblables, 1l est commode
d'utiliser le théoréme 6 du chapitre I ¢

k4

o’. = Ie tableau de décomposition de la base irrédondante
considérée de £(Q,R,S,T,U,V,W,X,Y,Z) relatif & la partition (XYZ,QRSTUVW)

R’ST’ +QR’SU’+QR’ SV’ +
Q,R’SW""QRS’T""'Q,RS,U"" S ? L] 9 £ St ! ¥, » Im? LT (224 EXREd
RSV’ QRS W’ +Q° RST” + QRS |Qr’S’} QR’S| QRS Q°RS|A’R’S’ |0 R’ STUVW (@RS’ TUVW{ Q' T’| U’ Q’V’|Q°W
’RSU’4Q’ RSV’ +Q’RSW’ +
Q,R’S,T,'*'Q’R,S’U"}'
L"I}’S’V"" Q’R,s)ws
X'y’ 1
Y'z’ 1
Y7 1
XY’z 1 111
Y7’ 1 1 1
donne :
wl(x,y,z) = X’Y’+ Y’Z°+ Y Z
@ (X,¥,2) = XY°Z + Y2’
gl(CPl,Q,R,S,T,U,V,W) = QR’ST’+QR’SU’+ QR’SV’+QR’SW’+ QRS’T’+ QRS’U’+
QRS’V’+ QRS’W’+ Q’RST’+ Q’RSU’+ Q’RSV’+ Q’RSW’+ Q’R’S’"
QR’S’U’+ Q'R’S’V’+ Q'R’S’W’+ P QRS + o, QR’S’ +
Cplq’R’smuvw + ®,Q’RS’TUVW +'cp1QR’s + fPiQRs’Jr CP;_Q’R,S +
’ » ] y 2 F F > Fd 2 ’ » k] » 3 ]
CPlQRS +C91QT +9] QU +¢P1Qv+cp1QW .
B’.~ ILe tableau de décomposition de g (@ Q,R,S8,T,U,V,W)
relatif & la partition (TUVW, “Pl QRS) :
F 2 L] 3
® QRS+, QR’S” P QR’S
#P7QRS” 49, Q’RS+P1QR’S’ QR’S | QRS’| @RS | Q'R’S’|®,Q°R’S |P,Q°RS| P] @’
T° 1 1 1 1 1
u’ 1 1 1 1 1
v’ 1 1 1 1 1
W’ | 1| 1 1 1 ! 1
TUVW | 11
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donne :
c92(1‘,U,v,w) =T+ U+ V'+ W’
CPé(T,U,V,W) = TUVW

{ /
+4 QRS
=@ 0] a2 P rtal N > sSpIas
8,(®,,%,,Q,R,8) = QRS + P R’S” + PIQR’S +@IQ'RS + ®1 Q'R'S” +

CP2Q,RS+392Q,RS +¢92QRS+¢PQQRS +691692Q +

Cplc"gQRS+Cp1C92QRS.

y’ .- Le tableau de décomposition de gE(CPl,sz,\.Q,R,S)
relatif & la partition (RS, CP._ng)

» ’ P W ol Y VY Y Wene
Py P Q7)1 Pla| VIR YR | Yo7 Yy Y2
RS 1 1
R’S’ 1 1 1
R’S 1 1 1
RS® 1 1 1
donne :
¢3(R,S) = RS + R’S’
CP%(R,S) = R’S + RS’
= PP H EING » s s s
85(®), Ppr P55 Q) =1 ¥, Q7 + 9 0,Q + 9] P Q7 + P07 + P P Q4
(‘,p: e 2 »
CP2 3 Q + Lpl CPQ &93 Q’.

le résultat final est :

£(Q.R,S,T,U,VW,X,Y,2) = g,(P,,%,,%,,0) =9 @, 0" + 9, @0 +® 9, Q" +

VIR ’ » > (O] f ps Pr
5 3Q +C(>1C93Q+‘592 3Q+L91 . 3Q
avec col( X,Y,Z) = X°Y’ + ¥'Z° + YZ
cpé( T,U,V,W) = TUVW

® 3 = .
3(R S) =R &8
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L'exemple 6 donne une idée de la vitesse de la recherche
des partitions réalisant une décomposition simple disjointe. En 1 minute
7 secondes, les décompositions simples disjointes de 75 fonctions de

4 variables sont étudiédes, alors que sont rejetées 25 fonctions de moins
de 4 variables.



MONOMES PREMIERS
VX' + UX + VIX 4 oUW
BASE IRREDONDANTE
DUNKY UX e VX o+ UM -

DECOMPUSITION

SRR e f 0
~ 09 HEURES 00 MINUTES 27 SECONDES

(9 HEURES 00 MINUTES 27 SECONDES

L& TRAVAIL PRECEDENT A DURE .57 MILLIEMES D'HEURE
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EXEMPIE 2.

18 HEURES
COMPOSANTS

 PREMIERS

27 MINUTES

IVW’YZ + VW’XZ + X°Y’Z° + V’2° + w2’

27 MINUTES

5
27 MINUTES

1

18 HEURES
BASE PREM1
VW'YZ + VWW’XZ + X°Y’2° + V’2’ + Wz’
DERIVDUALES
} =
0000001000 w’
011000000 Xy
K =
1000000000 v
0011000000 Xy
K =
0000001000 w’
1000000000 v
0000000010 y’
K =
0000001000 w’
1000000000 v
000000C100 x’
K = 0
18 HEURES
DECOMPO ADDIT
K =
1000000000
0100000000 Cw]
0011000000 [x,y]
0111000000
K =
0160000000
1000000000 [v]
0011000000 [xy]
1011000000
K =
0010000000
0100000000 [w]
1000000000 [v]
0001000000 [yl

1101000000

09 SECONDES

09 SECONDES

12 SECONDES



K =

0001000000
0100050000
1000000000
0010000000
1110000000

K =

00001000CO
002000000
0073000000

M
[w]
[v]
[x]

5
(]

™Y POSITION DISJONCTIVE !

Y+

Z

!

TEMPS =

35 DIXIEMES DE SEC
18 HEURES 27 MINUTES 13 SECONDES

LE TRAVAIL PRECEDENT A DURE 45 MILLIEMES D'HEURE

EXEMPLE 3.

10 HEURES 03 MINUTES 00 SECONDES

CCOMPOSANTS
UVWX’Y’Z” + VX'YZ? + UVWX'Y’2°+ UV'W’XYZ® + U’V¥XYZ + UVW’XYZ +

VXY’Z’+ U'VWX'Y’Z

PREMIERS

+ UV’WXYZ’+ UVW’X’Y’Z + U°VW’Z’ + UVWZ’

vV -25

1

|

BASE PREMI
UVWX’Y’Z" + VX7 Y27+ UVIWXY’2’ 4+ UVWXYZ' + UCVWXYZ

vXyY'z’

K o«
0107200
oC 10
200100

o=
1C1000
019.0010'0]
000010
000100

K =
000010
01CC0G
000100

10 HEURES O3 MINUTES 01 SECONDES

+ VW™ XY7Z -

+ UVWX’Y’Z  + UPVIWXYZ' + UVW’R’Y’Z o+ UCVW?Z’ o+ UVWZ’
DERIVDUATES

o000
000100
C00010

000001
101001
000101
000011

000100
000001
000010
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K =

101000
010000
000000
K =

101000
010000
000000
K =

010000
111000
010100
010010

DECOMPO
K =

100000
010001
000110
010111
K =

010000
101111
101111
K =

001000
0110
010001
010111
K =

000100
101000
010001
11100:
K:

000010
101000
010001
11101
K =

000001
111110
111110

000000
000001
101000

000000
000001
101000

101000
000000
000010
000100

ADDIT

000000
000000
000000
000000

000000
000000
000000

000000
000000
000000
000000

000000
000000
C0O0000O
000000

0GO0CO
000000
000000
000000

000000
000000
000000

4
uw
vz’
u,w,’
5
uw
vz’
u,w’
6
u’vw’
uvw
vxy’
vx'y
10 HEURES 03 MINUTES
1
lvz]
[xy]
2
Luwxyz]
k)
Lxy]
[vz]
n
[uw]
[vz]
5
[uw]
Lvz]
6
Luvwecy ]
10 HEURES 03 MINUTES

13 SECONDES

14 SECONDES
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DECOM
101110 G0O0000
010000 000000
101110 000000
101110 000000
101110 000000
000001 000000

IV + 7 + UWXY|

TEMPS = 148 DIXIEMES DE SEC
10 HEURES 03 MINUTES 15 SECONDES

IE TRAVAIL PRECEDENT A DURE 53 MILLIEMES D'HEURE
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EXEMPLE £

07 HEURES 34 MINUTES 55 SECORDES

M COMPOSANTS PREMIERS

XYZU 4 XYVZ + X'YZ 4 X'Y'Z'T 4+ XY'T' & X'YT' +
YOZTY 4+ XZ'T*

| ‘07 HEURES 34  MINUTES 56 SECONDES
BASE PREMI : -

XYZY + XY'Z + X'YZ 4+ X'Y'Z'T + XY'T' + X'YT' +

07 HEURES 34 MINUTES 56 SECONDES.

DERIVDUALES
K=
01010010
0011010
K= :
10010010
00111000
K=
10010100
01011000
K=
00000110
00001010
00001100 |
N7 HEURES 34% MINUTES 58 SECONDES
DECOMPO ADDIT
K=
10000000
01110000
01110600
K=
01000000
10110000
10110000
K=
GO1000G0
110100600
11010000
K=
000100060
11100000
11100000
: 07 HEURES 34 MINUTES 59 SECONDES
DECOM
10000000
01000000
00100005
00010000

XQZTI

XL T8

X+v~+i+i] fonclion non dg&.qmpcsab!e

TEMPS= F36DIXIEMED 2 SEC

N7  HEURES 34 MINUTES 59  LU{ONDES
LE TRAVAIL PRECEDENT A DURE 58 MILLIEMES D'AEURE

4+ Y21

+
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e 17 HEURES 36 MINUTES 30 SECONDES :

o e s
gﬁﬁﬁbﬂaq PREMIERS

o]

LRSATYE 4 CRSK'Z 4 CREVIZ' 4 CRSYZ + CRYSTXTY' 4 CRYSIXPZ 4
CATSIY 170 4 QROSTYZ 4 DRTSXY'Z 4 GRYSYZ' + CRSYXY'Z + QRS'VZ' 4
CONY 'L 4 QINTSYXY'Z 4 DIRSYZ' 4 Q'RISHNZY 4 CURISTUVRXTY! 4
@ } v Ay
CUATSTUVHATZ 4 G CSTUVRY PZY 4 Q'RESTLVRYZ + QURS'TUVHXTY' +

QURSTTUVEXTZ + QIRETTUVEYPZY + QIRSITUVWYZ + CRYST! + CRYSU' +
RYSVY 4 SRISH' 4 GRETT'o 4 GRSTLY 4 GRSTVY + QRSYM! + QURSTY +
CURSUT 4 LTRSVE + GPRSR' 4 GIRTSITY 4 GURISIUY 4 CTRUSTVY 4
CURYSIWS 4 O'TIAY T2 + JFUYXY YD o+ QTNVIXYYT o+ CYWYXYPZ + Q3TrYZY +
LIURYZY 4 QPVIYZY 4 Gint¥ZU 4 RSTVYZ + RSTOYVZY + RSTUX'Z +
AETUNTY Y 4 RSUTYZ 4 SSLIYIZY 4 RSLYX'Z 4 RSUYX'Y' + RSVIYZ +
RSVIYIZY 4 ROVIXTZ + RSVIXTY' + RSW'YZ 4 RSKIY'Z! 4 RSWIX'Z 4

ROVINAIY T 4 RYSITIVZ + ROSHTTOVIZO 4+ RISITIXVZ 4 RISITIXIYY 4

SHGUUYYZ 4 RESIUTY I 4 RYSILYXYZ 4 RTSTLUXVYY ¢ RUSTVIVL 4
RS RV AL R A B AV D S A PR VAL S0 AL DISITRWIYTZ + RISVt YY 2 4
DALULIN T 4 RYSIRPXOY Y 4 ROCTUXY'Z 4+ RYSTTXY'Z 4+ RSVUTXY'Z 4+
PELUSIY TS 4 RSHVEAY VS 4 RFSVIXY'Z 4+ RSETRTXY'Z + R'SWU'XY'Z 4
QOPTEVIY 4 RISTEY/V 4 2STUIYZY 4+ RUSLPYZ' 4+ RSYVIYZ'Y 4 RVSVIYIT 4
RETR RN R P!S)‘E\{"% + ?:T’X'Y‘ + (;!'\!)(1\!! + QV!X'Y! + CU'X!Y! -+
LUV 4 WXL 4 LY o4 SUTATZ o+ QTTXTzo+ QWPYRZY o+ QVTY'ZY o+

CUTY IS 4 GTIY I 4 w2 4 QvYZ o+ TV

b [IaE o N il o 2 I TE cor o
17 FRURCS 42 MINUTES 23 SECCNCES
AT DY VI ENTYRYTY A A -
2a5¢ IRR=DONDANTC
|
L TR TR VAN S W 3 . Ea N A B SR VAR Bhe SN 1 . Ea SR T Sl W . EaE o TN B ol BEVEE B 3 . ATy 8 & @ via v a . AN S e e



LRYSKY'Z 4 QRYSYZ' 4+ GREYXY'Z + QRS'YZ' + QURSXY'Z + Q'RUS'XY'Z 4

QIRSYZ' + QMRSYYI 4+ G‘R'STLY%X'Y' + QURYSTUVKY! 2" + C'R‘STUVWYZ +
QIRSTTUVHX 'Y + Q‘RS'iLVbY'Z‘ + QYRSYTUVRYZ + CR'ST' + (R'SU' +

GRPSVY + CRISH® + QRS'TT + QRS'LY + QRS'V' + GRS'W' + C'RST' +
GYRSUT + GRSV + QIRSKH' + Q'RISITY + QIRISIU' + C'RISTVY 4
GURYSTWY + QUTYXY'Z + G'UPXY'Z + QIVIXY'Z + QUKTXY'Z + CUTUYZ! 4+

COUSYZ Y + QWVIYZY + QYWY 2!

{

17 HEURES 44 MINLTES 06 SECONDES
CERIVCUALES
K= : 1
J10100001006010000101
(100150010001600C1C1
0109010010C601C00C1C1
01000010100010C001C1
0011000 GI001C00n01C]
0G101000100100CCC1CL
00 1uel0010016000G1ICL
COLO0UIL100100000101
CIII0001120000000000

01101001100000CCCCCC

t e



GAILININLINCO0GRNLNLn
Olluﬁ 111100080C0CCCe
CLILOOCO1IION00CCoOaC
u;l&lgﬂul’T(TOQul”Lw
GLI0LIA0L1LeQULUtuLeCe
0110001011006CC00CCC
alxl GRICDO0GOCOC
011010010 uUOUUnDCOCI
ulluulwlaﬁquOCCQCCI
011CG0011000000C3QCCY
SLLLW»‘Wﬁuoooqucfll
GLlINIOGRO0CoGLCuLCLY
2110001000006000C0CCY1Y
31106GQ100000G0CG001L1
Glo100000100.10000016
01001000010010C0501C
0100010001C01GC00C1C

}_‘

¢10000100100100CCG1C

OULIGOCH0101000000C1C
01010000101 00000010
00100100010 1G0CC0Q1C
00U 100010010100C00C1C
D00 100011001106a0C
CUOGIU0TI00L1100040000

20600101100110C0CCCC

00030011100110C00QCC¢
QLU LLatO1101100¢uCad
COQOION0110110006G0un
00000160110110¢0CCCC
000ud0l10110110C0CCCC
GOO100G100011000040

GLlOInGo1101 ¥
QUON0L101000L1100CGCC
00’aon1100011000c061

SIS LOOLoGO0LI0E000L]
);u01h”160u11u0'tﬂll
UUOOOIOOUOOIIOCOCCII
D00FR010000110000811

}{:*:_'

”13H»11uluJQEQUv,m
Ouulx3wul‘lOOCO‘OLCC
"m&)lfﬂnl\ N1000CO¢ w'”1

u}u*%ﬁllﬂlJéﬂ 559
d ',}1 G0111000 SUOnE0
fﬂ({"l 2Q0CCgeCl
( Juw)l‘fll”lou"" SULGG
DDLGOINN1I1000Ce00GT
' ‘:"1«,'}153‘15‘2.31000520{;661
.JlllalOOOCOOCCG
)UVu 10111060 CrGCGU
hwll“quU;\uL”Cl
k¥ ld«l‘v\{,“'\“' 3“6&2‘»,‘3.;&;11
G0U01G000010C0CGRCTIL
DUunt oG I000Cton1l
0000010001000 0UsC1l

V31

7



3 #

PN

k=

K=

106 100001000006001CT
160010001000000031C1

1000010010000000C1CL -
10000010100000C001C1
100 10000010000CC0010
1 10001000010000000C1C
1000010001000GC0CC1C
10000010010000C0GC010

000120011010000000C0
00010000111000€C0CCCC
00010001001000C0CCCT
N00010061101060G6000CC
QLO01ING0111000C000CC
- 00001001001000CCCCC1L
000001011010000000C0O
0C000100111000C0CCCC

S Q0000101001000000001

00000011101000C0CCCC
000006610111000C0CCG0
00003G011001000000CC1
000 1u000C01000000011

- 00001000001000C0CC11

NQ0G01000010006C0CO11
00000010001000C0C01L1
S 100100001C0000C001C1L
©10001000100000C0C1C1
1000010010C0000C01C1
1000001010000C0001C1
150 100060100006C00C1C0
1000100001C000CQCC1LC
1000G100010000G0CC1G
1000001001000000C010

00000100000000CCCCCC

U 000C000010011000GC1C1

S0110006G0106000C0OG101
#0000000016110C0CC1C
00000000101000C0G1C1L
GOO00G10Q00000C00C0C

S p0000000011000C00C01C0

- 01100000001000C0CCCC
00000000001110C0LCCC
011003UC0010000CHCR1C
g0 LONGR00000000040C

K= B :

- 0060010000000CCCCEGCT -

DUOOS0001001100GC1CL-

011000001000000001C1

- 00000000010110G6GCC1C

00000000101000C0C1C1
COG00010000600C000C0
L GBOGo0NN0n110000G0010

. 0110000000100000CCC0
00060000001110C00CCE



W
AN

it

ULCDlﬂ”F”ﬁOOOOCOCCCC
LUGU0no100110CCo1C

PUUU0GOGN 101100000 10
GeoouanNn101000Cccicl
“UUO““IOHJCOOULCL(CC

ii
SRele
C110

fﬁ“PlQV“bUith
30000011106 CLCCC

0O00010000C0G01C
QQQIE” QO0J0GOCTCTCo

it

o~
P A
P

[

i}

O“UCIU“'”OOOuO”GbCCC

- OLOLCGRO1001100C¢C1C1
: 11

. GO 131100606010
QQoUO0nn101000CCC1C1
QLgou 10900000080 ocee
o0 ST ’ﬁllﬂ- Gooonid
CLIQOGHLEDOLI0L0Q0uT
UQOOUUUWO§11100C CCC
QL100000010000C00C1G
GuoQotoCoroge

Y-;! x? b 1 {., [RRO A

OUOOOU@OClOOGOCCC
1111 uuﬁuOGQCCCQ
Jvlould‘ﬂll e
1110010 UOQUCLQ
001001000011666CCCCC
1110001200000 CC00000
GUCLOIDOOn011C0CoLnog
160G 100001100000 LC
OOI‘OOUOGOIIOOCCLCCC
51

¢

CC
oo
((
Y

N e oY
o

[
et
[ s

bt

=y
L3

,
D et s

L
5 -
A
i

T ‘L?‘}f“;'l\\l Cl::}rlhl

COLOG0C0C00LCY



P

00 101090001100600060
1060G100600110C0GCCE
00110000901100C660C0

K= : :
- 10000000000000000CCO

C1010000001016GCCLCLC
0100100000101000¢0GQ

0100010000101000CCCC

$100001000101006CCC0

¢o0o0001000000C000C01

C K= ' o

11101000000000C0COCO

1C

1110001060000000CCC0

1111000000000000C0C0
00 190010001100000CCC

10001000000110000CCO

06100100001 106CHCCE0
1660091000011CCG0CCC

10U 1006000011060GC6C
11110010000000000CCCC

0016100000110000CGCCTO
1060010G00001100CGCCT

¢{11000000110G6C0CCCC

010100000010100C0OCCC
010010000010100000CG
¢1600610000101000CCC0C
0100001000101000CCCC

00000001100000Q000¢CCC

| 17 HEURES
CECOMPG ADDIT

0111111111C000G0a0CCC
$111111111€0000020CC0O

01000000006000CCGCCC

©10¢11111110000C0GCG0

K=~ ‘

GGf%OOOOOODOOOGOCOGC

10G11111110000¢CQ¢GCCC

100111111100Q000GCCC

K= .
00010000000000C0CCCE
000U 10000000000C0C0
11160400111000000QCCC

GO000010000000000CCG

200010000000000C0CCCO

Qoouol0o00cogooacascee
111000011100000000CC

0000w 1000000000004 C

- 00010000000000G0CCCC

K=

59 MINUTES 10 SECONDES

1115111111¢060C00QCCC-
00601000000000C0CCCC

111101111100000008C0

G0000100030000000000

1

- 100111111100000000G0



~~

RereIeIen UaleTetvivteloxel st s latiietere
11100001110000¢600CCe
GOG00010000000CCACCT
AU LoG00000Q0CCUC0Ce
11111011110Q00Q000CL
K=
O0000n10000000CCCLCCE
COuglonncRe000000cee
11100001110000060600C
Q00U001000000000CCTCC

- 00010000000000C00CCC

1111110111C000¢CC0CC

= _
0GOCON01000000COCCCC

60000000301C000C0TCCLE
11111110000000C006C0C
DOLUOSHOTI00000CRL0CT
11111110110000C0CCCC
K= : '
SOOO000G10000CC0GT00
111111150000000000G0
0000000101000GCOT0CC
1111111120100000030CCC

K=

GO00U0NON10000C0NCCT

11111110000000CGCCCC
CL0OD0011000000006CCC
111111111000000600CC0
17 HEURES

CECOoM
100000600600000C00CCC
S 01100900000000006C00
v 11006090030000060GC
00G11110000000CC0CCE

000111100920000380CC0C

COUIL11000C00Q00CCCT
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GLOSOG01110000C0CCCe

G * RS 4+ TUVW + XYZ

17 HEURES

7
¥
8
X
1¢C
56 MINUTES 13 SECONDES
1186201 XIEME S DE SEC <2° minules

56 MINUTES 19 SECCNDES .

LE TRAVAIL PRECEDENT A DURE 397 MILLIEMES D'H’EU@E<39’ minuTes
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DECOMPOSITION MULTIPLICATIVE
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DECOMPOSITION MULTIPLICATIVE

X+ T+ YT
10 HEURES 5,

1= e e
COMPOSANTS ~ PREMIERS

XYT' + X0ZTY + YZTv /
DECOMPOSITION. MULTIPLICATIVE
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X124 YZ' 4 29T
DECOMPOSITION - MULTIPLICATIVE

Z + XYT
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T + XYL S s e od
10 HEURES 53 MINUTES 29 SECONDES
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Y + XZ' + XT°¢
DECOMPOSITION

Y + X17
10

I=
COMPOSANTS

AR
AUGITIVE

53 MINUTES by

HEURES

33
PREMIERS

XYT' 4+ X'YZ' + YZ'T' + X'Z*'T 4 Y027

DECOMPOSITION

X+ Y + 7 +7
10,

I=
COMPOSANTS

X + Y + T

I=
COMPOSANTS

HEURES 53

3
PREMIERS //x(

MINUTES 46

(8]
(85}

PREMIERS

YT + X'YZ + XY'Z' + XI'T + XY*T

DECOMPOSITION

X+ Y + 72 +7
10

1=
COMPOSANTS

XZ'T + X'yrz2?
DECOMPOSITION

K+ Y + 72 + 7
10

h gy
1=

COMPOSANTS

XV 4+ Y + 2' 4
DECOMPOSITIGN

HEURES 53 MINUTES 47

34
PREMIERS

SECUNDES

SECONDES

"SECONDES

+OYYZET & XUYETY o+ YUZTY

HEURES 53 MINUTES 49

{37
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[
ADDITIVE

SECONDES
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COMPOSANTS

T o+ XTY' 4 XY
DECOMPOSITION

T + XYZ
- 10

i=
COMPOSANTS
YZ' o+ YT
1=
COMPOSANTS

Z + 7
I=

- COMPOSANTS

YPIT ¢ XY'T
DECOMPOSITION

Y + T + XZ
V¢

COMPOSANTS

Xty o« X1ZTY 4
DECCHMPOSITION

X+ Y + 7 + T
10

PREMIERS 7
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COMPOSANTS PREMIERS

X7 + X'YZ
DECOMPOSITION MULTIPLICATIVE

X + YIT
10 HEURES 53 .MINUTES 52 SECONDES

I=
COMPOSANTS  © PREMIERS

XY' + XT + YT

I= 45
COMPOSANTS PREMIERS

X0Z + XY'Z' 4 IT' + XY'T!
DECOMPOSITION

X+ Y + 72 + 7
10 HEURES 53 MINUTES 5S4  SECONDES

I: uj/
COMPOSANTS PREMIERS ////

Yl
COMPOSANTS PREMIERS |
X¥Z + 77
1= )%{
COMPOSANTS PREMIERS

YITY + YZ' o+ 2'T
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V = 46

I=
COMPOSANTS

XVZ + XY'Z' +
DECOMPOSITION

X +Y + 2 +T
10

I=
COMPOSANTS

XYZV + XZ'T!
DECOMPOSITION

X + 2 + YT
- 10

I=
COMPOSANTS

XITO + X'Y1Z
DECOMPOSITION

X + YZIT
10

1= :
COMPOSANTS

YYTY + Xt1yrz¢
.DECOMPOSITION
X + Y + 7 + 7

: 10

I=
COMPOSANTS

55
PREMIERS

XY'T® 4 XUYUT & Y1Z0T & YVZT' + YZT

HEURES . 54 MINUTES 02 SECONDES

PREMIERS .@

MULTIPLICATIVE

HEURES 54 MINUTES 03  SECOMDES
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i

MULTIPLICATIVE

HEURES 54 MINUTES 03 SECONDES

53
PREMIERS

+ X'YZT

HEURES 54 MINUTES 05 SECONDES
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COMPOSANTS PREMIERS

Yo+ T
®
COMPOSANTS PREMIERS

YUZ o+ X'T
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YZ + XT
MINUTES 05

1= }é/
COMPOSANTS PREMIERS

Y o+ 70
. L /
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COMPOSANTS PREMIET

[}

XT + YT + X'yrzr7e
DECOMPOSITIGN

Z + T + XY
10 HCURES  Su MINUTES 13 SECONDES

J

I= : [
COMPOSANTS PREMIERS

s
XET 4+ X'YZ + X'YYZ' + XYv[T!
DECOMPOSITION

X + Y + 2 + 7T

S . TR e 1L e it o
10 HEURES 54 MIAUTES 15 SELCHNDES

I= [
COMPOSANTS PREMIERS

XTV + X'T + XY'Z'U + YUZ'T + XYZ + X'YVZ & Y'ITY + YZT
DECOMPOS 1T ION

X + Y 4+ 72 + 7

10 HEURES 5% MIoautis 100 SeuONULS

I: v o
COMPOSANTS PREMIERS

X + Y + 1!

COMPOSANTS PREMICRS I

XV o+ Yo+ 2 o+ T
DECOMPGSITION  ALDITIVE

X+ Y + 2 + 71
16 HEZURES

(o]

MINUTES 17 S2CONDES

V =49



v -50

I=

e 8 A 75
' COMPOSANTS ~ PREMIERS

X + Y + 72 + T
DECOMPOSITION ADDITIVE

X + Y + 72 +7 B
: 10 HEURES 5h - MINUTES 17

COMPOSANTS ~ PREMIERS

XY + YZ' + YT' + XZ + 1T' -
DECOMPOSITION o
Y.+ 2 $ORTE e ,
10, HEURES 54 MINUTES .19

L P 78
COMPQOSANTS PREMIERS

YT' + X'YZ + X'ZT + Y'IT
DECOMPOSITION

X+ Y + 272 + 7
- 10 HEURES 54 MINUTES 20

I= | L 79
COMPOSANTS  PREMIERS

YT 4+ X'YZ # XUZTY + XY'Z' # XI'T
DECOMPOSITION

X + Y + 7 + 7
10  HEURES 54 MINUTES 22

. ®
- COMPOSANTS PREMIERS
X F YU+ oz o+ T

_ DECCMPOSITION ADDITIVE |

AX F Y + 7+ T =
. 10 HEURES., 54 MINUTES 22

»

| SEGOWDES

¥
B

‘SECONDES

SECONDES

SECONDES

SULOMDES



1=
COMPOSANTS

Xt o+ Y + 7' +
DECOMPOSITION

X+ Y+ 72 +T
S0

i=
COMPOSANTS

PREMIERS

-
ALDITIVE

HEURES 5k MINUTES 23 SECONDES

3

a2
PREMIERS

X1Z + XUT' 4+ XY! + Y'Z 4 YYT' 4 26T + 20

DECOMPOSITION

X + Y + 7 + 7T
10

I=
COMPOSANTS

XY + YT + X{t
DECOMPOSITION

X+ T + Y2
19

I=
COMPOSANTS

XY'TH + XZT*
DECOMPOSTTION

X+ Y + 72 %7
' 10

I=
COMPOSANTS

HEURES 54 MINUTES 24 SECONDES

PREMIERS

+ 2T & XT?

HEURES 54 MINUTES 26  SECONDES

34
PREMIERS

XUYZY 4 YUZNTU 4 X207t

HEURES 54 MINUTES 27 SECONLeS

4

85
PREMIERS

XT' + YZ' + Y'T® 4 Z'7T¢

‘DECOMPOSITION

X + Yy + 7 + 7
10

HEURES  5b  MINUTES 28 4. ‘ONUES

.V o= Ry



.

i & Bl

X+ Y+ 2 4T

I= S
COMPOSANTS ~ PREMIERS
z
COMPOSANTS  PREMIERS
Yo+ XZ 4 XT 4 X'Z' + I'T + X'TU o+ IT0
DECOMPOSITION ADDITIVE
Y +.XZT |
‘ 10 HEURES 54 MINUTES 29
COMPOSANTS PREMIERS

DECOMPOSITION ADDITIVE

X+ Y +£7 +7
: 10 

HEURES 54 MINUTES 29

Y

I:"\ R
COMPPSANTS

X+ Y + 2

‘I‘=
 COMPOSANTS

XVY + X'Z' o+
DECOMPOSITION

X + Y77

&

I= :
COMPOSANTS

XZ' + XT!

10 HEURES 5

4 YVYZY 4 YIT

. /9{/ .
PREMIERS
90
PREMIERS
X171

MULTIPLICATIVE

54  MINUTES

PREMIERS
+ 0T

DECOMPOSITION

SECONDES

' SECONDES

ONDES

(@]

200 Sk



7+ T + X
10 HEUKES  5h

I=
COMPOSANTS PREMIERS
XT + X'Y' & X'Zt'Te

DECOMPOSITION

Xek Y + 72 + T
10 HEURES 54

I= R
COMPOSANTS PREMIERS
XT & XY' 4 XZ & Y'T' + 77¢

DECOMPOSITION

X+ T + YZ
10 HEURES  51u

I=

COMPOSANTS PREMIERS
¥ + X'Y + X'7 + XY!
DECOMPQOSITION ADDITIVE

7 + XY7T

10 HEURES 5

i=

COMPOSANTS PREMIERS

XY? + Y¥Z + YT + 77
DECOMPOSITION

X+ Y+ 7 +1

10 HEURES 5k

I=
COMPOSANTS

-~

23
71
-
&
Fmef,
it
-y
[ %

YU+ Z0 4 TH

YT

HINUTES 31

())’/:

+ Y12 o+ YT

MIHUTES 33
(E€>

MINUTES 24

U

95

MINUTES 36

‘f{

SECONULLES

SECONHDES

- SECONDES



V. F

COMPOSANTS PREMIERS g

T+ XZ' 4 XYY 4+ Y'Z' o+ X'
DECOMPOSITION ADDITIVE

T' + XYZ G i ’
: : 10  HEURES 54 MINUTES 37 SEﬁ@yDES
I= : ;%{ A
-COMPOSANTS PREMIERS '

X'Y 4 XvZ + XZI' + YLt

1= , ‘ '}%/
CQMPOSANTS PREMIERS

1= : 1006
COMPOSANTS PREMIERS

XZ' + XT + Y'Z' + Y'T + Z'T' + X'YT?
DECOMPOSITION

7+ T + XY

16 HEURES 5% MINUTES 39 SECONDES
10 HEURES 54 MINUTES 39 SECONDES

UE TRAVAIL PRECEDENT A DURE 78 MILLIEMES D'HEURE
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VI - 1

-CHAPITRE VI-

COMPLEMENTS

VI - A - SUR UNE REIATION ENTRE DECOMPOSITIONS DISJOINTES ET DECOMPOSITIONS

NON DISJOINTES.

Cette relation est obtenue grice & 1'introduction de
variables surabondantes; elles vraie, que les décompositions soient
simples ou non (§(Y), dans g [8(Y),Z], est alors une fonction booléenne
générale).

THEOREME 1. - Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonectio
@-booléenne simple\+/(X,Y,Z) admette la décomposition non
disjointe g [8(X,2), Y,2] est que la fonction
V(X,¥,2) si T =2

v(X,Y,2,T) =
BsiT#7Z
admette la décomposition disjointe g [8(X,z),Y,T].
DEMONSTRATION. -  Puisque la fonction @-booléenne simple\Y(X,Y,Z) admet
une décomposition non disjointe, il existe une fonction f (X,Y,Z) compa=
tible avee Y (X,Y,Z) et de la forme g [8(x,2),Y,Z] :

Y (X,Y,2) < £(x,Y,2) = g [8(X,2),V,2]< \‘a‘:ﬂvm (1)
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Introduisons la fonction y(X,Y,2[T)définie par :

V% (X,Y,Z2) si T =2

y (X,Y,2,T) =
si T # Z.

Y (%,v,2,1) = Y(x,v,2) + (12 + 72) *

X (X%Y,2,7) = Y(X,¥,2) o (12 + T'2°) X,

Considérons les inégalités : i.
y (x,v,z,7) < g [8(x,2),Yv.7] < y (X,¥,2,T) (z3
X (X;Y:Z:T) 6 g [Q(X’T)’Y’Z] < :; (X:Y’Z:T) (3)

Montrons par exemple que (1) et (2) sont équivalents
(1a démonstration serait semblable pour (1) et (3)) En effet (2) entraine
(1) car si, dans (2), on fait T = Z, (2) devient (1) puisque
v(X,¥,2,2) = Y (X,¥,2).

Inversement (1) entraine (2) puisque,si T =Z4(2) est (1)
et,si T # 2{2) est une banalité ( 0 gl[3(X,2)¥,T] < 1).

Ce théoreme est un cas particulier du théoréme de subs=-
titution ([K]).

EXEMPLE, - Soit la fonction :

Ed ] E k4 2 F ] ’ E £ 9 >
i‘(xi,xe, X35 Xy x5) X3 Xy Xy Xg + X] %, x3 xlf'_' X] %, Xj X5 + x] X LY

y 9 s
+ xe X3 X); x5+ XQ x3 Xu X5+ Xl X5.

En introduisant la variable t par dédoublement de Xe
pour obtenir une fonction incompléte y(xl, xg,xj,xa,xs,t) et en faisant
apparaitre certaines décompositions disjointes de y, on met en évidence
une décomposition non disjointe de f(xi’xQ’XB’xl&’ xs).

o ’ 2N
Y (xl,xa,xj,xu,xs,t) = f(xl,xz,xyxu,xs) + (x5t + x5t. )

M (xl,xe,xj,xu,xS,t) = f(xl,xg,x.j,xu,xs) . (xst + 1%1:’)
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/ . '
la matrice (J-:1 Xgs % ﬁ«;at) dey/Cg14d ocgrg 155 1804gd
Aoge pog1r grgo pugn
ocgog ovgog ocgog o0d0f
11 pg1rg1r gi1gi Hig1

est compatible avec les matrices décompnsables suivantes :

1. «f0-0*1 0. 0011 1100 1900\ {omy v
0010 0711 1100 1000H01}1 101 2100 00141 011
0000 0000 0000 0O0DOVJ{OOLOLO 0011 1109 100
1111 1111 1112 1111/\11
Revenons a la fonection initiale, en faisant t = x5 H
£(x,, %, X Xys x5) =g [xl, xS, ¢(x2,x3,x4,x5)]

\ s

ou | g '{xl,xs,qo) =Xy Xg + x-i o + X5 @

s P E 2’

= v s . ] s s
avec Cp(xa,xs,xlf,xs) X5 X3 Xy Xg 4 X5 Xy Xyd X Xy Xk Xy Xy X} x5

3’

5

@ (x2 Xy Xy aXg ) = xé Xy xé+ xé Xy Xyt X, xé xl"-o- %, x,"t x

2,-/0010 0011 1100 100 0
0010 0011 1100 1000100010 0011 1100 100
0101 0101 0101 0101[]01l0101 0101 0101 010
0101 0101 0101 0101 \o

f(x1 Xo Xz sy ,x5) = h [\y(xl,xs), Xy g aXy 2 Xg )

O \y(xl, xs) = x,. Cette décomposition est donc triviale.
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VI - B - UN ADDITIONNEUR COMME UNE APPLICATION DE IA THEORIE DES DECOMPOSITIONS

DISJOINTES SIMPIES.

Soit & additiomner deux nombres binaires A -.. 8uE 370

et B=,,.. b4b3b2b1 (les chiffres de plus faible poids sont & droite);
soit 8 = .., S)S55,8 leur somme. Ie tableau :

32

L] .a.uajaail
...84335281 ...0000 ...0001 ...0010 f"0011 oo

...0000| ...0000 ...0001 ...0010 ...0011 ...

...0001| ...0001 ...0010 ...0011 ...0100 ...
..bybsbb,  ...0010[ ...0010 ...0011 ...0100 ...

...0011| ...0011 ...0100 ... .

. - 3 . . . .
. . . . e

. . . .

02 un raisonnement simple conduisent & la relation suivante entre A,B et I -

sp=a®by
S, = a, 8b, Or,(a,y,) avec r, =a, b, B
(1) 4 S5 = a30 b3 or'}(al,a sDysby, avec ry = IVIa.,j(r'z,a.a,b2 )

¢ e e o

a,®b Ori(al,...,a sb.se..sb

19°4 1-1°°1 1.q) avec Ty = Mad(r1-1’a1-1’bi_1)

oue I

Ainsi se trouve mise en évidence la possibili“é d'utiliser
un additionneur série ou d'employer toujours le méme opérateur pour réali-
ser chaque étage d'un additionneur paralléle :



i+

[l

rang i

Vi -5

r. + 1

rang(i+1)

‘ ’, Si41

i+2

,‘.‘..m..m,’.
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Apres ce rappel, considérons la fonction généraleS = F(A,B) de

composante H

i f(AB)*‘a @b @I’(&l,a ,...,a. ,b ,b b )

i 2 i-1"71772° i-1

(1)

ou ry = Maj (Pi-l’ s b

8597 Py_q)-
(A B) admet une décomposition disjointe simple par rapport & la disjonce

1 2 cely 1 bl b2 e D

dtion ai & bi ® ri; ri admet une décomposition disjointe simple suivant
la partition (a 1,bi 1789 ¢peeey g 1 O e by _ 2), la décomposition
MaJj (rinl’ a 1 b ) Ia théorie aes décompositions disjointe simples

permet :

tion suivant la partition (ai,b sa $-1), la décompo-

- de trouver, a partir par exemple du tableau précédent, les décompo-

sitions disjointes simples des fonctions s; = (A,B) et r, (a ByseeesBy 4o

bl’ba""’bi-l)(VOir IT A et IV A), décompositions qui mettent & jour les
opérateurs : fonction lindaire & 3 variables et majorité;

- d'affirmer que ces décompositions sont uniques (voir[CU]j,donc que

les opérateurs correspondants sont uniques.

Nous pouvons énoncer :

la réalisation d'un additionneur conduit & 1'additionneur
traditionnel utilisant les opérateurs linéaire & 3 entrées et
majorité, et & celui-14 seulement.
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L'ouvrage auquel on peut se référer, en particulier lors
de définitions non données, est le livre du Professeur J. KUNTZMANN
(voir [K]).
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Le Recteur de 1'Académie de Grenoble
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