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INTRODUCTION

DEFINITION ET APPLICATIONS DES RESEAUX U

Cette thése a pour objet la recherche d'une synthése économique
d'une fonction booléenne par l'opérateur U restreint (cF ci-dessous). La
bibliographie étant trés peu:. fournie 3 ce sujet nous avons dfi envisager
plusieurs accés du probléme susceptiblesde conduire & des résultats ex-
ploitables, en nous inspirant des recherches faites sur d'autres opéra-
teurs (opérateurs croissants, NI, somme- produit-complément etc...), en
particulier en ce qui concerne le passage par un réseau arborescent, le

r6le de la décomposition et la synthése "par le bas",

Les trois premiers chapitres sont consacrés & 1'énoncé de di-
vers résultats théoriques, le dernier 2 la définition de la méthode de
synthése la plus intéressante compte tenu des moyens & mettre en oeuvre.
Nous venons en conclusion l'avantage qu'on peut tirer au point de vue

colit de réalisation de l'opérateur U par rapport & 1l'opérateur NI.

Toute fonction booléenne peut &tre réalisée au noyau de 1'opé-
rateur universel
U, (X%,Y2) = XY +X'Z,
en effet en mettant en évidence une variable simple a dans la fonction
f (X) = £(a, Y), on peut écrire
f (a,Y) = a £ (1,Y) + a' £ (0,Y),
et par . suite on peut réaliser une fonction de n variables au moyen de

n ;
2" -1 opérateurs U1 au plus, et des constantes O et 1,
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Nous nous bornerons & 1'étude de l'opérateur restreint
U(x,Y,2)=x%Y+x'2Z,
ot x est une variable simple et Y et Z des fonctions quelconques réalisées
par des opérateurs U. Cet usage de U n'est pas le plus général mais d'une
part il est plus facile & étudier, d'autre part il a son intérét propre'

comme le montre le paragraphe suivant.

Réaliser une fonction de n variables par U(x, Y, Z) revient 2
trouver une synthé&se de cette fonction au moyen de n opérateurs UX a
i
deux entrées et réalisant la fonction

UXi (v,z) = U(xi,Y,Z)°

On représentera un opérateur UX par un carré a l'intérieur duquel est ins-
i
crit le nom de la variable X, Y étant l'entrée supérieure et Z 1l'entrée

inférieure (Fig 1)

Y

xiY+xiZ — X, -Fig 1-

e
i \\\\z

On appellera "RESEAU U" un réseau ordonné de noeuds fonctionnels
constitués par des opérateurs UX , les seules entrées indépendantes du ré-
s :
seau étant O et 1 : nous savons déja que toute fonction booléenne peut &-
tre réalisée par un réseau U, et la question qui se pose est de pouvoir la

réaliser avec le nombre minimum d'opérateurs possible, ce nombre définis-

sant le COUT du réseau U.

Remarquons qu'avec ces définitions toute fonction non dégénérée
d'une variable a un cofit minimum de réalisation égal a 1, puisque
x =U 10 et x' =U_ 01,
X X
ce qui ne correspond pas 2 la réalité physique ol les variables sont don-
nées, donc de cofit nul, mais d'une part il est aisé de faire la correction
une fois le réseau obtenu, d'autre part cette convention facilite 1'étude

théorique de la question (cF par exemple le théoréme II-1).
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Nous appellerons "RESEAU DE CONTACTS ASSOCIES PAR PAIRE DE CON-
TACTS COMPLEMENTAIRES" un réseau fini et sans boucles d'étoiles a trois

extrémités ayant les deux propriétés suivantes :

1° - A chaque extrémité d'une étoile est associée une variable
qu'on appellera "état" de 1'extrémité, les états respectifs a,b,c des
trois extrémités d'une étoile étant liés entre eux par les relations
a x = bx
(D
a x'= cx
x étant un paramétre attaché & 1'étoile et x' son complément, si x est une

variable booléenne.

L'extrémité ayant dans (1) 1l'état a sera dite "entrée" de 1'étoi-
le, les deux autres seront dites "sorties" de l'étoile. On peut par exemple
réaliser une telle étoile par deux contacts ayant une extrémité commune et

des variables booléennes de commande x, x' complémentaires (Fig 2) ;

X b
%_————_/ . -Fig 2-
x! ¢

2° - Les extrémités des différentes étoiles sont reliées entre
elles par des noeuds de répartition (la relation entre les états des ex-
trémités d'un méme noeud est 1'égalité) dont une extrémité au plus est

1l'entrée d'une étoile.
La figure 3, dans laquelle une étoile est représentée par le
schéma de la figure 2 et un noeud par un point confondu avec ses extrémi-

tés répond a ces deux définitions.

Puisque le réseau est fini et sans boucles il existe des noeuds
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dont aucune extrémité n'est sortie d'une étoile : nous appellerons ces noeuds
les "noeuds d'entrée" du réseau. De méme il existe des noeuds dont aucune
extrémité n'est l'entrée d'une étoile : nous appellerons ces noeuds les

"noeuds de sortie'" du réseau.

Cas d'un noeud d'entrée unique,

Nous nous bornerons & considérer des réseaux a un noeud d'entrée
unique, et nous ajouterons les contraintes suivantes qui permettent de dé-
finir entidrement 1'état du réseau pour une valeur donnée des paramétres

d'étoiles
a) - 1'état du noeud d'entrée est fixe et égal a1

b) - toute extrémité dont 1l'état pour une valeur donnée des pa-

ramdtres n'est pas défini par le systéme (1) et (a) a pour état 0,

Si les paramdtres d'étoiles sont des variables booléennes les
états des noeuds de sortie sont des fonctions booléennes de ces varia-

bles. On a alors la propriété fondamentale suivante :

Les états des noeuds de sortie sont des fonctions booléennes dis-

jointes et complémentaires des paramdtres d'étoiles,

Appelons X 1'ensemble des paramétres d'étoiles, £, (X) l'état

N,
i

du noeud N,, et montrons d'abord que Z ; £y (x) =1,
i i

Quelle que soit la valeur X0 des paramétres 1l'une des extrémités

d'une étoile quelconque a le méme état que son entrée, car dans (1)

si x =1, a=b et si x =0, a=c. Or le noeud d'entrée a pour état 1 :

son extrémité est 1l'entrée d'une étoile dont une des deux sorties prend



1'état 1 ; si cette sortie est l'entrée d'une autre étoile on peut faire le
méme raisonnement sur celle-ci, et ainsi de suite. Comme le réseau est sup-
posé sans boucles et fini on aboutit forcément & un noeud de sortie : il

existe donc un noeud de sortie ayant 1'état 1, et on a bien E :fN (X0)=1;
i i

Montrons enfin que si Ni et Nj sont deux noeuds de sortie quel-

conques on a f (x). £ (xX) = o0.
i J

Supposons que pour une valeur Xo des paramétres on ait fN (XO)=1
i
c'est dire qu'il existe un chemin C1 joignant le noeud d'entrée a Ni et tel

que sur toute étoile située sur ce chemin (1) conclue & l'identité entre
les deux extrémités parcourues. Pour que £y (XO) = 1 il est nécessaire qu'il
en soit de méme pour un certain chemin C% joignant le noeud d'entrée a

ij ; or ceci est impossible car d'aprés (2°) C, ne pourrait diverger de C

2 1

qu'a l'entrée d'une ou plusieurs étoiles, or sur 1l'une quelconque d'entre

elles C1 empruntefait la sortie dont 1'état est défini par (1), C2

terait donc celle dont 1'état n'est pas défini par (1), ce qui est contrai-

emprun-

re 2 l'hypothése. Il est donc impossible de définir 1'état de Nj’ et d'a-

prés (b) fNj(XO) = 0,

On a donc bien fN (xX). fN X) = 0.
i j

Cas du noeud d'entrée unique et de deux noeuds de sortie.

S'il n'y a que deux noeuds de sorties d'aprés ce qui précede
leurs états sont deux fonctions booléennes compléments 1'une de 1'autre,
Ainsi le réseau de la Figure 3, ol une étoile est représentée par une
paire de contacts complémentaires associés d'aprés le schéma de la Fig 2,
réalise la fonction

f=x(y+tt) +x' z t et son complément



-Fig 3-

Nous allons montrer que le probléme de la réalisation d'une fonc-
/

tion par un tel réseau se raméne a3 celui de sa synthése par un réseau U,

Soit N le noeud de sortie dont 1'état est f(X), f prenant la va-
leur 1 pour certaines valeurs de X ; si inversement on définit 1l'état de
N comme étant fixe et égal a 1, sans définir préalablement aucune autre
extrémité, les relations (1) étant symétriques le noeud d'entrée prend
1'état 1 pour le méme ensemble de valeurs de X, autrement dit il est
égal a f(X). Par ailleurs 1'autre noeud N' a 1'état o, car d'apres (2%)
tout chemin joignant N & N' doit parcourir au minimum une mé@me étoile en
passant par ses deux sorties, et 1'un des relation (1) conduit 2 une indé-

termination.

D'autre part sur une étoile donnée les relations (1) donnent par
addition

a=bx +cx'= Ux (b,c)

Le réseau que nous venons de définir n'est autre qu'un réseau U
dont les étoiles constituent les opérateurs U, et qui réalise f. Ainsi 2

la figure 3 il correspond le réseau U suivant :



,;/ '/1
, \0

'\0

Réciproquement, & tout réseau U réalisant une fonction f on peut
faire correspondre un réseau de contacts associés par paires de contacts
complémentaires, ceci en remplacant tout opérateur U par une étoile, et par
suite de la symétrie des relations (1) si 1l'on fixe a 1 1'état du noeud

d'entrée on obtient f et £' aux deux noeuds de sortie.

Le probléme de la réalisation simultanée d'une fonction et de
son complément par un réseau de contacts associés par paires de contacts
complémentaires se raméne donc & celui de la synthése de cette fonction

par un réseau U.

On peut citer parmi les applications intéressantes la réalisa-
tion de fonctions booléennes par des réseaux de cryotrons (cF bibliogr.

REf. 1 et 2).
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CHAPITRE I

RESEAUX U ARBORESCENTS

Un réseau U sera dit arborescent si la sortie d'un opérateur U quel-
conque ne sert d'entrée qu'a un seul autre opérateur U au plus. Par opposition
nous appellerons réseau U "quelconque" ou "général" un réseau U ot 1l'on n'im-
pose pas cette condition,

On peut passer d'un réseau U arborescent & un réseau U quelconque
réalisant la méme fonction en remplagant des sous-réseaux identiques par un
seul dont la sortie servira d'entrée 2 plusieurs opérateurs, et ce faisant on
diminue le cofit de la réalisation (CF Fig 1) : 1'intérét que présente le passa-
ge préélable par un réseau arborescent tient & ce que le probléme de la recher-

che d'un réseau U arborescent optimal peut &tre résolu par des méthodes simples

dont les principes seront exposés dans ce chapitre.

I

/ 01 : EF?
| 0 |

- Fig 1 - Passage d'un réseau arborescent & un réseau quelconque réalisant la

méme fonction f = a(b + b' ¢') + a' d ¢'

A - Propriétés fondamentales.

Les quatre propriétés énoncées ci-dessous seront trés utiles pour la

suite. Les trois premires sont vraies pour un réseau U quelconque,
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Propriété 1 : deux fonctions de méme type ont des représentations minimales,

arborescentes ou non, de méme cofit.

En effet, par définition on peut passer de l'une & 1l'autre par des

permutations et complémentations sur les variables, Or :

. . ~ . . .
- si une fonction f se déduit de f par une permutation x&—>y sur
. . . P . . P o .
deux variables, si R est un réseau réalisant f on obtient un réseau R réali-

.
sant £ en changeant tout opérateur UX en un opérateur Uy et inversement, et

’.\- ”~ ~
R a le méme cofit que R,

N
- si f se déduit de f par complémentation d'une variable (x = x'),
. el - . « P ’\- e . - .
si R est un réseau réalisant f on obtient un réseau R réalisant f en inter-

vertissant les deux entrées de tout opérateur Ux’ puisque UX(Z,Y) = x%& + x'Y =

(o™
Ux,(Y,Z), et R a le méme cofit que R.

On peut donc faire correspondre & tout réseau U réalisant 1l'une un

réseau U de méme cofit réalisant 1l'autre, ce qui démontre la propriété 1.
M

Propriété 2 : si dans un réseau U réalisant une fonction f ou inverse les en-

trées 1 et O, on obtient un réseau U réalisant son complément £'.

Supposons en effet démontrée cette propriété pour les fonctions de

sortie de numéro de couche £ p, et soit
fl =x@ +x'4

la fonction de sortie d'un noeud quelconque de p + 1% couche. Si 1'on inver-
se les entrées 1 et 0, ® et § deviennent, d'aprés 1l'hypothese, ®' et §' ;

puisque x ®' + x' ¢' = (x© + x' ¢)', £ devient f'l’



La propriété est donc vraie pour les fonctions de sortie de tous les noeuds

de p + 1€ couche.
Or elle est vraie pour les noeuds de premiére couche, car
Ux10=x et UxOl =x'

elle est donc vraie par récurrence pour les fonctions de sortie de tous les

noeuds, et en particulier pour f.

Conséquence des propriétés 1 et 2 : une fonction, son complément et sa duale

ront des représentations minimales de méme cofit.

Propriété 3 : dans un réseau U la fonction de sortie d'un noeud quelconque
est une fonction croissante de la fonction de sortie de tout noeud situé en

amont,

En effet, cette propriété est vraie pour tout réseau d'opérateurs

croissants, or les opérateurs U x, sont bien croissants par rapport a leurs

deux entrées,

Propriété 4 : si dans un réseau U arborescent de cofit minimum deux noeuds

utilisent le méme opérateur, aucun des deux n'est en amont de 1l'autre.

Considérons en effet un réseau U arborescent R ayant deux noeuds

M et N tels que

- M soit en amont de N

- M et N utilisent le méme opérateur U X,

(R)

AY

M X,
B —m—
- Fig 3.
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Montrons que R ne peut &tre de cofit minimum,

Soient P et Q les deux noeuds dont les départs sont les arrivées
de N. M est en aval soit de P soit de Q, mais pas des deux sinon nous n'au-
rions pas un arbre. Supposons M en amont de Q : d'aprés la propriété 3 la
fonction de sortie de Q est une fonction croissante de celle de M, ce qui re-

vient a dire qu'elle peut s'écrire sous la forme

fQ = A fM + B

La fonction de sortie de N est

= '
(1) fN X, fP +x' (A fM + B)

Soient Y et # les fonctions d'entrée de M (cf Fig 3). On a :

f

!
M xi Y +x i %

]

1
(2) fN X, fP+xi(A-Z-+B)

S8i 1'on compare (1) et (2) on voit qu'en remplagant fy par £ on

obtient la méme fonction sortie pour N : cela revient & supprimer le noeud

M et & appliquer directement % & sa sortie. On obtient le réseau R1 de la

Fig 4 :
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R1 réalise par rapport a R 1'économie d'un opérateur : R n'est donc

pas minimal,

Les réseaux U arborescents que nous étudierons désormais vérifi-

ront la propriété 4.

B - Forme P.L.L. de sortie d'un réseau U arborescent.

Définition. A tout noeud i d'un réseau U arborescent vérifiant
la propriété 4 on peut faire correspondre de fagon unique une forme polyno-
miale lexicographique locale irrédondante 1 de sa fonction de sortie, et que
nous appellerons "FORME P.L.L. DE SORTIE" du noeud i, notée F. et définie

de la facgon suivante

[ si 0 et 1 sont les noeuds correspondant aux constantes d'entrées
respectives 0 et 1,
FO=O;F1=1;

< si U X, est l'opérateur utilisé par le noeud i, avec pour noeuds
d'entrée j et k dans cet ordre.
F.=x_, F, +x', F,
i i ] ik
;

Si F, et F, sont des formes p.E,e. irrédondantes, x, F, et x', F
j k i™j ik

en sont aussi car Fj et Fk ne contiennent pas X, (propriété 4), et comme ils
ont en téte la méme variable sous deux formes différentes leur somme est aus-
si une forme p,ﬂ.f. irrédondante. Or O et 1 sont des formes p.euea irrédon-

dantes, on obtient bien une forme p.Q.Eq irrédondante pour tout noeud i.

1 C'est-a-dire a4 mondmes tous disjoints. Pour la définition des
formes polynomiales lexicographiques locales-pour lesquelles nous employe-

rons 1'abréviation "p.e.ef’— cf bibliographie, Réf. 6, pp 53 - 67.
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La forme p,Q,éL de sortie du noeud le plus en aval du réseau

sera dite "Forme p.eee, de sortie'" du réseau.

Réciproquement, une forme p.eae, irrédondante quelconque est forme p.e.e;

de sortie d'un et d'un seul réseau U arborescent.
En effet, si nous appelons F cette forme

si F = 1 le réseau R cherché utilise O opérateurs, sinon F con-
tiendrait des noms de variables. La fonction de sortie de R étant égale 2
1, R ne peut &tre que le réseau réduit au seul noeud d'entrée 1 : celui-ci

existe et est unique ;

si F = 0, R se réduit de méme 2 un seul noeud d'entrée qui est O ;

R existe donc et est unique ;

supposons démontrée la réciproque pour toute forme p.f.f. irré-
dondante avec n - 1 variables ; soit F une forme p.e,e, avec p variables,

et X sa premiére lettre, On peut écrire F sous la forme

= 1
F XF1+X F2,

F1 et F2 étant des formes p.£.f. irrédondantes indépendantes de x. S'il exis-

te un réseau U arborescent R ayant pour forme p.£.£. de sortie F, celui-ci

a nécessairement UX comme opérateur le plus en aval, avec :

pour entrée supérieure la sortie d'un réseau U arborescent (Rl)

ayant pour forme p.e.e, de sortie f1 H

pour entrée inférieure la sortie d'un réseau U arborescent (RZ)
ayant pour forme p.ewe. de sortie f2.

or F1 et F2 contiennent n - 1 variables, donc (Rl) et (RZ) exis-

tent et sont uniques : par conséquent (R) existe et est unique ;
comme la réciproque est vraie pour O variables, elle est vraie

pour n variables (n quelconque).
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Ecriture par lignes d'une forme p.{.4.

A tout mondme de la forme p.{ .4 . de sortie correspond un chemin
du réseau (et un seul) joignant dans l'ordre le noeud le plus en aval au
noeud d'entrée 1. A deux mondmes ayant les memes p premiéres lettressous la
méme forme et différant par la p + 1 ieme, complémentée dans 1l'un et non com-
plémentée dans 1'autre, correspondent deux chemins parcourant les mémes p + 1
premiers noeuds et n'ayant plus aucun noeud fonctionnel commun a partir du

p + 1 iéme (par définition méme des réseaux arborescents).

Ayant la forme pJf .4. de sortie d'un réseau, on peut donc compter
le nombre total de noeuds fonctionnels, c'est-a-dire le colit du réseau, en

écrivant cette forme p.f.%. de la maniidre suivante

- on affecte une ligne & chacun de ses monbmes ;

- supposons écrits les p premidrs mondmes, et soit g 8...Y 8¢ N
le p + 1 iéme, dans lequel

o B ... Y est paquet de tate d'au moins 1l'un des p premiers mond-

mes, soit m, 5

OB ...Y 8 ne l'est d'aucun,

alors sur la p + 1 iéme ligne on fera figurer

- d'une part o, B, ... , ¥, 8 juste en dessous des lettres corres-

pondantes (o, B, ... , Y, &§') du mondme m,

- d'autre part les lettres restantes €, ... , A sur des colonnes

non encore utilisées par les p premiers mondmes.

Le nombre total de colonnes utilisées par cette écriture est égal
au nombre de noeuds fonctionnels du réseau, autrement dit & son cofit : on a

donc 1a un moyen de connaitre le cofit du réseau sans avoir & le tracer.
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Exemple. Une écriture

par lignes de la forme p.t .2,

f=ab+ab'cet+ab'c'd+ade
est la suivante :
F = ab
+ ab' e
+ab'c' d
+ a' d e,

le réseau U arborescent

cofit 7.

Cofit d'un

dont elle est la forme p.ﬂoz, de sortie a donc pour

ordre lexicographique local relativement & une fonction.

Définition :

nombre de

on appellera COUT ARBORESCENT d'une forme p.f.%. le

colonnes de son écriture par lignes ;

on appellera COUT D'UN ORDRE LEXICOGRAPHIQUE LOCAL

relativement & une fonction le cofit arborescent de la forme p.{.4. irréduc-

tible !

Remarque :

de la fonction selon cet ordre.

deux formes p.£.4. de la méme fonction peuvent avoir

le méme colit en lettres et avoir des cofits arborescents différents.

Exemple : f= xyuz
+xy 2z
et : f = Z XYy

+ z'

t (cofit arborescent : 4)

Xyt (cofit arborescent : 6)

1. Par les réductions

(irrédondance)
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Les théorémes que nous allons énoncer s'appliquent au colit arbores-
cent et non au cofit en lettres : en ce qui concerne ce dernier il existe pour

chacun de ces théorémes des contre-exemples,

Il existe aussi des théordmes vrais pour le colit en lettres et qui
ne s'appliquent pas au cofit arborescent, ainsi celui que démontre Lamoitier
<< si les composants premiers d'une fonction ont tous soit la lettre a, soit
la lettre a', alors pour chercher la forme puﬁoz, la moins cofiteuse en let-

tres il suffit de la chercher parmi celles dont la premiére variable est

a>> 3

si nous considérons la fonction f = a b c + a' b ¢', ces deux mo-
ndmes sont des mondmes premiers de f et sont les seuls ; la lettre a est
présente dans ces deux mondmes, donc la forme p.4.4. citée est optimale re-

lativement au cofit en lettres. Elle ne l'est pas quant au cofit arborescent,

car
abec
+ af b c' a pour coit 35,
or b ac
+ba' ¢’ a pour colt &4 ;

il existe donc une nette distinction entre les deux. Dans le cadre de notre
étude le cofit arborescent présente plus d'intérét car il correspond a la réa-

1ité physique que constitue un cofit exprimé en nombre d'opérateurs.

C - Recherche d'un ordre lexicographique local optimal.

Nous appellerons ordre lexicographique local optimal relativement
4 une fonction un ordre lexicographique local dont le cofit arborescent est
inférieur ou égal a celui de tous les autres ordres,

Soit P un point de l'hypercube 3 k dimensions ; on notera X* le

P
mondme * * *

X0 Xy ee. X
dans lequel Xi* =%, si la i composante de P est 1

. e
fi si la i~ composante de P est O

2 cf Bibliographie REf 2.
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Lemme T - 1., Soit E une forme p.f.4{. et k + 1 variables : {Xl,xz,;;;xg} = X,
et X1 telles que :

a) un mondme quelconque de E a pour k + 1 premi2res lettres

X5 XgseeosXps X g dans cet ordre ;

b) pour tout PE {O,l}k il existe au moins un mondme de E multiple

de * (autrement dit : les Zk formes x * X * ooo *.sont toutes représen-
1 %2 Xk P

tées dans E)

alors on obtient une forme p.£.f. de méme cofit que E, ou le cofit
inférieur, en effectuant sur tous ses mondmes une méme permutation quelconque

1
de 1'ordre des k + 1 premidres lettres, sans changer les autres .

Exemple : soit E = xy 2z + x' y t. Le lemme s'applique & E, avec k = 1. En
effet : a) un mondme quelconque de E a pour deux premidres lettres x, y dans

cet ordre ; b) il existe un mondme commengant par X et un mondme commergant

par x'.
En permutant x et y, on obtient l'écriture

E' =y xz+vy x't,

de colit inférieur & E car

E = Xy z

+ x! y t a pour colit 5 ;
E'= vy x 2z

+ vy x' t a pour colit 4.

1 On peut méme dire d'une manigre plus précise (cf démonstration)

- toute permutation des k premieéres lettres entre elles est indif-

férente
- si la propriété b) est vraie avec k + 1, toute permutation des

k + 1 premiéres lettres est indifférente ; sinon on a intérét a mettre en

tete la k + 1 iéme.
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p . . k . <2
Démonstration : on peut numéroter les 2 variables générales

Pie.{O,l}k par i = valeur décimale du nombre binaire dont les chiffres sont

les composantes de Pi' E peut s'écrire sous la forme :

k

2°-1
E = }: * A, + x' B.)
XP. el B4 k+l “i”7°
, i
i=0
Ai’ ou Bi’ pouvant &tre nul, mais pas les deux.

- Si ‘71, Ai et Bi sont tous deux différents de zéro, E peut s'é-

crire
2k+1_1
E = }Z Y; Di 3 Dy ¥ O pour tout i
i=0 *
' k+1
avec Y = {X, xk+1} et Q, € {0,1}
. * _ % * * " "
Tous les mondmes YQi T X oo X X sont représentés dans E,

les k + 1 premiéres variables jouent un rdle symétrique, par conséquent tou-
te écriture p.£.4. se différenciant de E par la seule permutation des k + 1

premieéres lettres a méme cofit que E.

- 8i 1'un des deux est nul, par exemple Bi’ on ne change pas 1le

colit de E en écrivant, au lieu de la ligne

A,

i

i
les deux lignes Ai

L

%
T
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en convenant qu'une colonne de zéros a pour colt 0. On obtient ainsi une écri-

ture El’ de méme colit que E et pouvant s'écrire sous la méme forme que ci-
dessus :
2k+1_1
E]. = z Y;E Di’
i=0 i

certains Di pouvant &tre nuls. Pour la méme raison que tout a 1'heure on peut
permuter les k + 1 premidres lettres sans changer le coflit de Elv Si enfin
on supprime toutes les lignes ayant un coefficient O on obtient une forme

p.L.4. de méme colit, ou de cofit inférieur. Le lemme est donc démontré.

Interprétation : le lemme I-1 s'applique en particulier & une forme p.ﬂ.ﬁ;

irrédondante, donc & un réseau U arborescent ; il équivant alors & 1'énoncé

suivant

Si dans un réseau U arborescent toutes les bifurcations possibles
assent par X,, Xpseoo dans 1'ordre, sans omission d'aucune de ces
P P 1> %9 ’Xk’ Xk+1 s
variables, alors on obtient un réseau de méme cofit en permutant cet ordre
de facon quelconque, avec de plus possibilité de réduction s'il apparait des

opérateurs ayant deux entrées identiques,

Exemple (k = 2)

A A
X |~ A
3™~ 0 Xy c Xl:ji
0 X b4
2
B (XIH X3) X =0 X 2N 0 o
C 3 1 0 = 3 X
> e 0 1p~D
D XZ L D X2 B
0 xlr’ B XII:E
E E

Ce lemme ne sera utilisé qu'au cours de la démonstration du théo-
réme 1-2, son seul énoncé ne permet pas en effet de définir de synthése op-

timale,



Théoreéme I-1, Si une fonction non égale a une constante est de la forme

f=xY +x' Z,
Y et Z étant deux fonctions ne dépendant d'aucun argument commun (en parti-

culier, Y peut &tre égal & 0 ou 1, ainsi que Z), il existe un ordre lexico-

graphique local ayant pour premiére lettre x et optimal par rapport a f£.
Exemple : f=xyz+x'"yt
On peut appliquer le théoréme a y car

f=yxz+x'"t) +y'.0
On peut appliquer le théoréme une seconde fois au coefficient de y : en effet
z et t sont deux variables distinctes. Une forme p.{.L. optimale de f est
donc

f=yxz+yx't

Démonstration : soient £ = x Y + x' Z, Y et Z n'ayant aucun ar-

gument effectif en commun, et E la forme p.£.L. ayant pour premidre lettre

x, pour coefficient de x une forme p.£.4. optimale de Y de cofit Cm (Y) et

pour coefficient de x' une forme p.z.z, optimale de Z de cofit Cm (z).

Soit E' une forme p.%.%, quelconque de f ; montrons que son coflit

ne peut &tre inférieur a C (E).

Dans E' le nombre de colonnes réservées aux variables dont dépend

Y et supérieur ou égal a Cm (Y), car si dans E' on fait x = 1 et qu'on donne

a toutes les variables de Z une valeur quelconque (0 ou 1), on obtient une



forme p.f.4. égale 2 Y et n'utilisant que des colonnes réservées aux varia-
bles dont dépend Y : ces colonnes sont en nombre supérieur ou égal a Cm v,

par définition méme de C. (V).

On démontrerait de méme que le nombre de colonnes réservées aux

variables dont dépend Z est supérieur ou égal a Cm (z).

Or ces deux ensembles de colonnes sont disjoints, puisque Y et Z
n'ont aucun argument en commun., Par ailleurs il existe au moins une colonne

réservée a la variable x, par conséquent

CEY>21+C () +¢c (2
m m

c (E') =z ¢ (E)

La méthode algébrique de recherche d'un ordre lexicographique

local optimal (Chap.IV, A) utilise ce théoréme.

Théoréme I-2, Si une fonction f(xl, X o Xn) non égale & une constante

93
est telle que

(1) \71 s F(1, Xnseoos Xisae xn) et £(0, x Ky eee,X )

A i n
soient comparables,
il existe un ordre lexicographique local ayant pour premiére lettre Xy et

optimal par rapport a £,

Exemple : £=x(y" +2") +x'" (yz+y'z")
f(1, y, z2) =y' +2' et £(0,y', 2) =y' z+y z' sont comparables
" " et f(o’ y, Z') - y Zl +y| A 1" "

(le premier est supérieur au second dans les deux cas). Il existe donc une

forme p.£.4. optimale de f avec x en téte.



n .
S A

Remarquons qu'il est impossible d'avoir & la fois
q q p

1
£(1, Xys Xgs X4) ~ f(0, x 9» Xgs X4)
1
et £(1, Xgs Xgs X4) ~ f(o, X,s X'g, X4),
car pour x, = 1, Xq = O on aurait

£(o, 0, O, X4) <« £(1, 1, 0, X4) < f(0, 1, 1, X4)

et pour x, = 0, x, = 1 on aurait

2 3

f£(o, 1, 1, X4) - £(1, 0, 1, X4) < (0, 0, O, XA)’
et les deux résultats se contredisent.

On peut donc remplacer (1) par :

1 . = '
A Vi £Q, xyeex,eox) 2 (0, xysenaux! e x)

n
ou : (1™ \v/ i " < "

Cette remarque sera utile pour 1'interprétation géométrique du

théoreme.

Démonstration : Sin =2, f(x,y) =xY (y) +x' Z (y)

ot Y et Z sont des fonctions d'une variable (= 1, 0, y ou y'). Deux fonc-
tions d'une méme variable sont toujours comparables, sauf si 1l'une est éga-
le 3y et 1'autre & y' : donc Y (y) et Z (y%) sont toujours comparables, sauf

si Y (y) =2 (y) = 7 (le symbole ¥ désignera soit y, soit y').
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Les seuls cas olt 1'hypothese ne s'applique pas sont donc

£=5
f=0o0ul

Il reste douze fonctions auxquelles 1l'hypothése s'applique. Elles

se répartissent en 4 ensembles

(1) ¥

(2) ¥y
3) F+5
WX T

Or pour chacun de ces quatre ensembles il existe une forme p.f.4.
optimale avec x en t@te : en effet (1) n'a qu'une variable, en elle forcé-
ment en téte ; dans (2), (3) et (4), x est équivalent soit & y soit a y', il

exigste donc certainement une forme p.{.{. optimale avec x en tdte.

Le théordme est démontré pour n = 2 ; supposons qu'il le soit
pour n = k-1 variables et démontrons le pour k variables : il suffit de

montrer qu'en partant d'une forme p.L.4. quelconque avec en téte Xj $ X1

on peut trouver une forme p.{.f. aussi peu - sinon moins - cofiteuse avec

X, en téte.

1

Les coefficients de xj et x'j dans cette forme sont respective-
ment f(xj =1,...) et f(xj = 0,.,..) : dans ces deux fonctions de k-1 varia-

bles 1'hypothése est réalisée donc il exiéte pour chacune une forme p.4.4.

optimale avec x, en t2te.

1

Arrivés a ce stade nous avons une forme p.£.{. dont les premie-

res lettres sont Xj’ Xy dans cet ordre pour tous les mondmes, et ol les
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coefficients de xj et x’j sont différents de O et de 1 (cf Fig 6).

- Fig 6.

D'aprés le lemme I-1 il existe une forme p.4.4, aussi peu

-sinon moins -cofiteuse que celle-ci, avec X, en téte.

X,

X,
1

Le théoréme est donc vrai pour k variables, et comme il 1l'est

pour 2, il l'est pour un nombre de variables quelconques.

Interprétation géométrique : étant donné un hypercube booléen de dimension

n, nous appellerons "fldche" de cet hypercube tout vecteur joignant un de
ses sommets 2 un autre, Si la valeur prise par la fonction f est 0 & l'ori-
gine de ce vecteur et 1 & son extrémité, nous dirons qu'une telle fléche est

croissante par rapport a f,
Supposons que la comparaison impliquée dans (1) soit

1y ¥ > 1
1" :Yi £, xz,.,,,xi,oooxn) £(0, XyseeesX i’°'°’xn)‘

Cela équivaunt a dire que "toute fléche de longueur 2 décroissante

par. rapport a X, s'il en existe, est non croissante par rapport a f". Il

est encore équivalent de dire : toute flache de longueur 2 croissante par

rapport a f, s'il en existe, est non décroissante par rapport a Xy

Le théoréme peut donc s'énoncer comme suit
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Si une fonction f non égale & une constante est telle que les
fléches de longueur 2 croissantes par rapport & f ou bien n'existent pas,

ou bien sont toutes non décrbissantes, ou toutes non croissantes par rap-

port & X1 alors il existe un ordre lexicographique local ayant pour premie-
re lettre X5 et optimal par rapport a £,
Exemple : f=x(y'" +2") +x' (y z+7y'"z2").

Ecrivons sur deux colonnes d'une part l'ensemble des monbmes ca-
noniques pour lesquels f=1, d'autre part ceux pour lesquels f=0. On obtient

la Fig 7

=0 f=1

x' y' z xy' z

x! A xy' z'

X y =z xy z' - Fig 7.
Xy z
x'y' z'

Il existe 3 flaches dé longueur 2 croissantes par rapport a f, ma-
térialisées sur la Fig 7. Ces trois fléches sont toutes non décroissantes
par rapport & x, il existe donc une forme p.£.{. optimale avec x en téte.
Remarquons que le méme cas se produit pour y et z ; on peut donc mettre in-

différemment en t&te 1l'une quelconque de ces trois variables.
q q

L'intérét de ce théoréme est de n'exiger aucun calcul : c'est pour-
quoi nous 1'avons utilisé comme principe de recherche d'un ordre lexicogra-
phique local optimal (ChapIV, A, 1°, a). Il permet en outre de traiter le cas

des fonctions monotonnes ordonnées (corollaire 2),.

Corollaire 1 : si une fonction f(xl, xz,,nu,xn) différente d'une constante
est telle que l'une des deux fonctions f(1, xz,ooo,xn) ; (o, xz,oou,xn)
est égale & une constante, alors il existe un ordre lexicographique local

optimale avec x, en t@te,

1
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Ce résultat est aussi une conséquence du théoréme I-1 ; on véri-
fiera qu'en dehors de ce cas il est impossible que les deux théorémes a la

fois s'appliquent.

Corollaire 2 : si une fonction f(xl, x2,...,xn) est croissante et totale-

ment ordonnée avec

2 2 2 x
Xl X2 . e n’

un ordre lexicographique local optimal relativement % f est l'ordre lexi-

cographique total 1 (Xl’ Xpseens xn)

En effet, si nous utilisons la comparaison entre classes de va-

riables = définie par

<<,‘U = ¥V dans f(U, v, W)C—Q_ f(I, 0, W) 2 f(o’ I, W), >> la condi-
tion suffisante (1') du théoréme I-2 s'exprime, si 1l'on fait successivement

X, =1 et X, = 0, par les deux conditions suivantes :

. > - ,
Y1 xl x; et (xl, xi) 2 @ (P = la classe vide)

Si une fonction est croissante on a bien (xl, xi) 2 ¢ : le corol~-

laire est donc démontré,

Une fonction monotonne ordonnée se rameéne 3 une fonction crois-
sante ordonnée par complémentation des variables non croissantes : le co-
rollaire 2 permet donc d'obtenir pour une telle fonction une forme p.ﬂ.ﬂ.

optimale.

1 ou "ordre lexicographique "tout court : c'est un ordre £.4. dans

lequel 1l'ordre des lettres est le méme pour tous les embranchements.



Exemple : f=x(y +2") +yz't

On a x>y Z z's t, par conséquent un ordre lexicographique op-

timal est (x, y, z, t), la forme p.4.4. correspondante étant

Conclusion : ces deux théorzmes prouvent qu'il est assez aisé de trouver

un ordre lexicographique optimal pour une fonction quelconque. C'est pour-
quoi la méthode du chapitre II qui consiste a partir d'un réseau U arbores-
cent de colit minimal pour en déduire un réseau U général de cofit raisonnable
a pour principal avantage sur les autres d'@tre assez rapide et d'exiger

moins de calculs.
Nous reviendrons sur ces deux théorémes au chapitrelV.

D - Borne supérieure du cofit arborescent optimal,

. n . .
Cette borne supérieure est 2 -1 pour une fonction de n variables.
Nous allons montrer que pour n donné cette borne est effectivement atteinte

pour deux fonctions seulement.

Pour qu'une fonction atteigne cette borne supérieure il faut que
R er
tout réseau U arborescent qui la réalisé ait : 1 opérateur au 1~ étage a
. n-1 T .
partir de la gauche, 2 au second, etc,..., 2 au n iéme ; autrement dit

tout chemin du réseau passe obligatoirement par x Koo X dans cet or-

1’
dre, sans omission d'aucune de ces variables. Une telle fonction doit néces-

sairement vérifier les deux propriétés suivantes :
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a) elle n'a pas deux points représentatifs voisins, en effet
deux tels points, par exemple (x =y =z =1, t=1) et (x =y =2z=1,t =0)
conduiraient avec l'ordre lexicographique (x, y, z, t) & une économie d'un

opérateur "t'".

b) elle n'a pas deux points non représentatifs voisins, sinon
N . 2 . ~ . P s a0 N
d'aprés a) la fonction complément aurait un colit inférieur a 2°-1, et d'apres

la propriété 2 il en serait de méme pour la fonction donnée.

Pour n=1 les deux seules fonctions vérifiant a) et b) sont :
= = 1]
fl(t) t et fz(t) t'.

Pour n quelconque, soit
f=x® (y, z,...t) +x' ¢ (y, 2,....8)

une fonction vérifiant a) et b). ® et § n'ont aucun point représentatif en
commun, sinon f aurait deux points représentatifs voisins, et pour la mé-

me raison ils n'ont pas de point non représentatif en commun.

Donc ¥ = o'
et f= xQ@V
¢ = f(x=0) vérifie a) et b) donc peut s'écrire sous la forme

¢ = y®¢i, et ainsi de suite jusqu'a n=l.

Comme pour n=1 il y a deux solutions, on obtient seulement deux

fonctions, qui sont d'ailleurs complément 1'une de 1'autre

xQy®z® ... €
et x@y®z® ...©® t'
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Si n est impair, la premiére est la fonction "clé de parité" et

la seconde la fonction "clé d'imparité", et inversement si n‘est pair.

Ces deux fonctions ont bien un cofit minimum de représentation
n e s s
égal a 2 -1, en effet aucune simplification n'est possible sur leur forme

canonique,
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CHAPITRE TII

RESEAUX U QUELCONQUES

RECHERCHE D'UNE SYNTHESE DE COUT RAISONNABLE

Les réseaux U arborescents que nous avons vus jusqu'ici étaient
caractérisés par le fait que la sortie d'un opérateur ne servait d'entrée
qu'a un seul autre opérateur. Si nous ne faisons plus cette restriction cer-
tains résultats du chapitre I restent valables, en particulier les proprié-

tés 1, 2 et 3, et le théoréme I-1.

La principale difficulté renconttée dans la recherche d'un réseau
"optimal" - c'est-i-dire de cofit minimum - réside dans le fait qu'un sous-
réseau d'un réseéﬁ optimal non arborescent n'est pas forcément optimal., La
seule méthode qui permette d'obtenir pour tous les cas de fonctions un ré-
seau optimal est la méthode de synthése "par-le bas" (cf chapitre IV), mais
le fait que la propriété 4 ;'est plus forcément vg}able (cf exemple Fig 4)
augmente conéiéérablement le nombre de fonctions & calculer pour parvenir a

une synthése optimale.

C'est pourquoi il est commode de disposer de méthodes plus rapides
qui tout en ne donnant par forcément le colt minimum conduisent & des solu-
tions s'écartant assez peu de celui-ci : c'est le cas des deux méthodes qui

seront exposées dans ce chapitre, et qui consistent a passer

- l'une par un réseau arborescent

- l'autre par une expression en somme produit complément.
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A - Passage par un réseau arborescent.

Etant donné un ordre 1ex£¢ographique 10&31, nous avons vu au cha-
pitre I qu'il 1lui correspondait.unffééeau U arborescent R. Si dans R deux
sous-réseaux sont identiques on peut, sans changer la fonction de sortie,
en supprimer un et rattacher 1'extrémité du réseau laissée vacante a la sor-

tie de 1'autre,

Le réseau le plus simple qu'on puisse obtenir en appliquant cette
régle est unique, en effet on peut 1l'interpréter en disant qu'on ne change
pas le réseau mais que deux noeuds sorties de deux sous-réseaux identiques
sont considérés comme faisant partie d'une méme classe ; le réseau le plus
simple correspond au nombre minimum de classes qu'on peut ainsi obtenir, il
est donc unique. Il suffira pour 1'avoir d'appliquer jusqu'a épuisement de

toutes les possibilités la "régle de réduction" suivante

Régle de réduction (Fig 1) : si deux noeuds utilisent le méme opérateur et

ont les deux m@mes entrées dans le m@me ordre, on en supprime un et on rat-

tache 1l'extrémité du réseau laissée vacante & la sortie de l'autre.

P y
o -
- _> X , |
j : Z
i x

- Fig 1.
Remarquons qu'on a souvent intér&t pour obtenir le plus de réduc-
tions possibles & garder le méme ordre des lettres dans les divers embran-

-~

chements, autrement dit & partir d'un ordre lexicographique total.

Nous avons donc une méthode simple pour obtenir un réseau U de

cofit raisonnable réalisant une fonction donnée, qui consiste a
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a) chercher un ordre lexicographique (total si possible) de cofit

arborescent minimum relativement & la fonction (par une des méthodes du cha-

pitre IV).

b) appliquer la régle de réduction & la forme p.£.4. irréductible

selon cet ordre de la fonction.

Ce procédé donne en général de bons résultats., Il ne donne pas for-

cément un réseau U de cofit minimum, pour plusieurs raisons
1° parmi tous les ordres lexicographiques locaux dont le cofit
arborescent est minimum, certains peuvent donner un réseau optimal et d'au-
tres non.
Considérons par exemple la fonction
f=ab(c+d+e+f)+(a+b)[cd+e)+defl+cdefof
Cette fonction est croissante ordonnée avec
a=bscsd=es f,
1'ordre lexicographique total (a, b, ¢, d, e, f) est donc optimal relative-

ment & elle. En appliquant la régle de réduction a la forme p.£.4. irréduc-

tible selon cet ordre on obtient un réseau de cofit 13 (Fig 2).

/1 __/1 1 1
Cc d e L
1 FI~
1 0

d L~

a c er—-o

- Fig 2,
e
b\ >\d\0
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Si 1'on fait de méme avec l'ordre (a, b, c, £, d, e) qui est lui

aussi optimal, on obtient un réseau de colit 11 (Fig 3) ;

1 1 1
C / /l
—LF_I d - e o
0
b
C .
a d -
| e e~ - .
b F < 0 Fig 3.
0
c

2° il peut se produire qu'il existe un ordre de cofit arborescent
non minimal donnant un réseau moins cofiteux que tout ordre de coflit arbores-

cent minimal.

Soit, par exemple,
f=d(abe+a'"bc)+d'(gbc+g' £fbe+g' f'ec)

un réseau optimal réalisant f est celul de la Fig 4.

1
e
b eV\O

— d i b c - Fig 4.

Sur cette figure, le sous-réseau ayant pour noeud de sortie i n'est
pas optimal : en mettant b avant a on réaliserait 1'économie d'un opérateur ;
mais alors il faudrait rajouter deux opérateurs au sous-réseau ayant j pour

sortie, et on augmenterait le colit global.

On vérifiera qu'il n'est pas possible de réaliser f par un réseau
de colit inférieur ou égal & 8 dans lequel tous les sous-réseaux sont opti-

maux,
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Nous ne disposons pas de méthode pour trouver l'ordre adéquat H

3° il peut enfin se produire, pour des fonctions de 7 variables
ou plus, qu'il n'existe pas d'ordre lexicographique local donnant par la
régle de réduction un réseau de colit minimal : cela est possible s'il n'exis-
te pas de réseau de cofit minimal vérifiant la propriété &4, ce qui est le cas

pour la fonction suivante :
f=a(bec' £f+b'ad' ' g) +cdlef+e'g)
On vérifiera que tout réseau U réalisant f et vérifiant la pro-

priété 4 est de colit supérieur ou égal & 10, Or le cofit minimal est 9, une

réalisation minimale étant celle de la Fig 5

- Fig 5.

Dans ce réseau, i est en amont de j et utilise le méme opérateur

1 Tout au plus peut-on dire de lui qu'il est "non abrégeable",
c'est-a-dire qu'il est son propre ordre lexicographique abrégé. Si 1'on part
d'un ordre quelconque comme le fait Lamoitier, on peut retomber sur un or-
dre non abrégeable en utilisant le régle 2 de Sussenguth (cf ci-apras)., Un
ordre lexicographique local de coﬁt arborescent minimum est non abrégeable,

c'est pourquoi nous n'avons pas besoin ici d'appliquer cette regle.
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Pour toutes ces raisons nous avons cherché s'il n'était pas pos-
sible d'obtenir des résultats meilleurs autrement qu'en partant d'un réseau
arborescent. La méthode que nous exposons au chapitre suivant est moins sim-
ple au point de vue calcul, mais elle permet souvent d'obtenir des résultats

plus proches du résultat optimal.

Obtention du réseau & partir de la forme canonique.

Au lieu de rechercher la forme p.%.4 irréductible selon 1'ordre
donné et de lui appliquer la r2gle de réduction, on peut partir du réseau
Ua2™1 opérateurs dans lequel tous les embranchements possibles figurent,
selon 1'ordre donné, et le simplifier en utilisant les deux r2gles suivantes

énoncées par : Sussenguth
- régle 1 : c'est la régle de réduction dont nous avons parlé

- regle 2 : supprimer tout noeud dont les deux arrivées sont les

départs d'un méme autre noeud (cf Fig 6).

Regle 1

Regle 2 ik =

.o 2 , p . i1 s
Lamoitier = a repris cette méthode en utilisant la matrice des

noeuds d'un réseau de contacts.

Partant d'un ordre donné, cette méthode conduit au méme réseau

~

que la régle de réduction appliquée 2 son ordre lexicographique local abrégé.

1 cf Bibliogr. Réf 1
2 cf Bibliogr. Réf 2
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Elle est plus directe car elle ne nécessite pas de passage par une forme
P.4.4 irréductible ; cependant elle présente 1'inconvénient de ne donner au
départ aucune indication sur l'ordre lexicographique local convenable & choi-
sir,

P

Borne supérieure du cofit _avec un ordre lexicographique total abrégé,

Nous connaissons déja une borne supérieure du colit de synthése
. . < R n .
d'une fonction de n variables par un réseau U, qui est 2 -1. A partir de

n=3 cette valeur est loin d'dtre atteinte, comme on va le voir.

Supposons avoir établi une synthése de la fonction donnée par la
méthode que nous venons d'étudier, & partir d'un ordre lexicographique to-
tal abrégé. Si nous appelons "étage" 1'ensemble des opérateurs de méme nom,
tous les chemins du réseau traversent les différents étages dans le méme

ordre (cf Fig 7).

-~ Fig 7.

Le dernier étage 2 partir de la gauche (en adoptant des schémas
tel que la pregression d'amont en aval se fait de droite 2 gauche) comprend

au maximum deux opérateurs. En effet

- la sortie d'un de ces opérateurs est une fonction non dégénérée
d'une seule variable (sinon 1'opérateur aurait di &tre supprimé par la régle

2). Or il n'existe que deux telles fonctions : t et t'.

- deux quelconques de ces opérateurs ont des sorties différentes

(sinon 1'un d'entre eux aurait dfi atre supprimé par la ragle 1).
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On démontrerait de méme que le n-k+l idme étage a partir de 1la
gauche contient des opérateurs ayant des fonctions de sortie de k-1 argu-
ments toutes distinctes et dépendant effectivement de la n-k+l idme varia-

ble., De telles fonctions sont au nombre de

qui est une borne supérieure du nombre d'opérateurs du n-k+1 iéme étage,.

Par ailleurs le premier étage a partir de la gauche a un seul
opérateur, et le nombre d'opérateurs ne peut ensuite que doubler d'un étage
au suivant : nous avons donc une autre borne supérieure du nombre d'opéra-

teurs du n-k+l iéme étage, qui est

On peut donc affirmer qu'une borne supérieure du nombre d'opéra-
teurs U nécessaires pour réaliser une fonction de n variables est
n

T'(n) = Zj Min Ty Vk]

k=1

On peut obtenir une formule plus simple pour T (n). Posons en effet

n-p n

I''(n) = Min < Z uk‘+ 2 Vk>
I<psn k=1 K=n-p+1

La suite u est croissante, la suite Vi décroissante et u]<v1

(cf Fig 8). On obtiendra donc le minimum en choisissant p tel que

(Fig 8 bis)
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u L,V

n k' k A Vi u
n n-{1 u n .n-|1
27 .2 K o o
2" -2 Vi ' 2% -2 Yk
//
N Fig 8 Fig 8 bis
1
1
tonclod $ ; } ! 1 1 | \(
! ~ " k 1 AN n k
k=n-p . k=n-p !
k=n-p+l = ————l k=n-p+1
On voit sur la figure 8 bis que T''(n) est aussi égal 2
n
I'() = ) Min (o ; v,)
k=1 ko ok
= T'(n)
I1 reste & développer cette nouvelle expression de I'(n)
e P p_l P—l 2p—2 2_
['(n) = Min (1+2+22+.,‘,.,+2npl+22 -22 +22 -2 +eun 2°-2)
l<psn
_ P
= Min (%P -1 422 L9
1<p=n
En posant : n1 = n-k
n, = k
1
B g2 ;
I'(n) = Min (2 " +2 -3 |
n,+0,=n
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Le tableau ci-dessous donne les valeurs de I'(n) correspondant

aux 12 premiéres valeurs de n

n l 1234 5 6 7 8 9 10 11 12

I'(n) I 1 35917 29 45 77 141 269 509 765

On peut se demander s'il existe des fonctions dont le cofit mini-
mal de synthese, indépendemment de toute méthode, atteigne la valeur T'(n).

Il en est ainsi pour n<3 avec les fonctions

x (cofit minimal 1)
% ® y ( 1] 1" 3)
< ® y ® z ( 11 n 5)

Par contre on peut démontrer que pour n=4 et n=5 le cofit minimal

n'atteint jamais les valeurs citées ; démontrons-le par exemple pour n=4.

Remarquons d'abord que si une fonction de 4 variables a deux points
représentatifs voisins, son cofit minimum de synthése est » ['(4) : en effet,
soient X y z t et x y z' t deux mondmes voisins compatibles avec f : le ré-
seau obtenu en appliquant a f la r2gle de réduction avec 1'ordre (x, y, z, t)

abrégé ne comportera au 3° étage que 22—1=3 opérateurs UZ au maximum (cf Fig8).

- Fig 8,
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Or, 2°-1 « min (27 ; 12), donc le cofit total est « T'(4).
De méme, si une fonction de 4 a deux points non représentatifs
voisins, le coft minimum de synthése de son complément est -« T'(4), et d'a-
prés la propriété 2 il en est de méme pour la fonction elle-méme.
De ceci il ressort que s'il existe une fonction de 4 variables

dont le colt minimum de synthése est égal a I'(4), ce ne peut &tre que 1'une

des deux fonctions clés de parité et d'imparité :
x®y® z28 ¢t
x ® y® z® t!

Or la synthése optimale de chacune de ces deux fonctions a pour

cotit 7 « (I'(4) = 9). (cf Fig 9).

- Fig 9.

I1 n'existe donc pas de fonction de 4 variables de cofit optimal

de syntheése = 9,

On démontrerait de méme qu'il n'existe pas de fonction de 5 va-
riables de cofit optimal I'(5) = 17 (pour n26 le raisonnement n'est plus va-

lable car Min (24; 12) = 12 et non plus 24),
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Notons que pour n=4 le cofit 8 est atteint par la fonction
f=xyzt+x"y' 2" t"'+ &x®y).(z® t) ;

en effet, & cause des symétries entre variables il suffit seulement d'exa-

miner les 3 ordres lexicographiques

X, V¥, 2, t
X, 2, vy, t
X Z’ t’ YJ

et on constate qu'aucun d'eux ne donne un colit inférieur a 8 (cf Fig 10).

= O

- Fig 10.

En résumé, pour ng4 on connait avec précision la borne supérieure

du cofit, atteinte par au moins une fonction : cf Fig 11).

n ‘ 12 3 4 5

- Fig 11.
F(n)l 1 3 5 8 (s16)

Remarque : en multipliant ['(n) par deux on obtient une borne supé-
rieure du nombre de contacts nécessaire a4 la réalisation simultanée d'une

fonction et de son complément par un réseau de contacts (cf introduction).

1 Pour trouver cette fonction on a utilisé un raisonnement analo-
gue & celui qui a été fait ci~-dessus et on est conduit & chercher une fonc-
tion vérifiant la condition suivante, nécessaire pour que son cofit minimum
soit ['(4) -1

pour chaque variable, la fonction doit posséder au maximum un cou-
ple de points représentatifs, et au maximum un couple de points non représen-

tatifs, ne différant que par leur composante sur cette variable,
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. . Ed
B - Passage par une expression en somme-produit-compleément.

§1 Généralités,

Propriété 2 bis. Si dans un réseau U réalisant une fonction £ on remplace

les entrées 1 et O respectivement par des fonctions @(X) et §(X), on obtient
4 la sortie, au lieu de £, la fonction

£+ £ 4,

La propriété 2 (chapitre I) en est un cas particulier.

En effet,

~ ou bien w‘= 19
- n CD=O\II

- " @ =% =1 , on réalise une sortie égale & 1 (car on

0 on réalise f par définition

1 " f' d'aprés la propriété 2

peut démontrer de proche en proche que toutes les sorties de noeuds sont
égales a 1)

- ou bien ® = § = 0, on réalise une sortie égale & O (méme raison).

Substitution d'un réseau & un opérateur,

Soient : R un réseau U quelconque, UX un opérateur de ce réseau ;

Rf un réseau U réalisant une fonction f(X).

Remplagons dans R tout opérateur UX par le réseau Rf de telle fa-~

¢on que les extrémités

j de R rattachée 2 l'entrée supérieure de UX
k " " " inférieure "

i " " 3 la sortie de UX
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solient maintenant rattachés respectivement

au noeud d'entrée "1" de Rf

au noeud d'entrée "O" de Rf

a la sortie de Rf.

On dira qu'on a effectué dans R une substition Ux-a Rf (cf Fig 9).

- Fig 9.

Le nouveau réseau R est encore un réseau U, En effet (cf défini-

tion dans 1'introduction)

- il est constitué uniquement d'opérateurs U et a pour seuls noeuds

d'entrée ceux de R, c'est-a-dire 1 et O.

- il est ordonné, autrement dit la relation «« i est en amont de
j »> sur les noeuds est une relation d'ordre partiel. En effet c'est vrai

pour tout ensemble de noeuds situés dans Rf (puisque Rf est un réseau U)

et pour tout ensemble de noeuds situés dans R' et n'appartenant pas & Rf

(puisque R est un réseau U). Il reste a vérifier que si p est un noeud de R'
le couple(p-q) est

n'appartenant pas & R, et q un noeud appartenant a R

£ £’
ordonné, c'est-a-dire que p ne peut @tre 3 la fois en amont et en aval de
q : sip est en amont de q il est en amont de 1'un des deux noeuds j et k
de la figure 9, ou confondu avec lui ; s'il est en aval de q il est aussi
en aval de i (ou confondu avec lui), donc en aval de j et k ; or ces deux

états sont incompatibles puisque R est ordonné : p ne peut donc étre a la

fois en amont et en aval de q, ce qui acheéve la démonstration, .
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Théoréme II-1. Soit ¢( y) une fonction d'un ensemble X et X, Y deux parties
de X (non forcément disjointes) telles qu'il existe deux fonctions g(X)

et ¥(g, Y) (ot g est une variable simple) vérifiant 1'identité
(1) oG = ¥Le(x), Y],

alors si Ry est un réseau U réalisant (g, Y) et Rg un réseau U réalisant
g(X), en effectuant dans RW la substitution Ug'* Rg on obtient un réseau U
réalisant ©().

Dans R¢ la fonction de sortie fi du noeud de sortie i d'un opé-
rateur U_ est
g
= '
fi g fj + g fk’

j et k étant les noeuds d'entrée de cet opérateur. Si on substitue R_a U

g
on obtient en i, d'aprds la propriété 2 bis, la fonction de sorite
X 'X) £
par conséquent dans la substitution Ug‘* Rg tout se passe comme si la va-
riable g était changée en la fonction g(X) ; en particulier la fonction de

sortie du nouveau réseau est celle de R¢ dans laquelle g est changée en

g(X) : c'est donc bien ¢(x), et le théoreme est démontré.

Le cas particulier ol X et Y sont disjoints est intéressant au
point de vue recherche du cofit minimal de réalisation, et sera étudié au
chapitre III. Nous allons examiner ici le cas ol ¥ est constitué par une som-
me ou un produit de deux termes, ce qui nous conduira & énoncer une borne su-

périeure du coflit de réalisation.
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B, Obtention d'une borne supérieure du cofit,
L

Soit £(x) = g(X) + h(Y). D'aprés le théoréme II-1 on obtient une
réalisation de f(X) par un réseau U en construisant d'abord une réalisation

par deux opérateurs U de la fonction de 2 variables

y(g,h) =g +h (cf Fig 10)

1
- Fig 10.

puis en effectuant sur ce réseau les substitutions

Rg et R étant des réseaux U réalisant respectivement g(X) et h(Y). On dira

qu'on a "additionné" les deux réseaux Rg et Rho

De méme si £f(X) = g(X). h(Y) on peut obtenir une réalisation de
f(X) en "multipliant" les deux réseaux Rg et R suivant le schéma de la fi-

gure 11

1 ,
Te—TFo - Fig 11.

Lemme II-1. Soit £(X, ¥) = g(X) + h(Y) [respt g(X). h(¥)] une fonction dé-
composée en une somme [respt un produit] de deux fonctions de variables pri-
ses sur des ensembles disjoints. Pour trouver une synthése minimale de £

par un réseau U il suffira d'additionner [respt multiplier] entre eux un ré-
seau U réalisant une synthése minimale de g et un réseau U réalisant une syn-

thése minimale de h.
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En effet, soient

Rg un réseau optimal réalisant g(X) et C(Rg) son colit ;
Rh n " 1" ” h(X) "C(Rh) 1"

Le réseau R obtenu en additionnant Rg et Rh a pour cofit
C(R) = C(Rg) + C(R ).

Soit R' un réseau quelconque, de colit C(R'), réalisant

£(X,Y) = g(X) + h(Y). Montrons que C(R') = C(R).

Soient : N_ le nombre d'opérateurs Ux[X(EX] dans R'

N " 1" U e Y "
y y[y ]

On a C(R') = N_+N
X y

On supposera que g(X) est différent d'une constante, donc que

£(X,Y) dépend effectivement de X. Il existe donc XO tel que :

g(Xo) =0

ou f(XO,Y) = h(Y)

Si dans R' on remplace les opérateurs UX[X€EX] par U_ (xo étant
)

la valeur que prend la wvariable x dans XO), on obtient un nouveau réseau U

dans lequel il n'y a plus que des opérateurs Uy’ les opérateurs UX disparais-
sant en vertu de la relation
P six =1

U@, =
o ¥ si x = 0.
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Or ce nouveau réseau réalise h(Y), donc
P
Ny C(Rh)

On démontrerait de méme que

N = C(R)
X y

Ces deux relations donnent
N +N_=zCc(R) + C(R)
X y g
CR") =c¢c®),
ce qui démontre le lemme. Par dualité la: démonstration s'étend aussi 2 la

multiplication.

Une application du lemme II-1 est le cas des fonctions privilégiées
pour une expression en somme-produit-complément : on appelle ainsi des fonc-
tions pour lesquelles il existe une expression booléenne utilisant les seuls

3

symboles + . () et dans laquelle chaque lettre n'est écrite qu'une fois
Lemme II-2. Une fonction privilégiée pour une expression en somme-produit-
complément est aussi privilégiée pour U : autrement dit elle peut &tre réa-
lisée par un réseau U tel qu'ad chaque variable x corresponde un et un seul

opérateur Uxa

D'autre part on peut obtenir une telle représentation en mettant

n'importe quelle lettre en téte.

a) supposons que l'expression soit une somme de produits (si c'est
P P

un produit de sommes on passe a b).
EX) =P, (X)) +P, (X)) + ...+ B (Xp),

Pl’ Pz,“u,Pp étant des produits de sommes et Xl’ X2""Xp des ensembles de

variables disjoints. D'apres le lemme II-1 on obtient une réalisation mini-
male de £(X) en additionnant entre elles des réalisations minimales de

P, Pz,..,Pp (Fig. 12),
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1

| T ! - Fig 12.
’PzL_L----E_p_ 0 N

Remarquons que dans ce schéma Pl’ P2,.,.,.,Pp peuvent &tre commutés

de facon quelconque

b) Pk(Xk) (1 = k< p) est un produit de la forme

sl(Yl)° SZ(YZ) o Sq(Yq)

Sl’ SZ’ Sq étant des sommes de produits et Yl’ Y2’°°°Yq des ensembles de

variables disjoints, D'aprés le lemme II-1 on obtient une réalisation minimale

de Pk en multipliant entre elles des réalisations minimales de S,,S S

1°522+++5g
(Fig 13)
,Sl-] _82 "—“_-_Sq’—1 - .Fig 13,
T
Remarquons que dans ce schéma Sl,SZ,M,Sq peuvent &tre commutés

de facon quelconque,

On appliquera de nouveau le lemme & chacun des Si’ et ainsi de

suite jusqu'a ce qu'on n'ait plus que des opérateurs simples : on obtiendra

une représentation minimale ; d'autre part un opérateur UX donné n'est pré-

sent qu'une fois dans le réseau puisque la variable x ne peut se trouver ni

dans deux termes d'une somme ni dans deux termes d'un produit.

Exemple : la fonction

f=(a+bec')yd+ef +ghi+k")

a la représentation minimale suivante :
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Théoréme II-2, Le cofit minimum de réalisation par un réseau U d'une fonction

quelconque est compris entre deux valeurs connues :

- le nombre de lettres dont dépend réellement la fonction (borne

inférieure).

- le coflit en lettres de l'expression en somme-produit-complément

la moins cofiteuse qu'on ait pu trouver (borne supérieure).

La borne inférieure est évidente.

Soit E une expression en somme-produit-complément de la fonction f.
On peut toujours obtenir une représentation de f par un réseau U en repré-
sentant la fonction privilégiée déduite deE par remplacement d'une variéble

écrite p fois par p nouvelles variables écrites chacune une fois.

Exemple : Soit f = blc(a +d) + e a d']
On pourra représenter la fonction privilégiée

f1 = blc(a+d) + e a; dlj

et dans la représentation de cette derniére remplacer de nouveau a, et d1

par a et d'. On obtient le réseau de la fig. 14,

- Fig 14,

qui approche le cofit minimum d'une unité.
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Remarques :

- Le théoréme II-2 permet d'obtenir en général une meilleure appro-

ximation du cofit minimum que la valeur I'(n) calculée au paragraphe A,

- Lorsqu'on est en présence d'une fonction incompléte, une fagon
de procéder commode, et justifide par ce théoréme, consiste a chercher la
fonction compatible avec elle ayant l'expression en somme-produit-complément

la moins cofiteuse - ou m@me & la rigueur la base premidre la plus simple,

- Les réseaux qu'on obtient par application du théoréme II-2 ont
une structure en chafne, autrement dit ils ne présentent d'encombrement que
dans une seule direction, ce qui peut constituer un avantage du point de vue
technologique.

~

B, Recherche d'une méthode conduisant a des solutions moins cof-
<

teuses que A,

L'étude qui va suivre a pour principal but de rechercher s'il est
possible de concevoir une méthode conduisant & des solutions moins cofiteuses
que celle qui consiste & passer par un réseau arborescent, et ceci sans qu'on

perde trop en simplicité et rapidité de calcul.

La méthode que nous avons choisie consiste 3 partir d'une expres-
sion en somme-produit-complément dont on déduit un réseau par application du
théoréme II-2, et & essayer de simplifier celui-ci. Remarquons que les ré-

seaux que nous obtiendrons ne sont plus astreints a priori a vérifier la pro-

priété 4, ce qui constituait pour la méthode précédente une limitation.

Nous donnerons d'abord quelques définitions.

On rappelle qu'une forme p.L.%. est dite irrédondante si aucun de

ses mondmes n'est multiple d'un autre : si my et m, sont deux mondmes de la

forme p.£.4., 11 existe une lettre x telle que



m

i
]
»

e

1

]
8
X

9

(m, p, q étant des mondmes).

Produit de deux formes p.{.{. irrédondantes.

On dira que deux formes p.£.4. sont identiques si tout mondme de

~ 1
1l'une se retrouve dans l'autre avec le méme ordre des lettres .

On appellera produit de deux formes p.4.¢. irrédondantes El’ E2
dans cet ordre, et on le notera E1°E2, la somme des monfmes obtenus en mul-
tipliant de toutes les manigres possibles un mon8me my de E1 par un mondme
m, de E2, avec l'ordre suivant des lettres (si my .m, # 0) : d'abord les
lettres de my dans le méme ordre, puis les lettres de m, non contenues dans

m, dans 1l'ordre qu'elles ont dans .

Exemple : (ab+ab'd) (ca+ca') =abc+ab'dec

2 .
Le produit est aussi une forme p.L.4. irrédondante. En effet,

considérons deux mondmes non nuls du produit

- ou bien ils proviennent de deux mondmes de E, différents,

1

‘ 4 . . . .
my et hy. my + |, est une forme p. 4. irrédondante, soit :

AxB+ Ax'C

1 Sans réduction possible. Ainsi, a b + a b' # a

2 Ce n'est pas vrai si l'une des formes n'est pas irrédondante.
Ainsi, (a + ab) ¢ =ac+abc n'est pas une forme p,4.4,

Signalons d'autre part que le produit n'est pas forcément irréduc-
tible, m@me si les deux formes le sont.

Ainsi, a(b a + b') =a b + a b'
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(A, B et C étant des monBmes). Si on multiplie 2 droite par un monbme de EZ’
on obtient
1
AxB B1 +Ax'C Cl

(B1 et C, étant des mondmes), qui est encore une forme p.%.f. irrédondante.

- ou bien ils proviennent d'un méme mondme de E., soit m Ils
P 1

10

proviennent alors de deux mondmes de E, différents, soient m, et Moo

2

m, +u, est une forme p.4.4. irrédondante, soit :
Ax B+ Ax'C,

1 AxB et m, . A x' C sont non nuls par hypothése.

Soient : A1 le mondme déduit de A par suppression des lettres qui figurent

Les produits m

aussi dans m, B1 et C1 les mondmes déduits de méme de B et C, On a :

' = '
ml.(A x B+ Ax'QC) m A x B, +m A x'C,

qui est encore une forme p.4.4. irrédondante, ce qui démontre la proposition.

Le produit n'est pas commutatif (a.b # b.a) ; il est associatif.

En effet, effectuer (m mz).m3 d'une part, ml.(mz.m3) d'autre part revient

1
dans chacun des deux cas & remplacer par O si une lettre se trouve sous deux
formes différentes, et sinon a4 ne comnserver, parmi deux ou trois lettres

identiques, que celle qui est le plus & gauche, et globalement on obtient le

méme résultat dans les deux cas.

On peut donc écrire El'EZ'E3 sans mettre de parenthéses,
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Formes p;ﬁ.ﬂe amont et aval d'un noeud.

On appellera forme p.f.4. de sortie ou forme p.4.%.amont d'un noeud

i, et on notera Fi’ une forme p.£4.4, de sa fonction de sortie définie ainsi

”

p, si UX est l'opérateur utilisé par le noeud i, avec pour noeuds
i
d'entrée j et k dans cet ordre,
1

r
1l

xi°Fj + X'j°Fk’ au sens des produits de formes p.%.4.

Si Fj et Fk sont des formes p.£.4. irrédondantes, les produits

xi°Fj et x ..Fk en sont aussi, et comme ils ont en téte la m@me lettre sous

J

deux formes différentes leur somme est aussi une forme p.4.%4, irrédondante.
Comme O et 1 sont des formes p.£.L. irrédondantes, on voit qu'il
est ' possible de définir pour tous les noeuds une forme p.£.{., de sortie,

irrédondante et définie de facon unique.

On appellera forme p.4.4,aval d'un noeud i, et on la notera Gi’

une forme p.4.4. définie ainsi

”

si S est le noeud de sortie du réseau,
GS =1 ;
sl hl’ h2’°°°hk sont les noeuds immédiatement en aval de i
< (c'est-a-dire dont i est une arrivée),
k
Gi =;Zi th, dhp,i au sens des produits de formes p.£.L.

1 Car Fj et Fk peuvent contenir x,
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dh 5 étant défini ainsi : soit Ux l'opérateur dont i est une entrée et h
p’

la sortie,

P

x si 1 est l'entrée supérieure

h ,i e
’ ! " " inférieure

d ; sera appelé "transmittance entre hp et i",
De méme que pour Fi on démontre que Gi est une forme p.%4.4,

irrédondante.

Lemme II-3. Soient Fi et Gi les formes p.£.{. respectivement amont et aval
d'un noeud i du réseau : Gi est le coefficient de Fi dans le calcul de la

forme p.£.4. de sortie du réseau ; autrement dit celle-ci est de la forme
F=G,.F, + B,
i*7i i

(Bi = somme des termes ne faisant par intervenir le noeud i).

Le lemme est vrai pour le noeud de sortie S du réseau.

En effet F = FS R
Par définition, GS =1
Et on a bien : F = GS°FS

Considérons un noeud quelconque i et supposons que le lemme soit

vrai pour tout noeud situé en aval de lui.

La forme p.zoz. de sortie du réseau peut s'écrire

F=A F, +B,,
il i

Ai étant le coefficient de Fi dans le calcul de la forme p.£.4. de sortie.
Soient

hl’ h2’°'°hk



les noeuds immédiatement en aval de i

Ai est de la forme,

Ah est le coefficient de di h .Fi dans le calcul de la forme p.£.%4. de sor-
P P

tie, il est donc aussi le coefficient de Fp° Par conséquent

Ah =G d'aprés 1'hypothese,

k
On a donc A, = ZJ G, .d
P:

Gi par définition

d'ot T = Gi°Fi + Bi’ ce qui démontre le lemme.

Théoréme II-3. Soit i un noeud du réseau, j l'un de ses deux noeuds d'arrivée

et dij la transmittance entre i et j. S'il existe un noeud k non en aval de i

vérifiant la relation

(1) Gi,dij.Fj = Gi,dij.Fk

(au sens de 1'égalité des fonctions), on ne change pas la fonction de sortin

du réseau en remplagant j par k comme entrée de i (Fig 15)




- 57 =

En effet, d'aprés le lemme II-3 la fonction de sortie du réseau

est de la forme
F=6G,.F. + B,
i*Ti i
Si j1 est l'autre noeud d'arrivée de i,

F, =d,,.F, +d',..F, , et
1 1] ] 13 )y

F=6,.d,,.F, +G,.d',..F. + B,
i°71i3°7 3 i1 i

D'aprés (1) on ne change pas F en remplacant j par k, ce qui dé-

montre le théoreéme.

Si aprés remplacement de j par k il se trouve que le noeud j n'a
plus de départ sur aucun autre noeud, il sera devenu inutile et on pourra

le supprimer,
Deux problémes se posent quant & 1'utilisation de la formule (1)

1° 1'ordre dans lequel faire intervenir les noeuds i, et le choix
entre j et k. A partir du réseau donné 1l'application de la formule (1) de
toutes les maniéres possible conduirait 2 une famille de réseaux, parmi les~
quels il faudrait prendre le moins cofiteux. L'ordre dans lequel prendre les
i, j, k de facon 2 obtenir un tel réseau le plus rapidement possible dépend
de 1'écriture de départ.

Dans 1'algorithme que nous allons exposer nous choisirons 2 priori

un ordre pour les i, choisi de fagon 2 rendre la méthode la plus simple pos-

sible, et nous modifierons 1'écriture de départ en conséquence ;
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2° il faut pouvoir identifier les deux membres de la formule (1)
en effet ils peuvent &tre égaux au sens de 1'égalité entre fonctions, mais
pas au sens de l'identité entre formes p.£.£., or c'est 1'égalité entre fonc-
tions qui nous intéresse. On peut réduire la comparaison 2 des fonctions plus

simples. Posons en effet

soient mp un mondme de H et R.In (Fj) une forme p.4.4, vérifiant les deux

p
conditions suivantes

v

m .F, =m .R_ (F,) (identité entre formes p.2.4.)
J P mp J

Rm (Fj) ne contient aucune lettre de m
P

On obtient R (Fj) en faisant la somme des mondmes de Fj ayant

P
une intersection non nulle avec mp, puis en supprimant de cette somme les

lettres de mp.

R (F.,) et R (Fk) étant ainsi définis, une condition nécessaire
P P

et suffisante pour que

est que pour tout mpé:H on ait

R (Fj) = Rm (Fk),
p P
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En effet, H Fj = H F,_ équivaut a

k

T N

ou : mp R.m (Fr) = ZJmp R.m (F,)

Les mp étant des mondmes d'une méme forme p.ﬂ.z. sont tous dis-

joints ; cette derniére égalité équivant donc &

R (F,) =R (F ) pour tout m_ €EH,
m.p j m.p k P

Exemple : soient H ab

Fj =acde+ac'de+a'hbd
= 1

Fk e fd+ef'd

Posons my = ab ; on obtient

R (F.) =cde+c"de

m J
1

R (F,) =efd+ef'd

my k

Les deux fonctions sont égales a de, donc

H Fj = H Fk°

Matrice des noeuds.

On appellera matrice des noeuds d'un réseau U la matrice N formée

par les transmittances dij ; 1'élément placé a la i€ ligne et la je colonne

de cette matrice est
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- vide si le noeud j n'est pas un des deux noeuds d'arrivée du

noeud i ;

- égal a dij dans le cas contraire.

La matrice des noeuds permet de caractériser le réseau ; le chan-
gement de connection résultant du théoréme II-3 peut s'effectuer directe-
ment sur cette matrice : remplacer, a l'entrée de i, j par k revient & rem-

placer

d.,. par d%. 0
ij ij

1
d.] par di] = d.] + d.j

Choix de l'ordre.

Les noeuds fonctionnels d'un réseau obtenu & partir d'une expres-
sion en somme-produit-complément étant totalement ordonnés par la relation
<<1 en amont de j <~ , chaque couche possdde un seul noeud et on pourra les
numéroter de la facon suivante : O et 1 : les noeuds d'entrées "O" et "1",

2 : le noeud ayant pour entrées O et 1,...,p : le noeud de p-1 iéme couche.

On appliquera le théoréme ITI-1 successivement & tous les noeuds
de i=2 2 N (N étant le numéro du noeud de sortie) par valeurs croissantes,
ce qui présente l'avantage de n'exiger qu'une seule fois le calcul de Fi

et Gi en chaque noeud,

Algorithme.

a) calculer de proche en proche, en utilisant le lemme III-1, les

Nai=2 (cf note 1),

G, de i
1

1 Gi reste inchangé tant qu'on effectue b) sur des noeuds inférieurs

ou égal a i ; ensuite Gi changera mais on n'en aura plus besoin.



Poser F0 =0, F, =1, i =2,

b) successivement pour les deux noeuds d'arrivée de i :

- calculer H = G, .d,,
i°71j
- s'il existe k, distinct de j et le plus en amont possible, tel

que

H Fj =H Fk’

remplacer d,, par d%. 0 (équivaut & un élément vide).
1] 1]

kT 4 T Yy

1
d, ar d,
ik P i
c) - supprimer de la matrice N toute colonne vide ainsi que la
ligne de m&me numéro, et refaire cela jusqu'a ce que le cas ne se produise

plus

2
- calculer F, =d,, .F +d,. .F ,
i 1k1 k1 1k2 k2

k1 et k2 étant les noeuds d'arrivée de i déterminés en b)

- si i=N 1'algorithme est terminé ; sinon poser i=i+l et revenir
en b)

Remarque : Le choix de l'ordre des i et celui du noeud k le plus
en amont sont arbitraires ; cependant ils sont justifiés moyennant une écri-

ture convenable de départ.

2 Fi ne changera plus par la suite.
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1'écriture f =ade+a'bed

conduit au réseau et a4 la matrice des noeuds :

N WLy N o

b) et c)

2

0
e Ll S T S e
0 0

a a'
d d'
e' : e
a' a
b b'
e e'
d d

a) calcul des G, (par la formule du lemme III-1)

G8 =1
G7 = a
G6 =ad
Gy = a'+ad +ade'
G4 = a'
G3 =a'b
: G2-= a'b e

: les calculs sont effectués dans le tableau de la page suivante.
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On aboutit finalement & la matrice des noeuds suivante (ot 5, 6 et 7

ont disparu)

8 4 3 2 1 0

8 a'

4 b b!
3 e e'
2 d d'

Conclusion :

- Choix d'une écriture de départ : il est impossible d'énoncer
une régle générale, et nous retiendrons seulement qu'il y a intérét a ce
1 . . .
que deux sommes = qui se suivent commencent ou terminent par le méme grou-

pe de lettres.

Exemple : soit

E=ab (ctf+dte) + (a+h) [c(d+e) + £ de] +c £d e

Cette écriture est bonne puisqu'elle conduit & un réseau de cofit

11 (probablement optimal).

De méme, 1'expression

E =a(b+d c) + g c + (g+f) d e

donne avec l'algorithme le cofit minimum.

1 Dans le cas le plus fréquemment utilisé d'expressions en sommes

de produits.
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- Comparaison avec la premiére méthode. Cette deuxiéme méthode
ne présente d'intérét qu'a partir de 6 ou 7 variables : en effet, en des-
sous de ce chiffre on a des réseaux assez simples et pouvant &tre obtenus
beaucoup plus rapidement & partir d'un réseau arborescent. Il semble en par-
ticulier que pour toutes les fonctions de 4 variables le passage par un ré-
seau arborescent conduise & une solution optimale - et la méthode exposée
dans ce paragraphe est alors inutile. A partir de 7 variables cette deux-
ieéme méthode peut devenir plus intéressante au point de vue cofit ; c'est

le cas par exemple de la fonction

f=abc+ab'" (d4c' e) + £ c' e

Le passage par un réseau arborescent conduit a un cofit minimum
égal & 8, tandis que l'algorithme appliqué & cette expression donne un ré-
seau a 7 opérateurs seulement.

L'inconvénient de cette méthode est d'&tre longue et peu explicite
quant au choix de la meilleure écriture de départ : on ne pourra 1l'appliquer
qu'a des fonctions dont on posséderait une expression simple en somme-pro-
duit-complément, mais dans le cas général il y a intér8t a passer par un

réseau arborescent,
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CHAPITRE III

ROLE DE LA DECOMPOSITION :

- dans la synth&se d'une fonction par un réseau U

- dans la synthése d'une fonction par un réseau Ul'

Ce chapitre est le seul oll nous ferons mention de l'opérateur

U1 =XY+X'Z

a trois entrées quelconques réalisées par des opérateurs U,. Son étude

1°
générale est en effet compliquée par le fait qu'il n'y a plus d'influence
monotonne d'une sortie de noeud sur une sortie de noeud située en aval

aussi les méthodes directes de synth2se exposées au chapitre suivant ne sont-

elles plus applicables telles quelles.
C'est pourquoi nous bornerons l'étude de cet opérateur & 1'examen
des avantages qu'on peut en tirer dans le cas d'une décomposition disjointe

de la fonction.

1° Réseaux U,

Nous étudierons le cas d'une décomposition disjointe simple, ol

la fonction posséde une expression de la forme :

(1) ox,v) = ${gx,Y]

X et Y étant disjoints,
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Une question d'un grand intéré&t pour 1l'étude de la synthese
d'une fonction par un opérateur donné est celle de savoir si la présence
d'une décomposition disjointe sur la fonction peut faciliter la recherche
de sa synthése optimale. Pour l'opérateur U nous ne pouvons répondre que
dans trois cas particuliers

1° celui du lemme II-1 relatif & la forme

F(X,Y) = g(X) + h(Y) (ou : g(X).h(Y))
(X,Y disjoints)
2° celui du théoréme I-1 relatif 2a
F(z,X,Y) = z g(X) + z' h(Y)
(X,Y disjoints, et z est une variable simple) ;
dans ces deux premiers cas la recherche de la synthése minimale de F se
raméne & celle d'une synthése minimale de g et d'une synthése minimale de h.

3° celui ott la fonction g(X) est privilégiée pour 1l'opérateur U :

Théoréme V-1. (LAPSCHER)

Si une fonction peut s'écrire sous la forme (1) ol g(X) est une
fonction privilégiée pour U, alors 1l existe une synthése de la fonction
¥(g,Y) (ot g est une variable simple) qui donne une synthése optimale de &
par substitutioﬁlUé*Rg, Rg étant une synthése optimale de g.

[y

1 cf chapitre II, paragraphe B1
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N . N ) 2
Le théoréme s'étend en fait & un opérateur quelconque comme
s

le montre la démonstration :

Partons d'un réseau R' réalisant ©(X,Y) et montrons qu'il est

toujours possible de trouver un réseau R réalisant v et tel que

- son cofit soit au plus égal a celui de R'
- il existe un réseau Rwréalisant V(g,Y) dont R se déduise par

substitution U —°R .
g g

Soit a une variable de X et Xa un ensemble de valeurs particu-

liéres des autres variables de X tel que0

='\.
gla,x_ ) =3 ,
(o]

d désignant soit a soit a' R Xa existe si g dépend effectivement de a, et
1'ensemble {fao (tel que ﬁb = 1), X ¢ est appelé "point frontigre de g(X)

associé 2 la variable a.
Si les variables de X prennent ces valeurs, (X,Y) devient égale 2

v (2,Y)
= ¢ (g,) si on pose g = &

et le réseau R' se transforme en un réseau R¢ réalisant & sa sortie la fonc-

tion ¥(g,Y) ; notons qu'en vertu des identités

i

U, (z,T) Z

U, (z,T) = T,

2 cf Bibliogr. Réf., 8.



=69 =

ce réseau R‘lI ne comporte plus d'opérateurs UX (xiE.X), et que le nombre
i

d'opérateurs Uy (in'Y) n'a pas augmenté dans cette transformation.
i

Faisons maintenant sur R, la substitution Ué* Rg, R$ se trans-

]
forme en un réseau R réalisant Y[g(X),Y] c'est-a-dire ©(X,Y). Le passage de

R' & R n'ayant pas fait augmenter le nombre d'opérateurs Uy (yie Y), il
.i "

nous suffira de démontrer qu'il en est de méme pour les opérateurs UX (xieIX)
' i

a condition de choisir convenablement a parmi les variables de X.

Soient : 4 le nombre de variables de X, et
Dy Dys oee 5 T

le nombre respectif d'opérateurs

dans R', Soit

Choisissons a = X, tel qu'il y ait n, opérateurs UX . Dans le ré-
i

seau R que nous obtenons le nombre d'opérateurs UX (Xké X) est égal é'ﬂ.ni
’ k

puisque g(X) a pour cofit £,



o ?0';

On a (2) ;Z. n =4 n,
1<R54 k i

donc le passage de R' &2 R n'a pas fait augmenter le nombre d'opérateurs

Ux , ce qui acheéve la démonstration.
i

Corollaire 1 : dans un réseau minimal réalisant ®(X,Y) = ¥{g(X),Y] le nombre

d'opérateurs U_ (XiE X) est le méme pour tous les x,.
i

En effet si ce réseau R' est minimal on doit aboutir en (2) 2

une égalité, qui n'est possible que si tous les o, sont égaux a n,.

Corollaire 2 : si aux hypothéses du théoréme on ajoute 1'hypothése suivante

sur ¥ : << il existe une synthése optimale de ¥(g,Y) & un seul opérateur

Ug’ >> alors on peut affirmer que cette synthése donne par substitution

Ug* Rg une synthése optimale de @.

En effet, soit R¢ une telle synthese optimale de ¥, & un seul
opérateur Ug et n, opérateurs Uy (yiE‘Y) ; elle donne par substitution
i

Ué* Rg une synthése de cofit

c =4 + ny-

‘Toute autre synthése de ¥, 2 n'g opérateurs Ug et n v opérateurs

UY’ donne par substitution Ué* Rg une synthése de cofit
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Comme RW est une synthése optimale de ¥,

[} 1 =
n . +n ¥ 1+ nY

et, comme n' = 1,
’ g

4 n! [ A
ng+n +nY

Exemples :
1° Soitp =ab (c +de) + (a' +Db') d' e
Posons gla, b) = ab ; il vient
o =gla, b).(c +de) +g'(a, b). d' e
= {{g(a, b), c, d, e]
avec y(g, c, d, e) = glc +de) +g' d' e

Le cofit minimum de synthése de § est = 5. En effet
4(g, 0, d, 1) =g d+g'd

Cette fonction a un coft minimum de synthése égal a 3, donc le

nombre total d'opérateurs (Ug ou Ud) d'un réseau réalisant { est au moins

égal 3 3, et comme § dépend aussi de ¢ et e le nombre total d'opérateurs

~

est au moins égal a 5.
La réalisation suivante de { est donc optimale :

1

5 TR0
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Ce réseau ne comporte qu'un opérateur Ug’ g = ab est privilé-

giée, par conséquent le théoréme s'applique, ainsi que le corollaire 2

par substitution Ué* Rg on aboutit & une réalisation optimale de ® qui est

la suivante :

alb+cd £+ a'leb' (¢' +d') £+ e']
b+c¢cd; il vient

2° Soit o

Posons g(b, c, d)
\li(a, g, £, e)
et ©

agf+a' (eg' f+e")
v(a, b,+ cd, £, e)

¥ a un colt minimum de synthése au moins égal 2 5 :

en effet {(a, g, 1, 1) =a g +a' g',

et on fera le m&me raisonnement qu'au ler exemple.

La réalisation suivante de { est donc optimale :

- Fig 1.

On vérifiera qu'il est impossible de trouver une synth&se optimale

de ¥ a un seul opérateur Ug' On ne peut donc appliquer le corollaire 2,

Comme g = b + ¢ d est privilégiée on peut appliquer le théoréme :

il suffit de chercher la synthé&se de ¥ qui conduise par substitution Ug* R

a4 la synthese la moins cofiteuse de w}
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Celle de la figure 1 conduit 2 une synthése de cofit
6 + 2(3-1) = 10 opérateurs.

Cherchons s'il existe une synthese de | conduisant 2 une synthése
de ® moins cofiteuse. Il n'est permis d'espérer de gain qu'en diminuant le

nombre d'opérateurs Ug dans la synthése de ¥ ; on vérifiera que si 1l'on im-

pose un seul opérateur Ug la synthése la moins cofiteuse de { est la suivante

(Fig 2).

Par substitution Ué* Rg on obtient une synth&se de ® de cofit

7 + (3-1) = 9 opérateurs.
c'est donc cette solution qui conduit 2 la synthése optimale.
On voit sur cet exemple qu'une synthése optimale de ¥ peut ne pas
conduire 2 une synth&se optimale de ¢, Néanmoins si la fonction ¥ n'est pas

trop compliquée il est encore assez facile de trouver la synthése optimale,

Nombre de fonctions privilégiées pour U.

Ce nombre est assez faible, comme le nombre le tableau suivant

pour un nombre d'arguments allant de 1 a 5,
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Nombre de types

Nombre de types

Nombre de types

f n f non dégénérés f privilégiés pour unef privilégiés pour U E
, , expression en S-P-C : ,
1 1 1 1
2 3 2 2
3 16 4 5
4 : 380 10 18
5 : 1227756 24 45 < N(5) < 152

Obtention des bornes pour m = 5

soit f = x Y + x' Z, on obtient

une borne inférieure en comptant le nombre de types pour lesquels Y et Z

sont privilégiées et n'ont aucun argument en commun, et une borne supérieu-

re en comptant le nombre de types pour lesquels Y et Z sont privilégiées.

Pour
vilégiées pour

complément. Ce

pour

pour

n £ 4 on constate qu'il n'y a que 9 types de fonctions pri-

U tout en ne 1'étant pas pour une expression en somme-produit-

sont

Xy
X +
x(y
Xy
Xy
X t
X t

X t

x(y

<+

N

+ o+ + + o+ o+

x' z

z+y't
+y't)

x'(z + t)
x'zt

x' y(z + t)
x'(y + 2z t)
x'(y z +y' t)
t) +z t
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Contre exemple au théoréme V-1 pour g(X) quelconque.

Soit ® = (ab)® c® d.

On peut poser g(c, d) = ¢® d ; il vient alors

® = (ab)®glc, d)

Le théoréme ne s'applique pas puisque la synthése de g exige au
minimum 3 opérateurs ; nous allons montrer qu'effectivement 1'énoncé est
faux dans lé cas de cet exemple.

Toute représentation par un réseau U de

t(a, b, g) = (ab)® g

exige au minimum :

- soit deux relais Ua et deux relais Ub si on ne veut qu'un re-

lais Ug (cf Fig 5).

- soit deux relais Ug si on ne veut qiun relais Ua (ou qu'un re-

lais Ub) (cf Fig 6).

- Fig So - Fig 6o
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Le colit minimal de synthése de g = ¢ ® d étant 3, si on fait la

substitution U~ R :
g g

- la figure 5 conduit pour F & une synthése de cofit : 7 opérateurs

- " 6 " " " " : 8 opérateurs

Or ni 1'une ni 1l'autre ne donne la synthese optimale, puisqu'il

existe pour F la synthése suivante (de cofit 6)

- Fig 7.

Il n'existe donc pas de synthése de | conduisant par substitution

Ué* Rg a une synthése optimale de la fonction donnée.

Conclusion :

On remarque le réseau de la figure 7 ne différe que du réseau
auquel conduit la figure 6 que parce que le sous-réseau qui réalise g utilise
des résultats intermédiaires du sous-réseau qui réalise g'. C'est cette pos-
sibilité de mise en commun de résultats intermédiaires entre plusieurs ré-
seaux Rg qui invalide 1'énoncé du théoreme si g est quelconque. Un énoncé

général serait alors le suivant

si une fonction de n variables peut s'écrire sous la forme (1),
alors il existe une synthése de {(g,Y) conduisant par les deux opérations

suivantes
-~ substitution Ué*R

- mise en commun de résultats intermédiaires entre les différents

Rg obtenus, & une synthése optimale de @,
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N'étant pas assuré de 1'exactitude de cet énoncé, nous nous con-
tenterons de le poser comme hypothése, car méme s'il s'avérait exact, le fait
qu'il ne fournit pas de moyen direct d'arriver 3 une synthése optimale le
rendrait assez difficilement exploitable.

Il en est tout autrement si l'on utilise 1'opérateur U comme le

1:
montre le paragraphe suivant

2° Réseaux U1 =XY +X'7Z,

Si 1'on autorise 1l'opérateur Ul’ une maniére de réaliser
»(X,Y) = ¥[g(X),Y]
est de réaliser séparément

Vv (g,Y) par un réseau R¢

et x) " R,
& g

puis, au lieu de faire la substitution Ug—-'Rg du 1°, de remplacer comme
premiere entrée de tous les opérateurs Ug la variable g par la fonction de

sortie du réseau Rg°

Cette fagon de procéder n'est évidemment intéressante que si le

réseau R, comporte plusieurs opérateurs Ugo

¥

Avec 1l'exemple n°2 du précédent paragraphe et la synthése de
¥(g,Y) de la Fig 3, 1'utilisation de 1'opérateur Uy conduit a la synthése

de F suivante :
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&

et permet le gain d'un opérateur.

Un schéma analogue montrerait que le colt de réalisation par

Ul de g(X) ® h(Y) est inférieur ou égal a

1 + somme des cofits de réalisations de g et h.

De m@me l'estimation de la borne supérieure du colit par le nombre
de lettres d'une expression en somme-produit-complément peut &tre améliorée

par la remarque suivante :

si k sous-expressions de cette expression sont identiques, on peut
ne construire qu'un seul réseau qui les réalise et dont on utilisera la sor-

tie comme entrée dans le réseau principal de k opérateurs Uln

Ainsi, 1'expression suivante

F=ab(hcd+e+£fg)+hcd((db+e+£fg)

contient 15 lettres. Les deux sous-expressions

hecd
et e+ fg

s'y trouvant chacune deux fois, l'introduction de deux relais U1 permet

d'abaisser le cofit ‘4 la valeur

7 +2Xx-3=13
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CHAPITRE 1V

CHOIX D'UNE METHODE PRATIQUE DE SYNTHESE

Nous avons donné au cours des trois précédents chapitres divers
résultats théofiques pouvant conduire & des méthodes de résolution du pro-
bléme de la synthése par 1'opérateur U. Leur disparité fait qu'il est impos—
sible d'en tirer une méthode unique, aussi seront amenés 2 énoncer en parti-
culier deux méthodes - dites "algébrique" et "géométrique" - de passage par
un réseau arborescent optimal auquel on applique ensuite la régle de réduc-
tion du chapitre II ; nous y adjoindrons la méthode générale de syntheése
d'une fonction par des opérateurs croissants ~dite aussi méthode "par le bas" -

proposée par M. Kuntzmann 1°

Nous montrerons enfin que la plus commode au point de vue pratique
est la méthode algébrique a laquelle on applique la r2gle de réduction, et

nous l'utiliserons pour traiter quelques fonctions de 4 variables.

Nous laisserons de c6té parmi les diverses considérations des pré-

cédents chapitres

- d'une part celles relatives au passage par une expression en
somme-produit-complément : il s'avdre en effet qu'elles se prétent diffici-
lement & une méthode générale a cause de la difficulté de trouver par pro-

gramme une expression de départ idéale,

1 cf Bibliogr. R&f 6 pp 227 - 279
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- d'autre part le chapitre III relatif & la décomposition : en
effet dans le cas général ot une fonction n'a pas de décomposition disjoin-
te il resterait & prouver qu'il est intéressant d'appliquer le principe de
substitution énoncé dans ce chapitre & certaines décompositions partielles

. 5 . L1
choisies ‘d'aprés des critéres donnés .

A - Détermination d'un réseau arborescent optimal,

1° Méthodes de synth&se "par le haut'.

Les deux méthodes qui suivent s'appuient toutes deux sur la pro-
priété fondamentale des réseaux arborescents : << un réseau arborescent op-

timal est formé de sous-réseaux arborescents optimaux. >>

Sur le reste elles n'ont pas de point commun car elles font appel
a3 des traitements de calcul différents dans la forme : l'une traite des po-
lyndémes, 1l'autre un tableau, c'est pourquoi une combinaison des deux ne se-
rait pas rentable au point de vue calcul en machine ; elles ne sont pas avan-
tageuses dans les mémes conditions : la méthode dite "algébrique" est d'au-
tant plus intéressante que la fonction, ou son complément, a peu de points
représentatifs ; si au contraire le nombre de points représentatifs est du
méme ordre pour la fonction et son complément il est plus simple d'utiliser
la méthode dite "géométrique" qui n'utilise qu'un simple tableau, mais par

ailleurs on est limité au point de vue encombrement,

a) Méthode algébrique

Elle part de la représentation canonique de la fonction f 2 réa-

liser et s'appuie sur les trois remarques suivantes

1 On pourra consulter & ce sujet la thése de M. Pichat

<<pécomposition des fonctions Booléennes>> Grenoble, 1966.
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1. si f est indépendante de X, cette variable n'intervient dans

aucune représentation optimale de f.

2, si deux variables X et %8 sont telles que dans £ X, soit
"équivalente" soit a X, soit a xé , & tout réseau réalisant f et ayant

X, en téte correspond un réseau de méme colit réalisant f et ayant X, en

téte. Il est donc inutile d'essayer ces deux variables & la fois comme va-

riables de téte 1.

On rappelle que dans f x, est dite équivalente & x, si

k )
et on note x, = gz .

La relation

anj gz < xk = X£ ou X

est aussi une relation d'équivalence qui définit sur 1'ensemble des varia-

bles K classes distinctes qu'on notera Cl’ C2,.,., Ck 5

3. d'apreés le théoréme I-1, si f = U X 9 ¢1 et si @1 et ¢1 dé-

pendent effectivement de deux ensembles disjoints de variables, il suffira

de chercher les représentations optimales de f ayant X, en téte,

1 La remarque 2 permet de résoudre quasi instantanément certains

cas tel que celui de la fonction clé de parité.
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Méthode : & partir de la représentation canonique on écrit la fonction sous

les k formes successives (cf Remarques 1 et 2)

£=Ux ¥ ‘”1 (xle C, et cnl#\bl)
=7 %, ®2 ¢2 (x2 e C2 et $2 # ¢2)
=Ux O b (g €0 et B F )

- si K=1 et si (wl =1 ; Wl = 0) ou (wl =0 ; ¢1 = 1) la forme

U Xy @1 ¢1 est optimale et a pour colit 1 ; sinon ¢

- s'il existe X, € Ci tel que les variables dont dépendent effec-
tivement @i et Wi forment deux ensembles d'arguments disjoints, d'aprés 3.

le probléme se raméne & la recherche des formes p.£.4. optimales de deux

fonctions de n-1 variables, mi et wi’ et le cofit pour f sera égal a la som-

me de leurs cofits + 1 ;

- sinon il faudra chercher : la forme p.2.%4. de plus faible cofit

ayant x; en téte, de méme pour Xoseocs de méme pour Xys et comparer les cofits

des K formes p.L.L. obtenues : le probléme se raméne donc & la recherche des

formes p.£4.4. optimales de 2 K fonctions de n-1 variables.

Exemple :

Soit f=abcd+abecd +abec'd+a'"becd+a'bdb'cd
Il v a 3 classes distinctes
arud, b, c

® =bcd+bcd +bc'd

¢ =bcd+b"cd



—_ 1 ]
Wb a' ¢ d
¢C =abd+abd" +a"bd+a'bt d
WC =abd

La remarque 3, ne s'applique & aucun couple (mi, ¢i)o I1 faut donc

étudier les 6 fonctions séparément,

- dans ©,s d'aprés 3, il suffit de mettre b en téte, puis c d'aprés

2, Une forme P.L.L. optimale de ®, est donc

+bc' d, de cofit Cﬁva) =3

- dans ¢a, d'aprés 3. il suffit de mettre c en téte, puis b d'a-

prés 2. Une forme P.L.L. optimale de ¢a est donc

¢a = c¢cbd
+c¢cb' 4d', de cofit C(¢a)

I
>~

- dans Py amcwad. On peut par exemple commencer par a et prendre

¢ pour deuxiéme lettre :

+ a' c d, et C(@b) =5



wb =a' cd', et C(¢b) =3

- dans wc, on a 2 classes : b, amnm d

avec b en téte : wc = b a

+b a'd

+ b a' d' (cofit 5)
avec a en téte : @C = ab

+a' bd

+a' b' 4 (cofit 5)
donc C(@C) =5
-dmwﬂ%, amnbad

¢C=abd et c(¢c)=3

On constate qu'il faut mettre en téte a, car

C®,) + W) =7

C(mb) + c(‘vb) c(coc) + c(q;c) =8

Le cofit minimum de synthé&se arborescente est 7 + 1 = 8 ; on l'ob-

tient par exemple avec

f

abec
+abec'd
+ a' cbd
+ a' ¢ b' d'
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La régle de réduction appliquée 2 cette forme p.£.L. donne un cofit
égal a2 7 (la lettre d est mise en commun). On peut démontrer - en effectuant
des réductions sur certaines variables comme nous 1l'avons fait sur les exem-
ples du chapitre III - que le cofit d'une synthése quelconque de cette fonc-

tion est supérieur ou égal 3 6,

b) Méthode géométrique

Cette méthode est basée sur le théoreme I-2 du chapitre I :
<<si une fonction f non égale & une constante est telle que les fléches de
longueur 2 croissantes par rapport & f ou bien n'existent pas, ou bien sont
toutes non décroissantes, ou toutes non croissantes par rapport & une va-
riable X5 alors il existe un ordre lexicographique local ayant pour premié-

re lettre x; et optimal par rapport a f.>>

On peut appliquer ce théoréme comme suit : soit f(xl, X2""xn)
la fonction, et Mf(xl’ X2’°°'xn) une matrice dont les éléments non vides

sont des couples de lettres, formés de la fagon suivante

- & chaque point représentatif de f correspond une colonne de Mf,

et & chaque point non représentatif une ligne.

- a toute fléche de longueur 2 joignant un point non représentatif
P & un point représentatif Q il correspond, & l'intersection de la ligne et
de la colonne correspondantes, les deux variables par lesquelles les deux

points différent, sous la forme qu'elles ont dans Q.

Avec l'exemple du 1°,
f=abcd+abcd +abc'd+a'bcd+a'b'ecd,

on obtient la matrice M(a, b, ¢, d) représentée figure 1.
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Interprétation du théoreéme.,

Si dans Mf(a, b, ¢, d) une variable donnée ne se trouve que sous

une seule forme (la variable ou son complément), il existe un ordre lexico-

graphique local dont elle est la premidre lettre.

a'b'cd' a'bcd abe'd abecd' abed
a'b'e'd' : : : :

a'db'c'd 5 c,d’ b,c ) a,b ’

oo
oo
°

oo
°

a'b'e d : : : : : a,b :
a'b c'd' b',c c,d ; a,d ; a,c ; :
a'b c¢'d : : : : : a,c :
ab cd' i : : ©oaa
: : : : : : - Fig 1.
ab'c'd' a',c : b,d : b,c : :
ab'e'd : ; ; o b,
ab'c d' : : : : b,d :
ab'ed ' a',d" ! a'y5b ° b,e' b,d' .
a'b c'd' : : : : c,d :

oo
oo

Remarquons que cette matrice peut &tre utilisée pour la recherche
non seuleieiit de la premidre lettre de 1'ordre 4.4. optimal, mais aussi des

lettres suivantes., En effet :



Soit f(a, b, ¢, d)za® + a'¥ ; la matrice %p(b, c, d) n'est autre
que la matrice déduite de Mf par suppression de toutes les lignes et colon-

nes des points ol a=0 ; de méme, M, (b, c, d) est la matrice déduite de M

] f
par suppression de toutes les lignes et colonnes des points ol a=1,

Partant de M_, la méthode géométrique de recherche d'un ordre £.4,

f,
optimal se résume de la facon suivante

- si Mf a 0 colonnes, £=0 ; si M_ a 0 lignes, f=1 et dans les deux

£

cas le cofit minimal de réalisation de f - qu'on notera C(f) - est nul.

- si M_ est monotonne par rapport & une variable x,, d'aprés le
f i

théoréme I-2 le probléme se raméne a 1'étude des deux fonctions %, et Wi
données par f = X, ®i + x'i wi’ c'est-a~dire & 1'étude de deux matrices

extraites de Mf, et on aura : C(f) = C(wi) + C(¢i) + 1,

- sinon, il faudra chercher : une réalisation optimale de f avec

X, en téte, puis avec x, en t8te, etc..., enfin avec X en t8te, et comparer
1 2 3 s n s

leurs cofits respectifs ; C(f) sera égal au plus petit d'entre eux ; le pro-

bléme se raméne donc & 1'étude de 2 n matrices extraites de M._.

f
Conclusion :

La méthode géométrique est plus simple que la précédente au point

de vue calcul ; cependant, & cause des dimensions de la matrice M_ - qui

f
peut contenir jusqu'd 10 000 éléments pour 8 variables - la méthode géomé-

trique n'est pratiquement applicable qu'a un nombre de variables assez res-

treint, ce qui n'est pas le cas pour la méthode algébrique : nous considére-
rons donc celle-ci comme la plus sfire dans le cas général (et pour une fonc-
tion compléte), compte tenu d'ailleurs de la méthode "par le bas" qui va

é&tre exposée.
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2° Méthode de synthese "par le bas",

Nous terminerons cette étude par 1'exposé, dans le cas arborescent
puis dans le cas quelconque, d'une méthode de synthése applicable 2 n'impor—
te quel opérateur croissant mais aussi & U - bien que cet opérateur ne soit
pas croissant par rapport & sa premiére entrée - : comme nous le montrerons
sur un exemple cette méthode est beaucoup moins rapide que la méthode algé-
brique, et nous n'en exposerons le principe que parce-qu'elle présente 1l'a-
vantage de s'appliquer aussi aux fonctions incomplétes, et que dans le cas
du réseau quelconque elle est la seule qui permette d'obtenir une synthése

optimale,

Principe :

La méthode consiste a construire un réseau de cofit minimum en com-
mengant par les noeuds les plus en amont, la progression vers 1'aval se fai-
sant par sélection, entre toutes les solutions possibles, de certaines dont
on sait qu'au moins 1l'une d'entre elles conduira & la solution optimale ;

le principe de cette sélection repose sur le théordme suivant

Théoréme IV-1,

Soit ®(X) une fonction (qui peut &tre incompléte) ; si dans un ré-

seau d'opérateurs croissants, ou un réseau U, on remplace une sortie fi par

une autre fonction fi vérifiant
n)
(1) fi(X) = (X)) = fi(X) = p(X),

alors, si le réseau par ailleurs n'est pas changé, toute sortie f, en aval

n
de fi sera changée en une fonction fj vérifiant

fj (X) = 0(X) => '}f’j(x) = (X)
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En effet fj peut s'écrire

fj = A fi + B

(ot A et B sont indépendants de fi)’ et cecl aussi bien pour U que pour un

opérateur croissant (propriété 3),

LY
Si fi est changée en fi et si le réseau par ailleurs n'est pas

changé, fj est changée en

~N
£,

h| i
I1 s'agit de montrer que
n

Af(X +B=0X = AL +3=0X ;

la propriété est évidente pour B=1 ou A=0 ; pour A=l et B=0 elle se réduit 2
oy,

£, =0 = £ @ =0
qui est bien exacte d'aprés 1'hypothese.
Corollaire : si un réseau d'opérateurs croissants, ou un réseau U, réalise 3

sa sortie une fonction ¢, il la réalisera encore si on remplace une sortie

£, quelconque d'un noeud de ce réseau par une fonction fi vérifiant (1),

C'est en effet 1'énoncé de théordme dans lequel on remplace fj par .

Application aux réseaux arobrescents.

Supposons qu'un réseau arborescent R formé d'opérateurs croissants,

ou d'opérateurs U, et réalisant une fonction ®(X) contienne un sous-réseau
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Ri’ de cofit cy et de sortie la plus en aval fi’ tel qu'il existe un autre

P Pl M ]
réseau arborescent formé des mémes opérateurs Ri’ de cofit ¢y et de sortie

la plus en aval fi’ réalisant les conditions suivantes :

- d'une part la relation (1)
LY
(&

v
- d'autre part ¥, < c,, ou ., =c, et £.(X) # £,(X) pour au moins
i i i i i i

un X avec ©(X) # 0 ;

Y
alors, d'aprés (1) et le théoréme IV-1, si on remplace R, par R, R sera

n
changé en un réseau R réalisant lui aussi ©(X), et le cofit de R sera infé-
rieur ou égal & celui de R (ceci étant dfi au fait que le réseau est arbores-

cent -c'est-a-dire que Ri n'est rattaché 3 R que par sa sortie fi)°
On dira que Ri est améliorable par rapport a .

I1 résulte de ceci et du corollaire du théoréme IV-1 qu'il existe
un réseau arborescent de cofit minimum réalisant ¢(X) et tel qu'aucune de ses

sorties ne soit améliorable par rapport & cette fonction.

Pour obtenir un réseau arborescent de cofit minimum, il suffit donc
de former, en partant des entrées 1 et O et pour les cofits successifs
1, 2, 3 ... tous les réseaux non améliorables qui existent ; ayant obtenu

ceux de cofit k-1 on obtient ceux de cofit k par l'opération U x fi fj (dans
le cas de U), x étant une variable quelconque, fi et fj des sorties de ré-

seaux non améliorables dont la somme des cofits est k-1, On compare ces nouvel-
les sorties a toutes les sorties déja obtenues et on ne garde que celles qui
sont non améliorables., Remarquons que si deux réseaux de méme cofit ont des

n
fonctions de sortie égales (gi =c, 3 £, = fi)’ on pourra n'en garder qu'un,

i i
. par exemple le premier qui a été calculé ; on dira donc par extension que le

second est "améliorable".
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Le moyen de comparaison des fonctions entre elles est le tableau
de vérité a 2" lignes correspondant aux différentes valeurs possibles des
variables. Remarquons & ce sujet qu'un réseau d'opérateurs croissants (par
rapport & toutes leurs entrées) a ses sorties toutes croissantes par rapport
aux variables d'entrée du réseau, et qu'on démontre & partir de 1la qu'il
suffit de ne garder parmi les 2" lignes que celles qui correspondent aux

. fs s e e N . s g
points caractéristiques de 1 et de 2  espéce de la fonction & réaliser.

Cette réduction n'est pas valable pour l‘opérateur U, et on est
obligé de garder toutes les lignes si 1'on veut &tre sfir d'aboutir 2 un
réseau optimal (dans les exemples qui seront cités plus bas, nous ne 1'avons

pas fait afin de simplifier les calculs).

Il est commode de caractériser toute fonction fi par une fonction
g; ne différant d'elle qu'aux points ol ®=0, les valeurs que prend g; en ces
points étant les compléments des valeurs qu'y prend fio Le fait que fi est

LY
améliorable par fi se traduit alors par

ou : c, =

Si 1'opérateur est U, la fonction 8 correspondant a

fk =0 x fi fj

est donnée par

U x 8; gj en un point ot =1

" " " =
U x gj 84 =0
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Afin d'éviter un trop grand nombre de comparaisons on peut ad-

joindre au tableau principal formé par les fonctions g; un "tableau d'éli-

mination" que 1l'on forme ainsi :

- initialement il formé des 8; correspondant aux fonctions de
coit O, c'est~a-dire O et 1 dans le cas de U, les variables simples dans le

cas des opérateurs croissants.

- chaque fois que 1'on a calculé une fonction & - a partir de

deux fonctions 8 et gj non améliorables situées dans le tableau principal

- on la compare a toutes les colonnes du tableau d'élimination

Si elle est inférieure ou égale 2 une colonne de ce tableau on ne

la met pas dans le tableau principal et on passe a la suivante ;

Si elle n'est inférieure ou égale 3 aucune colonne de ce tableau
on la met dans le tableau principal et on 1l'ajoute au tableau d'élimination,
puis on raye de celui-ci les colonnes qui lui sont inférieures. On dispose
ainsi & tous les stades du calcul d'un tableau d'élimination complet et non

redondant.

- enfin, quand toutes les colonnes de cofit k donné ont été envi-
sagées, certaines doivernt &tre rayées du tableau principal par le fait qu'elles
sont inférieures ou égales 2 une colonne écrite aprés elles. Pour cela il
suffira de reconsidérer 1'une aprés 1'autre toutes les colonnes de colit k

inscrites dans ce tableau

si une telle colonne se trouve non rayée dans le tableau d'élimi-
nation, la garder dans le tableau principal (elle est non améliorable) sinon

la rayer aussi dans le tableau principal,
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Application a 1'opérateur U.

Les considérations a), b), c) permettent d'apporter des simpli-

fications dans le cas de l'opérateur U.
a) la fonction de sortie de tout noeud d'un réseau U arborescent
de coflit minimum réalisant une fonction ¥ croissante par rapport 3 une varia-

ble donnée est non décroissante par rapport & cette variable. En effet

soit fi une sortie quelconque, ©® peut s'écrire

® = A fi + B,

olit A et B sont disjoints et A et fi sont des fonctions n'ayant aucun argu-

ment en commun (propriété 4).

on a p(Aa=1) = fi

Si @ est croissante par rapport 2 une variable donnée, ®(A=1) est

non décroissante par rapport & cette variable et il en est de méme de fi‘

Conséquence : si la fonction & réaliser est croissante par rapport a la va-

riable x, nous ne garderons parmi tous les sous-réseaux Ux(fi,fj) qu'on peut

envisager que ceux pour lesquel fi > fj.

b) si fi ou fj a pour argument X, il est inutile d'envisager 1la

fonction UX fi fj : celle-ci est en effet améliorable d'aprés la propriété 4,

c) soit fk = Ux fi fj et g, sa fonction associée. On posera
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Si ¢ est la fonction & réaliser, on posera aussi

g . = fonction associée 2 U £, @
XK x i

g S = " n n

e: VX | UX ® fj

gxij’ By itp et gX$j sont liées entre elles par la relation

2 Byt 7 Bxip' Bupy

qui permet de calculer 8y a partir de g8 et gj.

Démontrons (2).

En un point ou =1

= ' = !
gxﬁ$ UX fi ) X fi + X
., =T f.=x + x' f,
Expj ® ]
- : 1
et gxﬂm° gX$j X fi + x fj
Or, gxij = UX ;i fj par définition,

donc (2) est bien vérifiée ;

en un point ou ®=0 :

= 1 - 1 '

gxﬂ$ Ux f ;@ x £ ; tx
L= U ' £, = x 4+ x' f',
xpj T x ® Py T ALY
- ' I !

et gﬁw, %mj xfj_+x fj

Or, g .. =U_ f' f', par définition,
xij x T i7 ]

donc (2) est bien vérifiée,
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Conséquence :

- si 8100 est inférieure ou égale & une colonne du tableau d'éli-
mination, toutes les fonctions gxij (j quelconque) le seront aussi, il est

donc inutile de les essayer.

~

- si de méme gxmj est inférieure a une colonne de ce tableau, il

est inutile d'essayer les fonctions Byt (j quelconque).

Méthode :

En plus du tableau principal et du tableau d'élimination, que

nous nommerons respectivement i; et , nous prévoierons 2 n tableaux (n

étant le nombre de variables) disposés de la facon suivante

Ay B,
) B,
: E
A, B,
I T
’ :

A B
n n

et que nous ferons progresser, pour chaque valeur de k, aprés détermination
de toutes les fonctions non améliorables de cofit k, de la maniére suivante

soit fi une fonction non améliorable de colit k, on calculera, pour £=1,...,n

et tel que X, ne soit pas un argument de fi

_a : 1
d'une part gxz H$ qu'on placera dans Ay

_a " " n
d'autre part gxz @i B,
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Nous appellerons Aﬁ(k) et Bz(k) 1'ensemble des colonnes que nous

venons de créer, respectivement dans A; et Bz.

Tenant compte de b), on rayera de l'ensemble Aﬁ(k) les colonnes

qui sont inférieures & une autre de ce méme ensemble, et si plusieurs d'en-

tre elles sont égales on les rayera toutes sauf une.
A k . ce g
On fera de méme pour Bﬂ( ), et ceci quel que soit %,

La comparaison de ces colonnes avec %% se fera au fur et 2 mesure
de leur utilisation : en effet le calcul de toute fonction fi a n'importe

quel stade se raméne au produit de deux colonnes non rayées d'un couple

(Aﬁ, Bﬂ) et appartenant 1'une a A%, l'autre & Bz ; avant de faire le calcul
on s'assure que la colonne de Az choisie n'est inférieure & aucune colonne

de ?;; ; sinon on la raye, et de m@me pour By

Organigramme

Dans l'organigramme résumant cette méthode, nous emploierons les

notations suivantes

x£(2=1,°..,n) : noms des variables

K : ensemble des wvariables par rappért auxquelles ® est croissante
Cg?g) pe fonction non améliorable de cofit k
Gy © tebleau d'élimination |

pmax(k) : nombre des fonctions de cofit k non améliorables

X(fi) : ensemble des arguments de £,

A%(E) s ™€ colonne de Aﬂ(k)
k ieme k
BE(t) : ot colonne de BL( )

L'organigramme est décrit dans les annexes 1-2-3,
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Exemples :

Dans 1'annexe 4 se trouve traitée d'aprés l'organigramme la fonction

afin de simplifier les calculs nous n'avons gardé que les lignes correspon-
dant aux points caractéristiques, bien qu'en théorie on ne puisse le faire
que pour un opérateur croissant. On constate qu'on obtient tout de méme le

résultat optimal. Il en est de méme pour la fonction
®=abcd+abcd +abc'd+a'"bcd+a'b' cd

(croissante par rapport & c ; 1l points caractéristiques) qui a déja servi

d'exemple aux deux méthodes "par le haut" ; la méthode "par le bas" réalisée
A . PR

d'aprés 1'organigramme conduit & écrire 617 fonctions (pour C:uniquement)

réparties de la maniére suivante

colit Nombre de fonctions ; Nombre de ces fonctions
: a calculer f non améliorables
0 : 2 2
1 ; 7 ) 7
2 , 57 ; 21
3 143 ; 35
b 202 : 43
5 146 f 31
6 : 52 : 15
7 7 f 5 j
8 1 : 1 :
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Ly

Précisons que l'adjonction des tableaux &_, A,, B, réduit sur cet
q J E* % 4

exemple de 1/3 le nombre de fonctions & calculer.

I1 n'en reste pas moins que cette méthode s'avére beaucoup plus
coiteuse que la méthode algébrique, et ne peut présenter d'intérét que s'il

s'agit de traiter une fonction incomplate.

B - Réseau Général,

Pour réaliser une synthése optimale d'une fonction par un réseau U
avec réutilisation possible des états intermédiaires nous ne disposons pas
comme dans le cas arborescent de méthodes "par le haut'" ; la méthode de syn-
thése "par le bas" que nous allons exposer est la seule dont nous disposions

en dehors des cas particuliers résolus par le lemme II-1 et le théorzme V-1.

Le principe de la méthode exposée & la fin du paragraphe précédent
restant valable pour un réseau général, la partie "application aux réseaux

arborescents" doit &tre modifiée comme suit

Supposons qu'un réseau R formé d'opérateurs croissants, ou d'opéra-
teurs U, et réalisant & sa sortie une fonction ®(X) contienne un sous-réseau

Ri de cofit ¢y et avec des sorties fi s fi se oo fi , tel qu'il existe un ré-

1 2 p
A~

n
seau Ri de cofit ¢ et avec des sorties fj s fj sooe fj » réalisant les condi-
1 2 q

tions suivantes

- d'une part & toute fi (a=1,...p) on peut faire correspondre une
08

fonction fj (B=1,...q) vérifiant avec f, la relation (1) dans laquelle
8 a
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- d'autre part c < o ou.ﬂc"i = s et il existe au moins une fi
a
telle qu'aucune fj ne lui soit égale en tous les points ol P(X) # ¢ ;
B
[a"s
alors, d'apres le théoréme IV-1, si dans R on remplace Ri par Ri -

les fi étant remplacées par les fj correspondantes - R sera changé en ré-
67

v
seau R réalisant lui aussi ®(X), et de cofit inférieur ou égal a celui de R.

On dira que Ri est améliorable par rapport a ®, Il résulte de ceci

qu'il existe un réseau optimal réalisant ©(X) et tel qu'aucun de ses sous-

réseaux ne soit améliorable par rapport a cette fonction.

Sous-réseau anormal : c'est un sous-réseau pour lequel il existe

n .
une sortie fi et une sortie fi située en amont de fi et vérifiant (1).

Un réseau de cofit minimum ne peut &tre anormal, sinon on pourrait

le remplacer par un réseau moins cofiteux.
Méthode :

Pour obtenir un réseau minimal on procddera de la manidre sui-
vante : supposons qu'on ait tous les sous-réseaux normaux et non améliorables

de coft £ k, soient : f_, f fq ; on obtiendra tous ceux de cofit

o’ y fzs a0 sy
k+l en cherchant tous les couples (fi’ fj) (0 £ i = p) tels que le nombre

2

total de sorties de noeuds en amont soit de fi solit de fj soit égal 3 k-2 ;

solt Xy une variable ¢ le réseau sz fi fj a pour colit k ; on ne placera

cette fonction dans'le tableau principal” ‘que si elle est normale (ponr cela
la comparer 3 toutes les sorties en amont d'elle) et non améliorable {pour
cela la comparer % toutes les sorties fi de colit inférieur ou égal & k du

tableau principal, ainsi que ses sorties aux sorties de fi)°
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Remarquons que si deux réseaux ont les mémes cofits et qu'ad toute sortie de
1'un il corresponde une sortie identique de 1'autre ou pourra n'en garder
qu'un, par exemple le premier qui a été calculé : on dira par extension que

le second est "améliorable",

APPLICATION A L'OPERATEUR U

~

L'application de la méthode & 1'opérateur U ne comporte pas de sim-
plifications spéciales, contrairement & ce que nous avions dans le cas arbo-
rescent : on ne peut se servir ici ni d'un tableau d'élimination, ni des
tableaux Azet Ba . Enfin rien ne prouve que dans un réseau optimal réalisant
P les sorties de tous les noeuds sont croissantes par rapport aux mémes va-

riables que ®.

Pour un nombre de variables inférieur ou égal a 6 la propriété 4
des réseaux arborescents reste vraie pour un réseau général : on pourra
donc éliminer tout réseau Ux fi fj tel que fi ou fj aient x}z pour argu-

4
ment. Pour n > 6 on n'est plus assuré en utilisant cette simplification

d'obtenir un réseau minimal (CF chap. II, § A)

Exemple :

L'application de cette méthode 2 la fonction £ = a+b+cd donne le
tableau de l'annexe 5 (les colonnes anormales sont marquées par la lettre A,
les colonnes normales sont numérotées). L2 encore nous n'avons gardé que les
lignes correspondant aux points caractéristiques, bien qu'on ne sgoit pas

assuré théoriquement d'obtenir une synthése optimale,
CONCLUSION
Nous avons étudié en détail la méthode "par le bas" afin de montrer

qu'elle pouvait aussi s'appliquer aux réseaux U. On peut d'ailleurs généra-

liser en disant qu'elle s'applique & n'importe quel opérateur
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f (X,9500.,2,T,...)
croissant par rapport 2 Z,T,... (fonctions pouvant 8tre crées 2 partir de
ce méme opérateur) et ol x,y,... sont des variables simples. Exemple

(x ® y) Zixy T.

C - Programmation en Machine.

Nous concluerons cette étude en constatant que des trois métho-
des exposées dans ce chapitre : méthode algébrique + régle de réduction,
méthode géométrique + régle de réduction, méthode "par le bas", la pre-

miére est la plus commode, aussi bien en calcul 2 la main qu'a la machine,

Nous avons réalisé pour la méthode algébrique un programme en

langage machine (LSM BULL) basé sur le principe suivant

Une fonction est représentée par une zone de mémoire compre-

nant plusieurs mots consécutifs contenant les renseignements suivants :
- adresse de la fonction "primitive" (CF plus loin)

- adresse du couple de fonctions "dérivées" (mi, mi) dont on a dé-
ja calculé le cofit minimum (= (mi)+‘C:(mi)) ; numéro du couple dérivé

ayant le plus faible coft, et valeur de ce cofit
- nombre d'arguments, et nombre de mondmes de la forme canonique

- liste des arguments qu'on gardera comme variables de "dériva-

tion" a envisager

- valeur de la fonction : celle-ci est écrite sous forme canoni-
que, un mondme est représenté par une chaine de digits égaux & 0 ou 1 sui-
vant que la variable correspondante est complémentée ou non, et les mond-
mes sont juxtaposés. Ils sont lexicographiques et rangés par ordre d'af-

fixes croissants (dans le but de pouvoir comparer plus facilement deux
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fonctions).

Le programme utilise un sous-programme "dérivation" d'une fonction
qui opére de la fagon suivante :

Ayant la fonction f(xl,xz,,oox ), on calcule les "dérivations" sui-

k
vantes

£= Ux ?1 w1

1
= sz cp2 ¢2
B ka @k wk

Un couple (., §.) est appelé "couple dérivé" de f par rapport a
Pis ¥y PP

1" 3 » s 1"
X et f est la "primitive" de @, et de g

Les couples dérivés sont calculés & partir de la valeur de la fonc-
tion par décalages sur chacun des mondmes. Ils sont rangés sur des zones juxta-

posées & partir de la premidre adresse libre :

f Py b1 , ® ® ¥
1 P2 Y2 %3 4s K K
I___leooooo..o.oi.oatu: 1[ : : : : ; aaaaaa |_.____+__=‘

Le programme suit la méthode du paragraphe A - 1¢ - a,

Le cofit de représentation des fonctions de 4 variables du tableau
placé en annexe 6 a été obtenu par cette méthode et en appliquant ensuite

la régle de réduction,
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CONCLUSION

Le présent travail a consisté 2 énoncer certaines propriétés des
réseaux utilisant 1'opérateur U et a montré qu'il existait une méthode sim-
ple pour trouver une réalisation proche de l'optimum d'une fonction quelcon-
que. Il reste 2 voir quel est l'avantage que l'on peut tirer de U comparé

a4 d'autres opérateurs.

-~ Par rapport au groupe d'opérateurs somme-produit-complément U
présente l'avantage de 1'homogénéité, donc d'une plus grande simplicité au

point de vue schéma. Le nombre d'opérateurs est du méme ordre.

- Tl est intéressant de comparer U & un autre opérateur universel
tel que NI, On considérera dans ce qui va suivre l'opérateur NI & un nombre
d'entrées quelconques (le mondme X'y'...t' est réalisé par un seul opéra-

teur NI)

I1 semble que pour la grande majorité des fonctions 1l'opérateur U
donne des réseaux moins cofiteux que NI ; ainsi sur 80 fonctions de 4 varia-
bles appartenant a 40 types différents nous avons trouvé un colt minimum

de réalisation égal a

5,62 en moyenne pour U

7,86 " pour NI

On peut d'ailleurs obtenir deux évaluations assez significatives
des colits de synthése respectifs en opérateurs U et NI d'une fonction. Ce

sont
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- Pour U, le cofit en lettres de l'expression en somme-produit-

complément la moins cofiteuse qu'on ait pu trouver (Théoréme II-2) ;

- Pour NI, l'expression suivante :-

Nombre de mondmes d'une base premiére + nombre de variables non

décroissantes + 2,

En effet
- une somme A + B +,...+ C peut &tre réalisée & partir de

A,B,......C par 2 opérateurs NI ;

-~ un mondme x' y'....t' peut @tre réalisé par un opérateur NI ;

- & partir de x on obtient x' par un opérateur NI.

Pour n = 4 variables cette estimation semble donner pour la ma-
jorité des fonctions le cofit minimum ; nous supposerons dans le raison-

nement qui va suivre qu'elle reste bonne pour.n > 4.

Le nombre de variables étant fixé, la syhthése par NI d'une fonc-
tion est d'autant plus coliteuse que le nombre de mondmes d'une base premidre
de la fonction est grand ; pour U au contraire, si le nombre de mondmes aug-
mente le nombre de mises en facteur possible augmente lui aussi et le cofit
résultant d'une expression minimale en somme-produit-complément augmente

peu .

On peut conclure de ceci que l'opérateur U, comparé & NI, est d'au-
tant plus intéressant que le nombre de mondmes d'une base premidre de la

fonction est important.
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Dans l'annexe 6 sont comparés les cofits de réalisation de certai-
nes fonctions de 4 variables par un réseau U et par un réseau d'opérateurs
NI. Les fonctions choisies appartiennent 2 des types différents, elles sont
connexesll et ont huit points représentatifs au plus. L'ordre choisi pour
1'écriture de ces fonctions est le suivant : étant données deux fonctionms,
on compare les affixes (avec 1l'ordre x,y,z,t) d'un point représentatif de
1'une et d'un point représentatif de l'autre en procédant par valeurs crois-
santes de ces affixes, jusqu'a ce qu'on trouve deux nombres différents : la
fonction auquel appartient le plus petit est écrite avant 1'autre., Ce méme
procédé a été utilisé pour choisir la fonction représentative d'un type de

fonction donné : nous avons pris celle dont les affixes ont les plus petites

valeurs,

Le cofit minimum de synth&se par un réseau U est commun & toutes
les fonctions d'un méme type ; il n'en est pas de méme pour NI, aussi avons-

nous calculé deux cofits ; d'une part celui de la fonction écrite £(X),

d'autre part celui de £(X').

Le cofit de synthése par U a été calculé par la méthode algébri-
que suivie de la rédgle de réduction ; celui de la synthése par NI a été
obtenu par la borne inférieure définie plus haut, et pour certaines fonc-
tions gridce & une expression simple permettant d'améliorer cette estima-
tion, Le nombre inscrit n'est pas forcément le cofit minimum, mais on peut

penser qu'en moyenne l'estimation est assez proche de la réalité,

Les moyennes calculées pour un nombre de mondmes donné de la ba-

se premidre ont les valeurs suivantes :

1 le choix de telles fonctions a été fait dans l'intention de voir ce qu'on
pouvait dire de leur ordre lexicographique local optimal ; or il ne semble

pas qu'on puisse formuler de régle précise,
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moyenne pour NI : moyenne pour U

nombre de mondmes : moyenne pour U
: ¢ moyenne pour NI

e oo 65 oo

1 4 ° 3 0,75
2 4 : 4,33 1,08
3 ' 5,31 ° 7,31 1,37
4 6,22 9,08 1,46
5 6,0 10,0 1,66

Remarques au sujet de la synthése par U

- En considérant certaines fonctions réduites de la fonction don-
né on peut obtenir une borne inférieure de son colit de synthése par U
(CF exemples du chap. III) ; par ce procédé on peut démontrer pour la plu-

part des fonctions de 1'annexe 6 que le cofit tfouvé est bien le cofit minimum.

- La fonction marquée du signe * a en fait un colit minimum égal
3 7 et on ne peut obtenir celui-ci qu'en passant par un réseau arborescent

non optimal (CF aussi chap. II, A, Ex., n° 2).

- S8i dans la réalité on suppose qu'une variable simple a pour
colit 0, il convient de retrancher du cofit de synthése trouvé le nombre de
noeuds de premiére couche dont la fonction de sortie est une variable sim-

ple sous forme directe.

A 1'issu de cette étude, deux problémes en particulier restent

3 résoudre :
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- La recherche d'une réalisation technologique simple de U, qui

justifierait son emploi ;

- La recherche d'une méthode de synthése raisonnable par l'opéra-
teur U1 (X, Y, Z) 2 trois entrées quelconques, et l'estimation du gain qu'il

permettrait d'obtenir par rapport & U,.
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(CF Conclusion)
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ERRATA

CHAPITRE I, THEOREME I-1 : 1'énoncé et la démonstration donnés p2l1 se
limitent au cas arborescent ; il aurait été préférable de donner 1'é-

noncé suivant, valable dans le cas général

Si une fonction non égale & une constante est de la forme
f=xY 4+ x' Z,
Y et Z étant deux fonctions ne dépendant d'aucun argument commun (en
particulier Y peut &tre égal 2 O ou 1, ainsi que Z), une synthése op-
timale de f est

U (RY’ Rz)

ou RY et R, sont des synthéses optimales de Y et Z.

Z
[ La démonstration s'appuie sur le méme principe que celle du

lemme II-1 (p46) : il suffit de partir d'un réseau quelconque et de

montrer que le nombre d'opérateurs UY (y étant un argument de Y) de ce

réseau est au moins égal au cofit de RY’ et de m@me pour Z];

Les mentions faites du théoréme I-1 aus débuts des chapitres
II et III concernent en fait ce dernier énoncé.

p 12 , l4e ligne, lire : "la meéme fonction de sortiesess"

CHAPITRE II , p, 43 2€ ligne lire : '"de méme si une fonction de 4 variables..."

CHAPITRE III, p, 76 10€ ligne, lire : "on remarque que le réseau de la figu-

re 7 ne différe du réseau...."

CHAPITRE IV, p. 79, 4€ ligne, lire : "aussi serons-nous amenés.,..."

~

p. 98, 4e ligne, lire : "R sera changé en un réseau Ross."
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