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INTROQDUCTION

Depuis les travaux de Kuhn et Tucker [13] 1'étude des
problémes d'optimisation en présence de contraintes connalt
un grand développement. Sous des formes diverses, liées a la
nature des hypothéses faites, de nombreuses études ont été entre-
prises, La plupart de ces études reposent sur des idées ana-
logues., Récemment un effort de synthése et de généralisation
a été entrepris, notamment par H. Halkin et L. Neustadt [9,al,
r9,vl, [9,c], [10], [21]). En particulier, Halkin propose dans
[21] une condition nécessaire d'optimisation qui recouvre de
nombreux cas classiques.

Des travaux de Doubovitsky et Milioutine [6], J.R. Barra
r2] a dégagé une méthode générale permettant d'aborder les
problémes d'optimisation qui peuvent se formuler de la maniére
suivante,

Etant donnédes p+1 parties E, El’ oo Ep , d'un espace
vectoriel réel X, et f une application de X dans R, déterminer
les éléments de X qui réalisent le maximum (resp., minimum)
de f sur l'intersection des Ei'

Cette méthode permet de trouver des conditions nécessaires
pour que le maximum (resp. minimum) de f soit réalisé., Voyons
sur un exemple simple comment se présente le probléme.

Soient p+1 formes linéaires fo’ fl’ ooy fp sur un
espace vectoriel réel X de dimension finie, et une application
concave (resp. convexe) f de X dans R. Notons : '
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E, = {x €X ¢ fo(x) = 0}
E, ={x ex: r,(x) 0} 1=1..p
A= 0 E
R
E,i={xeX:t(x) >r(0) (resp. £(x) < 1(0)}

Nous allons supposer que Ep+1 est non vide, c'est-a-~dire
que l'origine ne réalise pas le maximum (resp. minimum) de f
sur X, Dans ces conditions, montrons que si 1l'origine de X
réalise le maximum (resp. minimum) de f sur A, il existe
p+2 formes linéaires, non toutes nulles :

U.)O, wl, ee ey wp+1

telles que :

p+1
(1) E:mi =0

i=1
(2) X €E, = wi(x) 20 i=1...p .

En effet, supposons que 0 réalise le maximum de f sur A,
il est clalr que le convexe A ne coupe pas le convexe Ep+1.
Nous pouvons séparer A et E par un hyperplan. Il existe done
une forme linéaire, non nulle, wp+1 positive ou nulle sur
Ep_'_1 » négative ou nulle sur A,

Une telle forme s'derit nécessairement :

p
Wppq = B To t Eiki £y A 20
1=1

et par suite les formes :
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p+1
Wo = ~ M fo
wi=>\i fi i=1ooop

vérifient bien les relations (1) et (2).

C'est & une généralisation de ce résultat que nous
consacrons notre premier chapitre. La premiére idée, due a
Doubovitsky et Miliatine [6], est de définir, pour une partie
quelconque E d'un espace vectoriel, une notion de "cOne tangent"
en un point & E. Sur l'exemple que nous avons proposé on re-
marque que les ensembles Eo et Ei ne sont pas de méme nature.

(Ee premier est un sous-espace, donc d'intérieur vide, alors
que les autres sont des demi-espaces, donc d'intédeurs non vides),

C'est pourquoi on associe & un ensemble E de 1l'espace
vectoriel X deux types de cbnes. Le cOne des déplacements
adhérentsinoté K*(E, xo) que hous pourrons utiliser sans
restrictions sur 1'ensemble E, le cOne des "déplacements
intérieurs", noté K(E, XO) , utilisable uniquement pour des
ensembles d'intérieur non vide, Ces cOnes représentent en

quelque sorte une "approximation" de E au voisinage de x_.

Ces notions, approximation, voisinage, n'ont de sens queosi

X est muni d'une topologie. Aussi nous avons défini les cOnes

K et K* dans le cadre des "espaces vectoriels quasi topologi-

ques", plus général que celul des espaces vectoriels topologi-
ques. Nous étudions rapidement de tels espaces au paragraphe 1

du Chapitre I.

Nous démontrons ensuite le théoréme suivant (Chap.I-§3).
Une condition nécessaire pour que X, réalise le maximum de f
sur 1'intersection des ensembles Ei est que si on note :

Ep+1 = {x € X : f£(x) > f(xo)}
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1'intersection des q@nes :
= K* B . = i =

soit vide. Nous ramenons donc le probléme de 1l'optimisation

de f & un probleme géémétrique, celui de la vacuité d'une
intersection de cOnes, Comme dans 1'exemple, c'est 1'utilisa-
tion du théordme de Hahn-Banach, dont nous donnons (Chep.I-§5)
une démonstration valable dans le cadre des "espaces vectoriels
quasi topologiques"”, qui va nous permetre de transformer cette
condition d'intersection vide en une condition analytique.

Nous obtenons le résultat suivant (Chap.I - §4) qui est la
généralisation naturelle de la condition nécessalre obtenue

sur 1l'exemple.

Si les cOnes ni sont tous convexes et non vides, une
condition nécessaire pour que X, réalise le maximum de f sur
1'intersection des Ei est qu'il existe p+2 formes linéaires,
continues, non toutes nulles

wo, U.)l_g s s ey UJp+1

telles que :
. pl
! —~
(1) ) g =0
1=0
(2") X €0, ami(x)zo i=0.,.p+1

Au Chapitre II nous faisons une étude plus détaillée
des cOnes K et K*, Nous étudions plus particuliérement le cas
ol E est un corps convexe, qul apparalt souvernt dans les
applications,



Nous abordons au Chapitre III le probléme de la déter-
mination pratiéue des cOnes K et K*. En général les ensembles
Ei sont images ou images réciproques par une application, d'un
ensemble dont on connait blen les cdnes K ou K*, De méme que
la différentielle d'une application différentiable permet le
transport des "espaces tangents", les applications "direction-
nellement différentiables" (Chap.III - §1, déf.4) sont adaptées
au transport des "cOnes tangents"., Nous terminons le chapitre
III par un formulaire donnant les cOnes de quelques ensembles
courants. |

Nous consacrons enfin nos deux derniers chapitres a
1'application de cette méthode & des problémes classiques.

Au Chapitre IV nous démontrons un théoréme d'extréma
liés, valable dans un sspace de Banach. Ce théoréme se déduit
du théoreéme proposé par Halkin dans [21]. La démonstration
que nous proposons fait cependant appel & des idées diffé-
rentes.

Nous abordons au Chapitre V le probléme du contrdle
optimal qui depuis les travaux de Pontryagin [17] connait
un grand développement., Citons & ce eujet la bibliograpHe
publide par A.T. Fuller [8]. Nous verrons que dans ce cas
notre méthode s'applique avec beaucoup moins de bonheur que
dans le cas précédent.

En conclusion, nous discutons d'abord rapidement de
1'efficacité de la méthode proposée, puis nous nous attachons
plus longuement au probléme du contrdle optimal, Nous refor-
mulons le probléme afin d'introduire le langage et les méthodes
de la géométrie différentielle. Nous citons pour terminer un

résultat di & Chow dont Hermann [11] a montré 1'importance
dans le probléme du contrOle optimal.






Je suis reconnaissant & Monsieur CHABAUTY d'avoir
accepté de présider le Jury. Je remercie Monsieur BARRA
de m'avoir proposé ce travail, Monsieur BERTRANDIAS de
s'y 8tre intéressé, Les utiles conseils qu'ils m'ont
prodigué m'ont été trés précieux.

Je tiens enfin & remercier Madame GRANGE et
Mademoiselle JOURDANET pour la gentillesse, la rapidité
et la compétence avec lesquelles elles ont réalisé 1'impres-
sion de ce travail.
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CHAPITRE I

UNE_CONDITION NECESSAIRE D'OPTIMUM

Le but de ce chapitre est de démontrer sous des hypo-
theses générales une condition nécessaire d'optimum.

On notera 1l'usage qui est fait de la notion d'espace
vectoriel quasi topologique. En particulier la plus fine des
topologies d'espace vectoriel quasi topologigue est la topolo-
gie finie [12], c'est-h-dire la topologie dont les ouverts sont
les ensembles dont la trace sur tout sous-espace de dimension
finie est un ouvert pour la topologie naturelle de celui-ci :

Cette topologie semble done utile pour aborder les
problémes d'optimisation gquand une topologie ne s'impose pas
naturellement,

ESPACES VECTORIELS QUASI TOPOLOGIQUES.

La terminologie étant celle de [4], définissons d'abord
la notion d'espace vectoriel quasi topologigue plus générale
que celle d'espace vectoriel topologique.

Définition. -

Soient X un espace vectoriel sur R, ¥ une topologie
sur X. On dit que le couple (X, ¥) est un espace vectoriel
quasi topologique, ou plus rapidement un e.v.qg.t. s'il satis-
fait aux axiomes suivants :



e.v.g.t. 1 : La famille des ouverts de ¥ est stable par
toute translation.

e.v.g.t. 2 : La famille des ouverts de ¥ est stable par
toute homothétie de rapport non nul.

€.v.9.%. 3 : Pour tout élément x de X et tout voisinage U
de 0, 11 existe e strictement positif et un
voisinage V de X tels que :

hl<e = WwWeu.

Ces axiomes sont équivalents aux axiomes
(e.v.q.t. 1)' : Quel que soit x, dans X 1'application :

t.or (X, T) - (X, T)
xO

définie par :

txo(x) =X, + X

est continue.

(e.v.a.t. 2)' : Quel que soit le réel o 1'application :
hy : (X, %) - (X, T)
0
définie par :
hXO(X) = A X
est continue.
(e.v.g.t. 3)' : Quel que soit x dans X 1'application :
o : R Xx (X, ¥) » (X, %)
définie par :

n{k, X) = AX

est continue au point (0, x).



Enongons maintenant guelques propriétés simples de tels
espaces. Dans tout ce paragraphe, (X, ¥) désignera un e.v.q.t.

Proposition 1.~

Pour tout x dans (X, ¥) 1'application :

IX:R—'(Xg %)

définie par :
Ix(x) = \X

i est continue.

(I1 suffit de remarquer que : \X = (k-xo)x + xox)

Proposition 2.~

Un e.v.gq.t., (X, €) admet un systéme fondamental de
voisinages de O absorbants et équilibrés,

Proposition 3. -

Soient X un espace vectoriel, (Xij Ei)i ¢ I‘ une famille
d'e.v.qg.t. et (fi)i ¢ 7 une famille d'applicatiors 1inéaires:

fi : X - (Xi’ Li)

Soit * la topologie inltiale de la famille (fi)i €T’ c'est-
| a-dire la topologie la moins fine rendant continues toutes les

| applications f,, alors (X, %) est un e.v.q.t.

Corollaire 1, ~

La borne supérieure d'une famille de topologies d'e.v.q.-
sur X est une topologie d'e.v.g.t. sur X.

Corollaire 2, -

S1 M est un sous-espace de 1'e.v.q.t. (X, ), M est
un e.v.q.t. pour la topologie induite.




Proposition 4. -

Soient (X, %) un e.v.q.t. et M un sous-espace de X,
le quotient X/M muni de 1la topologie quotient est un e.v.q.t.
et de plus la projection canonique :

T: X = X/M

est ouverte.

Proposition 5, -

Sur 1l'ensemble R considéré comme espace vectoriel sur R
la plus fine des topologies d'e.v.q.t. est la topologie natu-
relle. |

R

En effet, si T est une topologie d'e.v.qg.t. sur R, on
a vu que 1'application :

w: R~ (R, %)
définie par -
() =2 x 1

est continue (Prop. 1) ce qui montre que la topologie naturelle
de R est plus fine que toute topologie d'e.v.q.t. sur R.

Proposition 6. -

Si ¥ est la plus fine des topologies d'e.v.q.t. de X

et si M est un sous-espace de X, alors £ induit sur M la plus
| fine des topologies d'e.v.qg.t. de M.

La démonstration se fait facilement en montrant que
toute topologie d'e.v.q.t. sur M est induite par une topologie
d'e.v.q.t. sur X.



Proposition 7.~

Sur R” la plus fine des topologies d'e.v.q.t. est 1l'uni-
que topologie d'espace vectoriel topologique séparde de R™,

Démonstration :

e G - m e -

Démontrons cette proposition par récurrence sur n.
Pour cela montrons que si la topologile induite par la norme
euclidienne (lxll) de R*! est 1la plus fine des topologies
d'e.v.q.t. de gt

proposition 5 prouvera la proposition 7.

. n .
, i1 en est de méme sur R ce qui avec la

Soient U, un voisinage (£) de O dans Bn et S la sphére
unité de Rn. Pour tout x de S il existe un voisinage ?yzx de x
et un €y strictement positif tels que :

I < e, = vLE e v

La trace ?ﬂxx de @%X sur le plan tengent T_ en x & S est un
voisinage de x pour la topologie d'e.v.q.t. induite par T sur
TX. D'aprés 1'hypothése de récurrence,‘?ﬁ'iX est un voisinage
de x pour la norme euclidienne de TX et par suite le cbne c,

défini par :

c= y WX
>

coupe la sphére S suivant un voisinage OX de x pour la norme
euclidienne. Sa sphere S étant compacte, il existe un recouvre-

ment de S par une famille finie de O_. Soit (0O_ )
X Xi'i=1...p
une telle famille.

Soit e= Min (e_ ) : ¢ est strictement positif.

. X.

i=1l...p i
I1 est clair que la boule de centre O et de rayon ¢ est incluse
dans Uy .



Proposition 8, -

Sur R™ une topologie d'@.v.q.t. séparée est 1'unique
topologie d'espace vectoriel topologique séparé de Rn.

Démonstration :

- - ——— -

Montrons que si ¥ est une topologie d'e.v.q.t. séparée,
elle est plus fine que la tpologie induite par la norme eucli-
dienne ce qui en appliquant la proposition 6 démontre la propo-
sition 7.

Montrons que :

1
B = (o el < )

contient un vdsinage € de O.
Soit :
= {x s i = 3

Pour tout x de Sn il existe un voisinage nyx de x et Qﬁ&x de O
ne se coupant pas.
Soit .

Cbi 1>i = 1,..p .
un recouvrement fini de Sn’ (Ceci est possible car les Qﬂsx
sont des voisinages de x pour la norme euclidienne en vertu
de la proposition 7). |
Soit :

W est un voisinage ¥ de 0 ne rencontrant pas S, D'aprés 1a
proposition 2, W contient donc un voisinage T équilibré W' ne
rencontrant pas Sn et il est clair qu'un tel voisinage de O
est inclus dans Bn'



Nous allons énoncer maintenant un résultat de Kakutani
et Klee [I12] sur la topologie finie :

Proposition 9, ~

Si on note T la topologie finie sur un espace vectoriel X
on a les résultats suivants relativement au couple (X, T) :

1) (X, T) est un e.v.q.t.

2) Si X a une dimension inférieure ou égale au dénombrable,
(X, T) est un espace vectoriel topologique.

%) Si X a une dimension supérieure au dénombrable, (X, T)

-~

n'est jamais un espace vectoriel topologique.
Cette proposition montre que la topologie finie est la
plus fine des topologies d'e.v.qg.t. et qu'il existe des e.v.q.t.

séparés qui ne sont pas des espaces vVectoriels topologigques.

DEPLACEMENTS ADMISSIPLES - CONES X ET K*.

Les deux notions suivantes (cOnes K et X*) sont direc-
tement inspirédes des définitions données par DoUbovitsky et
Miiioutine dans [§].

Soient X un e.v.qg.t., E une partie de X, et X, un él ément
de X.

Définition 1, -

~ On dit qu'un vecteur non nul x de X est un déplacement
intérieur de E (relativement au point xo) si i1 existe un
voisinage V de x et un réel strictement positif € fels que :

y eV, 0<n<e = x + My €E
T1 est clair que 1'ensemble des déplacements intérieurs
de E est un cbne que nous notons :

K (R, xo)



Définition 2.-

On dit qu'un vecteur x de X est un déplacement adhérent
de E (relativement au point xo) 8i il est nul ou si pour tout
voisinage V de x et tout réel strictement positif € il existe
un élément y de V et un réel 1 de 1'intervalle ouvert 10, e[
tels que :

X, + Ny € E.

T1 est clair que 1'ensemble des déplacements adhérents
de E est un c¢One que nous notons :

Tv‘(-
K" (E, xo).

Lorsque 1'espace X est séparé, on peut encore écrire
les deux définitions précédentes de la manidre suivante :

Définition 1'. -

Un vecteur non nul x est un déplacement intérieur de E
si 11 existe un voisinage V de x et un voisinage U de 0 tels
que :

[xo+Un (yu W) cE
N )\_>O -t

Définition 2'.-

Un vecteur x est un déplacement adhérent si il est nul
ou si pour tout voisinage V de x et tout voisinage U de 0, on
a

'x +Un(u W nE#s
L"o \>0 ] :

L'équivalence des définitions se démontre essentielle~
ment en utilisant 1'axiome e.v.qg.t. 3 et en remarquant qu'on
a les formules de dualité suivantes :

(1) K(E, x ) = E[K*(CE, x,) |
(2) K*(E, x_) = C[V(CE xo)]



aussi bien au sens des définitions 1 et 2 qu'au sens des défi-
nitions 1' et 2'. I1 suffit donc de démontrer que si on note
le cOne des déplecements intérieurs relativement & la défini-
tion 1', on a les inclusions :

i) X'(E, xo) c X (E, xo)
ii) K'(E, xo) > K (E, xo)

1) se démontre simplement % 1'aide d'e.v.q.t. 3 et ii) se dé-
montre en utilisant la séparation de 1'espace X.

Remargue : I1 découle immédiatement des définitions 1 et 2

i . .
que les cones K et X sont une "approximation" locale de E,
c'est-a-dire que quel que soit le voisinage U de X, on a:

(3) K(E, x,) =X(ENU, x_)

il

(L) K" (B, x,) x* (ENU, x,)

Proposition 1.~

Le cone K(E, xo) est ouvert, le cbne K*(E, xo) est
fermé,

En effet, soit x un vecteur de X (E, xo). I1 existe un
voisinage V de x et un réel strictement positif € tels que :

nelo, el = x + 1VCE,

Si U est un ouvert contenant x inclus dans V, V est un voisi-
nage de chacun des points de U, et par suite U appartient &
K(E, x,).

K" (E, xo) est le complémentaire de K(EE, xo), il est
done fermé.
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1ii) 81 X = R® » 51 1l'ensemble d'indice est N et si on pose

B, = {x e 3% |Ix] <}

on a clairement :

vn KB, 0) =R% = 0 K(E, 0) = R®
neN
NE =0 = K(NE_, 0) =
neN n n

Proposition 3, -

Soit (Ei)i ¢ 1 une famille de parties de X. On a :

1) K(nE,x>: n@ (E, xo)>

i€l

ii)  Si 1'ensemble d'indice I est fini, alors :

k*(nE, x) = n (x*@E x)))

i€l 1€l

1ii) 81 1'ensemble d'indice I n'est pas fini, ii) n'est
pas nécessairement vraie.

Demorﬂ:ratlon :

- - — - - .

I1 suffit d'appliquer la formule (2) aux relations (5)
et (6).

3. CONDITION NECESSAIRE D'EXTREMUM - FORME GEOMETRIQUE.

Nous démontrons un théoréme qui raméne un probléme
d'optimisation & un probléme d'intersection de cones dans un
espace vectoriel quasi topologique.
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Proposition 2.-

Soit (E}.)i €1

1 -
i)y X nE;, x )< n K(E,, x) (5)
<i€I + 5> i€l i

une famille de parties de X. On a :

ii) Si 1'ensemble d'indice est fini, alors :

W nNE., x)= N KB, x.) (6)
NMep VY qer PO

iii)  8i 1'ensemble d'indice I est infini, ii)n'est pas
nécessairement vraie.

Démonstration :

s e - ——— - —

1) Soit x wn vecteur de K( N E,, x ), il existe un voisi-
1€T ~
nage V de x et un réel strictement positif € tels que :
0<n< €& yev = x_ +ny € NE,;
@] . 1
iel
donec pour tout i de I
0<n<e, yeV = X, + Ny € Ej

ce qui montre que quel que soit 1 dans I, x appartient a
K(Ei, xo)°

11) Soit x un vecteur de N K(Ej, xo) . Pour tout i de I
ieT '

il existe un voisinage Vj de x et un réel syrictement positif €;

tels que :

O<mn<E& ,yevV, =» x +mWE Ei
L'ensemble I étant fini, 1'intersection V de Vi est un voisina-
ge de x, le plus petit des nombres Ei est un réel strictement
positif et 11 est clair que :
0<n< ?é?(ei)’ y € iglvi = X, + My € NEy
ce qui démontre ii).
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Théoreme 1, -

Soient Es Bys ovees E_~n parties d'un e.v.q.t. X,
notons A leur intersection et soit f une application de A dans
R. Une condition nécessaire pour que X, réalise le maximum
de la fonctionnelle f sur A est que :
si on note : Q = K*(EO, xo) |

; K(Ei’ xo) i={1l...n}

o]
1l

)
]

] = K(En+l’ xo) s By {xex : £(x) > f(xo)}

1'intersection des cbnes Q; pour i = (0O5v..,n+1) soit vide.

Démonstration :

e e e e - o - — -

Montrons que si l'intersection des . est non vide,
! i

1'hypothése de maximalité est contredite.
: n+l
Soit x un élément de N Q; » X appartient & 1'intersec-
i=0
tion pour i = (1...n+l) des cones 0;, done d'aprés la rela-

tion (6) du paragraphe 3 x appartient au cdne :
n+1

K iglaEi’ xé)

I1 existe donc un voisinage V de x et un réel strictement

positif tel que l'on ait :
n+1
O<n<e yeV = X + 1My € NE.,
o oy 1

Le vecteur x appartient également au cone K¥(E°, xo) et par
suite il existe un y de V et un nombre 7 tels que :

0 <n<e, X, t Y € EO

Par suite 1'élément de X, X, + ny appartient 2 1'intersection
de tous les E, c'est-a-dire :

X, + Ny €A et f(xo + ny) > f(xo)

ce qui contredit la maximalité de f(x_) sur A.
o
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I1 est clair que si un des cBnes 0, (i = 0...n)
est vide ou réduit & {0}, la condition nécessaire énoncée est
sans intér8t, On voit donc que l'on a ramené un probléme de
recherche de maximum & un probléme d'intersection de cbnes, Dans
le cas oun = 0, i1 s'agit de séparer deux cdnes Q, et Q. 81 ces
cBnes sont convexes, on pourra utiliser le théoreme de Hahn-
Banach,

Dans le paragraphe suivant, nous donnons un théoréme qui
permet d'aborder le cas général.,

UNE CONDITION NECESSAIRE D'EXTREMUM - FORME ANALYTIQUE,

Le théoréme % de ce paragraphe est énoncé dans [6].
Nous en donnons une démonstration dans le cadre des e.v.q.t.
Cette démonstration est due & A, Bernard {3].

Théoréme 1.~

Les hypothéses et les notations étant les m@mes que pour
le théoréme 1 du paragraphe 3, et si de plus les cOnes Qy sont
tous convexes et non vides, une condition nécessaire pour que Xo
réalise le maximum de la fonctionnelle f sur A est qu'il existe
n+2 formes linéaires Wos Wys eees Wy continues, non toutes
nulles telles que :

X € Qi = wi(x) 2 0

e N e I S

Ce théoréme est une conségquence du Théoreme 3 que nous
allons démontrer.

Le théoréme de Hahn Banach dont nous rappelons 1'énoncé
ci-dessous fait 1l'objet du paragraphe 5 de ce chapitre. |
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Théoréme 2. (Hahn-Banach)-

Soit X un e.v.qg.t. et U un ouvert convexe non vide de X.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1) O n'appartient pas & U.

2) Il existe une forme linéaire continue strictement
postive sur U (et par suite non nulle),

Corollaire 1, -

Soit X un e.v.q.t., U1 et U2 deux parties convexes non
vides de X, Si U1 est ouvert les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

1) U, nU, =9
2) I1 existe une forme affine continue, non nulle y

telle que :

X € Ul = w(x) 20

x €U, = w(x) <0 .

I1 suffit de remarquer que :

UynUy=¢ « 0§U-U,

et d'appliquer le théoréme 2, car Ul-U2 est un ouvert convexe.

Corollaire 2.-

Soient U;, Uy, ..., U,y P-1 ouverts convexes d'un
e.v.q.t. X. Soit Up un convexe quelconque de X. Si quel que
soit 1 le complémentaire de Ui est non vide et si 1'intersec-
tion des Ui est vide, alors il existe p-1 formes affines con-
tinues toutes non constantes et une forme affine continue w
telles que :

w7t (30 +o[) = ¢ (1)
1

I D

i

X €U; = wi(x) 2 0 (2)
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Démonstration :

. -t - -t -

T1 existe une forme w; non constante telle que :

071 (20 +=0) 0 (U, N Uy o N U) = 0

x €U = wl(x) 20

En effet, si (U2 n U3 e N Up) est non vide, il suffit
d'appliquer le corollaire 1 du théoréme 2, sinon il suffit
de prendre n'importe_quelle forme affine non constante sur U

ce qui est toujours possible car U1 est un ouvert convexe
propre.

1

Supposons maintenant construite n (n < p) formes
®y...w, non constantes, telles que :

no

[121 w; (10 +m[)] N [Un+1 Newo Up] = 0
xeU, = wix)=z20

Distinguons deux cas suivant que n est égal & p-1 ou non.

Si n est strictement plus petit que p~1l, on applique le corol-
laire 1 du théoréme 2 aux ensembles :

- U (qui est un ouvert convexe)

n
- [ n
j=

Si An était vide, on prendrait n'importe quelle forme non cons-
tante positive ou nulle sur Un+

-1 r ‘ |
| (10 +w[)] N (Uppp Neeen Up] = A

2‘
Si maintenant n est égal & p-1, on applique le corollaire 1
du théoréme 2 aux ensembles :

p-1
- n w?l(]O +o[) = A 1 Qui est un ouvert convexe.
i=1 * p-

- U .
b
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Si Ap était vide, on prendrait n'importe quelle forme affine
positive ou nulle sur U_. (Une telle forme peut &tre constante

car Up n'est pas ouvertg

Il est clair Que les p formes ainsi construites‘satis~
font aux relations (1) et (2) du corollaire 2.

Corollaire 3.-
Soient Ul"'Up-l p-1 ouverts convexes non vides d'un

e.v.q.t. X. Soit Up un convexe quelconque non vide de X.

| S1 1'intersection des u; 1= (1...p) est vide, il existe

p formes affines continues non toutes constantes Wyeeow

p
telles que :

O |
n wl (]O +°°[) =
i=1

X €U = wi(x) 2 0

Il suffit de remarquer que la condition :

p
N U = ¢
i=1

eritraine 1'existence d'au moins deux U dont le complémentaire
est non vide, et par suite il suffit d appliquer le oorollalre 2
a4 ceux des U qui ont un complémentaire non vide et d associer
aux autres des formes Wy constantes.

Théoréme 3.- Théoréme de Séparation des convexes.

Soient- Ul"'Up—l p-1 ouverts convexes non vides d'un
e.v.q.t. X, Up un convexe non vide quelconque de X.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

p
i) n U, =¢
i=1
ii) I1 existe p formes affines continues non toutes
constantes et une constante ¢ telles que :



Démonstration :

ii) = i) : 81 x est un é1ément de 1'intersection de Uy

vi wi(x) =0

Et par suite comme pour tout x on a :

p
Z‘wi(x) =c<0Q .
i=1

On a nécessairement quel que soit i :

wi(x) =0 ,

Il existe donc un ouvert Ui et une forme non constante Wy qui
s'annule en un point x de cet ouvert. Un telle forme w; pren-
dra donc nécessairement des valeurs négatives sur U; ce qui
est contraire & l'hypothése ii).

i) = ii) : D'aprés le corollaire 3 il existe q formes
“lf Qps sees aq non constantes et p - g formes QQ+1, vees ap
constantes telles que aprés une permutation convenable des

indices relatifs aux Ui s
q -

N a;t(10 +l) = ¢
i=1

XeUi = ai(X)EO K] i=1.-np .
Notons f 1'application
£ : X - g%

définie par :

£(x) = (o3 (x)); _ lov.q = (o (0)); l...q

il est clair que f est une application linéaire et que de plus

si on note PT 1'ensemble des (xi)i - 1...q de RY tels

que X, solt strictement positif on a :
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200 0 (03 (0))y g+ ] = 0

et que par suite il existe une forme linéaire non nulle séparant
ces deux ensembles, Il existe donc p nombres kl,xe...lp positifs
ou nuls, non tous nuls tels que :

a
(%;)5,,.q € T(H) = Eﬁ A %3 =0
i=1
q
+
(%3)32,,.q €0 @) + 252 ) oy x>0
i=1
On a donc les propositions suivantes :
d | 3
E: Apoag(x) =) Ay ay(0)
i=1 i=1
(X)500,,,q €F 2 L A% > E: A ey (0)
i=1 i=1

I1 est donc clair que les formes Wy définies par :
wy (%) = A5 a;(x) , 1=1.0ea: wlx) =0, 1=aqa+l,.00,p

satisfont & toutes les exigences de ii),

Démonstration du théoréme 1 :

o - - S G - PP W s tun e N G Gma AR S . e

Pour obtenir maintenant le théoréme 1, il suffit d'applique:
le théoréme 3 aux n+2 cbnes convexes Qus eees B 4. Ces cBnes
ayant tous leurs sommets en O, 1l est clair que les n+2 formes
Wys Wys Wy eees W ,q seront toutes linéaires et que par suite

leur somme sera nulle,

I1 convient de remarquer que le théoréme 3 étant une
condition nécessaire et suffisante, son application au théoréme 1
du paragraphe 3 n'enléve rien & la force de la condition néces-
saire obtenue sous forme géométrique,
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5. LE _THEOREME DE HAHN-BANACH.
L _

 Nous reprenons dans ce paragraphe la démonstration
classique du théoréme de Hahn-Banach, dans le contexte des
espaces vectoriels quasi topologiques.

Lemme 1.-
L'adhérence d'un sous-espace E d'un e.v.q.t. X est un
sous-espace de X.

En effet, pour tout vy dans 1'adhérence de E 1'applica-
tion :

fy : X=X
définie par :

f = x+

y(x) Xty
est continue (e.v.q.t. 1') et par suite :

X €EE, YEE = xty € &
Pour tout x dans F on a donc :
fx(E) cf
et par suite :

Xx€R, veE = xty e E .

D'aprés e.v.q.t. 2', il est clair que E est stable par homo-
théties.

Corollaire. -~

Dans un e.v.q.t. un hyperplan est soit fermé soit
partout dense.

Lemme 2.~

Dans un e.v.q.t. X, un sous-espace propre M est d'inté-
rieur vide.
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Soit x un point intérieur de M. D'aprés la proposition ¢
du paragraphe 1 il existe un voisinage absorbant U de O tel
que x+U soit inclus dans M, et par suite U est inclus dans M
U étant absorbant 1'union des A.M pour \ parcourant R est
égale & X et par suite M n'est pas propre.

.

Lemme 3, -

Solt H un hyperplan fermé d'un e.v.q.t. X. Le quotient
X/H est un e.v.q.t. isomorphe & R.

La projection cancnique :
T: X~ X/H

est ouverte (Paragraphe 1, Proposition 4) et par suite comme
H est fermé, les points sont fermés dans X/H.

Soit R muni de la topologie quotient X/H. Montrons que
R est séparé. Soit x un point de R différent de 0. x est fermé,
donc il existe un voisinage V de 0 que 1l'on peut supposer
équilibré, ne rencontrant pas x. Par homothétie, on peut
toujours amener un tel voisinage & 8tre inclus dans 1'inter-

valle : ] _
4t B
et par suite, le voisinage :

W=x+V

de x ne rencontre pas le voisinage V de O.

IR muni de la topologie quotient est séparé, il est donc iso-
morphe & R (muni de la topologie naturelle) d'aprés 1la Propo-
sition 7 du paragraphe 1.

Corollaire. -

Si f est une forme linéaire sur 1'e.v.aq.t. X, les deux
propositions suivantes sont équivalentes :

1) f'l(o) est un hyperplan fermé.

2) f est continue.
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Théoreme de Hahn-Banach. -

Soit U un ouvert convexe non vide d'un e.v.q.t. X.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1) ofvu.

2) I1 existe une forme linéaire continue strictement
positive sur U.

Démonstration :

- G s -

L'implication : 2) = 1) est évidente.

Démontrons que 1) = 2). Pour cela il suffit de montrer
qu'il existe un hyperplan fermé H ne rencontrant pas U et
d'appliquer le corollaire du lemme 3.

Soit H un sous-espace maximal (pour la relation d'inclusion)
parmi 1'ensemble des sous-espaces qui ne rencontrent pas U,
D'aprés le lemme 1, H est fermé. Il reste donc A montrer que
H est un hyperplan, ou, ce qui revient au méme, que 1l'e.v.q.t.
quotient X/H est de dimension 1.
Soit (X/H)* le complémentaire de {0} dans X/H.
Le cOne C défini par :

C= y (),

A>0

ol m est la projection canonique de X sur X/H, est ouvert et
convexe (Paragraphe 1, Proposition 4y,

Comme le sous-espace H ne rencontre pas le convexe U
le cOne C n'est pas égal & (X/H)* tout entier.
Montrons que le cbne C est fermé dans (X/H)".
Supposons qu'il existe un élément x de (X/H)* tel que :

x € Adh(Cc) \ C
Du fait de la maximalité de H, la droite :

D, = J X
X ser”

coupe nécessairement le c¢One C au point -x.



Y

Le cOne C étant ouvert, il existe un voisinage qu'on peut
supposer symétrique de 0 tel que :

-x+Vcce.
Par sulte, commé x est adhérent & C il existe y tel que :

y €C et y € x-V

Done :
_yG"X’i'VCCo

Le cOne convexe C contient les points y et -y, il oontieht
done O ce qui est impossible.

Le cbne C est ouvert et fermé dans (X/H)", (x/H)* n'est done
pas connexe.

I1 est clair que si 1'e.v.q.t. X/H a une dimension supérieure
ou égale & 2, (X/H)* est connexe, X/H est donc de dimension 1
ce qui acheve la démonstration.
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CHAPITOE IT

PROPRIETES DES DEPLACEMENTS ADMISSIBLES.

Dans ce chapitre, nous poursuivons 1'étude des cOnes
K et X*. L'étude géométrique que nous faisons ici éclaire
sur la nature de certaines difficultés qui surgiront par la
suite. La terminologie reste celle de [4].

CONES X, X" ET CONTINGENT VECTORIEL.

Dans ce paragraphe, nous faisons la liaison entre les
notions de déplacements intérieurs, adhérents, et la notion
classique de contingent vectoriel.

Soient X un e.v.q.t., E une partie de X et x_un é1 ¢~

'ment de 1l'adhérence E de E.

Définition 1.~

On dit qu'un vecteur V de X est tangent & E en x,
si il existe un arc continu d'origine X, *

@ ¢ [01] - X
tel que
t € 101) = o(t) €E

£=0 t

L'ensemble des vecteurs tangents & E en X, est un coOne
que 1l'on appelle contingent wectoriel et que nous noterons :

T(E, xo).



Proposition 1l.-

Soit E une partie de l'e.v.q.t. X et X, un point de
1'adhérence de E, On a :

(1) K(E, xo) c I'(E, xo) c K*(E, xo)

et en général les inclusions sont strictes.

Démonstration :

Ces inégalités sont une conséquence immédiate des défini
tions et 1'exemple suivant montre qu'en général les inégalités
sont strictes mme si 1'ensemble E est connexe par arec,

Exemple 1 :
Soit dans R2 muni de la topologie naturelle :
L } ’

= {(x, y) : y =0, x 20}

EO
E, = {(x, y) : x = ls y € [0, %]}

A%

E = U E .

On vérifie facilement que :
K(E, 0)

ti
©

Ir'(E, 0)

1
—~—
——~

>4
A
<
g
A
-

K*(E: X) = {(X: Y) I AS [O,X]}
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2. LES FORMULES FONDAMENTATES.

Ce paragraphe est un formulaire dont certaines formules
ont déjh été vues au Chapitre I. Toutes sont des conséquences

immédiates des définitions. Nous donnons & la fin du paragraph
quelqgues exemples.

a) Formules de dualité.

Soient E une partie de 1'e.v.q.t. X et X, un élément

de X.
(2) (e(l®), x) =x*E, x)
(%) x*([®), x) =x(@E, x)

Ces formules ont été vues au Chapitre I.

b) Inclusions.
Soient E, E
X, un point de X.

E, des parties d'un e.v.qg.t. X et

13
%

1) K(E, x)) cK (B, x)

.'(5) Eq CE, = K(El,xo) CZK(E2, xo)
L3 3

Ceci découle immédiatement des définitions.

c) Cas de vacuité.

[t}
Soient E une partie de.v.q.t. X et X, un point de X.

Notons E 1'adhérence de E et E° 1'intérieur de E.

(7) x, §E = X(E x)

i

¢ 5 K*(E, x) = {0]

(8) E° =04 = K x)

ft

¢

Ceci découle du caractére local des définitions.
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d) Stabilité.
Soient E une partie d'un e.v.q.t. X et x, un point de X.
Notons E 1'adhérence de E et E° 1l'intérieur de E.

(9) K(Eos XO) = K(Es XO)

( #* =
(10) K*(E, xo) K(E, xo)

Ceci découle immédiatement des définitions.
Exemples : Ces exemples sont relatifs a4 des parties E de RQ‘
muni de la topologie naturelle.

Exemple 2 ¢
Déplacements d'un ensemble "effilé".

Soit E 1'ensemble des (x,y) de R°

p /} g 5
;/?4/7;;/\ xz20 3 |yl sx

: /
/?25// on a :

tels que :

¥(E, 0)

il

o)
¥*¥@E, 0) = {(x, v) : x 20 et y =0}

Cet exemple montre qu'en général le cOne fermé ¥ (E, xo)
n'est pas 1l'adhérence du cone ouvert X(E, xo).

Exemple 3 :
Déplacements d'un ensemble de complémentaire "effilé".
\35‘ Soit F le complémentaire de 1'ensemble E de 1'exemple 2.
_\bs\ on a
\\ K(F, 0) = (@&*(®, 0)) = {(xy) : x>0=y# 0}
\\\Q\\< ¥ (®, 0) = [(kK(E, 0)) = R® |

Cet exemple montre qu'en général le cbne ouvert K(E, xo)
n'est pas 1'intérieur du cone fermé K" (E, xo).

On remarquera que dans ces deux exemples 1'ensemble E
n'est pas convexe.



3, DEPLACEMENTS ADMISSIBLES D'UN CORPS CONVEXE.

Nous démontrons ici que les propriétés classiques
des ensembles convexes dans les espaces vectoriels topologi-
qgues restent vraies dans un e.v.q.t. Les démonstrations
sont sensiblement les mémes que dans [4]. Nous montrons ensui-
te que si E est un corps convexe et si X, est un point adhé-
rent de E, les formules suivantes sont vraies :

K(E, xo) = Int[x¥ (E, Xo)j
¥ (E, xo)

i

Adh[X (E, xo)]

Proposition 1.-

Soit E (resp. C) une partie (resp. un cdne) convexe
de 1'e.v.q.t. X. L'adhérence de E (resp. de C) est un ensem-
ble (resp. un cdne) convexe.

En effet, 1l'application :
fx,y : X~ X
définie par :
fy,y(®) =+ (1-0)y
pour tout y dans E et tout A compris entre O et 1, est conti-

nue d'aprés e.v.q.t. 1' et e.v.q.t. 2' et par suite :
VEE x€E = xx+ (1-\)y € E
Pour tout x dans E 1'application :
gx,x ¢t X - X
définie par :
gy, (V) =z + (1-0)y

est continue, et par suite quels que soient x et y dans E
et quel que soit A compris entre O et 1 :

Ax + (1-0)y € E

ce qul montre que E est convexe.



- 28 -

I1 suffit mainfenant de remarquer que si C est un
edne, C est un cobne d'apres e.v.qg.t. 2".

Proposition 2. -

Soit E une partie de 1'e.v.qg.t. X et X, un point
adhérent & E. Notons E° 1'intérieur de E, Si x est un point
de E* on a:

[ 2
O<Ar <l = X, + x(x-xo) € E

En effet, solt \ appartenant & ]O0 1), notons :
yo=x + X(x—xo)
et montrons que y est un point intérieur de E.

3oit f 1'homothétie centre y et de rapport k (stricte-
ment négatif) qui transforme le point x en le point X Si v
est un voisinage ouvert de x contenu dans E, £(V) est un voi-
sinage de X, et par suite il existe un point z de V tel que
f(z) appartienne i E.

L'homothétie g de centre f(z) qui transforme le point z
en le point y a un rapport u donné par :
y = f(z) + u(z-£(z))
soit :

vy =y + k(y-2) + u(z-y-k(y-2))

u(1-k)(y-2z) + x(y-2) =0
i

W= T
¥ étant strictement négatif, u est compris entre 0 et 1

strictement, et par suite l'ouvert V de E est transformé en
un ouvert g(V) contenu dans E et contenant y ce qui démontre
la proposition 2,
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€orollaire 1. -

Soit E un ensemble convexe, E° l'intérieur de E,
E 1'adhérence de E. E° est un ensemble convexe et de plus
si E est d'intérieur non vide, on a :
o

E

il

Int(E)

Il

Adh(E")

I1 est clair que 1'intérieur de E est un ensemble
convexe et de plus d'aprés la proposition 2, si E* n'est pas
vide, tout point de E est adhérent & E°. Montrons maintenant
que tout point intérieur y de E est dans E°., On ne diminue
pas la généralité en supposant que y = 0. Soit V un voisina-
ge symétrique de 1l'origine contenu dans E. D'aprés ce qui
vient d'€tre vu un tel voisinage coupe nécessairement E° en
un point x. Si x = 0 1la proposition est démontrée, sinon
comme V est symétrique, le point -y appartient & E, et par
suite O est dans E° d'aprés la proposition 2.

Corollaire 2.~

Si C est un cOne convexe et si on note C° 1'intérieur
de C et C 1l'adhérence de C, alors C° est un cdne convexe et
de plus si C° est non vide, on a :

CO

i

Int (E)

C

1l

Adh(c®)

I1 suffit de montrer que C° est un cOne, ce qui est
évident, car les homothéties strictement positives sont conti-
nues. '
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Proposition %.-

| Soit E une partie convexe d'un e.v.q.t. X, E* 1'inté-
rieur de E et E 1'adhérence de E. Si x, appartient & E, on a :

(11) K(E, xo) = xgo ME® - x ]
(12) K*(, x)) = Adh : [ U A(E - x)]

>0

Si x est un élément de K(E, xo) il existe un voisi-
nage ouvert V de x et un réel € tels que 1'ouvert :

U x, + \V
O<i<€

soit inclus dans E ce qui démontre que :

K(E, x ) ¢ U AE® - x_]
0 >0 0o

Soit maintenant x un élément de U A[E® - x ].
>0 °

I1 existe donc un voisinage ouvert V de x et un réel € tels
que :
X, + eV CE

Par suite, en appliquant la proposition 2 on a :
A€ J0 € = X, + \V CE°
ce qui ach®ve la démonstration de (11).
Démontrons (12). Soit x un élément de K¥ (&, x.).
Soit V un voisinage de x. Par définition il existe :

vyeV 3 A>0
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ee qui montre que :

36 p o
K'(E, x)c U »E -x_)
(0] )\>O 0O

Soit maintenant x un élément de x(ﬁ - xo), pour tout
A>0
voisinage V de x il existe un élément y de V tel que :

ye u ME - x)

A>0
dlol :
y=2(z-x) ; z€k
et par suite :
1 _ _
X, + X~r =z €K

D'autre part, E étant convexe comme X est un élément de E
pour mn tel que :

0<n<

=]

on a
Xy +.ny €k

ce qui acheve la démonstration.

Proposition 4, -

Soit E un corps convexe (c'est-a-dire un convexe 4'in-
térieur non vide) d'un e.v.g.t. X. Si X appartient & 1'adhé-
rence de E on a :

(13) K(E, x,)

1l

Int (¥* (E, x,))

il

(14) x* (B, x.) = Adn(K(E, x.))

Montrons que :

il

K' (B, x,) = Adh(K(E, x))

K* (g, x ) étant fermé, il suffit de montrer qu'il est inclus
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dans Adh(K (E, xo)). Soit V un voisinage ouvert d'un élément x
de ¥¥(E, x,). D'aprés (12), il existe un élément y de V tel
que :

Xo + \y €E

Soit W un voisinage de y. D'aprés la proposition 2, il existe
z dans W tel que :

X, + Az € E°
et par suite d'aprés (11) :

z€ U [E° -x]=K(E, x)
)\>O O (¢}

ce qui montre bien que x est adhérent & K(E, xo).
Si E° est non vide, il en est de méme pour le cone K(E, XO)
et par suite d'aprés le corollaire 2 de la proposition 2 :

KE %,))° = &(E, x))°
Comme X(E, xo) est ouvert, on a d'aprés ce qui précéde :

K" (&, x,))° = K(E, x.) -
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CHAPITRE ITT

EXPRESSIONS ANALYTIQUES DES CONES K ET XK*.

Dans ce chapitre, nous abordons le probléme du @lcul
des cOnes K et K*, Nous utilisons la notion d'application
"directionnellement différentiable". Cette notion introduite
dans [6] couvre de nombreux cas intéressants. Le théoréme
que nous énongons au paragraphe 2 contient comme corollaire
les formules pratiques énoncées par la suite.

Applications directionnellement différentiables, -

Dans ce paragraphe, X et Y désignent deux e.v.q.t.
séparés. '

Déinition 1.-

On dit que deux applications f et g de X dans Y sont
tangentes au sens de G&teaux en x, si 1'application :

e(x,t) : X xRN - v

définie par :
f(xo+tx) - g(xo+tx)

€(X,'C) = T

!
@]

e(x,0) =
satisfait & :

Lim e(x,t) = 0
t-0



Béfinition 2--

On dit que deux applications f et g de X dans Y sont
uniformément tangentes au sens de Gateaux en x, si 1'appli-
cation €(x,t) de la définition 1 satisfait & la condition :

Pour tout voisinage U de O dans Y et tout x différent
de O dans X il existe un voisinage V de x et un réel n
strictement positif tels que :

yeV, t €[0,n] =» e(y,t) €U

Soient f et g deux applications de X dans Y. L'appli-
cation e(x,t) de la définition 1 satisfait aux relations
suivantes :

(1) A>0 = e¢(Ax,t) = re(x,0t)
(2) A>0 = e(x,t) = % é(xx,%)

- e -

Soient f et g deux applications de X dans Y et e(x,t)
1'application de la définition 1. Considérons la condition :

Pour tout voisinage V de O dans Y il existe un voisinage
V de O dans X et un réel strictement positif n tels que :

xeV, teg [0,'0] = €(X,t) cu

On a les propositions suivantes :
(1) % T
(ii) T = 7 si X est de dimension finie.

(1i1) T X 1 si X n'est pas de dimension finie.
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Démonstration :

- e wmown . - —— e -

i)  Donnons dans R° 1'exemple suivant :
f :R® R
g RQ - R
Définies en coordonndes polaires par :

£(p,8) =0 si 8+ %

f(p,%) =0 si p< %

f(p,%) = % si p 2 %

{ g(p,8) = 0

On a au point (0,0) :

e(p,8,) = LL0020) = &(to,8) _ < £(tp,0)

€(p,8,t) satisfait la condition r. En effet :
Pour tout e strictement positif, considérons le voisinage V
de O dans R® défini par :

V={(p,8) : p < el

Pour tout point (p,8) de V et tout réel t compris entre O
et 1, nous avons :

1 1
9--1;1-,t<5—6=> e(p,0,t) =0
1 1 - i
B ==, 0 st <1 = ¢(p,0,t) = Sr<e

Montrons maintenant que la condition T n'est pas
satisfaite :
Considérons dans R le voisinage de 0 :

v 1 1
J— 5 2[
et le point de R2 :

(p,Q) = (1,0)



Rour tout voisinage V de (1,0) et tout réel ¢ strictement
positif, il existe un entier n tel que :

(1, 2) €V ; n<e
et par suite :

1 1
3(1: y H) = nf('ﬁ:

S

ce qui contredit T.

ii) Cette proposition se montre facilement en utili-
sant le fait que si X est de dimension finie une topologile
d'e.v.q.t. séparée sur X est la topologie naturelle (Chap.I,
§1, proposition 8) et par suite est localement compacte,

iii) Donnons dans l'espace X des fonctions continues
sur [0,1] muni de la norme de la convergence uniforme le
contre-exemple suivant
Soit h 1'application :

définie par :

h(x)

]
-
1

h(0) =0

Etant donné le réel strictement positif e et pour tout x de X
différent de 0, il existe un voisinage V de x tel que :

y €V = |h(x) - h(y)| < ¢

Soient maintenant les fonctions :

f :+ X-R
g ¢ X=-R
définies par :
Nl 2
£(x) = e
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én a dans ces conditions au point O de X :

e(x,t) = f{0+tx) - g(0+tx) 5

t hix

e(x,t) satisfait évidemment la condition T, Par contre,
pour tout voisinage V de O dans X et tout ¢ strictement
positif, on peut trouver une fonction y de V telle que :

h(y) < e |ly)°

et rar suite :

G(X:G) = E_U'MJ'E

e 512

ce quil contredit la condition r.

Définition 3.-

On dit qu'une application df de X d&ns Y est positive-
ment homogéne si quel que soit x dans X on a :

A 20 = 4ar(ix) = adf(x)

 Définition k.-

On dit qu'une application f de X dans Y est direction-
nellement différentiable en X, si il existe une application'

positivement homogéne dfx uniformément tangente en O &
0

1'application :
f(xo+x) - f(xo)

On appellera 1'application df,  la "différentielle" de f
)
en x .

Il est clair que pour tout x dans X on a nécessaire-

ment
f(xo+tx) - f(xo)

t

df (x) = lim
o) £-0



et que par suite l'espace Y étant séparé la "différentielle",
sl elle existe, est unigue.

Soit f 1'application :

2 R

f : R
définie par :

f(x,y) = J§§:;§-+ (x%+y°)

Il est clair que :

ar (x) = Jfx2y°

e(x,t) = t(x%4y°)

- - - —

L'application f définie ici n'est pas directionnelle-
ment différentiable,

Soit :
f = R2 - R
définie en coordonndes polaires par :
2
£(p,8) = %T si ##£0
£(p,0) =0

Si £ est directionnellement différentiable en (0,0) on a
nécessairement :

ar (p,8) = lim iﬁﬁﬂ;ﬁl =0
o) T
£-0
et par suite :

040 = elp,0,t) = LB

=0 = ¢(p,8,t) =0

I1 est clair que l'application e(p,8) ne satisfait pas la
condition T (considérer le point (1,0)).



2)

_39_

Dans la suite, nous aurons besoin de supposer que
1l'application df est continue autour de 0, c'est-i-dire :

Définition 5, -

On dit que l'application positivement homogene df
est continue autour de 0 si elle est continue en tout point
différent de O.

On montre facilement, en utilisant la locale compaci-
té, que si l'espace X est de dimension finie la continuité
de df autour de 0O entraine la continuité de df en 0,

Par contre, ceci n'est plus vrai lorsque X est de
dimension infinie, Si nous reprenons les hypothéses et les
notations de la remarque 2.iii) 1'application :

® : X ~-R

définie par :
B
o(x) = g7

est positivement homogéne, continue autour de 0, mais pas
continue en C.

Lorsque 1'espace Y est un espace vectoriel topologigue

on démontre facilement que la continuité de f autour de X,

entraine celle de df, autour de 0,
0

Transport des cones par une application directionnellement
différentiable, -

Dans ce paragraphe, X désignera un e.v.q.t. et Y un
espace vectoriel topologique, f une application de X dans Y

et df  1la "différentielle" de f en X (Chap.TIII, §1).
(0]
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Nous démontrons ici le théoréme duquel vont découler
toutes les formules pratiques du parapraphe suivant.gdn re-
marquera la restriction importante faite sur la nature de
1'espace Y.

Théoréme 1. -

Soit f une application de 1l'e.v.g.t. X dans 1'espace

vectoriel topologique Y. Soit dfx la différentielle de f
o
au point x . Si 1'application af,  est continue autour

de 0 (§1, définition 5) on a 1'inclusion :

(F,) K* (£ (E), x) cdtj%[K*(E, £(x,)) ]

Démonstration :

e v . e aw - v o

Soit x un vecteur de K*(f_l(E), xo) que nous suppo-
sons non nul, Morrons que af (x) est un vecteur de
o

K* (E, f£(x,)).
Soient U un voisinage de O dans Y et € un réel stric-

tement positif, Y est un espace vectoriel topologigue,
donc il existe un voisinage W de 0 dans Y tel que :

WW c U

D'aprés la condition T (§1, définition 2) i1 existe un
- Voisinage V1 de x dans X et un réel n strictement positif
tels que :

yevy s telo,n] = e(y,t) ew

La "différentielle" dfX est continue autour de 0, il existe
o
done un voisinage V2 de x dans X tel que :

y € v2 = dfxo(y) € dfxo(x) + W
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Par définition de X¥*(r 1(m), x, ) 11 existe y dans Vy n ¥,
et t dans l'intervalle J0, min(e,n)[ tels que :

X, + ty € f“l(E)
Par suite :
f(xo+ty) €E

f(xo+ty) = f(xo) + tdf, (y) + te(y,t)
o]

f(xo+ty) = f(xo) + t[dfX (y) + e(y,t)] €E
0

Par construction :

d%(y)+e@ﬁ)=d%{&)+d%{@)—d%:&)+€WJJ€d%<&)+W+VV

0 o 0 o 0
ar_ (v) + e(y,t) e dr,_ (x) + U
x x
o 0
Ce qui prouve que df_ (x) appartient & K¥(E, f(xo))°
0
I1 est clair que le vecteur O appartient & df;{l[K*(E,f(xo))]°
0

Corollaire 1, -

En appliquant ks formules da dualité (Chap.II, (2),(3))
on a immédiatement la formule :

K(£7H(E), x) o df;i[K(E, f(xo))]

(¥,)

Corollaire 2. -

En appliquant dfX aux deux membres des inclusions
¢
précédentes, on a

(¥ ar{w* (¢7 (@), %) ] KB, rx,))

3)
(7)) df[K(f”l(E), xo)] 5 K(E, £(x,))
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- ho .

L'exemple suivant montre qu'en général les inclusions
sont strictes.

Soit :
f

définie par :

£(x) =1 + x°

On a :

dfo(x) =0

et par suite, si on pose :

on a @

1

R~-R

\\
(&
~

E = [1: +°°[

K*(E, £(0)) = K*([1+a[, 1) = [0,+o[
K*(£7HE), 0) = K*([0,4[, 0) = [0,+e[
df;l[K*(E, f(o))] = df;l[[0,+m[] = J-o,+af

K(E, £(0)) = K([L,+e[, 1) = J0,+e
K(£™H(B), 0) = K([0,+s, 0) = 10,4+e[
arg (2, £00)] = ar;}10,4] = ¢

. Corollaire 3, -

Les deux égalités :

df;i[K(E, £(x))] = Int{df;i[K*(E, £(x,)) ]}

af K% (8, £(x)] - aanfar x(8, £x )]}
0 (o]

entrainent respectivement :
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(%) df;z[K(E, £(x,)) ] = k(£ (®), x,)
(Fg) df;i[x*(E, £(x,))] = k* (r7HE), x)

La démonstration utilise la relation 4) du Chapitre II
et le fait que X* (resp. K) est fermé (resp. ouvert).

Quelgues expressions analytigues de cdnes X et x*,
Formulaire.-

Les formules énoncées ici sont des conséquences immé-

diates des formules du paragraphe précédent et des défini-
tions.

Cbnes K et K¥ pour une application admettant une différen-
tielle convexe.-~

Hypothéses :

- X est un e.v.q.t.

Y est un espace vectoriel topologique.

f est une application de X dans Y.

- dfX est la "différentielle" (Chap.III, §1).
(¢}
- dfx est continue autour de 0.

0
E == £(x)] ; af;(J-=,00) # ¢
(¢}

Formules :
(F)  K(HE), x)) - aty *(1-=0[)
(Fg)  K*(£7HE), x) = df;'(1-=,0])
0

Démonstration :

- —— . o B e e e -

I1 suffit de remarquer que dfil(]—w,oj) est un
0

corps convexe et que par suite nous pouvons appliquer les
formules (FS) et (F6).
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b) €Ones X et K* pour une application admettant une "différen-
tielle" linéaire. -

Hypothéses :

- X est un vectoriel normé.
- [ est une application de X dans R.

- 4f, est la différentielle de f en X, (au sens de
Fréchet). °

- dfx est continue et non nulle,
o)

Formules :
k(£ ([0, 4%), x ) = X
x (£~ (70, +[ ), =X
(Fy) { flx)) >0 = _1(] Fel)s %)
K*(£77([0,+=[), %) = X
X

K*(f—l(]o,+m[), XO) =

k(£ ([0, +a[), x) = {x . ar. (x) > o}
(o]
K(£~1(70,+e[), x,) = {x paf, (x) > o}

F f =0 =

Fio) { 7(x,) K* (£~ ([0, +[ ), x.) = {x : dfxo(x) > o}
K* (£71(0,+=[ ), x,) = {x deO(X) = O}

O

K(£7H ([0, 4e[), x,) = ¢
K(£™1(J0,4[), x ) = ¢

(F £( 0 = 0o

11) XO) ) K*(f‘l([O,-{-m[)v, XO) = {O}

K*(£71(10,4=[), x_) = {0]

Démonstration :

—— - -t — -

I1 suffit d'appliquer les résultats du paragraphe
précédent.

Nous verrons au chapitre suivant, dans les applica-
tions, quelques précisions sur le calcul des cbnes K et K*
dans certains cas particuliers intéressants.
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CHAPITRE IV

UN_THEOREME D'EXTREMA LIES DANS UN ESPACE DE BANACH,

1)

Nous nous proposons ici d'illustrer la méthode exposée
au Chapitre I en démontrant un théoréme d'extréms 1iés vala-
ble dans un espace de Banach. Le probléme abordé est le
suivant :

Etant donnés un espace de Banach X et gtl applications
fo’ fl, cees fq de X dans R, trouver des conditions néces-
saires pour que 1'élément X de X réalise le maximum de f
sur 1'ensemble des x satisfaisant aux contraintes :

fi(X)%O i=1,ooo,p
fj(x) =0 J=p+l,...,q
On verra que moyennant des hypothéses naturelles sur les

applications f on retrouve des conditions classiques lorsque
1l'espace X est de dimension finie.

CONES K* POUR UNE APPLICATION DE RANG CONSTANT,

Etant donnée une application f de X dans RY on a vu
(Chap.ITI-82) que si f est différentiasble en x, et si
f(xo) = 0 on a l'inclusion :

(1) K*[f"l(o), xo] c {x €X:df, (x) = O}

o
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Nous démontrons ici que si 1'application f est de rang
p au voisinage de X, (c'est-a-dire si f est continuement
différentiable dans un voisinage V de X et si 1'application
linéaire tangente dfx est de rang p sur V) on peut remplacer
dans (1) 1'inclusion par 1'égalité. La démonstration s'appuie
sur le lemme suivant :

Lemme, -

Soit f une application de X dans R9 de rang p au voi-

sinage de O telle que f(0) = 0 . Il existe un difféomorphis-
me local :

w o V=

d'un voisinage V de 0 dans X sur un voisinage ¥ de 0 dans X
tel que :

1) dp est 1'application identique de X dans X.

2) L'application f o v est constante sur les
translatés du noyau de ar.

Démonstration :

Introduisons les notaticons :
- N est le necyau de dfO,
- I est 1'image de 4dr .
-~ M est un supplémentaire algébrique de N (M est de dimen-
sion p).
- J est un supplémentaire algébrique de I.
- Py et pg sont respectivement les projections sur N et T
parallelement & M et J.
- dfo est la restriction de dfo a M. dfo est un isomorphis-
me entre M et J.



- 47 -

Soit ¢ 1l'application de X dans X définie par :

§(x) = dF™ e pr o £(x) + py(x)

¢ est continuement différentiable dans un voisinage de O,

On a :

~ -1

dy(x) = df ;™ o pp o af (x) + py(x)

dwo est done 1'application identigue de X dans X et par suite
nous pouvons appliquer le théoréme de fonctions implicites,
I1 existe done un difféomorphisme local :

w2 V-

d'un voisinage V de 0 dans X sur un voisinage V de O dans X
tel que : w o ¢ soit 1'idertité de X.

©w satisfait évidemment & la premiére condition du lemme,
montrons qu'il en est de méme pour la seconde, Pour cela il
est clair qu'il suffit de démontrer gue pour tout x dans V :

a(fop);(0) o N.

Du fait que 1l'pplication f est de rang p pour tout x dans V
le sous-espace :

a(ter) 7 (0)

est de codimension p et par suite si nous montrons que :
=1
d(focp)X (0) eN
nous aurons montré que :
=1
d(for) 7 (0) = N

ce qul est suffisant.

Soit § un élément de d(fow);l(O)o € est 1'image par Wy (x)
d'un élément n de X, |
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On a :
a(fow)y o Ay (xy(n) = 0
Af, (x) © G0y oAb y(n) =0 = dfm(x)(n) = 0
Comme :
ay - dr 1 o df +
o(x) = %o °Pr p(x) ¥ Py
On a :

§ = =
| Wy x)(N) =0+ py = 5 e
ce qui achéve la démonstration.

Corollaire, -

Soit f une application de X dans Rq, de rang p dans

un voisinage de O telle que f(0) = O. Notons N le noyau
de dfo.

Il existe un difféomorphisme local :
o V-

d'un voisinage V de O dans X sur un voisinage ¥ de 0 dans X
tel que :

XEVNAN = foop(x)=0

Théoréme. -

S1 £ est une application d'un espace de Banach X
dans R? de rang p au voisinage de x _ et si f(xo) =0 on a
1'égalité :

K*[f'l(o), x, | = {xex: ar, (x) = o}
0
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Il suffit de démontrer 1'inelusion :
. — # a=1
{xex:ar (0 = o} cx*(e1(0), x,) .

Nous ne diminuons pas la généralité en supposant x, = 0.
Soit :

o : V-

le difféomorphisme défini dans le corollaire du lemme,
On a :

foolVN) =0 = o) c £ 0) .
Par suite :

K*(o(vy), 0) < k*(r"2(0), 0)

Nous savons (Chap.III - §2) que :

dcpo(K*(vnN, o)) < K* (o (VnN), 0)
Il est clair que :

K*(VAN, 0) = N

et par suite, comme dfo est 1'application identique nous
avons :

- — #* #* /A=l
N = dp (N} = dcoo<K (VAN, o)) <K' (£77(0), 0)
solt par définition de N :
. _ #( =1
{x taf_(x) = o} < x*(r71(0), o)

ce qui démontre le théoreme.



2) UN_THEOREME D'EXTREMA LIES.
1

Soit f = (£°, f£', ..., £f2) une application d'un espace

de Banach X dans RQ+1. Nous notons df; la différentielle au

point x  de 1'application £t °

Nous dirons que f satisfait les conditions H au point X, si @

Conditions H, -

- fx) =0, 1=0,...,9)

- dfio £0, 1=1...p

- L'application h :

X e~~~ h(x) = (fp+l(x), coes fq(x)>
de X dans R®P est de rang constant r dans un voisinage de Xoe
On note dhX la différentielle de h,

Théoréme, -

Si l'application f satisfait aux conditions H au point X
ps . , PR ‘ R o)
une condifion nécessaire pour que Xo réalise le maximum de f~ sur
1'ensemble E défini par :

E = {x €X : £5(x) 20, (i=l...p) ; £9(x) =0, (j = p+1...q)}

est qu'il existe g+l constantes réelles :

LI B A.

0 p+l’ o]

X 3 Xlﬂ LI BN 2 J lp] X



- 51 -

non toutes nulles telles que :

1) Ay 20, i=0...p

q
2) ) Ay aft =o
i=1 ©

Démonstration :

Conformément aux notations du §3 du Chapitre I,

- E, = {x €X: fj(X) = 0, (j=p+1...q)}

1
e
Il

{x €X: fi(x) > O} i=(1...p)
= {x e X : fOx) > fo(xo)}
- 0 = K*(Ey XO)

- 0y = K(Ei’ XO) i=(1...p+1)

D'aprés les formules (Chap.III - §3) que nous pouvons
appliquer : )
el Yy o - . apl
lsispil; i(x)=0 = o ={xex: dfxo(x) > o}
L'application h étant de rang g-p au voisinage de X, nous
pouvons appliquer le théoréme démontré au §1 de ce chapitre
et par suite :
= v . J -
0, ={xex: dfxo(x) = o}
Les ensembles Qi étant tous convexes et non vides
nous pouvons appliquer maintenant le théoréme d'extrémum
sous sa forme analytique. Nous obtenons :

Il existe p+l formes lindaires continues

U.)O, UJl, s o0y wp+l
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telles que :
x €0, = wi(x) 20

p+l
w; = 0
1=0
On a donc nécessairement étant donnée la nature particuliere des
cones Qi :
i .
Wy = ki dfxo i1 =1,...,p Ay 2 0
o)
wp+l = Ay dfxo Ao =0
q »
= J -
W, = }: lj dfxo J=p+l,.v.5q
J=p+1

ce qui démontre le théoreme,

Remarques :

a) Nous avons supposé que 1'application

h: X —>RYP
était de rang constant r dans un voisinage de Xy
Cette circonstance se produira en particulier lorsque les
formes linéaires :
i

X
0]

df i = p+l..‘.q

sont indépendantes, En effet, danc ce cas, par continuité, les

formes
i

ar

X 1= p+l...Q

restent indépendantes dans un voisinage V de X, et par sulte f est
de rang constant q-p sur V,
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b) Nous avons supposé que pour 1 = (1,...,p)
fi(xo) était nul car si fi(xo) était strictement positif

- on aurait :

3)

XK(E,

i’ xo) =X

ce qui est sans intérés.

¢) Nous ne donnons pas ici de conditions sur les
applications fi qui permettraient d'affirmer la non nullité
de A, et par suite d'écrire :

q [}
o _ i
dfXO = z: Ay dfxo
121

UN RESULTAT CLASSIQUE DU CALCUL DES VARIATIONS.

Le théoréme énoncé au §2 contient comme corollaire
le résultat classique suivant :

Soient F°(U,V,t), ..., F(U,V,t) q+l applications
de R° dans R de classe C, en U et V, de classe C; en t.
Moyennant les conditions usuelles une condition nécessaire

pour que 1'application §(t) réalise le maximum de la fonec-

tionnelle :

1
j1 FO(x' (), x(t), t)dt
0

sur 1l'ensemble des applications de [0, 1] dans R, de classe
02 telles que :

x(0) = x'(0) = x(1) = x'(1)

1
J\ Fl(x' (), x(t), t)dt = 0 i=1,...,p
0

1
J’ Fj(x'(t), x(t), t)dt = 0 jJ=p+l,.e.,q
0
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est qu'il existe g+l constantes réelles ) cees X

o’ "1’ q
telles que :
1) 3,20 1= (0,...,p)
‘q ; Fi a Fi
2) Y s SHE(R(6),x(6),8)) = ) &y E-(x'(8),%(8), 1)
i=0 i=0

Démonstration :

Soit X l'espace vectoriel des couples (x'(t), x(t))
tels que :

x(t) € C,y([0 11)
%(0) = x(1) = x'(0) = x'(1) = 0

X est un espace de Banach pour la norme de la convergence Cg.
Soient f7 i=0,...,9 les applications de X dans R

définies par :

. 1 .
elx(6)) = [ Phx (6),x(e),0)as
L/O

On a :

ark ) (5(0)) = 1[25 0,56, 6).57(6) + BE(e (6),x(8),6).5(5) Jas

Si 1'application :
= (£°x), ..., £9x))

satisfait aux conditions H au point x(t) nous pouvons appli-
quer le théoréme précédent et par suite il existe g+l cons-
tantes ko’ coes xq telles que :



::.55.5

1) %, 20 i=(0,.005D)

2) Z J L (X' (6),%(5),£).8" (£)+2 <x (£),%(6),8).5(¢) |
1= dt = 0
pour tout élément 5(t) de X,

La classique intégration par partie achéve la démons-

tration du théoréme,
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CHAPITRE V

UN_PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL.

Nous proposons ici une application de la méthode
exposée au Chapitre I au probléme du contrdSle optimal,
Dans un premier paragraphe nous posons rapidement le probléme,

LE PROBLEME DU CONTROLE OPTIMAL.

La terminologie que nous introduisons ici est en
grande partie celle de [16]. Posons le probléme de la manidye
suivante,

aj Le systéme, -

Soit ¥ 1l'ensemble des triplets ([totlj, x(t), u(t))
ol [totlj, x(t), u(t) sont respectivement un intervalle
fermé de R, une application continue de [totlj dans un espace
vectoriel normé X, une application de [totlj dans un espace
topologique séparé H,

Nous dirons que X est llespace des états, =x(t) une
évolution, u(t) une commande,
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b) les contraintes, -

Nous distinguerons les trois types de contraintes
suivants :

- La liaison gcommande évolution : Soit une application :

f + XXRxH - X

L'évolution et la commande sont liées par 1'équation d'évo-
lution :

6) B or(x(t), t, ult)

Le sens que l'on donne & cette égalité est A préciser.
On peut voir dans (E) une équation différentielle ordinaire

9%%31 étant la dérivée de x(t).

- Les contraintes sur la commande : & chague intervalle

[t ] on associe une partie de 1'ensemble des applications
de [t tlj dans H. Par définition les commandes u(t) apparte-
nant & une de ces parties sont dites admissibles,

- Les contraintes sur 1'évolution : & chaque intervalle

[t tlj on associe une partie de 1l'ensemble des applications
continues de [tot ] dans X. Par définition les evolutlons
appartenant & une de ces parties sont dites admissibles.

On dit enfin qu'un triplet ([totlj, x(t), u(t)) de ¥
est admissible si x(t) et u(t) sont admissibles et satigfont
de plus & 1'dquation d'évolution (E).

c¢) Le critére, -

Soit enfin g une application de ¥ dans R que nous
appellerons critére.
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Le probléme du contrdle optimal est de déterminer
des triplets admissibles réalisant le maximum du critére g
sur 1l'ensemble des triplets admissibles.

Rappelons briévement dans quel cadre Pontryagin [17]
présente le probléme,

Dans [17] 1l'espace X est de dimension finie, les
évolutions sont absolument continues (ef., [18], p.49), les
commandes sont mesurables et bornées, et 1'égalité de 1'é«
quation d'évolution (E) doit ‘Stre réalisée presque partout.

Dans une premiére partie les auteurs de [17] (Chap.I
et II) imposent uniquement des contraintes sur 1'état finél
aux évolutions (c'est-a~-dire qu'on exige que X(tl) appar-f
tienne & une partie déterminde de 1l'espace des états).

Dans une deuxiéme partie on pose le probléme avec des con-
traintes quelconques sur 1l'état. (On exige qu'a chaque ;
instant x(t) appartienne & une partie de X).

Nous n aborderons pas dans cette étude ce deux1eme
the contraintes. '

Signalons enfin 1'étude récente de H. Halkin [21]
ol 1'on procéde de la maniére suivante.

- Dans un premier temps on démontre un théoréme
d'optimisation en présence de contraintes valable dans un
espace de Banach.

- On considére ensuite 1l'espace de Banach % des
applications absolument continues de [0 1] dans X. Les
contraintes décrites en b) se traduisent en termes de parties
de ¥ et on applique le théoréme d'optimisation. Cette méthode
permet en particulier de traiter le cas ou 1l'évolution est
bornée (quel que soit t, [x(t)] =k ).
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Bien que valable dans un espace de Banach le résultat
que nous démontrons au Chapitre IV n'est cependant pas aSsez
fort pour nous permettre de procéder comme dans [21], aussi
nous allons proposer une méthode plus proche de 1'étude
classique de [17].

UNE_APPROCHE GEOMETRIQUE DU PROBLEME DU CONTROLE OPTIMAL.

La méthode que nous proposons ici est directement
inspirée par celle de Pallu de la Barridre [16]. Elle con-
siste & ne considérer que des problémes en horizon fixé
(c'est-a-dire ol ne sont admissibles que les évolutions et
les commandes définies sur un intervalle fixé [0 T]) et &
travailler sur l'espace des états accessibles & 1'instant T.
(ef. déf. 1). Notre méthode différe essentiellement de celle
de [16] par l'utilisation des cOnes X et XK* (Chapitre I).
Elle nous permet notamment, sans difficultés supplémentaires,
de considérer des contraintes sur 1'état final d'un type

plus général que dans [16].

Plus précisément nous appellerons comme dans [16]
" Probléme de Pontryagin en Horizon fixé " le probléme

suivant, (On peut voir dans [16] comment. de nombreux prople-
mes se raménent & celui-ci).

a) Le systéme, -
~ est 1l'ensemle des couples (x(t), u(t)) ol x(t) et

u(t) sont respectivement, une application continue de 1'in-
tervalle [0 T] dans un espace de Banach X, une application

de [0 T] dans un espace topologique séparé H.
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b) Les contraintes.-

- La liaison commande-évolution :

Soit une application :
f ¢+ XXRxH - X

continue et continuement différentiable par rapport & la
premiére variable, On doit avoir :

€) L r(x(6), t, ult))

cette égalité étant prise au sens de la définition 1 du
paragraphe 3,

- Les contraintes sur la commande :

Sont admissibles toutes les applications continues
par morceaux de [0 T] dans H. (Par "continues par morceaux”
nous entendons ayant un nombre fini de discontinuités de
premiére espéce).

- Les contraintes sur 1l'évolution :

Nous ne considérons que des contraintes sur 1'état
final, Plus précisément, soit C une partie de X, sont admis-
sibles les évolutions x(t) telles que :

x(o) =0
x(?) e C

¢) Le critére,-

Soit h une application de X dans R. Au couple admis-
sible (x(t), u(t)) on associe la valeur h(x(T)). On dit
que le critére est final.
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Définition 1,-

Comme dans [16] nous appellerons ensemble des états
accessibles & l'instant T et nous noterons T'(T) 1'ensemble
des x de X tels qu'il existe un couple admissible

(x(t), u(t)) pour lequel on ait :

x(T) = x .

Supposons que le couple (%(t), u(t)) réalise le
maximum de h. Nous pouvons appliquer le théoréme d'optimi-
sation (Chapitre I, §3%, théoréme 1) aux ensembles :

(T)
C

. {x € X : h(x) > n(X(T))}
et au point x(T).
Deux cas peuvent se présenter :

1) L'ensemble C est d'intérieur non vide. (contrain-
tes de type "inégalités"). Dans ce cas nous exprimerons jue
1l'intersection des cbnes : P

K*(T(T),%(T)), X(C,x(T)), X({x:h(x)>h(x(T))},X(T))

est vide,

2) L'ensemble C est d'intérieur vide. Supposons
que ¢ soit 1'intersection d'un ensemble C, d'intérieur
vide (contraintes de type ézalité) et d'un ensemble Cs
d'intéreur non vide (contraintes de type inégalité).

Dans ce cas nous exprimerons que l'intersection des cOnes j

K¥(r(T)nC,,%(T)), K(C,,X(T)), K({x:h(x)>h(&(T))},X(T))

est wvide.

Nous étudions ces deux types de contraintes aux
paragraphes 5 et 6. Dans les deux cas nous utiliserons
pour déterminer le cOne K* le lemme présenté au paragraphe 4.
Ce lemme utilise quelques théorémes relatifs aux équations
différentielles que nous allons rappeler,
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3) THEOREMES ET NOTATIONS SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

Les théorémes gque nous énongons ieci sont classiques
(voir par exemple (5)) pour des équations différentielles

du type :

gﬁiﬁl = f(x, t)

at

ol f est continue et continuement différentiable par rapport

& x. Ces théoremes se généralisent immédiatement aux équa-
tions différentielles du type :

%‘-éﬂ= f(x, t, u(t))

ou f est continue et continuement différentaible par rapport

4 x, u(t) étant une application continue par morceaux,
de la maniére suivante,

Nous notons :

- X un espace de Banach,

- H un espace topologique séparé.

- f(x, t, u) une application continue de X X R x H

dans X continuement différentiable par rapport a X.

- f;c(x, t, u) 1la différentielle de f par rapport & x

au point (x, t, u).

- u(t) une application continue par morceaux de R dans X.
(Nous entendons que u(t) a un nombre fini de discontinuités
de premiére espdce sur tout ensemble borné de R).

Définition 1.-

On appelle courbe intégrale de 1'équation différen-
tielle

o

(B)  F=1x t, ut))

toute application continue d'un intervalle ouvert I de R :

~{t) : I =R



dérivable en tout point de continuité de u(t) et telle que

sa dérivée Q%é&l vérifie partout ol elle est définie :

dgét) = r(x, t, u(t))

Théoréme 1.- Théoréme d'existence et d'ureité.

Soit (xo, to) un élément de X X R.

Il existe un voisinage V de X et un réel stricte-
ment positif e tels que pour tout € appartenant & V et
tout | appartenant &4 l'intervalle ]to-e, to+e[ il existe
une courbe intégrale ~(t) de (E) et une seule définie sur
]to-e, to+e[ vérifiant :

C(-(l)":ao

Théoréme 2., -

Soit y(t) une courbe intégrale de 1'équation diffé-
rentielle (E) définie sur un intervalle ouvert contenant
1'intervalle [totll.

I1 existe :
- un voisinage V de y(t).

- un réel strictement positif e.

tels que :

-~ Pour tout £ appartenant & V,

- Pour tout i appartenant & ]to-e, to+e[ s

il existe une courbe intégrale o(t) de (E) définie sur
]to-e, ti+e[ vérifiant :

a(e) = 8 .
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Notation :
Notons :
g (5:1:9)
xo,to,u(t)

1'application qui & % suffisamment Voisin de x_, 1 et @
suffisamment voisins de to fait correspondre lawleur

en t =0 de 1l'unique courbe intégrale a(t) (théoréme 1)
de (E) telle que :

x(1) =5,
X A
T (a:lxg)
Xy Eoou(t) —
Xo 7/
E 3
/.
\
. to a # R

Soit y(t) une courbe intégrale de (E) définie sur
un intervalle ouvert I.
Notons :

0 (E:lye)
y(t),u(t)

1'application qui & | et 5 appartenant & I et & & suffisam-
ment voisin de y(y) fait correspondre la valeur en t = 8
de 1'unique courbe intégrale a(t) de (E) (théoréme 2)
satisfaisant a :

X(4) = § .
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Théoréme 3, -

L'application o (&,:,8) est une application continue-
y(t),u(t)

ment différentiable dans un voisinage du point :
Y(to), IO: 90

et ses dérivées partielles sont données par les formules
suivantes :

- %E (Y(io):to,go) = Az(tg’u(t)

o O
y(t),u(t)

ol AY(tg’u(t)' désigne la valeur en t de l'unique application

t
o "o
continue de [10 901 dans ¢(X,X) telle que :

Q%é‘l= £l (y(t), £, u(t)) . A(t)

lorsque u(t) est continue et égale & 1'identité pour t = 4

0

- $ 0 (gdrignag) = VDR Toeiy(, 0 uti ]

o o
y(t),u(t)
- S50 (Vig)aegsf) = £0v(5,),8,u(s,))
v(t),u(t)

Nous pouvons appliquer les formules du théoréme 3 &
1'application o (§,,t).

xo,to,u(t)



- 66 -

4) LEMME.

Le lemme que nous proposons lci est fondamental dans
1'étude des déplacements admissibles.
Lemme., -

Soient u(t) une application continue par morceaux
de 1'intervalle [0 T] dans H et X(t) une courbe intégrale
de (E) (8§83, définition 1) définie sur [0 T] et telle que :

x(o) = 0

Soient n vecteurs de X définis par :

a0 o (x(6), 5,08 ) - £(2(8,),5,,(5,))]

avee k=1, ..o N

0 <ty <t ces < tp < T

k
Y,
u(t) continue en by .

€ H

Dans ces conditions il existe un voisinage U de O dans R" et
une application :

T (ml,ag,..,mn) s U - X
Vl,VQ, .0 _’Vn

satisfaisant aux propriétés suivantes :

a) T (0) = X(T)

Vl. L] .Vn

0 est continuement différentisble sur U et ses
v

V * e 0
1 n
dérivées partielles sont données par :




--—a-- n (O) =V
aqk k
Vl...vn
b) Pour tout n-uple (ml, ey @n) de réels positifs ou

nuls appartenant & V' 1'élément de X :

? (ml...mn)

Vl. ] .Vn

appartient & l'ensemble des états accessibles,

Corollaire, -
Si on note comme dans [16] (p. 384) K(T) le cOne
convexe engendré par les vecteurs de la forme :

r

Rog £E(E),8,0) = £(E(E),6,8(8)) ]

ol t appartient & 1'ensemble des points de continuité de u(t)
! du segment JO T] et u -appartient & H, on a 1l'inclusion :

K(T) < K*(r(T),%(T))

En effet si nous appliquons le lemme dans le cas n =1
nous voyons que tout vecteur de K(T) est tangent & un arc
dont 1l'image est incluse dans T(T) et donc que K(T) est
ineclus dans le contingent vectoriel de T(T) en X(T) et par
suite dans X*(T(T),x(T)) (Chapitre II - §1). Nous retrouvons
donc le résultat de [16].
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Demonstration du lemm :

- - s o o > e S .. e b o o i

L'idée est de généraliser la méthode qui permet d'obw
tenir des arcs tangents aux vecteurs de K(T). Pour cela,
comme dans [16] (p. 383 - Théordme 4), nous faisons subir &
la commande U(t) des "petites perturbations”, Cependant a 1a
différence de [16] nous considérerons des perturbations "dé-
pendant" non pas de 1 paramétre mais de n parametres indépen-
dants.

La démonstration de ce lemme ne présente pas de diffi-
cultés théoriques, Elle consiste & composer des applications
différentiables et & calculer 1la différentielle de 1'applica-
tion obtenue. Nous donnons 1le principe de cette démonstration
dans le cas particulier suivant :

Soient :
v, - Xit) A e (e, e ,ul) - £(%(t,),t,,4(t,))]
v, = §(§> S e (R (s,),t,,0) - £(X(t,),t,,8(t,)) ]

avec 0 < t1 s T,

Considérons les applications Yqs Voo w}’ Yy définies par :
4, ¢+ R® — X xR?

2

X xR® — X XR

<f (5,1,0), 9\

x(t ), tl,u

Vs

(E: ) F)) b
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Posons :

Pf (dl’lg) = %4 ° q’} ° ¢2 ° Wl (ulqe)
V1V2
I1 est clair que (§3 - théoréme 2) que T (alae) est

ViVs
définie dés que a, et o, sont suffisamment petits.

Calculons la différentielle de cette application en O,

D'aprés le théoréme 3 du §3 nous avons en employant une
éeriture matricielle :

(dy,) =X {-r(%(6))st,u(t)) | |-£(&(E,)),q,0(t

(0,0) )

| I

i

[EN

t ]
Q
A |
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a = i -r(%(t,),t.,ul) | [£(X(t.),t.,ut
(dwg)(§<t1)’tl,t1) X id (£(t)st,u™) | [£(x(t,),8,,u0)
J J

-~

bl
b

(d¥5) 1| [-£(E (), ty,uP)

(%(t,),t,)

(1), (k)

o t,T
X(tl) 1

]

(ay,)

en composant ces opérateurs lindaires on obtient :

d(‘l‘4°‘1‘3°¢2°¢1)(0’0)(.\1,12) = )\.1V1 + )\2V2

Pour achever la démonstration du lemme il nous reste &
montrer que : ‘ '

4:3,120

= ? (alae) € T(T)

VY5

0,220
Si -2 et 8y sont suffisamment petits on a :

0 < tl-(c!.1+cz2) < tl-—a2 < tl T




- 71 -

Soient u (¢) et x (t) 1a commande et 1'évolution
définies par :
0t st -(a+n,) =u  (8) =u(t) ;5 x _ (t) = %x(t)
1 172 mlme o 4%y
=l . = -
tl-(q1+&2)<t5t1-wl = udlag(t) = U s @1“ (t) e (X(t ( 1+@2)9t1 (@1+12):t
x(t )st 1,u1
- 12 . - s - -
tgrog <t Sty e (B)=u" 5 ox () =0 (Xmiae(tl )it -ng,t)
172 172 . 5
x(tl),tl,u
by <tsT=u (t)=u) ; x  (t) =n(x ~1a2(t )st,5t)
| 1%2 12 |
x(t),0(t)

En revenant & la définition des applications » (§3) et &

la définition des états accessibles (§2) on vérifie immé-
diatement que : '

—— = f(x (t), t, u (t))
dt g% ’ 4%

Vi'a

ce qui acheve la démonstration du lemme.
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5) PRINCIPE DE PONTRYAGIN EN HORIZON FIXE AVEC CONTRAINTES
DE _TYPE INEGALITE SUR L ETAT FINAL.

Nous supposons réalisées toutes les hypothéses du
"probléme de contrble optimal en horizon fixé" (§2).

Nous supposons de plus que les contraintes sur 1'évolution
sont définies de la manidre suivante :

Contraintes sur 1'évolution :

Soient fl’ coes fp p applications de X dans R.
Sont admissibles les évolutions qui satisfont aux conditions :

x(6) =0

fi(x(T)) £i=1,,.,p

Théoreéme, -

Soit (X(t),l(t)) wun couple admissible, Si quel que
solt 1 =1...p on a 1'égalité :

fi(i(T)) = 0

et si les applications h, f; admettent au point X(T)

des différentielles non nulles dh, dfi s une condition
nécessaire pour que le couple (X(t),u(t)) réalise le
maximum de h(x(T)) sur 1l'ensemble des couples admissibles
est qu'il existe p+1 constantes réelles, positives ou nulles,
non toutes nulles, Ais Aps eens xp+1 telles qu'en tout
instant de continuité de G(t) on ait 1'égalité :

(1) (B*(8), £(R(t),t,8(5))) = Max (F%(5), £(E(t),t,w) (*)
ue

ol P*(t) est l'application continue de [0 T] dans le
dual X* de X définie par :

(*) 81 x* est une forme linéaire continue sur X et x un ¢lément de X
nous notons :
(x*,x)
la valeur de la forme x* au point x.
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~

* -~ ~ ~
B8 o - Bt (R(6),t,8(8)) . BH(t)
p
~* = -
p*(t) = kp+1dh + ZXi af,
i=1
Démonstration :
i) Il existe p+1 constantes xl...xp+1 , positives ou

nulles, non toutes nulles telles que :

D - ~ r
(@) Oggdn -y oagary, AP E O reg(e), 6 u) -2 E(6), 6,80 ]y = 0
i=1

quels que soient :

- t© >0, U continue en t

- U.GH.

Nous allons appliquer le théoréme d'optimisation
(Chapitre I, §4, théoréme 1) sous sa forme analytique dans
1l'espace X des états finals.

Introduisons les notations :
Ei={xex : £, (%) so} i=1...p

E {x € X : h(x) > h(:"c(T))}‘

p+1

i

D'aprés le corollaire du lemme fondamental (§4) et les
formules F10 (Chapitre III, §3) que nous pouvons agppliquer,
on ales relations suivantes :

0, = K*(T(T),&(T)) > K(T)
0; = K(E,#(M) = {x ¢ x : af;(x) <0} 1=1...p
pe = KB, %(@) = {x € X : an(x) > o}
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Si X(T) réalise le maximum de h d'aprés (Chapitre I, §4,
théoréme 1) il existe p+2 formes linéaires continues non

toutes nulles Wys © telles que :

11 ey wp+1

X €0, = wi(x)'z 0 i=0...p+1

Si maintenant nous tenons compte de la nature particuliére
des cOnes 0y (demi-espaces) pour i = 1.,..p+1 nous pouvons

dire qu'il existe p+1 constantes A ...\ ;1 » bositives

1 p+
ou nulles, non toutes nulles, telles que :

wp+1 = 4 kp+1 dh

et par suite on aura :

p
dh - ) Ay df, x) <0
1=1

x €K(T) = (+ .,

ce qui d'aprés la définition de K(T) démontre la relation (2).

1i) En tout instant de continuité de u(t) différent de 0O
on a la relation :

(3)l (p*(t), £(x(t),t,U(t))) = Max (B*(t), £(X(t),t,u))
u€H

On démontre simplement que ([16], p. 272, prop.1) si p*(t)
est une application continue de [0 T] dans le dual X* de
X telle que :

gﬁg%zl - - tfggi(t),t,ﬁ(t)) . P*(t)
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en tout instant de continuité de u(t) et telle que :

~

p
pA(t) = A, db - Z)\i ar,
i=1

on a alors l'égalité :

p
~ _ t ﬂ'
(4) P¥(T) = "Agp [ dpyq 90 - Z A dfi]
i=1

I1 suffit d'utiliser (4) et de remarquer que quel que soit x
on a :

1Y P

_,t

(Xp+1dh - E:Kidfi, AtT[x]> = ( AtT[kp+1dh - ijidfi], X)
i=1 i=1

pour déduire la relation (3) de la relation (2).

iii) En tout instant de continuité de u(t) on a la rela-
tion :
(‘1)J (p*(t), £(X(t),t,0(t))) = Maﬁ (B*(t), £(x(t),t,u))
. ue

 Supposons que (t) soit continue en O.
Notons :

g(t) : [0e] =R
1l'application définie par :

G(t) = (p*(t), £(X(t),t,0(¢)))

3i nous choisissons e suffisamment petit, G(t) est continue.
Notons enfin :

F(t,u) : [0 e] XH - R
1l'application définie par :

F(t,u) = (p(t), £(x(t),t,u))
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Supposons que l'on ait :

G(0) < F(O,uo)

Les applications F et G étant continues pour t suffisamment
voisin de 0 nous aurons :

¢(t) < Flt,u)

ce qui contredit la relation (3).

PRINCIPE DE PONTRYAGIN EN HORIZON FIXE _AVEC CONTRAINTES
DE TYPE EGALITE ET INEGALITE SUR L ETAT FINAL.

Nous avons vu au §5 que dans la démonstration du
théoréme le point le plus important (le point i) était
une conséquence immédiate des théorémes d'optimisation
du Chapitre I. Dans la situation que nous considérons
maintenant il n'en est plus ainsi.

Nous supposons réalisées les hypothéses du "probléme
de contrdle optimal én horizon fixé" (§2). Nous supposops

© de plus que l'évolution est soumise aux contraintes sui~

vantes.,

Contraintes sur 1'évolution :

SOient fl, f2, e e 0y fp, fp+1, v 00 fq q applica"‘

tions de X dans R. Sont admissibles les évolutions qui

satisfont aux conditions :
x(0) =
fi(x) <0 i=1...p
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Enongons deux hypothéses que nous ferons par la suite :

Hypothése H1 :

1) L'espace X est de dimension finie,
2) L'application :
£ : X - RIP

X Ve (X)5 ooes fq(X))

p+1

est de rang constant g-p.

Hypotheése H2 :

1) K(T) et T(T) sont des ensembles convexes d'intérieur
non vide,

2) L'application f est de rang constant g-p.
Théoreme, -

Supposons réalisée une des hypotheses H1 ou Hgo
Si le couple admissible (x(t),u(t)) est tel que :

fi(i(T)) = 0 i= 1oeoq

et si les applications h et fi admettent des différentielles
non nulles dh et df, au point %(T), une condition néces-
saire pour que le couple (X(t),G(t)) réalise le maximum
du critére h(x(T)) sur 1'ensemble des couples admissibles
est qu'il existe @+l constantes réelles non toutes nulles :

}_13 )\.29 o009 )\.pg Mp+1g 600 2 !J.qg )‘.q+1

telles que :

\i 20 i=1..,.p,0+1

et en tout instant de continuité de ﬁ(t) on ait
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(1) (*(%), £(x(t),t,0(t))) = M:ﬁ (p*(t), £(&(t),t,u))
u

o p*(t) est l'application continue de [0 T] dans X*
définie par :

éﬁg%zl = - Prl(R(6),6,8(8)) . B*(t)

en tout instant de continuité de U(t) et :
p
p¥*(T) = Ngr1 dh - in af,; - z My af g
i=1 J=p+1

Considéré avec 1'hypothése H1 ce théoreme est une
généralisation du théoréme obtenu dans [16] (p. 387 -
théoréme 5) au cas ol les contraintes sont définies par
des applications différentiables et non plus seulement
linéairey Nofte démonstration est basée sur 1l'utilisation
du lemme fondamental (§4) et ne fait pas appel comme dans
[16] & un théoréme de point fixe, conséquence du théoréme
de Brouwer,

Démonstration

Si nous supposons démontrée la relation :

, b~ zx af, - z a Ax(t)’u(t)[f(i(t),t,u)—f(i(t),t,ﬁ(t))]) <0
—p+1

quels que soient :
- t >0, U continue en t
- U.GH.
nous pourrons obtenir la relation (1) en procédant exacte-

ment comme aux points ii) et iii) de la démonstration du
théoréme précédent.
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| i) Si 1'hypothése H

vraie :

5 est réalisée, la relation (2) est

Introduisons les notations :

E, = {x ex ¢ ofy(x) =0, j=p+1...q}
E, = {x € X fi(x) < O} i=1...p
By = {x eX : n(x) > h(i(T))}

D'aprés les formules F10 que nous pouvons appliquer on a :

0; = K(Ei, x(T)) = {x e X dfi(x) < o} i=1...D

0 =K(E. ., %(T)) = {x eX : dn(x) < o}

a+1 g+l

D'aprés la seconde partie de 1'hypothése H2 nous pouvons
appliquer le thdéoréme démontré au paragraphe 1 du Chapitre IV
et par suite nous aurons :

0, = K*(Eo, x(T)) = {x € X : dfj(x) =0 j=p+1..q}

Si maintenant nous utilisons la premi2re partie de 1'hypothé-
se H2 nous obtenons en utilisant (Chapitre II, §3 - prop.4)

K(T(T), %(T)) = Int(K*(r(T), X(T))
et par suite comme (§3 - corollaire)
K(T) < Kk*(r(T), x(T))

nous aurons :

It (K(T)) € K(N(T), X(T)) = O,y
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Nous pouvons donc appliquer le théoréme d'optimisatioh

(Chapitre I - §4, théoréme 1) et par suite si X(T) réalise

le maximum de h il existe p+3 formes linédaires continues :
wO, wl, * s 0 wp, wq+1, wq+2

telles que :

x€n, = wi(x) 20

p
zwi+wm4*'%32=o

En tenant compte de la nature particuliére des cOnes o
(i=1,...,p) (demi-espace) et % (sous-espace) nous
pouvons transformer la proposition précédente en :

I1 existe @+1 constantes réelles :

kl, XE, ses Xpy kq+1

Hp+1’ s 00y Hq

non toutes nulles telles que :

Ki 20
q
Wy = = z “j d:f"J
J=p+1
wi = =- Xi dfi i=1ooop
War1 = Ageq 90
g a
x € It(K(D) = (A, dh - j A af, - zuj afy, x) %0
i=1 J=1
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Comme K(T) est un convexe d'intérieur non vide 1'indgalité
se prolonge & K(T) ce qui démontre la relation (2).

11) Supposons maintenant réalisée 1'hypothése H,.

Les ensembles E, et T(T) pouvant €tre tous deux d'in-
térieur vide nous sommes obligés de calculer :

K*(E, n T(T), X(T))

a) Supposons que K(T) et le noyau TO" 3P ge df) ne solent
pas contenus dans un méme hyperplan. Nous allons montrer
que 1l'on a :

() TP 0 k(1) ck*(E) 0 T(T), X(T))

Pour cela, montrons que si x est un point interne de X(T),
c'est-a-dire un point intérieur de K(T) relativement au
sous-espace engendré par K(T) on a :

(4) x e TP o x e kx(E, 0 (D), X(T))

La relation (4) entraine la relation (3) car K(T) est inclus
dans 1'adhérence de l'ensemble de ses points internes.

Si x est un point interne de K(T)‘il existe une base
de 1l'espace engendré par X(T), Vis eees Vi, telle que :

X = 5‘qi Vi o4 >0

Posons :

(&1:---:%) = §

k

P = {(heeny) €R Ay > 0}



(5)

.:8"2..

Soient YWet = le voisinage de O dans R®

VeV,
tion définis par le lemme (§3).

Supposons démontrée la relation :

sexfo Tt (¢ (%) n (rem)Y(0), 0)

1... k Vln q‘-Vk

D'aprés F3 (Chapitre IIT - §2) nous aurons :

et 1'applica-

x = ay (8) € x* (p (0**) n £71(0), ()
Vl LN ] .Vk Vl ” ® .Vk

et comme d'aprés le lemme

7 (p**) < r(1)

Vl. L ] .Vk
la relation (3) sera démontrée.

Démontrons maintenant la relation (5),
Considérons l'application :
a(z - i >o = df5py d.»in
Vl...vk Vl...vk
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L'application d(f o T ) est surjective. En effet
vl.’.vk
d'aprés 1'hypothése H, , df~(T) est surjective,

Soit
df“(T)( )

un élément de Rq-p.
(Vl"'vk) étant une base de 1l'espace engendré par K(T),

K(T) et ™" P n'dtant pas dans un méme hyperplan nous
pouvons écrire.

@
B

n-p+q
0, + in v, o €T

ou encore :

6 = 90 + dT (Xl...kk)

Vl. L) CVk

et par suite :

N = df(s) = df(6,) + dfedn (xl...xk) = dfodT (xl..,xk)

l

vll.OVk V OQOV

1 k

d(fou ) étant surjective, 1'application f o =

Vliltvk Avvl...vk
est une application de rang maximum, donc constant dans un
voisinage de 0.

Nous avons donc (Chapitre IV - §1) :

= € K*((f o f ) 0), o)

Vl. [ ] ‘Vk
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Comme £ est un élément de pk+ on a la proposition suilvante :
Il existe un voisinage V de % tel que :
z€V, £t>0 =» tz eV

et par suite en revenant a la définition des cBnes K* on
vérifie facilement que ¢

g ¢ Kﬂi(f o )" 1(0) n &, o>

Vl. » .Vk

et comme :

w1 <T (pk+)> - pk+

V ...V
1 k Vl...Vk

la relation (5) est démontrée ce qui achéve la démonstration

de (3).

b) Posons :

0; = K(Ey, X(T)) = {x :ar, (x) < o}

1

i

By = K(Eg, s R(D)) = {x ¢ dh(x) > o}

et montrons que

D
r n-q+p =
K(T) et [T n (igloi) n Qq+1] E

sont séparés au sens large par un méme hyperplan.

Si K-T) et E sont dans un m@me hyperplan, la proposi-
tion est démontrée.

Si K(T) et E ne sont pas dans un méme hyperplan,
11 en est de méme pour K(T) et TV P ot par suite nous
pouvons appliquer a).
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Appliquons le théoréme d'extremum (Chapitre I - §3 - Théo-
réme 1) aux cOnes
Oi t 1=1,...,P50+1

6, = K*(*(T) n E_, £(T)) = K(T) n TV B

nous avons :

(k(n) 0 THP) o [<.8 03) N Ogyq] = K@ 0 [T7¥P <i§1”i> N Ogpp] =9

et par suite il existe une forme séparant K(T) de E.

c) Soit w une forme négative ou nulle sur K(T),
positive ou nulle sur E.

Nous avons :

df, (x) <0 i=1...p l
-dh(x) < 0 > w(x) =20
dfj(x) =0 j=p+1...qJ

et par suite nous savons qu'il existe
g+l constantes non toutes nulles :

le Xg, s e 0) )\ X

p’ "o+l

Hp_{_l, [ ] “q
telles que :

Ay 20 i1=1...p,q+1
p q
w(x) = Appp G0 - in df, - Z 1y dfj
i=1 J=p+1
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Nous avons donc :

p
x € K(T) = (pp1 dh - in df; -

M dfj, x) £0
i=1 J

1

[T g N}
¥

et par suite, d'aprés la définition de K(T), nous avons
démontré (2).
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CONCLUSION

Nous retiendrons de cette méthode qu'elle permet de
situer immédiatement les difficultés du probléme, c'est-i-dire
la détermination des cOnes K et K¥*, Toutes les questions
de séparation d'ensembles convexes qu'on trouve dans la
plupart des théorémes d'optimisation sont contenues dans
le théoréme d'optimisation sous forme analytique (Chap.I - §4,
théoreme 1),

Le plus grave inconvénient de la méthode est de ne
pouvoir utiliser qu'un seul cOne K* ce qui oblige & considérer
toutes les contraintes de type égalité & la fois. Les plus
grandes difficultés sont apparues au Chapitre V dans 1'étude
du probléme de contrGle optimal en présence de contraintes
mixtes sur 1'état final. Elles sont dues au fait que 1'ensemble
dont nous cherchions & déterminer le cOne K* était 1'intersec-
tion de deux ensembles de nature trés différente : 1l'ensemble
des états accessibles T(T) et 1l'ensemble défini par les
contraintes de type égalité.

Par contre, cette méthode est efficace en ce sens qu'une
fols les résultats du Chapitre IIT acquis, elle permet sans
difficultés supplémentaires de considérer des problémes ou
les contraintes sont définies par des applications d'un type
général (différentibles, directionnelement différentiables).
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S1 maintenant nous revenons au probléme du contrSle
optimal, nous constatons que celui-ci repose pour une grande
part sur 1'étude des états accessibles. Nous allons proposer
maintenant une nouvelle formulation du probléme permettant
d'introduire les méthodes de la géométrie différentielle.

Soient X un espace de Banach, H un espace topologilque
séparé, f une application de XxRXH dans X. Notons ©(R,H)
1l'ensemble des applications continues de R dans X. Considérons
sur XXR 1le champ de vecteur Xu(t) défini par :

%u(t)(x.ut) = f(X, t: U(t))
zu(t)(x,t) =1

Nous avons ainsisuir XXR unefamille de champs de vecteurs
dont 1'ensemble d'indice parcourt ©(R,H). Si u(t) est une
commande continue par morceaux, 1'évolution correspondante
X(t) s'obtiendra en recollant un certain nombre de courbes
intégrales des champs Xu(t)' Plus précisément, nous reposerons
le probléme de 1l'accessibilité ainsi.

Soit (Xl)i ¢ 1 une femille de champs de vecteurs
sur un espace de Banach X, Pour simplifier, nous supposons
que les champs X" sont de classe C_.

Définition 1.-

On dit que 1l'application continue :

n(t) [to tll - X

est une courbe intégrale de la famille (Xi) si

iel
1)  wa(t) est C. par morceaux.

2) Si a(t) est C, sur [a bl, la restriction de a & [a b]
est une courbe intégrale d'un des champs X .
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Définition 2.~

Un point x est accessible & partir du point X, si il

existe une courbe intégrale (définition 1) de (Xi)i €1

n(t) ¢« [0 tll - X
telle que :
n(0)

&(tl)

it
ol

it
P

Notons Gi le groupe local & 1 paramétre engendré par
Xi [15] et g% une transformation locale de Gi. Dire que x
est accessible & partir de X, revient a dire qu'il existe
une suite de transformations locales :
i i

1 p
8 2 *ee sy g t > O
tl tp i
telles que :
i i i
gtp ° gtp-l ® 440 O gtl(xo) = X .
p p-1"- 1

Le probléme est donc un probléme de composition de transfor-
mations 1ocales, et en introduisant le groupe libre engendré
par IxR" on peut définir un groupe opérént (en un certain
sens différentiablement) sur X. Dans un tel formalisme 1l'en-
semble des états accessibles devient la trajectoire de x

)
sous l'effet d'une partie du groupe. '

Nous allons maintenant rappeler un résultat de Chow
dont Hermann [11] a montré 1'importance qu'il joualt dans
1'étude des états accessibles.
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- Supposons X de dimension finie (en fait le théoréme
est valable sur une variété). Soit H un systeme de Pfaff,
c'est-a-dire la donnée en tout point de X d'un sous-espace H,
de X. Soit P(H) 1le saturé de H sous 1l'effet du crochet

de Jacobi. C'est-i-dire que si nous posons :

H1 = H + [H,H]
Hiyq = B+ [Hy,H]
nous aurons
P(H) = U Hy
1eN

- Si nous supposons que P(H) est régulier (i.e. la dimen-
sion de P(H)X est constante) P(H) étant steble par crochet
nous pouvons appliquer le Théoréme de Frobénius [15] et par
suite, il passe par X, une sous-variété intégrale et une

seule, M, , de P(H).
(e}

Soit maintenant (Xi)i ¢ I la famille de tous les
champs de vecteurs C_ tels que :

1en

XX'X.

Théoreme de Chow,. -

S1 H et P(H) sont réguliers, 1'ensemble des points
qui peuvent 8tre joints 2 X, par une courbe intégrale (Défi-
nition 1) de la famille (x%)
varieteé MXO.

i€l est exactement la sous-
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On voit tout le parti qu'on peut tirer d'un tel théo-
réme dans 1'étude des états accessibles. En fait, dans la
situation déerite ci-dessus la famille (Xi)i c1 est trés
riche, Pratiquement, le théoréme, plus général, suivant serait
plus intéressant.

X est un espace de Banach.

(Xi)i ¢ 7 ©st une famille de champs de vecteurs C,
sur X, .

.P(Xi) est le plus petit systéme de Pfaff engendré
par (Xl)i ¢ 7 Stable par crochet.

Si P(Xi) et (Xi)i ¢ 1 Sont réguliers, est-il vrai
que 1'ensemble des points gui peuvent €tre joints a X, par
une courbe intégrale de (Xl)i €1
variété intégrale (en un sens & définir) de P(Xi) passant
par X ?

est exactement la sous-

Un tel théoréme permettrait de préciser dans quelles

conditions 1l'hypothése H, (Chapitre V - §6) est réalisée,
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