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INTRODUCTTION

Les travaux de Stiefel [14] ont montré que le probléme d'approximation discret
au sens de Tchebycheff reléve de la programmation linéaire ; nous avons repris ce
probléme (chapitre II) et par la simple utilisation des techniques de la programma-
tion linéaire, avons &tabli les propriétés d'existence, d'unicité et de caractérisa-
tion du meilleur approximant et 1'a1gorifhme permettant de le calculer,

Nous avons ainsi dégagé des idées plus générales, qui nous ont permis de géné-
raliser ces résultats classiques pour des problémes d'approximation au sens de

Tchebycheff avec contraintes (chapitres III et IV),

Dans la deuxiéme partie de ce travail, mous. avons considéré les probl&mes
d'approximation continus correspondant aux problémes précédents. Il est facile de
voir que ces problémes appartiennent & une classe particulidre de problémes de
programmatién convexe, et pour cette classe, nous avons démontré des conditions
nécessaires et suffisantes d'optimalité valables sous des hypothéses assez peu
restrictives (chapitre V) ; ces conditions d'optimalité ont déji été& énoncées sans
démonstration par Gol'Stein [81.

Nous avons pu ainsi généraliser les ré@sultats théoriques et 1'algorithme de
résolution humérique (algorithme de Remés [12]) relatifs au probléme d'approximation
continu au sens de Tchebycheff & des problémes d'approximation continus avec contrain-

tes (chapitre VII et VIII).






CHAPITRE ~ T

APPROXIMATION DISCRETE AU SENS DE TCHEBYCHEFF ET PROGRAMMATION LINEAIRE

-~

Ce chapitre est destiné 3 montrer les liens existant entre les problémes d'appro-
ximation discréte au sens de Tchebycheff et la programmation linéaire.

Dans un premier paragraphe, nous définissons trois problémes d'approximation dis-
créte au sens de Tchebycheff et formulons dans le deuxi@me paragraphe les trois problémes
de programmation linéaire correspondants.

Dans le troisiéme paragraphe enfin, nous donnons quelques rappels sur les polyé&dre

convexes et la programmation lingaire.

§1 - DEFINITION DES PROBLEMES D'APPROXIMATION CONSIDERES

Notations :

% Inf(f(x) | x € D) désigne la borne inférieure de la fonction f(x) lorsque x parcour

le domaine D ; plus particuli&rement,

Min(xJ--yJ | j = 1...N) désigne le minimum de xJ—yJ quand j parcourt 1l'ensemble
d'indices (1. . oN) .

* On dit qu'une matrice A est (N,n) si elle a N lignes et n colonnes, et on désigne
éme

par Ai 1'élément de la 1™ ligne et de la jl colonne.

1 -~ Approximation d'un vecteur au sens de Tchebycheff

Soient 8is i =1...n, n vecteurs donnés linéairement indépendants appartenant i R

On désigne par :

un élément de la variét@ linéaire V engendrée par les g+



Soit f un vecteur donné de RN, f¢ V, on cherche un &lément (meilleur approximant)
g*ef V (s'il existe) tel que : '

A .
Max (| £)-g Jllj = 1...N) = InfEMax(]fJ—gj l‘j = 1...N) i ge V] =o

Ce probléme est un probléme classique. que nous désignerons par PI.

2 - Approximation discré&te au sens de Tchebycheff avec contrainte du type inégalité.

Soient gi,.i = 1l,,.n, (Pi’ i =1...n, 2 x n vecteurs donnés appartenant respecti -

vement 3 RN et a RK.
On suppose les g4 linéairement indépendants, et on désigne par g un &lément de la variété

lin€aire V qu'ils engendrent :

~ , ~ oK PP
Etant donné un scalaire strictement positif M, et le vecteur ¢ appartenant 4 R, on définit

le sous-ensemble X de an :

X= {x¢c g™ :

[/ R =

Xy qﬂ = ¢ €M § =1...K}

i=1

Soit alors V, le sous-ensemble de V défini par :

n
V={g= I x g :xe€3X}
o1 1%L
Etant donné le vecteur f de RN, £ ¢'V, on cherche un &lément (meilleur approximant)

eV (s'il existe) tel que :

Max (lfJ-g*jl\j = Ktl,. K+N) = Inf[Max (Je3-g || = Kel...Ke)

Nous désignerons par PII ce probléme.

Remargue :

Dans la suite, nous considérerons &galement le probléme P'II suivant, cas parti-

culier intéressant du probléme PII :



-3 -~

. . - s~ o N+K P .
Soient gss 1 = l...n, n vecteurs donnés appartenant a |R s on désignera toujours par g
un &lément quelconque de la vari&té lindaire V engendrée par les 8;s supposés linéairement
indépendants,

Soit ¢ un vecteur donné de RK, on désigne par V le sous-ensemble de V dé&fini par ¢

V={g€V:gJ\<¢J j = l...K}

Etant donné le vecteur f de )RN, £ ¢’V, on cherche un élément (meilleur approxi-

mant) g*¢ V tel que :

Max (|£3-g™J || § = K+1...K+N) = Inf[Max(lfJ-gJ{ i = K+l...K+N) ’ gc V:}

d

3 - Approximation de deux vecteurs au sens de Tchebycheff,

] . , s N P
Soient donnés n vecteurs gys 1 = l...n, appartenant & [R ; on désigne par g

un élément quelconque de la vari&té lindaire V engendrée par lesg;, supposés linéairement
indépendants.
Soient donnés f. et f, deux vecteurs de E@if

1 2 1
généralité, étant donné le probléme qu'en a en vue, on suppose :

et f2 §ZV 3 sans restriction de

fi]- = f% j = ].gnoN (1)

(S8i deux vecteurs f1 et £, ne vérifient pas (1), on se ramédnera 3 ce cas en considérant le

vecteurs CPl et (Pz de |R" définis par :

Lfi = Max(fJ, f%) j

1ﬂ.lN

(Q%:Min(fj,f%) j o= 1.,.8.)

Pour un vecteur g € V, on pose :

d(g) = Max[Max(lf{«gjfij = 1...N), Max(|f%—gj] j= 1...N)]

On cherche un &lément (meilleur approximant) gxeg V (s'il existe) tel que :
. ,
d(g") = Inf(d(g)lge V) = o

Nous désignerons par PIII ce probléme.



Remargue H

Ce probléme est trés important dans la pratique ; il peut &tre considéré comme une
version plus réaliste du probléme PI,

En effet, supposons que le vecteur f de RN du probléme PI soit le résultat d'un
certain nombre de mesures ; ces mesures sont toujours 1l'objet d'une certaine incertitude,
et il est plus exact d'approcher la "bande de confiance" définie par les vecteur £, et
f2 du probléme PIII,

§2 ~ FORMULATION DES PROBLEMES DE PROGRAMMATION LINEAIRE CORRESPONDANTS

Notation :

On désigne par b le vecteur de IRn+1 défini par :

bJ=O j=_1a..n'

1 -~ Probléme PI
Notations :
’ 2N ...
On note a; le vecteur de R“" défini par :

a =fJ j=1o.oN

= glN

a N+l...2N

= Cade = o

J

On désigne par :
G la matrice (N,n) de terme général Gj = gi (j = 1...N, i = 1,..n) -
et par :
I le vecteur de RN défini par : Ij =1 jy= l...N.
On définit la matrice A1(2XN, n+l)



Proposition 1. 1
"Le probléme PI est Equivalent au probléme de programmation lindaire, sous forme

canonique, suivant ¢

Minimiser la forme lindaire

z = bx

+
sur le polyé&dre convexe défini dans [R" lgpar :

Alx 2 al”

le probléme PI peut s'énoncer ainsi

1 .

En effet, en intreduisant une variable auxiliaire X 410
A e s 2 o P n+
Minimiser X, Sur le polyédre convexe QI défini dans [R par

n o o
i S .
QI iilxi gi + Xn+1 > f N] 1l.. N
Sy o ]

En employant les notations vectorielles définies ci-dessus on obtient la proposi-

tion annoncée,

Proposition 1.2.
"Le probléme PI a pour probléme dual le probléme P*I suivant

Maximiser la forme linéaire

Z'

o PO 2xN
sur le polyédre convexe défini dans ' R par ¢

"
y A =D y 20

Cette proposition s'obtient directement par application des théorémes classiques
prop p PP

de dualité pour des programmes linéaires [2]o
On remarque que le probléme P*I est un probléme de programmation lin&aire sous

forme standard.

Remargue :

- P - “ * ~
En explicitant les &critures matricielles, le probléme P"I s'énonce comme suit :

Maximiser la forme linéaire

N . N .
z' = y, £ - 3 £

NS
j=1 j=1

1



sur le polyédre convexe QxI défini dans |R2N par :

N .
L i .
0; \yj yN+j> gy 0 i=1...n
j=1.
%
QI 2N
r y, =1
j=1
vy 20 i = 1...2N
2 = Probléme PIL
Notations :
On définit le vecteur a, de lR2K+2N
a%= ¢J—M j=140oK
al = 3™ n j = K+l...2K
a) = £17% § = 2K+1...2K4N
a% = gl "N-K i = 2K+N+1l..,2K+2N

On désigne par :

G la matrice (N,n) de terme général G; = gq+K i=1.4on, j=1...N

1.,
I la matrice (K,n) de terme général F; = Cf% i=14een, j = 1...K
I le vecteur de RN défini par : 1 =1 j = 1N
® le vecteur nul de fRK ¢ oF = 0. j = 1...K

On définit la matrice A2(2K+2N, n+l)

r 4 o
.
~I | @
I S
o i
Az =\.G _ Lo I_
-G 1

Propesition 1,3,

"Le probléme PII est &quivalent au probléme de programmation linéaire, sous forme

canonique, suivant

Minimiser la forme linéaire

z = bx



sur le polyé&dre convexe défini dans Rp+1 par

)

A.X>a"
277 72
En effet, en introduisant une variable auxiliaire xn+1,.le probléme PII peut s'énoncer
ainsi

+
Minimiser X . Sur le polyédre convexe QII défini dans RP 1 par @

(3 j ]

ifl Xi L?i ; (1) - M ] = l...K

i N i
QII qifl X, (fi > - - M j=1...K

5 3 3

iil Xi gi + Xn+1 B f J = K+]—o 0 OK+N
n

—a Zl ‘xl gJ + Xn+l > “fJ J = K+l. . oK‘l‘N
i=

En employant les notations matricielles définies ci-dessus on obtient la proposition annonc

Programme linéaire dual.

Le probléme PxII, dual de PII nous est donné par la proposition 1.2, et en expli~
citant, le probléme P*II s'énonce comme suit ¢

Maximimer la forme lin@aire

K . 2K 2K+N . 2K+2N

z' = Dy, () ¢ oy (=i R+ oz oy, 57K y, 17K
j=14 j=k+1 7 j=2K+1 JE2KR4N+1
sur le polyé&dre convexe QEII défini dans 1R2K+2N par

K i 2K+N K

LY~V L) + X (y.=y....) g2 =0 i=1,.e0

j=1 j K+ (Fi j=2K+1 j IN+j i

Q¥IT { 2K+2N

L oy, =1 '

2k+1 J

y 2’0 j .-__.19-.2K+2N



3. Probléme PIII

Notations
On définit le vecteurva3 de |R2N :
a% = fj]- j = 1..-N
al = —f%—N j = N#l...2xN

On désigne par

He e

G la matrice (N,n) de terme général G; =g i=1.0en, j =1...N

looaNo

1]

I le vecteur de RN défini par : R | j

On définit la matrice A3 (2xN, n+l)

Proposition l.4.

"Le probléme PIII est équivalent au probléme de programmation lindaire, sous forme

canonique suivant :

Minimiser la forme linéaire

z = bx

+
sur le polyédre convexe défini dans Rn 1 par :

A x 2 a3

3
En introduisant une variable auxiliaire X410 le probléme PIII peut s'énoncer ainsi

Minimiser X . sur le polyédre convexe QIII défini dans Rp+1 par :

) n . .
( zl x‘igJi+xn+l;fgL i =1...N (1)
1=
i
i n
)-2 ¥ 87 +x 4, >y j=1l...N (2)
i=]
Quir ¢ ﬂ . _
o=
n
P

\: % gJi +x ;.-f% 3 = 1...N (4)
i=1



Comme on a supposé fi 2 f% j =1.,..N, (1) implique (3) et (4) implique (2) ; en sup~
primant les inégalités redondantes, et en employant les notations vectorielles définies

ci~dessus, on obtient la proposition annoncée.

Programme linéaire dual,

Le probléme PXIII, dual du probléme PIIT nous est donné par la proposition 1-2,
et en explicitant, le probléme P*IIT s'énonce ainsi :

Maximiser la forme linéaire
N . N
z' = ¥ y, £3 ~ 1

J
j=1 il 1 yN+j f2

sur le polyédre convexe QKIII défini dans IR2N par

N
( _ i _
% jil (yj yN+j) gy 0 i=1,..n
® o/
QITI ) N
I y, =1
j=1
k vy 20 i = 1...2N

4, Remarque

Les trois problémes PI, PII et PIII relevant de la programmation linéaire, il
est possible de les résoudre directement par l'algorithme géométrique du simplex, Mais
nous nous proposons d'exploiter la structure trés particulidre des polyd@dres convexes
QL, QiT, QIITI pour obtenir dans le cas du probléme PI des r&sultats classiques concernani
le meilleur approximant et dans le cas des problémes PII et PIII des propriétés nouvelles
généralisant ces résultats,

Les algorithmes qui en découleront, seront dans le cas du probléme PI 1'algorithme
de Remes [12j Stiefel [141 s dont nous donnerons une interprétation géométrique, et dans
le cas des problémes PII et PIIT des généralisations de l'algorithme de Remes Stiefel,

que nous interpréterons également géométriquement,
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§3 ~ RAPPELS SUR Lps POLYEDRES CONVEXES [3],

a - Définition d'un polyédre convexe,

Soient £f., i =1.., > D formes lingaires sup RN et a i=1,,, , scalaires,
i P , i Ps P
1'ensemble deg points M de RY définis pay .

£,00 + a; 20 1=1.,.p
28t un polyéadre convexe de RN queé nous désignerong par Q.

» = Faces d'un énsemble convexe.

Si P est un ensemble convexe de IRN, On appelle face de p tout sous-ensemble Convexe F
e P qui satisfait j la condition ; quels que soient deux points distincts A et B de P
2ls que l'intervalle ouvert ]A,B['rencontre F, [A,BJ €St contenu dans F,

3

= Point extrémal d'un polyé&dre convexe,

Etant donné un ensemble convexe K, un point M est extrémal. de K, s'il n'existe

s deux points Mi et M2 distincts de K, tels que M Puisse se mettre sous la forme :

avec O >0, B>0 et g + B =1,

convexe Q défini ci-dessus,

osition 1-5,

et de rang N, le point M Solution unigue de ce Systéme

.%it est un point extrémal de Q, soit n'appartient pas i qQ, Réciproquement, tout

point extrémal de Q est solution d'up tel systéme",




- 1] -

d - Aréte d'un polyédre convexe.

On verrait de méme, avec les mfmes notations, que si un systéme d'&quations S1,
extrait du systéme (S) est de rang N-1, la droite D solution unique du systéme S1l, est

telle que D 1\ Q est soit vide, soit une face de Q de dimension 1, c'est-d-dire une aréte,

e - Poly&dres convexes de la programmation lingaires.

On considére fréquemment en programmation linéaire, des poly@dres convexes Q du

type suivant :
Q ={x¢ R ¢ Ax =d, x > 0}

ol A est une matrice de type (p,N) sur R et d un vecteur de-IRP. (on suppose p > N).
Seit lRT, 1l'ensemble des vecteurs de ’RN dont toutes les coordonnées par rapport a une
base B sont positives ou nulles. Le domaine de IRN défini par Ax = d est une variété

affine VA de BN, on peut donc écrire :

Q=rINv
N A
R, étant de codimension nulle, si Q est non vide, Q poss&de des points extrémaux.

En désignant par r le rang du systéme Ax = d (on a supposé p > N, par conséquent : r s,

on a la propositien suivante facilitant la recherche des points extrémaux de Q ¢

Proposition 1-6

"A tout.point extrémal M de Q, correspond au moins une partie J de N-r indices

de{l...N} telle que M soit solution unique du systéme :-

Ax =d %, = 0 j€ed

Réciproquement, un tel systéme définit un point extrémal si et seulement si ga

solution est unique et satisfait a x 3 0",

Il est clair qu'une telle représentation d'un point extrémal par une partie J
peut ne pas étre unique ; on est cependant assuré de cette unicité si le point extrémal.

M a exactement N-r coordonnées nulles. Nous dirons alors que le point M est simple,

par opposition au cas ol M a plus de N~-r coordonnées nulles, cas dans lequel nous dirons

que M est multiple.
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La proposition 1~7, qui suit, est 1'analogue de la précédente mais relative aux arétes

de Q.

Proposition 1-7,

"A toute ar@te de Q dont le support est la droite D correspond au moins une partie

J de N-r-1 indices de {1,..N} telle que la droite D soit solution unique du systéme:

Ax = d %y =0  jed

Réciproquement un tel systéme définit une ardte de Q si et seulement si sa solu-

tion est une droite D telle que :

D :Rf £ @,"



- 13 -

CHAPITRE - II

APPROXIMATION D'UN VECTEUR AU SENS DE
TCHEBYCHEFF

Ce probléme classique a déja &té rappelé au chapitre I (probléme PI), et nous
avons déjid formulé le probléme de programmation lindaire correspondant,

L'application des méthodes de programmation linéaire au probléme PI, nous
permet de retrouver dans un premier paragraphe des propriétés connues (unicité&, carac=—
térisation de la solution), d'ol découle l'algorithme de Remes-Stiefel que nous rappelons
au deuxiéme paragraphe.

Au troisiéme paragraphe, nous donnons une interpré@tation géométrique de cet

algorithme, et en établissons les avantages par rapport & un algorithme du simplex

dans un quatriéme paragraphe consacré 3 l'aspect numérique.

§1 - APPLICATION DES METHODES DE PROGRAMMATION LINEAIRE AU PROBLEME PI

1 ~ Existence d'une solution

Proposition 2-1.

"Le probléme PI a toujours au moins une solution'.

Le polyé&dre convexe le intervenant dans le programme linéaire dual de PI est
borné et non vide ; donc le programme lin&aire dual de PI a une solution finie., D'aprés
les théorémes de dualité [}] établissant une correspondance entre les solutions de deux

problémes duaux, on sait que PI a une solution finie,

2 - Caractérisation des points extrémaux de QI

Notations,

A un ensemble I de p indices pris dans (1...2xN), on fait correspondre la sous~

matrice Al(I) (p, n+l) de A; et le vecteur a](I) de R® définis de la fagon suivante :
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soient ai le terme général de Al’ et u%(l) le terme général de Al(I), on pose

och(I) = aJi j=1l.eeentl, ieI
et
ai(‘l) = all €I

Nous dirons que 1 est régulier, s'il n'existe pas d'indice i € I vérifiant :

i+Nel  siig N

(E)
i-Ng1I si i >N

et nous dirons que I est non régulier d'ordre 1 s'il existe un indice i o I et un geul

vérifiant (E).

Proposition 2-2

"Avec 1'hypothase

HL : "toute sous-matrice (n,n) de G est réguliére",

d tout point extrémal x de QI, correspond au moins un ensemble I de n+l indices

pris dans (1...2xN), régulier ou non régulier d'ordre l, tel que x soit solution

unique du systéme :

Al(I)x = al(I)”

I1 est facile de montrer que 1l'hypoth&se Hl entrafne que A est de rang ntl,
et que si I est non régulier d'ordre supérieur d 1, la matrice AfI) correspondante est

singuliére, la proposition 2~2 découle alors directement de la proposition 1-5,

Remargue l

L'hypothé&se Hl est &quivalente 3 la proposition suivante :

V vérifie la condition de Haar [9] sur 1'ensemble d'indices (1eaN).

Remarque 2
Soit M un point extrémal de QI caractérisé par un ensemble d'indices I non régu-

lier, alors il existe ib € (1...,N) tel gque les coordonnées X, de M vérifient

°
.
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n io 1O
x P

iil 18 T £

n 1O 10
X - -

iil i gl Xn+1 £

Un ensemble I de n+l indices pris dans (l...2N) non régulier d'ordre 1 ne peut
o , < ie - '
donc caractériser qu'un point extrémal M dont la (n+l) cme coordonnée est nulle,

3 - Unicité de la solution

Proposition 2-3

"L'hypothése Hl entralne 1'unicité de la solution".

Remarquons tout.d'abord qu'une solution ne peut &tre obtenue qu'en un point
extrémal caractérisé par un ensemble d'indices I régulier ; en effet, on a supposé que
£ ¢ V et par conséquent on doit avoir p > O.

Nous allens mentrer que x ne peut rester constant sur une ar&te quelconque

n+l
issue d'un point extrémal M caractérisé par un ensemble régulier I de n+l indices.

Les coordonnées Xi(M) (i = 1...n+l) sont solution unique.de :
A (D=xQ) = a)(I)

Seit jo € I tel que la droite D solution unique (en raison de 1'hypoth&se H1)

du systéme
- X = -
A (I=] )% = a;(I-3 )
est telle que D n QI soit une aréte de QI issue de M.
Soient Xi(P) (1 = 1..,n+l) les coordonnées d'un point courant P de D ; les xi(P)

(i = 1...n) s'expriment lin8airement et d'une fagon unique en fonction de Xn+l(P)' Soit.

N un point de D s QI, distinct de M, si on avait X .1

M) = Xn+l(N), on aurait donc :
Xi(N) = Xi(M) 1= ]-oonnn

ce qui impliquerait N = M,

Remarque :

Cette propriété est bien connue sous le nom de théoréme de Haar [9}, qui montre

de plus que 1l'hypoth&se Hl est nécessaire pour assurer l'unicité,
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4 -~ Caractérisation de la solution.

Notations

Soit I un ensemble de n+l indices caract@risant un point M extrémal de QI 3 il

lui correspond un ensemble J de n+l indices (pas nécessairement distincts) de (l...N)

d un indice i € T on fait correspondre l'indice j € J tel que :

j=1i sii<N

i-N si i > N

s
i

Nous désignerons par J; et J2 des sous-ensembles de J définis par !

n o .

= : . ' J = £J

I {je J: ,,Z X, 87 ¢+ X 41 £}
i=1

ph 3

Jy= i< J: iil X, 8 - X, °-f }

(les X (1 = 1...n+l) &tant les coordonndes de M),

On a : Jl L,Jz = J

De plus si I est régulier, on a : Jind, = B.

Par conséquent 3 un point extrémal M de QL correspond au moins un ensemble J de n+l
indices de (1.,.N), dont n au moins sont distincts, tel que les coordonnées X, (i=1l...n+l)
de M soient solution unique (en faisant 1'hypothé&se H1) du systéme :

n o o

, ] _ o
Eoxpeyrx = f Jedy
i=1

. 3 ]
T B S R 1€,

De plus, si M est solution, 1l'ensemble J correspondant est tel que :

% *
Jl ) J2 = @,

Réciproquement, soient donnés un point extrémal M de QI et les ensembles d'indices J,

Jl et Jz, on leur fait correspondre 1'ensemble d'indices I de (1...2N) en posant :

I=1Jy {j€ (N+1...2N) : § = N e Jz}
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Si J a n+l indices distincts, l'ensemble I est régulier

Si J n'a que n indices distincts, I est non régulier d'ordre 1.

Proposition 2-4,

"Avec l'hypothé&se Hl, une condition nécessaire et suffisante pour qu'un

o - x . . . . -
point extrémal M~ de QI soit la solution est qu'il existe n+l coefficients Aj tels que
*

en désignant par J* 1'ensemble de n+l indices distincts de (1...N) correspondant 3 M,

gn_ait
1 - z A gé =. 0 i=1,.,.n
jegs 31
2 - L =1
jeld J
*x
3 ~ Aj>0 jeug
. %
xj<o j€ g,
b= o= L X g oon
je & 3

Condition nécessaire

. ® e 14 - . . P k. =% -
Soient I” 1l'ensemble d'indices régulier qui caractérise M, et I son complé-

mentaire dans (1...2N) ; les coordonnées x? de M* sont solution unique du systéme
®,®E *®
Al(I ) X = al(I ).
; M}E . % - * . s
Au point correspond le point P° extrémal de Q I solution du probléme dual de PI, et

d'aprés le théoréme de "Complementary Slackness".[éj les coordonnées yf‘(i = 1.,.2N)

®x L.
de P wvérifient :

* = . o
Les yj 2 0 étant solution du systéme

® i %* j=N .
" bX _ yj g% - « pX v, gi w Q) i =11
JeI (Lo V) je TN (N+1l.,.28) )
(s)
%
ny“ = 1
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et vérifiant de plus :
L L AR 5 fJ N,
jG I M (10@0N) J Jé I n(N"“'loe.zN)

on remarque qu'en raison de 1'hypothase Hl les. y solution de (S) sont tous non nuls ;
en effet si 1'on avaltyf 0 (les autres yJ solution de (S) étant non tous nuls), 1
systéme homogéne
N
jéIn(lnouN)J
i#e

- z y g;I-:O izlsoon
JeT® A ... 2m)

e Lo

g

(on a supposé sans restriction de généralité que & ¢ (l...N)) admettrait une solution
non nulle, ce qui serait conmtraire & 1'hypothése HI.

On obtient donc la condition nécessaire en posant

x *
Ay =, i eJ
i SRS

* Y x*
i Vi leJy

Condition suffisante

Soient donnés le point extrémal Mx de QI, JK 1'ensemble d'indices correspondant
et les Aj associds a J° vérifiant les conditions 1 = 2 = 3 - 4 de’ la proposition 2«4,

Le point P* & R 2N de coordonnées y? :

x Y x
73 A:]’ Jé1
x__ b3
* 2

y; =0 JgJ

est le point extrémal de Q*I solution du probléme dual de PI, il lui correspond le
point M'® extrémal de QL et solution de PI, qui d'aprés le théoréme de "Complementary

Slackness" ne peut &tre que M.
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§2 - ALGORITHME DE REMES-STIEFEL

Nous rappelons cet algorithme pour.deux raisoms, tout.d'abord pour en donner
une interprétation géométrique au §3, et ensuite parce que les algorithmes de résolution
des problémes PII et PIII en seront une généralisatien..

Le principe de la méthode est de déterminer la meilleure approximation sur un
ensemble J de n+l indices, puis on fait &voluer J par permutation de deux indices de

- , . . *
fagon 3 converger vers la meilleure approximation g .

Dans toute la suite nous faisons 1l'hypothése HI1.

Notations (Selon Stiefel [14])0

On appelle référence un ensemble J de n+l indices de (l...N). Un vecteur g& V

est appelé vecteur de référence pour la référence J si, en posant e = f-g on a !

Signe (ed) = Signe (Xj) pour tout j &€ J

les Xy étant des coefficients attachés a J définis de la fagon suivante & un facteur

multiplicatif positif prés :

I A, g =0 £ = l...n.

j€d

1 - Description de l'algorithme (cf. Laurent [10])

(a) Meilleure approximation sur une référence J.

Etant donné& une ré&férence J, on définit la meilleure approximation g sur N
Max([fJ~g§llj ¢ J) = Inf[Max(lwagJIIj € J)‘g é Vj

On détermine gy en utilisant les conclusions de la proposition 2~4

Les conditions
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( I A gq =0 i=1.,,un
. i
y Jed

I oA, £9 >0

jed

o] =1

jed

déterminent les Aj d'une fagon unique,

On calcule alors les coefficients Xi(J) (i = 1...n) de gy = xi(J) 84

",MS
§_l

- . . PR |
et l'erreur correspondante x +1(J) par résolution du systéme linéairs :
n

A ; R .
% 8; * X ., x Signe (Xj) f jeJ

M8

i=1

(1'hypothése Hl &tant vérifiée, ce systdme lindaire a une solution unique).
yp ’ y q

On remarque que gy est un vecteur de référence pour.J.

(b) Itération.
~ttration,
- . - P P i
La méthode consiste 3 remplacer la ré&férence précédente J~ par une nouvelle
g i+l , ] o as
référence J par substitution d'indices :

R R o T

(ted, keI k e (1...0).
de telle facon que :

i+l

‘ i
Xn+1<J )> Xn+l(J )

' Remargue

. , . . i ' . , , ®
Si g 5 meilleure approximation sur J s n'est pas la meilleure approximation g N
J
on a 3

1
xn+1<J ) < pe
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o Détermination de k.

Seit : e , = f - g ., on choisit k tel que :
P S

|e§i] = Max(leii[]j = 1...N)

] i o o *
si |eko|— x_.(J7) alors on a terminé et g ; = g .
gt n+l Jl :

B Détermination de %,

Cette détermination se fait en utilisant la démonstration constructive de la

proposition suivante :

Proposition 2-5, (Théoréme d'échange de Stiefel)

"3i g est un vecteur de référence pour .J§ et si k& (1...N), k & J alors il

. - . P £ez 1
existe & € J°tel que g soit encore de référence.pour la nouvelle référence J

définie par :

F = sx-g "

Nous désignerons par A? (j € J°) les coefficients attachés 2 J°, et par A% (j € Jl)
les coefficients attachés a J,
Pour que g soit de référence pour Jl, il faut et il suffit que, en notant e = £ ~ g,

on ait 3

Signe (EJ) = gigne (x%) = glgne (A?) j o« J° -3
(R)
Signe (Ek) = signe (Ai).
Soit j' un indice quelconque de JO, on définit J' = J° + k - j', et on caleule

des coefficients A'j par résolution du systéme @

5 A gl =0 i=1,..n
jedt 3t

Ai = g (efixé tel que : signe (e) = signe (ék))
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En convenant de poser Ag, = 0, les Ag définis pour j & J0+k, vérifient :

k J
| \
)\k g, + EJo )\j ¥

=O i=1necn 1)
1 le ‘ (

. o PP
par ailleurs, les Aj’ j« J° vérifient :

: o j .

= = 1,., 2
L,h8;=0 i=1...n (2)
En dé€signant par % 1'indice sortant inconnu, on peut obtenir (3 un facteur prés) en
combinant les relations (1) et (2) les coefficients A% associés 3 Jl =J%+ k-2

on multiplie la relation (1) par AZ, la relation (2) par Ak, et on retranche :

¥ Ok’ (o] v o] 1 j= . -
A Agogg t D ; o (Xz Aj Aj Xx) gy =0 i=1...n
jed
Soit A! AQ 0
- R e e i=1...n
. 20 ] o o i
je Jd A, A2
i# oL J
En coisissant alors & tel que
A! A!
2. Min ( =L | 'j 3%
3O A0
L j

les relations (R) seront bien vérifiées.,

2 ~ Convergence de 1'algorithme.

Proposition 2~6

. i — e . . R
"La suite xq+1(J )_définie par 1'algorithme est strictement croissante".

On va montrer que :

i+l, i
n+l(J ) > xn-i'~1(J )

Tout d'abord, il est facile de voir que @

1+1) - 5 Al+1 PAlp

(J 1

n+l . i+
jeJ
L'égalité ci-dessus peut encore s'écrire :
A+l ) i+l .5 j
xn+1(J ) = b A, (£ gd.)

je gttt gt



- 23 -

En vertu du choix de 1'indice sortant 2 (ecf. proposition 2-5), g ; est un vecteur de

référence pour J1+1, on a donc : J
(Ji+1> = x (J’i) + 5 l)\i+1|(|ej ‘ - x (Ji))
n+l “n+l \ i+1'75 i n+l
jed J
(en notant e , = £ - g )
44 5t
i+l i i+l k i
a1 ) = x g D DT e x0T

J

Conséquence

Le procédé itératif ainsi décrit nous permet d'obtenir une suite de références
Jl, 32,”0,3‘1,9M telle que la suite xn+1(Jl)‘correspondante soit strictement croissante
on ne peut donc trouver deux foix la mé€me référence.

Le nombre de références distinctes &tant fini, on obtient la solution au bout

d'un nombre fini d'itérations.

§3 - INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE L'ALGORITHME DE REMES-STIEFEL

Nous allons montrer que l'algorithme correspond 3 un cheminement sur le poly&dre
convexe QxI de point extrémal simple en point extrémal simple. Le fait que ces points
extrémaux soient simples &tant di 4 1'hypethé&se HI,

L'algorithme de Remes Stiefel procé&de donc d'une fagon trés analogue 3 celle
que suivrait un algorithme de simplex résolvant le probléme lin&aire dual du probléme
PI ; néanmoins ces deux algorithmes différent analytiquement fortement quant 3 1'&change
plus exactement, étant donnés un point extrémal M de QXI et une aréte D issue de M,
1'algorithme de Remes=Stiefel n'utilise pas la représentation analytique de cette
ar@te pour en déterminer 1l'extrémité N, point extrémal adjacent & M ; il caractérisera
directement cette extrémité gr8ce au théoréme d'échange de Stiefel (proposition 2-5),

- g o ; ¢ s %
profitant ainsi de la structure trés particuliére de Q I,

Reprenons les différentes phases de l'algorithme de Remes — Stiefel pour les

interpréter :

5 o . . P o
I =~ Mejlleure approximation sur une référence J

Soient X? (j & Jo) les coefficients attachés 3 JO.
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A Jo, nous faisons correspondre un ensemble d'indices I° régulier de .(1...2N) auquel nou
faisons correspondre un point M0 de-leN de la fagon suivante :

s g . o ; e aa , P
A un indice j € J, on fait correspondre 1'indice ie I° défini par :

i= j i si A
i=N+j si A

A Io, on fait alors correspondre le point Mo de coordonnées y? (3 = 1L...2N)

> 0

<0

i Ol O

telles que :
o

jel

j¢1°

\WV
o

e O L O
1]
o

les y? > 0 étant solution du systéme :
y°(1%) 4,(1% = b,

Le point Mb ainsi obtenu est point extrémal de Q*I et comme y? #0 je 1° (en raison

de 1'hypothése H1), M est un point extr&mal simple,

= - o P X o <
Par conséquent les coefficients Aj associés a J  sont (au signe prés) les coordonnées

non nulles d'un point extrémal simple de QxI.

2 ~ Itération

a) Détermination de k.

Dans 1l'algorithme de Remes-Stiefel, ayant déterminé 1'indice k, on s'impose le

signe de A?, soit :
k
A 1 =€ (e f£ix8)

A ce choix simultané de k et du signe de Ai, on peut faire correspondre un indice
k€ (1...2N)

k sie>0

k+N si ¢ < 0

= =)
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o . . . o gs ~ . .
tel que, M~ &tant un point simple, 1'ensemble d'indices régulier 1° + k caractérise

une arete Dk de QXI de sommet M .
o

b) Détermination de 4.

Le choix de % est tel que :

Signe (X?) = gigne (A}) j o= J° - ¢ (1)

A 1'ensemble Jl = 3%+ k - 3 , on fait correspondre l'ensemble régulier

ll de (1...2N) tel que, en vertu de (1) :

T -1°+%-7%
(avec ¢ % = & si Az >0
% = 24N si Ai < 0)

Il caractérise donc un point extrémal M1 de Q*I,.adjacent de Mo’ situé sur Dk’
Mais c'est précisément sur la détermination de % que 1'algorithme de Remes-Stiefel
différe fortement d'un algorithme du simplex qui opérerait schématiquement de la fagon
suivante @

Seit N un point quelconque de Dk s tout point M de Dk peut s'écrire de la fagon
suivante

M(=) = oM + (1 -2)N
)

© etant un scalaire.

o 9 7"” Ayt . :
On cherche Max (s'il existe) tel que

M@©) ¢ QI ve< 6

et on déduit ¢ et le point extrémal M, = M( ) adjacent i Mo

Max
L'algorithme de Stiefel n'utilise pas cette représentation analytique de
1'aréte, et la technique qu'il lui substitue (proposition 2~5) n'a pas d'interprétation

géométrique simple. En effet cette technique utilise une référence intermédiaire

JU = I 4k - j' (j' quelconque de J°) a laquelle correspond un ensemble régulier I' de

: ¢ s . 2N , \ "
(1...2N); mais acet ensemble I', correspond un point M' de R“ qui n'appartient pas néce
sairement & 1'ar€te D, issue de M , (2 moins d'avoir précisément cheisi j' = &) le signe

. - . . v . o 0
des A%, j € J' n'étant pas nécessairement le méme que celui des Xj’ Jooo I
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§4 - ASPECT NUMERIQUE : Avantages de 1'algorithme de Remes-Stiefel sur un algorithme
du simplex.

I1 est bien entendu que nous parlerons ici d'algorithme analytique et .nen
cxe paragraphe que l'algorithme de Remes

d'algorithme géométrique,pﬁisqﬁ'on a vu au Bi
Stiefel donnait lieu 3 la méme interprétation géométrique que celui d'un algorithme
du simplex,

Un programme R-S désignera un programme ré&salvant le probléme PI suivant
l'algorithme de Remes-Stiefel,

Remarquons tout d'abord que la résolution du probléme PI par un programme du
simplex donne lieu & un volume d'encombrement des mémoires trés nettement supérieur 3
celui que nécessite un programme R-S ; dans le premier cas, il faut rentrer en machine
la matrice A1(2N,'n+l), dans le second cas, il suffit de rentrer la matrice G (N,n+l) ;
or dans la pratique N peut preﬁdre d'assez grandes valeurs de 1'ordre de 100,

D'autre part, la résolution de PI par un programme du simplex appliqué au probls
me dual de PI, ne nous fournit pas en général directement les xf (1 = 1.,.n) coeffi-

n
cients de la meilleure approximation g}E = I X? 8;» il faudra denc les calculer 3

i=1
postériori.

Par-ailleurs tout programme du simplex suppose la positivité des variables, par
conséquent pour pouvoir appliquer un programme du simplex au probléme PI (probléme
primal), on est amené i faire une nouvelle transformation, par exemple le dédoublement

2(n+1)

des variables X;, en considérant un vecteur y € R tel que :

y; = X

i 5 si X; > 0

Yy = —x. e
i+(n+1) ~Xy si %, 4 0

Le seul reproche qu'en pourrait 8tre finalement tentd de faire & un programme R-S est
de résoudre un systdme lindaire pour passer d'un point extrémal M0 a un point extrémal
adjacent Ml’ alors qu'un programme du simplex &vite cette résolution en utilisant la
représentation analytique d'une aréte. Mais, n Eétant dans les applications pratiques,
de 1'ordre de 5, la taille du systéme linéaire (&galed n+l) est faible, et finalement
cette résolution est préférable aux calculs assez lourds auxquels donnent lieu la

représentation analytique de 1'ar@te.
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CHAPITRE - III

APPROXIMATION DISCRETE AU SENS DE TCHEBYCHEFF AVEC
CONTRAINTE DU TYPE INEGALITE ’

Ce chapitre est consacré 3 l'étude du prebléme PII, défini au chapitre I, et
dont nous avons déja foermulé le probléme.de programmation linéaire correspondant.

Le plan de ce chapitre est le méme que celui du chapitre II ; 1'algorithme
établi au deuxiéme paragraphe est une généralisation simple de 1l'algorithme de
Remes—-Stiefel, donnant lieu 3 la méme interprétation géométrique. Dans un troisiéme
paragraphe nous donnons deux procédures Algol (1l'une relative au probléme PII, l'autre

au probléme P'II cas particulier de PII) et divers exemples numériques.,

§1 - APPLICATION DES METHODES DE PROGRAMMATION LINEAIRE AU PROBLEME PII

1 - Existence d'une solution

Proposition 3-l.

"Si V n'est pas vide, alors le probl&me PII a toujours au meoins une solution'.

Le polyédre convexe'QxII intervenant dans le programme linéaire dual de PII est
non vide ; donc le programme lingaire dual a une solution finie ou infinie. D'aprés les
théorémes de dualité [21, le cas ol cette solutieon est infinie correspond au cas ol le
polyédre QII est vide.

Donc si 1'on suppose QII non vide, ce qui est &quivalent 3 la supposition de

non vacuité de V, le probléme PII a une solution finie.

Remarque 1.

La non vacuité de V est &quivalente 3 la non vacuité de X :

X= {xe R* : l.zl'xi 4.?}- W] s m i o= Ll...K}

1
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Posons
$ = Max(¢d | § = 1,..K)
¢ = Min(¢d | § = 1...K)
S'il existe ¥ ¢ R", tel que C?s z §§ ; ait teutes ses coordonnées &J (j = 1...K)

- o ”» ° 1=1 o - °
€gales 34 un méme scalaire non nul quelconque, et si de plus M ;,E;EJE , alors 1l est

facile de voir que X n'est pas vide. (il existe un scalaire ) tel que A ¥ ¢ X).

Remarque 2,

Considérens le probldme P'IL ; dans ce cas particulier, la non vacuité de V
est assure dé&s qu'il existe un vecteur § £ V tel que, & &tant 8gal 4 1 ou a -1 (mais
fixé) en ait :

Signe (Ej) = g j =1.,.K

2 - Caractérisation des points extrémaux de QII

Notations

Nous utiliserons les notations définies en 2-1-2,:
I étant un ensemble de p indices de (1.,..2%xK + 2xN) on lui fait correspondre
la sous-matrice AZ(IL (p, n+l) de A2 et le vecteur az(I) de RP,

Nous dirons que I est régulier s'il vérifie les deux pro riétés suivantes :
egutler p

(1) I1 n'existe pas d'indice i € I vérifiant :

1+X el si igK
R1
i~KerlI si K «<i g 2K
i+N¢I si 2K < 1 g 2K+N
Rz{
i-Nel si 2K < 1 g 2K+2N

(2) T 5 {2R+1...2K+2N} # ¢
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Nous direns que I est non régulier d'ovrdre 1 s'il n'existe pas d'indice i ¢ I vérifiant

les relations Rl, et s'il existe un indice i & I et un seul vérifiant les relations R2,
et si de plus I vérifie la propriété (2).

Nous désignerons par @ la matrice (K+N, n) définie par :

Proposition 3-2,

"Avec les hypothéses

Hl : "le poly&dre QII est non vide"

H2 : "toute sous matrice (n,n) de Q est régulidre",

a4 tout point extrémal x de QII correspond au moins en ensemble I de n+l indices

pris dans (1l...2K+2N), régulier ou nen régulier d'ordre 1, tel que x soit solu-

tion unique du systéme

A2(I)x = az(I) "

Cette proposition se démontre de la méme fagon que la proposition 2-2.

Remarque

Comme en 2-1-2 on voit qu'un ensemble I de n+l indices non régulier d'ordre 1
iéme

ne peut caractériser qu'un point extrémal dent la (n+l) coordonnée est nulle,

3 ~ Unicité de la solution

Proposition 3~3

"Les hypothd@ses Hl et H2 entrainent 1'unicité de la solution",

Cette proposition se démontre de la méme fagon que la proposition 2-2,

Remarque :

L'hypoth@se H2 peut &tre considérde comme une condition de Haar généralisde.
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4 - Caractérisation de la solution. .

Notations :

A un ensemble I de n+l indices caractérisant un point extrémal M de QI, on fait
correspondre un ensemble J de n+l indices de (le..K+N) (dont n indices seulement sont
distincts si I est non régulier d'ordre 1) :

4 un indice i € I on fait correspondre 1'indice je J tel que :

j=1 si igK
j = 1i-K si K+l ¢ 1 ¢ 2K+N
j = i-N-K si 2K+N+1 ¢ i ¢ 2K+2N

Nous désignerons par Jl’ Jz, J3 et J4 des sous-ensembles de J définis par ¢

n . .
= [ - J - )
Jy=1{j eJs= R X g =f }
i=1
. > j 3
J, = {jed: REEE- - X 4 =f }
i=1
° J 3
J3={J€J:UZ X, 4§y = ¢ - M}
i=1
- - i_ g
J, = {ije J: 151 X, 47 = ¢+ M}

Ona‘.’J=J1uJ2uJ3uJ4'

Remargue :

Soit M un point extr@mal de QIIL, I un ensemble de n+l indices qui le caractérise,

1l'ensemble J correspondant est nécessairement (cf. proposition 3-2) tel que 3

Jlquﬁé(a.
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Proposition 3-4

"Avec les hypothéses Hl et H2, une condition nécessaire et suffisante pour qu'un

point extrémal M de QII soit la solution est qu'il existe n+l coefficients Xj

tels que, en désignant par J’fE 1'ensemble de n+l indices distincts de (l.. K+N)

o o K .
correspondant 4 M, on ait :

1- ZK x)\j gg"'” ﬁz:*)\j L?%=O i=1oeen
JéJlUJz _]e_JBUJ4
2 - P ﬁlle=1
JEJluJZ
*x »®
3 - 5xj>o je oy
\ R * =
}'\>\j<0 J€J2uJ4
h- o= 7 A, £+ oA (6 M)+ 1, (43 4 ™
e gt 35 ] je gt - I
Jedyudy Je Jg 159

Cette proposition se démontre de la méme facon que la proposition 2-4,

§2 - ALGORITHME DE RESOLUTTON

Cet algorithme est une généralisation simple de 1l'algorithme de Remes~-Stiefel ;
"le principe de la méthode est de déterminer la meilleure approximation sur un ensemble
J de n+l indices de (l...K+N) et de faire &voluer J par permutation de deux indices,
de fagon 3 converger vers la meilleure approximation gx.

Dans toute la suite nous faisons les hypothéses Hl et H2,

Notations. (selon Stiefel [?41)
On appelle référence un ensemble J de n+l indices de (l...K+N), tel que 3
JNAR+1, . R+N} # ¢

On note :

[
B

= J ) {R+1.., RN}

[
i

J () {1» @oK}o
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et on associe & J, n+l coefficients A, tous non nuls (en raison de 1'hypoth&se H2)

définis 3 un coefficient multiplicatif positif prés par les conditions @

I A g+ DA 4d=o0 i=1,,.n
jeg 310 7 T3Td
jed, jeJ,

o e s g (¢7-M) + 2 Ay (674D >0
jed, J jeg 7o Cjed, :

Cl 2
avec ¢

Jc1= {JeJC: Aj>o}
J = {3€J3 ¢+ A, <O}
Cy c i

Un vecteur x e R® est appelé vecteur de référence pour J si en désignant par e(J) le

vecteur de IRN+K défini par :

. . n .
J = 4 - J PR
e’ (1) ¢ 121 X, 93 j=1...K
j = . 1 | J i =
el (J) = f 151 X, 8} j = K+1., ., K+N

on a

signe (ej(J)) = signe (Aj) je J.

1 - Description del'algorithme.

a = Meilleure approximation sur une référence J.

Etant donné une référence J, on définit la meilleure approximation gy sur J s

soient :

]

n .
X(J) = {xe R* :| : xiq’Ji-qulsM j € Jn{le..K}}
i=1

V()

{fgev:xeXW)}
on a @

Max(lfJ—gE’ij € J(\{K+l...K+N}) = Inf Max(ifj—gjllj & J/S{K+1...K+N})¥g € V(J
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On détermine g; en utilisant les conclusions de la proposition 3-4 :

Les conditions

i= ].e-on

LA, gq + A, q%
jed J "1 ie J J 'L
a J Cc

5 Aij+ oA, (69 =M+ 2 A, (3 +M) >0
jeJd jedJd jed
a Cl C2

déterminent les Aj d'une fagon unique.

n
On calcule alors les coefficients xi(J) de g; = % xi(J) g; et 1'erreur corres=-
< \ . e e i=1
pondante Xn+1(J) par résolution du systéme linéaire :
s 3
I oxy gy *x g x signe (Xj) = fj je 3,
i=1 :
. ; ]
) 3 .
L ox; Y =¢° - M jed
i=1 © T ¢
o 3 3
o 3 =T+ M jed,
i=1 2

. n -
On remarque que par construction le vecteur x(J) € R~ de coordonnées xi(J)

(1 = 1ieen) est de référence pour J.

b -~ Itération.

-~

- . PR 2 = i
La méthode consiste & remplacer la référence précédente J par une ncuvelle
ez i+l . . . as
référence J par substitution d'indices :

R SR & S R

i

(L ed, ke T, ke (L. .K+N))

de telle fagon que :

i+1) > x (Ji)

( n+1

§'e
n+l
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Remargue H

. . . . iy . . . E
Si g i meilleure approximation sur J  n'est pas la meilleure approximation g,

J
on a :

i, .
xn+l<J ) < pe

o — Détermination de k.

On pose :
P(IT) = |eP(ah) |= Max (lej(Jl)l'j = K+l,. . K+N)
QM) = el(ah) = M = Max (I (3N -~ w5 = 1...10)
R = (M) + M =min 3H + M5 = 1...0).
et 3
S(IY) = Max(P(J%) - xn+1(Jl),Q(Jl),— R(IT)).,
on choisit :
k=psip@h) -x b =sub
n+l

k = q si Q) = serhy

k =r si -R(JY) = s(3H)

Remarque
Si Q(Ji) £ 0 et R(Ji) > 0, alors g ; € v.
Si Q(Ji) €0, R(IYY 3 0 et p(at «an+1(Ji) =0
alors on a terminé et g 4 = g%‘ ‘

J

B - Détermination de %

Cette détermination se fait en utilisant la démonstration constructive, analogue

4 celle de la proposition 2-5, de la proposition suivadte :

Proposition 3~5

"Si X _est un vecteur de référence pour J°, et si k e (1...K+N), k & J°, alors

. -0 P e %z
il existe & & J tel que ¥ soit encore de référence pour la nouvelle référence

Jl définie par :

e h kg
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2 ~ Convergence . de 1'algorithme.

Proposition 3-6

. S . . .
"La suite xn+1(J ) définie par 1'algorithme est strictement croissante'.

On montre de. la méme facon qu'en 2-2~2, que

i+l i i+l i
X1 G =X g )+ T sG
Par conséquent ¢
i+l i
xn-i»]_(J ) > Xn‘-lul(J )

Conséquence.,

On montre comme en 2-2-2, la convergence du procédé itératif ainsi décrit.

Remargueg

Cet algorithme donne lieu 3 la méme interprétation géométrique que celle qui

a été donnéeen 2-3 pour l'algorithme de Remes-Stiefel.
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§3 - PROCEDURES ALGOL ET ASPECTS NUMERIQUES

L = Notice d'emploi de la procédure TCHEBCONT résolvant le probléme PII,

TCHEBC@NT (M, N, K, F,G,GP,S,EPS, A, BUL, E, IMP@S) .

Etant donné les entiers M,N,K, le réel S, le vecteur F[}:K+N] et les matrices
G[1:m, 1:K+N1 (précisant la vari&té linéaire V de dimension M) et GP[1:M, 1:K],
on définit les ensembles X de (RM et Vde V (cf, 1-1-2) ;

X

B

{X e RM :

M
r x[T]xep[1,3] - Fl3]l¢ S T =1...K)

I=1

J

M
{gevVv:g =

<t
I

X[1]x G[I,5] , J =K+1...K+N, X & X }
I=1

La procedure calcule les coefficients A[I],I = 1...M, du meilleur approximant de

F dans V sur les indices K+1l...K+N, et l'écart correspondant A[M+l] H

K+1 L @K+N)

i~ =

AfM#1] = Max(|F[J] - . AlT]xe[1,3]|| 3

I

Le tableau E[}:K+N] donne la valeur de l'erreur

-

{ E[1]

i

M
Flo] - = Afr]=ce[1,J] J = 1...K
I=1

=

7\ E[g] = Fl3] - » a[1]xc[1,d] J = Rel., KN
I=1
La procédure comporte deux tests d'arrét :

1) L'algorithme calcule a chaque itération une minoration dk et une majoration m,
de 1'8cart A[}Hl], et on arré€te les calculs lorsque (mkmdk)/dk < EPS ; le boolden
BUL prend alors la valeur VRAIL,

2) Pour éviter le cyclage, dans le cas oii EPS aurait &téa choisit trop petit, la pro=

cedure vérifie que les itérations nous conduisent bien i des situations distincies ;

si tel n'@tait pas le cas, le caleul s'arr@te et le booléen BUL prend la valeur FAUX,
Le procédé permet de connaftre exactement, en essayant plusieurs valeurs de EPS,

la précision de la solution.,
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A chaque itération, la procédure calcule la meilleure approximation sur un en-
semble de M+l indices choisisparmi les K+N indices, s'il y a non-unicité de la meil-
leure approximation sur l'un de ces ensembles, on sort de la procédure par l'étiquette

IMP@S .

2 - Exemples numériques traités par la procédure TCHEBC@NT

ler exemple

Considérons 1'approximation de la fonction sin(x) sur [;-% g] par un polyndme

i DU
a, X de vérifier :
0 i

de degré 4 ; on impose de plus au meilleur approximant P*(x) =
i

B

|cos (x) - P'x(x)l <SS X € [—'% s %J

on prend S = 0,9, et on choisit42 points de discrétisation tj’ avec K =N = 21 :

(tj=‘-%+(j-1)x12' jo=1...21
{ £ = - 5+ (J-22)x 3 = 22...42
TN

On choisitEPS = 10_'5

On trouve :

aj = = 0,000 000 0
i
a; = 0,985 531 1'5
a, = 0 |
ag = - 0,142 566 6
| a, = 0,000 000 0 |
i b
En désignant par p 1'&cart correspondant et par Ej (3 = 1...42) 1'erreur en chaque
point de discrétisation
4 i
E; = COS(tn) - Z a K(t‘,) j = 100021
3 j j=g T J
?oaee
E,, = Sill t,, el X . a‘s)( tﬁ ] = 22@0042
] (£g) = B ooyt .

1=0
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p = 0,0044889 |

j Eﬁ J Ei
1 0,6337612 *27 -0,0044889
2 0,5441629 23 0,0027589
3 0,4513812 *04 0,0044889
4 0,3591732 25 0,0031142
5 0,2711085 24 0,0004717
6 0,1904817 27| 0,0021421
7 0,1202308 28 0,0039214
8 0,0628652 *29 0,0044889
9 0,0204038 30 0,0038236
10 0,0056748 31 0,0021801
11 0,0144688 32 0,0000000
12 0,0056748 33 0,0021801
13 0,0204038 34 0,0038237
14 0,0628652 *35 0,0044889
15 0,1202308 36 0,0039214
16 0,1904817 37 0,0021421
17 0,2711085 0,0004717
18 - 0,3591732 0,0031142
19 0,4513812 0,0044889
20 0,5441629 0,0027589
21 0,6337612 0,0044889

On a mis une % devant les indices appartenant 3 la référence finale, et on
remarque qu'aucun de ces indices n'appartient 4 1'ensemble d'indices {1...21} ; on a
donc calculé& parmi les polyndmes de degré 4, le meilleur approximant de sin(x) sur
[—-g, gﬁ sans contrainte.

BUL a pris la valeur VRAI,



-’39 -

éme
2 exemple.

Nous censidérons le mé€me exemple que précédemment, mais avec S = 0,6

On trouve :

a_ = = 0,0000000
a; = 1,0214783
a, = - 0,0823609 ' o = 0,0575208
a, = - 0,1708184 BUL = VRAL
a, = 0,0333796

j B E, i E,

*1 ~ 0,5999999 *22 - 0,0575209

2 - 0,5457689 23 0,0050293

3 - 0,4799742 24 0,0404198

4 ~ 0,4071491 25 0,0558665 "

5 - 0,3316395 *26 0,0575208

6 - 0,2575163 27 0,0505066

7 - 0,1884937 28 0,0389693

8 - 0,1278572 29 0,0621378

9 - 0,0784020 30 0,0143970

10 - 0,0423829 31 0,0053688

11 ~ 0,0214782 32 0, 0000000

12 - 0,0167673 33 - 0,0013450

13 - 0,0287231 34 0,0012101

14 - 0,0572200 35 0,0071492

15 - 0,1015556 36 0,0156555

16 - 0,1604872 37 0,0256998

17 - 0,2322817 38 0,0361216

18 - 0,3147773 39 0,0457015

19 - 0,4054558 40 0,0532226

20 - 0,5015236 *41 0,0575209

*21 ~ 0,5999999 [F42 0,0575209

On a mis une % devant les indices appartenant a la référence finale.
Le temps de calcul et d'impression des résultats est pour chacun des deux exem-

ples d'environ 3 secondes (sur IBM-7044)
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3 - Notice d'emploi de la procé&dure TCHEBINEG résolvant le probléme P'II

TCHEBINEG (M, N,K,G,F,C,A, E,EPS,BUL) .

Etant donné les entiers M,N,K, les vecteurs C[i:K], F|K+1, K+N] et la matrice
G[ﬁ:M, 1:K+N] (précisant la vari&té lindaire V de dimension M) on dé&finit les ensembles
X de IRM et V de V (cf. 1-1~2) A

{x e RM; l...K}

>
1]

i

=

x[1]xc1,5] < c[1] , g
I=1

g7 K+1...K+N, X € X}

<
li

1]

M
{ge Vv = » X[1]xc[1,J] , J
=1

I

La procé&dure calcule les coefficients A[I], I=1,..M, du meilleur approximant

de F dans V et 1'&cart correspondant AlM+1] ¢

=

A1 = Max(|F[3] - 3 AfT]xG[I,3]| | J = R+l...keN)
I=1
Le vecteur E[1:K+N] donne la valeur de l'erreur :

]-lllK

E[J]

i o=

cla] - | Al1]xe[1,J] J
I=1

™ =

K+l,, K+N

E[J] = F[J] - 1oy AlT]xe[1,J] J

La procédure comporte deux tests d'arr&t tout & fait identiques i ceux de la procédure

TCHEBC@NT.,

4 - Exemple numérique traitd par la procédure TCHEBINEG,

Consid&rons 1'approximation de la fonction f(x) sur [3 : 4] par un polyndme de

degré 5, f(x) étant définie par :

{ £(x)
£(x)

i

4x =12 pour X@;[3 H 3,5]
~4x +16 pour x e [},5 ; 4j
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On impose de plus au meilleur approximant
i

N ™~

i o e
ai X de vérifier :
o)

a, xt £ e(x) pour x é’[b H ZJLJ[S s 71,
)

i ™ U

i

c(x) étant définie par :

Ce(x) = o= VexT42x pour x - |0 ; 2]
Lc(x) = 2x° - 24x + 70 pour x - |5 ; 7]

On choisit 51 points de discrétisation de la fagon suivante :

tj = j x 0,1 j=1...20
tj = (j-1) x 0,1=1 j = 41...51

on a donc ¢ K= 40 et N = 11.

On trouve :

’ a = 5,26873
| a, = - 61,20687
. a, = 42,57065
| ag =~ 9,66299
[ a, = 0,68969 !
! a = 0,00005

En désignant par p l'écart correspondant et par Ej (j = 1...51) 1'erreur en chaque

point de discrétisation

.5 .
E, = c(t,) = 5 a,x(t)* j = 1...40
N j joo T
3 1
E, = £(t,) = % a.x(t.) i = 41,,.51
g = By oo 1 (x4 J

on trouve
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{0 = 0,23710}

h| Ej | Ej
* ~ 0,00005 27 19,16255
2 4, 74601 28 19,78874
3 8,80313 29 20,21695
4 12,20348 30 20,40983
5 14,99077 31 20, 32842
6 17,21125 32 19,93207
7 18,91131 33 19,17853
8 20,13667 34 18,02378
9 20,93200 35 16,42228
10 21, 34072 36 14,32666
11 21,40491 37 11,68809
12 21,16532 38 8,45589
13 20,66139 39 4,57778
14 19,93129 *40 0, 00000
15 19,01214 *41 0,23709
16 17, 94040 42 - 0,07295
17 16, 75266 43 - 0,23295
18 15,48803 44 - 0,23709
19 14,19720 45 - 0,08124
20 13,12908 *i6 0,23710
21 13,12828 47 - 0,08124
22 14,25168 *48 - 0,23709
23 15, 36614 49 - 0,23295
24 16,44432 50 - 0,07295
25 17,45716 3] 0,23709 |
26 18, 37402 L }

On a mis une % devant les indices appartenant a la référence finale.

On a cheoisit EPS = 10-‘15 et BUL a pris la valeur FAUX.

Le temps de calcul et d'impression des résultats a &t& de 5 secondes (sur IBM-7044),
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PROCEDURE TEHEBCONT(M,N,K,F,G,GP,S,EPS,A,BUL,E, IMPOS) ;
VALEUR M, N,K,S,EPS ;
ENTIER M,N,K 5 REEL S,EPRS ;

TABLEAU F,G,6P,A,E; BOOLEEN BUL ; ETIQUETTE IMPOS ;

DEBUT

PROCEDURE GRESOLSYSLINE(A,B,X oM, IMPOSSIBLE): oo
VOIR ANNEXE ...

TABLEAU ERSTI1:M+1,1:M+1] , ZWEI[1:M+1] ;
ENTIER TABLEAU REF[1: Me1] ;
TABEEAU PREMI1:sM,1:M]1,MULL1:M+2],
SEC,LAMBAUX[1:M], LAMBDA[I’M*l] ;
ENTWER 1,4,10,40,P0,Q0,R0 ; REEL R,AMPLI ;

INIT: POUR §:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE REF[I]:=K+| ;
REFIM+1] :=KeN ;
POUR :=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
~ PREML1,4):=G[I1,REF[JI] ;
POUR 13=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
SECI11:=GLI,REFIM+11] ;
GRESOLSYSLINE(PREM,SEC, LAMBAUX ,M,SORTIE) ;
POUR f:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE LAMBDA[ 1]:=LAMBAUXITI] ;
LAMBDA[M#1]:==1,0 ;
Rs==F[REFIM+11]
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
~ R:=R +LAMBDALIJ*FI[REF[11] ;
St R < 0 ALORS
POUR t:=1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE LAMBDAT1]1:==LAMBDAILI] ;
BULs= VRAIL

CAL: R:=0,0 ¢

POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE
POUR 1e¢=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE

ERSTUJ,11:= S REF[JY INFEG K ALORS GP[I,REF{JI] SINON
GLI,REFLJI]
POUR Js=1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE

ERSTIU,Me3le= &1 REF{JI > K ALGRS
( St LAMBDALJY > 0 ALORS 3.0 SINON =1.0 )
SINON 6.0

POUR te=1 PAS 1 JUSQUA Me1 FAIRE

St REFII] INFEG K ALORS

ZWETEVde= S1 LAMBDATIY > O ALORS FIREFL11}=5 SINON
FIREF FIiT)+5 SINON

ZWET LI :=F[REFLITT

CRFmﬂthal!NE(ERST¢ZW55,A@MéiﬁﬁﬂﬁTlE) H

POUR Je=1 PAS 1 JUSQUA KeN FAIRE

DEBUT R:=0,0 ;
POUR f:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE

Rs= S{ J INFEG K ALORS ReA[1I=GPLI ,J)
SIMON ALI)+GL1,J14R
Efdli=FLJd]=R g
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FIN ;
PO:=K+1 ;
POUR | :=K+2 PAS 1 JUSQUA K+N FAIRE
PO:= S! ABS(EL11) > ABS(E[PO]) ALORS | SINON PO
Q0:=1 ¢
POUR J:=2 PAS 1 JUSQUA K FAIRE
Q0:= Si EI[JI=S > E[QO0]I=S ALORS J SINON QO ;
RO:=1 ;
POUR J:=2 PAS 1 JUSQUA K FAIRE
ROs= S| E[J1+S < E[RO1I+S ALORS J SINON RO ;
AMPLI:= S1 E[QOI=S > 0 ALORS ABS(E[PO])+E[QO]=-S
o o SINON ABS(EI[PO1)
AMPLI:= SI E[RO]I+S < 0 ALORS AMPLIi=E[RO]=S
_ | SINON AMPLI ;
S1 1=-A[M+1]1/AMPLI INFEG EPS ALORS ALLERA END ;
S1 ABS(E[P01)=-A[M+1] > E[QO0]-S ALORS
DEBUT 10:=P0 ; R:=ABS(E[P0])=A[M+1] FIN
SINON DEBUT 10:=Q0 ; R:=E[QO0]=S FIN ;
IO:; S! R > =E[ROJ=S ALORS 10 SINON RO ;

ENC: f:=i+1 ;
Si'10= REF[I] ALORS

~e

~e

DEBUT

BUL; = FAUX ;
ALLERA END ;
FIN;

S1 I < M+1 ALORS ALLERA ENC ;
Si 10=P0O ALORS MUIM+2]:= St EIL[PO] > 0
a}ALORS 1,0 SINON =1,0 SINON
$1 10=00 ALORS MUIM+21:=1,0 SINON MU[M+2]:==1.0 ;
POUR l:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
POUR J°“1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
PREM[! JJs= S1 REF[J] INFEG K ALORS GPI[!,REF[J]] SINON
o G[I,REF[J]] 3
POUR f:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
SEC[1]:= Si1 10 INFEG K ALORS =MU[M+21*GP[1,10]
SINON -MU[M+21*G[1,10] ;
GRESOLSYSLINE(PREM SEC, LAMBAUX ,M,SORTIE) ;
POUR 1:= 1_PAS 1 JUSQUA M FAIRE MU[I] =LAMBAUXI[1]T ;
MU[M+#11:=0.0 ;
JO:=1 ;
POUR 1:=2 RPAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE
JO:= ST MULII/LAMBDALI] < MULJOI/LAMBDATLJO]
ALORS 1 SINON JO ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA JO=1,J0+1 PAS 1 JUSQUA M+l FAIRE
LAMBDA[!]'~MU[I]wLAMBDA[I]*MU[JO]/LAMBDA[JO] H
LAMBDA[JO] :=MUIM+2] ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE
REF[1J:= SI | # JO ALORS REF[I] SINON 10 ;
ALLERA CAL
SORTIE: ALLERA [IMPOS ;
END: FIN TCHEBCONT ;
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PROCEDURE TCHEBINEG(M,N,K,G,F,C,A,E,EPS,BUL) ;
VALEUR M,N,K,EPS ; BOOLEEN BUL ;
CENTIER M,N,K ; REEL EPS ; TABLEAU G,F,C,AE ;

DEBUT

PROCEDURE GRESOLSYSLINE(A,B,X, N, [MPOSSIBLE); oa;ee
VOIR ANNEXE ,600

TABLEAU PREM1[1:M,1:M],PREM[1:M+1,1:M21], SECI,LAMI[1:M],
SEE,LAM[1:M+1], MU[l M+2], ENTIER TABLEAU REF[1:M+11;
REEL R,AMPLI; ENTiER 1,d,10,J0,60,L0 ;

INIT: REF[11¢=Kel ;
POUR 1:=2 PAS 1 JUSQUA M FAIRE REF[1]:=Kelel+2 ;
REF[M+1]c=KeN 3
BUL:= VRAIL ;
POUR f:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
PREM1[1,J)s=GLI,REFLJI] ;
' POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
SEC1[1):=GL{,REFIM+1]]
GRESOL%YSLINE(PREMI SEC1,LAMI,M,END) ;
" POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
LAMLI]e=LAMILIY
LAM[M*1]¢ ==1,0 3
' s==F[REF[M+11] ;
v ?OURwi, =1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
Rs=R4LAMLI)*F[REFLIT] ;
Si R < 0 ALORS POUR l:=1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE
CLAMI1)s==LAMLI]

CALREF: POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE
"POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
PREMEJ, 13e=GLI,REFTJIT
_ POUR §:=1 PAS 1 JUSQUA M+l FAIRE
St REFL[I)] INFEG K ALORS ‘
DEBUT SECI[I1:=C{REF[}I] ; PREMII,M+11:=0,0 ;
FIN  SINON
DEBUT SECLIY:=FIREFL{I]] ;
PREMII ,Me1] o =STIGNE(LAMIIT) 5 FIN ;
GRESOLSYSLINE(PREM,SEC,A,M¢1,END)
POUR J:=1L PAS 1 JUSGQUA Ke¢N FAIRE
DEBUT Re=0,0 3 POUR l:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
Re=ReAL1T=G[1,J4] ;
Efgle= St J INFEG X ALORS ClJi=R SINON FLJ1=R ;
FIN ;
LO:=Kel
POUR 1:=K+2 PAS 1 JUSQUA K+N FAIRE
LOs= S ABS(EL[I}) > ABS(EILO])Y ALORS | SINON LO ;
G0:=1 ;
POUR {:=2 PAS 1 JUSQUA K FAIRE
GO:= St Ef1) < EiG0O} ALORS | SINON GO ;
(0= S ABS{EILG))=ATM®1] > =E[(GO] ALORS
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.0 SINON GO ;
AMPLI:= SI ELG0] < 0 ALORS
ABS(EILOI)=E[GO] SINON ABS(E[LO]);
St 1=A[M+11/AMPLI INFEG EPS ALORS ALLERA END :;
fe=0
ENE: Testel 3
St 10=REF[!1 ALORS DEBUT BUL:= FAUX ; ALLERA END; FIN :
St 1 < M#l ALORS ALLERA ENC ;
MUEM+2]e= SI ELI0] ¢ 0 ALORS =1,0 SINON 1,0 ;
POUR Ve=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
POUR Jesl PAS 1 JUSQUA M FAIRE
=1, REEDI&ITY
(el PAS 1 JUSQUA M FAIRE
MUIMe2T =600 ,103 ¢
SLANE(PREML  SEST, LAMI M, ENDY

=f PAS L JUSQUA M+l FAIRE
MULET/ZLAMEOTS < MUGJOIZLAMIQOY ALORS

S
SIHON JO

POGUR T:=1 PAS 1 JUSQUA JO=1 FAIRE

LAMLE T e =MULE ) =LAMTT T «MUTJOT/LAMEGOT

POUR {e=J0+1 PAS 1 JUSQUA M+l FAIRE

CAMET D s=MUL D Y ~LAMLT T #MULJO) 7 LAMIJOT

LAMLJO) :=MUIMe2T

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA Mel FAIRE

HEFEITs= 81 1 # JO ALORS REFI[I] SINON 10

ALLERA  CALREF
END s
FEN TCHEBIMNEG
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CHAPITRE - IV

APPROXIMATION DE DEUX VECTEURS AU SENS DE TCHEBYCHEFF

Ce chapitre est consacré 3 l'étude du probléme PIII défini au chapitre I, et
dont nous avons déji formulé le probl&me de programmation linéaire correspondant.

Ce chapitre est présenté suivant le méme plan que le chapitre IIL. L'algorithme
dtabli au deuxidme paragraphe est une généralisation de 1'algorithme de Remes-Stiefel,
faisant appel 3 une méthode de perturbation ; nous en donnons une interprétation géo-
métrique au troisi&me paragraphe et montrons ainsi qu'il procéde d'une fagon analogue
a3 l'algorithme de Wolfe [15:[o

Une procédure Algol, ainsi que divers exemples numériques sont proposés au

quatriéme paragraphe.

§1 - APPLICATION DES METHODES DE PROGRAMMATION LINEAIRE AU PROBLEME PIII.

1 - Existence d'une solution

Proposition 41

"Le probléme PIII a toujours au moins une solution".

Le polyédre convexe QxIII intervenant dans le programme lindaire dual de PIII
est borné et non vide ; donc le programme lin&aire dual de PIII a une solution finie.
D'aprés les théorémeg de dualité [ 21 établissant une correspondance entre les solutions

de deux problémes duaux, on sait que PIII a une sclution finie.

2 - Caractérisation des points extrémaux de QIIIL

Notations

Nous utiliserons les notations définies en 2-~1-2,
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Proposition 4-2

"Avec 1'hypothése

Hl :"toute sous-matrice (n,n) de G est régulidre!

ad tout point extrémal x de QIII, correspond au moins un ensemble I de n+l

indices pris dans (1.,..2N), régulier ou non régulier d'ordre 1, tel que x soit

solution unique du systéme :

. "
A3<I)x = a3(I)
Cette proposition se démontre de la méme fagon que la proposition 2-2,

Remargue :

Seit M un point extrémal de QIII caractérisé& par un ensemble d'indices I nen

régulier ; alors il existe i e (1...N) tel que les coordonnées x, de M doivent vérifie

n io 1o
151 xl gi + xn+1 = f1
n io 1o
121 181 T Fpe1 T f2
On en déduit : .
1 lo io
xn+1 “’Es(fl - f2 )

a~

Donc contrairement & ce qui se passait aux chapitres II et III, un ensemble I de n+l

indices de (1,..2N) non régulier d'ordre 1 peut caractériser un point extrédmal de QIII,

solution de PIIT,

3 - Unicité de la solution.

Proposition 4-3

"Les hypothé@ses
Hl

H2 :"Tous les points extrémaux de QIII sont caractérisés par des ensembles de

n+l indices I réguliers”

entralnent 1'unicité de la solution,

La démonstration est la méme que celle de la proposition 2-3.
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Remarque :

Il est facile de voir qu'en supprimant 1'hypoth&se H2, la proposition 4-3
n'est plus vraie.
Soit M un point extrémal solution caractérisé par un ensemble I = (il, 12"'°in+1)

non régulier d'ordre 1, supposons par exemple qu'on ait s

On a :

1
XD =5 (£7 = £,7)

Soit & ¢ I, & # il’ % # 12’ tel que la droite D selution unique du systéme :
I- = & -
A3( L)X _LB(I )

est telle que D ny QIII soit une ar8te de QIII (issue de M).

Soit P un point quelconque de D N QIII, il est facile de voir que ¢
S R N

(P) = 5 (fl £, ) =% (M)

Xn+l +1

4 - Caractérisation d'une solution

Notations

Nous utiliserons les notations définies en 2~1-4 ; # un ensemble I de n+l
indices caractérisant un point extrémal de QIII, on fait correspondre 1'ensemble J

d'indices de (l...N) et on pose 3

1} .
= 2 ez a ] = J
Jq {je I R fL}
i=]
. ] j
J, = {je J: iil LT fé}

8i I est régulier, ena ¢ J; n J, = @, si I est non régulier d'ordre 1, alors il

existe un indice k ¢ J tel que : Ji N Jz = {k}-
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Proposition 4-4

"Avec 1'hypothdse Hl, une condition nécessaire et suffisante pour qu'un point

- x . . . . o e
extrémal M~ de QIIT soit solution est qu'il existe n+l coefficients Aj, tels que, en

P % e a1 P
désignant par J~ un ensemble de n+l indices de (l..,N) caractérisant Mx, on ait :

1- Z }\A :‘]:=o i=1noon
jes® J *1
2 - b A = ]
Iy
*
3 Aj 20 je Jl_
. *
Aj <0 je J2
J J 1"
4 - o = b) " A f1 + , b " AJ f2
je Jl je J2

Cette proposition se démontre de la méme fagon que la proposition 2-4.

Remarque 1

* . . P e 1z *
Supposons que M solution, soit caractérisé par un ensemble d'indices I
- * e 1 , . .
régulier, alors l'ensemble J correspondant 3 n+l indices distincts, et il est facile
- . . 2. = X
de montrer (cf. la démonstration de la proposition 2-4) que les Aj associés a J° sont

tous non nuls,

Remarque 2

* . . P e a1 *
Supposons que M solution, soit caractérisé par un ensemble d'indices I

non régulier d'ordre 1, alors il existe un indice k e J® et un seul tel que
x % '
Les conditions 1, 2 et 4 de la proposition 4~4 déterminent les Xj d'une fagon unique,

et 11 est facile de voir que les Aj solution sont alors tels que :

A = =) = 1/2

A, =0 jed, jJ+k
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§2 ~ ALGORITHMES DE RESOLUTION

Nous donnons successivement deux algorithmes ; dans la premiére partie, nous
exposons un algorithme "restreint', valable dans le cadre des hypothéses Hl et H2,
et dont le principe est le méme que celui de Remes-Stiefel., Dans la deuxiéme partie,
nous établissons un algorithme généralisé valable dans le cadre de l'hypothése HIl et
de 1l'hypoth&se H3 peu restrictive suivante :

H3 : "il n'existe pas de couple (i,j), i et j e (1...N) tel que : fi - f% i 5

]
H

I
Hh

1 - Algorithme restreint

Dans toute la suite nous faisons les hypothéses Hl et H2,
Notations (selon Stiefel [14])
Etant donné une référence J, ensemble de n+l indices distincts de (1...N), on

lui associe n+l coefficients Aj tous non nuls définis de la fagon suivante & un facteur

multiplicatif positif prés :

A, gJi=O i=1,..n
jeJ
oA, £+ 3 o £ so0
ser, 3 e, 102
1 Jedy
avec
= i é M == 1 4 A
I {j J.Aj>0} et J, .{JeJ.Aj<o}

On dit que ge V est vecteur de ré&férence pour J, si ayant défini les vecteurs el(J)

et ez(J) de RV par

el(3) = £] =g'  j=1...N
hf S B -
ez(J) fz g J = locaN
on a
signe (ei(J)) = signe (AJ.) je gy

signe (e%(J)) signe (Aj) je J
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a - Description de 1'algorithme

o - Meilleure approximation sur une référence J,

Etant donné une référence J, on définit la meilleure approximation g; sur J

on pose :

dJ(g) = MaxtMax(|fi‘gJ| je I, Max(|f%-g3|ij @ J)]
et

d;(g;) = Inf(d () [g € V).

On détermine gy en utilisant les conclusions de la proposition 4=4 : on .calcule

les coefficients ), associés a J par résolution du systéme :

N

z kj gi = 0 i=1...n
jed

roa | =1
jeg

zxof31+ ) A.,f;_>o
je gy ! jed, J

et on obtient les coefficients xi(J) (i l...n) de gy et 1'erreur correspondante

Xn+1(J) par résolution du systéme linéaire :
- j j
+ >< . = ° -
;{ x; g3 + x4 ¥ signe (Aj) f je J
i=1
Le vecteur g5 ainsi obtenu est un vecteur de r&férence pour J.

B ~ Itération

sz 2 .= i PP i+l
On remplace la référence précédente J par une nouvelle référence J par

substitution d'indices :

(re %, k ¢ gt

de telle fagon que :

, koo (L...0)

i+1 i
xn«&*l(J ) > Xn+l(J ).



- 53 -

Remarque @
. ' *
Si 81 meilleure approximation sur Jl, n'est pas la meilleure approximation g,
on a *
i
xn~lwl(J ) < e
1 - Choix de k,
On pose :
i jo. 1 p,.1i
M, (J7) = Max (ey(J )|§ = L...N) = e (I7)
My(I7) = Min (e3(I)[5 = 1...N) = e3(3h)

et on prend k = p si Ml(Jl) > —M2(Jl), k = q dans le cas contraire.
, i P N A i iy
Si Ml(J ) < Xn+1(J ) et MZ(J ) < xn+1(J ), alors on a terminé et g

2 = Choix de 2.

Cette détermination se fait en utilisant la démonstration constructive, analogue

3 celle de la proposition 2-5, de la proposition suivante :

Proposition 4-5

"Si g est un vecteur de référence pour Jo, et si ke (L...N), k g>JO, alors il

. o e crz
existe % & J tel que g soit encore de référence pour la nouvelle référence

Jl définie par @

=1 k=g

b - Convergence de 1l'algorithme restreint.

Proposition 4-6

. iy qape s , , .
"La suite xn+l(J ) définie par 1'algorithme est strictement croissante'.

On montre de la méme fagon qu'en 2-2-2, que :

i+l

(J

i i+l i i i
w1 = @ DU e (7)), A,@N) - x ()

Par conséquent , en raison de choix de k ¢

(Ji+1) S x (Ji)

xn+1 n+1
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Conséquence :

On montre comme en 2-2~2 la convergence du procédé itératif ainsi décrit.

2 - Algorithme généralisé

Dans toute la suite nous faisons les hypothéses Hl et H3,

Notations :

On appelle référence dégénérée un ensemble J de n+l indices de (1...N) dont

n seulement sont distincts ; sans restriction de généralit&, nous noterons :

J = (jls jzs"”jn+l)
avec

Jp =3y 316 Jps 3y € Jye

Nous noterons GJ (j= 1...N) le vecteur de R" ayant pour coordonnées :
gil . .ngl.

(a) - Principe de la méthode

Ayant supprimé 1'hypoth&se H2, il est possible qu'au cours des itérationms,
l'algorithme restreint nous conduise 3 une référence Ji dégénérée. On sait alors
(cf. 4-1-3) que la meilleure approximation g i n'est pas unique, et dans ce cas l'al-
gorithme restreint ne nous permet pas de conglure.

L'algorithme généralisé va nous permettre de passer d'une référence dégénérée

i . P i+
J* 3 une référence J 1 telle que :

(Ji+1 (Ji)

Xn+1 ) > n+1

- . . o . . . *
(2 moins que g ; ne soit déja une meilleure approximation g”)
J
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Etant donné une référence dégénérée J, les coefficients Aj associés 3 J et

définis par :

£ A, g =0 i =1.,..0
, j =i
jET
oAl =1
jeg
r AL fl+ oz oA flso0
cg, 3 e 2
J 1 J 2
sont tels que :
A, ==X, =1/2
I I9
A, =0 i = 3...n+l
33

Nous utilisons une méthode de perturbation qui & la ré&fé@rence dégénérée J substitue

la référence J' non dégénérée déduite de J par le remplacement de j; en ji tel que :

J j j j
cl=c¢loc (., 63 +.tc, ¢ o+l
(T) . ot . 33 J'l:1+].
i 3
£, =)

Les cj (i = 3...n+l) sont des constantes non nulles, € un scalaire positif.

i
On a donc :

- - 3 s 8
g J' = J J1+Jl

avec

' 1.
Jl N Jz =

(cette méthode de perturbation a &té utilisée par Descloux.[Slpour la résolution du

probldme de Tchebycheff discret, la condition de Haar n'étant pas remplie).
Les AS associés 3 J' sont par construction méme de J', tels que :

_! = 4)\, i = 10-.2

Ji Ji

= € }\, C 1 3(\non+1

il
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et 1'on a :

jegr 4 jeJ! 2
. 1 2
Xn«i-l(J ) =
> Ia
je J"' J
j ] — 1 ] 1] 2 1
el(J,) = xn+1(J ) x signe (Aj) je Jl

j ] 1 P 1 . 1
eZ(J ) X +1(J ) x signe (Aj) jie J

Si e ~» 0, on obtient 3 la limite :

h|
1,4 _ .
e (J) = xn+1(J) x signe (Ajl)
j2 .
e, J) = xn+1(J) x signe (Ajz)

j - . ; s
el(J) Xn+1(J) x signe (Ajl Cj) jed; -3
j - . . - o s
ez(J) xn+1(J) x signe (Ajl cj) je J2 i,

e ; ! ;. =1 . :
En modifiant le signe des cj’ nous pourrons donc obtenir 2 meilleurs approximants

sur J.

(b) Description de l'algorithme généralisé

Cet algorithme proc@de par &change de références et sur chaque référence, on
détermine une meilleure approx1mat10n. Soient X 1(J ) et x +1(J ) les erreurs

1+1 i+l
relatives 3 deux références J et J J provenant d'un échange avec Jt s ON a @

i+l, | i
Xn+1(J ) %_Xn+l(J )

. i+l
Si xn+1(.]l ) = n+1(J ) on a un Echange statfque. On appelle &tape une suite d'échange

statiques se terminant par un &change non statique.

Précisons les différentes phases de l'algorithme :

(I) Début d'étape : on dispose d'une référence

J = (g Jpseeedpyg)

Si J est non dégénérée, on effectue 1'8change comme il est exposé dans 1'a1gorithme_

restreint.
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Si J est dégénéré, on choisit arbitrairement n-1 coefficients auxiliaires non nuls :

C, o080 C,V
J3 dne1

on calcule

» 1 0 1 . N
xn+l(J) =% (f1 - f2 ) et on passe a la situation (II).

(II) On résout le systéme :

n o o
J . J s < - 4
Ioxy gy =% () + £y Jedp =3
i=1
P ] ]
121 X; 87 =t () £ JoJdy

(J; étant 1'ensemble des j ¢ J pour lesquels Aj, e >0etJ, 1'ensemble des J« J

pour lesquels Aj’ cj < 0).
La solution xi(i =1,.,.n) de ce systéme nous donne un meilleur approximant gy sur J.

Ayant calculé les coordonnées des vecteurs el(J) et ez(J) associés 3 gjs on calcule :

l...N)

M (3) = [ed(D)] Max(|e{(J)1§j

].ouuN)

i
I

r
M,(3) = |eb ()|

Si xn+1(J) = Max(Ml(J), MZ(J)),'on a une solution du probléme, on arrite 1'algorithme.

Si xn+l(J) < Max(Ml(J), MZ(J)) alors on choisira 1'indice entrant k de telle sorte que :

Max<|eg<J>||j

k

¢ siM () > M0

k =r si Ml(J) < MZ(J)

I1 nous reste 3 déterminer 1'indice sortant %, pour connaftre la nouvelle référence J'

J' = J+k - Qe
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Pour ce faire, on calcule des coefficlents auxiliaires My de la fagon suivante :
on choisit

W =1 si Ml(J) > MZ(J)

M = =1 s (3) < M, ().

et on résoud le systéme :

z u, 6l =0
je Jtk=j;
on pose “j = 0, et on calcule :
1
M. u,
14 13
M = Min (-C——-|i = 3,..n+l) ;3 N = Min (‘X"'"| i=1,2)
Ii Ii
Deux cas peuvent alors se présenter :
1°% cas : M < 0 on passe d la situation (III) (&change statique)
2°™ cas M > O on passe a la situation (IV) (&change non statique)
¥
(1II) Soit  M=—E
on a, en posant j_p = 1, la nouvelle référence J' :

J'=J 4+ k - 2

et les coefficients Ag et cg relatifs & J' sont tels que :

1y
C' = C, O e— i=3ocon+l
PR PR
i1#p
c
i, M, K
Al o=
3y i
At =,
Jo g
1 ~—
on a donc xn+1(J ) = xn+1(J).

Si 1'un des nouveaux coefficients cj s'annulle, on le remplace par un nombre pris au

hasard.
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On retourne 3 la situation (II).

Y3
T on a, en posant jz =
)
J'

(IV) Soit N

=J+k -2

et on retourne 3 la situation (I)

"3

-——L, on posera j; = & ).

(81 N = -
J1

2 la nouvelle référence J' :

(¢) Justification de 1'algorithme généralisé.

Nous nous plagons en début d'étape avec une référence dégénérée J.

Remplacons j, par j! et désignons par J' la nouvelle référence ainsi obtenue :
plag 1 1 g p

] 3 j .
G 1 = G 1 bl Q(C. G 3 +.00+ C, Jn+l)
J3 jon+l
et [
1 .1
£, =5
on a la relation :
ji i, n+l .
(., +0() G-+, +0(e)) G“+e £ c, G =0
J1 Jo i=3 Ji

0(e) &tant une fonction de e , telle que

.
.

1im 0(e) = O
e~>0
on a il i , .
O+ 0(e)) £ 14(h, +0(eNE 2+ e . 2, ¢, Bl 46, T < £
3 1, j€3i=51 11 Jedy=iy 3 2
xn+1(J') =
2 n+l
$a, +0(e)| +e T e, |
i=1 Ji i=3  Ji

ayant déterminé l'indice k entrant, J' &tant non dégénérée, on détermine l'indice £

sortant en utilisant la proposition 4~5. On calcule donc les coefficients auxiliaires

"
T

Q = Min (Mln(m
11

li =

comme il a &té dit dans la description de l'algorithme généralisé, et on pose !}

W
1,2), Min(—>
eC,

Ji

Ei 3:0.ﬂ+1»

|
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1%% cas
Uj pj
M= Min(‘é_']—_l i= 3ooon+1) = -6’"2' < 0,
Ji Jp

alors il existe € tel que :

M = Q pour tout e < €

En &changeant k et % (2 = jp)'on obtient la nouvelle ré&férence J" :

"o s ] ] ] A
MRS U PYERER S EIR S P PEXTS Mep

d laquelle correspond la relation linédaire :

C (84
i1 J | j
(A, +0(e))G L +(h, +0(e))G Zec(c, ~u. —P)g 3 4 ¢ B b & 4.,
P p
€5
oot e ((e, -, - —Byg . 0

Jn+1 dns ujp

grdce 3 1'hypothése H3, les coefficients des G ne sont pas nuls, et le cas accidentel
ol 1'un de ces coefficients est nul sera envisagé plus loin,

Nous supposerons donc J" non dégénérée et on a :
11 1] .
xn‘-|-=l(J ) > xn+1(J )

On peut recommencer les mémes calculs avec J", Une suite d'échanges correspondant au

er : o . , sz T
1 cas fournit ainsi une suite de références J', J",.Q,J( ) avec

@D < x @< (@),

xn+1 n+l

toutes les r&férences de la suite sont donc différentes. On voit qu'il existe € tel

que pour ¢ < € , les &changes ainsi obtenus sont identiques & ceux décrits dans 1'alge-
rithme généralisé, et que les différentes approximations trouvées par 1'algorithme

sont la limite de celles du probléme perturbé lorsque e+0, On vérifie qu'on a des é&chan-

ges statiques, c'est-3-dire que

‘ o T4 VY ny
Xn+1(J) = Lim x +1(J ) = Fim xn+1(J ) cee

er0Q O £0
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2é8me cas

M > O. Alors k est &changé avec 1l'un des deux indices qui réalise le minimum

de :

_}\J'e'-'"+' 0('—8)' i= 1’2-

i

On voit alors facilement, que x_ . (J") (J" étant la nouvelle référence ainsi obtenue)

n+l
est strictement supérieure & xn+1(J'); et 1'échange est non statique.

Cas d'accident (cf. Descloux [5])

Il peut arriver qu'au cours d'une série d'échanges statiques l'un des coeffi-
cients auxiliaires s'annule. Soient c (i = 3...n+1) les coefficients auxiliaires
initiaux, et ch)(i = 3..,0n+l) les coe%ficients auxiliaires apré&s q &changes statiques.
Les coefficient% ch) (i = 3,..n+l) peuvent &tre considérés comme des formes homogénes
dans les variables ¢, (i = 3.,.:n+l). Montrons par induction qu'elles sont indépendantes.

Nous supposons qu'aprés g-1 &changes, nous ayons les formes indépendantes
PP q p q ges, y

LAy L3, el
Ji

Appliquons les relations données dans la situation (III) ¢

'3
(@ _ (=1 _ (g=1) _-i

c, i= 3|nun+]. i ")é,m
{ Ji Iy % "o ’ ’
{ C(q—l)
(@) _ %
I C, =
Uodp y k
A
Considé&rons la relation linéaire :
n+l
T D L
i=3 3y
En exprimant les c}Q) en fonction des cngl), on obtient :
n+l n+l
b} o ch"l) ~ ml“ ( z oy My o uk) ng~l) = Q
i=3 Ji i=3 - 434 P :

U
. L
ifp ifp
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Cette relation n'est possible que si tous les a, sont nuls, d'ol nous cencluons &
(q)

1'indépendance des ¢

Supposons gque pour des valeurs particulilres des coefficients initiaux, on ait :

ng) #0, i = 3.44,r-1, r+l,...n+l, et c(q) =.0
Jy jr

Le systéme d'équations :

o) (@

. . i=3o’on+1 i#r
k! i
ot @ .y

Jr

posséde une et une seule solution dans les variables cj 3 pour n assez petit, les
q échanges ne sont pas modifiés et 1'algorithme peut continuer. Nous avens ainsi
démontré qu'il existe des valeurs initiales ¢, (i = 3...n+l) qui permettent d'ache-
ver une &étape, et ces considérations justifien% le terme d'accident.

Pratiquement, on remplace le coefficient nul par un terme "quelconque", ce qui

peut &tre interprété comme le commencement d'une nouvelle &tape.

§3 - INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE L'ALGORITHME GENERALISE

De la méme fagon qu'en 2-3, on voit que l'algorithme restreint correspond 2
un cheminement sur le polyé&dre QxIII de point extrémal simple en point extrémal simple
adjacent ; en supprimant 1'hypoth&se H2, ce cheminement peut nous conduire a un point
extrémal multiple M représenté par une partie d'indices I. Nous allons montrer que
la méthode de perturbation consiste 3 associer au polyédre Q*III un polyé&dre perturbé
Q(e), défini par les relations (T), et 3 appliquer 1'algorithme restreint sur le
polyédre Q(e) i partir du point extrémal simple M' représenté par la partie d'indices
I, jusqu'a ce que l'on investisse une partie d'indices I telle que la dégénérescence
soit levée, c'est~3-dire qu'on a trouvé une aréte de Q*III issue de M avec un accrois-
sement positif du critére.

On voit que cet algorithme généralisé est identiquebi 1'algorithme de Wolfe ESJ, avec

néanmoins la simplification suivante :



L'hypoth&se H3 nous assure de ne pas investir un ensemble d'indices I tel
que M soit un point extrémal multiple de Q(e), sans accroissement positif du critére ;
nous avons donc une "Méthode de Wolfe & un &tage'. Nous pourrions supprimer 1'hypothése
H3 et construire alers un algorithme généralisé tout 3 fait identique 3 l'algorithme
de Wolfe, mais &tant denné le peu de restriction qu'apporte, dans la pratique, 1'hypo-
thése H3, nous préférons la conserver et avoir ainsi un algorithme plus facile &
présenter et d programmer.
Considérons maintenant les choses dans le détail :

. 0o . PP, P ~ 0 o :
Soit J  une référence dégénérée, on note r 1l'élément commun i Jl et J2, et

) . . P
A, les coefficients attachds a J° ; en a ¢

3

= 1/2
A . (5 S .
A, =0 jed, ] #rl’ J #_rz'

A J° en peut faire correspondre an1 ensembles I° de n+l indices de (1...2xN), non
réguliers d'erdre 1, définis par :

N o1 . o s o 1 . o .. .
& un indice j € J on fait correspondre l'indice i € I  défini par :

s Lo s o
i =3 si A, » O

is= N+j si Aj < 0

o
i

j oui = N+j si A; = 0

o . - . < % ~ )
Ces ensembles 1~ caractérisent le méme point extrémal MO de Q"III, de coordonnées yj

telles que‘:

(3]

Yy —_1/2

(o}

YN+r 1/2

Yy = j = lnnosz, j #r, j #‘N""‘r

Le peint M° est un point extrémal multiple.

La transfermation (T) qui définit la méthode de perturbation utilisée, revient & modifier
iéme
la ¥ — ligne de la matrice A, et en désignant par A(e) la matrice ainsi obtenue, on

note Q(e) le poly&dre cenvexe dé&fini par :

2N

Qe) = {fye R™ :.y A(e) = ¢, y 2 0},
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s o . N P srz PP -
L'algorithme généralisé associe 3 J dégénéré, la référence J' non dégénérée, i laquell

on peut faire correspondre 1'ensemble régulier I' défini par 3

d un indice j ¢ J' on fait correspondre 1'indice i € I' tel que :

i=j si A5,> 0
1 = N+j si A' <0
J

(les Ag étant les coefficients tous non nuls attachés 3 JY

I' caractérise un point extrémal simple M' de Q(e), et on a 3

lim M' = M
£>0 °

La méthode consiste alors a appliquer 1'algorithme restreint sur le polyédre perturbé
Q(e) ; on obtient ainsi une suite de points extrémaux de Q(e) adjacents deux 3 deux,

M', M'..., (ces points sont des points extrémaux simples en raison de 1'hypothése H3),
et 1'on arréte le processus lorsqu'on rencontre un point M(m) tel que, I(m) désignant

un ensemble d'indices qui le caractérise, on ait :

soit r ¢ I(m) (m)

(m)

soit N+r ¢ I

(le point M n'est pas nécessairement un point extrémal simple de Q(e))

En notant

lim (M(m)),
>0

¥

M1 est un point extrémal de QXIII adjacent 3 Mbq

§4 -~ PROCEDURE ALGOL ET ASPECTS NUMERIQUES

1 - Notice d'emploi de la procédure TCHEBDEUX F@NC résolvant le probléme PIII,
TCHEBDEUXF@NC (M, N, F1,¥2,G,A,DEV,EPS, REF, BUL , IMP@S) .

Etant donné les entiers M,N, les vecteurs Fl[l:N] s F2[1:Nj, et la matrice
G[1:M, 1:N], (1'algorithme suppose F1[J] > F2[J] pour J = 1...N), la procéddure calcule
les coefficients A[II,-(I = 1.,oM) du meilleur approximant de Fl et de F2, et 1'dcart

correspondant DEV :



w G -

M M

/ DEV = Max(Max|F1[J]|~ 1 A[I]x¢[I,J]|, Max|F2[3]- = A[I]xe[I,3]])

2 J=1l...N I=1 J=1...N I=1 7 ‘

{ DEV = Inf {Max(Max|F1[3]- 1 x[1]x6[1,3][, max|F2[3]- = x[r]xc[1,5]])}
XsR J=l.. N I=1 J=l,..N = I=l

La procédure comporte deux tests d'arrét :

1) L'algorithme calcule i chaque ité&ration une minoration dk et une majoration m de
1'8cart DEV, et on arréte les calculs lorsque (mk-dk)/dk < EPS ; le boeolé&en BUL

prend alers la wvaleur VRAI,

2) Pour éviter le cyclage, dans le cas oll EPS aurait &té choisi trop petit, la procé&dure
vérifie que les itérations nous conduisent bien & des situations distinctes, si tel
n'était pas le cas, le calcul s'arr@te et le booléen BUL prend la valeur FAUX.

Si 1'algorithme rencontre au cours des itérations, une référence REF, telle qu'il

k
existe a,B,Y,8 e\REFk~tels que ¢

alors on sort de la procé&dure par l'étiquette IMP@S. (c'est le cas oli 1'hypothé&se H3
de la partie théorique n'est pas réalisée).
Enfin, la procédure range dans le tableau REF[l:M+{| les indices de la derniére réfé~-

rence.

2 - Exemples numériques.

}er exemgle

Considérons 1l'approximation des fonctions fl(x) = exp(x) et fz(x) = /X sur
[0,21 par un polynome de degré 4,

On cheisit 21 points de discrétisation tj :

tj = (j~1)><0,1 j = 1ocn21-\
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Soient ag, 1 =0...4, les coefficients du meilleur approximant, on note :

4 ;
E} = gin(t,) - I aox(to)l j o= loea2l
j T
L2 7T 4 i
E, = /(t,) - £ a,x(t,) j=1l...21
i I e 1S
On trouve, pour une valeur de EPS &gale 3 10_5
a = ~1,52277
o
a; = ~6,44797
a, =  31,02942 DEV = 2,98742
ay = ~-25,59697 BUL = VRAI
a, = 6,21740
1 2
I |J = REF[I] E o
1 21 2,98742 | -2,98742
2 21 2,98742 | -2,98742"
3 2,98742 | 2,21323
4 2,98742 | 2,19848
5 13 -0,76274 | -2,98741
6 20 2,98742 {~2,32006

On constate que 1'indice 21 figure deux fois dans la référence finale, et par consé-
quent, il n'y a pas unicité de la solution.

Le temps de calcul et d'impression des résultats a &té de 3 secondes (sur IBM 7044).

&me
2 exemple

Considérons 1'approximation des fonctions fl(x) = gin(mx) + 0,1lxcos(mx/2)

et fz(x) = sin(mx) = 0,lxcos(mx/2), sur [ml,l] par un polyndme de degré 4.
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On cheisit 21 points de discrétisation tj H

£y = -1 + (§-0,5)/11

Soient a;s i = 0,0.4, les coefficients du meilleur approximant, on note :

On trouve pour

=
I

=
]

sin (ntj) + 0,1 X cos (ﬂtj/Z)

sin (ﬂtj) - 0,1 X cos (ﬂtj/Z)

5

une valeur de EPS égale & 10 °

a, = =0,00668
a; = 2,88101
a, =  0,14993 DEV = 0,13260
a, = -3,28751 | BUL = FAUX
a, = =0,30836

I | J=REF[I] Eﬁ E§

1 21 0,13261 | 0,09009

2 1 -0,11833 | =0,13260

3 4 0,13260 | 0,03675

4 9 0,05478 |~0,13260

5 13 0,13260 |-0,06282

6 18 | -0,01275 |=-0,13260

On-constate qu'aucun indice ne

figure deux fois dans la référence finale, et

1...21

1,..21

par conséquent la solution obtenue est 1'unique solution du probléme.

Le temps de calcul et d'impression des résultats a &té de 3 secondes environ.

(sur IBM 7044),
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PROCEDURE TCHEBDEUXFONC(M,N,F1, FZ,G A,DEV,EPS,REF,BUL, IMPOS) ;
ENTIER M,N ; TABLEAU Fl F2 oA 3 REEL EPS DEV ;
ENTIER TABLEAU REF 3
BOOLEEN BUL ;
ETIQUETTE IMPOS ;

©

DEBUT

REEL PROCEDURE HASARD(NO) ; ENTIER NO ;
COMMENTAIRE CETTE PROCEDURE DONNE UN NOMRE REEL ALEATOIRE
DE (0,1) AVEC UNE DENSITE UNIFORME,
NO SERA INITIALISE A UNE VALEUR ENTIERE IMPAIRE (UNE FOIS
POUR TOUTE),CHAQUE APPEL DE HASARD(NO) DEFINIT UN REEL DE
(0,1) ET PROVOQUE UN EFFET DE BORD SUR NO ,
LE CORPS DE CETTE PROCEDURE EST ECRIT EN CODE .

'PROCEDURE"GRESOLSYSLINE(A,B,X N@IMPOSSIBLE), ceans
VOIR ANNEXE .,..,

ENTIER TABLEAU ROCI[1:M+1]1 ;
TABLEAU PREMI[1:M,1:M]1,MU[1:M+2],E1, E2[1 N1,SEC,
LAMBAUX[1:M], LAMBDA[I M+1]
REEL R,T ; BOOLEEN BOOL,DEG ;
ENTIER I,J,lO,JO,NO,JDOU 3

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE

REF[I1:=1
REF[M+11:=N ;
NO:=3 ;-
BUL:= VRAI ;
ETAPE:

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
PREMI1,Jls=GL1,REFIJI] ;
POUR [s=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
SEC{I)s=G[I,REF[M21]1] ;
GRESOLSYSLINE (PREM,SEC, LAMBAUX ,M,END) ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
LAMBDAL1] :=LAMBAUXTI] ;
LAMBDAIM#+1] :==1,0
DEVe==F2[REF[M+1]] ¢
POUR 13=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
DEVe= St LAMBDAIL!) > 0 ALORS DEVe¢LAMBDAL!]
FIIREFII1] SINON DEVeLAMBDAIII*F2[REEII11]
SI DEV ¢ 0 ALORS DEBUT
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M+l FAIRE
LAMBDAL1] :==AMBDALI] ;
DEV:=F1[REF[Me¢11] ;
POUR [3s=1 PAS 1 JUSGQUA M FAIRE
DEV:= S1 LAMBDALI] > 0 ALORS DEV+LAMBDALI]*
FILREF[!1]] SINON DEV<LAMBDALII*F2IREFII)]
FIN

o

%o
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R:=0,0;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M+l FAIRE
R:=R+ABS(LAMBDALI]) ;
DEV:=DEV/R ;
DEG:= FAUX 3

CAL: POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
PREMIJ,11:=G[1,REF[J+1]1] ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
SECI[Il:= SI LAMBDA[1+1] > O ALORS
FI1[REF[1+11]1=DEV SINON F2[REF[1+1]1]1+DEV ;
GRESOLSYSLINE(PREM,SEC,A,M,END) ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT R:=0.0 ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
R:=R+A[1]1*GL1I, J] ;
E1[J]:=F1[J]}=R ; E2[J]: -FZ[J] R 3

FIN ;
10:=1 ;
POUR 1:=2 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
10s= Si E1(1] > E1{10] ALORS | SINON 10 ;
JO:=1 ; ’

POUR 1:=2 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
JOo:= S1 E2[1] < E2[J0] ALORS I SINON JO ;
S! ABS(E1[i01) > ABS(E2[J0]) ALORS BOOL:= VRA! SINON
BOOL:= FAUX ;
S| BOOL ET ABS(1=-DEV/ABS(E1[101)) ¢ EPS ALORS
ALLERA END;
S1 NON BOOL ET ABS(1=- DEV/ABS(EZ[JO])) ¢ EPS ALORS
ALLERA END;
10:= S1 BOOL ALORS 10 SINON JO ;
{e=0 3
SU: 1=+l 3
S| BOOL ET 10=REF[I] ET ABS(E1[i0]=- DEV) < 0.001 ALORS
DEBUT BUL:= FAUX ; ALLERA END FIN ;
S| NON BOOL ET 10=REF{!1] ET
ABS(=E2[101=DEV) ¢ 0,001 ALORS
DEBUT BUL:= FAUX :; ALLERA END FIN :
St 1 ¢ M+1 ALORS ALLERA - SU 3
o=l ¢
ITER: 1:=01+1
St I10=REFI[!] ET DEG ALORS DEBUT JDOU:=| ;
S1 ABS(0,.5*(F1[10]=F2[i0))=DEV) ¢ EPS
ALORS ALLERA IMPOS SINON ALLERA SAUT ; FIN ;
St 10=REF[1] ALORS DEBUT JDOU =l s DEG:= VRAl ;
ALLERA DIF FIN ; -
S! 1 < M+l ALORS ALLERA ITER H
CRA: MU[M+2]:= S1 BOOL ALORS 1,0 SINCN =1,0 ;
POUR =1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
POUR Je=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
PREM[IM.’]”‘GU;RFF[J*&]] H
POUR t:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
SECL1] s==MU{M+2]=6GT1,10] ;
GRESOLSYSLINE(PREM,SEC, LAMBAUX ,M,END)

°
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POUR [:=1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE MUL1+1]:=LAMBAUXI[!]
MU[11:=0,0 ;
Si NON DE®& ALORS ALLERA NORMAL ;
JO0z=3 3
POUR 1:=4 PAS 1 JUSQUA M+l FAIRE
JO0s= SI MULI]/LAMBDAIL!] < MU[JO]/LAMBDALJO]
ALORS i SINON J0 ;
Te=MU[JO1/LAMBDAILJO] ;
SI' T > 0 ALORS DEBUT
DEG:s= FAUX
JO:= S| MUI2]1/LAMBDA[2] < 0 ALORS 2 SINON 1 ;
POUR i:¢=1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE
REF[1)s= SI 1 # JO ALORS REFI[I] SINON 10 ;
ALLERA ETAPE;
FIN ;
POUR 1:=3 PAS 1 JUSQUA J0=1 FAIRE
DEBUT LAMBDAI[1]:=LAMBDA[]]1=LAMBDALJOI*MU[1]1/MULYO]

S| ABS(LAMBDAILI1) € EPS ALORS DEBUT

Bl: LAMBDALI1]s=HASARD(NO)*(=1)*w]|

S1 ABS(LAMBDAI[1]l) ¢ EPS ALORS ALLERA B1 ;

FIN ;

FIN ;
POUR 1:=J0+1 PAS 1 JUSQUA M+l FAIRF
DEBUT LAMBDA[ 1] ¢=LAMBDA[11=LAMBDA[J0]*MUL1]/MU[JO]

S1 ABS(LAMBDATILI]) ¢ EPS ALORS DEBUT

B2: LAMBDA[!]3=HASARD(N0)*(~1)**I H

S| ABS(LAMBDAILI]) ¢ EPS ALORS ALLERA B2 ;

FIN ; .

FIN ;
LAMBDA[JO0] s ==L AMBDA[JO]*MU[M+2]1/MULU0] ;
POUR [:=3 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE

REFLIl:= SI | # JO ALORS REFI[I] SINON 10 ;
ALLERA CAL '

NORMAL: J0:=1 3

POUR 1:=2 PAS 1 JUSQUA M+l FAIRE

JO:= S1 MUTI1/LAMBDALI] ¢ MUIJO]/LAMBDALJUO]
ALORS | SINON v0O ;

RESTAU: POUR is3=1 PAS 1 JUSQUA J0-=1 FAIRE
LAMBDAIL!1]:=MULI1~LAMBDALI]1*MULU0]/LAMBDA[JO]
POUR 1:3=J0+1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE
LAMBDAL1] s=MULI]=LLAMBDAL!]I*MUILJ0]/LAMBDA[JO]
LAMBDA[JO] ¢ =MU[M+2] ;

POUR 1:¢=1 PAS 1 JUSQUA M<+1l FAIRE

REF[1)s= SI | # J0 ALORS REFI[!] SINON 10 ;

DEV:=0,0 g

POUR 1:¢=1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE

DEV:= S| LAMBDA[!] > 0 ALORS DEV+LAMBDA[I]=*
FIIREFLiI]] SINON
DEV+LAMBDAL1I*F2[REF[1]]

Re=0,0;

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA M+l FAIRE
R:=R+ABS(LAMBDALI]) ;
DEV:=DEV/R :

ALLERA CAL ;

°

Se

A 13

°
4

~e

e



- 71 -

4

f+1 TANTQUE | < JDOU+1 ET 1| ¢ Mel

ROCLI]¢=REF[1=2]1 ;

POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE

ROCI[J] ¢=REF[J=11 ;
ALLERA QUF ;

SAUT:
POUR 1:=3 PAS 1 JUSQUA JDOU FAIRE
ROCLI]¢«=REF[I=1] ;
POUR | :=JDOU+1 PAS 1 JUSQUA M+l FAIRE
ROC[I1:= REF[I] ;

OUF:
POUR | :=3 PAS 1 JUSQUA M+1 FAI|RE

REF[1]1:=ROCILI] ;

REF[11:=10 ; REF[2]:=10;
LAMBDA[1]:=0.5 ; LAMBDA[2]:==0.5 ;
POUR 1:=3 PAS 1 JUSQUA M+1 FAIRE

DEBUT
LAMBDAL1]¢=HASARD(NO)*(=1)%*=*] ;

Si ABS(LAMBDAI[!]) < EPS ALORS DEBUT

E3: LAMBDAIL1]1:=HASARD(NO)=*(=1)**] ;

S1 ABS(LAMBDALI]1) ¢ EPS ALORS ALLERA E3

FIN ;

FIN ;

DEV:=0,5*(FL[10]=F2[101) ;
ALLERA CAL ;
END: FIN TCHEBDEUXFONC ;

-

4
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CHAPITRE -

APPROXIMATION UNIFORME ET PROGRAMMATION
CONVEXE

Nous &tudions dans ce chapitre les liens existant entre les problémes d'approxi-
mation uniforme et la programmation convexe.

Dans un premier paragraphe, nous donnons la formulation continue des problémes
PI, PII, PIII ; et montrons dans le deuxidme paragraphe, que ces problémes sont des
cas particuliers d'un probléme P de programmation convexe consistant d minimiser une
forme lindaire sur un domaine convexe d'une nature assez spéciale (cf. 5-3-1).

Dans un troisiéme paragraphe, nous &tablissons des conditions nécessaires et
suffisantes d'optimalité pour le probléme P ; des conditions presque identiques ont
déja été énoncées sans démonstration par Gol'stein [8].

Les conditions d'optimalité, que nous démontrons par la technique trés générale
des "déplacements intérieurs" [1], [111, cofncident avec les conditions de Kihn et
Tiicker généralisées &tablies par Russel [13] ; mais &tant donné les particularités
du probléme P, ces conditions sont valables sous des hypoth&ses moins restrictives

et surtout plus faciles a vérifier dans la pratique que celles faites par Russel.

§1 - FORMULATION CONTINUE DES PROBLEMES PL, PII et PIII.,

1 - Approximation uniforme d'une fonction continue sur un compact.

Soit S un compact d'un espace métrique, on désigne par 8(S) l'ensemble des fonc-

tions continues 4 valeur ré&elle sur 5, et on pose
lIn]| = Max (|h(t) ||t e 9)

pour un &lément h ¢ E(S).
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Soient 8y i =1.,.n, n éléments donués lindairement indépendants, appartenant &
& (8), on désigne par

g = X

i

o

i

| =

1

un 8lément de la variété linéaire V engendrée par les g+
- - - - - x -]
Etant donné un &lément fe &(S), f & V, on cherche un élément g e V, meilleur

approximant, (s'il existe) tel que :
le - g%l = me (gl gV =0

Ce probléme est un probléme classique que nous désignerons par PIC, c'est la version

continue du probléme PI.

2 - Approximation uniforme d'une fonction continue sur un compact avec contrainte

du type inégalité.

Soient K et H deux compacts quelconques d'un méme espace métrique ; pour un

élément he E(K) on note :
In]| = Max (Ih(t)||t € K).

Soient donnés n élément 855 i=1..en, lindairement indépendants, appartenant

i B(K) ; on désigne par :

un élément de la variété linéaire V engendrée par les gy
Etant donnés par ailleurs, - ;0 i=1...n, et ¢, n+tl &€léments appartenant 3
(H), et un scalaire M strictement positif, on définit :
n

X={xe® |2 x () -0 <M  ¥tcH
isl 1 i
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Soit alers V le sous—ensemble de V défini par ¢

n
V={g= I x gi:XGX}

Etant domné £ € §(K), £ ¢ V, on cherche un &lément gxé TI, meilleur approximant,

(s'il existe) tel que :
x —
¢ - g || = Inf (||f~g||’ ge V) =o
Nous désignerons par PIIC ce probléme, version continue du probléme PII,

Remarg ue

Dans la suite, nous considérerons également le probléme P'IIC, suivant, cas
particulier intéressant du probléme PIIC, version continue du probléme P'II :
Soient K et H deux compacts disjoints d'un espace métrique ; on pose S = Kv H,

et pour un &lément h € 8(K) on note :
||hH = Max (|h(t)||te K).

Soient g;» i = 1l..,.n, n éléments donnés appartenant a3 g(S) et lindairement
indépendants sur K ; on désignera toujours par g un &lément quelconque de la variété
lingaire g engendrée par les A - ‘ k
Soit donné un élément ¢ <@Q(H), on désigne par V le sous-ensemble des V défini par :

Ve={geV:glt) <o¢(t) ¥teH.

Etant donné f € 8(K), f # V, on cherche un &lément gt e V, meilleur approximant,

(s'il existe) tel que

I£ = g¥|| = Inf (|£=g|]| g V) =p .
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3 - Approximation uniforme de deux fonctions continues sur un compact.

.

Seit S un compact d'un espace métrique ; pour un &lément h ¢ & (S) on note :
In] = Max (|h(t)||t € 9).

Seient g.,, i = l,..n, n &léments donnés appartenant & §(S) et linéairement indé-
i
pendants, on désigne toujours par g un &lément quelconque de la variété lin8aire V
engendrée par les gy
Soient donnés f; et fzeé’(s), £, et £, & V ; sans restriction de généralité,

étant donné le probléme qu'on a en vue, on suppose :
fl(t) = fz(t) ¥tes ()

(51 deux fonctions f; et £, ne vérifient pas (1), on se raménera a ce cas en consi-

dérant les fonctions ‘-?1 et ‘-Pzé B () définies par :

L?l(t) = Max (£,(t), £,(t)) ¥te S

@, (t) = Min (£;(t), £,(t)) Vte S, )

Pour un &lé&ment g < V, on pose :

d(g) = Max (“fl"gH » Hfz"g“)

P * . . .
On cherche un &lément g € V, meilleur approximant, (s'il existe) tel que :

d(g*) = Inf (d{g)|g e V) = o

Nous désignerons par PITIC ce probléme, version continue du probléme PIIIL.
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§2 ~ FORMULATION DES PROBLEMES DE PROGRAMMATION CONVEXE CORRESPONDANTS .

1 - Probléme PIC,.

En introduisant une variable auxiliaire X ,1® le probléme PIC peut s'énoncer ainsi :

e e . . P n+l
Minimiser X 41 Sur le domaine convexe DI défini dans R par :

n

iil x, g,(€) + x4 2 £(0) ¥te s
DI '
)}

—ii X gi(t) t X2 ~f(t) ¥ te S

2 - Probléme PIIC

En introduisant une variable auxiliaire X 1 le probléme PIIC peut s'énoncer

ainsi :
Minimiser xn+i sur le domaine convexe DII défini dans Rn+1 par :
n . .
b Xy gi(t) X2 () ¥ tck
i=1 o
n
-151 X, gi(t) + X 41 > =f(t) ¥te K
DII
n
Iox, LPi(t) > ¢(t)-M ¥ t¢H
ik
| n
\\—'21 T FLCO N > =o(t)-M ‘¥ teH
1=

3 = Probléme PIIIC

En introduisant une variable auxilaire X .10 le probléme PIIIC peut s'énoncer

ainsi :

+
Minimiser X .1 Sur le domaine convexe DIII défini dans R 1 par ¢



n
121 X, gi(t) X 12 fl(t) ¥ te § (1)

n
-IE X 8j_(t) +X g2 -fl(t) ¥ te S (2)

DIIT \ n
l izl X, gi(t) + X 41 Z fz(t) ¥ te S (3)

| =
- E Xy gi(t) X z.efz(t) ¥ te S (4)

Comme on a supposé fl(t) > fz(t) ¥ te$S, (1) implique (3) et (4) implique (2) ;

en supprimant les inégalités redondantes, DIIL est défini par :

n
N gy () + x4 > £ ¥ee S
DIII
n
-iil X, gi(t) X 12 —fz(t) ¥ te S

§3 ~ DEFINITION D'UN PROBLEME DE PROGRAMMATION CONVEXE PARTICULIER ; CONDITIONS
D'OPTIMALITE

1 « Définition d'un probléme particulier P de programmation convexe.

Au vu des problémes précédents, nous allons définir le probléme P de programmation
convexe suivant, dont le formalisme inclut celui des problémes PIC, PIIC et PIIYIC ¢

Soient Kj’ j 1...p, p compacts quelconques d'un espace métrique, et a (t),
i=1l.sen, j = 16.‘p, b (), j = l...p, des fonctions a valeur dans R, deflnles
continues sur K,.

On désigne par aj(t) le vecteur de Rayant pour composantes les ai(t) (i =1lseen) 3
et 8tant donné deux vecteurs x et y de R™ on désigne par x.,y leur produit scalaire.

On consid@re les ensembles suivants, convexes, fermés de Rp H
= {x e R™ ¢ al(t).x > bl (t) ¥te Kj} pour j = l..s p

p
et D=\ D,
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Soit ¢ un vecteur de R" donné, ‘non nul, on cherche x*e D tel que

%
CsX =

2 - Rappels et Notations.

Notations :

Soit x € D, on définit :

Inf (c.x|x ¢ D).

BiG) = (e K ad (£).x = bI ()}
p
E(x) = U Ej(X)
j=1
2,(x) = {y e & 3 al(t).y >0 ¥te E, (x))

Seit enfin £ un sous ensemble de E(x), on note :

Rappels [11

Soit un espace vectoriel X muni d'une topologie € , invariante par homothétie

et translation, et telle qu'd tout voisinage ouvert u de 1'origine, on peut faire

correspondre pour tout x € X,

'
0<e’ g

Soient alors xo un vecteur

déplacement intérieur : "tout

€, Ve Vo ¢

un voisinage V de x et un scalaire ¢ > 0 tel que :

'ye u.

de X et E une partie de X, on appelle :

vecteur non nul x ¢ X tel qu'il existe un voisinage

V de x et un réel ¢>0 tel que

¥ne |o,e[ , ¥ye

V=x +nye E"

On peut vérifier que l'ensemble des déplacements intérieurs issus de x  est un cone

ouvert de sommet l'origine que 1'on notera F(E,xo).
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Propriété 1 o
On montre [11] que : "Si E est une partie convexe dont 1'intérieur E n'est pas

vide, et si x ¢ E, alors T(E,x ) est le cBne de sommet 1'origine translaté du cdne
B \ 0,

de sommet x_ s'appuyant sur E "

3 - Conditions de régularité imposées-au domaine D.

Dans la suite, nous ferons les hypothéses Hl et H2 suivantes :

<)

Hl : "Les ensembles Dj (] = loe.p) définis par :

o ° .
D, = {x e R® : al(£).x > bI(t) ¥ te Kj}

sont non vides'.

©
H2 : "L'intersection des ensembles Dj (j = 1l...p) est non vide".

Propriété 2.

"Si 1'hypothéses Hl est vérifide, alors al(t) # 0 ¥ t e Ej(x)".

En effet, soit X e Dj’ et t e Kj tels que :
ad(t ). =bi(e)
o )

Si 1'on avait aJ(to) = 0, cela impliquerait bJ(to) = 0, et par conséquent il n'exis-

terait pas de vecteur x de R" tel que
3 N
a (to)@x > b (to),
-]

donc Dj serait vide.

Corollaire 1

o
"Si 1'hypothése Hl est vérifiée, Dj est l'intérieur de Dj".
[3)

Remarquons tout d'abord que D, est un ouvert :
La fonction f£(t,x) = a’(t).x-bJ (t) continue par rapport au couple de variables
[*]

(t,x) est strictement positive pour x « Dj et pour t € Kj : en raison de la compacité
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de Kj et de la continuité de f par rapport au couple des variables, il est facile
o

de voir que pour tout x ¢ Dj’ il existe un voisinage V de x tel que ¢
¥ye V= f(t,y) >0 VteKj.

Par ailleurs, et en raison de la propriété 2, il est facile de voir que tout. ouvert
(<] e

inclus dans Dj est inclus dans Dj’ donc Dj est 1l'intérieur de Dj'

Corollaire 2,

"Si 1'hypothése Hl est vérifide, et si x €D, alors les cOnes P(D,ixo)
i —

(j = 1...p), sont tous non vides, et si 1'h pothéses H2 est vérifiée, leur intersec=-
2 Yy 2

tion est non vide",

Cette propriété résulte directement de la propriété 1 et du corollaire 1,

P . . x* o
4 - Caractérisation d'une solution x du probléme P,

Lemme 1

"Etant donné un compact K d'un espace métrique, et deux applications f et g

continues de K dans R telles que :

£(t) >0 ¥tek
g(t) >0 ¥ te E

avec ¢ E = {t € K : £f(t) 0}

alors il existe A>0 tel que

f£(t) + Ag(t) >0 ¥ te K"
On définit le sous ensemble &, ouvert de K :
@ ={tekK: g(t) > o}

en a : & :» E

et :t ¥t €& et ¥ A>0,o0na: £(t) + Aglt) > 0.
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Soit K' = K- © , K' est compact, et on pose !

Inf (£(t)|t € K'), ona : o> O

Q
1]

Sup (lg(t)|lt‘£ K'), B est un nombre fini

1

I1 existe donc £>0 tel que ¢

eB ¢

e

par conséquent, pour tout A € ]0,5[, on a !
£(t) + ag(t) > O ¥ te K

Lemme 2,

"Soit X Dj’ si 1'hypothéses Hl1 est vérifige, alors les ensembles Qj(i) et

F(Dj,i) coincident",

o
Remarquons tout d'abord que si E,(X) = @, alors X € Pi’ et Dj est un voisinage
de x, par consdquent [1‘J, P(Dj,i) est identique & m?, et il est facile de voir
qu'il en est de méme pour Qj(i).

Dans la suite, nous supposerons donc Ej(i) #0

- Montrens tout d'abord que F(Dj,i) < Qj(i).
-]
Seoit y € F(Dj,i), il existe A>0 et x e Dj tel que

y = AM(x=x)
Or, on a :
aj(t).x > bj(t) ¥t € Ej (%)
et
al (£).% = bJ(v) ¥tk (%),
denc :
al(t).y > 0 ¥tek ®

et par conséquent

ye § (%)

3
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- Montrons maintenant que F(Dj,i)tb Qj(i)

Soit ye 9,(X), on a

3
al(0)  + al(o).y - pI(r) > 0 ¥teE )

En raison du lemme 1, il existe A>0 tel que
aJ(t).§+AaJ(t).y—bJ(t) > 0 ¥ te Kj

[<]
donc ¢ X + Ay € Dj et par suite y ¢ P(Dj,i).

Proposition 5-1

o e - . * .
"Avec 1'hypoth&se H2, une condition nécessaire et suffisante pour que X soit

solution du probléme P est qu'il existe un ensemble de k points, £ inclus dans E(xx),

l<k¢n, et k coefficients A\; > 0 tels que :

P .
P I aJ(tr) = c",
j=1 tre.ij

Condition nécessaire

Notations
Soit un sous=-ensemble A de an, on désigne par CO(A) l'enveloppe convexe de A,

et par CC(A) le cOne de sommet l'origine,. enveloppe conique convexe de A,

Remarquons tout d'abord que si X est solution, il existe au moins un indice je¢ (l...p)
tel que Ej(xx) R
On définit :

Do = {xe R® : ex < cxk}
Les codnes F(Dj,xx), j = 0,1,...p, &tant tous non vides, on sait [1] qu'une condition

- o }E o « o
nécessaire pour que X soit solution est que :

P ®
ﬂ F<ngx ) = ¢ (1)

J=o



- 83 -

En vertu du lemme 2, la relation (1) est &quivalente 3 :

~~

P
(

%* x, _
(1, %69 4 10 =0 (2)

En posant :
b *

QO(X ) = P(Dosx )
la relation (2) s'écrit :
N Qj(x ) = ¢ 2"
et d'aprés le théordme de Dubovickii et Miljutin [6], une condition nécessaire et
suffisante pour que (2') soit vérifié est qu'il existe des formes linéaires continues

-~ x

wj, non toutes nulles, positives ou nulles respectivement sur les cones Qj(x ) et
telles que :

I w, =0 (3)

La relation (3) peut s'dcrire :

P
-w = I w, 3"

N ™~

Si 1l'on avait w, = 0, on aurait wj = 0, et d'apré@s le théoréme de Dubovickii-

Miljutin, cela impliquerait j=1
P
=
N 2,&) =9
j=1

ce qui est impossible en raison de 1'hypoth&se HZ,

W = e ] C avecg “ > O.

et, en prenant u_ = 1, la relation (3') s'écrit
’ P o

W, (3") .
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Soit ﬁj(xx) 1'adhérence de Qj(xx),; wj est encore positive ou nulle sur Q (x )

et par conséquent, wj appartient au cdne 5j(xx) orthogonal du cOne Q (x )
) * P
Seit t € Ej(x ), on définit :
A () = {ye B" : al¢e).y > 0}
et on a

) = U AL)
te EJ. (xx)

“j

Seit K(t) le cOne orthogonal du cdne A(t), les &dnes A(t) de sommet  1'origine

étant convexes, fermés, on a [4]

0.6 =00 (U A(E))
J tGE.(Xx)
J
soit :
3j<x*> = Co ({uad(t), t e chx*>, Wz 0b)
6j<x*) = CC (co({al(r), t e Ej(x*)}))

on définit :

;= fal(e), t e Ej(x*)}

Aj est un compact de an, donc on sait [7] que :

co (Aj) = CO (AJ.)

Par ailleurs, en raison de la propriété 2, A ne contient pas l'origine, il en est
de méme de CO(A ), et par conséquent le cone convexe de sommet l'origine, enveloppe
conique du compact CO(A ) est fermé [4]

CC(CO(A )) = CC(CO(AJ)) = CC(Aj)

donc

Soit alors :
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N
Or la relation (3") peut s'interpréter comme suit :
c e ﬁ(xx)

En vertu d'une conséquence simple du théoréme de Carathéodory [7], on sait qu'il
existe k points de 8 Aj’ kgn, tels que c appartienne encore au cOne convexe de
sommet l'origine en%21oppe de ces k points.,

I1 existe donc £ ensemble de k points de E(xx), kgn, et k coefficients Ar>0 tels que :

b i
cC = i ) A, a (tr) (4)

Condition suffisante.

Soit xx<i D, tel qu'il existe £, ensemble de k points (lgkgn) de (xx) et k
coefficients Xr > 0 vérifiant (4).
Suppoesons que x" ne soit pas solution et qu'il existe X € D tel que :

C.R < Coxt (5)

En tenant compte de (4), la relation (5) s'écrit :

P .
D 1A aJ(tr).(i-x*) <0
j=1. tre.gj
solit
z T A al(t).x < I L A b (t)
j=1 t e, T r j=1 t ek, £
r 7] r 7]

Les Ar étant strictement positifs, et comme X € D, on aboutirait & la contradiction :

] b ]
z Aobi(r) < = I Ao b (L)
1 teg, © r j=l1 t_e¢ & * £
o r- 7j

[ ae =]

J






- 86 -

CHAPITRE - VI.

APPROXIMATION UNIFORME D'UNE FONCTION
CONTINUE SUR UN COMPACT

Ce probleéme classique a &té rappelé au chapitre V (probléme PIC), et nous avons
déja formulé le probléme de programmation convexe correspondant.
L'application des méthodes de programmation convexe au problé&me PIC, nous
permet de retrouver dans un premier paragfaphe des propriétés connues (caractéri=-
sation de la solution, unicité&), d'od découle l'algorithme de Remés que nous.rappe-—

lons au deuxiéme paragraphe,

§1 - APPLICATION DES METHODES DE PROGRAMMATION CONVEXE AU PROBLEME PIC

1 ~ Existence d'une solution

Proposition 6-1

"Le probléme PIC a au moins une solution"

On a vu que le probléme PIC &tait équivalent au probléme suivant :
’ . Py n+l
Minimiser X, Sur le domaine convexe DI défini dans R .
. ' . . x n+l
Nous allons montrer qu'une meilleure approximation ¥ € R n& peut se trouver
que dans une partie { fermée, bornée de DI.

, o . - .
Seit x° ¢ DI ; un tel x  existe toujours, DI n'étant pas vide ; on suppose
xg+1 > p (sinon x° serait une meilleure approximation),

A x° correspond le vecteur go & V tel que :

| o o
e = e"ll=x 4

Une meilleure approximation, si elle existe, appartient nécessairement au do-

, P n+l
maine convexe I’ défini dans R par @

_— oo+l . N o
I'={x e R : x € DI {kn+1 < xn+1}}
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P . n+l
On définit pour x la norme suivante sur [R :

[ xll, = waxcllglh [x_q 1)

Soit x & DI, tel que g étant le vecteur de V qui lui correspond, on ait :

- o
l5-g, Il > 2 2,

on a :
e = lEEl o | LB Il = eIl > 2 %0,y - =2,y
o - O
solt Xn+1 g xn+1

Donc X n'appartient pas & ', et pour un x ¢ I' on a nécessairement :

I1 suffit donc de chercher une meilleure approximation dans le domaine Q fermé

borné de DI

[0}

(o]
2=T,BF(x, 2x )

o o . ~ 0 o
BF(x, 2Xn+l) dtant la boule fermée de centre x et de rayon 2 X1
La fonction h(x) = X 410 continue de x, atteint donc. sa borne infiérieure sur le

compact Q.

2 - Caractérisation d'une solution.

Notations

[

P P + ¢ :
Etant donné un vecteur x € DI, on définit les sous-ensembles ‘5 (x)-et 7 (%)

de S :

%¥(x) = {t es

f(t) =

x, g.(t) =
=1 i °i

X
n+l

BB

7 (x) = {t es: £(t) -

i

8

[

n+1

[ =
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et la fonction erreur e¢ & (S) :

n
e(t) = f(t) = 2 X, gi(t) ¥ te S.
i=1

On remarque que

't (x)

{t e s e(t) =|e]l?

£ (%)

{tes:e(t) =~|le]?

+ - . -
L'ensemble ¢ (x)\J(é (x) constitue l'ensemble des points extrémaux de 1'erreur.

Proposition 6-2

. - . * s . .
"Une condition nécessaire et suffisante pour que g ¢ V soit meilleure approxi-

mation de £, est qu'il existe k points extrémaux

Elatgseeety (k < n+l)

pour l'erreur e = f—gx, et k coefficients Aj tels que :

k
1- ‘4 A, g.(t,) = 0 i=1l...n
=1 3 7
N
A, > 0sit, et
. i j
- *
A, <0sit, ¢ (x)
3 j€0
k
3- oa, | =1 "
j=1

Cette propesition découle directement de la propesition 5-~1..

3 - Unicité de la solution.

Proposition 6-3

"L'hypothése Hl,

Hl :"V vérifie la condition de Haar sur S £9]”

entraine 1'unicité de la solution'.
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En raison de 1l'hypoth&se Hl, le systéme

B~ &

A, g.(t,) =0 i =1l.een
j=1 J 1]
ne peut avoir de solution non identiquement nulle que si k est au moins &gal & n+l,
Par conséquent le nombre de points extrémaux (cf. Proposition 6-2) servant a carac-
tériser une meilleure approximation est exactement &gal 3 n+l,
Supposons alers qu'il existe deux solutions X" et Xxx, nous noterons gx et gxx
les meilleurs approximants correspondants, g = %-(g*+gxx) est aussi meilleur appro=-

ximant, et nous dé&signerons par i

tl, tz,auo,tn+1

les points extrémaux de & = f-g intervenant dans la caractérisation de §. On voit
E

, . . . * N
facilement que ces points sont aussi extrémaux pour e et e et de meme nature,
c'est-a-dire :

Si Ej € ¢T(x) alors Ej’ € ‘5+(xx) et T:j € ‘f§+(xxx)

51 Ej e £ (%) alors T:j e &) et Ejf &7

On pose @
= =%
d =g =-g
On a :
de Vet d(?:j)=o 3 = lewen+l
En posant :
n
d(t) = R g; (t)
i=1

les ay (i=l¢..n) doivent vérifier :

9

L
1=

l ai gi(tj) =. 0 j = loann+l

et en vertu de l'hypothése Hl, le déterminant de la matrice de terme général
gi(Ej) i= 1¢o-n, j = 1liosn
est non nul, ce qui implique

(Xi.""o i=1oonn
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§2 - ALGORITHME DE REMES [12]

Dans toute la suite, nous ferons 1'hypothase H1.

Cet algorithme découle des propositions 6-2 et 6-3, le principe de la méthode
est le suivant :

On détermine la meilleure approximation sur un ensemble de n+l points de S,
et on fait &voluer ces points de fagon & converger vers 1la meilleure approximation

®
g .

1 - Description de 1'algorithme.

a — Meilleure approximation sur un ensemble Mk de n+l points de S,

M = {t?, j = 1...n+l},
PO , . ; k
on définit la meilleure approximation g sur Mk :

vax(|£() =g (0) | & & M) = Inf[Max(]fm-g(t)]‘t ¢ M)lge V)= o

Soient A?, j = liain+l, les coefficients associés 3 Mk, (cf. proposition 6-2)

k , . e
Les Aj doivent vérifier :

n+l
bX X% g,(t%) =0 i=1...n
FISTR s R
(R)
n+l
( DI PO
j=1 J

Les relations (R) définissent les A? au signe prés, la condition suivante, cor=
respondant a la condition 2, de 1la proposition 6-2, permet de les déterminer complé-

tement
n+l Kk

L A, f(e) >0

§=1 J J

(en effet, la condition 2 de la proposition 6-2 peut s'@noncer ainsi :

signe (A?) = signe (e?) J = Llaeon+l
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denc ¢

n+l n+l n+l
k k k k k, k

oA, £(t,) = T A, (£(t,)=~ t, = z

DO EGE) = 3 g (EEDmg ) = a2

|A%| =pp 0).
1 j=1 j ]

2

j 1

. . . k .. . . .
On obtient alors les coefficients Xy (i = 1...n) de la meilleure approximation

k < - ; «
g sur Mk et 1'écart xE+1 = correspondant par résolution du systéme ¢

Px

n k k k
°i X gi(tj) + xn+1xs1gne(tj) = f(tj) j = l..on+l,

Remargue :

Si gk n'est pas la meilleure approximation gx, on a p, < po En effet, soit ¢
3 k k *
d=g =-g = (f=g) - (£-g")
si 1'on avait :
Py > P
on aurait :
. k . k, k .
51gne(d(tj)) = signe(e (tj)) j =1l..en+l
on aurait denc :
n+l
r ok d(t%) >0
j=1 J ]
d'oli la contradiction puisque d € V.
De plus, si O = P gk ne peut étre que la meilleure approximation gx d'aprés la

proposition 6-2
b = Itération

Nous allons remplacer Mk par Mk+l’ ne différant de Ml]f que par un peint, de telle
e+

fagon que 1'écart Pl de la meilleure approximation g sur Mk+1 soit tel que :

>

Pre1 7 Px

(ceci, dans le cas ol gk n'est pas déji la meilleure approximation g*)
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8 On choisit tout d'abord le point te S qui va &tre introduit, tel que @

() =[]

Remarque :
Si Pre =|[ekH s On a terminé ; gk =g,

B Nous allons maintenant choisir parmi les t?, le point tﬁ qui est supprimé, le

nouvel ensemble Mk+1 etant alors défini par :

( t%+1 = t% j=1leeen+l, j # 1
) J
l tk+1 =1

u

Nous chosissons p de telle fagon que les coefficients.A?+1 associés 3 M ., Vvérifient

les conditions (C) suivantes :

k+1

signe (Aj ) = signe (A?) j=1lesn+l, j #
(C)
. k+l, (1 si ek(T) =||ek|
signe (A7 7) —{' K k
H -l eie (1) =~|e|

Nous verrons plus lein, lors de la démenstration de la convergence de 1'algorithme,

qu'avec un tel &change, on a :

> pk,,

Pk+1
Indiquons maintenant comment obtenir en pratique les conditiomns (C) :

P . . . . k+1
Détermination de u et des coefficients Aj——

k n+2
Etant-donné les A? (j = leaon+l) associés a Mk, on définit le vecteur A" ¢ R :

Kk k
TP LIS S S
g T
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Soit l'ensemble M de n+l points, M = (t?, tg,...,tE,T), on calcule les coeffi-

cients Wy (j=l...n+l) associés a4 M par résolution du systéme :

n
k _ .
.Z wj gi(tj) oo gi(r) =0 i=1...n
j=1
On définit le vecteur 2 R°TZ
Q, = w, i =-1o--n
j *4 J _
Qn+1 =0
Qn+2 - Yol
Aux coefficients AF+1 correspond un vecteur Ak+l € }Rp+2, qui peut se mettre sous
la forme :
Ak+1 = q Ak + 8 Q
o et B étant tels que :,q§+1 =0
k+1 v k
AT =B == AD)
A
H
Soit " o
i j >‘k Ak
U u
k+l
An+2 N Bwn+2

On .peut choisir @ de telle sorte que :

#

soit positif si ek(r)

k
Wae2 [le™]]
w

k

Pour que les conditions (C) soit satisfaltes, 1l suffit d'aveir A

solt négatif si ek(T)

] *1 du méme signe

que A 5 on prendra donc u vérifiant :

w,
U
= = Inf(4 [§ = L...n+l)
A A
U i

B est un coefficient positif que. l'on choisit alors de facon & avoir

n+2
Z Ak+H

=] |
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Les coefficients A?+l (j = 1...n+l) associds a Mk+l sont -alors dé&finis par
)\1f+1 = /\1§+1 j = lansn+1, j # ]J
J J .
k+1 k+1
Au B An+2

2 ~ Convergence de 1'algorithme.

Proposition 6-4,

"La suite Py est strictement croissante"

On a :
n+1l
k+1 k+1
o = I A £f(e, ™)
k+1 j=1 j h|
soit
n+l
Pr+l = 3 x%*%f(t5+1) - gk(t5+1))
j=1 J J J

En vertu des conditions (C) :

n+l

- k+1 k, k+l
pk+1 _jz]_ 'Aj I 'e (t_] )I
soit :
n+l
k+1 k+1 k
Prer T P T DT (e |
j=1
j#u
‘ k+1 k
Prar =Pt T e - o) (1)
Comme Ikk+1| ne peut &tre nul, on a > sauf si|fek||= 0,5 ce qui entralne-
TIm * p 9 pk+l ’ pk’ k’ q - "

rait 1 g = g°,

Proposition 6-5,

. , k faz o
"Il existe une constante s> O telle que les )\, obtenus par le procédé vérifient :
Jd

IX?I 28 pour j = le,.ntl, k = 1,2,,,"
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Supposons qu'il existe i € (1...n+l) tel que :

s. = 1Inf (\F |k = 1,2,...) = 0,
JO JO

k + .
Les vecteurs A+ ¢ R" ! parcourant un compact, il existerait alors une sous-suite
A'm, telle que :

k
lim (A ™ = X avec A, =0
moe Jo
km
et telle que les sous—suites tj correspondantes convergent &galement :

k
lim (¢,™ =%, j = l...n+l
oo J ]

(les t? parcourant le compact S)

on a :
n+l k k
AT gi(t.m) =0 i=1.0um
je1 4 3
| n+l k
AR DU B
N

Par continuité, on aurait donc 3 la limite :

n+l. _ .
z A, g, (t,) =0 i=1,..n
j=1 3 173
) n+l
oA, =1
j=1
et A, _
i, =0

D'ell la contradictien, puisque, en vertu de l'hypothése Hl, le systéme

n+l

L A, g (£,) =0 i=1,.en
j=1 'J i j
it

ne peut avolr qu'une solution identiquement nulle,
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Proposition 6-6,

. k P , .
"La suite g obtenue par le procédé, comverge uniformement vers la meilleure

a o 2 ®yy
pproximation g™ ",

En tenant compte de la proposition 6-5, 1'inégalité (1) s'écrit :

, k

Pre1 = Px 2 Sedlel=op)
{pk} est une suite croissante bornée par p , elle est donc convergente, et nous
désignons par B sa limite :

Suppesens B < p ¢

11 k

donc
lim [ || = 8
k-0

. k . . .
De la suite g , bornée de V, on pourrait alors extraire une sous-suite gkl convergente

de limite g e V telle que
llt-gll =8 <o

I1 y a donc contradictien, et la suite {pk} a pour limite p,

Par conséquent toute sous-suite convergente de la suite {gk} converge nécessai~-
rement vers gx (qui est unique).

D'autre part, {gk} étant une suite d'un compact, si gk ne convergeait pas vers
gx, on pourrait extraire une sous-suite {gkﬁ} dont les &léments resteraient a une
distance supérieure & un certain e>0 de gx. De la suite {gkz} on pourrait 3 nouveau
extraire une sous-suite convergente dont la limite ne pourrait €tre que gx, d'oli

la contradiction.
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CHAPITRE - VII

APPROXIMATION UNIFORME D'UNE FONCTION CONTINUE SUR UN
COMPACT AVEC CONTRAINTE. DU.TYPE INEGALITE

Ce chapitre est consacré d l'&tude du probléme PIIC, défini au chapitre V., .

Le plan de ce chapitre est le mé€me que ;elui du chapitre VI, 1l'algorithme
gtabli au deuxidme paragraphe est une généralisation simple de 1'algorithme de
Remés. Dans un troisiéme paragraphe, nous. donnons deux procédures Algol (1'une
relative au probléme PIIC, l'autre au probléme P'IIC cas particulier de PIIC)

et divers exemples numériques.

§1 - APPLICATION DES METHODES DE PROGRAMMATION CONVEXE AU PROBLEME PIIC.

1 - Existence d'une solution.

Proposition 7-1.

"Si DII n'est pas vide, alors le probléme PIIC a au moins une solution'.

Cette proposition se démontre de la méme manidre que la proposition 6~1.

Remarque 1

Posons
® = Max(o(t) |t ¢ H)
¢ = Min(2(t) |t e H)
: - n _ n
S'il existe x € R tel que ‘{ = I X, %i soit constante, non nulle, sur H, et
. b=d . iz . . . .
sl de plus M > 5 alors il ‘est faéile de voir que X n'est pas vide (il existe un

scalaire A tel que X x e X), et que par conséquent DII n'est pas vide.
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Remarque 2

Considérons le probléme P'IIC ; dans.ce cas particulier, la non vacuité de V

est assurée dés qu'il existe une fonction ge V.de signe constant sur H.

2 - Caractérisation d'une solution.

Notations :

Etant donné un vecteur x ¢ DII, on définit les ensembles suivants :

n
€T x) = {te K : £(t) - 1 x; g, (t) = x_ .}
i=1
n
& (x) = {te K : £(t) = 3 x; g;(t) ==}
i=1
. n
5>+(x) ={teH: I xiﬁpi(t) = ¢(t) - M}
i=1
¥ x) ={teH: % xi‘P,(t) = ¢(t) + M}
i=1 t ,

et les fonctions erreurs e ¢ §(K) et ¢ c5(H) :

e(t)

f(t) - X gi(t) ¥ tek

$(t) -

e(t) xiLPi(t) ¥teH

=

e He
B B
,—8

on remarque que :

E¥x) = {te Kt e(t) =|le|p
CT(x) ={tek: e(t) =-|e}
jv+(x) ={te H: e(t) = M}
JT(x) = {te H: e(t) = M}

L'ensemble Z+YX)LJE%_KX) constitue 1l'ensemble des points extrémaux de 1'erreur.
f+(x)kjﬁ§_(x) sera appelé ensemble des points de saturation.
C(x) ='ﬁ+(x)h,(%~(x)k,f§+(x)u 37—(x) sera appelé ensemble des points critiques.
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Nous désignerons.par Hl, 1'hypoth@se suivante

. . - +
"il existe un vecteur ¥ € IR . tel que

.o

=~

X .17 |f(t) - X gi(t)| ¥ té&

1

h~MB3

i

n
| 2 %, Y. () = o(t)]| <M ¥teH "
i=1 *

Proposition 7-2,

. P . , * -
"Avec 1l'hypothése Hl, une condition nécessaire et suffisante pour que x & DII

soit solution,.est qu'il existe k points appartenant i C(xx),-

tl’ tz,uno,tk ) (l..\< k~< n+]_)

et k coefficients Aj tels que :

1 - oA, g, (t) + oA, ?.(t,) = 0 i=1...n
\ i , i
je E J ] je S ] J

(en notant :

E

i

{5 € (1...k)
{ie (Leaok)

t cETEHUETED)
tye rPE® L I TES )

]

te

2 - Aj > 0 si t. € Eﬁ(x*)&/iy+(x*)
Ay <0 siotye T 0 dTE
]
3 - o =1
jekE

Cette proposition découle directement de la proposition 5-1.

3 -~ Unicité de la solution,.

Notations 3
Soit R = {tl’ t2"'°’tn} un ensemble de n points de Ky H, et G la matrice de
terme général Gg tel que
T
"." = ‘Lou
- L { o=
fy e i = Ll..n

pour j = la.sen.
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Nous désignerons par H2 l'hypoth&se suivante :

"Les matrices G sont régulidres pour tout R< K u H"

Cette hypothésé,'qui peut &tre considérée comme une condition de Haar généra~
lisée, est &videmment rarement vérifi&e dans la pratique. En fait, 1'hypothé&se H2,
n'est pas nécessaire pour assurer la validité des résultats qui vont suivre, mais
elle permet d'en clarifier et d'en simplifier l'exposé. Nous verrons au deuxiéme
paragraphe que l'on peut se contenter dans la pratique d'une hypothése moins res-

trictive.,

Proposition 7-3,

"Avec les hypoth&ses Hl et H2, la solution du probléme PIIC est unique',

Cette proposition se démontre de la méme fagon que la proposition 6-3 ; en
raison de 1l'hypothé&se H2, le systéme
k

A, gl (E) + 2 A.Lfi(t,) =0 i=1.0en
1 N j=r+l J

(| e I o]

j
ne peut avoir de solution non identiquement nulle, que si k est au moins égal 3
n+l. Le nombre de points critiques servant 3 caractériser une meilleure approxima-
tien est donc exactement &gal i n+l.
' . . *® ®% * % .
S'il existait alors deux solutions x et x =, en notant g et g les meilleurs
. : e o=~ _ 1 % % . . .
approximants correspondants, la fonction g =73 (g"+g ) serait aussi meilleur appro~
ximant et ses points critiques intervenant dans sa caractérisation seraient aussi
. o, e ~ * xE . - . * _ %X
polnts critiques et de meme nature pour g et g , ce qui entrafnerait x = x

en raison de 1'hypothdse H2.

§2 - ALGORITHME DE RESOLUTION.

Cet algorithme est une généralisation de 1'algorithme de Remes, dans toute

la suite nous ferons 1'hypoth&se H2 et 1'hypothése H3 suivante :
~ A n
H3 : "Il existe x ¢ R" tel que { = 3

x, 4, soit constante, non nulle, sur H,
i'i
i=1 .
et on a de plus (avec les m@mes notations qu'en 7-1-1) :

M o> 28 et M < ¢ ",
2
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L'hypothdse H3 entraine 1'hypothdse Hl, et elle sera utile pour la d&monstration du

procé&dé numérique.

1 - Description de l'algorithme.

a - Meilleure approximation sur un ensemble,Mk de n+l points de K v H,

: +
Seient donnés M = {t? t j =1,..n+l} M < Ky H, et le vecteur Zkez Rr® 1 tel
que
k A PPN . o
Zj =1 si tj est appelé & €tre point extrémal
k I k - M~ ~ ° ]
Zj =0 si tj est appelé 3 etre point de saturation.

; , - k . ‘h ,
(Nous verrons par la suite, comment-faire &voluer Z~ 3 chaque itération).

On désigne‘par :

1}

[e]
1]
——
[
m

(leeon+l) ¢ Z

N

= {je (l.eun+l) ¢ Z 0}

et on définit :

n
{xe R : |z x, L?i(tlj‘) - ¢(t1j‘)| <M ¥je s¥3
i=1

"

Vi

A n
lg= I x g; % € Xk}
i=1

[

. . , k i -
et la meilleure approximation g sur Mk par rapport 4 Zk $

k. ky ] . k kyil -k pos
o = Max(|f(tj)mgk(tj)| je B = »Inf[:Max(|f(t];)-g(tj) ll je E )’g € Vk]
. ko : PR k -
Soient Ajg j = lisen+l, les coefficients associés a (Mk, Z") (cf. proposition

7-2), ils doivent vérifier !

k k
ro,oA, g () 2 A dL(e) =0 i=1,,.n
jeEkJ i7] jeSkJ 173

(R)
P k]xj|=1

je E
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Les relatlons (R) définissent les Ak au signe prés,

la condition suivante

correspondant d la condition 2, de la prop031tlon 7-2, permet de les déterminer

complétement :

o A% f(t%) + 2
jees 11 4es

(en effet, on montrerait comme en 6-2-1 que

op = B A £ 4 2
jees 41 e

On obtient alors les coefficients xk

sur M par rapport 3 Z)» et 1'écart xﬁ

K A? (¢(t?) - M signe (A?)) > 0

k k . k
K Aj (¢(tj) -~ M signe (Aj)).

(1 = 1...n) de la meilleure approximation gk

+1 = P correspondant par résolution du

systéme
n k ok k k
iil X, gi(tj) +x .,-signe (Xj) = f(tj) jeE
{ n k Kk k k
L Iox Pa(e)) = ¢(E)) ~ Musigne (1)) jes
v, 17i 7] J ]
\ i=1
Remarque :

Si gk n'est pas la meilleure approximation gx, on a i p <

En effet, soit :

- g5 = (£-g5) = (£=g™) ;

P

Si 1'on avait Py > P d(t ) serait du signe de f(L ) ~ g (t ) pour j e Eko

Par ailleurs, ‘soit
® 2k
xp Py R Yy
puisque gx € V, on a:
G(t?) 2> 0 pour A? >
jes

<0

G(t?) < 0 pour A?

. . k e oA .
on aurait donc, puisque E= doit &tre non vide
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k k
A, d(e)) + L
; (t))

AF G(t%) >0
je E jest 4

k
d'oli la contradiction puisque d € V,
De plus si P =P alors gk ne peut &tre que la meilleure approximation d'aprés la

proposition 7-2,
b ~ Itération.

Nous allons remplacer Mk par Mk+1’ ne différant de Mk que par un point, de
telle fagon que 1'écart correspondant Oral soit supérieur a Py * (dans le cas ol
g n'est pas déja la meilleure approximation).
o On choisit tout d'abord le point t¢ Ku H qui va &tre introduit.

On définit

S’ek(t) £(t) = g(t) Vte K

( & (t) xg ¢,(t) ¥teH

1

p(t) =

M w

i

€ H tels que :

et les poi@ts T € K, et Ty et‘T3

G| =[]
ek(Tz)

ek(Tl)

il
]

Min (5(e) |t € )

Max (ek(t)|t¢£ H)

]
il

B B

on choisit :

k k k k

T =7y si I Py = Max(||e || = Ops Wy = M, =m - M)

T = 1, si mmk - M= Max(]|ek||~ m, = M, = L. M)

2 1 Pre My 7 T

k k k k

T =T, si m, = M= Max( |je" || = Oy Wy = M, -my - M)

Remarque
Si m? > =M, mg < M,'etH ek" = Pps alors on a terminé, et gk = gﬁ.
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B On choisit maintenant parmi les t?,;le\pointvtﬁ qui est supprimé, le neuvel
ensemble Mk+1 étant -alors défini par ;

t%+1 = ¢
J ]

I
(23

jo= Leson+tl, j # H

tk+1
U

[}
5

Par ailleurs, on définit le vecteur Zk+l a partir de Zk :

.

K+l gk j = leeentl, § # 1
J J
zk+1 =g’l si v = Ty
u . . -
0 si 7 = Ty OU 81 1T T3.

k+l
Nous choisissons u de telle fagon que les coefficients Ak+1 associés 3 (Mk+1,'Z )

i

vérifient les conditions (C) suivantes :

signe (x?*l) = signe (A?) B I T
(©) +1 si T = 1, avec ek(r ) =||ek||, ousi 7 =1
. k+1 1 1 3
signe (A7 7) = :
M ¢ oo k k =
-l sit=r1 ] avec e (Tl) = - ||le , ou si T =1

2

Pour 1'obtention en pratique des conditions (C), on opére d'une facon analo-

gue 3 ce qui a été fait en 6-2-1,

2 - Convergence de 1'algorithme.

Propesition 7-4

"La suite-pk est strictement croissante",

on a 3

‘ k+l k+1 k+1
Pr+1l = ) +

k+1
Loeer Moo (S D N (¢(t5+l) - M.,signe(r, "))
jeE - J t¢e S J J



Dune fagon analogue 3 ce qui a &té fait en 6~2~2, et en vertu des conditions (C),

on montre que 3

i pk+]_ = .pk + |)\1.l | . Max(“ e ” = pk’ “ml - M, m2 -M) (L
k+l a R k k
Cﬁmme A“ ne peut €tre nul, on a Ors1 pk,-sauf si He ||= Prs ™ 2 -M,
m, < M, ce qui entralnerait alors g =.g .

Proposition 7=5

"Il existe une constante s>0 telle que les A? obtenus par le procédé

vérifient .

|A?| > s pour j = l.,.n+l, k =1 ,2,.."

Pour démontrer cette proposition, il nous suffit de montrer, qu'il existe

une constante y > O telle que

n+l .
z

lx?| LY pour tout k = 1,2..., -
J

1

la suite de la démonstration étant alors identique 3 la démonstration de la propo-
sition 6~5,.

Ayant fait 1'hypothé&se H3, il existe x ¢ RY, tel que
n .

z x, Y. (t) = ¢ ¥ te H

i1=1 i ‘i

nous supposerons £ > 0, et on note @

" n .
g= I X. g8
4=1 1 i
on a
Z y A? g(t%) I A? £ =0 pour k = 1,2... (1)

on définit 3

k _ ;.. ok, ,k

S+"" {_]& S ] >\j >O}

Sk = {j¢€ Sk : Ak < 0}
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et A = Max (Ié(t)l‘te K)

On a donc :
Dy Bl r g Igle s (2)
jes; je ST £
Par ailleurs : .
R o R W Y B I S R IR
jeE I jes; ! J jes.

En retranchant (1) de 1'8galité ci-dessus et en notant
B = Max(|£(t) - §(t)|lt € K)
on obtient

G-p)x xSl s B ez, ] < G (3)
k4 . j .. ok ]
jesS_ jes

-+

En combinant (2) et (3), il vient :

(9= o+ 2M)x & |A?| < B +-% (6= M =£)

je 5_
Par conséquent, en vertu de l'hypothése H3, = K |Ag|est borné ; en tenant
compte de (2), z Kk |A?| est également je s borné, ce qui achéve

&
la démonstrationsi S+

Proposition 7-6

. k P . .
"La suite g obtenue par le procédé, converge uniformément vers la meil-

leure approximation g*"

En tenant compte de la proposition 7-5, 1'indgalité (1) de la proposi-
tion 7-4 s'écrit :

k k k
Pre1 = Pr ? s.Max (||e ||—pk, ~m1—M, mz—M)
La suite de la démonstration est identique a celle de la proposition 6-6,
on montre tout d'abord que la suite convergente {pk} a pour limite p, et ensuite

k - %
que g converge uniformément vers g .
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§3 - PROCEDURES ALGOL ET ASPECTS NUMERIQUES

1 - Notice d'emploi de la procédure TCHEBC@NT 2 résolvant le probléme PIIC,

TCHEBC@NT2 (AI,AS,CI,CS,NA,NC,N,F,FP,CAL,CALP,EPS,S,X,REF,E,BUL, IMP@S) ;

Les tableaux AI et AS de dimension NA, et les tableaux CI et CS de dimen-
sion NC définissent respectivement les compacts K et H de

R

A
]

NA
U [ar[r], as[1]] -
I=1

=]
]

NC
U [er[r], cs[t]]
I=1

dure FP.

La fonction F définie sur le compact K est précisée par la réelle procé-
dure F et la fonction @ définie sur le compact H est précisée par la réelle procé-

La variété V de dimension N est précisée par la procé&dure CAL
CAL(T,G) affecte 3 G[iI, I=1...N, la valeur gI(T) pour T € K.

; 1'appel

~

a PHI[I] , I = 1...N,

De méme, l'appel de la procédure CALP (T,PHI) affecte
la valeur ‘PI(T) pour T € H, :
On considére les ensembles X de IRN et V de V (ef. 5-1=2) :

1

- N
K={ach :|z A[Ilx (D) - ¢(D] < 8
1=1

¥ Te H}
_ N

{ge Vig(h= 3% A[I].gI(T)
I=1

<l
1

¥Tek, A ¢¥}

La procédure calcule les coefficients X[Tl, I=1...N, du meilleure appro-~
ximant de F . dans V, et 1'&cart correspondant X|[N+1] :

X[N+1T = Max(

N
F(T) - zl X[I]ng(T) ”T € K)
I=1

Selent les fonctions €, et g, définies par

*
o

N ,
e, (T) = F(T) = 3 X[T]xg(T) T € K
I=1 :
-
$(T) - ¢ X{I]NI(T)
I=1

?Z(T)



- 108 =~

Les tableaux REF[l:N+1] et E[}:N+11 donnent respectivement la valeur des abcisses

des points critiques de la solution et la valeur de l'erreur correspondante :

el(REF[I]) si REF[I] est un point extrémal

B[] -

EZ(REF[IJ) si REF[I] est un point ‘de saturation
La procédure comporte deux tests d'arrét :

1 L'algorithme calcule i chaque itération une minoration dk et une majoration

" ~ — . -
my de 1l'écart, et on arr@te les calculs lorsque (mk dk)/dk < EPS ; le booléen
BUL prend alors la valeur VRAI,

2 Pour éviter le cyclage, dans le cas oili EPS aurait &té choisi trop petit,
la procédure vérifie que les itérations nous conduisent bien i des situa-
tions distinctes ; si tel n'était pas le cas, le calcul s'arr@te et le booléen

BUL prend. la valeur FAUX.
A chaque itération, ‘la procé&dure calcule la meilleure approximation sur un
ensemble de N+l points de K v H ; s'il y a non-unicité de la meilleure approxima-

tion sur 1'un de ces ensembles, on sort de la procédure par 1'étiquette IMP@S.

2 - Exemples numériques traités par la procédure TCHEBCYNT 2.

1%F exemple.,

On considére la version continue de l'exemple traité en 3-3-2. On cherche
parmi les polynOmes de degré 4, le meilleur approximant de la fonction sin(t)
sur [— =X, %ﬂ, et on impose de plus au meilleur approximant Px(t) = igl X tl—l

de vérifier :
|cos(t) - P'E(t)| < S t e [} %3 %]

On prend S = 0,7 et EPS = 10“4 ; on trouve :
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X, = 0

x, = 0,985 529 5

x4 =~0,000 000 0

x, ==0,142 566 7

% = 0,000 000 0

REF[1] = -1,570.795 0 E[1] = -0,004 491 7
REF[2] = -1,265 134 1 E[2] = 0,004 491 7
REF[3] = -0,479 981 9 E[3] = -0,004 491 7
REF[4] = 0,480 350 5 E[4] = 0,004 491 7
REF[5] = 1,265 011 5 E[5] = -0,004 491 6
REF[6] = 1,570 795 0 E[6] = 0,004 491 7

On remarque que tous les points critiques sont extrémaux, on a donc calculé,
. N - . . T T
parmi les polyndmes de degré 4, le meilleur approximant de sin(t) sur [f 5 EJ
sans contrainte.

L'écart X[b] a pris la valeur : 0,004 491 7 ; et BUL a pris la valeur VRAIL.

éme
2 exemple

On considé@re le méme exemple que précédemment, mais avec S = 0,6 ; on trouve :

Exl = 0,000 000 O

%y = 0,918 647 2

x4 = 0,007 798 4

x, =-0,129 142 5

| x5 =~0,003 160 6
REF[1] = 1,570 795 O E[1] = 0,057 520 9
*REF[2] = 1,570 795 0 E[2] = -0,599 999 9
REF[3] = ~1,570 795 0 E[3] = -0,057 520 9
REF[4] = ~1,158 982 7 E[4] = -0,057 520 9
REF[5] = ~1,175 427 O E[5] = =-0,057 520 9
*REF[6] = =1,570 795 O E]6] = 0,599 999 9




On a mis une # devant les points critiques de saturation.
L'écart X[B] a pris la valeur : 0,057 520 9 ; et BUL a pris la valeur VRAI.
Le temps de calcul et d'impression des résultats a &té pour l'ensemble des deux

exemples de 1 minute et 36 secondes (sur IBM 7044).

3 -~ Notice d'emploi de la procédure TCHEBINEG2 résolvant le probléme P'IIC,

TCHEBINEG2(AI,AS,CI,CS,NA,NC,N,F,EPS, CAL, X, REF, E, BUL) .

Les tableaux AT et AS de dimension NA, et les tableaux CI et CS de dimen-

sion NC définissent respectivement les compacts K et H de R :

NA
K =0 [ar[z], as]1]]
I=1

o
I

NC

U [ex[z], csf1]]

I=1

(et on doit avoir : K N H=0. (cf.5~1=2)).

La variété V de dimension N est précisée par la procédure CAL ; 1'appel

CAL(T,G) affecte 3 G[I], I =1...N, la valeur gI(T) pour T+« K H.
(On suppose que V vérifie la condition de Haar),

Les fonctions F définies sur K et ¢ définie sur H sont précisées toutes
les deux par la réelle procédure F.
On définit le sous-ensemble V de V (cf, 5-1=2) :

V={ge V: gl < (T ¥ t e H}

La procédure calcule les coefficients X[i], I =1...N, du meilleur approximant de

F dans V et 1'&cart correspondant x[N+1]
N
X[N+1] = Max(|F(T) - % x[legI;(T)| t € K).
I=1

Solent les fonctions e, et g, définies par :

al(T) F(T) -~

=
N =

x[1] xg (1) Te K
1

I~ =

e, (T) = ¢(T) - x[1]xg (T) Te H

I=1
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Les tableaux REF[i:N+f1 et E[l:N+1] donnent respectivement la valeur des abcisses

des points critiques. de la solution et la valeur de l'erreur correspondante :

el(REF[}]) si REF[I] est un point extrémal

E[I] =

EZ(REF[IJ) si REF[I] est un point critique non extrémal.

-~

La procédure comporte deux tests d'arr@t tout 3 fait identiques 3 ceux de la pro=-

cédure TCHEBC@NT2.

4 - Exemple numérique traité par la procédure TCHEBINEG2

On considére la version continue de l'exemple traité en 3-3-4. On cherche

parmi les polynOmes de degré 5 le meilleur approximant sur [3 H 4] de la fonction

£(t) définie par :

o (t)

On a

£(t) = 4t - 12 pour te [3 ; 3,5]
f(t) = -4t + 16 pour tei[3,5-; 4]
6 i-1
On impose de plus au meilleur appreoximant I xi t de vérifier
i=1
6 i-1 -
I %, t < ¢() pour te [0; 2]y [53 7],

i=1 *

étant définie par :

- /CZEIE; pour t & [O H 2]
2t% - 24t + 70 pour t € [5 3 7]

f'¢(t)
L 9(1)

choisi EPS = 1O~3, on trouve :

]
]

» »
oUW
i

»

»

"

=~ 9, 153 8

-55, 108 2
39, 925 8

0, 652 7
0, 000" 1
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% REF[1] = 0 E[1] = o
REF[2] = 3,000 0 E[2] = 0,246 1
REF[3] = 3,252 0 E[3] = -0,246 1
REF[4] = 3,500 0 E[4] = 0,246 1
REF[5] = 3,751 4 E[5] = -0,246 1
REF[6] = 4,000 0 E[6] = 0,246 1
# REF[7] = 7,000 0 E[7] = -0,000 1

On a mis une % devant les points critiques non extrémaux.
L'écart X[7j a pris la valeur .: 0,246 1 ; et BUL a pris la valeur FAUX.
Le temps de calcul et d'impression des résultats a &té de 1 minute et

16 secondes (sur IBM 7044).
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PROCEDURE TCHEBCONT2(AI,AS,C!,CS,NA,NC,N,F,FP,CAL,CALP,EPS,S,
" X,REF,E,BUL, IMPOS) ;

VALEUR NA,NC,N,EPS,S ;

TABLEAU Al,AS,C1,CS,REF,E,X ;

ETIQUETTE IMPOS ;

BOOLEEN BUL ;

REEL PROCEDURE F, FP ;

ENTIER NA,NC,N ; REEL EPS,S ;

PROCEDURE CAL,CALP ;

DEBUT

PROCEDURE GRESOLSYSLINE(A,B,X,N, IMPOSSIBLE); .ccce
VOIR ANNEXE .06

PROCEDURE ABS MAX(E,A,B,XO0,MAX) ; ooaso
VOIR ANNEXE .....

REEL PROCEDURE ER(T) ;
VALEUR T ; REEL T ;
~ DEBUT
REEL R ; TABLEAU G[1:N] ; ENTIER J ;
"~ BAL(T,G) ; R:=0,0 ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
~ R:=ReX[J1*GLJ] ;
ER:=F(T) =R ;
"~ FIN ER ;

REEL PROCEDURE ERP(T) ;
VALEUR T ; REEL T ;

- DEBUT '

REEL R ; TABLEAU G[1:N] ; ENTIER J ;
CALP(T,G) ; Rs=0,0 ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

_ Re=ReX[J1*6[J]
ERP:=FP(T) =R ;
" FIN ERP ;

TABLEAU ERSTI1:N+1,1:N+1],PREMI1:N,1:N],
MU[1:N+2],SEC,G, LAMBAUX[1:N],LAMBDA, ZWEI [1:N+1] ;

BOOLEEN TABLEAU BOOL([1:N+1]1 ;

ENTIER 1,J,J0 ;

REEL T,R,AMPLI,i0,P0,Q0,MP,MQ ;

INIT: POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE

DEBUT
REFII1:=A1[{13+(i=0,5)*(ASI1]=AIL1]}/(N+1) ;
BOOLEIl:= VRAL ;

FIN ;

BUL:= VRAL ;



- 114 -

POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
CAL(REFLJT,G) ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE PREM[I,J):=G[I] ;
FIN
CALCREF[N+11,G) ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N  FAIRE
SECITT:s==GL1] ;
GRESOLSYSLINE(PREM,SEC, LAMBAUX,N,SORTIE)
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
LAMBDATL 1] ¢ =LAMBAUXI[I1] ;
LAMBDA[N+11:=1.0 ;
Te=F(REFIN+1]) ; ‘
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
T:=T +LAMBDALII*F(REFL[I]) ;
St T < 0 ALORS
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N+l FAIRE
LAMBDAL1]:==LAMBDALIT ;

BOUCLE
POUR 1:¢=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
St BOOLILI) ALORS
DEBUT
CAL(REFIL!]1,8) ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ERSTIY, J1:=GLJd] ;
FIN
SINON
DEBUT
CALP(REF[I11,G) ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
- ERSTI1,Jd1:=G[J] ;
FIN ;
POUR t:=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
ERSTL§,N+11:2= S!| BOOL[1] ALORS
( Si LAMBDA[I] > 0 ALORS ‘1,0 SINON =1,0) SINON 0, 0 H
POUR #§ ¢=1 PAS 1 JUSQUA N¢1 FAJRE - -
IWELILI)e= SI BOOLLI] ALORS F(REFI[!11)
"SINON (¢ SI LAMBDAL!] > 0 ALORS FP(REF[!])=$
SINON FP(REF[11)+S);
GRESOLSYSLINE(FRST, 7WeE | K;%ziﬁscﬂT!E) 3
MP:=0.0 3
POUR l“rl PAS & JUSQUA NA FATRE
-~ DEBUT
ABSMAX(ER,AI[11,ASLI),T,R) ;
SI R > MP ALORS
DEBUT
MP:=R ¢
PO:=T
FIN ;
FIN ;
MQ:=0,0 ;
POUR i° 1 PAS 1 JUSQUA NC FAIRE
DEBUT
ABSMAX(ERP,CILI],CSII],T,R) ;
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S1 R > MQ ALORS
DEBUT
" MQ:=R ;
Q0:=T
_ FIN ;
FIN 3
Si MP=XIN#+1] > MQ= S ALORS 10:=P0 SINON 10:=Q0 ;
AMPLi:= Si MQ=S > 0 ALORS MP+2*(MQ=S) SINON MP ;
" Si 1=X[N+11/AMPL! INFEG EPS ALORS ALLERA END ;
POUR 1:¢=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
DEBUT -
" 81 10=P0 ET ABS(10=REF[1]) INFEG 0,0001 ET
ABS(ER(10)=X[N+1]1) INFEG 0,001 ALORS
DEBUT BUL:= FAUX ; ALLERA END FIN ;
St 10=Q0 ET ABS(I10=REF[1]) INFEG 0,0001 ET
ABS(ERP(10)=-X[N+1]) INFEG 0,001 ALORS
DEBUT BUL:= FAUX ; ALLERA END FIN ;
FIN 5
Si 10=P0 ALORS .
MU[N+21:= SI ER(PO) > 0 ALORS 1.0 SINON =«1,0
SINON «
MU[IN+21:= S| ERP(Q0O) > 0 ALORS 1,0 SINON =1,0 ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
Si BOOL[J] ALORS
- DEBUT
- CAL(REF([J1,G)
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
~ PREM[1,J1:=G11]
FIN
SINON
DEBUT
CALP(REFIJ],G) ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PREMILI ,J1:=G[1]
FIN 3 .
Si 10=P0 ALORS
DEBUT CAL(10,G) ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SECTLI1]:==MUIN+21*G[1]
FIN
SINON
DEBUT
CALP(10,G6) ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SECLI)e==MU[N#2]*G[1]
FIN 3
GRESOLSYSLINE(PREM,SEC, LAMBAUX,N,SORTIE) ;
POUR i:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
MUL1]:=LAMBAUXTEI]
MUIN+11:=0,0 ;
JOe=1 ;
POUR 1:¢=2 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
JOg= S MUTI)/LAMBDAI!] < MU[JO]/LAMBRAILJO]
ALORS | SINON JO ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA J0=1,J0«1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
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LAMBDAL!1]:=MUTI]~- -LAMBDAL[I1]1*MU[JO0]/LAMBDALJO] ;
LAMBDATJO0] : sMU[N+21 ;
POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA N+1_FAIRE "
REF[I] { # JO ALORS REFI[!].SINON 10 ;
0= PO ALORS BOOL[JOl:= VRA! SINON BOOL[JO1:= FAUX»;

ALLERA_ BOUCLE ;
SORTIE: ALLERA IMPOS ;

END:
POUR fs=1 PAS 1 JUSQUA N1 FAIRE
EL1Js= SI BOOLL1] ALORS ER(REF[I1]) SINON ERP(REF[I]) ;

FIN TCHEBCONT2 ;

hdkdh kR h TexT Ak hkh

L4

PROCEDURE TCHEBINEG2(Al,AS,Cl,CS,NA,NC,N,F,EPS,CAL, X,REF,E,BUL) ;

VALEUR NA,NC,N,EPS;
ENTIER NA,NC,N ; REEL EPS;
BOOLEEN BUL ’
TABLEAU Al ,AS,Cl,CS, REF E X ;
REEL PROCEDURS F
PROCEDURE .CAL ;

DEBUT.

PROCEDURE GRESOLSYSLINE(A,B,X,N, IMPOSSIBLE); ...,
VOIR ANNEXE ..o...

PROCEDURE ABS MAX(E,A,B,X0,MAX) ; ,.4,.
‘ VOIR ANNEXE e '

PROCEDURE ALGMINCE,A,B,X0,MIN) ; .....
VOIR ANNEXE .,,..

REEL PROCEDURE ER(T) ;

VALEUR T ; REEL T ;
DEBUT

REEL S ;

ENTIER |; TABLE

L Y[1:N] ;
CAL(T,Y) ¢ S:
s=1 P
1]

A
=°Q;
POUR | AS 1 JUSQUA N FAIRE
Se=SeX[I]*
ER:=F(T)

! FIN ER ;

S N O

§ =< it

|
S

A T3

e

TABLEAU ERSTI1:N+1,1:N+1] ,ZWEI[1:N+1]
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TABLEAU PREMI1:¢N,1:N1,MUT1:N+2]1,SEC, LAMBAUX[1:N],
LAMBDA[1:N+11,GI1:N] ;

BOOLEEN TABLEAU BOOLI[1:N+1] ;

ENTIER 1,J,J0 ; REEL R,AMPLI ,MP,MQ,10,P0,Q0 ;

REEL S ;

iNITs POUR i:=1 PAS 1 JUSQUA N1 FAIRE
DEBUT
' REF[I]°‘AI[1]+(im005)*(AS[1]-A|[1])/(N¢1) ;
BOOL[1):= VRAI

FIN ;

BUL:= VRAI ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT

CAL(REF[J1,G) ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE PREMLI,Jl:=GL1]
FIN
CAL(REF[N*I] G) ;
POUR fs=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SECLI1:==GL1] ;3
GRESOLSYSL INE (PREM, SEC, LAMBAUX ,N,END) ;
POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
" LAMBDAL |1 :=LAMBAUXLI] ;
LAMBDA[N#11:=1,0 ;
S:=F(REFIN+11) ;
POUR .T1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
Se= S +LAMBDALI1*F(REFLI]) ;
S| S < 0 ALORS
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
LAMBDAL11¢==LAMBDALI] ;

BOUCLE ¢
POUR |:=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
DEBUT CAL(REFL[I],G) ;
POUR J:¢=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE ERSTLI,Jd]:=G[J] ;
FIN 2
POUR [ 1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
ERSTII,N#1] = Si BCOLLIJ ALORS
{ Si LAMBDA[H] > 0 ALORS 1.0 SINON =1,0)
SINON 0.0
POUR f:=1 PAS 1 JUSQUA N+i FAIRE
IWET L1 e=F(REFL[T1)
GRESOLSYSLINE(ERST,ZWEL ,X,N*1,END) ;
MP:=Q 0 ¢
POUR fg¢=1 PAS 1 JUSQUA NA FAIRE
DEBUT
ABSMAXCER, AL LI1,ASTII,R,5)
$1 S > MP ALORS
DEBUT
Mps=S & PO:=R 3
IN 2
N 2
MQe=0,0 3
POUR ls=1 PAS 1 JUSOUA NC FAIRE
DERBUT

X7 T3
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ALGMIN(ER,CI[I],CSIII,R,S) ;
S1 S < MQ ALORS
~ DEBUT '
MQ:=S ;Q0:=R ;
FIN
» FIN 5
10:= S1 MP=X[N+1] > =-MQ ALORS PO SINON Q0 ;
~ AMPLI:= SI MQ < 0 ALORS MP=MQ SINON MP ;
S! 1=X[N+11/AMPL! INFEG EPS ALORS ALLERA END ;
=0 ; -
SU : T:=1+1 ;
‘S| ABS(I0=REF[I1]) INFEG 0,0001 ALORS
DEBUT BUL:= FAUX ; ALLERA END FIN ;
SI 1 < N+1 ALORS ALLERA SU ;

~ S| 10=P0 ALORS

DEBUT CAL(PO,G) ; R:=0,0 ;
. POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE R:=R+X[11*G[I] ;
MUIN+2]):= S1 F(P0)=R > 0 ALORS 1,0 SINON =1,0 ;
FIN
_SINON
MUIN$2]:==1,0 ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
- CAL(REF([J1,G6) ;
POUR 13=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE PREM[I,Jl:=G[1]
FIN ;
~ CAL(10,G6) ;
POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
. SECLI1]:==MUIN+21*G[!] ;
GRESOLSYSLINE(PREM,SEC, LAMBAUX,N,END) ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE MU[!]:=LAMBAUXI[!] ;
MU[N+11:=0,0 ;
JO:=1 ;
POUR 1:=2 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
JO:= S| MULI]/LAMBDATL!]1 < MULJO1/LAMBDALJO]

ALORS | SINON JO ;

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA J0=1,J0+1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
LAMBDALI1]:=MULI]1=LAMBDAL[I11*MU[JO]/LAMBDALJO] ;
LAMBDALJO] : =MU[N+2] ;

POUR f:=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
REFL[Il:= St | # JO ALORS REF[I] SINON 10 ;

S1 10=P0 ALORS BOOLI[JOJ:= VRAI SINON BOOL[JOl:= FAUX ;

ALLERA BOUCLE ;

END:

POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
ECV1]:=ER(REF[1]) ;
FIN TCHEBINEG2 ;



CHAPITRE_-_VIII

APPROXIMATION UNIFORME DE DEUX FONCTIONS CONTINUES SUR UN
COMPACT

Ce chapitre est consacré a 1'étude du probléme PIIIC défini au chapitre V.

Le plan de ce chapitre est le méme que celui du chapitre VI, 1'algorithme établi
au deuxidme paragraphe est une généralisation de 1l'algorithme de Remés, faisant appel
3 une méthode de perturbation tout-i-fait semblable & celle utilis&e au chapitre IV.

Une procédure Algol et un exemple numérique sont proposés au troisiéme paragra-

phe.

§1 - APPLICATION DES METHODES DE PROGRAMMATION CONVEXE AU PROBLEME PIIIC

1 - Existence d'une solutien.

Proposition 8-1

"Le probléme PIIIC a au moins une solution"

Cette proposition se démontre de la méme maniére que la proposition 6-1-, 3 la
variante pr8&s suivante ! & un vecteur L e DIII, correspond le vecteur goe; V tel

que

uax(l£,-6°1| 4 11£,-2% 1) = 2,

2 = Caractérisation d'une solution.

Notations

Etant donné un vecteur x € DIII, on dé&finit les ensembles suivants @

n
T x) ={tes: £,(t) - iil x, 8 (8) = x )
- n
E7(x) = (tes £,(t) - 2 x, g;(t) = —xn+1}

i=1
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et les fonctions erreurs e; et e2<5§3(s) H

n
e (£) = £,(t) - Zox g (8) "¥tesS
i=1
n
ez(t) = fz(t) - iil X, gi(t) ¥te$

On remarque :

€7 x)

| {ftes:e(n) =He1|]}
& (%)

li
]

fte 5 e, (t) —IIeZH}

+ - ; ~
L'ensemble & (x)u & (x) représente l'ensemble des points extrémaux.

Proposition 8-2

i . ' . * . . ,
"Une condition nécessaire et suffisante pour que g° < V soit meilleure approxi-

n - %
mation de f, et de £, est qu'il existe k points. appartenant 3 & o d (x),

t1, tz’uol,tk (1 S k s n+l)
et k coefficients Aj tels que :

k
1 bt Z )\,, g.,(t,,) =,0‘ i =_1...n
j=1

2= X, >08s8it.c gﬁYxx)
i -
A <0sitjef; (x)

A, =1 "
|
Cette proposition découle directement de la proposition 5~1,

3 = Unicité de la solution.

Proposition 8-3

"Les hypothé&ses

HL : "V vérifie la condition de Haar sur S"
H2 : "€ )N E () = ¢ ¥ x e DITT "

entrainent 1'unicité de la solution'.
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Cette proposition se démontre de la méme manidre que la proposition 6-3.

Remarque 1 ¢

L'hypothése H2 est &videmment rarement vérifiée dans la pratique ; en fait cette
hypoth&ses n'est pas nécessaire, mais elle permet de simplifier et de clarifier notre
exposé. Nous verrons au deuxidme paragraphe que 1l'on peut se contenter d'une hypothése

moins restrictive.

Remarque 2 :

Soit x* une solution, et M = (tl,tz,...,tn+1) l'ensemble des points extrémaux
< - *
servant 3 caract@riser le meilleur approximant g~ correspondant.

Supposons qu'on ait :
i gt % -, %
t]_ = tzs th \é (x7), tzé\é (x™)

Les autres tj’ j = 3...n+1 Etant distincts.

Les Aj assoclés a M (cf. proposition 8-2) sont alors tels que :

1
A =hy =5

et A, =0 j=3...n+l,
on remarque que
o =L (£.(e) - £.(t))
2" 171 272

et il est clair que dans ce cas, il n'y a pas unicité de la solution.

§2 -« ALGORITHMES DE RESOLUTION

Comme au chapitre IV, nous donnons successivement deux algorithmes ; dans une
premidre partie, nous exposons un algorithme '"restreint", valable dans le cadre des
hypothéses Hl et H2, et qui est une généralisation simple de 1l'algorithme de Remés.
Dans la deuxiéme partie, l'utilisation d'une méthode de perturbation nous permet
d'établir un algorithme généralisé valable dans. le cadre de l'hypothé&ses Hl et de

1'hypothése H3 peu restrictive suivante

H3 : "il n'existe pas de couple (t,7), t ¢ S, T ¢ S tel que : fl(t) - fz(t) = fl(T)"fz(T)n
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1 - Algorithme restreint.

Dans toute la suite nous faisons les hypothéses Hl et H2,

a) Description de 1'algorithme

o = Meilleure approximation sur un. ensemble de n+l points de S.
D _ P

Mk_ = {tlj{’ j = 1ason+1},'- N;k. C S-

On définit la meilleure approximation gk sur Mk :
MaxEMax(|f1(t)—gk(t)|’t € Mk);-Max(lfz(t)—gk(t)|It € Mki] =
Inf{MaxEMax(!fl(t)~g(t)|[t €M), Max('fz(t)—g(t)llt e—Mk)]}= Pre

geV

Soient A?, j = li.un+l, les coefficients associés 3 Mk, (cf. proposition 8-2),

les Ak doivent vérifier :

h|
n+l
Z }\1,{' gi(tl.(‘) = 0 i F 7.].aoon
j=1 J -]
(R)
n+l
R PUI
j=1

Les relations (R) définissent les A? au signe prés, la condition suivante, cor~-

respondant & la condition 2. de la proposition 8-2 permet de les déterminer compléte~

ment 3
on note @
k.. ook
E+ bt {J S (1eaon+l) ° >\j, > O}
E% = {j e (Lowntl) : A? < 0}

et on doit aveir

Do e e oz, e 5o
jegk 3 LIT T gk T2yt T
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(En effet on montre facilement, de la méme fagon qu'en 6-2-1, que :

= I, A% fl(tF) * I x? fz(tg))
+ —

On obtient alors les ceefficients x? i-= i...n) de la meilleure approximation g

k
. t - - - ° - R
sur Mk’ et 1'écart X 41 = Pk correspondant par résolution du systéme :

n

K B k .k
I %8 g 2R EY TeE
n

& e oky L ok
iil.xi gi(tj) - X _'fZ(tj) je E_

Remargue

Comme en 6-2-1, on montre facilement que si gk n'est pas la meilleure approxima-
tion gx, on a p, < p et que de plus si Op = P gk ne peut étre que la meilleure appro-

. . = « e s
ximatien g~ d'aprds la proposition 8-2.
B ~ Itération

On remplace Mk par Mk+1’ne différant de Mk que par un point, de telle facon

que @

>

Pr+1 7 Px°

(ceci dans le cas oll gk n'est pas déja la meilleure approximation g*)m

1 - On choisit tout d'abord.le point T & S qui va €tre introduit :
: k . . = = P ;
Soient e, et e, les fonctions erreurs associées a gk,.on détermine, 1, et T,

tels que ¢

e?(rl) Max(e?(t)|t € 8)

es(r,) = Min(el(t) |t € §)

et on cheisit 1= Tlsi e?(rl) >’—e§(r2)'et T=T, dans'le cas contraire.



2 - On choisit ensuite parmi les pointS't? le point tﬁ qui est supprimé, le

nouvel ensemble Mk+1 étant alors défini par :

t5+1 = t% "= looen+l, § 4 p
J J :
tk+1 -

In

On choisit u de telle fagon que les coefficients A?+l associés 3 Mo vérifient les

conditions (C) suivantes :

1

)

K+l {'1 si T= Tl

signe (Alj‘* signe (AJI,{) j=loontl, § 4 4

(©

]

signe (X )
M 1l sit= T,
Pour l'obtention en pratique des conditions (C) on opére d'une fagon analogue

d ce qui a été fait en 6-2-1.

b - Convergence de 1'algorithme.

Proposition 8~4

"La suite Py st strictement croissante"

on a :

k+1 k+1
Pr+1 T L k+1 Aj. fl(tj
Jje E+

k+1
pX AL £.(
jé_E]f+1 hj 275

) +

D'une fagon analogue 3 ce qui a &té fait en 6-2-2, et en vertu des conditions

(C), on montre que :

+ I)\k+1|
u

'k k
pk+l = pk R MaX(”e]_”“ pks'”ez” -‘pk)

Comme Aﬁ+1'ne peut &tre nul, on a : P41 ° Py sauf si He?l|= He§||= Prs ce qui

- . k
entrainerait alors g =g .

Proposition 8-5

, k X - . , *
"La suite g~ converge uniformément vers la meilleure approximation g "

La proposition 6-5 s'applique directement, et on montre de la méme fagon qu'en
6-2-2 que la suite convergente p, a pour limite p, etensuite que gk converge unifor-

= *®
mément vers g .



- 125 -

2 - Algorithme généralisé

Dans. toute la suite nous faisons les hypothéses Hl et H3,

Notations
On dit qu'un ensemble M, est dégénéré, ¢'il y figure deux fois le méme point ;
sans restriction de généralité, nous supposerons que.ces points sont les deux premiers

et nous noterons @

.k .k k

Mk - (tl, tz,coo,tn+1)
k
2’

les t?, j = 3...n+l, étant distincts et nous considérerons t% comme point
extrémal positif et tg comme point extrémal négatif (t? é~ﬁ+(xk), tg eﬁf(xk)).

avec t? = t

On désigne par G(t) le vecteur de R” ayant pour composantes :

gi(t) i = ].ooono

(a) Principe de la méthode.

Ayant supprimé 1'hypoth&ses H2, 1'algorithme restreint peut nous.conduire 3 un
ensemble M, dégénéré. On sait alors (cf. 8-1=3) que le meilleur approximant gk sur M
n'est pas unique, et l'algorithme restreint ne nous permet pas de conclure.

L'algorithme généralisé va nous permettre de passer d'un ensemble Mk dégénére

4 un ensemble Mk+1 tel que :
Prel ” P
(3 moins que gk ne soit déja une meilleure approximation gﬁ)

Nous utilisons une méthode de perturbation, tout 3 fait semblable & celle utili-

= t

sée au chapitre IV, qui 3 un ensemble Mk dégénéré associe 1l'ensemble Mk non dégénéré

déduit de Mk par le remplacement de t? en t'T tel que :
k k k k k k
U - - c =
G(t') = G(tp) e 3 e G(tm—l)]

(T
£y = £, (eD)
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Les C?, j = 3...N+l, sont des constantes non nulles, e un scalaire positif.

On a :

kK k K
12 Epeeeest )

i =

En notant :

k . k

) o A
E', = {3 : cj > 0}
E'I_{ o= {J s chf < 0}

On montre, de la méme fagon qu'en 4-2~2, que :

et = o, ._signe(xﬁ)
eg(tg) = Py e signe(Ag)
e?(t?) =0y signe(k? c?) j < E'E
eg(tg) =0y signe(k? c? i E'E

A . R n-1 .
En modifiant le signe des c?, on est donc en mesure d'obtenir 2 meilleurs

approximants sur Mk.

(b) Description de 1'algorithme généralisé.

Nous employons la méme terminologie qu'en 4-2~2, Précisons les différentes

phases de 1l'algorithme :

(I) Début d'étape : on dispose d'un ensemble M.

.k k
]y[k - (tl""’tn‘f‘l)

Si M, est non dégénér&, on effectue 1'échange comme il.est exposé dans 1'algorithme

restreint. Si Mk est dégénéré, on choisit arbitrairement n~1 coefficients auxiliaires
k

non nuls CigpeeesC qe

On calcule :

Oy ='%(f1(t§) - fz(tg))
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et on passe 3 la situatien (II).

(II) on note :

vk _r, k
E+—{J-Cj>0}
BF - (5 K <0
= J
et on résout le systéme :
n
ky _ k : 1k
Ioxg gi(tj) = ~p, + fl(tj) je E']
i=1
n
- . k s o |k
& 151 X, gi(tj) = ot fz(tj) j=1{2}uv E'

La solution x? (i = 1...n) de ce systéme nous donne un meilleur approximant g
sur Mk‘

On calcule T, et T, comme i1 a &té fait dans l'algorithme restreint, et on déter=-
mine le point 7 entrant. (Si He?||=|le§||=,pk, gk est une solution du probléme et on
arréte l'algorithme). Pour déterminer le point tu sortant, on opére &galement de la
méme fagon que dans l'algorithme restreint @

On détermine des ceoefficients auxiliaires wj (j = L.a.n+2), tels que :

Wy = 0
CIPS =1 gi 1= 1
Wopp = -1 gi 1= Ty
n+2 k

T w, G(t,) =0
j.=2 J J

On considé@re ensuite les quantités

W, w

Q = Min(=L| § = 3...n41), P = Min(-=L |3 = 1,2)
c, A,
J J

Deux cas peuvent alors se présenter ¢

Si Q < O on-passe & la situation (III) (&change statique).

Si Q > 0 on passe i la situation (IV) (&change non statique).
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(IIT) Soit : Q =

= fe®

On obtient le nouvel ensemble Mk+1 en échangeant Tt et,tﬁ, et ‘on retourne a la situation

(II) avec les coefficients cj tels que :

k %
+1 k . .
°f Ty Tup gt §=3.ml, 54y
& *
ck+1 - __M
1 W,
k+l : z 5 - é é 3

(A?+l, A, = @tant restectivement &gaux 3 A? et Ag, et o,,q €tant Egal & o).

. . k+1
Si 1'un (ou plusieurs) des e s'annulent, nous avons un "accident", et nous le

remplagons par un nombre pris au hasard.

w

N

(IV) Soit P =
A

TN R

on échange t) et T, et l'on retourne a la situation (I) avec 1'ensemble Mk+1 :

Mk'l‘]. =. (tl,T, t3,odo,tn+1)u

(¢) Justification de 1'algorithme généralisé.

Plagons nous au début d'une &tape avec M, dégénéré. On a déja justifié emn (a),
lors de 1'exposé du principe de la méthode, les situations (I) et (II), il nous reste
d justifier les situations (III) et (IV).

Soient M& 1'ensemble déduit de M, par la transformation (T), et mj les coeffi-
cients auxiliaires définis en (II) ; 1'ensemble Mﬁ étant non dégénéré, on opére l'échange

comme il a &t& exposé dans 1l'algorithme restreint, et on calcule :

W, w,
K = Min[ (<45 = 1,2), (—l=—]j = 3...n+1)]
k k k
AL EA, C,
j 173
1er cas.
W,
Q = Min(—% |i = 3..en+1l) < O
Cc, :
J w

alors il existe € tel que K » le nouvel

€

=—i—E Q pour tout g < el, et en posant Q =
ensemble Mﬂ est tel que : M ‘

°r
= ®i=



- 129 -

k k k k k
1, tz,ooo,tu_l,T, tl,l"“l’..."tn"'].)

= e

En supposant, sans restriction de généralité que T=Tg, c'est-a-dire que wn+2=l,

les wj vérifient :

n+l Kk
I w, G(t,) +G6(1) =0 (1)
- 33

J

Par ailleurs, on a :

n+l
e a5 ek + ol clj‘ a(t) =0 2)
) 3=3 ’
c
en multipliant (1) par ekk —E et en retranchant de (2), i1 vient : -
1 w]J
k k
) n+l c c
AI; G(t'lf) + (>\1;+O(é:)) G(tlg) + eklf p (e, - G(tlf) = ex & g(r)
j ) j 1w
j:3 u H
jru
La fonction 0O(e) tendant vers O quand e-0.
En posant ¢
Ck
c?+l = c? - wj EE— j=3.en+l, § # q
, . I
c
c1:+1 =»"'('D'L
U
on a bien

signe (c?+1) = gigne (c?) j = 3..een+l, j # u
et ¢ >0
U

Les conditions (C) de 1l'algorithme restreint sont remplies et par conséquent,

1'erreur pﬁ de la meilleure approximation sur M; sera telle que :

"

P Di (cf. proposition 8-4),

(pé étant l'erreur de la meilleure approximation sur Mﬂ)

Remargue

Ayant fait 1'hypothé&se H3, les c?+1 ne sont en général pas nuls, le cas accidentel

ol 1'un de ces coefficients est nul sera examind plus loin.
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Nous pouvons recommencer les mémes calculs avec ME, une suite d'échanges correspon=-

(r)

dant au premier cas fournit des ensembles Mﬁ, M{(‘,...,Mk s tels que 3

t .o , (f)
pk < pk<°°°<pk

On vérifie aisément qu'il existe €9 tel que pour tout e < €9 les &changes ainsi
obtenus sont identiques 3 ceux que 1'on trouve décrit dans 1'algorithme généralisé,
et que les différentes approximations. trouvées par cet algorithme sont la limite de
celles du probl&me perturbé lorsque e tend vers zéro ; en vérifie également que l'on

a des &changes statiques, c'est-a-dire que :

Py = lim pé = lim p;' = ===

£->0 e>0
2°™€ cas
w,
Q = Min (—%f| j = 3...n+l) > 0.
c,
w3 w,
Soit alors, P = Min6~% lj =1,2) = 5 le nouvel ensemble Mk 1 est tel que :
AL Ay *
J

. .k k k
Mk+1 - (tl,'l, t3,oon,tn+l)

Seit Orsl l'erreur d'une meilleure approximation sur Mk+l’ on a !

>

\
Pre1 7 Pk

il est facile de vérifier que cette stricte indgalité subsiste quand £0 ; 1l'échange

est alors non statique.

Cas d'accident,

Il peut arriver qu'au cours d'une série d'&changes statiques, 1'un des coefficients
auxiliaires s'annule. Soient c? (3 = 3...n+1) les coefficients auxiliaires initiaux
et c? (j = 3...0n+l) les coefficients auxiliaires aprés q = r-k Echanges.
On montre, de la méme facon qu'au chapitre IV, que les c? sont des formes homogénes

indépendantes dans les variables c?.
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Supposons alors que pour des valeurs particuliéres des coefficients initiaux, on ait :
C§ #0, j =3...n%¢k,.j # p, et c; =0

Le systéme d'E&quations :

C'§ = C§ j = _3...n+l,,j' #p
r

c't =1
P

« . k R
posséde une et une seule solution dans les variables cj ; pour n assez petit, les ¢
échanges ne sont pas modifiés et 1l'algorithme peut continuer. Nous avons ainsi démentré
qu'il existe des valeurs initiales c? qui permettent d'achever une &tape et ces consi=-

dérations justifient le terme d'accident..

§3 -~ PROCEDURE ALGOL ET ASPECTS NUMERIQUES

1 - Notice d'emploi de la procédure TCHEBDEUXF@NC2 résolvant le probléme PIIIC.

TCHEBDEUXF@NC2 (AI,AS,NA,N, F1,F2,CAL,EPS,DEV, X, REF, BUL, IMP@S) .

Les fonctions Fl et F2 (précisées par les réelles procédures Fl et F2) sont définies

sur le compact S de R :
NA
s = U [ar]r], as[1]].
T=1 :

La variété V de dimension N est précisée par la procédure CAL ; 1'appel CAL(T,G)
affecte a G[I], I=1.,.N, les valeurs gI(T), pour T & S.:
La procédure calcule les coefficients X[I], I =1.,.N, du meilleur appreximant de Fl

et de F2 sur S, et l'écart correspondant DEV :

o=

N
T x[legI(T)l), Max (|F2(T) -

DEV = Max[Max(tFl(T) -
I=1 Te s I

Tes
La procédure comporte deux tests d'arr&t tout~3-failt identiques 3 ceux de la
procédure TCHEBC@NT2 (cf, 7=-3~1).

Si. 1'algorithme rencontre au cours des it@rations une référence REFk, telle qu'il

, X [T]xg (T) lﬂ

existe a,B,Y,8 & REFk tels que 3
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alors on sort de la procédure par 1'étiquette IMP@S. (c'est le cas ol 1'hypothése H3
(cf. 8-2) n'est pas réalisée),

Enfin, la procédure range dans le tableau REF[l H N+1] les abscisses des points
de la référence finale.- ‘ '

(On suppose que V vérifie la condition de Haar),

2 - Exemple numérique.

Considérons 1'approximation des fonctlon f (x) = exp(x) et fz(x) = /x sur [pv; 2]

par un polyndme de degré 4. On a choisi EPS = 10 $ on trouve :

| DEV = 2,98742 |
; _ i
iA,BUL = VRAI |
x[1]=  2,98742 REF[1]= 2,00000 |
x[2]= =30, 38956 - REF[2]= 2,00000
X|3]= 63,37348 REF[3]= 0
X[4]= ~41,98827 REF[4]= 1,38701
X[5]=  9,03785 REF [5]= 1,27322
REF[6|= 0,37759 |

On remarque que le point d'abscisse 2 figure deux fois dans la référence finale,
et par conséquent, il y a non unicité de la solution.
Il y a eu9 itérations, le temps de calcul et d'impression des résultats a &té de

1 minute et 16 secohdes (suf IBM 7044).
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PROCEDURE TCHEBDEUXFONC2(Al,AS,NA,N,F1,F2,CAL,EPS,
DEV,X,REF,BUL, IMP0OS) ;

VALEUR NA,N,EPS ;

ENTIER NA,N ; REEL EPS,DEV ;

BOOLEEN BUL ;

PROCEDURE CAL ; REEL PROCEDURE F1,F2 ;

TABLEAU X,REF,Al,AS ;

ETIQUETTE IMPOS ;

DEBUT

REEL PROCEDURE HASARD(NO) ; ENTIER NO ;
COMMENTAIRE CETTE PROCEDURE DONNE UN NOMRE REEL ALEATOIRE
DE (0,1) AVEC UNE DENSITE UNIFORME.
NO SERA INITIALISE A UNE VALEUR ENTIERE IMPAIRE (UNE FOIS
POUR TOUTE),CHAQUE APPEL DE HASARD(NO) DEFINIT UN REEL DE
(0,1) ET PROVOQUE UN EFFET DE BORD SUR NO ,
LE CORPS DE CETTE PROCEDURE EST ECRIT EN CODE .

"PROCEDURE "GRESOLSYSLINE(A,B,X,N, IMPOSSIBLE); cueoo
VOIR ANNEXE .....

PROCEDURE ALGMAX(E,A,B,X0,MAX) ; ....o
VOIR ANNEXE ..o

PROCEDURE ALGMIN(E,A,B,X0,MIN) ; ...s.
VOIR ANNEXE .....

REEL PROCEDURE ERI(T) ; VALEUR T ; REEL T
DEBUT REEL R ; TABLEAU GI[1:N] ; ENTIER J ;
CAL(T,G) ;3 R:=0.0 ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
R:=R+X[u1*G[u] ;
ER1:=F1(T)=R ;
FIN ER1 ¢

e

REEL PROCEDURE ER2(T) ; VALEUR T ; REEL T
DEBUT REEL R ; TABLEAU GI[1:N] ; ENTIER J ;
CAL(T,8) ; R:=0,0 ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
R:=R+X[J1*G[J] ;
ER2:=F2(T)=R ;
FIN ER2 ;

>

TABLEAU PREM[1:N,1:N]J, MU[1:N+2],SEC,LAMBAUXI[1:NI]1,
LAMBDA[1 :N#1],G6[1:N],ROC[1:N+1] ;
BOOLEEN BOCL,DEG ;
REEL S,R,T,10,11,12,M1,M2 ;
ENTIER 1,J,J0,N0,JDOU
iNIT:
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N+l FAIRE:
REFLIT:=A1[1]+(1=0,5)*(AS[1]=A111])/(N+1)
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NOs=3

BUL:= VRA! ;
ETAPE

POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT

CAL(REFI[J1,8) ;
POUR I :=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PREM(I M1e=GL11 ;

FIN
CAL(REF[N+1],G) 3
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SEC[11:=G[1] ;
GRESOLSYSLINE(PREM,SEC,LAMBAUX ,N,END) ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
LAMBDAL]:=LAMBAUXI[I] ;
LAMBDA[N+1):==1,0 ;
DEV:==F2(REF[N+1]) ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEV:= S| LAMBDAIL!I]l > 0 ALORS DEV+LAMBDALIJ*F1(REF[I])
SINON DEV+LAMBDAL[1]*F2(REF[I1]) ;
Si DEV < 0 ALORS

DEBUT
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
LAMBDAI[1]:==LAMBDAII] ;
DEV:=0.,0 ;

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
DEV¢= SI1 LAMBDALI] > 0 ALORS DEV+LAMBDA[II*F1(REF[I1])
SINON DEV+LAMBDALI1*F2(REF[I]) ;
FIN ;
R:=0,0 ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N+l FAIRE
R:=R+ABS{LAMBDA[I]) ;
DEV:=DEV/R :
DEG:s= FAUX

BOUCLE:
POUR [:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
CALC(REFL[I+1]1,8) ;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PREMLI,J1:=G[J] ;

FIN ;
P6UR I¢=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SECI1]Js= SI LAMBDA[I+1] > 0 ALORS

FI(REF[I+1]1)=DEV SINON F2(REF[1%1]) + DEV ;
GRESOLSYSLINE(PREM,SEC ,X,N,END) :

M1:=0,0 ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA NA FAIRE
DEBUT

ALGMAX(ERL, AL LI1,ASLI],R,S) ;
SI S > M1 ALORS
DEBUT "
Ml:=$8
fls=R ;
FIN
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FIN ;

M2:=0,0 3

POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA NA FAIRE
DEBUT

ALGMIN(ER2 ,AIT1],ASTI1],R,S) ;
SIS < M2 ALORS

DEBUT
M2:=S
{2:=R 3
FIN

FIN 2

BOOL:= Si M1 > =-M2 ALORS VRA1 SINON FAUX ;

10:= Si BOOL ALORS i1 SINON 12 ;
Si BOOL ET (1=DEV/M1) ¢ EPS ALORS ALLERA . END ;
S1 NON BOOL ET (I+DEV/M2) ¢ EPS ALORS ALLERA END ;
POUR t:=1 PAS 1 JUSQUA Nél FAIRE .
DEBUT o
Si BOOL ET ABS(IO REF[iI]) ¢ 0, 0001 ET
ABS{ER1(i0)=DEV) ¢ 0,001 ALORS e
DEBUT BUL:= FAUX ;3 ALLERA _ END FIN R
Si1 NON BOOL ET ABS(i0= REF[11) ¢ 0,0001 ET
ABS(=ER2(10)=-DEV) ¢ 0.001 ALORS
DEBUT BUL:= FAUX ; ALLERA END  FIN . .
FIN ; o
ETUDE DE DEGENERESCENCE:.
=0
ITER: Jai=1+1 ;
S| ABS(iIO0=REF[i]) ¢ 0,0001 ET DEG ALORS

DEBUT Cion e o ‘
JDOU: =1 : ‘ ’
S ABS(OQ, 5*(F1(|0) F2(10)) DEV) ¢ EPS ALORS ALLERA
SINON ALLERA SAUT , I B : Ce

FIN 3 Lo H:j’¥ 

St ABS(I0=REF[I11) < 0 0001 ALORS R

DEBUT .

JDOUs =1 3
DEGs= VRAL
ALLERA DIiF 3 e

FIN 3 A

ST 1 ¢ Nel' ALORS ALLERA ITFR‘, e

GRA R '

MU[N+Z2]:= SI BOOL ALORS 1.0 SINON «1 0 -

POUR Js=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE’ o

DEBUT
CAL(REFIJ+1]1,8) ;

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PREMII,Jle=GLI] )

Fin 3 e o e
CALCI0,6) o S -
POUR (=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE .
SECII]:==MUIN®21*G[1] ;

GRESULSYSLINE{PREM,SEC, LAMBAUX N,END) ;
POUR {:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

MULT&1) :=LAMBAUXI(I] ;

MUE1]:=0,0 ;



DEB

FIN
DEB

DEB

FIN
FIN
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S1 NON DEG ALORS ALLERA NORMAL ;

JO0:=3 ;

POUR l:=4 PAS 1 JUSQUA N¢1 FAIRE

JO:= SI MULI]/LAMBDALI] < MU[JO01/LAMBDA[JO]
ALORS | SINON vO ;
T:=MULJO1/LAMBDA(JO] ;
S1 T > 0 ALORS

uTt

DEG:= FAUX ;

JO:= S| MU[21/LAMBDAI[2] ¢ 0 ALORS 2 SINON 1 ;
POUR [1:=1 PAS JUSQUA N+1 FAIRE

REFI[1]:= SI | JO ALORS REF[I] SINON 10 ;
ALLERA ETAPE ;

.
4

POUR 1:=3 PAS 1 JUSQUA J0-1,J0+1 PAS 1 JUSQUA N+1 FA[RE
uT

LAMBDA[1]:=LAMBDA[11=LAMBDA[JOI*MULI1/MULJO] ;

S1 ABS(LAMBDA[1]) ¢ EPS ALORS

uT

Bl: LAMBDAILI1]:
SI1 ABS(LAMBDAI

.
4

o Y

=HASARD(NO ) *#(=1) | ;
11) ¢ EPS ALORS ALLERA B1 ;

.
’

LAMBDA[JO] : ==L LAMBDA[JO]1*MU[N+21/MULJ0] ;
POUR 1:=3 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE

REF[11:= S1 | # JO ALORS REF[I] SINON 10 ;
ALLERA BOUCLE ;

NORMAL:

DIF

JO:=1 ;
POUR [:=2 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
JO:= SI MULI]/LAMBDALI]1 < MULJO]/LAMBDAI[JO)
ALORS | SINON u0 ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA J0=1,J0+1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
LAMBDA[1]:=MU[!]1=-LAMBDAL!]1*MU[J0]/LAMBDALJO] H
LAMBDA[JO0] : =MU[N+21 ;
POUR I1:=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
REFI1):s= SI | # J0 ALORS REF[1] SINON 10 H
DEV:=0,0 ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
DEV:= S| LAMBDALI] > 0 ALORS DEV+LAMBDA[I1*F1(REF[1])
SINON DEV+LAMBDALI]*F2(REF[1]) ;
R:=0,0 ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
R:=R+ABS(LAMBDAILI]) ; ‘
DEV:=DEV/R ;
ALLERA BOUCLE ;
=2 ; :
POUR l:=1+1 TANTQUE | ¢ JDOU+1 ET | ¢ N+1 FAIRE
ROCLI]:=REF[1=2] ;
POUR J:=! PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
ROC[J]:=REF[J=1] ;
ALLERA OUF ;

SAUT:
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POUR 1:=3 PAS 1 JUSQUA JDOU FAIRE
ROCI[I]1:=REF[I=1] ;

POUR 1:=JDOU+1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
ROCI[11:= REFL[I] ;

OUF
POUR 1:=3 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
REF[I1]:=ROCILI] ;
REFI[11:=10 ; REF[2]1:=10 ;
LAMBDAI11:=0.5 ; LAMBDA[2]:==0,5
POUR 1 :¢=3 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
DEBUT
LAMBDAL!1]:=HASARD(NO)*(=1)**] ;
Si ABS(LAMBDAIL!]) ¢ EPS ALORS
DEBUT
B2: LAMBDAL[1]:=HASARD(NO)*(=1)**| ;
St ABS(LAMBDAI[I]) ¢ FEPS ALORS ALLERA B2 ;
FIN ;
FIN 3
DEV:=0.,5*(F1(10)=F2(10)) ;
ALLERA BOUCLE ;
END: FIN TCHEBDEUXFONC2 ;

e
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PROCEDURE GRESOLSYSLINE(A,B,X,N,IMPOSSIBLE);

TABLEAU A,B,X; ENTIER N; ETIQUETTE IMPOSSIBLE;
DEBUT TRIANGULARISATION:

DEBUT ENTIER 1,J,K; REEL R;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N=1 FAIRE
DEBUT NORMAL:
DEBUT S| ABS(A[K,K1)=0 ALORS ALLERA ECHANGE DE LIGNES;
POUR I:=K+1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

DEBUT R:=All ,K]/AIK, K];
POUR J:=K+1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ALl ,J):=A[1,J1=-R*A[K,J];
B[11:=B[1]J=-R*B[K] FIN
FIN ;
ALLERA RETOUR;
ECHANGE DE LIGNES:
DEBUT ENTIER M ;
M:=K+1 ;
RET: S| ABS(AIM,K1)=0 ALORS M:=M+1
SINON ALLERA CONT ;
S| M=N+1 ALORS ALLERA IMPOSSIBLE SINON ALLERA RET ;
CONT: POUR J:=K PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT R:=A[K,J] ;
AlK,J]1:=A[M,J]) ;
FiN ;
Ry¢=B[K} ; BIKji:=BIM] ; B[M]:=R
ALLERA NORMAL
FIN ;
RETOUR: FIN FIN TRIANGULARISATION
RESSYSTRI:
DEBUT ENTIER 1,J; REEL TX;
POUR 1:=N PAS =1 JUSQUA 1 FAIRE
DEBUT TX:=0;
POUR J:=N PAS -1 JUSQUA I+1 FAIRE
TX:=TX=X[JI*ALl ,J];
S1 A[1,11=0 ALORS ALLERA IMPOSSIBLE;
XC1Ye=(BLI)+TX)/AL1,1] FIN

“e

A 2

FIN RESSYSTR!
FIN GRESOLSYSLINE;
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PROCEDURE ALGMIN(E,A,B,X0,MIN) ;
REEL PROCEDURE E ; REEL A,B,X0,MIN ;
DEBUT
REEL S,RES,HO,H,V1,Vv2,V3,T0,T ; BOOLEEN BOL ;
S:=E(A) ; RES:=A ; T:=A ;
HO:=H:=(B=A)/100 ;
REP: BOL:= FAUX ;
DEP: V1:=E(T) ; V2:=E(T+H) ; V3:=E(T*2%H) ;
ITER: SI V3=V2 > 0 ET V1=V2 > 0
ALORS ALLERA DIV ;
S| T+2.,5*H > B ALORS ALLERA TEST ;
Te=TeH ; V1:=V2 ; V2:=V3 ; V3:=E(T¢2*H) ;
ALLERA ITER ;
TEST: S1 E(B) < S ALORS
DEBUT S:=E(B) ; RES:=B FIN ;
ALLERA SORT ;
DIV: S1 NON BOL ALORS TO:=T+H ;
H:=H/2 ; BOL:= VRAI ;
S1 H/HO > 0,001 ALORS ALLERA DEP ;
SI V2 ¢ S ALORS
DEBUT S:=V2 ; RES:=T«H FIN ;
T:=T0 ; H:=HO0 ; ALLERA REP ;
SORT: X0:=RES ; MIN:=S ;
FIN ALGMIN ; :

dede de ke v ke dede dedede ke dkdke hk ok

PROCEDURE ALGMAX(E,A,B,X0,MAX) ;
REEL PROCEDURE E ; REEL A,B,X0,MAX ;

DEBUT
REEL S,RES,HO0,H,V1,V2,V3,TO0,T ; BOOLEEN BOL ;
S:=E(A) ; RES:=A ; T:=A ;
HO:=H:=(B=A)/100 ;
REP: BOL:= FAUX ;
DEP: V1:=E(T) ; V2:=E(T+H) ; V3:=E(T+2*H) ;
ITER: SI V3=¥2 < 0 ET V1i=V2 ¢ 0
ALORS ALLERA DIV ;
S1 T+2,5*H > B ALORS ALLERA TEST ;
Te=T+H ; V1:=V2 ; V2:=V3 ; V3:=E(T+2%H) ;
ALLERA [TER ;
TEST: SI E(B) > S ALORS
DEBUT S:=E(B) ; RES:=B FIN ;
ALLERA SORT ;
DIV: SI NON BOL ALORS TO:=T+H ;
H:=H/2 ; BOL:= VRAIl ;
SI H/HO > 0,001 ALORS ALLERA DEP ;
S1 V2 > S ALORS
DEBUT $:=V2 ; RES:=T+H FIN ;
Te=TO0 ; H:=H0 ; ALLERA REP ;
SORT: X0:=RES ; MAX:=S ;
FIN ALGMAX
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PROCEDURE ABS MAX(E,A,B,X0,MAX)
REEL PROCEDURE E : REEL A,B,X0,MAX ;

DEBUT

REEL S,RES,HO0,H,V1,V2,v3,T0,T ; BOOLEEN BOL
Ss=ABS(E(A)) ; RES:=A ; T:=A ;
HO:=H¢=(B=A)/100
REP: BOL:= FAUX :
DEP: V1:s=E(T) ;3 V2:=E(TeH) ; V3:=E(T+2*H) ;
ITER: Si (V3=V2)*(V2=V1) ¢ 0 ALORS ALLERA DIV
St T+2,5*H > B ALORS ALLERA TEST ;
Te=TeH 3 V1s=V2 ; V2:=V3 ; V3:=E(T+2+H) ;
ALLERA ITER ’ ‘
TESTs Si ABS(E(B)) > S ALORS
DEBUT
S:=ABS(E(B)) ; RES:=B FIN ;

ALLERA SORT

DIV: S1 NON BOL ALORS TO0:=T+H ;
He:=H/2 ; BOL:= VRAI ;
SI H/H0 > 0,001 ALORS ALLERA DEP
SI ABS(V2) > S ALORS
DEBUT S¢=ABS(V2) ; RES:=T+H ; FIN
Te=TO0 ; H:=HO ; ALLERA REP ;
SORT: X0:=RES : MAX:=S ;

FIN ABS MAX

-

e

A 1)

e

“eo
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