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CHAPITRE 1

ETUDE DES FRACTURES ET DES HYPERCOUPURES D'UN RESEAU

I- DEFINITIONS

I.I. Réseau d'articulations.

L'apticulation est 1'é1ément consftu tif des réseaux, il peut

communiquer avec 1'extérieur en un nombre fini de pointsvappelés connexions.
Un péseau est constitué par deux ensembles :

_ un ensemble d'articulations M ={ a_, @ ue+0:5 @ }
I 2. m

- un ensemble ede couples de connexions tel que

toute connexion apparait au plus une fois dans © .

Deux articulations, a; et a,, seront dites jointives s'il existe

au moins un couple de connexions (cI, 02)€'f3 1 étant une connexion de a;

et c, une de a,, 1a relation sur M x M ainsi définie s'appelle relation de

jointivité J (aI, a2) du réseau.

Les classes d'équivalence définies dans M par la fermeture transitive

forte de:) sont appelées composantes comnnexes du réseau, un réseau est con-

nexe s'il a une seule composante connexe.

[ 3



Si toute connexion est élément d'un c € Y8 le réseau est dit fermé

on peut alors le considérer comme un graphe topologique.

Une chaine est un ensemble d'articulations (al, Bpsenes an) tay étant
jointive a a1 quel que soit i =1, 2,..., n - 1, si tous les a, sont distincts

. 2 a2 o ° - 1 . . P o .
elle est dite élémentaire, si a, =a c est un cycle qui est dit élémentaire si
tous les a, sont distincts.,

1.2. Réseau de noeuds et d'étoiles.

C'est un réseau d'articulations pour lequel M est partagé en deux
classes disjointes : les étoiles et les noeuds telles que si deux articulations

sont jointives l'une est un noeud, l'autre une &toile.

1.3. Décomposition en k sous-réseaux connexes.

Soit R un réseau d'articulations connexe ayant M pour ensemble d'ar-
ticulations et %] pour relation de jointivité, le sous-réseau engendré par

M' C M a M' pour ensemble d'articulations et 7' pour relation de jointivité

avec
V', y' e M' 7'(x', y') = O(x, y). (restriction de #1 3 M).
Si (Ri)i eI sont des sous-réseaux engendrés par une partition (Mi)i € I de M
en posant
URr =r{U M, ;)
* ier' t jerr 1
iel'c I

R est égal 4 1'union U R. nous disons que R est décomposé en I sous-réseaux.
iel

Nous nous proposons d'étudier les décompositions d'un réseau connexe en k sous-
réseaux connexes c'est-3d-dire d'étudier les ensembles de k sous-réseaux connexes

ayant R pour union.



On appelle réseau condensé associé d la décomposition le réseau ayant

R, pour articulations R, étant 1ié a Rj si au moins une articulation de Ry

gtant liée 3 Ri'

2 - HYPERCOUPURE D'UN ENSEMBLE FINI MUNI D'UNE RELATION BINAIRE

2.1. Définition.

Soit un ensemble E fini, de m éléments, muni d'une relation interne
R(x, y) que nous supposerons symétrique (si elle n'est pas symétrique nous la

remplacerons par sa symétrisée S(x, y) = R(x, y) + R(y, x)).

Une partie A C E est dite connexe par rapport d la relation R si la
fermeture transitive forte de la restriction de R & A ne définit qu'une seule
classe d'équivalence. Nous supposerons par la suite que E est connexe (par rap-

port & R).

On appelle hypercoupure de E toute bipartition de E : (A ; A). Une

' . . . er .
hypercoupure est dite élémentaire si son 1 membre est réduit d un seul élément,

simple si les parties A et A de E sont connexes par rapport d R.

2.2. Groupe des hypercoupures : GH‘

L'ensemble des hypercoupures d'un ensemble E,muni de la loi (@

(disjonction) définie par :
(A;B) ®@ B3;B)=((ANB)u(AnB) ; (ANB)U (ANBE)) -

a une structure de groupe abélien. En effet :



- c'est une loi interne car le premier membre du résultat est égal

d la différence symétrique des premiers membres et le second 3 son complément.

- elle est associative et commutative du fait de 1'associativité et

de la commutativité de la différence et de la somme symétriques.

- (@ ; E) est élément neutre

(A ;8 @ (@ 3E) = ((ANE)U (ENY 3 (AN @) u (AN E)) = (A 3 &)
- tout élément est son propre inverse
(A3 @ A3h)=(anBDUu@ENA ;AN UENE) = (@3 E).

Pour des raisons de commodité d'écriture nous représenterons souvent

une hypercoupure seulement par son premier membre par exemple
A@®B =(AnB) u (A nB).

Quelqgues propriétés de (@ : A, Be G

A@OB=A@B
AME
A@A

siANB=¢ alors A@MB =AyB

1l
=1

1
[ns]

Les hypercoupures A et A seront dites complémentaires.
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2.3. Bases du groupe des hypercoupures.

Le groupe GH étant abélien de type fini nous savons que tous les sys-
témes d'éléments linéairement indépendants maximaux sont des systémes généra-

teurs irréductibles ayant le méme nombre d'éléments r rang de G-
Théoréme 1 :

L'ensemble des hypercoupures élémentaires d'un ensemble E fini est

une base du groupe des hypercoupures.

En effet soit (A ; A) = (al 8y o aP 3 bl b2 cen bq) une hypercou-

pure quelconque de E :

(A3 A) = al()'a2() .,o.C)a.P donc l'ensemble des hypercoupures élé-
mentaires est un systéme générateur de Gy qui est irréductible car si on enle-
vait une hypercoupure élémentaire on ne pourrait pas obtenir 1'hypercoupure
(E; 9).

Théoréme 2 :

Les hypercoupures simples forment un systéme générateur de Gy

Démonstration :

Soit (A ; B) une hypercoupure quelconque non simple. On note

172
xes par rapport & R de A et de B. On a :

Al A2 ces AP et B. B, ... Bq les parties de E qui sont les composantes conne-

A=A {1 B, = B AuB=E ANB =0

P Q
i=1 j=1

AN Aj =@ i#] B, N Bj =9

et pour q > 2 sinon (A ; B) serait simple.



Si les hypercoupures (Ai H Ki) sont simples le théoréme est alors
démontré car : (A ; B) = Al@A2® ...@AP.,

Supposons qu'il existe au moins un k tel que'(Ak H Kk) ne soit pas

simple, Rk n'est pas connexe par rapport d R notons C., C Cr ses compo-

12 Coo eee

santes connexes.

Il existe un élément de A, en relation avec un élément de Cs sinon
un élément de Ci serait en relation avec un de Cj’ puisque E est connexe, mais
alors Ci et Cj sont dans la méme composante connexe de Ak' L'hypercoupure

(Cl 5 Cl) est donc simple puisque Cl = 02U . Cru Ak est connexe un élément

de Ak étant relié d un élément de Ci Vi=1, 2,..., r. On voit que

(Cl C2 teo Cr 5 A'k) nous pouvons donc obtenir

C,DC,®..-®¢C,
toutes les hypercoupures (Ai 5 Ai)
non simples par disjonction d'hy-
percoupures simples il ne reste
plus qu'a faire la disjonction des

A, pour obtenir (A ; B). E:

Remargue :

Si nous considérons (E ; @) comme une hypercoupure simple il est
inutile de considérer deux hypercoupures simples complémentaires puisque
(A3 AY®(E ; 8) = (A ; A) donc si un ensemble E (muni d'une relation R) &
h hypercoupures simples tout ensemble de % hypercoupures simples tel que 2
d'entre elles ne soient pas complémentaires est un systéme générateur de G

H
de tels ensembles sont appelés des ensembles suffisants d'hypercoupures sim-

ples il y en a 2 %



3 - DECOMPOSITION EN 2 SOUS-RESEAUX CONNEXES

3.1. Cas d'un réseau d'articulations.

3.1.1. Définitions.

Une coupure d'un réseau d'articulations connexe R(M, ‘§) est un ensemble

¢' < € de couples de connexions tel que

R(M, ¥ - ©') soit non connexe, ' étant minimal par inclusion en

ce qui concerne cette propriété.

Une hypercoupure d'un réseau d'articulations connexe sera une hyper-

coupure de l'ensemble des articulations M muni de la relation de jointivité ' .

Une fracture d'un réseau connexe est un ensemble d'articulations
M' € M tel que le sous-réseau engendré par M - M' soit non connexe, minimal

z

par inclusion en ce qui concerne cette propriété.
Une charniére est une fracture constituée d'une seule articulation.

Propriétés :

1 - Si toutes les hypercoupures élémentaires d'un réseau sont simples

le réseau est sans charnidre et réciproquement.

2 - Tout réseau connexe d'au moins 2 articulations a au moins deux
hypercoupures élémentaires simples puisqu'il a au moins deux articulationss

qui ne sont pas charnidres ([1] p. 192).



3 - Si un réseau est réduit 4 une chafne : tous les ensembles suffi-
sants d'hypercoupures simples sont des bases puisqu'ils ont m = |M| éléments

(il y a 2 m hypercoupures simples).

4 - Une coupure définit 2 hypercoupures simples complémentaires et
réciproquement 2 hypercoupures simples complémentaires définissent la méme
coupure, en effet une coupure fait apparaltre dans le réseau exactement deux
composantes connexes (sinon elle ne serait pas minimale) ayant donc des ensem-
bles d'articulations A et A complémentaires (A ; A) et (A ; A) sont bien des

hypercoupures simples. La réciproque est évidente.

3.1.2. Algorithme.

La propriété 4 de 3.1.1. permet de ramener la recherche des décompo-
sitions d'un réseau connexe en 2 sous-réseaux connexes, c'est-d-dire de ses
hypercoupures simples, 3 celle de ses coupures. En utilisant la propriété sui-
vante : (voir Eﬂ) une coupure est un ensemble minimal de couples de conne-
xions contenant un couple de connexions de chaque arbre complet du réseau, on

obtient un algorithme simple pour résoudre ce probléme.

Un arbre complet d'un réseau d'articulations connexe R est un arbre

(réseau connexe n'ayant aucun cycle) ayant pour articulations celles de R et

obtenu 3 partir de R en supprimant certains couples de connexions.

La propriété ci-dessus est alors évidente car un tel ensemble de
couples de connexions fait perdre sa connexité au réseau si on le supprime et

° ~

qu'aucun de ses sous-ensembles ne possdde cette propriété.



On représente chaque arbre complet du réseau par une somme de lettrés
chacune représentant un couple de connexions, on fait le produit des sommes ainsi
obtenues pour tous les arbres complets, on développe ce produit en considérant
les lettres comme des variables booléennes et en respectant les régles de calcul

de 1'algébre de Boole, chaque mondme obtenu définit une coupure, ([{]).

De nombreux algorithmes existent pour résoudre ce probléme notamment
d partir de la connaissance des cycles du réseau, mais nous sommes plus parti-
culiérement intéressé par 1'étude de ce probléme dans le cas d'un réseau de

noeuds et d'étoiles et il est intéressant de construire un algorithme spécifique.

3.2. Cas d'un réseau de noeuds et d'éioi]es.

3.2.1. Définitions.
Considérons un réseau connexe R(X, M) de noeuds X, et d'étoiles M.

Les notions ne faisant intervenir que les couples de connexions dans
le cas d'un réseau d'articulations sont inchangées pour un réseau de noeuds
et d'étoiles. Par exemple : une coupure d'un réseau de noeuds et d'étoiles est
un ensemble minimum de couples de connexions dont la suppression disconnecte le

réseau.

Les notions faisant intervenir l'ensemble des articulations peuvent
&tre dédoublées du fait de la bipartition de cet ensemble en noeuds et étoiles.

Nous pouvons ainsi définir une fracture-noeud (resp. &étoile) comme une fracture

du réseau de noeuds et d'étoiles considéré comme un réseau d'articulations et
n'ayant que des noeuds (resp. étoile), nous ne considérerons que les fractures-
noeud que, pour des raisons de commodité, nous appellerons fracture de réseau-

de noeuds et d'étoiles. De méme une hypercoupure d'un réseau de noeuds et

d'étoiles est une hypercoupure de 1'ensemble des étoiles muni de la relation :

deux étoiles sont en relation s'il existe au moins un noeud adjacent aux deux.
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A une hypercoupure simple (A ; A) de R(X, M) est associée une fracture
unique constituée des noeuds adjacents 3 au moins une étoile de A et une de A.
La réciproque est fausse car la suppression des noeuds d'une fracture peut dé-
composer le réseau en plus de 2 sous-réseaux connexes, -on peut alors associer
un ensemble d'hypercoupures simples & cette fracture. En effet si
Y = {a, b, ..., c} est une fracture de R(X, M), notons Rl’ R2,..., Rp les sous-
réseaux connexes de R(X, M) engendrés par les p composantes connexes de
R(X - Y, M). Toute décomposition de R(X, M) en 2 sous-réseaux connexes corres-

pondant @ une bipartition des Ri peut étre obtenue en dédoublant tous les noeuds

de Y. Si, par exemple, on veut décomposer R en

':
Rl RlUR2u ---URQ

en supposant Ri et Ré connexes

L. )
R2 R“lu «eo U R

p

il suffit de remplacer a, b,..., ¢ par a,, b e Cy dans R! et par

1’ 71 1

1
a5, b2,..., c2>dans R2.

Remargues :

1 - Les seules décompositions d'un réseau de noeuds et d'étoiles que
nous étudierons seront celles obtenues en fractionnant les noeuds d'une frac-

ture.

2 - Tout réseau connexe R(X, M) de noeuds et d'étoiles avec |M| 3 2
a au moins une fracture : celle constituée par tous les noeuds adjacents d une
&toile donnée et qui ne sont pas pendants. Un noeud est pendant s'il n'est
adjacent qu'a une seule étoile (ceci est faux dans le cas d'un réseau d'arti-

culations : un réseau d'articulations complet, c'est-3-dire tel que 2 articu-

lations quelconques soient adjacentes, n'a pas de fracture). .
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3.2.2. Représentation d'un réseau de noeuds et d'étoiles.

Un réseau de noeuds et d'étoiles sera donné par :

=<
I

= {a, by..., 2} ensemble des noeuds

=
1]

{1, 2,..., m} ensemble des étoiles

F = {Xl’ X2,..., Xm} Xi étant l'ensemble des noeuds adjacents 3 1'étoile i.

I1 sera représenté en machine (IBM 7044) par un ensemble de m mémoires

. icéme ‘o e s s
numérotées 1, 2,..., m un bit présent en j position de la mémoire i indi-
N SN
,iéme N .i8me
noeud est adjacent a la i é

quant que le j~ toile (si m > 36 on prendra

plusieurs mémoires en paralléle).

Exemple :
,_—v" 4 :
X ={a, b, c, d, e, £, g}
¢ M= {1, 2, 3, u}
3) et
F = {afg, ab, acd, bce}
|
'g fedcba
F en machine : 1 : [0 ..... 0!110000 1}
1
2 : [0 ..... 01000001 1|
)
3 0 ..... 0,000110 1|
1 "1 0]

4o 0 ..... 0000101

les positions 8 & 36 étant nulles puisque |X| = 7.
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3.2.3. Algorithmes pour rechercher les hyperconUres simples,

On supprime tous les noeuds pendants du réseau, F est alors le ta-
bleau des hypercoupures élémentaires h et des fractures associées minimales f
En effet il faut nécessairement fractionner tous les noeuds de fh pour obtenlr
une décomposition du réseau ayant h pour sous-réseau connexe. Le fractionnement
minimum est obtenu en dédoublant un noeud n de fh en : n, pour h et n, pour h.
En reprenant 1l'exemple précédent nous voyons qu'il est nécessaire de dedoubler
b et ¢ pour obtenir une décomposition de R ayant un sous-réseau connexe réduit

d 1'étoile 4

1°" Algorithme :

On génére toutes les hypercoupures 3 partir des m hypercoupures
simples et on ne conserve que celles qui sont simples. Cette méthode est trés
- ,g
longue car elle nécessite le calcul de 2 2' hypercoupures et on doit effectuer

2 x 2‘2| testsde connexité : elle ne sera pas utilisée.

pme Algorithme : .

I1 est basé sur la propriété suivante
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Propriéte :

Toute hypercoupure simple est la réunion d'hypercoupures simples dis-

jointes inférieures et d'une étoile d laquelle elles sont toutes jointives.

En effet soit (A ; A) une hypercoupure simple de R(X, M) il existe au

moins une étoile e €A liée 3 A, la suppression de e

His Hyserns Hr de A (r » 1), les H, sont des hypercoupures simples de R(X, M)

engendre une partition
disjointes et inférieures 3 A c'est-3-dire H.c A, et 1'on a
1 i- b

r
A={ Uy H., ek}.
i=1

P N
7 “""\
S
\ r/
N i
i ) W /‘\
. \ /
f::¥\ <7 e s \T\
. / N\
~ - n
A A

Si X, Xj # @ il existe une hypercoupure (ij ;....) ayant pour frac-

ture associée :
Xi U Xj - {les noeuds adjacents uniquement 3 i ou/et j}

on obtient ainsi toutes les hypercoupures séparant un sous-réseau connexe de

1

2 étoiles, on élimine celles qui ne sont pas simples.

Plus généralement pour obtenir les hypercoupures simples ayant k
€léments dans leur premier membre on associe q hypercoupures simples disjointes

(hi) déja obtenues ayant il’ ipseees iq €léments et une hypercoupure é&lémentair:
q

he de telle sorte que le sous-réseau ayant pour étoiles { U h., he} soit

i=] ’

connexe.
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Cette méthode est assez difficile 3 mettre en oeuvre, nous avons

programmé la méthode suivante.

3éme Algorithme :

On compléte le tableau F en cherchant comme précédemment les hyper-
coupures séparant un sous-réseau connexe de 2 &toiles mais on n'dlimine pas
celles qui ne sont pas simples. A partir de ces hypercoupures ayant 2 étoiles
dans leur premier membre et des hypercoupures &lémentaires on forme celles
ayant 3 étoiles dans leur premier membre et qui engendrent un sous-réseau
connexe etc...
sim=2p+ 1 on s'arréte lorsque l'on a obtenu les hypercoupures ayant
p étoiles dans leur premier membre
sim= 2p on s'arréte lorsque l'on a obtenu les hyperéoupures ayant p étoi-
les dans leur premier membre et contenant une méme é&toile. Lorsque la liste des
hypercoupures et de leur fracture associée est compléte il faut éliminer les

hypercoupures non simples, c'est-d-dire faire un test de connexité sur A si A
P D ’

est dans la liste.

Exemple :
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On note Mi l'ensemble des étoiles adjacentes au noeud i, Xi 1l'ensemble

des noeuds adjacents d 1l'étoile i.
F = {aci, abkj, bcdh, def, efg}
1 - On supprime les noeuds pendants (IMiI = l) et on forme le tableau

des hypercoupures Hi ayant 1 étoile dans leur premier membre et de leur frac-

ture associée F. d partir de F :

H F. H. F

1 1 1 1
1 ac 12 akc
2 ab 13——abdd
3 bed 23——aled
mn det Su——Pbedet——
5 ef u5 | def

T1 T

2 - Comme m = 5 on ne forme que les hypercoupures ayant 2 étoiles
dans leur premier membre, on obtiendra les autres en complémentant.
leinPj;é(zset siFys = Fyo Fy -L#@ avec L = {JLEFiUFj ;MchiUHj}
alors on ajoute 1l'hypercoupure Hi v Hj ayant pour fracture associée Fij on

obtient aini le tableau T2.

3 - Pour m quelconque d& partir de Th~l et de Tl on forme Th en fai-~

-~ [
sant comme en 2. On s'arréte lorsque l'on a obtenu toutes les hypercoupures

m . . .
ayant §-ét01les et contenant la méme étoile dans le cas ou m est pair, lorsque

l'on a obtenu toutes les hypercoupures ayant E(%) si m est impair.
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4 - Si A est une hypercoupure de l'un des Ti on la garde si le réseau

engendré par A est connexe sinon on la supprime.

En considérant les hypercoupures simples ainsi obtenues et leurs
complémentaires on obtient toutes les hypercoupures simples du réseau et leur

fracture associée.

Remargue :

Comme nous n'utilisons que T et T, pour obtenir T, si nous cher-

h-1
chons uniquement les hypercoupures simples ayant certaines propriétés, par
exemple une fracture associée ayant un nombre minimum de noeuds, aprés avoir

formé T, on peut €liminer toutes les hypercoupures de T ne satisfaisant pas

h-1
cette propriété.

3.2.4. Programmes.

Nous avons programmé le 3°me algorithme de 3.2.3. en utilisant la
représentation 3.2.2. d'un réseau qui limite 3 36 le nombre de noeuds de ce
réseau (on peut facilement généraliser tous les programmes en considérant plu-

sieurs mémoires en paralldle).

La procédure ARTI1 donne toutes les hypercoupures simples d'un réseau
connexe avec leurs fractures associées, la procédure ARTI2 donne : soit la
premidre hypercoupure simple ayant un nombre maximum d'étoiles parmi celles
ayant une fracture associée ayant un nombre minimum de noeuds,

soit la premiére hypercoupure simple de E(%a étoiles ayant une frac-
ture associée ayant un nombre minimum de noeuds. Les programmes sont ¢crits en

ALGOL et utilisent les procédures en MAP



- 17 -

entier procedure OU(A,B) ; valeur A,B ; entier A,B ;

commentaire : union logique de A et B

we

entier procedure ET(A,B) ; valeur A,B ; entier A,B ;

commentaire : intersection logique de A et B ;

entier procedure DO(A,B) ; valeur A,B ; entier A,B ;

commentaire : disjonction de A et B ;

entier procedure TD(A,I) ; valeur A,I ; entier A,I ;

commentaire : translation de I positions vers la droite de A

we

entier procedure TG(A,I) ; valeur A,I ; entier A,I ;

commentaire : translation de I pésitions vers la gauche de A

we

entier procedure BIT(A,I) ; valeur A,I ; entier A,I ;

commentaire : Iidme digit de A ;

entier procedure POIDS(A) ; valeur A ; entier A ;

commentaire : nombre de digits de A ;
procedure NULTAB(A,K) ; valeur K ; entier K ; entier tableau A ;

commentaire : cette procédure annule les K premidres mémoires du tableau A ;

Les programmes complets sont donnés en annexe. La procédure

ARTI1 a 1.000 unités syntaxiques, ARTI2 en a 1.067.

procedure ARTI1(F,M,N,AD,VA,H,TROP) ; valeur F,M,N ; entier M,N,H ;
entier tableau F,AD,VA ; etiquette TROP ;

commentaire cette procédure range dans le tableau AD de H mémoires les premiers »
membres des hypercoupures simples et dans VA leur fracture associée du réseau
connexe de M &toiles et de N noeuds définit par le tableau F. On va en TROP
si H > 1.000 ;



- 18 -

procedure ARTI2(F,M,N,HS,AHS,TEST,TROP) 3 valeur F,M,N ; entier M,N,HS,AHS ;
entier tableau F ; booleen TEST ; etiquette TROP ;

commentaire HS contient le premier membre de 1'hypercoupure simple ayant un
nombre maximum d'étoiles parmi celles ayant une fracture associée ayant un nom-
bre minimum de noeuds si TEST est vrai, sinon HS contlent le premier membre de
1'hypercoupure simple ayant M/2 &toiles et une fracture associée minimum. AHS
contient la fracture associde 3 HS. On va en TROP si un tableau T a plus de

1000 éléments. Le réseau est représenté comme en ARTI1 ;

La procédure DECP décompose un réseau connexe en 2 sous-péseaux connexes en
dédoublant les noeuds de la fracture assocife 3 une hypercoupure simple donnée.
procedure DECP(F,M,N,HS,F1,M1,N1,F2,M2,N2) 3 valeur F,M,N,HS ; entier
M,N,M1,N1,M2,N2,HS ; entier tableau F,F1,F2 ;

commentaire le réseau connexe (F,M,N) est décomposé en deux sous-réseaux

connexes (F1,M1,N1) et (F2,M2,N2), F1 ayant pour étoiles celles de HS hyper-

coupure simple du réseau ;

3.3. Recherche des composantes connexes.

A= (aij) étant la matrice associée 3 un réseau d'articulations :
c'est-d-dire aij = 1 si 1l'articulation i est adjacente 3 1'articulation
3, aij = 0 autrement (aii = 1) on peut soit rechercher la fermeture transitive
de A soit, ce qui est beaucoup plus rapide, procéder par fusion de lignes de A.
Si deux lignes de A ont une intersection non vide, on remplace l'une de ces
deux lignes par leur union et on supprime l'autre etc... Quand le processus .
s'arréte il reste des lignes correspondant chacune 3 une composante connexe,
les éléments de cette composante &tant indiqués par les 1 présents.
.

Nous avons programmé cette dernidre méthode dans le cas d'un réseau
de noeuds et d'étoiles avec la représentation usuelle. Le programme écrit en
ALGOL a 265 unités syntaxiques et utilise les procédures en MAP : OU, ET,

NULTAB déja décrites.
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procedure COMCNXE(F,M,IC,NC,SORT1) ; valeur M ; entier M,NC ;
entier tableau F,IC ; etiquette SORTL ;

commentaire cette procédure range dans le tableau F euvs. T0{.) ot 00140 0 A
Iiéme composante connexe du réseau (F,M) ayant MC composantes connexes. On va

en SORT1 si NC > 100 ou si l'une des composantes connexes a plus de 100 étoiles ;
Dans certain cas, seule la connexité ou la non-connexité d'un réseau
donné nous intéresserons, nous avons écrit une procédure prenant la valeur vrai

si le réseau est connexe faux autrement et basée sur la méthode précédente.

Ecrite en ALGOL cette procédure a 120 unités syntaxiques, elle utilise

les procédures en MAP : ET, OU.

booleen procedure CONEX(F,M) ; valeur F,M ; entier M ; entier tableau F ;

commentaire CONEX est vrai si le réseau (F,M) est connexe, faux autrement ;

4 - RECHERCHE DES FRACTURES MINIMALES D'UN RESEAU

4.1. Définitions. Algorithme de Malgrange (voir [5]).

On considére la matrice de connexion (M, M) du réseau (mij = 1 si les
articulations i et j sont adjacentes). Si un sous-tableau de cette matrice ayant

A, B pour ensemble de lignes et de colonnes est rempli de O la suppression de

A U B disconnecte le réseau donc A\ B est une fracture de R(A U B # M sinon R

ne serait pas connexe) la réciproque est évidente.

Le probléme de la recherche des fractures minimales sera simplifjé
par la connaissance des sous-tableaux maximaux (par rapport d 1'inclusion)
ou "premiers" n'ayant que des O pour éléments, il suffira de considérer parmi

ces sous-tableaux ceux ayant un nombre maximum d'éléments.
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L'algorithme de Malgrange résout ce probléme : il fournit les sous-
tableaux premiers remplis du méme &lément a d'un tableau rectangulaire ayant
I, D pour ensembles d'indices de lignes et de colonmes. Soit P 1'ensemble des
cases du tableau ayant la valeur a et Tl l'ensemble des sous-tableaux n'ayant

que des a.

(Il’ Ul) . (12, {72) € T, on définit deux opérations

(T, YDV (1, 4,) = (1,0 I, 4, a9 y.n Y, #¢

(IlnIQ, DlUDQ) Iln 12¢¢

(I, 9 A (1, 52)
On appelle couverture de P un ensemble

B - {(XIL’ Yi) e Tl} tel que V(xi, yj) e P il existe 2 tel que
X, exz et yj € YQ.

Tous les é&léments premiers de 'I'l s'obtiennent par V et A & partir

d'une couverture quelconque.

En effet soit (A, B) € T, nous allons montrer qu'd partir d'une cou-

{AB) e Tl avec XAB‘D A et YABDB'

verture on peut obtenir (XAB’

Posons A = {xl, Kpserrs X

r} B = {yl, Vosevos ys} et soit Y6 uhe couver-

ture de T.‘.

. . /o
I1 existe Cij 6 qul couvre (Xi’ y_‘,) Vii= 1, 2,..., 1

Vi=1, 2,000, 8

il

en posant Cl = cll A 012 A oo A cls .
¢, couvre (Xl’ Iy Vo +oo ys) de méme
Cp T Cpp ACpo A se0 A C o cOuvre (Xr’ Yy Iy cen ys) donc

€}V GV ... v C couvre (A, B).
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4.2. Simplification de 1'algorithme de Malgrange.

4.2.1. Treillis de 1'ensemble des parties du produit de 2
ensembles finis.

Soient I et ! deux ensembles finis. &(I) (r'esp.fp(d)) , ensemble des
parties de I, muni de 1l'union et de 1'intersection forme un treillis de Boole

331 (resp.932) avec l'ordre habituel :
X, y "'};l X2,V &= XUy =X

Le dual 93: est également un treillis de Boole : on notera son ordre
*
zﬂ:x,ye:.gg2 x}nyg:=) Xny = x.
Le produit cardinal (T, >/l) = (5/331, 2,) X (tb‘;, >4) est formé des éléments de

$(1) x 9(J) ordonné par :

(x ) 5 (% ) ET

1 Y1 2> Y2
(x5 51) 21 (555 7)) =% 2y %, et vy 37,

=Xy X =X et yiNny, =y,

T est un treillis de Boole (cette propriété se conserve par produit) dont les

opérations sont :

(x> v A (55 y) = (0% 770 7))
avec (xl, yl) > (x2, y2) = (xl, yl) v (x2, y2) = (xl"yl,)

1'élément nul est (§,4 ) en effet :V (x, y) e T :

WA (x,9) = Wax,90 %) =(¢,9)
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1'é€lément universel est (I, $) en effet : Y(x, y) erT
(L, PV (%, 9) = (Tux, day = (1, ¢).
Si |I] =pet 4] =g T a 2P g1éments.

L'ensemble S des atomes de T est :

S =,{(¢,U—yi) ;yied} U{(xi,U) 3 x; € 1}

en effet

(¢,’J—yi)>l(x,Y) & X =0 et J-y;c¥

si on veut un ordre strict Y = 7 le seul &lément inférieur a (¢, 9 - yi) est

o

donc bien 1'é1ément nul de méme : S
(xi,'J) > (X, V) X, DX et J € Y pour un ordre strict X = ¢.

Tout atome est &lément de S. En effet nous savons. que tout élément

V-irréductible d'un treillis de Boole est un atome et que :
Théoréme : (Th.5 p. 139 [2])

L'ensemble des éléments V-irréductibles d'un treillis distributif de

longueur finie n est d’opdre n.

T est de longueur p + q car il contient la chaine suivante :

@) < (x,U)< (x %590 oo (1,00 (1, 9 - yp) (I, )

or |S| = P + q donc S est bien l'ensemble des atomes de T.
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4.2.2. Cas particulier.

Si I et ) sont les ensembles d'indices d'un tableau ?g, notons T

1
l'ensemble des sous-tableaux decg remplis d'un élément unique a : Tl est un
sous-treillis de T si on admet que (X, 0) et (¢, Y) sont des &léments de Tl.
En effet V(xl, Y., (X, Y)) e T,

(Xl, Yl) v (X2, Y2)-= (Xl U X, YN Y2) sous-tableau rempli de a

(Xl, Yl)/\ (X2, Y2) = (Xl n X5 Yo u Y2) sous-tableau rempli de a

1
Ty étant un sous-treillis d'un treillis de Boole est distributif. Les éléments
v-irréductibles sont les éléments (¢, T - yi) Viel puisque ce sont des ato-

mes et (Xi’ Yi) Y, étant maximum (lignes de a).
En effet

(Xi’ Yi) = (A, B) v (C, D) entralne [A = x, ou

C

]
-=-

2

X

Si A = X, par exemple Y. étant maximum et BoY., B= Y. L'ensemble de ces
éléments est d'ordre p + q ce sont donc les seuls éléments V -irréductibles
d'aprés le théoréme précédent. Nous dirons qu'un élément (X, Y) de T, est
premier s'il est maximal par rapport d& 1'inclusion c'est-d-dire s'il n'existe
pas d'élément (X', Y') de Tl avec X'D X et Y'D Y,

4.2.3. Simplification de 1'Algorithme de Malgrange.

1

Tl est V -expressible 3 partir de ses &léments V -irréductibles donc en
particulier ses éléments premiers, T, étant distributif un élément de T, a une
expression irrédondante unique sous forme d'union d'éléments Vv -irréductibles,
les éléments (¢, 9 - yi) n'interviennent pas dans l'expression irrédondante d'un

€lément premier de T, -
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En effet soit (A, B) un élément premier de T,

(A, B) = (x5 Y.) v ¢, 9 - Yid Vo V(0,0 - Y;4) expression irrédondante

(Xl, Y;) =V (des é1éments v-irpéductibles de 1la forme (xi, Yi)).
(d), U-yil)v e e V(¢’Unyis)=(¢’v—yilu yi2U s Y yis)

(X35 YD v (0,9 - Yi3 ¥ ++-U y;) = (X, C) done X; = A

C=Yln(lj-yilu oooU yis)=B (U "’yilu LIS ins)DYl

sinon (A, B) ne serait pas premier puisque inclus dans (A, Yl).

les éléments V -irréductibles de T

Soient (Ci)i = 1...p , ¢

c; = (Xi’ Yi) X; € I. On forme c; Vv cj si Yi'n Yj # ¢ les éléments premiers

sont obtenus par union de ces éléments. (On a le méme résultat en considérant

les colonnes de a : (Xj’ yj) Xj maximum, et 1'intersection A).

Exemple :
0 1 01 1 1A I=(A, B, C, D)
1 01 0 0 ofB J=(a, b, c,d, e, f)
qg = 01 0 1 1 o|c
0 110 0 1|0
a b c d e f
¢, = (A, bdef) ¥ cpv cyv C, = (ACD, b) x
¢, = (B, ac) x
ey = (C, bde) les éléments premiers sont marqués par une
¢, = (D, bef) X croix. .
cy Vv ey = (AC, bde) x Chaque élément n'est calculé qu'une fois,
ey v c, = (AD, bf) X , 1'idempotence des opérations &vite des calculs
c,v ¢, = (BD, c) x inutiles et on n'utilise qu'une opération.
¢z v ¢, = (CD, b)
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Remargues :

Lorsqu'on utilise 1l'algorithme de Malgrange la couverture de départ est

généralement celle constituée par les lignes (ou les colonnes) de a.

D'autre part si on considére une couverture quelconque en utilisant
uniquement l'opération A (resp.V ) on peut obtenir la couverture constituée des

lignes (resp. colonnes) de a, la démonstration de 1l'algorithme est donc évidente.

Exemg]e : recherche des fractures minimales du réseau R.

1 1 o o0 o 1]
1 1 1 1 0 2
5 M=
3 0o 1 1 1 1 3
R: 9 O 1 1 1 0 4
o o 1 0 1 5]
1 2 3 L 5
A u
¢, = (1,3u45) «x clv c, = (12,5) CiV CyVv cg = (124,5) x
c, = (2,5) c,v cg = (14,5) Cgv oV cg = (345,1)«
cy = (4,15)x c Vv ¢ = (15,4)
c, = (3,1) Cyv Cy = (24,5)
cg = (5,124) % cqv ¢ = (34,1)
cqV cg = (45,1)
¢,V ¢ = (35,1)

les éléments premiers sont marqués par une croix, les fractures minimales sont

{2} et {3}.

(I1 était inutile de calculer les V de 3 éléments puisque les V

~
. éme
de 2 éléments n'avaient qu'un élément comme 2 membre ).
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CHAPITRE II

DECOMPOSITION D'UN RESEAU D'ARTICULATIONS EN K SOUS-RESEAUX CONNEXES

1 - RESEAU REGULIEREMENT DECOMPOSABLE

1.1. Définitions.

Un réseau connexe R de m articulations (al, Bpseees am) est dit

régulidrement décomposable si on peut ordonner ses articulations de telle sorte

que :
\
(al 38, .. am)
(al a, 3 -.. @ ) o
(al @y eee @ 13 am)

/
soient des hypercoupures simples de R.

R est totalement décomposable si quel que soit l'entier k O gk g m

on peut trouver une décomposition de R en q + 1 sous-réseaux connexes

s 4
(Ri)i=l,2,...,q+l avec : m=gq-+*k+r r <k
IR,

i

L3

=k i=1,2,..., q

|Rq+l| =r

L ‘
La puissance d'un sous-réseau est égale au nombre de composantes

connexes engendrées lorsqu'on le supprime.
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1.2. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un réseau
d'articulations soit réguliérement décomposable.

Théoréme 1 :

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un réseau connexe R
soit réguliérement décomposable entre 2 articulations a et b est qu'il existe
un couple d'articulations (a, b) tel que :

quel que soit m g R il existe une chaine élémentaire (amb).

La condition est nécessaire. En effet supposons que R soit réguliérement décom-

posable entre les articulations (a, b) et qu'il existe m & R tel qu'il n'existe

pas de chalne élémentaire (amb).

N

Considérons la liste des HS : (ay «eoes b)
(ac 3 «... b)

(ac voem 3 oo.d ... b) = H

©® e s 0 00 e 00000000000 000000

(ac «v.m ... 3 b)

le sous-réseau engendré par le 1°" membre de H est connexe il existe donc une
chalne élémentaire (am) = u, soit d un élément du 2™ rembre de H adjacent 3 m
i} existe une chaine &lémentaire (db) = v constitué uniquement d'éléments du
2°™® membre de H : pv est une chaine élémentaire de R joignant a & b en passant
par m il y a donc contradiction. ' :

%

La condition est suffisante : soit (a, b) un couple satisfaisant & la condition.
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(1) - (a3 .....) est une HS sinon : soient Cl et 02 deux composantes
connexes engendrées par la suppression de a, Cl contenant b par exemple. Si m
est une articulation de 02 il n'existe pas de chaine &lémentaire (amb) il y a

donc contradiction.

(2)—Cmmﬁ&wﬁlmehnwmm@mesmmhli=£a.“.5‘”..M,

c c,’
1 2

Nous allons montrer qu'il existe a e C, et adjacent d un &lément de
Cl tel que 1l'on puisse joindre tout &lément c € 02 a b dans 02 sans passer par

a, c'est-3-dire que 1'hypercoupure (Cl a 3 02 - a) est simple.

Considérons o € C2, adjacent a Cl avec dc (o, b) maximum.
2
(dc (x, y) représentant la longueur d'une plus courte chalne de ¢, joignant
5 .

x a y).

Si toutes les chalnes joignant ¢ 2 b dans 02 passent par o il existe
une chalne p = (ac) qui ne passe pas par o puisque, par hypothdse, il existe

une chaine élémentaire (acbh). Soit a' la premiére articulaticn de C2 sur

u = (ac), on note v la scus-chaine (a'c) de U. Il existe une chaine de C2
€ = (a'b) qui ne passe pas par o sinon d, (a', b) > do (o, b) donc VE est
T2 2 ¢

une chalne de c, qui joint ¢ d& b sans passer par a.

(3) - A partir de 1'hypercoupure simple (a ; .... b) (2) nous permet

de construire une liste d'hypercoupures simples satisfaisantes.
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Proprieté 1 :

Si un réseau est réguliérement décomposable il a au plus deux arti-
culations pendantes (qui sont les articulations (a, b) entre lesquelles le réseau
y'a est réguliérement décomposable). En
effet il n'existe pas de chaine élémen-
taire (xay) quels que soient X, y € R
X # a ety # a. Si nous supposons que
c X = a par exemple il n'existe pas de
chaine élémentaire (aby) quel que soit ye R y #b si y =Db il n'existe pas

de chaine élémentaire (acb).

Prqgriété 2 :

Si un réseau a une charniére de puissance » 3 il n'est pas réguliére-
ment décomposable.
En effet 1l n'existe pas de chalne &1é-

mentaire (abc) par exemple :
¢
‘V aeR

.4\/ beR

1

2
\/c € R3

L

1.3. Propriété des charniéres d'un réseau réguliérement décomposabie.

Lemme :

Si trois articulations ajs @y, M d'un réseau connexe sont telles .,

qu'il n'existe pas de chalne élémentaire (a, m a2) alors il existe une charniére

1
c de R séparant (al, a2) et m.
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En effet : d'aprés le théordme 2 de 3.1.3. les articulations
dy» @5, m me sont pas dans un méme sous-réseau connexe sans charnidre. Si R n'a
u'une charniére c elle fractionne donc (a. a m) c'est-d-dire que l'on a 1'un
1 %2 E

des 3 cas suivants :

~ c Fgune 4.
-4 -3

le théoréme est alors vrai car dans le cas -1- c sépare (al a2) et m dans les
cas 2 et 3 il existe une chaine &lémentaire (al m a2) supposons que le théoréme
soit vrai lorsque R a au plus k charnidres et considérons un réseau de k + 1
charniéres nous avons de nouveau les 3 cas de la figure 1., Dans le cas 1 le
théoréme est vrai, dans le cas 2 (idem pour 3) s'il n'existe pas de chafne &é1&-
mentaire (al m a2) c'est qu'il n'existe pas de chaine é&lémentaire (al mc) or le
réseau R' a k charnidres on peut donc appliquer 1l'hypothése de récurrence :
il existe une charnidre c' de R' séparant (al c) de m (figure 2) mais alors c'

sépare bien (al a2) et m dans R.

f?gxut: 2 R’ :
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- Théoréme 2 :

Un réseau connexe sans charniére de puissance » 3 est régulidrement
décomposable entre a et b si et seulement si toutes ses charnidres séparent

a et b.

La condition est nécessaire : supposons qu'il existe une charnidre c de R ne sé-

parant pas a et b : il existe pas de chalne élémentaire (amb) quel que soit m

élément de la composante ne contenant ni a ni b (figure 3).

F%aune.'3 -

La condition est suffisante : nous allons démontrer que si toutes les charnidres

de R séparent a et b il existe une chaine élémentaire (amb) quel que soit m e R.

Considérons une charniére c de R :

- %o

-~

s'il n'existe pas de chaine élémentaire
(amb) ceci entraine qu'il n'existe pas
de chaine élémentaire (amc) donc que le

sous-réseau R' a une charnidre c' sépa-

rant (ac) de m, c'est-d-dire que R' a la

forme suivante (figure 4)

R’ whe. 4' - . . N -
% C) mais alors c' qui est une charniére de R
, ne sépare pas a et b ou est de puissance

R: 2 3 11 y a donc contradiction (figure §5)

%

La démonstration est identique dans le cas od 1'on prend m dans 02.

—
Flgure O -
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Les théorémes 1 et 2 nous permettent de savoir simplement :

- si un réseau est régulidrement décomposable

- les articulations extrémes par rapport auxquelles il est régulidre-

ment décomposable,

- d'obtenir une liste d'HS convenant dans le cas favorable.

1.4. Algorithme de reconnaissance d'un réseau réguliérement
décomposable.

(1) - Si R a plus de deux articulations pendantes R n'est pas régu-

liérement décomposable sinon aller en (2).

(2) - Si R a une charnidre de puissance 3 3 R n'est pas réguliére-

ment décomposable sinon aller en (3).

i i)

| (3) - En notant,(ci)ieI les charniéres de R et (Cl, c, jep Les compo-
santes connexes qu'elles engendrent on pose : :
A = Ncr B, = Nect
3 k 3
ie1I iel
1 =1ou?2 j'=1sij =
j'=2si§=1
tout coupie,(a, b) ae A be B, convient (si |I] = n on a Rt intersec-

tions & envisager).

(4) - Ayant un couple de points extrémes la démonstration du®théoréme

1 nous fournit une liste d'HS.
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les charnidéres sont 1, 2, 3

ci = (8, 9) c; = (2,8, 4,5,6,7)
ci = (6, 7) cg = (1, 3, 4, 5,8, 9)
ci = (4, 5) cg = (1, 2,6, 7,8, 9)

I1 n'existe aucun couple de points séparés

par toutes les charniéres

1 2 3 _ 1 2 3 1 2 3.
Cncnc =¢cncinc =cncinc =09

1.5. Réseau sans charniére.

Théoréme 3 :

Un réseau connexe est sans charniére si et seulement si il est régu-

liérement décomposable d partir de tout couple d'éléments.

La condition est nécessaire : si R a une charniére c engendrant les composantes

C

connexes C (c 3 ....) n'est pas une hypercoupure simple donc R n'est

1o Cosennee
réguliérement décomposable d partir d'aucun couple contenant c.

La condition est suffisante : Nous allons construire une liste de HS satisfai-

santes 3 partir d'un couple quelconque (a, b) * (a 3 .... b) est simple puisque
le réseau est sans charnidre, nous raisonnons par récurrence sur le nombre

d'é1éments dans le 1°° membre. Supposons que (a ap + @, 5 eees b) = H soit
/ S/ 13

Y Cv
Cl 2
simple et notons Cl et C2 les sous-réseaux connexes engendrés par les deux mem-

bres de H.
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On note (bi)ieI les éléments de C, adjacents & au moins un élément de C, et # b.
Nous raisonnons par l'absurde en supposant

qu'il n'existe aucun bi tel que

[ x4 (a, ... a b, ; ) soit simple.
\H}zg 1 r, i’ P
Ok
R Cl
Cﬁ,
Si(a ... a bl 3 ... b) n'est pas simple (a ... a, ;bl ... b) étant
cl C:l

simple ceci entralne que b, est une charniére de C, dont la suppression détermin
au moins 2 composantes connexes ‘81 et *82.
Dans %21 et dans %22 il existe au moins un

bi sinon b, serait charnidre de R ce qui

1
est contraire & 1l'hypothése. Si b €‘62

par exemple le nombre bi € ‘81 est stric-
tement inférieur au nombre de b, éléments

de C2, s'il n'existe pas de b, tel que

k
(C, b, 3 ....) soit simple ce nombre de
17k P

bi deviendra nul et le dernier bi considéré sera une charnidre de R ce qui est

contraire 3 l'hypothdse.
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Théoréme 4 :

Un réseau R est sans charnidre si et seulement si quels que soient

trois articulations a, b, c de R il existe une chatne &lémentaire (abc).

Evident d'aprés les théordmes 1 et 3.

Remargue :

La démonstration des théordmes 1 et 3 n'a pas nécessité l'utilisation
du théoréme de Menger (voir [I] p. 192) nous pouvons ainsi retrouver toutes les
propriétés habituelles des réseaux sans charnidre sans utiliser le théordme de

Menger qui est de démonstration délicate.

Nous démontrons, & titre d'exemple, la propriété suivante des réseaux

sans charniére :

Propriété :

Par deux éléments quelconques d'un réseau sans charnidre il passe un

cycle élémentaire.

En effet soient a, b € R supposé sans charnidre. Considérons une arti-
culation ¢ adjacente 3 a, d'aprds le théoréme 3 il existe une chafne &ldmentaire
(abc) = u donc un cycle élémentaire passant par a, b qui est égal d u suivi d'un

couple de connexions joignant c 3 a. , :
’l"o .
’ .

’
’
a
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Dans le cas ol le réseau est fermé (toutes les connexions sont éléments

d'un couple) on trouve dans (Bﬂ) la démonstration directe Jde
Si par deux éléments quelconques d'un réseau il passe un cycle élémen-
taire alors par deux couples de connexions quelconques il passe un cycle élémen-

taire.

1.6. Quelqdes propriétés.

1 - Si un réseau a une chaine hamiltonienne (chatne &lémentaire pas-

sant par toutes les articulations du réseau).

- Il est régulidrement décomposable entre les extrémités de la chatne

hamiltonienne.

- Il est totalement décomposable. En effet soit C = 3 38 .... a une
chaine hamiltonienne du réseau toute bipartition de cette chafne correspond 3
une hypercoupure du réseau qui est donc simple de méme le réseau est totalement
décomposable car toute partition de la chatne C est une décomposition en sous-

réseaux connexes de R.

2 - Un réseau sans charnidre n'est pas nécessairement totalement

décomposable : Rl n'admet pas de 2-décomposition.

Ry
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3 - Un réseau totalement décomposable n'est pas nécessairement régu-

liérement décomposable : R2 a une charniére de puissance 3, 5, il est cependant

totalement décomposable :

(12, 34, 56, 7) k =2
(123, 567, u4) k =3
(1234, 567) k =4
(12567, 34) k =5

2-décomposition de R 3-décomposition 5-décomposition

2

et U4-décomposition

1.7. Cas d'un réseau de noeuds et d'étoiles.

On peut définir un réseau R(X, M) de noeuds et d'étoiles réguliérement
décomposable de la méme fagon que pour un réseau d'articulations, tous les ré-

sultats obtenus sont valables en remplacant "articulation" par "étoile".

R(X, M) réseau connexe de noeuds et d'étoiles est réguliérement dé-

composable si on peut ordonner ses m étoiles (el, €pseees em) de telle sorte
que :
N\ [

(el 3 seen em) soient des hypercoupures simples.

(el €y 3 en em)
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Le théoréme 1 de 1.2. devient :
Théoréme 1' :

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un réseau connexe de
noeuds X et d'étoiles M soit régulidrement décomposable entre 2 étoiles a, b

est qu'il existe un couple d'étoiles (a, b) tel que :

quel que soit m € M il existe une chaine élémentaire (amb).

La démonstration est identique & celle du théordme 1.
Théoréme 2' :

Un réseau connexe de noeuds et d'étoiles sans &toile charniére de
puissance 3 3 est régulidrement décomposable entre a et b si et seulement si

toutes ses étoiles charnidres séparent a et b.

On peut ainsi transposer facilement tous les résultats sur les pé-
seaux d'articulations aux réseaux de noeuds et d'étoiles, notamment aux réseaux

de noeuds et de branches.

ProEriété :

Un réseau série-paralléle entre deux noeuds a et b est réguliérement

décomposable entre a et b.

En effet si R est série-paralldle entre a et b quelle que soit la
branche o de R il existe une chatne élémentaire -joignant a & b et contenant
a (Eﬂ, chapitre V) donc quel que soit le noeud c de R il existe une chalne
élémentaire (acb), d'aprds le théoréme 1 R est bien réguliérement décomposable
entre a et b. Le théoréme 2 nous . permet de retrouver que toute charniére d'un
réseau série-paralléle. entre a et b sépare a et b et qu'un réseau série-

paralléle n'a pas de charnidre de puissance > 2.
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On obtient simplement des décompositions réguliéres d'un réseau
série-paralléle entre a et b en considérant successivement les noeuds 3 la dis-

tance 1 de a, puis 2 etc...

Exemple : \

(a 3 veve. b)
(aly ..., b)
(a 123 3 ... b)
(a 1234 3 ... b) s

(a 1234567 3 ... b)

e 0 e s 00 0000000000000

(a12 .... 9 ; 10 ; 11, b)

® 0 s 00000 00000000000 000000

(a 12 .... 11 ; b)

2 - DECOMPOSITION EN K SOUS-RESEAUX CONNEXES

2.1. Borne supérieure du nombre de décompositions.

Tout réseau connexe R ayant m articulations admet au moins une décom-

position en k sous-réseaux connexes quel que soit 1 g k & m.

En effet il existe au moins deux articulations non charniére (Eﬂ
. . . 3 s
p. 192) soit a 1l'une de celles-ci (a, R - a) est une décomposition de R en 2
sous-réseaux connexes on peut recommencer k - 1 fols sur R - a puisque

1 ¢k gm. (I1 existe une décomposition uniquement si k = m).
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. . . m
Considérons un réseau complet de m articulations et notons D, le

nombre de ses décompositions en k sous-réseaux connexes : il est égal au nombre

de k-partitions distinctes (pas par l'ordre) d'un ensemble de m objets

m-1
(1) D = S z cq x pd cette borne supérieure est exacte puisqu'

K m o k-1 P puisq
q=k-1

atteinte pour un réseau complet.

En effet soit M un ensemble de m objets et (A ; B) une bipartition de M avec
Al =q¢ m-13%q3k-1 et |B] =m - g ilya Cg fagons de choisir
A et Dg_l décompositions possibles de A en k - 1 sous-réseaux connexes mais
alors chaque k-partition sera obtenue k fois puisqu'on ne tient pas compte de

1l'ordre des termes.

Quelques valeurs particuliéres

D;O = 511 Dg L]
n-1 n
Déo = 9.330 Dg = '22 t 1
) n n n-1
10 _ n_ 4t 33 ooy J 1
D, = 14.u22 D) = i

2.2. Propriété Générale.

Toute décomposition en k + 1 sous-réseaux connexes

Pryr = {Rps R

} d'un réseau connexe R peut-&tre obtenue 3 partir de k
k+1 v v

o 3 e Reg

hypercoupures .simples de R (Ci)n x par la formule suivante :

l=l,2,e.., [



(2)
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= - - ] \ 1
Pyl {cl, Cy = Cisenes G - (Clp vy G )5 CynC gN eee C k}

réciproquement & partir de k hypercoupures simples (Ci)i_l i de R, que 1l'on
il ’...,

peut ordonner de telle sorte que :

4

c,-¢c #¢
-
Ck - (Clu ...U Ck‘-l) # ¢ ,
1 1 !
ct.n Cly «..n Chy # ¢ et connexe
\

on obtient une décomposition en au moins k + 1 sous-réseaux connexes de R.

Démonstration :

Nous raisonnons par récurrence sur k sur le réseau condensé associé a
la décomposition. Si k = 1 la propriété est vraie : en effet une HS de R, dif-
férente de (M ; ¢), définit une décomposition en 2 sous-réseaux connexes ; sup-

posons la propriété vraie quel que soit p ¢ k et soit :

Pre1 = {r

condensé associé (|R

1° RQ,.,,, Rk+l} une décomposition ayant RC pour réseau
C| =k + 1), I1 existe au moins un é&lément R, de Ra
R, - R, soit connexe, supposons, par exemple, que ce soit R i+ La partition

P =4R., R ,..., R de R - eut &tre obtenue d partir de k - 1 HS de
1’ 2 K +1 P P

tel que

k
R - Rk+l : (Ci)i=l,.,.,k—l si ces hypercoupures sont également simples dans R :

H. = C, Vigk-1
1 1 bd

He =R

on a k HS de R quidéterminent P

K4l P (2). si Ci est non simple dans R,

] . 1y Z a2 v _" .
Rk+l n'est adjacent qu'a des éléments de Ci donc (Ci Rk+l 3 Ci) est simple dans

R.
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Si & est le plus petit i tel que CZ ne soit pas simple en posant :

. C. Vi<
1 1

L Rk+l

< =
H2,+l Rk+l cl

jas)
n

jax}
1}

. . . .
Rk+l Ci si Ci n'est pas simple dans R i>2

Hi+l

C. autrement
\_ 1

cette liste d'HS de R permet bien d'obtenir P avec (2).

k+1

Remargues :

Un grand nombre de suites distinctes d'hypercoupures simples satis-

faisant 3 la condition précédente pourront donner la méme décomposition. Par

exemple pour k = 3 :

Ol
> 2
(@l
N
"
~~
(@]
N—
1
~
(@]
(@l
N
I
(@]
’_I
'3
(@]
N
D
(@]
'.—l
N
|

Pour k > 2 il est difficile de savoir si deux suites distinctes
conduiront aux mémes décompositions ce qui fait que 1'utilisation de (2) est

rapidement limitée par le nombre de HS de R et par k. .
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2.3. Réseau condensé réguliérement décomposable.

Nous dirons que k HS (C,)._ forment une chaine si on peut
i'i=1,2,...,k

les ordonner totalement par inclusion de leur premier membre. Toute décomposition

Z

en k + 1 sous-réseaux connexes ayant un réseau condensé régulidrement décompo-

sable peut-&tre obtenue par (3) (C,)._ étant une chalne de k HS avec
K : i"1=1,2,...k

U C, #R:

i=1 *

(3) Pryp = {cl, Cp = Cyseres & = Cp 1, ck}
k
avec cicci+l Vic<k °U Ci # R

i=1

En effet si le réseau condensé a pour ensemble d'hypercoupures

simples
\
(a; ... Db) on prend ('Cl = a
(a a; 3 .- b) [ C2 = a a;
©eeeo0e0cecoeo e < ce e es s e
(a a cee @ g bﬁ C, =aa ...“ak_l
Remarque : N

Un réseau réguliérement décomposable peut conduire 3 une décomposition

n'ayant pas un réseau condensé associé régulidrement déccmposable :
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n'est pas régulidrement

décomposable

R est sans charniére

Nous scindons le probléme initial en 2 :

a) Etude des décompositions ayant un réseau condensé réguliérement

décomposable.
b) Etude des autres décompositions.

La condition pour une suite de HS d'@tre une chaine est beaucoup
plus restrlctlve que la condition de la propriété générale 2.2. Il n 'y a pas

de test de connexité d faire sur le dernier terme qui est égal 3 C ses rai-

K
sons font que 1l'étude des décompositions ayant un réseau condense associ

réguliérement décomposable est moins compliquée que 1%érude des autres.

Pour &tudier les autres décompositions il est inutile de chercher
tous les réseaux connexes de k articulations non réguliérement décomposables,
en effet les HS d'un réseau partiel sont des HS du réseau. Le seul arbre ré-
gulieérement décomposable étant la chaine on part d'un arbre & k &léments (dif-
férent de la chalne) et on construit les réseaux non réguliérement décomposa-

bles en lui rajoutant des couples de connexions. ¢
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Le seul arbre ayant 3 &léments est la chaine : il n'y a pas de dé-
composition du type b). Toutes les décompositions en 3 sous-réseaux connexes

d'un réseau connexe s'cbtiennent par la formule simple (3).

k = 4,

“ A
i
Le seul arbre différent de la chaine est (:}-.
A3
On voit facilement que c'est le seul réseau de 4 &léments“hon régulidrement
décomposable. Pour les décompositions de type b) il suffira d'étudier les en-

sembles de 3 HS Al, A A3 telles que

2’

AN Ay = AN A =AN A3=¢ AU A U Ay # M

les A, n'étant pas 1iés entre eux.

k = 5, 4

Deux arbres sont différents de la chaine

un autre réseau est non régulidrement décomposable

!

RA [

On peut encore étudier simplement les décompositions du type b) :

- Chercher 4 HS disjointes deux 3 deux, ayant une union différente de

M et telles que 2 d'entre elles au plus soient lides (Rl et R'l).
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- Chercher 4 HS trois d'entre elles &tant disjointes 2 & 2 et non

liées, la dernidre étant lide 3 une seule des trois autres et la contenant.

I1 existe 5 arbres non régulidrement décomposables et conduisant 3

s
de nombreux réseaux non régulidrement décomposables la méthode devient lourde.

Exemple :
A 3
R Nous cherchons toutes les décompositions en 3
T sous-réseaux connexes de R.
R: 5
4
liste des hypercoupures simples de R : (1 ; 23u5)
I1 y a donc 7 décompositions distinc- (3 5 12u45)
tes en 2 sous-réseaux connexes. (4 3 1235)
HS "(5 3 1234)
(12 ; 345)
(34 3 125)
qus 5 123)

L'un des sous-réseaux connexes contient 1 et a au plus 3 éléments,
ces sous-réseaux nous sont donnés par la liste HS ce sont 1, 12, 123, 125. Dans
chaque cas il ne reste plus qu'd partager le reste en 2 sous-réseaux connexes

on a les chalnes d'hypercoupures simples suivantes

(1, 12) (1, 123) (1, 125) (1, 1234) (1, 1235), (1, 12u5)
(12, 123) (12, 125) (12, 1234) (12, 1235) (12, 1245)
(123, 1234) (123, 1235)

(125, 1235) (125, 12u45)
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On obtient ainsi 11 décompositions contenant toutes les décompositions

en 3 sous-réseaux connexes

(1, 2, 3u5) (3, 4, 125) (4, 5, 123) (5, 34, 12)
(1, 23, 45) 45352

(1, 25, 34) ' (3, 45, 12)

(1, 235, 4)

(1, 234, 5)

(1, 2u5, 3)

La décomposition barrée est une décomposition en 4 sous-réseaux
connexes : R a 10 décompositions distinctes en 3 sous-réseaux connexes. (Pour
les trouver il suffit de faire un test de connexité sur le sous-réseau inter-

médiaire car si la partition est donnée par (Cl, c, -¢C

) 10 62) C. et C, sont

1 2
connexes.

2.4. Décomposition en sous-réseaux connexes de méme rayon.

2.4.1. Position du probléme.

x

Soit R un réseau connexe de m articulations et de rayon

p = min max d(x, y) la distance entre deux articulations étant mesurée par la
Xe€R yeR

longueur de la chaine élémentaire la plus courte les joignant. Un élément x réa-

lisant ce minimum est appelé un centre de R.

Probléme 1 :

13

Chercher & décomposer R en un certain nombre de sous-réseaux connexes

de méme rayon r < p.



Ce probléme n'a pas toujours de solution quels que soient r et R ;
par exemple il est impossible de décomposer le réseau ci-dessous en sous-

réseaux connexes de rayon 2 :

P {
& v R:| o=3
| r = 2
d —
cl~a
02 =D
. \.

Le probléme que nous allons résoudre sera le suivant :
Probléme 2 :

Chercher toutes les décompositions d'un réseau connexe en un nombre

minimum de sous-réseaux connexes ayant un rayon < r < p.

Un ensemble d'éléments C = (Ci)ieI de R est une r-couverture de R si

tout &€lément de R est 3 une distance ¢ r d'un c; -
Théoréme : (voir [3])

Un ensemble d'éléments C est une r-couverture de R si et seulement si

r
c'est une l-couverture de R .

r P
R™ &tant le réseau ayant pour éléments ceux de R, deux &léments &tant

adjacents s'ils sont 3 une distance ¢ r dans R.

La connaissance des l-couvertures (ensemble extérieurement stable)
minimales de R” nous donne les r-couvertures minimales du réseau donc tous les
systémes minimaux de centres de sous-réseaux de rayon § r. Pour résoudre le
probléme 2 il ne nous reste plus qu'a savoir comnstruire toutes les décompositions

de R associées 3 un ensemble de centres.
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2.4.2. Algorithme.

- Les l-couvertures s'obtiennent en représentant chaque élément du
réseau par une lettre en écrivant l'ensemble des éléments adjacents 3 x & R
sous forme d'une somme de lettres, on fait ensuite le produit de toutes les som-
mes obtenues quand x parcourt R : les plus petits mondmes obtenus en développant

ce produit sont les ensembles extérieurement stables minimaux de R (voir Dﬂ).

- Soient (ci)i_l . un ensemble de centres. On construit les sous-
_,.Ol’

réseaux connexes maximaux (Ri)i_l . de centre c. et de rayon r. S'ils sont
- ,ll.’
disjoints 2 a 2, ou si les seuls points communs sont des s il existe une seule

solution, sinon il faut envisager toutes les décompositions.

I1 ne reste plus qu'd résoudre un probléme de couverture en écrivant
sous forme de somme les réseaux contenant une articulation en faisant le produit
de ces sommes pour toutes les articulations et en ne conservant que les plus
petits mondmes. (On peut utiliser pour cela les algorithmes de recherche des

bases premiéres d'une fonction booléenne).

aExemg]e :

R: On cherche & décomposer R en un' nombre
‘% b 00 . . 2
minimum de sous-réseaux connexes de
? = & rayon 1.
= e

les ensembles extérieurement stables minimaux de R sont donnés par :

(atb+f) (atb+c) (c+b+d) (d+ct+e) (e+d+f) (f+e+d) = ad + cf + be +...



- 50 -

les systémes de centres sont : (a, d) (¢, f) (b, e) ils conduisent a des sous-

réseaux disjoints il y a donc 3 décompositions satisfaisantes
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CHAPITRE III

RESULTATS GENERAUX SUR LES ECRITURES DES FONCTIONS BOOLEENNES

1 - PRINCIPE DES METHODES

1.1. Position du probléme. Définitions.

Toute fonction booléenne simple est représentable par une infinité
d'expressions (parenthésées) utilisant les opérateurs somme (S) et produit (P)

d partir des variables a, b,... et des variables complémentées a', b',...

Nous appellerons expression en S et P d'une fonction ¢-booléenne simple

+ ¢ £ une expression d'une fonction booléenne g compatible avec

I 1 H

gt

Une expression en S et P d'une fonction s'obtient en faisant des pro-
duits de plusieurs lettres, puis des sommes de ces expressions et ainsi de suite
un nombre fini de fois. La suite alternée des symboles des opérations (S ou P)

d effectuer, pour obtenir une expression E, &crite de la droite vers la gauche

s'appelle la signature de E.

&

On peut représenter une expression en S et P par un réseau d'opérateurs

arborescent d'une fagon biunivoque, (& un isomorphisme prés) en opérant comme
pour la recherche de la signature d'une expression 3 partir des lettres apparais-
sant dans un produit, mais en remplagant un opérateur O (S ou P) par une boite
ayant pour entrées ses opérandes Ol’ 02,... et pour sortie la foncticn

O(Ol, 02,.,.) et en n'utilisant qu'une fois chaque sortie d'opérateur.
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On peut également représenter une expression en S et P par un rése

de contacts série-paralldéle entre une entrée et une sortie en considérant un

contact par apparition de lettres : le réseau du produit (somme) de deux exp
sions étant représenté par la mise en sépie (paralldle) des réseaux des expr

sions,

Exemgle :

L'expression® = (at+b)c + [ka+b)d + e] f de la fonction

F = ac + bc + adf + bdf + ef a pour signature z(E) = SPSPS

son réseau d'opérateurs arborescent associé est Rp, un réseau de contacts Cq

le nombre de couches de RB est égal au plus grand nombre d'opérateurs travers

par une méme variable (longueur d'une chatne maximale issue du dernier opérat

c'est-d-dire au nombre d'éléments de la signature de E.
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Pour comparer la complexité de deux expressions réalisant une méme
fonction il faut attribuer un colit & une expression. Les fonctions codt généra-

lement considérées sont les suivantes

¢y - nombre total de lettres de l'expression (nombre de contacts de CE)
¢, - nombre d'opérateurs de Rp

Cy - nombre total d'entrées de RE

Si l'on considére une réalisation d'une fonction par un réseau d'opéra-

teurs ou un réseau de contacts quelconque il faut ajouter

c'l - nombre de contacts d'un réseau de contacts réalisant la fonction

c'2 - nombre d'opérateurs d'un réseau quelconque réalisant la fonction.

. . . . _
, efficagggs le cas d'expressions ayant au plus 3 couches il existe des algo

rithmeS/bermettant de minimiser rigoureusement C1» Cps Cge (Pour 2 couches voir

Eﬂ P. 124 pour des fonctions simples, Eﬂ pP. 65 pour des fonctions générales,

pour 3 couches voir [9] et |:12:|).

Si les opérateurs ont 2 entrées ¢y, = ¢ - 1.

La fonction colt considérée par la suite sera ¢, ; les expressions

ayant un nombre de couches quelconque.

Les algorithmes sont heuristiques.

1.2. Représentation d'une somme de mondmes par un réseau de noeuds et
d'étoiles.

13

A toute somme Q de monlmes croissants nous pouvons associer un réseau
R de noeuds et d'étoiles de la maniére suivante : un mondme est représenté par
une étoile ayant autant de branches que le mondme a de lettres, une variable est
représentée par un noeud adjacent aux étoiles correspondant aux mondmes la conte-

nant.
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La correspondance entre réseau de noeuds et d'étoiles et somme de mo-
ndmes est biunivoque (3 un isomorphisme prés).

On peut de la méme fagon représenter des fonctions booléennes gquelcon

ques en considérant les variables complémentées comme de nouvelles variables.

Exemg]es :

Y = abc + bde + cef
1 2 3

4’ . :
O@ o NI W
.a, P = a'bc' + ab'd + b'cd + ce

1 2 3 4

1.3. Principe des méthodes.

1.3.1. Méthode par fractionnement.

3

I1 existe deux types de méthodes permettant d'obtenir une expression
d'une fonction booléenne d partir d'une famille d'opérateurs donnéds et des

variables.
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Les méthodes par composition : on part des variables que l'on compose entre elles
de toutes les fagons possibles au moyen des opérateurs donnés jusqu'a ce qu'on
obtienne la fonction cherchée. De telles méthodes permettent théoriquement d'ob-
tenir des expressions minimales (au sens de €15 Cpo c'2) lorsque les opérateurs
sont monotones, mais elles sont trds longues. Nous ne nous intéresserons pas a
ces méthodes. (Voir [2], [7], [lO]).

Les méthodes par fractionnement : on décompose la fonction en fonctions plus sim-
ples telles qu'd partir des opérateurs et de ces fonctions on puisse réaliser la
fonction et ainsi de suite jusqu'd ce qu'on obtienne les variables. De telles
méthodes ont été étudiées pour les opérateurs U ([11]), Majorité ([10]),

N, ([5]) et s et P ([1]).

Nous les étudierons dans le cas des opérateurs S et P (et Ni) d partir
d'une représentation originale de la fonction booléenne : celle par un réseau de
noeuds et d'étoiles, ce qui permet notamment de définir des critdres précis de

fractionnement.

1.3.2. Fonction compléte.

Soit P (X) une fonction booléenne compléte, nous pouvons la fractionner

en somme :

P =0 x) @, (X,) +...+upp(xp)
les (Xi) réalisent une partition de X,

ou en produit

P (X) ‘Pl(Xl) x LPQ(XQ) X, . .% LpP(XP) ce qui correspond

un partage en somme de (p* :

Kooy _ K X .,
PX) =9 (X)) 4ot p()ap)
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Un seul des partages suffit donc et nous utiliserons la décomposition
Pd Z Z A Z N
€N Sous-reseaux connexes du réseau représentant une somme de mondmes &gale 3 la

fonction @ (ou cp*).

C'est le critére de choix entre la décomposition de Rp ou celle de

R‘?* qui impliquera la convergence de la méthode.

1.3.3. Fonction incompléte.

Soit F = f+ ¢ f= [f, f] une fonction incompléte. Si nous fraction-
nons f en f = fl + f2 et si P> ¢ , sont des fonctions complétes compati-
bles avec l}-l’ f} et l:fQ, f:l respectivement, alors ¢, t @, est compatible avec

[f, f:[. En effet

entraine f = £+ £, < 0, tyg, s f

A . . =l .
De méme si nous fractionnons f = fl + f2 et si Lpl et @, sont des

fonctions complétes compatibles avec [f, fﬂ et [_f_, f;:] respeétivement, alors

‘Pl * P, est compatible avec |f, f:]. En effet
% )
N
i - entralne f g cplX(pzslef2=f.
fse, s
y,

’ 1
Comme dans le cas des fonctions compldtes on utilisera la décompositio

d'un réseau représentant une somme de mondmes en sous-réseaux connexes.
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Remargues :

a) Nous voyons qu'en conservant toutes les sous-fonctions obtenues en
cherchant a réaliser une fonction booléenne 3 partir des principes ci-dessus, et
en arrétant le processus de fractionnement lorsqu'on a une fonction dé3j3 obtenue
ou une variable, on peut construire des algorithmes donnant un réseau réalisant
la fonction booléenne non nécessairement arborescent.Ce qui est intéressant dans
le cas ol l'on cherche d minimiser la fonction cofit ¢, = nombre total d'opéra-
teurs d'un réseau réalisant la fonction.

b) De méme pour obtenir un réseau réalisant une fonction booléenne
générale, on réalise l'une des fonctions avec la méthode indiquée ci-dessus,
puis on réalise la seconde en utilisant les sous-fonctions réalisées lors de la
réalisation de la premiére etc... on obtient ainsi des réseaux quasi-minimaux en
ce qui concerne Cpe

c) Comme la fonction cofit choisie est c,» nous ne considérerons que
des synthéses arborescentes c'est-a-dire qu'aprds un fractionnement nous trai-

terons indépendamment les unes des autres les sous-fonctions obtenues.

2 - RESULTATS SUR LES ECRITURES MINIMALES

2.1. Décomposition d'une fonction booléenne.

2.1.1. Connexité. c-connexité.

Une fonction booléenne est dite connexe si elle n'admet pas de gécom-
position disjointe simple par rapport d la somme : c'est & dire s'il n'existe

pas de partition (Y, Z) des variables X telle que F(X) = ¥©(Y) + y(2Z).



Théoréme ([4]) :

Si F(X) admet une décomposition disjointe simple par rapport a la

Somme suivant la partition (Y, z) :

tout mondme premier de F ne contient soit que des variables de Y soit

que des variables de Z et réciproquement.

Donc une fonction croissante Sera connexe si et seulement si le ré-

Seau associé 3 sa base est connexe au sens de la théorie des réseaux.

La connexité du réseau associé 3 une somme de mondmes sera appelde
la c-connexité de cette somme de mondmes. Dans le cas croissant une fonction es-
connexe si et seulement si le réseau associé 3 sa base est connexe donc la con-
nexité est équivalente 3 1la c-connexité. Pour une fonction non croissante, la
non connexité entraine la non c-connexité des réseaux représentant toutes les
bases premidres irrédondantes de 1a fonction. Les différentes bases premiéres
irrédondantes d'une méme fonction F(X) n'ont pas nécessairement la méme

Z

c-connexité :

/ Vi ’
B, =ab' + be' + ca! RB,'I?—O_%.@—O.C_..C—O_“:.
/
c .
B, =B, = ab' + ba' + a'c + ac' ¢
1 2
Rstof od
2
.@’I

mais toutes les bases premiéres irrédondantes ont des réseaux associds ayant le

méme nombre noeuds en effet :

Théoreme ([6]) :

Si une fonction est croissante en a toutes ses bases premidres sont

croissantes en a.
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Donc quelle que soit la base premiére Bi de F(X), les réseaux Bi ont
un nombre minimum de noeuds.

2.1.2. Une condition nécessaire de décomposabilité par rapport

au Erodditc

Propriétée :

Si F(X) admet une décomposition disjointe simple par rapport au pro-
duit : F(X) = £(Y) - g(2) (1) une base premiére irrédondante quelconque de
F ayant k mondmes est égale au produit d'une base premiére irrédondante de f
ayant p mondmes avec une de g ayant q mondmes pq = k et réciproquement.

P

p Z ~ . . l
En effet my représentant un monome sur les variables Y si X my
i=1

et I m; sont des bases premiéres irrédondantes de f et de g en développant

p q .

(Z m;,] (z m;) on obtient une base premiére irrédondante ayant pq mondmes en
1 1

effet

nous savons qu'il n'y a pas de relation de consensus entre 2 mondmes

obtenus (voir I:S:[ p. 104) et

i i k k i k i
°m >,mY°mZ=—_=) mYszetm%Bm'q'

my z 7 ce qui est impossible donc aucun mo-

ndme ne disparait lorsqu'on développe le produit.

Réciproquement une base premiére irrédondante de F est de la forme

11 Kk
]:“(X)—mY my + oe.ee. + Mg e oM (2)



~ i -~ k3
les mondmes (mY)i sont des mondmes premiers de f(Y)
" i A . "
les mondmes (mZ)i sont des mondmes premiers de g(Z)

(Théoréme 1 [13])
s'il y a p mondmes différents parmi les k m; (et q parmi les k m>) ils forment

une base premiére irrédondante de £(Y) (resp. de g(Z)) car si m% est redondant

P .
dans I m; les mondmes m% . mé,...., m% . m; sont redondants dans (2) ce qui es

i=2
impossible.

Conséguence :

Si une fonction admet une base premidre irrédondante ayant un nombre
premier de mondmes elle n'est décomposable disjointement par rapport au produit

que si elle admet un mondme en facteur F(X) = m - G(X).

Les diviseurs de k donneront les nombres de mondmes d'une base premiér

irrédondante des facteurs possibles de la décomposition.

2.1.3. Algorithme pour obtenir <PT et <Pt connaissant

P =“P"| + (PZ, Q]’ LPZ et LP*-

Considérons une décomposition simple non disjointe d'une fonction ¥

par rapport d la somme

© (xyz) = P, (XV) + @, (v2) X, Y, Z étant une partition

de l'ensemble des variables. Nous supposons que nous disposons d'une base pre-

. .. * .
miere irrédondante de , (pl, (PQ, P et on cherche une expression de

CP*, (P; sans dualiser.
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. . L .
Soit m un mondme premier de @ il s'écrit :

=m, *m, *m c'est-d-dire qu'il existe une partition

=My "My " Mg
1 2,1 . 2 _ )
de my en my et my (mY my = mY) telle que :
=m, ml soit un mondme premier de ¢’
MMyt My P @
v=m, . mé soit un mondme premier de <p;

] ~ * . .
En fractionnant tous les monlmes de @ de toutes les manidres possi-

bles on obtient deux listes de mondmes (ei)ieI et (ni)ieI’ tous les mondmes de

C?: (resp. <p;) sont dans la liste 0, (resp. ni). On ne conserve que ceux ayant

au moins une lettre commune sous la méme forme avec chaque mondme de @, (pas

. ~ 3 . . . ¥
nécessairement la méme) on obtient ainsi une expression de 2

En effet :

¥
HS @) = u < @

!
or tout mondme de ¢& a une intersection vide avec tous les mondmes g @,
c'est-d-dire au moins une lettre commune, mais sous la forme opposée, avec cha-

que mondme premier.

En réduisant l'expression ainsi obtenue on obtient une base de Q‘l

).

(idem pour Ty

Cette méthode sera d'autant plus intéressante que (p* contiendra moins
s

de mondmes de la forme m. - mY °m

X avec mY petit.

Z
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¢ =\§E§_: cd' + \ég' + cf + df + cet/
qﬁ @2
X = {a, b} Y = {c, d} z = {e, £}

©* = cd +ad'e'f + bdle's

° "
les monSmes marqués sont les seuls qui ont une
lettre commune avec chaque mondme de (Pl ou de ¥,
x cd cd «x on obtient ainsi
a £
x ad' e'fx ((J?L6 = cd + ad' + bd!
!
b d'f (P* = cd + e'f
x bd' d'e's 2

2.2. Decomposabilité d'une écriture minimale.

Théoréme ([14])

Si les bornes inférieure et supdrieure d'une fonction incompléte
admettent des décompositions disjointes simples par rapport au méme’ opérateur
+ ou x suivant la m@me partition des variables alors il existe une &criture
minimale ayant une décomposition disjointe simple par rapport au méme operateur

et suivant la méme partition des variables.
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Démonstration :

£(X, Y) = ©.(X) + @ (Y) Xn¥=0
- 1 2 n

Supposons que :
Ex, )

'Pl(X) . l1’2(Y)
Soit E(X, Y) une écriture minimale de [f, fJ nous avons :

P - P, () § B, V) ¢ 9 (R) - g, (Y)

il existe une valeur Xy de X telle que l(XO) = 1 ce qui entraine

¢2(Y) < E(XO, Y) ¢ \PQ(Y) de méme il existe Y, avec :
(Pl(x) § E(X, YO) < lPl(X)

donc E(X, Yo) o E(XO, Y) est compatible avec [f, f:l et a un colit «
d celui de E(X, Y).
Propriété :

f et F* n'admettent pas simultanément de décomposition disjointe par

rapport 4 l'addition. (f # 1 et f#0).

En effet supposons que :
(2) £ =1£(a, B) + £,(C, D) ¢ g(A, C) x g (B, D) = ¥

C
A D il existe Cg, D, avec f2(Co, DO) =1

~donc gl(A, CO) x g,(B, DO) =1 g, et g, sont in-

dépendants de A et B en rendant‘fl(A, B) égale & 1 on voit que (2) —yp F = 1.

1
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2.3. Une borne inférieure du colt minimum.

ProEosition :

Si @(X) est une fonction de n variables : le coflt minimum d'une
expression de @ de signature SP .... est €gal 3 n plus le nombre minimum de
noeuds d'une fracture d'un réseau associé 3 une base premiére irrédondante que.

conque de (.

Démonstration :

1°) Toute écriture de @(X) de signature SP ... est de la forme
(1) : @(xx") = @, ¥, T) + (Pz(T, 2) (Y, T, Z) partition de {X, X'} T est donc

un ensemble de noeuds d'une fracture de R puisqu'en dédoublant T on obtient

¢d(x,11) = @ (Y, T) + ©, (T, %) Ro

n'étant pas connexe.

Réciproquement si T est une fracture de R(P alors il existe au moins

une décomposition de @ (X) telle que (1).
2°) Le colit d'une écriture telle que (1) est supérieure ou égale 3
YL+ 1| + |T] + |2] 50+ |T| avec n = [X]|

ExemE]e :

@(X) = ab + bc + ca R(P: e
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Une fracture de R@ a au moins 2 noeuds le cofit minimum d'une expres-
sion de signature SP ... de ¢ est donc 2 + 3 = 5 de méme pour (p* = P donc

1'écriture ab + c(b + a) est une écriture minimale de @ .

2.4. Fermeture indépendante.

X
| e ]
@ (XY) étant une fonction compléte nous noterons par P (XY) sa fer-

meture supérieure indépendante des variables X et par < (XY) 1'inférieure
X
.[%f. é].

Nous avons

X
|
QXY) = 2 cp(xl..,xp,Y) sommation et produit étendus aux
‘xl.,.xp ' 2P valeurs de X.
QXY = T @, ...x_,¥)
X X X P
" 100

® étant donnée par sa base compldte on obtient P y €0 supprimant les mo-
X
— )
ndmes contenant au moins une variable de X, ® peut étre obtenue 3 partir d'une

base quelconque en supprimant les variables de X dans les mondmes ol elles ap-

paraissent.
Si Ef, fj est une fonction incompléte telle que :
£(XY) ¢ £(Y2) avec XAV =YNZ=Xn3Z=0
alors on a :

|——'IX

(3)  £(XY) ¢ £(XY) ¢ £(vZ) ¢ (¥, 2)

r—_\Z
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En effet 1'isotonie de 1a fermeture entratne

X X

- Lape — - . = . Ve
£(XY) ¢ £(Y2) — f ¢ f = f puisque f est indépendante de X
X X
X N N (gﬂ ) ¢ mais ' est indépendante de Z on a donc
z =1 — z
. Z Z
— X -
f €L et 1'indgalité (3).

Si [f, fj est une fonction incompléte croissante (ses deux bornes sont
croissantes) avec £(Xy), £(YZ) et X NY=YNZ=XNnZ-= ¢ alors toute écriture

).

rm
minimale croissante est compatible avec £(XY) o

£(vz
En effet : supposons qu'une écriture minimale de [f, é] soit :

(Y, X, z)) =E_(£, ) X, C X
zZ, C7

nous avons :

£(XY) < (v, X, Zl) < £y, 2)
£(XY) ¢ w(Y, 1, 0) < £(Y2) puisque les fonctions sont croissantes

X

| | -

£(XY) ¢ v(yY, 1, 0) §r£;YZ) d'aprés la définition d'une fermeture
Z

d'autre part cmn(lp(Y, 1, O)) < cmn(w(Y, Xl’ Zl)).

ce résultat est faux dans le cas de fonction non croissante

f=AB+BD+DC & AB+CD+x'D+xB+BD= %
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A, B, C, D étant des fonctions privilégiées sur des ensembles de va-

riables disjoints 2 4 2 et ayant un colt minimum > 2 1'écriture minimale de

Lf, f} est : ¥ = B(A + x) + D(C + x').

Remargue :

SiF = [g(x), f(X{] est une fonction incompléte Y € X est un ensemble
de variables essentielles pour cette fonction s'il existe une fonction
[?(Y), é(Y)} compatible avec F : £(X) ¢ g(¥) ¢ g(¥) ¢ E(X) et si Y est minimale
par inclusion pour cette propriété. L'écriture minimale de [f, é] peut n'étre

pas compatible avec (g, g).

Exemgle :

f =a + bc + acd ¢ g = g=ab+bc+acgf=ab+bc+ac+ad+ cd
{a, b, c} est un ensemble de variables essentielles cmn(ab + bc + ac) = 5 alors

que (a + ¢) (b + d) est l'écriture minimale de £, £.

2.5. Ecriture minimale d'une fonction incompléte dont 1'une des bornes

a_une base premiére irrédondante d'au plus 2 mondmes.

2.5.1. Cas de 1 mondme.

a) f gm=% .
1'écriture minimale Emn(f, f) est m. En effet les variables de m apparaitront
sous la méme forme dans toute fonction ¢ m or elles n'apparaissent qu'une fois

dans m.
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b) f=mg f
Emn(f, f) = un mondme de f >m ayant un nombre de lettres minimum (pas nécessai-
rement unique). En effet supposons qu'une écriture minimale ait pour expression
développée réduite : (Emn) =mpotm, .t m, > 1lmest inférieur & un consensus
d'une somme partielle u ce consensus a un nombre de lettres strictement inférieu
d celui de Emn U est donc une écriture de |m, £f| moins cofiteuse que Emn' (Le
colit d'une expression &tant supérieure ou égale au nombre de lettres distinctes

obtenues lorsqu'on la développe).

2.5.2. Ecriture minimale d'une fonction compléte de 2 mondmes.

Considérons une fonction compldte f ayant pour base premiére irrédon-

dante : f = m +m, m, = mnn, m, = nn, nlf1 n, = 0

on a

Emn(ml + m2) n(nl + n2) (5)

En effet
n N Ny N
= '
Emn(ml + m2) y..2z2(a... x+m...nx")

s . " " N N . .
1l peut y avoir des lettres communes entre a ... £ etm ... n mais pas sous la

- N Ny NN N . .
meme forme. f est dépendante de Yy +e¢ 2,8 ... &, m ... n elle n'est ni crois-

sante ni décroissante en x donc toute expression de f aura au moins autant de

lettres que (5) qui est donc minimale.

- 2.5.3. Cas de 2 mondmes.

a) £ g m, +m, = f base premiére irrédondante
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- sim (ou m2) est » f Emn(f, f) = m,

- s8'il n'y a pas de consensus entre m, et m,
Emn(f, f) = Emn(ml + m2)
- si m, est le consensus entre m, et m,

E (£, B)

Emn(ml + m2) ou
= m, si f est indépendante de la variable par

rapport 3 laquelle il y a consensus.

Démonstration :

a) - le premier résultat découle de 3.1.1.

b) - s'il n'y a pas de consensus entre m. et m f est dépendante de

1 2°
toutes les variables de m, +m, sinon 1l'un des mon6mes'ml ou m, est supérieur
d f. En effet si f est indépendante de a e m, alors £ = (f) ¢m + m, =m

! 'a ——a

de méme si m, +m, n'est pas monotone en x f ne sera pas monotone en x (prendre

les fermetures monotones) nous avons vu en 3.2. que Emn(ml + m2) = n(nl + né)

c) - s'il y a consensus entre m, et m, soit m, ce consensus :

m, = nn, n, = px m, = npq

- - !
m, = nn, n, = gqx

si f est indépendante de x alors f & pan pgn est alors l'écriture minimale.

(3.1) sinon on a le méme résultat qu'en b).
q

’
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b)if=ml+m25f
m) + m, base premiére irrédondante de f.

Notons (Mi)idI les mondmes premiers de F > m

(Mg)j g 1les mondmes premiers de £ > n
S
(6) Emn(f’ f) = Emn(Ml + M2) avec

Gt {E OF 4 ¥} = min |omete i o od
colit {Emn(Ml + M2)} = ?i? cout{Emn(Ml + MQ)}
jed

Démonstration :

e - ] . Z Z 1
Emn(f, f) = Emn(nl + n2) Supposons que l'expression développée d'une
écriture minimale soit (E ) =8 + & +...+ & avec p > 2., Le colit de E_ est
mn 1 2 r mn

supérieur au nombre total de lettres distinctes dans (Emn) mais :

M, & W consensus d'une somme partielle de (E )
1 p mn

m, § Vv idem

le colt de Emn(u + V) < cofit de Emn puisque des lettres ont disparues et que

chaque lettre n'apparaft qu'une fois dans Emn(u + v) il reste 3 montrer que n,

et n, sont des mondmes premiers de

= ° ' -~ . r= 3
Emn(nl + n2) p(ql + q2) Sl Pq; n'est pas un mondme premier de F il

existe p'q'. > avec un nombre de lettres inférieures donc .
p'a'y > pqy

coﬁt{Emn(p'q'l + pq2)} S coﬁt{Emn(pql + Pq2)}
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CHAPITRE IV

ALGORITHMES D'ECRITURE DES FONCTIONS BOOLEENNES EN S ET P

1 - FONCTION COMPLETE CROISSANTE

1.1. Algorithmes.

Si @(X) est une fonction croissante nous noterons R 1le réseau de
noeuds et d'étoiles représentant sa base. Les algorithmes décrits conduisent &

une écriture croissante de la fonction.

1.1.1. Respect des composantes connexes.

Si @ (X) admet une décomposition disjointe simple par rapport d la
somme @ (X) = F(Y) + g(2) YA Z =0 on traite indépendamment F(Y) et G(Z).
De méme si (p*(X) n'est pas connexe on traite indépendamment ses composantes

ceci en vertu du théoréme 2.2. Chapitre III

I1 n'y a pas d'ambiguité car @ (X) ne peut pas admettre de décomposi-

tion disjointe simultanément par rapport au produit et 3 la somme.

1.1.2. Critére de choix. Convergence.

Si Rep et ch* sont connexes, nous décomposerons Rep si le colit de
1'écriture minimale en somme de produits de (p est inférieur 3 celui de «  :
P

cm(SP @) < cm(SP (p.*) .



- 71 -

Ce critdre permet d'obtenir 1l'écriture minimale dans le cas ou elle
a 2 couches il permet également d'affirmer la convergence de l'algorithme puis-
que d chaque pas on diminue strictement soit le nombre de variables de la fonc-

tion traitée soit son colit minimum en SP.

1.1.3. Critéres de décomposition.

Nous réalisons une décomposition "minimale" d'un réseau connexe Rgp
de noeuds et d'étoiles si nous le disconnectons en dédoublant le moins de noeuds
possibles. Nous avons résolu ce probldme au chapitre 1 et nous disposons de pro-
gramme nous permettant de décomposer un réseau connexe suivant une fracture
ayant un nombre minimum de noeuds. S'il y a plusieurs fractures minimales nous
choisirons une de celles qui partagent le mieux les étoiles c'est-da-dire corres-
pondant 3 une hypercoupure simple ayant un nombre maximum d'étoiles dans son

premier membre.

Nous inversons les critdres précédents c'est-d-dire que parmi les
hypercoupures simples ayant un nombre maximum d'étoiles dans leur premier membre
nous choisirons une de celles qui ont une fracture associée ayant un nombre mij
nimum de noeuds. Nous avons présenté au chapitre 1 des programmes résolvant ce

probléme.

@ = ab + ac + cd + def + efg + ag

%

e

Bt
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il y a une seule décomposition minimale qui conduit a :

o 0'14/®/‘Q{ Jq)l = a)b

S U, T act cd + def + efg + ag
L

une des décompositions équilibrées est la suivante :
HD-—0C 4 @
. 1

(92 = a8t efg + dlef

1]

ab + ac + cd

On peut combiner les deux décompositions définies précédemment par
exemple si la décomposition minimale est trop déséquilibrée on choisira la dé-

composition équilibrée.

Pour donner un exemple précis supposons que la décomposition minimale

conduise a R(p = R ¢ + R le nombre d'étoiles de ch

étant inférieur a 1la

1

moitié de celui de R nous choisirons alors la décomposition équilibrée en

?2

notant m = nombre d'étoiles de R(p.

. . . m
Nous n'acceptons le découpage minimal que s'il conduit a m. 3 Le

173"
choix d'une telle décomposition pourra se faire 3 partir des résultats obtenus

avec les décompositions a) et b).
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1.1.4. Introduction de monémes redondants.

Les décompositions définies ci-dessus correspondent d une partition
de la base de la fonction croissante et nous savons (voir ex. 1) qu'une écriture

minimale n'est pas toujours obtenue 3 partir de laz base.
Considérons une décomposition :
@ (XYZ) = (Pl(XY) + ch(Yz)

X, Y, Z étant une partition de l'ensemble des variables

(?l et C92 réalisant une partition de la base de @
*

@, o

* *, .
,(¢louw2)ewm:wmmms.

Une écriture minimale de la fonctioniﬁcdmpiéfé[qﬁl,qﬂ a un colt

inférieur ou égal 3 celui d'une écriture minimale de la fonction compldte P,

Une telle fonction s'écrit

p
Ibl(XYZ) = CPl(XY) + £(XYZ)

(1) <'Pl\<CP

cm(tpl) < cm( CPl)

.

Toutes les fonctions étant supposées croissantes il existe une écri-

ture minimale de [Cpl,<9J ne dépendant pas des variables Z. En effet suppcsons.
que wl(XYZ) soit une telle fonction, wl(XYO) satisfait aux conditions (1) é&lle a

de plus un colt inférieur 3 celui de ¢1(XYZ>- Nous ne savons pas trouver les

fonctions wl(XY) satisfaisant (1) nous nous limiterons 3 la recherche des mond-

mes My tels que
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-

G (XY) + Myy € @ (XYZ)

() J

(Qi(XY) + mXYJ* admet une décomposition disjointe simple par rapport

. au produit.

(1') permet de conserver la convergence de l'algorithme puisque nous diminuons

Strictement le nombre de variables des fonctions 3 &tudier.

D'autre part un mondme my, Satisfaisant (1') est qb(YZ) donc il

existe un mondme premier my de ®, ne contenant que des variables de Y avec
Myy § M. Si nous utilisons la décomposition minimale il existe au plus un tel
mondme m, en effet supposons qu'il existe 2 mon8mes premiers sur Y, ils ont cha-

cun un nombre de lettres < Y donc Y n'est pas une fracture minimale.

//~:>’/,/‘“ﬁ;() NN Y = {a, b, ¢} mais en dédoublant seule-
‘ ~¥————1féi§;;—‘ ! } ment a et b on disconnecte le réseau
Y s ' o

\\‘J7L--"““ - e donc Y n'est pas minimal.

C'est le seul cas que nous envisagerons. On utilise l'algorithme suivant :

(:) S'il existe un mondme premier m de (p2(YZ) composé uniquement de

variables de Y aller en 2 sinon aller en 5.

(?) Si ‘ﬁ: n'est pas connexe aller en 6 sinon aller en 3.

[

{é} Regarder si 1'un des mondmes 6m avec 0=1, Xl’ x2,..., xp

{xl, Hpsenns xp} = X conduit & (cpl + em)™ non connexe., Si © = 1 convient et si

* .
CP2 est connexe aller en 4 sinon en 6.
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@ On refait 3 en échangeant @, et @, si on ne trouve aucun O

qui convienne on supprime m de @ , et on vaen 6.

@ Refaire 2, 3, 4 en échangeant @, et @, s'il existe un mondme

premier m de @, sur Y, sinon aller en 6.

@ Cont inuer.

ExemE1e 1 :

En utilisant le critére de décomposition minimale nous obtenons une

écriture minimale de

: C()=\af+e;1+efj+\ad+ab-|\-lbc+cdgj

@, @,

c'est le cas le plus compliqué envisagé par l'algorithme, on remplace

Cpl par @, + ad

®, par @, t adg - ad

on obtient ainsi @ = (a + d) (e + £) + (a + ¢} (b + dg) qui a bien un colt

minimum en vertu de 2.3. du chapitre 3 car une fracture minimale de Rep a2

éléments et une de R en a 3
P

CP* = acd + abd + acef + bdef + bgef ¢
1 2 3 4 5
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1.2. Programmes.

Nous avons écrit une procédure en ALGdﬁ?ﬁ.OOO unités syntaxiques uti-
lisant, en plus des procédures usuelles en CODE et des procédures ALGOL de trai-
tement des réseaux de noeuds et d'étoiles déjd décrites, des procédures ALGOL
de traitement des fonctions booléennes. Le programme complet est d'environ 9.000
unités syntaxiques, son temps d'assemblage et de compilation est de l'ordre de

3 minutes. (IBM 7.0u4u4).

La représentation d'une somme de mondmes booléens en machine est la
méme que celle d'un réseau de noeuds et d'étoiles (voir chapitre I 3.2.2.), mais
les 18 derniers bits de la mémoire représentent les compléments des variables,

c'est-d-dire que s'il y a 4 variables la mémoire suivante

O...[0{1]0]|1|0...0({1|0|1]0 représente le mondme a'bc'd, nous nous limiterons
4 4 4
1 18 36

donc aux fonctions d'au plus 18 variables et 100 mondmes.

On trouvera la liste des procédures de calcul booléen, avec des com-

mentaires, dans le programme complet présenté en annexe.

Le choix de la décomposition utilisée est une option de la procédure

SOPO qui donne sous forme préfixée 1'écriture de la fonction traitée.

procedure SOPO(F,M,N,OPT,R,T) ; valeur F,M,N,OPT ;
entier M,N,OPT,T ; entier tableau F,R ;

commentaire : cette procédure range dans le tableau R entre les indices 1 et T
1'écriture en notation préfixée de la fonction (F,M,N) croissante de’M mondmes

et N variables obtenue par l'algorithme i si OPT = i ;
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1.3. Résultats.

Nous avons traité 5 fonctions de 6, 7, 8 variables que nous avons
obtenues en tirant un certain nombre de mondmes "au hasard". Un mondme croissant
sur un ensemble de n variables étant représenté par un nombre entier compris en-

n . . .
tre 1 et 2°-1 nous avons tiré au hasard un certain nombre de tels entiers

. ey z s s *
Pour une question de commodité nous avons écrit @ (resp. @ ) dans les

tableaux si le colt SP de @ (resp. QD*) est inférieur & celui de cp* (resp. @ ).

On remarque que l'algorithme 3 constitue dans certains cas une amélio-
ration des algorithmes 1 et 2 il sera donc intéressant de combiner les 2 critdres

de découpage suivant la nature de la fonction 3 traiter.



78

ds pwoo\moo 9P JT3eTad

S9TQeTJdRA g Sp SUOTIOUOJ

9w TH = ua4iou 3aeo?
% #°8€ = dS uwoo\woo 9P JFTieTox uofow 31ae09
% L°2¢ = dS P@OO\HOU Sp Frieraa uekow 1ae09
*09S f°¢ = ¢ ushow sdwel % £'€ = WnuwruTwW prO\moo op JIleTaa usAouw jaeog
*09s g'¢ = g ushow sdwer % €'8 = WNWTUTW uwoo\mso 9p JTleTea uakow 1Je09
*09s ¢g° L = T ushow sdwsz % €°8T = umuTurw pwoo\aoo Sp JT3eTea uskow 1aeod
0°9(T°9| H'OT| €T| +#T LT T 27 14 FSP® + DPO® + °9pg + JOO + 90®B + ¥qe + poq
9 hiti*h| L°8 TT| €T €T T 6T 6T FoB + S + pPO® + JIq + pPOq + pPge + oQe
T°2(0°C| G6°8 €T| €T HT €T ¢ 8T Fqe + JOB + IPO + BQ 4 °OpoOEB + JoB
¢°¢|cte| 8°h €T| €T HT T 6T €z 90q + J8qe + JpO + SO® 4+ JOQ + poe
6°T|6°T| L°€ ¢T| <¢T €T ¢T € LT FPOB + JI°pq + Poq + FOOq + Qe
€1 ¢ T [%05]%00 Too uw o e - *Qu sp| o = & =p
N y y T 8Ty oaae (esoddng) ds 1noo ds 3noo *QJ ne &
S9pUODdS Us nueiqo 1noo uw 1poo




79

‘0es g'g = ¢ ushou sduel % g9°Gh = dS vmoo\moo 9p JTaeTaa uskow 1Je09
‘098 (' = g uafow sdwsl 9% +*9h = dS prO\Noo op JT3eTea ushkow 3aed9
*0o9s G*/ = T uakow sdueil % 6°¢th = dS vwoo\ﬂoo Sp JFTieToa u2fow 1Je09
8°9T | T*HT | 0°02| 9T | T 9T | 0C | 62 m@ + Jq + oqe + F° + joe + 830 + 39e 4+ JP
£t AT 0°'9 | €T | €T €T | oz | €z poe + 3pqe + poq + 3oqe + 3po + JFoe
8'¢ 9'C G'e | €T | €T #T | 82 | 6T - 839pq + Fope + 33e + °9pd + JpOq
8¢ L€ 0'h | €T | T #T | 8T | 9¢ 80 + JQB + JOpPq + PQe + opoe + 3Je
L°€ L€ g8'¢ | OT | oOT oT | oe | 9t ® + F® + °q + 83p + 3po + OB + QB
€ z T. |¢ z T z T
3 3 1 (e)e} (s)e] [e)e] o] 0 Qv .DOQV
\ J *
\A
SOpUODSS Ud

SO9TJeTJIRA [/ OP SUOTIOUOT



- 80 -

ds uOOO\moo op FTaieTsa usfouw 1ae09

*09s L°TT = € usfow sduei % 8t =

*09s G*TT = ¢ uakou sdusy % T°9h = dS vmoo\moo op JFTaeToa ushkow 109

‘098 T°'0Z = T uohouw sdway % 6°8¢ = dS vwoo\aoo Sp JTieTod uskouw 1aeO9
0'0T | 86 L*OT| 9T | ST 9T | Tz | ¢t ®pO + FOO + JOPB + YD + 3P + Y3 + 90q + 3Iq
§°ez | T'ez | h°sh| TT | T2 Sz | e | ¢¢ yaq + 9poe + UYspd + 390q + BFee + ySs + ypoq + ysyoqe
§°9 €9 S'ET| HT | T 9T | he | T2 83po + pe + ySs + qe + yp + 330q + 33ee
6°8 9°'8 T°T¢| 8T LT TC 9¢ 6€ nm.+ yseoq + Jooqe + poq + Fope + Jpoe + 3po
6°6 8'6 8'6 | 9T | 9T 9T | €z | 92 3o + 39 + Y830 + °q + yepe + Sepoe + YIPO
mv N# Hp moo Noo Hoo No Ho
\ v ) *Qu no d

S9pPUOO3S U=

SOTQeTJRA § OP SUOTIOUOF



- 81 -

2 - FONCTION COMPLETE QUELCONQUE

2.1. Algorithmes.

2.1.1. Choix de 1a base de départ.

Dans le cas d'une fonction booléenne croissante, on fractionnait la
base premiére unique, ce fractionnement &tant éventuellement corrigé par 1'in-
troduction de mondmes redondants. La recherche d'une base premidre de cofit SP
minimum &tant trop longue dans le cas général, nous fractionnerons la base pre-
miére irrédondante obtenue par une méthode de consensus (chapitre H-LleD[Th TISOﬁl

puis nous corrigerons ce fractionnement par 1l'introduction de mondmes redondants.

Nous savons qu'une écriture minimale n'est pas nécessairement obtenue
d partir d'une base premidre irrédondante, (voir exemple ci-dessous), cependant

~

si l'introduction de mondmes était "rigoureuse", c'est-d-dire conduisait 3 une

écriture minimale des fonctions incompldtes [fl’ f} et [fQ, f] sif = fl + f2,

on pourrait obtenir une écriture minimale de f en considérant toutes les décompo-

sitions d'une base quelconque de f (ou de £').

ExemE1e :

La fonction @(X) = ae + af + bdu + cdu + be + ce + bf + cf + ax + dx'

Z . . .
a pour éecriture minimale :

Emn((O) =(a+b+c) (du+e+ £f) + ax + dx'

&

obtenue en ajoutant adu, mondme non premier, 3 la base premidre irrédondante de

@(X). (Les algorithmes permettent de 1l'obtenir).
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Le choix d'une base premidre irrédondante minimise le nombre de lettre
distinctes utilisées (voir chapitre 3) et permet d'obtenir facilement les décom-

positions disjointes par rapport 4 la somme.

2.1.2. Respect des composantes connexes.

Si la fonction @(resp. q)*) admet une décomposition disjointe simple
par rapport 4 la somme, on traite indépendamment ses composantes connexes d'apre
le théoréme 2.2. du chapitre III, on obtient ces décompositions & partir de tout

2N sz ¥ .
base premidre irrédondante de @ (resp. @ ) (voir [12]).

Si @ et (p* sont connexes, on considdre la base premiére irrédondante
de @, obtenue par la méthode de 2.1.1., si elle a un colit inférieur 3 celle de

q>* (par exemple).

Dans ce cas si ¢ est non c-connexe on traite indépendamment ses compo-

santes c-connexes sinon on la décompose suivant 1'un des critdres ci-dessous.

2.1.3. Critéres de décomposition.

Etant donné que 1'on décompose un réseau connexe, les critéres de décon
position utilisés sont les mémes que pour les fonctions croissantes (voir 1.1.3.

chapitre IV).
a) décomposition "minimale". (conduit & l'algorithme 1).

b) décomposition "équilibrée". (conduit & l'algorithme 2).

1
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2.1.4. Introduction de mondmes redondants.

Lorsque ¢p n'est pas c-connexe ou aprés un fractionnement nous avons :

PxYZ) = @ (XY, ¥, -e- V)t P, Fy e ¥, 2)

X,Y,Z réalisant une partition des variables effectives de (p -S'il existe une

fonction y telle que :
P, v (D
cmn(‘lp) < cmn( @ l) (2)

1'écriture de (p obtenue en traitant Y sera meilleure que celle cbtenue en trai-
tant @ ;. La condition (2) n'étant pas vérifiable nous pouvons la remplacer par :

,

(3) v o= ( @, + £)* non connexe

cmn(f) < dmn = cout de la décomposition minimale de ch ou

k | R . .
(6] ¥
1

En remplagant Cmn(f ) par une valeur particulidre, par exemple
cmn(SPf), les conditions (3) sont théoriquement vérifiables et conduisent & une

amélioration de 1'dcriture obtenue, mais la recherche des fonctions ¢ compatible
avec [ (pl,(p:l , décomposables disjointement par rapport au produit est longue

(voir |_13]). Le critére que nous utiliserons sera le suivant : .

(4) nous remplacerons ¢, par @, t+ myy, my, etant un mondme sur les

variables (X, Y) si :
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My < @ > My £ @y

(¢ I mXY)* n'est pas connexe

- "ie nombre de lettres de mXY est < au minimum du nombre de lettres
' ~ * . ~
d'un mondme de (pl ou de cpl (sinon le cofit de m... est > dmn).

XY

I1 est en effet inutile de considérer des mondmes < @, car dans ce

cas (pl + My = (Pl.

De méme sim = nz z €Zetsi (g I nz)* est décomposable disjoin-

tement par rapport 3 la somme il en est de méme de cpl en effet :

* v v *
(@ 1t nz) = (z+ X) + Xy bty +...)cpl(XY)

wl(xl Yl) + wQ(x2 Y2 z)

* —_ Zz Pd . -
donc (¢ l) = ;pl(Xl Yl) + 1];2(X2 Y2 0) est décomposable car v, dépend effective

ment d'une variable # z sinon z (p;(XY):%' impossible.

Remargue :

Dans le cas croissant nous avons démontré que si une fonction ¢(XYZ)
satisfaisait & (1) et & (2) on pouvait trouver v, (XY) satisfaisant & (1) et & (2)
avec cmn(wl) < cmn(w) dans le cas de fonctions non croissantes ce résultat n'est

plus valable

cPl=AB+BD+DC‘<1p\<cp = AB + CD + x'D + xB + BD
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A, B, C, D étant des fonctions privilégiées sur des ensembles de varia-

bles disjoints 2 3 2 et ayant un cofit minimum > 2, 1'écriture minimale de
[q) 12 cp] est :

¥ = B(A + x) + D(C + x")

une écriture de E$:1,¢J ne contenant pas x est une écriture de ¢, = AB + BD + DC

or dans toute écriture de ®, une des variables au moins est répétée 2 fois, comme

chaque variable a un colit > 2 ce ne sont pas des écritures minimales de cpl,cp .

2.1.5. Convergence des algorithmes.

A chaque pas de 1l'algorithme on diminue strictement :
- le colit SP de la fonction traitée ou
- son nombre de variables ou
- le nombre de variables qui'gpparaissent sous les 2 formes.

L'une de ces 3 éventualités se réalisant nécessairement les algorithmes

convergent.

2.2. Programmes .

La procédure SOP écrite en ALGOL est de 1.592 unités syntaxiques elle
est récursive, ce gain en simplicité étant naturellement contrebalancé par un

manque de souplesse dans l'utilisation des tableaux.
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Comme nous utilisons de nouvelles procédures de calcul booléen, recher-
che des mondmes premiers d'une fonction, des bases prémiéres etc... (qui se trou-
vent dans la biblioth&que de 1'Equipe de Logique), le programme complet est,
comme dans le cas des fonctions croissantes, de 9.000 unités syntaxiques son

temps d'assemblage et de compilation est de 3 minutes 40 secondes.

Le choix de la décomposition utilisée est une option de la procédure

SOP qui donne sous forme préfixée 1'écriture de la fonction traitée.

procedure SOP(F,M,N,OPT,R) ; valeur F,M,N,OPT ;
entier M,N,OPT ; entier tableau F,R ;

commentaire : Cette procédure range dans le tableau R entre les indices 1 et T
1'écriture en notation préfixée de la fonction compléte (F,M,N) de M mondmes et
N variables obtenue par 1'algorithme i si OPT = i. Cette procédure &tant réaursi-
Ve un certain nombre d'identificateurs sont déclarés 3 l'extérieur notamment T
qui doit &tre initialisé 3 0 avant le premier appel de la procédure;

les limites d'utilisation de cette procédure sont identiques 3 celles de SOPO

(voir 1.2.).
2.3. Résultats

Nous avons traité 5 fonctions de 5,6 variables obtenues comme dans le
cas de fonctions croissantes. Pour une question de commodité nous avons &cpit N2
(resp. qﬁ) dans les tableaux si le cofit SP de Cp(reSP.cP*) est inférieur 3 celui

de (_\Dx (resp. ® ).
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Fonchons de 6 voriobles

écart moyen relatif de coz/coﬁt minimum <

"
N
ol
=

écart moyen relatif de col/coﬁt SP

1
N
~
o

écart moyen relatif de 002/coﬁt SP =

temps moyen 1 = 3.4 sec.

oe

temps moyen 2 = 2.4 sec.

en secondes
¥* / \
CP ou @ Cmn »cl 02 col 002 tl 1:2
+ a'e' + a'bed + be' + ab'd + ab'c 79 16 | 18 | 13 | 12 | 9.3 | 4.4
a'bd + a'bec + abd' + b'c! 8 11 9 8 8 1.2 1.2
a'b'd' + be' + cde' + abe' 10 11 16 10 10 2.3 2.1
c'le + ¢'d + ab'e' + a'bd' + b'de' + a'b'e 11 16 14 11 11 2.8 2.5
de + b'cd' + acd' + a'b'd'e’ 8 12 | 11 8 8 | 1.6 | 1.7
a'b'd' + ab'df + b'ef' + ace + a'def' + abc' »>11 | 20 | 26 | 16 | 15 | 7.1 | 6.3
a'cdf' + a'bece'f + a'b'ce + ab'ce' 5> 12 17 19 12 12 .
b'c'ef' + abd'e' + abc'd'f' + a'def' 3 13 | 24 | 17 | 12 | 14 . 4.
b'd'e'f' + ab'df + abd'ef' + a'b'cd' > 11 17 18 14 12 L7 3.5
.a'b'd' + bce + ce'f' + a'c'e' + ace 311 | 20 | 15 | 12 | 12 . 3.8
fonctions de 5 variables.
écart moyen relatif de col/coﬁt minimum € 9 %
6 %
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fonctions de 6 variables.

écart moyen relatif de col/c < 1+ %

mn
écart moyen relatif de 002/cmn 12 %

écart moyen relatif de col/coﬁt SP =32 %
écart moyen relatif de c02/coﬁt SP = 33 %
temps moyen 1 = 4.7 sec. temps moyen 2 F 4.4 sec.

3 - FONCTION INCOMPLETE

3.1. Algorithmes.

Les deux bornes fet f sont données sous 1la forme d'une somme de mo-
ndmes et nous disposons d'algorithmes permettant de calculer la base compléte et

une base premidre irrédondante d'une fonction booléenne.
3.1.1.
Calculer la base compldte de f et une base premiére irrédondante de f.
3.1.2.

. . " N
Regarder s'il existe une variable X telle que f ¢ X, ¢ £ Xs est

alors l'écriture choisie de [f, fﬂ.

3.1.3.

Supprimer les mondmes inutiles : c'est-i-dire les mon8mes premiers de f

tels que leur intersection avec f scit vide.
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3.1.4.

Si f= f(XY) et £ = £(YZ) X, Y, Z réalisant une partition de l'en-
semble des variables alors on remplace f par sa fermeture supérieure indépendante

T

de X et f parl__’_f—_k (voir [7]). Nous avons vu en 2.4. Chapitre IIljue le

passage 3 la fermeture inférieure se faisait sur la base compléte alors que le

calcul de la fermeture supérieure peut se faire 3 partir de n'importe quelle base.

Remarque :
I1 est inutile de recommencer 3.1.3. aprds 3.l.4, En effet sine f
X
est un mondme tel que n f =0 alors n - f = O puisque
X B
f<f et si n est élément de la base compléte der£ il est également mondme de

la base compléte de f donc mondme inutile de [f, fﬂ.

On recommence 3.1.4. jusqu'd ce que les 2 bornes aient le méme ensemble

de variables effectives.

Exemple :
f =ab +ad +bc+cd<a+c+bde-=F
X =0 Y = {a, b, c, d} Z = e
X _ .
f =ab +bc+ad+cd<a+c=f
Z
X, = b v, = {a, c} Z, = ¢
FFL;Q]X
(£ ] 1. atc<a+t+ecs= ( £ ]
- r"lZ
| I/
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3.1.5.

Si le nombre d'éléments d'une base premiére irrédondante de f ou de f

est < 2 on connait alors une écriture minimale de [f, f:, (voir chapitre III).
3.1.6.

Si f et f admettent une décomposition disjointe simple par rapport au
méme opérateur (+ ou x) et suivant la méme partition des variables on traite in-
dépendamment les sous-fonctions incomplétes obtenues en prenant les composantes

qui se correspondent en vertu du théoréme

Par exemple si 1'on a :

=010+ B « 0 (x) 45, = F

on traite indépendamment '_Lel’ (’?l:, et I_Le X Lez] . S1 wl et tp2 sont des écritures

de ces fonctions lpl + 1p2 est l'écriture obtenue de £, fl.
3.1.7.

Si f admet une décomposition disjointe simple par rapport d l'addition

f = 2(.? (Xl) on traite indépendamment les fonctions If( ;0 f:' » une solution de

l—’_f, f] étant obtenue en faisant la somme des solutions obtenues pour les [Wi’ f-l .

-— -— <

De méme si f est décomposable disjointement par rapport au produit f = I i(xi)
i

on traite indépendamment les fonctions [f, L?i_, en faisant le produit des solu-

tions obtenues on obtient une &criture de [f, J‘—.’] . Nous avons vu au chapitre III

qu'il n'y avait pas d'ambiguité puisque ces 2 décompositions ne peuvent exister

simultanément.
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3.1.8.

On recommence 3.1.6. en considérant x et x' comme des variables indé-
pendantes, dans ce cas f et f peuvent €tre simultanément décomposables on décompo-

sera suivant celle qui a le plus de mondmes.
3.1.9.

. =¥ . .
Si f et £ sont c-connexes on fractionne f si son réseau associé 3 une
fracture minimale dont le nombre de noeuds est inférieur 3 celui d'une fracture
e . =¥ . .
minimale du réseau associé d& f . Si ces 2 nombres sont égaux on fractionne la

borne qui a le plus de mondmes.

Exemples :

©
)

abc + abd + afg + bfg + fgh < ab + gx + fx' + fg + hi + af = f

X=0 Y ={a, b, c, d, £, g, h} z = {i, x}

=fgab+fg+af=Ff =g
- \""IZ

.H,l

mais alors
X, = {n, ¢, a} Y = {a, b, £, g} z=0¢
g=f =ab + fg <ab + fg + af = g

on obtient ainsi ab + fg comme écriture qui est minimale.
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C) f=x'y+xy'+xt'" +x'tz = f o= Xyt + xyz + x'y't!' ety

. s . . =¥ .
sont inutiles puisque c'est une fonction compléte f et £ sont connexes mais non

c-connexes on fractionne donc celle qui a le plus de mondmes

- = ! ' = ' !
f = fl + f2 fl X'y + x'tz f2 xy' + xt

on doit maintenant traiter indépendamment les 2 fonctions incomplétes [fl, fﬂ
et [52, fJ on arrive a 1'écriture
f=1%=x"(y +tz) + x(y' + t') qui est minimale.

3.2. Programmes.

La procédure INSOP écrite en ALGOL est de 2.900 unités syntaxiques.
Elle est récursive et utilise toutes les procédures utilisées par SOP (voir 2.2.)

Le programme complet est de 10.000 unités syntaxiques, son temps d'assemblage et

de compilation est de &4 minutes, il est en annexe.

Le choix de la décomposition utilisée est une option de la procédure

INSOP qui donne sous forme préfixée 1'écriture de la fonction traitée.

procedure INSOP(IN,MI,DSU,PS,OPTI) ; valeur IN,DSU,MI,PS,OPTI
entier MI,PS ; entier tableau IN,DSU ; booleen OPTI

.
b

b

commentaire  cette procédure range dans R(1 : T) 1l'écriture en notation pféfixée
de la fonction incompldte ayant IN pour borne inférieure et DSU pour duale de la
borne supérieure (MI et PS étant les nombres de mondmes respectifs), obtenue par

l'algorithme 1 si OPTI est vrai par l'algorithme 2 autrement. *

Cette procédure étant récursive un certain nombre d'identificateurs
sont déclarés a 1l'extérieur, notamment T qui doit &tre initialisé & O avant le

premier appel de la procédure 5
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les limites d'utilisation de cette procédure sont identiques d celles de SOPO

(voir 1.2.).
3.3. Résultats.

Nous avons traité 5 fonctions de 5 et 6 variables obtenues comme en

1.3. et en enlevant un certain nombre de mondmes de la duale.

Dans les tableaux suivants c est le colit de la base premiére irréden-
dante (obtenue par BASEPREM1) de f (resp. F*) s'i1 est inférieur a celui de ¥
(resp. £).
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i:
%x

=a'c+b'ce'+cd'e'+b'c'ef'+a'ef'+c'd'ef'

=%
n f etf c co, co, tl t2
—h! t 1ot 1 1
gﬁb cd'+ad'e'+a'be'etcde 13 11 11 2.9 2.8
f"=d'et+abctab'et+a’ce'+b'c'de!
f=a'ct+a'e'+a'bd+ab'de+bed
x 1y 12 11 6.9 L.6
f"=cde'+abce'+a'd+a'beta'b'c
= 1 ] 1] ] 1 1 4 1 1 1 1 ]
;kbc d'tb'de'+ac'd'e'+a'b'de'+a'c'd 17 10 10 3.6 3.4
f"=a'be'+a'b'd+b'c'+c'e'+a'c'd+abed
= \ 1 1 1 1] 1
f=a'c'd'+abde'+a'c'e 8 7 7 2.0 2.0
fx=a'b+a'd+ac'+d'e'
|
=1 1 1 1 1 1 ] 1 1 1 :
gka cd'+cd'et+a'b'd'e'+a'be'de 11 10 10 3.6 3.6 E
fh=ce'+bd'+c'd'+a'e+b'cd |
. Bttt oS e— e—
=1 1 1 1 1 1 1 1 1
gka b'd'+ab'df+b'ef'+ace+a'def'+ab'c 18 14 14 18.0 14.5
f'=a'cdf'+ad'etad'f'+b'e+b'cd+a'b'c
=gt ' ' 1 tHt 1 '
§*a cdf'+a'bece'f+a'b'cetab'ce 16 12 11 8.8 4.2
f"=b'e'f'+b'df+abef'+abde+a'b'
=b!'dle! £! ' 1aft Thtatdg!
§§b d'e'f'+ab'df+abd'ef'+a b c'd 17 9 10 9.8 7.3
f"=b'd'+a'bde'+bce' f+a'be ' f+cdf!’
T At ' [P tarey 1 [ )
%;b c'ef'+abd'e'+abc'd'f'+a'def 15 9 9 4.4 b3
f7=a'b'd'+ab'd+c'de'+a'c'd'+be'd
1 ] ] 1 | 1] 1 1] .
a'b'd'+bcetce'f'+a'c'e'+ace 15 9 3 9.6¢ 9.2
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4 - REMARQUES AU SUJET DE LA SYNTHESE EN OPERATEURS NI.

4.1. Remarques au sujet des algorithmes.

Les algorithmes programmés cherchent a minimiser le nombre
total de lettres dans une écriture en S et P d'une fonction booléenne.
Ilsn'essayent pas de minimiser le nombre d'opérateurs d'un réseau en S
et P réalisant la fonction sauf dans le cas ol les opérateurs ont 2
entrées et le réseau arborescent puisqu'alors on peut associer 3 toute

expression un réseau convenant avec

nombre total de lettres - 1 = nombre d'opérateurs.

En effet : les propriétés de décomposabilité utilisées (si
W(X)=£(y)+g(Z) YNZ=@ on obtient une &criture minimale de(fé partir d'une
de f et d'une de g), les résultats sur l'écriture minimale d'une fonc-
tion incompléte ayant une borne dont la base irrédondante a au plus 2 mo-
ndmes, ne sont valables que lorsque le cofit est mesuré par le nombre de
lettres. Notamment si une fonction est privilégiée par rapport a la som-
me et au produit les algorithmes permettent d'obtenir 1'écriture minimum
unique mais qui n'est pas nécessairement intéressante si le cofit est me-

suré par le nombre d'opérateurs (3 plus de 2 entrées)

ExemEIe

F = (ab(cd+ef)+gh)i

le réseau correspondant & 1l'écriture privilégiée a 7 opérateurs celui
correspondant 3 1l'écriture SP en a seulement 4. Le tableau I donne le
nombre d'opérateurs du réseau correspondant 3 1'écriture minimale

13

2 couches et du réseau obtenu par les algorithmes, ce dernier est tou-

jours supérieur au premier.
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Les critéres de décomposition utilisés qui cherchent 3 minimiser
le nombre de variables dédoublées n'ont également de sens que si le cofit

est mesuré par le nombre de lettres.

4.2. Passage d'un réseau S et P & un réseau NI.

4.2.1. Si le réseau obtenu par les algorithmes correspon-
dant 3 une expression de signature.... SPS P (c'est-3-dire si 2 opérateurs
successifs sont différents le 1°¥ &tant un P) nous savons facilement dé-
duire un réseau de NI en remplagant chaque opérateur par un NI en prenant
les lettres figurant dans une somme sous leur forme actuelle, celles fi-
gurant dans un produit sous leur forme opposée. Si l'expression est de

signature... SPS il suffit de rajouter un opérateur NI 3 une entrée en

er
aval du 17~ opérateur.

il correspond au nombre minimum le réseau Ni est également mini
de lettres (donc au nombre minimum mum en ce qui concerne le nombre
d'opérateurs 3 2 entrées) de lettres. '
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4.2.2. Si le réseau en S et P ne correspond pas d une
expression de signature.... PS ou .+..SP, notamment si le nombre d'entrées
des opérateurs est borné, il est également facile d'obtenir un réseau
d'opérateurs NI, dont le nombre d'entrées est borné par le méme nombre,

réalisant la fonction.

On remplace tous les opérateurs + et X par des NI (on rajoute
un NI & une entrée si le 1°¥ opérateur est un +), lorsque 2 opérateurs
successifs du réseau SP sont identiques on intercale entre les 2 un.
opérateur NI 3 une seule entrée. On laisse les lettres sous la méme forme

si le nombre de NI en aval est pair sinon on prend leur forme opposée.

Donc dans le cas d'opérateurs NI ayant au plus 2 entrées

nous auront un réseau quasi-minimal en ce qui concerne le nombre d'opé-

rateurs d 2 entrées notamment avec l'exemple ci-dessous :
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On trouve dans [ﬂ] les résultats de la synthdse en opérateurs
NI & au plus 2 entrées des fonctions de 5 variables étudiées en 3.3.
Le tableau II compare les résultats lorsqu'on transforme un réseau S

et P en réseau NI par la méthode ci-dessus.
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| Z1 g
i S & LS o
| o 120w ¢ 2E
i — R B
. Hoa o | oged
! o) gEchoe — oy |
Lo g O g © . QO |
!> 8 Q® 30T & o' 60 i
SRR R E00 AN
Tableau I nE: wuy T P HH el P8
o0 3 ‘0 0 O O Oed Nt p B 0 O
0 SHEHRM g Ish o oo
onctions Ee S EL O ’g E,:a) 7'52% afs 8ol
FHE g cdoEgmod ok |
ce'ta'a'+a'bedtb'e'+ab'd+ab'c > 9 12 16 7 10
a'bd+a'bectabd'+b'c! 8 8 11 L 6
a'b'd"+bc'+cde' +abe’ 10 10 13 5 7
c'etc'd+ab'e'+a'bd'+b'de'+a'b'e 11 11 16 7 9
de+b'cd'+acd'+a'b'd'e! 8 8 12 5 7
Tableau II Résultats de [41 ‘Résultats de 3.3.
/— /——'—/’/\———__§ R _\\\
Fonctions de 5 variables |[Nombre d'opérateurs Nombre d'opérateurs
données en 3.3. a2 @ 1 ) temps a2 @ 1 / temps en
entrées |entrée en sec. entrées entrée secondes.
1 1y 2 10 5 2.8
2 1y 1 11 8 4.6
3 22 3 9 9 3k
L 10 1 6 6 2.0
5 15 2 9 7 3.6
- :
= = =57, = vz i .
Zl 75 22 9 23 57.0 Zl 45 Al > 35 23 16.4

Les réseaux que nous obtenons sont arborescents, pas ceux obtenus par [ﬁln
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