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INTRODUCTION

Dans la recherche des structures complexes, C, Ehresmann
a été amené A poser la définition d'une structure presque-com-
plexe, Sur une variété réelle de dimension paire, une structure
presque-complexe est définie par un tenseur J de type (%)
tel que J2 = -T . Une variété complexe induit d'une fagon ca-
noniqué une structure presque-complexe sur la variété réelle
sous~-jacente. Une condition nécessaire et suffisante pour gu'une
structure presque-complexe provienne d'une structure complexe
a été trouvéepar B. Eckmann et A, Fr8licher dans le cas ou

le tenseur J est analytique réel,

Si 1'on pose

tJK = J&J Jk - J&k Jj
ou
i i
Ao 23 %k
Jk x5 axd

tgk s'appelle le tenseur de torsion,

La condition nécessaire et suffisante se traduit pay la

nullité du tenseur de torsion.

En 1956, A. Fr8licher et A, Nijenhuis développeérent la

théorie des dérivations de 1l'algébre extérieure et inftroduisiren



la notion du crochet de deux formes vectorielles, La torsion
de Nijenhuis de J est le crochet % [J, J] . Dans le cas
J2 = - 1 , cette torsion n'est autre que le tenseur tﬁk intro-

duit par B. Eckmann et A, Fr8licher,

La torsion de Nijenhuis peut €tre définie indépendamment
de la notion de dérivation de 1'algébre extérieure, soit en
utilisant la notion de dérivée de Lie, soit en faisant agir la
1-forme vectorielle J sur les formes scalaires, D'autre part,
la dérivée de Lie de la torsion de Nijenhuis est parfaitement
déterminée par celle de J .

Depuis, la torsion de Nijenhuis s'est révélée d'une
utilité féconde. Elle se retrouve souvent dans la formulation
des conditions d'intégralité des systémes différentiels définis
sSur une variété difrférentiable.

Dans ce travail, j'al essayé d'appliquer la torsion de
Nijenhuis & divers problémes : lois de conservation dans le
cas J2 = yI , ¥y étant une constante réelle ; intégrabilité
des systemes différentiels associés & une 1-forme vectorielle
de rang constant, J'al également donné une autre démonstration
du théoréme de Willmore portant sur le lemme de Poincaré rela-
tif & la dérivation dJ .

Je me suis aussi proposé d'étudier la structure définie
par un tenseur J vérifiant J3 = - J et qui est une géné-
‘ralisation de la structure presque-complexe, La recherche d'une
condition d'intégrabilité de cette structure m'a permis de re-
trouver la condition d'intégrabilité de la structure presque-~
complexe, L'étude_de la structure définie par un tenseur J
satisfaisant a Jj = J se falt exactement de la méme fagon et,
dans les deux cas, la m@me condition d'intégrabilité s'applique,
& savoir que la torsion de Nijenhuis est nulle.



Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma profonde grati-
tude & Monsieur Le Professeur J., KLEIN pour la direction
qu'il m'a donnée, pour les conseils et les encouragements qu'il
n'a pas cessé de me prodiguer, enfin pour le soin avec lequel
1l .a voulu revoir ce travail,
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PREMIERE PARTIE

LA TORSION DE NIJENHUIS

I. RAPPEL SUR LES DERIVATIONS DE L'ALGEBRE EXTERIEURE.

Soit V une variété différentiable réelle de dimen-
sion n . Nous désignerons par F 1'algébre des fonctions
différentiables sur V ; T(V) le F - module des champs de
vecteurs ; Ap le F - module des formes scalaires de degré p,

Bp le F - module des formes vectorielles de degré p .

Nous avons : AL =F, By = T(V)

Le module B1 des formes vectorielles de degré 1
sur V est aussi 1'ensemble des endomorphismes de (V) .

L'algébre extérieure sur V est le module gradué :

muni du produit extérieur,

Une dérivation D, de degré r de l'algébre extérieure
A est un endomorphisme de A tel gue :
(o]
1°) DrAp = Ap+r

0 ) _ _4\PT
2°) Dr(>p/§ wq) Dr'wp /\uoq + (-1) Wy ADr‘”q

y A A .
ou (»p € &p s wq € q



Nous retenons quelques propriétés fondamentales des
dérivations de l'algiébre extérieure A ,

— Chaque dérivation Dr est un opérateur local, i.e,
si @ = 0 dans un ouvert U de V , Dﬁu =0 dans U .,

-~ Toute dérivation est déterminée par son action sur

AO = F et Al . C'est une conséquence immédiate des relations
2

> N, n e
suivantes ou Xl, X75 eess X sont les coordonné€es locales

dans une carte quelconque (U, ») de V

i i
1 1 p
W, = =, &, . dx A vee A dX
o) p! 1 ees 1p
1 ' i i
1.1 = . *
' ) Dﬂ”p p! Drall cos A5 A ax T A ... Aax P
P : . .
. i i, i
1 Yooy G-)r, "1 o d p
+ = ail oo i / (~-1) dx Aeeoh Drdx AeooA AX

P J;l

-~ Une dérivation D1n est dite de type i* si elle
opére trivialement sur A_ . Il existe alors une forme vecto-

o)
rielle L € Br+ telle que

1

iL étant la dérivation de degré r définie par
lLLUp<X1_9 o0 03 Xp+r') =
04 LI BN ] a g
1 1 1 p+r
- ) ) L{X_ ,. X ), X ees Xk
- 1 1 \ 9 e e s s e e
(p-1)!  (r+1)! 1 ... D D (. oy Brpl Cpyn e



Par sa définition m@me, toute dérivation de type i*
est déterminée par son action sur Al .

En particulier, si I € B1 :
P
1w (X, wees X = pr(xl, coes IXps eues X))
i=1

Si L € Bo s 1.s L =X est un champ de vecteurs

i}é‘up(xgs LA A 4 Xp) =wp(Xﬁ X29 ¢ e ey Xp)

Autrement dit, iX”p est le produit intérieur
ordinaire de X par wp .

Ces formules s'appliquent aussi aux formes vectorielles,
Dans ce cas, si M € Bm , et L € B£ , nous utiliserons la
notation M A L pour désigner la (m + 4 - 1)-forme vectoriel-
le i.M , Dans le cas particulier d'une 1-forme vectorielle J,

L
nous poserons

iLJ = JL

De plus, J A J sera désigné par Jg, JRJIR e K J
| S e

k fois
par Jk s ce qul correspond blen aux notations habituelles des
produits d'une transformation linéaire.

— Une dérivation Dr est dite de type d* si elle com-
mute avec la différentielle extérieure d au sens de 1l'algébre
graduée i.,e, si

_. (_a\Tr
Dr d = (-1)"a Dr

Il existe alors une forme vectorielle L € Br telle que:



cette derniére dérivation étant définie par

. o PRt <
d; = [i;,4]1 = ipd + ( 1) diL

co

En particulier

dI = d

ol I est la transformation identique de T(V) .

Toute dérivation Dr de type d, est déterminée par

son action sur A puisque, d'aprés (1.1)

i i
rail eee 1 A dx 1 A eeese A AX p

Dw_ =32 D
p!
p

rp

i i, i

(-l)jr ax * Aassh dDrx JAv..A dx P
1

+
el
o
[}
[y
[
I o

J

Si r =0, i,e. L est un champ de vecteurs X, nous

.

retrouvons la dérivée de Lie par rapport & X :

= i,d + di

dy = 6y = 1y X

i

- Toute dérivation D, se décompose de maniére unique
en une dérivation de type d* et une dérivation de type i* .

=d + 1
DI" * *

- Soient Dr’ Ds’ Dt trois dérivations de degré r, s, t.

Il est facile de vérifier que le crochet :

rs
[Dr, DS] = DPDS - (-1) DSDr

est une dérivation de degré r + s .



Ce crochet préserve le type des dérivations, i.e. si

Dr et Ds sont toutes les deux de type i* ou toutes les

deux de type d*, il en est de méme de leur crochet.
Par exemple, de
r
D.d = (-1) dDr
et de :
Dd = (-1)%aD,
il résulte que
_ (_4\D+s -
[Drs DS] d = (-1) d[Drs Dy ]
D'autre part, nous avons
rt sr
(1.2) (-1)"*[p_. D, D 1]+(-1)%"[p,, [D,, D_1]
ts I
+ (-1)"® |p, (D, D] =0
Enfin, nous utiliserons souvent la formule suivante

(1.3) Au(X,Y) = X o(¥) - ¥ wXx) - o([X,Y]) Ve A,

IT. DEFINITION DE LA TORSION DE NIJENHUIS.

Considérons le crochet

im N |
[dL, dM] = dp. dM-(-l) dyd;, ou L €B, , M€ B .

C'est une dérivation de type d, de degré 4 + m , Il

existe donc ure forme vectorielle de degré 4 + m , que nous
désignerons par [L, M] , telle que

La d

r» dud =g g



En particulier (I, M] =0

Examinons le cas o L =M= J ¢ B, . Le crochet
[J, J] est une forme vectorielle de degré 2 définie par :

dry g7 = U 451 =dd; + ad; = 2d§

d'oll
s = d,
5 [J,4d]
Posons
(1.4) N;T =2 (5,01
de sorte que
af = Iy

N s'appelle la torsion de Nijenhuis de J .

Nous allons déterminer 1'action de N; sur (V) x T(V) .

Dans ce but, nous commengons par établir une formule
sur les dérivations.

Considérons le crochet [iJ, dJ] ou J € Bi .
C'est une dérivation de degré 1 et par conséquent, elle
se décompose en une dérivation de type d* et une dérivation

de type 1* .



Posons [iJ, dJ} = dX + iY

dX est déterminé par son action sur AO. Soit f € F :

af = iJQdf =d.2 T

Lgdgf = 1515 J

car

af(z) = 1.4f(Jz) = ar(d°z) = 1 2af(2) = 42 £(2)

Iyig J
pour tout Z € T(V) .

\ 2
Done dX = dJe ou J- € Bl .

iY est déterminé par son action sur A, . Soit df € Al .

iarf

It

[i;, ajlaf - d 2df

= inde - dJlef - ngdf

= —inde - deJf + degf

= -inde + dinJf - deJf

= —deJf - deJf = ‘d[JsJ]f

car ngf = 1J2df = 1J1de = 1Jde

Enfin nous obtenons

(1-5) [iJs dJ] = ng - i[J,J]

Soit w € Ay . La formule (1.5) donne :

i[J,J1w = 1J2dw - legw - 1Jde + dJle
151500 + inle + 1 lew - lele
1J2dw - 2d1J2w + Qinldw - 1J1de

= i odw - di -
s2dw 2 3

It



car  10(X) = 151 w(X) = w(s%) VX € (V)
d'ol

W(13,31(%,¥))

it

aw(J%X,¥) + dw(X,JI%Y) - 201 Hu(X,¥) + 2d1 0 (3X,¥)
+ 201 w(X,JY) - dw(I®X,¥) - dw(X,d%Y) - 2dw(JX,JY)

= 2(a1;w(X,¥) + aija(X,JY) - ai pu(X,¥) -dw(JX,JY)
Appliquons (1.3) au second membre de cette relation :

1 (19,53%,9) = Xe(3Y) - Yo(3®X) - o(J[I%, Y1)
+ Xw(3%Y) - JYw(JX) - w(J[X,dY])

X.w(I2Y) + Yo(3%K) + w(32[X,Y])

t

JXw(JY) + JYw(JIX) + w([JIX,JIY])

f

" ([JX,JY] + TPIX,Y] - J[IX,Y] - J[X,dY]

Par suite

o

(1.6) | N;(X,Y) = [JX, J¥] + J°[X, Y] - J[JX, Y] - J[X, JY]
J

Cherchonsmaintenant 1'expression de la torsion de
Nijenhuis en coordonnées locales :

La formule (1.6) donne :

. . - 'EI - »
W) Y) = (3,001 + 500y T - alro, vl - slx, oy



hi N k
or : [Jx, gy2t = g% xd K kS gt 2L x
J dX J X
agt 3
-Jﬁ—-—%XJYk -Jf{’Jl-@l{-ZYK
X J oX
Kk
[X, Y]k - XJ §..¥..k__. YJ oX -
axY 3x Y
N o
[Jx, Y1 = g% x9 - Y -—-—%XJ—Y o T
J X AX X J
agk 4 .
[x, oy ¥ = xd —% ¢+ | XJJLE =) A BPhe oX
axY 3% axY
d’oﬁ apres simplification :
4 i i
i 3d¥ A dJ 3t
(NJ(X, Y)> [J "‘“1% e L —k Jf; —. ] xJyK
>xY J ax ax¥ -
enfin, nous obtenons :
A £ i i
wE o ( 3y ) aJk>+ 7 37, o aJ*
J’ 4 k 3 j .z Kk _. 4
J oX X X axX

III. AUTRES MANIERES DE CARACTERISER LA TORSION DE NIJENHUIS.

Soit X un champ de vecteurs, eX la dérivée de Lie par
rapport a X,

Nous avons les formules suivantes :
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eXf = Xf Yf ¢ F
8,Y = [X, Y] W e (V)
(2.7) 0 (Y, 2] = [8;Y, 2] + [Y, 0,2] W,z € T(V)

La dérivée de Lie de J , forme vectorielle de degré 31,
est donnée par la formule de Leibniz [4] :

(2.8) 63 (JY) = (8;T)(Y) + J(0yY) W e (V)
De méme, si L € B, :
(1.9) o @Y.2)) = (6,L)(Y, 2) + L(8yY, 2) + L(Y, 6,2) .

Nous pouvons considérer la torsion de Nijenhuis comme
1l'application

_21 [J, 71 : (V) ~ Hom (T(v), T(V)>

définie par :

(1.10) - 509, 91 (0) = 6,47 - 3(8,3)

En effet, soit Y € T(V)

2 (Lo, J300))(¥) = GJXJ(Y) - (a(ega))(¥)

Comme SJXJ(Y) = [JX, JY] ~ J[JX, Y] d'aprés (1.8)



i

(G(ag)(¥) = 3(Ix, Y1 - J[X, Y1) a'apres (1.8)

JIX, J¥Y] - J°[X, Y ]
nous retrouvons bien la formule (1.6)
(1.6) £ [3,73))Y) = [JX,0Y1 + 3°[X,¥] - JLIK,¥] - JX,JY]

D'autre part :

(% (J,J](XD (Y) = - (%— [J,J](Y)) (X)

nous pouvons dore considérer la torsion de Nijenhuis comme
1'application linéaire

100,01 (V) A T(W) - T(V)

dérinie par (1.6) .

Soit wp € Ap » Nous définissons pr par :

pr(xls X23 EXK¥E) X ) = UJB(JXJ_, JX

® ¢ e X
o > JXJ)

2’

4 A = {4 v ]
J(wp wq) pr A ng Wy € Aq

1)

Soient d'autre part J(O), 3¢ , 52

)e Hom(I*(V)AT*(V),
T*(V)AT*(V))
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définis par :

70°) _ igentite dans T*(V) A T%(V)
J(l)(w AT) =JdJo AT+ w A JT Vo, € A1 .

3@y Am) = g0 I,

Autrement dict, J(2) est précisément 1'opérateur J
sur une forme scalalre que nous venons de définir plus haut.

Soit X AY € T(V) A T(V)

(J(l)(w/\ﬂ)>=Jw/\'n'(XAY)+w/\J‘rr (X A Y)

w(IX)m(¥) - w(JY)mX) + o(X)N(IY) - @(¥)n(JIX)

i

i

(e@m(®) - w@n@0)) + (WEnEY) - w(IT)nE))

(111) A m)E AT = (@A™ X AY) + (wam (XA 5T)

Nous pouvons aussi considérer la torsion de Nijenhuis
comme la transposdée de l'application lindaire

1 * ;
00,01 A = A AA

1 1

définie par :

—
(1.12) % (3,37 (@) = - 3@y + s Wggy + 50as2u | Wy € A,

En effet, vérifions que :

1 1
<"2_ [JsJ] (XA'Y)J w) = <-X~ A Ys § [J,J](W))
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Le second membre de cette relation s'éderit :

t
(£ 10.930) & a0 = -sBaux 4 v) + s Wage(x A v)

- 30)as2ux A 1)

2) dw (JX A JY)

Or J( dw(X A Y)

it

IX,w(JY)~IY . w(IX)-w([JIX,IY])
d'aprés (1.3) .

i

J(l)de(X AY) = dJw(JXAY)+dJw(XAJY) d'aprés (1.11)
= JXw(JY) - Yw(I%X) - w(JLJIX,¥])

+ Xow(J°Y)~ JYe(JX) - w(J[X,JI¥])
70)a2u(x A ¥)= x0(32Y) - Yu(a2x) - w(3PX,¥])

Donc

(3 [5,030) (X A Y) = w([Jx,JY]+J2[X,Y]-J[JX,Y]-J[X,JY])

C.Q.F.D.

IV, PROPRIETES.

Soient L, M € B1 . Nous avons

[dL, dM] = d[L, M1

La 2-forme vectorielle [L, M] est parfois appelée le
tenseur de Nijenhuis associé & L et M.



- 14 -

Nous avons les propriétés suivantes :

1)0 [Lp M] = [M: L]
car [dL, dM] = dL dM + dM dL = [dM, dL]

2). Le crochet [L, M] est R-linéaire par rapport & chacun de ses

termes,

Soient I, L', M, M' € Bl, w € Al et X € T(V)

iL+L'w(X) = W(L+L"' (X)) = o(IX) + o(L'X)

1Lw(X) + iL:w(X)

1 ~ . — . s
d ou 1L+L'" lL + i

L?
dp p1f = ippdf = ipdf + iL,df Yf € A
= d;f + d;.f
d'olu dL+L' = dL + st

= (dL+dL,)(dM+dM,) + (dM+dM,)(dL+dL,)

Hi

[dLJdM] + [dL’de] + [dL?sd ] + [dLis M']

[I+L",M+M' 1= [L,M] + [L,M'] + [L',M] + [L',M']

3). Dans (1.2) remplagons D.,Dg,D. par dL’dM’dN ou L,M,N € B, .

[ (aypayd] + [ay Lay-a, 1] + [ay ap.4,1] = o
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d'ol,en tenant compte de la propriété 2), :

[ oewa] + [ onund] + [, foond)= o

En particulier :
[, 5,31 =0 VI eB, .

4), Dérivée de Lie de la torsion de Nijenhuis.,

Puisque NJ est une 2-forme vectourielle, nous pouvons
appliquer (1.9) :

(1.13)  (001)(4,Y) = 8, (N (X,Y)) - N (0,%,¥) - Ny(X,0,Y)
= 0,([J3%,5Y]) + 6,(3°[X,¥1)-0,(JLIX,¥1)-0, (JIX,IY]

- NJ(X,BZY) - N (eZX,Y) .

J
Développons les termes au second membre de cette relation
en utilisant (1.7) et (1.5)

6, (LJX, JY1)

il

Lo, (Jx),J¥]+[JX,8,(J¥)]

I

[eZJ(X),JY] + [J(GZX),JY] +[JX,BZJ(X)]+[JX,J(GZY)]

0,(3 (31X, ¥1) )= 8,3 (31X, YD) + 7 (8,(IIX,¥D))

0,7 (J[X, Y1) + J(pZJ([x,Y])' + J(QZ[X,Y])>

i

eZJ(J[x,Y])+J<pZJ([x,Y3)> +J2[8ZX,Y]+J2[X,GZY]



(1.14)

_16_

0,(JLIX,¥])

0,7 ([IX, Y1) + J(8,L0%,¥])
= 0,0([JK, Y1) + J[GZ(JX),Y] + JLIX, 8,¥]

- GZJ({JX,Y])+J[GZJ(X),Y]+J[J(GZX),Y]+J[JX,BZY]

8, (J[X,3Y]) = 8,0([X,dY]) + J(8,0X,I¥])
= 0,0([X,0¥]) + J[8,X,¥] + J[X,eZ(JY)]

= OZJ([X,JY])+J[BZX,Y]+J[X,SZJ(Y)]+J[X,J(GZY)]
N (8,X,Y) = [J(ezx),JY] + IPLo.X, Y] - J[J(GZX),Y] - JLe,X, Y]

N (X, 85Y) = [JX,J(GZY)] + J°1X,0,¥] —J[JX,QZY] - J[X,J(ezy)]

Portant ces relations dans (1,13), nous trouvons :

(80 ,)(X,¥) = [07(X), 07| + [7X,8,0(¥) | + 6,7(J1X, Y1)

il

3

7 (,7(1%,¥1) - 059([X,¥]) - 3[o0(0),Y

0,0 ([X,3Y1) - J[X, 6,7(¥) ]

La formule (1.14) montre que la dérivée de Lie de NJ

se déduit de facgon évidente de 1'expression de NJ et que cette
dérivée est parfaitement déterminée par 6.,J .
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DEUXIEME PARTIE

LEMME DE POINCARE ET LOIS DE CONSERVATION

I. LEMME DE POINCARE RELATIF A d

J L

Rappelons la définition de 1l'opérateur J € B

1 qui agit
sur une forme scalaire w_ € Ap .
9 e eey X = 9 e e e
Juup (x1 o ) @ (JX1 pr )
Nous avons les propriétés suivantes :
1) J + ') = Juo + Jo' Yo, o A
) (wp p) @, W'y s w'y €AY
2 = J J Y A
) J(wp A wq) w A Wy Wy € g
3) Jwu=0 ® w=0 siet seulement si J est régulier.

Nous poserons Jf = f YV € AO .
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Lemme de Poincaré relatif a 4d .

Soit ®w une p-forme fermée sur un voisinage U d'un
point x d'une variété différentiable V . Alors, il existe
une (p-1)-forme 1 définie sur un voisinage W de x telle

P i

Que w=dm sur UNW,

Lors de la définition de la torsion de Nijenhuis, nous
avons vu que @

d = d1
‘2'[J3J]

Par conséguent :

2 _ . _
d J = 0 si N, =20

Par analogie avec le lemme de Poincaré relatif a 4 ,
nous dirons que d. vérifie le lemme de Poincaré si dJ pos-

J
sede la propriété suivante

Lemme de Poincaré relatif A dJ .

Soit NJ la torsion de Nijenhuils supposée nulle., Si w

est une p-forme scalaire définie sur un voisinage U de x ,

telle que de = 0 , alors 1l existe une (p-1)-forme 1© et

un voisinage W de x tels que w = dJ m sur UN W,

Théoréme de Willmore.

A Soit NJ la _torsion de Nijenhuis supposée nulle., Pour
qQue d; vérifie le lemme de Poincaré, il faut et il suffit

Que J soit régulier.
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Condition nécessaire :

Supposons J singulier, Soit w = aidx:L une l1l-forme
scalaire telle que de = 0 sur un voisinage U d'un point
X €V et telle que ay # 0 , Puisque J est singulier,
det (J) = 0 . Nous pouvons trouver un champ de vecteurs e sur

U tel que Je = 0 au point x, D'aprés [1], il existe un systéme

de coordonnées locales xl, Xe, cens " dans un voisinage W
de x tel que —§1 = e , Par rapport a ce systéme de coordonnées
3X

locales, J est représenté par une matrice dont les éléments de
la premiére colonne sont nuls, i,e, les composantes Ji de J
sont toutes nulles,

Supposons le lemme de Poincaré satisfait., Alors il
existe sur W wune fonction f telle que :

W = de
ou
a dxi = 1de = éﬁk Jk ax*
DX
Par suite a1 = éii Ji =0
dX
I1 y a contradiction,
Condition suffisante
Considérons 1'opérateur : D; = Jd gt

Il possede les propriétés suivantes :

I

' . '
DJ(wp + wp) DJup + Dpr

D = " 3 - b
J(wp A wq) Dpr Awg + (-1) oy A Dqu
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C'est une dérivation de degré 1 .,
De plus :

1y _ o

02 = (Jag™t) (Jas”
Nous allons montrer que dJ et DJ coTncident moyennant
la condition NJ = 0 , Pour cela, il suffit de démontrer Qque

ces deux dérivations ont m€me action sur Ao et Al .
Soit [ € AO

- -1, _ =
D;f = JdJ °f = Jdf = 1,df J

i
Q
Hy

puisque pour les formes de degré 1
Jw = iJw

Soient d'autre part X, Y deux champs de vecteurs et
weEA &

It

de(X,Y) inw(X,Y) - diJw(X,Y)

Il

dw(JX,Y) + dw(X,JY) - diJw(X,Y)

= JXw(¥Y) - Yw(JX) - w([JX,Y]) + Xw(JY)

JYw(X) - w([X,dY]) - Xo(JY) + Yu(JX) +w(J[X,¥
de(X,Y) = JXw(Y) - JYw(X) - w([JIX,Y] + [X,JY] - J[X,Y])

D w(X,Y) Jarte(x,¥) = a5 te(dx, JY)

JXe(Y) - JY¥e(X) - w(I [ax,qv])

il
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DJw(X,Y) = JXw(Y) - JYw(X) - o([JX,Y] + [X,JdY] - J[X,Y])

- w(37H (X, Y]))

car

[9%X, Y] = N (X,¥) - J2IX,Y] + J[IX, Y] + J[X,JY]

d;w(X,¥) = D u(X,¥) + w(J"lNJ (X,Y))

quels que soient X et Y € T(V) . Par suite :

(2,1) D.w = de + 1

J -1, Y
I

En définitive, dJ = DJ si N = 0 .,

Soit maintenant w une p-forme telle que de = 0 sur
un voisinage U de x,

Alors Jas™ g = 0
Cette condition est équivalente & :
ar™ty = 0

puisque J est régulier,

D'aprés le lemme de Poincaré relatif & d s 11 existe
une (p-1)-forme @ sur un voisinage W de x telle que :
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soit

en posant Jo = 1 ,

- - -

Dans le cas géndral ou N; n'est pas nul, la formule
(2.1) donne 1la décemposition de DJ en une dérivation de type
dy et une dérivation de type i, et partant cette formule
s'applique & une forme w de degré quelconque,

LOIS DE CONSERVATION DANS LE CAS J2 = yI OU vy EST UNE

CONSTANTE REELLE,

Soient ®w une l-forme scalaire et J une 1-forme
vectorielle sur une variété différentiable V.

Définition.

On dit que w est une loi de conservation par rapport

2 J siles formes w et Jw sont exactes.

On montre qu'une telle forme a certaines relations avec
les lois de conservations en physique,

Proposition 2.1.

Si ® est une loi de conservation par rapport & J et si

J2 = vyl , alors la torsion de Nijenhuis N est nulle,

J
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. 2
Comme on peut toujours se ramener aux cas J = -I, 0 et

I, nous allons démontrer la proposition dans ces cas.

Soient X, Y € T(V). Par hypothé&se, nous avons :

(2.2) dw(d7,JY) = JXw(JY) - JYw(JX) - w([JX,JY]) =0
(2.3) dJ6(IX,Y) = JXe(JY) - Yu(J%X) - o(J[JX,Y]) = O
(2.4) AT (X, JY) = Xw(JY) - JYw(JX) - w(J[X,J¥]) = 0

puisque dw(X,Y) = 0 et dJw(X,Y) = 0 quels que soient X et
Y e T(V) . |

Par combinaison de (2.,2), (2.3), (2.4) nous obtenons :

(2.5) w([JX,dY] - J[X,JY] - J[IX,¥]) + Xw(J3¥) -Yu(s®X) = 0

Comme J2 = -I, 0O ou I,

Xw(J2Y) - Yo(I®X) = w(d2[X,Y])
puisque duw(X,Y) = Xw(Y) - Yu(X) - w([X,Y]) =0
Par conséquent, (2.5) devient :

w ([9%,9¥] + J°[X,¥] - J[IX, Y] - J[X,9Y] = O

- e e eas @ - e e -

1) La forme ww est toujours supposée exacte. Si N; =0
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et si J2 = I, -I, 0, en calculant (2.3) + (2.4) - (2.2),

nous trouvons

AJw(JIX,Y) +ad(X,JY) = 0

soit
idJ0(X,Y) = 0 VX,Y € T(V)
Par suite
1Jde =0
2) Les conditions suivantes sont équivalentes :
dw =0 dw =0

ddw = 0 {de =0

pulsque dw = O implique de = -diJw et que pour les formes

®w de degré 1, iJw = Jw ; ce qui permet d'énoncer :

Proposition 2.1°',

Solit w une 1-forme fermée :

~

1) si dyw = 0 et si J° =1I, -I, 0, alors la torsion de

Nijenhuis est nulle.

2

2) 8i J° =1, -I, O,et si N, =0, alors i d.w = 0

J JJ *
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TROISIEME PARTIE

SYSTEMES DIFFERENTIELS DEFINIS PAR

UN OPERATEUR LINEAIRE DE RANG CONSTANT.

I. PRELIMINAIRES.

SYSTEMBS DIFFERENTIELS.

Soit V une variété différentiable réelle de dimension

Un systeme différentiel D de dimension R sur V es
une application qui & x € V , fait correspondre un sous-espac
vectoriel D de dimension r de TX(V) de sorte que, pour
tout x € V , il existe un voisinage U de X et r champs
de vecteurs définis sur U tels que

{0 vens )}

engendrent Dy pour tout y € U ;

Une sous-variété W de dimension r de V est une
variété intégrale si

D, = TX(W) pour tout x € W .
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Un systéeme différentiel D est dit intégrable si pour
tout y € V , il existe un systeme de coordonnées locales
(Xl, x2, .e., X*) dans un voisinage U de y tel que la variété
intégrale soit définie par

Xr+1 - .. - xn -0

THEOREME DE FROBENUIS.

Pour qu'un systéme différentiel D de dimension r sur

V soit intégrable, il faut et 11 suffit que pour tout y € V ,

il existe une base locale ({X,, ..., X} définie dans un voisi-

1’

nage U de y telle gue :
r
[X;, X351 € Dy

pour Xx € U et pour tout 1 et tout J variant entre 1 et r.

Remarque

Pour démontrer qu'un systéme différentiel D est inté-
grable, au lieu de démontrer que le crochet de deux vecteurs de
la base locale appartient & D , il suffit de vérifier ce fait
pour deux vecteurs quelconques de D .,

Proposition 3.1.

Soit J wune 1l-forme vectorielle de rang constant sur V.
Si la torsion de Nijenhuis est nulle, le systéme différentiel
X - JX(TX(V)) est intégrable,

Soit X, Y € TX(V). Par hypothése

[JX, JY1 + J°[X, Y] - JLJX, Y] - J[X, JY] = O
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Il en résulte que
[JX, JY] = J([JX, Y] + [X, JYl - J[X, Y1)

Donc [JX, JY] € JX(TX(V)) et le systéme différentiel
considéré est intégrable d'aprés le théoréme de Frobénuis.

Proposition 3.2.

J est toujours supposé de rang constant et vérifie
=g . Alors le systéme différentiel x = JX(TX(V)) et
son supplémentaire : x - (I - J)X(TX(V)) sont intégrables
si et seulement si la torsion de Nijenhuis de J est nulle.

Posons J=I-J, I étant la transformation iden-
tique de T(V).

Alors : ¥ -5 JF = J7 =0

[, 31 = [I-J, I-J1 = [J, J]
Soient X, Y ¢ TX(V) :

JLIX,JY] + 5J2[X,Y] - JI[IX,Y] - JI[X,JY]

1 ~
'é' J[JSJ](X3Y)

JLIX,JY)]

D'aprés le théoréme de Frobénuis, le systéme différentiel
défini par J est intégrable si et seulement si J[JX,JY¥] =0 .
D'aprés (3.1) cette condition est équivalente & :

J{J,31 =0
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De méme, le systéme différentiel défini par J est in-
tégrable si et seulement si :

J[J, 3] = J[J,71 =0

Par conséquent, ces deux systémes sont tous les deux
intégrables si et seulement si NJ =0,

Considérons un systéme de projecteurs supplémentaires

Pl, Pe’ o s 0 Pr ]

1 2
P = P P.P, =0  si i#j
i i ivJ °
Nous désignerons par Ti le systeme différentiel
- { /
x = (P)y(T (V).
Proposition 3.3.
Les sytémes différentiels T. + T. + ... + T. ol
1 12 Tk
k = 1,2,..,r-1, ij = 1,2, .., r sont intégrables si et seule-
ment si :
[Pis PJ]:‘O -vla d = 1, eees T

D'aprés la proposition 3,2, les systémes Ti sont inté-

grables si et seulement si :

[Pi, Pi]=0 Otl i=1; 2’ ssey I
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Appliquant ce résultat a T; + Tj , nous trouvons :

[P;, Pj1=0 Vi, 5 = 1, eees Ie

II. ETUDE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS ASSOCIES A UN OPERATEUR

LINEAIRE DE RANG CONSTANT.

Soit mainteant p(A) 1e polynfme minimal & coefficients
supposés constants sur V, d'une 1-forme vectorielle J de
rang constant.

Ce polynOme peut se mettre sous la forme :
n n . n
_ 1 Te Ay lr

p(n) = [p, ) [T [0 2 wes [p (0]

oll les pi(x) sont des polyn®mes du premier ou du second degré
en )\, irréductibles sur les réels et premiers deux a deux,

Posons T, = {X € TX(V) tel que [pi(JX)]ni(TX(V))=O}

On démontre [5] qu'il existe des polynOme hi(x) A
coefficients constants sur V tels que, si nous posons :

P, = hi(J)

nous obtenons

P1+P2+000+P=I

r
= Pi Pi Pj =0 si i#]
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Autrement dit, les Pi forment un systéme de projecteurs
supplémentaires de 1'espace tangent en chaque point x de V ,

Il en résulte que :

/ —
TX\V) =T + oo + T,

et que chaque Pi détermine un systéme difrférentiel Ti sur
la variété différentiable V.

La formule suivante est un cas particulier d'une formule
plus générale €tablie dans [3]

(3.2) [L, MN]J + [M, NL] = [L,MJAN + L[{M,N] + M[N,L]

Il

oh L, M, N € Bl

Remplagons dans (3.2) L, M, N par J, J et Jk-1

k

o[g%, J1=(J, 71 = &1 4 2og0g, K1

ou
(3%, 01 = a1, 57+ N R gl

de méme

(oL, g1 = g00%°, g1+ N R JK=2

(0572, 31 = 0053, 71+ N R JK-3

(32, 31 = J[J°, J1 + N A Je

[JQ, Jl = J0J, J] + N. A J



- 31 -

k_l, Jl, [JK-Q’ J1, Q.., [JE, J] respec-

tivement sur J, Je, coss Jr-2 par 1l'opération A et ajoutons
membre a membre les ¢galités ainsi obtenues :
k-1
(3.3) (%, 71 =2 J%1 N (N, & 37
i=1

Dans (3.2) faisons L =J5, M=J, N = gv°1

Faisons agir [J

k

(%, 0¥1 4 [0,y o dK, amet e g, st ottt 5

et en tenant compte de (3.,3)

Lo, 043

k-1

Sl kel e e {1 o k-1, 4-
5,0 e (T RS T ) (i RgERet

i

i=1
-2

Nous avons une relation de récurrence entre [Jk, J&]
et [J%, ot 71
que [Jk, JL] est une somme de formes vectorielles qui sont les
transformées de la torsion de Nijenhuis NJ par 1l'opérateur ® .
Il s'ensuit que, quels que soient les entiers positifs k et 4,

. En opérant comme précédemment , nous voyons

(3%, %7 =0 daos que N; =0 .
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Reprenons les opérateurs Pi . Ce sont des polynBmes en
J a coefficients constants. Par suite, [Pi,Pj] =0

Vi, J =1, 2, eve, T si N; = O.

Nous pouvons maintenant appliquer la proposition 3,3
aux systemes différentiels 'I‘i et Ti + eee + Ti s ce qui

a1 re k
permet &'énoncer, 1

Théoréme 3.1.

N

Les systémes différentiels T. et T. + ... + T. ol
i = i i, =

i= 13 sees Iy k = 29 eeey P“'l, i,j = 13 eeess I _(_i__é_f‘:i»rii.__s_

par un opérateur linéaire J dont le polynOme minimal est &

coefficients constants sur V sont intégrables si la torsion

de Nijenhuils est nulle,
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QUATRIEME PARTIE

ETUDE DE LA STRUCTURE DEFINIE

PAR UNE FORME VECTORIELLE J TELLE QUE J3 = =J .

Dans cette partie, nous travaillerons sur des champs de
vecteurs et des formes complexes, Pour cette raison nous com-
mencons par étudier la validité de la torsion de Nijenhuis
dans le cas complexe,

TORSION DE NIJENHUIS DANS LE CAS COMPLEXE.

Soit V une variété différentiable réelle de dimension

net FC la C-algébre des fonctions différentiables définies
sur V A& valeurs dans le corps complexe € , Soit f € FC s
alors :
f =g+ ih ou g, h €F
Désignons par ™° 1'ensemble des dérivations de 5 .

c

I1 est évident que T est défini par son action sur F et

que chague élément X de 'I‘C est de la forme :

X = X' + ix" ‘ou X', X" e T(V)



D'une fagon analogue, nous définissons une p-forme
scalaire complexe (resp. vectorielle complexe) comme une appli-
cation p-linéaire et alternde de (TC)p dans F° (resp. Tm).

Le complexifié d'un objet mathématique O sera désigné par OC.

. C
Si “p € Ap 5 alors
1 . 2 N 1 2
= + 1y o 3 s A .
ap wp 1up u wp wp € D

Si nous définissons les opérations iL’ A, L , ] comme

dans la premiére partie en remplagcant F et T(V) par FC et
C

T" , toutes les formules que nous avons établies - en parti-
culier, celle qui donne la torsion de Nijenhuis - restent
valables,

(4.1) N (X,Y) = [9X,0¥] + J°[X,¥] - J0IX,Y] - J[X,JY]

o J € Bg , X, vet® .

Soit maintenant J wune 1-forme vectorielle réelle, Nous
pouvons 1'étendre & une forme vectorielle complexe JC en posant:

O+ ax") = ox' o+ 10X .

De méme, si L € B,, nous posons :
LC(X'+iX", Y'4iY") = L(X',¥Y") - L(X",¥Y") + 1 (;(X',Y")+L(x",y')

Ainsi, si J € B , 7%, 3% 4% et 1g, 7%  sont

définis et nous avons :

C C

[J3 J]::[Js J]C
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(4.,2)

(4.3)

-35...

car [Jc, JG](X,Y)

13,3%(x,¥)
= [JJJ](XtJY') - [J’J](X"sY")
+ 1 ([2,5207,¥") + [3,51(",¥"))

ol nous avons posé X = X'+ ixX" , Y =Y' + iY"

ETUDE DE LA STRUCTURE DEFINIE PAR UNE 1-FORME VECTORIELLE J

VERIFIANT J° =-J o

Supposons que J soit de rang pair constant r sur V
et cherchons ses valeurs propres A, Celles-ci sont données par
1'"équation :

Y = -h

d'ou A=20 A=1 et A= -1

De plus, nous supposons que les racines X =1 et A = -1
ont pour ordre de multiplicité m = 5 .

Soient Ti’ Tg, T3 les espaces propres associés aux
valeurs propres O, i, et -i . T1 est aussi le noyau de J .
Par suite, dim T1 = n-r et dim T2 = dim ’1‘3 =m . En
chaque point x de V , nous avons :

I S SR

1 5 3 (somme directe)

Considérons les opérateurs complexes

3 2 _1 ., 2 _ 1,2 )
P1—I+J ,P2—2(J iJ) , P3-2(J + iJ)

ou I est la transformation identique de TC .



Nous avons @

P1 + P2 + P3 =1
2 . s s
Pi = Pi et Pi Pj =0 si 1#]
rmC N
De plus, P.(T7) = T, ou i=1, 2, 3,

ce qui montre que les Pi sont les projecteurs de TG associés
&4 la décomposition (4.2),

Nous désignerons encore par Ti le systeme différentiel
x = T, .
T, (x)

Définition,

Nous dirons gque la structure définie par J est intégra-

ble si les systemes différentiels T; et T, + Tj ou
i, J =1, 2, 3, sont intégrables.

D'aprés la proposition 3.3 , la structure définie par J
est intégrable si et seulement si

[P,

i» Pyl =0 Vi, j=1,2, 5

Considérons la 2-forme vectorielle H définie par :

3
1
(4.4) H=2 YP, [P, P]

H s'appelle la torsion de la structure [9]
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Nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.1.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) [Py, P.1=0 Vi,j=1,2,3

J
b) H=0

Tl est évident que a) implique Db).

>
Réciproguement, supposons que Pi[Pi,Pi] =0 ,
i=1
ce qui implique
(4.5) P, [P;5P;1=0 ou i =1,2,3

Reprenons la formule (3.2)
(4.6) [L, MN] + [M,NL] = [L,M] AN + L[M,N] + M[N,L]
et remplagons L, M, N par Pi’ Pi’ Pj .
(4.7) 0=2 Pi[Pi,Pj] + [P;,P; 1R Py
d'ol en utilisant (4.5)
(4.8) P, [P;,P,1=0 Vi, j =1, 2, 3.

Dans (4.6) faisons L =P

(4.9) 0 = Pi[Pj,Pk] + Pj[Pi,Pk] + [Pi, Pj] R P



En tenant compte de (4.8) , (4,9) devient :

P[Py, P l=0 Vi, j, k=1,2, 3.
Par suite :
[P;, P5j1=0 Vi, 3=1,2, 3.

Théoréme 4.1.

Pour gue la structure définie par J soit intégratle,

il faut et il suffit que la torsion de Nijenhuis soit nulle,

Remplagons dans (4.4) les P, par leurs valeurs (4.3) :
(4.10) B =& (205%,0%1 + 35°%00°,0%7 + 2005%,57 + 3°13,71)

De la formule (4,3), nous tirons :

(4.11) (02,77 = 2 IN; + N, & J
2 2 2 _ e B
(%.12) [0,0°1 =2 0°N; + 2 ON; R J + (N;RT) R J - NjAJ .
Portons ces relations dans (4,10)
I N - N — ) ‘
(4.13) H=2(8 0N, - 30°N; R J + 4(NRI) & T + 3(I°N”0) A J)

D'aprés (4.,13) ,

H=20 si NJ =0
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Réciproquement, supposons que la strucuture soit inté-
grable, Alors

EPi, Pi] = 0 pour i =1, 2, 3 .

Soit

r 2 24 _

(P, Po1 = (0% 571 -21[3%, 71 - (3, J1 =0

[Py, 5] = [3%, 371+ 2103%, 31 - [4, 41 =0
d'ol

NJ =0
Remarques
1) Si le rang de J est n , nous avons J2 = -I puis-

que P, =0 . J définit alors sur la variété différentiable V

1
une structure presque-complexe et n doit 8tre pair . Le théo-

réme 4.1 nous permet de retrouver la condition d'intégrabilité
de cette structure,

2) L'étude de la structure définie par un tenseur J
tel que J2 = J se fait de la méme fagon. Si le rang de J
est égal & la dimension de V , J vérifie J2 =1 et nous
avons une structure presque-produit. ‘

Si le rang de J est r#n , en utilisant 1les projec-
teurs :

=T +J°, P, = % (-% - 3), P, =% (=3° + J)

>3
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nous verrons que la structure est encore intégrable si et seu-
lement si la torsion de Nijenhuis de J est nulle.

TORSION DE STRUCTURE.,

Nous allons chercher la relation entre les torsions de
structure définies respectivement par A. G, Walker et
G. Legrand dans [9] et [6].

Nous avons vu que

c _
TX = Tl + T, + T

2 )
ol les Ti sont des espaces propres associés & 0, i et -i .,

Nous dirons qu'une base ey (i =1, eee, n) de Tﬁ

est une base adaptée a la structure si les (n-r) premiers

vecteurs de cette base appartiennent & T les m suivants

1 S
a T, et les m derniers a T3 . Par rapport & une base adap-

tée , J est représentée par une matrice de la forme

.y

ol On—r est la matrice nulle d'ordre n-r et I, est la

matrice unité d'ordre m.

Soit 8% 1la base duale de la base adaptée (ey) .
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Nous avons :

i 1 1 . e
de” = 5 Cjk 6 A B
ol
i i
Cjk + ij =0

Dans ce paragraphe, nous supposerons

1< is js kﬁ LRI ) =n

1 < ily jls Kl,‘ ® o0 < n-r
n—l"-l-l = i25 329 kgg LI ) < n-r+m
n-5+l = iy, Jus Kas e,
1= s B: Y: LI ) s 3

ia désignera le complémentaire de ia dans 1'ensemble
(13 290-03 n) . Posons

i i .

0. o i
=" = C57% et t,, = 0 pour tous les
Jakm Jakq jk

autres indices.

. t s oo i
I1 est facile de vérifier que ¢ est un tenseur,

Jjk
C'est le tenseur de torsion.

La 2-forme vectorielle T définie par :

i_ 1 k

T2

i 43
tjk 8Y A B

s'appelle la forme de torsion [6] .
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Une forme w est dite de type (p, g, t) si :

ooosx )'—'O

w(Xl’ X p+a+t

23

si la suite X contient plus de p vecteurs de

Pour une telle forme, nous avons (*

1"“’qum
ou plus de g vecteurs de ‘I‘2 ou plus de t vecteurs de T5 .

Jw = ng =0
i = i{a-t)w
1,0 = -{q+t)w
J2

Solt w wune 1-forme scalaire quelconque, NousS nous
proposons d'établir la formule suivante :

(4.14) 41w = 43°%dw + 21.ddw + i.JdJw - 4ddw - 21 .dd%w
T J J 2
+ JAJ% + 33°45%%
.. .1,0,0 |
Soit w une 1-forme de type (1,0,0). Nous avons
1
1,0,0 _ 2, 0l
1
d'ou
i i
290 _ga. A g lia agd
11 11

(*) Les formes scalaires Jw et i.w ne sont autres que les
formes C¢ et Mw définies gar G, Legrand dans [6].
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1,0,0

dw™’ est la somme des formes des 6 types suivants :

(2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2)
(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)
Remplagons dans (4.14) o par w2920, Les coefficients
des formes de type (2, 0, 0) qui figurent aux deux membres

de la formule (4.14) sont nuls, Les coefficients des formes
des 5 autres types sont €gaux a 4, 4, 0, 0, 4,

I1 est facile de vérifier que les deux membres de la
formule (4.14) sont encore égaux si nous y remplagons w par
des formes de type (0, 1, 0) ou (0, 0, 1) . Par conséqguent,
(4,14) est valable quelle que soit la 1-forme w .

De la formule (4,14), nous tirons :

~41w(X,Y) =4y (T(X,Y))

Il

B ([I%X,3°Y]) - 4w(J%[X,Y]) - 20(J°[3°X,¥])

20 (J°[X, 7°Y]) + 3w(J°[I°K, J°Y]) + w(J°[JX,JY])
+ 20(J[IX,Y]) + 20(J[X,IY]) + w(J[I%X,I¥])

+ w(J[IX, J°¥])

D'autre part, nous savons que :

B =2 (402,071 + 307002, 20 + 25002, 01 + 9P1,97)

% (g[Jg,JQJ + 3J°0J°,3°] + 33°03,31 +]J(J, 51 & J]
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En calculant H(X, Y) , nous trouvons :
H (X, ¥) = -T(X, Y)

quels que soient X et Y ,

Par suite :

H = -T

ce qui montre que T s'exprime uniquement en fonction de J.

IV. UNE AUTRE ETUDE DE LA STRUCTURE J3 = -J .,

J est toujours supposé de rang constant sur la variété
V . Soit p{\) 1le polyn®me minimal de J :

p(A) = 22 + %= 23 + 1)
Les polynBmes A et A% + 1 étant premiers et irréduc-
tibles sur les réels, il existe des polynBmes g, et g, en
A tels que

kgl + (k2+1)g2 =1

Il est évident que : g, = -A et g. =1 .
1 2

Conformément a {5] , nous posons :

2 2 2
hy (V) =gy = -2 et hy (X)) = (A"+1)g, = A5+1
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de telle sorte que :

2

(4.15) P, = P.(J) = =J et P, = PE(J) = J°+I

2

et nous retrouvons bien les propriétés de P1 et P, :

P1 + P2 =TI, P1 P2 = P2 P1 = 0
2 _ 2 _
P1 = Pl P2 = P2

Il existe donc sur la variété V deux systemes diffé-

rentiels supplémentaires Tl et T, associés a P1 et P,.

D'autre part, nous avons

_ % _ 2 _
J P1 ==-J"=+Jd = - P1 .
ce qui montre que J définit sur T1 une structure presque-

complexe,

D'aprés le théoréme 3.1 , les systéemes différentiels
T1 et T2 sont intégrables si NJ = 0 , Nous allons chercher
d'autres conditions d'intégrabilité de ces deux systémes qui

soient & la fois nécessaires et suffisantes,

D'aprés la définition de P, et P, , nous avons :

1
JP. = - J0 =4 et JP. =J 4+ J° =0
1 2 ‘
I1 en résulte que
(4,16) Jp, = PlJ =J JP2 = PJ = 0
J°P. = - P.  J°P. = 0

1 1 2
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D'autre part, la torsion de Nijenhuis peut s'écrire
NJ(X,Y) = [JX,9Y] - P [X,¥] - J0JX,¥] - J[X,JY]

d'ol en utilisant (4.16) :
P2NJ(X,Y) = PECJX,JY]
P2NJ(P1X,P1Y) = Pg[JPlx,JPlY] = Pg[JX,JY]

Comme d'aprés le théoréme de Frobénuis, le systéme dif-
férentiel ’I‘l est intégrable si et seulement si P2[P1X,P1Y]=O
et que, quels que soient X et Y :

P2[P1X’P1Y] =0 e P2[JX,JY] = 0

nous avons le

Théoreme 4.2,

Le systéme différentiel T. est intégrable si et seule-

1
ment si 1'une des conditions équivalentes suivantes est satis-

faite :

a) P, (N;(X,Y)) = O
b)  Py(N;(P,X,P,¥)) = 0

quels que soient les champs de vecteurs X et Y .

De la méme fagon, nous avons

- — (
P [P X,PY]= Pl(NJ\PEX,PzY)) + P, [JPX,JP,Y] + J[JPX,P,Y]

+ J [PQX,JPQY]
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Pl[ng,PQY] =—P1(NJ(P2X,P2Y))
NJ(PQX,PEY) = —Pl[PZX,PgY]

ce qui permet d'énoncer le

Théoreme 4.3,

Le systéme différentiel T, est intégrable si et seu-
lement si 1l'une des deux conditions égquivalentes suivantes
est satisfalte

a) NJ(PQX,PQY) =0
b) Pl(NJ(PEX,PgY)) =0

gquels que soient les champs de vecteurs X et Y .

Enfin, puisque P1 + P2 = I , nous pouvons écrire :

= { '
NJ(X,Y) = NJ\Plx,PJY) + NJ(PlX,PQY) + NJ(P2X,P1Y) + NJ(PEX,PQY,

= Pl(NJ(Plx,PlY))+ PQ(NJ(Plx,PlY)) + NJ(P1X,P2Y)
/
+ NJ(PEXsPlY) + N (P

2X,PQY) .

Nous déduisons des théorémes 4,2 et 4.3 le :

Théoréme 4,4,

Les systemes différentiels T1 et T2 sont intégrables

si et seulement si

NJ(X,Y) = PlNJ(PlX,PlY) + NJ(Plx,PgY) + NJ(PQX,PlY)

quels que soient les champs de vecteurs X et Y .
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Considérons maintenant la torsion de la structure :

1 ™ il
H=73 (fitplsPlj + P2[P2’Pei>

.

Par défirnition de P1 et P2 :

- 2 2 2
[P,,Py ] = [Py, Pl = [-0°,-071 = [5°,5°]
Par suite
B
H = %‘kag{Jg,Jgj + (3% + )54, 57
i.e, H=N
J° |

Nous pouvons donc énoncer le :

Théoréme 4,.5.

Pour que les systemes différentiels T1 et T2 soient
intégrables, il faut et il suffit que la torsion de Nijenhuis

N
J2

soit nulle,

Comme précédemment, nous dirons qu'une base (%.)
(i =1, ..., n) est adaptée a la structure si les m premiers
vecteurs de cette base appartignnent a T1 et les n-r vec-
teurs restants a T2. Soit (el) la base duale de la base

adaptée (%_).

Nous définirons encore le tenseur de structure par :
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i i
£ % =c%
- -
Jaka Jq &

~n
e

et ték =0 pour tous les autres indi-
ces en supposant cette fois que :

1 =a <2
l < iln 3‘1’ li L4 L] s m

m+l s i29 323 kz’ eees = NN

La forme de torsion T a pour expression

= J k
T = sk 87 N8

et nous avons la formule suivante :

(4.17) iTw = Jgdw - i Qngw - dJew
J

ou & est une 1-forme scalaire quelconque,

En effet,
W = wl’o + wO,l
A 1,0 Ogl 4
ou w et w sont des 1-formes de type (1,0) et (0,1).
! 1)0
D autre part, dw est la somme de 3 formes de type

(2,0), (1,1) et (0,2). Il en est de méme de dw’’?l |

Nous avons
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En remplagant dans (4.17) w par wl’o et en utilisant

(4,18) , nous trouverons que les coefficients des formes de
type (0,2) , (1,1) et (0,2) qui figurent aux deux membres
de la formule (4,17) sont égaux & 0, 0, 1.

Pour une forme de type (0,1) , ces coefficients sont
égaux & 1, 0, 0, Ainsi la formule (4,17) est valable pour une
l1-forme w quelconque,

Enfin, en calculant iTw(X, Y) oi X et Y sont

deux champs de vecteurs quelconques, nous obtenons

/1.2 2
10(6,Y) = - o} 1, 21X, V)
d'ou
T=-0N
52
En définitive
H=N,=-T
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ERRATUM

THESE DE TONG VAN DUC

. ] i
Page 9 1ligne -5 : (NJ 3k
Page 22 ligne -1 et
Page 24 ligne -3 : aprés alors intercaler "la composée

de w avec ",
Page 23 ligne =3 : woNJ =0 au lieu de NJ =0

n,
Page 29 ligne -8 : [pi(Jx)] tx=0

- -
« ™ o -
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