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LANGAGES BORNES ARITHMETIQUES

INTRODUCTION

e ¢tant le monoide libre construit sur X alphabet fini, les langages bormnés
sur X sont les parties de Xx contenues dans un produit fini de sous-monoides
monogénes de X ayant en outre la propriété d'@tre des langages de CHOMSKY ou
encore langages context free.

Quelques généralités sur les langages context free et la notion d'ambiguité qui

s'y attache :

X et V étant des ensembles finis et disjoints, on appelle G grammaire context free

en les variables vi & V. La donnée :

1) d'un nombre fini de régles de la forme v, Py oli p; est une partie finie

de @ yN*
2) d'un &lément distingué v_ de V

3) du procédé récursif d'énumération suivant :
. . ¥
v, est une production de G, si x v,y e (X uUV)” est une production de G

alors x z y est une production de G pour tout z & Py

L'ensemble des preoductions de G qui sont dans x* est le langage context free L(G)
engendré par G. L partie de XE’§ est un langage context free si et seulement si 11
existe G grammaire context free et L = L(G).

On ne restreint pas la classe des langages context free en se limitant aux gram-

maires propres, c'est-d-dire vérifiant en outre :
pour tout i p, AWy ieh) =¢ oli e est le mot vide,

Nous aurons recours 3 Chomsky et Schutzenberger (1963) pour donner une définition

de 1'ambiguité d'une grammaire context free propre.



Introduisons d'abord la notion de série formelle de Xx :

a toute application r de x* dans Z on peut faire correspondre la série formelle
I . (rf)f. L'ensemble des f dans X~ tels que (r,f) # O est le support de la série r.
ﬁdgi de la somme (r+r',f) = (r,f)+(r',f), du produit (xr',f) = I (;ﬁi)(r;f.)
et des équivalences modulon r = r' modulo n si et seulement fifj=f | ’
si (r,f) = (r}f) pour tout f de longueur inférieure oll égale 3 n, 1l'ensemble des

séries formelles est un anneau topologique.

A la grammaire propre G on associe le systéme d'équations en les séries formelles

inconnues v, pour 1 < i <n

v, = z P, (1)

la solution unique de (1) est obtenue par le procédé classique d'approximation :
c'est la limite dans le demi anneau topologique des séries formelles positives

de la suite de n-uples de polyndmes formels (r, ,...r, ) définie par

1 In
rols""’ror = (0 OOO 0)
Tiel,i =¥, (rjl,...,rjr) pour 1 < i <n
Wi consistant pour tout 1 3 substituer i toute variable Vi dans T pi
pi @pi “k
le polyndme r, K

Jx

La premiére composante 0 de la solution de (1) a pour support le langage L(G)

et (po,f) est le degré d'ambiguitd de f relativement 3 G

["le nombre de descriptions structurales de f dans ¢"]

G est dite non ambigue si o, est la série caractéristique de son support (ide
(po,f) = 1 ou O pour tout f @,Xx).

Alors L langage context free sur X est non ambigu 8'il existe une grammaire G non

ambigue telle que L = L(G)



Un sous-ensemble particulier des context free sur X est formé des langages réguliers
(ou langages de Kleene ou langages d'états finis) c'est la classe engendrée par les
grammaires lindaires droites ou gauche c'est-3d-dire possédant 1'une des deux proprié-
tés :

pour tout i ~ 1 Xx v L)Xx

. X *®
pour tout i & 1 VX UX
un caractére algébrique connu en est le suilvant :

Soit L C.Xx, la congruence de Teissier : m wm' ssi fmg eL <=> fm'g &L
. £ . .
est la congruence la plus grossiére sur X* pour laquelle L est une partie saturée
c'est-3-dire une réunion de classes, on 1l'appelle congruence syntaxique de L
(notée (L)) le monoide quotient Xx/(L) est le monoide syntaxique de L et les langages

- . . *x w . -
réguliers sur X sont les parties de X" dont le monoide syntaxique est fini,

Ces généralitds posées revenons a4 notre objet : les langages bornés.

Le fait qu'un langage borné soit contenu dans un produit de n sous monoIdes monogénes
R ‘1z . . n . .

conduit 3 considérer comme 1'a fait S. Ginsburg le sous ensemble de N', dont il est

canoniquement 1'image.

Plus précisément si on note w? le monoide libre construit sur W, mot de Gl étant
1'application canonique de mn dans W?.;.W: s WiseoosW Etant des mots de Xx alors
1'ensemble W_l(L) oli L est un langage context free dans wln,,w: d des propriétés
remarquables.

D'aprés le théoréme de S. Ginsburg W—l(L) est réunion finie d'ensemble de la forme
c+B ouc ¢IN" et B est un sous monoide stratifié de\Nn consid&ré comme monoide
additif

[bn dira qu'un sous monoide B est stratifié s'il admet un systéme fini de générateurs
A satisfaisant aux deux cenditions :

-~ pour tout a € A a, est nul pour toutes les valeurs de i = l...n sauf 2

- il n'existe pas a et a' dans A tels que :

ay #0 3, # 0 ai #0 a3 #0 et i<y<i'< j'J



si L est non ambigu alors les ensembles c+B sont disjoints et le sous monoide stratifié
B est libre,

c s e - . . n
11 semblait intéressant d'opérer, en sens inverse et a partir de sous ensembles de N

a
. P PP P . . % X . .
arithmétiquement définis, d'étudier leur image dans Wies oW et relier par conséquent

certaines propriétés, arithmétiques a la théorie des langages context free.
L'objet du présent travail effectué sous la direction de M. NIVAT est 1'étude d'une
famille de langages bornés particuliers appelés langage bornés arithmétiques. Ils

se partagent en deux familles

premiérement les langages R définis par R = ‘W[f-l(a)ﬂanl o d est une classe dans

Z d'une congruence arithmétique sur Z et f une forme lindaire du Z module e

deuxiémement les langages L définis par L =W£f—l(5)(\[Nn] ot d ¢ Z et £ est une

NP n
forme linéaire de 7%

Résumé du notre travail

On justifie de l'introduction des langages R nommés réguliers arithmétiques dans

le chapitre I, en se plagant tout d'abord dans le cas ol chacw: est un monoide libre,
ce qui entralne que W—l est une application définie; la définition entrafne qu'ils

sont 1'intersection avec WTO,,W:, lui-méme un langage régulier, de leur fermeture
commutative dont le monofde syntaxique est isomorphe au quotient de Z par la congruence
arithmétique p c'est-d-dire un groupe commutatif fini, [§I] ce qui justifie 1'appel-
lation de régulier arithmétique.

Ceci nous incite & introduire la classe des réguliers bornés totaux définis comme
intersection avec WTeonwz d'un langage régulier sur X dont le monoide syntaxique est

un groupe fini commutatif. [§3] en application du résultat de Ginsburg et Spanier (1966}

~ . b4 % P .
tout langage régulier dans WyeeoW est réunion finie de produits de n langages

n -
L % % x
réguliers contenus dans Wiy Wosooe W |



dont on donne une nouvelle démonstration en précisant la nature des langages compo-
sants [§2] , on obtient le résultat que tout régulier borné total est réunion finie
d'intersections de réguliers arithmétiques. [531

Pour caractériser tous les réguliers bornés il fallait une classe plus forte

ce sont les réguliers pseudo arithmé&tiques P[§4] définis par

P = W(f_l(&) /\Nn) ol £ est une forme linéaire & coefficients tous positifs d une
classe d'une congruence p d'indice fini non nécessairement arithmétique sur WN.

Le résultat dé&ja cité de Ginsburg et Spanier permet d'obtenir les réguliers borpés
quelconques comme réunion finie d'intersection de réguliers pseudo arithmétiques g
avec le corollaire : tout régulier dans w?,o..,w:, sous monoide libre, est 1'inier~
section d'un langage régulier abélien avec wl...wi

- . PR - . x v . ,
{1es réguliers abéliens Eétant les parties de X~ dont le monolde syntaxique est

commutatifo]

Ces résultats sont naturellement valables dans le cas od Wyseoe,W SOt des lettres
a; distinctes 'de X. On les &tend [§5] au cas ol WiseoesW sont des mots quelconques
par l'homomorphisme défini par h(ai) = w, avec les restrictions suivantes :

La fermeture des réguliers arithmétiques n'est plus la classe des réguliers bornés
totaux mais celle de leurs images homomorphes qui ne coincide pas avec la précédente.

Le dernier corollaire cité est faux.

Le chapitre II justifie de 1'introduction de la deuxiéme famille de langages bornds
arithmétiques nommés context free arithmétiques.

Comme précédemment on en place tout d'abord dans le cas ofi wToo,wg est un sous-moncide
libre. Alors les context free arithmétiques et leur fermeture commutative sout dos
langages bornés non ambigus pour la raison qu'ils peuvent &tre dounds comme image

inverse dans une application injective de Wes oW dans un monofde libre ¥~ de 1'ip~

tersection d'un langage de Dyck et d'un langage régulier tous deux sur ¥ [§12:ﬁ



{Le langage de Dyck consid&ré est appelé langage de Dyck par abus de langage il a
%les propriétés de factorisation qui font du langage de Dyck un langage non

{ambigu L§1l]ol

Ceci répond 3 une question de S, Ginsburg trouver une famille de langages bornés non
ambigus.

On décrit dans [§2] des automates & pile qui appartiennent 3 la famille des
"déterministic Push down automata" de Ginsburg qui reconnaissent les context free
arithmétiques et leur fermeture commutative. Il en résulte par application de théo-
rémes généraux relatifs aux automates de cette famille que les complémentaires dans
Xx des context free arithmétiques et de leur fermeture commutatives sont des langages
non ambigus.

Les paragraphes suivant étudient des propriétés en relation plus directe avec 1'ari-
thmétique, ainsi [§31 le probléme de décision du langage vide qui est celui de l'exis-
tence des solutions de 1'équation diophantrienne f(x) = d se raméne 3 celui de 1'exis~
tence des solutions de la relation f(x)p d oli p est une congruence arithmétique par
conséquent c'est le probléme de décision du langage vide d'un régulier arithmétique.
De méme le probléme de la dégénérescence d'un context free arithmétique, en un lan-
gage régulier est tout aussi soluble : un context free arithmétique non vide n'est
régulier que si les coefficients de la forme f sont tous de méme signe.

Il résulte du théoréme de Ginsburg cité dans les généralités et du [§1] que l'ensem-
ble D des solutions de 1'équation diophantrienne f(x) = d est réunion finie disjointe
de sous ensembles de la forme c+B ol ¢ ¢ (N' et B est un sous monolde libre stratifié
de N,

La donnée explicite d'une telle décomposition de D (D est appelée alors partie non
ambigue de mn [41] permet de construire une grammaire explicite non ambigue d'un
context free arithmétique [542]° On essaye donc l'existence &tant prouvée de cons-

truire une telle décomposition de D.



On donne [§43] des conditions suffisantes sur la distribution des signes des coeffi-
cients de f pour que la construction par récurrence soit possible. Cette condition est

directement lide 3 la forte contrainte de la stratification, elle n'est plus réalisée

a partir de n = 8.

Dans [§51 et dernier on donne comme corollaire du théoréme de Ginsburg une décompo-

sition des langages context free bornés généraux sur les context free arithmétiques.

o = . x x ~
Des context free arithmétiques dans WieooW OU Wi,ee.W SODL des mots quelconques

% . . . P . < .
de X” on ne sait pas dire s'ils sont en général ambigus ol non par suite aucune pro-

priété particuliére ne s'y attache.






CHAPITRE I

LANGAGES REGULIERS ARITHMETIQUES

ET PSEUDO-ARITHMETIQUES

INTRODUCTION

Les langages bornés ont &té introduits par GINSBURG soit X© le monoide

Tibre construit sur 1'alphabet X L= X* est borné s'il existe Wyl

X

mots de X* tels que LW, ... W:,

La notion de langage régulier est bien connue on se servira de la ca-

ractérisation suivante :

L X* est régulier si et seulement s'il existe ¢ homomorphisme de X

dans un monoide fini tel que ¢ o @) = L.

On se propose de donner une caractérisation des langages réguliers
bornés 4 1'aide des langages particuliers "réguliers arithmétiques et psedda-
arithmétiques bornés" qu'on définira plus loin.

On &tablira ces résultats tout d'abord pour les réguliers contenus dans

* L A . *
& «.oa Olla,...,a sont des lettres distinctes (tout met de a? coeo@ @ une

factorisation unique) |paragraphes 1, 2, 3, 4] et on les &tendra [paragraphe 5]

aux réguliers contenus dans WT ... wi W,...,W &tant des mots quelconques sur

%

X .
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Ces résultats précisent ceux de [QINSBURG et SPANIER (1966i] sur Tes

"Bounded Regular Sets".

§ 1 - REGULIERS ARITHMETIQUES BORNES

Les parties L de a

soit v 1'injection de |N" dans a

On pose

Définition :

Soit CIPRRSLN lettres distinctes

On appelle régulier arithmétique borné (notation : Le RA(aI,.,.,a )

X

NEEE a: telles que :

*

e a (n
I n

=

IT existe f forme linéaire & coefficients dans 7

d et yelN 0« d <y
7 une congruence arithmétique sur 7
[x $ y ssi x = y(mod y)]
et L={xe aT ..... 2%, oy : d}

Justification :

Soit RGa,...a) T'ensemble des langages réguliers contenus dans

alors RA(al,...,an)c::R(al,...,an)

X = {al,..,,an}
*

y étant 1'injection de [N" dans a) . a:



- . .
On a v (ai) = (ooo | ooo) pour tout i o< i<n

4
i

Soit L - RA(al”"’an) on considére le quotient de

par la congruen-

ce = dont on note les éléments o pour o .
Soit f = (al, ..... ,un) y 0 E L pour tout i
On pose w(a) = fo¥ (a)-a
@la. a ) =1fo W_|(a.) + fo W—l(a ) = + o0
i Y | Y Y
en tenant compte de la Tloi sur 7., o+ B =oa-+8
@s'étend & un homomorphisme de X dans 7/
alors q>_!(d)c::X* est régulier
en outre aT cees ai est régulier
Onal = q—|(5)fﬁ aT e ai donc L est régulier
Remarque :
qr—l(a) coincide avec sa fermeture commutative
‘ZQY étant un groupe commutatif ; c'est un langage régulier abélien,
n ><| X
(1) soit (xl,....,x ) e M ¥i{x X ) = a a |

n [ I
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§ 2 - STRUCTURE DES LANGAGES REGULIERS BORNES

Lemme 21 :

Pour toute congruence p d'indice fini sur [N i1 existe un entier p tel
que {o}, 11},...,{p-1} forment p classes distinctes de la congruence o
Tes autres classes étant celles d'une congruence arithmétique sur [N + p.

Pour la démonstration de ce lemme classique, se reporter & CLIFFORD
et PRESTON LALGEBRAIC THEORY OF SEMI GROUP#}.

Corollaire :

Si ¢ est un homomorphisme de [N sur M monofde fini alors i1 existe G
groupe cyclique fini contenu dans M il existe p et x appartenant & |N et :

(1) Ta restriction de ¢ & {o,1,2,....,p~1} est une bijection sur M - G
(G) = |N + p est Ta congruence sur |N + p définie par x uy

ssi @(x) = @(y) est Ta congruence arithmétique $
Preuve : I1 suffit d'appliquer le Temme précédent & la congruence

d'indice fini p sur [N x py ssi @ (x) = @(y). On pose G = § (|N+p)

i1 est clair que ¢ est une bijection de {o,1,2,..... ,p-1} sur M - G et que Ta

congruence sur [N + p associée & ¢ est une congruence arithmétique soit H Te

quotient de [N + p par cette congruence.

H est un groupe cyclique fini.
Soit n la projection de [N + p sur H

si@ est défini par o n(x) = Q0O

(¢ est un homomorphisme de H sur G et on a le diagramme commutatif
suivant :



alors G = @([N+p) est un groupe cyc]iqUe fini.

Lemme 22 :
\
Soit ¥ 1'injection de INn dans aT ..... a:, sile R(al,...,an) alors
v~ (L) est réunion finie d'ensembles disjoints
28i§ et pour tout i e T, B, = C, x....x C. (Produit Cartésien)
ie1 fini | n
et C, =¢ ) m. & M_ monoTde fini
| Ty [ | Y
Y Y Y

?, est un homomorphisme de [N sur MY’ pour tout | ¢ v gn

Preuve : L e R<al""’an) alors il existe ¢ homomorphjsme de X* dans M

monoide fini et © ' o (L) = L

On pose ¢ = ¢ oY v, etant 1'injection de [N dans a_
-’\l/ ) »Y;
our | ¢ g&n M = vo(N)
p N =Py |
soit M' = ¢ (aT ..... a:) < M
3 aaK ..... a% > M, % x M



défini par
gEoV (p[,...,pn) = (.pl (pl),...,q)n (pn)
n: M x,...xM —>M
| n

défini par n(ml,....,mn) =M.

alors on a le diagramme suivant :

b4 ¢ o

N

LeR@,...,a) alors ¢ (L) e M!

et L= U ¢l
xecp(L)

w= U oy

X € (.p(L)

d'og v~

v U U_, oy

xe @) yen (x)

et v

les %(gow)—' y% sont &videmment disjoints et en nombre fini

n(y) & (L)
d'autre part
....| - ~
o)™y =07ty ) xu <@y ol y sy ey,

ce qui démontre ce Temme.



Corollaire immédiat :

Sile R(a],...,an) alors L est réunion finie d'ensembles EBié
el

et pour tout i BI = A, ... A,

pour tout v | £y ¢ n A, est un langage régulier dans az
Y

En effet Ap =¥ 0Q (m, )
Y Y ! Y

- -
-1 -1
, = Y .
et \PY o) (PY (le) ifPY o) Y:} m,

@, 0 W;l est un homomorphisme de az sur MY monoide fini donc A,

v
est régulier.

Ce résultat est exactement celui du lemme 12 de {QINSBURG et SPANIER}
(1966).

Corollaire 22 :

b - (s,

Si L : Rz ,....,a.) alors v~ |
I fini

et pour tout i« I

et i1 existe Mserensh tels que Ci est réduit a un élément cu bien
Y

est une progression arithmétique de raison AY.

NB : Ce corollaire précise la nature des langages Ai du corollaire précédent.
Y



Preuve :

On applique Te résultat du corollaire du lemme 21 aux résul-
tats du lemme 22.

On a C, :(p; m, ou 9. est un homomorphisme de [N sur un monofde
Y Y

MY alors soit GY Te groupe cyclique contenu dans MYo

|

Sim e G alors @ o
v y o

est une classe d'une congruence
Y

>t

sur [N + p ide une progression arithmétique de raison " Sim,  £6

y Y
alors qP;l (n. ) est réduit & un élément.

Y

§ 3 - REGULIERS TOTAUX BORNES

On a vu dans § 1 que tout régulier arithmétique borné dans aT

était éqal a oy N aT cee ai ol ¢ est un homomorphisme de x* dans--/LY
groupe commutatif fini.

On considére le sous-ensemble des langages abé&liens sur X suivant :

Définition 31 :

Lo X" est dit régulier total s'il existe ¢ homomorphisme de X" dans un

groupe commutatif fini tel que e o =L

Exemple :

b4
| est le nombre d'occurence de a, dans x & X
x|



On pose n(x) = (a =,
[x]

soit f forme linéaire a coefficients dans Z

alors L = {xe X* | fon(x) = d} est régulier total
Y
en effet L n'est autre que ¢ '(3) on ¢ est 1"homomorphisme dans7,LY

du § 1.

Proprieté 31 :

Les réguliers totaux forment une classe fermée pour le passage au compié-
ment les intersections et les réunions finies.

Preuve : I1 suffira de montrer que si L, et L, sont réguliers totaux
il en est de méme pour LU L et L N L, (pour le complément c'est évident)

soit ¢, G, resp(¢@ ,,6,) relatifs a L, resp L,

Le produit direct G, xG est un groupe commutatif fini

2
T'appTication ¢ : X —s G, x G, défini par :

¢ x) = @ 00, @,0x) estun homomorph isme

Qxy) = @ (xy), @,(xy) = (@, 0, @z(x))'(cp|(y), @) = @O ly).

|

alors @ o @(L UL =L,V L,

en effet @(x) = @(y), ye L UL entraine @ (x) el ou Pp,x) e L

2 2

donc x e L|U L2

de méme cp—I o@(LNL,) = LN
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Remarque :

aT e a? n'est pas régU]ier total

En effet i1 existe p <p(a|p) = ¢ é&lément neutre de G

. * * P .
sia ....a est régulier total

I
* * p . . ¢~
alors pour x e 8 eees 8 X a) appartiendrait aussi a a

*

ce qui est absurde.

On est conduit & introduire les réguliers totaux bornés.

Définition 32 :

L X est dit régulier total borné (L e RT(a,...,a )] s'il existe

L, régulier total dans X“etL=1L0N aT e a:

Proposition 31

RA(a,,....,a ) <=RT(a,,....,a)
I n ] n

ceci découle directement du § 1

Le RA(al,....,an) alors L = CP_|(d) N aT ..... a

et © | 3 est régulier total

Propriété 32 :

RT(a|, ..... ,an) est fermé pour les intersections et les réunions finies

ceci découle de la propriété 31.
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Corollaire 32 :

Soit ﬁﬂ(al,....,an) la fermeture de RAla, ..... a ) par réunions et

intersections finies alors RA(a yeesa ) R L),

Lemme 31 :

SilLe RT(aI,,...,an) et WY 1'injection de |N sur ai

il existe @ ol =L etpo WY est un homomorphisme de |N sur MY groupe

cyclique contenu dans M.

Preuve : On considére 1'automate A = {S,X,n,qO,F} ()

Ou S = {qqulp""'lqn’qd}

F=s-{a}, n:SxX—>5 définie par
n(aiay) = a, sil sy
ay si i >y
T‘l(qd ai) = dy
A reconnait aT cen a:. On construit canoniquement & partir de A

1'homomorphisme P, X —> 5%, @00 = f

fx(s) = n(s,x) n étant 1'extension de n & § x X"
- | ¥ * R £
On a 9,0 P, (al.....,an)-di a
wl(ayz) =f o fa = f, donc P, <at) est un groupe réduit & un seul &lément.

Y Y Y

Si ®, est 1'homomorphisme dans G groupe fini associé & L, tel que :

¥
LZ n 8 «e..8 = L

(1)  Notation de Ginsburg pour finite state acceptor
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de méme que dans la démonstration de la propriété 31

¥

@ : X

en outre Qo ¥ (N = ¢, 0 WY<IN) x @ o WY(IN) car ¢, o WY(IN) est

> 6% 8%, Q0 = @ 00, @ (x) esttel que 0 oL =L

réduit a un élément @ o WY<|N) est un groupe cyclique fini contenu dans G x s°

ce qui termine Ta démonstration.

Proposition 32 :

RT(a ,....,a ) = RA(a,,....,a)
I n | n

Preuve : On se borne a montrer que RT(aI"""an) ot RA(a|,.o..,a ) s

soit L e R(a|,....,an) et d'aprés le Temme 22

vl = Us,
ieI fini
B, =C, x....xC, C. =(po¥)Im, ,m €M
| | | | Y | i Y
l n Y Y Y
monoide fini ; en raison du Temme 31 i1 existe ¢ tel que ¢! o @ (L) = |

et @ o WY([N) est un groupe cyclique, alors, pour ce ¢ la, MY est un groupe

cyclique,

La congruence associée a ¢ o WY sur |N est une congruence arithmétique

on pose d] un élément de (¢ ow;l) m,

X
Y Y Y

alors si fY est la forme linéaire (ooo | 000)
+

Y
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B, = rﬁj {x e[Nn | f_(x) 3 dl }
Iey¢n Y Yoy
d'ol
_ [ * * —] -
¥(B,) = 1xea|,..an[fYo‘P x) 5 di}
l&yen Y oy

ce qui montre que ¥(B,) e ﬁﬂ(al,n,,,an)
par suite L = U ¥(B,) € RA(a,...,a,)
el

§ 4 - REGULIERS PSEUDO ARITHMETIQUES BORNES PA(a ;.. 2,8 )

n =

I1 existe des langages réguliers bornés qui ne sont pas réguliers
totaux bornés, ceux-ci ayant toujours un nombre infini d'éléments ou aucun, par

exemple les parties finies de a ... 3 onvaic introduire une classe ana-

Togue a celle des réguliers arithmétiques pour caractériser tous les réguliers
bornés.

Définition :
L e PA(aI,..,,an) s'i1 existe p congruence d'indice fini sur IN

de [N, f forme lingaire a coefficients positifs

aT e ai | f o v oo o d}

{n

et L = {x

Proprigte 41 :

PA(al,m.n,an) (;}%Cai,“u,e,an)

On considére 1'homomorphisme @ X s [N/P {(auotient de|N par p)
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defini par @(a,) = fo ¥ (a)
(é(ai ay) = pla) + (P(aY) {IN/p
alors @ '(d) est régulier de méme que o @ aT
Propriété 42 :
RA(aI, ..... ,a_ ) C_PA(aI,.. ,an)
Preuve : soit L e RA(al,.,..,an)
L={xe aT ..... al | fo y!
avec f = (ul, ,un)
On considere f' = (al, ,al) et ol
o]
Si ' est 1'homomorphisme de X* dans |N
na @'ta) = ¢ o CP_I(aJ.) - i(fo‘lf_l;{J)

ol 1 est 1'injection de 7., dans [NY

par un abus de langage raisonnable on peut écrire @' =

IT s'ensuit que

et i1 est clair que L' € PA(aI,...,an)

a une structure de monofide

fini
a =L
(x) = d
= d}
a,e7 pour o < ign
E N
= o,
v o
associé a f'
= I(@(aA))
J
¢ sur X

|
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Exemple 41

Soit fi Ta forme (! 0000)

et o la congruence dont les classes sont {o}, {1}, {2}, 3, 4

o0 3 = {x > 2 | x = 3}
2
4= {x>2 | xz=z4  (cf Temme 21)
2
. - kS - . . % *
alors L= e g ,Moan\flo\y GO p b =8 a, oonen a

L n'est pas régulier arithmétique sinon il existerait f et v, soit f la premiére

coordonnée de f
: . x
et a a, ».ono a &< L _ a, (a ) AL aeeae a, b

ce qui est absurde.

Proposition 41

PA(a!,"noa,an) étant la fermeture par réunion et intersection finie de

PA(al,nﬂna,an)

alors PA(al,,ﬂnn,an) = R(al,nna,an)

Preuve : D'une maniére analogue que pour la proposition 32, les C,

étant les ensembles de la décomposition de L & R(ai,ﬁOH,an>,

C, = (pov ) 7! m, mo & MY monoide fini
Y ! Y Y

soit o, Ta congruence associée & ¢ o Y,

alors ¥(B,) = (Q) {x e 8
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ol d. est tel que ¢ o v (d, ) =m,

Y Y Y
. . ¥ * - |
il est clair que {xe¢ a, ..... a | f o¥v (x) o d.} e PAla,,..,a)
| n Y Y lY | n
par suite

comme 5K(a|,an,,,an) c;R(al,.,.an) Ta démonstration est achevée,

Proposition 42 :

Tout Tangage de R(ai,,.o,an) peut s'écrire comme intersection d'un

x X
| ot

si on se reporte & la propriété 41
,....,an) alors L = @

langage régulier ab&lien avec a

"<8>n A
n

| |
i1 est clair que (p_l(a) coincide avec sa fermeture commutative {IN/p est un

on voit que si L e PA(a

mono‘ide abé]ieﬁ}
i1 s'ensuit que si L ¢ ﬁﬂ(al,....,an)

L=1L"'N aT ceen a: ou L' est un langage abé&lien régulier, comme résultat
d'opérations d'intersection et de réunion finie sur des langages abéliens régu-

liers il en est de méme pour R(al,...,,an).

§ 5 - EXTENSION AUX LANGAGES BORNES REGULIERS DANS W W ol W yoeen, W
| n |

n
SONT DES MOTS SUR X

Un mot de WT e w: ayant en général plusieurs factorisations.

L'application ¥ de |N" dans WT .....

ne peut définir directement les réguliers arithmétiques et pseudo-arithmétiques

W: n'est pas injective en général et on

comme dans les paragraphes précédents.
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On considare alors v = {a ,..... ,a.} les o, &tant des lettres distinc-

tes et 1'homomorphisme h : Y — x* defini par hia,) =W, relativement a cet

homomorphisme on a les propriétés suivantes connues.
Propriété 51 :
Pour tout L e R(WI,g,ﬂ,,wn) il existe L'e R(al,,o.a,an) et h(L") = L
Propriété 52 :

Pour tout L e R(al,nann,an) alors h(L) e R(W ,,..,W )

| n

Cette derniére propriété résulte du lemme 22 (lemme 12 de GINSBURG et SPANIER).

Définition 51

RACH oo W) (resp PAGH oo ,wn)) est 1'image par h
de RA(a],"nn",an) (resp PA(a| ,,,,, an)]
Remarque :

L'image par h d'un Tangage ab&lien n'est pas nécessairement un tangage
abélien. Ceci entraine que 1'image d'un régulier total n'est pas forcément un
régulier total d'ol 1a proposition :

Proposition 51

hé\)RT(a‘)¢”"°;a )J = ﬁ:‘\-(w,,”n,\,w )
n l n

Proposition 52 :

ROW oo, W)= PROH e W)
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La démonstration est immédiate en utilisant la propriété 51.
Les propriétés de fermeture sont conservées par h

Remarque :

On n‘a pas de propriété analogue & la proposition 42. (Voir le contre
exemple ci-dessous).

Exemple de langage dans R(Wl,....,wn) qui n'est pas intersection d'un

régulier abélien avec WT cees w:
soit X = {ab] W - a L= @)* b¥ e
W2 = Db
W3 = a
alors (9™ b"(@) e RO W,y
s'il existait S abélien sur X tel que 88!1WT w; ; = L
alors a2 b a” e de méme que a° b a’
= balew wiw N 1 mais n'appartient pas a L d'ol la contradiction

| "2 3
donc i1 n'existe pas de langage abélien & sur X tel que L -2 N WT een w§
ce qui justifie la remarque précédente.

Lemme 51 (Critére) :

Soit a, u, b, v, ¢ mots sur X

Leau b v cestrégulier si et seulement s'i1 existe m, 7, A, Ay

dans |N tels que Ta condition suivante soit réalisée :

(C) 81 a uk b vt celpourk>m (resp & » m)
A A

alors a " I)a< b v e L (resp a Kot H ¥ ce
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Preuve : Soit h 1'homomorphisme de Y = {a, u, B8, v, v} dans X tel que

h(a) = a, h(u) = u, h(B) = b, h(v) = v, hiy) =0
en adaptant 1égérement le lemme 22 on a pour L, régulier dans o W e vy le

résultat suivant :

y &tant 1'injection de IN2 dans o u* B V' vy

‘P—l(LI)=Uoz C, 8C, ¥
ie1T fini | 7

pour tout 7 eI C, (resp o ) est une classe d'une congruence
l 2

d'indice fini p, (resp p2) sur |N
En utilisant le Temme 21 i1 existe m, m, Aoy tels que

si k » m resp (g»m) est dans C, (resp o ) pour un i e I, alors
| 2

pour tout p entier, k + p A (resp 2+ph,) est dans C. (resp o )
I 2

(CI)

Comme corollaire de la propriété 51 on a :

Si L est régulier dans a b vF ¢ alors i1 existe L, régulier dans
o&u*Bv*y et h(L,) = L

alors par h o ¥ la propriété précédente (Cl) donne Ta condition (C)
La réciproque est immédiate

pour tout (k&) <m + A N+ A
On pose :

2+q A -
| b v leeL,pqe[NZ}

I est clair que U s'il n'est pas vide est régulier
k2
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En effet, avec la condition (C)

U est fini ou bien est 1'image par un homomorphisme de o u* 8 vy
k2

oudea B viyoudeau Bv vetavec un corollaire de Ta propriété 52 il est
réqulier.

Par suite L est régulier car :

L- U U
kg

k,2<m+Al,ﬂ+A2
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CHAPITRE II

LANGAGES CONTEXT FREE ARITHMETIQUES

INTRODUCTION

En utilisant les notations du chapitre I on appelera context free

arithmétique tout sous-ensemble L de aT ceee a: tel qu'il existe de7z f

forme lingairesur 7 "et L= {xea ..., fo vl = ).

On rontrera par deux voies différentes, la deuxiéme faisant fortement
appel & des résultats connus, que les context free arithmétiques sont des lan-
gages context free non ambigus (1) (§1 et §2) de méme que leur fermeture commu-

tative.

Dans le §3 on donne une caractérisation des context free arithmétiques

relative a la forme f.

Dans le §4 on construit effectivement pour n < 7 une grammaire non
ambigué en se servant de propriétés de factorisation de 1'ensemble des solutions

de 1'équation diophantienne f(x) = d ol x e an.

(1) on prend pour critére de non ambiguité celui de CHOMSKY et SCHUTZEMBERGER
(1963) : i1 existe une grammaire telle que la série formelle qu'elle engen-
dre soit caractéristique de son support.
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Dans Te 5€ et dernier paragraphe on donne une caractérisation des
langages bornés de GINSBURG 3 1'aide des réguliers arithmétiques et des context

free arithmétiques.

§ 1 - PREUVE DE LA NON AMBIGUITE DES CONTEXT FREE ARITHMETIQUES

1.1. Pseudo langage de Dyck.

Définition :

Soit I = {eo € ween an}
1={0,1,2,...,n}T=J0yUK JNK=1©Q

O homomorphisme de ™ dans 7 défini par ¢(8i) =1 siield
-1 81 ie K

(P_I(o) est un pseudo langage de Dyck.

Remargue :

S$i u est 1'homomorphisme conservant la longueur de x* dans {e,n}”

tel que : “(si) = ¢ pour ieJ
”(EI) =7 pour i e K
u(e -I(o)] est Te langage de Dyck sur {e,n}

La propriété dont la démonstration suit est une propriété connue des
Tangages de Dyck.

Définition :

Notons D le pseudo langage de Dyck ¢ “I(o) et D 1'ensemble des mots

remiers de D, x e D s'il n'a pas de facteur gauche (ou droit) propre dans D",
p
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Propriété 111 :

* . X . s o
Tout mot de D° se factorise d'une maniére unique en mots de D.

. . ) *
Preuve : On raisonne par récurrence sur la longueur de x e D |x| = 2

alors x = € ej, 1j e (JxK) U (KxJ), x est premier.

Hypothése de récurrence :

Si |x| < n alors x se décompose d'une maniére unique en produit de
mots premiers.

Soit x e D“ et |x| = n si x est premier i1 satisfait a la propriéte.
si x n'est pas premier alors i1 a un facteur gauche propre dans D"
y et z satisfont & 1'hypothése de récurrence ; alors x est un produit de mots
premiers, La décomposition est unique sinon il existerait des mots premiers ayant
un facteur gauche propre dans D,

Propriété 112 :

D est la réunion de 2 ensembles disjoints D, et D2 et tout mot de D,

(resp D,) est de la forme e, x ej ol 1je J xK (resp kxJ) et x e D} (resp D5)

Preuve : Soit ye D |y| > 2 alors y = e, xe ebx=e e
[ J | D
. ¢(€i€i|""€ik) ; pour k ¢ p on a luk—u

o pour k < p ce qui entraine une contradiction.

On considére la suite u k+]; = 13

si ¢ £ €] # o alors u

K

Donc ¢(eisj) - o ce qui entraine §(x) = oet x e D', Si ij e J x K (resp KxJ)

* - * .
alors x &€ D, (resp DZ) sinon y = €. x, ¢

| PRk T R %2
est facteur gauche propre de y, ce qui est absurde.

€ oll k,% e K x J (resp JxK)

et € %X, £
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Remarque :

La propriété : « tout mot de D, (resp D2) est de Ta forme e, x €

oll ij & (JxK) (resp KxJ) et xe DT (resp D;)>>est une définition récursive de

o (resp DZ)O

Proposition 112 :

b - . . .
D" posséde une grammaire context free non ambigu€.
Preuve :

Soit Ta grammaire G, d'axiome S,

Sl————>Z s,e”+siS'|e
ijedxk Y Y
§t > S!S + §

X
alors tout mot de L(G,) est de la forme e, X € ol x e [F(GI)] par suite

|

G, est une grammaire non ambigué : en suivant [bhomsky et

Schutzenberger] (1963) on construit la série formelle de G, a partir des équa-

tions :

p = I €. €, + €, p"er=f (p,o")
ijedxk 4 b

o Ala . = f 1

p' = p'o + p fo lo,0")

en construisant les polynfmes successifs :

o o i i I -1
po=0;p'" =0 0 :f](p ,O' ) ;oo :fz(p , 0! )
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o est la semie formelle engendrée par G1 ; on se propose de montrer qu'elle est

caractéristique de son support & savoir que G, est non ambigué.

Hypothése de récurrence :

pour I < n o' et o' sont caractéristiques de leurs supports. Le

support de o est contenu dans D, celui de o'' dans DT pour i = nona :
n _ 'ﬂ—l
o = I el Ej + eI o aJ
i dxK

p'n_I &tant caractéristique de son support il en est de méme de

X € p'n_é. dont Te support est constitué de mots de D, de Tongueur supé-

PjedxK .

rieure & 2 3 I €, €, est caractéristique de son support dont les mots sont
jedxK

de Tongueur 2 et appartiennent D, s les supports des deux polyndmes sont dis-

joints et dans D, Donc o est caractéristique de son support qui est dans D, -

N (-1 n=l n=-1
=p P + 0
les supborts de o'"! 0" et de o"' sont disjoints car D, DN D, =@
| ]
(1e mot vide n'est pas dans D)
-1 n-l e . . )
o' 57" ast caractéristique de son support sinon i1 existe x # z dans DT

et t # y dans D, tels que xy = zt ce qui contredit 1a propriété 111.

Par suite p'" est caractéristique de son support contenu dans DT
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Conclusion :

0" est caractéristique de son support donc G, est non ambigué.

On a la méme propriété pour la grammaire G, qui génere D,

82 — 7 €, e, * e, S) e,
ije Kxd J

1 5 ¢t
82 > S2 S2 + S2

La grammaire G constituée des régles de G, et de G, et de

§——>8 + S, + 85 + SS,, génére D*, et est non ambigué du fait de la pro-

| 2 2
priété 111, donc D" pseudo langage de Dyck est non ambigu.

1.2, Image inverse d'un ensemble de messages context free

sur un code préfixe affine.

Définition :
(1) Rappel : Ac Y* est un code si et seulement si A est un sous
monoTde Tibre sur A

A* est 1'ensemble des messages du code

(ii) Code préfixe affine :

Mc Y* est un code affine préfixe si et seulement si M = {Wo} U A
ol W_< v* et A < Y* est un code possédant en outre la propriété que un mot de A

n'a pas de facteur gauche propre dans A* (A est une partie finie de Y'),

N.B, Les précédentes définitions concernant Code et Code préfixe sont tirées de
T'article de M. NIVAT dans "Automata theory" Ed Caianiello Academic Press.
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(i11) image inverse d'un ensemble de messages :

Soit T un alphabet tel qu'il existe h une bijection de ¥ sur A

h s'6tend canoniquement en un monomorphisme de z* dans Y* soit L .

L est un ensemble de messages sur Met ¢ (L) £* en est 1'image inverse, ol

p(x) = W hix), x & $”,



- 28 -

Propriété 121 :

Si M est un code affine préfixe i1 existe un automate d'états finis
déterministe 5&{=}{K,Y,5,SO,F} tel que : F =»{qo,q|,....,qn} o
si A= {w|,.".n,wn} ; G veconnait Tes messages de M
et pour tout | o i gn 6(so,f) = q, équivaut & f = x Wi, X étant un

message du code ou bien vide, [fi i:cﬂ

Preuve : soit:ﬁt/1'automate (KI’Y’SI’Si’qi) qui reconnait W, on suppose
qUe K contient J tel que 6(di a) = d. pour tout a e Y et qUe éi(si’f) = q,

équivaut a f = W

On pose :

§ est défini par les égalités suivantes :

(0)  §(p, @) = 6_(p_ a) pour tout a e, tout p e K - {qo}

§ (g a) =‘6(s|,...,sn, a) pour tout a e Y

(n 6(pl,",o,,pn,a) = dl(p|,a),,..., S (pn,a) pour tout a tel qUe

n

;@) # q; pour tout I

8(py,eeaspps@) = G si i1 existe 1 unique tel que 6,(p, a) = q;

nnpn,a) = do dans les autres cas
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(2) G(qi,a) =_5(5|,....sn,a) pour tout i et tout a € Y soit donc

& {K,Y,d,so,F} ol F = {qo,ql,..,,qn} alors w_ est facteur gauche de tout
mot accepté par 3t sinon pour un x accepté paréﬂf’et pour toute partie gauche
z de x ona8ls z) #q  etéls;2)eK alors 8(s_,x) & K - {qo} ce qui est
absurde,

Hypoth&se de récurrence :

Pour tout f e Y tel que |f] <n (é(qo,f) = qi} gquivaut &
i} e A*«et»wI est facteur droit de f}. soit f é& [f] = n+ 1 tel que 8(q.,f) = g
alors f a un facteur gauche dans A sinon grdce aux régles (1) S(qo,f) # q;
poUr tout i soit Wj tel que f = WJ X ; ona a(qo Wj) = qJ et G(qj X) = 6(qO X)
car Wi n‘a pas de facteur gauche dans A*. L'hypothése de récurrence s'app11qUe
ix:xen et W est facteur droit de x ; par suite f & AY et W est facteur

droit de f. rééiproquement soit f et |f| = n+ | tel que f e A et W, facteur

droit de f f se factorise d'une maniére unique en mots de A
f=yw,ve A y = zw. Par hypothé&se de récurrence on a s(qO y) = qj et

par suite 8(q, f) = a(qj Wi) = gy Mg étant facteur gauche de tout mot accepté
par o
On a :
6(50 f) = q entraine f = Wo 9 et d(qo,g) = q; alors g ¢ A et W ast facteur

droit de g ; donc f est un message du code M. Réciproquement, si f est un mes-

sage du code M, alors f = W, 9 et ge A* donc 11 existe J et wj est facteur droit

de g, alors 8(s_ f) = qu
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Lemme 122 :

Soit M langage régulier reconnu par un automate gt - {K,Y,a,so,q}

n'ayant qU'Un état final et D un langage CF non ambigu sur Y alors M 1 D posséde
une grammaire non ambigué la démonstration de ce lemme est empruntée &

[éhisburg]

théoréme 321 p 88}

soit G = (V,Y,P,0) une grammaire non ambigué de D a toute régle

E——> €| +.un B (E,8),..0,E e V) on associe les régles de G
- ' ’ :
(a)  (pgp") > (pglpl) (plgzpz) Cenees (pk_lskp ) pour toute suite
PsP 3Py +ee pk_l,p' d'éléments de K.

Pour toUt o € Y

(b) (pap') —> o est une ragle de G si §(pa) = p' G est la gram-

maire (V,Y,P,0)

oll o = (5.,0,Q) P 1'ensemble des régles (a) et (b)
V= Y U (KxVxK)
sia ... a, est généré par G
(Soalpl) ..... (pt_l,at,q) tel que G(piai+|) = p,,  pour o« Pog -l
avec Py © So
Pe = @
est 1'Un1qUe chaine sur (KxYxk)™ qui se dérive en 8 eer B i1 s'ensuit qu'a

toute dérivation terminée de f dans G on peut associer une dérivation terminge
de f dans G et §(s_ f) = g d'une manidre unique. La néciproque est vraie ; G
&tant non ambigué i1 en est de méme de G et G génére D N M,
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Proposition 121

Si D est un langage non ambigu sur Y, {wo} U A un code affine préfixe
dans Y, h le monomorphisme de £ dans Y* tel que h(z") = A%, 1'image inverse

de DN Wy A" est un langage non ambigu sur 1,

Preuve : Pour tout i on considére 1'ensemble des messages du code qui
sont dans D et qui admettent w, comme facteur droit soit v, si @%g est T'auto-

mate de Ta propriété 121 dans lequel on a réduit 1'ensemble des états finaux a
-

{qi} il est clair que U.=0N T(Sﬁq ) {r(ﬁti) est 1'ensemble reconnu par ﬂbq

It

et 0N wOAx U u,

| ! les U, étant disjoints
osign '

et @ = w_ b de 3 dansY" ona:

i

@'(QJT) et Tes &' U,) sont disjoints i1

Jonw AY
q; ’ O n

ogl

N

suffira de montrer que :

-1 .
@ (Y T) est un Tangage non ambigu Sur =
en utilisant le lemme 122 soit éi la grammaire non ambigué qu génére

on substitue aux régles terminales de éi les régles suivantes :

(c) (pap") > ¢ (mot vide) sipap!—> o

est une régle de G,

et si p' ¢ {ql"“""""qn]’
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(d) (pap') ~— a, e I Sipop —> @
est une régie de éi

et sip' = qg.
P qJ

. . - ' .
on obtient une nouvelle grammaire G, sur le vocabulaire terminal z

. : -
on se propose de montrer que G, est une grammaire non ambigué de @I( ui)
: -
on considére 1'ensemble des productions de G, susceptible de se dériver en Mots

de & par application des régles (c) et (d) ces productions sont 1dent1qUes a
celles de éi qUi sont susceptibles de se dériver en mots de Y* par application
des régles termina]es de éi (productions presque terminales) si on note
(qj’wi’qi) la séquence

(qjulpl) (pluzpz) ..... (P telle que G(qui) = q,

et O Oy eew G =W,

_ . _ . _
toute production presque terminale de G, se dérivant en un message du code dans

)
P g

G, se factprise d'une maniére unique en (1) (s w g ) (qw, q, ) ..... q.
| ' 000 ol n-1n

1 -1 s . -
et se dérive en TR a, dans G, alors G, est non ambigué puisque G, 1'est

| n
: 1 - -
il est clair que Te langage généré par G, est @'( Ui) donc cP'(U ) est un Tan-

gage non ambigu sur g par suite cﬁ'(D 0N wOA%) est un langage non ambigu sur

Proposition 122 :

Application aux context free arithmétiques et a leur fermeture commu-
tative.

Les context free arithmétiques et leur fermeture commutative sont
langages non ambigus.
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Remaque préalable :

-~ ~

La proposition 121 se particu1arise abn Wy Wi oo W, OU

-

ﬁw]gonog Wy } est un code préfixe A dans Y* & savoir :

soit I ={ay ...atethle monomorph1sme de Z¥dans Y tel

=1

qUe h(ai) = w; soite = W h alors w DN w w] vne w?) est un Tangage non

ambigu sur. .I

I1 suffit de ca1quer la démonstration de la proposition 121
en utilisant.1'automate R déduit.de_&@fenmremplagantu1esArég1es (2) de J& par

v(q19a) = (d19 . d1 195§957470" - 9sn9a) poUr tout 1 et toUt aey SFS
reconnait alors Tes messages du code affine préfixe {w }oOA qu1 sont contenus

x
dans Wy w] see W

Preuve de la proposition 122 : Soit L context free arithmé-

tiqUe sur L="ay ... an} alors L = D(éa? veo aﬁ | f o ﬁ](x) = d}
si u(x) = |a1]X s las] n,a,lanlx oulailx est le nombre d'occurences de
dans x
[ = {xe ¥ | fo ux)=d} estla fermeture commutative de L

Y= {609 5']90-\09 61’]}

L'application h de £*dans Y* définie par h(aa) = L. 00

&y = lf | s'atend en un monomorphisme de ¥ dans Y* h(Z) est un code pré-

fixe si ‘P = € \d(h A homomorphisme de V¥ dans 7. dafini par A (ai) = {%éi
. d %* Ly
pour 1 # 0 A (&) =ygy » D le pseudo Tangage de Dyck {x e YIa(x) = o}

non ambigu [voir 1.7}
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alors ona L |d|

Ce X
Q0N e

=] [ % d % x
@ é n el I[h(al....ah))

et d'aprés la proposition 121 et la remarque précédente, L et L sont tous deux

h(zh))

et L

des Tangages context free non ambigus.

§ 2 - RECONNAISSANCE

Etant donné f forme lingaire sur [N" et de 7.  on se propose de

=~

décrire un automate a pile qui reconnait le langage

*

3 -] _
| eeee @ | fov (x)=d}

L={xea

Cet automate appartient a la famille des automates Push Down décrits
par GINSBURG.

Notations :

Soit ¢ alphabet d'entrée, £' alphabet de la pile, K ensemble des &tats,
FCK ensemble des &tats finaux, Zo symbole distingué dans 1! 5, € K état initial,

6 une application de (Kxzxz') U (Kxz') dans les parties finies de K x (z1)" ;
A=Kz, 2", 8, Zor So» F} est un automate Push doun

1
(q,w,0) Ol ge K, w e Zx, o el & estune configuration de 1'automate A : A est
dans 1'8tat g, w est un mot d'entrée o est le contenu de la pile.

Une transition de A est une relation () entre 2 configurations de A
elles sont de deux sortes :
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(n (q,xw,0Z) |— (q',w,af)

* %
We T X€e L, eI, oel

fegt”
si et seulement si (q',f) e 8(qg,x,2)

(i (q,w,0Z) }— (q',w,af)

*
W el

si et seulement si (q',f) e 6(q,Z)

Une chaine y e 1™ est acceptée par A [} 3 T(A)} si et seulement si i1
existe une suite finie Clanenss < de configurations telle que poUr |l g 1 <n

= (g,1,a) 0l g e F et A est le mot vide.

¢, ‘—-ci+l et c, = .(so,y,ZO) c, =

1notat1'on c, = Cn:\

On appelle Push doun arithmétique 1'automate Push doun dont Ta défini-
tion suit .notation PDét}

2.1, Définition du PDﬂf.

Soit f forme linéaire sur an, p 1'injection de IN" dans aT B

d e 7_ en adoptant les notations précédentes on considére

dans lequel K = {ql,...., q, Qpree--Q b o {so,qd}
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§ est défini par les &galités suivantes :

\2
o]

() 6(s_,Z.) - <q|,zoe|d|) si d
(q|,Zonld|) sidc<o

(q,,2,) si d

Il
Ke

(1) 8lgg,a;,u) = (g u)  pour u e {e,n}

Lol ’
i, | fou (aj)l et |« i ¢jen

5(9.,2.,2) = (q _ ,Z )
e j,lfowl(aj)l ©
(i) 8(g, ou) = (q;,u) pour u & {e,n}
8(q; oZ) = (@,,Z) et 1 g ig¢n
(iv) 6<qi’aj’U) = (qd,u) "~ pour tout u e I

G(qi’aj’zo) = (qd,Zo) et tout 1j tels que 1 > j
é(qd,ai,u) = (qd u) pour tout i et tout ue 3

(v) G[qi,J,u] = (g ,gi(u)] pour tout u e &'

i,
et tout 1, tels que

lgign, lsjs]fo@'(ai)l
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gi(u) est défini par le tableau suivant

foxf;l(ai> > 0 A | mm Zon

fo@l(ai)<o ce | A | Ze

(vi) poUr tout (qg,(a,),u) de (Kxixi) U [KxI' qUi n'est pas partie
|

gaUche d'une des égalitds précédentes

LI
On a 6[q,(ai),u) =0 {}a partie vide de Kx i}

2.2. Propriétés du PD & -

I1 résulte de la définition de & que le o dY est deterministe :
pour toute configuration c s'il existe c' telle que c — c' alors c' est unique

de p]Us poUr toute chaine y e $* i1 existe une suite finie et unique de transi-
tions qui conduit de la configuration initiale (so,y,ZO) a une configuration fi-

- !
nale qui peut étre (qi,k,u), (qI,A,ZO> ol (qd,x,a) ves

cette derniére propriété est appelée Loop Free parGINSBURG]

en effet soit y = 8, e 3, et i1 existe J tel que i
‘ P
et i >0y, c'est Te cas le plus général pour un mot de £ ; siy e aTnn,.a:

§ 0o g vue g

N

! J
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On a
* R
(so,aI a,l ,ZO) "—(ql’ai 3, ,Zooco) ]_(qI ,o,a] a; ,Zoocl )
! p p ! 2 p |
et poUr tout 2 ¢ k ¢ |
*
(qi ’ai, o ’Zoui J = (qi ,O'al 7 ’Zoai )
k-=1,0 'k p k-1 k ke+ | k
par une suite de transitions finie et unique
DK ) . % )
T A e P TP T O I i SR IR
J*! p J J+2 p J J

(qd,x,oci ) est une configuration finale
J

Si x a
a, ...
y e g n

alors {q] o M7 i) |.__(qi ,)\,Zoozi] Si o, D\
P P - P P p

P P

Calcul sur la pile :

Les seules transitions qui modifient la pile empruntent les &galités
(v) et (i) i1 est clair d'aprés la définition de gi(u) que Si ou est un mot du
groupe libre (1) construit sur {e,n} i1 en est de méme pour o g, () de plus si

+

qest 1'isomorphisme du groupe 1ibre sur 7L ona ¢ o g, (u) = @ (au) = |

alors pour toute chafine y sur £ on a pour | § k § j o, appartient au grou-
K
pe libre et cp(cxi ) = cp(ai ) - fo &' (aI ) 3 d'aprés les égalités (1)
k k=1 k
¢ (OLO) = d

(m poUr une définition du groUpe 1ibre voir MARSHALL Hall Jr. Theory of groUps
Mac Millan Company N.Y. 1959
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par suite
Si ¥ a
yoE 8 e
=1,
on a c.p(,ui )= d - f oy (y)
P

2.3. T(A) = {x e aT . aﬁ [ fod'(x)=d} =L

. EY * '
Ona vy que sixea .... a alors

. S : -]
(so,x,Zo) — (qi,O,A,Zooc) et @la) = d-foy (x)

six el d-fo @'(x) =o et @) = o comme o appartient au groupe Tibre

ona o= A

donc
% -
(so,x,Zo)l——- (qi,o,)\,Zo) }—— (qi,A,ZO)

a.i e F donc x eT(A)

rééiproqdement s1 x e T(A)

alors x e aT oon a: sinon la configuration finale est (qd,k,ZOa) et x

serait rejetée

,A,ZO) t—(q,,2,2 )

X
‘ - |
alors (so,x,ZO) [ qi, o

0

-
donc o = A comme @(a) = d=-f oy (x) x e L
2.4, Conséquences,

IT résulte des propriétés du PDS%{ que si A" est 1'automate déduit de
A en remplacant F par K-F A' reconnait I - T(A) en effet poUr tout

x & I = T(A) il existe une suite finie et unique de transitions qui conduit de
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(s »%,Z) a une configuration finale du type (g;,2,0) oU (qd,x,a) alors x est

acceptée par A' la réciproque est évidente. A' est déterministe, En utilisant

Te résultat suivant de GINSBURB.

Le langage reconnu par un automate Push doun déterministe est un Tangage

context free non ambigu.

On a T(A) et T(A') sont des langages context free non ambigUsn
Ce qUi entraine :

Les context free arithmétiques sont des langages context free non

ambigus [;'est exactement le résultat du paragraphe 1;.

Le comp]émentafre d'un langage context free arithmétique est un langage

context free non ambigu.

Application a la fermeture commutative :

Soit Ac 1'automate déduit de A

en sUpprimant les égalités (iv) et en ajoutant aux égalités (ii)
QJ d la place de [pour tout i,] tels que

[ﬁour tout i, (R
Lg 1 €]¢ ﬂ}
alors A @ les propriétés suivantes

pour toute chaine y sur z% y=a, ....8
| P
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ceci d'une maniére unique
de plus Oy O seenes Oy appartiennent au groupe libre et

oo, ) - ¢ (o, ) - fou (e ) pour k1, @fo) =d; ceci entraine,
Kk k=1 k

si ulx) = lall ,....,|an| (voir § 1), que (P(ai ) =d - foulx.
X X p

I1 s'ensuit que T(A) = [x e ¥ | foux =dl

I1 est clair que T(AC) est la fermeture commutative de T(A) ; on re-

trouve de la méme maniére que pour T(A) le résultat du paragraphe 1.

Si L est context free arithmétique, sa fermeture commutative est un langage
context free non ambigu.

en outre de méme que T(A') = £ = T(A)
on a TA' ) = 5 = T(A)

C ‘ C
et A'c est un automate déterministe

d'ol

Le complémentaire de la fermeture commutative d'un context free arithmétique
est un langage context free non ambigu. |
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§ 3 - CARACTERISATION DES CONTEXT FREE ARITHMETIQUE PAR LA FORME LINEAIRE QUI
LES DEFINIT

3.1. On note (aps..... , o) Tes coefficients de f

d} ; si les coefficients de f ne sont pas tous

L:{xe aT

de méme signe alors L n'est pas régulier s'il n'est pas vide.
g p p

* =
e | f oy (x)

Preuve : On n'a pas : o, § o pour tout 1 ou o 30 poUr tout i
alors {1 2 ....n} =J UK, JNK=0 et ieJ==a >o.
SUpposons L non vide
alors il existe P| Py +evr P tels que ¢ o, p; = d
pour tout t e [N on considére pi(t) =p, ot poUr tout e J
(0,<0), p (t) = p, +t 3 o, pj(t) = P, pour tout j e k - {k}.
il est clair que :

pl(t) pn(t)

Lo, pi(t) =d et 3, e @ e L poUr tout t e IN

soit & = sup (J U {k}) on considére pour tout t e [N les mots

pi(t) .

x(t) = T a, ; et la relation d'équivalence invariante a gauche sur
<%

Zmi-ny ssi zx e L <==>1zy e LJ
pour tout z e L

si L était régulier cette relation serait d'indice fini.

I1 n'en est rien car les mots z(t) ne sont pas @quivalents 2 & 2
(c'est-a~dire i1 y a une infinité de classes)

en effet x(t) z(t) el et pour tout u # t x(t) z(t) L

pi(t)
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On montre que pour tout u # t
f(x(t) z()) - f{x(t) z(wW) # o
On a :

Lo pi(t) v, pz(t) + L oo, pp T Loy pi(t) alCh pz(u) - I a,p,

i<q i>% i< _ >4

= az(pz(t) - pz(u)] ; o, est non nul et p (£) - p,(u) vaut (u=tda, ou bien

(t-u) I o, donc f(x(t) z(0)) - f(x(t) zW) # o pour u # t Ta relation
J

n n'est pas d'indice fini L n'est pas régulier,

3.2. Si les coefficients de f sont tous de méme signe alors L est
vide ou régulier.

Preuve :

(1) Tes o, sont tous nuls

alors si d = o L=a as ... aﬁ qui est régulier

u
=

si 4 #o L

(i1)y  Tes o, ne sont pas tous nuls et L n'est pas vide ceci entraine que d est

du signe des o,
soit J = {i, o, # o}
1'équation I a, p, = d aun nombre fini de solutions

J

i toute solution on associe le langage régulier
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I a, ou f(p.)=p. Si 16

si i éJ

—

—
el

~
n
X

f(pi)

alors L =U (o a, ) ou Hest 1'ensemble des solutions H &tant

H i

fini L est régulier.
Corollaire :

L context free arithmétique est context free si et seulement si les
coefficients de f ne sont pas tous de méme signe (quand il n'est pas vide) au-
trement i1 est régulier. |

3.3. Pour tout vrai context free arithmétique L i1 existe un régulier
arithmétique borné L' tel que :

L:Q = L'=.¢
Corollaire :

Pour tout vrai context free arithmétiqbe L i1 existe un algorithme
tel qu'aprés un nombre fini de pas on puisse décider si L est vide ou non.

Preuve : On ne s'intéresse qu'au cas ol les o, he sont pas tous de
méme signe.

il existe k tel que o, <o onpose y=-o

k 3
soit JuU K tels que o, <0 pour tout 1e J

o, €0 poUr tout | eK
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et JUK={lI2....n}~-{k}

soit dY le reste de la division de d par v

a
n

on pose f' = (a{ ...... ol )00 i = o, poUr P £k
ol = o0
L' = {xe aT cees a: | ' o Jlx =d }; L'e RA(a[ conn
v Y
voir chapitre IJ
LED ==> L' #0
si L#@® il existe P eeeees P, et
JEK o Py = Y b 9= ylyrp) v d
donc I a, p, = d d'ol f'(pI ..... p,) =
JUK y ! y
donc L' # @
L' #0 == L#9D
si L' # 0 soit JEPPPY P, tel que f'(p! ..... E
: Y
alors L o, p, = xy* dY -/
JUK
soit p'i =p; oMy u >0 poUr toUt e J

p'i TPt Y poUr tout ie K
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on a
Zuip'i='z uipi*r(u):oci‘*rZai]y
JUK JuK J K

on peut choisir u pour que u I a, + L a; * X =y >0
J .

ap + X =y

on pose p‘k =ula;
J

I
K

alorsona < o, p', = p'KY + 4 donc L #0
Juk

§ 4 - CONSTRUCTION D'UNE GRAMMAIRE NON AMBIGUE D'UN CONTEXT FREE ARITHMETIQUE
POUR n < 7

4.1. Notations définitions.

On considére [Nn en tant que monoide commutatif pour la somme soit A

une famille finie dans‘lNn et ce [N" 1'ensemble c + A" est dit lingaire

~

IAx est 1'ensemble des combinaisons 1in&aires & coefficients dans [N des &léments
de A.J

A est dit stratifide (1) si tout &lément de A a au p]ﬂs 2 coordonnées
non nulles,

{Pour u e A on note k(u) et 2(u) Tes rangs successifs de ses coordonnées}

et si pour tout couple u,v d'éléments de A on n'a pas croisement des coordonnées :
p

(1) T1a notion de stratification est empruntée & Ginsbdrg p 159,
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On n'a pas k(u) < k(v) < a(u) < &(v) ou k{v) < k(u) < &(v) < &(u)

A est libre si A¥ est un monoide libre sur A

B < |Nn est une partie non ambigué si elle est réunion finie d'en-
sembles lindaires disjoints chacune étant engendré par une famille libre et

stratifiée.
Ordre sur une famille stratifiée A.
On considare B = {k(u), &(u) | u € A}

et sur B 1'ordre partiel : 1,y ¢ k,& ssl kgl gvygd
et k <2

en ordonnant arbitrairement les sous-ensembles de A du type :

[ue A | k(w, Llu) = k,2} on a un ordre total sur A :
U<y == k(u, 2 < k(v), a(v) ou k(u), 2u) = k(v), a(v) et u<v

dans {wa A | k(w), 2w = k(u), &)}

4.2. Soit B une partie non ambigué dans |Nn et ¢ 1'injection de N
dans aT cees a: alors ¢(B) est un langage context free non ambigu dans
# *
a'l ° % a0 ano

On se bornera a en faire la preuve pour B linaire engendré par une
famille libre et stratifiée Ajioon exhibe une grammaire non ambigué de ¢(B).
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Notations :

On considére la famille A = {u|,...., up} munie de 1'ordre partiel

defini plus haut. A, =‘{uk e Al U < ui} ; {ui peeeey U ] est 1'ensemble

| r ‘
des maximaux dans AL A étant stratifiée on a en notant k, = k(u, )
I I
k., €% ¢k, €8 .o.¢k, ¢, s0oit c=o0,,....,a et B=c+ A"
[ | | | [ o N n
| ! 2 2 r r
¢ %n
ona yi{c) =a , , 8 .
| n
on pose :
%K
xp = I a3 i €ysn
Y ke
o
k
y. = I a
al isksy k
o
.= T a, k
al isk<y

A tout u; €A on associe la variable S; 5Py et g, sont les

valeurs des coordonnées non nulles de u;.

Preuve de 4.2 : Pour tout i lsisp {u,ee, v b étant

les maximaux dans Ai

On considére 1'équation :
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de plus {uo peees Uy ] étant la famille des maximaux dans A on considare
| r

1'équation

on se propose de montrer que la premiére composante du systéme Aé d'éqUation
(i) pour os | g p estcaractéristique de son support u(B)

On raisonne par récurrence sur le nombre d'éléments de A

|Al = 1 ¢ le systame 4 se reduit a

ok| l 2‘,n+|
P o
B | | m
(1 SI = ak SI a + I a

IT est clair que 1la 187€ composante de la solution 5 est caracté-

ristique de son support w(c+uT)
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Hypothése de récurrence :

Pour p < k A = {u|,....,up} étant une famille libre et stra-
tifiée munie de 1'ordre défini plus haut, c e |Nn la premiére composante de la

solution de & relatif & A et c est caractéristiqﬁe de ylesh'),

Démontrons qu'il en est de méme pour p = k

soit A = {ul, ..... ’Uk} et c e [N
Q) 11 y a plus d'un maximal dans A
soit u, Tle premier de la liste on pose A, = A, u{ui}, A, = A - A soit
c = (u] ,,,,, o, 00 o) et cy = (o0, o, 0, Op O un) en vertu de

[ i+l

1'hypothése de récurrence.

La premiére composante de la solution de 461 relatif a A et "cl

%
et w(c2+A2) P, et ¢,

et 4 , le systéme

est caractéristique de w(cl+AT), de méme pour P 5

étant Tes parties droites des équations (o) de 4§ |

4 ' formé de la réunion 4 | = (o) L)’éz - (o) et de I'éqUation
() S= ¢ ¢, n'est autre que le systéme 4 vrelatifd A et c

©, et o, étant caractéristique de Teurs supports il en est de méme pour
L9, dont le support est w(c|+AT) w(c2+A;) soit y(c+A™) (si @, P,

n'était pas caractéristique alors AY ne serait pas libre sur A).

@ I1 n'y a qu'un maximal dans A

soit u, alors A' = A - fu} et weh = 1 a ™ satisfont & 1'hypo-
K, <m<g,
! |

thése de récurrence,
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En ajoUtant i A ' 1'équation S = x K Sy n et en substituant a 1'équation
P
(o) de & 1'équation S, =32 S, a + @

ol @, était le 28 nembre de 1'équation (o) dans &' on obtient Te sys-

téme A relatifa A et c
p. r

£ i ES q| r
ona ylerA) = {x_ (a ) ylc'+A') (ay) vy, | r e [N} Te membre de

droite n'est autre que le support de la solution de 4 poUr les mémes raisons

que précédemment (1iberté de A¥). La solution de 4 est caractéristique.
On se propose dans ce qui suit de montrer poUr ng 7 que les solutions

n .
de 1'équation diophantienne = o, p; = d forment une partie non ambigué de INn
i

en donnant une décomposition explicite.

[Qinsburg (1) a montré que poUr tout Tangage context free borngé L non ambi-

n

gu dans a’ . a @'(L) &tait une partie non ambigUé'de IN"  Tes context

N
free arithmétiques étant des langages context free bornés non ambigus comme
il a été montré dans les paragraphes précédents on a une preuve indirecte du

o S

fait que les solutions de o4 py = forment une partie non ambigué de [N”]
i

(1) Temme 612 p 188
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4.3. Structure de 1'ensemble des solutions de ]'éqUation Diophantienne,

OL.p.:d ,d,OL."/T__ ):i'{|§r":”$7

Notations :

D est T'ensemble des solutions de = o, p, = d dans [N

f est la forme (a|, ..... , an)

Hj est la projection de [N" sur lui-méme parallélement & la ™
composante.

Définition :

Soit A une partie de Ta base canonique de 7" considéré comme module
sur .- A est stratifiable relativement & (f,j,B) [} gJjsn, B« HJ([Nn>]
si A HJ(\N”) et si A'u B' est une famille Tibre et stratifiée A' é&tant

définie par :

Al =‘{[0¢~\ a + |a

j K(a) | (ool oo, ae A}

J

k(a) est le rang de la coordonnée non nulle de a ¢ A et B' par

B':{[oaj[b,beB}

Lemme 437 :
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si i1 existe j tel que o <o etpour tout Ke7Z u est
réunion finie d'ensemble disjoint de la forme c + AT * A; oll A,
est une partie de la base canoniqhe dans HJ(|Nn) et A, est

stratifiable relativement & (f, j, A[).

Alors D est une partie non ambiqué de  |N"

Preuve du lemme 431 : On. sUpposé donc qU'11'existe' il % < o on pose

n

r = |a.| eton considére la partition de [N par la relation o :

o pour tout i # |

pl’ ----- :pnpp l"’”“'p!n ssi Pi“P'i i
o est d'indice fini ; toute classe ;2 est de la forme :
- B n % B | n
Vo=V, + T {FY(IN )J + (000 L 0oo0) avec v, = {ugyeens i coe U]
J o J

0§ U < I pour tout |

on a évidemment D = (VQ nD)

U
2

Structure de Vzrﬂ D

N.B, Dans le cas qui nous intéresse u(D) est context free alors i1 existe
toujours | tel que o <o sinon YD) est régulier (cf paragraphe
précédent).
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Si ye erﬁ D alors f(v,) =d. ol d=2zr+d, 0gd, <T soit

r

L= B 11

. - '
t, Te quotient de f(vz) par T on a f(vz) =t T+ dr 1'ensemble

z-t

u = {x e HY(an), f(x) 3z - tz} a la propriété suivante :
%

v, N D = {vg #Tx + (0, 0 veuu, flx) - (z-t,), o ... o] , xeu

L A z-tz’
Y
en effet soit y e ;2 0o
ona y=v, +Ix+ wloool oo) et fly)=4d W e [N
4
Y

d'autre part

fly) = f(v,) + TH(x) = Tu

tl r + dr + F(z-tz) + P‘f(x) - (z-tQ)J ~ T'(w) = d

i

d + I‘[f(x) - (z-tz)} - Tw=4d

alors w = f(x) - (z-t. ) et xeu
A z-tz

la réciproque est immédiate.

U e vérifiant les hypoth&ses du lemme 31
%

‘ < % L
Ona v _, = v chaque v  &tant de la forme c + Ap+ A, OB

2

A, est stratifiable relativement & (f, j, Al).
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En posant D, = _{VQ + I'x + l'f(x> - (z-tz):l (cooloo o), Xe Vk}

J
ona v Np=ubD . les D &tant disjoints puisque les v, le sont,
L K ki k Kk
' I3 0 . . - 3
A'I U A, atant la famille libre et stratifiée formée & partir de A
. " - * * * 1212
et A, soient @, @q (pé les éléments de Al Ay Aé @) est 1'élément

obtenu & partir de @, par Ta substitution

@ > Iqu a + ‘uk(a)l (ooo j o o)

Montrons que D, est engendrée par A! U Al

k | 2

soit ye D, ona y=vl+1‘x+[f(x)—(z—tl)] (ooo |l ooo0)

J
_ et xev,
On pose & = v +I‘C+Lf(c)-(z-t)] (oocol ooo)
L 2 4
J

£ e Dk puisque c e v,

(x = ¢ + CP|+ (pz)

par suite y =&+ T (@ + Q)+ @, ¢ ) (ocoolooo0)
J

@ | est 1'é1ément de A'l"s obtenu par la substitution

a-——-—>|uY|a
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alors y =¢+ cp] + cpé car f( cpl) = 0

la réciproque est immédiate.

Les Czlﬁ D &tants disjoints D est donc réunion disjointe

d'ensembles non ambigUsf D est non ambigu. @ .E.D,

Définition :

n

On appellera générateur tout élément u de [N ayant au p1us deux

coordonnées non nulles et tel que f(u) = o

on note uij un générateur u tel que k(u)
L(u) = ]

Remarque :

n
D é&tant 1'ensemble des solutions de & o, p, =d si D est non

i=1
ambigud Tes éléments des familles Tlibres et stratifiées qui 1'engendrent sont
des générateurs.

Lemme 432 :

D= {xe |N", £(x) = d} @&tant non ambigu& pour tout n < r et tout g

pour n=r s$i f ou -f satisfait & une des deux conditions suivantes :
(D)  les coefficients non nuls de f sont tous de méme $igne

(:) il existe j, | ¢ j § n tel que g < o et on peut ordonner
1'ensemble des coefficients strictement positifs de f en une

suite Oy yeaasey O telle que :
| P
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(i iz < Ik <j == L>Kk J < i2 < ik == 4 <K
(i1) si u estun générateur dans Hj(an)’ u et Uy (ou u, )
! N
forment une famille stratifiée
si u estun générateur dans I, HJ(an) uoet ug
I 2
(ou u, ) forment une famille stratifiée
2]
si u estun générateur dans T, ceee I HJ(INn) alors u

p=| |

et u(j,ip) forment une famille stratifiée.
Alors D = {x e [N", f(x) = d} est une partie non ambigué

Preuve du Temme 432 : si f vérifie (:) alors comme on 1'a vu

dans le paragraphe précédent D = U 0. les D, étant disjoints,
i€l fini

D, = ¢+ A? ou A, est une famille de générateurs ayant une seule coordonnée
non nulle alors D est non ambigud

si f verifie @

soit j ¢ r tel que 0 <o et ail,,,.,{ aip la suite ordonnéedes coeffi-
cients positifs de f possédant les propriétés (i) et (if),

On se propose de montrer que les ensembles

u, = {x e TU(INF), f(x) 3 z} satisfont aux hypothases du lemme 31.

4
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On notera dans ce qui suit u, = (cooloo o) é&lément de la base
2 i
)
canonique de 7" ; A, la famille fu, yeee u, } pour | g2gop
4 [ %
pour o g¢mg p on considére les ensembles c.

C =B + A
O @] |[
x
C =B =+ A, pour o <m<op
mom )
c, = 8 AT
p
avec BO =v{x € HJ(|Nr), z g f(x)<z+a, |}
|

r m m+ |
B={><enT voen I m.(INDY, z+ I a sf(x)<z+2ai}
m m | a1 g g=l g
- p
Bo=fxell, ... L(ND, f03z+ 2 o}
P p | 2= p
- p
© u, = {xe HJ(IN )y t0 »z = U C

P
il est 8vident que C,6 & u
m=0

démontrons 1'inclusion inverse

pour tout vy e u, on considére la suite finie :
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Vo = Y
(0 tp) e
y, = I, (y ) si f{OI, (y _J)) 372+ I a,
2 b -1 b o k=l K
Vo = Xy T Vee Ty Uiz dans le cas contraire od A, est tel que :
/
2= %
z+ I a g flx ) <z+ I o
k=1 l k=1 K
ﬁ
>‘5L > 0
N
La suite s'interromp dés que Y, = X, Pour L.gp
si y. = x,_ pour & <p alors x_ e I, sees I, T, (|Nr)
e 2 2 L= RN
=1 L
et z+ I o §f(x2)<z+ z o
k=1 Kk k= | k
%
donc x, e B, _, commeona y=x,6 * § MU veCp
k= | Kk
. P ¥ . : . :
par suite ye UJ Cm 1-1e raisonnement est identique si 2 =p
m=0
' Les.. c. sont disjoints
soit v, e C y, &€ C_ avec pour fixer les idées

I 2
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et

Comme

p=1 g
M)
Z+ L ai S
=1 g
My 7 m 7
fo,
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HJ(YZ) > f o eee. I

ce qui ne saurait étre réalisé si Yy =Y, donc C. N C = ¢

)

pour tout m

pour tout m

On considére Ta forme

avec

?'i(x)] =

f(x)

o<m<p
o <m<p

sur /- ]

o i est 1'injection de Mo ean. M T

!
3
n

(m+1)

m
{x & [N ,Z2+ I o,

l 2

vérifie Tes hypothéses du lemme 31

définie par

r=m+ |
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par hypothzse O est une partie non ambigué dans N

il est clair que 1'application inverse de 1 conserve cette propriété
m_ .= =m
on pose D = Dy
etona B = U D: Tes D@ &tant disjoints puisque les 5@ Te sont,
ORESO (e 1)

Donc B est non ambigué

tout générateur u de B, dtant tel que f(uw) = o 11 satisfait a la condition

"uoet u, forment une famille stratifige" (ue T ... T, 1. (ND)
me 'm o

. * ¥ *
soit donc c + A, une composante de B C* AL A est une composante de
m+ |

C, et on montre en prenant les notations du lemme 31 que A‘ U A} est une
m+ |

famille 1ibre et stratifiée.
Les &léments de A, sont des générateurs dans T oo I Hj IN
2 |

pour | ¢ & ¢ m ils forment une famille stratifiée avec u, . pour
2]’

| ¢ £ ¢m=+ | enraison des hypothéses (ii) et du fait que A, est une
famille stratifiée,

, L g o gm+ I} est libre :

De plus A, u {u,
iy

I
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en effet A u {ui I | < % <m} est Tibre pour des raisons évidentes et on

Q/,
. * X

ne peut avoir au . =x+ L AU avec xé€ Al
el ] | ghgm g’

sinon r A u, .=o0 et xu, = x ce qui est absurde X n‘ayant pas

L o h,,J i ’
lsfgm 4 L+ |

de coordonnée de rang |

il en résulte que A, U AT est libre et stratifiée ; par suite
(m+1)

AL U Al est libre et stratifiée donc A, est stratifiable par rapport
(m+1) m+ |

a (f,j,A|) et C vérifie les hypothéses du Temme 431.

O -

5 = {xel .0, T(ND, f00 52+
p ‘p SN

o, } est fini pour

Y

n Mo

2

la raison que f a tous ses coefficients négatifs
alors cp vérifie trivialement les hypothéses du lemme 431,
Conclusion :

u, = {x e HJ(INF), £(x) » z} vérifie les hypothéses du Temme 431 comme

réunion finie d'ensembles disjoints qui les vérifient et par suite (lemme 431)

D= {xeN, f(x) = d} est une partie non ambigué.
@nECDt

Remarques :



- 63 -

- La démonstration précédente, pour autant que soient vérifiées les
hypothéses (ii) pour f et pour ¥ fournit un procédé de construction de D.

- pour qU'un élément u de [Nr ayant deux coordonnées non nulles
puisse &tre un générateur i1 faut et i1 suffit qu'on ait “k(u) %y <©

i1 suffit donc de connaitre le signe des coefficients de f pour savoir si celle

ci satisfait & 1a condition (:) i1 du lemme 432 on introduit donc la
configuration de f qui est le n-uple des signes de ses coefficients notée cf.,
Comme on se propose de démontrer que f satisfait a la condition () i du

Temme 432 par une récurrence finie on ne considérera pas le cas ol f a des
coefficients nuls ceci nous ramenant & la vérification de la condition (2 i
pour des valeurs de n inférieures.,

Exempie :

alors si f = O Oy Oy O satisfait a la condition (:) i1 11 en sera de

méme pour f,

~

- La condition (?} i qui n'a pas servie & la démonstration au
lemme 432 trouve son utilité dans la démonstration de 1a proposition qui suit.

Proposition 433 :

Pour n¢ 7 si f ne vérifie pas la condition () alors f ou
- vérifie la condition (@ .



- 64 -

433-1 :

Pour toUt, n»2 si p=1 tout f satisfait a la condition (2
i étant le rang du symbole + dans Cy tout générateur a une coordonnée de
rang i alors toute famille de générateurs est stratifiee.

La condition i est trivialement vérifiée.

433-2

r————

Pour tout n 3 4 si p =2 tout f satisfait a la condition )

dans ¢, figure nécessairement la succession s =~ + ou s =+ - sinon les

f
coefficients de f seraient tous de méme signe.

soit j le rang du symbole - de s

il + de s

i

5 le rang du symbole + qui n'est pas dans s  (p=2)

il est clair que si u générateur e HJ(]Nn) alors u et Ui forme une
, l
famille stratifiée

de méme si u e I HJ(]Nn) alors u a nécessairement une de ses coordonnées
|

de rang iz alors u et Ui g forment une famille stratifiée la condition
21

(i) est trivialement vérifiée.

433-3 :

mmprpm———

Pour n =5 tout f satisfait a la condition (2
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en effet on a forcément p = | ou p = 2 en prenant c, OU ¢ suivant les

cas c'est donc une conséquence de 433-1 et 433-2.

433—4 :

B ]

Pour n=5 p=273 et tout f tel que p = p(cf) i1 existe une

suite réguliére des rangs des symboles + telle que f satisfasse & la condi-

tion C)

Dans cy i1 existe nécessairement une succession s de 3 symboles

dont deux sont + soit k le rang du i symbole de s

On a les configurations possibles

(i) -+ 4
(11) -

(Ti1)  + o+ =

en prenant
() o= kor iy =k+2 j=k
(i) il = k 12 =k + 2 Jj o= k+ |
(i 0= ke 1y =k j=k+2
et pour 13‘ le rang du symbole + qui n'est pas dans s
on vérifie dans chaque cas que 1, i, B est réguliére et que la condition

(D est satisfaite,
433-5

Pour n=6 p=3 f satisfait a la condition (2)
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o et dg > O

alors pour Opy Oy Oyp O ON A les configurations possibles

5
(1) + ===
(i -

(Hii) ==+ -

+
f
1

(iv) - - =4

on vérifie que si

(i) J =3, il = 2, i2 = |, 13 = 6
(i) j =2, Il = 3, 12 = |, 13 = 6
(1) J =5, i' = 4, i2 = 6, 53 = |
(iv) J = 4, iI = 5, i2 = 6, i3 = |

La condition (:) est satisfaite dans chaque cas

<0
a' ou a6

on suppose o

d'aprés 433-4 pour o, o, o, 95, @, ONA p=3 n=5 ot

< o ce qui ne restreint pas la généralité

il existe |, P i3 tels que la condition s0it sa~

tisfaite,

Les seuls nouveaux générateurs qu'on introduit sont

Uiy s Uy 4, U ils sont dans HJ<[N6) et forme: t avec

MEREIPAT

3

I 3
réguliére,

g i une famille stratifige du fait que Il, iy, 15 est



- 67 -

de méme u, . et u . sontdans T, I, [N6 et forment avec u,, une
|,|2 |,|3 NS I,

famille stratifiée.

Enfin wu(

i) T, T HJ (|N6) et forme avec u(i, .) une famille

2 | 3’J

stratifise donc  f satisfait & la condition (2

433-6

Pour n =6 tout ¢ satisfait a la condition (@

Les seuls cas & considérer sont p
331, 332 et 335',

2, 3 et sont couverts par

b

433-7 :

mrrtrpnes

3 tout f satisfait & la condition (2)

Pour n =7 p

@ o ou ;<O
on suppose o« <o Ce qui ne restreint pas la généralité
alors d'aprés 433-5' Opy Ogy Ogs Oy Ogy Oy satisfait a la

condition (:) et par le méme raisonnement que 433-5' (:)
on montre qu'il en est de méme pour Oy Oy Ogs Oy, Og, Oy Oy

C) o et oy >0

Oy Ogs Ggp Ogs Og présente les configurations possibles sui-

vantes :
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(n o on peut voir facilement que la condition (2) R est
satisfaite dans les cas (1) (i) (iv) et (v)

=
!
+
!
1
!

—
=
i
!
+
1
i

il n'en est pas de méme dans le cas (iil)

(V) ===+ - (4 = = & = = +)

Pour tout choix de j et tout choix de iI il existe

un générateur dans HJ(|N7) qui n'est pas stratifié

avec u.,
I

La configuration opposée a de bonnes propriétés (- + + - + + -) la

=3, 0,=2,1i,=5,1,=6

condition (2) est satisfaite pour j = 4, )

i
|
par conséquent f satisfait a la condition (2)

433-8 :

et c—

Pour n =7 tout f satisfait a la condition (2
les cas p = 1, 2, 5, 6 sont couverts par 433-1 et 433-2
Le cas p = 3 est couvert par 433-7 de méme que le cas p = 4

Donc pour n ¢ 7 f ou -f satisfait & la condition (:) @.E.D.

Proposition 434 :

Pour ng7 D={x e [N, f(x) d} est une partie non ambigué et
on sait la construire.

Preuve : Pour n =2 D est une partie non ambigué

on le démontre dans le cas non trivial par exemple f = (o), o ) oavec a, > o

2 l

o, <o ce qui ne nuit pas a la généralité, Ona j =2 ; soit c Tle plus petit

entier tel que o ¢ 3z alors u_ = c,o + (l,o0
z

ses du lemme 31 sont satisfaites, le procédé de la démonstration du lemme 31

)BK

il est clair que les hypothé-

permet de construire D,
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Pour n ¢ 7 on décompose u_ suivant le procédé du Temme 32 en
ensembles c, desquels on extrait les ensembles u i relatifs a c, auquels
on applique le'méme traitement juqu'a obtenir des ensembles u_ pour lesquels

2

¥ est une forme sur |N“ c'est possible puisque les f sont des formes sur

INk avec k¢ 7 et qu'elles satisfont toutes & la condition @ ou @O

i1 ne reste plus qu'a appliquer le lemme 31 a chaque &lément de Ta dé&composition
pour obtenir une décomposition explicite de D en ensembles lindaires disjoints
engendrés par des familles Tibres et stratifiées.

Remarque :

Pour n»8 et 2<p<n=-2 il existe des configurations c telles
que la condition (:) n‘est satisfaite ni par ¢ ni par son opposée.

ExemEIe :

p=4 R S R

p =06 L L Tt

§ 5 - FACTORISATION DES LANGAGES CONTEXT FREE BORNES

Définition :

On étend la notion de context free arithmétique aux ensembles contenus

dans w' w. W ol
[ 207)0 Nn WI’ WZ”OOCO’

de Ta méme maniére que pour les réguliers arithmétiques du chapitre I,

w o sont des mots sur Y alphabet fini

L,c:wT oo wi est context free arithmétique s'i1 est 1'image par

1'homomorphisme alphabétique cp(ai) =w, pour | g ign d'un context free

. P ES
arithmétique dans a, a; cone aiq
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n

Ce qui revient & dire que si y est T application de [N dans

p p
wT oo w: telle que w(pl vo s pn) =W, | e W " alors pour tout context

TP * x . . e .2
free arithmétique L dans w, .o.. w_ il existe f forme linéaire sur [N”

et d e 7 telsque L=yo 1 (d),
Remarque :

Les résultats des § 1 2 3 4 s'étendent aisément aux context free

P %

N -y ¥ - i
arithmétiques dans w| .....w ol {wl,conocwn} est un code,

Context free pseudo-arithmétique :

# * N
ss00 A S1
I n

L=KNL" ol K estrégulier pseudo-arithmétique dans aT cose a:

L est context free pseudo-arithmétique dans a

L est context free arithmétique dans aT oono a:
de méme que précédemment les context free pseudo-arithmétiques dans wT sone W
sont les images homomorphes des context free pseudo-arithmétiques dans

X
a o092 00 a o
| n

Remarque :

ST {w reeensu | est un code alors ¢ est un homomorphisme injectif
n
. . .y ¥ x
et si L est context free pseudo-arithmétique dans w, ... w_ alors

L=KnNL" ol K=@K), L' = @(L'l) K, E&tant pseudo-arithmétique L atant

. P ES *
context free arithmétique dans a ... a .
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L= )= @K DL = Q&) N @)
Lemme 51 :

L'image par d'un sous monoide affine de. ]N2 n'ayant qu'un seul

P . P *
générateur est un context free pseudo-arithmétique dans w: w

I 72
. * ,
soit A = (c| c2) + (u|,u2) s Cps Up, Uy € IN
so1t f = (UZ’UI) et d = Uy ¢ = Uy ¢,
alors AT (d)
soit B =>{x| X, | x ¢ et X, i ¢}
I

ona: F(HNB-=A
y se factorise en @ o y' est 1'injertion dans aT a; alors
P = pt (Flea) Moyt
p'(B) est un régulier pseudo arithmétique dans aT a;

w'(?'(d)) est context free arithmétique dans a*

¥ .
| @, par suite Y(A) = Qo y'(A)

est context free pseudo arithmétique dans wT w;

Remargue :

On n'a pas en général w(¥'<d))r1 Y(B) = w(?l(d))tﬁ Y(B) = w(?l(d) M B}

prenons par exemple W=,

et (u, u,) ayant un pged t # |

soit (a,B) tel que uj U, = t(a,B) on pose :
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P, = ¢ * (At+T)a
p2-02+(>\t+I‘)B ou P¢T <t A >0
: Pp P2 = |

Il est clair que w,  w, e y(f (d)) d'autre part en posant :
p'|=c|+>\ta

! i

p'z'c2+()\t+I‘)B+I'(a) on a pIPZeB

Or ' '
P LA B
| "2 Y2

alors

p] p2 - . s
W, Wo e v f (&N pB) il n'existe pas p"| p"2 tels que
1t 1n
Py P P P , W =l
W, Woy =W, W et tels que »p Pl e f (d) N B donc

v Tl um £ (N s

Produit étoile :

On définit Te produit &toile d'un sous-ensemble borné de Y par un

~ * * P . ; .
sous-ensemble borné dans w z w et z étant des mots sur Y de la fagon
suivante :

- * ’
L est borné dans Y % ¥
* * .
He w oz

et fh, & H

N.B. Le produit étoile de Ginsburg est un cas particulier du précédent,
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Proposition 51

Tout langage context free borné s'obtient comme réunion finie de
produits de langages context free bornés possédant la propriété suivante :

IT existe STEXEEE ) Lp langages context free pseudo arithmétiques dans
<o 0¥ ¥ o0 w. estun mot dans Y

W W ;\ceoaocyw W J

l 2 l 2

et L=L|><L2a<l_3 Koo o X Lp ()

(n cette écriture doit s'entendre (( <<|_| Lz) % LS) % > % Lp>

Preuve : On se sert du résultat de PARIKH amélioré par GINSBURG pour

tout langage context free borné L dans wT vene w: E'(L) est réunion finie

de sous monofides affines stratifiés (cf § 4).

La construction s'opére d'une maniére analogue & celle du § 4 (démons-
tration de : si A est une partie non ambigu& alors w(A) est non ambigug)
en utilisant le lemme 51.
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