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INTRODUCTION

En analyse numérique lingaire, il est fréquent de rencontrer des problémes du

type suivant :

A &tant une matrice sur laquelle nous .avons des informations précises - par
exemple la connaissance du polynOme caractéristique de A - quelles propridtés en
découlent pour la matrice perturbée A+SA ? - dans le cas présent que pouvons nous

dire du polyndme caractéristique de la matrice A+SA ?

Notre &tude se limite aux perturbations par des matrices antiscalaires, c'est-
s as : . t N
d-dire par des matrices de rang un : SA = uv u,ve R .

Dans cette optique, nous avons tréité_dg fagon exhaustive les problémes suivants :

- inversion de A+6A et &laboration compléte de la méthode dite "d'annulation

du rang".

- recherche du polynOme caractéristique de A+S8A, et mise au point d'un algo-
rithme général de recherche du polyndme caractéristique d'une matrice quel-

conque.

- détermination des valeurs propres et vecteurs propres de la matrice A+8A

(cas symétrique).

Dans chaque cas, nous donnons plusieurs applications numériques et effectuons
des comparaisons avec: les méthodes classiques. Les programmes sont &crits en Algol

et ont &té exécutés sur ordinateur IBM 7044.






INVERSE D'UNE MATRICE AUGMENTEE

Les résultats de ce chapitre sont des ré&sultats connus. Cependant ils apparais~-
sent dans la littérature souvent sans démonstration, les formules gtant tout simplement
vérifiées. Nous donnons donc dans ce chapitre des démonstrations simples des formules

dues 3 SHERMAN et MORRISON.
I-1-a : Notations :

q% N(R) désignera l'ensemble des matrices carrées d'ordre N, 3 éléments réels ;

X, y, u, v désigneront des vecteurs defR 3 on désignera par A,B,... des élémenis de

W g ®-
I-1-b : Probléme :

On se propose de chercher une relation entre les solutiéns x et ¥ des deux
systémes
Ax = y () y vecteur donné de BNZ u#0, v#0
{ (aruv)x* =y @ AeT®

On suppose A réguliére.
De (2), on tire
AxT + (vtx*)u.= y = Ax
* t x . ~ «
Ax™=x) = =(v'x)u mais A réguliére

=> x* = x + kA_luj (3) avec k = t *

Si on suppose x connu, il est plus intéressant de rattacher 1l'expression de k

i X, Pour cela reportant (3) dans (2), on obtient :



(A+uvt) (x+kA_1u) =y = Ax

ux [k(l+via ) + vTx] = 0e BY
mais 4 # O
=> Eﬁ_lwféjg). + VB:L (4)

o t , - .
Ainsi le systéme (2) (A+uv )xx ='y admettra une solution et une seule si et
seulement si k est déterminé de manidre unique par (4). Or ceci a lieu si et seulement s

-1 :
le scalaire l+vtA u n'est pas nul. Dans ce cas, nous obtenons :

t

k= . X Xt — et (3) devient
I+v'A "u
t
xx=:x— —-—v—t—x:T—Alu (5)
l+v'A "u

1

Si u,v, A—l et x = A—ly sont connus et si l+v A u # 0, la relation (5) donne

. . ~ *
la solution unique du systéme (A+uvt)x = y.

Reprenons (5). Elle peut s'écrire :

-1 t -1

t,-1 -1 A A
(Atuv’) "y =A Ty - ———%X:T——
I+v'A "u

mais ceci est vrai pour tout y ¢ R

-1 1 1 1

=> (A+uvt)_1 = A -1 A uvtA- (6)
1+v A "u

ce qui est la formule &lémentaire de SHERMANN et MORRISON cf. [1]'eﬁ [21 en particulier

Remarques :
' (1°) On a donc 1'équivalence (avec 1'hypoth&se A réguliére)
A+uv® réguliére b 1+vtA-1u'# 0



(2°) si 1+vtA_lu =0 A+uvt est donc singulidre ce qui peut se voir directement

en remarquant que

aruvH)a e = (A T = 0 e BY

donc A_lu # O appartient au noyau de 1'application Atuv® qui est par consé-

quent singuliére.

I-2 Généralisation

i

Considérons maintenant les relations

Ax = y

(A+UVt)xx =y

avec Ac¢ //)ZN(IR) et A régulidre et U,V matrices (N,p) # O

Sans restreindre la généralité -nous le verrons— nous pouvons supposer que p < N

p = rang (U)

rang (V).

. PR *
Cherchons par analogie avec ce qui précéde x” sous la forme

c'est-a-dire

A

P -
x+ I k.A 1U (U, : iéme colonne de U)
. i o1 o1
i=1
X" =x+ A Uk avec k = kl elRp
k
2
k
P

On doit avoir :

(A+UVT) (x+A”1UK) = y = Ax

1

ovtx + UVEAT Uk + Uk = O

u[vix + (VtA'1U+Ip)k] =0

et compte-tenu de l'hypothése U de rang p

P
<

(Ip+vtA"1U)k + V2 =0 e ®P (7)




relation analogue & la relation (4).
: = . - t
Les conclusions sont tout a4 fait analogues. Le systdme (A+UV )xx = y admettra une
s 1 t . « . ,
solution et une seule, c'est-d-dire A+UV~ sera réguliére si et seulement si le vecteur
k de RP est déterminéd de manidre unique par (7). Ceci aura lieu si et seulement si la

, t,-1 L s
matrice d'ordre p:(Ip+V A "U) est réguliére et dans ce cas, on aura :

k = _(1P+vtA'1U)"1Vtx

¥ = x - A'1U(1p+vtA"1U)'1vtx (8)

U

(8) peut aussi s'écrire :

1 -1
y

asovh) "ty = a7y - A'1U(IP+VFA”1U)'1VtA

et ceci pour tout y de-BN.

L. ‘tx'lu(lpnuvtA'lu)'1vtA'l

= (A+UVt)_l = A (9)

formule qui généralise la formule (6). cf.[3].

Remarques :

(1°) Si A est réguliére, alors considérons la matrice d'ordre N+p :

/A -U
B = \ On peut &écrire :: (d&compositions R,L, et L'R')

4

t -1
A+UV U I, O A O g AT
B = X -
0 I vt 1 vt o1 \o I +via~ly
p P P

<



d'ol :

A -U
dét (B) = dét. ( = dét(A) x dét(Ip+VtA_lU) = dét(A+UVt) (10)
t

Y I
p

cette formule est vraie quel que soit p par rapport 3 N et avec 1l'hypothé&se A

réguliére, on a l'équivalence :

(A+UVT) régulisre ZZ(IP+VtA_1U) régulidre dans,’fgp (®R)

de plus, on peut constater que la formule (9) donne encore l'inverse de A+UVt,
ce qui fait tomber la restriction U,V de rang p ¢ N. Seule la condition

Ip+VtA-1U régulidre importe pour la validité des formules (8) et (9).

(2°) La formule (10) nous montre que le déterminant de la matrice "augmentée"

A+UVE est égal au déterminant de la matrice "bordée" /A U .
‘ j

|
\ Vt I 7
P

Nous verrons par la suite, que tout probléme relatif 3 une matrice "augmentée"

a son équivalent pour une matrice "bordée'.






METHODE DITE "'D'ANNULATION DU RANG'" POUR L'INVERSION DES MATRICES
ET RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

IT-1 Méthode générale :

Etant donnée la matrice A réguliére, d'ordre N, 3 inverser, la méthode consiste

4 décomposer A sous la forme :
- N
A=A + ¥ u,v, U vy e R i=1,2,...5p

- ;- ; -1
avec'Ao régulidre, d'inverse A0 connue,

Cette décomposition acquise, on pose :

u, v k= 1,2,...p

(‘ﬁf%*.

Ls,

1]
b2

-1 . ’ t . t, -1, - .
A~ &tant connue, on a Ay = A+ ul,vl et si 1+v A "ug # 0 on peut, 3 l'aide de la
formule (6) du chapitre I, calculer A1 .
-l LBl
-1 -1 A YR
b AT T
©  1+vA u
1o

1
connaissant A;ll, on calcule A;l par la formule s

1 el

I T o e i
t,-1

1+vak_1uk




et on obtient ainsi A;l = A—l.

Cette méthode pose donc deux problémes

1°) décomposer A ‘ _
2°) assurer la non-nullité des pivots rencontrés, inéts de la forme 1+v§A;£lui

Cette méthode est dite méthode "d'annulation du rang" car le rang de (A—Ak)
s'annule pour k = p ; elle a été é&tudiée par H.S. WILF- cf.[&]. Nous allons dans ce qui
suit &tudier d'abord la méthode employée par WILF;\puis 4 la lumidre des problémes

qu'elle souléve, nous donnerons une méthode compl&te.

II-2-a : Méthode de WILF.

Soit B G?KN(R), B régulidre. Soit D une matrice diagonale réguliére :

La décomposition de WILF est la suivante :

si A =B-D = A(l)

on construit la suite A(Z), A(B),... par les relations A(k) = (ai?))
avec : ' ’ )
(k-1) (k-1)
& k-1) k-1 *k-1,3 _ Ce
f15 "%y 7T GD b= b2 0 @
k-1,k-1 o P

Si 1'on admet la non-nullité des &léments aé%zli_l, alors on détermine une suite de
s s

matrices telle que A(N+1) = 0., En effet :



Propriétés de la suite A(k)
1°) i?) =0 Vi<ket¥j<k
k .
0+ 0
c'est-a-dire que A(k) a la forme A(k)=, aéi)xxxx
3 \ X \
R AN

Le résultat est vral pour k = 1 et se démontre pour k > 1 par récurrence.,

( k)

En effet si a;.n = O pour i <k et j <k alors :

2B, (&)
a§k+1) =,a§%) ik ki =0 si i <k par hypothése
i] ij k
ke - ou j <k !
_— (k+1) _ (k) (k) - .
et pour i = k aij kJ kJ =0 j=1,2,..,k
(k+1) (k (k)
pour j k a;k aik) ay =0 i=1,2,..,k
2°) 11 en résulte que A(N+1) =0
II-2~b Décomposition de B :
Reprenons la relation (1)_
2 (1) (k)
g +l) (k) _ %1k ®kj
1j 13 2 (k)
Bk
En effectuant la sommation de 'k =.1 3 N dans_chaque membre et en simplifiant on
obtient : N 2R, (k) |
2D (D Stk Pk =0
ij 13 o (k)
8k
N a0, @ |
ik k] 2)
=2 ;o=0,.d, = T
> P14 T 2 00 -




Notons :

0 0
0 0
0 0

(1)

1 41

_ (1) (1) N _ (1)

u; = 2541,1241 eR vy = 31,141

J |
', s
1 i

(1), (1) (1)

fa. ai,N

alors les relations (12) s'écrivent sous la forme matricielle

N

B=D+ I u,ve 3)
. i i

1=L

[

II-2-c Inversion de B

On note alors Bk =D+ I u VF

i k=.1,2,o¢o,“’
ick

pour trouver B_l d partir de D_1 qui est connue, WILF applique N fois la formule de
SHERMAN et MORRISON en supposant que les pivots rencontrés 1+v§B;}l u, sont non nuls.

Bien évidemmeng,cette méthode particulidre ne résoud rien. D'une part la

()

méthode de décomposition n'est pas assurée puisque les a;;” peuvent etre nuls ;

d'autre part les pivots rencontrés lors des inversions successives peuvent &galement
s'annuler. De plus il n'est pas &vident 3 priori qu'a une certaine décomposition
d'une matrice A sous la forme A = A + g uy v: (A et A réguliéres), il soit
possible d'appliquer la méthode 4' annula%lon du rang telle que la décrit WILF.

En effet prenons l'exemple suivant :
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- e - /“'_\\\
/-1 3 1 -1 3 71\ -1 0
A - { _ AO + \\»._‘_ / + ( \/

=1 7 2 1.

avec 1 0‘}
A =
(¢}
2 1

A et Ao sont réguliéres et cependant Ao+u1v§'=<:0 3?) est singuliére.

o 7
de méme A0+u2v; = <O 0‘> est singuliére.
1- 0

Cette décomposition de A ne peut donc donner lieu & une inversion immédiate.

L'exemple ci-dessus nous montre donc qu'il ne suffit peut-8tre pas d'&changer 1'ordre
e R . . t - <

d'utilisation des matrices antiscalaires u,v,; pour trouver A 1. Il est nécessaire

- soit de trouver une autre décompositionpour laquelle les inversions successives

sont possibles (ce qui fait 1'objet du paragraphe suivant)

- soit de garder cette décomposition et de décrire un algorithme différent, tenant

compte des pivots nuls. (ce que nous verrons dans la fin de ce chapitre).

II-3- THEOREME D'EXISTENCE D'UN "CHEMIN"

II-3-a - Position du probléme : On suppose connaitfe une décomposition de la matrice !/

réguliére & inverser sous la forme A = A + ial u v . Une telle décomposition est tou-
jours possible. Sans retenir celle de WILF qui, elle, n'est pas toujours applicable,
suffit par exemple de prendre la décomposition -sur laquelle nous reviendrons—~ dite

"décomposition en colonnes"

o

N t Sme O\\ N

A=I+ 5 (A i_ei)ei ol A , est lai colonne de Aet ei = [ 1 |e€R
i=1 ieme// )
composanteof

On suppose donc A et A réguliéres, et nousvoudrions, d la décomposition
indiquée, en associer une autre~A = AO + rép) uivi telle que les inversions succes—
sives soient possibles 3 partir de cette éecompositlon. Nous allons nous placer dans
un cadre un peu plus général en remarquant que les &léments qgi décomposent A—Ao

o ~ , N
sont des &éléments du cOne des matrices antiscalaires (dans R )
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II1-3-b Notations : De par sa structure d'espace vectoriel
2
on sait que 7ZN (R) est isomorphe a % . Nous parlerons donc indifféremment
de la matrice A.c‘%/(R% ou du point A de R. . On appellera C le cone des matrlces
singuliéres dans RN , et nous nous donnons un autre cone S d'origine O, S n'étant

pas nécessairement distinct de C.

P
Soit alors la relation:A = Ao + & S avec (A € C
i=1
A ¢ ¢
Sies i= 1’2,.0.p
si on posesA, = A + I S,
koo g b k=1,2,...p-1.
A =A
P .
Les p+l points Ao’Al""Ap = A forment dans;RN un "chemin" allant de AO g A avec la
particularité suivante : Ai+l_Ai es* i =0,1,2,.0.p~1l. Seulement rien ne nous
assure que les Ai sont tous en dehors de C. Nous allons montrer qu'au chemin
_ . AT = v 1 ' =
A Al’AZ"'JAp = A nous pouvons en associer un second,Ao Ao’ l’ Al’A "'JAr(p) A
tel que*
1) A} f C i=20,1,2,...x(p)
% .
2) A1+1—Ai €8 i=0,l,s..,r(p)-1

3) on connait une borne supérieure pour l'entier r(p), c'est-d-dire une borne

A 1" " ] 1 ] ) 2 N3 -
supérieure pour la "longueur' du chemin Ao’ Al""Ar(p) joignant Ao aA.

I1-3-c Démonstration :

(1) La propriété est vérifide pour p = l. En effet, par hypothése Ao’ A&C

donc si A=A +8§ s, € 8* il suffit de prendre (trivialement)

A=A, A=A =A et r(p)=r() =p-=1

(2) Supposons que la propri&td soit vérifide jusqu'd l'ordre p-1 inclus, pour
tout couple (AO,A) de matrices non singulidres,'est-a-dire qu'd tout
chemin de longueur p-1 au plus (joignant Ao d A) on sait en associer un

autre dont tous les sommets sont en dehors de C, et de longueur maximum

r(p~1)
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(3) Montrons que la propriété.est alors vraie jusqu'ad 1l'ordre p inclusivement.

Pour cela, donnons-nous le chemin :
Ays A AZ""AP B A:Y

A, A ¢ C |

b . _ : A =
Ai+1—Ai ¢S i=0,1,2,...p-1(on notera ‘Ai+1 Ai Si+1)
Aiec l<ixq-1

Considérons 1l'indice q; 2 £ q < p tel que

Aq & C, et q le plus petit possible.

Un tel q existe puisque A.p A g C.
Par conséquent { Al’AZ""Aq-l eC
Aq ;fC

Considérons les q polyndmes suivants :

1

g () = dgt(a_+ A8 )

gz(A)

°
.
.

dét (AO+A(Sl+Sz))

gq_l(x) = detEAo+A(sl+Sz+...+Sq_1)]

\et g, (V) = détEAo+A(Si+Sz+.a.+Sq_l)+sq]

puisque Ai ¢ C i=1,2,,0.q"1, on a
det(a,) = détEAo+1(sl+sz+...si)1 =g,(1) =0 i=1,2,..,q-1
mais aussi gi(O) = dét(Ao) # 0 1=1,2,..4q-1

On a aussi gq(l) = dét(Aq) # O par hypoth&se sur q. Par conséquent, les q
" polyndmes en_;)gl,gz,...gq ne sont pas identiquement nuls. et on peut donc.
choisir un Xo'(Ao différent des racines de chaque gi(X%) tel que gi(ko) # 0

i=1,2,..,q. Considérons alors la suite de points de RN :
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o o]
' A
A1 Ao + S1
1
Ay = A+ X (8:%5,)
A' = >\ e
-1 Ao + o(S +S,t. Sq-l)
' =
Aq Ao + AO(S +8yteeat ~q_1)+S

tous ces points sont d'apré&s ce qui précéde en dehors de C et de plus;
x *
v_|=)\ . = _ P -
Al 1A o 8is1 € S (i O,l,.i.q 2) (propriété du cdne S7)
A' -A' =5 & 8*
¢ 91 q
et on peut alors écrire :

q-1 q-1 P
A= Ao + KO z Si + 8 + (1—A°) z si + 3 Si
=1 q i=1 g+l
x"'_‘\f“"“'”‘"" ''''''' d
A 1
q
q-1 P

c'est-a-dire A = A& + (l—lo) T 8, + I 8;» donc A—A' s'exprime 3 1l'dide d'au plus
p-1 éléments de Sx donc en ver%u de lghypothese il existe un chemin JOlgnant Aé aaA
CAA et A sont régulidres):

1 =
Aq l +i ¢c i=0,1,2,...8
1 %
1 — ! P = -
Aq+1 ii q+i+1 Aq+i €S i=20,0e.,8-1
| : avec :§et
P oar o s s r(p-1)
\ Aq+s =4 !
mais alors, on a la suite :
A' = A
Q [o}
' ' 1 =
Al’ 2’...Aq q+1"C.Aq+s A
qui vérifie Ai 7 G i=0,00.,q+s
Al AL ¢ s¥ i=0,1,...qts-1

i

1sqsp s < r(p-1)
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c'est-d-dire que nous avons effectivement trouvé un chemin tel que nous nous le propo-

sions, De plus, on a :

mais

r(p) =< Sup(g+s) < p+r(p-1)

r(]_) = 1 => r(P) £ ..P_(.Eill

d'ol le théoréme suivant :

Théoréme : 5 5

Si S’E est un cone de RN s C le c8né]&e RN représentént les matrices singu-
lidres de 7@N(R), alors pour tout couple A,B de matrices non singuliéres
(A,B € C) lides par une relation du type B = A + .g S; 8; € §x, alors
il existe une suite A, A, AZ""Ak de points.dié?%ncts dans'RN (c'est-
d-dire de matrices), tous situds en dehors de C (c'est—-a-dire non singu-

liéres) et telle que

hg
1]
b

>

Corollaire :

lation du rang 3 1l'aide d'au plus

Toute matrice B réguliére € %ﬁ(R) peut &tre inversée par la méthode d'annu-

NATD g,

Il suffit en effet de prendre la décomposition en colonnes;

N

t
B=14+ I u,v avec u,
=1 i i i

]
o~
|
[t]

vi=ei

et d'appliquer le thé&oré&me au cdne s* des matrices antiscalaires de fo(R)
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Conclusion :

La méthode d'annulation du rang est donc possible 3 partir de la nouvelle
décomposition. Malheureusement il est fort difficile de trouver le Ko du
théoréme. Nous allons voir dans le chapitre suivant ce que nous appelons
"algorithme modifié de la méthode d'annulation du rang'. Cet algorithme n'a
plus de lien avec le théoréme, mais nous 1l'avons découvert effectivement

aprds le théoréme ci-dessus, qui permettait d'espérer pouvoir inverser une

matrice par l'application répétée de la formule de SHERMAN et MORRISON.

II-4 ALGORITHME COMPLET D'INVERSION :

Lz méthode que nous décrivons résoud compl&tement le probléme de 1'inversion
d'une matrice par application de la formule de SHERMAN et MORRISON .,

Soit :
p

t - e
A=A + ¥ uyv, avec|A réguliére
°© 4= 17 -1
Ao réguliére, d'inverse A0 connue.
Posons :
t .
= + = LN N 4
Ak AO .Z uvs i 1,2, )
i<k

on a, en particulier Ap = A

1°) si le pivot Al = 1+ viAglul # 0 alors (formule (6) chapitre 1)
-1 t,~-1
S R R A
ATt =par -2 2o
1 o A
1
2°) si nous connaissons -1 et que A = 1+vt -1 u,_ # 0 alors
A1 K Kk-1%
- _ -1 t, -1
L N Y Iy 3 |
k-1 Ak

3°) mais supposons que nous rencontrionsun pivot nul, c'est-d-dire gue nous sommes dans

la situation suivante :

, 20T 48 -1
| Ap_q est réguliére et Ak—l est connue

K t : s ] > . = t, -1 =
A q Ty vy est 51n§u11ere c'est-a-dire: Ay 1+ VkAk-luk 0
t .

i - t - s
LA ~Ak—1 + U Ve + .Z u,v, est réguliére
i=k+1

i
i
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. .1
comment poursuivre pour obtenir A ~ ?

Nous avons vu qu'il n'est pas forcément possible de trouver Je 3 2 k+l tel
t - on
que A, _, + u,v, soit réguliére (cfo:exemple II—Z'c)

Posons U = (uk, uk+1,...up) V = (vk, vk+1,...vp)

U et V sont des matrices N, p-k+1)

La formule (10) du chapitre 1 page (5) donne, compte~tenu de la relation &vidente

& I
A=A +UV ;
-1 3
det(a) = dee(A,_; + UV = de(a, ) dét(lp_k+l+vtA;}1U> to

- 1 = t -l - -
par conséquent la matrice (d'ordre p-k+l) Ip_k+1 +V Ak-lU est réguliére,

En particulier sa premidre colonne n'est pas identiquement nulle.

t - -
+ VAT Lo Tu

t -1 t
Vi Pe-1% [ Vierar¥ \

or (I, pe1

P

t -1 |
Vier2Rk-1% (

\
£ -1 £ =1
Vohe-1"% Vohk-1%

par conséquent il existe jo; k < jo < p tel que v§ A;Eiuk #0
o]

écrivons alors :

_ t t t
A = Ak—l + ukka...+ ujovjo+...+upvP

— . t t t - t t
A=A+ uk(vk+vj ) + uk+1vk+l+...+(uj uk)vj Feoty v
o 0 )

.1z N t, .t N s
= + v
et considérons la matrice A, A4 uk( k+vjo)' A, est réguliére. En effet, on a

~

- t,t,~1 - t -1 .t -1
R IR AT Y M A W S S #.0
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. N
on pourra donc inverser Ak par la formule-

4 A 1uk(vk+v )Ak 1
=A -

Vj Ak 1%k
o
et nous aurons
t ~ t t t
A = A + ...+u + u, v, + u, v, +.0et U V
Y1’ k+1 Jo-1 J -1 3 i, Jor1 doe1 PP
ov=1
avec .Ak connue
ua, = u, -
SN S Jo uk

Nous avons ainsi réussi 3 diminuer d'une unité le nombre de matrices antiscalaires qui
décomposent A, et ceci malgré la rencontre d'un pivot nul. Au bout de p étapes, nous
obtiendrons A_l. L'algorithme est donc un algorithme d'échange lorsqu'on rencontre un
pivot nul, tout comme 1'échange des lignes - dans l'algorithme de Gauss.

-~

II-5-a Adaptation de 1l'algorithme 3 la résolution du systdme lindaire Ax = y

p
Considérons A réguliére avec A = Ao + I uivg
i=1
A0 est supposée connue. Posons A, = A + ¥ ukvi
Considérons le table T(o) = (A_lu A-luksl A_l u A"1 ) a N lignes
o éro e tableau = (A0, AUy A o %o y gnes,

p+1l colonnes.
s . t, -1 t. (o) ,
Si Al : 1+v1Ao u #0 = 1+V1T 1 ©n pourra calculer le tableau

(1) -1 -1 -1 -1

T (A ul, 1 Yo A1 u3,..3A1 up,'A1 y)

il suffira de prendre

R tT(o) - !
T(%) = T(?) - _l_;l___ (0) § 3= 2,00.,p+1
"3 .J tp(0) : >
T |
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supposons que les k-1 premiers pivots 1+vt (i D i=1,2,,..k-1 soient # 0
alors nous pouvons construire le tableauf
(k=1) _ ,, -1 -1 -1 -1 l
T = (g ey ATy A g u gy K AT s )
_ t, -1 _ tp (k-1) _
et supposons que Ak = 1+vk _1Y% 1+vk k = 0 autrement dit la matrice
Ak = Ao + I uivg est singuliére. Utilisons ce que nous avons vu dans le paragraphe
i=1
précédent. Il existe j, tel que v Ak 1% # 0 c'est-3d-dire vj T(E_l) # 0
Considérons A &crite sous.la forme :
_ t t vt ot _ ot ot
A Ak-l + AN + uk+1vk+l+"'+uj vjo+... avec hvk k+VJO
|
iu, = u, -u
- i, i, K
N “t
on a Ak = Ak- W vy réguliére et le tableau T
attaché 4 cette nouvelle décomposition de A est le tableau :
~(k) -1 -1 - -1~
IO = By v Ay u2""Ak—1 Kk’ Ak Kk+1’ A'k k+2""Ak i Pt A Yy "°’Ak £
. . N . (k-1)
Or ce tableau se construit facilement & partir de T . En effet, on a
7 (k) \ t -1 s
°J = lAk—l + uk(vk+v i )| ug ,¥J = k+l,...p
3,
® _r
.P+1 IAk—l Hile” (v +v )J y
c'est-a-dire
~ +v )A
&) _ -1 ("k li . .
Ty = Be1Y % Al G#3, 3=kl
V3 Ak—l
Jo K
d'ol :
l } e e ,
; t t (k-1) 2
i 'j OJ t (E_l) ok i J . ,*ﬁﬂp
J Lk o g j#i,
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pour j = jo’ on a 3

~(k) _ -1 _
.J Ak (ujo uk)

i

t t(1-1
EAk_l+uk(vk+vj6)] (uj —uk)

[o]
(vt+v )A ( -u,)
-1 Vi k-1 K -1
Ak—l(“jo'“k) Ae-1%
VjoAk—luk
c'est-d-dire : . o
(k 1) (k-l) ]
!5(10 [p 0D (DD y (v )LT .k l (k1) | .
% -3, -3 k t -1 Tk é ()
% Vi A1 §
et e g Qe e et e e
enfin
e ey
MO (ot JO)T.p+l D) | |
% .p+l .p+l ot T(kfl) .k (6)
! iy ek

L'algorithme de calcul sera donc le suivant :

ini i -1 -1 -1 . A
(1) initialisation du tableau T: T = (Ao ul""Ao up, Ao y) T de dﬁnen51onﬂy, p+9

(2) 3 1'étape k, on calcule: Ay = l+v£T X

si A #0

on effectue le produit matriciel;

T :=T><J(k)
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avec J(k) matrice(p+1,.p+ﬂ)définie comme suit
k+1 \
b
) R )
N k sl P2 Pprl Fler )
I
0 l 0
t
v, T ,
et psk) = —E—%l—— j = k+l,...p+l
J 1+v, T
k .k
si A = 0| Alors on recherche j _ tel que vF T . # 0. Ceci fait, on remplace la
k ' i3 ° 3o ok er
joeme colonne de T par T i -T K puis comme dans le 1~ cas, on effec-
tue le preduit °
T =1 x g%

(k)

mais -avec pour éléments de J

= ——do2l j = k+l,...p+l

Ces calculs se prétent assez bien 3 un calcul manuel. (voir exemples suivants)

I1-5-b Exemgles :

(1) /‘1 2 1% 3
a=lo 1 2| b= /4
! 1 o/ \1
0 v-'i = (02 1)
on part de T'® = o 1 0 & VE = (00 2)
o 1 V'E = (11 -1)
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1°7° &tape
Ay =1 .
(1) =9 1 -2 -1 -6
P2 => D=1 5 0 4
w _
°o o o 1 1
1) _
04 = 9 q\
colonne devenant inutile
2°7° stape
By =1 /x -2 3
Dy o C T
pzfz) =2 \x 0 1
T
colonne devenant inutile
3°7° &tape
A3 = 1 L
pff) = -1 [ % x 3 1

=> T(3) = i X X -2 0
\ X 1 2

/1
solution cherchée x = (0>
\2/

(2) Exemple avec pivot nul:?
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1 0 0 2 et Vi = (01 2)
(o) _
omprend TW% =/ 1 o 3 V= (103)
/
o 0o 1 27 vi= (1-11)
r 4
I b
1777 &tape
Ay =14(012) 1 =1 pz(l) =1
;0!
o/ p(1) =9
3 !
(1 _
04 = 7
/’x -1 -2 5
=> T(1)= * 1 0
\%x O 2
2___ 8tape
A2 = 1+(103) /-1\=0
1
0
mais (1 -1 1) =1 “\§= vgfr(;)= =240
L} )
Lo/
donc - Az = -2 sera le pivot utilis&, mais 3 condition de modifier la 3°me
(L), (V) _ (1 /-1
colonne de T en T.3' T.3 T.2 {21 )
1 .
et on prend vg = V; + vE = (2 -1 4)
2y V51 (2) ’
et p( )=—__..j-=.> p =—3/2
i A, 3
(2)
Py = 5/2
5 5
x x -3 -3
= (2 _ i 1
=> T = * % 2 3
X % 1 2
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3____8&tape (&5/2
(1 -11)( 1/2
by = 1+(1 -1 1) /-2 \= -1 oo 2 ,> _ 1
3 2 4
1 -1
= !
z
1/
X X X 0
=>T(3) - X X x 0
X X X 1

L 0
solution x = (O)
1

I1-5-c Expression des pivots dans la méthode d'annulation du rang et relations avec

la méthode de Gauss:

Reprenons les notations :

P t
A= Ab + uivi
i=1

K = 1,2,..,p

A 1'étape k de l'algorithme nous avons 3 considérer les quantités :

t, -1 _
(Sij + VjAk_lui ~i’j - k, k+1,oo,p

Gij(symbole de Kronecker)

c'est-d-dire les &léments de la matrice d'ordre p-k+l
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Pour alléger les notations nous supposerons que k = 1 (1'étape k peut toujour:
€tre considérée comme ls premi&re Etape pour unprobléme différent). Nous.considdr«

donc la matrice d'ordre p¢
p=1 +vialu
P o

avec U .= (ul,uz,u3...up) V= (vl,vzg...vp)

Soit M la matrice d'ordre N+p suivante :

A ‘ -u
o
M= '
vE I I
p
et soit M(N) ='(m(N)) la matrice obtenue 3 1'étape N si 1'on triangularise M par

1]

1'algorithme de Gauss. On note M{I}{J} la sous-matrice de M obtenue en sélectionnani
les lignes dont l'indice j figure dans I, et les colonnes dont 1'indicejfigure dans

La théorie de 1'élimination de Gauss conduit alers aux relationss

N) _ dée({1,2,3,...N,i}{1,2...N,i})

"4y T T@ewmiL,2...NH1,2...8D

i,j = N+1,...,N+p

= 61) R . .
<=> Myt Neg " 1,5 = 1,2,3,004p
- D) _ t,-1 _
<=> mN+i’N+j = (Sij + vjAoui i’j = _v1,2,...p
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Conséquence 7

Pour calculer la matrice B = Ip + VtA;lU 11 suffit de triangulariser.

jusqu'ad 1l'étape N la matrice d'ordre N+p;

A -U \
M= :

on obtient B qui est une sous-matrice de M

/x X X | Xooe

/ X | .

(M) | <X by
H \
x

X

]

N 4

i |
5o

\2 ‘Xl Vi

)

M

(N

- Cas particulier de la décomposition en lignes :

Ce cas correspond 3 l'écriture de A sous la forme:

N
A=1+ 3 e, (A, —eF) donc |ju, = e,
i=1 i i. 1 i 2
vz =,Ai.fe§ i=1,2,..,N
. . N
Les ei i=1,2,..,N étant les vecteurs de base de R
Ai i=1,2,..,N les vecteurs lignes de A.
Ak_1 =I+ £ e s'écrit
igk-1
211 2120t k-1 vttt fn
}
a

k_l,loonnooo- ak—l,k—l,.' ak—l’N
:1

0
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LJPRES 3 = dé
dlot  detlay_p) = dBelAy o L, k-1}{1,2,..,k-1}

t |
_ dét( +e. v.)  dét(a,) dét (A

5> wile - b S e ki S
k'k-1"k dét(a, ;) dét(a, ;) déc(a

{1,2,..,k}{1?25.,k}?’
{1,20.,k=1}1;2, .. k=1}

plus généralement en calculant dét(Ak_1+eiv§) on trouve :

- t z
£ -1 det(Ak_1+eivj) dét (A

' 1)
—_ - {1,2’.',k_lal}.{l’z’..,k-l’J_}
15 T VM1 T T aR G ) T TG

{1,2,00yk=1H1,2, .. 3k-1)

1,5 = k, k+l,..,N

Or ces expressions sont précisément celles qui interviennent dans le calcul de:

(k_]-) de A(k‘-l) -~

éléments a , matrice obtenue 3 l'issue de la (k-—l)eme étape de la tria

1j
gularisation de A par la méthoede de Gauss.
X X X | X X X X X X
X X X X X
X X X X X X X
(k-1) 0 x |x x x x x x
A =
t,-1
0 Gij+vjAk_lei

Notons C la sous-matrice d'ordre N-k+l

(@]
1]

t,-1
- ’ =k6 .+V. e, i j = k -o.‘N.
CHEVSIIY Rl TR WL 3=

Posons U = (ek,ek+1..,eN) que l'on peut écrire:U ={ 0
IN-k&l
t
A ok
\ que 1l'on peut écrire;
l

t

Ay, 78y

-
&

V= N, 2, k1) ALk, N g N TNk
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| AL,2, k11,2, k1) A11,2,.,k-1}{k,.,N}

ar ailleurs Ak—l =

)
i

\ 0 ' IN--k+l
'ol
A ' ‘—A'l A
A—ll _ {1,2....-13{1,2..,k=1} | “{1,2..,k=1}{1,2, .., k=1}"{1,2.. ,k=1}{k,.,N}
k_ N .
0 IN'—k,"' 1 /"/

<

insi C peut s'écrire:

£ -1
= Igore1 ¥V 21V

(@}
]

= Tyoen B N001,2, 0, k01 A g o N 2o Ten) < B

-1 | N
‘ _A{1,2,.,k-l}{l,z,.,k—l}A{l,Z:.,k—l}{k,.,N} 3

/

TN-k+1 y

avec B =

ey e

— - . ,A_i”m_\ - N
{kyk+1,.00 N3k, o0 gN} {K, 00 gN}1,2,00,k=11"{1,2,. ,k=1}{1,2, ., k-1}"{1,2,,k-1} {k; , N

joit c

(8)

;e qui permet d'énoncer :
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Si 1'on partitionne la matrice A d'ordre N de la maniére suivante :

A1 matrice carrée d'ordre k-1

A4 matrice carrée d'ordre N-k+1

A, matrice de dimensions k-1,N-k+1

2

A3 matrice‘de‘&imensions N-k+1, k-1

(k-1)

1'étape k-1 de la triangularisation de A s'dcrit :

s

La matrice A obtenue

X X X X X X X X

X X X X

0 X X R X

0 A, -AATIA
477371 Y2

Cette proposition généralise la précédente. )

Ces résultats que nous avons retrouvés sont indiqués en particulier par
GANTMACHER dans [5] ;3

La proposition précédente est d'ailleurs 3 la base d'une généralisation de 1'al-
gorithme de Gauss.

Soit en effet la matrice d'ordre 2N:

-A +I
I, 0
si on triangularise M jusqu'’d 1'étape N on trouve comme sous.matrice:

c=0+1a7 11 =271

De m€me en considérant la matrice rectangulaire(ZN,N+1)

-A y

M= on obtient la sous-matrice(N,l)
I 0
N

c=0+1aly =2y

(solution du systéme lindaire Ax = y)
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Applications numériques du chapitre II:

Dans la pratique, pour inverser une matrice A ou résoudre un systéme linéaire

Ax = y, deux cas sont 3 envisager :

i er R -1
1 cas On connait Ao et A0 avec

A = Ao + th u,v matrices(N,p); p << N

On procé&de alors comme suit :
. . [] t"lU
a) on inverse la matrice d'oxdre p ¢ Ip + V Ao
. ~ o t, -1 t -1
ou bien on résoud le systéme (Ip+V Ao Uk = -V A6 v
b) on applique la formule (9) chapitre I

.ou bien la formule (8) chapitre I.

Nous avons écrit deux procédures relatives & cescas :

RESOLSYSLINGEN et INVGEN (voir résultats obtenus ci-aprés)

28me cas| On ne connait pas de décompositien particuliére de A.

Dans ce cas, on consid@re soit la décomposition en lignes, soit la décomposition
en colonnes. Nous avons donc écrit deux procé&dures relatives 3 la résolution

d'un systéme lindaire (proc&dures RESOLSYSLIN et RESOLANURANG)
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a) procédure RESOLSYSLIN, pour une décomposition en lignes (méme nombre

d'opérations que par la méthode de Gauss).

t

N
b
D

A=1+ . eiCAi.-e
i=1

b) procédure RESOLANURANG, pour une décomposition en colonnes.

N
A=TI+ I

t
o (A j-epeg

Cette seconde procédure donne lieu 3 des &critures beaucoup plus conden-
sées que la premiére pour des raisons que nous verrons dans. le chapitre

consacré aux erreurs de calculs.
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L;Qgﬁg_ﬂﬁ RESOLSYSLINGEN(U,V,Y,P,N, IMPOSSIBLE) ;
IABLEAU Y, U Vs :
NTEER ENTLER N,

ETIQUETTE IMPOSSlBLEf

COMMENTAIRE CETTE PROCEDURE RESOUD LE SYSTEME LINEAIRE
DE MATRICE DE PREMIER MEMBRE 1+U«VT, ET DE SECOND -

MEMBRE LE VECTEUR Y. U ET V SONT DES MATRICES N=#P,

A LA SORTIE DU CORPS DE PROCEDURE, LA SOLUTION SE
TROUVE DANS YI[1:N] QUI CONTIENT [NITIALEMENT

LE SECOND MEMBRE. S| LE SYSTEME N'A PAS UNE

SULUTION UNIQUE ON SORT PAR L'ETIQUETTE IMPOSSIBLE;

DERUT

ENTIER 1, ,d,Jd0,K;

TABLEAU Sll P#llé

REEL R;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE
DEBUT

SIKY:=1;

POUR te:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
S[K]:=S[KI+VIK !}*Uﬁ SKT:

S1 ABS(SIK]) < A=20 ALORS ALLERA ECHANGE:
NORMAL ¢ POUR Je=K+1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE '
DEBUT

Sfdl:
POUR
Stdl:=

0y
:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
STJI+VIK, ti=Ull,d);

E‘='=H

v w
S
[ o]
~ +*
Y
B e

PAS JUSQUA N FAIRE
EP#I‘#VER YErl:

PAS 1 dUSQJﬁ N EAIRE

i

U N
(o JE)
{engiav]
polll J
#on o o8
%—-'%ﬁHCD

fw}
m
o]
<
—

UL, KTe=UL1,K1/SIK]);

POUR J:u=K+] PAS 1 JUSQUA P FAIRE
UL, Jdbe=UL1,d)-U"1,K1+S1J];
YE0Te=YEl]~- S[P*lﬂ*U[i K1;

Tt

IN

ALLERA SUITE:;

ECHANGE ¢ JQ a=K+] s

SIDON: ! dOmP+l ALORS ALLERA [MPOSSIBLE;
SIK}:e=
POUR H,wl PAS 1 dU OUA N FALRE
SIK]:=S{KI+VIJOG, 1T=ULT,K];
Sﬂ ABRS(SIK1}y < Am?u A&O?a
DEBUT

>

wn

JOe=J0+1
ALLERA BIDON;

1

iN
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POUR t:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

DEBUT
VIK,11:=VIK, 11+V[J0,11];
Ulu0,t]:=U0J0,1]-ULK,1];
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE
ALLERA NORMAL:
SUITE:
FIN ;
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Expmples d'utilisatien :

(1) Résolution du systdme linéaire Ax =y

<
1]
-
N

avec A= 12 -19 36 =3 0 10
4 -7 12 3 0 2 +4
~4 12 -7 -18 0 =4
-6 18 -12 -26 0 6 -6
-8 24 -16 -36 1 8 -8
~10 30 =20 <45 0 11 ~10

la solution exacte est donc X = e1

Nous avons résolu ce systéme par Gresolsysline, puis par Resolsyslingen en utilisant

la décomposition:

A= I6 + ulvi + gzvg avec (ul,uz) = /5,2\
1,1
2,-2|
3,-3%

| 4
5,-5/
et (vl,vz) = f1,3¢
i
| 4,8 |
-3,6 |
0,0/



Solutien obtenue par Resolsyslingen Solution obtenue par Gresolsyslin
1,0000005  1,0000005
0,11020926  107° , | 0,16987330  107°

-0,29802322 107/ -0,35762792 107/
-0,11920929 107° | -0,89406935 1078
-0,59604644 107/ ~0,71525595 107’
-0,11920929 107  -0,13411049  107°

Y (x=x") A 12 10 ¢ (x-x*) # 17 10

(2) Exemple montrant 1l'intérét particulier de Resolsyslingen dans le cas ou p << N,

Résolution de Ax = y avec 25 = Gij+i+j vy = a4
OnaA=1I1+uv +vu® avecy= |1 o= (1

2 1

\ |

' '

! '

N 1

Bien qu'il n'y ait pas lieu de comparer une méthode particuliére avec une méthode.
générale (Gauss), il est iritéressant de voir le gain de temps obtenu pour résoudre
le syst@me en tenant compte justement de la structure de A,

Résultats :

N = 50

Solution th&orique x =e solution par Resolsyslingen solution par Gresolsyslii

obtenu en 0,4 seconde avec obtenue en 28§secondes a

@, (x-x") # 107 @ (x-x") # 0,3 107
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‘N = 100

Solution théorique x = e

solution par Resolsyslingen solution par Gresolsyslin
obtenue en 225 secondeés

obtenue en0,6 seconde
soit 3 minutes45 secondes

lmpossibilité de stockage

N =ﬁﬂiiﬂ se falt encore facilement car
des données avec Gresolsyslin

l'encombrement mémoire n'est
pas trés conséquent avec.

Resolsyslingen.
temps = 6,2 secondes

Les temps indiqués ne compremment que 1'exécution proprement dite du programme.

Ces comparaisons ont une signification toute relative puisque, nous

Remargue :

comparons une procédure générale "Gresolsyslin" 3 une procédure parti-

culiére Resolsyslingen
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PROCEDURE RESOLSYSLIN(A,Y, N, IMPOSSIBLE) ;
TABLEAU A,Y;

ENTIER N;

ETIQUETTE IMPOSSIBLE;

COMMENTAIRE ON RESOUD LE SYSTEME A#X=Y
AVEC A MATRICE D'ORDRE N, ON RANGE DANS
A[1:N,1:N+1] LA MATMCE(A=1,Y] ,
A LA SORTIE DU CORPS DE PROCEDURE ON
OBTIENT LA SOLUTION EN LIEU ET PLACE

DE Y. SI A EST SINGULIERE ON SE REND

A L' ETIQUETTE IMPOSSIBLE;

DEBUT

ENTIER 1,J,d0,K;

IEELEE S[1:N+11;

QUR K =1 PAS 1 JUSQUA N EAIRE

DEBUT
S[KI:=A[K,K];
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE
S[K]:=S[KI+ALK,11*A[l,K];
S1 ABS(SI[K]) < A-5 ALORS ALLERA
. ECHANGE;
HORMAL: POUR J:=K+1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT.

S[J):=A[K,J]1;
POUR l:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE
-SIJ]:=S[J]+A[K,I]*A[I,d];

EIN ;

SIN+11: “Y[K],

POUR. f:=1 PAS 1 JUSQUA N EAIRE
SIN+11:=SIN+1]+ALK, 11*Y[1];

PQUR I =l PAS 1 JUSQU K-1 EAIRE

ALl ,K1/SLKI;

K+1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
A[I”d] ALl ,KI*STJI;

i]- S[N*l]*A[I,K],

[

ALK,K):=1/S[K];
YLK} =Y[K]-SIN+1]1*ALK, K];
POUR 1:=K+1 PAS 1 JUSQUA N FA{RE
ATK,11:==S[11*A[K,K];
ALLERA - SUITE;
ECHANGE : JO0:=K+1; '
BYDON: S| JO=N+1 ALORS ALLERA [IMPOSSIBLE;
STK):=AEJO,KT;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA K-~1 FAIRE
SIKI:=S[K1+A[JO, TT*ATT,KI;

SI ABS(SIK]) < &=5 ALORS
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DEBUT
J0:=J0+1;
ALLERA BIDON;
FIN ; ‘ v
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT - RN
R:=AlK,11];
ALK, 1]1:=A[J0,1];
ALJO,1]:=R;
EIN ;
POUR §:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 EAIRE
YOIT:=Y[11+(Y[JO)-Y[KI)*(AL!l , K]~
AL ,401);
R:=YI[K];
Y[KI:=Y[JO];
Y{JO0l:=R;

ALLERA NORMAL;

SUITE:
FIN

————

FIN RESOLSYSLIN ;

Exemples d'utilisation :

-1) systémes A;x =D avec A, matrice de Hilbert d'ordre 4

dans des temps comparables nous avons obtenu les résultats suivants :
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solution exacte : Gauss Annul. du rang |Erreur absolue Gauss| Erreur absolue A,
-64 - 64,0037 - 63,999769 3,7 107 2,3 107
900 900, 00385 899,99832 3,8 1073 1,7 1073
~2520 ~2520,0090 -2519,9974 9 1073 2,6 1073
1820 1820,0057 1119,9951 5,7 1073 0,9 1073
(2) systéme A3x = 1!
2
3]
solution exacte Gauss Annul. du rang |Erreur absolue Gauss |Erreur absolue A.R
=B -6
27 27,000009 26,999976 9 110 24 10
-192 ~-192,00004 -191,99987 4 1078 23 107>
210 210, 00004 209,99987 4 1070 23 107>
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PROCEDURE INVGEN(U,V,Y,P,N,IMPOSSIBLE) ;
TABLEAU Y,U,V;

ENTIER N,P;

ETIQUETTE IMPOSSIBLE;

COMMENTAIRE CETTE PROCEDURE PERMET DE CALCULER
CYINVERSE DE LA MATRICE A+UVT,L'INVERSE DE A ETANT
CONNUE ET RANGEE DANS LE TABLEAU .Y[1:N,1:N]. U,V
SONT DES MATRICES N+P, ON OBTIENT LA MATRICE INVERSE
DANS Y. SI A+ UxVT EST SINGULIERE ON SORT PAR
L*ETIQUETTE IMPOSSIBLE;

DEBUT
ENTIER 1,J,J0,K;
TABLEAU S[1:P+N];
REEL R; :
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE

DEBUT
S[K]l:=1;

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
S[KT:=S[KI+VIK,11*ULl,K];

S| ABS(SIK]) < A-20 ALORS ALLERA ECHANGE;
J:=K+1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE

NORMAL :

:

DEBUT

0

S

SlJdl:
POUR
S{Jl:

PAS 1 JUSQUA N
*VIK, 1T*ULT,J1;

FAIRE

o= i

{

1
J1

-
=
~

|

:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

-
(]
<
=
[

|

o
m
leo}
et
—

S[P+J]1:=0,0;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
S[P+d]:=S[P+J]fV[K,I]*Y[l,d]

-n
=z
%o

)
&)
c
=
i
—
S
>
w

1 JUSQUA N FAIRE

|

o
m
oo}
c
-

:=Ull,K1/SIKI;

K+1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE
:=Ul1,Jd1-U01,KI*S[J];

1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
Y[1,d]1-SIP+J1*ULI,K];

@ nonou

FIN

ALLERA SUITE;

ECHANGE: JO:=K+1;

BiDON: St JO=P+1 ALORS ALLERA IMPOSSIBLE;
S[K]:=0; ‘
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SIK]:=S[KI+VIJO,13*U[1,K];
S1 ABS(SL[KI1) < A~-20 ALORS
DEBUT

J0:=J0+1;



- 40 -

ALLERA  BIDON;

-
=
-~

o
o
[and
P

:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

VIK,11:=VIK, 11+V[J0,1]
ulvo,131:=ulvyo0,1]1-ULK,1

o
m
@
e
—

1;

-

IN

—-——’

ALLERA NORMAL;
SUITE:

FIN ;
"IN I NVGEN;
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PROCEDURE RESOLANURANG(A,N, IMPOSSIBLE);
ENTIER N; TABLEAU A; ETIQUETTE IMPOSSIBLE;

COMMENTAIRE ON RESOUD LE SYSTEME A*X=Y PAR LA
METHODE D'ANNULATION DU RANG AVEC LA DECOMPOSITION
EN COLONNES. LE TABLEAU A[1:N,1:N+1] EST
INITIALISE A (A-1,Y] APRES ACTIVATION X SE

TROUVE A LA PLACE DE Y. ON SE REND A L'ETIQUETTE
IMPOSSIBLE SI A EST SINGULIERE;

DEBUT ENTIER 1,J,K; REEL R;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT  NORMAL:
o DEBUT S1 ABS(ALK,K] +1) < A-20 ALORS
§ ALLERA ECHANGE;
POUR J:=K+1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
DEBUT R:=A[K,J1:=ATK,J1/(1+ALK,K1);
—  POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA K-1, K+1
PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ALT1,d1:= ALT,J] -R*ALI,K] ;

FIN ;

ALLERA  END;

ECHANGE :

DEBUT ENTIER M; M:=K+1;

RET: S1I ABS(AIM,K]l) < A-20

ALQRS M:=M+1 SINON ALLERA CONT;
St M=N+1 ALORS ALLERA

- IMPOSSIBLE SINON ALLERA RET;
CONT: POUR I:=1 PAS 1 JUSQUA K-1,
K+1 PAS 1 JUSQUA N EAIRE AlI M]:=
Ali,MI- ALl K] ;

POUR J:=K+1 PAS 1 JUSQUA N+1 FAIRE
ALK,J]1:=ALK, J1+AIM,J];
ACK,Kl:= AIM,K]l -1;
ALLERA NORMAL;

-
=
[N

END:

-
=

|

Fl

—

FIN RESOL;
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CHAPITIRE_-]III

DECOMPOSITION D'UNE MATRICE EN INE SOMME DE MATRICES ANTISCALAIRES

III-1 LEMME (WEDDERBURN cf[6])

Si A é‘l’éN([R) et si rang(A) = p,alors la matrice B = A-ouvt'est de rang p-1 si et

seulement si il existe x,y € @N vérifiant

Ax = u 0
©) Ay =v#o0

t 1
\yAx-'E#O

Démonstration de la condition suffisante :

(1°) B = A - ouv®

A de rang p + = rang(B) s p-1
condition (C) remplies J
En effet, on peut écrire dans ce cas :

B = A—cruvt = A—oAxytA

donc si Az = 0 => Bz =0

Entre les noyaux des applications A et B nous avons donc 1l'inclusion :

N(A) < N(B)
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Mais Ax =u # 0 => x & N(A)

Bx = Ax - (oytAx) Ax = 0

=> X < N(B)
donc N(A) <7 N(B) (strictement)
=> jrang (B) < p—ll ‘ (1)

Montrons que rang (B) est exactement &gal 3 p-1.
Soit z é!RN avec|z ¢ N(A)
z e N(B)

On a :

Az - ouvtz =0

=> Az = (ovtz)u aAx avec o =0.v'z # 0 puisque z & N(A)

Donc :
A(z-ax) = 0
=> z-uxX = z) € N(A)
Ainsi, on a la propriété :
z € N(B)
=> gz =z, + ax avec z; € N(A) -

z'% N(A)

=> dim (N(B)) < dim (N(A)) + 1

=> | rang (B) > rang (A) -1 (2)

(1) et (2) => rang (B) = rang (A) -1
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Démonstration de la condition suffisante :

Conclusion : les conditions (C) sont

]
o

Hypothéses rang (A)
rang (B)

p-1 remplies.

En effet :
rang (B) < rang (A) => dim (N(B)) > dim (N(A))

donc il existe x # O, x appartient au noyau de B, x n'appartenant pas au noyau de A.

| Ax - ouvix = 0
Ax # 0

=> AX = (cvtx)u = qu avec o #.0
~ - | t t t
de méme si on considére A~, dim (N(B")) > dim (N(A™))

=> Efyef{N:yeN(Bt)
| y ¢ n(aF)

=> Aty - cvuty =0

Ay # 0

=> Aty = (cuty)v = Bv avec B = Oytu # 0

& =X =3 .
Par conséquent 11 existe X, =3 Yo =8 tels que :
! Ax = u
R o
Aty - v avec
o
t ztAx ztu 1
VA%, = 5g T B ~ o #0

ce qui prouve le théoréme.
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IIT-2 PROPOSITION :

Pour qu'une matrice A GQ{N(R) soit de rang p, il faut et il suffit qu'ellq
isse |
s'écrire A = UVt ot U,V sont des matrices de dimensions (N,p) avec P ei

rang (U) = rang (V) =P

En effet A &tant de rang p (p > 0), A n'est pas identiquement nulle donc il existe

au moins un couple d'indices (i,j) tel que aji # 0. Considérons les vecteurs

u= Aei # 0 car u, = aji # 0
1
by = Ate, #0carv, =a,, =0
3 i 71
donc, il existe x = ey #0
=e, #.0
M
t t _
avec y Ax = ejAei aji #0
Ae efA
par conséquent la matrice Al = A - __Z—l—_ est de rang p-l.
ji
c'est-a-dire A, = A - u vt de ran -1 »n posant u, = —
1 11 g p=t ~np 1° 3
V=V

si p-1 > 0, alors on peut répéter l'opération avec-Al.Finalement comme le rang diminue

d'une unité chaque fois, on obtient Ap = 0, Or

— — — t —
Ap = A ulvl u2v2 coe u vb
b t
soit A= ¥ u,v,
i=1 i i

Si nous considérons les matrices U = (ul,uz,..,up) V= (vl,v ,..,Vp) on a :

2
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Ux vt o= U x I vt
= U(E, +E, +...+E_)V" avec E,, = e el
117722 Cop” ii = %1%y
=UE,, V +UE, V- +...+UE_V
R 22 0t PP
p p P
= 3 UE,V = 3 Ue ef V= I u,vt
i=1 i=1 & EJ i=1
u v,
i i
par conséquent A de rang p $ 11 existe U,V matrices N,p tels que A =.UVt.'
Si nous remarquons que p =.rang (A) < rang (U) <p => rang (U) =
. de méme rang (A) s rang (V) < p => rang (V) =

Conséquences :

Pour appliquer ce qui précéde 3 la méthode d'annulation du rang, on prendra

A0 régulidre arbitraire :

A =_AG + A—A0
—"

et on décomposera A—Ao en somme de matrices antiscalaires. On a donc le résultat suiw:

Le nombre de matrices antiscalaires qui interviemnent dans la méthode d'annula-
tion du rang appliquée 3 la matrice réguliére A, est au moins &gal au rang de

A—Ao ol A0 est la matrice de départ. Ce nombre peut &tre pris &gal 3 rang (A—Ao:

ainsi, nous aurons toujours intér&t & choisir A0 réguliére, d'inverse connue,mais ave«
rang (A—Ao) <<N de fagon 3 avoir un nombre de '"pas'", le plus petit possible.

Remarque :

La décomposition indiquée par WILF n'est pas générale pulsqu'elle suppose que
B-D est triangularisable par la mé&thode de Gauss. Toutefois, lorsque cette décom
position est acquise, WILF indique que les résultats obtenus sont bons. Mais
nous devons alors remarquer que le travail de décomposition &quivaut 3 une triar

‘gularisation et que par conséquent il est lourdd'utiliser la méthode d'annula-

tion du rang. Cette derniére ne s'impose donc que si rang (A—Ao) <<N,
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Définition :
p
Une décomposition A-Ao = I u,v, avec p = rang (A—Ao) sera dite "minimale".
i=1
I1I-3 EXEMPLES
(1°) ARUoee. n
M A !
A= SR A # o
\Au
H U . U

On peut écrire A = (A-p)I + pil} 1 1...11

P e

1
= O=-1)I 14 = 1.
On prendra A (=) I , d'inverse Y= I

A-A_ est alors de rang 1 (si u # 0) et l'inverse de A est

1

1 e L o 4

A_l = Lg _ Az R - =L [I _.HEHJL_J a = :
A-u U CA=u A=u+Nu c e

1+N —— .

A=u 1

u

donc si A+(N-1)u# O A_1 existe et A;% ='x%—[§i. - ——
H e/

J

sinon A est singuliére.

L2
(2°) A=1I+P avec»P]._j = (i+j) -+$§

On prendra Ao =1

_ _e2..2, .,
et en remarquant que (A—Ao)ij = pij = i7+37+213.
On peut écrire
A-A =W = g1 12 T11...1

b1 4l 149 ... N
9 1 6 123 ...N
.

| \

n% 1 2n
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qui est une décomposition minimale car rang (A-I) = 3 = rang (U) = rang (V).
On peut donc obtenir A_1 avec.3 itérations. On voit ici le grand avantage de la méthoc

car N peut étre grand (N >> 3).

(3°) De fagon générale si A = D+P avec P ='(pij)

P.. = I o i3t polyndme en i,j
1] Pq
Psq
K t
alors A peut s'écrire A =D + I uv, oi K est le nombre de termes intervenant

.dans l1'écriture des polyndmes.

Si N >>K, ceci permet de résoudre des systémes linéaires trds rapidement. voir exempl¢
pages 34-35,

(4°) Proposons nous d'inverser la matrice A = (aij) = (|i-5]) i,j = 1,2...N

On prendra ici Ao définie par :

>
i

2(j-1) si i< j

On peut alors é&crire :

.t t
A=A+ uw -vu
avec us= A

1
2 u,v € R
\
N

e R =

Cependant AO n'est pas réguliére, On léve la difficulté en remarquant que:

t _ . -
A0 + eN e/ = Al est réguliére. En effet

\
N

< 2(5-1) age(ay) = 241

\
N

0
0 )
0..

Q
{
!
0
0
10..---0
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de plus, si en partitionne,A1 en [0 |2 4. 2N-2
I N N
I L NN
NN
| <«
{ ™~
' AN
[ N
0l0-0----..0"2
410 --- - 0

alors M est réguliére dansfm&_l(R) et si M ' est son inverse:

o0-—-—--—0 1

0

- -— i

a7t = vt b

1 0:

c iAo ot t
ainsi A —.A1+ uv vu eNel

et 1'inversion de A nécessite 1) 1'inversion d'une matrice triangulaire (M)

2) trois "pas" pour la méthode d'annulation du rang.

o i = = -bié}{—(—j;-’-jl- . 4 = ,
(5°) Inversion de A (aij) Min(1.1) i,j = 1,2...N
on prendra A = (Aoij) Aoij = 0 si iz j

=42 si i < j

t t .t '
alors A = Ao + exey ~ eNe1 + uv avec u = |1 v _f'l
N —~ 2 1/2
|
f 1/3
|
Ay ; !
| i
N \1/N

comme précédemment A1 est réguliére, et 1'inversion de A nécessite s

a) l'inversion d'une matrice triangulaire

b) deux "pas" pour la méthede d'annulation du rang.

On traiterait de méme A = (aij) avec (aij) #fmin»(i,j)
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LES ERREURS DE CALCUL DANS IA RESOLUTION DES SYSTEMES
LINEAIRES PAR LA METHODE D'ANNULATION DE RANG

(Cas de la décomposition dite "en colonnes'')

La décomposition dite "en colonnes" de A est la décomposition

-~

Appliquons 3 cette décomposition particuliére les résultats généraux de la méthode

d'annulation du rang pour la résolution du systéme Ax = y.

On part de T(o) =v(u1,u2,...uN,y) T(o) est un tableau(N,N+L}
On peut &écrire T(o).= (A—IN,y)
(k-1) ()

Lorsqu'on connait T les formules qui permettent d'obtenir T sont les suivantes :

(cf. méthode générale)

¢ o (D) j <k t. (k-1)
ij ij ‘ (k) ekT .
avec p, = “—;ijTT—' j = k+l,...,N+1
® _ k-1 (&) (k=<1) I peelp D
t,, =t . "=-p t, k™. k
ij ij joik
i=1,2,..,N
j = k+l,...N+1
(k-1)
() tk.
si 1'on remarque que p, = — j = k+l,.. N+l
’ 3 l+t(k-1)
kk
t(k"l) t(k-l)
(k) _ _(k-1) _ "kj (k-1) _ _kj _ (k) .
et que tkj = tkj 1+t(k_1) tek = 1+t(k—1) = Dj j = k+l,..,N+1

kk kk
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les formules que nous appliquons effectivement dans 1'algorithme sont les sﬁiVant&a:

G
ij ij D <k
¢ (k=1) J
k k kj . ;
L té.) = pg ). ——lTE:T) ’ jo= k+l,.. N+l
J ] 1+t
kk
k k-1 k k-1 .
t].(_j) = tij ) - pJS ), tik ) i=1,2,.,k-1,k+1,.,N
j = k+1,‘c-c¢o..o.’c.o’N+l
=

Nous supposons dans ce qui suit que les pivots rencontr&s sont tous non nuls, et nous
nous proposons d'étudier les erreurs de calcul.

Nous ferons les hypothéses habituellement admises pour les calculs en fixe ou en

flottant. (cf. [7]).

CALCULS EN VIRGULE FIXE :

rappels : si ® 6 8 0 figurent les opérations machine on a;

a®b = ath
a8b=a-b e N kB_N
| a®b = arbte aln k,B—N'
la @b = aib+e'
o () _ (0)
n part de T = (A-1I,y) T est donc exactement connu.

Puis on doit calculer T

W L@

seeyT par les formules (1).

(k) (k)

En fait, nous n'obtenons pas la suite des T mais une suite T

)

sont mal déterminés (erreur de division)

k

1°) parce que les P§k
2°) parce que les produits pj X t; ne sont pas exactement calculés (erreur

de multiplication).

Les calculs réels donnent les formules (2) :
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Si T(k_l) est le tableau obtenu en machine & 1'étape k-1 3 1'étape k on a :
L | (D) . N |
lj tij si j <k
: ) - gk)= pgk)+€gk)=p;kj j = k+l,,,N+1 .
(2) L EIE B B (k) (1)
l+tE T (e, erreur de division de tkj @
Kk par 1+t: 1)) |
L _ D, ED L (R ‘
£ tij Py X tik + Ny ik |
|
(#E; erreyr de multiplication de
k k-1
oF pa ( ))
Les formules (2) sont celles qui donnent le tableau T k) obtenu en machine 3 1'étape
k.
. (k L _ (k 1)
posons : 1J iJ j <k
- (k-1) ¢ () [ (k-1) _
fii T kg g ) g s e N

T ~ ce qui définit le tableau T
LD | kD) () |
ij i3 Nij 14k

j o= ktl,. . N+l

Les formules (2) deviennent :

(k) ' (k-l) \
= j < k
iJ iJ t?ﬁij
(k) S
2" =p, = Rt § = k+l, .. N+1
0 e T, oD PPE
€45 13 3 Bij = kel,.. N4l
(k)

Les formules (2') définissent le tableau T effectivement obtenu en machine.
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Si nous rapprochons les formules (2') des formules théoriques (1)”noué voyons que

k 5 ie ‘oz . . . o . .
% Le tableau T( ) obtenu & la k €Me itération est identique a celui qui

résulterait de l'application, sans erreur de calcul, de l'algorithme 2

1'étape k, algorithme appliqué au tableau T(k'l)

Ecriture matricielle des formules (1) et (2")

Si nous posons J(k)
k
g ¥
4
u g \
RN \
. ; | %
el i (k) _ (k) (&)}
v e T WS T WO B N |
1
o .0
,\\

4
4,

@ _ pU=1) (0

nous pouvons crire les formules (¥) | T
k) _ p =1

(k)

et les formules (1)} T J

Ainsi, si nous ne faisioms pas d'erreur de calcul, nous obtiendrions la suite

p@ D L@ @) 0 e 0 600

donc [
T(N) - T(O)J(l)J(z).. )

.J (3)

it o

Mais en réalité, nous obtenons la suite :

2O _ () (D _ @ () ) 01

Or ., nous pouvons écrire :
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[r 0D 0] S®

k+l : M(k)'matrice(N, N+1>
¥
(k)
) e
. ey
lJ
avec M) - (k) E(k) (k) A en posant T, =.(l+tét_1))
ks O- ket 1"k ka2 k2 70 ENel"g
S |
; 1J
(k)
™, k+1

(k1) [?(k-Z) (k-l)] (k=1)

mais T

=> T

(k) _ { [T(k—Z)_'_M(k-l)]J (k-1 (&) 13 (k)

L0 () (k-1)

=M vérification immédiate vu la forme de J

/cec1 signifie que l'on peut indifféremment 3 1! Etape k appl

5 7D (&) Z k=1) (&) 5 (k-1)

quer l'algorithme &

Nous pouvons donc écrire :

B o (26D D ) J(k=1)_ ()
et en itérant le processus}
r® - [T(°)+M(1)+M(2)+...+M(k)]J(l).J(2).-..J(k) |

.J(z)...J(k>

T(k) = tr(°)+M(1)+...+M(k)}J(l)

solit

r® o [FOu @, a®] D, O @
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Si nous rapprochons.l'expression théorique (3) de l'expression (4) du tableau
finalement obtenu, nous pouvons énoncer le résultat suivant :

N . . . . .
% Le tableau T( ) obtenu en machine par application de l'algorithme est celui

qui résulterait de 1l'application du méme algorithme conduit sans erreur de

calcul 3 partir du tableau initial :

N .
2, () =_T(O) + 3 ud

i=1

o
R
H
I
‘/'\
T
=

«
N’
[

(A+8A-I, y+8y)

1

Nous pouvons énoncer la propriété ci-dessus de la manidre suivante :

Lorsqu'on résoud un systéme linéaire Ax = y,en fixe, par la méthode d'annula-
s ~ s . R x
tion du rang avec décomposition "en colonnes'", la solution machine x~ obtenue

est la solution exacte du systéme varié

(A+6A) x™ = y+8y ol OJA et 8y sont donnés par la formule (5)

Structure de la matrice SA et du vecteur &y

0 . ni?)
posons ]
(k) (k)
M(k)= 0 L L o + 0 O‘.u--.,()-_ - -0
(k)
0 13
= B(k) + C(k) B(k) et C(k) de dimensions (N,N+1).
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On obtient:

N N . N
: u® o 5 s, 5 W
1=1 i=1 1=1
N
(1)
v B = m (1) (v D)
=1 1 0\ €2 53 - €N+1'
TT N 2 (2)
2 K €3 EN+1
\ % ‘
\ 0.
\ . \
\ AN y
' S
“N (0] 0 ) 0€N+1
j
N
;¢ . 0 O n§2) ; .
. 3 .-} - -
i=1 0 D)
) M2 ke
a -
{ n32 -l.--
t
v MRS
Y L 7 i z nij
l . =1-
) ‘ k#i
(1)
O my2
(o),
Ordre de grandeur de 6T .
Les sik) sont de l1l'ordre de e' (o) (0) (0)
(1j<) : = 6T =8, T 46, T
Les ”ij sont de 1l'ordre de e
™ 0411 ...11
m 0 11 1
2 [] ' Y \ \. i N
\ AR '
\ )
avec GlT(e) # e’ x \ * b \\ 1. '
) \ b N \\ L1
\ | ' O \ \\1
\ - - - _ .
. 0 0 1
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N-1

- - - = 0O O

T R S
e R

matrice dont le terme général est

uij = j~1si i > j

= j=-2 si i.< j

On obtient ainsi pour &A et 8y les ordres de grandeur suivants :

. ‘ . j §
o 1 1 1) 0o o 1 -2
ﬂl ! ‘
| 1 o 1 1 .
\ ' '
<A %/etx ﬂz % ' 1 +e 1 2 Vi
\ | \ , i j-1.si i>j
AN ‘ \ [ .
N * {j—-2 sinen
\ L)
R . -0 AR 0 1 2 - — - N=2
\
™ 0— - _— _0 NM\0 1 2 — -- N-4
’ m
Sy # e'x ~1 T+ e x .Nfl
Wz ’er
[ ]
| |
[ I
. |
ﬂN.u N-1
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Bornes pour l'erreur

Si x* est la solution machine, x la solution exacte on a les relations

(A+6A) x* = y+dy

Ax = y

introduisons les normes de matrices Lh et \fz c'est-i-dire ¢ et || |
On a (cf. [8]).

L o (sy-6ax®) < [k®-x|| < 1~ o (sy-5ax™)
M
A A
ol M, et m, représentent les bornessupérieure et inférieure du rapport 2 (Ax) pour
A W P : PP -Tr;n",
x variable,
Si xl est la plus petite valeur propre de la matrice AAt on a alors:
% 1 1
|iSxll « oyl + S x [yl x n(sa)
28! 1
avec N(Q) = (¢ aijz)l.‘/2

1,3

Si le calcul est conduit en virgule fixe, on obtient d'aprés la forme de SA et de la

forme de &y

0 LT T Y 0 012-.-.. N;Z(
o Tp... Ty 0 112
N(8A)< e'xN | \ \ [ exy ! 12 |
. \ \\t ' | ' : ,
| o Vo )
. B '
f N\ "™N-1 Yo
0 0 0---0 0 1 2 ... N2
N— ~" il N Y g



- 59 -

avee R1” = (N-L)mot@-2)moks .ot (ny ) .
rR2” = 1) [L+2%. .+ (-2)%) = '(N+l)I(N-2)(12_l) (zn‘1>]~b;

Pour ”GyH on a

Isyll < e’} + eR;

1 2
2 2 2 2
' =
avec R1 ﬂ1+ﬂ2+...+ﬂN
R'g - @m-1)2 = r'? = (¥-1)/F
dou||x x”< }\leR1+-‘7)T:—L-eR1+ kleR2+—75‘_1—'_—e

@ @ ©) ®

formule identique 3 celle obtenue pour la 2éthode de Gauss. (cf. [7]). Seule la valeur

de R2 ezt différente. On trouve ici R% = %r alors que pour la méthode de Gauss on a
2 7N
R2 - 6 L]

Ainsi la discussion de 1'in&galité ci-dessus est exactement la méme que celle faite

par M. GASTINEL. Rappelons—en avec la nouvelle valeur de R, les conclusions :

(1°) Pour N assez grand, c'est le terme (3) qui prédomine et si 1'on veut obtenir

. ‘ez L oM T
une erreur sur la solution inférieure a2 B , il sufflt de prendre e de sorte que

_.J_L_EJALxng-ﬁt< g™
V3 1

or e = k B_?’ si 1'on fait k = %-on énonce ?
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o ,
" Pour pouvoir résoudre un systéme linaire en virgule fixe par la méthode d'an-

nulation du rang avec décompositioﬁ en. colonnes, et pour. un ordre assez &levé
afin que ce soit le terme @ qui prédemine, et pour assurer une erreur Sur
la selution inférieure 3 Bdm; il suffit de conduire les calculs avec p chiffre
aprés la virgule : p satisfaisant 3

| 3,5 M1
p >m - ].OgB (;]-5'— m) (2./3 #3,5)

(2°) Nous pouvons pour les autres termes poursuivre exactement la méme discussion qu
pour Gauss, puisque les autres termes»c:),‘(:), (:) sont strictement les mémes

dans les deux méthodes. Rappelons briévement les résultats

1
1 et R1

~sent du méme ordre de grandeur : on applique alors la régle dite du choix des

a) /XI est plus grand que Hy” ou bien N est peu élevé de sorte que R

pivots :
Reégle I
Dans le cas oil /Xl est plus grand que||ylyou.N assez faible pour que l'on
puisse considérer R, et Ri_du méme ordre de grandeur, le choix le plus avanta-
geux des pivots est celui qui les rend sensiblement faux en valeur absolue et
forcément alors peu différents de igl -
b) /X est plus petit que lv||"'et N est assez &levé pour que R, soit le facteu
prédominant. On a alors la régle II :
Reple II

Dans le cas oi /Xi < ¢|y|let N assez grand pour que le facteur prédominant

soit Rl’ alors le choix le plus avantageux est obtenu de la fagon suivante :

1) "organisation" ' de la matrice de fagon que le mineur principal d'ordre N~1

'
(N-1 premiéres lignes et N-1 premiéres coleomnes) soit le plus petit possible.
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2) Le pivot N° 1 doit petre pris le plus pré&s possible de
1 1 1
[-1) )2 F D™ ww-1)?

le pivot n® 2 doit &tre pris le plus prés possible de
1 1 1
2(N-1 aN-1 2
I:(N_l) !] ( )x [M] x(N-2)

etce.e

Ml # |rglalr,

I:“N- 1] N-ll

V(N-1)!

-~

ou

. ox| ‘HN_II
M A

Ainsi avec un algorithme différent de celui de 1'élimination de Gauss, nous
avons obtenu sensiblement le méme résultat. N. GASTINEL a montré que l'on pouvait
faire un raisonnement analogue pour les calculs en virgule flottante. Nous n'avons
pas conduit cette &tude ici, car cela est plus difficile que pour la méthode de Gauss.
A fortiori nous n'avons pas fait 1'étude dans le cas d'une décomposition arbitraire
de A. En effet les ti?) ne s'expriment plus simplement 3 partir des ti?—l),»et nous
avons 3 considérer les erreurs machines sur des produits scalaires ce qui complique

beaucoup le probléme.
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CHAPITRE--V

APPLICATION DE LA METHODE D'ANNULATION DU RANG A LA RECHERCHE DE

L'INVERSE GENERALISEE D'UNE MATRICE AUGMENTEE

Probléme :

On a vu que si A est régulidre alors on a l'équivalence :

1

Avuv® réguliére S 1evtAT M # 0

dans le cas ol ce scalaire est nul, on se propose de chercher la pseudo-inverse

. t s 14 : PRy N
de la matrice A+uv. c'est-d-dire (cf, [8]) la matrice X vérifiant les conditionms

©).

X (A+uvD)X = X

(A+uvt)X(A+uvt) = A+uv®
' (c)
[(A+uvt)X1t= (A+uvt)X :

% arav®]E = o aruv®)

On montre que cette matrice est unique et coiIncide avec 1'inverse de la matrice

A+uvt si celle-ci est réguliére.

Soit B une matrice carrée N,N de rang r < N. On considére deux matrices

P,Q de dimensions (N,r) telles que

1°) les colonnes de B et P forment un systéme de générateurs de RN

2°) les colonnes de Bt et Q forment un systéme de générateurs de RN
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alors la matrice d'ordre N+r est réguliére
Q" o
'B R .
et si on note 1 son inverse
st o
alors la matrice -
B SE
c . est réguliére et a pour inverse
iR 0
| B S|-1 B T
‘ i
IrR" o (w® o

ol B est l'inverse généralisée de la matrice B.

ProBosition :

Si A est réguliére et 1+vtA_lu = 0 alors les conditions du théoréme de

t

BLATTNER sont remplies pour la matrice /(A+uv3 u\
\ v 0

Démonstration :

(1°) puisque A est réguliére et,A+uvt singuliére, d'aprés le théoréme de
P

Wedderburn (cf. chap. III) on a rang (A+uvt) = N-1

(2°) u n'appartient pas 3 l'espace engendré par les colonnes de A+uvt,
autrement dit les colonnes de A+uvt et la colonne u, forment un
systéme de générateurs de RN.

En effet, soit x‘de RN. A étant régulidre, il existe y © RN tel que
Ay = x => (A+uvt-uvt)y = (A+uvt)y "(vty)u ce qui démontre bien que tout
x'&ARN s'exprime comme une combinaison linéaire des colonnes de A+uvt

et de la colonne u.
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(3°) v n'appartient pas & 1'espace engendré par les colonnes de (A+uvt)t,
. t
autrement dit les colonnes de (A+uv )t et la colonne v forment un sys-—

~ P N
téme de générateurs de R -

En effet soit x de RN ; on.a x = _Ai-:y vy & RN
c'est-3~-dire x = (A+uvt)ty - (u.ty)v
ce qui démentre bien la preopriété.
Aussi la matrice A+uvt s U est téllefque-l'en peut appliquer le théoréme de
M=
Vt s O
BLATTNER
Inverse généralisée de A+uvt :
Ecrivons M = M-e et + e et
rivons. N+1 N+1 T CN+1TN+1
A+uvt, u
= ' e ef
- N+1 N+1-
t
v, 1
A g u \IN s 0 | .
- x . “en+ 1%+l
0 s 1 v s 1
W o™
K
, o\t oa, w7t Iy, O A, T
k- * = *
t
1 o , 1 Vo, 1 o , 1
A-I ’ "A,-lu
-1
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et on peut écrire

t =1
M=K~ eN+1eN+1 avec K connue .
-1
t .. _
On a 1—eN+1k eN+1 B
d'oli '
e g
1 1
Al ath Y WL
= v +
0l o 0
Attt
=> M—l =
—vtA‘-1 R

Pour trouver (A+uvt) nous devons maintenant inverser la matrice

A+uvt, At 1V‘
B =
_(A'lu)t,, 0]
B = - + + - M
o 1 0 1 -1

Nous savons que B est régulidre., Nous allons inverser B en explicitant le 'cheminement

de 1'algorithme du chapitre II.

La matrice A O u :J?;; est singuliére. Nous considérons donc la matrice
Hv
o 1 0

antiscalaire suivante et nous écrivons



-1 -1 .
A, 0 u At Y| t0 At v| vh,-1 ol - twt,o
B = + - % + ¥
0,1 0 1 1 1
- ) r _/
s v 4
By

-~

est régulidre. En effet le pivot & considérer. s'éerit :

By
— _1" L
A - 1+v,0x] A 5 Olf, |u-A" v}
0 5 1 -1
-1 -1 .
A = »1+vtA—1u - vtA 1At v = - ||At ’VHZ # 0
-1 -1 L t -1
A, 0 _ A s O u-A" vl v ,0 A ) 0
=> B..1= -— -]-.- K X x
1 o}
0o 51 0 41 -1 0 , 1
avec 0 = ‘-||At VHZ
A_l— -};LA”luvtA_-l-(AtA) ._1letA—ll 3 Y
solt B-]-_1 = v
1 vtA-'1 y 1

On peut maintenant écrire :

—_ 1 e
0 -(A‘lu)t,o At v!j vt,—l
B = B]_ + e + - -
1 1]
B
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B2 est régulidre. En effet le nouveau pivot s'écrit :

-1

— 0
A=1+ - w0 x Bl x =1

et on a ¢
-1 - ” -1
B2 = Bl ( ) X (A X B1
0 BTl x
T 1 _ 1 eN+1
1 1
et
—_—T - ' - T
w0 x Bll utaah) N
avec
ot =

"

uFataa®

DA 1 t -1 -(a A) 1 ty 11

-1
B2 =
-1 "yt -1
Vt(AAt) 1+ (o +g +1) tA 1 ,
Enfin on a : 1
t t
A7 v x v,~-l
B = B2 +

(vecteur ligne de
IRN+1 )
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B est réguliére comme prévu. Le pivot s'écrit :

tL
t -1 - A v
A=1+ v ,-1 X B2‘ X
1
L "'}.(AtA) —'1V- L |’—0A_1u+ov(AtA) _1vi[
t , =< L 1
1, A | Ay
Or B2 X = .
' 1
" ] . g
oM - (c"+0'+1) $ g+ 1 —
o
= a= 1+ v v ot = ot = a7y
On peut donc calculer B-l . &
-1 -1 1 -1 t . _
B =B2 ""'ET'BZX Xy ’—]_.;xB 1
-1
Or . At v A—lu
B, "x = ,
2
1 P -
- 1" 1 - R
ol xwle Jolel el e, BTG
st e \
d'oil -1 \
- ¢ - -] - 11 |
B21 At ol x vE,-1 B21=_A1u'>< _o;—o oA gt aaty T
\———-_———//'
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- __g;;gl A—luvtA_l—A_luut(AAt)fl , _A-lu
‘——(0"+0')v ta -1 o! t(AAi.')_1 g!
Nous obtenons donc :
-l - fA -1 vEA -1 -(A A) 1VvtA 1] E%;gl— A_luvtA_1+-%wA—luut(
{1 2...N}{1,2...N}
= a7k Eg; A"ttt 1(AtA) wia s %T At At ™t

c'est-a-dire

(A+uvt) - A—l oA 1 vEA -1, 1 (A A) - -1+ %rA_luut(AAt)_l
-1
avec g = —“At v|2
-1 ;2
o' = 4] 4|
, oM (ataa®)
-1
si on pose x = A "u
-1
y = At v
' 3 -1 _xfat e 1,1 £,-1
(A+AxyA) = A + ==Y R S -—-— xx A

20 n2 2
|kl ~ Ml sl |1 4%
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Cenclusien -: La formule précédente'donne1liinverse généralisée de A+uv® lorsque A es
réguliére et Avuv® singuliére. L'intérét en est donc limité. Cependant, nous devons
remarquer que dans la littérature tout ce qui touche aux résultats sur 1'inverse
généralisée d'une matrice, suppose une connaissance du rang de cette matrice,

Comme application de ce qui précé&de, on peut toutefois prendre le cas d'un systéme
Ax =D de'solution X connue.

S8i maintenant, nous modifions‘A par addition d'une matrice antiscalaire, nous sauron
dans tous les cas trouver x tel que |KA+uv )x - bH selt mlnlmumo En effet si

A+uv® est régulidre (l+v A lu # 0) alors: x = (Atuv: ) b sinon x =>(A+uv )b

(on suppose en fait connaitre A 1b et A u)

C'est-3-dire que nous savons résoudre le probléme des moindres carrés pour une matri

t L. ‘ -1
A+uv~ quand nous connaissons l'inverse A ~ de A,

Remargue : Dans la pratique, pour .calculer (A+uv '), nous utiliserons l'algorithme

de la méthede d'annulation du rang et pas forcément la formule explicite,

c'est-3~dire que nous inverserons 'la matrice :

t ' =1t t —
A 40 ul-v 40. of - ") .0 AT ul 04-1
B= + + + “
0 o1 0 1 : Sl
-1 . B
en partant de{A = 40 supposée connue,

0 41
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CHAPITRE=-VI

POLYNOME CARACTERISTIQUE D'UNE MATRICE AUGMENTEE

Soit A eqﬁN(R). Nous notons FA(A) son polyndme caractéristique :

~ NN N-1 »
Fy(\) = ()7A" + pyg 137 7+ ceut pod+ p_ (1)

On se propose de calculer les coefficients du polynSme caractéristique de la matrice
t N .
+
Atuv u,v € R, autrement dit on cherche FA+uvt(A)'

On a la formule :

dét(A+uvt) = dét { = dét(B) en posant @
\ vt 1
A —-u
= . ‘_l/';i;';
B = | Be N+1(R)
v A
I
= 42 t_
FA*th(A) = dét(Atuv AIN)
= Fppgyt @) = 8t [AAL -u
vt 1
A-AIN -
= dét
vE o |1-aka

A dét(A—AIn) + dét

c'est-3-dire ¢

FA+uvt(A) = AFA(A)+FB(A) (2)




Nous allons déterminer FB(A) g 1'aide de la méthode dite des partitionnements cf.[lo]

On a- A—AIN

B-AT =
N+1 vt (l—A

Soit C()) la matrice [(B— I )D]t (transposée de l'adjointe de'Br§IN+l)

N+1
on a alors:

(B-AIyg, )€ = _FB(.}‘)IN+1 (3

Décomposons
C()A) en blocs comme on 1l'a fait pour B-AL :

/ o(\)
c(n) =

\ to lFA(A)

£(2)

o(\), £(1), £(1) sont des matrices polyndmes en A de dimensions respectives (N,N) ;
w,1) ; (1,§).

En utilisant la derniére colonne du produit (3) on a:

[£(0) 0
= FB(A)x
By T T
clest-a-dire
ATy -u £(0) 0
x -
T - —_—
v 1-X FA(A) FB(A)
d'ol
AEQ) = AEQ) = uF, (1) = 0 < B | )

vEEQD + (1)) F,0) = F,() (5)
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Si nous reportons (5) dans (2) on obtient :

Byt @) SAF, 00 + vEQ) + (1-0) F, (V)

Fpaggt ) = F,O0) + veEQ) | NG

Expression des coefficients de FA+uvt(A)

Les polyndmes qui figurent dans la colomme f£()) sont de degré au plus &gal
i N-1 car ils représentent le développement d'un mineur non diagonal de B-AIN+1

Posons donc :

N-1 N-2 .
EQ) = A7 et N g et A 9,

. LN .
4 = ?R 1 = N—]., N~2,...1,0.

On a en identifiant les termes.de méme degré en A dans la relation (4):

N
termes en )\ Py T L () =0
< i _ N-1
c'est-d-dire | P . = (-1)7 "u ()
i
termes en ) 1 <N :
Afj=§_y - pyxu=0
9i-1 = A% - Py (®)
i = N—l, N-z,."l
= (~ N.N_ N-1 ' '
Posons FA*uvt(A) = (~1)"X +pN_1A +...+p1A + P,
On a en identifiant dans (6);
' = p, * VtLP (9)
P; ™ P i

i = N—l, N"'Z,...l,o
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Ainsi dans la pratiqﬁe, la détermination de F t () requiert le calcul des vecteurs

A+uv
Qj j = N-1,..,0 par les formules (7) et (8). Le calcul des pi est ensuite immédiat

Organigramme pour le calcul des coefficients de FA*th(A).

——— —— —— — —— c— m— —

i = i-1
|

H
]
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Applications : détermination du polyndme caractéristique d'une matrice.

-

Cas général : on ne sait rien de particulier sur A. On écrit alors A =

e I
(1]
>

En partant du polynOme caractéristique de la matrice nulle

FO(A) = (-1)N)\N et en appliquant N fois les formules précédentes
on obtient FA(A). Cette méthode correspond exactement & la méthode
des partitionnements mais la programmation en est bien plus aisée.

P
Cas particulier : On connait une décomposition de A en AO + I uy vi 3

p << N et FAO(A) connu. Alors en p &tapes on ob%ient FA(A).

voir exemples numériques (procé&dure POLCAR)
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" REEL PROCEDURE SI1GMA(L1GNE,NOMBRE,COLONNE,TOTO) ;-
ENTIER LIGNE,NOMBRE; o |
LEAU COLONNE,TOTO;
uT ¥

REEL RESULT;

ENTIER I3

RESULT:=0;

POUR 1:=1 PAS'1 JUSQU NOMBRE FAIRE
RESULT: ‘RESULT+TOTO[LIGNE,l]*COLONNE[I],
SIGMA:=RESULT

~EIN SIGMA ;

PROCEDURE POLCAR(N,A,P) ;

ENTIER N;
TABLEAU A,P;

COMMENTAIRE CETTE PROCEDURE CALCULE DANS LE TABLEAU P
LES COEFFICIENTS DU.POLYNOME CARACTERISTIQUE DE A,
MATRICE D'ORDRE 2 AU-MOINS ;

DEBUT :
TABLEAU FI,PSI[1:N];

ENTIER J,K,S;

REEL GAMMA; -
P[0):=A[1,11%A[2,2]-Al1,2]1*A02,1];
PL1]: -A[l 1] A[Z 2]1;

PL2]:=1; :
PQUR K:=3 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT

PLK]:==P[K-11];
P[K-11:=-P[K-21+P[K-11*A[K,K];
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE
FILJ]:=-PLKI*A[J,K];

PQUR S:=2 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE

DEBUT
GAMMA:=P[K-S]1;
P[K=-S]:=A[K,K]1*P[K~-S]-P[K-S~-
11+SIGMA(K,K-1,F!,A);
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE
PSITJ1:=SI1GMA(J,K-1,FI,A)+GAMMA=*
AlJ,K];
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE

. FILJ1:=PSITJI;
FIN ; .

; P[O]:=Pt0]*A[K,K]+SIGMA(K,K-1,FI,A);
FIN ' .

FIN POLCAR ;
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Résultats numériques :

(1) Matrice(9,9) ‘Durand ¢ Equations algébriques Tome II. page 371

5 8 -9 5 -12 -4 0] 4 =4

-1 =2 8 -1 5 -1 =2 1

3 16 3 =10 -13 0 -3

A= -1 9 -13 0 -2 14 13 =10 1
6 11 6 5 -2 -6 =5 -6

2 5 -5 =6 -2 13 5 =3 -2

-1 -3 9 2 3 -12 -6 2 1

7 1 -7 3 4 3 -7

-5 -3 -1 4 -7 -5 =2 6

Pour cet exemple comme pour les suivants nous effectuons la comparaison

avec les résultats obtenus par la méthode de Leverrier.
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on trouve les résultats suivants:(coefficients dans 1'ordre des puissances croissant

Méthode de Leverrier "~ POLCAR Coefficients exacts
36285511 + 06 .36288000 + 06 362880
-.10265810 + 07 -.10265760 + 07 -1026576
«11727000 + 07 «11727000 + 07 1172700
6.72368000 + 06 —.72368060 + 06 -723680
+26932500 + 06 .26932500 + 06 269325
-.63273000 + 05 -.63273000 + 05 -63273
«94499999 + 04 «94499999 + 04 | 9450
~.86999999 + 03 -.86999999 + 03 -870
-45000000 + 02 .45000000 + 02 45
-1 -+ 1000000 + 01 -1

les chiffres inexacts sont soulignés.
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(2) matrice A = (aij)

aveclla,q = 814 = 1 i=1,2,..,N

n

aij ai—l,j + ai,j-l sinon

(matrice tiréde du triangle de Pascal)

T 1 1 1T 1 11
N =8 1 2 3 4 5 6 7 8
1 3 10 15 21 28 36
A = 1 4 10 20 35 : ! !
1 5 15 . ! ' ‘
1 6 21 E :
1 7 28 : |
1 8 36 '
Résultats obtenus :
LEVERRIER POLCAR Coefficients exacts
0 45944204 + 13 1
0 .37595455 + 10 -4707
0 .38204430 + 07 744193
-.34359738 + 10 -.99497579 + 07 -9952274
.22020096 + .08 .21537276’ + 08 21537270
-+99519145 + 07 -.99522740 + 07 ~-9952274
.74419300 + 06 .74419300 + 06 744193
-.47070000 + 04 -.47070000 + 04 -4707
1 . 10000000 + O1 1

(chiffres inexacts soulignés)




Matrice symétrique d'ordre 8 suivante :
1,8125 2.3125 3,0625 1.5625
% 2.5625 1.3125 1.0625
" x 1.3125 2.0625
A= . : x 3.8125
- M 1
®

on obtient

1,0625
0.625

1.8125
0.5625
4.3125

~3.4375  2.0625
0.5625 =3.9375

1.3125 -3,1875

0.0625 =-4.4375

-0.1875 -4.6875
5.3125 -5.1875

14.3125

x

2.8125
1.5625
2,3125
1.0625
0.8125
0.3125
~-4.1875
3.3125

procédure LEVERRIER

1.
-37
361
-1183
~97,9999
6692,0124
-7175,3333
-5476,5714

7679,9999

Procédure POLCAR

361
~1183
-97,999923
6692,0012
-7175,9691
~5471,3067

6927,6947

Coefficients exacts

(chiffres inexacts soulignés)
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Nous étudions ‘dans ce chapitre, les valeurs propres et les vecteurs propres
de la matrice augmentée B = A+uut, oli A est symétrique. En permier lieu nous é&tudions
la localisation des valeurs propres de B. Nous retrouvons ainsi, un ré&sultat di a
GANTMACHER, résultat auquel nous ajoutons une propriété réciproque. Nous &tudions

aussi les vecteurs propres de la matrice B.

VII-1-1 Notations :

On désigne par A une matrice symétrique d'ordre N, et u un vecteur donné
de Rﬁ»
(X,X0) est une matrice carrée d'ordre N, dont les colonnes constituent un systéme
orthonormé de vecteurs propres de A. |
X est un tableau(N,p)
X0 est un tableau(N, N—p)

avec  les propriétés

1°) Les colonnes X 5 de X 1= 1,2,...p sont les vecteurs propres normés de A qui

vérifient u'X [ #0

2°) Les colonnes XO 5 de X i=1,2,...N-p sont les vecteurs propres normés de A

qui vérifient u X0 i = 0.

A la matrice orthonormale (X,X0) correspond la matrice des valeurs propres

A

AO

avec A matrice diagonale des valeurs propres de A relatives aux vecteurs propres
figurant dans X et AO matrice diagonale des valeurs propres de A relatives aux

vecteurs propres figurant dans XO ;



On suppose de plus, pour la commodité de l'exposé, que les colonnes de X sont. ordon-

nées de sorte que A s'écrive :

avec Al <A2 <...<>\r et 121 P

Les autres valeurs propres de A, figurant dans AO sont A que l'on peut

r+1’.. ‘A.r+s
également supposer ordonnées

A < A <one<h ol A

r+l r+2 T+s r+i & la multiplicité q, i=1,2,i0.8

avec q = N-p.

N ®w

i=1

A admet ainsi les r+s valeurs propres distinctes :

Al < }2 < AB...<Xr d'une part

‘e |
>\r+l < >\r+200'<)\r+s d autre Part

et on a la relation :
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A(X,X0) = (X,X0) x [A avec (X,X0) orthonermale
I¥e}

soit

AX = XA

AXO = XOAO

XX =1 L

t
X0'X0 = Ty
t

VII-1-2 Localisation des valeurs propres de B = A+uu

D'apréds nos hypothéses utx0 = 0 € RN—p
d'od (A+uu“)X0 = AXO = XOAO

par conséquent nous avens le résultat suivant :

A+uut admet N-p valeurs propres en commun avec A (celles de AQ) et

les mémes N-p vecteurs propres orthonormés associés (ceux de X0). -

B &tant symétrique, nous allens chercher les autres vecteurs propres dans 1'espace
orthonormal supplémentaire de 1'espace engendré par les colonnes de X0, c'est~d-dire

dans 1'espace engendré par les colonnes de X.

Si y est un vecteur propre on pose doncg

y = Xw w € RP et on a & résoudre en u et w
1'équation: .
/,(A+uut)Xw = pXw | (2)
z xFaruuB)xe = X Xw
s [A+(Xtu) (utX):[u) = dw
. t
soit (AMeceDw = uw 3)

t
en posant. ¢ = X' u ceRP
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Notre probléme se raméne donc & la recherche des valeurs propres et vecteurs propres
de la matrice Acet de QZPGR).

Nous pourrions appliquer les résultats du chapitre précédent pour déterminer le poly
nome caractéristique de A+ect mais il est plus simple de procéder comme suit :

En vertu de l'identité dét(M+uvt) =~dét

on a:

..dét(A+cct-qu) = dét A—uIP ce que nous pouvons écrire :

=0
O-wI ' ¢
i P ' 1
dét (Xz—u)Ipz <, =0 4)
I “\* - :
\ v !
| B RCE %
( i r
t t ' t
cl c2 Je cr -1

en notant fi le vecteur de RPL composé des Py premidres composantes de ¢,

S, le vecteur de RP2 composé des Py composantes suivantes,
c. le vecteur de\Rpr composé des P, derniéres composantes de c.

Soit p une racine de dét(A+cct—uIP) = Q.

Si on suppose u # Ay 1=1,2,..,r on a:

dét (hrect-yL ) = [1+ct(A—qu)—1c] * dge(-ul) = 0

2
r el r .
= 1+ z =) x 1 y=wPt=0
i=1 "7 i=1
r D r pi-1 2 r
= TT O=wPi+ = [O-wPL™ x flef|” x TT <Aj—u>]=,o (5)
i=1 i=1 j=1

i#i
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Cette formule obtenue en supposant u # Ai i=1,2,...r est en fait le développement
S g ~ P . R t
de (4), c'est-3-dire le polyndme caractéristique de la matrice A+cc. .

En reprenant les notations du chapitre pré&cédent on peut écrire :

r
_yPi-1 r ~ T
Fricet®™ = TW— (y-w x [TT' O, -n) + lel2 x T G,-w]=0] "
i=1 / i . i R
i=1 i=1 !
R J=1
j#i
de cette identité& nous pouvons conclure :
(i) A; est racine d'ordre p;~1 pour Atect i=1,2,..,r
T
Nous déterminons ainsi un nombre (pi—l) = p-r racines de (5') c'est-d-dire p-r
. i=1 t
valeurs propres de la matrice A+ce™.

r r
(:) Posons g(u) = TT-(Ai—u) + I ”ci”2 |J (A;-uw). On a donc :
=l i=1 i

i=
- p;-1
Frocet@ = 11 Q=072 7 x g(w)
i=1
Or :
g I
go‘i> = Hci” Tr O\j._}\i)
j=1
Lt
g X
80gup) =llegll™ TT - Oy=rgyp)
j#ivl
mais pour j > i+l et j < i (Aj—ki)(Aj—Ai+l) >0

=> g(xi) X g(xi+l) du signe de (Ai—xi+1) X (Ai+1—hi)

=5 g(ki) g(\ ) <0

i+l

g(y) admet donc une racinme u. sur 1'intervalle lﬁi’ki+lL i=1,2,000r-1
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Par ailleurs :

g(kr) est du signe de ("—l)r_l

et g(u) est du signe de (—1)r si u tend vers +» , donc

g(u) admet une racine p  sur 1'intervalle lAr, +oo [
Nous avons ainsi localisé les r racines de g(p). En conséquence nous avons localisé
toutes les racines de (5') c'est-3d-dire toutes les valeurs propres de la matrice

t
A+cc .

En résumé& nous obtenons le tableau suivant :

valeurs propres de A Al Az Ar
multiplicité b, | P, D,
valeurs propres de A N A u A u
Aec 1 1 2 2 » T r
multiplicité pi—l 1 p2-1- 1 Pr_l 1

avec A, < My < xz < Ho oee < Ar < u

1 r

. P . t
Nous traduirons cette propriété en disant que les valeurs propres de la matrice A+cc

"séparent' les valeurs propres de la matrice A.

PR RLY LSRN T MRS, YN B SRR SR D e

r
P : t .
Théoréme 1 Les valeurs propres de la matrice A+tuu , séparent les valeurs propres de

En effet les racines de A+uuF'sont celles de A+cct d'une part, et celles qui

figurent dans AO d'autre part, alors que celles de A sont & la fois celles de
A et AO. Nous devons donc ajouter au tableau précédent, les valeurs propres

A avec la méme multiplicité pour A et A+uut. Ce qui démontre 1]

r+l’>\r+2,o-0>\r

théoréme.

+8



VII-2 - Recherche des vecteurs propres de la matrice A+ect.

P < t. :
Comme nous l'avons déji noté, si u)é.RP est vecteur propre de A+cc , relative-
N t . - a
ment 3 la valeur propre u,Xw est vecteur propre de A+uu relativement & la méme valeur

propre. Nous allons distinguer plusieurs cas :

er P P
1 cas }: Vecteurs propres associés d une valeur propre u, telle que p= Ai lsisrx

Dans ce cas nous avons donc nécessairement p; > 1, puisque ki est racine de

(5'). Le systéme aux vecteurs propres s'écrit :
(A+cct—x I)w =0 ¢RP
i'p

Notons Wy le vecteur de RPl, constitué des composantes de w dont les indices corres-

pondent 3 ceux du vecteur Ci’ défini précédemment. On a donc :

™ : t £
(*1'x1)1p1 ] 1 °r 1“1
(Xz-xi)lpz ) Y2
AN
> v ' \
( ) AL + ' '
-A. X =
i-1 71"y I :
0 x Ipi Ci wy ‘:
| }
(A, =A,) ! \
i+l i Py ] \
\ i
AN | i
AN .
()\r-)\i)Ip Cr wr
e r )




systéme qui s'écrit :

. ) cl : (O l—>\ i)wl N

(jil cqup) X S| *|GaAgdwyf =0 &)

0x w,
'.

-

' '
c | (Xr—ki)wr

ce qui donne :

. t t .
(z cuw,)e + (¢ w,)c, =0
341 j 31 ivi” 1

t t .
(j;:icjwj)ck + (Ciwi)ck_+ (kk—ki)wk =0 k = 1,2,..41i=1, i+l,c04r

c, #0=> 1 chu, +cly, = 0

i

=0 k# i

Nous prendrons donc:

. t _
wk—-O Sik#letciwi-

Nous - obtenons donc p,-1 vecteurs wy de RP1 que nous noterons w

(3)

On pourra prendre w, € RPL de la fagon suivante :

avec 0]

(1) (p1-1)
1 39 % i. .

® _ L)
Yo T Prox *
%i+1

O---o




- 89 -

ol cik) est le vecteur constitué des k premiéres composantes de c,
leg )2
__ i ~ Sme
0y = EEYE:T) ou Ci(k+l) est la(k+IY"° composante de ¢y
By étant choisie de sorte que”wik)ﬂz =1
Nous avons alors chgk) = cfk)tcfk) + o,,, C,(k+1) =0
ivi i i i+l i

1
et <w§k),w§k )> =0 sik#k' 1< k,k' < pi—l.

~ . . . t NP
Nous déterminons ainsi entidrement l'espace propre de A+cc associé & la valeur

pxopre Ai.

- i t P
-. Vecteurs propres de A+cc associés 3 une valeur propre u , U # >‘i i

"

1,2, 000

On a alors:
dét(A+cct—qu) =0<1+ ct(A—qu)-lc

0

-1
On peut prendre alors w = (A—uIP) c. En effet
(A—qu+cct) X (A-uIP)flc = c(1+ct(A—qu)_1c =0

donc

-1 , -~
w = (A—qu) ¢ est vecteur propre relativement a u .

. o - . . : t
Ceci achéve donc la détermination des vecteurs propres de la matrice A+cc™, et en con-

P t
séquence ceux de At+uu .

VII-3 Applications :

Nous avons du point de vue pratique &crit la procédure "AUGMENTATION". Lors-
qu'on connait les valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice symétrique A, cette
procédure permet de calculer les valeurs propres et un systéme de vecteurs propres pour

E - t - - i
la matrice augmentée A+uu . Nous avons testé cette proc&dure de la fagon suivante :
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p

t
z wvy (pour une

matrice symétrique définie positive, p peut €tre pris égal i ﬁf}‘On part de la matrice

Soit A symétrique d'ordre N que l'on &crit sous la forme A

identiquement nulle, qui admet la valeur propre O avec la multiplicité N, et les vec-—
teurs de la base canonique comme vecteurs propres orthornormés.vEn activant ensuite

p fois la procédure "Augmentation", nous obtenons les valeurs propres de A ainsi qu'un
systéme orthonormé de vecteurs propres. Les résultats que nous avons obtenus semblent

assez satisfaisants. (voir les exemples qui suivent).



PROCEDURE BISSECTION(F,Y1,Y2, EPS, ETA X PASDERACINE);

VALEUR Y1,Y2;

REEL ROCEDURE F;

REEL Y1,Y2,EPS,ETA,X;

TIQUETTE PASDERACINE;

COMMENTAIRE CETTE PROCEDURE EST DESTINEE A TROUVER UN ZERO DE LA
FONCTION F (DECLAREE REEL PROCEDURE F(X)) ENTRE Y1 ET Y2 , -CALCUL DE
F(Y1l) ET DE F(Y2) , - SI L'UNE DE CES QUANTITES EST INFERIEURE A EPS
EN VALEUR ABSOLUE , LA RACINE X EST EGALE A L'ABCISSE CORRESPONDANTE .
-~ SINON , SI CES QUANTITES SONT DE MEME SIGNE , ON SORT DE LA
PROCEDURE POUR ALLER A PASDERACINE . ( CETTE ETIQUETTE DEVRA

OBL IGATOIREMENT FI1GURER DANS LE PROGRAMME ) ., - DANS LE CAS 0U F(Y1)
ET F(Y2) SONT DE SIGNES DIFFERENTS , ON PARTAGE L'INTERVALLE EN 2
PARTIES EGALES , ON TESTE CELLE OU LA FONCTION CHANGE DE SIGNE ET ON
RECOMMENCE JUSQU'A CE QUE - - SOIT.LA LONGUEUR DE L'INTERVALLE EST
"INFER'ETA - - SOIT LA FONCTION EST 'INFER'EPS A L'UNE DES EXTREMITES
DE L'INTERVALLE , REMARQUES :1 - CETTE PROCEDURE EST AVANTAGEUSE DANS
LE CAS OU L'ON A DEJA LOCALISE GROSSIEREMENT UN ZERO DE F ., 2 - S|
DANS L'INTERVALLE (Y1,Y2) ,ON A UN NOMBRE PAIR DE ZEROS DE F , CETTE
PROCEDURE N'EN TROUVERA AUCUN (SIGNE(F(Y1)) = SIGNE(F(Y2))) . SORTIE
VERS PASDERACINE . 3 - SI CE NOMBRE EST IMPAIR , BISSECTION FOURNIRA
UN QUELCONQUE DE CES ZEROS ;

DEBUT
ENTIER 1,J,K;
REEL 'G,G1;
l ‘d'=K =1;
- __Yz'

ALPHA: G:=F(X);

SI1 ABS(G) < EPS ALORS ALLERA TERM,
S1 I=1 ALORS
DEBUT
1:=2;
Gl:=G;
X:=Y1;
ALLERA ALPHA
FIN ;-
S] SIGN(G)=SIGN(G1) ALORS: .
DEBUT ' ’
S| J=1 ALORS ALLERA PASDERACINE;
Y2:=X; ‘
ALLERA TEST
EIN ;
Sl K=1 ALORS
DEBUT
J:=K:=2;
ALLERA MILIEU
FIN_
Y1:= —X

TEST: SI ABS(Yl Y2) < ETA ALORS ALLERA TERM;
MILIEU:X:=(Y1+Y2)/2,.0;
ALLERA ALPHA;
TERM:
FIN PROCEDURE BISSECTION ;




ET1:

ET2:

ET3:

ETh:
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PROCEDURE AUGMENTATION(N,X,L,Z,M,XX,LL,ZZ,MM,U) ;
ENTIER N,L,LL; o

TABLEAU X,Z,ZZ,U,XX;

ENTIER TABLEAU M,MM;

COMMENTAIRE SI A MATRICE CARREE D'ORDRE N,
ADMET LES VALEURS PROPRES RANGEES DANS

L'ORDRE CROISSANT z[1] 1=1,2,...L AVEC

LA MULTIPLICITE M[I1] , AINSI QUE LE SYSTEME
ORTHONORME DE VECTEURS PROPRES X[1:N,1:Nl],

LA PROCEDURE CALCULE LES LL VALEURS PROPRES

DE A+U*UT ET LES RANGE DANS L'ORDRE CROISSANT
DANS LE TABLEAU ZZ[1l:LL1, ZZ[1] AYANT LA
MULTIPLICITE MMII]. ON OBTIENT EGALEMENT UN
SYSTEME ORTHONORME DE VECTEURS PROPRES POUR
LA MATRICE AUGMENTEE DANS LE TABLEAU XX[1:N,1:N];

DEBUT

ENTIER 1 ,J,K,A,B,ALFA,S W;

ENTIER NN;

REEL R,RR,EPS1,EPS2,MU,EPS,ETA,TOTO;
TABLEAU C[l N1,CCL1: L],

ENTIER TABLEAU P,Q,SI[1:L];
EPS1:=EPS2:=A~20; -

K:=0;
EPS:=A=S;
ETA:=A-0;
TOTO:=0, 0,
POUR 1:=1 PAS 1 USQU L FAIRE
DEBUT
Qli1:=0;
cclil:=0.0;
A:=K+M[11];
B:=K+1;

PQUR J:=K+1 PAS 1 JUSQUA K+M[I] FAIRE

DEBUT
R:=0.0;

POUR ALFA:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

R:=R+U[ALFAI*XL[ALFA,JT;
S1 ABS(R) ¢ EPS1 ALORS
EBUT
QL11:=Ql11+1;
-C[B]:=090'
POUR ALFA:=1 EA§ 1
XXLALFA,Bl:=XTALFA,J];
B ’B+14
FIN
SINON ETS5:
DEBUT .
CLAl:=R;

CCL11:=CCLIT+R**2;

POUR ALFA:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

JUSQUA N
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XXLALFA,A]:=X[ALFA,J];

Ar=A-1;
ET6:
FIN
FIN ;
Ke=K+M[11;
P[1]:=ABS(ML[11-Q[11);
FIN ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA . FAIRE
TOTO:=TOTO+CCLI]}
DEBUT
REEL PROCEDURE G(MU) ;
VALEUR MU;
REEL MU;
DEBUT :
REEL Pl ,PIPI;
ENTIER |,J;
J =0;
:=1.0;
EQMB l:=1 PAS 1 JUSQUA L FAIRE
Sl P[l] # 0 ALORS
EBUT -
_1_ABS(Z[I] MU) # 0 ALORS
P|'=PI*(Z[I] MU)
SINON J:=
FIN ;
PIPI:=PI;
SI J # 0 ALORS G 1*CC[J]
S| NON
DEBUT
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA L FAIRE
St P11 # 0 ALORS PIPI
CCLII*P1/(CZL1]1-MU);
G:=PIPI;
FIN ;
FIN G ;
A:=1;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA L FAIRE
S ABS(PLI1) # 0 ALORS
DEBUT
SI[1]:=A;
A:=-A;
IN
SINON
DEBUT
R =G(Z[|])I

SI ABS(R) < EPS ALORS SI[1]:=




SINON S1[1]:=SIGNE(R);

FIN ;
T10: POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N EAIRE
X[1,J):=0,0; ,
K:=LL:=0;
o We=l; ~
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA L FAIRE
DEBUT o
' A:=K+Ql11;
B:=P[11~-1;

"POUR J:=K+1 PAS 1 JUSQUA A FAIRE
X[J,W+J=-1-K]:=1.0;
RR:=060;
=W+Q[1171;
POUR J: —1 PAS 1 JUSQUA B FAIRE
EBUT -

il

A:=A+1;

'T11: R:=C[Al;

POUR ALFA:=J PAS 1 JUSQUA B FAIRE
XTA,W+ALFA-11:=R;
"RR:=RR-R**2;
X[A+1,W+J=-11:=RR/CLA+1];

EIN ;
iT12: We=W+P[1]-1+(
S| P[11=0 ALORS 1
SINON 0);
MMILL+11:=QL1]3+(
S1 PL11-# 0 ALORS PLI]-1
SINON 0)+(
S1 SI[1]1=0 ALORS 1
SINON 0);
ST MMILL+1] f 0 ALORS
DEBUT
. LL:=LL+1;
ZzILLL):=Z011];
.SAUTLIGNE;
SAUTLIGNE;
T13: :
EIN ;
S1.SI[11=0 ALORS
DEBUT - -
- .S:=0;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA L EAIRE
DEBUT
S1 J # 1 ALORS
POUR ALFA:=S+1 PAS 1 JUSQUA S+
M{J] FAIRE

XIALFA,WI:=Cl[ALFAl/
(Z[d] Z0(11);
S:=S+MLJ]1;
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We=W+1;
EIN
SINON .
SI I <L ALORS
DEBUT - '
S1L SI[11*S1[1+1] < 0 ALORS
DEBUT : .
S$:=0; )
ET14: BISSECTION(G,Z[1],Z[1+1],
EPS,ETA,MU,NON);
LL:=LL+1;
ZZILL]):=MU;
MMILL):=1;
PQUR J:=1 PAS 1 JUSQUA L FAIRE
RQEBUT .
POUR ALFA:=S+1 PAS 1 JUSQUA S+
M)
EAIRE
XLALFA, W1l:=CLALFA]l/
(Z{J1-MU);
S:=S+M[J];
ET15: »
FIN ;
We=W+1l;
FIN
EIN
SINON
DEBUT
TOTO:=ZIL1+TOTO;
S:=J:=0; .
BISSECTION(G,Z[L],TOTO,EPS,ETA,MU,NON);
LL:=LL+1;
ZZILL]:=MU;
MMILL]):=1;
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA L FAIRE
DEBUT
POUR ALFA:=S+1 PAS 1 JUSQUA S+M[J]
- X[ALFA,W1:=CILALFAl/(Z[J1-MU);
§S:=8+M[Jl;
IN
FIN

EIN ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

DEBUT
~  PQUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
CLJ1:=0.0;
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POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
CLJY:=XXT1,KI=X[K,JI+CLJ];
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
XX[t,d}:=ClJl;

FIN

POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

DEBUT
R:=0.0; :
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N EAIRE
Re=R+XX[J,1]1*%2;

:=RAC2(R);
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
XX[J, 1):=XXTJ,11/R;
iN

FIN AUGMENTATION ;

A vas—
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Exemple f:} 1 1 1 1
1 2 3 4

Matrice A =. | 4 3 10

1v 4 10 20

On a obtenu pour les valeurs propres$(nous effectuons la comparaison des résultats dom

par DURAND [1])

Procédure AUGMENTATION | Méthode de RUTISHAUSER | Valeurs "exactes"
(138me itération)
0.00380159 10% 0.038016017 0.038016015
0.04538336 10T 0.045383458 0.45384500
10.22034471 10% 2.2034461 2.203446167
0.26304702 102 26.304703 26.304703267
Exemgle 5:2 : 2 -1 0
-1 2 -1
Matrice A = i 0 _1 2 -l
0o -1 2
résultats obtenus ¢
Precédure Augmentation Valeurs exactes
0.38196653 (3-V5)/2 # 0,38196601
0.13819661 10 (5-v5)/2 # 0.13819660 10%
0.26180336 10° (3+/5)/2 # 0.26180340 10%
1 1

0.36180343 10 (5+v5)/2 # 0.36180340 10
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VII-4 Généralisation :

Nous nous donnons les matrices -

“ A symétrique d'ordre N,

B symétrique définie positive d'ordre N.

On considére la forme quadratique définie sur BN :
t ~

?(x,A) = x (A-AB)x ol e R.

X € R est dievaleur propre de & , et x vecteur propre associé d A, si et seulement

si @

{ Ax = ABx } )

La recherche des couples ()\,x) vérifiant (7) est en effet un probléme classique.

B étant symétrique définie positive, il existe une matrice réguliére que nous

noterons Bl/2 telle que : (@) Bl/2 est symétrique

@ (31/2)2 = B

Notons (B]'/z)_1 = B—l/z. L'équation (7) peut s'écrire en posant x = B-l/zy
AB—1/2y - ABllzy

- B—l/ZAB—l/ZY =y

o | @252

-\I)y =0 (8)

donc si ) est valeur propre de ?, et x vecteur propre associé, A est valeur propre

—1/2AB—1/2’ 1/2 —1/2AB-1/2

de la matrice symétrique B et y = B"' "x est vecteur propre de B

associé a X.
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. t ; -
Remplacons maintenant A par A+uu j nous obtenons la forme quadratique "augmentée'

Y (x,A) ‘xt(A+uut—xB)x

2 (x,0) + (utx)?

2(x,0) + ¢ (%)

oi (f(x) est une forme linéaire homogéne.

Les valeurs propres de la forme quadratique ¥ , sont celles de la matrice symétric

c = B—1/2 (A+uut) B-l/z
c'est-d-dire C = B_l/zAB_ll2 + (B-llzu) . (utB_l/z)

= B'-]'/ZAB—l/2 + vvt avec v = Bfl/zu
en effet Bl/2 est symétrique, donc uT.:B_ll2 = (B_l/zu)t = vt.

D'aprds le théoréme 1 nous avons donc :

Théoréme 2
Si ¢(x) est une forme linéaire homogéne, les valeurs propres de la forme
quadratique augment@e, VY(x,A) = @(x,A) + ?Z(X), séparent les valeurs propri

de la forme quadratique @(x,A).

Ceci est un résultat di 3 GANTMACHER (voir {121). La maniére dont nous l'avens

obtenu ici, va nous permettre de donner une propriété réciproque intéressante.

VII-4 - Une propriété réciproque du théoréme de séparation

On peut &noncer le problé&me de la maniére suivante : A &tant une matrice
symétrique dont les valeurs propres Al’AZ”"AN sont connues, et ul,uz,.;,uN
étant N nombres réels donnés, existe-t-il u e R~ tel que la matrice symétrique

t ' .
A+uu” admette comme valeurs propres les Hy i=1,2,..,N."
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(1°) D'aprés le théordme direct, une condition nécessaire est que les By séparent les Ai

i=1,2..,N c'est-d-dire :

) )\ifui.ﬁ >\i+1 l=l’2'ooN—1

A

<

N

(gE} Supposons cette condition satisfaite. Nous allons distinguer un cas particulier plus

le cas général.

er
1 cas

N-1 < MN-1 < MW < M

A, < < A, < <eeeo<A

1% 2 S W

Toutes les valeurs propres de A et A+uut (u inconnu) sont donc distinctes, donc simples.

Le polyndme caractéristique de A+uu® s'gerit d'aprés (5') :

N N
2
Fpogt@ = [[ Ggmw) + 2 cf TT Oy=w) = 0
i=1 i=1 j#i
avec ¢, = u X.l i=1,2..,N.
Posons ci = x; i=1,2..,N, Ce sont les inconnues de notre probléme.

Ecrivens que

FA*uut(uk) =0 k = 1,2,.,N
N_ N ‘N : '
<= I;E(Ai—pk) + 121 3 ;;E‘(Aj—uk) = 0 k =1,2,..,N
i#i
N x,
<=> 1+ 21 e =0 (7 (car Ai‘#-“k ¥ i, ¥ k)

Nous avons donc 3 résoudre le systéme:

Ax = Db

avec.

2y b, =1 1,5 = 1,2,.,N
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La matrice A est dite matrice généralisant la matrice d'Hilbert, et on sait en calcul

formellement 1'inverse. cf. GASTINEL [131. Posons;

ax) = (x—Kl) (x—AZ)...(xeAN)

p(x) = (x—Ul) (x-uz)...(x—uN)

~1
on a a,, =

1 Q'(Xi)P'(uj)(ki-uj)

a(e) 20

(8

N N
=> Xi = Z a;]: b =‘ Z a;].'
j=1 J ] j=1 J
G N oqu)
> A i

= )
i q'(Xi) j=1 P'(uj)(Ki—uj).

Considérons la fraction rationnelle %%3%. En la décomposant en éléments simples on
obtient :
N o
ﬂ%‘%=1+ g
X . XU,
P 3=1 ¥
quy)
. a, = i 1 t. Al i 1 .
avec j p,(uj) puisque ’es uj sont poles simples
N oq(yy)
=> S-(—}cl=l+ Z 7 ‘uj
p (%) 4=1 P (uj)(x—uj)

mais pour x = A, q(x) = 0

3 N q(u.)
=> ‘ O=l+2 J

j=1 p'(ui)X(Ki— j)

p(li)

= | mtcap | rrwrer @
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Or PO\i) = (Xi_ul) (Xi"uz)...()\i‘ui_l) O\i‘lli) (-00) (Ai'UN)

donc p(xi) du signe de (—1)N:1+1

De méme q' () = (y=2y) (Ai—xz)..‘.(x‘iv-xi_l) (Aifki+_1_)"'(A1"AN)

donc q'(Ai) du signe de ('—1)N,,—i

= Xi > O i=-1,2,-,N

. , ~-p(Ay)
Par conséquent le systé@me Ax = b admet une solution strictement positive X, ='57?x—y
i=1,.,N t

Calcul de u :

e, 2 PO
X; = (u X.i) = q'()\i)
ETTRENN W
=> (utX ) = iv ; L = g i € = & 1
. q ()\i; i q (}\is i
t R R
or uX ; =Xlu= (Xu)y
. fp(ki)
Y2
] yN
=> u = Xy ‘ (10)

Ainsi dans la base orthonormée des vecteurs propres de A, le vecteur u (unique 3 des
symétries prés par rapport aux axes) admet comme composantes: les
- ) .
S=p(A
p(A))

yi =/m i = 1,2,.,N
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| Cas général Xg

A admet les valeurs propres A, i=1,2,.yr

avec la multiplicité Py

La propriété directe nous'impose le choix de pi-l valeurs propres de A+uut égal

a Ai. I1 reste donc r nombres HysHgseeoll, qui doivent vérifier -
Al S up < Az-.-s Ar < My
Le polyndme caractéristique de A+uu® (u inconnu) s'écrit d'apris (5')
{ r pi—l I r r r
i FA+uut(u) =TT ()\i-u) X [_Tl' (xi—u) + X “ci“2 T—-]- (Aj_u)]= 0 (11)
g i=1 i=1 1=1 jal
; J#L

~ 2 t 2
ol ||ci|| . = kZ (u X.k)

3

X

_>
aveo::kQI*-AX.k—ki k

- 2 -
c'est-a-dire que Hcﬂ] est le carré de la norme de la projection du vecteur inconnu

-~

_Xtu, sur l'espace propre Ei de A, associé 3 la valeur propre Ai.

Nous devons pour déterminer les ”cﬂ[z 1=1,2,..,r Ecrire que:

) F (u) admet la racine X,, p,-l fois ce qui est réalisé par 1l'écriture
A+uut i i

@ FA“'uut(pk) = O k = 1,2,..,1‘0

% Si nous avons les inégalités strictes
A < < ces< <
1S M S Ageeet Ay <y
alors nous obtenons de manidre tout-a-fait analogue au premier cas le systéme d'ord:

r @

=0 (12) 3 = 1,2,..,r
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2 . :
1 = = ‘4 ,2 “wt
6t x, = ey I= 42.r by
et ce systéme admet la solution strictement positive X, = --ETTX—)
i
T
avec p(x) = || (x-uy)
i=1
r
qx) = [T &)
=1 *

u n'est alors connu que par le carré de la norme de sa projection sur chacun des espaces
propres Ei de A i=1,2...r.
En prenant par exemple:
X
(utX )2 =t pour k ¢ I
. Py

on a : . V; _l;p(kl)
. 175 ppa'(dy)

\

Py fois

L}
u = Xy avec = - y = \/_._l P(kz) fol
2V p, ") Pp *ots
]

t
)

\] L PO
Er - ;;‘ m pr fois
3

+
¥
.

% Si pour un indice i nous avons p, = A, cela signifie que XA, est d'ordre pour
i M Py

A+uu®, L'équation (11) nous impose alors de prendreHci"2 = 0.

Si pour un indice 1 nous avons My1 = A et My #_Ai alors Ai est de multiplicité‘pi

et nous devons prendre“ciH2 =0

Si on a 4 la fois My = Mg g = A om devra &galement prendrel|ciH2 = O, Dans ce cas
xi est de multiplicité pi+1 pour A+uu®, Les quantités ci qui ne sont pas nulles sont
obtenuesen résolvant le systéme résultant du systéme (12) aprés suppression des &qua-

tions inutiles et inconnues inutiles, Nous donnons un exemple ci-aprés.
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Exemple : Soit A avec comme valeurs propres

A, avec la multiplicité 3

1
)\2 " 11 2
}\3 1" "‘ 1
}\4 " " 3

et on cherche u eIRg tel que A.+uut admette les valeurs propres

A, avec la multiplicité 2

1
)\2 " " 2
];12 "o, " 1
)\4 " " 4
avec Ay < Ki < By < X3'< Ay la condition nécessaire de séparation est satisfaite

Le polyndme caractéristique de A+uu® s'écritse

Frogat® = O0% 0= 0y=w% x g avec

() = (pmw) Oym) Ogmw) () + €5 Opmi) 0= Oymw)
+c20mw) Ogm) Gym) + 5O Oymi) ()
+ O Oy Gy

P t
Les valeurs que nous nous sommes imposées comme valeurs propres pour A+uu , nous mont

que AZ doit &tre racine de g(u) c'est-a-dire c% = 0 de méme 3(14) =0 => ci =0

=> g(w (Xl—u) (Az-u) Q3—u) (A4—u) + ci(kz—u) (A3—u) (}é—u)

+

2y Oymw) ()
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et il nous reste i écrire que g(u) admet les racines H, et Hy = A4
c2 c2 |
= l+>\i+)\3 = 0
1¥2 37
c2 c2
1+3 EA 3 Ex =0
174 3%

« ; ; R ‘o 2
systéme qui admet une solution strictement positive en Cys Cq car Al <My < k3 < A4.

Théoréme 3
Si la matrice A, symétrique, d'ordre N, admet les valeurs propres Al’AZ""AN"

une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe u £ R tel que la

matrice augmentée A+uut admette les valeurs propres HpsHyse e sl est que les

g i=1,2,..,N séparent les A, i=1,2,.,N c'est-d-dire :

' , Ay S Mg <A i=1,2,.,N-1

Soit A symétrique d'ordre N. Considérons 1'application 17de!RN dans my:

u € RN => (f(u) =] ¥

oli les b, sont les valeurs propres ordonnées de la matrice symétrique A+uut.

-,
Si Y(0) = Al alors nous pouvons énoncer le résultat suivant :
)
]
[}
A




- 106 -

L'image dansiRN de!RN par l'application ¢ est le pavé infini

| /
@DN = [As2,] % [ysrglweex iy Al Dyl % o
pour N = 2 nous avons. v
R/
¥y = Dol x Dyl 8 R
i !
| I
0 A }&

Autre conséquence :

Soit A une matrice symdtrique définie positive d'ordre N ; AI’AZ""XN ses
valeurs propres ':

0 <A, £ A, £ X, eesl A

1 2773 N°® A

Le conditionnement vy(A) de la matrice A peut €tre mesuré par le rapport Xl_
"N
A
1
y(a) =5
N
0<y() <1

Plus +y(A) sera proche de 1, meilleur sera le conditionnement de A.
Si nous considérons alors la matrice augmentée B = A+uut, B est &galement symétrique

définie positive et les valeurs propres g i=1,2,..,N de B séparent celles de A,

My

!
et on a0< y(@B) =—
PN

Or d'aprés le théoréme (3) on peut choisir u de telle sorte que My = Az et'uN = AN

et alors en posant B_ = A+tu ut
o oo

A
2
'Y(Bo) = _A_—
N
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A

De méme il existe u, tel que y(B,) = —— .« On a denc :,
1 L

Théoréme 4

Soit A est symétrique définie positiv§ d'ordre N, avec les valeurs propres

A

N N

u<ciR ona kz

0 < y(A+uut)$ Kg

1'égalité ayant lieu pour un choix particulier du vecteur u.

1 o st
0 < Ay 5 Agoees A.. On note vy(A) = — son conditionnement. Alers quel que soit;

Ainsi si 1'on veut par addition de la matrice antiscalaire uut, améliorer le iondition—
e . : 2

nement de la matrice A, nous.ne pourrons faire mieux que prendre y(A#uut) =5
N

Remarque :

Soit A une matrice symétrique dont teutes les valeurs propres sauf une sont en

module strictement inférieures & 1'unité. Par exemple :

-1 < Al < Az ﬁ‘XB...oj AN—l < 1 < KN

D'aprés le théoréme (3) il existe u tel gue la matrice A-uu® admette les valeurs

propres u, i=1,2..,N avec

A

=l g Sh) S My £ hgeees Ay Sy < L2y

‘ . t ot - -
autrement dit le rayon spectral de A+uu~ est inférieur strictement a 1'unité,
Ce qui est on le salt une condition suffisante de convergence pour  1'itération

linéaire :

R I S

i

o e 3.
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CHAPITRE - VIII

P

Relations entre matrices bordées et matrices augmentées

Nous essayons.dans ce chapitre de rapprecher les propriétés des matrices aug—
mentdes, de celles des matrices bord&es. Les résultats que nous avons obtenus ' dans les
chapitres précédents, nous montrent en effet que les deux notions . sont trés veisines,

en un sens que nous allens préciser.
VIII-1 - Rappel

Nous avons vu chapitre I la relation :

t

dét(A+uv’) = dét [A -u
v 1_

De plus nous avens avec les hypothéses {’A régulidre

1+vtA—1u #0
ty-1 A1
A -u -1 (A+uv ) 2 _-Tu.:i—
. = l+v'A "u
v 1 -
vtA 1 1
- ’ —
1+vtaty 1vEa g

t

Il y a donc.une liaison &troite entre 1'inversion de la matrice berdée (A . }
vo 1

et celle de la matrice augmentée A+uvt,

VIII-2 - Un résultat dG & Hearon, cf. [14] est le suivant :

Soit la matrice bordée: D a
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avec D matrice diagonale de (nﬂN(lR) D= d2‘
a-= "1 N bl N
2, ¢ R, b = b2 ¢ R et aibi>0 i=1,2,...N
4 ¢
' b
N N

Dans ces conditions il existe une matrice diagonale réguliére, T, telle que:

T—lBT = A est symétrique ,

les valeurs propres }‘i i=0,1,2,.N de A vérifient:

S An £ d, LeoesA <sd. <X

27 "2 N-1 N N

Nous pouvons démontrer le résultat '"voisin" suivant ¢

Soit D diagonale de ‘)"f;N(]’R) ;
Soient u,v € [RN avec u,v, > 0 i=1,2,.,N
Alors il existe T e’ﬁZN(\R), T diagonale, réguliére telle que :

T_l(D-i—uvt)T = A est symétrique

les valeurs propres }‘1’>‘21")‘N de A séparent les di i=1,2,.,N
c'est-a~-dire :
d1 < Al < d2 s Xz...dN < XN (1)

en effet T—l(D+uvt)T = D+T-1uvtT

La matrice T_luvtT doit donc @tre symétrique soit : T_lu =(vtT)t = Tv
: L. - 2ot 1=1,2..,8
ol AL B B T Tl
i i
v, >0 ¥ 1d'ol t, = \//z =t 1
or Uy¥y i S A €1 7

i = 1’2..,N.
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ainsi A s'écrit A =D + (T-lu)(T_lu)t

et d'aprés le théoréme 1 du chapitre VI, les valeurs propres de A séparent celles de D.

VIII-3 - Un résultat classique dd & MIRSKY ‘cf.[lSJ est le suivant :

Seit A 67%NGR), A symétrique.
Soient ac€ IRN et o ¢ R.

Considérons la matrice bordée symétrique :

A a
B =
t
a o
On démontre alors que si les valeurs propres de A sont. Ai i=1,..4N
avec Al < Az £ A3s...5 XN’ eF si HgsHyseeohy sont les valeurs propres de B alors
uoskls u1>5 >‘25“2 e XNsuN (2)

Réciproquement si nous nous donnons les nombres Wy i=0,1,..,N vérifiant (2),

MIRSKY a montré qu'il existe a e=RN'et o € RN tels que la matrice bordée(A a )
' t
a o

admet les valeurs propres My i=20,1,..,N

Nous avons donc ici un théoréme trés 'voisin'" du théoréme de séparation du
chapitre VI. Précisons un peu plus le lien entre ces deux résultats.
A a
Considérons B = avec A matrice symétrique de Q%NQR).
at a
les valeurs propres Ai i=1,2..,N de A et les valeurs propres My i=0,1,2..,N

de B vérifient :

<

ulk._ )\2 < By seeS A

N = Wy

Considérons uniquement les inégalités
)\1_<. ]Jl < }\2 veoS )\NS UNQ
D'aprés le théorédme 1 - chap. VI on peut dire qu'il existe u « RN tel que la matrice

t =
A+uu~ admet les valeurs propres HpsHoses ety Par conséquent la matrice:
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admet les mémes valeurs proprec que B, c'est-3i-dire B est semblable i C. On peut donc

énoncer :

Théoréme A
Si B est une matrice symétrique d'ordre N+l qui s'écrit B ={ - 1 avec A
matrice symétrique d'ordre N, a ¢ RN, aeR.
alors il existe u GIRN tel que les matrices symétriques B et A+uut s o

sont semblables, ol My la plus petite valeur propre de B. o s M

o]
ot
o
Q
b-mv;n_«"‘_!‘m‘mn;

-

Remarque . : On peut donc dire qu'il existe T, matrice régulidre d'ordre N+l telle que :

A a A+uut, 0

[¢)

Si nous connaissions la matrice T, nous posséderions 13 une méthode de déflation pour

le calcul des valeurs propres d'une matrice symétrique.
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