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INTRODUCTION

Dans une Série de travaux récents, W, KAUP est arrivé &
la généralisation suivante de la classique notion, d'hyperbo-
licité pour les surfaces de Riemann : X et Y désignant deux
espaces analystiques complexes, notons Mor(X,Y) 1'espace des
applications holomorphes de X dans Y, muni de la topologie
"compacts-ouverts" ; 1l'espace Y sera dit hyperbolique si, quel
gue soit 1'espace analytique connexe X, 1'application naturelle

Mor(X,Y) x X —> Y x X
(f,x) > (f(x),x)

est propre., La classe d'espaces ainsi distinguée contient évi-
demment les surfaces de Riemann hyperboliques au sens classique,
ainsi que les quotients compacts de domaines bornés de Cn ,

les domaines bornés homogeéenes, etc, (ef., KAUP [1]) ; elle semble
@tre un cadre naturel pour certains théorémes de finitude , com-
me le théoréme de H, Cartan sur les domaines bornés, le théoréme

de Borel et Narasimhan (cf. [3]), le théoréme de Bochner.

Le but de ce travail a été de ftransplanter la notion dans
la catégorie des variétés différentiables & connexion linéaire
plate (variétés localement plates). Il s'avére que la notion
d'hyperbolicité ainsi transposée permet de caractériser comple-
tement les variétés localement plates admettant comme rev€tement
universel un ouvert convexe saillant de Rn , lesquelles avaient
déja fait 1'objet de plusieurs travaux (cf. [2]). Elle permet
d'obtenir des résultats analogues aux théoremes de Borel-~

Narasimhan et de Bochner.






CHAPITRE I

DISTANCE DE CARATHEODORY

Notations :

Une application affine d'une variété localement plate dans
une autre est une application qui, & 1l'aide d'atlas affines,
s'exprime localement par des applications affines. Le rang d'une
telle application est localement constant. On notera AFF(X,Y)
l'espace des applications affines d'une variété localement
blate X dans une autre Y ; et on le munira de la topologie

"compacts ouverts", engendrée par les ouverts
9(K,U) = {f € APF(X,Y) | fK < U}

ou K est un compact de X et U un ouvert de Y., On appellera en
particuller forme affine sur X toute application affine de X
dans R,

Proposition 1 :

Soit X une variété localement plate connexe de dimension n :

~

il existe un étalement affine de son reve&tement universel X

n
au-dessus d'un ouvert de R .

~

En effet, solt a un point de X. On peut définir au voisi-
nage un isomorphisme local m de X et R . Soit y(t) wune
courbe issue de a et y(t) un point dessus tel qu'on ait pu
prolonger m au voisinage des points vy(t) pour t < 1 . Il existe
un voisinage ouvert V de y(t) et un isomorphisme affine n' de
V sur 1l'ouvert 'V de R" . Soit v(t) un’point de la courbe

dans V, et W un voisinage de ce point, inclus dans V et assez petit



pour qu'on ait pu y prolonger m. L'application m e m' = ,
définie sur m'W , y est affine donc se prolonge & R" entier,
ce qui permet d'étendre m & V., Ainsi m se définit sur X entier
par simple connexité et est un isomorphisme local de X et de
1'ouvert m(X) .

Inversement, un espace étalé au-dessus d'un ouvert de R
se munit facilement d'une connexion plate;

I1 résulte en particulier de cette proposition que toute
variédté localement plate connexe est a base dénombrable (par

le théoreme de Poincaré-Volterra).

Proposition 2 :

Si les formes affines séparent les points sur une variété

localement plate connexe X de dimension n, elle est isomorphe

< n
a un ouvert de R .

Soit p : X - X le revBtement universel de X, 1 = X -0
un étalement de X au-dessus d'un ouvert (O de Rn . D01t ® une
forme affine sur %, et U un ouvert de i restreint auquel m soit
un isomorphisme, L'application mﬁl est une forme affine sur
1'ouvert m(U) de R%

n . = : .
sur R~ entier, Ona o = Yy sur U, donc sur X entier, c'est-

, elle se prolonge en une forme affine V¥

a-dire que toute forme affine sur X se factorise par M

Soient maintenant x et y dans i, et supposons que TX = 1Y,
Quelle que solt o dans AfF(X,R) , 'mp est une forme affine
sur X prenant la méme valeur en X et y. Les formes affines sépa~
rant les points sur X, px = py . Ceci permet de définir un
étalement q : ﬁ - X tel que p = qgm ., On va montrer que g est
injectif.,

En effet, supposons qu'on ait deux points distincts x et y
dans Q tels que gx = gy . Quelle que soit ¢ dans Aff(X,R) ,
la forme affine og sur Q est constante sur D, intersection de
Q) et de la droite de R joignant x et y. Par suite ¢ est
constante sur q(D) , qui se réduit a un point. Ceci implique

que le rang de q est inférieur a n, d’'ou une contradiction,



Définition 1 :

Une variété localement plate est dite positivement sépa-

rable si les formes affines positives y séparent les points,

Proposition 5 :

Une variété localement plate connexe est positivement

séparable si et seulement si elle est isomorphe a un ouvert

de Rn d'enveloppe convexe saillante (ie; ne contenant pas

de droite entiére),

Une telle variété est isomorphe a un ouvert Q de R,

Considérons les différentielles des formes affines positives
sur Q : si elles annulaient toutes un méme vecteur u # 0 ,
on ne pourrait séparer les points a et a + u , SUPPOSES
dans Q. On peut donc trouver n formes affines o, indépen-

dantes telles que ( soit contenu dans le cOne convexe saillant

{x ¢ R® | mi(x) >0 pour 1 =1 <n}.

Proposition 4 :

Soit Q un ouvert de R™ positivement séparable, x et ¥

deux de ses points,

1) La famille des rombres ﬂog%[,g‘gcp déerit 1'ensemble

des formes affines positives sur Q, est bornée et atteint son

maximum ; si on appelle CQ(Xy) ce maXimum,

2) Cnﬁxy) est une distance sur Q, définissant la ftopo-

logie usuelle,

Si Q' est un autre ouvert borné séparable dans un

3)
RP , et F: Q-0 une applicabion affine,
CQ' (Fx, FY) < CQ(X:y>

en particulier C est invariante par automorphisme.

Q

4)  La distance C, est compléte si et seulement si

1'ouvert () est convexe. La distance CQ est appelée distance

de Carathéodory sur Q.



L -

Commengons par observer qu'une forme affine positive sur Q
1'est encore sur 1l'enveloppe convexe 6; S0it Hcp 1 'hyperplan
des zéros de @ et ¢ son intersection avec la droite xy, rejetée
a 1'infini éventuellement : %? = %% . Le point ¢ est extérieur
a Q donc au segment Xy ; par suite si a et b désignent les
intersections de la droite xy et de aﬁ (L'un au plus étant

rejeté a 1'infini), "
ox ax bx
|log cpyl < sup (Ilog ay|,|log byl>

majorant qui est atteint par un hyperplan d'appui a Q en a
ou b, Ceci établit le 1), Il est immédiat que C. est une

Q
distance et qu'elle a la propriété du 3) ; en outre
Cq = Calo -
Montrons que CQ est continue : il suffit de voir que

si x tend vers a € Q , CQ(X,a) -0 , On équipe R™  d'une
métrique euclidienne telle que la boule unité U centrée en
a solt contenue dans Q. Alors

CQ(X,a) < CU(X,a)

et on voit facilement que cette derniére quantité tend vers 0.
Supposons maintenant Q convexe, On vérifie alors que sl X
tend vers 1'infini, CQ(x,a) - o , ce qui montre que les
boules
Bla,r) = {x € Q | Cqlx,a) < r) (r =2 0)
sont bornées ; et que CQ(X,a) - ® 51 X tend vers un point du
bord, ce qui montre qu'elles sont fermées dans Rn , donc

compactes, Par suite C. est compléete et elle définit la

0
topologie usuelle : cette derniére propriété reste valable pour

tout ouvert d'enveloppe convexe Q ce qui achéve la démonstra-
tion du 2).

T1 reste a voir que C n'est pas complete si Q n'est pas

Q A
convexe, Dans ce cas, en effet, on prend un point b € Q N 3Q

et une suite X, € 0 tendant vers b, Par continuité, Ca(xn,b)

tend vers 0 et x = est de Cauchy pour Cg . Or CﬁlQ donc

Q



_5..

X, est une suite de Cauchy pour CQ qui diverge dans Q,
c.q.f.d.
Dans le cas particulier ou Q = RT , la demi-droite

positive,

‘ X
CR+(X,y) = |log gl

et si Q est un intervalle ouvert borné Ja,b[ de R,

X - a X -D '
y - al’llog y - b|> °

C1a,p[ (%s¥) = sup ([1log

Corollaire :

Soit Q un ouvert positivement séparable de R" , et G

un groupe d'automorphismes affines de Q. Si 1'espace des

orbites G\Q est quasi-compact, Q est convexe.

D'aprés la proposition précédente, il suffit de voir
que CQ est cohpléte. Soit donc X, une suite de Cauchy
dans ., Par hypothese, il existe un compact K de Q tel que
GK = Q ; on peut en outre trouver un nombre réel positif 8
tel que

L={xen]|cyxK) = s}
constitue un voisinage compact de K inclus dans (., Soit
alors g € G tel que gx, € K ; comme la suite X, est de
Cauchy, il est permis de supposer CQ(Xn,Xm) < 8 quels que
soient n et m, auquel cas la suite gx, est une suite de
poeints de L. Elle converge donc vers un point ¢ de L, et
x ~ tend vers élc €Q.

La distance de Carathéodory sur un ouvert Q positive-
ment séparable de R" posseéde entre autres la propriété
suivante :

(H) Si £ € Aff(]0,1(,Q)
CQ(fs,ft) < cjo’l[(s,t)

quels que soient s et t dans ]0,1{ .

La généralisation suivante sera utile dans la suite :



Définition 2 :

Soit X une variété localement plate; Une distance hyper-

bolique d sur X est une distance complete sur X telle que si
£ € Afr(Jo,1[X) ,

d(fs,ft) < C]o 1[(s,t)

quels que soient s et t dans ]0,1[ .

Tous les inftervalles bornés de R étant isomorphes, on
peut remplacer ]0,1[ par n'importe lequel d'entre eux ; et
la majoration sur les géodésiques implique comme pour la dis-
tance de Carathéodory la continuité de d, Une distance hyper-
bolique, étant continue et complete (au sens que toute d-suite
de Cauchy converge dans la topologie de la variété), définit

la topologie de.X;



Théoréme :

Soit Y une variété localement plate de dimeﬁsion n,

connexe. Les trois bonditions suivantes sont équivalentes

1) Y est hyperbolique.

2) Y admet comme revEtement universel un ouvert con-

vexe saillant de Rn ;

%) I1 existe une distance hyperbolique sur Y.

Ce théoréme va résulter des propositions qui suivent :

Proposition 2 :

Soit I un intervalle ouvert borné de R, et Y une variété

localement plate connexe de dimension n, telle que 1'appli-

cation canonique

APP(I,Y) x I - Y x1I
soit propre. Le revétement universel Y de Y est alors iso-

R . n
morphe a un ouvert convexe saillant de R~ .

(Tous les intervalles ouverts bornés de R étant isomorphes

1'intervalle I est en fait quelconque).

On va commencer par établir que deux points quelconques
de Y peuvent €tre joints par une géodésique., Solent a et b

dans Y : 11 existe une suite

dont deux points consécutifs puissent €tre Jjoints par une
géodésique, Si 1'on montre, sans hypothése supplémentaire,

que a et an peuvent 8tre joints, en itérant la démonstration
on montrera que a et b peuvent 1'8tre., On est finalement
ramené au lemme suivant : on a trois points a, b, ¢ dans Y,

a et b sont joints par une géodésique ab, b et ¢ par une géodé-
sique be, et il s'agit de trouver une géodésique joignant

a et ¢,






CHAPITRE II

HYPERBOLICITE

Définition :

La variété localement plate Y est dite hyperbolique si,

quelle gque soit la variété localement plate connexe X, 1'appli-
cation canonique

AfF(X,Y) x X =Y x X
(f,x) = (fx,x)
est propre.

I1 revient au meme de dire que si K et L sont;deux compacts
inclus dans X et Y respectivement, 1'ensemble
{f e AFF(X,Y) | fK NL # ¢}
est compact, (La condition de connexité sur X est évidemment
essentielle),

Proposition 1 :

" Les produits et les sommes de variétés localement plates

hyperboliques sont hyperboliques. Une variété localement plate

est hyperboligue si et seulement si toutes ses composantes

connexes le sont.

Montrons par exemple la premiere assertion : soit (Yi)
une famille de variétés localement plates, finie pour qu'on
puisse considérer le produit Y = HYi . 81X est une autre
variété localement plate, connexe, Aff(X,Y) est isomorphe

a I Aff(X,Yi) et chaque application
ATT(X, Y, ) x X = ¥, X X

étant propre, leur produilt est propre. De m€me, si (Yi) est
une famille quelconque, Aff(X,ZYi) est isomorphe a I Aff(X,XQ
4 cause de la connexité de X, et on conclut par des ralsonnements

analogues,
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Soit, dans R° , S le segment [(£,0) | 0 <t <1} et §'
le segment {(1,t) | 0 st <1} . L'existence des géodésiques
ab et bc permet de définir une application affine F d'un voisi-
nage V. de S U S' dans Y, qui envoie la géodésique S sur la
géodésique ab, et S' sur be (la définition de F au voisinage de
(1,0) (envoyé sur b) est facile, et on la prolonge & un voisi-
hage de S (reSp; S') en transportant parallellement le long de
ba (resp., bc) un vecteur assez petit tangent en b a be (resp,
ba)). , .

Soit E 1'ensemble des points u de [0,1] tels que F se
prolonge & un voisinage de 1'ensemble

Au =3' U {(x,y) € R2 | 0sx =1, 0=y < ux}

E est un intervalle ouvert et non vide. Soit T sa borne supé-
rieure : on va voir que T est dans E, ce qui établira que
T =1 , et qu'on peut joindre a & ¢ par la géodésique de Y
image par F du segment de R° joignant (0,0) & (1,1) .
Soit
- £, (t) = F(t,ut) (WeEE, 0=t <1) ,
C'est uregéodésique paramétrée par [0,1] , joignant a &
F((1,u)) . Il existe un réel positif a tels que les points
(t,ut) restent dans V pour u dans [0,1] et |t| <a ou
|1 - t] <o . Toutes les géodésiques f, Se prolongent &
l'intervalle J-a,1+a[ = I . En vertu de 1'hypothése faite
sur Y, 1'ensemble

{f € AFf(I,Y). | £(0) = a, (1) € be}
est compact., Les géodésiques f, forment un ensemble rela-
tivement compact, et on peut trouver une suite u, tendant

vers T telle que les fu convergent vers une application g
. . n
de Aff(I,Y) . En fait, pour t fixé dans [0,1] , £ (t)

décrit une géodésique paramétrée par [0,7[ et on voit que

la convergence de fu (t) implique la convergence de fu(t)
el

vers g(t) ~quand u tend vers T ; ceci uniformément sur tout

compact, Il s'ensuit que fu tend vers g quand u tend vers T,



o

L'image du triangle

[(x,y) €R2 | 0<x<1, 0<y < 7x]

est une variété totalement géodésique admettant la géodésique
g comme morceau du bord (les autres morceaux étant ab et bc);
I1 est maintenant facile de prolonger F & un voisinage de AT
“

A =8"U {(x,y) €R 0sx<1, 0sy < 1x}

ce qul achéve la démonstration,

Soit p : Y » Y le rev8tement universel de Y. Soient a,
b, ¢ trois points de Y, a et b étant joints par une géodésique
ab, b,et ¢ par une géodésique bec, Dans Y, pla) et p(b)
sont joints par la géodésique p(ab) , p(b) et pl(c) par
p(bc) ; la démonstration faite en (A) a permis de construire
une famille f (0 <u s 1) de géodésiques joignant p(a)
au point de parametre u sur p{(bc) : en relevant ces géodé-
siques, on obtiendra une géodésique dans Y joignant a & c.

Tl s'ensuit comme en (A) que deux points de ? peuvent &tre
joints par une géodésique,

Soit alors 1 : Y » 0 un étalement de Y au-dessus d'un
ouvert 0 de R" . Supposons qu'on ailt deux points distincts
a et b de Y projetés par m sur le méme point c¢ de Q. Soit «
une géodésique Joignant a a b paramétrée par [0,1] ; ma est
une géodésique de Q C Rn , non constante, et passant deux
fols par ¢ ce qul est absurde. Il s'ensuit que m est un iso-
morphisme de Y et Q. En outre deux points quelconques de (
peuvent €tre Jjoints par une géodésique, ce qui montre que Q

est convexe,

Reste a montrer que Q est salllant, Soit D 1'ensemble

{£ e Arr(]-1,+1[,Y) | £(0) = a}
oll a est un point de Y., L'application

v : D — TaY

ar
£t a{(@)
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est continue : en éffét, si fo €D, solit U un_ouvert de coor-
données affines contenant a, ou 1'application exponentielle
centrée en a soit bijective, et & un réel positif tel que
fo[o,6] reste inclus dans U, Pour f assez voisine de fO .dans
D, f[0,8] reste inclus dans U, et

exp Ov(f) = exp 6%%(0) = £(8)

ce qui montre la continuité de v,

Supposons alors que ( contienne une droite entidre., On en
déduit une application f non constante de R dans Y, Les appli-
cations f_ de Aff(]-1,+1[,Y) (r réel) définies par

fr(t) = f(rt)

sont dans D, qul est compact en vertu de l‘hypothése»sur Y.

Les fr doivent former un ensemble relativement compact, Or

v(r,) = rS2(0) # 0

ensemble non borné de vecteurs : de la une contradiction.

Proposiftion 3 :

. ' : n
Solt Q un ouvert convexe saillant dans R~ , et T un sous-

groupe discret du groupe des automorphismes de Q, opérant libre-

ment et proprement sur (). Il existe une distance hyperbolique

sur la variété T\Q .

Sur T\Q , on définit la fonction d : T\Q - [0,+<[

d(Ix,Ty) = inf C,(x,vy) (x, y €T)
y €T
Comme C. est invariante par T, d est symétrique, Si

Q
d(rx,Ty) = 0 , on a une suite Y, € ' telle que CQ(X,yny)

tende vers 0, donc que Yo tende vers x ;3 d'ou x € Iy et
I'x =Ty . Enfin

d(Ix,Ty) = Cux,vy) < Co(x,v'2) + Co(y'z,vy)
quels que solent vy et y', ce qui permet au deuxiéme membre
d'approcher d(Ix,Tz) + d(I'z,Ty) et de démontrer 1'inégalité
du triangle. '
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D'autre part, soit I un intervalle de R et F : I - T\Q .

L'application I posséde un relévement F ¢ T - O ; et si

o A o h
yc;), C & I

d{Fs,Ft) < CO(FS,Ft) < C.(s,t)

I(
ce qui établit la propriété (H) pour la distance d (donc sa
continuité).

Pour établir la complétude de d, on va montrer que les
boules fermées sont compactes, On sait déja gqu'elles sont

fermées : et elles sont contenues dans les compacts JK , ou

K={x¢0] c,lx,a) < 2r]

ce qui termine la démonstration.

Lemme

Soient X et Y deux variétés localement plates, d une

distance hyperboligue sur Y. Tout point a de X admet un

voisinage U(a,e¢) dont 1'image par toute application de

Aff(X,Y) a un diamétre inférieur & ¢ dans la distance d,

En effet, soit U un ouvert de coordonnées contenant a ;
on 1'équipe avec une quelconque métrique euclidienne, la
boule unité B étant contenue dans U, Sur B, la topologie est

définie par C la distance de Carathéodory., Soit x, ¥y

B 2
dans B et f dans Aff(X,Y) . La géodésique o joignant x a y
(supposés distincts) recoupe 3B en z et z' ; et si on la
parametre de fagon que z et z' aient les paramétres 0 et 1,

X et y correspondent aux parametres s et t, et

CB(XJy) = C]O,l[(s’t) °

Par suite,
a(fx,fy) = d(fas,fat) < Cqg [ (8, %) = Cx(x,y)

et il suffit de prendre pour U(a,e) 1la boule de centre a

et de rayon €/2 .
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Proposition k :

Soient X et Y deux variétés localement plates, la pre-
miere connexe, la deuxiéme munie d'une distance hyperbolique d.
L'application canonique de Aff(X,Y) x X dans Y x X est

propre,

Soient K et L deux compacts de X et Y respectivement,
T1 s'agit de montrer la compacité de 1'ensemble C

= {f € APL(X,Y) | FK N L # ¢

Soit e un réel positif tel que

={y ey | d(y,L) = ¢}
Solt compact, Il existe un recouvrement fini de K par des
ouverts ’Ui relativement compacts dont les images par toute
application affine aient un diametre inférieur & ¢, Si f € C,
11 existe un point x de K tel que f(x) €L ; le point X appar-
tient & un des -Ui , dont 1'image de 1'adhérence fﬁ; cbupe
L et est inclus dans L', Il s'ensuit que

Ccc' =U{f e Aff(X,Y) | fU c L'}

et comme C est visiblement fermé, il suffit de montrer la com-
pacité de chaque terme de la réunion. En dlautres termes, on
est ramené & montrer la compacité de

= {f € AP (X,Y) | fK < L]

Soit done U un ultrafiltre sur D, Si F € 1 et x € X ,

on notera
F(x) = {fx | £ € F)

ux) = {F(x) | Feul .
Quel que soit x dans X, WU(xX) est une base d'ultrafiltre

sur Y, Soit O 1'ensemble des points x tels que U(x) soit
convergent, Pour x dans K, UW(x) est une base d'ultrafiltre
sur L, donc converge, ce qui montre que Q n'est pas vide,
Soit a € Q : on va montrer qu'un voisinage de a est contenu

dans Q, ce qul montrera par connexité que Q = X ,
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1°) Quel que soit € > 0, il existe a' dans Q tel que
a' € Ula,e) . La base de filtre W(a') converge vers un point
b de ¥ ; 11 existe donc une partie F de U telle que
Fla') € B(b,e) boule de centre b et de rayon e, Par suite,
Fla) < B(b,2¢) ce qui, € étant arbitraire, montre que (a)
est une base de filtre de Cauchy., Il converge donc vers un
point ¢ de Y,

2°) Soit m > 0 tel que la boule Efgjﬁj solit compacte,
et F €U tel que Fla) € B(e,n/2) . S1 x € Ula,n/2) , F(x)
est contenue dans B(c,N) et donc la base de filtre U(x)
converge, Ainsi U(a,n/2) c Q et =X,

On voit en outre que la convergence est uniforme dans un
voisinage de tout point'de X, ce qui montre que U converge
dans la topologie des compacts ouverts, c.,q.f.d. |

Démonstration du théoréme :

Par la Proposition 2 (avec X = I), le 1°/ implique le
2°/ ; par la Proposition 3, le 2°/ implique le 3*/, car, le
groupe discret I' des automorphismes du rev€tement opére libre-
ment et proprement ; enfin la Proposition 4 raméne du 3*/ au
1°/. |

' On sait d'autre part [2] que les variétés localement plates

hyperboliques sont caractérisées par 1'existence d'une 1-forme
différentielle fermée g dont la différentielle covariante Dag

soit définie positive,
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CHAPITRE III

ESPACES DE MORPHISMES

Pour étudier 1'espace des applications affines entre deux
varidtés localement plates, on a besoin du lemme technique

sulivant :

Lemme :
Solent X et ¥ deux variétés localement plates, la premiere

connexe, de dimensions respectives m et n. Solent U et V deux

ouverts de coordonnées affines sur X et ¥, et
h:U=-UcRg

¥ :V -8 cRrY

les cartes locales affines ; on suppose en outre que U est

compact et que h se prolonge & un voisinage de U. Soit

0= {f € AFF(X,Y) | fU c V)
et ¢ : - Arf(R™,RY)
f4m kfh T,
Alors ¢ réalise un homéomorphisme de 1'ouvert Q sur 1'image

c(Q)

1°) Par connexité de X, c est injective.

2°) Elle est continue. En effet si 815855 00ssB g sont

m+ 1 points de U tels que les h(ai) soient indépendants

dans 1'espace affine Rm , les ouverts

6r = {n e arr(®",R™) | n(fa,)) < v}
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oll W est un ouvert de R , forment une base de la topologie
de Arr(R™,R") , et

—1( i

¢ " (Gy) = {f € Q| f({aj}) k—l(Wﬂ%)} .

3°) Reste & vérifier qu'elle est ouverte, Une base
d'ouverts de Aff(X,Y) est formée par les intersections finies
d'ouverts |

T, V') = {g € Arr(X,Y) | g : U -~ V')

ot U' et V' sont des ouverts de coordonnées sur X et Y, U' étant
compact et les coordonnées sur U' se prolongeant & un voisinage
de U'. Il suffit de hontrer que c(®(T',V') N Q) est ouvert
dans c¢(Q) . Soit g €9(U',Vv') N Q : on va voir que si f € Q
et si c¢(f) est assez voisin de c(g) , f appartient &
o(U',v') .

Pour cela soit U = UpsUgseeesU = U' une chafne d'ouverts

d rdonnées sur ., coupan .
e Ccoo nnee ur X, Ul upant Ul+1 s

inclus dans un ouvert de coordonnées Vi sur Y ; on peut pren-

Ui compact et gUi

7 7! s . — m

dre JO =V, Vn =V . §01ent hi : Ui ui C.R et
ki : Vi - %i c B" les coordonnées locales ; on suppose aussi
que hi se prolonge a un voisinage de ﬁ; . Les changements

~1 -1
de cartes hi+1 hi s ki+l ki se prqlongent en des automor-
phismes de R et R respectivement, Soit

_1.__)
¢;(g) = kyghy™ : Uy~ By
6., ¢ ACT(RT,R") - Aff(R",R")
‘ -1 -1
F w—eklko F hoho

Si c(f) est assez proche de c(g) , @Olc(f) est proche de
@Olc(g) = Cl(g) dans Aff(Rm,Rn) . Or cl(g) envoie U, dans

%1 , donc aussi @Olc(f) , ce qul montre que f envoie U1 dans
Vl . De proche en proche, on peut obtenir que f envole ﬁ;
dans ‘Vi pour tout 1, et pour 1 =n , on exprime que f est

dans 9O(U', V') , c.q.f.d.



Théoréme 1 :

Soient X et Y deux variétés localement plates. Si X est

compacte, 1l existe sur Aff(X,Y) une unique structure de

variété localement plate rendant 1'application naturelle de

Aff(X,Y) x X dans Y affine en chacune des variables,

Les composantes connexes de X étant en nombre fini, soit
X1’°°”Xr' et 1l'espace Aff(X,Y) étant isomorphe &

T Aff(Xi,Y) , on peut supposer X connexe,

On commence par construire un voisinage ouvert D de la
diagonale dans X x Y ayant la propriété suivante : si
(y,v') €D, y et y' peuvent 8tre joints par un unique arc
de géodésique y, (0=t =<1, yy=vy, vy, =7), (v,
restant dans D pour tout t € [0 1] .

I1 suffit pour cela de construlre un premier recouvrement
de Y par des ouverts Wk géodésiquement convexes ; puis un
deuxieme recouvrement par des ouverts Vj géodésiquement
convexes dont les réunions deux & deux, quand ils se coupent,
soient contenues dans des ouverts du premier recouvrement.
L'ouvert D est alors 1'ensemble des couples (x,y) ouX et y
sont deux points de Y appartenant a un m€me Vj . Les V.,

J
sont alors des ouverts de coordonnées,

Soit F un élément de Aff(X,Y) . Il existe un recouvremcit
fini de X par des ouverts de coordonnées Ui , tel que chaque
compact F(ﬁi) soit contenu dans un ouvert Vj , qu'on notera
j(i) . On peut en outre:supposer_gpe les coordonnées sur Ui
se prolongent a un voisinage de Ui . Considérons alors le
voisinage ouvert Q de F défini par

Q= {f € AFf(X,Y) | pour tout i, £(U,) vj(i)} .

Solent f et g dans Q. Quel qué soit x dans X, X appartient
é un ouvert Ui , donc fx et gx appartiennent & Vj(i) , Cc'est-
ad-dire que le couple (fx,gx) est dans D, On peut alors définir
pour O = t < 1 les applications ft : X - Y envoyant x au
point de paramétre t sur la géodésique Joignant fx a gx. En

coordonnées locales, on volt que les ft sont affines, et il
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est clair qu'elles appartiennent a Q. Toute structure locale-
ment plate sur = Aff(X,Y) rendant affine en chague variable

‘1'application naturelle Aff(X,Y) x X »~ Y admettra les arcs

t - f_ comme géodésiques, ce qui établit 1'unicité d'une
telle structure,

De plus, pour tout x € X , la géodésique joignant fx
a gx dans Y et paramétrée par [0,1] se laisse prolonger &
un voisinage ouvert de [0,1] ; et comme X est compact, ceci
peut se faire uniformément en x, Par sulte 1'application
T = ft Se prolonge & un intervalle ouvert I contenant
(0,17 . |

Toute application de Q envoyant ﬁl dans Vj(l) , on
définit 1'application
¢ : 0 - Are(R™,RY)
associant a f € 0 son expression dans les cartes de domaines

Uli et Vi) . D'aprés le lemme, Q et c(Q) sont homéomorphes.
Soient f et g dans Q et £, 1'application définie en (B)
C(ft> est 1'application affine de R" dans R" qui envoie

x € R au barycentre de c¢(f)x et c(g)x affectés des masses
t et 1 -t , c'est-a-dire le barycentre de c(f) et c(g)
dans la structure plate naturelle sur Aff(Rm,Rn) . Par suite,
c¢(Q) est convexe, et du fait que ft est définie sur un
voisinage de [0,1] , c(Q) est ouvert dans la sous-variété
affine de Aff(R™,R") qu'il engendre. L'application ¢ réalise
donc un homéomorphisme de Q sur un ouvert convexe d'un espace

affine RY |

A chaque application F de Aff(X,Y) peut ainsi s'associer

de F, et un homéomorphisme Cp de QF

d'un espace RP , avec les propriétés

un volsinage ouvert QF

SUr un ouverft convexe UF

suivantes :
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1°) Si f et g appartiennent & 0 et x &4 X, le couple

F 3
(fx,gx) appartient & D ce qui définit pour 0 <t s 1 1les
applications ft envoyant x € X au point de parametre ¢t
sur la géodésique joignant fx & gx ;

2°) CF(
affectés des masses t et 1 - ¢t .

ft> est le barycentre de c_(f) et ¢

pl F(g)

Considérons les changements de cartes de cet atlas !

sl F et G sont telles que et (., se coupent,

B G
. 1 1 .
solient UF et UG les ouverts images d? QF N QG dans UF et
UG respectivement, La bijection CFCG' conserve les bary-

centres de deux points : elle est affine,

Ainsi 1'atlas est affine ; 1'application naturelle de
Aff(X,Y) x X dans Y est manifestement affine en chacune des
variables ; et la structure ainsi définie est la seule a

remplir cette condition, d'apres (B).

Théoréme 2 :

Soient X et Y deux variétés localement plates, la

premiére compacte, la deuxiéme hyperbolique, Muni de sa

structure localement plate canonique, Aff(X,Y) est une

variété hyperbolique,

On peut supposer X connexe (cf, la remarque au début
de la démonstration du théoréme 1, et II, Prop. 1). Dans ce
cas, Aff(X,Y) est la somme des espaces Aff(X,Yi) , ol
les Yi sont les composantes connexes de Y ; et toujours par
la Prop. 1 du chapitre II, on est ramené au cas oU X et Y sont
connexes, ‘

Soit alors d une distance hyperbolique sur Y, et £ et g
dans Aff(X,Y) . On pose

D(f,g) = sup d(fx,gx) .
X €X

On vérifie aussit8t que D est une distance, et qu'elle est

compléte, Enfin soilt g une application de 1'intervalle ouvert
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borné I dans Aff(X,Y) . Si x est dans X, 1l'application
t - alt)x (t €1)
est affine de I dans X ; donc si s et t sont dans I,
dle(t)x,a(s s CI(s,t)
d'ol en passant a la borne supérieure,
D(a(t),als)) = cp(s,t) .

La distance D est hyperbolique et Aff(X,Y) est hyperbolique
d'apres le théoréme du chapitre II.
Dans la suite, pour tout point x dans X, on notera Tx
1'application
T AFE(X,Y) - Y
fow £(x)

Théoréme :

Solent X et Y -deux variétés localement plates, la premiére

compacte et connexe, la deuxieme hyperbolique ; et a un point

de X, b un point de Y, Il n'y a qu'un nombre fini d'applications

affines de X dans Y envoyant a sur b,

Puisque X est compact, on munit l'eépace Aff(X,Y) de sa
structure canonique de variété localement plate ; et soit C
1'ensemble des f € Aff(X,Y) telles que fa = b :

C={f € ACf(X,Y) | 7,0 = b} .

L'application affine T, @ un rang localement constant, et C
est une sous-variété plate de Aff(X,Y) . Cette sous-variété
est compacte en vertu de 1'hyperbolicité de Y, elle n'a donc
qu 'un nombre fini de composantes connexes Ci . Il suffit de
constater que celles-ci sont réduites & un point,

Solt alors u un vecteur de TaX , espace tangent en a a X,

et p l'application de C, dans T, Y qui a f € Ci associle

) b
f'u . Cette application est affine, comme on le voit par exemple
en coordonnées locales, donc constante, Ci étant cempacte et

connexe. Toutes les applications de C, ont méme différentielle

en a et X est connexe : C, se réduit a un point.,
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I1 résulte en particulier du théoréme que si Y est une
variété localement plate compacte connexe et hyperbolique,
et Aut(Y) son groupe d'automorphismes, le sous-groupe de’

- stabilité de chaque point est fini.

Théoréme 4 : (cf.[3])

Soient X et Y deux variétés localement plates, la pre-

miére compacte et connexe, la deuxiéme ayant un revB@tement

universel Y positivement séparable,
Deux applications f et g de Aff(X,Y) cofncident si

(et seulement si) elles cofncident en un point c de X, et

définissent le méme homomorphisme des groupes fondamentaux

ni(c,X) et wl(c’,Y) , en appelant c¢' le point fc = ge ,

Démonstration :

On va noter p : X - X et qg: Y ~Y les revBtements
universels de X et Y, T et T'' leurs groupes d'automorphismes,
L'application fp : X >V sereléeveen F : X -7 , et

gpen G : X - Y . Le point a étant fixé une fois pour toutes
dans la fibre de ¢, on peut supposer que Fa = Ga

o

1°) On va montrer d'abord que F et ¢ cofncident sur la
fibre Ta. Solt en effet v dans T et @ une courbe joignant a
et Ya dans X, La courbe pa est un lacet dans X d'origine c.
Les lacets fpa et gpa sont homotopes dans Y, et en les rele-
vant a partir de Fa = Ga dans Y, on aboutit respectivement
& F(ya) et G(ya) dans la fibre de ¢', Il s'ensuit que
F(ya) = G(ya) , c.q.f.d.

2°) On a donc un homomorphisme y b ? de I' - T' ¢tel
que F(ya) = YF(a) . La condition fp = gqF implique que
F(yx) = YF(x) sur un voisinage de a donc, par le principe du

prolongement analytique (et la connexité de X) partout, Combi-

nant avec le 1°) on voit que quel que soit x dans X, et y dans T’

F(yx) = YP(x) et G(yx) = Y& (x)



3°) Considérons & présent la fonction & : X - [0, +e[
définié par

6(x) = C~(Fx,Gx)

Y ,
Cette fonction est continue, et I'-périodique, Comme X = T\i
est compact, elle atteint son maximum : solit b € X un tel

point, {Fb
765

ol § décrit 1'ensemble des formes affines positives sur VY

e

6(b) = C;(Fb,0b) = sup |10g
v

Cette borne supérieure est atteinte (I., prop. 3, 1°) par une
forme ¢ : pour fixer les idées, oFb 2 oGb . Quel que soit x

dans X, on a les inégalités

(1) log %g% < |log %g%] < 6(x) < 6(b) = log %g%

en d'autres termes la fonction log %g% attéint son maximum
en b ; il est de m€me de la fonction %g% . Or par restriction
de cette fonction a un segment de drolte contenant b (ie, un
arc de géodésique), on obtient une fonction homographique
réelle, qui ne peut atteindre son maximum que si elle est
constante, Il en résulte que %g% est elle-méme constante et
en reportant dans (1) que 6&(x) = 6(b) .

Ainsi la fonction & est constante ; comme elle est nulle
en a, on conclut que Fx = Gx , quel que solt x dans i, et par

projection que f =g ; c.q.f.d.

Corollaire

Soit X et Y deux variétés localement plates, X compacte

connexe, Y compacte et hyperbolique, Les applications affines

de X dans Y définissent sur X un nombre fini de relations

d'équivalence,

Puisque X et Y sont compactes, Aff(X,Y) est une variété
localement plate compacte. On va montrer que les applications
d'une méme composante connexe de Aff(X,Y) définissent la
meme relation d'équivalence ; ce qui entrafnera le théoreme

puisque ces composantes connexes sont en nombre fini,
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Soit donc f € Aff(X,Y) et Af sa composante

connexe ; soit x et x' dans X tels que fx = fx' : il faut
montrer que si. g € A, , gx = gx' . Considérons les appli-
cations Ty et Ty de Af dans Y : ces deux applications
Eont affines, elles coIncident en £, Af est compact connexe,
Y positivement séparable ; elles seront donc égales, et

gx = gx' , si 1'on vérifie que les homomorphismes

* * N N : — - 1 .
(PR ST nl(f,Af) nl(y,Y) (y fx = fx )

sont égaux, Or X est connexe : soit X, (0=sus=<1) un
chemin Joignant x et x' ; 1l'application u # Tx(u) donne
une homotopie des applications 7 et Tyt » CE qui acheve

X
la démonstration.

Proposition :

Soit X une variété localement plate, connexe, compacte,

hyperbolique, Toute surjection affine de X sur élle-m@me est

un automorphisme,

Le rev@tement universel de X est un ouvert convexe
saillant Q de Rn ; soit F un relévement de la surjection
f € AFF(X,Y) : F € AfFf(Q,Q) et

ColFx,Fy) < Cplx,¥)

quels qué soient x et y dans Q, En appelant d la distance
hyperbolique naturelle sur X (cf. II, prop. 3),
d(fx,fy) < d(x,y)

quels que solent x et y dans X : la surjection est contrac-
tante., On va voir que c'est une isométrie, ce qui établira
la proposition, 4 _

Solent done x et y dans X et X, s ¥y deux suites de
points telles que '

fXpq = Xn" fYppr = 9n -

Pour une suite d'entiers (v) convenable, Xv et vy, conver-

gent, vers deux points a et b respectivement., Solt § un
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nombre réel positif inférieur & d(x,y)/100 , U et V les
boules centrées en a et b de rayon 6, Il existe deux
entiers et v, W >v , tels que XH et Xv solent
dans U, yu et yv dans V, On a alors
My = x et fMx = M7V
M Vv
par suite '
alx, ¥ Vx) s 26 , dly,t*Vy) < 28
et |
d(fg—vx,f“—vy) 2 d(x,y) - 46
Or 4 -v21:
| a(eVx, M 7Vy) < a(ex, £y)
En combinant,
d(x,y) - 486 < d(rx,fy) < d(x,y)
et & étant arbitrairement petit, ceci prouve que f est
une isométrie, (Cette démonstration est dfle & J.C. DUTIGNY),



CHAPITRE IV

GROUPES D 'AUTOMORPHISMES

Définition 1 :

Un champ de vecteurs A sur une variété différentiable X

munie d'une connexion affine D est dit affine si les groupes

locaux obtenus par intégration du champ conservent la conne-

Xion,
Cette condition peut s'exprimer par la relation :
[A,DBC] = D[A,B]C + DB[A,C]

quels que soient les champs B et C sur X, Dans le cas ol la
connexion est sans courbure ni torsion, c'est-a-dire si la
s , , n
variéteé est localement plate, on voilt que si xl,..e,x sont
des coordonnées locales affines, et si
i,.1
A = E:Al(x ,o.o,xn) 9

axl

. i . n

les fonctions A sont des formes affines en xl,,,.,x .
Les difféomorphismes conservant la connexion formant un

pseudo-groupe, les champs affines forment une algebre de Lie,

qui sera désormais notée a(X) ,

Proposition 1 :

Soit X une variété localement plate. Il existe sur o(X)

un produit bilinéaire associatif dont le commutateur est le

crochet de Lie,

En effet si A et B appartiennent & a(X) , le produit

AB = DAB

est & valeurs dans o(X) , comme on le vérifie aisément, par
exemple en utilisant des coordonnées affines ; et il a pour
commutateur le crochet de Lie puisque la torsion est nulle,
D'autre part,



B,C) = 0)

(AB)C = DDABC = DDyB + [DAB,C] (T(DA
= DDyB - DEC,A]B - DA[C,B] (C affine)
= DyD.B - DA[C,B] (R(A,C) = O)
= DyDoB - DyDsB + Dy DiC (T(C,B) = 0)
= A(BC)

ce produit est associatif ; ce qui pourrait aussi facilement

se vérifier avec des expressions en coordonnées affines.

Définition 2 :

Une connexion plate sur une algebre de Lie est un pro-

duit bilinéaire et associatif dont le commutateur soit le

crochet,

Remarque 1 :

De tels produits, & supposer gu'il en existe, ne sont
pas forcément uniques, comme le montrent les algebres

abéliennes,

Remarque 2 :

Sur une algebre de Lie semi-simple, il n'y a pas de
connexion plate, En effet soit A une algebre associative
unitaire ou 1'algébre de Lie semi-simple g soit plongée
comme 1déal bilatere (associatif) de codimension 1, Le radical
associatif R de A est nilpotent, donc contenu dans g, ou il
constitue un idéal de Lie nilpotent, donc nul. Par suite
A est semi-simple, et 1'idéal g est une algebre associa-

tive unitaire : ceci contredit 1'absence de centre.

Définition 3 :

Un groupe localement plat est un groupe de Lie muni

d'une connexion plate invariante & gauche et a droite,

Par exemple, R%  avec 1'addition, R+ avec la multi-
plication, leurs quotients par des sous-groupes discrets,
¢L(n,R) , et en général, les éléments inversibles de toute

algebre associative unitaire de dimension finie sur R,
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Un groupe localement plat sera dit hyperbolique si la
variété localement plate sous-jacente est hyperbolique,

Proposition 2 :

Soit G un groupe de Lie, g son algebre de Lie :

1) 31 D est une connexion plate invariante & droite et

a gauche sur G, le produilt

XY = DyY (X, Y € g)

est une connexion plate sur g.

2) Réciproguement, s'il existe une connexion plate

sur g,

Dy¥ = XY (X, Y € g)

définit une connexion plate bi-invariante sur G.

Pour le 1),~il suffit d'observer que par invariance a
gauche de D, DXY est invariant a gauche quand X et Y le
sont, et que les champs invariants a gauche sont affines.

Pour le 2), la connexion invariante a gauche D ainsi
définie est évidemment sans torsion ; la nullité de la
courbure

R(X,Y) = DXDY - DYDX - D[Xﬂﬂ
résulte de l'associativité, ainsi que 1'identité

adXBDYZ = DaquYZ + DYadX7Z

qui exprime 1'invariance de D par les automorphismes

intérieurs, donc par les translations & droite.

Théoréeme 1 :

Les automorphismes d'une variété localement plate

compacte et connexe X forment un ensemble Aut(X) ouvert

et fermé dans Aff(X,X) . La structure canonique de variété

localement plate sur Aff(¥X,X) induit sur Aut(X) une

structure de groupelocalement plat. L'algebre de Lie de
Aut(X) est a(X) ; si de plus X est hyperbolique, Aut(X)

est compact et hyperbolique.
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Toutes les assertions résultent aisément de la premiére,
une fois observé que si g €Aff(X,X) , les applications
'Lg, R, AFF(X,X) = AFF(X,X)
L (f) = gf
g( ) = ¢

Rg(f) = fg

sont affines : en effet, soit £, f' € Aff(X,X) situdesdans

un méme ouvert de coordonnées affines V, et f, 1la géodé-

sique paramétrée par [0,1] qui les joint dang V ; la
courbe gft constitue une géodésique dans Aff(X,X) joignant
gf a gf' (puisque quel que soit x € X , gft(x) est une
géodésique dans X),

Pour démontrer la premiére assertion, on considére

1'ensemble Sur(X) des surjections affines de X sur X,

Si I § Sur(X) , f(X) est un compact de X, distinct
de X : solt U un voisinage ouvert de f(X) , distinct de X,
Le voisinage de T

{f' e AFF(X,X) | £'(X) €U # X}

ne contient aucune surjection, et on conclut que Sur(X)
est fermé,

D'autre part, si f € Sur(X) , la sous-variété fermée
F(X) est égale & X, ce qui exige que le rang de f, qui est
de toute fagon constant, soit maximum, Inversement, si
f € APF(X,X) est de rang maximum, f(X) est une sous-
variété ouverte et compacte de X, donc f € Sur(X) . L'en-
semble des applications de rang maximum étant visiblement
ouvert, Sur(X) est ouvert et fermé dans Aff(X,X) .

Si X est hyperbolique, la proposition‘du chapitre III.

termine la démonstration. Dans le cas général,

Soit Q la composante connexe de 1'identité I dans
APF(X,X) : Q est incluse dans Sur(X) . Chaque application
de Q définit un rev&tement de X sur lui-méme ; et comme Q
est connexe, ce revetement est homotope & 1'identité, et

par suite trivial. Il en résulte que Q < Aut(X)
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I1 est clair que si g € Aut(X) , g0 , sa composante
connexe dans Aff(X,X) , est contenue dans Aut(X) , ce qui

achéve la démonstration.

Théoréme 2 :

Co

Pour gu'un groupe localement plat connexe G de dimen-

sion n soit hyperbolique, il faut et il suffit qu'il ne

contienne aucune géodésique paramétrée par R entier ;

auquel cas c'est un quotient du groupe localement plat
(RM)"

par un sous-groupe discret,

Si G ne contient aucune géodésique paramétrée par R
entier, 1l en va de mé€me pour son revétement universel, et
donc pour tout groupe localement plat localement isomorphe

N

a G,

Soit g 1'algébre de Lie de G, munie de sa connexion
plate., Tout d'abord, g ne contient pas de nilpotent non nul.
En effet, si tel était le cas, on aurait un élément u € g ,

u # u2 = 0 , Sur la courbe exp. tu , paramétrée par R entier,

1'accélération est nulle pour t = 0 (c'est DU = u2) s

donc en tout point : exp. tu est donc une géodésique para-

métrée par R entier, ce qui est exclu.

Considérée comme algébre associative sur R, g, qui est
de dimension finie et sans nilpotents non nuls, est semi-
simple, Elle est somme d'algébres simples sur R : chaque
facteur est une algebre de matrices sur son centre, qui est
un corps isomorphe a R, C, ou H (corps des quaternions).
Toujours a cause de 1'abscence de nilpotents non nuls, ces
algebres de matrices sont d'ordre 1, et

T
| 3261931
oll chagque 84 est isomorphe en tant qu'algebre associative

& R, C ou H, Soit C* le groupe multiplicatif des complexes,
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H* le groupe multiplicatif des quaternions, et

r
= II G,
g 1

oll Gy est égal a R+, C* ou H¥* selon que 8y est isomorphe

%o

& R, C ou H, Les groupes localement plats G et GO sont iso-
morphes localement, Or si 1'un des Gi n'est pas R* s G

0
= (R+>n ) et

contient des droites entiéres. Par suite GO

c'est le rev@tement universel de G, cvq;f,,do

Proposition % :

. . n
Soit C un cOne ouvert convexe saillant de R~ , T un

groupe discret d'automorphismes de C opérant librement et

proprement, Si '\C est compacte, ses automorphismes for-

ment un groupe localement plat compact hyperbolique de

dimension comprise entre 1 et le nombre de composantes

irréductibles de C,

Soit C(T') le commutant de T dans End(R") , algébre
associative des endomorphismes linéaires de R™ . S1
a € C(T") , le champ

Ea(x) = ax

est I'-périodique et définit un champ affine sur T\C ;
cette derniere variété étant compacte, le champ obtenu est
intégrable., On vérifie qu'on a ainsi un isomorphisme de
C(I') et de a(I\C) . Il s'ensuit que AutO(P\C) , compo-
sante neutre de Aut(I'\C) , est isomorphe &

CO(F)/CO(F) nNr, ou CO(T) est la composante neutre du
centralisateur de I dans GL(R") .

D'aprés le théoréme 2, - C(T') est un produit de corps

isomorphes & R, ce quil perget de 1'écrire
¢(T) = Z.R.Pi
1 . .
oll les Pi sont d projecteurs orthdgonaux (d, dimension

de Aut(r\C)), de somme 1 puisque 1'opérateur identique

appartient trivialement & C(I') (ce qui prouve que d >1),
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I1 est évident que C est inclus dans I PiE ; inversement,

quel que soit x dans R s

P,X = ) iiTa exp (t.z.Pj> X
JAL
les opérateurs exp © EIPJ conservent C et donc Pi@ c C ;
) J#1
par convexite,
Col PiC

et finalement C =1 PiC possede au moins d composantes
irréductibles., (Pour la théorie des composantes irréducti-
bles d'un cBne, on se reportera a [4]).

La dimension de Aut(I\C) peut 8tre strictement infé-
rieure au nombre de composantes de C irréductibles. Par
exemple, solt dans R3 le ¢cOne C = (R+)3 et T' le groupe

engendré par

( 100 > ( 2 00 > } (O 10 >
v. =( 020 v~ ={( 010 Y= = 100

1 001 2 001 5 0 0.2

I opére librement et proprement dans C et dim Aut(I\C) =

2< 3 R

Corollaire

Soit C un cBne ouvert convexe saillant irréductible

de Rn ; T un groupe discret d'automorphismes de C opérant

librement et propfement en sorte que TI'\C soit compact,

Alors T' contient un gfoupe discret d'homothéties positives.,

En effet, Aut(I'\C) est de dimension 1. Le centrali-
sateur CO(T) (notations de la proposition 3) se réduit aux
homothéties positives et comme AutO(P\C) , qui est compact,
est isomorphe a

CO(T)/CO(T) nr

il faut que CO(F) N T ne se réduise pas & 1'identité.
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