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Les notations sont définies au cours de 1'&tude 3 TI0US NOous sommes
efforcés, dans la mesure du possible, d'éviter de donner de nombreuses
significations & une méme notation. Des remarques en bas de page sont faites

dans le cas ol il apparaft une ambiguité.

La numérotation des formules est spécifique & chaque chapitre ;
pour éviter des lourdeurs d'écriture, nous convenons que le numéro du cha-
pitre n'est indiqué que lorsqu'on se réfdre 3 une formule d'un chapitre

différent.

La méme convention est valable pour la numérotation des paragraphes.
Par exemple, l'indication § III-1 renvoie au paragraphe de titre GENERALITES
du chapitre III.

Les chiffres entre crochets se rapportent aux références bibkiogra-

~

phiques groupées 3 la fin du travail.

La numérotation des figures, tableaux et planches est indépendante

de la division en chapitres.

Le systéme d'unités employé est le systéme international. Cependant,
les résultats sont souvent exprimés avec des unités utilisées fréquemment

dans la pratique.



Dans un certain nombre de problémes électriques, on rencontre le phénoméne
de charge d'espace qui modifie souvent de fagon notable les propriétés du systéme
étudié et peut prendre une importance fondamentale, comme par exemple, dans le
mécanisme de claquage dans les gaz par streamer [l]. Si les modifications quali-
tatives résultant de la présence d'une charge d'espace sont bien connues, une
analyse plus poussée se heurte, dans la plupart des cas, a des difficultés sérieu-
ses en raison de la non-lindarité qu'elle introduit. Ainsi le probléme du champ
électrique affecté par un flux d'ions produits par effet couronne, malgré son
apparente simplicité, n'échappe pas 3 cette rdgle. lLa propriété de limitation du
courant par la charge d'espace est bien connue, mais en dehors de quelques cas

particuliers, la résolution de 1'équation non linéaire n'était pas possible.

C'est ce probléme du champ €lectrique affectd par un flux permanent d'ions
unipolaires qui est étudié dans ce travail et la mise au point d'une méthode de

résolution générale en constitue un des résultats essentiels,

Jusqu'en 1963 environ, toutes les études concernant ce probléme avaient en
commun un certain nombre de caractéres. Le premier de ces caractdres réside dans
le mode de création de la charge d'espace unipolaire : celle-ci résulte d'une

décharge par effet couronne dans un gaz.

Le deuxiéme caractdre concerne le point de vue d'aprés lequel les auteurs
entreprenaient 1'étude théorique du champ affectéd par la décharge couronne :
c'est essentiellement celui de 1'ingénieur qui se soucie des applications prati-
ques, &lectrofiltres ou transport d'énergie sous haute tension, et qui se conten-

te de relations globales approchées,



tion proposées &taient trds approximatives et ne visaient qu'3 obtenir la carac-
téristique courant-tension., Ceci peut s'expliquer par les difficultés dues 3 1a
non-linéarité de 1'équation et Par le fait que la majorité des auteurs n'ont pas
beaucoup approfondi son aspect mathématique. En outre, il ne faut pas oubliep la
mise au point de calculatrices numériques puissantes est assez récente et a condi-

tionné, dans une trés grande mesure, l'apparition de méthodes nouvelles.

cylindrique, il était admis que l'une des conditions 3 imposer &tait celle fixant

la valeur du champ sur 1'électrode émettrice.

Rompant de fagon nette avec la pratique antérieure, FELICT a effectué une
étude plus fondamentale, 3 1a fois physique et mathématique. I1 a montprs que pour
obtenir un probldme mathématiquement bien posé, il fallait substituer 3 la condi-
tion sur le champ une condition fixant les valeurs de 1a densité de charge sur
1'&lectrode émettrice (%). Pour obtenir alops la solution i1 a proposé la méthode
d'approximations Successives mise en oeuvre gridce a l'utilisation d'une calcula-

trice numérique,

Le présent travail, qui est la continuation logique de la démarche de

FELICI, comporte principalement 1'étude mathématique du probléme de 1'injection

N

unipclaire 3 1'état Stationnaire.

(%) Dans tout ce travail, on entend par l'expression "densité de charge q sur
1'électrode émettrice", 1a limite, lorsqu'on tend vVers un point appartenant 3
cette électrode, de q densité volumique de charge (q est supposée continue dans
le domaine et sa frontidre). Cette densité q introduite pour des raisons mathé-

matiques, ne doit pas &tre confondue avec la densité superficielle 0 des charges



Dans un premier temps, l'existence et 1'unicité de la solution sont établies
pour une configuration géométrique quelconque assez régulidre mais dans le cas de
faible densité. Cela permet de conclure que, dans ce cas, la substitution de la
condition fixant la densité de charge & celle concernant le champ conduit a un

probléme mathématiquement bien posé.

Il s'agit dans un deuxiéme temps de déterminer la solution de ce probléme.
La mise en oeuvre de la méthode d'approximations successives est &tudiée mais
avec la méme restriction de faible densité. Plusdeurs méthodes générales de réso-
lution sont ensuite exposées ; une justification compléte est développée pour un

cas particulier.

Ces différents points constituent une &tude d'un probléme non-linéaire
présentant un intérét mathématique certain ; 11 semble m@me que les propriétés
des différents opérateurs étudiés pourraient &tre Jjustifiées de fagon générale.
Cependant, une telle &tude requerrait - probablement des outils mathématiques

plus fins que ceux mis en oceuvre et sortirait du cadre de ce travail.

La méthode de résolution générale est appliquée en particulier au probldme
de la sonde placée dans un champ affecté par une charge d'espace unipolaire.
Certains &léments de la "théorie" de sonde sont ainsi précisés et discutés en

lidison avec 1'étude expérimentale.

Enfin quelques expériences permettent de confronter calculs et mesures et
donnent des indications intéressantes concernant le probléme du mouvement de 1'air.

Ces résultats par certains cd&tés originaux laissent pressentir 1'intéprdt
qui s'attache & une connaissance précise des distributions de potentiel, de champ
et de charge. Les résultats ainsi que les méthodes &laborées au cours de ce tra-
vail permettront des développements futurs. De tels développements sont préfigurés
par les 2 études [33,58] qui, par ailleurs, ne peuvent pas &tre intégrées au

présent travail.






CHAPITRE -_I

I - EQUATION FONDAMENTALE

Le probléme physique qu'on se propose d'étudier est celul du champ électrique
affecté par un flux permanent d'ions identiques, quelle que soit l'origine de ces
ions. Par exemple, dans le cas d'une décharge par effet couronne, on ne tient pas
compte de la gaine, zone bi-ionisée mal définie et d'épaisseur en général suffisam-
ment faible pour que l'on puisse y négliger la chute de potentiel. Si l'injection
est due 3 l'effet thermoionique ou 3 tout autre mode de création de porteurs, on
néglige au voisinage de 1'émetteur, la zone ol le champ est inversé (lorsque cette

zone existe).

Soit K la mobilité supposée constante des ions formant une charge d'espace uni-

polaire de densité volumique q ; alors
>
? = KqE-D grad g

div E = q/e.

A 1'état stationnaire les autres équations de Maxwell se réduisent a :



o 3

En éliminant q et ? il vient :

(1) (D/K) A (AV)+(aV)°+grad V.gead 4V = O

avec D/K = kT/e, soit 0.025 volt 3 la température ordinaire.
(1) est l'équation correspondant 3 des ions positifs ; dans le cas de charges néga-
tives, il est nécessaire de changer le signe du premier terme de (1).

En général, le terme *(D/KJA(AV) peut &tre négligé. Examinant un cas particulier
unidimensionnel, SCHILLING et SCHACHTER-[?] ont montré que le fait de négliger la

diffusion n'introduit qu'une erreur insignifiante dés que':
kT/e<<U - (U : tension appliquée)

Cette conclusion est valable aussi bien pour l'état transitoire que pour 1'état

stationnaire. Cette condition est remplie dans le probléme qui nous intéresse.

On peut remarquer par contre que la diffusion ne peut plus &tre negllgee
lorsqu i1 ya de fortes heterogeneltes ou des discontinuités dans la distribution
de den31te de chargeo Pour ces questlons qui ne seront pas abordees 101, on peut se

reporter & FELICI [4,7,8].

L'équation fondamentale que nous allons étudier est

(2) (av)? + grad V.grad AV = O.
Elle appelle deux‘remérques :

‘a) L'homogénéité permet de changer V en -V ; il suffit donc d'étudier le pro-

bléme corrvespondant a des charges positives.

b) L'équation (2) n'est valable en toute rigueur que si la mobilité est constante.



-6 -

IT - CAS PARTICULIERS : RESOLUTION EXACTE

TOWNSEND [9], en 1914, a donné la solution exacte pour le cas fil-cylindre
coaxiaux (configuration bi-dimensionmelle : n = 2) ; par intégration de (2), en
tenant compte de la symétrie de révolution on obtient :

(3) B2 = i/27eK +. B/p>

ou i est le courant par unité de longueur, r la distance 3 l'axe et B une constante

d'intégration déterminée par le champ sur le fil. (E(ro) EO). Quand le courant

est intense, le champ est pratiquement constant en dehors d'une zone entourant le
fi1 (7]

1 )1/2

E = (2ﬂeK

Townsend détermine alors la relation courant-tension et en déduit une méthode pour
mesurer la mobilité des ions dans un gaz. Il est d noter que cette technique; avec
queLques medifications, est une des plus utilisées pour obtenir des valeurs de
mobilité [lQl 4 h

La constante B intervenant dans (3) peut &tre exprimée en fonction de la ten-
sion appllquee U au lieu du champ E sur le fil ; on obtient alors (pour B > O,

c'est-d-~dire pour un champ decr01ssant a partir du f£il)

%U
|

Dans les 2 autres cas ol (2) se raméne 3 une équation différentielle, 1'inté-

[

2)1/2

(B+AR 2 yL/2_ l/2|'A ) %— h(B)l/2 rl:[

(‘BtAr

2weKA.

LE

gration s'effectue aisément. Pour le cas unidimensionnel (n=1) de 2 plaques indéfi-

nies et paralleéles distantes de L, la solution est de la forme :

() E° = AxtB x < [0,5].



Les constantes A et B s'expriment en fonction de la.tension U et de la densité de

courant i :
_ 2 3/2 3/2
U = 5 [(AL+B)™° - 377
i = KeA/2.

Dans le cas & symétrie sphérique (n=3) on treouve :

(5) E2 = A/r + B/r .

On voit facilement que :
i = 6neKA
et B peut 8tre déterminé en fonction de U et i.

Sur ces trois cas particuliers, nous allons faire une remarque intéressante.
Les deux constantes d'intégration peuvent &tre reliées par 2 relations faisant inter-
venir U (tension totale) et i (courant total pour n = 3, courant par unité de lon-
gueur pour n = 2 et courant par unité de surface pourin’= i). Dans l'expression de i,
(3 = KgE), 1le champ‘E et la densité de charge q semblent joﬁer un rdle symétrique ;
pourtanton ne peut pas remplacer la donnée du courant indifféremment par celle de E
ou par celle de q sur l'électrode émettrice, parce que E_ est limité supérieurement
par la valeur Bharm(ro) du champ harmonique. Bien que l'examen de ces 3 cas ne per-
mette pas de conclure 3 propos de la validité de l'une ou l'autre de ces conditions
au contour, il ressort que la donnée du champ sur }'électrode émettrice, soumise
d des restrictions'est moins satisfaisante que la donnée de la densité de charge

qui peut prendre toutes les valeurs entre O et +%.



En dehors de ces 3 cas 3 haute symétrie, il existe une configuration pour
laquelle on comnait une solution de (2) : il s'agit du cylindre de révolution
d'axe 0z avec une électrode émettrice de dimension finie placée dans 1l'axe.

En supposant que le diamétre du cyclindre est m , la fonction
(6) V(p,z) = eqz cos 1

satisfait & Ll'équation (2) : c'est la solution "saturée" telle que la définit
FELICI [6,7]. Physiquement cette solution n'est pas réalisable mais est 1'asym-
prote vers laquelle tend (3 une constante multiplicative prés) toute solution,

a une distance z suffisamment grande de 1'émetteur.

Pour obtenir la solution de (2) dans une configuration géométrique qui n'est

pas a hautre symétrie, il faut utiliser d'autres méthodes.

I1l - CAS GENERAL - METHODES APPROCHEES

Dans ce paragraphe, de préférence d une exposition méme bréve (qu'on peut
trouver dans [ill) des 4 méthodes comparées par DUPUY, nous allons discuter les

hypothéses et les approximations des différents auteurs.

En 1927 MAYR [;21 a obtenu des formules dans lesquelles le champ et la
densité de charge sont exprimés en fonction de j, densité de courant en tout
point et de E,» valeur du champ sur le £il émetteur. Bien qu'elles soient cor-
rectes, ces formules sont de peu d'utilité car il faudrait connaitre la répar-

tition de densité de courant ou bien le réseau de lignes de force.

Quelques années plus tard, DEUTSCH [13] a proposé une méthode pour obtenir
essentiellement la relation courant-tension, Il suppose que le réseau harmonique
de 'lignes de forcen'est pas modifié par la charge d'espace. De plus il fait

1'bypothése que la densité de charge q reste constante le long d'une ligne de force,



C'est 13 une approximation grossidre, valable uniquement pour des densités trés

faible#, donc des courants trds faibles. D&s que la densité de charge devient nota-
ble, elle varie en décroissant le long de la ligne de force orientée de 1'émetteur
vers l'électrode réceptrice. L'exemple des cas particuliers (§ 2) indique qu'alors,

2 “ - 2
q décrolt comme v n/

, n étant la dimension du domaine fini soumis au champ.
PROKOPOVITCH'[l%l donne une illustration de 1'imprécision de cette méthode.
Pour la configuration pointe-plan, il indique que les valeurs de la densité de
courant mesurées sur le plateau récepteur sont, en dehors de la zone centrale,
environ 10 fois plus faibles que celles déterminées par la méthode de DEUTSCH. On

voit ainsi que cette méthode ne peut donner que le courant total.

POPKOV [;51 et CYRLIN [;il en 1952 postulent également la comservation du
préseau d'équipotentielles de la solution harmonique, leur échelonnement seul
variant, Ils obtiennent des formules qui donnent 1'ordre de grandeur des valeurs

locales de la densité et du champ.

La critique de ces méthodes a été faite par DUPUY dont on peut résumer ainsi
les conclusions : les approximations sont de valeurs trés inégales suivant les
grandeurs physiques et la forme des électrodes [}610 La méthode de DEUTSCH permet.
toutefois d'obtenir des formules simples de lacaractéristique courant-tension,
d'une approximation suffisante pour la pratique industrielle [;jl (essentiellement

la précipitation de particules a l'aide d'électro~fiitreé‘[l§])e

11 existe un autre domaine pratique qui a suscité et suscite encore de
nombreuses &tudes : c'est celui du transport d'énergie sous haute tension pour
lequel il est important de cdnnaitre les pertes par effet couronne. Dans ce cas
encore, c'est principalement la relation courant-tension qui Intéresse l}ingénieuf,

Des études systématiques ont été menées par VOROBEEV et TIKHODEEV [lg, 20, é;la “
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Les caractéristiques sont mises sous forme "universelle" (c'est-3-dire .eh définissant

des paramétres sans dimension) [lqj :

L2

U
€ 8 == fl=—, g.,eccsg )
o KUi UO 1 n-

I est le courant total, L une longueur typique, K lamobilité, UO la tension pour
laquelle apparait l'effet couronne et les g; sont des paramétres géométriques (sans
dimension). L'étude effectuée sur un mod8le de ligne de transmission d'énergie

a mis en évidence que le paramdtre essentiel est U/Uo’ la caractéristique univer-
selle ne dépendant que trés peu des différents paramétres géométriques. Ceci nous
confirme dans 1'idée que l'accord observé entre les caractéristiques I (V) calculées
et celles mesurées n'est en aucun cas un critdre suffisant pour juger de la validi-

té d'une méthode approchée.

Reportant la discussion du choix de la 33me condition au contour au paragra-
phe 5, examinons maintenant de fagon plus précise l'hypothdse postulant la conser-
vation du réseau de lignes de force, Cette approximation est valable dans le cas
ol la densité de charge est extr@mement faible de sorte que le probldme peut &tre
linéarisé (%) : les 4 méthodes donneront alors des résultats satisfaisants. Il
faut restreindre néanmoins cette conclusion & des configurations géométriques de
dimensions limitées. S'il y a une extension indéfinie, 3 une distance suffisamment
grande de l'émetteur, le champ prend deé valeurs treés faibles, de sorte que la
linéarisation n'est plus valable. En se référant 3 l'exemple du tube (§2) on voit
que l'on aura une décroissante du type exponentiel du potentiel, du champ et de

la densité q.

(%) Détaillons cette linéarisation : q étant assimilé 3 un infiniment petit du 157
ordre, dans (2) on néglige (AV)2 = (q/e)2 ; grad V.grad q est alors nul ce qui
impose & la densité de charge d'@tre constante le long de chaque ligne de force.
De plus, dans 1'équation de Poisson q est négligeable, car ce terme apporte une
contribution qui est un infiniment petit du 1% ordré par rapport au potentiel

harmonique.
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Pour des configurations de dimensions limitées, lorsque la densité de charge
n'est plus trds faible, la linéarisation du probléme n'est plus possible; la conser-
vation de la forme des équipotentielles, et par conséquent du réseau de lignes de
force, ne peut plus &tre valablement postulée. Il suffit pour s'en convaincre
d'examiner les résultats expérimentaux relatifs 4 la configuration fil-plan : les
équipotentielles de la solution harmonique (cercles) sont trés déformées par la
présence de la charge d'espace [11,1221 . et la déviation angulaire atteint 10°
3 159 environ (voir [23]).

Du point de vue mathématique, la conservation du réseau de lignes de force
ne peut résulter que d'une distribution trés particuliére de la densité de charge,
ainsi que l'a montré CYRLIN [243 dont on reprend ci-dessous le raisomnement. En
résolvant l'équation de Laplace on obtient une famille d'équipotentielles de la

forme

qz(x,y,Z) =0y

les valeurs a; = a et ay = b correspondant aux 2 &lectrodes (surfaces régulidres).
L'équation de Poisson s'écrit dans le systéme curviligne orthogonal basé sur les

surfaces (Fb =0y ¢

(7) 1 5 8 (L1238 awP) __4a

hihohg 5oy By hi %0, €

et a, sont les coordonnées relatives aux 2 autres familles orthogonales de sur-

o
*2 3
faces et les h, sont les coefficients métriques. En l'absence de charge l'équation

(7) se réduit a :

T

3 oy
3G ( h aa‘) =0
1 1 1

ce qui conduit 3 la relation :
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(8) == = glay) playsaty).

La conservation de la forme des équipotentielles se traduit par le fait: que(y‘n'est
fonction que de 4y ¢ Cf(a 5 en Tenant compte en outre de (8), on tire de

(7) la relation :
- -2
q _Vf(al) hl

qui constitue la condition nécessaire et suffisante pour que la charge d'espace q

ne modifie pas la forme des équipotentielles. Cette distribution est trés parti-

culiére et ne peut pas &tre rencontrée dans le cas général.

IV - CAS GENERAL : METHODES DE CYRLIN (1956) ET DE COOPERMAN (1960)

En vue d'obtenir une meilleure approximation, CYRLIN [251 a cherché 3 appliquer
certaines methodes cla881ques en phy31que mathématique et qui visent a remplacer
une équation aux dérivées partielles par un systéme d'equatlons différentielles.
La premiére méthode de CYRLIN (mentionnée au paragraphe précédent) rentre dans ce
cadre et les solutions. obtenues peuvent &tre considérées comme des approximations
d'ordre un au sens de la méthode plus générale exposée ci-dessous, L'equatlon (2),

qui peut également s'dcrire :
(9) B(V) = div(AV grad V) =
&tait remplacée par la condition imposant la conservation du courant total sup

chaque equlpotentlelle al = éﬁe de la solution harmonique ; la solution appro-

chée de la forme Lf LP (a ) dtait alors déterminée [lLI
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La généralisation s'effectue ainsi : choisissons une suite {xk(B)} de fonec-
tions linairement indépendantes et satisfaisant certaines conditions (on peut
prendre par exemple des fonctions périodiques en tenant compte des é&ventuelles
propriétés de symétrie et en outre telles que dans (10), Cfn(a,B) soit déterminée
de fagon unique). On recherche une approximation d'ordre n de la solution sous la

forme :.

° n-1
(10) ¢, (a:B) = f2(a)+ z Pra) x (8)

La conservation du courant est alors exprimée non plus sur la totalité de chaque
équipotentielle du probldme AV = 0, mais sur plusieurs parties ; 1'intervalle
EURJ de définition de B est subdivisé en n parties et (9) est remplacée par

les n équations :

m
g T
n

(11) B(Lf?) h hgdB= 0 m=1,2,...,n.

0

En intégrant par rapport 3 B (a =ntgte'sur'toute équipotentielle de la solution
harmonique), on obtient un systdme de n &quations difféventielles de variable o .
Dans un deuxiéme temps, en faisant un developpement en série des fonctions

LP (k = 0,1,2,...,n-1), le systéme différentiel est transformé en un systéme

récurrent d'équations ordinaires.

Cette méthode est mise en oeuvre dans le cas de la conflguratlon p01nte-

plan [251 L'ordre d'approxlmatlon est deux :

P(a,B) = ¢ (o)t Lfl(a) cos B
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CYRLIN obtient diverses formules qui dépendent du choix du paramdtre intervenant dans
le développement en série des fonections 1{5 et Cfl et d'approximations ultérieures.

Le cas fil-cylindre non coaxiaux a également été traité de cette manidre [26].

Cette méthode réalise en quelque sorte une séparation des variables ; dans les
équations (11), l'intégration est effectuée par rapport 3 la variable 8 et 1l'on
obtient ainsi un systéme différentiel dépendant de la variable o . On peut remarquer
qu'il y a 2 approximations différentes. La premidre consiste 3 remplacer 1'équation
(9) par le systéme (11) qui ne lui est pas équivalent ((11) n'implique pas (9)).

La deuxiéme approximation intervient au cours du calcul et consiste & tronquer

certalines séries.

La méthode de CYRLIN améliore-t-elle la précision de 1'approximation obtenue ?
On peut le penser, puisque maintenant la solution approchée est fonction de o et B
cependant ce fait n'est pas claire@ent établi car nous savons que le bon accord
observé par cet auteur entre caracﬂéristiques courant~-tension théorique et expéri-
mentale, ne constitue pas un critdre suffisant pour tester la méthode et apprécier

le degré de précision de 1'approximation proposée.

Une autre critique valable aussi bien pour les méthodes déj3 examindes que
pour le cas présent, porte sur le choix de la 38me des conditions aux limites 5
CYRLIN se fixe la valeur du champ E = E  sur 1'électrode émettrice (méme brsque
celle-ci est une pointe) et il ne se préoccupe pas de savoir si le probldme est
alors bien posé (au sens de Hadamard, c'est-d-dire s'il admet une solution unique

dépendant continfiment des données au contour).

En résumé, la méthode proposee par CYRLIN permet d'obtenir des solutions
approchées de (2) sous forme explicite ; cependant aucun renseignement n'est
fourni sur la précision de l'approximation obtenue et 1'on n'a aucune indication

sur la validité de cette méthode.
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La méthode utilisée par COOPERMAN [27] est trés différente. C'est dans son
principe, celle proposée par FELICI [81 et étudiée en détails dans les chapitres
IT et III. En effet, examinant le probldme mathématique, COOPERMAN propose de déter-
miner la solution par une méthode d'approximations successives et se donne comme
38me condition au contour les valeurs de la densité de charge sur l'électrode
émettrice, q = £(E), relation qui peut &tre remplacée par q = qa, dans le cas

oli la création de charges est réalisée par effet couronne sur un fil cylindrique.

Cet auteur envisageait de justifier mathématiquement la convergence du proces-
sus itératif ; cependant aucune trace d'un tel travail n'a pu &tre trouvée, et
seul son article peut &tre discuté ici. Il étudie les 2 configurations habituelles
de précipitateur (fil-cylindrique coaxiaux et nappe de fils entre 2 plans) en modi-
fiant ainsi sa méthode : arrét au premier tour d'itération et approximation Q=q,

dans tout le volume (obtenue de fagon trés discutable).

La publication [271 ne permet pas de se faire une opinion nette 3 propos
des conceptions de COOPERMAN ; il semble néanmoins qu'il n'ait pas trés clairement
vu l'aspect mathématique du probldme (en particulier la validité de la formulation)
et il est possible qu'il ne se soit fixé la donnée q = q, sur 1'émetteur que dans
la mesure ol une telle condition est nécessaire pour calculer la distribution de

densité de charge, étape indispensable dans la méthode d'approximations successives.

V -~ PROBLEME PHYSIQUE ET PROBLEME MATHEMATIQUE

A la différence de la plupart de ses prédécesseurs et méme, dans une moindre
mesure, de COOPERMAN, FELICI a étudié le probléme dans son ensemble. Sa démarche =~

1'a amené 3 lier étroitement les considérations physiques 3 l'analyse mathématique

[7,8].

Ayant montré que les hypothdses faites par la plupart des auteurs équivalent
3 1'introduction dans le champ de sources parasites de courant [3], 1l s'est dés
lors attaché 3 obtenir des solutions exactes dans des cas nouveaux. Les présultats

ont mis en é&vidence des singularités : gorges et arétes. Ltexamen de 1'effet de la
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diffusion, qui n'est plus alors négligeable, a permis d'établir [4,1] que, si les
gorges peuvent avoir une existence, les arétes par contre n'ont pas de sens
physique et leur apparition doit &tre attribué 3 une mauvaise formulation du -
probléme [3:] .

Etudiant de deux points de vue différents, le cas particulier uni~dimensionnel
briévement examiné au § 2, FELICI a montré que les conditions au contour qu'il
faut se donner concernent le potentiel sur les 2 électrodes et la densité de charge
sur l'électrode émettrice &) [E,ZJ. Des considérations sur les lignes de force,
leur orientation et leur dissymétrie, lui ont permis d'affirmer que ces conditions

au contour conduisent, dans le cas général, 3 un probldme bien posé [jl,

Pour obtenir effectivement les solutions, FELICI propose une méthode d'appro-
ximations successives. Sa mise en oeuvre, telle qu'elle est envisagée au chapitre
III, est celle indiquée dans [8] sauf en ce qui concerne la simplification qui s'est
avérée ne pas &tre nécessaire. En adaptant cette méthode aux possibilités de 1'or-
dinateur utilisé, FELICI a déterminé un grand nombre de solutions nouvelles
|6,8]. |

Parvenu 3 ce point, il est nécessaire d'examiner la contradiction qui
apparalt entre la formulation fondée mathématiquement et celle basée sur 1'examen
du probléme phySlque (champ électrique modifié par le flux d'ions crées par
effet couronne). COURANT(|28I P. 226) analysant la démarche générale qui conduit
d un probléme bien pose, pre01se que les conditions (1n1t1ales, au contour ou
mixtes) & adjoindre & une équation, d01vent, d'une part &tre motivées par la
réglité physique et d'autre part, recevoir une justification purement mathé-

matique. Il semble donc qu'on se trouve en présence d'un probléme plus complexe

(%) Il s'agit de la densité volumique q et non pas de la densité superficielle o ,

Voir note page 2.
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que celui de Dirichlet par exemple, ol la situation physique guide le choix des bon-

nes conditions supplémentaires.

L'étude mathématique ne laissant aucun doute sur les conditions a fixer, il
convient de discuter les motivations physiques qul ont amené de nombreux auteurs
d s'imposer, comme 3é&me condition, le champ sur l'émetteur. Cette condition, qui
découle assez naturellement de l'examen de la décharge couronne [;i], ne caracté-

rise que ce seul cas particulier.

En effet, le phénomeéne de charge d'espace n'est pas particulier aux isolants
gazeux ¢ il peut se rencontrer dans des milieux liquides et solides. D'autre part,
il existe des mécanismes de création de porteurs de charge 3 une électrode autres
que 1'effet couronne : dans un gaz par des rayonnements X et ultra-violet ou par
1'effet thermo-électronique [?9], dans un liquide par une diode tunnel [Qd] ou
des membranes semi-perméables [éII, et dans un solide semi-conducteur, par une
électrode métallique injectant des &lectrons [?2]. Dans ces différents cas, c'est
l'aptitude de 1'électrode injectrice 3 délivrer des porteurs de charge, ions ou
électrons, qui est le phénoméne fondamental. Cette aptitude est souvent indépen-
dante du champ électrique régnant d la surface. La densité des charges émises ap-
parait alors comme la seule donnée fondée d'un point de vue physique. C'est cette
donnée qui est utilisée par RICE [}91 dans son calcul de la caractéristique I(V)

d'une diode 3 gaz 3 électrodes cylindriques coaxiales.

On peut justifier le choix de la densité de charge paf un autre argumenf‘physi-i.
que. L'état stationnaire d'injection unipolaire peut &tre considéré comme la limite,
pour des temps trés grahds, du probléme transitoire et les conditions au contour
apparaissent comme la limite pour t -« des conditions dépendant du temps. Or pen-
dant 1'état transitoire, d un instant t donné, le champ EO(Q,t) (Q : point quelcon-.
que de l'émetteur) sur l'émetteur est déterminé par la répartition des charges

dans l'espace entre les électrodes ; il apparait physiquement arbitraire de fixer
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1'évolution dans le temps de E (Q t), l'échelle de cette évolution &tant le temps -
de transit T = L /KU (avec L longueur typique, K mobilité et U tension appliquée).
Par contre la donnée de qo(Q,t) par l'intermédiaire d'un mécanisme physique fai-
sant intervenir &ventuellement la courbure de la surface émissive et le champ qui
y régne conduit & un probldme bien déterminé. Cette Fformulation du probléme tran-
sitoire nous a permis de généraliser un calcul effectué par MANY et RAKAVY |33], et

aménerait apparemment un traitement plus cohérent dans le cas étudié par GUSHCHIN

[s4].

On pourrait &tre tenté d'arr@ter ici 1a discussion physique et conclure que
le champ &lectrique modifié par la charge d'espace unipolaire créée par effet cou-
ronne, loin de constituer le probldme type: permettant de déduire la formulation
correcte du probléme mathématique, n'est qu'un cas trés particulier en raison de
la condition au contour fixant E - Il faudrait admettre alors que l'on est en pré-
sence ‘d'un probleme ayant un sens phy31que mais mal posé du point de vue mathéma-
tique. C'est une situation qul ‘se rencontre pour certains problémes et dont COURANT
([28] Do 230) et LAVRENTIEV [}8] domnent des exemples. Cette conception, attrayante

a premlere Vue, doit &tre écartée parce qu 'il n'y a aucune raison fondamentale de

dlstlnguer ce cas particulier du probldme général,

Examinant les conditions au contour, DUPUY [11] et d'autres auteurs prennent
comme - 38me condition : E = E, d la surface de 1l'émetteur, EO étant défini comme le
champ disruptif ; mais ce champ n'est pas trds nettement caractérisé. D'abord
la définition de E, est sujette 3 la critique comme en témoigne la vigoureuse
polémique qui s' est développée entre ALEKSANDROV, TIKHODEEV [85], POPKOV [36] et
CYRLIN [37[ Si l'on tient compte en plus que cette valeur de E est supposee inva-
riable lersque la gaine augmente de taille et le courant croit et que l'émission
pour des courants faibles se produit en des zones tpds restreintes, on s 'apergoit
que méme pour un fil sidge de 1'effet couronne, la condition E = E résulte de plu-
sieurs approximations. Si 1'ionisation a lieu au voisinage d'une arete ou d'une pointe,

le champ est mal déterminé et ne peut plus &tre supposé constant.
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Cependant l'objection principale ne porte pas sur le degré de précision de
1tapproximation effectuée, mais sur sa nature. Bien qu'elle ait une épaisseur mal
définie et un fonctionnement irrégulier dans l'espace et dans le temps, la gaine
joue un rdle essentiel et détermine 1'émission. Le fait de la négliger constitue
une simplification abusive qui rend impossible la description de phénoménes non
stationnaires comme, par exemple, les pulsations de Trichel. Une analyse quanti-
tative du fonctionnement de cette zone bi-ionisée serait nécessaire. Toutefois,
il semble plausible de supposer que 1'influence du champ s'exprime, en premiére

approximation, par la loi d'émission de charges dont la densité prend la forme

(12) q = £f(E) avec %% trds grand.

Cette relation tient compte du fait que le champ E régnant au voisinage
de 1l'émetteur est peu sensible aux variations de courant (cas du fil ionisant
1l'aip) ; dans le cas pointe-plan, la relation (12) est tout-d-fait compatible
avec l'existence des pulsations de Trichel et permet méme d'envisager une ap-

proche quantitative.

En conclusion, la formulation incorrecte obtenue avec le choix de la con-
dition sur le champ résulte d'une part de l'absence d'étude mathématique appro-
fondie du probldme et d'autre part de la simplification trop sommaire du probldme

physique rencontré avec la décharge couronne.

Dans la suite de ce travail/est effectuée 1l'étude mathématique du probléme

caractérisé par la condition :
q = q(Q,E) Q : point de 1l'électrode
sur l'électrode émettrice, la configuration étant quelconque. Nous allons d'abord

montrer que la formulation mathématique est correcte dans le cas des faibles den~

sités (ch. II). Nous examinerons ensuite le probléme de l'obtention des solutions.
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CHAPITRE _II

ETUDE MATHEMATIQUE - EXISTENCE ET UNICITE DANS LE CAS DES
FAIBLES DENSITES

I - FORMULATION MATHEMATIQUE

(I-2) est une équatieon aux dérivées partielles du 38me ordre non lindaire,
Pour que le probldme soit mathématiquement déterminé, il faut préciser le domaine G
ol la distribution du potentiel est régie par 1l'équation (I-2) et adjoindre les

conditions sur le contour I de G. Le probléme est envisagé dans RS,
a) Domaine G

Physiquement, le domaine ou régne le champ est toujours limité par 2 élec-
trodes conductrices formant 2 équipotentielles ; d'ou :
Définition

G est 1'ensemble ouvert, borné, doublement connéxe, compris entre 2 surfaces

p N 2 ' .

assez réguliéres (ou 2 courbes dans R") sans point commun, dont l'une est

a l'intérieur de l'autre. I, et I sont les 2 surfaces (ou 2 courbes) formant

la frontidre ou "contour" I' de G. ( T = Ie+rr). Leurs propriétés géométriques

seront précisées ultérieurement.
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b) Conditions au contour

Leur choix a &té discuté au chapitre précédent :

V(Q) = -Vl = 8'[?6 Q & [‘e
v(Q) =V, = gte;fvl Qer,
av(Q) = -g(Q)/¢ Qer,

c) Grandeurs adimensionnelles

Pour la commodité de 1'étude mathématique, il est intéressant d'introduire des
variables sans dimension. En primant les grandeurs dimensionnelles rencontrées jus-

qu'd présent, on définit les grandeurs adimensionnelles suivantes :

X = XE/L L - longueur typique de G
(1) vV =vV'/U U= Vi—Vé # O tension appliquée
q=q'/p! p! = eU/12
o o ’

L'introduction de ces grandeurs n'apporte aucun changement dans 1l'expression
de 1l'équation (I-2). Pour les conditions aux limites, par contre, il intervient une
simplification ; V n'apparaissant que par ses dérivées dans (I-2), cette équation
n'est pas modifiée lorsqu'on ajoute une constante arbitraire a V. Les conditions au

contour deviennent :

v(Q) = 1 Q € Pe
v(Q) = 0 Qer,
AV(Q) = -g(Q) Qer,

avec

o o= gt/
g g/po.
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La définition physique du probléme assure que les charges sont "émises" par Ty

donc qu'elles sont positives ; ceci entralne :
g(Q) > o.

La fonction g est supposée dans toute la suite strictement positive (car physi-
quement il y a toujours des ions créés au voisinage de 1'électrode émettrice). Les
conditions mathématiques sur g seront précisées ultérieurement. Rappelons simplement
que l'approximation consistant A négliger le terme de diffusion dans (I-1) n'est

valable que si la fonction g est suffisamment régulidre.

d) Systéme équivalent

En introduisant la densité de charge g, on obtient le systéme suivant, équi-
valent & 1'équation (I-2) : '

AV = -q
(2) |
q2 - grad V. grad q = 0
ou encore, avec l'hypothése que q(P) > 0 ¥ P .. GHT
AV = -q
(2')

2 grad V. grad %l- = -1.

En associant les conditions au contour & ce systéme (2'), on voit que V et q

sont 1iés par 1'intermédiaire de deux problémes partiels :
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p 1°) Probléme de Poisson

AV(P) = -q(P) PegG
v(Q) =0 Qer,
(3) 4
2) Probldme linéaire du 1%° ordre en u =_%
~gradV(P).grad u(pP) = -1 P€G
&u(Q) = 1/g(Q) Qe T_.
.

Ce systéme (3) fournit une justification formelle du choix des conditions au
contour ; en effet, q étant supposé donné, le probléme de Poisson est bien posé ;
pour le probléme linéaire en u, si 1'on suppose le potentiel V donné les caracté-
ristiques sont les lignes de force de ce potentiel, toutes normales 3 Iy ; la don-
née de u sur Pé et 1l'hypothése que grad V ne s'annule pas dans G permettent de dire
que ce probléme est alors, lui aussi, correctement posé. Il est donc raisonnable de
s'attendre a ce que (3) constitue un probléme bien posé. Cet argument ne nous dis-

pense nullement de démontrer le résultat.

L'examen du systéme (3) améne une autre remarque.

La décomposition du probléme sous la forme de 2 problémes distincts suggére
1'emploi d'une méthode d'itération pour obtenir la solution. Cette forme du systéme
(3) conduit également a la définition d'une application qui va jouer un r8le fondaa.

mental dans toute 1'étude mathématique.
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IT ~ DEFINITION DE L'APPLICATION T

Dans toute la suite de ce chapitre, seul le cas

q(P) > 0 ¥P ¢ G+I' (fermé)

est envisagé. Etudions avec quelques détails les 2 probldmes distincts apparaissant
dans (3).

a) Probléme de Poisson

On suppose la distribution q(P) connue dans G+T

AV(P) = -q(P) | P €a
(4) v(Q) = 1 Qerl,
v(Q) =0 Qe L.

Il faut préciser les propriétés de I, et I, s par hypothése, I, et I, sont 2
surfaces dont le plan tangent est défini en chaque point et varie continfiment. Avec
ces conditions de régularité, on est certain de l'existence de la fonction de Green
dans G ([§8J p. 650. Rappelons le résultat classique : la solution du systdme (4)
existe et est continue ainsi que ses dérivées jusqu'd 1'ondre 2 inclus si q(P) est
une fonction lipschitzienne (elle est alors continue au sens de H8lder). On peut

trouver les démonstration dans PS]. D. 2u6.

b) Probléme du 1% ordpe

On suppose la fonction V(P) donnée et telle que V et ses dérivées jusqu'a

l'ordre 2 sont continues.

grad V(P).grad-% (P) = -1 P &G
(5) | -
q(Q) = g(Q) Qer,
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Posons : E= - grad V et u = 1/q .

. er e s s
L'équation est du 1 ordre, linaire en u ; les caractéristiques sont les
courbes définies par :

dx

dx_ _ grad V
ds Igrad V"
> > 2 . . . 7 . ] . ]
avec X = OP, s étantllabscisse curviligne. Les caractéristiques sont identiques aux

lignes de force du potentiel V. Supposons que le potentiel V soit tel que 1'on ait

|grad v(P)|| » ¢ > 0

¥ P e G+I' (earbitrairement petit)

En projetant sur la caractéristique C orientéde Fe vers I‘r et en intégrant le long
de C on obtient :

(6) u(p) - u(Q) = ('Iﬁ%iv (intégration entre Q et P).
C ||E

¢) Notations

La propriété

e *

”grad VH 2 € > 0 entraine que par tout point P € G, il passe
une ligne de force C et une seule, dont l'intersection avec I, est le point Q. Le
point P est parfaitement défini par la donnée de (Q,s)

{ Q : point origine sur To de CQ passant par P,

s & abscisse curviligne de P sur C

Q"
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A tout point P correspond un seul couple (%) (Q,s) '; réciproquement 3 tout

couple (Q,s) correspond un seul point P. (si s < LQ = longueur de CQ).
On a la relation biunivoque et continue
P <> (Q,s)"

.

E ne s'annule pas et conserve la méme orientation tout le long d'une ligne de force
- . L] —-> ] » L3 ”

CQ : clest l'orientation de Fe vers Pr' Soit U(P) le vecteur unitaire orientéd de CQ

en chaque point P ; on peut écrire

| E(P) = E(P) U(p)
alors
lgrad V(P)|| > ¢ <> E(P) » e.

F

\ ¢

En associant le couple (Q,s) & P :
E(P) = E(Q,s)

op peut mettre alors le 2éme membre de (6) sous la fofme'd'une intégréle ordinaire

1 1 s dt :
(7) Y " Tt ) HORS) avec P e (Q,s)

Remarquons que l'on a ainsi inversé le systéme (5).

(%) Cette appellation n'est pas correcte d'un point de vue mathématique, car on associ
un scalaire et un point & Fe. N'en ayant pas trouvé d'autre, nous l'avons conservée pa

raison de commodité.
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d) Application T

C'est l'application associée au systéme formé par (4) et (7). Soit q, (P) une
fonction lipschitzienne représentant une certaine densité de charge et soit Vl(P)
le potentiel correspondant obtenu en résolvant le probléme de Poisson (4). Si ql(P)

est telle que
E;(P) = |lgrad V (P)] 3 ¢ ¥ P e G+l

alors le réseau de lignes de force est parfaitement défini ; en appliquant (7) on

détermine une nouvelle distribution de densité q2(P).

Définition II-1

g v oy W~ T e v

T est l'application faisant correspondre 4, a q ¢
q, = qu.

S'il existe un couple de fonctions V et g satisfaisant au systéme (3), alors q

est un point fixe de l'application T :
q = Tq.

Le probléme de l'existence d'une solution peut donc_se\ramener d celui de l'exis-
tence d'un point fixe de T, existence qui peut &tre établie en appliquant la théorie
de SCHAUDER-LERAY.

Cette fagon de procéder introduit d'emblée une restriction notable. En effet,

la définition II-1 est soumise & la condition
El(P) > € ¥ P €G+T
I1 est donc nécessaire de préciser le domaine de définition de T ; la limitation de

ce domaine va amener des restrictions sur le choix de la fonction g et par conséquent

une restriction de la généralité du probléme étudié.
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ITI - RESTRICTIONS SUR LE CHOIX DE LA FONCTION G

a) Domaine de définition de T

Plagons-nous dans l'espace de Banach C, des fonctions continues, définies sur

G+I'y avec la norme :

--------

Soit q € C, (q(P) >0 NP €G+I) et V le potentiel correspondant solution du

systéme (4) ; € > 0 étant donné, il existe q, > 0 dépendant de e et tel que

N < g => lerada vee)|| 5 ¢ VP & G+T
Démonstration
Soit q = llall 5 en utilisant la fonction de Green K(P,M) le potentiel solution
de (4)
AV(P) = -q(P) PeG
v(Q) = 1 Qer,
v(Q) =0 Q»eln"r,,

s'écrit de fagon explicifé
(8) V(RP) =V, (P) +,_( K(P,M) q(M) dv
s ) ;

ou V,, est la fonction harmonique solution du probléme de Laplace (g = 0).

Aprés dérivation :

(8") grad V(P) = grad Vp(P) + grady, f K(P,M) q(M)dv
G
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(la notation grad, indique que la dérivation est relative aux variables liées 3

P). Cette relation a un sens car les dérivées partielles de
{ K(P,M) g(M) dv
G

existent{cffzs:] ) .

De (8') on déduit la relation entre normes euclidiennes :

lgrad V® > larad V(2 ]-lgrady [ Kz ) av]
G

Or 1l'on a :
lgrad, f K(P,M) q(M) dv]| = | ; grad, K(P,M) q(M) dv|
G G :

" < ’: |grad, k(e W)[q(Mdv  (qu) > 0)
G .

N

q, J; lgrad, K(P,m)||dv

D'aprés la définition de la fonction de Green et la régularité de ', cette dernidre
intégrale a un sens.

Donc  :

llgrad v(®)| >'ngad'vh(P)|'h‘qm " ngadb K(P,M)| dv.
G
e suffisamment petit étant donné, il existe q, > 0 tel que
q, &9, = | grada v(P)| > « VP € G+T

en effet solent :

K, = min |[grad v, (®)]| > 0
Pe G+T

Pe G+T
K. ~€

K, = max | gead_ x(P ,1)|dv
2 G P
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il vient
lerad V()| > K -q K, » K;-q_ K, = e.
Remargue :
K, est bien positif ; les hypothdses de régularité de Te et Fr assurent que le

champ harmonique n'est pas nul sur le contour (abscence de points anguleux, coniques/

etc...). Ceci achéve la démonstration.

b) Définition des "faibles densités"

La notion de "faible densité" est définie mathématiquement & partir du domaine

de définition dg T dans C_, c'est-a-dire par la condition :
Il < q
la borne q, dépendant de ¢ et du domaine G.
L'utilisation du théoréme de SCHAUDER-LERAY demande 1l'existence d'un sous-en-

semble S . Co appliqué dans 1lui-méme par T. Les fonctions de S auront toutes la

propriété :

fi
—

q(Q) = g(Q) Q « .
On peut remarquerbde plus,‘qué pour déterminer qé = qu, on utilise (7) dont la
forme montre que, si El(P) >€e >0, dy décroit le long'de chaque ligne de force

décrite de I, vers Fr ; d'od

max q(P) = g(Q).

PeC
Q

La limitation des valeurs des fonctions q se réduit donc & la limitation des
valeurs de g. Lorsqu'on utilise 1l'application T, le cas des faibles densités est

défini pratiquement par la condition :

max g(Q) £ Qg
Qer
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Pour la suite, on suppose que g a les propriétés suivantes
1) O<asg(Q)<qo QerT,

2) g est lipschitzienne de constante K.

IV ~ EXISTENCE D'UNE SOLUTION DANS LE CAS DE FAIBLE DENSITE

Nous allons d'abord appliquer le théoréme de SCHAUDER-LERAY dont nous rappelons
1'énoncé
"Si T est une application continue d'une partie fermée, compacte et convexe d'un

espace de Banach dans elle-méme, alors T a un point fixe ([Qélp. 357)."

a) Définition II-2

8. est la partie de Co possédant les propriétés suivantes :

Sfec, 0 <o s £(P) g q P &G+l
(9) £ €8 <=> { £Q) = g(Q) Qe T,
__ |£()-£(P)| <k [PR, ] P1sPy € GHT

o et k étant 2 constantes dépendant de &, comme q et qui seront précisées par la

sulte.
b) Lemme II-2

S€ est convexe, fermé&, compact.
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1) Convexité : soit fl e S f. e S
D'aprés la définition de Se :
Atp = 1

£ = Afl+uf2 A

\%
O

est un élément de Se'

2) Fermeture de S

&

Soit une suite {f } d*é1éments de S convergeant uniformément veps £ (c'est-
d-dire pour la.norme de . ). o
f est alors &1lément de C ; de plus f vépifie toutes les propriétés définissant Se’

donc appartient 3 S.-

3) Compacité de S

Toute suite infinie {f } de fonctions f & S est telle que les f forment
une famille de fonctlons équicontinues (car llpschltZlennes de constante k indépen-

dante de n) ; on peut donc en extraire une suite convergente (Théordme d'ASCOLI).

c¢) Lemme II-3
w

On peut choisir o et k de sorte que l'application T applique Se dans lui-méme,

Soit f ¢ Se' Etudions le transformé f'

f' =T F
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1) fesS_ = 0<agf(P)gaq, ¥P & GtT

D'aprés le lemme II-1, le potentiel solution de

M (P) = ~£(P) PeG

V(Q) =1 Qer,

v(Q) =0 QerT,
est tel que :

lgrad V(P)|| > ¢ ou E(P) > ¢ VP € G+T

D'aprds la relation (7) qui s'éecrit ici :

1 _?’ dt .
£1(pP)  g(Q) ~ 50 E(Q,t) (P <> (Q,s))
on voit que
i) £1(Q) = g(Q) W er,
s 1 1
) EQ.8) & VP e G+T
=>.
£1(P) 3 P —=

1 ,s” 1 L
g(Q) e gl "

L étant la borne supérieure de la longueur curviligne des caractéristiques C ;

L existe parce que les L., sont bornés j; en effet :

Q

S E(Q,s)ds =_I/ E.d1 = v(Q-v(Q") = 1
q €
L

> Q
E(P) > € => E.dl =\. E(Q,s)ds 3 eL
c Jo Q
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D'ou : L = sup LQ x'%
Qe Ty
Soit m = min g(Q) (m > 0 par hypothdse)
Qel,
Il vient :
' m _  Dg .
f'(P) > Pyl VP ¢ G+T
1+ ==
€
et 1'on prendra
. me
T e+mL
2) £' est lipschitizdenne
Il s'agit de montrer que :
|ﬂf'(P2)-—f'(Pl)_| sk[p.p, | P,,P, € G+T

Lorsque P, et P, sont sur une méme ligne de force, ce résultat est immédiat

car £'(P) est dérivable le long des lignes de force et 3 dérivée continue et unifor-

mément bornée.

Avant d'examiner le cas oi Pl et P2 sont quelconques, rappelons que le potentiel
V, ses dérivées partielles premiéres et secondes sont continues ; il s'ensuit que les
lignes de forces constituent un réseau "continu" de courbes 3 afin d'illustrer cette
expression, considérons 2 points P, et P2 distincts situés sur une méme ligne de

force C quelconque et 2 plans Ty et 7, respectivement orthogonaux & C en P, et P

1 2

et définissons 1l'application R suivante : Ml @ My étant donné, on construit la ligne

de force passant par Ml et coupant T, en M2 :

h—N,
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alors tout voisinage de P, dans T, a pour image inverse un voisinage de P, dans o

Nous allons maintenant établir une relation qui précise cette notion de

continuité. Soient 2 lignes de force Cl et C, coupant Fe en Ql et Q2 5 en notant

2
M) et M, les points courants, les équations définissant C, et C, sont
aq. M
L1
= C " F grad V(Ml)
aq
2 1
5 - T grad V(M2)

Supposons maintenant que M, et M2 ont la méme abscisse curviligne s ; en effectuant

la différence on obtient :

d ,— = 4
I (QlMl_Q2¥2)(S) T M2M

. 1
1(s) = E-grgd v(n,)- E-graé‘V(Ml)

qui donne en norme euclidienne
=)l | < 2w,
ds' 7172 = 172
2 oy . s . 1 oV .
2 étant l1é aux constantes de Lipschitz des fonctions E-sz—‘(l =1,2,3) ; on en
déduit *

-%
e %« ey, ] () /]lp 0, || < s

Si 1'on considére 2 couples de points M, M2 et Nl’NQ d'abscisses curvilignes res-

pectives s, et s, sur Cl etVCQ, on a donc

(10) ”NlNQH(SQ) < AHMlM2“(Sl) ¥s,,8,  min(L;,L,)
avec

24L £
A ge (L borne supérieure de s).
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La méme propriété de continuité du réseau de lignes de force assure que pour
2 points P, et P, quelconques, d'abscisses curvilignes respectives s, et s,, on a
la relation

(11) |si=s,] < uHPlP2ﬂ VP, ,P, € G+T

2

Soient Pl’ P2, 2 points de G+T, Cl et C2 les 2 lignes de force passant par P
et P2 s ona :

1

Pl <=2> (lesl)
P2 <> (Q2,S2)o
Supposons S; > 8,. Soit alors M le point d'abscisse s, sur Cl :

M <> (les2)

En décomposant :

lf'(Pz)'—f'(P’i)l < |f'(P2)-f'(M)l+|f'(M)-f'(Pl)|

Pour le terme ]f}(M)-f'(Pl),, en appliquant (7) il vient

s

1 .
1 1 dt 1l
- — = = & = (s8.~5.)
f'(Pl) £ (M) s E(Ql,t) £ 1 72

2
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D'ol en appliquant (11)
9
|£1a0-£1 ()| < — ulp,P,l|

Pour l'autre terme |f'(P2)—f'(M)| effectuons la différence entre les relations défi-

nissant f'(P2) et £'(M)

S
L1 1 a7 as (7_as
£ £'(P,) T g(Q)  glQy)  Jy E(Qs)  Jq E(Qy,s)

Les deux intégrales ordinaires ayant les mémes bornes d'intégration, il vient

ds ds 1
| K —S _‘J —_—| £ = [S |ECQ,,s)-E(Q ,s)|ds
0 K8 ), EQ,s) T2 ), 2° 1

La fonction E .est lipschitzienne ; soit Kl la constante correspondante 3 on a,

en appliquant (10)
'|E(Q2,s)iE(Ql,s)|=|E(M2)-E(Mi)| < K MM (s) < Ak Jup, |
pour - O0ss¢s
Aprds quelques calculs élémentaires on obtient :
. q2
|£1(P)-£1 (M) | < K AR, [+ :% s, A ue
L'inégalité triangulaire et l'application de (1ll) conduisent & : ~

e, | < e, || + 2.2, <ls -s, | + [12 )2l < Curdp,P, |

en regroupant les termes il vient finalement :

q,
2

2
0

.. q
(12) |£1(p)-£" (R )l [Autl) (K+ s, K )+u =] |lp.P,
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En prenant : q2 2
- -2 =
k = A(u+tl) (K+ 52 LKl) tu

les conditions définissant SE sont satisfaites ; donc f' e Se'

Ceci achéve la démonstration du lemme II-3.

d) Lemme II-U4

e LI D G - -

L'application T est continue sur Se’

Dans le paragraphe suivant est &tablie la relation (15) du type
IT £,-7 £, < D || -5 | £1.f, €S_

avec D borné ; cette relation assure la continuité de T opérant sur Seo

Théoréme II-1

L'application T admet au moins un point fixe dans le sous-ensemble S€ défini

par (9).

Les 3 lemmes précédents prouvent que toutes les conditions d'application du
théoréme de Schauder sont satisfaites. Donc il existe un point fixe, c'est-a-dire

un élément q = S, tel que : g =T q.

q et la fonction V correspondante satisfont au systéme constitué par (4) et
(7), systéme qui a permis de définir T, mais qui n'est pas équivalent au systéme (3)
du fait que nous avons fait 1'hypothése que la fonction g est seulement lipschit-
zienne. Si 1l'on suppose que g posséde des dérivées partielles premiéres continues

dans un voisinage de I,» la forme de (7) et les propriétés de E assurent alors que

q € Clo
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Donc avec cette hypothése on a :

Théoréme II-2

I1 existe au moins une solution satisfaisant au systéme (3) dans le cas de

faible densité.

On peut observer que les deux théorémes ne sont pas équivalents. Le premier
concerne T qui est définie sur C, 3 il suffit alors que g soit lipschitzienne.
Lorsque g est dérivable, q, point fixe de T opérant sur C,» appartient également a

Cl ; on obtient le théoréme II-2.

V ~ UNICITE DE LA SOLUTION DU SYSTEME (3)

L'unicité de la solution n'a pas pu &tre établie de fagon générale ; elle
résulte ci-dessous du fait que 1l'application T est une contraction lorsque la fonc-
tion g prend des valeurs suffisamment faibles. Avant de montrer ce résultat, il est
nécessaire de détailler certaines relations qui interviennent dans le calcul du

module de continuité.

a) Comparaison des caractéristiques

Soient fl €S c? f € S et Vl’ V les 2 potentlels corre5pondants, solution
de (4) ; les 2 réseaux de llgnes de force ne cofncident pas en général. La dépen-

dance continue de V et de ses dérivées premidres en fonction de £ implique :

[V (2) ¥, (®)| < ol £,£ | ~
v, oV, |
!ax (P)- ———-(P)[ i||f2-fl|| (i =1,2,3)

|E,(R)-E (P)| < Bllf,~£,]
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Considérons un point P € G ; soit Cl et 02 les lignes de force passant par P et

définies par

dﬁﬁl 1 ———
Cy . el EI grad Vl'(Ml)
c, : dﬁz--—‘}— av, (M)
2 ¢ ds ~ T E_grad Vo B,

2

En prenant l'origine de l'abscisse curviligne s en P, on obtient, pour la

distance des points M, et M, de méme abscisse s : (%)
a5 14y4,0 ()] < Kllg,=£ |+, m, |
ds 172 ~ 271 172

k étant ici tel que

1 . oo ]
HEI grad Vl(M)-'E; grad V2(M)H < k”fz_fl“

et g &tant 1ié aux constantes de Lipschitz des fonctions %-%§~ (i =1,2,3)
V et E cérreépondant a fe S_o On obtient : *
k , 4s
oyl < I€,-£)) X (sl
Comme s est borné par L s‘% on a finalement :
(13) e | s v lE,-£
(%)Dans ce paragraphe | | dénote 3 la fois la norme euclidienne dans @G et la

norme du maximum dans Co ; la différence apparait sur les éléments dont on prend

la norme.
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Appelons Ql et Q2 les points d'intersection de Cl et C2 avec T, 3 la notation

L]
du paragréphe précédent donne pour P :
systéme 1 : P <~> (Ql,sl)
systéme 2 : P <> (Q2,sz)
La dépendance continue de V et E en fonction de f assure que :

(14) |32_SlI < 6||f2"'fl”

b) Calcul du module de continuité

Avec les notations précédentes, en appliquant (7) dans les 2 cas, on a :

51
: 1 1 + g dt
\ TE® ey T, L0
\ S,

1 - 1 +S dt
TE,(B) ~ g(Qy) " )5 E,(Qy,t)

Supposons s, > s, (cela n'introduit aucune restriction dans la généralité du raison-

nement). Posons ¢ = S, = 8 5 en effectuant la différence des 2 relations et en prenant
les modules :

Tf2(P).Tfl(P)

ITf2(P)-?fl(P)| s‘g(Ql)g(Qz) |g(Q2)—g(Ql)|
+ T£, (P)TE,(P) r E—%—-;C—) +
0 "2+°2°

s

T, (P). L, (P) | l( LS — dt|
172 0 E,(Q;,t) E2(Q2,t+q9
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Pour le ler terme

TE, (P) Tf2(P)

|80Q,-g(Q) | < K[Q;0,]|

et
10,0, lI < lloyMyll + [l1,0, |

Q; et M, ont la méme abscisse curviligne lorsqu'on prend 1'origine de s en P ; 1la
longueur HM2Q2” est au plus égale 3 la longueur curviligne supr C, 5 d'ol, en appli-

quant (13) et (1)
110,01 < (yo) [l £,-5 |
Pour le 2éme terme

»Tfl(P)sz(P) < [ ?fx g(Q)J2 = q;

Q 'Fe
o)
dt o 8
L A | P
So E,(Q,,0) S <% 1£,-£, |

Pour le troisidme terme, il faut remarquer que les points courants dans 1l'intégrale,
sont les points Ml"et M2
(QlSt) <m> Ml

(Q2,tfq) <> M,
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Décomposons alors 1'intégrale :

S S
1 ‘ 1E,(M,)-E (M) |

| (e L » at
E (M), (1)

- Yat |
E. (M) E2(M2)

0 11 0

S
1 2
<. ;5 go |E2(M2)~E1(Ml)|dt

O
|E,(1,)-E, (M) | < B, (M))-E, (M) | +]E, (M) )-E, (1)) |

" < v |mgm | +8llE,- £l
En appliquant (13)
|E,(M,)-E; (M) | < (uy+B)|[£,-£, ]

(v : constante de Lipschitz de la fonction E,)
En rassemblant ces termes, on obtient
2

2
< [ K(y+6)+ %? §+L S% (vy+8)] | £,-£,

(15) | 7£,-Ts, |

¢) Théoréme II-3

i la fonction gdonnée sur I, et sa constante de Lipschitz K premnent des valeurs
suffisamment faibles, l'application T est une contraction et la solution du probléme

(3) est unique. -

I1 suffit que q, et K soient tels que

(16) Ko = K(y+8)+ q; Ge+(§ +B)L .

4

1.
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Cas particulier : lorsque g(Q):_.C'[:e

= q le premier terme disparait et la condition
se reporte complétement sur qm;
Remarque :

L'unicité de la solution n'est pas limitée au cas ol T est contractante ;
c'est la méthode de démonstration utilisée qui apporte des restrictions.

VI - CONCLUSION CONCERNANT LA FORMULATION DU PROBLEME (3)

a) Probléme bien posé

Nous allons rappeler d'abord la notion de probléme "bien posé" au sens de
Hadamard (nous reprenons la présentation de LAVRENTIEV [3@).

Solent ¢et F 2 espaces métriques complets et soit A un opérateur défini sur ¢
et prenant ses valeurs dans F

; considérons 1l'équation

(17) Acp = £

f étant donné ; le probléme consistant a résoudpe (17) est dit "bien posé" si la
solution de (17) :

1) existe ¥f € F
2) est unique dans ¢

3) dépend continfiment de f.

Examinons le probléme &étudié dans ce chapitre

; l'existence et l'uniéité n'ayant
as été établies dans le cas général, on voit ufon ne pourra pas conclure que le
P s

probléme est bien posé au sens de Hadamard (& moins d'adapter la définition au cas
particulier des faibles densités).
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Il est possible de tourner cette difficulté en se référant a la définition
beaucoup plus raffinée (%) exposée ci-dessous.

Soit un certain ensemble fermé MC ¢. La résolution de (17) constitue un

probldme bien posé au sens de Tykhonov si les conditions suivantes sont satisfaites :

1) on sait que la solution ¢y existe pour une certaine classe de fonctions f

et qu'elle appartient & M.

2) la solution est unique dans une classe de fonctions < M.

3) des changemenfs arbitrairement petits de la fonction f qui ne font pas
sortir la solution q)de M correspondent d des changements arbitrairement

petits dans la solution.

De plus, TYKHONOV a montré que, si 1l'ensemble fermé M est compact, la propriété

de dépendance continue découle des propriétés 1 et 2 ([38] p. W).
Or dans le probléme qui nous intéresse, nous avons défini Se partie compacte
de C_ 3 1'existence et l'unicité permettent alors de conclure que la solution dépend

continfiment de g. Donc le probldme est bien posé au sens de Tykhonov.

b) Démonstration directe de la propriété 3

L'origine physique du probl&me assure que les &lectrodes sont des équipotentiel~
les pratiquement parfaites ; la seule fluctuation possiblé est celle du'potentiel de
1l'une des électrodes.quisque la différence de potentiel est ramenée 3 l'unité, ume -
variation 8V du potentiel est équivalente 3 une variation 6g de la densité de charge

sur. '
e

(%) Cette définition a été congue dans le but d'étudier certains problémes mal posés
dans les espaces fonctionnels "ordinaires", comme, par exemple, le probléme de

Cauchy pour l'équation de Laplace.
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8V

Vl‘Vz

= - &% =
sg(Q) = T T g(Q) avec o
Le seul cas qu'il faut étudier concerne donc la dépendance de la solution de g(Q).

Soient g, et g,, 2 fonctions définies, continues et 3 dérivées premidres

continues dans un voisinage contenant I‘e 3 T dépend de g de sorte qu'il faut dis-

tingder les 2 applications T, et Ty 3 soient q; et q, les points fixes de T, et T2

4 = Tq 4 €5 .
4 = Tp4, 9 €5, ¢

et plagons~nous dans le cas ol Tl est une contraction, c'est-d-dire, ol la fonction

q, est telle que la condition (16) est satisfaite.

HQQ-ql" =:"?2q2_qulll$ “TQQ2_T192” +I'Tl?2—qul"

la relation (15) appliquée a Tl donne

, "qu2-qul” g,*"QQ'ql”
avec A <1 (Tl contractant) ; d'ol :
(lfA)”qQ-qllls "TQqZ-quQH

D'aprés la définition de T et la relation (7) :

1 1 101
(77— - =) (P) = (= - =) (Q)
Togy  Ty9, & g

(pour 7,9, et T,4,, on part de la méme distribution q2, donc du méme potentiel) ;
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il vient :

“ TQQQ'TlQQH < HgZ-gl“O

D'ou finalement

1
STINR Py B S
(14 ||o dénote la norme du maximum sur T_).

Donc lorsque g est telle que l'application T est contractante, la solution unique
du probléme (3) dépend continliment de la fonction g donnée sur r, selon la rela-

tion (18).
c) Conclusion

Dans le cas ol la fonction g et ses dérivées premidres prenment des valeurs
suffisamment faibles, nous avons donc montré dans ce chapitre que la solution de
(3) existe, qu'elle est unique et qu'elle dépend continiment des données au con-
tour. Ces 3 crlteres assurentﬁgans le cas des falbles densités le probléme phy-

sique est alors mathemathuement bien pose.
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CHAPITRE_III

DETERMINATION NUMERIQUE - METHODE D'APPROXIMATIONS
SUCCESSIVES DANS LE CAS DES FAIBLES DENSITES l

I - GENERALITES

Dans ce chapitre, on examine la détermination effective des solutions
par calcul numérique. Aprés la description de la méthode mise en oeuvre, nous
allons établir des résultats concérnant 1l'existence d'une solution du probléme
aux différences finies, la convergence du processus itératif et la relation
entre la solution discréte et la solution du probléme (II-3). Les méthodes
employées dans ce chapitre &tant analogues 3 celles de la partie précédente,
‘nous pouvons d'ores et déja remarquer que les résultats ne seront &tablis

que dans le cas des faibles densités.

Les problémes effectivement résolus par calcul numérique avec une pré-
cision suffisante 1l'ont été pour des configurations bi-dimensionnelles
. . . N .
(problémes plans et de révolution) ; un cas 3 3 dimensions a été traité

avec une précision plus grossidre, pour limiter le temps de calcul.

L'utilisation des transformations conformes est trds intéressante dans
le cas des problémes plans. Toute transformation Z = f£(z) fait correspondre
d G et T dans le plan z, un nouveau domaine G' et son contour T' dans le
plan Z. Par exemple si 1'on prend pour f(z) le potentiel complexe, solution™

du probléme :

AV(P) = 0O P G

v(Q) =1 Qere
v(Q) = 0 QerT



-

A
0, A X

@

Figure 1 : Transformation conforme Z = f£(z), f(z) &tant le potentiel
~ complexe dans G.J) plan z : domaine G (2) Domaine G'
transformé dans le plan Z.
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le domaine G' correspondant dans le plan Z est un rectangle, Fé et Fé étant
respectivement les segments d'abscisse 1 et O et de longueur Yo = le flux total
du champ harmonique dans G (fig. 1). Remarquons que si une telle transformation
est intéressante (les lignes de force du champ affecté par une charge d'espace
faisant en général un angle assez faible avec les droites Y = Cte, lignes de

force du champ harmonique), d'autres transformations peuvent &tre envisagées.

Pour déterminer le systéme équivalent 3 (II-3) dans le plan Z = X+iY,

utilisons les formules de changement de coordonnées curvilignes orthogonales :

ar? = ax® + dy? = laz|?

dz |2 2 ,dz(2 ,..2 .2
'Ei laz|* = |dZ (dX“+dY?)
d'od

= e =4A = |92
e, = e, = A = IdZ
Soit une fonction ¥(x,y) définie sur G+I' ; posons

P(x,y) = w(X,Y) avec Z = £(z).

D'apréds les formules générales on obtient :

1o _ 1w
eX X A X
grad iy -
¥ Loy |1y
eY oY A 3Y
e e . 2 2 e
oL R oY dyy 8 SXawval 1%y a%y
el Yo . D Ry ST T S WA W',
' eyey OK'e OX o ey B 2 Boo T
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En notant en indice le plan ol grad et A opérent

1

gradz y = " gradzlw
1

bW =5 ¥

Z A2 Z

le systeéme (II-2) prend la forme suivante dans le plan Z (les symboles dési-

gnant le potentiel et la densité de charge ne sont pas modifiés)
grad V., grad %v= 3A2

Les conditions aux limites sur V et q¢ sont inchangées ; 1'on suppose de plus

que la transformation n'admet pas de point singulier c'est-i-dire que

Osal<lg—§(P)|sa2 P € G4T
On obtient ainsi :
[ AV(P) =“,-A2(P). a(p) PE G
V(Q) = 1 Qer,
v < V() = 0 Q et
g?ad'V(P) . gradi-% (P) = 5A2{P) Peg

| \ Q) = g@ | Q er,
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Cette formulation est générale si l'on précise qu'aprés transformation conforme
G et [ tI, sont le domaine et sa frontiére dans le plan Z. Si le domaine

n'est pas transformé, A(P) =1 (P ¢ G).

D'autres systeémes de coordonnées particuliers ont été utilisés, mais il n'est
pas nécessaire de reprendre 3 chaque fois les justifications mathématiques

de ce chapitre.

IT - PROBLEME AUX DIFFERENCES FINIES

11 s'agit de déterminer les approximations discrétes des opérateurs
intervenant dans (1). Les raisonnements ultérieurs sont valables aussi bien

2 3 P
dans R que dans R~ ; on note les coordonnées X x2, x3.

a) Domaine discret

So;ent t Ax §g2, Ax3 et h = max »(Axi).

2
1 o i=1,2,3

Oh_éﬁppose que h € ]O;ho[ » (hO fini).

Considérons les points P ayant pour coordonnées :

] Axl‘
k Ax2 jsk,2 étant des entiers
C 2 Axs

L L4

Un point voisin de P est un point dont une seule des coordonndes différe
de celles de P d'une valeur * Axp ; N(P) est 1'ensemble des points voisins
de P,
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Par définition, G(h) est 1l'ensemble fini des points P tels que :
{P} J N(P) £ G+T

et T(h) est l'ensemble des points Q appartenant a G+I' et tels que :

N(Q) ¢t G+T

Pour h suffisamment petit, Tr(h) se décompose en deux sous-ensembles Fe(h),

et Fr(h) 3 G(h) et I'(h) constituent le domaine discret et sa frontidre discréte.
Pratiquement, dans les cas traités, l'utilisation de transformatiorg conformes
et des symétries, a permis de ramener le domaine sur lequel on travaille 3

un rectangle ; on peut alors sans difficultés choisir les Axi, afin que les
points de T(h) appartiennent tous & T . En ordonnant les N points de G(h),

(N dépendant de h), les équations aux différences finies peuvent &tre conden-

sées par l'écriture matricielle.

b) Probléme de Poisson

On suppose la distribution de densité donnée sur G(h) ; la forme générale

tirée de (1) donne :

AV(P) = -A%(P) q(P) ‘ PeEG
V(Q) = 1 Qer,

Aprés discrétisation, on obtient le systéme aux différences finies suivant

A V(P) = ~A2(P) a(P) P e G(h)

(2) v(Q)

1 Q e Pe(h)

1}

v(Q) = 0 Qe Pr(h)



X
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L'expression de A dépend du probleme considéré; par exemple, pour
un probléme plan; on a l'approximation discréte classidue - ( Az, = Ax, = h)
x
P, 1

x

A V() = h_2EV(PN)+V(PS)+V(PE)+V(Pw)—4V(P)]

| B

L'approximation discréte de 1'opérateur laplacien peut &tre obtenue
par différentes méthodes ; nous nous référons ici 4 la méthode d'intégration
(voir [MQ] § VI-3) qui a l'avantage de donner des expressions symétriques.

En regroupant toutes les relations, on obtient sous forme matricielle :
(3) LV = Ag+K

V,q et K sont des vecteurs-colonne ayant pour é&léments respectivement
les V(P), les g(P) et des valeurs provenant des conditions au contour j A
[ © Pl P 2
est la matrice diagonale (N,N) ayant pour éléments les A"(P) ; L est une ma-

trice (N,N) qui, si 1'on ordonne convenablement les points P e G(h), possdde

"des propriétés remarquables : comme on dérive l'approximation aux différences
q PP

finies pour le systdme (2) par la méthode dite d'intégration, L est une matrice
réelle, symétrique, définie positive, dont les éléments diagonaux sont positifs,
les autres éléments étant < O ; de plué L—l > 0 (cf. [40], théoréme p. 187).
Le vecteur gq &tant donné, le systéme (3) est résolu par la techniqﬁe de sur-

relaxation par point.

Ly L4

c) Probléme du 1%Y ordre

Le potentiel V étant supposé connu il s'agit de discrétiser 1l'équation :

grad V() . grad % (P) = -A%(P) P eg
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avec comme condition sur la frontidre :

a(Q) = g(Q) Q érT

e

On suppose que grad V ne s'annule en aucun point de G+I. Aprds discrétisation

on obtient un systéme aux différences finies que l'on note

grad, V(P).grad}'l %(P) = '—A2(P) P e 6(h)
()
q(Q) = g(Q) Qe r(h)

Examinons l'expression des opérateurs notés grad, et gradﬁ;

L'approximation discrate du gradient opérant sur V se déduit aisément

de i'approx1matlon au second ordre en h des dérivées premidres

(5) 8,;V(P) = ,[v(P(xi+Axi))—V(P(xi—Axi))]/zAxi i=1,2,3.
(leé”coﬁposantes du champ électrique sont alors‘les"ai(P) = —ShiV(P)).

Il n'est pas possible d'approcher par une telle expression le gradient
operant sur u, le schéma &tant alors instable. Pour obtenir une approximation
dlscrete stable, nous avons repris la méthode de la caractéristique utilisée
lors de la résolution du probléme de Cauchy pour un systdme d'équations hypep~

boliques (cf. [39]).

Detalllons cette méthode sur un. exempleo

L'équation du premier ordre en u (- l/q) peut s'écrire dans R2
3V du W du 2 ,
—5;—-5;—(?)+5-;3§—(P)-_-A (P)” Peg

1771 2 2
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- -9V - _ oV )
Posons el al-e e2 e et supposeons que
1 2
: .,
leqg] > [e,| 5 soit d(P) = =) (lae)| < 1) ;
°1

1'équation devient :

ou ou _ 4.2 , s
e, (P) ]_—a-)—q(P) + d(P) E(P)] =A°(P) PeG

L'expression entre crochets est proportionnelle 3 la dérivée de u dans la

direction de la caractéristique (de paramdtres directeurs e. et e2). Soit Q

1
le point d'intersection de la tangente 3 la caractéristique en P avec 1l'une

des droites Xy = cte ou x, = cte passant par les points de G(h), et tel que

VQ) > V() et |Eaf € (axiraxd)/?

L'on sait alors que

/NIQ

Ju ou A i
'SE-(P)+d(P) EEE(P) iy ven [u(P)-u(Q)]+o(h)

@ o ]

(cf. [39]). Soient Q et Qe G(h) les extré-

mités du’segment contenant:Q (enigénéral Q & G(h)) ;

ZT : ‘ l'expression ci-dessus peut &tre:remplacée au deu-
\\\\\\\\‘I? » xiéme ordre prés en h, par :
> , . e . .
1 X .ouP)-u(Q,) . u(Q,)-u(Q,)
Q’ ~. v 2 pyrace) 24p) = L idep) 2 L ton
L. - _ le o ax2 Axl Axl

(cf. démonstrations [?Q] p. 49-53).

Avec les hypothéses choisies, on obtient :

‘ 5£lU(P{,
(6) grad) u(P)
Shot (P

[u(e)-u(Q, )] /ax,

Eg(QQ)—u(Ql?l/Ax2
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Puisque l'on ne connait que la restriction de V 3 G(h), il faut employer les
coefficients ai(P) au lieu des ei(P) ; on déduit alors la relation explicite
donnant u(P) (P € G(h))

3

A (P)Axl
(7) u(P) = (1+b(R)/)) u(Ql) - (b(P)/)) u(Q ) + -——(*—~

avec

A = Mx,/0x,,  b(P) = (ay/a;)(P) et |a,| > |la, |

Cet exemple de dérivation de 1'approximation discréte met en évidence
le fait que l'expression de gradﬂ dépend du point P considéré. En effet,

N

c'est d partir de la direction caractéristique en P que 1'on détermine les
2 p01nts Q et Q (formant l'ensemble (%) s(p) = {Ql,Q }) qui sont toujours

tels que
V(Qy) 2 V(Q) 3 V(Q)) > V(P)

l'expreésion de 6%1 et ‘éﬁz dépend des valeurs de“al(P).ét a2(P).
Remarquons de plus que, quelles que solent les valeurs respectives

de a; et a,, on obtient u(P) sous une forme explicite analogue i (7) et o

le dernier terme est toujours positif. (On peut vérifier ce fait en changeant

le signe de a; et a, dans le cas examiné, ce qui améne une permutatlon des

points P et Q, dans l'expre381on de 6ﬁ (8)

(%) pour des conflguratlons trldlmen31onnelles quélconques, cet ensemble’ S(P)

comprend 4 p01nts.
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Elle s'cbtient aisément en examinant l'expression de u(P) domnnée par (7) ;
on voit que u(P) se compose d'un premier terme provenant de l'interpolation
entre les valeurs de u prises aux différents points Q; & S(P) et d'un second

terme dont on a vu qu'il est toujours positif : (AQ(P) Axi/|ai(P)|) ; d'ou

u(P) > min  (u(Q))
Qe S(P)

Soit l'ensemble {Qo =P, Q, Q2"°"Qr} de points tels que

- Qp+l est le point G-S(QP) ol u est minimum,

-Q € Pe(h) (C I, par hypothése).
I1 est clair que :

u(P) > u(Qq) > -..> u(Qr_l) > u(Qf)-> 0
on
. 1
u(Q ) =z min (=) > O
ToQ ere(h) g(Q)

on en déduit la propriété

0 < q(P) < q(Ql) < q(Qz) ces < q(Qr) < max g(Q)
Q el (h)
ou [S]
(8) 0 < q(P) ¢ max  g(Q) ¥P € G(h)+T(h)
Qe Pe(h)

v

La relation (7) exprime u(P) en fonction des divers u(Q) (Q & S(P)) ;-
en remplagant les u(Q) par leur expression en fonction des u(Q') (Q'e S(Q)) et
en continuant on voit que 1l'on peut exprimer u(P) et par conséquent q(P))en
fonction des valeurs de g sur Pe(h) et des valeurs de V sur G(h) ; on peut

donc écrire, en considérant les valeurs de g comme des paramdtres



- 58 -

q(P) = fP(V)

ol V est le vecteur colonne déja rencontré.

Sous forme matricielle :
(9) q = F(V)

F(V) est le vecteur-colonne ayant pour éléments les fP(V)'

d) Application Ty

En regroupant les résultats précédents, le systéme aux différences finies

déduit par discrétisation du systéme (1), s'écrit sous forme matricielle :

LV = Ag+K
(10)
q = F(V).

Par analogie avec le probléme différentiel, nous allons définir une applica-
tion T, associée a (10). Soit q; le vecteur-colonne d'une certaine répartition
de densité de charge en résolvant (3) on obtient le vecteur-colonne Vl du
potentiel correspondant a q;. Pour obtenir l'approximation discréte du probléme
du 1%° ordre en u, 11 a été implicitement admis que grad V(P) et grady v(P)

ne s'annulent en aucun point ; cette condition est satisfaite, dans le probldme

examiné, lorsque V n'admet pas de maximum dans G.

Cette derniére hypothése étant supposée satisfaite, on peut appliquer

la méthode de la caractéristique et on détermine un nouveau vecteur :

q, = F(Vy).
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Définition III-1

L, est 1'application faisant correspondre g, a q ¢
N
a = Tpq, (q;,9, € R)

Le systéme (10) n'étant pas linéaire, l'existence d'unme solution n'est
pas 3 priori assurée. Comme dans le chapitre précédent, ce probléme peut &tre
ramené 3 celui de l'existence d'un point fixe de l'application T . Avant de
montrer qu'on peut appliquer le théoréme de BROUWER nous allons examiner le
domaine de définition de l'application T, et en déduire une restriction sur

la généralité du probldéme étudié.

ITI - RESTRICTIONS SUR LES VALEURS DE G.

a) Domaine de définition de T,

Nous nous plagons ici dans 1l'espace vectoriel euclidien RN (N = nombre

de points de G(h)) avec la norme du maximum (x).

lel, = wax £
’ Pe G(h)

compatible avec la norme du maximum dans l'espace de Banach Co (G+T)

(cf. [w]). |

Le domaine de définition de Ty est restreint aux éléments q de rY ayant toutes
leurs composantes positives et bornées ; ce dernier point va &tre &tabli a P

partir du lemme suivant

(%) La notation | ||h a été choisie pour conderser la notation plus précise

“ Hw ; elle indique que cette norme différe de la norme de Cd'nczéen$ans

Y indiee ”H -
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Lemme III-1
Soit g e»RN (q(P) > 0  ¥P e G(h)+r(h)), et V la solution du systéme (3)
=1

v=rtag+1tx

e > 0 étant donné (e indépendant de h), on peut trouver qo(h) > 0 dépen-

dant de ¢ et tel que :
lall, < a,(B) => |lgraq, V()| 3 € VP c G(h)+T(h)

Démonstration

A V(B) =0 P e G(h)
V(Q) =1 Q-&T (h)
V(Q) = 0 Q er, (h)

et en prenant comme approximation discrdte du gradient l'expression

(5), on obtient la relation suivante (entre normes euclidiennes .) :

”gradh v[(p) 3 "gradh H|[(P) - |grad L™t Aq(P) Pe G(h)+I(h;

h
op
"l ""’l ~
L>>0, A30(=>L"A>0)etq>0 (%) ;d'od
”gradh (LnlA)q”(P) < qp K, VP & G(h)+I'(h)
avec K2 > 0 borné.

(%) Par définition : M 3 0 (ou > 0) lorsque toutes les composantes de la matrice

ou du vecteur sont » 0 (ou > 0).
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On en dé&duit :

|grad, V|[(B) > |grady, H|[(P) - a, X, P ¢ G(h)+I(h)
On a d'autre part la propriété suivante :

llgrad, H|(B) » K, > 0 VP & G(h)+T(h)
conséquence de la propriété du maximum pour H.
g> 0 étant donné (g < Kl), on peut trouver qo(h) > 0 tel que

q, < 9,(h) =>_||gradh V[(P) 3 ¢ ¥ € G(h)+I'(h)
il suffit de prendre qo(h) = (Kl—e)/Kz.

Ce lemme permet de préciser le domaine de définition de Th.'Il est clair

que pour "q“h < qo(h) il n'existe pas de point P ¢ G(h) ol l'on ait :
v(P) > V(Q) ¥Q € N(P) (ensemble des points voisins).
On peut alors calculer g' = F(V).

Done T, est définie sur l'hypercube de Y construit sur les segments [b,qo(h)]

de chaque axe (ce domaine de définition dépend de e car qo(h) dépend de ¢).

b) Cas des faibles densités ™

De fagon tout-d-fait analogue d celle du § II-3-b, nous définissons le

cas des faibles densités par la condition :

laly, 9,0
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Q dépendant, en Plus de h, de € et du domaine discret G(h). Le systéme (2)
constitue une approximation discréte cohérente (cf. [4;]) du probléme de Pois-

son, ce qui assure que pour une valeur donnée de ¢, q,(h) - 9, 81 h » 0,

La restriction affecte évidemment la fonction g donnde sur Pe 3 la

relation (8) montre que

"q“h < max  g(Q).
Qer (h)

Dans la suite du chapitre, nous n'allons examiner que le cas des faibles den-

sités ; pratiquement, 1'on prend la condition :
max g(Q) g q (h).
Qer_ -

Nous supposons de Plus que la fonction g est strictement positive, d'ol

0 <agglQ) g qo(h) ¥ « Fe

IV - EXISTENCE D'UNE SOLUTION DANS LE CAS DE FAIBLE DENSITE

a) Nous allons établip l'existence ‘d'une solution au systéme non lindaire
(10) en montrant que l'application T, admet un point fixe. Nous allons utiliser

le théordme de BROUWER qui peut s'énoncer ainsi

Soit K un ensemble fermé, borné, convexe de R" 5 toute application con-

tinue de K dans K a un point fixe dans K/

D'aprés 1'étude du domaine de définition de T, s nous sommes en mesure

de définir 1'ensemble Kéfh) que T, applique dans lui-méme.
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Ke(h) est l'hypercube de RN construit sur les segments [},qo(h)] de
chaque axe: (¢ > 0).

Il est clair que Ke(h) est borné, fermé, convexe.

b) Lemme III-2
On peﬁf‘choisir c de sorte que T, applique Ks(h) dans lui-méme.

Démonstration :

Soit q; € Ke(h) ; d'aprés le lemme III-1, Q, = Thql est défini. Montrons
que q, € Ke(h).

La relation (8) donne :
q5(P) ¢ max g(Q) q,(h) YP ¢ G(h)+I(h)
Qelé(h)

Reprenons les relations du type de (7).
Soit :

- Q; le point € S(P)foﬁ u est maximum
- Q le point e-S(Ql) ol u est maximum et d'une fagon générale

- Qp+l le point & S(Op) ol u est maximum.
Notons L(P,h) l'ensemble de ces points

L(P,h) = {Q, =P, Q, Qseves Q, 3}

avec Q, € Fe(h). En majorant successivement u en chaque point intermédiaive,

on obtient :

2
AT(Q)
u(P) <u(Q) +h z
r QeL(p,h) 12i(q) Q]
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o4 encore, en tenmant compte de la propriété |grad V||[(P) 3 &

o 1 hv/3 2
u(P) < — + z AT(Q)
Qer g(Q) 7 e Q L(P,h)
e .
Or l'expression :
h : a%(Q
Q eL(P,h)

est bornée, quel que soit h et uniformément sur G(h) du fait que G a des dimen-
sions bornées et que, par hypothése faite sur Z = £(z), A(P) est bornée WP & G+T

Done
h o a%Q) <u Vh, VP < G(h)+(h)
Q eL(P,h)
u(p) < % +,£—‘§f’ ¥P & G(h)
a £
(P) > —Q-L— | VP & G(h)
R |
a € i
\ _ as _
et 1l'on prend c = Ty

‘Done q2 éppértient.é'Ka(Hj;

Ceci achéve la démonstration du lemme.

c) Lemme ITI-3

T,, est une application continue de Ke(h) dans lui-méme.
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Démonstration

o -y —— Ty ot -

. . = ' 3 -
Soit q}lc Ks(h) et q, Thql (q2 & Ke(h) d'aprés le lemme III-2).
V,=L"Agq +H

Vy dépend linéairement de qp lor toute application lindaire de R"

dans R" est continue ; donc Vl dépend de fagon continue de ;-

Pour déterminer q, = F(Vl) d partir de Vi, on a une suite d'opérations
qui sont toutes continues. En effet, d'aprés (5), les composantes ai(P) dépen-
dent continlment de V, ; en examinant (7) on voit que b(P) et l/al(P) dépen-
dent continfiment de V; (car ai(P)(P)I > €/f3) ; on en déduit que la fonction
fP(Vl) est composée de termes qui dépendent tous continfiment de Vi+ q, est une

fonction continue de Vl’ donc de q; et par conséquent Ty est continue.

Théoréme III-1 :
L'application T, admet au moins un point fixe dans Ke(h).

Démonstration

Les lemmes précédents montrent que toutes les conditions d'application
du théoréme de Brouwer sont satisfaites : T, est une application conti-
-nue de Ke(h) borné, fermé, convexe dans lui-méme. Il existe donc un

. point fixe de Th dans Ke(h)’ c'est-d~dire un élément q tel que

q:Thq

D'aprés la définition de Th’ q et le vecteur~colonne V correspondant
satisfont au systéme (10) ; en d'autres termes, il existe une solution au
systéme aux différences finies (10) déduit de (1) par discrétisation, dans

le cas de faible densité,
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V - CONVERGENCE DE LA METHODE D'APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

Nous allons examiner maintenant la méthode d'approx1matlons succes~

sives utilisée pour déterminer la solution dans le cas de faible densité.

Soit € K _(h) ; on construit la suite {q } ainsi :
G € K | S

i1 T 'h G

Tout &lément a, de cette suite appartient 3 K, (h) ; donc la suite admet
au moins un point d'accumulation. Mais tout point d'accumulation n'est pas

nécessairement un point fixe
quhq

Afin d'étudier la convergence de cette suite, nous allons comparer
Ty et T (cf. définition II- -1). Pour mener cette &tude 3 bien les 2 hypothdses
restrictives suivantes concernant la régularité des fonctions et le domaine

discret sont nécessaires :

1) on suppose que g et'ses dérivées partielles premidres et secondes sont

continues et bornées dans un voisinage W contenant I, g é&C2(W(Pe)).

2) les domaines discrets G(h) approchant G sont tels que tous les points de

I'(h) appartiennent &galement a I'y ceci quel que soit h.
Notations :

Cm est l'espace des fonctions continues dont les dérivées partielles

jusqu'a 1l'ordre m inclus sont continues sur G+I' avec la norme :

"P” = max IF(P)I
PeG+T
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On note [Flh la restriction & G(h) de la fonction F e C ([?jh'e rY).

a) Relation entre T et Tl1

La similitude des définitions des deux opérateurs T et T, suggére que
T, est une approximation discréte de T ; c'est ce que nous allons établir

ma intenant.

Théoréme III-2

Th est une approximation d'ordreun de l'application T lorsque h + O

c'est-a-dire ¥ (f & SE{] C2 1'on a

() g, - Tl 10, < on
o étant indépendant de h, mais dépendant de ‘| .

Démonstration :

\

Comparons d‘'abord V ¢ Cy, et Vh & RN déduits respectivement de _
P e Cz(\ Se (%) et de [}P]h E’Ks(h) ; en combinant les 2 systémes
définissant V et vy ot

AV(P) - Ath(P) = 0 P € G(h)
v({Q) - Vh(Q) =0 Q e I'(h)

L'hypothésetf e C, entraine que V e C, 5 en appliquant la formule de

Taylor on a :

(%) S8 est le sous-ensemble de Co défini § II-4-a
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(12) 8, V(P) = AV(P) + hgl(P,h) P &G(h)

gl(P,h) et ses dérivées partielles premidres sont continues et bornées sup

G+T (car(f e SE), ceci quel que soit h. Le systéme devient alors
by (V, =V)(P) = -hg, (P,h) P € G(h)
(Vh—V)(Q) =0 Q e r(h).

En introduisant le vecteur-colonne w de composantes Vy -V aux points de G(h)

-1
w = thl

G, et par conséquent L_lGl sont des vecteurs-colonnes bornés . ¥h GZ]O,hO[;
w(P) = (Vh-V)(P) est de l'ordre de h. Comme V e Cys gl(P,h) admet des dérivées
partielles premidres uniformément continues sup G+I' donc bornées, ceci

¥h € ]O,ho[ 5 11 est clair alors que gradh W a des composantes qui sont toutes

de l'ordre de h.

Comparons maintenant U=1/q (U, q e(32) et Uh = l/qh (Uh, %, e—RN) 3

en combinant les relations définissant U et Uh d partir de V et Vy» on obtient
grad V(P).grad U(P) - grathh(P).gradﬁUh(P) =0 P ec(h)
(Uh~U)(Q) =0 Q € I'th)

1l'opérateur gradﬂ est primé pour rappeler que son expression dépend dy point

P. Soit Y e C2 5 en utilisant la formule de Taylor on a :

(13) grady () = grad. (p(p) + h E(p,h) P & G(h)
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Les diverses composantes de g(P,h) sont continues et bornées sur G+I', ¥h.
En appliquant (12), on obtient le systéme :
grad, V(P).grad/U(P) - gradhvh(P).grad}'th(P) = -th(P,h) P e G(h)
(U, -U)(Q) = o. | Q ¢ I'(h)
En introduisant des termes intermédiaires et en posant
s(P) = (Uh—U)(P)
il vient :
gradhw(??TgradﬁU(P)+grathh(P).gradﬂs(?) = th(P,h) P e G‘h)
s(Q) = 0 ’ Q € I'(h)
Le terme>gradhw(P).gréaﬁUkP) est de l'ordre de h :
grathh(P).grad}'lS(P) = hg,(P,h) P & G(h)
\ s(Q) =0 Q & r(h)
Ce systeéme aux différences finies est lindaire en s ; en considérant l'équation
homogéne, on trouve, par application de la méthode de la caractéristique
(||grathhH(P) >e VP g G(h)+I'(h))
s(P) = 0 | P & G(h)+T(h)
1'équation avec second membre a donc une solution unique

= 1
s = hF (Vh’GS)
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Pour q':~TY> etrqh ='~h[1f]h’ on aboutit 3 :

r(P) = qh(P)-q(P) = 5qh(P)q(P)s(P) P € G(h)
"D'ol '
2.
Il < o hsll,
Or
lsl,, <b 8 ¥h e Jo,n [

B existe bien cap g3(P,h) est borné sur G+I' (Vh) et le vecteur-colonne
P'(Vh,Gs) a des composantes qui sont toutes bornées indépendamment de h .

(B et par conséquent o, dépendent de 1a fonction P e C, (\SE).
La condition de compatibilité des normes étant satisfaite et 1l'existence
d'une solution dy pProbléme aux différences finjies étant assurée, on voit que

T}, constitue une approximation d'ordpe 1l de T (ef. définition dans EHJ p. 59).

Ceci achdve 1a démonstration.

b) Etude de Tl

Pour h fixé, on a vu ay § 4 que Th @St un opérateur continuy sur Ke(h) ce

bqui S€ traduit par 1'indgalits
(14) : ”Tth—Thql”h A3 Kh” qz"ql”h Vql9q2 < Ke(h)

K ne dépend pas de 91> 4, tant que d;.9, @ppartiennent 3 Ke(h)’ Les variations

de K, avec h sont précisées par le théoréme suivant :
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Théoréme III-3

Soit g ¢ CQ(W(Fe)) ; le module de continuité K, reste borné et a pour
limite K  (module de continuité de T (formule II-16)) lorsque h + O.

De plus, T, est un opérateur contractant dans Ke(h) lorsque la fonc-

tion g et ses dérivées premilres prennent des valeurs suffisamment

faibles.

Démonstration

Pour h fini non nul, K est évidemment borné. Examinons le comportement
lorsque h + 0. Soient ¢, et (f, €s_.Ac, (qu- %ﬂl > 0) et telles
que [Hol]h et [szlh GKE(h). Alors :

” Th [‘{th'Th [L?l] h" h A3 " Th E‘FQIh" [T(‘FQJ h” h+” ,[TLfQ h™ [T“fllh" h+" I:T(‘fll h-Tl'l:L?l:I h" h
En appliquant (11), on obtient :
17, B, BT, < 20mel [T, - Frg T, by  2aboic | [], -4,

avec o = max(ul,uQ), a, et o, correspondant respectivement & Cfl et

R

Ko” [LFz}}T[M‘"; 2oh = [Ko T I(f){]hf[fpzﬁlh”h}“ [‘f’glh'l}ﬂ]h“h

D'aprés sa définition, Kh est un minorant de l'expression entre crochets;
lorsque h + 0 la contribution du deuxiéme terme de ce crochet tend vers -
zéro ; on a ainsi prouvé la premidre partie du théordme.

Nous avons montré que la constante o de la relation (11) est de la

forme o g qﬁB 3 K, a donc une structure identique 3 celle de K, (donné
par (I1I-12)) et la méme conclusion est applicable : pour q, et K suf-
fisamment faibles, Kh < 1 et T, est une contraction (rappelons que contrai-

rement a o » K me dépend pas du choix de q; et q, € Ke(h))'
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Th étant contractant dans Ke(h)’ le point fixe de Th est unique et la

suite'{qn} définie par

qn+l = Th qh qo e Ke(h)

converge vers ce point fixe (noté Qh)
G = Ty Qe
La méthode d'approximations Successives permet donc d'obtenip dans ce

cas la solution du systdme (10) (appelée solution discréte ou solution

approchée).

VI - CONVERGENCE DES SOLUTIONS - APPROCHEES

Nous avons montré (Chapitre IT) que lorsque T est contractante, T a un
point fixe unique dans S€ i q=Tq ; Ty étant une approximation de T il s'agit
maintenant d'examiner la relation qui existe entre la solution q et la solution
approchée Qh” Comme nous n'avons pas montré que le schéma aux différences finies
est cohérent (au sens définji par N, GASTINEL (EHJ p. 65)) nous allons &tablin

directement qu'il ¥ a convergence,

Théoréme III-4

Soit g érCQ(W(Pe)) et telle que l'application T est contractante ; alors

la solution approchée Qh converge vers la solution q quand h » 0,

Démonstration :

e ot 1t B e e s s e v i

g admet des dérivées partielles premiéres et secondes continues et
bornées dans le voisinage W de Fe 3 alors en examinant les relations

(II-4) et (II-7) on &tablit aisément que

a4 = Tq & C (G+D).
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Soient q et Qh les points fixes de T et Th :
q = Tq q €C, NS

Prenons la restriction de q a G(h) et retranchons ; on obtient (en norme de
N
R7) :

"Qh_EQIh"h = “Tth"Enilh“h
En décomposant le second membre, il vient :
»”Qh_[dlh”h'§-”Tth-Th[q]A|h+ ”Th[th'[Tq]h”h .
Appliquons (14) et le théoréme III-2 ; il vient :

o -[alll, < K00, -[a] I+ on

(¢ correspondant d q). Puisque T est contractante, Ko < 13 on peut trouver h'

tel que :
h < h! =>-Kh'$ A<l (théoréme III~3).
Alors :
“Qh"[q]h”h _\<.1'9_L)'\' h (h £h")
et ‘
,_HthIQIh“h'* 0. lorsqqe h - 0.

G(0) limite de G(h) lorsque h » O étant dense dans G, on a le théoréme annoncé.



- 7y -

Remargue

Le théoréme III-2 joue un rdle important dans 1'établissement des
théorémes III-3 et III-4 5 or une des hypothéses faites consiste 3 sup-
poser que q ¢ 02 (condition qui est satisfaite dans ce probléme lorsque
g € CQ(W(Pe))); on retrouve ici un phénoméne trés général en analyse

numérique concernant la convergence des solutions approchées.

VII - UTILISATION PRATIQUE DE IA METHODE D' APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

a) Remarque sur la notion de faible densité

L'intérét de 1'étude effectude dans les chapitre IT et III peut parafTtre
assez limité en raison de 1la restriction appgrtée 3 la généralité du probldme.
Il convient donc de préciser les limites des "densités faibles"“; cette expres-
sion est Vague, sinon ambigué, parce que, dans la pratique, le cas des faibles
densités ne se limite pas 3 celui des trés faibles valeurs de 1a densité de
charge dfespace H l'opératéur Th reste contractant pour des densités moyennes
ou méme fortes. L'équation (I-2) a été résolue pour plusieurs configurations
géométriques par la méthode d'approximations successives avec des valeurs
assez importantes de la fonction g et de la densité de charge d'espace ; ce

fait est illustré par les 2 exemples ci-dessous.

b) Cas uni-dimensionnel du‘condensateur plan

En étudiant ce cas en grandeurs réduites, il est facile de montrer que S,

est appliqué dans lui-méme si <2 l'expression du potentiel en fonction
ppliq a4, Xp D

de q est bien connue et l'on a

1 b4

E(x) = 1 - S (1-t) q(t)dt + {v q(t) dt

0 0
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d'ol :

1
min E(x) = E(0) =1 - g (1-t) q(t) dt

xe [0,1] 0
1
E(0) » 1 -q {o (1-t) dt = 1-q /2.

En effectuant une analyse un peu plus précise, on peut montrer que une autre
partie compacte Sé:) Se est appliquée dans elle-méme lorsque q, < 3/90vet
1l'opérateur T est alors contractant. Pour q, = 3, par exemple, au lieu du
champ uniforme E(x) = 1 (cas harmonique), on obtient un champ de la forme
(ax+b)l/2 croissant de la valeur E(O0) = 0,32 3 la valeur E(1) = 1,44. On voit
que la distortion est trés importante : 6F = E(1)-E(0) = 1,12 et de 1'ordre

de grandeur de la distortion limite &E = 1,5.

c) Configuration fil-entre 2 plans parallgles (voir § VI-2)

Le domaine est limité de fagon que la longueur soit beaucoup plus grande
que 1l'écartement des plaques pamené 3 7 en grandeurs a-dimensionnelles. Pour
q, ¢ 3 1'opérateur T, est contractant (le processus itératif converge) et on
obtient la solution (voir les figures chap. VI) ; celle-ci présente sur une
grande partie de la longueur, la décroissance en e—kX : c'est la solution
"saturée" définie par FELICT [6,7] ; elle est caractérisée, en particulier,
par le décrément A = 0,674 différent de A' = 1 correspondant 3 la solution
harmonique ; pour cette configuration, la solution différe trés nettement
du potentiel harmonique et ne change pas fondamentalement de caractére lors-

que q crolt (voir FigdiChap. VI).
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d) Conclusion

Compte tenu des observations précédentes on peut conclure que ce cha-
pitre fournit la justification mathématique d'un grand nombre de calculs ef-
fectués. De plus, les principaux théordmes &tablis paraissent tout-3-fait géné
raux et les limitations sur le choix de la fonction g semblent pProvenir de la

méthode utilisée et non pas d'une caractéristique~intrinséque du probléme.

méthodes mathématiques n'ont Pas mis en évidence les propriétés particulidres
du probléme., Ces propriétés et les méthodes générales de résolution qu'on peut

alors construire vont &tre examinées dans le chapitre suivant.



} DETENMINKTION NUMERIQ____

1 HERADDSNAL L LN LTS
£
i

a METHODES_ GENERALES

I - PREMIERE METHODE GENERALE DE RESOLUTION

Dans les chapitres précédents nous avons falt 1'étude compléte pour des
configurations géométriques tout-a-fait générales (satisfaisant & certaines hypo-
théses de régularité) du champ électrique affecté par un flux permanent d'ions
identiques, dans le cas des faibles densités. Il est naturel de chercher 3 se
libérer de cette restriction qui apparalt dans le raisonnement mathématique mais
n'a aucun fondement physique. Du double point de vue théorique (formulation cor-
recte du probléme) et pratique (détermination numérique des solutions), il est
nécessaire d'obtenir une méthode différente n'introduisant plus de limitation

sur les valeurs de la fonction g.

La méthode examinée jusqu'ad présent est basée sur l'application T et son

approximation T, . Elle ne permet pas la détermination, par calcul numérique, de

e
la solution lorsque la densité des charges émises devient trés importante au

voisinage de 1l'électrode émettrice.

Dérivée de la précédente, la premidre méthode générale qui permet de déter-
miner la solution dans tous les cas, consiste en la modification suivante de 1'uti-
lisation de T : q; étant donnée, au lieu de prendre pour q, la transformée de q;>
on effectue une pondération

P

q, = (l-w)ql+mT q =T

'wa 0 <w <1

Entre les opérateurs T et T, on a la relation
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(1) Tw = (l-w)I+wT 0 <<l

I étant 1'opérateur identité ; entre opérateurs discrétisés, on obtient une

relation identique

(1) T, = (1-0)I +w T 0 <w<1l

hw h =

On peut remarquer que le procédé itératif construit avec T, est un cas

particulier de celui d@ a ZARANTONELLO [42] pour résoudre
F(x) =0

(F étant une application d'un espace de Banach ¥ dans un espace de Banach Y)

Kepp = %t O J.F(xk)

o = C(xk)e(ll

(J : application de Y dans X). Dans le cas présent la relation définissant T,

peut s'écrire
dp = 4 + w(qu-ql)
w e Bgl]

et le procédé itératif correspondant se ramdne au cas général lorsqu'on prend
X =Y = C_(G+r)

F(x) = Tx-x
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I1 n'est pas possible d'appliquer les résultats de la théorie générale
(cf.[ﬂZ]) parce qu'il ne nous a pas été possible de montrer que F(x) = Tx-x satis-
fait 3 une condition de monotonie (méme dans le cas particulier étudié dans ce

chapitre). Nous allons donc faire 1l'étude directe de T et de 1'itération.

Soit la suite {qp} intervenant dans la détermination de la solution par

calcul numérique

( g, donné (par exemple q, = 0)

| lqp+l " Ty O

Pour w convenablement choisi, chaque qp est tel que le potentiel VP = L_lAqP+H

~

satisfait 3 la condition
| grad, VPH(P) > € ¥P € G(h)+I(h)

et la suite converge rapidement. Ce résultat provient de propriétés remarqua-
bles de T, qui vont &tre mises en évidence dans la suite. A la différence des
deux chapitres précédents, 1'étude n'a pas été faite pour des configurations
géométriques quelconques mais dans un cas: particulier permettant de pousser

l'analyse trés loin:

II - EXPLICITATION DU -CAS PARTICULIER

a) Configuration géométrique

Le cas particulier choisi est le cas unidimensionnel du condensateur
plan : 2 plans paralldles illimités 1'un au potentiel 1, l'autre au potentiel O,
ont un écartement unité (en grandeur réduite) ; le systéme (II-3) devient un

systéme différentiel ordinaire



- 80 -

2
[ LT (%) = -qx x € [0,1]
dx
(2) 4 v(o) =1 Vv(1) =0
g-z- (x) éi-; (?Ji-)(x) = -1 x € [0,1]
k\ q(0) = g

(e}

On n'étudie pas ce systdme car on sait qu'il posséde une solution unique.
D'autre part, on peut remarquer que les raisonnements faits pour établir les
théorémes d'existence II-1 et III-1 somt tout-i-fait semblables et que la mé-
thode utilisée pour étudier Thw se transpose aisément pour T, Pour obtenir
le systéme aux différences finies déduit de (2) par discrétisation, on procdde
de la fagon déja décrite dans le § III-2. L'intérét du cas particulier étudié
actuellement réside dans le fait qu'on peut expliciter facilement les relations
(III-3) et (III-9).

b) Discrétisation

Divisons le segment [b,l] en N+l intervalles &gaux de longueur h = 1/(N+l) ;
G(h) est ici l'ensemble des points d'abscisse ih, i prenant les valeurs 1,2,...,N.

Notons :

v(ih)

]
<3

idelanN
q(ih)

1
e
[

La relation (IJI-3) s'dcrit ici :

IV = g+K (A=I)
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avec
/'Vl q, 1/h™"

\ q 0
12 r2 1

VvV = ! q = | K = \
b
i } !
VN Ay 0

L'opérateur laplacien’ discrétisé est
-2
Ay V(x) = b7 [V(x-h)-2V(x)+V(x+h)]

La matrice L s'écrit donc :

L =12
~
2/
L'expression de L7t est (cf.[HO] p. 171)
rt s _(Aij) Ajs 7 Ag4 T .h2 i -N—;ﬁ—i—l i<

Sous forme explicite
(3) V=L "q+H

H est le vecteur colonne de la solution harmonigue
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?2 o
-1 g o N¥1-i
= = { y B el 1.1
H=1L%%= L avec h, T - 1-ih
hN

En discrétisant 1'équation du 1°°F ordre en 1/q, on obtient

Yi¥ia Meylgg o N
T - B =
d'ol :
() 1/q. = 1/ - W/, )
9 7 A5 iTi-1

1, il vient, aprés éliminations successives

En notant Vg = V(o)

1
H

1
1 .2 I 1
= o=
% k=l "k 'k-1

(5) a = £,(7)

Reprenons le systéme (III-10)

L'lq + H

<3
H

()
F(V)

fia]
i

La définition III-1 peste valable pour définiy Th ; on a

_ -1
Tyq; = F(L ql+H)
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c) Domaine de définition de T,

Par analogie avec la définition du champ &lectrdque
E = ~grad V

on peut utiliser la notation suivante

E
!
(7) E = i E. =
3
E

V étant fonction de q, E est fonction de q. Cependant, la forme matriciel-
le n'est pas nécessaire car les Ej ont des propriétés simples ; quelques calculs
conduisent aux relations

2

E, = 1-h (N+1-k) q

H ™=

k=1

(8)

™
i

Pi-1*th a3 = Ep + B R

Ces relations nous permettent de préciser le domaine de définition de T, dans

RN° On doit avoir, d'une part

q3 > O i=1,2,...,N
condition provenant de la définition du probléme. D'autre part, l'approximation
aux différences finies (4) n'a de sens que si min Ikgradh V)i" > e 3 (8) montre

que cette condition est satisfaite dés que
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Appelons Je le domaine de définition de Th :
£ q; >0 i=1,2,...,N

, N
®h° 3 OWl-i)g < 1-e

ITI - EXISTENCE D'UNE SOLUTION AU SYSTEME (6)

Comme dans le chapitre III, nous nous plagons dans 1l'espace RN muni de

la norme du maximum (notée || )+

Le :systéme (6) est un systdme non lindaire ; d'autre part, la valeur de 4
étant quelconque, le théoréme III-1 ne s 'applique pas ; on ne sait donc rien &
priori sur l'existence d'une solution au systéme (6). Comme précédemment, nous

allons prouver cette existence en montrant que Th a un point fixe q ¢ Js'

Tout point fixe de T}, est point fixe de Thw et réciproquement.

Démonstration :

Soit g un point fixe de T
q = Tq = (1-w)qtuT, g =.£(l~w)I+MTAIQ= T2

Définition IV-1

q, > O étant donné quelconque, K, (dépendant de € ) est le sous-ensemble
de J€ constitué par les vecteurs g dont les composantes satisfont aux

conditions

(®) 29 292 2 a2

(a dépend de ¢).
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K est borné : d'aprés (9) on voit que

llall,, < a, ¥q € K

D'aprés sa définition, il est clair que K, est fermé. De méme 1l est
facile de voir due K€ est convexe ; solent q, r € KE et A >0, u >0 tels que

~

Atu = 1, alors q' = Agt+ur satisfait & toutes les conditions définissant
=> '
Ke € Ke'

Lemme IV-2

R = =

9y > 2 étant donné quelconque, on peut trouver w d'une part, € et a

d'autre part, tels que Thm applique KE dans lui-méme.

Démonstration

Nous allons procéder en plusieurs étapes.
a) Soit q e K_» w quelconque (0 < w < 1) et soit
vt = = - =
q Ty o3 (1-w)gtwr r=Taq

Avec la notation (7), (5) donne

i

py =1/ +h 1 )
% k=1 "k
S KE =>»El >e et Ei > € i=2,3,...,N.
On en déduit
1 1
Qo > Py > eee Py > Peg > wee > PP > l/(af + EJ

(¢]

En prenant a = q_ e/(qo+e), on voit que r, et par conséquent q',

satisfont aux relations (9).

Le point essentiel consiste d montrer que g' € Je’



- 86 =

b) Supposons toujours que ¢ est fixé. Soit S(g) le scalaire associé 3 q

défini par :

5 N
k=1

D'aprés la relation définissant q', on a :
S(q") - 8(q) = w[S(r)-8(q)]

Or, d'aprés (9)

|rk_qk| i_qo'a k = l929-'-sN-
' 5 N w(qo—a)
S(a")-8(q)| < wlg -a) h* T (Wl-k) < ——
k=1

En prenant pour w la valeur :

(10) w =
il est clair que
s(q")-8(q)] < e
Alors tout q € KE tel que S(q) < 1-2¢ a pour transformé q' tel que :
S(q') < 1-e

q' est alors un élément de K-
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c) Il reste a montrer que 1l'on peut choisir e tel que tout q € K€ et

caractérisé par :
1-2e < 8(q) < 1-e

a pour transformé q' = Thwq appartenant a Ks'
Comme Ke est convexe, il suffit de montrer que r = Thq € K€°

r="Tg4q satisfait aux relations (9) ; on en déduit

N

S(r) < h% v, 3§ (N+l-k) < p./2
— 1 k=1 1

Or d'aprés (8) et 1l'expression de S(q)
E, = 1-s(q)

la condition encadrant S(q) donne

dtol :

On peut, sans contrevenir au raisonnement précédent, supposer e tel que

Choisissons £ ainsi :

(1) l-¢ q
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il vient alors

1
S(P) < ——i l—-eo i l-—g

2
= L~
Donc r ¢ K8 > q' & KEo

Ceci achéve la démonstration du lemme.

Lemme IV-3
Solent e et w satisfaisant les relations (10) et (11) ; alors Thw est une
application continue sur Keo
Démons trat ion
(- < .
Soit q Ka et g Thwq & Ke’ on a
S(q) < l-e => Es >E; > ¢ i=2,38,...N

D'aprés la relation (5), il est clair que les q£ (i =1,2,...,N) sont
des fonctions continues des Vk ; donc I est une fonction continue de V
Vv = L_lq+H dépend linéairement donc continfiment de q ; il en résulte que

q' dépend continlment de q et Ty, €5t une application continue.

THEOREME IV-1

I1 existe au moins une solution au systéme (6).

Démonstration

Soient € et w satisfaisant les relations (10) et (11) ; les lemmes 2 et
3 montrent alors que Thw’ application continue, applique K€ fermé, borné,
convexe dans lui-méme. Le théoréme de Brouwer (énoncé au § ITI-4-a) assure

que Thw a un point fixe dans Ks :

q = Thw q q € K.
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D'aprés le lemme IV-1, q est également point fixe de T ; étant donné la

définition II-1, q et V = L_lq+H satisfont au systéme (6).

IV- UNICITE DE LA SOLUTION

L'unicité découle d'une propriété que l'on retrouvera lors de 1'étude

d'une autre méthode générale (cf. § 8-e).

Définition IV-2

Soient q € Ke et u € RN tels que q+u, Thq et Th(q+u) appartiennent a Ke'

L'opérateur non linéaire W dépendant de q et de u est alors défini par

(12) Wou = T, (qtu) - T, a

Nous n'étudierons pas le domaine de définition de W (application de RN

dans R ) dont on peut seulement voir de fagon élémentaire, qu'il est contenu

dans l'hypercube défini par :
ey, < q,-a

Etablissons maintenant le résultat suivant, suffisant pour prouver

1'unicité.

THEOREME IV-2

b L4

W est un opérateur Qui ne peut pas avoir de valeur propre réelle positive

2/ ~ Pl
associée a un vecteur propre réel.

Démonstration

" e . s 2 St o o ottt

Supposons que l'on ait pour un certain vecteur q (q ¢ K€ tel que W est

défini sur un certain domaine), la relation
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Whu = Au
avec
A >0 () réel)
uy réel i=1,2,...,N.

Notons par E(q) le vecteur E associé 3 q par 1'intermédiaire des pela-

tions (8) ; il est clair que

E(gtu) = E(q)+e

avec

5 N
" e, = <h T (N+1-k)u
1 - k
(13) k=l
i-1
e. = e.+ ¥ u
1 1 k=lk k

En utilisant (12), on obtient pour les composantes de rang 1 de

Q' = T,q et q'+hu = T, (qtu)

; 1 1

(14) U FTTR ap * duy =7 h
— 4 = —
% M 4 Bytey

a) Supposons que u; = 0 ; d'aprés (1u4) e; = 0 ; soit u, la premiére

composante non nulle de u 3 les relations (13) donneSt

e. =0 = 2,8,0..,1.

<

Pour les composantes de rang io de q' et q"+Au on a (d'aprds (5))

P+, car e, = Opour j < i
i i j - "0

D'ol u, = 0 ce qui est en contradiction avec 1'hypothése.
o
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b) Supposons u; >0 (cette hypothése ne restreint pas la généralité du
raisonnement car seuls les signes interviennent). D'aprds (14)
u; > 0 => e, > 0.
L'expression (13) de e, assure qu'il existe des U négatifs ; soit us

(23 P . O
la premiére composante négative :

u, > 0sik <1 u. <0
k = o 1
o
i-1
e. =e + I u >0 i=1,2,0..,1 .
1 1 k=1 k
On en déduit
ql + Au, = l. > : =q;
lo o 1 lo 1 1 lo lo
—-+hZE+ +hZ-E—'
o k=l k" kb k=1 "k

d'ou : u, > 0en contradiction avec l'hypothése ci-dessus. Le théoréme

o . . .
se trouve ainsi démontré.

L'unicité se déduit aisément. Supposons qu'il y ait deux solutions q; et

q,> points fixes de T, (et de Thw)

9 = Thay 4 = Thy
En posant u = q,-q; on obtient

Whu =y

Le théoréme précédent assure que u = 0 ; d'ou

Corollaire

Il existe au plus une solution au systéme (6).
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V'~ CONVERGENCE DE L'ITERATION AU VOISINAGE DE LA SOLUTION

a) Probléme

Reprenons la suite {qp} définie au § 1 :

%W € Ke qp+l N Thwqp

Si cette suite est convergente dans Ke elle admet comme limite 1a solution
unique du systéme (6). Nous allons montrer que pour w convenablement choisi, il

y & convergence au voisinage de la solution.

Supposons que pour un rang n_, on ait :

la_ =qll, < n
no h —

nétant suffisamment petit, q = Thq, et examinons le comportement de 1a suite
pour n > n_. Soit Dh et th les différentielles au sens de Fréchet de Th et
Thw (cf. la définition dans DHJ P ) ; la relation (1') entre T, etT

~

duit &

con-
hw

(15) Dpy = (1-0)I + wd

Soit € le vecteur erreur : €, = 4,79 3 la suite '{en} est telle que

ntl T Ip417d T Thidn™Thd = Pnyn * tlase )

Par définition de la différentielle au sens de Fréchet, l'on a

”C(q,s)"h / He”h ~+ 0 lorsque [Ie”h +0
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Pour ”a”h suffisamment petit, le terme g(q,en) peut 8tre négligé et le

probléme peut se ramener & 1'étude de 1'itération linéaire régie par

(16) €+l T thsn

Si le rayon spectral () p(th) de la matrice th est inférieur 3 1, alors

£, > O lorsque n -+ et q, > q il y a convergence au voisinage de la solution.

Le probléme consiste maintenant 3 montrer que le rayon spectral de th

peut &tre rendu inférieur & 1 pour w convenablement choisi.

b) Etude de D]

D, peut &tre obtenu de fagon explicite ; en effet, en reprenant la défi-

nition de Th

q' = Tpq = F(V) avec V = _L'lq+H
Soit q'+u' = Th(q+u) ; on obtient
-1 -
Viv = L T(gtu)+H => v = LTy

qtu' = ‘F(V"I'V) = F(V) + Bv + E(st)

ol B est la différentielle au sens de Fréchet de F ; B peut s'exprimer sous

forme de la matrice (N,N)

- _ 1
B = (byy) iy T W

(%) Par définition le rayon spectral de la matrice M est : p(M) = max|xi|

P N l
les A; etant les valeurs propres de M.
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et

|er /vl + 0 2ersque vl » o
il vient

u' = Ty (qtu) - T q = BL urg(v,L 7 hy)

Dy étant par définition la différentielle au sens de Fréchet de T,,» on obtient

I
(17) D, = BL

On peut alors établir la propriété suivante :

THEOREME IV-3

La matrice C = ngl est une M-matrice ; les valeurs propres de -Dh sont
contenues dans un disque ayant pour diamdtre le Segment Ea,b] de l'axe

réel (0 < a < b).

Démonstration

e st s ot s s o o

—~B—l et C.

Explicitons d'abord les matrices B, A o F

(bi.) avec bij = svi ; en dérivant

Soient g e KE et q' = Thq(q' € Ke)' B
(5) et en utilisant la notation (7) (E correspondant d q)

on obtient

2,1 1 . .
....q:'i(-—én-——*———z ) :|<l
Ej Ej+.‘L

(18) 2

' b, = a4
1] ' —T j’:,i

E.

i
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(8) montre que

By > By | § = 1,2,3,...,N-1

Donc bij < 0 et -B est non-négative.
Pour déterminer A = —B_l observons gque B—l est la différentielle de
Fréchet de F_l.

Or la relation (5)

i
1 2 1

Q! = £.(V) = 1/(==+ h° 3 —)

o S k=1 "k k-1

s'inverse aisément et 1l'on obtient

1 2 i 1 1
v, = £,7(q") = 107 1 1/ - =)
k=1 %  %-1

e252
s j<i
q'2
J
P2
} E
— / .
(12) aij o %' ) ] =1
o q
L
\\ 0 j>1

L'expression de L a été donnée au §2 ; en effectuant le produit LA on

obtient (C = (cij))
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/-Ej?/q]!z Jo= i+l
2.2 .2 C . .
(Ej+Ej,+l)/qj : j=1 5, i<N-1
2 12 o e /
(20 ) h? [ Finlay dEA
20 hc,.=
R BE - SR i < N-2
j'ju‘jqj‘ 1 8-
2 2 .2 . .
j—(2EN—EN_l)/qN_l J = N-1 N i=N
) . ;

les autres composantes sont nulles ; en vertu de la propriété
Ej+l > Ej (§ = 1,2,...,N-1) il est clair que tous les termes non situés
sur la diagonale principale sont <0,

Rappelons la définition suivante (cf. [4Q] p. 85)
G = (gij) matrice (N,N) réelle avec gij < O pour tout i # j est une

M-matrice si G est non singuliére et G ~ > O,

e

D'aprés (20) la matrice C est telle que 54 S Opour i #7 ; et - (-B)L‘l :

(-B) > 0 et L7t 1

>0=>C" >0 ; de Plus C étant le produit de 2 matrices
non singuliéres est non singulidre ; C est donc une M-matrice.

Nous allons maintenant pouvoir préciser la localisation, dans le plan

complexe, des valeurs bropres de C.

Soit a = max Csg = 2 E;/qﬁQ (car les Ej croissent et les qé décroissent

. . 1 o i .
en fonction de 1'indice j). Posons

M = oI-C => M > 0
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ol-M = C est réguliére et (aI-M)'; = C_l > 0 ; on en dé&duit que

o(M) < a (cf. [40] p. 83).

Les valeurs propres de M sont contenues dans un disque fermé de rayon

B < a; celles de C sont donc contenues dans le disque centré en z = g et
de rayon B ; on en déduit que les valeurs propres de C—l = —Dh sont con-

tenues dans le disque ayant pour diamétre le segment Ea,b] avec
a = 1/(a+B) b = 1/(a-B)
Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Remarquons que le caractdre de M-matrice de C est indépendant du vecteur
q € Ke choisi; les valeurs de a et b par contre vont dépendre du choix de q. Dans
la suite du chapitre, les évaluations des valeurs propres et de a et b seront
faites pour des matrices correspondant au point fixe q = T4-

¢) Etude de th

Nous allons d'abord &tablir un théoréme qui nous servira en plusieurs

occasions.

THEOREME 1V-4

Soit D une matrice telle que ses valeurs propres sont contenues dans le
disque fermé ayant pour diamétre le segment [ﬁb,—é] (0 < a <Db) de 1'axe
réel, et D, = (1-w)I+wD. Alows D, est contractante pour

o . 2
(21) 0w Sy < T ~

plus précisément, en définissant O g T

ot~ 2¥atb on obtient les relations

suivantes

=> o(D ) < 1-(1+a)w
(22)
=> p(Dw) :_ (l+b)w-—l



Démonstration

La relation Dw = (1-)I+yD conduit § :

)\i = J—‘U)"'(U]_li 1= :]-,2’...,Nn

A et.ui étant respectivement les valeurs propres de Dw et D ; on passe

de uy a A; par le produit de 2 transformations dans le pPlan complexe :
1) 1'homothétiede centre z = 0 et de rapport y .
2) la translation de vecteup 1-w.

Les valeurs propres Ai de Dw sont contenues dans le disque ayant pour

diamétre le segment
[l—w(l+b),l-w(l+a)]

de 1l'axe réel. Pour que ce disque soit contenu dans le disque unité, i1
faut que
|1-0(1+b) | < 12> 0 < g < @ < -2
: — &  1+b
wopt est la valeur de w pour laquelle les 2 disques sont concentriques
(lorsque -a et -b sont valeurs propres de D, p(Dw) est alors minimum).

Les relations (22) s'obtiennent immédiatement.

Les résultats du théordme IV-3 permettent d'appliquer le théordme IV-4

qui assure que pour

la matrice th est telle que p(th) <1 th est contractante et la

suite'{en}, avec
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8n+l - then

converge vers zéro ; il s'en suit que la suite‘{qn} (qn+l = Thqu) converge

vers la solution q.

11 subsiste une imprécision en ce qui concerne la valeur de b. On a vu
que —Dh > 0 ; la matrice rDh admet alors une valeur réelle > 0, égale au
rayon spectral et telle que p(qg <b ; 1'égalité p(qg = b demande des propriétés
particulidres de localisation des valeurs propres, propri&tés que nous allons

pouvoir déduire de 1'expérimentation numérique.

Supposons que la valeur propre Al de plus grand module de th soit simple

et unique (elle est alors réelle)j soit e le vecteur propre correspondant

het1 © 1 8 2] = p(Dy,) et [lefly =1

Considérong la suite‘{sn} (définie précédemment):

en/"€n"h > e, lorsque n - o

et
€atl = Phofn ” lealy 2y e
Posons : ||‘“
(23) k= r———ﬂ—ﬁn b
n 'en—l h
on obtlent :
K +_|Al| lorsque n > .

On peut ainsi atteindrelkl et ey (relatifs a th correspondant au point fixe
g = Thq). La figure 2 montre les variations de p(th) en fonction de w et pré-
cise le signe de Ay 3 les calculs ont é&té effectués en double précision pour

la valeur q, = 30 avec h = 0,01.
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Pour 0 < ¢y <« wopt la suite {kn} converge assez lentement vers la limite

-

.
3
Z

les points obtenus sont alignés de fagon satisfaisante ; la pente permet d'éva-

luer a d'aprés (22)
a = 0,09

le vecteur e, est indépendant de w ; on en conclut que -a est valeur propre de
Dy .

Four

Yopt ¥ < Tipo

la suite '{kn} converge rapidement vers la limite obtenue 3 10-5 prés ; les

points sont parfaitement alignés et la pente de la droite donne

b = 3,319

)

Le vecteur el a Toutes ses composantes positives ; e est également vecteur
propre de Dy 5 comme —Dh est une matrice positive qui admet donc une valeur
propre simple égale au rayon spectral et associde 3 un vecteur propre e > O,

(cf., [ﬁo’) il ressort que -b est valeur propre de D, et que
L] q prop h g

b = (D)

VI - CONVERGENCE DES SOLUTIONS APPROCHEES .

La question que nous allons examiner est analogue a celle étudide au
§ II1-6 ; il s'agit de déterminep la relation qui existe entre q et V solution
du systéme (2) et q, et V, satisfaisant au systdme aux différences finies (6).

Nous allons montrer directement qu'il y a convergence, c'est-a-dire que

lap-Tal ], ~ 0 1orsque n » o.



1+a =’|,09
1+ b :4’3']9

2,8
0,7
o Valeurs
Valeurs propres positives Propres
negatives
6 ,
O?
w
, —»
0. 0,1 0,2 wopt. 0,4 2
' 1+b
Figure 2 : Variations du rayon spectral de Dlhw en fonction de w

pour g = 30 (h = 0,01).
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L'utilisation du théoréme IV-3 permet d'établir :

THEOREME IV-5,

La solution approchée g, converge vers g solution du systdme différen-

tiel (2) lorsque h » O,

Démenstration

Etablissons une premiére relation entre Ej]h’vh’EQJh et 4, par 1l'inter-

médiaire du probléme de Poisson :
AV(x) = -q(x) x ¢ [0,1]
(Ahvh)i = _qho 1l = l,2,..;,N

1

La relation (IIT-12) entre Ah et A est valable ici sans restriction

(V(x) indéfiniment dérivable) ; on a méme

2
(25) A V(x) = AV(x) + b (x,h)  x e [h,1-n]
Prenons la restriction 3 G(h) de la premidre relation de (24) et effec~
tuons la différence avec la seconde ; 1l'utilisation de (25) et les nota-
tions

W : vecteur-colonne des w, = V., - ET] .
1 hi

u : vecteur-colonne des ui

1
O
=
i
3
2,
j=x
P

conduisent 3 :

(26) Lo = uth® G, (h)

Gl(h) étant un vecteur borné en h.
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On va obtenir une seconde relation entre W et u 3 partir des relations

du ler ordre :

av 4 ,1 _
T a QP W x € [0,1]
(6,V.) (6(-£-)) = -1 i=1,2 N
hhi—l—,' h'q i__]_. | el Rk T APP) Y
2 h 2

La relation (III-13) valable sans restriction (V(x) et q(x) indéfiniment

dérivables) donne pour ce cas particulier :

(27) 5h‘1’(x)

avec

g—i (x) + h2E(x,h) x € [h,1-h]

8, ¥(x) = 3 [0t By - w(x- 1

En combinant les 2 relations du 1%° ordre et en utilisant (27), on obtient

1 1 2
[ah(-q:}:) N LA (m—}-l—)] 1o 170 gy (h)
2

Notons :

By = (8, ;1

2
Bug = 05 1
2
Sous forme matricielle, il vient :
2
(28) w = -A'u + h" G.(h)

G4(h) est un vecteur borné en h ; 1'expression de A' est analogue 3 celle
de A (relation (19))

A' = (a!',)
1]
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Fh3837 B, 3415541
~ j < i
i %
1 —

(29) aj, = E, .E.
__JE'L 5=

I3
0 j> i

En éliminant w entre {26)et(28) :
2
u=~LA'u + h Gq(h)

(Gu(h) vecteur borné en h) ; soit C' = IA' ; en comparant (19) et (29),

on voit que C' a une structure identique 3 celle de C ; la propriété
i=2,8,...,N

assure que C' a des propriétés identiques 3 celles de C ; dont C' est

une M-matrice ayant toutes ses valeurs propres dans le demi-plan complexe
Re(z) > 0 (théoréme IV-3). -C' n'ayant pas la valeur propre +1, le systéme

u = -C'u

n'a que la solution triviale u = 0 ; I+C' est régulidre et 1'on a

o
1

2 y -1 _ .2
h™(I+C") 76, (h) = hGg(h)

o
1

= qh—[q]h + 0 lorsque h - 0

G(0), limite de G(h) lorsque h - 0 &tant dense dans 1'intervalle BLJJ,

on a le théoréme annoncé.
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Avec ce théoréme, s'achdve 1'étude de Thw 3 on a ainsi justifié les
résultats numériques obtenus et, sur le cas particulier examiné, montré que le

procédé itératif basé sur Thw constitue une méthode générale de résolution.

Dans la suite, nous allons montrer qu'il existe d'autres méthodes géné-

rales basées sur le méme principe.

VII - AUTRES METHODES GENERALES ,

La premiére méthode générale est basée sur 1l'application T ; par consé-
quent elle est étroitement lide au systéme (II-2), équivalent 3 1'équation
(I-2) et qui intervient dans la définition de T. Op il existe d'autres systlmes
équivalents 3 (I-2) a partir desquels on peut constriire des méthodes générales.

Reprenons le systdme (II-2).:

AV = -q
(30)
q2 -grad V.. grad q = 0

En observant que -q = AV = div(grad V), on petnouve :
(31) div(q grad V) = 0
qui exprime la conservation du courant. En rédcrivant (30) (g > 0)

-

Iav=-1
g _
(30")

grad V . grad-% = -1
et en ajoutant membre 3 membre, on obtient :

(32) div (-é: grad V) = -2,
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(31) et (32) forment un systéme équivalent 3 1'équation (I-2) ; en combinant les
diverses relations (30), (31) et (32) on peut remarquer qu'on obtient 6 formula-
tions équivalentes & (I-2) ; 1'intér8t de ces formulations réside dans le fait

qu'elles permettent de définir des méthodes différentes.

Adoptons la convention suivante : & chaque systéme i ci-aprés, on associe
une application Ti (%) définie ainsi : la premidre équation du systdme i asso-
ciée aux 2 conditions V(0) = 1 et V(1) = O permet de déterminer une distribu-
tion de potentiel V 3 partir de q donnée; la deuxidme équation associde 3 la
condition q(0) = q, permet de calculer q, d partir de V (opérations supposées

possibles) ; alors

Définition IV-i4.

i . . . . . Lo s N . .
T" est l'application qui, par 1'intermédiaire du systéme i fait correspon-

dre qy & gy ¢
i
4 = T'qy
Cette définition constitue l'extension de la définition TI-1 (8§ I1-2),

Des considérations assez élémentaires permettent d'éliminer certains systémes

et il reste 6 cas intéressants

AV = -q
1
1
grad V . grad-a = -1
S AV = ~q
2

1
[
N

1\ divC% grad V)

: A1 i, . . o 2 . e o .
(%) Pour T°W,D”, i n'est pas une puissance mais un indice qui permet d'indiquer le

numéro du systéme équivalent 3 (I-2) et de 1'application correspondante.
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div(q grad V) = 0
3
1
grad V . grad-a = -1
div(q grad V) = 0
n
o 1
dlv@a grad V) = -2
-~ e .1
dvaa grad V) = -2
5
1
grad V . grad 3 = -1
P
dvaa grad V) = -2
6
div(q grad V) = 0

Le systéme 1 est celui qui a &té &tudié jusqu'a présent. Pour les autres

systeémes, on étend les notations et définitions ; par exemple
T = (1-w)I + o7
O <w=<x1
Wu = T (qhu) - T

Dt . différentielle au sens de Fréchet de To.

La méthode de résolution associde 3 chaque systéme i consiste 3 cons-

truire la suite‘{qp} définie par

q, donné

Ge1 ~ Tiqp
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Une &étude systématique a été entreprise d'abord numériquement toujours sur
le méme cas particulier 3 une dimension. Un caractdre commun trés intéressant est
que les diverses méthodes sont générales, c'est-d-dire que les suites {qp} sont
convergentes pour w convenablement choisi entre O et 1, quelle que soit la valeur

de q (densité sur 1l'électrode &mettrice).

i
hw
w) étudiées au § 5. Le théoréme

De plus, pour i = 4,5,6 les variations du rayon spectral des matrices D
en fonction de w sont analogues & celles de p(Di
IV-4 étant général, ces variations de p(ﬁiw) laissent pressentir une localisation

trés particulidre des valeurs propres.

Ces observations vont &tre justifiées pour la méthode 4,

VIII - ETUDE DE L'APPLICATION T4.

En posant E = -grad V, le systéme 4 s'écrit pour le cas particulier &tudid

(une seule variable x) :
= (aB) = 0
E
5= (=) =2
q 4
Dans ce paragraphe 1'indice 4 sera systématiquement omis pour T, W et D.

Une discrétisatioﬁ sur cette forme et une série de calculs en simple pré-
cision a donné les résultats reportés sur la figure 3. Les points s'alignent sug .
2 droites ; il existe un intervalle [@l,LIpour lequel le rayon spectral est indé-
pendant de la valeur de q, (considéré comme paramétre) ; la pente +2 indique que
-1 est valeur propre de D, Lorsqu'on utilise T (w=1) on obtient trds rapidement,

pour tout q» 2 foncticns q; et q, telles que

Q = Tqy = T(Tqy) %@ #q
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Cette observation incite a admettre que -1 est également valeur propre de

W, Examinons donec D et W.

a) Relations liant ) et u, valeur et vecteur propres .

La relation entre q; et g, s'explicite dans ce cas par 1'élimination de E ;

la 157 équation et la condition sur le champ donnent
-4 ]
Ix (@ B) =0 )
=> E(X) =
' 1
(%) gt
{l 94 0 ql(t)
g E(x) dx = 1 A
0
Pour g, = Tq;, on obtient
d E
o (a—) = 2
2 L EGO KO L,
' q2(x) qo
q2(0) - %
D'ol :
1 1 oat 1

Dans tout ce paragraphe, nous nous plagons dans l'espace Co des fonctions

continues définies sur [O,l] avec la norme du max :

Il = max _|£(x)]
: X € [O,l

S est le sous-ensemble de Co tel que :
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£(0) = a,

0 < fi(x) < ag ¥x < I:O,lJ
Nous n'étudions pas les domaines de définition: de T et de W. On supposera
toujours que g & S et tel que T est défini; de méme u (ou v) sera supposé tel

que |u| < q, et que W soit défini.

Soit u une fonction propre de W (W correspondant & ) associée 3 la valeur
prop P qy

propre A (si u est infiniment petite, u et A sont fonction et valeur propres de D):

Wu = Au

T(ql+u) - Tq,

§
'

T(ql+u) Tq,tAu = g, +iu

(33) s'écrit alors pour (ql+u) et T(ql+u) (ql+u € S et T(ql+u) € S):

1
1 1 dt 1
1 ( o —— ——— 2 e—— -
(33") erm I IR R { Ty = 5+ 2% (a)
1 2: q O q
0 o
avec :
o l.————EQEl——— dt
0 ql(ql+u)(t)
En combinant (33) et (33') on cbtient
(34) [(q2+Aq1+ku) ul(x) = de[quz(ql+u)(q2+ku)1(x)
b) Cas ol ¢ = O .
Si 1'on écarte u = 0, (34) donne
4
qy * AMqytu) =0 =>4 = - g+ (x)
q
A est une constante ; or pour x = O, le rapport T prend la valeur unité:
1

on obtient donc :
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~N

Les fonctions bropres correspondant 3 cette valeur propre changent de signe
au moins une fois sur [p,i] ¢ la condition g = 0 impose, d'aprds 1l'expression
de o, que u soit positive sur un certain domaine [O,lT et négative sur le

domaine complémentaire. (Ces deux domaines sont non vides),

La fonction propre est finie.
u = qQ-ql

En remplagant u par cette expression dans (33') et en comparant avec
(383) il vient :

et
Oql(t) -Oqut)

on retrouve bien : o = 0 ; de plus on voit que q; et 4, jouent un rdle

symétrique, ce qui se traduit par :
QQ = qu et ql = Tq2 (ql # q2)

et donne l'explication de 1a situation obtenue lors u'on itdre avec
p q

l'opérateur T (w = 1).

2) Opérateur D

A = -1 est également valeur propre de D ; la relation :
u = 92—ql
subsiste, mais &tant donnd le caractére lindaire de D, u est un infini-

ment petit du premier ordre au moins et q; et 4, différent trés peu de

la solution q (elles sont dans un voisinage de q).
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c) o _gquelconque # O .

D'aprés la relation (34)

___E;___.(x) = 20x _Eszziffi(x)
ql(ql+u) : q,tAq;+Au

En intégrant de 0 & 1 et en éliminant o :

(35)

1 a,(q,+ru)
g 2 2 (t) dt =

-t_—_._____.
0 q2+Aql+Au

N

Cette relation ne permet pas de montrer de fagon simple que W ne peut avoir
que des valeurs propres réelles. Cette conclusion n'est obtenue que pour 1l'opéra-

teur D pour lequel (35) se réduit 3 :

2
(36) gl tq, ae < 1
3 t o= 2
Oqf%%- 2

A ne peut prendre alors que des valeurs réelles.
d) Etude de D

Lemme IV-4

L'équation (36) n'a qu'une seule racine X pour q €8, Tqy = q, €8
-1 <1 <0

Démonstrat ion

%o

Appelons I(1) 1le 1%¥ membre de (36) : ql(x) et q2(x) &tant positives pour

X & [b,L], I(A) est une fonction décroissante de ) .

1) Supposons A < -1,
pour x = 0, (q,+Aq;)(0) = (lfk)qo< 0
si q2(t)_+)\ql(t) <0 vt ¢ [0,1]
alors

I(A) <o
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si qz(t)+qu(t) s'annule pour t, & [O,i] alors 1'intégrale I()A) n'est pas

définie ; (36) ne peut donc pas &tre satisfaite par A < -1.

q
2) Soit : A, = max (- =2(t))
tefo,1] 4

Alors pour )\ > Ags I(1) est définie ;

lorsque )\ - Ags I(A) croit.

3) 1(0) <-% 3 en effet, en prenant la 28me équation déterminant 4, a

partir de E
—E-(x) = E(O) + 2%
9 %

et en exprimant la condition sur le champ, on obtient : (E(0) > 0)

1 1

q,(t)dt + 2 f’ t q,(t) dt => 21(0) < 1
0

1 =

E(0) g

'qo 0

Done I(}), fonction décroissante de X, prend la valeur 1/2 pour A compris
entre A et O.
"o

En rassemblant les résultats, on a :

THEOREME IV-6 .

L'opérateur DL+ (défini pour q; € S quelconque), admet 2 valeurs propres

_ Al et A2 telles que :

-l= A <A <A, <O,

Corollaire

oooooooooo

L'opérateur Dz est convergent quel que soit w e]p,l[
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Il suffit d'appliquer le théoréme IV-L,

Etudions plus particuliérement le comportement au voisinage de la solution q s

(36) donne :

1
2 S t q(t) dt = 12,

0

La fonction q(x) est connue:

q
g(x) = -
l+cx
q 302
© 4[(1+c)3/2-1]
on en déduit :
c+2+ve+l

Vérification numérique : pour = 1 (¢ = 3.14) on trouve
q pour q_ = .

A, = -0.417

2
valeur en parfait accord avec celle déduite de la pente (p = -1.42)
de la portion de droite comprise entre w = 0 et = Yopt (Fig. 3).

e) Remarques concernant W.

Nous nous bornons, dans cet alinéa, au cas des valeurs propres et fonctiong

propres réelles de W, notées p et v. Soit :

1 g,(qytw) ( -
J(u,v) = t ————— (t) dt
Jo  Qptugtuv
(35) stécrit :
- 1
J(]J,V) = E
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A2 est valeur propre de W, la fonction propre associée &tant alors infiniment
petite.
Précisons cette affirmation.

Soient, pour q; € S donmné, y et v tels que :

Wv = yv
alors :
Iu,v) = 2
> )
: 2
o) ( q,(a,tuv) 1 tgq
J(u,v) - I(A,)=0 = t ~— (t) dt - (t) dt
" 27 gé dptHGy +Uv 0 Bty
On en déduit : (F = (q2+A2ql)(q2+pql+pv))
2
1t 9,9, . 1t 99, Vv
(28) (-2 ) g —2 4t = ( 12 4
: ‘ 0 0 '

Reprenons la relation (34):
(q2+uql+uv)v = 20x qqu(ql+V)(q2+”V)

a # 0 est réel ; la relation (33') imposant que Q;tVv et g,+uv restent positifs,
le 2éme membre ne change pas de signe sur [b,l] ;3 V reste borné et

drtHq;tuv ne peut pas s'annuler.

Donc v est une fonction soit non-négative, soit non-positive sur [p,lj ;
on peut remarquer que les fonctions propres associfes 3 u # -1 ont une caracté-

risation différente de celles correspondant & y = -1 (§ 8-b).

En divisant (38) par_AQu et en tenant compte du fait que v preste borné,

on voit que :
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" reste borné ; donc zéro ne peut pas &tre valeur propre. La relation (38) montre

alors que
u o> 12 pour v i,O
u < AQ pour v i,o
De plus
'U*A2| ~ 0 lorsque |[v] - o.
Cet ensemble de remarques suggére que les valeurs propres réelles de W (u = -1

excepté) fovment un spectre continu tel que :
-lsul<?u’_<_u2<0
les bornes U, et u, pouvant &tre atteintes (on a évidemment B <A,

I1 s'agit ici plus de remarques que de résultats rigoureux ; une &tude compléte

de W opérant sur C, devrait préciser le domaine de définition de W,

examiner la structure du spectre des valeurs propres, leur multiplicité et la

structure de l'ensemble des fonctions propres (cf. KRASNOSELSKI'I [}3] p.183)

Les remarques précédentes permettent néanmoins de comprendre 1'aspect
trés particulier de D (opérant sur CO), n'ayant que 2 valeurs propres distinctes.
Enfin, il apparait qu'une &tude de W pourrait &tre nécessaire pour rendre compte

de la convergence du processus itératif (convergence de la suite'{qp})o
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f) Approximations discrates : T W, D,

L'analyse des opérateurs Ty W, s D, » définis 3 partir d'une discrétisation
de type général (c'est-a-dipe transposable au cas de configurations bi-dimensione]-
les) n'a pas été faite, les vecteurs des suites'{Vh’p} et {qh,p} intervenant de
fagon assez complexe. Cependant un calcul en double précision a Permis d'atteindre
le rayon spectral de Dgw ; les résultats rassemblés fig. 4, ne sont pas signifi-
cativement différents de ceux de la fig. 3 et indiquent expérimentalement que les

L3P ” u gy P Pl [ ” o w
propriétés de D' sont tras peu altérées par la discrétisation.

IX - REMARQUES SUR LES AUTRES METHODES .

a) Opérateur Tz.,

P P 2 e ‘ . .
La méthode basée sur T est plus efficace que celle construite avec TL 5
. o ae . . s 2 .
une premiére indication est fournie par le fait que T transforme un certainsous-
2 o -~ ~ @ [
-ensemble Se en lui-méme 3 condition que g, < 8 ; cette borne est nettement:

supérieure 3 celle obtenue pour T'L : q, < 3.90.

L'opérateur p? ne présente pas de propriétés simples quant 3 la localisation
des valeurs propres ; l'explicitation de 1a matrice jacobienne de F? (qh = F2(Vh))

montre que Dﬁ ne présente pas la structure de M-matrice,

Au cours de 1'itération, on observe des variations cycliques (en premiére

approximation) d'ordre 4 dy rappoprt

kg = leglh/lle I,

s e e 2
¢eé qui Ilndique que les valeurs propres de D° sont probablement complexes. Leur
localisation, cependant doit &tre du méme type car 1'itération converge pour un
domaine important de w. Soit o le taux moyen de décroissance de 1'erreur (on se

N

limite pratiquement & n tel que "sn”h >2 erreur de calcul)
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® = le, b /he

La figure 5 montre les variations de g en fonction de w ; cette courbe traduit

un comportement du type rencontré pour Tl et Tu.

b) Opérateur T3

T3 semble &tre un opérateur contractant quelle que soit la valeur de q,

En effet, la suite {qh } définie par :

= I : vecteur-colonne unité
qh,O 9 Ic c

= T3
9h,p+1 T “huth,p

converge quel que soit pour w € |0,1
q q 44 i

On observe des variations assez erratiques de kn en fonction de n ;
seuls des calculs en double précision permettent de cerner le rayon spectral.
La fig. 6 montre, pour le méme cas particulier, les variations de p et de a
le taux moyen de convergence est trds élevé et la comparaison des dlfferentes
courbes obtenues améne la conclusion que la méthode générale basée sur Thw

est la plus efficace.

Bien quelle ait des propriétés trds intéressantes concernant les valeurs
propres et la convergence, cette méthode n'est pas utilisable pratiquement 3

cause d'une erreur de troncature beaucoup plus importante que pour les systémes

1, 2 et 4. Par exemple en définissantvwv ainsi : -
g, (1)=q(1) |
v q(1)

on ay en fonction de N’nombre d'intervalles :

L4
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N 25 50 100 200

v 0.28 0.07 0.01s8 0.0086

. . . 2 .
Bien que v soit proportionnel 3 h°, 1'erreur est trés importante pour une

valeur raisonnable de h.

c) Opérateurs T5 et T6.

L'étude de T° est analogue 3 celle de TL+ i on montre facilement que p®

. 4 .
est l'inverse de D' et qu'il a comme valeurs propres

t
AL T A

il
>

il

1
.

!t =
A = 1/n
La grande valeur de ké ( = -550 pour 9, = 30) enldve 3 la méthode basée

6 PPN . N .
sur T  tout intérét pratique (taux de convergence trds faible).

- . 5 . .
La m&me conclusion est obtenue pour T ; les variations de p(Di ) en

fonction de w sont semblables d celles de p(Diw) (Fig. 2). Seules différent

les valeurs de b (1le rayon spectral de Di est beaucoup plus grand) et de wopt'

X - UTILISATION DANS LE CAS GENERAL .

a) Efficacité des methodes,

L'étude systématique du cas particulier permet de tipep la conclusion
suivante ; aprds élimination des méthodes basées sur T° et T° (taux de conver-
gence trds faible) et sup TS (erreur de discrétisation trop importante) il
reste 3 méthodes générales qu'on peut classer par ordre décroissant d'effica-

cité (mesurée par le taux de convergence de 1'itération) ;: ce sont
2



- 119 -

on en déduit

wl

T
p(D )<
opt

Si 1'on choisit w = . W, quel que soit q,, on obtient donc un taux trés important

de décroissance de 1'erreur €, 5 par exemple, pour q, = 30 :

4 1
p(Dp, ) =3 = 0,333
o
2
a(th ) = 0)35
opt
1 N
opt

b) Résolution d'un cas général par la méthode 4 .

4 . . o o
La méthode basée sur The @ été mise en oceuvre pour la configuration fil
émetteur entre 2 plaques paralldles ; (ce cas ne nécessite aucune transformation
géométrique). Avec une discrétisation de type général et un domaine discret com-

prenant environ 1200 points, on a obtenu les résultats suivants : (k = lim kn)

>
qO:‘J_,w::l ? k20,6
qo:l}w:O’65: kﬁ'o)22
9, =3 , w=0,65: k =0,30
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I1 s'agit ci-dessus d'indications approximatives car 3 chaque tour d'ité-
ration, V n'est pas déterminé de fagon exacte, la surrelaxation par points étant
arr@tée aprés 25 ou 30 tours. En 9 3 12 tours d'itération, le probléme aux dif-

- . e -5 ~6
férences finies est résolu avec une précision de 1'ordre de 10> 3 10°°,

¢) Remarque concernant T4.

On obtient dans le cas général, une relation semblable a (33). Soit q4;
une fonction donnée, positive, dérivable dans G+r et telle que q, = Tuql existe ;

de fagon tout-a-fait analogue 3 (83) on &tablit :

L s
1 1 dt
(39) - — = + 2 e K(u) du
ql(_P)qQ(P) -gz(Q) go K('t)ql(t) fo

oi L est la longueur curviligne de la ligne de force le long de laquelle sont
effectuées les sommations, s est 1'abscisse curviligne (P <-> (Q,s)}et K(t) dé-
signe le rapport des sections orthogonales du tube de force infiniment fin

respectivement en s = t et s=0.

L'analogie avec le cas particulier (formule 33) ne peut pas &tre poussée
plus loin car le réseau de lignes de force varie avec chaque fonction q ; la

recherche des valeurs propres est donc beaucoup plus complexe,

XI - CONCLUSION.

a) Dans le § 5, c'est la structure de M-matrice de C qui permet de justifiep..
la convergence du processus itératif au voisinage de la solution. Mais la proprié-
té essentielle est celle concernant la localisation des valeurs propres de Dl.
Ceci est confirmé par le fait que, pour des configurations bi-dimensionnelles,

C ne présente plus la structure de M-matrice, sans cesser toutefois d'avoir des

valeurs propres localisées de fagon remarquable,
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b) L'étude de l'application T)+ a permis de justifier la localisation des valeurs
propres de Dl1L dans le cas particulier uni-dimensionnel : la similitude de (33) et

[ 13 ~ s/ Pd Z Z Pl LI-
(39) incite a penser que cette propriété est générale. En plus 1l'étude de W se

révéle intéressante sinon nécessaire en vue d'établir des resultats généraux lcdricernan

Ifexistence et 1'unicité de: laﬂselution a1n81 qué la convergence des suites {qh } et
{q_P} oP

c) L'étude systématique des 6 méthodes générales sur le cas particulier et la
mise en oeuvre des méthodes 1 et 4 pour des configurations géométriques bi-et

méme tri-dimensionnelles ne laissent aucun doute sur la généralité des propriétés

des différents opérateurs.

La localisation des valeurs propres de Wi et Di apparait donc comme une
particularité intrinséque de 1'équation (I-2) plutdt que de tel ou tel systéme
équivalent. Il est probable que cette caractéristique peut s'exprimer de fagon
plus générale en terme de propriétés des applications Ti. En particulier, d'aprés
les remarques faites au début de ce chapitre, il est probable que 1l'application

~

F(x) = x - Tx satisfait a une condition de monotonie du type de Zarantonello

(cf. [u2]).

d) Dans le cas général, il semble gque les efforts doivent se porter sur 1l'éta-
blissement de telles propriétés de monotonie plutdt que sur 1l'investigation des
valeurs propres des opérateurs Di et Wi ; mais c'est 13 un probléme complexe

dont la résolution nécessite probablement des méthodes et des outils mathémati-

ques plus raffinés que ceux employés dans ce travail.

Cette étude, dont 1'intéré&t a perdu de son acuité en ce qui concerne le
probléme physique (formulation et méthode de résolution), semble digne d'atten- ..
tion pour qui s'intéresse aux équations non linédaires du point de vue mathémati-

que et du point de vue de leur résolution numérique.
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CHAPITRE - V

| ELEMENTS D'UNE THEORIE DE SONDE

I - GENERALITES.

-~

a) Grandeurs d comparer .

Les méthodes générales de résolution permettent d'obtenir la solution
pour un grand nombre de configurations géométriques. Avant de confronter les
prévisions théoriques aux résultats expérimentaux, il est nécessaire de pré-

ciser quelles sont les grandeurs sur lesquelles doit porter la comparaison.

Traditionnellement, la concordance des caractéristiques courant-ten-
sion (dans le cas d'une décharge produite par effet couronne) était retenue
comme critdre permettant de juger de la validité d'une méthode de calcul (voir

par exemple [25, 19, 11, 44])5

Or dans le chapitre I, mnous avons vu que la comparaison des caracté-~
ristiquescourant-rension (expérimentale et théorique) ne constitue pas une
méthode valable, car le courant total résulte d'une sommation (§ I-3). Rappe-
lons 1l'étude effectuée par PROKOPOVITCH [14] : en examinant la méthode de
DEUTSCH qui donne des valeurs du courant total satisfaisantes, cet auteur met
en évidence une discordance compldte entre les valeurs théoriques et expéri- "
mentales de la densité de courant sur le plan récepteur (configuration

pointe-plan).

L'examen de la densité de courant sur l'électrode réceptrice constitue

un moyen plus apte & tester la validité de telle ou telle méthode de calcul.
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C'est d'ailleurs ce moyen que FELICI a utilisé pour comparer les solutions qu'il
a obtenues aux distributions expérimentales [8]. On peut cependant formuler deux
remarques qui restreignent la validité de cette méthode. D'abord, bien que i
soit proportionnelle au produit gE, l'accord entre les valeurs de § mesurées et
calculées n'implique pas que la concordance s'étende aux grandeurs qet E ; il
peut exister des distorsions importantes qui se compensent lorsqu'on effectue le
produit gE. L'autre observation résulte du fait que la densité de courant n'est
déterminée que sur 1'électrode réceptrice et cette zone de concordance éventuel-

le apparalt limitée.

La comparaison des répartitions calculées et mesurées de la densitéd de
courant sur l'électrode réceptrice ne constitue pas une méthode entidrement
satisfaisante parce que la concordance des distributions de densité de courant
n'implique pas, en toute rigueur, 1l'accord entre valeurs théoriques et expéri-
mentales des diverses grandeurs dans le domaine G. Il apparalt donc nécessaire
de comparer les distributions théoriques et expérimentales du potentiel, du champ

électrique et de la densité de charge dans tout le domaine G.

b) Méthode expérimentale .

Si les mesures de potentiel sont relativement faciles, par contre la
détermination du champ et de la densité de charge par des méthodes indépendantes
se heurtent a des difficultés énormes. Pourtant la détermination expérimentale
de l'une des deux grandeurs, champ ou densité de charge, apparalt nécessaire si
1'on veut pouvoir comparer valablement solutions théoriques et distributions
réelles ; la seule concordance des potentiels ne permet guére de se prononcer

quant aux répartitions de densité de charge (proportionnelle au laplacien de V).

En ce qui concerne la mesure du champ électrique, il y a une méthode
trés attrayante a priori, qui consiste 3 mettre en oeuvre l'effet électro-optique
de KERR, trés marqué dans le cas de certains liquides comme le nitrobenzéne

[45, 46] ; on obtient alors aisément la répartition du carré du champ électrigue,
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Cependant, méme lorsqu'on réalise une injection unipolaire pure [351, des phéno
ménes hydrodynamiques complexes [U7, Lg, 49] viennent s'ajouter et 1'état sta-
tionnaire de conduction n'est plus régi par 1'équation (I-2), le mouvement du
fluide ne pouvant plus &tre négligé. Ce phénomdne nous oblige donc 3 &cartep
les liquides en tant que milieu expérimental pour vérifier nos résultats qui

supposent évidemment 1'immobilita du milieu.

Dans le cas des gaz, la faiblesse de 1a constante de KERR ne permet pas

d'envisager pratiquement la détermination du champ par cette méthode optique.

L'autre grandeur qu'il est difficile d'atteindre directement est la
densité de charge 3 1l n'est pas possible d'utiliser ici les techniques micro-
ondes couramment employées pour mesurer la densité des particules ionisées dans
les plasmas ; en effet dans le cas d'une charge d'espace due 3 des ions d'un,
seul signe, la densité (v 1 3 5.107 ions/cms) est beaucoup trop faible pour
avoir une influence quelconque sur un faisceau de micro-ondes. Ainsi
BERSEILLE [22] n'a observé aucune interaction entre un faisceau de 8mm de .
longueur d'onde et les ions du domaine étudié ; auparavant LOOMS [50] avait
montré expérimentalement que méme la gaine, sidge de l'effet couronne, est
indétectable avec un faisceau d'ondes de 3 cm.

L'éventail des moyens d'investigations dont on dispose est donc limité 3
l'utilisation de différentes Sortes de sondes que 1'on insdre dans le domaine
d explorer ; ces méthodes ne bermettent en général que la détermination du poten-
tiel d'espace. Mentionnons pour mémoire la sonde incandescente [El], la sonde
de GOSHO [52], la sonde modifiée par PENNEY et MATiCKI]?3], et la technique de
la bille tombant le long d'une &quipotenticlle [}2, 53].

La technique la bPlus intéressante est incontestablement celle de la sonde
froide car elle permet de déterminer 3 la fois le potentiel et la densité de
charge. C'est cette technique qui a &été mise en oeuvre pour déterminer les valeups

expérimentales de V et q.
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é) Teéhniqhe de la sonde froide .

Un fil cylindrique métallique est introduit en un point précis du domaine
(probléme plan) ; en faisant varier son potentiel et en mesurant le courant capté
‘correspondant, on obtient une courbe courant-tension ou caractéristique de sonde,

d'ol l'on tire V et q.

L'analyse du fonctionnement de la sonde et 1l'explicitation de la relation
existant entre le potentiel d'espace et la densité de charge d'une part, la
caractéristique de sonde d'autre part, constituent la théorie de sonde. La théorie
effectuée par DUPUY [1;1 doit &tre complétée lorsque la charge d'espace devient

importante. Cette extension est étudiée dans la suite du présent chapitre.

IT - THEORIE SIMPLIFIEE .

a) Rappel,

DUPUY [;11 a montré que 1l'utilisation de la sonde froide donne des ren-
seignements non seulement sur le potentiel, mais également sur la densité de
charge existant en un point d'un domaine affecté par une charge d'espace uni-

polaire. Il fait les trois hypothdses suivantes :

o) la faible divergence du champ existant avant 1'introduction de la sonde

permet de l'approcher par un champ uniforme.

B) la présence de la sonde 3 un potentiel variable ne - pertirbe: pas la .~

décharge couronne principale.

Y) Malgré la présence des ions, les lignes de force autour de la sonde

restent identiques 3 celles du champ électrostatique.
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la sonde ;

2) entre Q charge de la sonde et son potentiel, on a 1la relation

o
.

Q= Cv=v, )

ol C représente 1la capacité electrostathue et V esp le potentiel

existant au point ol se trouve la sonde, avant son introduction.

Traitant la sonde cylindrique ) DUPUY introduit alors le potentiel

complexe :
2
= @+i¥ = _F (- &y _ _Q
—ﬁfﬂ.‘l’—(Eo(z Z) 5o log z
avec

E, : valeur du champ uniforme préexistant
: rayon de la sonde

Q : charge de la sonde en Cb/m

éxprime en fonction
de Q :
o] < [q,|=>
(1) I-=- 11:—2 [Q Arccos Q& -/ (Qi-QQ)' ]
o
ol > o]

(2) I=-5,
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En reliant la charge au potentiel de la sonde, on obtient :

_ Kqe
(2') I=- ~—-2~— V-v )

Pratiquement, les résultats importants sont les suivants

a) la prolongation de la partie rectiligne de la caractéristique de la

sonde donne le potentiel d'espace Vesp (Fig. 7).
b) la pente est proportionnelle au produit Kq.

c) la sonde isolée prend le potentiel :

uﬂean
Vv=yV +
C

b) Discussion .

Les hypothéses a et B , bien qu'elles soient raisonnables, constituent
des approximations. Pour l'hypothése vy , la critique générale faite au chapitre I
s'applique : la présence de la charge d'espace introduit une distorsion des
lignes de force qu'il n'est pas légitime de négliger pour de fortes densités.
De plus, l'hypothése concernant la constance de la densité de charge n'est pas
soutenable car l'on sait que q décroltle long de chaque ligne de force parcou-

rue dans le sens émetteur vers récepteur.

La validité du calcul fait par DUPUY est restreinte au cas des densités
trés faibles pour lesquelles 1'effet de la répulsion coulombienne (propor- -~
tionnelle & q2) peut &tre négligé devant l'action directe du champ (propor-
tionnelle 4 qE), c'est-a-dire pour les cas ol le probldme est lindarisé (du
point de vue mathématique, les problémes de (II-3) se séparent ; l'on a :

q = g, et AV = -q_).
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Lorsque la densité de charge devient importante, 1l est nécessaire de tenip
compte de l'effet de la charge d'espace. La théorie ne peut plus alors &tre
faite de fagon simple mais nécessite la résolution du probléme par une des

méthodes numériques générales.

On peut faire une observation de caractdre général. Dans un plasma carac-
térisé par une quasi-neutralité, l'action de la sonde peut &tre considérée
comme localisée dans un domaine ; au voisinage de la sonde existe une charge
d'espace Importante due d la différenciation. des distributions de particules
positives et négatives. Pour analyser le fonctionnement, on isole 1la sonde en

admettant que sa présence ne perturbe pas le reste du plasma.

Dans le présent probléme (charge d'espace unipolaire), ceci n'est plus
possible (sauf dans le cas lindarisé). La sonde a une action de portée plus
longue que dans un plasma et modifie le réseau de lignes de forces dans tout
le domaine ; elle influence également le fonctionnement de la décharge couron-
ne comme en témoignent les variations du courant total lorsqu'on fait varier
le potentiel de sonde. Il apparaft donc qu'on peut difficilement &laborer une
théorie générale indépendamment de la configuration explorée et méme de la

position de la sonde.

III - ESQUISSE D'UNE THEORIE GENERALE ,

La nécessité de tenir compte de la configuration et de la position de la

sonde nous améne d examiner d'abord quelques aspects qualitatifs généraux.

a) Notion de capacité .

La charge d'espace modifie le champ et par conséquent la densité de charge
superficielle sur les diverses &lectrodes 5 on ne peut donc plus conserver

la définition &lectrostatique de la capacité,
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Examinons par exemple, le condensateur plan avec une injection de valeur qé,

Le champ est de la forme :

_ ) ®\1/2
E(x) = r T (1+b L)
_ = Vo - e ¥
en x = 0 E=r 7 => o = re I
en x = L B = %'r(l+b)l/2 = g = P(l+b)l/2.€ %

Les coefficients r et b sont fonctions de qg avec

1 _f_r(l+b)l/2 = s <3/2

La charge portée par chaque électrode est différente :

U R

Q =77 VerCV
-« BS o _

Q =sFV=scC Vv

De plus, si qé (densité volumique de charge sur Fe) reste constante, lorsque
V varie les coefficients r et s varient, ce qui fait qu'il n'y a plus propor-.
tionnalité entre Qe Oqur et V. 8i 1'on pose :

c = Qe/V =p C

C_ = Qr/V =sC

on voit que ces "capacités" n'ont plus les propriétés simples des capacités

électrostatiques.
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D'une fagon générale, il faut définir C comme &tant le rapport entre la charge
d'un conducteur et son potentiel (ramené 3 une origine convenable) ; cette capa-
cité caractérise un seul conducteur et dépend de la répartition de la charge

d'espace.

Examinons maintenant la sonde cylindrique placée 1le long d'une équipotentiel-

le ; on a

(1) C = |omt—]
esp

la densité de charge superficielle est

et la charge Q par unité de longueur s'exprime par (%)

27 2T
(5) Q = g ocds = a g o(6) do = ¢a S E(6)do
T 0 0

Cette relation permet d'évaluer Q et d'étudier les variations de C.

b) Variations de la densité de charge au voisinage de la sonde.

Dans son calcul DUPUY admet que la densité de charge est constante dans un
domaine entourant la sonde ; or lorsque q n'est pas trds faible, cette hypothése
n'est pas valable. On peut d'abord remarquer que la densité de charge décrofit
le long de chaque ligne de force décrite dans le sens émetteur vers récepteur

selon la relation :

(%) ', représente la frontidre correspondant 3 la sonde.
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1 _ 1 8 N ‘dt | _

De plus, lorsque la sonde capte les ions du milieu (zone (2) de la carac-
téristique idéale,{Fig. 7), la relation (6) permet d'expliquer la non;linéarité
des caractéristiques réelles ; en effet, quand lv'vesp' augmente, c'est-d-dire
quand le potentiel de sonde se rapproche du potentiel zéro, le champ en tout
point de chaque ligne de force reliant Iy a Iy (sonde) augmente ; la relation
(6) montre:: alors que q(P) augmente ; en particulier la densité de charge au
voisinage immédiat de la sonde augmente et le courant capté :

2
I=Xa S q(8)E(8)d o
0

a une croissance plus rapide que la croissance lindaire due au seul terme du

champ.

c) Modification de la zone de captation.

La zone de captation est la portion du domaine dont les ions sont captés
par la sonde ; elle est limitée par les lignes de forces singulidres séparant
les lignes de force aboutissant sur la sonde de celles <dboutissant sur 1'élec~

trode réceptrice.

La présence de la charge d'espace modifie le potentiel et le réseau de
lignes de force et 1l'influence de la sonde s'exerce donc de fagon différente ;
par rapport au cas harmonique, il est probable qu'il y a un élargissement de
la zone de captation ce qui se traduit par une majoration de 1la pente de la -~
caractéristique ; de plus, il est possible que 1'augmentation de la densité de
qharge d'espace dans cette zone lorsque lV-Vespl croit provoque un élargissement

accentué et intervienne dans la courbure de la caractéristique.
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11 faut cependant bien préciser que cette notion d'élargissement de 1la
zone de captation n'est pas aussi solidement fondée que les 2 effets des alinéas

précédents et ceci pour deux raisons

a) I1 y a quelques difficultés 3 comparer le résultat concernant une confi-

guration précise i celui trouvé par DUPUY raisonnant dans un cas "idéal",

B) Le facteur attribuable & 1'élargissement de la zone de captation sera
déterminé indirectement, en faisant le bilan ; on peut aloms y intégrer

un effet différent dd 3 ce que sur I,

2T

1 27 1 2m 3
5 (o q(e)ﬁ(e)de>ﬂgo q(e)deo-z—; fo E(e)ds

= by
d) Conclusion.

D'aprés 1l'examen qualitatif précédent, la caractéristique de sonde: pré-
sente deux propriétés générales d'autant plus marquées que la densité de charge

est plus importante :

1) les variations du courant de sonde ne sont pas lindaires en fonction du

potentiel.

ii) dans le cas ol 1la courbure de la caractéristique est peu marquée, la pente

moyenne de la portion quasi-lindaipre est supérieure 3 celle indiquée par

(2).

Le probléme pratique qu'il reste 3 résoudre concerne la détermination du
potentiel et de la densité de charge a partir de la caractéristique de sonde H

il faut alors faire une analyse précise pour des configurations bien déterminées.
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IV- SONDE CYLINDRIQUE DANS UN CONDENSATEUR PLAN .

- Bien que 1'injection homogeéne sur l'une des &lectrodes d'un condensateur
plan soit difficile 3 réaliser lorsque le diélectrique est un gaz et que cette
configuration ne puisse donc pas se préter pratiquement d une vérification
expérimentale, nous examinons d'abord ce cas en raison de sa simplicité et de

1l'absence des difficultés qui surgissent pour les autres configurations.

a) Obtention de la caractéristique.

Continuant d travailler avec les grandeurs réduites, on effectue la

transformation conforme :

exp(nz)—exp(%iwyo)
Z = lo

g exp(nz)—exp(iﬂyo)

qui fait correspondre un rectangle (domaine G') dans le plan Z & G, domaine
compris entre les &lectrodes et la sonde, dans le plan z (Fig. 8). Si la sonde
centrée en z = iyo est de rayon a suffisamment petit, Fé est le segment d'abs-

cisse :

la symétrie permet de réduire le domaine de moitié (sur la Fig. 8, rectangle
1 t 1 1
BT Pau Pl F').
Vgs le potentiel de sonde étant fixé sur Pé, on résoud le probléme par
la méthode générale 1, appliquée au systéme (III-1). En faisant ensuite varier
Vg, on obtient un certdin nombre de points qui définissent la caractéristique

de sonde,

Etant donnée la grande masse de calculs nécessaires pour obtenir une seule
caractéristique, nous nous sommes limités au cas ol la sonde est a égale dis-

tance des deux électrodes. Une analyse détaillde a été faite dans le cas suivant
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9, = 3
h = 1/20 = 0,157
rectangle : hauteur 7, longueur 37/2

Pour chaque valeur du potentiel de sonde, on peut déterminer toutes les
grandeurs désirées : charge de 1a sonde, courant recueilli, densité de charge
moyenne, champ en tout point de la sonde, etc... Nous avons vérifié que les
valeurs déduites des caractéristiques sont indépendantes de la précision du

calcul (h S hy = 7/16) et du rayon de la sonde (a <a, = 0,03).

b) Capacité,

Les variations de Q (calculé 3 1'aide de (5)) en fonction de Vv, sont
représentées sur la Fig. 9. Pour Vs 20,55 on a une dégendance lindaire a
1 % prés ; ceci peut s'expliquer par le fait qQue la charge d'espace n'est
pas trés importante au voisinage de la sonde et également par la croissance
de cette charge d'espace lorsque Vg décroit (ce qui atténue alors la diminu-

tion de 1'influence de q relativement & V—Vesp).

La valeur qu'on déduit pour C, d'aprés la pente de cette droite, dif-

- fére assez peu de 1la capacité &lectrostatique (potentiel harmonique) ;

c/ = 1,041

Charm

c) Potentiel d'espace.

En prolongeant la partie linéaire de la courbe Q = Q(Vs), on obtient

pour le potentiel d'espace la valeur :

vV, = 0,623



- 135 -

Cette méme valeur Vl est obtenue d partir des variations du champ régnant
au point Pé sur la sonde (Fig. 8). Cette valeur diffdre trds peu de la valeur
réelle V = 0,626.

esp

Par contre, en examinant la caractéristique, on décdle facilement la cour-
“bure qui introduit une imprécision ; en prolongeant la partie inférieure, on

tTrouve
V, = 0,6185

L'erreur d'environ 1,2 % peut provenir d'un déplacement de la partie quasi-
linéaire de la caractéristique par rapport 3 la position définie par la théorie
linéaire ; elle peut provenir également de la courbure et de 1'augmentation de

la pente.

La détermination pratique de Vesp (approché par la valeur VC) semble
donc &tre entachée d'une erreur systématique qui donne Vesp par défaut ; en
extrapolant cette congclusion au cas d'une configuration quelconque, on pour-
rait expliquer en partie un résultat de BERSEILLE [22] qui a constaté, dans
divers cas, que la sonde froide donne une valeur du potentiel d'espace systé-

matiquement inférieure d celle déterminée par la sonde incandescente.

d) Etude de la partie quasi-linéaire

En examinant les variations de la densité moyenne de charge sur la

sonde

1 (%" ~

4, = o g q(e)ds
0

on obtient une illustration du fait général indiqué au paragraphe 3 : la den-

sité de charge au voisinage immédiat de la sonde augmente lorsque VS diminue

(Fig. 9). C'est le facteur le plus important contribuant 3 la courbure de la

caractéristique.
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Ce facteur influe également sur la pente de la partie quasi-lindaire car 4

reste nettement supérieur 3 la valeur réelle qesp = 0,941,

La majoration de la pente de la partie quasi-lindaire est due a Ltaug-
mentation de la densité de charge q et @ 1'élargissement de la zone de captation,
Afin d'évaluer la contribution respective de ces deux effets, déterminons qé

d'aprés la relation (2') (adaptée au systdme adimensionnel)
= —a' (Vv
I = -q) C(v VC)

En se limitant 3 1'intervalle [ngS 09551 on obtient, avec C = 1,041 Charm

- v =
q, = 1,14 qc/qesp 1,21

Sur le méme intervalle, la moyenne de q, est

q, = 1,065

Donc, par rapport 2 la formule (2') of 1'on prend la capacité modifiée
par la charge d'espace, la pente de la caractéristique est majorde de 21 % qui

se répartissent ainsi

~ 13 % dus a l'augmentation de la densitéd des charges captées par la

sonde (E;': 1,065)

~ 8 % attribuables 3 1'élargissement de la zone de captation (notion

définie et discutde au § 3).

Enfin, dans ce bilan, il ne faut pas oublier que la présence de la

charge d'espace provoque une augmentation de 4 % environ de 1a capacité.
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e) Obtention de la charge d'espace. |

L'analyse précédente a été effectuée grdce a la connaissance de toutes les
grandeurs désirées. Le probléme pratique qu'il reste a pésoudre est celui-ci ¢

étant donnée une caractéristique de sonde, comment peut-on en déduire la valeur
?
de Yesp
Dans la pratique, il est impossible de séparer les différents effets
étudiés ; il faut donc considérer 1'influence globale-de la charge d'espace
et déterminer qa, d'apréds (2') en prenant pour C la capacité électrostatique j

dans le cas particulier examiné on cbtient :
q, = 1,185

Il faut ensuite connaltre la relation théorique donnant qesp en fonction de q 3
cette relation a été déterminée numériquement ; ainsi pour le cas étudié ci-

dessus, on a obtenu

q, * 1,185 et qesp = 0)941 qc/qesp = 1,26

% a4 la valeur de la densité de charge Qeep®

la valeur de q, est supérieure de 26 5

La figure 10 montre que 1l'effet global de la charge d'espace s'accrolt avec
celle-ci. Les valeurs de g, sont limitées & environ 1,5 car la caractéristique
courant-tension présente alors une courbure importante qui rend délicate son

exploitation.

On pourrait de méme tracer la courbe donnant Ves en fonction de Vc’ nais
1'erreur obtenue lorsqu'on assimile Ve a VeSP n'excéde pas la précision avec

laquelle on peut déterminer V., 5 toute correction est donc illusoire.
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V ~ SONDE CYLINDRIQUE INSEREE DANS LA CONFIGURATION FIL-CYLINDRE COAXTAUX .

a) Détermination des caractéristiques,

e

Comme dans le cas précédent, les calculs ne sont pas effectués directement
dans le domaine G (Figure 11), mais dans @' transformé de G Par la transfop-
mation conforme :

d+2¢

Z+
2= log o=

(voir Fig. 11) (4 . &tant la distance fil émetteur-sonde et c = (l-d2)/2dy)°

La caractéristique est obtenue comme précédemment : pour une valeur fixée
du potentiel de sonde, le systdme (III-1) est pésoluy et toutes les grandeuprs

voulues sont calculéesg 3 en faisant varier V, on obtient 1a caractéristique,

L'étude de 1'influence de h fait apparaitre une difficulté qui n'existait
pas pour la configuration précédente : 1g solution est déterminée avec une pré-
cision trds médiocre qui se réperwute évidemment sur 1a caractéristique. Le
tableau ci-dessous donne 8 évaluations du potentiel d'espace Vc (déterminé 3

partir de 1la caractéristique) pour 3 valeurs différentes de h

h m/10 ’ m/15 m/30
v 0,206 I 0,182 0,152
la valeur ﬁéellevest v = 0,095.
esp

La densité de charge étant trds faible (qO = 0,01), ;a grande dépendance
observée provient de la résolution dy probléme de Poisson, En examinant leg 2
domaines G et @' (Fig. 11), on remarque que [%%] est trés grand ay voisinage
de 1l'électrode émettrice Fe 3 Pour obtenir une approximation satisfaisante dans
ce voisinage, i1 faudrait utiliser unp maillage trds fin autour de Te’ ce qui

entrainerait des difficultés de programmation et surtout des temps de calculs
excessifs.
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Figure 11 :

Transformation du domaine G dans le plan z (partie (i))
en G' dans le plan 7 (partie (2)) par la correspondance
dérinie § v-s,
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Nous avons préféré procéder autrement. La solution du probléme fil-cylindre
coaxiaux s'exprime en fonction de U tension totale et 4, densité de charge sur le
£il émetteur (voir § I-2). On peut donc déterminer les valeurs de V et q en tout
point du domaine G', en particulier pour les points (appartenant a un maillage
carré régulier) voisins de Fé; Ceci revient a remplacer T, par une autre surface
z - Nous avons alors vérifié, dans les mémes conditions que précédemment
(qo = 10—2), que la valeur V_ est égale au potentiel d'espace d 1 % prés, quel

que soit h,

I1 faut remarquer que cette modification introduit une certaine approxima-
tion car on admet que la présence de la sonde ne modifie pas la décharge dans la
zone comprise entre I, et la surface fictive Zh.

Tous les calculs examinés ci-aprés ont été effectués pour une valeur de h
de 1l'ordre de w/20 ; par rapport au cas du condensateur plan, un paramétre sup-

plémentaire a été étudié : la position de la sonde.

b) Analyse des caractéristiques.

Pour chacune des 3 positions examinées, (d = 0,351, 0,533, 0,741) la
valeur de la capacité électrostatique a été déterminée 3 l'aide de la carac-
téristique calculée dans le cas d'une densité faible (qo " 10_3) ; en méme
temps on a vérifié la validité de la relation (2') pour ces valeurs de la

densité.

On a trouvé les mémes facteurs contribuant a l'augmentation de la pente

de la caractéristique. Examinons un cas précis :



e courant I

» charge Q

x densite g,
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Figure 12 : Variations de I, Q et q, en fonetion du n~o+=ntiel de la
sonde: Cas de la configuration fil-eylindre . 4 = 0,533
Qo = 22,25, a = 1,33 107~°, droite tangente 8 la caracté-

ristiaue au point V. = 0.35..
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h = w/20
q, = 22,25
d = 0,533
a=1,33 107°

Les variagtions de I courant de sonde, Q charge. par unité de longueur et

de gy en fonction de VS sont représentées sur la Fig. 12,
La capacité ¢ (déduite de 1a courbe Q (VS))est telle que

c/ = 1,03

Charm

Le potentiel d'espace Vesp est déterminé avec une erreur inférieure 3 1 %
en prolongeant la partie inférieure de 1z portion quasi-lindaire de la courbe
I(VS) PV, A Vésp = 0,416

Les valeurs de 9, sont nettement supérieures 3 qesp et dans la partie
qui définit Vc

q = ‘2)065 qm/qesp = 1,24
Avec la valeur de C op détermine qé

1 = 1 -

9 = 2,12 qc/qesp = 1,27

1'augmentation de 27 % de la pente de 1a caractéristique est due brincipalement
d 1'effet direct de la charge d'espace (2u %). la contribution de 1'élargisse-
ment de la zone de captation apparaft tras faible (3 %). Ceci peut provenir de

la configuration géométrique et de 1a forme des lignes de force (radiales).
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Il semble néanmoins nécessaire de tenir compte de 1l'approximation faite dans le
calcul numérique ; en fixant les valeurs du potentiel et de la densité de charge
sur un contour I, englobant T on soustrait le domaine compris entre I, et Fe a
1'influence de la sonde. Cette influence se traduit dans cette zone par un renfor-
cement du champ donc une augmentation de la densité de charge sur I, et par con-
séquent de q, 5 elle se traduit également par une modification du réseau de lignes
de force ; il est donc probable que l'effet d'élargissement de la zone de capta-
tion est sous-estimé ; de méme, i1l apparait que nous avons déterminé une valeur

inférieure de A de I et de qé,

Nous avons de plus observé que pour des densités de charge d'espace assez
fortes, V, est une approximation par excés de Vesp’ cette particularité étant
d'autant plus marquée que la densité q, est plus forte. Cet effetsemble également

imputable 3 1'approximation faite en introduisant Zy-

c) Influence de la position de la sonde.

Bien que 1l'évaluation de l'erreur commise en remplagant Pe par Zh soit
délicate, il semble que cette erreur n'excéde pas quelques centiémes. La déter-
mination de la relation :

Qegp = Fla,)

esp
méme avec une faible erreur, garde tout son intérét. La figure 13 montre les
variations de desp en fonction de q, pour 3 positions différentes de la sonde.
et met en évidence 1'influence d'un facteur non étudié jusqu'a présent). la

distance séparant la sonde de 1'émetteur.

La figure 14 montre que les différences sont peu marquées lorsqu'on

examine les produits esp xdetg, xdj si 1'on se borne a la région

q, xd <1
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on peut dire que 1'influence de la charge d'espace augmente avec la distance d 5
cependant 1'imprécision des points dans la zone 9, *d > 1 rend impossible toute

conclusion définitive.

Pour les fortes densités, la précision avec laquelle on obtient la solutior
approchée diminue notablement, ce qui peut expliquer en partie la dispersion

des points de la figure 14.

Il apparalt assez nettement, que pour *xd o> 1 est déterminé par
PP ; que pour q 3% P

défaut ; cet effet provient de 1'approximation faite (introduction de Zh) et

°

sera de nouveau discuté lors de. 1'interprétation des résultats expérimentaux,

VI - SONDE CYLINDRIQUE ENTRE PLAQUES PARALLELES.

De fagon simultanée avec le cas précédent, un calcul a &té engagé pour
une sonde placée dans le plan de symétrie de la configuration fil entre plans

paralldles 3 la masse (voir § VI-2),

Le principe du calcul reste le méme : utilisation de la transformation

conforme

Z = log exp(z)+i

exp(z)-i

et résolution du probléme par la méthode générale 1.

On rencontre ici la méme difficulté que dans le cas précédent : les résul-
tats sont trés sensibles 3 la valeur de h et ce phénoméne est dff au fait que
,g%] prend des valeurs trés importantes au voisinage de Te 3 dans cette zone
le maillage carré du plan Z correspond 3 un maillage irrégulier trds lache

dans le plan z.
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I1 est possible de remédier 3 cette difficulté en résolvant d'abord le
probldme dans le plan z (en l'absence de la sonde) puis en affectant les
valeurs alors connues de V et de q aux points voisins du fil émetteur dans le
plan Z (surface fictive Zh). Ce procddé conduirait d des calculs treés longs
et il n'est pas apparu indispensable de faire 1'étude précise, les quelques
résultats indiqués ci-dessous permettant d'interpréter les observations expé-

rimentales.
Un calcul a été effectué dans les conditions suivantes
q, =1
distance fil émetteur-sonde = m = écartement des plaques.

Le dépouillement des caractéristiques a donné les résultats suivants

a2
h Vc q x+10 Vc/qc
m/10 10,116 5,80 2,00
n/15 0,122 7,11 1,72
7/20 0,127 7,59 1,675
m/30 0,132 7,86 1,68
Au point ol est placée la sonde on a
2 ~

Vogp = 051098 a g = 4,97 10
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L'extrapolation des courbes Vc(h) et qc(h) est pratiquement impossible. Par contre
le rapport Vc/qc semble se stabiliser vers la valeur 1768. En comparant a

v
esp’ ‘esp

/ = 2,09 et en remarquant que V_ £V (établi dans les § 4 et 5) on
q ) q c esp
peut déduire

On obtient ainsi une indication sur 1l'effet global de la charge d'espace ;
cet effet est comparable 3 celui qui existe pour les 2 configurations examinées
pour g_ v 047 a 0,8 (pour effectuer la comparaison il faut ramener 1'écartement

~ o, 2 o o, 2
3 1'unité => q multiplié par nm ).
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SERESEREESEERE

ETUDE EXPERIMENTALE

I - ETUDE EXPERIMENTALE DE LA METHODE DE SONDE FROIDE.

Avant de songer a comparer les résulats expérimentaux aux prévisions
théoriques, il convient de faire 1'étude critique de la méthode de mesure ;
nous avons choisi la configuration fil-cylindre coaxiaux dont la solution est

bien connue et qui est trés souvent utilisée a cette fin.

a) Dispositif: expérimental.

Le flux d'ions unipolaires affectant le champ électrique est engendré
par une décharge couronne sur un fil fin tendu le long de l'axe du cylindre ;
le cylindre conducteur est fermé par deux plaques isolantes. La haute tension

est fournie par un générateur électrostatique stabilisé (Fig. 15).

Pour réaliser la sonde nous avons d'abord pris un fil de tungsténe
paralléle au fil émetteur central. Ce fil était porté a un potentiel variable
par 1l'intermédiaire d'un montage de résistances permettant de mesurer le
courant de sonde indirectement ; l'utilisation d'un enregistreur X-Y (galvano-
métrique ou potentiométrique) permettait de tracer trés rapidement la carac-

téristique courant-tension de la sonde.

Cependant, nous avons constaté que malgré 1'importance du rapport -~
longueur/diamdtre (5 pour le cylindre utilisé), les effets d'extrémité
introduisent une erreur systématique importante dans la détermination du poten-
tiel et surtout de la densité de charge. Nous avons par la suite utilisé un dis-
positif plus complexe schématisé sur la Fig. 15 et permettant d'isoler le cou-
rant capté par la sonde dans la portion centrale ol 1l'influence des plaques

isolantes peut raisonnablement &tre négligée.
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Nous avons constaté expérimentalement qu'il faut attendre au moins une heure
pour que la décharge soit stabilisée avant d'entreprendre les mesures. Ensuite,
pendant une période assez courte (environ une heure), les résultats sont reproduc-
tibles. Par contre, les variations de température, de pression et d'humidité de
1l'atmosphére ambiante influent sur le régime de la décharge et par conséquent

sur les résultats qui difféprent d'un jour a 1'autre.

Les caractéristiques de la figure 16 mettent en évidence 1'existence d'une
faible courbure qui dans la pratique negéne pas leur exploitation (prolongation
de la partie quasi-linéaire pour obtenir le potentiel d'espace, mesure de la

pente).

b) Mesure expérimentale du potentiel,

Les valeurs obtenues du potentiel d'espace ont &té reportées sur la figure 17,
On voit que sur la majeure partie de 1'intervalle, ce potentiel varie de fagon
lingaire. L'étude du chapitre V a montré que l'erreur dans la détermination du

potentiel d'espace 3 partir de la caractéristique de sonde n'excdde pas 132 % ;
nous n'avons pas fait de correction car cette erreur est de l'ordre de grandeur

de celle due aux mesures.

Le fait d'obtenir des distributions lindaires du potentiel est en accord
avec la théorie (pratiquement le champ est constant & une distance suffisamment
grande de la gaine ionisée). Ces résultats recoupent d'autre part de nombreuses

observations analogues (cf. [ll, 22, 53, 55])“

Le champ électrique peut &tre déterminé avec une précision satisfaisante
d partir des courbes de 1a figure 17 ; les valeurs obtenues ainsi que leur pré-
cision sont indiquées dans le tableau I pour les quatre cas examinés dans ce

paragraphe.
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Considérons comme acquise la concordance entre valeurs théoriques et expé-
rimentales du potentiel (cette concordance n'a pas été &tudiée directement car nou
ne pouvons pas calculer la distribution théorique du potentiel lorsqu'on porte
le fil "gmetteur" 3 une tension U, étant donné que nous ne savons pas relier <)

d U). Nous pouvons alors déterminer la mobilité moyenne des ions et la répar-

tition de la densité de charge.

Le calcul de la mobilité se fait 3 partir de la relation exprimant le

champ constant :

(1) B! = (it K=
s QﬁEOE'

Les valeurs de K obtenues (tableau I) sont tout & fait concordantes avec celles

données par différents auteurs [ll, 55, 60, 61} .1,
Pour déterminer la densité de charge g, écrivons 1l'équation de Poisson
€ r

En supposant le champ constant

-
€

o =

2 : Pl . 2 dE * °
Un calcul plus précis montre que le terme négligé 37 @pporte une contributionde

0,5°% 3 2 % lorsque le champ moyen (en grandeur adimensionnelle) varie de

el
0,95 3 0,85. C'est 3 .ces valeurs précises de q que seront comparées les valeurs

expérimentales qexp'
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C) Détermination de qﬁxp .

I1 suffit de reprendre briévement la théorie de sonde ; la relation (V-2')

I
donne, en posant o = ]vjﬁr——{
esp
Kq'C
€

(2) g =

Pour la partie lindaire (en premiére approximation) de la caractéristique de sonde,

g est constante ; sa mesure permet de calculer :

(3) Q. : -

La notation qé rappelle d'une part que qé est une grandeur dimensionnelle (cf,
§ II-1-c) et d'autre part qu'elle est déterminée a partir de la caractéristique
de sonde. Pour obtenir la densité existante, il faut effectuer la correction
correspondant 3 l'effet de charge d'espace, ce qui nécessite que l'on travaille
en grandeurs sans dimension. On calcule donc

2 2

L o L
—— 2o ol =
() 9 qc X eU KC U

od L est ici le rayon du cylindre et U la tension appliquée au fil siége de
1'effet couronne. Les courbes des figures 13 et 14 permettent alors de déterminer
qexp 3 partir de 4 (qeXP est la valeur obtenue par la mesure de la sonde).

Nous avons vu ci-dessus comment on détermine la valeur de la mobilité rela-
tive 3 chaque expérience. La capacité C qu'il faut utiliser dans (3) et (4) est la
capacité propre de la sonde en présence du fil émetteur et du cylindre au poten-

tiel zéro. En effet, la charge Q de la sonde est, de fagon générale

Qy = CqVy + C oV, + Crg¥y
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\ | » Decharge positive .
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Figure 17 : Variations du potentiel déterminé par la mesure de sonde
en fonction de r, dang le cas fil~cylindre coaxiaux.

Tension de décharge U==45%v (@)U =+ 35 kv
U= - 34,2 kv U = + 30 kV.



TABLEAU 1T

) Valeurs de quelques grandeurs pour les quatre expé-
riences examinées (fig. 17, 18, 19) ;3 U : potentiel du fil
émetteur, le cylindre étant & la masse ; |E']| : champ élec-
trique ; |SE'/E'| : précision de la mesure de la pente ;

Eo : champ en grandeur non dimensionnelle 3 I : courant
moyen de décharge ; K : mobilité des ions.

U xvy - 34,2 - 45 + 30 + 35

1E' |y, 1,97 2,78 1,73 2,0U
kV/em SRS

|_6_£" ~ 0,01 ~ 0,008 v 0,016 v 0,012

A 0,86 0,92 0,86 0,87

I(ua/m) 385 770 232 366

Keem2/v.sy| 1978 1,79 1,40 1,58




- 149 -

les indices 1, 2, 3 se rapportant respectivement au fil de sonde, au fil émetteur
et au cylindre récepteur. Lorsque le potentiel de la sonde varie, seul le pre-

mier terme apporte une contribution & la variation de Q.

Pour déterminer C = C,q» on utilise le développement de la fonction de
Green relative au domaine annulaire compris entre deux cylindres coaxiaux de
rayon a et b (a < b). Ce développement donné par DURAND [541 permet de calculer
1'influence exercée par une ligne de densité lindique X placée au point P

(r = v, 8= 0) ; on a, en P (de coordonnées r et 9) :

, Lo B

A 1 n n -

G(r,8) = Tre [log 5P + AO + BO logr - & (Anp + ~E) cos n 6
o o} n=l r

Opour r = a et r = b, on détermine les coefficients

Avec les conditions G
An et Bn ;

log(ro/a) log(b/ro)

By = - log(b/a) log b Bo = log(b/a)

2n
2n . 2n _1 .a n
(a”"-b™") Ay ) (~H— - r’o)
r
0
n
T
1 1 _1,1 %
TR U S el
a b ro b

Il est nécessaire de tenir compte des ordres de grandeur de a, b et r- Le
cylindre a un rayon de 14,9 cm ; le fil sidge de l'effet couronne a un diamdtre
de 0,2 mm. Donc

a/b = 6,71 107



TABLEAU

IT

Détail de la détermination de q_

et comparaison avec q,

pour U = - 34,2 KV,
?ﬂﬂjf '
2 om) 4 6 7,5 9 10,5 12
g = % 0,268 0,403 0,503 0,604 0,705 0,805
s x 100 52,95 34,1 26,75 21,75 19,35 17,4
en mhos
} ' B g
Vo o 66U 429 332 265 228 193
€ K.CO
q'c 1,2
U= *= g 4,30 2,78 2,15 1,72 1,48 1,25
dexpflay) 3,22 2,11 1,65 1,32 1,14 0,96
9. 3,16 2,10 1,68 1,40 1,19 1,04
T = qexg .
" Tq, 1,02 Nl 0,98 0,94 0,96 0,92
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Tant que r_ reste supérieur & 1 cm =

On peut donc négliger a2 devant b2 et rg dans les expressiong donnant An et B_

n
d'ou :
r
A = )"
b
n
a2n 1 Yo
B % — (= - —=)
n n n 2n
r b
o)
Soit ¢ le rayon du fil de | . sonde centré en P, 5 en négligeant c devant r

(c est de 1'ordre de grandeur de a), on obtient le potentiel de la sonde (calculd

au point : r = r,o=c¢, 8=0)

_ A 1 > n, n
VS = Zra [}og E-+AO+BO log . b (Anro+ —EJ]
n=1 r
o
La premiére série donne
2 2
> n > 1 ro n ro
Anro = = (—5) = - log (1- —50
n=1 =1 % p b
La 28me série
z—;l:za (;-;n)<z—l-(—a3)<1o"5
n=1 r n=1 ¢ B b n=1 n
' o] o O

est entidrement négligeable.
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Compte tenu des approximations faites, en regroupant les termes 1'expres-

sion de la capacité est donc

2ne
o)

(5) C = e

log(b/c)-log2(b/ro)/log(b/a)+log(l— 7%)
b

d) Résultats.

Les résultats obtenus sont portés sur les figures 18 et 19 ; le cas U =34,2
kV en tension négative est détaillé dans le tableau II. Il apparait qu'en premidre
approximation les valeurs expérimentales qexp sont en accord avec les prévisions
Q.- Cependant, il existe un écart entre qexp et q, qui peut atteindre le dixicme
de la valeur de qa, malgré des mesures soignées

0,90 <1 = /q), £ 1,05

qexp
Comme la correction apportée a q, est d'environ 30 % de la valeur de q, et comme
nous nous proposons de vérifier la théorie de sonde, il est important d'examiner
de fagon précise si cet écart de 10 % entre Yoxp et q, est imputable ou non aux

erreurs de mesure.

Les deux grandeurs a comparer sont qexp = f(qc) et q, avec :

2
- oL _EBE'L
(6) L T ¢ % 7T .
d'ou :
Aq
c Ao AL AK AC AU
(7) |-a;' 2 7+ 5+ 1+ 1
Aq, AE! A AL AU
|— i|'§7|+|;2 +|?i— +|-5-|
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Examinons les différents termes

- |%%] ~v 0,001 est insignifiante

s
=

;73ﬁ est assez faible et peut &tre négligée car U joue un rdle analogue

dans la détermination de 4, et q_.

- #E% la validité de la formule (5) n'est pas en doute ; par contre, la

(@]

longueur de la partie active de la sonde n'est pas trés bien déter-
minée car dans le montage utilisé, elle peut varier avec la tension
mécanique exercée sur le fil fin (=»> %%- 356-% 0,004). De plus,
aux extrémités de cette partie active, la présence de 1'isolant
dépassant de 0,5 mm environ la gaine extérieure peut perturber le
champ et modifier, pendant le fonctionnement, la longueur "utile™

de la sonde.

Ces deux effets ne semblent pas devoir introduire une erreur excédant 1%

environ,

La mesure de la mobilité, par contre, est trés imprécise. D'aprds (1)

AE'I

La mesure de I est assez imprécise ; il vy a d'une part les fluctuations lentes
du courant de décharge pouvant atteindre 5 3 10 uA (I est compris entre 200 et
800 pA) et d'autre part, l'lmpre0181on due aux microampéremdtres et qui peut
atteindre 2 3 3 % ; d'od I——{ 2 0,04, L'erreur sur la détermination de E' pro-
vient de trois origines différentes : i) 1'imprécision due 3 1la mesure de la
pente de la droite Voo (r) (Fig. 17) évaluée 3 environ 1 % (voin tableau I) ;
ii) 1'erreur due 3 la mesure du potentiel d'espace & 1'aide d'un électrométre,
2 0,01 5 1ii) la différence entre les valeurs expérimentales et théoriques du

potentiel introduite par la méthode de sonde. I1 est plausible de prendre
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t
]———Ag,| < 0,03  => ATK <0,10

Observons que l'erreur due a E' fait varier q, done qexp et q dans le méme sens

et qu'il faudra tenir compte de ce fait ultérieurement.

Ag . . s as_ 2o
- |~Eﬂ : 0 est proportionnel a la pente des parties guasi-linéaires des
caractéristiques relevées par points ; la détermination des pentes
est soumise 3 une imprécision que l'on peut estimer, d'aprds la
Fig. 16, & 3 % environ. Il faut tenir compte en plus des erreurs
dues 3 la mesure indépendante du courant et du potentiel. Ceci
donne :
Ao
|—| < 0,05.
O’ -—
Ay . S0 P LN ~
- o : r,position de la sonde,est repérée 4 0,3 mm prés =>

En rassemblant, on obtient :

Aq A
[—=| < 0,16 ==
e
C

| <o,0u

Aq
Pour évaluer la borne de |——§§E|, on peut assimiler la fonction
f(qesp) = f(qc) 3 une droite™™® de pente ~ 0,77 dans la zone
correspondant aux mesures ; d'od :

Aq
|—2| < 0,125
Yosp
!

Puisque éET joue un rdle semblable dans les deux grandeurs, on
t

voit que si 1l'on prend par exemple > 0, on aura
q ’

E
E'



- 154 -

Aq 1
bro< [=22R) 4 [EE] - A2 < 0,108
qexp

Ainsi les diverses erreurs peuvent se répercuter sur la valeur de 9 exp par une

0
0«

indétermination de 10
On peut done conclure qu'en premidre approximation, les expériences confirment
la validité de la théorie de sonde ; la correction due 3 l'effet de la charge
d'espace est nettement supérieure a& 1'écart observé entre q exp et 4. Remarquons
que l'on peut obtenir une confirmation de nos observations dans le travail de
BERSEILLE [22]° Cet auteur n'a pas évalué l'effet de 1la charge d'espace mais a
reporté 1'effet global sur la majoration de la capacité ; en reprenant (2), on

obtient

Notons C_ la capacité déterminée par (5) ; il est clair que

qV
L :.1%_
CO qr

Dans le cas ol se place BERSEILLE on a

7,90 pF/m

i

r = 6 cm C

8,13 pF/m

r = 9 cm C

Les valeurs de capacité qu'il trouve sont comprises entre 10.8 pF/m et 11.9 pF/m

ce qui donne

C .
T c 1,33 4 1,50 environ

q
c'est-d-dire un rapport en moyenne 1égérement supérieur § ——— = 1,30 & 1,40

qesp

que nous obtenons pour les cas analysés.
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Bien que 1l'écart entre les valeurs de qeXp et g, soit compatible avec 1'im-
précision des mesures,'les résultats obtenus ne nous ont pas paru pleinement
satisfaisants.

Il existe 2 effets systématiques :

1) la plupart des valeurs de qexp sont inférieures a 4,
2) le rapport T = qexp/qr semble diminuer lorsqu'on s'éloigne du fil

émetteur (voir tableau II).

e) Discussion.

Le premier point a envisager est celui de la précision des résultats obtenus
par calcul numérique. Nous avons vu (§ V-5) que la résolution numérique du pro-
bléme de sonde n'était possible qu'en effectuant une approximation supplémentaire
lorsque la densité de charge q, devient trés importante, cette approximation
peut &tre abolie Sans que la précision sur la valeur de VeXP obtenue soit nota-
blement affectée ; par contre, la pente de la caractéristique de sonde varie
de fagon assez sensible ; ainsi pour le cas suivant :

r

== 0,74, g = 96 3

a -—
5--210

le vrapport qc/qesp passe de 1,34 & 1,38.

De plus le pas h utilisé n'est pas trés petit et la résolution par voie
numérique de ce probléme complexe introduit une erreur e(h) qui tend vers zéro

lorsque h + 0, mais qui peut &tre non négligeable pour h = 7/20.

Enfin, la simple observation de la figure 14 met en &vidence le fait que
pour les fortes densités de charge, les résultats présentent une certaine dis-
persion. Il est donc probable que les courbes des fig. 13 et 14 ne sont pas

tout-d-fait exactes et que la détermination de qexp en est directement affectée.
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Le second point 3 discuter concerne la notion de mobilité. Il est bien connu
que la mobilité des ions dans l'air est mal déterminde et dépend de nombreux
facteurs. La valeur de la mobilité a été déterminée pour chaque expérience,
avec il est vral une imprécision notable. Une surestimation de la valeur de la
mobilité peut expliquer le fait que les valeurs de qexp soient en général un

peu faibles.

Tous les calculs ont &été menés d partir de 1l'équation (I-2) ; ceci suppose
que la mobilité K est constante dans tout le milieu. Or cette hypothdse n'est
pas exacte ; dans le cas d'un effet couronne sur un conducteur porté 3 une ten-
sion négative, il existe une conduction électronique au voisinage de ce conduc-
teur. LYAPIN [59] et COCHET ElQl ont étudié les variations de la mobilité moyen-
ne des ions positifs et négatifs et ont montré que cette mobilité décroissait

légérement en fonction de leur temps de vie.

L'influence de ce facteur est négligeable dans nos expériences car une
variation notable de la mobilité se traduirait par une variation de la densité
de charge et cet effet serait alors détecté sur la courbe donnant le potentiel.
D'autre part, la relation (2) montre que 0 est proportionnel au produit Kq ;
la sonde capte un courant et non pas seulement un flux d'ions ; 1a mesure de
sonde ne peut donc pas mettre en évidence une variation de la mobilité, ni en

8tre affectée,

Le troisiéme point 3 envisager a trait aux propridtés de la décharge
par effet couronne. La gaine, c'est-da-dire la zone bi-ionisée entourant le fil
axial n'est pas trés bien délimitée ; il s'y produit une chute de tension dif-
ficile & évaluer et dont nous n'avons pas tenu compte pour déterminer la

valeur de U.



- ‘ PLANCHE I

Emission hétérogéne sur le fil (systéme fil cylindre coaxiaux)

U = 30 kV U = 40 kV

NERE TS A o -

Vibration parasite du fil émetteur

U = 50 kV

U = 60 kV
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Dans la gamme de tensions utilisées, la gaine lumineuse n'est pas uniforme et
1'ionisation a seulement lieu en certaines régions de volume trés restreint (cf,
planche I) ; il se produit ainsi une.hétérogénéité qui se retrouve probablement
dans tout l'espace comme l'indique 1'étude du § 4. A cette hétérogénéité dans
1l'espace s'ajoutent des variations dans le temps ; les avalanches débutent au
voisinage du fil et se développent tant que la charge d'espace qu'elles créent
n'a pas suffisamment abaissé le champ ; la superposition de ces nombreuses
avalanches donne un phénoméne globalement stationnaire mais avec des fluctua-

tions assez importantes.

Un effet parasite supplémentaire apparalt lorsque la tension du fil axial
est supérieure a 40 kV environ ; il s'agit d'une vibration dont 1l'amplitude du
ventre peut atteindre 1 cm. Une augmentation de la tension mécaniéue du fil a
permis d'augmenter la fréquence de vibration et de diminuer l'amplitude sans

toutefois la supprimer (voir planche I).

Ces trois facteurs, hétérogénélté spatiale de la charge d'espace, phénoméne
non-stationnaire et vibration parasite peuvent avoir des effets qu'il est diffi-
cile dtestimer ; en particulier des non-linéarités peuvent jouer et modifier

légérement le courant moyen capté par la sonde.

En conclusion, 1'imprécision de la détermination de la mobilité, les limites
pratiques des calculs numériques concernant la théorie de sonde et les particu-
larités de la décharge couronne semblent des facteurs suffisants pour rendre

compte de la dispersion des résultats obtenus.

Avec les réserves dues d 1'imprécision des mesures et 3 1'intervention =~ -
d'effets supplémentaires dont on n'a pas tenu compte dans la théorie, on peut
conclure que la théorie du chapitre V est en accord satisfaisant avec 1'expérience.
La sonde froide apparait apte & déterminer avec une assez bonne précision la

densité de charge spatiale.
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II - CONFIGURATION FIL ENTRE DEUX PLANS PARALLELES.

On considdre le domaine (schématisé ci-dessous) compris entre deux plans
paralldles indéfinis, conducteurs (V=0) et un fil tendu dans le plan médian (plan

de symétrie paralldle aux 2 plans récepteurs).

o o MA , R L

V=0 T

...... e e e e ~{;,V:__ 'L — - - . e e

a) Détermination numérique de la solution.

Une difficulté pour résoudre ce probléme plan provient du fait que le
domaine a une extension indéfinie dans la direction de l'axe Ox. Grdce a la

transformation conforme déjd rencontrée au § V-6

_ ‘ exp(z)+i
= log exp(z)-1

on peut obtenir un domaine G' de dimensions finies (voir Fig. 8).

Cependant, 1l'intérdt du calcul effectué dans ce domaine transformé est fort
1imité car, si la solution est déterminée avec une bonne précision autour du
fil émetteur, aucune indication valable n'est fournie concernant sa décrois-

sance loin du fil.

Nous avons résolu le probléme directement, c'est-3-dire sans utiliser
de transformation géométrique ; on limite le domaine par un segment d'abscisse
X = X, suffisamment grande. Les valeurs du potentiel sur ce nouvel élément de
la frontidre ont été fixées de deux manidres différentes, soit en prenant V=0,

soit en déterminant 3 chaque tour d'itération des valeurs par extrapolation de



- 159 -

1'approximation dans la zone ol celle-ci présente une décroissance exponentielle
bien définie ; la solution obtenue peut alors &tre prolongée (x > xo) sans dif-

ficulté.

No@s avons mis en oceuvre les méthodes 1 et 4 (associées aux systémes 1 et
4 du § IV-7). La comparaison de ces méthodes du point de vue de l'efficacité a
été faite dans le chapitre IV. Rappelons que la méthode 4 est la plus efficace
et permet d'obtenir la solution avec une précision de 1'ordre de lO“L\L en 9 a

10 tours d'itération.

On peut aussi comparer les 2 méthodes en examinant le degré d'approxima-
tion de la solution obtenue ; étant donné que la solution'tend assez rapidement
(pour x > 2m) vers la solution saturée (cf. FELICI [§,7I) décroissant exponen-

tiellement, 1'étude du décrément A permet l'évaluation du degré d'approximation :

Méthode 1

h /12 /14 /18 /30 0
A 00677‘ 0.6759 0.6757 0.6748 0.6738
Méthode 4
h 7/1h m/22 0
A 0.666 0.670 0.6738

La comparaison de ces deux tableaux met en évidence le fait que la méthode 1
donne des résultats plus précis que la méthode 4 ; donc pour obtenir une méme ppré-
cision, il est nécessaire d'employer un maillage plus fin avec la méthode 4 qu'

avec la méthode 1 qui, par conséquent,demande des temps de calcul moins longs.
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C'est cette méthode que nous avons utilisée dans 1la pratique.

Sur les figures 20, 21, 22 sont reportéds des résultats obtenus par

résolution numér ique.

b) Etude expérimentale.

Une &tude a déj3y &té effectuée par FELICI qui a vérifié que la densité
de courant sur les plans récepteurs décroissait exponentiellement selon un
taux en accord'avec la loi théorique [?1. Nous avons repris 1'étude dans le
but de déterminer le botentiel et la densité de charge dans le volume en utj-
lisant une sonde. La mise en oeuvre se fait comme dans le cas précédent : on
blace une sonde (voir Fig. 15) dans 1le plan médian, paralldlement au fil sidge
de l'effet couronne. Le relevéd des caractéristiques et leur exploitation n'of-

frent pas de difficulté particuliére.

1) Détermination du décrément 3 partir des mesures de potentiel.

Log VeSP varie linéairement en fonction de 1'abscisse x (pour x > L = écap.
tement des plans paralldles). Les figures 23 et 24 représentent les potentiels

mesurés pour 2 valeurs de la tension U. L'évaluation de 1a pente permet de déter-

miner A(x)
- L .
Aexp = = |p| (P : pente)
on obtient ainsi
Us=u40 kv Ay = 0.6U5
U = 50 kv A, = 0.66

(%) X est le rapport des décréments logarithmiques correspondant respectivement 3
la solution saturée et 3 1a solution harmonique (obtenue par séparation de

. . . _ -X
variables) ; on a ici Vharm(x’y) = fo(y) e 7.



Figure 21 : Configuration fil entre
deux plans paralléles.

Variations du potentiel dans le plan
de symétrie en fonction de x.

@ q, = 0,01 @ q, = 0,1
® q, =1 @) q, = 10

(:) Solution harmonique
(qo = 0)




Figure 22 : Configuration fil entre

deux plans paralléles.

| Variations de la densité de charge dans

| le plan de symétrie en fonction de x.

_— i (:) 1 0,01 <:> q, = 0,1 :
|
- O ® «,

1}
foet

10
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Les valeurs expérimentales déterminées avec diverses tensions et dans
des conditions d'humidité variables se répartissent ainsi :

0,64 < A ___ < 0,69
exp =—

La précision avec laquelle la pente est déterminde. est assez médiocre; on peut

% ou 4 %. En ajoutant l'erreur due 3 la mesure et celle provenant

1'estimer & 3
de la détermination du potentiel d'espace, 1'imprécision peut raisonnablement
&tre évaluée a 5 %, ce qui donne avec Ayp = 0,6738 les bormes 0,640 et 0,708.
Si l'on rappelle en outre que le courant de décharge fluctue, que la dis-
tribution de charge spatiale présente des hétérogénéités et que les parois
isolantes qui ferment l'enceinte exercent une influence probablement plus im-
portante que dans le cas du cylindre, il semble raisonnable de conclure que la

distribution mesurée du potentiel dans le plan médian est en accord satisfaisant

avec la solution théorique (Fig. 21).

2) Interprétation des résultats concernant le densité de charge.

Nous avons également représenté sur les figures 23 et 24 les variations de
9, (qui mesure la pente de la caractéristique de sonde). L'obtention de la densité
de charge q' 3 partir de o, se heurte & 2 difficultés : on ne connait ni la
valeur de la mobilité ni la relation théorique entre q, et qesp(x). Nous avons

procédé autrement pour interpréter les courbes o, = f(x).

Supposons la mobilité constante. La capacité C de la sonde par rapport aux

autres &lectrodes ne dépend que de fagon tout-a-fait insignifiante de x pour

®x > L ; alors, d'aprés la relation

(%) Nous reprenons les notations des paragraphes précédents.



qé est proportionnel 3 o, 5 admettons que la densité réelle g' suit la loi théoriqy
. _ TTR '
(proportionnelle 3 e T dans la zone explorée) et tragons sur les figures 23 et 24

les droites de m@me pente que les courbes : log Vesp = px et passant par les points
0, correspondant aux fortes valeurs de x (q' est alors trds faible et 1'influence
de la charge spatiale est négligeable).

> o 3 le rapport

On constate que 9.

N 1]
o
c 9
o q'

augmente lorsque x diminue ; pour x = 27 cm, on obtient (Fig. 23, 24)

OC
o2

En rapprochant ces observations des résultats de 1'étude du chapitre V, il ap-
paralt clairement que la théorie de sonde permet de rendre compte de la différence
existant entre l'allure des variations de 0, et de 0. On peut donc dire que les
résultats expérimentaux concernant la répartition de la densité de charge sont en

. s s p . -Ax.
concordance avec les prévisions (décroissance en e J.

3) Détermination de la mobilitéd .

Un autre résultat qui renforce la valeur des conclusions précédentes
concerne la détermination de la mobilité & partir des mesures de sonde. Dans
la zone ot la solution décroit exponentiellement en x (solution saturée), le
rapport V/q est constant dans tout plan y = Cte 3y en effet

V(x,y) = v, f(y) e X E

q = -4V = -V Q£ (y)+£(y))e ™ J
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En effectuant le développement en série de f(y) au voisinage de y = gw on obtient

T 2 il
£1(3) = -2 |£(3)]
D'ol :

(x, %) =_——1-'2—= 2,20 (x > 2m)
A

0] <

La définition des grandeurs sans dimension et la relation (2) conduisent 3

By 2 []
2,20 = < X V0
q -L2 o}
On peut ainsi déterminer K :
L2 o ‘
K=2,2—5- 7 (V' : potentiel en volts)
T C
C est aisément calculable :
2n€o£
C e
%8 T3

% étant la longueur de la sonde et a son rayon.

Numériquement avec

-1
L=0,3m & =0,368m a=1,510 m

9 o
K=6,52 10" &7
Les résultats reportés Fig. 23, 24 donnent : o
= 40 kV K=1,95 cm2/Voseco
= 50 kv K= 1,90 ch/V.seco
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Les mesures effectuées i diverses reprises ont donné pour les ions négatifs
des valeurs de mobilité qui s'échelonnent entre 1,5 et 2,1 cm2/V,Sec, Malgré la précisio
moyenne de cette mesure, l'accord est suffisamment probant pour que l'on puisse
conclure que les résultats expérimentaux confirment les prévisions dans la zone ou

. ~Ax
la solution décrolt en e .

On peut ajouter une derniSre remarque concernant la mobilité ; d'apres
les valeurs obtenues il est clair que la mobilité varie peu dans la zone explo-
rée alors que 1l'dge des lons augmente considérablement ; par exemple pour

U = 40 kV

5 10_2 sec.

il
I

en X 30 cm t

"
i

en x = 70 cm t = 3,7 sec.

Alors que la mobilité des ions diminue rapidement pendant les premiéres
millisecondes de leur vie (cf. [ﬁg, 1@1) le vieillissement aprés 50 msec. semble
tpds peu affecter la mobilité. Donc s'il existe un gradient de mobilité, sa
valeur est trds faible et ne peut apporter qu'une modification insignifiante a
la solution et en particulier a la valeur de A; clest pourquoi nous n'avons pas

tenu compte d'un tel effet dans 1'interprétation des mesures de -

Précisons qu'au dela de x = 70 cm, les mesures sont délicates car les
courants deviennent trés faibles ; de plus 1'influence des parois isolantes a
la surface desquelles le potentiel est trés mal défini, ne peut plus &tre

7z g Z
négligée.

IL'effet du phénoméne de 1'entrainement de l'air sera discuté au § 5.
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IIT - AUTRES CONFIGURATIONS.

Nous allons nous borner dans ce paragraphe 3 des indications sommaires.
Les configurations envisagées ci-dessous ainsi que d'autres en cours d'étude (par
exemple nappe de fils entre 2 plans) seront examinées plus en détail dans une

publication ultérieure.

a) Configuration fil-cylindre excentrés.

En utilisant la transformation conforme (voir § V-5)

z+d+2¢c

Z = log o)

on se raméne a un domaine G' rectangulaire (voir Fig. 11). La solution a été déter-
minée pour plusieurs valeurs du paramétre d (d : distance axe du cylindre-fil émet-
teur) et de q_. Pour d < 0,6 on n'observe que des déformations trds légdres des

équipotentielles, qui restent pratiquement: des cercles.

Une étude expérimentale a été entreprise 3 l'aide de la sonde froide. On
rencontre une difficulté pour interpréter les résultats expérimentaux car on ne

connalt pas de fagon précise la relation entre q, et q On peut néanmoins faire

esp”
une approximation qui s'appuie sur les résultats de 1'étude du § V-5. On suppose
que, quelle que soit la position de la sonde, 1'influence de la charge spatiale,
pour june ‘valeur idonnée de qbnsurﬁle;fil,émetteuv,, se traduit par un rapport

constant entre qé et q'. Aprés une évaluation de la capacité, nous avons choisi :
K=1,8 cm2/V.sec (ions négatifs) ~or

qé/q' = 1,30 (d'aprés lesrédsultatsdu § 1).



La méthode employée pour effectuer la comparaison est celle qui a servi pour
tester la théorie de sonde (§ 1) : on détermine q, de fagon & faire concorder les
valeurs expérimentales et théoriques du potentiel et on compare ensuite les valeurs
de la densité de charge. Nous avons ainsi constaté que les valeurs réduites de 1la
densité de charge qexp concordent de fagon tout-a-fait satisfaisante avec les

valeurs déterminées par voie numérique (Fig. 25, 26, 27).

b) Probléme des diddres.

Cette configuration a été &tudide par FELICI qui a déterminé la solution
saturée. Soit un diddre d'angle 6= n/n ; en introduisant la surface p = 1 sur
laquelle on se donne des distributions de V et de q convenables, on peut distinguer

un probléme "intérieur" (0 < r < 1) et un probléme "extérieur" (r > 1).

Un calcul effectué en utilisant les coordonndes polaires permet d'obtenir
la solution du probléme intérieur. Pour le probléme extérieur, on est obligé de
borner le domaine (1 < r < R) ; on peut également obtenir la solution dans le

cas ol l'émetteur est un fil tendu parallélement & 1l'ardte du diddre.

Ce choix de coordonnées ne permet pas de mettre en évidence le comportement
asymptotique de la solution pour r + O ou pour r + «, Afin de retrouver les
résultats obtenus par FELICT [6,73, il est nécessaire d'utiliser la transforma-

tion conforme.
Z = log z"

Le domaine G' est celui de 1a configuration "fil entre 2 plans paralléles". La
o ” ” o o )\.

solution saturée présente des variations du type r o dans G (n > O pour le pro-

bléme intérieur et n < 0 pour le probléme extérieur) alors que les solutions

. . n
harmoniques varient comme r .
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TABLEAU TIII

Valeurs de A(solution saturée variant en r'") en fonction du
pas h du maillage carré.

n/6 n/Ll4 /30 n/46 0
3 0,867 0,872 0,875 0,876 0,8777
n 0,813 0,816 0,818 0,820‘ 0,82L7
5 0,784 0,785 0,788 0,7887 0,7899
8 0,765 0,765 0,767 0,7692
10 0,731 0,728 0,729 . 0,7296 0,7296
o 0,677 0,6748 0,6738
- 0,599 0,571 0,662 0,559 0,5535
- 0,576 0,542 0,530 0,526 0,5L9
n/l4 n/20 n/30 n /40 0
- 0,u91 0,475 0,458
- 0,386 0,369 0,355 0,347 0,327
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Les résultats numériques sont rassemblés dans le tableau III. On voit qu'il
existe une différence trés marquée entre les problémes intérieur et extérieur
alops que pour n > 2 la solution est obtenue avec une bonne précision, dans le cas
du probléme extérieur la détermination de AN est entachée d'une erreur trds impor-
tante. Cette différence peut se comprendre en remarquant que l'on a :
=1%/n 0 <X <X

n -7 ="0

A un segment de longueur h dans le plan Z correspondent des segments de longueur

décroissante lorsque X croit. pour n > 2 et croissante pour n < O.
Nous sommes parvenus a améliorer la précision en utilisant un maillage
rectangulaire (h = AX < AY = k) mais il subsiste néanmoins une erreur qu'il semble

difficile de réduire complétement.

¢) Configuration fil-plan .

Elle est obtenue en tandant un fil indéfini parallélement 3 un plan supposé

lui aussi indéfini.

On sait que d une grande distance du fil, la solution tend asymptotiquement
vers la solution saturée du probléme du diddre d'ouverture m, solution décroissant
en l/rk avec A = 0,327 [}1 ; d'aprés les résultats discutés ci-dessus, on voit qu'il
est inutile de chercher d résoudre ce probléme dans le domaine G' transformé de

G par

Pratiquement, comme c'est dans la zone voisine du fil émetteur qu'il est
intéressant de connailtre la solution avec précision, il est commode d'utiliser la
transformation conforme :

z+1

Z = _log E—-—f

la distance fil-plan étant ramende 3 1'unité.
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Fn examinant la carte de potentiel (Fig. 28) nous voyoms que les équipoten-
tielles sont nettement déformées et semblent trds proches de celles déterminées

expérimentalement par DUPUY [11] et BERSEILLE [22].

Les variations du champ E, de la densité de charge q et de la densité de
courant j sur le plan sont représentées sur la figure 29. On voit que la répar-
tition de j, pour une charge spatiale importante, diffdre nettement de celle don~
née par une méthode approchée postulant la conservation du réseau d'équipoten-

tielles (cf.[l;]),

d) Configuration pointe-plan .

Le domaine G, '  quil présente une symétrie de révolution se préte assez
malaisément 3 une résolution directe. Afin de travailler avec un domaine G' rec-
tangulaire et d'obtenir une bonne approximation dans le voisinage de la pointe,
nous avons fait un changement de coordonnées. En assimilant la surface de la pointe
3 1'une des nappes d'un hyperboloide de révolution, on peut utiliser les coordon-
nées de 1'ellipsofde allongé de révolution (cf. DURAND [5%]) ; la distance pointe-

plan étant ramenée 3 l'unité

}sz-l) (l—v2)]l/2 cos \?

X =
y = [G2D ]2 st
zZ = cpv

Les opérateurs gradient et laplacien sont exprimés en fonction de ces nouvelles
coordonnées. Le domaine G' est un rectangle dans le plan v-u dont 1l'abscisse v,

d'un des cbtés est lide 3 la forme géométrique de la pointe.
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Avec ce probléme, on rencontre une difficulté qui ne s'est pas présentée
jusqu'd présent. Il n'est plus possible, d'un point de vue physique, de se fixer
q = q, sur toute la surface de 1'électrode émettrice car le champ varie considé-
rablement en fonctlon du point considéré et par conséquent 1'ionisation ne se
produit qu'a l'extrémité de la pointe. Nous avons indiqué (§ I-5) que ce probldme
pourrait &tre résolu par l'analyse du fonctionnement de la gaine qui serait

susceptible de fournir une relation de la forme ;
q(Q) = g(Q,E) Q €T,

En l'absence d'une telle reldtion nous nous sommes donnés une répartition qui

semble acceptable d'un point de vue physique :

- 2
(p=~1)
- ==

a(Q) = qlv_,m) = q_ exp( )

B est un paramétre = 0,3. Quelques solutions ont été déterminées numériquement.

La convergence de 1'itération est aussi rapide que pour les autres configurations.
On peut voir (Fig. 32) que la forme de la gaussienne ( B = O,4) se retrouve sur
le plan 3 une distance r = 2,4 de 1'axe de révolution ; pour r < 2 la forme des
distributions obtenues dépendcnt assez peu de la valeur de B (qO fixe).

Signalons que nous avons tenté de déterminer les répartitions de potentiel
et de densité de charge en utilisant une sonde torique (adaptation au cas d'une
symétrie de révolution du schéma de la sonde cylindrique valable pour les pro-
blémes plans) ; mais les caractéristiques obtenues ne présentent pas de partie
quasi-linéaire et leur interprétation n'est donc pas possible.

Eat i

e) Configuration cylindrigue 3 section carrée.

On considére un cylindre de base carrée (de c8té m) ayant pour axe Oz ; on
suppose qu'il y a émission sur une pointe placée 3 l'origine et on limite le

~

domaine & une longueur z, = 67 (on affecte la valeur V = 0).
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L'intérét de ce cas réside dans le fait que le domaine G est tri-dimension-
nel. Avec une discrétisation de type général (voir § ITI-2), 1'itération (méthode
1) converge rapidement (v 12 tours). Ceci a permis de vérifier que la méthode 1

est valable sans modification pour des configurations tridimensionnelles,

Bien que les calculs aient &té effectués avec une précision grossidre
(h = 7/12) pour en limiter la durée, une indication intéressante a pu &tre déga-
gée. La solution décroift de fagon exponentielle pour 27 < z < 57 avec un coef-

ficient :

o =~ 0,936
Or la solution harmonique qui décroft le moins rapidement est de la forme
Bz

V(x,y,z) = V, cos x cos y e

avec B = VE); on en déduit

-~
1!

a/B = 0,662.

"

valeur comprise entrevAl 0,6738 (cas des plans paralldles et A2 = 0,6532 (cas
du cylindre a base circulaire - voir § I-2). Ceci confirme le fait que dans les
configurations géométriques ol la solution harmonique varie en exp(-Bz), la mo-
dification du coefficient B due & 1'influence de la charge d'espace dépend peu

de la section dans un plan z = Cteo
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IV - ETUDE DU SYSTEME : POINTE ENTRE DEUX PLANS.

a) Intérét physique .

L'effet couronne proprement dit n'est observé sur un fil que pour une
tension Ul et un courant suffisamment importants. Pour des tensions comprises
entre'Ug (potentiel disruptif) et Ul’ on n'obtient pas d proprement parler de
couronne ; l'ionisation est localisée sur des sites d'aire trds restreinte 3 la

surface du fil, le nombre de sites augmentant avec le courant.

Dans certaines conditions on observe sur 1l'électrode réceptrice des
zones d peu prés circulaires, nettement délimitées. Une hypothdse avancée
par Monsieur FELICI au cours de discussions se rapportant aux observations ci-
dessus, consistait a4 attribuer ces zones 3 1'existence de faisceaux bien indivi-

dualisés ayant pour origine certains sites d'émission sur le fil.
Le probléme qui se pose est celui de savoir si une forte hétérogénéité de
1'émission sur le fil produit ou non une hétérogénédité de la distribution des

charges dans l'espace entre les électrodes.

b) Etude mathématique.

FELICI EG] a établi qu'un tel faisceau a nécessairement pour origine
un site d'aire finie ; si 1'émission avait lieu en un point (aire nulle) le courant
émis serait un infiniment petit et le faisceau dégénérerait en la ligne de force
issue de ce point. On peut tirer de cette étude la conclusion que la fonction g .
@ensité de charge sur 1l'électrode émettrice)ne peut pas &tre une distribution (%)

mais sera, par exemple, une. fonction continue par morceaux.

(%) au sens mdthématique du terme : exemple distribution de Dirac.
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Une étude a été entreprise d'abord sur un modéle simplifié basé sur les
hypothéses ci-dessous. L'émission de charge ne se produit que dans une zone déli-
mitée par un cercle centré en 0 de 1'électrode plane émettrice x = O ; 1'électrode
réceptrice est le plan x = 1. La portion chargée de 1'espace est limitée par une

surface de révolution d'axe Ox dont la méridienne est la courbe
y = R(x)
On suppose que dans la zone chargée la densité q et la composante EX du champ ne

dépendent que de l'abscisse x. Les fonctions V, EX, g et R sont reliées entre elles

par quatre relations

_ W
(10) By = = 5%

1 1% at ,
(11) e E; + 30 Ty (relation II-7)
(12) R(x) q(x) E (x) = C°° = R(0) q_ E_(0)

(conservation du courant).

La U4éme relation est celle donnant le potentiel sur l'axe Ox en fonction

de la densité de charge dans la zone chargée.

On obtient aprés quelques calculs intermédiaires

' X o1 s
(13) V(x) = l-x+ K t g(t)dt+x i q(t)dt+ i [?(x,t)+f(x9t)1q(t)dt
avec' 10 /% /0

£x,t) = %[[(t‘X)Z*RQ(t)]l/Q-E(t+X)2+R2(t)]'1/2}

Z'{[K2p+x~t)2+R2(t)11/2+[KQp—x+t)2+R2(t)1
p=1

F(x,t) 1/2

]
| =

- [C2pxtt) 2R3 ()] 2 [ 2p-x-t) 4R 2 (¢ 1%
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Figure 33 : Forme des faisceaux entre 2 plans (itération tripk). (Grandeur
réduites). Dilatation de l'axe des r.@ R = 0,2 ; q, = 5.
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°000T = °b - m Zioay = ®TBue-Twsp op 3e
%0°0 = anenduoy ap enbjuoo s3utog "(Z0°0 = Yy) eleazusd °poylou

e1 aed swpTqoad ST JURATOS9JI US SNUSIQO NEBIOSTRF NP dWAOJ : hg ©4dNBTJ




- 173 -

Le systéme (10 & 13) a été résolu dans un certain nombre de cas par une
méthode d'itération dont voici le principe : ql(x) et Rl(x) étant donnés, on dé-
termine le potentiel v, (x) par (13) puis B (x) par (10), q2(x) par (11) et R (x)
par (12) ; cette methode converge pour une large gamme de valeurs de R(0) et q,
donnés sur 1'électrode émettrice (calculs numériques). On a reporté sur la figure

33, les résultats obtenus concernant la forme du faisceau.

Une résolution plus précise a été.entreprise 5 la méthode générale 1 a
été mise en oeuvre avec quelques 1égéres modifications, tenant compte de la dis-
continuité de la distribution de la densité de charge. Les résultats montrent
que la forme du faisceau n'est pas trés différente de celle obtenue par 1'étiude
rexpérimentale... (Fig. 34). Ces calculs montrent en outre que la densité de char-
ge est pratiquement constante dans un plan d'abscisse x (r < R(x)) et que la
densité de courant recueillie par 1'électrode réceptrice varie assez lentement

en fonction de r.

¢) Application d'une relation générale.

Nous allons d'abord reprendre la relation (II-7) qui donne, avec des

grandeurs dimensionnelles :

1 =L+_J:Sdt,
q(s) 4, € )y E(®)

On peut obtenir une premiére interprétation physique de cette relation

en remarquant que 1'intégrale est proportionnelle 3 un temps ; avec la mobilité
K :

ds
E

&
n
0]
t
<
i
H
v
[a N
ot
]
x|+

on obtient

(1)

1 1K fpi s
als,) ~ qlsy) " e [3(82) t(sl)]
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On voit que l'accroissement de % entre les deux points P, et P2 d'abscisses

et P,..

curvilignes S; et s, est proportionnel au temps de vol des ions entre P, 5

Cette interprétation de la relation (II-7) permet de retrouver aisément
l'effet d'augmentation de 1a charge 4 captée par la sonde 3 lorsque le potentiel
de sonde diminue, le champ augmente en tout point des lignes de force atteignant
la sonde, et le temps de parcours entre l'émetteur et la sonde diminue ce qui se

traduit par une augmentation de la densité de charge.

Cette relation suggdre d'autre part le principe d'une autre méthode de
mesure de la densité de charge ; celle-ci consiste 3 déterminer le temps de vol
des ions entre deux points et 3 relier ainsi entre elles les valeurs de la

densité de charge.

On peut donner une autre interprétation physique de la relation précédente

d'aprés la définition de la densité de charge, on a :

£ : volume contenant N ions de charge e,

Soit un volume Qo contenant No ions ; au bout d'un temps t, ces ions ont

migré et occupent un volume g ; on obtient, d'aprés (14) :

KQNO

(15) Q= Q9 + t

o
Le volume occupé par un ensemble de No ions croft lindairement en fonction
du temps (effet de la répulsion coulombienne). Cette interprétation physique va

8tre utilisée pour faire une étude approximative de la forme de faisceau.
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Figure 35 : Courant recueilli par une &lectrode de 0,7 mm de
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TABLEAU IV

Détermination de r d'apres la relation (18) et comparaison
avec les valeurs du diametre des tdches,

Mobilité K = 3cm2/V.s

L(mmi U(kV) E(k\)/cm) I(uA) Qmm) 9 f;;?e B 2%
9 14 15,6 60 5,15 9,5 1,08 %
14 21 15 Iy 5,78 11 1,04 {
19 28 14,75 41 6,55 - 12 1,09
19,3 29 15 24 4,96 9,5 1,04
24 35 14,6 38 7,15 | 12,5 1,14
24,3 38 15,6 29 5,90 11,5 1,03
29 42 1u,$ 37 7,82 14 1,12
29,3 45 15,4 28 6,45 12,5 1,03
34,3 49 14,3 19 6,18 12,5 0,99
Mobilité K = 4 cm2/V.e -
19 3y 17,9 100 7,3 14 1,04
24 42,5 17,7 80 7,42 15,5 0,96
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Soit sur 1'électrode émettrice une zone d'émission d'aire ds_ et prenons

le volume QO = dSoz dzo, de la tranche d'épaisseur dzo ; on a :

. . . . te . .
Faisons l'approximation suivante : Hx)= C dans le faisceau situé entre les
p > ,

deux électrodes planes et paralldles ; on obtient :

_ X :
t=%5 s da(x) as
quoX
Q = .Qo + cE
quSO
(16) ds = ds, + =2 x

Nous allons faire une seconde approximation, d'autant moins valable que
dSO est plus petit : on suppose que le volume d'épaisseur dQO se déforme assez peu
au cours du déplacement des N, ions et reste compris entre 2 plans. Pour un fais-

ceau de révolution on obtient :

96 /2
el

(17) r = (rg +

On peut donner une autre expression, en introduisant le courant total ; d'aprés

les approximations faites :

d'ol

T
~
s
+
be]
~—

(18) r

Cette relation donne la forme générale du faisceau.
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d) Résultats expérimentaux

Le dispositif utilisé est constitué de deux &lectrodes Planes et paralléles
distantes de 1 & 3 cp environ ; une pointe aiguisée dépasse la surface de 1'&lec.
trode négative de 0.5 3 1 mm. Dans une gamme de tension convenablement choisie,
la décharge par effet couronne apparaft sur la pointe seyle sans qu'il y ait
claquage. Une expérience préliminaire a mis en évidence L'apparition, sur
1'électrode réceptrice en laiton, d'une tache brunitrpe circulaire tras nettement

délimitée (cf. Planche II1).

L'insertion dans cette électrode de sondes circulaires de faible diamétre
a permis de mesurer 1s répartition de densité de courant grice 3 I'utilisation
d'un déplacement latéral ne perturbant pas la décharge, Les résultats des mesures
(Fig. 35) montrent que la densité de courant est presque constante dans 1g
"tache" et qu'elle diminue brutalement d'au moins deux ordres de grandeur lorsqu'on
sort du faisceau. Ceci démontre expérimentalement 1'existence dy faisceau délimi-

té de fagon trés nette et transportant pratiquement tout le courant.

Cette conclusion est confirmée par la visualisation du faisceau. En effet,
le champ moyen entre les électrodes étant au moins de 15 kV/cm, il se produit

des phénoménes d'ionisation par choc et de recombinaison qui engendrent un faible

tatif avec la relation (18). De plus, cette relation permet d'obtenir une bonne
estimation de la valeun du diamétre de la tache comme on peut le voir sur le

tableau IV.

Une autre caractéristique Intéressante de ce faisceau est gg trés grande
stabilité. Le courant de décharge est tras stable dans Je temps ; il n'y a pas
de fluctuations 3 trag basse fréquence et les pulsations de Trichel sont assex

peu marquées (voir planche Iv),



PLANCHE TIiT

'Yues du faisceau (U = 30 kV , D = 20 mm)

T : Temps de pause

T - l min.

Vue de la tache. Aprés un temps de décharge ~ 2 minutes (tache 1), on a

déplacé 1l'électrode dans son plan jusqu'd ce que le courant recueilli
s'annule de nouveau (tache 2)




PLANCHE 17

Dispositif
expérimental
Vues du faisceau et de la tache sur l'électrode réceptrice (U = 20 kV,
D = 15,5 mm)
T = Temps Tache
de pause
T = 30 sec,
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Nous avons étudié la stabilité de la forme du faisceau en plagant une sonde
de 1l'électrode réceptrice sur la frontidre du faisceau ; un déplacement latéral
provoque de fortes variations du courant regu. Par contre pour une position donnée,
les fluctuations dans le temps sont trds faibles, quelle que soit la fréquence
envisagée ( 5-106 Hertz). On peut déduire des oscillogrammes de la planche (IV)
ainsi que des photographies du faisceau que les fluctuations de la forme et des

dimensions des faisceaux sont trds faibles } ainsi AR(1)/R(1) < 0,01.

?
Cette expérience met en évidence l'existence de faisceaux parfaitement
individualisés et apparemment trds peu perturbés par le mouvement de 1'air.
Bien que cette &tude soit trds succincte et qu'en particulier nous n'ayons pas
examiné le probléme de la stabilité aérodynamique, il semble que les résultats
aménent une conception plus nette en ce qui concerne la structure de la décharge
couronne dans un cylindrde par exemple. On peut concevoir un ensemble de faisceaux
ayant leur origine en des sites d'aire trés faible sur le fil émetteur, trdés
étroits dans la direction paralldle 3 1'axe, mais trds ouverts dans un plan per-
pendiculaire (ouverture én 6 importante). Les dimensions de ces faisceaux pourraient
varier dans le temps, en fonction de la quantité d'ions émis localement ; le mou-
vement de l'air est susceptible d'apporter des modifications mais celles-ci nous

semblent peu importantes pour des tensions moyennes (voir § 5).

Remarque : Cette expérience montre de fagon trds nette que l'on peut négliger la
diffdsion pour des distributions discontinues de la densité de charge

1l'erreur introduite est tout-3-fait négligeable.

e) Interprétation.

Une des caractéristiques de ce faisceau consiste en ce que la charge
d'espace est localisée de fagon trés: nette ce qui suppose que la zone de créa-
tion de charges est elle-méie trds bien délimitée. Nous avons d'ailleurs fait
cette hypothése dans les calculs dont les résultats sont reportés sur les figures
33 et 34.
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Cette hypothése constitue une bonne approximation de la réalité physique.
En effet, 1l'examen de la figure 34, ol la pointe a été schématisée, montre que le
champ électrique diminue de facon trés rapide lorsqu'on passe de l'extrémité de
la pointe ol le rayon de courbure est trés faible, au plan x = 0. (la présence de
la charge d'espace n'apporte qu'un changement minime & l'allure des variations
de E}J.D'autre part, nous avons vu (chapitre I) que l'analyse du fonctionnement

de la gaine bi-ionisée devrait conduire 3 la relation approchée (I-12):

q = f£(Q,E) Q

m
1

£ . e . - o e
avec %E trés grand pour des valeurs de E voisines du champ disruptif. La variation
rapide de E le long de la pointe entraine une variation encore plus rapide de la

densité des charges "Bmises".

Il est alors possible d'interpréter les résultats de la mesure de la densité
de courant sur le plan récepteur (Fig. 35). En déduisant la contribution due au
diamétre de 1'électrode de mesure (@ = 0,7 mm) on peut estimer a 0,5 mm environ
la distance sur laquelle la densité de charge passe de g = Gax & 4 i:qmax/loo,
Cette couronne é&troite sur le plan récepteur peut &tre considérée comme 1'image
de la zone de transition qui limite latéralement la gaine bi-ionisée au voisi-

nage de la pointe.

On peut remarquer que l'on cobtient une transition beaucoup moins nette dans
la configuration pointe-plan ; le champ électrique le long de la pointe décroft
moins rapidement et la forme des lignes de force provoque un élargissement beau-
coup plus prononcé ; ainsi, sur la Fig. 32, le 'faisceau" atteint un rayon = 2,4

sur le plan récepteur, pour B = 0,4,



PLANCHE IM

Courant recueilli par |'électrode de mesure (¢=O,7mrr

1 ——5—— ——— Sur laxe de revolution

En dehors du faisceau

‘-‘iﬁi 11 o |

- X =2mm

— ~ X =1 mm
x =05mm

En dehors du faisceau x=0

BRI - X=125mm
e X =1 mm
A S 1( | % =0,75mm
N R s SR RS NN NS RS SEREE I A»+4+l‘++r.;~—»a % =O,5 mm
e x=025mm
i1 Err dehors du fdisceau x=0

X=05s/cm  Y=01uA/em
Tension U=19 kV Distance L =15mm
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V - REMARQUES CONCERNANT LE MOUVEMENT DE L'AIR .

a) Probléme.

Dans tout ce travail, une des hypothdses fondamentales concerne la mobilité
des ions qui est supposée constante ; on admet alors implicitement que le milieu
dans lequel les ions migrent est au repos. Or le champ exerce une force gE ; dés que
cette force a un rotationnel non nul, un gradient de pression ne suffit plus a

1'équilibrer et un mouvement apparalt (par exemple le vent électrique).

Des expériences récentes [47, 48, 49] ont mis en évidence le comportement
des liquides sousmis 3 une injection unipolaire et ont montré que le mouvement du
liquide apporte une contribution essentielle 3 la conduction 3 on peut parler
d'une mobilité "hydrodynamique" des charges trds supérieure 3 la mobilité vraie
déterminée par voie &lectrochimique. FELICI [5f] a montré que cette mobilité, de
la forme :

(19) Ky = _y(a/p)l/2 Y : constante

est trés faible dans le cas des gaz, en comparaison des mobilités ioniques nor-
males ; ce fait peut alors expliquer le peu d'influence qu'a le mouvement d'un

gaz sur les ions qui le traversent.

Nous nous proposons d'examiner si nos expériences peuvent apporter une contri-
bution au probléme de l'entralnement des ions par un gaz, et si le fait de négliger

le mouvement de 1'air constitue une approximation valable.

b) Configuration fil entre plans paralldles.

Dans l'examen du § 2 nous n'avons pas étudié le probléme de 1'influence
du mouvement de l'air.

o + - o o P P4 s
Soit q* la vitesse du fluide ; la densité de courant s'écrit

(20) j = q(KE+D)
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Pour des vitesses relativement faibles, le gaz peut &tre considéré comme incompres.

sible ; donc div W= 0. La conservation du courant conduit 3 1'équation
(21) q2/e + (E+‘%5. grad q = O

On peut remarquer que l'effet d'un entraInement des ions par le gaz, dans le sens
de la force gE, se traduilt par une atténuation de la décroissance de la densité

” . . -A
de charge ; dans le cas de la décroissance exponentielle en e X, A prend des

valeurs plus faibles.

Admettons que l'on puisse parler d'une mobilité "aérodynamique', c'est-
d-dire que le mouvement de l'air ait une structure telle que la contribution qu'il

apporte a la convection résultante des charges soit proportionnelle au champ E

En remplacgant ¥ par cette valeur dans l'équation, on obtient

(22) ()2 + o grad V . grad AV = O
K
avec o = 1+ —+ ; observons que cette &quation n'est pas rigoureuse car on a
remplacé W avec div ¥ = 0 par une expression n'ayant pas cette propriété. Néan-
moins (22) doit nous fournir une approximation permettant d'évaluer 1'ordre de
grandeur de 1l'influence de la mobilité aérodynamique K,. L'équation (22) a été

A
1) pour cette configura-

1l

résolue par la méme méthode que 1'équation (I-2) (a
tion. On obtient des résultats analogues : pour X > w, la solution tend vers une
solution saturée décroissant de fagon exponentielle ; le décrément varie sensi-

blement avec « ( calculs effectuds avec h = 7/12)

of 1 1,10 1,15 1,20 1,25

10,677 |0,659 0,650 0,642 0,634
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Les valeurs de X déduites de 1'étude expérimentale de la configuration fil
entre 2 plans paralléles, sont comprises entre 0,64 et 0,69 (voir § 2). Une esti~
mation de la moyenne de ces valeurs conduit 3

- . A =X
)‘exp > 0,655 }\eg_{E < 0,03

ce qui donne une indication sur le peu d'importance qu'a l'entratnement des
charges par l'air dont le mouvement est induit par la force qE. Si l'on admet que
la différence entre Xexp et la valeur précise A = 0,6738 est due entidrement 3

l'entrainement de 1'air, on obtient
9

(23) Ky < K/10 = 0,18 cm2/V,sec,

Cette borme de K, est supérieure 3 celle obtenue par FELICI [57] :

(24) KA < 0,07 cm2/V°seca

Ceci n'a rien de surprenant car nous avons minoré_AeXP assez grossiérement.

Compte tenu des différentes causes d'erreurs possibles (discutées § 2), il
apparait que les résultats de 1'étude expérimentale dans la configuration fil entre
deux plans paralldles confirment le fait que l'entralnement résultant du mouvement
de 1'air est faible. De plus, 1l'évaluation de la borne de Ky (23) donne une valeur
du méme ordre de grandeur que celle de la relation (24) et apporte une confirmation
des conceptions de FELICI concernant 1'importance de la notion de mobilité hydro-
dynamique pour comprendre la différence de comportement des diélectriques gazeux et

liquides lorsqu'il existe une charge d'espace [5710

On peut encore faire une remarque. En reprenant 1'inégalité (24), 1'évaluation

de la borne inférieure de X donne :

(25) 0,667 < A' < 0,6738
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on a alors (A~A")/X < 0,01 ; on peut donc estimer théoriquement & 1 % environ
1'erreur sur le décrément A lorsqu'on assimile la solution de (I-2) a la solution
tenant compte de 1'entrainement de 1'air. On voit d'autre part que le systéme fil
entre 2 plans permettrait, en théorie, de mettre en &vidence 1'effet d'entralne-
ment de l'air et d'évaluer KA ; 11 faudrait alors &tre capable de mesurer A avec
une trés grande précision (de 1'ordre de lO~3) ce qui apparalt impossible tant

qu'on utilise la décharge couronne comme moyen de création des charges.

c) Systéme pointe entre deux plans.

Dans 1'étude du paragraphe 4, nous avons vu que 1'on peut obtenir une décharge
sous la forme d'un faisceau trds stable. Dans ce cas, il est évident que 1'air ne
peut pas rester immobile ; mais il n'est pas facile de savoir a priori si 1'&cou-
lement gazeux est laminaire ou turbulent. Les observations que nous avons failtes
concernant la grande stabilité du faisceauy peuvent &tre interprétées de 2 fagons

différentes.

En supposant d'abord que 1'&coulement gazeux est laminaire, dans les conditions
de 1'étude expérimentale. cet &coulement serait stable. Ceci n'apparaft pas invrai-
semblable ; en effet, l'examen de la stabilité hydrodynamique d'un fluide isolant
soumis & une injection unipolaire donne, dans 1'hypothése d'une injection trés
forte, le critére (cf. [583) :

(26) U = 16150
C €

U, étant la tension critique et n la viscosité.

Si pour les liquides on obtient des tensions critiques trds faibles (par

~

exemple UC = 20 Volts. pour le nitrobenzéne, U, = 200 & 300 Volts pour les liquides

isolants non polaires), dans le cas des gaz comme l"air7 on a

U_ = 60 kV.
C
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Lorsque la densité de charge n'est plus trés forte, cette tension critique peut

facilement doubler ou tripler.

Ce résultat montre que les gaz sont beaucoup plus stables (pour ce probléme
particulier) que les liquides 5 on peut traduire ce fait différemment en disant
que 1l'interaction entre les charges et le milieu fluide est beaucoup plus faible

dans un gaz que dans un liquide.

En revenant au probléme de la stabilité du faisceau, on voit qu'il est
concevable due celle-ci résulte de 1'existence d'un écoulement laminaire stable

de l'air(si le milieu fluide était un liquide, ceci ne serait pas possible),

Examinons maintenant 1'autre hypothése, celle d'un écoulement turbulent et
remarquons d'abord, que dans la zone qui limite le faisceau, la densité de charge

décrolt rapidement de sorte que le rotationnel de la force
rot F = rot(gE) = E A grad q

prend des valeurs trés importantes (E et grad q sont sensiblement orthogonaux),

Ce fait apparalt propice & la création d'un écoulement turbulent du gaz.

Pour interpréter dans ce cas 1'observation d'un faisceau bien stable, 1l faut
admettre que l'air, dans son mouvement, n'entralne pratiquement pas les charges,
que ce soit dans les directions paralldle ou perpendiculaire au champ E. Comme
1'influence de la turbulence devrait se traduire par une "diffusion" et, par
conséquent, un élargissement de la zone de transition entre 1'intérieur ~
(q = qmax) et l'extérieur (q ~ 0) du faisceau et comme 1'épaisseur de cette zone
semble suffisamment faible pour pouvoir s'expliquer par les caractéristiques de
la répartition g(Q) sur la pointe (voir § 4-e), 1'existence de 1a turbulence
ne peut se concevoir que si les vitesses de 1'air sont bien plus faibles que la

vitesse des ions (Vioné > 300 m/s pour E = 15 kV/cm).



- 184 -

I1 faudrait une étude plus poussée pour déterminer quelle est la structure
de 1'écoulement de l'air. Il n'est cependant pas nécessaire d'attendre une telle
étude pour dégager la propriété principale (quelle que soit la nature de 1'écou~

lement gazeux) : l'entralnement de 1'air exerce une influence minime.

d) Conclusion

Les remarques de ce paragraphe montrent que le mouvement du milieu gazeux
joue un role tout-i-fait mineur et qu'il peut &tre négligé dans le probléme du

champ électrique affecté par un flux permanent d'ions identiques.

Alors que dans 1'étude du systéme £il entre 2 plans, on n'a fait inter-
venir que la mobilité aérodynamique, i1 est probable qu'il faille tenir compte

d'autres facteurs pour expliquer la "stabilité" du faisceau. En particulier

d'aprds (26) la viscosité du gaz doit jouer un rdle.
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Au cours de ce travail, nous avons obtenu des résultats qui nous donnent
une connaissance trds précise des solutions de 1'équation du champ électrique

affecté par un flux permanent d'ions identiques.

L'étude mathématique a permis de montrer l'existence et 1'unicité de 1la
solution de 1'équation régissant le probléme dans le cas des faibles densités
et d'établir que, dans ce cas, le probléme est correctement posé. Ce résultat
confirme la justesse des vues de FELICI concernant la nécessité de substituer,
d une condition relative au champ, la donnée de la densité volumique de charges
sur l'électrode émettrice. Compte tenu des résultats du chapitre IV, il apparaft
improbable que, dans le cas général, lorsque les valeurs de la densité de charge
ne sont plus limitées, 1'étude amdne une remise en cause de nos conclusions

concernant la formulation du probldme.

Un autre résultat d'une grande importance consiste en la mise au point de
méthodes générales de résolution. Bien que la justification mathématique n'ait
pu &tre forunie que pour une configuration particulidre, il est probable que
les propriétés dégagées au chapitre IV sont générales et caractéristiques du
probléme. La méthode utilisée pour obtenir la solution approchée par voie nu-
mérique n'a jamais &té mise en défaut, méme pour des problémes complexes, com-
me ceux faisant intervenir une sonde, et a permis de résoudre le probléme dans
des configurations pour lesquelles seules des approximations grossidres &taient

proposées.

Le troisiéme point important concerne la méthode expérimentale de sonde.
L'étude théorique a permis de montrer de quelle fagon la présence de la charge
d'espace modifie le fonctionnement de la sonde tel qu'il est décrit par la

théorie de DUPUY [ll]. L'étude expérimentale ayant confirmé les prévisions,
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on dispose ainsi d'un moyen d'investigation permettant de déterminer non seulement
le potentiel d'espace mais aussi la densité de charge d'espace avec une précision
d'au moins 10 %. Ce résultat est sptéressant car la détermination de cette der-
nidre grandeur a trés rarvement 4té tentée dans les problémes de décharges cou-

ronne.

Enfin, la discussion du probléme du mouvement de l'air. a permis de confir-
mer une observation générale n'attribuant qu'une trés faible influence a l'en-
tratnement de l'air. L'hypothése consistant 3 négliger le mouvement du milieu

gazeux apparalt ainsi légitime.

A la suite de notre travail, on dispose d'une méthode de résolution numé-
rique et d'une technique de mesure donnant une connaissance précise des distribu-
tions du potentiel, du champ ot de la densité de charge. En dehors de 1'appli-
cation 3 des configurations diverses (par exemple problémes d'effet couronne
dans les gaz ou d'injection dans un semi-conducteur), il existe deux domaines

dans lesquels nos pésultats sont susceptibles d'apporter des développements.

Le premier domaine regroupe tous les problémes concernant les diélectriques
ot 1'on crée une charge d'espace. Rappelons le travail déja cité [331 ol la
notion de formulation correcte a permis d'étendre un calcul de MANY et
RAKAVY [62], ce qui s'est révélé fructueux dans le développement de la connais-
sance des propriétés des liquides. Mentionnons également 1'étude de la stabi-
1ité hydrodynamique d'un fluide diélectrique isolant soumis 2 une injection
unipolaire [591, étude au cours de laquelle la néthode de résolution générale

a été utilisée.

Ces deux exemples montrent que les problémes dans lesquels les résultats
mathématiques peuvent intervenir sont multiples et sont susceptibles de se
pvapporter a des chapitres variés de la physique. On peut donner quelques in-

dications concernant les problémes d'injection ambipolaire avec éventuellement
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une recombinaison et méme une dissociation. D'aprés quelques calculs prélimi-
naires, il semble que la méthode de résolution soit transposable d ces probldmes
et permette:d'envisager 1'étude précise de systdmes bi-ionisés (comme par

exemple une ligne de transport d'énergie en courant contimu).

Le second domaine concerne 1'étude du mouvement de 1'air en liaison avec
la connaissance précise de la répartition des charges. La premiére expérience
intéressante consisterait & observer la stabilité totale, c'est-a-dire 1'im-
mobilité de l'air compris entre les deux plans ; il faut pour cela qu'une
électrode assure une émission homogdne et non localisée en plusieurs points
(cas d'un plan muni de nombreuses pointes), ce qui conduirait alcrs 3 des
faisceaux bien individualités provoquant un mouvement de l'air. Cn peut envi-
sager d'autres expériences faisant intervenir une circulation forcée d'air

pour examiner de fagon plus précise certaines caractéristiques du mouvement.

Indiquons pour terminer qu'il est probable que la détermination de
solutions par nos méthodes permettra d'aborder ceptains problémes d'électro-

aérodynamique et d'électrohydrodynamique.
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