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Nous nous proposons dans ce travail de développer une idée de Fehlberg
sur 1'intégration numérique de problémes différentiels de conditions initiales,

par une méthode a pas séparés du type Runge-Kutta.

Nous savons que les méthodes de Runge-Kutta, notées R—qu (rang p,
ordre q), sont, dans la pratique, telles que p = q = 2, 3, 4. La méthode
R-K,, étant la plus généralement utilisée, et 1'on ne met pratiquement pas
en oeuvre de méthode ou q est supérieur a 4. (Références : [8], [9]).

La méthode de Fehlberg permet d'obtenir des formules d'ordres plus élevé

a partir d'algorithmes R-K classiques de rang q = 2,3,4.

Dans une premiére partie nous exposerons 1'idée de Fehlberg et son
application & l'obtention de formules d'intégration notées R—K.qu, ainsi que
1'étude de l'erreur de méthode pour 1'intégration de problémes différentiels
du premier ordre. Dans la seconde partie nous développercns les méthodes
R-K.F de rang p = 2,3,4 et d'ordre q le plus élevé possible, appliquées a
un probléme différentiel du premier ordre. Nous en tirerons des conclusions

tant du point de vue précision des résultats que du point de vue stabilité,

L'étude de la stabilité sera faite sur 1'équation différentielle

y' = -y, de condition initiale y(0) = 1. (Références [5] page 265, Bﬂ, [:lO])°

La troisiéme partie est consacrée & 1'intégration d'une é&quation
différentielle d'ordre n, avec conditions initiales. Dans la quatriéme
partie nous envisagerons 1'intégration d'un systéme différentiel de condi-

tions initiales.



Nous donnerons en appendice les programmes concernant la méthode R-K.F,

Etant donnée la haute précision obtenue par ces méthodes R~K-F, nous
avons été amenés 3 traiter nos exemples numériques en double précision.
Les calculs ont été faits par l'ordinateur IBM-7044 du Laboratoire de Calcul

de la Faeulté des Sciences de Grenoble.

Nous devons signaler dés maintenant que les méthodes R-K.F sont

-~
collteuses.,

Les résultats numériques seront présentés sous forme de tableaux,

ou figurent :

premidrement : en ordonnée l'ordre et la hauteur des formules,

en abscisse l'erreur e = |valeur exacte -~ valeur approchéel obtenue en fin
d'intégration, les courbes erreurs étant tracées en fonction du pas. On a aussi

indiqué les valeurs exactes obtenues en fin d'intégration.

deuxidmement : les temps d'intégration en millisecondes.

Ces tableaux peuvent &tre utilisés pour des comparaisons de méthodes a

erreur globale constante.

Nous devons signaler que Fehlberg a traité de la résolution d'un probléme
différentiel du 1°, 2° et n° ordre ainsi que de la vésolution d'un systéme dif-
férentiel du 1° et 2° ordre, avec conditions initiales, en donnant des coef-
ficients particuliers pour la résolution des problémes différentiels. (Ref.
[a], [2], [b]). Nous avons essayé de donner une formulation plus générale de

ces coefficients, sans pour autant les donner ‘tous;-.



Signalons dés maintenant que la méthode de Fehlberg est une méthode

N z

d dérivation préalable qui exige la connaissance formelle des m+n premiéres
dérivées du problémes différentiel d'ordre n proposé. (En effet, comme nous
le verrons plus loin, les valeurs des dérivées §',...,§(WT9? prises en x = x_

5y,

interviennent dans la résolution de §(n) = V(X,Vyeee,y

La connaissance préalable de ces dérivées, pourrait donc nous permettre

d'écrire les développements de Taylor de §l’ §i,...,§§n—l)

étant respectivement d'ordre m+n, mtn-l,...,m+l. Mais comme nous le verrons

; ces développements

dans les chapitres suivants, nous obtiendrons des formules d'oprdre :

(n-2) ot §(n—8)

max(m+n+2-v, m+5) pour v = 0,..., n-3 ; mt5 pour y , avec la

méthode de Fehlberg de rang 4. Il y a donc un gain notable en précision.

Prenons par exemple, le cas de la résolution d'une équation différentiel-

le d'ordre 2 : y" = ?(xs§9§')°

. - ~(m+2)
- avec Taylor, nous cbtenons, connaissant yg',...,yo

yz avec l'ordre m,

yi avec l'ordre m+l,

y, avec 1l'ordre m+2.

- avec Fehlberg, (méthode de rang 4), nous obtenons :

y; et §l avec l'ordre m+5
ce qui assure a §E = ?(xl,§l,§i) un ordre au moins égal 3 m.
L'inconvénient majeur de la méthode de Fehlberg (calcul préalable des

dérivées successives de 1'équation différentielle, ou du systéme différentiel),

présente néanmoins un avantage par rapport au développement de Taylor



[

obtention de développements d'ordre plus élevé, d'autant plus qu'a la limite,
on peut utiliser cette méthode sans aucune dérivation préalable (ce qui, nous

le verrons plus tard, correspond d une transformation de hauteur m = 0).

Signalons d'autre part, que cet inconvénient de dérivation préalable n'en
est plus un de nos jours, puisqu'il est possible de faire calculer par l'ordi-
nateur les dérivées d'une fonction quelconque et de les obtenir d'une fagon

formelle (langage de programmation FORMAC).
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METHODE DE FEHLBERG POUR L'INTEGRATION APPROCHEE D'UN PROBLEME

DIFFERENTIEL DU 1° ORDRE AVEC CONDITIONS INITIALES

I - INTRODUCTION

Soit g y' = ¥(x,y)
L y(x)) =y,

le probléme différentiel de conditions initiales A résoudre. La méthode
de Fehlberg consiste 4 faire un changement de fonction y = £(y) de manidre 3
obtenir une &quation différentielle y' = Y(x,y) particulidre que l'on intégre-
ra numériquement par une méthode 3 pas 1iés ou séparés. Nous adopterons l'al-

gorithme de Runge-Kutta 3 pas séparés.

Nous allons voir que ce changement de fonction entra?ne pour la nouvelle
équation différentielle d'importantes simplifications dans 1'écriture du
schéma de Runge-Kutta. C'est ainsi qu'une coincidence plus grande est obtenue
lors de la comparaison des deux développements utilisés pour établir les

formules R-K.



Top

II - TRANSFORMATION DE FEHLBERG - EQUATION DIFFERENTIELLE TRANSFORMEE (Eﬂ)

Soit le probléme différentiel du 1° ordre :

y' o= Y(x,y)
q (1)
(7(x)) = 7,
La transformation de Fehlberg est
mt+l (x-x )i . -
- _ o’ =(i) oY
y = y+ iil T v, oot (x Xo)(y~yo) (By)o (2)

Le paramétre m caractérise la "hauteur'" de la transformation.

L'équation différentielle transformée s'écrit alors :

m (x-x )i

B eov)] - 2 P 5T )G ) @)
i=

1

y'= Y(x’y) =
14 ) (22
0" 9§ ’0o

Conséquences de cette transformation :

1) Vo = Vo
2) yl= o=y 2
_ (%)
3) G == EH =0
) 2L



En effet :
- dérivons la relation (2), il vient
m (x-x )t

- o’ ~(i+l) ¥
yhEy T Yyt e Gex ]G, ()

Pour x = X s nous obtenons alors : §é = yé + yé, ce qui entraine yg = 0.

De méme, aprés avoir dérivé la relation (2) mt+l fois, on obtient

(m)

=(m+1) _ _(m+1l) =(m+l) (m+1)y Y
y =y v, +J:(m+l)y +(x—xo)y ]('5"5.7 °
ce qui pour x = x_ conduit a : §(m+l) = y(m+l)+§(m+l), d'ol y(m+l) = 0.
o o o) o o
! 1" - 3 1 a >
D'autre part, sachant que y ‘(,3§ +y 3§)Y, on cbtient pour
Y Y S (oY
= n = (2L v (o1 | BT R, ' ol =
2EX Y, (ax)o * yo(ay)o’ Yo T Vs 0, dlou (Bx o 0
2 2 2
On obtient de méme :y"' = Oé—— + 27 =2 + Y2~§——)Y + y" EX,
a2 XY 2 oy
9x oy
2 2
. ces s 3 Y s 0 Y
= : ] A = ' AN =
qui pour x = x_, conduit a : vy ( 2)O 0, d'od ( 2)O 0.
oxX Ix
m
Finalement, on obtient y(m+l) = (§~XJ = 0.
o ax™ ©

Dérivons la relation (3) par rapport 3 y, il vient

oY _ 1 of a7 8%
5y - U5 oy - Gl

1 1 .?i - — —a-i A
Or la relation (2) fournit 5y 1+ (x xo)(ay)o’ d'ou

Y, _ (Y Y,
0;;)0 = C§§)o - (By)o =0
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Signalons d'autre part les relations

3—;(m+i) : y(m+i)+[(m+i)y(m+_i-l)+(ano)y(m+i).](%;_{7)0 (1> 3)
qui pour x = x_, conduisent a
y(()m+i) = §ém+i)_(m+i)yém+i—l)(%)o (i z- 3) (6)

- Si nous appliquons la transformation & notre probléme de départ, nous

sommes ramenés au probléme suivant
- Résoudre le probléme différentiel du 1° ordre : {y' = Y(x,y)
y(x ) =y, =y

- dont la solution vérifie : yé =...= y(m+l) =0 (7)

el

-~ et l'équation différentielle é&tant telle que :

(%é)o :';'= (QE% o9
9x

3Ly .
dy o
Ce qui peut s'écrire, en utilisant les notations classiques (Ref. [5]

page 34).



I-5

Remargues :

- Au début du pas, la transformation de Fehlberg exige la connaissance des
m premiéres dérivées de 1'équation différentielle ¥(x,y), on peut donc dire que

la méthode de Fehlberg est une méthode 3 dérivation préalable.

- On suppose que la transformation est toujours possible, c'est-d-dire

que ( ) est fini (ce qui revient d dire que la condition de Lipschitz sur y
~(m+1)

est verlflee), ainsi que les dérivées y RN ce qui entraine que
y£m+2)...ygm+l) sont aussi finies.
(voir (6)).

IIT - DEVELOPPEMENT DE TAYLOR DE IA SOLUTION DE y' = Y(x,y)

Le développement de Taylor de la solution y de y' = Y(x,y), au voisinage

de X » pour une hauteur m, s'écrit, compte tenu des conditions (7) :

hm+2 m+6

h
V) = Vot TaryT Yo et (mi6) 1 7O (8a)

Exprimons ce développement au moyen des dérivées partielles successives

de Y. Il vient : (Ref [5] page 33).

ptL T2 |3 )
v'(x) = Y(x,y) = (m+1)! Cm+1 + ICT™ Nk Cm+2 + =T [C +(m+3)}< :I
mt+i ,
T [yt (mey ™) .(_‘I‘_T_Q_),S_Eﬁl g2,
m+5

(m+3) (m+4 ) ( +5) ( 2)
m+ r:-r;T m m+ :l+°



T

h2m+1+ (m+2)2
P W,
2(m+2)!

D'autre part, nous avons, compte tenu de la relation (8a)

hm+l 9 2
y'(x) = Y(x,y) = ?Eﬁij?’yém+ ) (2+2)z yém+3)

6

h

2m+5

(e}

(m+2)_ (m+3)
T TT R Y '

t..

3

(m+3) ! (m+2)
2(mt2) ! Yo

(8b)

(%)

En identifiant les relations (8b) et (9), nous obtenons le tableau A :

ém+2) = Cm+l

y(()m+3) - Cm+2

yém+”) =C .ot (m+3) KC .1

yim+5) = Cpgy T (mHKC o+ ﬁgﬁé%%ﬂiﬂl i1

yém+6) = Cpyg * (meS)KC o+ imiﬂ%%miil Lo *
(m+3)(m;?)(m+5) Me_ o+ (mTS)(m+5)K2Cm+l

Tableau A Identification des termes du développement de Taylor de Y.

2

1+.



Cas particuliers

Nous remarquons que dans le cas de transformations de hauteur 0 ou 1,
certains termes du développement (8b) n'apparaissent pas dans le tableau A

(termes en hzm%L et h2m+5).

D'ol les tableaux B et C, utilisables pour des transformations de

hauteur 0 ou 1.

"n -
yo Cl

" _
P C2
yé”) = C4 + 3KC,
yés) = ‘CL+ + HKC2 + 6LCl + 3RC§

(6) _ 2 2
yo = C5 + SKC3 + lOLC2 + lOMCl + 15K Cl + lORClC2 + lSSCl

Tableau B Identification dans le cas d'une transformation de hauteur O,

1"t —
Yo ° C2
(W)
Yo = C3
(5)_ ,
Yo = C, + KC, ,
(6)_
Yo = Cg + 5KC, + 10LC,
(M. ¢ 4 sk + 151¢. + 20MC, + 2UK°C. + 1ORC2
Yo = %5 Y 3 2 2 2

Tableau C Identification dans le cas d'une transformation de hauteur 1.
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IV - INTEGRATION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE TRANSEORMEE y' = Y(X,y)

Comme nous l'avons indiqué dans 1'Introduction, cette intégration se

fera avec le procédé de Runge-Kutta a pas séparés.

IV-a - Rappel de la méthode de Rhnge-Khtta, dans le cas général (Ref. Eﬂ p. 50)

Nous considérons l'équation différentielle, mise sous forme résolue

équilibrée

y(p) - Y(y(P_l),. . .y)

La variable indépendante étant absente. Comme nous travaillons uniquement sur
un pas, nous pouvons supposer que celui-ci est compris entre les abscisses

X, et x,, et nous avons comme conditions initiales au début de ce pas

(p~-1)

. 1
X . s o
@] yO’ yO, ,yO

Notations

Nous considérons les valeurs

=

Xoa = x0+9ah avec { o = 0,1,...,9

’ \
(% =9 eq =
zxo,o - %o Xo,q !
L
q est appelé rang de la méthode.
e " (P_l)
Rappelons que les valeurs approchées de y, y',...¥y

aux abscisses

x, , sont données par :
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-1
g1 . (P D 3 Ay
Os0 - aB "oB
__________________ @IQ_____-_ k-1 k-1
h k 1
p-k) . -0, M o), P % T pen pNt
0,0 o T Vo N k-1)1 Yo k1 60 aB “oB
ho hP'leg 1 (p-1) P o-1
- — ! L ——
Yo,0 =~ Yot ITT YoT--» -1 Yo * p! Bfo LuB YoB
avec : (10)
(p-k) _ _(p-k) _
yo’q 1 pour k = 1,2,...,p
z . _ (p-1) (p-k)
On a posé : YOB = Y(yo,B seeva¥o g aenes O,B)

Dans le cas d'une intégration par la méthode de Runge-Kutta, on est amené
d vérifier certaines relations, qui permettent de déterminer les quantités dont
on dispose, et pour ce faire, on est amené 3 transformer légdrement les rela-
tions précédentes, (10), en considérant des quantités YoB--Yoo

Pour évaluer ces quantités, on considdre des Y intermédiaires, d'ol

(Ref [5] page 53).

w hlel ho, thé B-1
Y Y = I Cot (Tt 77~ Kot —53 Dh LA, (Y -Y )+
oB "o i=1 1 1 1 21 1 y=1 By "oy "o
heB h2 B-1
(It 37~ Kyten) = E BBY(YOY—YO)+...+
v=1
12 B-1 B-1
—(R+h6,S+...) T A_ (Y -Y ) £ A ( =Y )+,
1
21 B y=1 By "oy "o 5=1 BS o)

I1 suffit ensuite de développer, d'ordonner par rapport d h, et de compa-
rer avec la série de Taylor pour obtenir le tableau des conditions que doivent
vérifier ces coefficients. (Ref, [5] pp. 51-56, [Q]) Bﬂ.
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IV-b -~ Méthode de nge-Kutta appliqpée a l‘éqﬁation différentielle transformée

y' = Y(x,Y)

Dans le cas d'une équation différentielle du 1° ordre, l'algorithme de

Runge~Kutta de rang q devient, compte tenu de YO = 0 (voir (7))

1
~«

<
1

Y(xo+eih,yo)

C Yol 7 ol

TN

<
i
<
+
oy
=3
B
I
H
=
~~
x
-4
D@
N
jng
<
e}
N
No

<
1]

<
+
j=n
[ae]
P
=

Nous remarquons que dans le cas d'une méthode de rang g l'algorithme R-K
nécessite le calcul de g-1 Horners, alors que dans le cas classique 11 faut q
Horners. De cette fagon il y a moins de coefficients Aij d calculer, en effet
les coefficients Au o & F 1,...,9 ne figurent plus dans l'algorithme du fait

H]

que Y_ =0 (voir (7)).

I1 reste 3 calculer, ayant obtenu la valeur Yy §l en utilisant la trans-
formation (2), ce qui du point de vue précision introduit des erreurs supplémen-
taires : erreurs d'intégration se propageant dans l'évaluation des

913.”-’§§m+l) et erreurs d'arrondis.,

Ayant obtenu la valeur yqs On recommence le méme travail sur le pas

(xl,x2) et ainsi de suite puisqu'en X

Graphiquement nous obtenons
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(les points indiqués sont ceux obtenus numériquement)

dn .
33 '
. |
T,
. -
o ¥ s Zﬁ
3 o !
3—2; |/ '
T C' :
o Y :
A 3& '
- —" = | !
J | 1
| ' :
A | ’.
] {
‘; -~ :g 4. i
Q\(\" — l | |
» . [ f

oLy e o o ™ '
QSO - ’1‘1 o : { ‘ ‘
i I ! \
i \ i ‘ i

s ) 1 i A e

o T oy "y e

- RL.K.F . -
. . 1 .
T I obtient Y;41 €0 partant de y; et en appliquant 1l'algorithme
R.K.Fehlberg : résolution de y' = Y(x,y).
yi/ﬂ : §i solution numérigue de y' = ¥(x,y) en x; est obtenue en ap-
T \ pliquant la transformation (2) & Ys-
Vi

Il faut bien noter que le point (xi,}—ri) joue le r8le de point de départ pour
la résolution numérique de y' = Y(x,y) -&quation différentielle transformée du

~ S T =
probléme posé y' = Y(x,y) sur le pas (Xi’xi+l)'
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V - ETUDE DE L'ERREUR DE METHODE POUR LA RESOLUTION DE y' = Y(x,y)

Les résultats que nous obtiendrons dans ce paragraphe seront valables pour

les méthodes décrites dans les chapitres II, III et IV.

Soit une méthode de Runge-Kutta-Fehlberg de rang q. Nous verrons, dans
les 3 chapitres suivants, que dans ce cas les formules obtenues sont au maximum

d'ordre mtg+l. pour une transformation de hauteur m.

Notations :
Soient
- §i la solution numérique de y' = ¥(x,y) en s
- Yie1 la solution numérique de 1'équation différentielle transformée
en X . 1» partant de ¥
- y?+l la solution exacte de 1l'équation différentielle transformée en
Xig1o partant de Vi
_ =z o P o' = 7 . 1 -
Yi4q 1@ solution numérique de y Y(x,y) en X1 C'est le transfor
mé: de Vi1
—X Z EE
- v d e a0
Yie1 le transformé de Vi1

L'erreur de méthode sur y est

hm+q+2

B B e(m+q+2) _ (m+q+2)
€ T Yi17Vi41 T Tmrqr2)! [v; RE J+ee

ou yg(j) représente la valeur prise en X, par le (5+1)°™ terme du développement
de Taylor et ygj)

de Fehlberg.

la valeur prise en X, par le (5+1)°™ terme du développement
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I1 vient alors :

m+l
e I =1 h =(m+l) 3y
© Vi Vi1 T Yyttt T V1 G 1+1 )(ay)l
m+1 =
-t h -(m+l) oY
- yi+l-hyi_"'— (m+1)! ¥ ~h(y Yiv1 y )(By)l
= iy 1+1)El+h( o i
Soit finalement [l+h( ) ]

La méthode est donc aussi d'ordre m+q+l en ce qui concerne la résolution
L
de y = Y(x,y).
our pord - . . ., 3 .
Signalons d'autre part queVle probldme y' = ¥(x,y), de condition initiale

§(xo) = —o et de solution y(x) la matrice de propagation est

S A(x) = exp( (x ?[y w),uldu) A(xo) =
o

et que le paramétre de propagation est :

Xn_ _
X = exp( g Y§[y(u),u]du)

X
(o]

(Ref. [51 page 272, [ll]).
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Ce paramdtre A a pour valeur au point X le rapport des écarts,‘pour les
abscisses x et X de y(x) et d'une intégrale infiniment voisine. Il sert a
indiquer le degré des difficultés qui peuvent venir de la propagation des erreurs.
Nous verrons au chapitre IV les résultats expérimentaux obtenus pour ce paramétre

de propagation.

VI - COUT DE LA METHODE DE FEHLBERG

Nous verrons, dans les chapitres suivants, que du point de vue cofit,
la méthode de Fehlberg nécessite par pas, le calcul de m+$AHorners pour un
algorithme du type Runge-Kutta de rang q et une transformation de hauteur m,
(g-1 Horners pour l'algorithme R-K sur l'équation différentielle transformée

Y, et m;L Horners pour le calcul des dérivées §é""’§ém+l)

utilisées dans la
transformation), 1l'ordre de la méthode étant mt+q+l, alors que pour les formules -
du type Runge-Kutta classiques, le volume de calcul est de q Hormers pour un

ordre g.
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CHAPITRE -_II

METHODE DE R--K.Fz,m+3

I - INTRODUCTION

Nous nous proposons de résoudre 1'équation différentielle y' = ¥(x,y),
de condition initiale §(xo) = §o’ par la méthode de Fehlberg, en utilisant
un algorithme du type R-K de rang 2. Nous allons voir que cette méthode est
d'ordre m+3 pour une transformation de hauteur m.

Cecl explique la notation employée : R—K.F2 3

2

Dans le cas général, l'algorithme de Runge-Kutta de rang 2 s'écrit

Vi1 T yithA 16740 % Yio = Y(xgsyy)
: /
Vie1 T TythlA, gAY orh, Yy ] l Yy = Y(xy#Ohy )
Par une transformation de hauteur m :
m+l (x-x )i . =
- AU TP o7
y =yt I T Vg +(x—xo)(y yo)(ay)o (11)

i=1

Nous sommes ramenés d résoudre le probléme différentiel
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i
mo(x%)" (i)

_ 1 5 - 0 : oY
y' = Y(x,y) = : \ [T{x,y(x,y)}- & ————73 (yoy (=) ]
l+(x—xo)C%§ ° izo L © °n oy o

- de condition initiale

i
«
o}
1
<1
0

y(xo)

- et tel que

_ _ (mtl)
Yo Seee® Y, =0
m
oY _ _ (9 Y -
(=0 T00m Cg)g = 0
X
5y,
(3;)0 =

Compte tenu des relations précédentes, l'algorithme général de Runge-Kutta
devient, sur le pas (Xi’xi+l)

\ Vip T Y1 | ¥ip % Y(xy*0h,y0)
) 12
} (12)

Y41 T YithA Yy

Remargue

Le volume de calcul, par pas, est de m+3 Horners : m+2 pour la transfor-

mation et 1 pour l'algorithme R-K.
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II - COMPARAISON DES DEVELOPPEMENTS DE LA SOLUTION EXACTE (TAYLOR) ET APPROCHEE
(R-K.F, 1.2) DEy' = Y(x,y)

Dans le cas d'une transformation de hauteur m, nous avons :

m+t h%
Yo = 3 == Ctee.
a=m+l &
puisque C; =...= C =0 (voir §1 ci-dessus)
D'ol :
m+4 h“ei
- = — ! 1 -
Y4175 hAQl _Z 7 Ca+"°’ par l'algorithme R-K.
ot a=m+l
+2 m+3 m+i
_ n" h h
14175 % T@rD)T Cmtl” o) Cmea’ Tori) T et (MHOC, T
par Taylor.

D'ol le tableau de comparaison. TAB.II m. obtenu en identifiant les deux

développements précédents :

TERMES TAYLOR R-K.F
2 . 1 a
(m+1l)! “m+l m+2 2171
pot3 . 1 A g2
(m+2) ! “m+2 m+3 2171
hm+4;fc 1 A ™3
(m+3)1 "m+3 m+h 2171
et b
) mt3
R  mth 0
I A ST

[}

TABLEAU TAB.II.M Identification des termes des développements de
Taylor et de R-K.F.
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ITT - CRDRE DE LA METHODE

En considérant le tableau TAB.II.m nous obtenons un systdme & 4 équations
et 2 inconnues. Nous pouvons seulement obtenir concordance pour les deux pre-

miéres, d'cl :

m+1

( Byq87 = 1/ (mt2)
)

' m+2 _

[ 8,072 = 1/(mi3).

Nous obtenons donc des formules d'ordre m+3 et nous pouvons écrire, en

utilisant les notations définles au §I-5

m+4
_ h e(m+4), (m+4)
éyi ]+...

® _
€i+1 T Yiv1 Vil T Cmrm)? [yi

les points Yi41 €T y§+l étant obtenus d partir de la valeur ii’ solution numé-

rique du probléme y' = Y(x,y), §(xo) = §o en x., et représentant respectivement
Yis1 valeur obtenue par l'algorithme de Runge-Kutta (12) en Xii1o
pour y, solution de y' = Y(x,y), y(xi) = ii = ¥y
y§+l solution exacte pour y en ®i010 de y' = ¥(x,y), y(xi) = §i = ¥is
yi(j)= _(j+l)éme terme du développement de Taylor de y§+l
ygj) = _(j+l)éme terme du développement de Fehlberg de Yie1:

Et en utilisant la transformation (11l), on obtient :

ok o 8y
®141 T Vit Vi T Ei+1[l+h(ay)i1+"'

Vi et Vi1 étant les transformés de Vi1 et Vi

1

Nous remarquons, sur cette derniére formule, que la méthode est d'ordre

m+3 en ce qui concerne y.
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IV - ETABLISSEMENT DES FORMULES

Nous obtenons-des formules d'ordre m+3, pour une transformation de hauteur

m, en prenant comme coefficients

o Lm2 L, (my)™
1 m+3 ? 21 m+2

i (m+2)

Le tableau TAB.II.m nous donne le premier terme d'erreur sur y :

hm+4 1

(mti)! -(m+3)2

Cm+3+(m+3)KCm+lJ

Remargue :

Tous les coefficients des termes d'erreur suivants sont entidrement

déterminés, puisque les coefficients des termes Cm i (i > 3) sont égaux a

+

(mt2) 12 ‘
o s
(m+3)l-l

1 [ 1 _
(m+i)! “(m+i+l)

et que les autres termes n'ont pour coefficients que ceux du développement

de Taylor.

Citons, a titre d'exemple, quelques valeurs de 61 et A21°

m 0 1 2 3 i 5 >

el 0.666 0.750 0.800 0.833 0.857 0.875 -1

A21 0.750 0.592 0.488 O.414 0.360 0.318 -+ 0
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V ~ RESULTATS NUMERIQUES

Nous comparerons la méthode R—K‘FQ,m+3’ de coefficients el =T et
_ (m+3)m+l N . ..
A = , & la méthode R-K~HEUN de coefficients
N 2,2

el = 2/3
A‘lO = _2/3
A2O = 1/4 . A21 = 3/4

Nous avons indiqué -pour chaque pas- l'erreur obtenue par RK33 o

et RKHM'(t)

VI - ETUDE DE LA STABILITE

Nous prendronsjpour faire cette &tude, l'équation différentielle linéaire
3' = -y. (Ref : [10], [7]).

Rappelons que la transformation de hauteur m, s'écrit pour le (i+1)®™
pas I_x o X +l:|
mtl (x-x, )1
y =yt I —*TT£~— (J)+(x-x )(y -y )( )
. _ j! oy’ i
i=1
ce qui mous donne par 1l'équation différentielle y' = -y envisagée
_ _omtl 3 (x--xi)j
= y[l—(x-xi).:[+yi ?2 (-1) ——5—;—-—- (13)
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et 1l'équation différentielle transformée s'éerit :

X=X, _ . (x—xi)m .
y' = Y(x,y) = E:T§:§;7 {y—yi+(-l) TE:ETT—‘yi} (1)

Remargue :

pour m = O, si 1l'on prend pour pas h la valeur 1, on obtient §i =0

pour toutes les valeurs de x; (voir (13)).

Pour pouvoir appliquer 1l'algorithme de Runge-Kutta, nous devons con-
naltre Yil'
D'ol en utilisant la formule (14), dans laquelle nous remplagons x par

xi+91h’ il vient :

6.h nme" R
Y., = {y =g (-1t 73 = 2D 5
il ~ T-he, Yi7Y; (mryt Y3 (m+D)T "1-ho, ¥i

ce qui entraline

mt+2 m+l
= ys+ha Y. =y [1+ L7, i ] (15)
Yirl © Vi1t T Vi T Tt foa 1-he;
En appliquant la transformation (13) & la relation (15), il vient
. . [“”l 5 nJ n AT
Yigr = V5L L (17 57 +(-1) (mtI)T .1-he (16)

j=0 1

Compte tenu du fait que les formules sont d'ordre m+3 il vient en rempla-
(m+3)MHL

. : m+2
¢ant dans les relations (15) et (16) 6, par o3 et A,y par (m+2)m+2
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m  mt+3 hm+2
= V. - 17
Vipn = 93D T st (17)
et .
5o =5, [ (eI By me o™ (18)
i+v1 71 520 K (m+2)! (m+3)-h(m+2)
La condition de stabilité pour les relations (17) et (18) s'écrit res-
pectivement :
m+2
m _mt3 h
IS vy Fl ) I o) Bl (19)
m+l - m+2
_ yihd L m mt3 (1-h)h
1< 2 (=17 57 +(1)7 raST Tova)ontmiz) < * (20

3=0

Nous avons fait une é&tude graphique de ces relations. .lLes plages de

stabilité sont représentées par des zones hachurées.,

Nous avons indiqué sur deux tableaux, d'une part les rayons et plages de
stabilité obtenus par la relation (20) et d'autre part l'erreur £ obtenue en
fin d'intégration, en fonction du pas h et de 1l'ordre.

(intervalle d'intégration : X, = 0, x = 20).
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Remargues :

- Dans 1'étude pratique de la stabilité nous avons tenu compte du nombre
de changement de signe de 1'écart entre la valeur exacte et la valeur calculée,

ainsi que de la précision en fin d'intégration.

- Signalons qu'en fin d'intégration (xn = 20) la valeur exacte varie,

8 9

selon le pas, entre 1.2 10 = et 2.5 10 .

- Il est néanmoins assez difficile de définir expérimentalement une
limite précise pour les zones de stabilité, car nous avons chaque fois,

augmenté le pas de 0.2

Conclusions de 1'étude de la stabilité

Pour la relation récurrente :

m m+3 hm+2

Yiy1 © yi[“("l) (m+2)! (m+3)-h(m+2)

qui représente la solution numérique de 1'équation différentdelle trans formée,
on s'apergoit que pour m = 0, cette relation n'est pas stable ; et que pour

m = 2p+l on obtient un rayon de stabilité qui tend vers 1 par valeurs crois-
santes, lorsque .m augmente, et que pour m = 2p on obtient une plagela,B[ avec

o tendant vers 1 par valeurs décroissantes et B augmentant avec m.

Pour la relation récurrente :

__mtl m+2
= .ViL I (-1)

j=0

- _
3 ET + (-1)™ m+3 (1-h)h

Vi1 (m+2)! (m+3)-h(mt2)
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solution numérique de 1'équation différentielle y' = -y, on constate que pour
m=0etm=1 on obtient un rayon de stabilité bien défini (respectivement
1.209 et 1.189) alors que pour m > 2 on obtient un rayon o et une plage 1 BsY [
avec o tendant vers 1 par valeurs décroissantes (légdrement inférieures a 'I-mn;:-g-),
B tendant vers 1 par valeurs décroissantes (légdrement supérieures a %%)

et y augmentant lorsque m croit.

I1 semble, qu'd la limite, m augmentant indéfiniment, on puisse confondre
les valeur o et B : pour m = 4 on a B-a # 0.001 et pour m = 5 on a

R-a # 0.0001.

Remarquons que la présence du petit couloir d'instabilité est mis en

évidence expérimentalement avec le pas h = 1.2 et m = 3.

Nous constatons, que par rapport d la formule classique R—K22, la méthode

R-K.F, offre des formiles d'ordre plus élevé avec un rayon de stabilité

,m+3
plus grand, sauf pour les formules 3 transformation de hauteur O et 1 qui

semblent peu intéressantes.

Signalons d'autre part, que l'on peut augmenter considérablement les

rayons de stabilité, en utilisant des formules d'ordre mt2, comme le montre-

rait une étude des relations (15) et (16), compte tenu de : (m+2)A o™t o1,

2171
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e

METHODE DE R-vK.F:,)’m+4

I - INTRODUCTION

Nous nous proposons de résoudre le probldme différentiel y' = ¥(x,y),

de condition initiale §(xo) = §o en utilisant l'algorithme R-K.F Nous

3,mbl’
verrons en effet que cette méthode est d'ordre m+4 pour une transformation

de hauteur m, et un algorithme du type R-K de rang 3.

Dans le cas général, l'algorithme de Runge-Kutta de rang 3 s'écrit :

Yi1 T YythAgaYhe { Yo = Y(x55y,)
|
(21) vy = yythlAygY g¥a,, Y50 LY T YO Ry
§ = : 1 =
Tiep = VithlAgYiothay Yyt Y] Yy = Y(xgreohay )

Par une transformation de hauteur m :

i
mt+l (x—xo) _(1) 22)

y =yt R i +(X'Xo)(Y”Yo)(ay o (22)

i=1

nous sommes ramenés d la résolution de 1l'équation différentielle :
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m (x-x )i

o (i 3
(23) y' = Y(x,y) = = — {YEx,y(x,y)]— .E T yél+l)-(y—yo)(%§-)o}
1+(x-x )cﬁg 1=0
o" "9y o
~ de condition initiale : y(x ) =y =y,
- dont la solution vérifie : y| = .ém+l) 0
m
oY _ _ .0 Y -
(530 Svee= ) =0
X
Y,
(3; o =

Compte tenu des relations précédentes, l'algorithme R-K3 s'écrit, pour

le pas (xi’xi+l)

CYi1 T % Y., = Y(x;+6,h,y;)
-
S b, |
Y1 T YA Yy P ¥y, = Y(x40h,y,0) (24)
L Yi4 T Y3tR (84775155 3)
Remargue :

Le volume de calcul, par pas, est de mt+4 Horners pour une transformation

de hauteur m : m+2 pour la transformation et 2 pour l'algorithme R-K.

IT - COMPARAISON DES DEVELOPPEMENTS DE LA SOLUTION EXACTE (TAYLOR) ET APPROCHEE
(R-K.Fz 1 14) de y' = Y(x,y)

Dans le cas d'une transformation de hauteur m, nous avons !
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m+4 hjei
Y'l = I == C.t... (en effet Cy =een= Cm = 0)
* j=m+1l 1
hm+ler;+l hm+262+2
Y90 * oDt Cmil T T Cme2
m+3
h ~m+3 m+1l
T T2 Cpyat(mr2)(midday 0770 K0 o+
ot ram Slm2) (me3)(med) | oml 2L
(i) 1 M 51 2191 Y2 “ns1
(m+3) (m+)a,. 6™ 20 ke T+
2191 92KC 0
2m+4
h
7-,-————-——2-A2 02202 | (25)
pme1y 12 2171 m+l

d'ol en remplagant Yil et Y., dans la derniére ligne des relations (24) par les

valeurs (25) il vient

m+2 )
h l mt+l
Yie17Vi T DT E(Aal 1 thgpfy TIC ¥

hm+3 ‘ mt+2 m+2
(mt2) 1 E(ASlel tha,09) )cm+2]+
m+ld v
h m+3 m+3 m+l
CTOR [(A31 1 tAg,60T7)C +(m+2)(m+3)A32A2161 B ke 1+
mtS m+4 m+4 (m+4)! m+l 2,
e e e +
CTIE [(ag 07 +Ag,05" OC L, D) T 2a2f21%1 €M

(m+3) (m+4)A o™ ke

3ohp101 8,KC L+

p2mHo o omi2 2

P i(mny 12 8272171 m+1
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D'autre part, en considérant le développement de Taylor, nous avons

hm+2 hm+8

Yis1 Vi T Tmr)! Cotrt TmreyT Cm+2+

hm+4

(m+4) ! [Cm+3+(m+3)KCm+l]+

n™ [c ¢ (mt3)(mtl) +(m+)Ke_ ]+
(m+5)! m+4 2 m+l m+2
2m+5

GV

o(me2)1? M

D'ou le tableau de comparaison TAB.III.m, obtenu en identifiant les deux

développements précédents
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TERMES TAYLOR R-K.F
a2 c 2 A o™iy gmtl
(m+1)! “m+l mt2 3171 3272
_ET:E_ C L A em+2+A em+2
(m+2)! “m+2 m+3 3171 3272
It . 1 A g3, g
(m+3)! “m+3 m+4 31°1 3272
m+3 , m+1
KCm+l i (m+2)(m+3)A32A2161 92
RN o | 1 A Tt nth
(mt0Y 1 “mtl m+5 3171 3272
(m+3) (m+4) (m+2) (m+3) (m+4) m+l 2
LCos1 2 (mt5) > AgpBn18 785
m+i m+2
KChs2 5 (mt3) (mt)A 8,8, 70,

Tableau TAB.III.m. Identification des termes des dévedoppements de Taylor
et de R-K.F.

Remarque
Dans le cas particulier  m = 0, il faut ajouter un terme 3 ce tableau.
(i1 provient du terme en h2m+5)s
TERMES TAYLOR R-K.F.
h5 2 3 2 2
7T RCy 5 12 Ay App 8

Tableau TAB.III.m = O
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IIT - ORDRE DE LA METHODE

En nous reportant au tableau TAB.III.m, nous pouvons obtenir des formules

d'ordre mt+l4, En effet, d condition de choisir 8. et 6, tels que

1 2
6, # 62, el £ 0, 62 # 0, les relations fournies par les coefficients des termes
en Cm+l’ Cm+2 et Cm+3 (3 relations a 4 inconnues : Aal’ A32 Sl, 62) sont compa-

tibles d condition que le déterminant complet du systéme ainsi formé soit nul,

ce qui nous conduit 3 la "relation de compatibilité"Rr.C.

8.0 6,+6
172 12 1
5 " s om0 (R.C.) (26)

D L i i . . ~
es relations aux 5 inconnues (A l’A3l’A32’el’92) fournies par les coef

ficients des termes en hm+2, hm+3 et hm+ nous tirons
m
A = I8 ®2 9,791
21 m+4  m+l (m+2)-(m+3)6
9 1
1
1 (m+3)62—(m+2)
A31 7 o) (med) e o) (27)
1 2 1
o - 1 (m+2)—(m+3)6l
32 7 (m+2)(m+3)  m+l
8, (92~el)

Constatons d'abord que la détermination compléte des coefficients

AQl’ ASl et A32 dépend du choix des coefficients el et 62 qul tout en étant

libres sont liés par la relation (28).
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Enfin, il est impossible d'obtenir des formules d'ordre m+5. En effet,

pour avoir compatibilité entre les relations obtenues en considérant les coef-

ficients des termes en Cm+2, Cm+3 et Cm+4’ nous obtenons la relation
9162 ) el+e2 X 1 o (28)
m+3 m+i m+5

En tirant des relations (26) et (28) les valeurs de 61 et 82 nous

aboutissons a une impossibilité en ce qui concerne les termes en LCm+l et
KC

m+2°

Nous sommes donc assurés que l'ordre maxima des formules est m+l4 en ce

concerne la résolution numérique de y' = ¥(x,y), équation différentielle trans-
formée de 1'équation différentielle proposée y' = ¥(x,7).
En ce qui concerne la résolution de y' = ¥(x,y), si nous posons
x

G417 Yit1 Vi

exacte et valeur obtenue par l'algorithme R-K ; et si nous posons
_* —

= %
€41 T Vi Vi4y valeurs obtenues en transformant respectivement vy, 141

e . nous obtenons ¢. = g,
t Yip1 @ s tenons i+l 141

sont bien d'ordre m+4 pour la résolutlon de v' = ¥(x,y).

5 valeurs obtenues en Xi+l pour y(x), respectivement valeur

[l+h( ) J ce qui assure que les formules

Remargue :

Nous venons de montrer que les formules R-—K.F3 _— sont d'ordre um+li en
. L "

ce qui concerne y, d'autre part ces formiles ndcessitent le calcul de mb
Horners par pas ; or nous avons vu au chapitre précédent, que les formules
R~K.F2’n+3 sont, pour une transformation de hauteur n, d'ordre n+3 avec un
volume de calcul de nt3 Horners par pas. Par conséquent il est possible

d'obtenir des formules de méme ordre K, en employant soit les formules du
type R—K.,F2 K de hauteur K-3 3 K Horners, soit les formules du type R-K. F3 JK?
de hauteur K—4 d K Horners. On obtient le méme ordre pour un volume de calcul

identique par les deux types de formules.
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En fait, du point de vue pratique, on s'apergoit que les résultats obtenus

par R-K.F, . sont légérement meilleurs que ceux obtenus par R-K.Fy e
k] ]

IV - ETABLISSEMENT DES FORMULES

Nous avons vu, que pour des formules d'ordre m+4, les coefficients
AQl’ ASl et A32 sont fonction de Gl et 92 arbltra}res mais liés par la
relation (26) ou (29).

6,0 6.+06

172 1 79 1l
5 w2 " w3 Tmer - 0 (R.C) (29)
m
, s % 2%
21 mtd mtl (m+2)~(m+3)6
0 1
1
(m+3)6,~(m+2)
A = 1 2 (30)
31 7 Tm2)(m#3) ~mel
1 2 71
R ) 1 (m+2)~(m+3)el
32 7 (m+2)(m+3) .m+l, .
0, (92~el)

Remargue :

Nous avons déja signalé que les valeurs 6, = 6,5 8, =0, 6, =0 étaient

d exclure. Nous devons en outre exclure les valeurs
_ mt2 m+3

i—m, Gj=m, (121,23331,2)
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en effet la relation (29) peut encore se mettre sous la forme :

0. 0.
] -3 1 s s
= m+3  mid (1,3 = 1,2)

i#]

% Im2 "~ s

Parmi les formules (30) nous choisirons des valeurs particuliéres de 0,

et 62 qui nous permettent d'annuler certains termes d'erreur, en particulier

les termes en hm+5. I1 est a noter qu'il est impossible d'annuler plus d'un

m+5 .
terme en h d la fois.
Considérons le cas m#0.

- Annulation du coefficient du terme en hm+5Cﬁ+4

Ceci conduit 3

\ m+3
—(m+8)_\;m+4
o, =
1 m+5
e (31)
m+3
. . —(m+3)4\]m
2 - m+5
Les premiers termes d'erreur restant sont
m+5 — e KC
h m+3 m+3 ' 2 Jnﬁﬁ m+2
oyt [2 (2mt7- \TEIC, . +(2m +12mel7+ | To2) —2E
- Annulation du coefficient du terme en hm+5LC“ﬂ+l
A2
Cela conduit a
o = L1 mtZ
1 2 m+4
(32)
m+4

6
2 m+5
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Les premiers termes d'erreur restant sont :

RO [ M2+ 8mt17
2(

(m+5)1? m+l) Cm+4+ 2(m+d) Kcm+2:l

- Anpulation du coefficient du terme en hm+5KC

m+2
Cela conduit a
6 = (m+2 ) (m+4)
17 (m+3)(m+5)
(33)
o = n24+7m+13
2 7 (mt+3) (mt+4)
Les premiers termes d'erreur restant sont
n™° - ontlumios , miesmrl7 | 1
1 -
(m+5) ! (m+8)2(m+4)2 m+i 2 (m+4) m+1
- Pour le cas particulier m = 0, il convient d'ajouter aux termes
d'erreur précédents le terme
2 15 el
Rcl[s— = A1 'e;]
- Nous obtenons, d'autre part pour m = O, une quatriéme formule
particuliére en prenant
_ 8-/ 16
6, = ———5— #0.202 9
e (34)
BU+v Ub
92 = T30 A 0.786 4

valeurs qui annulent le coefficient du terme en hSRC§n
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- Nous pouvons aussi prendre les coefficients Gl et 92 de R—K3 3 classique,
2
soit

1 _ ,
0, =5, 0, =1 (35)
ce qui donne :

2m+l(m+3)

21 ~ (mt1) (mtt) -

2m+2

A31 * Twr2) (e 3) (36)

A m+l
32 7 (m+2)(m+3)

les premiers termes d'erreur étant

hm+5

[ S5m+1 m+3 m2+4m+l
(m+5)1 &

4{(m+2) (m+3) Cm+4‘- 2 LCm+l+ 2(m+2) Kcm+2-:I

Citons 3 titre d'exemple, les valeurs 5& et 55 prises dans les formules
(31) a (35).
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m 'el 62 S = _el+62 Rayon
(31) 0 -0.7732 0.4268 -0.3uBL 1.1745
2R 1 | -0.8157 | 0.5176 -0.2981 1.1631
2 | -o.suu6 | 0.5838 ~0.2608 1.2048 ; 2
3 | -0.8657 | 0.63u2 -0.2315 1.1768 3 2.6
4 | -0.8817 | 0.6738 ~0.2079 1.1842 ;3 2.99
5 | -0.8942 | 0.7057 -0.1885 1.1337 ; 3.u45
(32) 0 0425 ©.0.80 1.05 1.05
1 r0230 0.8333 1.1333 1.1
2 0.3333 | 0.8571 1.1904 1.20 s 1.6
3 0.3571 | 0.8750 1.2321 1.10 s 2.2
i 0.3750 | 0.8888 1.2638 | 1.10 ;2.5
5 0.3888 | 0.90 1.2888 | 1.10 s 2.7
(33) 0 0.5333 | 1.0833 1.6166 | 0.8 s 1.5
1 0.6250 | 1.05 1.6750 | 0.9 ; 1.8
2 0.6857 | 1.0333 11,7190 - 0.95 ;2.0
3 0.7291 | 1.0238 1.7529 10.95 ; 3.5
4 0.7619 | 1.0178 1.7797 | 0.95 s 3.6
5 0.7875 | 1.0138 1.8013 | 0.95  ; 4.1
(3u) 0 0.2029 | 0.7864% | 0.9833 | 1.1
(35) 0 0.5 1 1.5 1.0 ; 1.5
1 0.5 1 1.5 | 1.05 ; 1.5
2 0.5 1 1.5 | 1.05 5 2.05
: — - e —
y 0.5 1 1.5 1 5 2.9
5 0.5 1 1.5 1 ; 3.40
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V - RESULTATS NUMERIQUES

Nous comparerons la méthode R—K'F3,m+4’ 1

méthode R-K,4 classique de coefficients :

8, =1/2, 9, =1

10 ~
20 ©

Bo = 1/6 , Ay =2/3 , AL, = 1/6

formule (32) en 9, et 6

2’

~

a

Nous avons indiqué, pour chaque pas, l'erreur obtenue par R-qu ()

la
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VI - ETUDE DE LA STABILITE

Rappelons que dans le cas de 1l'équation différentielle y' = -y, la trans-
formation de hauteur m s'écrit :

m+l . (x—xo)j
(-1)3 ——2— (37)

= _ _y[l-(x—xi)lﬂ—[i 7

"™+
N

et 1l'équation différentielle transformée est

X=X (x-x, )"

. i i
y' = Y(x,y) = Eﬁfz—z—j {y- y +(1-)™ yl TE:ITT_} (38)

Les valeurs Yil et Yi2 qui interviennent dans l'algorithme de Runge-Kytta
(24) s'écrivent alors en remplagant dans la formule (38) x respectivement par

xi+elh et xi+92h

m+l m+l
B Dk e,
il T ()T T 1-ho, ]
o *hm+lem+l hm+36m+le
Y. = (-1) ZE\ 1_2 1y
i2 =~ (mtD)t L 1-h8, 21 (1-hel)(1-h92) Y

ce qui entraine, en posant 7 = (l-hel)(l-h82)

+2
_ (—l)mhm m+l m+l
Vg = Vi —myr ((Ag18) Agp0, T)-ho,8 (A3191+A3292)
m+l'
+h A32 2107 8,1 (39).

et en tenant compte, des relations suivantes déduites des relations (29)

et (30)
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mtl ml 1
Aa10y TAg0, T T 4T
m my _ S 1
0,0,(Ag,0,+83700) = o5 = o3
m+1 _ 1
Baphp181 82 = mr2) ()

(S = 6,+6,)

nous pouvons écrire la relation (39) sous la forme

Vi = viLt

et en appliquant la transformation (37) & la relation (41) il vient

(_l)mhm+2'{ 1

S 1
m(m+1l)! "m+2 ~hy(

m+2  m+3

1
cro el

m+l - m+2
- . -1)Mmre g
V1o =930 2 (1) I ( () 7 oz B S2 T 2%( 3)
520 1 m(m+l)! “mt m+ m+2) (m+
2
2,8  mo+5m+5 3 1
8" ( b

m+2  (m+2)(m+3) (m+l)

)+

(40)

(41)

(42)

Les conditions de stabilité pour les relations (41) et (42) s'écrivent

respectivement
2
D)™™ 1 S 1.2 1

-Lo< 1+ m(m+l)! “mt2 —h(m+2 - m+3)+h (m+2)(m+4)} <1 (43)
< ) B, i'_lg_mh;;?_ {1-h(s+ =2=)+n’ (s- %)

520 j! m(m+2)! m m m (L)

3 1
~-h E:E} <1
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Nous avons étudié les relations (43) et (44) sous forme graphique en tragant

les courbes S = 9,48, = f(h,m).

Nous avons représenté les plages de stabilité par des zones hachurées.
De plus nous avons & chaque fois indiqué la valeur de S = 6,0, des formules (32),
car nous avons utilisé ces formules pour obtenir les résultats numériques donnés

au § III.S5.

Signalons que nous avons indiqué dans la dernidre colonne du tableau des
valeurs numériques prises par 8, et 6§, dans les formules (31) & (35), soit le
rayon de stabilité seul, soit le rayon de stabilité et 1l'extrémité droite de

la plage de stabilité.

Nous donnons aussi un tableau comportant & la fois les résultats théori-
ques de 1'étude de la relation (44) et les résultats numériques de 1'étude

pratique de la stabilité par intégration de y' = -y de x, = 0 a X = 20. Chaque

valeur indiquée représente l'erreur € = lvaleur exacte~valeur numérique

obtenue en fin d'intégration.
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Conclusions de 1'étude de la stabilité

Pour la relation récurrente
8,18, 1

(_l)mhm+2 -
Y3 (mi2 ) (i)

i+l vy [t (1-he,)(1-ho,) (m+1)!

1 2
m+2 m+3)+h

qui représente la solution numérique de 1'é&quation différentielle transformée
on s'apergoit que les zones de stabilité se partagent en deux familles selon

la parité de m.

Pour la relation récurrente

m+1 o ] m+2
P B R et o .
Yi+1 yi[jio (-1 37+ (1-ho,)(1-h8,) (m+2) ! {1-n(6,+0,+ SZ5)+
2 m2+5m+5 3 I 47
(8,10, (m+3)(m+4))— m+4}l
solution numérique de 1l'équation différentielle y' = -y, on constate que

pour la formule (32), utilisée pour nos essais numériques du § III-5, on obtient
pour m = O et m = 1 un rayon de stabilité, légerement supérieur a 1, et que

pour m > 2 on obtient un rayon o et une plage de stabilité ]B,Y[, La valeur a
tendant vers 1 par valeurs décroissantes, ainsi que B, alors que ¥ augmente lors-
que m croit, 1'écrat B-o devenant de plus en plus petit, on peut dire, a la

limite, que 1'on obtient un rayon de stabilité v,

Le graphique récapitulatif des rayons et plages de stabilité théoriques
obtenus pour la formule (32), et des valeurs des erreurs obtenues en fin d'inté~
gration, sur 1'équation différentielle y' = -y de x, = 0 &x = 20, nous permet

de faire deux remarques
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~ d'une part, il est assez difficile de déterminer expérimentalement les
rayons de stabilité, en particulier la zone instable 1&,8[, d moins d'augmenter
h d'une quantité trés inférieure a 0.2,

- d'autre part, la méthode R-K.F y Offre un rayon de stabilité plus

3,mt

grand que la méthode R-K,, classique, d partir de m = 4.

33
Une étude théorique de la stabilité, pour des formules d'ordre m+3,
nous montrerait que les rayons de stabilité obtenus sont plus grands que ceux

obtenus pour des formules d'ordre m+h,

Remargue :

Nous avons indiqué dans la dernidre colonne du tableau donnant les

valeurs numériques de § et &, pour les formules (31) a (385) du § III-u4,

les rayons et plages de stabilité obtenus pour ces formules.,
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METHODE DE RrK.F4Jm+5

I - INIRODUCTION

Nous nous proposons de résoudre le probléme différentiel y' = ¥(x,y),

de condition initiale y(x ) =y , en utilisant 1'algorithme R-K.F .
o “0 4,m+5

Nous verrons en effet que cette méthode est d'ordre m+5 pour une transfor-

mation de hauteur m, et un algorithme du type R-K de rang 4.

Dans le cas général, l'algorithme de Runge-Kutta de rang 4 s'dcrit

[ Vi1 T YithA Y50 Yip = Y(xy4)

|

i Yig = yi+hLA20Y10+A21YilJ } Yil = Y(Xi+elh’yil)

(45) /
| Yia = Yith[A Yy othy Vo +hgoY, o] V5o = Y(x;+8 b,y )
\ien = TR (AT sty Vit Yoothy Y] Vg = Yxptogng )
Par une transformation de hauteur m :
mt+l (x-x )i . =

- o ~(1) dY .
y =yt iil it Yo +(x-xo)(y-yo)(3§ o (146)
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nous sommes ramends a4 la résolution de l'équation différentielle

- .om (x-x )t _
v = vouy) 2 e @il B P T ) G D) o)
i=0 :
1+(x~-x% )(By)o
- de condition initiale : y(xo) T Ve =Y,
- dont la solution vérifiée : yl =...= yém+l) =0
3y
(Bx o (—"E)O =0
9x
(3;)0 =

Compte tenu des relations précédentes, l'algorithme R-K, s'écrit, pour

le pas (x;,x, .)

i+l
Vi1 T4 [ Yiq = Y(x;+05h0y,)
Yig = Y3thAy Yoy J Yo = Y(xgH05hy )
(48)
§Yi3 = y;+h FA31 11AgoT s :%“Yi3 = Y(x;+85h,y,,)
Lyi+l yyth[R, Vs tAy oY sothy oY,
Remarque :

Le volume de calcul, par pas, est de m+5 Horners pour une transformation

de hauteur m : m+2 pour la transformation et 3 pour l'algorithme R-K.
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IT - COMPARAISON DES DEVELOPPEMENTS DE LA SOLUTION EXACTE (TAYLOR) ET APPROCHEE
(R—K'F4Jm+5) DE }" = .YCX’Y)

Dans le cas d'une transformation de hauteur m, nous avons

m+5 hjei
Y“l = % == C, +. (en effet Cl = =C_ =0)
Hogan 303 "
hm+lem+l hm+2em+2
Y, = ——2 O 42 C %
i2 - (m+l)? m+1 (m+2)? m+2
m+3
h m+3 m+1 ~
Tﬁ:§77[e +(m+2)(m+3)A2l 1 0KC It
hm+4 [em+4 . (m+4)! em+162LC + (m+i+) ! m+2 ]+
(mtb) L mtd’ 20(ml)! T21°1 V27 mel” (m2) ! 2l 8 m+2
5
| (m+5) ! ‘m+1. 3 (m+5)! m+2 2
T2 Coest STarDT 22101 2™t TToeayT 22191 99MCro
(m+5)! m+3
(mr3) 1 o8y 9K m+3J+
p2mth A2 222 p2mtd [AQ 202, o2 L 2(mtl)! 2 2mi3
1
P(mely 12 2171 MLy 2e 2L 2% mtl" T(mt2)! 2171
RCm+1Cm+2]+
hm+le§+l hm+261;1+2
Yig = (m+1)! Cm+1+ (m+2)? Cm+2 *
hm+3 m+3 (m+3)! ‘m+l
Cronk DT (Ag1®1 tAg,0 » e 3KChnad?
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f%;;;T[ém+u il Eﬁﬁi%%%;( 816T+1+A32 2+l)63LCm+l
%ﬁ}%%% (A316T+2+A32 6% )e ke ]+
T%?%%T[9m+5 nt5 ET%ﬁf%%% (A3162+1+A3292+l)eg MC et
2IE$IS§§ O W LA LN %EE%%T(ASlGl OIS LRSI
E$:i;§ Byphy 07 00K C 11
;%z;;;:? [IA31BT+1+A3262+1)2RC§+1]+
2?;?;?{5 [KA3leT+l+A32 §+l)26 SC;+1+
2%%%%%% (Bg 8] Hthg 0 0y ) By 07" A3292+2)Rcm+1cm+21+"‘

d'ol en remplagant Yipo Y., et Yis dans la dernidre ligne des relations . {48)

par les valeurs ci-dessus, il vient :
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m+2
h [_(A m+l A m+1l m+1l

yl'i‘l y (m+l)r ul l 4292 +A4393 )Cm_!_l_l-l-

hm+3

m+2 m+2 m+2
YT LByq81 +hyg0y +hyg85  )C o]+

m+hH

h gm+3, m+3 m+3 :
(m+3) 1 [(Aul 1 4262 +A4393 )Cm+31+
RIS m+1 gL
(m+2) (m+8) (A, A, 077 70, +A, (A 6] +A_ 60" D dke T+
hm+5 [(A m+4 em+4+A 6m+1+)C .
(mryr L Aua®y Fhuofy thygly G,
(mth)! mt+l,2 m+1 omtl
ST(mL)r PuoPpif1 05tAug(Ag 6, THAL,0, )o2}rc .
(m+)1- m+2 m+2 m+2
Gy Rygho10y 0,A 4 (AL 0, A0, )0 JKE T+
m+6
h It5 m+5 n+5
(m+5) 7 [KAul 1 Auzeg +A4393 )Cm+5+
(m+5) ! m+l 3 m+l m+1
ST (Augon8] Opthyg(Ag 01" tAg 00 o INe L+
(m+5)! g2 2 m+2 —
STCmr2)T Bugho18y Othy(Ag 0" “+A 00, )e e Lt
(m+5) 1 glit3 m+3 gl+3
3y WAughor0y "0ty a(Ag 87 THAL 8, D)0 IKC o

2
(m+1)' Ayghgoha 8y T00K°C Y
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2m+5

h : a2 g2m2 ml o, mtli20002 7
2(m+l),2[iAuz 2101 hyglAg 0y A0, TIRC ) ]t
2m+6
h 2 om2 mil,, il 2
2(m+l)?2|.{A42 2101 OpthuglAg 0y THAgy8, )TORISC it
2 2m+3 m+l m+l m+2 m+2 y
5 1B A58 Ay (Ag 00 THAL 0, T (A 0y T HAL,8, ) m+1cm+2]*”°

D'autre part, en considérant le développement de Taylor, nous avons

hm+2 hm+3 hm+4
Yiv1 Y3 (m+2)T cm+l Tm+3) ! Cm+2 (m+L+)’l:C +3 +(m+3)KCm+l *

__]'F_li.ni [C +(m+l+)KC + _mm_____(_@.)_ LC T,{.

(m+5) 1! m+L m+2 2 m+1=

he* [c_  +ms)Ke o+ (o) (mt5)p o, (mt5)! +
Tmt6) ! m+3 2 m+2 31 (m+2)! m+1l

2
(m+3) (m+5)K C .14t

_Effii__ RC2 + h2m+6 [Fc c + _Lmiéll 802 ¥
2(m+2)'2 m+l (m+2) 1(m+3)! m+l m+2 2(m+2)! T milt 7T

D'oll le tableau de comparaison TAB.IV.m, obtenu en identifiant les deux

développements précédents.
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TERMES TAYLOR R-K.F
2
%)_f— Cot1 Elr'z" Aule?ﬂ*AuzegﬂMuseTl
3
_(_It;f;;:)_l Cme2 '5315 A416$+2+Auzeg+2+‘quseg+2
m
"(%)T Cnta E%E AulemJlrg*Auzegw*Aue)egﬁ
K .. %1—"% (m+2)(m+3’){A42A216‘f+le 2+A,+3(A319Il“+l+A3292+1')93}
5
T%I;_:—)T €t Ei’s‘ AuleTu*Auzegﬂ“LAusegM
K., I—mn{% (m+3)(m+.4){AuzAzle‘f’Q92+A43(A319T2+A32eg”Q)es}-
LC o1 % 5'%%}3% {A42A216?+165+A43(A319T+1+A3261;+l)eg}
6
"(T}rl:rls—)z Cont5 s A419T+5+A4262+5+A4392+5
KCoss %;:% ggig;i{AuzAzleTs92+A43(A319?+3+A3292+3)63}
LCht2 %?5—5“}‘ '2'%}"2;’:" A42A219T+29§+A43(A319T2+A3262+2)9§}
M1 (m+2 2 Eﬁigg(mw 32?;2; 7 {‘A42A219T+192+A43(Aale‘f*lwwe’;*l) 03}
K2Cm+l W '((Emn{%“: A43A32A219T19263

Tableau TAB.IV.m Identification des termes des développements de Taylor et de R~K.F.




Remarques
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Dans le cas particulier m = O, il convient d'ajouter les termes sulvants

TERMES TAYLOR R.-K.F
h° .2 3 of 2 62+A (A 0. +A. 0. )%}
T RCy g 12¢A) Bp1°17 3 3171 8272
n® 10 . 2 3 2 2
5T RE1C 6 6O{A42A2161+A43(A3leltA3262)‘A3161+A3262)-} "
2 15 2 2 2
sCy 5 60{A426216162+A43(A3181+A3262) 63}

Tableau TAB.IV. m = O

et dans le cas particulier m = 1, il convient d'ajouter le terme suivant

‘ TERMES TAYLOR R.-K.F
N
h' (¢ 10 2 U 2 2,2
\ _6—7 -y 7 9O{A42A2191+A43(A319l+A3292) } ll

Tableau TAB IV. m = 1

III - ORDRE DE LA METHODE

En nous reportant au tableau TAB IV.m nous pouvons obtenir des formules

dtordre mt5. En effet, 3 condition de prendre 6, # 6, # 055 0 # 0, 9, £ 0,

6, # 0, les relations fournies par les coefficients des termes en C , C s
3 mtl’ “mt2

C . et Cm+ et 63) sont

m+3 L
compatibles d condition que le déterminant complet du systéme ainsi formé soit

(4 pelations a 6 inconnues : AHl’ A42, Aqg, el, 62

nul, ce qui conduit & la "relation de compatibilité" R.C
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8.,6,0 6.,6,+6,6,16,6 el+e +63 1

17273 172 723 371 2 _
m+2 m+3 L T mt5 0 (R.C.) (49)
Des trois relations en hﬁquC s m+5KC et hm+5LC , on peut tirer
m+l m+2 m+l
les coefficients A21, A31 et A32 en fonction de 61, 62 et 63.

Nous avons ainsi, pour déterminer les coefficients, 7 relations 3 9

inconnues dans le cas général m, 8 relations & 9 inconnues pour les cas m = O

et m= 1. I1 y a donc toujours indéte rmination dans le choix des coefficients.
I1 est impossible d'obtenir un ordre supérieur 3 mt5, car la relation
de compatibilité obtenue dans ce cas, et la relation (49) conduisent 3 une Impos-

sibilité quant 3 l'annulation des coefficients de certains termes.

Nous sommes donc assurés que l'ordre maxima des formules est mt5 en ce

qui concerne la résolution numérique de y' = Y(x,y).

En ce qui concerne la résolution de y' = Y(x,y), en posant
R S _ .
€01 = Yii1Yis10 valeurs obtenues en x = X, , pour y, respectlveT:nt Ea valeur
. & €. = Ve, Vs
exacte partant de Vi et la valeur calculée, et en posant 141 Vi1 Vig10
valeurs obtenues en transformant les précédentes, nous obtenons

€. = e,
1+1 i+1

rl+hC%§)il, ce qui nous assure que les formules sont bien d'ordre

mt5 pour la résolution de y' = ¥(x,y).

Remargue :

Si on considére les trois types de formules décrites dans le chapitre II,

IIT et IV, on constate que
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il est Mmpossible d'obtenir des formules d'ordre K, en employant soit

les formules du type R-K.F de hauteur K-3 a X Horners,

2,K

soit les formules du type R-K.F3 K de hauteur K-4 a K Horners,
H

soit les formules du type R-K.F4 K de hauteur K-5 3 K Horners.
k]
Les trois types de formules offrent donc, avec un volume de calcul
identique, le méme ordre. La différence essentielle réside dans le fait que
l'algorithme devient 'plus compliqué lorsque le rang augmentée; mais que la

transformation utilise moins de dérivées.

Toutefois, du point de vue pratique, il semble que les formules de rang

élevé offrent une 'plus grande précision.

IV - ETABLISSEMENI' DES FORMULES

Nous avons vu au § IV3.a que nous obtenions des formules d'ordre m+5

en considérant les 7 premidres relations du tableau TAB IV.m.

E P °© -~ Pd o
n écrivant que le systeme formé par les relations en Cm+l’ Cm+2’

Coig ot C,4y €8t comptabile, nous &tions arrivés 3 la "relation de compa-

tibilité" (49).

616293 6162+6293+6361 . 61+62+63 1

m+2 m+3 m+l mis 0 (R.C.)

avec 6, # 8, # 85, 0: #0 1i=1,2,3
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0, 0, 04
_ mt2  mt2  mt+2 _ mtl mt2 mtl
En posant D = 8, 0, 04 =0, 6, 65 (o 92)(92 645)(65-6,)

1 2 3
et
p = gntl gl o T urrdur2 - funithue ]
v v+l Ty+2 vt2 Tytl’ - m+2 m+3 m+h -
(v =1,2,8 38, =0,, 8 =6,).

Nous obtenons

D\)
Ay =5 (=1,2,9)
, m
A : m+3 82« o ) (m+5)6 —(m+4)
21 T m+5 em+1 6,78, (m+3)(m+4)6 0, (m+2)(m+u)(el+93)+(m+2)(m+3)
1
. . eg 8,-0, [0n+3)(m+5)el—(m+2)(m+4)](62—93)—[Km+3)<m+5)62—(m+3)(m+4)](6l~6 )
3L mt5 eT*l 9,78, (m#3) (m+14)0 0, ~(m+2) (m+) (8,46, )+(m+2) (m+3)
1 O3 (8,-8,)(8,-6) (m+3) (m+5)8, ~(m+2) (m+lt)
B3 = 445 erg+l eQ—el (m¥3) (w10 8~ (m#2) (4 ) (646 ) +(m+2) (m+3)

Comme il ne semble pas exister de valeurs entidres pour 0., 8, et 63 vérifiant

la relation (49), nous avons exprimé cette relation sous la forme

0,0 8 +8 0,10
(2 - 2 =232 3, 1 (51)

el'-m+2 - m+L+1 m+3 m+h m+5
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Une famille de solutions de la relation (51) est tirée de

%% %2%% 1
m+2 m+3 mth

( %285 %*% 1

(51 bis)

8]
o

‘m+3 mth * m+5

soit

el quelconque

(52)

{m+4) (m+5)

_ (m+3) () -V 2(m+3) (m+h)

3 Tt B) (mt5 ) (e= *1)

Les valeurs de 68, données par les relations (52) conduisent 3 Ay, = 0.

On peut ensuite choisir 6, selon le fait qu'un autre coefficient Aij soit nul.

(m+3)(m+4)(m+7)-€(8m+ll)/”?(ﬁ+35(ﬁ+4)

(53) Ay, = 0 conduit 3 prendre 6, = T ICTICTS)
. (m+2)(m+k )
\. = 3 T er————————p——————
(54° A32 O conduit a prendre 6, CrICTS)
8,+6
- on peut aussi prendre 0, = 22 3 . 2?;35) (55)

- on peut aussi choisir g, de fagon d annuler le coefficient d'un des

premiers termes d'erreurs, ce qui conduit a :

- Annulation du coefficient du terme en hm+61<C_Il+3

- (m+3)(m+u)(2m2+1sm+37)-(2m2+16m+33)ev”ifg;gsfgla)

5 56)
(m+5) (m+6)(2m +14m+25)

01
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- Annulation du coefficient du terme e hm+6LC.n+2

- (m+4)[m2+7m+8+e/_§fﬁ;§315+4ﬂ

1 (w3 (e 5) (7 6) (57)
- . . . m+6,,.2
- Apnulation du coefficient du terme en h K C_rl+l
o - (m+2) [2m°+28m°+125m+180+e v 2(m+3) (m+1)] (58)
1=

2 (om™*+36m°+237m2+677m+710)

- Annulation du coefficient du terme en RC_.L_Q2 (valable uniquement pour m = O)

o - 4(4tev/6)
1° 05

En fait, si nous prenons comme critére O < 8, < 8, < 8, < 1 seule la

1 3
formule (58) avec € = -1 convient. Les résultats numériques cités en exemple

au § IV-5 seront obtenus a partir de cette formule.

Nous avons établi d'autres formules qui semblent &tre plus intéressantes.
En effet en prenant 85 = 1, i1 est: possible d'annuler, en méme temps, 2 coef-~

ficients du terme d'erreur en hm+6, par un choix judicieux de el et G?.

- Annulation du coefficilent des termes en hm+6C et hm+6KC
m+5 m+3

m+3 ] 3 i
6, = Ll“ej EroTerae

1 m+6

(60)

_ mt3 3 ]
82 = ove [-e (m+3) (m+5) 1
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- Annulation du coefficient des termes en hm+6MC et hm+6K2C
m-+1; m+1
6. = m+2
1L 2(mt5)
: +4
8, = g‘%’é (61)
6y = 1
. . . m+6
- Annulation du coefficient du terme en h LC_n+2
6. = (m+2 ) (m+k)
1 (m+3)(m+6)
) (62)
g = I +7m+14
-2 7 (m+2)(m+5)
63 =1

Remargue :

Les formules (60) (61) et (62) ne sont valables que pour m > O,

En effet pour m = 0, elles n'annulent pas le coefficient du terme en hSRC2
- Il est impossible d'annuler, en méme temps, plus de 2 termes d'erreur.

En effet, pour annuler les termes suivants, nous avons 3 vérifier, en plus de la

relation de compatibllité (48), les relations suivantes

-~ Annulation du coefficient du terme en hm+6C~n+5

616263 i 6162+6263+63el R 61+62+63 1 .

m+3 m+4 m+5 ~ mt6

IH

°
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m+6K

~ Annulation du coefficient du terme en h C

m+3

02 %M .
(m+2) (m+4) (m+3) (m+5) (m+4)(m+6) ~ -

m+6L

- Annulation du coefficient du terme en h C

m+2

0,95 | %5 %) 1

(mt2) (mt) ~ (mtd)(mt5) ~ (mi2)(mr5) | (mid) (mi6) -

0]

~ Annulation du coefficient du terme en hm+6MC

» m+1
%285 8yt8y A A
m+4 m+5 m+6
. . . ‘ m+6,,.2
- Annulation du coefficient du terme en h K C_n+l

2<m+3)(m+5)2e193-2(m+u)2(m+5)él-<m+2)(m+u)(m+5)e3+(m+2)(m2+9m+21) = 0

et ces relations prises 3 34 3, unies 3 la relation (49) sont incompatibles avec

6,5 0, < 1.

un choix a priori des valeurs de 61, 62 et 63, d savoir 0 < 8 3

l’
Remargues :

1) Si nous exprimons la relation de compatibilité (49) sous la forme :

2% %, 1y 0% fat8
2 ~mt2 m+3 m+4 - m+3 mt4 m+5

et si on prend comme solution :
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(m+3)(m+4)+e/ 2(m+3)(m+4)
1° (m+3) (m+5)

6

62 quelconque

o (m+3)(m+4) e/ 2(m+3) (mtH) (e = £1)
3 (m+3)(m+5) T
il vient :
Aul etA43 déterminés
By =0
Les 3 autres relations (voir tableau TAB. IV.m) fournissent
m+l m+1l 1
{/Ausel %3 Augby "0 ;o (m+2) (mt1)
J : A
i 31 \
i m+2 m+2 1
| Aug®y T8y A0, ey x| = (m+3) (w95
_‘i
1
m+l 2 m+l 2 k\ 32 , ICTIC )
xxAus 1 % Ayg®y e (m+2) (m15)
N . . . S 1
systéme dont le déterminant complet est : S o, 1 1 TE:57(5;E7
2 m+l m+l.2 |6 8 S
m 1 2 +3) (m+5
Auael 6, "] (m )(m )
1
9% 8 (m+2) (mt5)

) 2m+lm+l212 3
soit encore : A; .0 N N ) T m+5

L3-1

Pour que le systéme soit compatible, il faut que son déterminant complet soit nul,

ce qui conduit 3 :

6, =0 ce qui est impossible.
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2) De méme, si on exprime la relation (49) sous la forme

. fele2 A I I L L
3 mt+2 m+3 m+4- - m+3 m+4 m+5

et que 1l'on prenne comme solution :

- (m+3)(m+4)+e¢ﬁm(m+3)(m+4)

1 (m+3)(m+5)
0 _(mﬁXmM)S/QhH@OMM
2 (m+3) (m+5)

8, quelconque.

On obtient ainsi : Aql et A42 déterminés

Ay = O.

Les trois autres relations fournissent :

m+1l _ 1
A42A2191 8, = (m+2) (m+4)

m+2 _ 1
AuzAzlel 6, = (m+3) (m+5)
A A ™12 _ 1

128211 % T T e

ce qui conduit 3 une impossibilité pour l'ordre m+5.

3) Dans le cas m = 0, nous avons une relation de plus 3 vérifier, 3 savoir :

2 2
Auphnq 8118, 5(A

2 1 5.2
3161+A32 2) = 35 (terme en h RCl)

En portant dans cette relation les valeurs obtenues en (50), on obtient

alors
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2
07[208,8 5-15 (0,40, )+12] +

0,{(8,+0,) [206293-15(e2+93)+12]- [209263-15(62+63)+12]+46293 E«ezes—(62+63 )] 1+

20 16 . |
[209293-15(92+93)+12]{—2-5— -5 8,0,} =0 (63)

Or, en écrivant la relation de compatibilité (49) sous la forme (51) et
en prenant les relations (51 bis) pour déterminer 62 et 63, la relation (63) est

vérifiée,

4) Il y a tout un jeu de formules dites "dégénérées" (d'ordre mt4 ou moins)
obtenues 3 partir des valeurs 6,et 65,relations (52), Avec un certain choix de
), on peut ainsi obtenir des formules d'ordre m+4 qui seraient "optimales'" par

rapport d celles de R--K.F3 " (annulation du coefficient A, par exemple).
2

5) Monsieur Fehlberg cite les coefficients suivants, dans le cas d'une

transformation de hauteur m = 0. (Ref. [3]).

1 _ b .

®173 8 °3 9 =1
63

21 * 50

27 45
b1 =% Ay T3

_ 27 _ 125 !
b1 758 P2 Tam Mus Tt

n° 2
or le premier terme d'erreur est : - 28 RCl. La formule n'est donc pas d'ordre 5.

6) Si nous choisissons les formules (52), nous pouvons donner 3 titre indi-

. . . +6
catif la valeur des coefficients des termes d'erreur en h''°,
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- terme en C +5

m
(m+) 2 (m+5) 2 (m+6) 1

- terme en KC
—-———-———-——-——,-——-—m

+3 °

(m+i4)+e(m+3)V 2(m+3) (m+4) (6. -a)

(m+2) (m+3) (m+3) (m+5) ! 17
avec pour o la valeur donnée en (56)
- terme en LC
TS 80 o

(m+3)[(m+4)+e/M§f;;§)(m+u3] (0-9.)

2(m+2) (m+1) (m+5) 1 =%

avec pour o la valeur donnée en (57)

~ terme en MC +1 :

2(m+3)
3(m+l4) (m+5)(m+6)!

2
-t K :
erme en Em+l

m%g{(mﬂ)[Km+'+)(m+9)+e(m2+lOm+23)V2(m+3)(m+431-2(m+5)En2+llm+26+e(m+3)(m+6)V2(m+3')m(~ﬁ--;11~)]oa}

avec

A= (m+u)(m+5)el—(m+3)(m+4)-e/ 2(m+3) (m+l)
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- Cas particulier m = 0 :

. 2+ev6 4 (4+ev6) _

- terme en RCJ_‘_(_I_2 350 LS el]

- terme en sci : 35%6
- Cas papticulier m = 1 :

- terme en RC% : 1%%%5
V - RESULTATS NUMERIQUES

Nous comparerons la méthode R_K°F4,m+5’ formules (58) avec € = -1 et (60)
avec ¢ = -1, a la méthode R_Ku,u classique de coefficients

8, = 1/2 ]

/2 6, =1

1 2 3

ALy = 1/2

o =0 Ay =172

Ago =0 By =0 Agp = 1

Ay =1/6 Ay =1/3 A, =1/3 A= 1/6
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VI - ETUDE DE LA STABILITE

Nous étudierons la stabilité pour des formules d'ordre m+5, avec comme

équation différentielle : y' = -y, de condition initiale §(xo) =y

Rappelons que dans ce cas, la transformation de hauteur m s'écrit :

_ B _ mil (x-xl)j
= yLl—(x—xi)]+yi i ( l):J 3T (64)

et 1'équation différentielle transformée est :
X=X _ . (x—xi)m
¥(x,y) = l—(x-xi) Ey—yi+(—l) L] (m+l)!]

Les valeurs Y'l’ Y12 et Y, 532 qui interviennent dans l'algorithme de R-K
(voir § IV.l.relation (45)), s'écrivent alors, en remplagant X:y Par
x;+0,h, K = 1,2,3

o hm+lem+l
v = (-1) 1 -
il (m+1)T ~1-he, g
n hm+lem+l hm+39m+le
Y - (“l) [ 2 + A 1 2 ]..
i2 7 (mt1)T “I-he, 21 (I-h6 )(1-he, ¥;
L hm+leg1+l hm+3er]r-1+l63 hm+362+163
= I - + A +A )

CYS N ll-he3 31 (T-he,)(1-ho,) 32 TT-RE,)(T-he,

hm+56m+le e
+A__A L ]y
32721 (1-h6 )(1 he )(1 he )

D'ol :
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(-1)™ ¥ | | m+l m+1 m+l,, m+2
Yis17Yi T Tt (1-16,)(1-he,)(1-he ) [(A, 87" +A, 0, A8y IR

m+l m+1 m+1 m+3
(Aqlel {62+63}+A4262 {93+el}+A4393 {el+92})h +
m m m m+4
(Aulel+Au262+A4363)616263h +
A em+le A A em+l m+1 m+4 _

(Aypho18) "0,%A 4A410, 0+, JAL 60" 6, )h

m m m m+5 m+1 m+ p
(A42A216l+A43ASlel+Au3A3262)616263h thyghgphy 0, 0,850 6] (65)
En posant :
S = 0,10,%0,
S, = 8,6,+6,0,+6_6

2 7 J172"9Y3"VgYq

wn
"

6.,6,8

3 ~17273

=3
i

= (1-hel)(1;he2)(1-h93)

et en tenant compte du fait que la méthode est de rang m+5, soit en utilisant les

valeurs des coefficients Aij écrits en (50), nous avons les relations suivantes :

3 S s
m_ 2 1 1
©,6,04 ifl A% T 5 T me T

S

. m my _ 1 2m+5
810903(A 08018 1A, 3R 0 +A, A 00) = (m2) (mih) ~ (m72) (me3) (mrE)

la relation (65) s'écrit, compte tenu des constatations précédentes

- v {1 (-1)m[ pt2 3 1 T Sy ) S, 4 mt3 )
Yien = Vi TrD 1L mi mt2  mi3 m+2 | m+3 | (mt2) (mtl)

M5 51 2m+5

(m+2)(m+5) ~ (m+2) (m+3) (mt5

m, , m+6
7 Ay ghaohyr 01850 ) (66)
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et en appliquant la transformation (64) 3 la relation (66) il vient

m+1 (—l)m hm+2 1 h

.
7. . =73 _1)3 B _ 1
Yier 7 Vil jio L st T e T St
2 s 3 2 3, 2
NP 1 yo b= m+5mt5 | mU9m+26m25

m+2 "2 m+3  (m+3) (mtd) m+2‘82"sl (mt3) (mti) T (m+3) (m+4) (m+5)

n

h 2m+5 m, |4
2 517 Tmra) (mvs)) Puahanha; 01850 (1-h)]} (67)

+

Les relations de stabilité, pour les relations (66) et (67) s'écrivent alors
Vi clet-l< o<, op les relations (66) et (67) dépendant des 3
i

paramétres 6,5 6, et 6,5 qui ne sont encore pas fixés lorsqu'on corsiddre les

=1 <

valeurs des coefficients Aij donnés par (50), on ne peut raisonnablement entamer
une discussion sur ces relations en ayant 3 inconnues. Nous avons préféré &tudier
la stabilité des 2 formules qui nous ont servi pour les essais numériques, a

savoir les formules (58) et (60).

On trouvera donc ci-aprés les graphiques obtenus en posant
§i+l = f(h,m)§i, et en étudiant la relation -1 < f(h,m) < 1.

Nous remarquerons que du fait du dénominateur m nous obtiendrons 3 asympe
totes verticales et que le rayon de stabilité R sera voisin de 1 d'une part et
que d'autre part la zone instable séparant les plages de stabilité ne sera plus
aussi finie, comme dans les chapitres précédents, pour des valeurs m < 5. I1
semble qu'a partir de m = 5 on puisse considérer cette zone d'instabilité comme
suffisamment fine pour pouvoir la négliger (m = 5, "épaisseur" de la zone

instable ~v 0.03).

Nous donnerons aussi deux tableaux (se rapportant l'un 3 la formule (58)
l'autre a la formule (60)) comportant les résultats obtenus d'une part, par
1'étude théorique de la stabilité,” et d'autre part les erreurs obtenues en

fin d'intégration sur 1'équation différentielle y' = -y de x, =0 a xy = 20,
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Conclusions de 1l'étude de la stabilité

Une étude compléte de la relation récurrente :

m+1l . m+2 S
G =5 SRS G0 P S L L
Yi+1 Yifﬁio (=17 37+ iy (1S ) (S, ==+ (mt3) (mt4)
2 3 2
-h3(S _g ~In_t5mt5 L D +9m +26m+25 )+h4(S _ 2m+5 )
2 71 (m+3)(m+4) * (m+3)(m+43 (m+5) I (m+3)(m+5)
m. 4 :
+hy,gA g8, 0780 (m+2) (1-h) ]
avec
m = (1-h6,)(1-h6,)(1-h8 )
S1= 016,10,
S,= 0168,10,8,+0 0,
S3% 81958,
qui représente la solution numérique de 1'équation différentielle y' = -y, et qui

dépend de 5 paramétres : hlm’ el,-62 et 93 ne peut raisonnablement &tre entreprise
dans le cas général. A la limite on pourrait concevoir une &tude dans un espace

d 3 dimensions : h, 61,62 » pour chaque m (63 = f(elez) par (49)). Nous avons
préféré a cette étude générale, &tudier la stabilité dans deux cas particuliers

de formules (celles qui nous ont servi aux résultats numériques).

Nous pouvons alors constater que, si la précision augmente, le rayon de
stabilité est trds inférieur 3 celle de RK, ) » méme pour une transformation de
hauteur 5. Il semble, malgré tout que la zone d'instabilité comprise entre les
2 groupes de stabilité, va aller en s'amincissant, et que pour des valeurs trds

grandes de m, on obtienne un rayon supérieur 3 2.6.
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Nous pouvons d'autre part remarquer que plus le rang de la méthede est

€levé, plus m doit 1'@tre aussi pour que le rayon de la méthode R-K.F

p,m+p+l
devienne plus grand que celui de la méthode R—Kp classique.
Etude expérimentale du paramétre de propagation (voir § I.5)
Résultats obtenus expérimentalement par la résolution de
y' = §2/x (xo = 1) avec A§O = 1077,
Les paramétres de propagation théoriques sont respectivemsnt
A(2.6) # 505, A(2,2) # 22.34, A(2) & 10.55,
1
At) = - -
[1-Ln(t)]
m\ PAS| 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
0 48l 391 21.9 210 10.1 18
1 495 430 22,1 270 10.3 20
2 g9 453 22.25 310 10.49 21
3 502 470 22.31 350 10.50 21.6
L 503 gl 22.33 380 10.59 21.9
5 504 489 22.34 410 10.61 22.0
/A(?) 505 505 22.34 505 10.55 22,34
théorique




1V~ 46

Résultats obtenus expérimentalement par la résolution de
| ~14

.

y' = l+§/x (xo = 1), avec A§o = ;0‘7 (ligne supérieure) et A§O = 10

(ligne inférieure).

Les paramétres de propagation théoriques sont respectivement

A(10) =10, A(9.8) = 9.8, A(9.4) = 9.4

A(t) = 1t
~-EAS 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
m o
10 9.8 10 y.8 10 9.4
0
10 9.4 10.1 9.4 9,77 9.6
10 9.8 10 9.8 10 9.4
1
11.2 9.95 9.7 | 9.6 10,12 9.3
9.99 9.8 10 9.8 10 9.4
2
10.31 9.95 9.95 .77 9.6 9,14
10 9.8 10 9.8 10 9,4
3
9.59 9,59 10.3 9,59 9.95 9.59
9.999 9.8 10 | 9.8 10 9.
4 |
9.77 9.95 10.13 9.59 10.30 9.u1
10 9.8 10 9.8 10 9.1
5
9.94 9.77 | 9.77 9.59 9.95 9.41
ACE) | |
: 10 9.8 | 10 | 9.8 10 9.4
théorique ; ;
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Résultats obtenus expérimentalement par la résolution de y' = -y (x, = 0)

- - . P 9 - - '+ g . Pd .
avec Ay, = 10 7 (ligne supérieure) et Ay, = 10 1 (ligne inférieure).

Les paramétres de propagation théoriques sont respectivement

A(20) = 2.06 107%, a(19.8) = 2.52 1079, a(19.2) = ‘4.59;.10"9
A(t) = et
"~ ___PAS
- 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

; r
2.06 2.06 2,60 / /
0 /

2.06 2.06 2.51 1.95

AN

=

1.94 2.11 2.34 2.07

2.06 2.06 2.52 2.08

*
i

2.17 1.96 2.32 2.17

N
<

2.06 2.06 2,52 ) 2.06

w
\
ST A

NN
AN \\< N\

1.92 1.79 2.77 2.29

2.06 2.06 2.52 2.06

2.06 2,17 2.52 2.09

DO
NN

4
2.06 2.06 2.52 2.06 ,
5
2.31 2.3Y 2.60 2.01 / 4.79
A(t) 2.06 2.06 2.52 206 |/ 4.59
théorique 1//




INTEGRATION D'UN PROBLEME DIFFERENTIEL D'ORDRE n

AVEC CONDITIONS INITIALES







METHODE DE R7K°F4;m}5 |

I - INTRODUCTION

Nous nous proposons de résoudre le probléme différentiel

~(n)

= - - -(n-1
y = Y(Xsy’y's'--ay( ))

de conditions: initiales

seees yix Y,
en utilisant 1l'algorithme R-K.F, 45 ? c'est-d-dire en transformant 1'équation
2
différentielle proposée et en 1'intdgrant par un algorithme du type Runge-Kutta
de rang 4. Nous verrons que la méthode est d'ordre m+5, pour une transformation

de hauteur m, pour y, Y',---,y(n-l) et donc pour y, §,’...,§(n-l)‘

(Ref. [2], [3]).

II - TRANSFORMATION DE FEHLBERG. EQUATION DIFFERENTIELLE TRANSFORMEE

La méthode de Fehlberg, appliquée 3 1l'équation différentielle :

~(n 5, = = -(n-1)
y ) s Y(X,¥,¥" 500,y )
de conditions initiales : (68)
(n-1)
- = =! ~ - (n-1)
—_ —_ 1 —_
y(x ) =y ¥ (x) = yl,..0,5(x) v,



consiste en

- une transformation de hauteur m :

mtn (x-x ).

(1)

- _ O et
= y+°§ T (x X ) (y- Y, ) ( (n_l))o (69)
i=1
- et la résolution de 1l'équation différentielle transformée
(n) (n-1)
VAR IR (6 025 AN ) =
m (x-x )7t . >
1 (T 5 ——nO =(i+n)_ (n—l)(~_§X___) b (70)
X=X S . il Yo y ~-(n-1)"0o
O, oY o 1=0 oy
l+ n \ _(n_l)lo
oy
-(n-1)

(il est bien entendu que l'on remplace dans Y, chaque variable y,...,

par son transformé).

Les conséquences de cette transformation sont

1) y(x) =y, =7y,
2) Yé .- y(()m+n) =0
(71)
m
3) &y ==& =0
X
oY
) (ay(n—l))o 0
En effet :

- dérivons la relation (69), il vient :

i
min-1 (x—xo) —(i+l)

IR At 5 Loy )y Gex )] (g —(n 1))

o1
y o



Pour x = X,» Dous obtenons :
y!' = v+ §é,~¢e.qui entraine y! = 0

- Aprés mi+n dérivations, nous obtenons :

37_(m+n) - y(m+n)+§ém+n)+-%[(m+n)y(m+n—l)+(x—xo)y(m+n)](“t%%:IT)o (72)
9y

et pour x = X,» nous obtenons

~(m+n) (mtn) -(m+n), m+n (min-1), oY (m4n-1)
Yo = Yo o TR Y ( (n-l))o’ or Yo =0,
oy
d'ot y(m+n) =0
o
- D'autre part, nous avons
(n+tl) _ , % ¢ 9 w 0 (n) )
y = (ax +y 5 +y 5 toout y —_TErTT)Y’
oy
et pour x = X, nous obtenons
(n+l) _ ,3Y, _ et = on = - (M) (min) _
Y, = (ax)o =0 (en effet : Vo =Yg TeeeT Y, Feeam oyl = 0)
on obtiendrait de méme :
2y, _ oMy,
(—'2‘)0 ER —-—H—]o—o.
ax X
En effet pour y(m+n) on obtient
y(m+n) = ET% + des termes comprenant y',...,y<m+n—l) et des dérivées partielles
X

de Y par rapport & x,y,...,y(n_l).

(Ces dérivées partielles étant facteurs des premiers termes indiqués).



d'ou pour x = X

m m
yém+n) = (2—%)0 + 0 d'ol, comme y£m+n) =0 CQ—% o =0
90X X
- Enfin nous avons :
Y 1 oY oy (2D (oY ) ]
(n-1) = - x-x = -(n-1) ° (n-1) = " _-(n-1
oy 14—y oy Py (e
n .-(n-1)%0
9y
soit pour x = X
e, - oy, (W
3y oy 3
> a7 (21 RS 3Y
Ty = W (), (voir (72))
9y 3
ce qui donne pour x = Xt
a—(n-l)
(ayfn—li>o =1
d'ou
dY _
( (n-l))o =0
3y

Nous sommes donc ramenés au probléme suivant :

(n) y(n—l))

- Résoudre le probléme différentiel du n**™ ordre : gy = V(X Yoy senes
(

yi(xo) = y(') = O
(n-1) ‘
yix )/ - (n-1) -0



- dont la solution vérifie en outre : yén) =...= y(m+n)»=

0
b o .

- et 1'quation différentielle &tant telle que :

G%E)o Tere® (ami o= 0
X
sy(n-l) o

. N ’n_l
Il reste ensuite 3 transformer les valeurs obtenues pour vy, y',...,y( )

en x,, pour avoir celle de y, §',...,§(n_l) en x,.

Remarques

Comme pour la résolution de y' = Y (x,y), traitée dans les chapitres
précédents, la transformation exige la connaissance des m premidres dérivées
de 1l'équation différentielle proposée : §(n) = Y(x,§,...,§(n—l))

- On suppose de @éme que la transformation est toujours possible,

c'est-a-dire que (__EX;__) soit fini.
a§(n~-l) o

I11 - DEVELOPPEMENT DE TAYLOR DE IA SOWUTION DE y™) - v,y yt,.. ., @D

Le développement de Taylor, pour 1'équation différentielle transformée,
au voisinage de x = X4» pour une transformation de hauteur m, s'écrit, compte

tenu des conditions (71)

() - (m+n+1) hm+l (m+n+2) hm+2 . + (m+n+5) hm+5 + (73)
y Yo (mt1)! Yo (mt2) 1 T 1Y, (mt5)71 "o

ce qui conduit aprés (n-v) intégrations 3 :




(¥)__ (W) _ ptotl-v (min+1l), pMRT2Y (m+n+2)+ . Mo (m+5+u) (73b)
0 " (mtn+1-90)! Yo (m+n+2-0)! (m+5")—, Y teo. .

(n)

Ecrivons le développement de Taylor de y , au voisinage de X s en utilisant

les dérivées partielles successives de Y.

(n) _ hm+l (am+lY) . hm+2 (8m+2Y) . hm+3 3m+3Y) . 1_1m+'+ (am+l+Y) .
(m+1)! axm+l o (mt2)! axm+2 o (m+3)! axm+3 o (m+h)! axm+l+ o
m+5 m+5
(§+5)! (a m+§)o+"'+
oxX
[:h( 82Y ) + ﬁ ( 83Y ) + hm+2 (m+n+l)+ hm+3 (m+n+2 ]
axay(n-—l) o 2! ax 5y (n-1)"0 L(m+2)' Yo (m+n) t Yo ot
+[( ) +h( 32Y ) +.. ]'hm+3 (m+n+l)+ hm+Ur (m+n+2 ]
(n 2)0 3%y (n-2) "0 (m+3)! (mn) 1 Yo
5
Y (m+n+1) ht (m+n+2)
+[(3y(n-3))o+h( (n 330t g [(m+4)' T T Yo o]

(m+n+l) . -J+-

aY
+[(3y(n—4) . L(m+5),
l[k 2%y ) +h( 33Y ][ (m+n+1)+ ]2+
' 2 (ay(n-l))Q © 3X( (n- l))2 O ' (m+2)! . . e

Soit en développant et en ordonnant selon les puissances de h :




1 m+2 m+3
_ (n) _ h™t h h (m+n+1) {m+n+1)
T2y T DT Gl TorDT Cnset Ty T Cmegt (430K _ v th-29
m+h
h (m+n+2) . (m3+) (m+4) (m+n+l)
¥ (m+4)![pm+4+(m+q)Kn-ly0 P By
(m+n+l) (m+n+2) (m+n+l)
(m+4)Kn_2yo n -270 n 3% ]
(71) . her5 [C +(mt5)K (m+n+3)+ (m+‘+)(m+5) (m+n+2)
(m+5)! V'm+5 n-1Yo 2 n 1%
(m+5)! (m+n+l)+ (m+5) 1! (m+n+l)
31(m+2)! n-150 21(m#3)! "n-2%0
(m+n+2) (m+n+3) (m+n+1)
(m+5)Kn_2yo +Jn_2yO +(m+5)Kn_3yo +
7 (m+n+2) (m+n+l)]
n-3o n - o)
N h2m+‘1L R (m+n+l)2+ h2m+5 R ((m+n+l)2
2(m+2)! “n-1,n-1Yo (m+2) 1(m+3)! "n-1,n-270
p 205 (min+1) (m+n+2)+ p2mtd g (m+n+l)
(m+2) 1 (m+3)! n—l n-o Yo 2 °n-1,n-170

2(m+2)!

Tooe



Remargues :

Nous avons posé

m+i

9 Y _
m+i)o - Cm+i
5%
2 2
i 3°Y h*
Y (n-1) = D o) o =K ot o7 Bt
0X9d
2 2
_ Y 3°Y h*
(n-1) ( (n—i))o+h( ( -J'j)o+ - Jn- +hKn—i+ 21 Ln--l+ :
9 Xy
_ . oY _
(f=1.2,..00m 3 Jp-1 = ¢ (n-l))o 0)
ay
2 3
7Y d Y
Y . = ( - )+ h( : YiFe.
y(n-l)y(n—K) ay(n—l)ay(n--k) o axay(n-«l)ay(n—k) )

hS

. + . t..e
Rn—l,n-K n-i,n-k

(i = 1,2,..0n 5 k= 1,2,...,n).

En identifiant les développements (73) et (74), nous obtenons le
tableau D
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(m+n+l) _
o T Umtl
(m+n+2)
= C
e) m+2
(m+n+3) _
Yo = Coppat (MK Gt 2%
(m+n+l4) _ (m+3) (m+4)
o = +(m+4)K 1%t 5 ne1Cme1”
(K o1 -2 me2 ™ n-3Cme1
(m+n+5) _ (m+4) (m+5)
o = +(m+5)K lcm+3+ > 0-1Cme2
(m+3)(m+4)(m+5)'M (m+4) (m+5) c .
31! n~1"m+l 2 n-2 m+l
(m+5)K 5 m+2 +3_ o +(m+5)K _Cr?
Jn-30m+2 Jn 4o +(m+3)(m+5)K 1 m+l
(m+5)K +(m+3)J K _.C +‘J2 C
- l n- 2 ~2° n~-1"mtl n-2 " m+l
. L ” . P . ' o
Remargque : il y a égalité entre Kn~lJn-2Cm+l et Jn—2Kn—lCm+l du fait qu'il
n'y a qu'une fonction inconnue (Ref : [ﬁ] CH II, § 16.1 page 38).

Tableau D Identification des termes

Cas particuliers

Nous remarquons que, dans le cas d'

certains termes du développement (74) n'

2m+4

et h2m+5)).

(termes en h

du développement de Taylor de Y

une transformation de hauteur 0 ou 1,

apparaissent pas dans le tableau D.
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D'ol les tableaux E et F utilisables dans le cas de transformation de

hauteur O ou 1.

(n+l) _ o
Yo -1
(n+2) _
o - C2
(n+l) _
Vg = Cgt3K Gy 0C
(n+4) _ 2
N = C4+4Kn_102+6Ln_lcl+4Kn_2cl+Jn__202+Jn_3Cl+3Rn_l’n_lCl
(n+5) _
o = CS+5Kn_lC3+lOLn_lC2+lOMn_l+Jn_2C3+5Kn_2C2+
10L .C.+J_ .C.4#5K .C.+J  C.+15K°> _C.+J° _C.+
n-2 1 n-3"2 n-3"1 n-471 n-1"1 "n-271
8K J C,+10R C2+lOR C,C.+15S C2
n-1 n-2"1 n-1,n-271 n-1,n-1"172 n-1,n-1"1

Tableau E - Identification des termes du développement de Taylor de Y

dans le cas d'une transformation de hauteur O

(n+2) _
o - C2
(n+3) _
yo - CS
' (n+4)
n —
o = Gyt _1Got, 00
(045) _ 6 415K C.+10L .C.45K C.4J . C.+J .C
o 75 T 'n-1"3 n-1"2 ""n-2"2""n-2"3 "n-32
g6 _ 0 L6k C +1SL .C4#20M .C.415L_ .C.+6K C.+J_ C.+
e} 6 n-1"4 n-1"3 n-1"2 n-2"2 n~2-3 n-2°4
2
6K _Cotd oCotd ,Co+2WC (Co+10K J_ Co+
2 2
JnooCotOR ) 1@

Tableau F Identification des termes du développement de Taylor de Y dans

le cas d'une transformation de hauteur 1.




IV - INTEGRATION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE TRANSFORMEE y(n) = Y(xl}’».,y',...,xcnnl) )

Nous adopterons l'algorithme classique de Runge-Kutta de rang 4.

Nous avons alors :

(n-1), h"
k, = Y(Xo+elh’yo’yé"°"yo ). =
k k n
= ¢ ! —t (n-l) 1 .1:1__.
k2 Y(xo+62h,yo+30kl,yo+ﬁl TERREEA +Bn-l nh__l). =
k k k k n
1 2 (n-1) 1 2 h
—_ ] P J—— o
kg = Y(x 400,y +y g +8 Kooy ityy 5 #8) g0V Y -1 -1 hn—l)°n!
(W)Y _ ) ) _ 1 .U 2 ¥
K=y ey = x (Clk #Cok #Cok,)
avec :
( v = 0,1l,...,n-1
: (n-1)
i t = gtz = =
L Yo T Yoo 0
Remarque :

Le volume de calcul, par pas, est de m+5 Hormers : m+? pour la transformation

et 3 pour l'algorithme R-K.

V - COMPARAISON DES DEVELOPPEMENTS DE LA SOLUTION EXACTE (TAYLOR) ET APPROCHEE
QR-K.FQ,WS) DE X(n) = Yixly,y',...,y(nnl)).

Dans le cas d'une transformation de hauteur m, nous avons :

n hm+lem+l hm+26m+2 hm+86m+3 hm+46m+u
k. = EL.[.;____JL__ c _+ 1 o st —_— o
1 n! (m+1)? "m+l’  (m+2)! w2 (m+3)! Tm+3  (md)! Tmih
hm+56m+5

1
(m+5)1 Cm*S +"']



k

5 =
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n hm+lem+l hm+2em+2 hm+36m+3 hm+4em+4
.}_l_ I:...—._._._Q_._ C + ..____...__g_.__ C + _._...._._.2_.._ C + —-—-—-—-2._._. C
n! 'm+l)! Tm+l (m+2)! Tm+2  (m+3)! Tm+3"  (mtd) ! Tmeb

hm+562+5

o5y T Crstee

n-2
s (B J em+lhm+n+l—u}

p=0 WUl

1

1
T o ()T Contl

n-2
pd Lo T
n! -

m+2hm+n+2—u}
(m+2)! “m+2
u=0

J ©
{Buul

n-1
5 {BUK em+lhm+n+2—u}

L 6,C 1
u=0 H

1
t o (m+1)! “27"m+l

n-1
11
ol i) T 92Cmto HEO{BuKue

T+2hm+n+3-u}

{BULUGT+lhm+n+3-U}

I e o B i e > Y A T P S S ot S o " T S s ot 1 P S b Uty i oy S T S N o b b

2 2 2m+2, 2m+h4
+ %A—i§-=~;+v—-Cm+an-an-l?n—lel h

1 2 2m+2, 2m+5
7 Cmi1Bn-1BnoRno1 n2® B

1 1 _ 1 2 2m+3, 2m+4
12 (m)l (m+2)! Cm+lcm+23n~an-l,n—l 1 B

1l 1 1 2 2 2m+2, 2m+5
t3 73 7 Cme1Pn-150-15%0-1 0181 B e

+
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Remargue :

Les termes entourés par des tirets, ne sont utilisables que dans le cas

de transformation de hauteur O ou 1.

Pour obtenir le développement de k3, il suffit de remplacer dans celui

k . k k
de k2 les termes 62 et el » respectivement par 63 et elyu+626u.

. . \ V.
A partir des relations (75) nous formons le terme k(~), et en comparant
le développement ainsi obtenu au tableau D, nous pouvons écrire le tableau

de comparaison TAB. V.m.
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TERMES TAYLOR R-K.F
m+1+1l-v ' 1 - av,mtl v mtl v m+l
h Cppr [M/(mtntlon)t ey (el e T eC 0 )
m+n+2-v ' 1 v,mt2 v mt2 v, mt2
h C 1o 1/-mint2-v)! e {C10 ] 408 +C0 )
(76)
m+n+3-v ' 1 Vg m+3_ v, m+3 v _m+3
h Cota 1/(m+n+3-v)! E7TE:§7'{C 197 tCy8, THC8, }
minth-y ' 1 v m+4 v, mt4 v mtd
h Cows [P/ mRE ey (C18)T 4008, 405 )
ymtn+5—y ' 1 v, m+S v mt5 v mt+5
h Cots 1/(mn+5-v)! n'(m+5)'{cl 1 160, +C04 } (77)
m+n+3-v (m+3)
h o 1 © AV m+1 m+l m+l
n-l"m+l| .- oyt |m—5—{CcB .87 "8 +c 58500, +0, 6 )}
- (mtn+8~-v) ! n!2(m+l)! 2Pn-1"1 Ypn-1"%2 °no1
m+n+h-y (m+3) (m+4).
h S 1 TR m+l v, .v.2, m+l m+l
- s —_— 7
plmtll s oy W T CoBno181 01050508 Ty g1, O, )b | (78)
2n!“(m+1)!
m+n+t-v (m+d) -
h e 1 m+2 m+2
e R C YT 3 -{Cy8, 107 e2+0393(91 Yp1t0 8y 1))
n! (m+2)!
m+n+3-v ' 1 C AV m+1l m+l m+l
h n-2Cp4 |1/ (mint3-0)1  |l—=——{C 8 6,7 THC (e no1t8y 8 o)}
n! (mt+l)!
mtn+h-v (m+4) - 1 v m+1 v m+l m+l ,
h o ————{C B 0, 0,.+C.6_(6 +6, "8 ,)} (79)
n-2 m+l (m+n+4 w1 n!2(m+l)! 2"'n-2"1 2 737371 n—2 2 n-2
min+b-v ' 1 - m+2 m+2 m+2
h n=oCmeg |1/ (mnti=v) 2 (o8 001 #0587 vy %0y 6, 5)}
(m+2)!
m+n+i-v ' 1 v m+1l m+l m+l
h n-3Cmpe1 |/ (mntt-v) ! —_————n'2(m+l)?{czsn'ael +C (e negtfs 6 23 (80)

Tableau TAB.V.m.

Remargue :

Identification des termes des développements de Taylor et de R-K.F,

Dans le cas particulier m = O, il convient d'ajouter le terme suivant :

TERMES

TAYLOR

R-K.F

5 2
h Rn-l,n—lcl

3
5T

= {c)e?
2.n!

2. .V
_lel+cs(e

2
1Vn-1t028,.107}

Tableau TAB.V.m=0
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VI - ORDRE DE LA METHODE

En nous reportant au tableau TAB.V.m du § V-5. nous constatons que nous

. . n-1
pouvons obtenir des formules d'ordre m+5 en ce qui concerne y, y',...,y( ).

En effet, en rendant le systéme (76) compatible pour v = n-1, nous as-

surons l'ordre mt+5 pour y( - ), ce qui l'assure pour y(n ),...,y par intégra-
tion successive.
Nous avons donc :
CONNNEC O TN ¢’ R e(l+1<) (l+z<)
®541 T Y541 V541 T L 2 1' [y ]
1=m+6

K=0,1,...,n-1

et en appliquant la transformation (69) 3 cette relation, nous obtenons

I L e G [ ER ) — s

(K 1) (—3L___ 3y )
j+l 73+l Y5+l j+l n 5y

j+l ._(n .l) K=O,a..,n"‘l

Y ¥ - . —(n-1
(( —3 —) ., = — 8_ pour (x. = %., y = y., y' = y! ,...,y(n )
(n-1) (n-1) )
ay dy

J ] =3 ] )

La relation ngi nous assure l'ordre m+5 pour §(K) avec K = 0,1,...,n-1.

VII - ETABLISSEMENT DES FORMULES

Reportons nous au tableau TAB.V.m. du § V.5.
Rendre compatible le systéme formé par les relations (76), revient 3 annuler

le déterminant complet du systdme. Ceci s'éerit
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' » . vy
016,08 4(m+1)! _ (6,6,16,0,16,0,) (m+2)! . (6,16,+0,)(m+3)! )
(m+n+l1-9)! (m+n+2-9)! (m+n+3-)! (mn+d-9)1 =

(81)

Il est é&vident que 1l'on choisira les 0, i=1,2,3, différents les uns des

autres et non nuls.

(9)

Examinons comment se répartissent les termes du développement de vy,

v = n-1,...,0 obtenus & partir du tableau D §V.3.

y(n-l) : 1 terme en hm+2, 1 terme en hm+3, 3 termes en hm+4, 6 termes en hm+b,...

- L
y(n 2) : 1 terme en hm+3, 1 terme en "' s 3 termes en hm+5,...

Y(n-s) : 1 terme en hm+4’ 1 terme en hm+5"i;

m+k+1 m+k+2

vy : 1 terme en hm+n+l’ 1l terme en hm+n+2"_.

Nous ne pouvons, d'une part obtenir un ordre supérieur 3 m+5, ainsi que nous
l'avons vu au chapitre V, et d'autre part rendre le systdme (76) compatible pour

toutv:, v = 0,1,...,n-1,

Nous allons le faire pour 'V = n-l. La relation (81) devient alors

010,85  0,0,+0,8,+0,6, . 0,460,408,

1¥273 1¥2 VY273 1
m2 m+3 iy " ms - 0 (82)




Par analogie avec les chapitres précédents, nous appellerons cette relation

la "relation de compatibilité".

Posons alors

1 1 1
_ mtl mtl mtd . _ oMl mtl mtl, _ _
D=6, "8, 64 6, 8y 04 =6, 0, 65 (61-6,)(8,-65)(6,-6,)
2 2 2
el 62 63
et
v = n!(m+l)! m+l m+l -8 )[8 5 - m+2 +0 (m+2)(m+3) ]
o (min+l1-0)! "o+l Tat+2 at2 o+l Noatl at+2 min+2-5 o+l a2’ (mint+2-v) (mtn+3-0 -
avec o = 1,2,3 ; By = 91’ 65 = 62 3 v = n-l, n-2
Nous obtenons alors : Cz = DZ/D (0 = 1,2,3 3 v = n-1, n-2) (83)

Nous avons ainsi utilisé le systéme (76) avec vy = n-1 et n-2, ce qui nous assure

une partie des coefficients du déweloppement juéqupgT 1'ordre mt+5 pour y(n—l) et

y(n—2)‘

Pour obtenir les coefficients Cz ;3 ¢ =1,2,3 3 v =n-3,...,0 5 nous utili-~

serons les 2 premiéres relations du systéme (76) et ainsiinous assurerons, au

o n~3 ) ° . e .
moins, 1l'ordre m+5 pour y( ),...,y',y. En fait, on voit immédiatement sur le

tableau TAB.V.m, et sur l'illustration de la répartition des termes du dévelop-

()

pement de y décrite précédemment, que l'on assure en fait 1lfordre m+n+2-v

(v) o . - . .
pour y avec V. = n-3,...,0 ce qui entralne donc que les deux premiers termes
(v)

du développement de y pour v = n-3,...,0 sont exacts.



Rendons ensuite compatible le systéme de relations suivantes :
- les relations (78) avecy = n-1

m+n+3-

- la relation en h de (78) avecy = n-2.

illustration de la répartition des termes).

Pour rendre compatible, le systéme ainsi formé, nous obtenons :

n-2 mt+l n-2 mtl. n-2 m+l 12 ' }
C2 61 62 03 1 g CS 62 63 n!“(m+1) ! (m+3)/(m+5)!
e Lgmtly i temtly I B nt2 (L) 1(m+3) / (mt) !
2 1 Y2 3 71 73 3 "2 73
(84)
n-1 m+l 2 n-1 m+l 2 n-1.m+l 2 ' 2 '
c, 6, "6, Cqy 76, 65 03 6, 6 n! (m+1) H{m+3) (m+h )/ (m+5)
n-~-1l mt+2 n-1_m+l n-1 m+2 12 ' .
C, 0, "8, Cy 8y 05 Cy 76, 6 n!”(m+2) ! (mtt)/ (m+5)!

ce qui conduit & :

n-1 n-1 n-2.n-1 1,0-1.n-2 -
D, Dy "(64-8,)-D5 D [(m+5)63-(m+4)J+D2 D, [(m+5)6,~(mt1)] = O (85)

Soit en développant et en simplifiant par (m+2)(m+3)(m+4)(m+5)(63—62)

40,6 ,+6..0 ¥
[(m#2)-2(met )6 ]{919263 U 0%9M2% %% | St 1 (85)
1 m+2 m+3 m+i mt5

Or le terme entre accolades n'est autre que la relation de compatibilité

(82), la relation (86) est donc vérifiée du moment que la relation (82) l'est.

Le systéme que nous avons formé est donc compatible.
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Nous allons maintenant rendre compatible le systéme suivant :

- les relations (79) pour v = n-1,

m+n+3 v

- la relation en h de (79) pour v = n-2,

. . . m+4 n-
Nous obtiendrons ainsi le dernier terme en h pour y

(n-1)

. m
termes en hm+5 pour y et le dernier terme en h o pour y .

Nous obtenons

e 2T AT B2 2 (1) (s
Cg—l T+l Cg—l T+l cg-leg+l n!2(m+l)V(m+4)! Y,
ch™ ™, 3t T*les a7l L ntZ(mel) 1 (mek)/ (meS)
c?'le‘f+2 ™ ‘f‘“z ey el n12(m+2) 1/ (m+5) !
ce qui conduit & :
Dg'lng'l(ea—e )-Dg'Qng"l [(m+5)63—(m+4)]+D2_ng_2 [(m+5),-(m+4)]= 0 (87)

On obtient donc la méme relation qu'en (85) et nous savons que (85), donc

que (87) est vérifiée, si la relation de compatibilité l'est.

Nous pouvons donc tirer les coefficientst;yv,Gv 3 V= n-1, n-2 des
systémes formés par les relations (78) et (79). Il reste la relation (80)
qui nous fournit les coefficient BpYysq 3 Y = n-3. Cette vrelation, ...

lorsqu'elle est vérifi&e nous donne le dernier terme en h™' 0 pour y(n_l).

(V).

Nous avons donc les termes du développement de y s = n=l,...,0

jusqu'ad 1l'ordre m+5.
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En conclusion de cette étude nous pouvons dire :

1°) Résolution du probléme différentiel y(n) = Y(X,y,7 ' s0eesy

. . e - (m+n)
. = = LI =
tilons initiales @ y(xo) Yo yo, yo ‘o o

\n-l))’ de condi-

= 0 par la méthode R-K

de rang 4 en posant

k) = Y(xo+elh,yo,yé,...,ygn-l)). %?

ky = Y(xo+92h’yo+sok1"°"yén_l)+3n—l EE%I)' %;

kg = Y(xo+93h,yo+yokl+60k22,...,yén'l)+yn_l h:il t 81 hzgl). %;
) s y(\))-y(()v) = f— (c”‘ikl+c\2’k2+c\>3k3)

avec v = n-1,...,0 3 yé=...=yén—l) = 0.

29) La considération du tableau TAB.V.m nous conduit 3 la '"relation de .

compatibilité".

619293 6192+6263+686l el+62+63 1
- + - =0
m+2 m+3 m+hi m+5

avec 0., i=1,2,3 différents les uns des autres et non nuls.

v .
) ¢, = D:/D s a=1,2,3 3 v =n-1,n-2 (voir (83))
4o) c: s o= 1,2,8 3 v = n-3,...,0 tirés de

Cvem+l+cvem+l+cvem+l

1 1 - 1
187 20y *C305 ni(m+l)!/(min+l-v)!

Vv mt2 v omt2 v . mt2
Clel +C2e2 +0363

n

n!(m+2)!/(mn+2-v)!

Le plus simple étant d'annuler un coefficient Cg, i=1,2,3.

Nous obtenons alors :
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v v at(mtl)!. . .
C., =20 o e _ _
1 C2 {(m+n+l-v)! l 3 m+n+2—vl/62 (63 62)
v __ nl(ml)! ¢ _mt2 - m+l
Cs ® Then+1v) ! lmin+2-v- QQJ /84 (93~62)
V vV v
¢, =0 C, = changer dans C, (2) en (1) (88)
v v

C, = changer dans Cq (2) en (1)

w

= changer dans dé (2) en (1), (3) en (2)

c = changer dans dg (2) en (1), (3) en (2).

N

50) Les coefficients BVYv’Gv ; v=n-1l et n-2 ; tirés de (78) et (79) sont :

s 0178, eg+l [(m+5)0 ,-(m+1)]
- 1
Bo-1 T P s T, L T(me3) (m )6 .6 .~ (mt2) (mth) (8, +6,)+(m+2) (m+3)]
- el v 173 173

84-0, 67 [:(m+3)(m+5)el-(m+2)(m+’+)](63—62)—[(m+3)(m+5)92—(m+3)(m+H)](62—6

_ nt 371
(89) Yn-1 = mt5 0,70, 9T+l [(m+3)(m+4)6162-(m+2)(m+4)(el+62)+(m+2)(m+3)]
. ..o (8,-0,)(8,-8,) € [(mt3) (mt5)8 ~(m+2) (mtt)]
n-1 ~ mt5 0,8, er;+1 TKm+3)(m+4)ele2-(m+2)(m+u)(el+62)+(m+2)(m+3)j

et @
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0 eg”l (m+5)0 -(m+4)
Ba-2 = s (01702) oL I(m+3)(m+4)e 8 —(m+2)(m+u)(el+e Y+ (m+2) (mta)]
1

om0y 0T [(me5)e - (mr2)] (0,-6 ) [(m5)e = (me) ] (0,6, )

(90) v T 4is 6,6, pmrl [(m¥d)(mh)6 8, -(mr2) (mrh) (6, +6,)+(mt2) (m+3)]

1
Ly (8,-6,)(0,-6,) o7t (m+5)6 - (m+2)
*n-2 w5 0,0, “wtL T(med) ()6, 6~ (me2) () (8,76 ) (me2) (mr3)]

2

6°) Pour déterminer Bn—s’ Y5 et S nous ne disposons que de la relation (80)

n-3

e™Hicl L o™Lis o™y o niZ(mel)1/(me5) !

(s1) ¢Cp B 2381 0 Cvpg81 ¥9, 58

on peut donc annuler 2 coefficient et déterminer le troisiéme.

7°) Pour déterminer les valeusB,Yy,,6, pour V= n-4,...,0 comme nous ne dis-

posons pas de relation: les contenant', le plus simple est de les annuler

(92) B. =y =6 =03 v =n-4,...0,

Remarque : Les relations (89) sont identiques & celles trouvées en (49) pour
y' = ¥(x,y). § IV.u4.
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-t . -
Tout comme lors de la résolution de y = Y(x,y), nous remarquerons
que la "condition de compatibilité" nous offre une double infinité de solution

et 6,.

en el, 62 3

Nous nous contenterons de donner quelques valeurs de Gﬁ qui nous semblent

évidentes.
8y ¢ indéterminé
6 (m+3) (m+4) =¥ 2(m+3) (m+4) (93)
2 (m+4) (m+5)
o (m3) (m+l)+7 2(m+3) (m+h) .
6g * (m+4) (m+5) d'ordre m+5 pour tout m en
particulier m= 0
d'old : Cn"l =0 ' voir § IV-4. Remarques 3.

1

ensuite nous pourrons choisir 6. tel que :

1

_ (m+2) (m+4)
17 (m#3)(m+5)

H
o

8 , ce qui entraine Gn (931)

-1

]
o

, ce qui entraine Gn (932)

-2
On pourra aussi prendre

_ (m+2) (m+d)
1 7 {(m+3)(m+5)

_ mt4
2 m+5 (94)

9, = (m+2) (mt4) (n'est pas d'ordre m+5 pour m=0

2
8m+17 s scs .
mrem car ne vérifie pas la relation
du tableau TAB.V.m=0.

ce qui entralne : Yp-1 = Gn—l =0
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m+2
1 m+5

= It ' ' -
0, = % (95) (n'est pas d'ordre m+5 pour m=0)

m+2
3 m+3

ce qui entraine Ypep S 8,0 =0

m+2
1 m+5

_ mt2 ' ' _
) = 5 (96) (n'est pas d'ordre mt+5 pour m=0).

m+4
3 m+5

ce qui entraine 6n-2 =B =B =0

m+2
1 m+6

= 4 . . )
% = 5 (87) (n'est pas d'ordre m+5 pour m=0).

VIII - RESULTATS NUMERIQUES

Nous comparerons la méthode R~K,F » formule (95), d'ordre m+5 pour

4 m+5
- ot _(n—l) N
Yo Y as ey a
Ch. III § VII. pages ¥4 -78-85%)

la méthode R-K, , classique d'ordre 4,4,...,n+2. (Ref. [5].

o
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INTEGRATION DE SYSTEMES DIFFERENTIELS D'ORDRE n

AVEC CONDITIONS INITIALES
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METHODE DE R-K.Fy ..

APPLIQUEE A L'INTEGRATION D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL MIS SOUS FORME CANONTQUE

AVEC CONDITIONS INITIALES

I - INTRODUCTION

Nous nous proposons de résoudre le systéme d'équations différentielles, mie

sous forme canonique

y' o= ¥(x,y)

d n inconnues, de conditions initiales :
Fx) = 5,

en utilisant 1l'algorithme R-K.F, e c'est-d-dire en transformant le systdin
2

proposé et en 1'intégrant par un algorithme du type Runge-Kutta de rang .

Nous verrons que la méthode est d'ordre m+l pour une transformation o

hauteur m (Ref. [}I).

Remargue :

I1 est possible d'obtenir 1'ordre m+5, mais cela oblige de prendre un alge-

rithme du type R-K de rang 6.
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II - TRANSFORMATION DE FEHLBERG. SYSTEME DIFFERENTIEL TRANSFORME

La méthode de Fehlberg appliquée d un systéme mis sous forme canonique

consiste en :

- une transformation de hauteur m appliquée a chacune des fonctions

inconnues :

i
m+l (1) (x-xo)

y = yt T ¥, T (98)
i=1 )
- la résolution du systéme transformé, mis sous forme canonique :
_ 3
m . (x-x )
y=7- p o (99)
: . o il
1=0
Les conséquences de cette transformation sont :
o = = v
1°) y(xo) Yo = Y0
(m+l)
[+] ! = = =
29) Yo =eee= Y, 0 (100)
30) (E—Y- Tl (mei =0
ax’o : TaLMo :
BxX

La démonstration de ces relations est identique & celle faite au §. I.2.

Remarque :

On pourrait, au lieu de la transformation (98) prendre la suivante, par

analogie avec celle utilisée dans les chapitres précédents :
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_ m+l (x-x ) ( )
y =yt I O

+xx ) (y-y) &L ) T o)
i=1 2

1! o

d'ol le systéme transformé :

1 _om (x—xo)f‘L _(it+1)
Y = =— {¥- I ———y -(y

- 1
T+(x-x )L izo °
0" 9F¥ o :

oY
-yo)65§)o} (102)

En fait on alourdit de cette fagon la transformation pour une seule consé-

quence supplémentaire (ay)oz 0.

Nous sommes donc ramenés au probléme suivant :

- résoudre le systéme transformé, mis sous forme canonique :

y' = ¥(x,y)
avec
y(x) =y, =y,
- dont la solution vérifie en outre : Yo Feee® yém+l> =0
3Y 3"y
- et le systéme étant tel que : (3;)0 =...= {waa—)o =0

IIT - DEVELOPPEMENT DE TAYLOR DE LA SOLUTION DE y' = Y(X,y)

Le développement de Taylor pour le systdme transformé, s'écrit, compte
tenu de (100)
R il (+2)+_11_‘1‘__*1 (m+3)
V' i mt Yoo T Tyt

m+1
(103)
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Le développement peut encore s'écrire en utilisant les dérivées partielles

successives de Y :

hm+l hm+2 (m+2 )
Y= DT ot i) [CotatT vo ]
+ ™ [c_ .+ (m43), (me3)k (m+2)]
(m+3)! m+3 y m Yo
. hm+4 |:C . (m+4)+(m+u)1< (m+3)+ (m+3) (m+4) Ly(m+2):]
(m+i4)! m " Yo Yo 2 o)
. S o 43 35D (nysyp (M), (mH)(meS) | (mt3)
(m+5)! m+5 y Yo 2 Yo
(m+3) (m+4) (m+5) (m+2)
+ 37 Myo ]+...
2mt4 2
+—-—£—-——§Ryc()m+2) taus (104)
2(m+2)!

En identifiant les développements (103) et (104), nous obtenons le tableau
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(m+2) _
Yo T Umt+l
(m+3) ¢ e
yo “mt+2 m+l
(mt+4) _ 2
Yo h Cm+3+JCm+2+J Cm+3+(m+3)KCm+lL
(m+5) _ 2 3
Vo = CoaytIC  gtd C o Htd7C H(mi8)IKC o+
(m+3) (m+lt)
(m+4)Kcm+2+(m+4)KJcm+l+ —— LCm+l+
[T i
t 2 }
{ 3RCl |

Tableau E - Identification des termes du développement de Taylor de Y.

Remargues

1°) Le terme entouré est 3 ajouter dans le cas d'une transformation de hau-
teur O.

o . .
2°) Les termes JKCm+l et JKCm+l ne sont pas identiques.

IV - INTEGRATION DU SYSTEME TRANSFORME y' = Y(x,Y)

Nous adopterons l'algorithme classique de Runge-Kutta de rang 4.

Nous avons alors
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<
i

= Y(xo+elh,yo)

<
1

= Y(xo+e2h,yo+hA21Yil)

I

Y(Xo+63h’yo+hA31Yil+hA32Yi2)

L Ti3

=yi+h(A Y. 4+A Y. +A Y, )

Yie1 111 2 10y 13

Remarque :

Le volume de calcul par pas, est de mt+4 Horners: m+l pour la transforma-

tion et 3 pour l'algorithme R-K.

V - COMPARATSON DES DEVELOPPEMENTS DE LA SOLUTION EXACTE (TAYLOR) ET APPROCHEE
(R'K-F4’m+4) DE y' = Y(x,y)

Dans le cas d'une transformation de hauteur m, nous avons :

mel hlei
Y.. = 3 —< C.+..
il . . il i
1=m+1
o hm+le§+l L2 ol
Y590 = TmrDT Cmrlt (m+2)1[bm+2+AQlel It

m+3

h M2 m+l
(m+3) ! Corathnry IOt (mi2)A,,8) e ke 1
m+4
h m+3 m+2
?553374§HH4+A2191 JC g+ (m+d)A, 67 0,KC ot
(m+2)(m+3) A em+leQLC h (.1.05)

2 2171 27 m+lL
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pomth W2 222
2(miL) ! 2101 mel’
m+l m+l
h 5} m+2
_ 3 h m+l m+l
Vi3 F T Cpelt (m+2)1.|:cm+2+(A3l 1 g% )¢l
m+3
h m+2 m+2 m+1l m+1l
t TarayT Cmeat(Bg 8] *hRgply MIC o +(m2)(Aj 677 Ay, ST le ke
m+l )
+(m+2)A32A21 1 JC 0t
—hlﬁi—fc #8107 04a 00T 0N0C+(med)(a, 0T 24n 07" )0 JKC
() T Lot 83187 183008, nt 3181 Thg08 m+2
(m+2)(m+3) m+1 m+l
2 (A318) T+Ag0) )e 1t
m+2 2 m+l
(mt3)Ag,R,,87" 0°C  +(m+2)(mt3)A A, 0] 6,JKC o
m+l
+(m+2) (m+3)A ,A,,0,7 78 KIC T+, ..
2m+4
h m+l m+l.2_.2
+ ;z;:z;:g (A8lel +A3262 ) Rcm+l+"'

A partir des relations (105) nous formercns le terme Y;,.17Yis €t en
comparant le développement ainsi obtenu au tableau E, nous pouvons établir le

tableau de comparaison TAB. VI.m.
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. TERMES | TAYLOR | R-K.F
B {
m+2
h 1 m+l m+1l m+l
DT Cmil ) Bupop "HhyB o THA 40,
pmts o 1 A T2, M2 me2 (106)
M2y 1 “m+2 mi3 p1891 Thuolo thug0,
mt+k
h 1 m+3 m+3 m+3
mr3) ! Cmes mth Bup®y 8, TAL0,
Rt 1 mbh . mth o, meh
(T Cmtd —z Ayp8y Thygly tAy584 (107)
M3
Ja 1 - m+l m+l m+1:
i)t Cnel e (m2) [A) )Ap 07 +A 3RS 0, AL A 00,
(108)
m+k
h 1 m+2 m+2 m+2
)T Cmo " (mt3)[Ay Ay 187 “HA A5 0, +A A0, ]
m+3 m+1 m+l m+l
Ke ) — (m+2)(m+3)EA42AQlel 0, tA 4R .0, O +A 3A. .0, 93]
m+i
b 42 L m+l (109)
)T Y Cmell  mem (m+2) (m+3)A, A5 A1 0
+—
pm+d 1 m+3 m+3 n+3
)T o3 5 (mtt) [Ayphy 187 HAygha 00 +A, A 80
mh 2 vy M2
KC ., —= (m+3)(m+u)[A42AQlel 0, +A, oA 0107 0 HA) A0, 63]
(m+3) (m+) {{m+2)(m+3) (m+4) m+l 2 m+l m+l, .2
L1 2Cme5) 5 [Ayphy 0y 8o+A (A 00" T+A, 0,7 ) 67]
- (110)
2 1 m+2
J Cm+2 m (m+3)(m+4)A43A32A2191
£3 1
J Cm+3 m+5 0
|
|
i JKC m+3 m+1
m+l Py (m+2)(m+3)(m+4)A43A32A2161 6,
KJC md (mt2) (m+3) (mti)A, A A g™ g
f m+l m+5 4373272171 3

. Tableau TAB.VI.m Identification des termes des développements de Taylor et de R-K.F
m’ > S o _ } . — S - R T T ST T AT e N L T YR ST T I T s s s T . .
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Remarque :
Dans le cas particulier d'une transformation de hauteur m=0, il convient

d'ajouter le terme suivant

TERME TAYLOR R-K.F

—
n o 3 2 2 2
T RCy 5 12[8, /850 +A, 5 (A58, +A,,8,)°]

Tableau TAB. VI.m=0

VI - ORDRE DE LA METHODE

En se reportant au tableau TAB.VI.m on constate immédiatement que 1l'on ne

pourra pas obtenir 1l'ordre mt+5.
I1 reste 7 relations pour 9 coefficients.

L'ordre de la méthode est donc m+4 en ce qui concerne y.
Soit

3 s . .
€. = z ET Eyé(j)—ygj)l, l'erreur de méthode sur y, en appliquant
itl §=m5 j! i i

la transformation (98) on obtient :

s +1 .3 (s
SR T S L1 DI CIEIC P
i+l T Vi Vi T Vit L2 7T Vi i+l

La méthode est donc d'ordre m+l4 en ce qui concerne y.
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VII - ETABLISSEMENT DES FORMIJLES

Le systéme de relations (106), nous fournit les coefficients Aygo i=1,2,3.

Nous supposerons les 6. différents les uns des autres et non nuls.

Posons
Do gty oy putdve St L]
v oTutlUve2 Tv+2  Tuil” Lome2 m+3 m+
avec v = 1,2,3 ; eu = Ql, 65 = 02
et
_ . mtl mt+l mtl
D=6, 6, 0, (6,-0,)(6,-65) (8,-6,)
il vient alors
Ay, =D,/ v =1,2,3 (111)

Les relations (1089 fournissent :

(m+4)93-(m+3)

A, A, = T —_—
42 .- .o~ . .
2 (m+2)(m+3)(m+4)6m+l(6 -0,)
1 3772
[(m+1)0 )= (m+3)](8,-8, )~ [(m+t)8, -(m+2) ] ( 6,-6,)
Ayghay = —) (112)
(m+2) (m+3) (m+1)6, "7 (6,-6,)(6,-6,)
(m+4)0_-(m+2)
A A, = L
#3732 (2) (n43) (mi) 6™ (6, -6,
| 1 V1702
En tirant A, de la relation (109), en remplagant A, ,A ar la valeur
21 ¢ 4332 P
ci-dessus, il vient : ‘
1
(6,-6,)0,"
A1 = L (113)
[(m+4)el—(m+2)_Jel
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En multipliant cette valeur de Azl par A42 et en comparant le résultat

d la valeur de A42A21 de (112), on en déduit :

Nous avons finalement pris comme coefficients Gi

_ - Mm¥2 _
6, = 1, 6, = — 03 =1 (114)

ce qui nous conduit 3 :

-1 m+2 . mt+l
AQl - m+4(m+4)
i - 1 _ 2 ,mtd.m+l
j A31 YY) A32 - m+2(m+2)
; _ _ 1 m+4 ,m+4 m+l 11
: By =0 A42 T2 (m+2)(m+3) m+2) Ays 2 m+3
}

VIII - RESULTATS NUMERIQUES

Nous comparerons la méthode de R-K, Fu mty? @vec les coefficients (114)

et (115) & la méthode de Runge-Kutta cla881que, de rang 4 et de coefficients :

=1/2, 8, =1/2, o

"
[




1/2. /4
0 |1/2 A /4 | o B
0 0 1 0 0 1
1/6 |1/3 |1/3 |1/6 1/3 |1/3 [1/3 | o
(1/2)%
(/)% 0 K
0 0 1
k2 2k 2k 2~k
(k+1)(k+2) (k+1)(k+2) (k+1)(k+2) (k+1)(k+2)
(Ref. [5] pages : #% ¢ §3)
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METHODE DE R_K'F4;m*4

APPLIQUEE A LA RESOLUTION D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL MIS SOUS FORME
RESOLUE AVEC CONDITIONS 'INITIALES

I - INTRODUCTION

Nous nous proposons de résoudre un systéme d'équations différentielles,

. P
mis sous forme résolue

=(n) _ gcz(n-1) =(n-k) =y =
y =¥y seensYaeeesY'aY,XR)
a4 p inconnues, de conditions initiales

-(i) _ =(1) .
v (xo) =y, . 1= 0,1,...,n-1

en utilisant l'algorithme R-K.F, e c'est-d-dire en transformant le systéme
2

proposé et en 1'intégrant par un algorithme du type Runge-Kutta de rang 4.

Nous verrons que la méthode est d'ordre mt4 pour une transformation de

hauteur m (Ref. [4]).

Remargue :

I1 est possible d'obtenir l'ordre m+5, mais cela oblige d prendre un al-

gorithme du type R-K de rang 6.
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II - TRANSFORMATION DE FEHLBERG. SYSTEME DIFFERENTIEL TRANSFORME

La méthode de Fehlberg appliquée au systéme Y, de conditions initiales

§(l)(xo) = §gl), i=0,...,n-1 ; consiste en :

- une transformation de hauteur m :

i
( )

v =yt I ——e 7 (118)
T il o
i=1
- 1la résolution du systéme transformé, mis sous forme résolue
m (x-x ):-L .
g™ oy g o Flim) (117)
: : . il o
i=0
Les conséquences de cette transformation sont :
o = =—
1) y(Xo) Yo = Yo
(m+n)
o ' = = =
2°) Y =eeeT Y, 0 (118)
) L SRR s RN
k0 T .. mo
9x

Pour la démonstration de ces conséquences, on se reportera au § IV.2.
Nous sommes donc ramenés au probléme suivant :

- Résoudre le systéme transformé, mis sous forme résolue

(n) (n-1) (n-k)
y y

= Y( yeeesY se oY HYX)

- de conditions initiales : y(xo) =V, ® v

¢}

y(l)(xo) = 0, i=1,...,mn
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- le systéme étant tel que

ax o "7 Y mo

III - DEVELOPPEMENT DE TAYLOR DE LA SOLUTION DU SYSTEME TRANSFORME

Le développement de Taylor pour le systdme transformé s'écrit, compte

tenu de €118)

(n) _ hm+l (m+n+1) hm+2 (m+n+2) (
Y F T Yo t T Yo Fous 119)
ce qui, aprés (n-v) intégration conduit 3 :
(v)_ (v) potntl-v (m+n+1) min+2-v (m+n+2)+ . R (m+u+v)
y Vs T Totnrl-w)! Yo (min+2-v)! YT (mtd) ! Yo
(120)

En nous reportant au travail effectué au § VI. et au § V nous pouvons donner

imméd iatement le tableau F :

(m+n+l) _
o T m+l
(m+n+2) _
o) - Cm+2+Jn—lCm+l
(m+n+3) _ 2
o - Cm+3 n- lcm+2 Jn 1 +l+(m+3)K lcm+l+Jn—2Cm+l
(m+n+4) _ 2 3
o - cm+4 Jn lCm+3+Jn 1 m+2+Jn 1 m+l+(m+3)J —lKn~lCm+l+
Jn lJn 2% +(m+4)K lcm +(m+4) K —l n- l m+l
(m+3)(m+k)
> n-1Cma P oC o
T
{
F 8 %ab

Tableau F. Identification des termes du développement de Taylor de Y.
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Remargues :

1°) Le terme entouré est 3 ajouter dans le cas d'une transformation de
J

hauteur O.

C ne sont pas identiques.

o
2°) Les termes Jn-lKn-lCm+l et Kn-lJn--l m+l

3°) Du point de vue notation les termes A, se rapportent 3 des dérivées

. i
partielles de Y par rapport a y(l). (A = J, K,L)

IV - INTEGRATION DU SYSTEME TRANSFORME y(™) = y(y (1) v )

Nous adopterons l'algorithme classique de Runge-Kutta de rang 4.

Nous avons alors

, (n-1 n
{' Yil = Y(x +elh,y ),. +sV _J).h
i Y
- (n-1) il
YiQ - Y(Xo'*-SQh’ +Bn—l hn—l’ ”yo+BoY l)'hn
Y Y
- (n-1) il . iz . n
Yig = Y(x +85h,y n-1 Tn-1 ¥ Cnel Taoirc o ¥et¥oYiptooYin)ek
(v) (v) _(v) _ 1 v v v
¥ Vo =Ty [y YatAy,YiothygY sl
avec
| v o= O’l"i. ,]il;l
Nt — - n- -
Yo Tese= Y =0
L o o)
Remargue :

Le volume de calcul, par pas, est de m+4 Hopners ;3 m+l pour la transforma-~

tion et 3 pour l'algorithme R-K.



VII-5

V - COMPARAISON DES DEVELOPPEMENTS DE LA SOLUTION EXACTE (TAYLOR) ET APPROCHEE
(R-K.F, _.,) de y(n) = Y(y(n-l),...,y,x)

4, m+

Dans le cas d'une transformation de hauteur m, nous avons

m+1l m+2 hm+3

_ .o h m+1. h m+2 m+3 ‘
Yoy T DIETIT 01 Coualt T 01 Cmee” Tmr)T 01 Cest
m+h
A g™ 4]
(m+)? "1 “mtd
¥ - hnL hm+l 6m+l hm+2 em+2C N hm+3 em+3C .
i2 (m+l)! 72 “mtl (m+2)! "2 Tm+2 (m+3)! "2 Tm+3
m+h
B oMt o]
(m+l)! 72 “mtld
n-1 -
1 m+l : e m+n+l—-y.
+ ettt e e
CYSBE 6, .g {BuJqu+1h }
u=0
n-1 B
m+2 - . m+r+2-u
t Tt 01 o (B G }
u=0
n-1 -
1 m+l : e m+n+2-y Sy
L ey 6, 76, ﬁfo {BuKqu+lh B (R
v - hn hm+l em+lc + hm+2 6m+2 + hm+3 9m+3C N
3i |:(m+l)I 3 m+l (m+2)! ~3 m+2 (m+3)! °3 m+3

R

(i) U3 Cm+4l+"'+
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m+l)J C

mtn+1l-y
(mt1)? Eo {ly 0y 48 0579 C }
L=

1l m+2 m+2 m+n+2-y
* (m+2)! uio {(Yuel +6u62 )Ju m+2h }

m+l mt+l, . .. m+n+2—p
84 ui {( 6u62 Kucm+l }

1 m+l_2 m+n+2—ﬁ
* (m+1)1! uEO '{YHBU 1 pcm'l‘lh }

(v)

En combinant- Yil’ Yi2 et Yi3 pour obtenir ¥ s et en comparant le

résultat ainsi obtenu, nous pouvons établir le tableau de comparaison TAB.VII.m.

TERMES TAYLOR R-K.F
hm+n+l—vcm+l (m+n+i_v)1 : AﬁleT+l+Az262+l+Azseg+l
hm+n+2~\)cm+2 (m+n+;—v)! A319T+2+A229?+2+Aﬁ39?+2 H
hm+n+3_\)Cm+3 TE?HI%?GTT AX19T+3+AX262+3+AX392+3
hm+n+2—v n—lCm+l (m+n+;—v)! (mil)'[ﬁﬁ28n leT+l 43(Yn le?+l+6n-leg+l)] (125
hm+n+3_VJn-2 m+l (m+n+é—v)! (m+l)’[ 428n 2 T+1+A43(Yn—2eT+l+6n—263+l)J
TR n—lcm+2 (m+n+é—v)! (m+2)’[h426n 19 T+2+A43(Y ~16T+2+6n—162+2)1
hm+n+3_vKn-—l m+l (m+£?g§v)3 (mil)l[A:2Bn-leT+162+A43 S(Y leT+l+6n~leg+l)j
hm+n+3—VJ§—l m+1 (m+n+é—v)! (mil)l A:3Bn-l§n—leT+l

Tableau TAB. VII.m. Identification des termes des développements de Taylor et
de R-K.F.
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VI - ORDRE DE LA METHODE

Nous avons vu au § VI.5 qu'un terme du développement de la solution approchée
avait comme coefficient zéro, nous le retrouvons aussi ici (nous n'avons pas fait
apparaitre dans le tableau TAB.VII.m les termes en hm+n+u-’)‘ Nous obtenons donc
8 relations d& 9 inconnues pour un développement d'ordre m+l pour y(n_l), 3 relations

(n-2)

pour un développement d'ordre mt+k pour y » 1L relation pour un développement

d'ordre (m+n+l-v), v = 0s...,n-3, pour y v

I1 est donc possible d'obtenir 1'ordre m+li pour y(v), v = 0,...,n-1.

(v)

(En fait on obtient 1'ordre mtn+l-v pour y s Vv =0,...,n-3).

Comme la transformation (116), fournit §(v) en fonection de y(v) 3
V = 0,..,n-1 3 et de §£V) >V = lo...+n : nNous en déduisons que nous obtenons
~ _(\)) -
le méme ordre pour y s V= 04...,n-1,

2 . ~-(v
La méthode est donc d'ordre m+l en ce qul concerne y( ), ¥ = 0,...,n~1,

VII - ETABLISSEMENT DES FORMILES

Nous avons choisi, parmi 1'infinité de formules possibles, celle déja

choisie au § VI.7, 3 savoir

B - mt2 N
8 =1, 8, =, 6, =1 (124)
Dans ces conditions nous obtenons les coefficients AZi’ v =0,...,n-1 ;

i=1,2,3; les coefficients Bv’Yv et Sv pour Vv = n-l,n-2.

Comme nous n'avons aucune relation pour déterminer les coefficients Bv’yv et Sv

pouwr Vv = n-3,...,0 ; le plus simple est de les annulep.
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v 0
(m+4)m+l

AV = (m+l) ! (n-v) (m+d)
42 = - 2(mtnt+2-v)! m+2

\X N (mt+2) ! (n-v-2)
\ Bus © T 20mm2-v)?
avec v = 0,1,...,n-1
1 m+2 \m+1
( Bo-1 = Toem (m+4)
/ !
‘K Yp-1 7 7 m¥2
{ s o2 (m+4)m+l
L n-1 "~ m+2 ‘m+2
B = B _y/(mth)
/4 =
Ypop = Ypop/(mtH)

On peut aussi prendre

Remargue :
28n_l/(m+u)

(125)

(126)

(127)

(128)

By = ¥y= O
De cette fagon les formules du § VI.7 sont un cas particulier de ces derniéres.
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VIII - RESULTATS NUMERIQUES

Nous comparerons la méthode R-K.F

bomel? avec les coefficients (124) a (128)
2

3 la méthode de Runge-Kutta classique, de rang 4, dont nous avons donné les coef-
ficients au § VI.8.

Nous avons intégré le systéme différentiel :

Y | Qe
VT

{—(xint+x')[g.sint—y.cost1+(cost-x)[ﬁx—y').cost+(x'+y).sint]}/22
i g = {(cost-y')[}.sint—y.cost]+(sintry)[kx—y').cost+(x'+y).sint]}/22

avec les mémes conditions qu'au § VI.S8.
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CONCLUSIONS

Une premiére conclusion s'impose, Les différents exemples traités
nous ont montré que la méthode Runge-Kuta-Fehlberg pouvait donner d'excellents
résultats, bien que n'utilisant que des rangs peu &levés (2-3 ou 4), Pour ob-
tenii des ordres similaires par les méthodes classiques de Runge-Kutta, il nous
faudrait employer des rangs bien plus élevés, ce qui nous entrainerait & un cal-

cul de cofficients particulidrement long, (Référence [ 8[9]).

Il est certain que la précision obtenue par la méthode R-K-F cofite

cher, comme now 1'ont prouvé les tableaux indiquant les temps d'intégration,

Nous avons d'autre part remarqué, en ce qui concerne la résolution
de Problémes Différentiels du premier ordre, que nous pouvions obtenir des
formules de m8me ordre en utilisant des méthodes de rang 2 - 3 ou 4, En fait,
i1 semble expérimentalement que 1l'on ait tout de m8me intér&t a utiliser

des méthodes de rang élevé,

Les résultats obtenus par des formules R-K p sont en général du
3

méme ordre de précision, expérimentale, que ceux obtenus par les formules

R-K-F, 3 5 (m=0) .

Nous avons aussi remarqué, sur certains exemples, qu'a partir d'une
certaine valeur du pas, la précision augmentait avec m, pour décroitre en-

suite,.

En ce qui concerne la résolution des systémes différentiels, il
semble, d'aprés les exemples traités, que le gain en précision n'augmente
plus aussi vite que lors de la résolution des équations différentielles. Cela
doit &tre en partie 1lié & la propagation des erreurs et principalement aux

erreurs d'arrondis.
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Signalons qu'il serait possible d'obtenir, comme pour n'im-
porte quelle méthode numérique, un ordre de grandeur de 1'erreur commise,
en utilisant, soit la méthode dite du doublement du pas (coQit pour une

méthode R-D-F dans le cas de la résolution des équations diffé-

p,mp+1’
rentielles d'ordre n : 2m+3p+l), soit deux méthodes différant de 1 au
point de vue ordre (coQt pour une méthode R-K-F et une méthode
. p,m+p+1

R—K—Fp+1’m+p+2, dans le cas de la réalisation des équations différentiel-

les d'ordre n : m+2p+l).

On pourrait avantageusement utiliser la deuxidme méthode en

vue d'une intégration avec variation automatique du pas.

Du point de vue stabilité, nous avons vu que les formules

R-K-F n'avaient un rayon de stabilité supérieur a celui des for-
p,mtp+l

mules R—K—Fp P que pour des hauteurs m élevées, et que plus p augmente,

3

plusm doit é&tre élevé,

En conclusion, nous pouvons dire que ces méthodes apportent
2 leur utilisateur une bonne précision quant aux résultats, pour un
colt assez é&levé et un fastudieux travail de dérivation préalable du
probléme proposé. Cette difficulté pouvant cependant &tre tournée par
1'utilisation du langage de programmation FORMAC ("Formula Manipulation
Compiler") qui permet, entre autre, d'obtenir formellement, les dérivées
de n'importe quelle fonction, et jusqu'a n'importe quel ordre. Nous pou-
vons signaler a ce sujet, que la résolution de problémes différentiels,
a l'aide de la méthode de Fehlberg, par 1l'utilisation du FORMAC, est

pratiquement réalisée a ce jour.

Nous donnons ci-aprés un exemple obtenu formellement & 1'aide

de FORMAC, sur une équation du ler ordre, pour une transformation de
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hauteur m = 5,

YT représente y obtenu par la tranformation de Fehlberg
- (i
YBO(i) représente yé )
DYO représente,§Z¢
o
YB représente y

ED.(X,YB) représente Y(x,y)

NWQDIF représente la nouvelle équation différentielle Y(x,y) que
1'on obtient a partir de Y(x,y) en appliquant la transforma-

tion de Fehlb. ; et que l'on résoud ensuite par RK .
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Nous donnons ici, les sous=programmes, écrits en ALGOL, utili-

s&s pour l'exploitation de la méthode de Fehlberg,

Remarque : les exemples traités dans cet ouvrage, l'ont été& 2 partir de

programmes écrits en ortran,

1° ~ EQUATIONS DIFFERENTIELLES D' RDRE n

= Transformation

PROCEDURE TRANSF (A,B,C,D,E,F,G,H) ;
REAL A, By, C ; REAL ARRAY D, E, F ; INTEGER G, H ;
COMMENT CETTE PROCEDURE EFFECTUE LA TRANSFORMATION DE FEILBERG AVEC
X0, B = Y0, C = X,
TABLEAU CONTENANT Y, cco., Y(N=1) EN X, GONNU,
TABLEAU CONTENANT YB, o...; YB(N=1) EN X, A REMPLIR,
TABLEAU CONTENANT YB, ...., YB(MHN) EN XO, CONNU,
ORDRE DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE,
ORDRE + HAUTEUR + 1,
DFDY = DERIVEE PARTIELLE DE LYEQUATION DIFFERENTIELLE PROPOSEE PAR RAPPORT
A YB(N=1) EN XO
BEGIN REAL S@M, FAC, DER ; INTEGER i, j 3

DER : = DFDY(A,F,G) 3

FAC : = 1.0 3

SPM : =D 1 % (1,0+DER&(C-A)/G) ~ B % (C=-A) % DER/G ;

FPR i ¢ = 1 STEP 1 UNTIL H - 1 Dp

BEGIN FAC : = FAC *® i ;

SPM : = SPM + F{i+l] % (C-A) % % i/FAC

]

[

= Q= =5 Jd
%

]
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END ;

E[1] : = S@M ;

IF G < 2 THEN GOTO E2 ;

FOR i : = 2 STEP 1 UNTIL G D¢

BEGIN S¢M : = D[i] % (1.0+DERx(C-A)/G) ;
IF i = 2 THEN GOT® E4 ;
SPM : = SPM + (i-1) = D[i-1] = DER/G ;
G@T@ E5 ;

E4 : S@M : = S@M + DER %= (D[1]-B)/G ;

E5 : FAC : = 1,0 ;
FgR j : = 1 STEP 1 UNTIL H-i D@
BEGIN FAC : = FAC % j ;

SPM : = SOM + F[i+j] = (C-A) % = j/FAC

END ;
E[i] : = SOM + F[i]

END ;

E2

END TRANSF ;

b - Equation différentielle transformée

REAL PROCEDURE NWQDIF(A, B, C, D, E, F, G, H) ;
REAL A, B, C ; REAL ARRAY D, E, F ; INTEGER G, H ;
COMMENT CETTE PECEDURE CALCULE L'EQUATION DIFFERENTIELLE TRANSF@RMEE, AVEC

1]

ORDRE DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE ;
ORDRE + HAUTEUR + 1 ;

A =X0, B=1Y0, C=X;

D = TABLEAU CONTENANT Y, ... , Y(N-1) EN X, CONNU ;

E = TABLEAU CONTENANT YB, ... , YB(N-1) EN X, QUE L'ON REMPLIT ;
F = TABLEAU CONTENANT YB, ... , YB(M+N) EN XO, CONNU ;

G

H



BEGIN REAL DER, FAC, S@¢M ; INTEGERi., M ;

M:=H-6-1;
DER : = DFDY(A,F,G) ;
TRANSF(A,B,C,D,E,F,G,H) ;
FAC : = 1.0 ;
S¢M : = @¢DQDIF(C,E,G) = F[G+l] - DER = D[@G] ;
IF G > 1 THEN G@TO E2 ;
SPM : = S@M + B % DER ;
El : IF M = O THEN G@T® E2 ;
FPR i : = 1 STEP 1 UNTIL M D@
BEGIN FAC : = FAC % i ;
SPM : = SPM - F[i+G+1] %= (C-A) = % i/FAC
END ;
E2 : NWQDIF : = S@M/(1.0+(C-A) % DER/G
END NWQDIF ;

¢ - Intégration numérique - Méthode de R-K-F4,m+5

REAL PROCEDURE RKF(A,B,C,D,E,F,G,H,i,j,M) ;

REAL A, B, H ; REAL ARRAY C, ., E, F, G, M ; INTEGER i, j ;

COMMENT CETTE PROCEDURE MET EN @EUVRE L'ALGORITHME R-K-F DE RANG 4, AVEC
A = X0, B = YO,

C = TABLEAU DES C@EFFICIENTS A4i, NU, LE PREMIER INDICE DU TABLEAU SE REFERE
A Y D'ORDRE i, i VARIANT DE OA N-1,

D = TABLEAU DES BETA,

E = TABLEAU DES GAMMA,

F = TABLEAU DES DELTA,
G

H

J

M

K

= TABLEAU DES TETA,

= PAS D'INTEGRATI@N, i = ORDRE DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE,
= ORDRE + HAUTEUR + 1,

= TABLEAU CONTENANT YB, ... , YB(MHN)EN O, CONNU,
, KK, L TABLEAUX AUXILIAIRES ;
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BEGIN REAL DYl, DY2, DY3, FAC ; INTEGER ii ;

E10 :

El ¢

E3

E5 :

REAL ARRAY K, KK, L[1:i] ;
TABDER (A,M,1,3) ;
IF i = 1 THEN G@T@ E10 ;

FR ii : = 2 STEP 1 UNTIL i D@

K[ii] : = 0.0 ;

K[1] : = M[1] ;

FAC : = 1.0 ;

F@R ii : = 1 STEP 1 UNTIL i D@

FAC : = FAC % ii ;

FAC : = H % % i/FAC ;

DYL : = NWQDIF(A,B,A+G[1]#H,K,L,M,1,]) * FAC ;
KK[1] : = K[1] + D[1] = DYl ;

IF i = 1 THEN GOTQ E1 ;

FPR ii : = 2 STEP 1 UNTIL i D¢

KK[ii] : = D[ii] =# DYL/H = = (ii-1) ;

DY2 : = NWQDIF(A,B,A+G[2]#H,KK,L,M,1,3) * FAC ;
KK[1] : = K[1] + E[1] =% DYl + F[1] = DY2 ;

IF i = 1 THEN G@T¢ E3 ;

FR ii : = 2 STEP 1 UNTIL i D@

KK[ii] (E[11]#DY1+F[11]#DY2) /H % % (ii-1) ;

DY3 : = NWQDIF(A,B,A+G[3]%H,KK,L,M,i,j) * FAC ;

KK[{1] ¢ = K[1] + ¢[1,1] = DYl + 2[1,2] % DY2 + C[1,3] = DY3 ;
IF i = 1 THEN G@T@ E5 ;

FgR ii : = 2 STEP 1 UNTIL i D@

KK[1ii] (c[ii,1]#DYL1+C[ii,2]*DY2+C[ii, 3]%DY3)/H % % (ii-1) ;
TRANSF(A,B,A+H,KK,L,M,1,3) ;

FPR ii : = 1 STEP 1 UNTIL i pl)
M{ii] : = L{ii] ;
A:=A+H;

RKF : = B : = L[1]
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END RKF ;

Remarques :

1) la REAL PROCEDURE DFDY(A,B,C) ;
REAL A ; REAL ARRAY B ; INTEGER G ;

calcule ngﬁjf) , c'est 3 dire en A, & partir du tableau B qui contient
Dy
(o]

- - (n~-1)

Y 5 oo ,YO

2) 1la PROCEDURE TABDER(A,B,C,D) ;
REAL A ; REAL ARRAY B ; INTEGER C, D ;

remplit le tableau B[l : M+N+1], M = hauteur de la transformation,

N = ordre de 1'équation différentielle, qui contient §o’ e s §£m+n)
~ . - ol _(n-l) . . .
a partir de Yor 'go wree Yo qui sont en principe connu.

3) la REAL PROCEDURE ¢DQDIF(A,B,C) ;
REAL C ; REAL ARRAY B ; INTEGER C ;

calcule la valeur de l'équation différentielle proposée

§(n) = ?(x,...,§(n—1)) en A = x_, 2 partir du tableau B qui contient
yo’ y 0! LA s YO .

4) Les coefficients A4i, BETA, GAMMA, DELTA, TETA sont calculés
dans des sous-programmes particuliers, ou fixés a la demande de 1'uti-

lisateur.
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2° _ SYSTEMES DIFFERENTIELS DU NIEME ORDRE

a - Transformation

PROCEDURE TRANSF(A,B,C,D,E,F,G,H) ;
REAL A, B ; REAL ARRAY C, D, H ; INTEGER E, F, G ;
COMMENT A = X0, B = Xi,

C = MATRICE A P LIGNES ET N COLONNES : Y ....vvvvencnsn Y(N-1)
T vveenonoeess. T(N-1)
VALEURS PRISES EN Xi,
D = MATRICE A P LIGNES ET M + N COLONNES : YB(1) ..... e YB(M+N)
TB(L) +.vvvvees. TBOHN)
VALEURS PRISES EN XO,
E = P, NOMBRE DE FONCTIONS INCONNUES,
F = N, ORDRE DU SYSTEME
G = HAUTEUR M + ORDRE N,
H = MATRICE A P LIGNES ET N 3OLONNES YB ....cecoeeccc-. YB(N-1)

PR E R IR RN R B B A

. TB csF OO RO P IOEEEO TB(N"]-)
RESULTAT DE LA TRANSFORMATION EN Xi ;

BEGIN REAL SOM, FAC ; INTEGER i, j, K, M ;

FgR 1 : = 1 STEP 1 UNTIL E D@
FGR j : = 1 STEP 1 UNTIL F D@
BEGIN FAC : = 1.0 ; ‘
IF j = 1 THEN G@T@ E3 ;3
sgM : = c[i,j] + D[i,j-1] ;
GOTP E4 ;
E3 : S@M : = C[i,3] ;

B4 : M:=6G~-3+1;
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FGR K : = 1 STEP 1 UNTIL M D@
BEGIN FAC : = FAC %K ;
SPM : = S@M + D[i,K+j-1] = (B-A) = = K/FAC
END ;
H[i,j] : = SgM
END
END TRANSF

b - Systéme différentiel transformé

PROCEDURE NWSYS(A,B,C,D,E,F,G,K,L) ;

REAL A, B ; REAL ARRAY C, D, K ; INTEGER E, F, G, L ;

COMMENT A = X0, B = Xi,

MATRICE A P LIGNES ET N COLONNES Y .......... Y(N-1) EN Xi,
MATRICE A P LIGNES T M + N COLONNES YB ........... YB(M+N) EN XO,
P, NOMBRE DE FONCTIONS INCONNUES,

N, ORDRE DU SYSTEME,

HAUTEUR M + ORDRE N,

MATRICE A P LIGNES ET 3 COLONNES Yil, Yi2, Yi3,

NUMERO DU POINT INTERMEDIAIRE Xil, Xi2, Xi3 ;

[ I}

H =" © H #H O Q
it

BIGIN REAL FAC, SOM ; INTEGER i, j, 1M ;
REAL ARRAY H[1:E,1:F] ;

TRANSF(A,B,C,D,E,F,G,H) ;

FYR i : = 1 STEP 1 UNTIL E D@
BEGIN FAC : = 1.0 ;
sgM : = D[i,F] 3

IF G = F THEN G@TQ El ;
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IM: =G~ F
FGR j : = 1 STEP 1 UNTIL IM D@
BEGIN FAC : = FAC % j ;
SPM : = SPM + D[i,j+F] = (B-A) = = j/FAC
END ;
El : K[i,L] : = @LDSYS(B,H,i,E,F) - S¢M
END
END NWSYS

¢ - Intégration numérique - Méthode de R‘K'F4,m+4

PROCEDURE RKF(A,B,C,D,E,F,G,H,K,L,P) ;

REAL A, P ; REAL ARRAY B, C, D, E, F, G ; INIEGER H, K, L ;

COMMENT A = XO A L'ENTREE ET X1 = X0 + H A LA SORTIE,

B = MATRICE A P LIGNES ET M + N COLONNES YB, . ......... , YB(N-1)
VALEURS PRISES EN XO A L'ENTREE ET EN X1 A LA SORTIE,

= MATRICE A4i A N LIGNES ET 3 COLONNES,

= MATRICE DES N BETA,

= MATRICE DES N GAMMA,

= MATRICE DES N DELTA,

COLONNE DES 3 TETA,

= P, NOMBRE DE FONCTIONS INCONNUES,

= N, ORDRE DU SYSTEME,

= HAUTEUR M + ORDRE N,

= PAS D'INTEGRATION,

Di, Bl, Yi MATRICES AUXILIAIRES ;

1l

woH R D @ =3 H U o
i

o
=
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BEGIN REAL ARRAY D1, Di 1:H,1:K , vi 1:H,1:3 , Bl 1:H ;
INTEGER i, j 3
TABDER(A,B1,B,H,K,L) 3
FPR i ¢ = 1 STEP 1 UNTIL H D§
BEGIN D1 i,1 : =Bl i 3
IF K =1 THEN GOTP El ;
FPR j : = 2 STEP 1 UNTIL K D§
Dl 1,5 : = 0,0

END ;

NWSYS(A, A+P%G 1 ,D1,B,H,K,L,Yi,1) ;

FPR i : = 1 STEP 1 UNTIL H D@

FPR j : = 1 STEP 1 UNTIL K D9

pDi i, :=Dli,j +Dj #Vvii,l %xPxx (ReJ+l) ;
NWSYS(A, A+P%G 2 ,Di,B,H,K,L,Yi,2) ;

FPR i : = 1 STEP 1 UNTIL H D@

FPR j : = 1 STEP 1 UNTIL K B

Di i,j : =Dl i,j + (E j #vi 1,1 +F j #v1 1,2 ) £ P # 2 (R-j+1) 3
NWSYS(A, A+P%G 3 ,Di,B,H,K,L,Yi,3) ;

FOR 1 : = 1 STEP 1 UNTIL H D@

FOR j : = 1 STEP 1 UNTIL K D@

Dii,§ : =Dl i,§ + (C 3,1 #vi 1,1 +C j,2;#¥1 (1,2 +

Ci3,3#v1 1,3)) % P & # (R-j+1) ;

TRANSF(A, A+P,Di,B,H,K,L,D1) 3
FOR i : = 1 STEP 1 UNTIL H D¢

FOR j ¢ = 1 STEP 1 UNTIL KD

B{i,jj : =DLii,j 3
A:t=A+P

END RKF ;
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Remgrques

1 - La REAL PROCEDURE OLDSYS(A,B,C,D,E) ;
REAL A § INTEGER C, D, E 3 REAL ARRAY B

calcule la valeur du systéme différentiel proposé en A = X, en fonction du

. s = =(n-1 . : .
tableau B qui contient ¥, ceces y(n ) valeurs prises en X, En fait, on cal=

. . . . . . s igme .,
cule équation par équation 1a valeur du systéme, en choisissant la C ligne

du systéme;

9 - La PROCEDURE TABDER(A,B,C,D,E,F) 3
REAL A ; REAL ARRAY B, C ; INTEGER D, E, F 3

range dans la colonne B, 15 lére colonne du tableau C qui contient a 1l'entrée
les valeurs de ¥, ceous §(n“1) en X et 2 la sortie y', veses ;(m+n) prises

en X0°

3 - Les coefficients A4i, BETA, GAMMA, DELTA.=t TETA sont soit calculés
dans un sous-programme > part; soit directement chargés par la valeur désirée

par l'utilisateur.

Remgrques générales

Nous avons donné les sous=programmes de 1a méthode de rang 4, il
est tres facile de les transfn mer pour les adapter a une méthode de rang infé-

rieur ou supérieur,
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