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INTRODUCTION
OS>

Considérons le probléme suivant : &tant donnés n abscisses

Ky <Xy Seees X d'un intervalle [a,b] et n nombres réels FiseensT s

on veut trouver une fonction f "assez lisse'" vérifiant :

f(xi) = 7o 1=1,00.,"

On peut chercher, parmi les fonctions ayant une dérivée se-
conde de carré& sommable, la fonction f qui minimise :
b
TOOE )2 de.

]

7o a

Ce probléme admet une solution unique f appelée fonction "spline'" d'in-

terpolation. f est formée de morceaux de polynOmes de degré 3 se raccordant

c o - ° - o a e )
aux X, ainsi que leurs dérivées premiére et seconde ch Schoenberg [23]].

Les données T; peuvent provenir de résultats expérimentaux et &tre
entachées d'erreur. Une premiére fagon de tenir compte d'une incertitude sur
les données consiste d faire un compromis entre le "lissage" et "1'approxima-

tion des données'". On cherche alors la fonction f qui minimise:

b
Tt ac o

(f(xi)—li)2 (p > 0) (voir Schoenberg, Laurent
‘a i

N~y

i

Une telle fonction est appelée fonction "spline" d'ajustement.

Si n peut évaluer l'erreur commise sur les données, on peut chercher

f vérifiant :

f.(xi)E{i —eg, Tt Ei] s, i=1,...,n

b
et minimisant § [£"] 2 4. *

‘a

[1h
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CHAPITRE I
ST

FONCTIONS "SPLINE" RELATIVES A UN CONVEXE.

Dans un premier paragraphe nous rappelons la définition des fonctions

-~

\ . | . 2 . . P ,
\spllne‘ relatives a un convexe donné sous la forme d'une intersection finie de dMMhhrm

’
%vwnu élhspewpbans, Nous montrons l'existence de telles fonctions "spline" et, dans

un deuxiéme paragraphe, nous en donnons une caractérisation. Le troisieme para-

graphe est consacré 2 1'étude des propriétés d'unicité.

I-DEFINITION-

Soient X et Y deux espaces de Hilbert définis sur IR et T une applica-
tion linéaire et continue de X sur Y. Le noyau de T, noté crkT), est supposé de di-
mension q.

Soit L une partie finie de X et C le convexe fermé de X défini par :
c={x€x | vy €L (2] x)y < alp) }

ot les a(g), 4 € L, sont des nombres réels donnés.

C est supposé non vide.

Probléme (P)

"Existe-til un élément 0 de C qui vérifie

HTOHY = min ( HTXHY 'xec)y?".

{ 3
Un tel élément, s'il existe, sera appelé "fonction "spline" relati.e 3 C et a T".
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Proposition 1.1. (théoréme d'existence).

"Le probleme (P) a au moins une solution",

Démonstration :

a) C est convexe et T est linéaire donc T(C) est convexe.

b) T(C) est fermé.

Une condition nécessaire et suffisante pour que T(C) soit fermé est

que C + ¢I%(T) soit fermé (cf Arteia [ 4 1). Nous allons donc montrer que si
lim X+ y,~ 2 avec x. €C, Y, € cjm(T), z € X, alors z € C + asz).
n - o

Soit K le sous-espace vectoriel engendré par L. K est supposé de di-

mension n, Si { ki’ i =1,...n 1 est une base de K, posons

n

¥, € L L= o, k. i =
4 i=1 i Li ( af,i € R Vi 1,...n).
Considérons IRn muni de la norme euclidienne, notée H.H, et 1'applica-

. AP . n ..
tion A,linéaire et continue,de X dans IR définie par :

AG) = [ (| %) CHESN

X’

n
Posons P = { y € IR® | ¥4 € L z Cys vy, < a(p) }.
i=1 t * |

Lemme 1.1, " A-I(P) =C et A(C) =pP."

Démonstration :
L'inclusion A(C) C P est évidente et entrafne que A-l(P) D C. Montrons

que Afl(P) C C. Soit x ¢ A-l(P) et y = A(x). Alors y € P, donc :
n n
Vg €L z a,. (kjx)l= T a, v. < a(h)
i=1 i iR Lo i 7i
et x € C. Montrons maintenant que A(C) 2@ P. Soit y € P. Comme le noyau,de A est

Kt » l'orthogonal de K dans X, la restriction de A 2 K est une application
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bijective de K dans }Rn, I1 existe donc x ¢ K vérifiant Ax = y. On montre

alorg, comme wrécédemment, que x € C et y € A(C),

A(C) est donc un polyédre convexe de iRno Pour tout n, A(Xn) € P et

A(z - yn) € A(z + JF(T)) qui est une variété linéaire de R™. Comme A est 1i-
néaire et continue,
im |z - (x +y) HX = 0 donc lim || A(z - y ) - Alx) HX= 0.
n —» © n — o«
Jia :!”g
et ceci entrafne que P N A(z + A4 (T)) n'est pas vide, Il existe donc y € o (T)

tel que A(z-y) € P, Comme C = Afl(P), il existe x = z-y € C, Donc z € C + oﬁ%T).

c¢) T(C) étant convexe et fermé, la projection z de l'origine de Y sur
T(C) est 1'élément unique qui vérifie ¢

HzHY = min(HyHY[ y € T(C))

min( HTXHY | x€cC),

Tml(z) N C est un convexe non vide de X. (' est 1'ensemble des solutions de P,

Remarque :

Si 01 et 02

o~ 0, € F(D).

sont deux fonctions "spline" relatives a C et T, on voit donc que

IT-CARACTERISATION DES FONCTIONS '"SPLINE'" RELATIVES A C ET A T.-

Sans restreindre la généralité du probléme, nous pouvons faire 1'hypo-
these suivante
(H1) "vg €L, tn{Aag [ AERY S [ g YU+ g3

Faisons maintenant les hypothéses:
(12) nen Sy =g

(H3) nr1={xex | vrer (Ljx), <a(p) }# @ ."

X
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Remarque :

L'hypothese (H3) entraine alors que l'intérieur de C est I,

Proposition 1.2. (théoréme de caractérisation).

"Une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ € C soit une fonction "spline"

relative 8 C et 2 T est qu'il existe des coefficients positifs ou nuls, XL’ 4L €L,

tels que :

™0 + % A, 4=0
4 €L

avec kz =0 si (g} G)X < a(y), ot T* désigne 1'opérateu adjoint de T, "

Remarque :

* . s . . .
T est une application linéaire et continwe de Y sur 1l'orthogonal du noyau de T,

noté oP(T)1

Démonstration :

Nous n'en rappelons ici que les grandes lignes (cf Laurent [ 45 ).

Soit X € X et E une partie de X. On appelle "déplacement intérieur" (pour E a

partir de xo) tout vecteur non nul x € E tel qu'il existe un voisinage V de x
et un réel &> 0 tel que :

Vn €10,e[ , ¥VWwev = X+ Ny € E.

On peut vérifier que 1l'ensemble des déplacements intérieurs issus de x est un
P o

cdne ouvert de sommet l'origine que 1l'on notera T'(E, xo).

Posons B = {x € X | HTXHY < HTOHY }. Gréce a 1'hypothése (H2), B est un ouvert
non vide. Soit ['(C,0) (respectivement ['(B,0)) le cOne des déplacements intérieurs
pour C (resp. pour B) a partir de g. Comme B et C sont d'intérieur noﬁ vide, ces

cdnes ne sont pas vides et on a le résultat suivant :



Proposition 1, 3

"Une condition nécessaire et suffisante pour que B N C = @, c'est-a~dire

que 0 soit solution du probléme (P) est que l'on ait :

', o) N, g) =¢."

D'autre part, on a le théoréme de séparation suivant :

Proposition 1.4

"Une condition nécessaire et suffisante pour que I'(B,g) N I'(C,0) = Pest qu'il

existe g , Zl € X tels que :
Z -
L #0 + 4 0

vx € T(B,0) , (L1x)y >0

vx € I'(C,0) , (zl, x)X >0 ",

On peut montrer que :
r(B,0) = {x € X | (T%10| x), <0 }.
On en déduit - Lo = XO T*TO avec Xd > 0.

On a par ailleurs :
rc,o) ={x€x | ¥4 €F) , (4|x <0}

avec F(g) = {£ €L | (z[o)x = a(Q)}.

On en déduit que -4, € CC(F(o)) ot CC(F(o)) désigne le plus petit cdne convexe

contenant F(o) (qui est i.rmé puisque F(g) est fini).

La proposition 1.4 peut alors s'énoncer :

"Une condition nécessaire et suffisante pour que I'(B,g) N I'(C,0) = @ est que :

%15 € cc(F(o))"

et 1'égalité :

cC(F(a)) = { L] A, 201

z
4 € 7o) M

entraine alors le théoréme de caractérisation,
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I1 peut arriver que la condition (43) ne soit pas vérifiée, ce qui est
le cas, par exemple, si C est défini par des "conditions d'interpolation". Suppo-~
sons que l'on ait une partition de L en Ll’ L2, L3 telle que L

tout g € L2 alors a(-4) = -a(4),

2 = -L3 et pour

Posons :

c

= lke€xlver, (4= <a®)}

C {x €X | vg € L2 , (4] x)X = a(4) 1.

2
C2 est une variété linéaire paralléle au sous-espace vectoriel V défini par :
v={xex| v €Ly, (4,x) =0},

Supposons 1'hypothése suivante vérifiée :
(H3') "pelxex | owoen, Ul <a) yEgn

On a alors le théoréme de caractérisation suivant :

Proposition 1,5,

"Une condition nécessaire et suffisante pour que 0 soit solution du probléme (P)

est qu'il existe Kz >0, 4 ¢ L, et u&fz € LZ) tels que :

™ T + 3 MoA+ T, 4
LE 4 4eL,

avec
Kz =0 si (zlo)x< a(g)

Démonstration.

Soit X € X et E une partie de X. On appelle "déplacement adhérent" (pour E 2
partir de xo) tout vecteur x ¢ E tel que pour tout voisinage V de x et tout §£> 0
il existe T € 10, €[ et y € V tels que :

X + My € E.

1
On notera F*(E,xo) le cone fermé desdéplacements adhérents issus de x.
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Soit F*(Cz,ﬁ) le cdne des déplacements adhérents pour C, a partir de O , On a

2
alors le théoréme suivant :

Proposition 1.6

"Une condition nécessaire et suffisante pour que B 1 (C, N C,.) = ¢ est que 1l'on
T (4

ait :

['(B,0) N T(C,,0) N r*(cz,cn = ¢".

On a d'autre part le résultat suivant :

Proposition 1.7. (Dubovickii et Miljutin [ 9 ], Lobry [211)

" Une condition nécessaire et suffisante pour que T'(B,o5) N F(Cl,c) n C¥(02,0)= 1)

est qu'il existe L )/ 22 € X tels que :

19

L #0, 4 +4 + 4, =0
o o -k

vx € r(B,o) (zol‘x)X >0

vx € T(Cp,0) (41 %)y 20,
*x n

vx € 17(C,,0) (4,] %)y > 0.

On peut montrer que F*(CZ,O) = V. Les propositions 1.6 et 1,7 peuvent alors s'é-

noncer :

Une condition nécessaire et suffisante pour que B 0 (C, N1 C)) =@ est que :

-TF TO ¢ cC(F (o)) + v

avec

Flo={ser, | G]xg=alp"

d'ou le théoréme de caractérisation.,
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ITI-UNICITE-

Ajoutons maintenant 1l'hypothése suivante :
(H4) "Quels que soient zl,,.,ﬂq, q éléments distincts et non opposés de L
(zi %1?Lj si j # i) nous avons :
(4;]P)y =0 , i=1,...qetpE€ L) = p = 0"

ce qui est équivalent a : Of
n : P = "
det[ (Zi | wj)X ] #0 si {wi, i=1,...q} est une base de A (T) ",

Proposition 1.8 (Théoréme d'unicité).

"Si les hypothéses (H1), (H2), (H3 ou H3'), et (H4) sont vérifiées alors le pro-

bléme P admet une solution unique".

Démonstration,

Soient o et 02 deux solutions de (P), D'aprés la remarque faite au paragraphe 1,

9, - 0, € JAT) et, comme 1'ensemble des solutions de (P) est convexe,
0'1+O'
2

est défini comme dans la démonstration de la proposition 1.2.: en effet, si

o= est encore solution de (P), Alors F(o) C3F(01) n F(oz), ot F(g)

(4 | X)X = a(4) comme (4 | OI)X < alyp) et (4] 02)‘5 a(4), cela entratne que :

(4 ]O)X = (4] UI)X = (4 ,OZ)X . Par conséquent, si 4 € F(g) alqrs (2] 01-02)X= 0.

D'autre part, d'aprés le théoréme de caractérisation pour la solution o(prop.1.2

ou 1,5) il existe des coefficients Xz non tous nuls tels que :T*TU + z Xz 4=
4 EL

avec \(4) =0 si 4 ¢ F(0). On a donc % Xﬁ 4 € QV%T)L et 1'hypothése (H4)
4 €Ll

entraine alors que F(0) contient au moins q+1 éléments distincts et non opposés .
Comme (4} o0, - OQ)X = 0 pour tout £ € F(g), l'hypothése (H4) entrafne que

0.~ 0, =0;d'ot 1'unicité,
1 2 /
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Remarque
Dans le cas ol 1l'on a des conditions d'interpolation avec 1'hypothése (H3'),

1'hypothése suivante, plus simple 2 vérifier que 1'hypoth&se H4, entrafne aussi
1l'unicité :

(H4 ") "ve o€ L, (4 p)x=0 avec p € J’,(T)@p=0

Les hypothéses (H1), (H2), (H3) ou (H3'), (H4) étant vérifiées, nous nous proposons

d'obtenir la ionction "Spline " relative 2 C et & T au moyen d'un algorithme

itératii, c'est-a-dire de construire une suite {xn7 € X telle que :

lim x =0
X - ® n







METHODES DIRECTES






CHAPITRE 1II
STOSS

FONCTIONS "SPLINE'" RELATIVES A UN CONVEXE ET
PROGRAMMATION QUADRATIQUE

Dans le paragraphe 1 nous montrons que le probléme (P) est équivalent

~

a2 un probléme (Pl) de programmation quadratique consistant 3 minimiser une forme

quadratique 'dégénérée" sur un polyddre convexe, Dans le paragraphe 2 nous étu-

dions les propriétés de cette forme quadratique et nous voyons que 1l'on peut retrou-
ver simplement les théorémes d'existence, de caractérisation et d'unicité énoncés
dans le chapitre précédent, Dans le paragraphe 3, enfin, nous domnons les princi-
pes généraux sur lesquels seront fondés les méthodes "directes" permettant de
calculer la solution du probléme (P) au moyen d'un algorithme calculant la solu-

tion du probléme (P1),

I-DEFINITION D'UN PROBLEME EQUIVALENT AU PROBLEME (P).-

Nous reprenons la définition introduite au cours de la démonstration de
la proposition 1.1,

Soit K le sous-espace engendré par L. K est supposé de dimension n(n > q).

Soit {kl,...kn} une base de K.
Soit L = { 21,.,,Zm 1 et posons a(ﬁj) = cj .
c={xex )| (; =y Se; i=lL..ml

Les éléments de L peuvent &tre représentés par leurs composantes sur la base’)
o i

c'est-a-dire 4y= T oa kg vj e {1,...m}
i=1

[ 3
s 12 n . P i
Considérons R muni de la norme euclidienne (on notera “.“ la norme
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n : . . . . PPN .
dans R et (. .) le produit scalaire) et A l'application linéaire et c mtinue

de X dans {Rn définie par :

A(x) = [(kll x)X,.o.(kn; X)X]°

Posons P = {y € R" |

h™MBs

G; z Q§ Y4 <c,, j=1,...m}. P est un polyddre

J

i=1

n
convexe de R,

Soit y € R et &t la variété linéaire de X définie par :

y
K; x €x | Ax) =y 1

]

{x € x| kylx)g =y, , i=1,...n}

i

n i n
x€] (2 a k. |[x
=1 Py

j= 1,...m}

Il
M
Q.
<

gt <,

Si y € P alors Si 1l'hypothese (H2) est vérifiée pour C elle est vérifiée

pour K; des que y € P, Nous supposerons dans toute la suite de ce chapitre que les

hypothéses (H1), (H2), (H3) ou (H'3) et (H4) sont vérifiées.La proposition 1.8

entralne alors :

"siy €P, il existe un élément unique de Ky, noté Oy, qui vérifie :

%TOV"Y = min (HTx“Y I X € K¢ . cy est la fonction "spline" relative a C et
a T,

Des théorémes dis a Laurent et 2 Anselone [1] permettent de préciser ce
qu'est 1'élément Tog_ de Y,
; Bk
Soit { hj’ j = 1,...n-q} une base de K N A (T), sous espace vectoriel de
dimension n-q représenté par ses composantes sur la base de K {ki, i=1,...,n}

c'est-3~dire :

I ™MB

(2.1) b, = b; ¥j € {1,...n-q}

i=1

On pose T*-l(hj) = qg vj € {1,..°n-q}. Et si les uj vérifient :
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n-q r. r }
(2.2) L u. Co, ), = & b, vy vi € {1,...n-q
i=1 J h| i’y r=1 i
alors on a les égalités :
n-q
(2-3) To_ = T M., @, et,
* =g gy
(2-4)  T'1o, = Z ( Z b, M) k.
Y=l §=1 J
Considérons les matrices @ et B définies par :
(bij = (CPi: CPJ.)Y (i=1,...n~q)( = 1,...n-q)
= j i = - 1 =
et Bij bi (i =1,...n~q) (j 1,...n)

alors :
T -
\\TGY\\Z = (By) ¢ Yoy =37 ay=Glop

si 1'on pose () = BY gé -1 B.

Probleme (P1l).

. . x . e
"Existe-t-il y° € P qui vérifie :

y*?VQ y§ =min(y’ Qy | y € P) 2 ",

Proposition 2.1,

" Les problémes (P) et (Pl) sont "équivalents"."

D'aprés le lemme 1.1, A(C) = P, Si x* est solution du probléme (P) alors
y*= A(x®) est solution de (P1) et, réciproquement, si y¥ est solution de (P1)
L
alors o % , la fonction "spline'" relative a K et 3 T, est solution de(P) et 1'on

% %
aA(oya&)=y, y

Remarque :
s

. , -1 P .
Etant donnée la définition de @, la matrice @ = est définie positive; par consé-

P 2 . . . s n . 2
quent, (2 est définie non négative, La fonctionnelle qui 2 y € IR associe le réel
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yT Qy est donc une forme quadratique définie non négative. Le probléme (P1)

-

consiste donc A minimiser une forme quadratique définie non négative sur un po-

N n
lyédre convexe de IR .

II-ETUDE DU PROBLEME (Pl1).-

2.1, Propriétés de la forme quadratique

Notationg.
On appellera F la fonctionnelle qui ay € R" associe yrjl,y.
n .
On posera db(B) ={y ¢ an] z bj1 y; = 0 j=1,...n-q 3.
i=1
On remarque que OF}(B) est de dimension q. On a d'autre part A( vr%T)) = Uf%B)

(cf Irurent et Anselone [ 4 ]).

Comme () est une matrice définie non négative, on peut montrer que

. . . . . n
F est une fonctionnelle convexe continue, Sa gradient est 1l'application de (R

PR n . . -
dans lui-méme qui & y € |[R associe le vecteur 2Qy. On a en outre les propriétés

suivantes :
(2-5) F(y) =0 &= ye¢ S (B) = y = Ax avec x € ‘U'IG(T)-

; 1l 1
(2-6) Qy € uP(B)i . En effet, Qy € Range () et Range(Q)zcjﬁknf) =N
(puisque O = &) = &f?B)‘ .

2.2, Le probléeme (Pl) admet au moins une solution.

Nous allons montrer directement cette propriété.
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Y
Soit y € P ; y peut se mettre sous la forme : y = y, + Yy, avec y, € rj(B)"L et

v, € EJD(B), et d'aprds les propriétés (2-5, 6 et 7) on a F(y) = F(yl). Soit Q
la projection de P sur LSyt Q est un polyédre convexe de LB . La res-
triction de F a oka)L étant une forme quadratique définie positivg,il existe
un point z € Q, unique qui vérifie :

F(z) = min(F(x) | x € Q).

L'ensemble (z + &F%B)) N P est donc un convexe non vide et c'est 1'ensemble

des solutions de (Pl).

2.3 Caractérisation des solutions de (P1) (cf Laurent [46 ]1).

Soit y € P, On pose - = {y € R" | F(y) < F(§)y,Q- est un convexe ouvert. De
plus 1l'hypothése (H2) entrafne que eJa(B) N P = ¢ donc Q- est non vide. Soit
T(Q§,§) le cone des déplacements intérieurs pour Q§ 3 partir de y (cf démonstra-
tion de la proposition 1,2) On peut montrer que :

r(ee,y) = {s € B | s =25 , x>0, y€o )

Lemme 2.1 : "T( ,7) ={s e R"] (sfqy) <0 }."
Démonstration :

a) Soit s = A(y-y) avec \ >0 ety € Q. On a F(y) - F(y), donc la propriété
(2-7) entratne : ’

F((y-y) +¥) = F(y)= 2(y-y| Qy) + F(y=y) < 0 donc (y-y| 0 y) < O et par conséquent
(siQy) <o

b) Soit s tel que (s[Qy ) < 0. Alors, pour A assez petit, on a As + y € Q;. En

effet :
F(hs +y) - F(¥) = Al2(s] ay ) + X F(s)],



et comme (s|Qy) # O entraine F(s) # 0, pour A € ]0,-2 L%%g%l [
on a bien F(As + y) < F(3). .

n i X, _ -
P=1{yl = aj v; £ cj » 3 =1,...m ] est un convexe fermé. Soit I'"(P,y)

i=1
le c8ne des déplacements adhérents pour P & partir de §. On peut montrer que :

x - n -
I*(P,y)= adh {s ¢ R" | s=A(y-y) , y>0, y¢cP}.

Si on pose :

- n -
I ={jel1,...ml | 3 o, §y =}
i=1

On peut alors vérifier que :

r*e,5)={ s € ®r"| ¥i € 1G3) V.

I MS
.
(7]
A
o

i=1

On a le résultat suivant :

Proposition 2.2,

" Une condition nécessaire et suffisante pour que 1'on ait Q; NP =g, c'est-a-dire

pour que y soit solution du probléme (P1l) est que :

L(Qsy) N r*(2,5) = ¢ "

et d'aprés le théoréme de séparation pour n-c8nes convexes, cité au chapitre
précédent (proposition 1.7) (cf Dubovickii et Miljutin [ & ], Lobry [ 1],

Laurent [ 46 ]) on peut caractériser les solutions de (Pl) de la maniére suivante :

Proposition 2.3.

"Une condition nécessaire et suffisante pour que ; soit solution du probléme (Pl)

est qu'il existe des coefficients positifs Kj h151\7§. tels que :

Qv+ _ A, a.=0"
jeny 303 .
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Remargue.
Les relations (2-1) et (2-4) permettent d'écrire :
n n~-q . n _
-T*Io_ = I ( £ b uok = I [(8 ¢ B)y]. k,
M S R A S vt
n
= I (), k,
i=1 tot
% o i
donc TTo + Z D &, k, =0 et on retrouve le théoréme de caracté-
isation fnodcE T naniad=l o I *
risation énoncé au

chapitre précédent,

2.4 Unicité de la solution.

La relation JQ(B) = A(CI%T)) et 1'hypothese (H4) entrainent la propriété
suivante :

"Quels que soient aj ,,..aj q éléments distincts et non opposés de 1'ensemble
1 q

L aj, j=1,...m3, nous avons :

(@j I y) =0 k=1,...q etyEf(B)éw)y=0"
k

ce qui équivaut 23 :
"Toute combinaison linéaire non nulle d'éléments de {aj, j =1,...m} orthogonale
a2 un élément de J@(B) contient au moins q+1 éléments",
On retrouve alors directement 1'unicité de la solution de (Pl) : supposons
que y, et y, soient deux solutions de (P1). Nous avons vu au paragraphe 2.2 de ce

chapitre que Y= Yy Ech(B). Comme 1'ensemble des solutions de (Pl) est convexe,
Yty
y = 12 Z est solution, On vérifie que I(y) CII(yl) N I(yz),L hypothése (H2)

et la propriété A-l(P) = C entrainent : P N JFQB) =@ donc Oy # 0. La propriété
L ]
ci-dessus entraine alors que I(y) contient au moins q+1 indices définissant q+1

éléments distincts et non opposés de { qj, j=1,...m}. Et comme pour tout j € I(y),



I1-8-

(aj b yz-yl) = 0, cette propriété entraine encore YooYy = 0. D'ot 1'unicité de la

solution de (P1) dont on déduit que (P) est une solution unique.

ITII-PRINCIPE DE METHODES DIRECTES DE RESOLUTION POUR LE PROBLEME (P1).

Soit Vs la solution unique du probléme (Pl).
Posons d = F(yg) =min (F(y) =y" Qy | y € P).

3.1. Suites minimisantes pour F sur le domaine P.

On appelle "suite minimisante" (‘pour F sur le domaine P) toute suite
v
{y1, yYe€p, vérifiant :
¥
lim F(y ) = d.

V> o

Proposition 2.4.

"Toute suite minimisante est bornée'.

Démonstration

Soient oy >d et P ={y €P | F(y) <gqy } .Alors Vs € Pa. Si Pa n'était pas borné,
o 4
il existerait un élément s de R (s # 0) tel que :

YA > 0 alors y_ + As € P@ .
%
or s € T (P, yc) donc s ¢ l"(%u,yc) et on a (s)Qy) > 0.
L'égalité F(yo + Xs)-F(yG) = 2 A(s| ch) + Xz F(s) # O entratne que F(yO + As) est

une fonction croissante non bornée de A sur [0,x], ce qui est en contradiction avec

1'inégalité F(yo + As) < g . Pa est donc borné,ce dont il découle immédiatement
8
que toute suite minimisante est bornée,
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Proposition 2.5

" Toute suite minimisante converge vers la solution Vo de (P1) ".

Démonstration

Soit {yu1 une suite minimisante. Supposons qu'elle ne converge pas vers Yo- On

peut alors en extraire une sous-suite {y p} telle que :

P
& vp |y -YO“>£°
14
D'aprés la proposition 2.3, laysuite {y p} est bornée. On peut donc en extraire

une sous-suite convergente {y q} . Soit y la limite de cette suite, On a
Iy, -vll>¢

14
D'autre part F(y) = lim F(y % = 1lim F(yv) = d et 1l'hypothése d'unicité

q—*co VvV — ©

entrafne : y = Vg o D'old la contradiction.

Donc {yul converge vers y_.

3.2, Principes généraux des méthodes "directes".

Les méthodes décrites dans les chapitres suivants seront des méthodes

de construction des suites minimisantes.

v+l ) o
Etant donné yv € P, yu # Yo ¥ sera déterminé par le choix d'une
direction sv, appelée "direction de descente'", puis par le choix d'un "Eaé" AV

12 v v 14
dans cette direction : y tl yV +127 §Y. on prendra toujours s € ['Q w Y ) N

v
F*(P, yv)° Nous verrons plus loin les différents choix possibles pour s ,

Le pas \Y  sera déterminé de la méme fagon dans toutes les méthodes,
Soient X'(yv,sv) et A\"(yY,s") définis par :

K'(yv,s”) = max(A € [0,*] | vV o+ As¥ € P).
et F(yY + A"(y”, slﬁsv) = min(F(yV+ As?) | X €[0,%]).

Alors AV = min(K'(yu,sv) X"(yv,sv)).

/
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3.3 Méthodes directes et solution du probléme (P).

Rappels (cf Atteia [ 2 1).

Soit e le vecteur de iR" dont les composantes vérifient :
e.” =0 sii#] e 1. 1

i R | ’

et o, la fonction "spline" unique relative a Kt et a T. Les P i=1,...n,

i
sont linéairement indépendantes et, si Oy est la fonction "spline’ relative a K;',

on peut écrire

Soit A 1'application de R" dans X qui 2y € |Rn associe la fonction "spline"

relative a K; et 2 T, On a alors le résultat suivant :

Lemme 2.2. "A est linéaire et continu ",

Ceci est immédiat puisque 1l'on peut écrire : 0 = % Y Oi’ A est une applica-
i=1
. PR n . . 2 .
tion linéaire de IR~ dans 1'espace de dimension n engendré par {Gi, i=1,...n7}.

A est donc continue.
On déduit immédiatement de ce lemme la proposition suivante :

Proposition 2.6

" Soit {yvl une suite de P qui converge vers y et {O v? la suite de C qui lui
y

est associée, Alors { O y | converge dans C vers Gy ",

y

Corollaire 2.1.

" si {yvl une suite minimisante, alors {Oyu ] est une suite de C qui converge

vers la solution O du probléme (P)."
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CHAPITRE IIT
EC e e O v o

METHODE DU GRADIENT PROJETE

Dans le paragraphe 1 nous définissons le probléme particulier (p1’)
résolu par l'algorithme du gradient projeté décrit au paragraphe 2. Dans le para-
graphe 3 nous montrons la convergence de cet algorithme. Le paragraphe 4 est

consacré a la description d'une procédure ALGOL.

I-DEFINITION DU PROBLEME (P1l')-

Soient kl""kn’ n éléments linéairement indépendants de X et C le
convexe défini par :
c={xex | o <&|xy < B8 ,1=1,...0}

avec a, S-Bi pour tout i (] o | ou lBil peut éventuellement &tre infini)

L'hypothése (H1) est vérifiée., On suppose que C vérifie les hypotheses (H2), (H3)
ou (H3') et (H4).

On considére le polyédre convexe de R™ :
n .
p={;ye R | o <y, <8 , i=1,...n},

et on définit, comme au chapitre II, le probléme (Pl') équivalent au probléme (P')
et consistant a trouver 1'unique minimum sur P de la forme quadratique F(y) =
F(y) = (y) Qy).

Remarque :

La particularité du probléme (Pl') réside dans le fait qu'il consiste a minimiser

une forme quadratique dégénérée sur un "pavé" de R".
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Soit y € P. On pose
G.D 1 =1, VI ()

a1 ={i€f1,...n} | 5 =8]
7)= v, =0
et I (y) {1 e {1,...n} | vy i ]
Remarque :
Si P est d'intérieur vide, c'est-2-dire,s'il existe j € {1,..n} tel que o = Bj,
alors
I+(y) N1 > {j} vy € P,

Si on pose J ={ i € {1,...n} | a, = Bi }, alors :
J = I+(y) NIy ¥y € P

On peut alors énoncer un théoréme de caractérisation tres simple qui se déduit

immédiatement de la proposition 2.3 :

Proposition 3.1 :

"Si P est d'intérieur non vide, une condition nécessaire et suffisante pour que

; soit solution de (Pl') est que z = Qy vérifie la propriété suivante :

(3.2) z; <0 Vi € I+(y)
z, >0 vi € 1_(y)
z, =0 Vi ¢ 1(y). "

On obtient de méme le théoréme suivant :

Proposition 3.2.

"Si P est d'intérieur vide, une condition nécessaire et suffisante pour que y € P

soit solution du probléme (Pl') est que z = Oy vérifie :

(3.3) z; =0 si i¢g 1(y
z; <0 si ier @y -3
z, >0 si ie1_(y) =-a"

1
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IT-ALGORITHME n°l -(Gradient projeté),

L'idée principale de cet algorithme est dde 2 Rosen [ 22 ]. Elle consiste
a choisir comme direction de descente, a la viéme itération, la projection de
(-Qyv ) sur le céne T *(P,yv). Le nom de l'algorithme provient du fait que le gra-
dient de F au point yv est le vecteur ZQyV. En fait nous ne choisirons pas toujours
une telle direction de descente afin d'assurer la "convergence de 1'algorithme".
Afin de clarifier 1'exposé nous allons présenter 1'algorithme dans le

cas ot P est d'intérieur non vide, c'est-a-dire ou J = @ .

2,1, Itération.

. 14 v -V
Soit y € P, On pose 2V = (y et on désigne I(yv), I+(y ) et I_(yv),
respectivement, par IU s IZ et If .
. - n v R VN '
Soit va ={y € R | F@y) < F(yY) } . Si y~ n'est pas solution, le
cone T’ (va, vy N F*(P,yv) n'est pas vide et on va choisir

Y ¢ reQv, ) nr¥ee,yY ).

A,.Choix de la direction de descente '"normale",

v
Soit ¥ 1la projection de -va sur le cdne F*(P,y ).’g est défini par :

n v v

(3a4) s; T - 7 si i ¢1° ,
v v

s, = min(-2z,7,0) si i€1
i i +

et ’gi = max(-ziv, 0) si i € If

n DU .z .
s vérifie alors 1l'inégalité

.50 ¥ o) =-l1%*<o

et le lemme 2.1 entraine que g'e F(Qyu, yv).
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Dans cette direction, le pas sera déterminé comme nous 1'avions annoncé

au paragraphe 3,2 du chapitre II :

si MGV, W =max >0 | yY e ep)

et FY"GY,Y) = ain@EGY ) 4> 0
alors X(yv;g) = min( X'(yv,§5 s K"(yv,'g)).

V .
et on pose :’¥ = yu + Ay, ¥ ¥

B.Modification éventuelle de la direction de descente,

Si la direction de descente "normale" nous améne & faire un pas trop petit, 3 cause

des contraintes, nous la modifions

Soit O un nombre réel positif "assez petit" donné, (8 < min(Bi- ail ié¢d)

v
Si on a X(y‘;g) = K'(yv,‘g) et ll?f- va < 8, on prend alors la direction de

descente sV définie par :

v
(3.6) s¥ = - 2"
J J
vV _ . .
et s; = 0 pour i # j
ot j est un indice n'appartenant pas 2 IV et vérifiant :
14
b,~ vy
v . .
si s? > 0 alors >\'(yv,s ) = lu =
s,
i
a, - y.,v
1% Vv
si s, <0 alors A'(y ,s) =— .
J v
S,
i

Par définition on a encore s’ € F*(P,yv) et la propriété (3.5), qui
vérifie'g, est encore vérifiée par s”. On en déduit que s’ €T *(P, sY)
ﬂF@%ﬁy%.

On choisit encore

MyY, sY) = min(V (57, YY), AV, &Yy

v
et on pose yU+1 = yv + Ay, s¥) sV.
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V A VA
Dans les autres cas, c'est-a-dire si A(y ,1:) = A"(y. s) ou si

) v
H y -y H > 8 , la direction de descente reste la direction "normale" et on pose :

vV V
s = s et 'y =y.

2.2, Propriétés de 1'itéré (cf Rosen [ 22 ])
v+ v 1% 14
=YY G, M S

La propriété (2.7) permet d'écrire :

vV v
F(yV +As ) = F(yv) - ZXHSVHZ + XZ F(s ) VA
Soit Y la plus grande valeur propre de {1 : Y est strictement positive et on a :

Fiy” + AsY) - M) < - k2 - ) lIsY)2 .

On en déduit immédiatement :

(3.7 FGy¥ +rs¥) < F(yY) v A € ]o, % [.
£y A
1 2

0 Y An ;Y , X

23 ¥ 14 - i __:9
N\ { 1 ¢
Vi %f‘.'. N ] ] /
—'”— S— J-‘ i -\‘m\::v,\\-‘-\-;-\: - :—-——w/ }‘/ J"/
“\\‘ 1 {
Y :
\\L P
- A M DT R MR e oy wy w;"‘-g,r—nuﬂ'
|

et 1l'inégalité :
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FiyV + MY, s s - r6Y) < vV + %— ) - FGyD)

entrafne, si X(yv, su) = >\"(y,sv) :

U+1

(3.8) F7H - PV < - L 1Y% < o

<

Si X(yv, su) = X'(yv, s ) alors

si 1'on pose f(A) = F(yv +As¥ ) - F(yv), on a :
e GY, YN <o,

or £ (yY, M) =~ 2 IV 2 4 2 v pY, §Y) BsD)

lIs¥)|?

F(sy)

On a alors 1l'inégalité

v
donec A'(y , SU) <

FGU - FGY) = 22 0, ) 8YR + v 2GY, sY) BV
qui entrafne :

3.9 F&"H - v < - 0GP s [IsY2 < o

2.3 Cas ot J # @

Théoriquement l'algorithme est inchangé : la direction de descente
14
"normale" au point y est encore la projection de -(y’ sur F*(P,yu). Ceci

consiste a choisir %’ tel que :

~ Voo, v
si = --zi si 1 ¢1 R
~N o v . 14
5; = mm(-zi , 0) si i€ I -7
v
3 =max(-2.7, 0) sii €1 -3
i 1 -+ ¢
et Y =0 si i € J,

i
La modification éventuelle de la direction de descente se fait de la méme fagon

que dans le cas ot J = ¢ ,
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III-CONVERGENCE DE L'ALGORITHME N°1.-

Supposons J = (. Nous démontrons d'abord le lemme suivant :

Lemme 3,1."Soit {yv} une suite de P ayant les propriétés suivantes :
U-l)

(3,10) FGyY) < F(y Vv

(3.11) 1lim max( | zg l)i ¢1Y) =0

v—‘ o]
lin  max(0,-z," | i €1_") =0
v @ * -
v v
et lim mln(O,-zi , i€ I, ) =0
v e
14
= Qy )

alors {y’] est une suite minimisante",

Démonstration

D'aprés la démonstration de la propositioﬁ 2.4, comme la suite
{F(y )} est bornée, cela entr@1ne que la suite de P {y } est bornée. On peut donc
en extraire une suite {y P} qui converge vers y € P.

Posons z = (ly et I =1(y).

On peut alors trouver un indice Py tel que :

(3.12) p>p, —p I'P © T,

1%
~ soit i € I . Comme z; = lim zip , la propriété (3,11) entratne :
- OO

vp P -

lim |z. |= 0 donc z, =0
i i

p—° s
@ soit i € I_
v -
lim max(O,-zip) =0 donc -z, <0

p—»oo
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<:> soit i € i+ , alors

14

lim min(O,uzip) =0 donc z, <0
p-

Le théoréme de caractérisation 3.1 entrafne alors que ; est solution
de (P1'),
UP v
Donc d = 1lim F(ly ©) = lim F(y )
p— V" o®
1)

puisque { yv} vérifie la propriété (3.10), et la suite {yv} est une suite mini-

misante,

Proposition 3.3

"L'algorithme n°l converge vers la solution du probléme (P1')"

Démonstration

Soit yo €Pet { yv3 la suite construite au moyen de 1'algorithme
décrit dans le paragraphe précédent. Nous supposerons cette suite infinie,
Considérons la p ieme opération. Deux éventualités peuvent alors se

présenter :

14 %
A, s est la direction de descente "normale" au point vy,

14
Si A(YU, SU) = X"(yv, s ) on a alors :

) - FiyY) < - % 1s¥12 < o
Sinon on a A (yu, s¥) = >\'(yv , sY) et HyV+l— yVH > 9, ce qui entraine :
VY - roY) < -8 Y <o

puisque [ly"™1- v = AyY, $Y) || &7,
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B. sv est la direction de descente "modifiée".

I1 est alors aisé de vérifier qu'aprés n+l itérations au plus on a retrouvé le

cas A ou que, sinon, on a obtenu la solution yo .

Finalement, comme la suite {Hs"“] est bornée, on peut extraire de la

suite {yv} une sous-suite infinie {yVP} vérifiant :

VvV +1 v 14
Ba3) Fy P ) -Fy Py <m |sPl<o

v
et telle que, pour tout p, la direction s P
v

au point s P

goit la direction de descente '"mormale"

v
Par construction, la suite {F(y P)} est une suite décroissante positive.

Donc elle converge et ceci entraine :

tim s ® || = o

p-—ew

1%
On déduit alors de la propriété (3.4) et du lemme 3.1 que la suite {y P} est une

suite minimisante. Alors {F(yv)} converge vers d et {yv} est. une suite minimisante,

I1 serait aisé de vérifier que dans le cas od J # § nous pourrions

établir un lemme amalogue au lemme 3.1 dans lequel interviendrait J et que nous

pourrions en déduire la converge ce de 1'algorithme n°l quand J # ¢ .
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IV-ASPECTS NUMERIQUES ET PROCEDURES ALGOL-

4.1. Calcul de A(yY, s¥)

Calcul de K'(yv, su) =\

Soit i ¢ 1V,
b - v
- Y.
Si sv > 0, on pose d, = = L
i > P i LV
i
a, -y v
.V _ i i
Si s; < 0 , on pose di >

On a alors A' = K'(yu, s¥) = min CH | i ¢ 1)
Détermination de X(yv, sv)

- 1%
Soit y = yV + A s,

Alors £'(\') = (svl Oy ).
- v -
Si (svl y ) < 0 on prend >\(y s sv) = A' et yV+1 =y .

Si (svl Qy) >0, on a X(yy, sv) = K"(yv, sv)

v v
v v |
et y 1 vy o+ AN (s 1gs )

" ov¥) + s ash).

4.2, Notice d'emploi de la procédure GRADPROJI.

GRADPROJ1(N, Y, A, B, GRAD, PETI, DELTA, EPS, EPS1).
Cette procédure résoud le probléme (Pl') dans le cas ol P est borné et

d'intérieur non vide. .

Etant donné 1l'entier N, les tableaux A [1 : N] et B[1 : N] définissent
le pavé P de !RN :
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P={x¢ Ry | Al1] < X[I] < B[I], I = 1,...N}.

N

z yi(Qy)i, la procédure - permet d'obtenir de
i=1

Etant donnée la fonction F(y)

fagon itérative, & partir d'un vecteur yo le vecteur Vg "minimisant" F sur P.

A 1'appel de la procédure, le tableau Y[l : N] doit contenir yo. A cha-
que itération y , le tableau Y contient yv et le tableau MU[1l : N] contient le
gradient de F en yv, MU est calculé par la procédure GRAD(N, Y, MU).

Le réel DELTA détermine la modification éventuelle de la direction de
descente,

La procédure comporte deux tests d'arrét :
1) a chaque itération, l'algorithme calcule Hsunz. On arréte les calculs si :
Is” I* < epsi,

’ F(yv) - F(yv+

H
| < Eps.
F(yY)

2) le calcul s'arréte dés que

4.3, Notice d'emploi de la procédure GRADPROJ2.

GRADPROJ2(N, Y, A, SG, VAR, GRAO, PETI, DELTA, EPS, EPS1)

Cette procédure a la méme structure que la procédure GRADPRAJ1. Elle
résoud le probléme (P1l') et s'utilise, de préférence 3 GRADPROJ, dans le cas od

le nombre des indices i, pour lesquels a, ou Bi a une valeur infinie, est élevé,
Si I €J (1 <1IKN) alors VAR[I] = 1, sinon VAR[I] = O.

L'entier M donne le nombre de contraintes qui détermine le pavé P(M> N),

Etant donné le tableau A[1l ¢ M] et l'entier tableau SG[1 : M], on a :

P=({X€ R | SIGN(SG[I]) X X(ABS(SG[I])) < A[I] I=1,...M}
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FRUGEQURE GBRAY DPROJ2IN My X Ry SGy VARG Y EPSyEPSLSDFELTALPET I, GRAD):
INTEGER Nyt

ERRAAY Xs¥Yshs

INTEGER  ARRAY 5C,VAR;

REAL EPS, ‘;ELTA“ ETI,EPS 13

ERUSEDUERL CRADS

2ESIN
lﬁiﬁii’ syi?,w,

aﬁlﬁﬁiﬁ mﬁwhﬁ F&ifLeMJag

ARBAY So¥Y1,MUMULI/ LN

Fi=03;

ITERISCRADIN, Y,NU Y3 ‘

IYERZ: EOR I:=1 STEP 1 UNTIL N DO FRUSI/)1=03
ITERZ2: Fiz=(y

FOR i1=1} ﬁLLﬁ I UNTIL N DO ?L.zFi%Yilii)gﬁuifif};
IE ABS U{FI-FI/F1I<EPS IMEN GOTD FINAL:

FOR I:=1 STEP 1 UNTIL M DO

BEGIN
Tl:=5¢Ct/71/);
IE ABSTA(/I/)-SIGNIIL)#Y{/ABS(I1)/)) <PETI THEN FRIZABS{I1}
FY:=S Ao TL
E4D 3 _
CIRECTION: FOR Is=i SIEP 1 UHTIL N DD LE FR{/I/Z)%MU{/ I/ 1>=0%
VARLZT/3=0 ThEW S{/71/)e=-MU(/1/) ELSE 5(/1/):=03
El:=0;

EUR I:=1 STEP 1 UNJYIL N DD El:=S{/1/3=S{/1/3+EL;
1E EIKEPSL IEFEN GOI0Q FINAL:

CHOIXLUP AS : DP 2 =03

FOR I:=31 STLP 1 UNIIL ® DU .

SEGIN

Ti:=508/7 174
Y 35@*%Kl%wwi!&$§(¥1313§*~3 JHEN
EEGIN
3= lAL/ T/ - SIGHU T Y ZABSLI LY /)Y ZABSIS(/ABST{I1)/ 1 ):
IE (DP=C)IUIDCOP IEIDP-=0)) THEN
ﬁﬁ@lg
Q'm?,
Ji
ERD
END 3 .

YIUJABSAS GBI/ 3/ Y3 de=al 70/ s

EOB I:=1 STER 1 UNIIL N Q0 YIU/I/):=vl/1/7)4DPA5(/17) 3
GRADIN,Y L MU L 13

Er=y )

EQR T:=1 QULP 1 UNTIL M D0 Es=S{/7/3%MUL{/1/)+E;

IF E>0 IrEN

el i””‘i

BECIY






Is=1 SYEP 1 UNTIL M a4 Yi!I/i:rY€!I!34b9* {71713
Fe=Fls
LRITO 1vemy
END 3

0= DPESORTIEL)S

LE DCDELTA IHEM G0I0D ANTIZIGS

FUR I:=1 STEP 1 UNIIL N DO
RECIN

A AVE VAT STUAVET
MUL/IZ dr=MULLL 14

SN0

Fie§F1g

LGURID ITERS
ENE
ANTIZIG: ZOK T:=1 SIEP 1 UNILL N DO YL(/17) i=Yi(/} /)
The=5GL/37 Y
YILJABSU L1/ Semht /37 )
De={ A0/ -5 180 T L IY{ /408 LIV Y PZ7ABSUSL/ZABSEIL /)
GRACIN, Y1 MUL M2
Ec=S{/ABSLIL) /7 IMULL /ABS{TL}/);
Ele=S{/ABSUIL)/10S{/ABSL 1L/}
AF E»0 IpEN
BEGIN

CPe=CPEEL/AF+EL s

Y{/4 f“éikéfs =YLSABSL YL/ )1+0PaSE Z7ABSI 1L} /)
ZHD
£L3L  IE ECO TEEN YU/ABSUITIY/d:=Al/4/7):
GRADIN,Y MU I3
S
GLIO ITERZ:
FINAL ¢

SHD  GRADPROJZ:






CHAPITRE 1V
O3

METHODES DE RELAXATION

Les méthodes exposées dans ce chapitre permettent de résoudre le pro-
bléme (P1') défini au chapitre III. Elles s'inspirent des méthodes de relaxation
utilisées pour résoudre des systémes linéaires (cf Gastinel [ 44 ]) : le prin-
cipe de ces méthodes est rappelé dans un premier paragraphe, Les deux paragraphes
suivants sont consacrés a la description de deux méthodes et a 1'étude de leurs

convergences, Dans un quatriéme paragraphe nous proposons des procédures Algol.

I -PRINCIPES DES METHODES DE RELAXATION-

Rappels

Trouver la solution du systéme :
n
Ax =b , xetb € R,
oli A est une matrice symétrique définie positive, c'est trouver le point X ol

la fonction

1
E(x)=§' x' Ax - xT b
atteint samminimum,
Ax~-b est le gradient de E en x.
Les méthodes de relaxation consistent a construire des suites {xv}
n . = , v 1l
de IR qui convergent vers X et qui sont telles, que pour tout p, X et x

ne différent que par une composante,
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Dans la méthode de Southwell, étant donné xy, on choisit jv vérifiant :

[ax” - b) | = max( | (ax™- ), |, 1€ {1,...0]),
et on pose x:+1 = xg pour tout i # jv. xu;l est alors choisi de fagon & ce

j
1 . . .
que E(x” ") soit le plus petit possible.
Dans la méthode de Gauss-Seidel on s'impose ju : étant donné x” et 1'in-
dice iv € {1,...n} , on pose :

1

Y = i¥ + 1 (mod.n) = i¥*,

J -

et xv+1 est déterminé comme dans méthode de Southwell,

Le probléme (P1') consiste 2 trouver le minimum de la forme quadratique
dégénérée :
F(y) = yt Qy

sur le polyédre convexe P de R"
= e n i =
P=1{y € Rr"| a; < v; <8y i=1,...n)

Etant donné x” € P nous choisirons j¥ € {1,...n} (ce choix sera précisé ulté-

rieurement) et nous poserons :
X = xiv pour tout i # jv.

U+l . . U+l . 1 .
Alors x " sera choisi de telle sorte que x soit dans P et que F(xu+ ) ait la

3
plus petite valeur possible.

II-ALGORITHME N°2 (cf Méthode de SOUTHWELL).

2.1, Itération.

v _V
Soit yv € P. On suppose que yv n'est pas solution. On définit z, I+

et Iv comme au paragraphe 2.1 du chapitre III.
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{a  Choix de 1'indice j”

N

14 .
Soit t 1le vecteur défini par :

v_ vV .. v

ty 2 si 1€ I

Voo .V v

ts min( z; 0) si i € I - J
v 1%

t; = max(-ziv, ©) sii€I —J

tiu= 0 siic€J,

Remarque :

%
t” est le vecteur s défini dans 1'algortihme n°l,

. 4 . v . e
Puisque y n'est pas solution , t n'est pas nul et on choisit un

v
indice j vérifiant :

(4.1) {tvu | = max( |t: | ,i€{1,,..0})>0
j

. . v
La direction de descente sera la direction s avec :

14 124
(t2) ¥ =t et sV =0 pour tout i # j .
ju ju i

/B : Choix du pas

Le pas AV sera en core défini par :

A = min (VY90 L, A, v,

Remarque :
14
On peut vérifier que s € r*(P,yv) N F(va s yu)

(On = eacore : HSV“2,= -(SUI ). .

2.2 Convergence de l'algorithme :

Proposition 4.1,

"L'algorithme n°2 converge vers la solution du probléme (P1l')",
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Démonstration (cf démonstration de la convergence de 1'algo-

rithme n°l) .
o
Soit y € P. On suppose que la suite {yv} définie par 1'algorithme n°2 est

infinie. A la piéme itération, trois éventualités sont possibles

@ W=V, .

On a alors : F(yv+1) - F(yv)‘s -‘% HSUHZ <O

(:) \ o= X'(yv, s¥ ) avec Hyv+1 - YUH = !szl = Yuy ; > 9
J N

ot 8 est un nombre positif donné, "assez petit",

Alors : F(yV+1) -F(yv) < =0 “sUH <0,

v 1 v
@ A= X'(yv, s ) avec “yw- v/l <8
On peut vérifier alors qu'ayant n+l itérations au plus, soit le cas <:>
aura été vérifié, soit on sera sur un sommet et 3 1'itération suivante le
cas (:) ou le cas (:) sera vérifié (Il suffit que 0 soit inférieur a
mln(Bi - | 1 €3 ) .

Comme la suite {yv} est bornée, on peut extraire de la suite {yv}

. v PP
une sous-suite infinie {y (p)} vérifiant :

.3) 7V P PPy oy 18P < o
ol M est une constante positive,

On peut alors conclure, par le méme raisonnement que celui qui a été
développé dans la démonstration de la convergence de l'algorithme n°l, que la

. v . s e
suite {y } est une suite minimisante.
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III-ALGORITHME N°3 (cf Méthode de GAUSS-

3.1, Itération,

..V . - V,i V414
Soit y© € P ., On définit alors une suite finie {x }i =1 n d'éléments de P
900 0

au moyen de la procédure suivante :

® ¢
<:> ie{1,...n}

Soit s, € R" s s, = ° st J f 1 et \' défini par :
i i 1sij=1
. ] ’ 3 U ) V i
“.5) SERNC SR min(x-(x”’l,si) = min(\'Gx 2,80, L8 ))),

i V,i i
On pose L R g + A s,
i

v
@ gL = gVl (Pl

Remarques.

.V . i Vil_ v
Si y” est solution de (P1l'), alors A~ = O pour tout i et on obtient y =y,
Si yv n'est pas solution, alors F(yU+1) < F(yv)°

On peut aussi remarquer que pour tout i tel que xt # 0 , alors
V. i v
(46) s, € r*e, =’ n L, i, x o1y

= F*(P,yu) n F(Q v yv)o
y

3.2, Propriétés de la suite {x°°*} (i =1,...n).

o 7 . ) . 3 o 2 4
A chaque itération y et pour chaque indice i considérons :

o

ry

L.7) 2t =q0xVte R"
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i, v 6

et t iR défini par (cf propriété (3.4)):
tv’i = =z:’i si 1 ¢ IU = I(yv)
tV’1 ="min(wzlj’i,o ) si i € IU - J
1 +
et = max(mzli}’,i 0)siie1’-J
Yl 20sii€y

Quatre cas sont alers possibles

i .

)\.:O: t =0

() Ak - mai, o
alors on a : FX(xV’l+1) - F(x"h) §,m'£ ltv’l , < 0.

Y
2 vV o+ V.1 V.1

<:> A= a(x ot Si) #0 et Ixi’l+1 - Xi’ll >

alors : F(x 1 L orPh < -9 ltv’ll <0

<:> Si les cas précédents ne sont pas vérifiés, on voit qu'a 1'itéra-

tion y+1 iéme et pour 1l'indice i 1'un de ces trois cas sera vérifié (il suffit

/
de choisir 8 inférieur a min(Bi - ai] i § J)).

3.3. Convergence de l'algorithme ,n°3

Proposition 4.2,

"L'algorithme n°3 converge vers la solution du probléme (P1')",

Démonstration

Soit yo € P et {yv } la suite définie par l'algorithme n°3. On suppose



IV-7-

cette suite infinie. Comme {F(yu)} est alors une suite strictement décroissante,

. v . . . .
la suite {y 1 est une suite bornée et on peut en extraire une sous-suite conver-

gente {Yv(p) } ayant la propriété suivante :
-— 14 -
(4.8) si lim Yv(p)= ¥y alors {y ()41 4 converge et lim yp<v>+l= y.

p"’m p—)m

u( . e
Nous allons montrer que {y P)} est une suite minimisante; comme la
suite {F(yy) } converge, on en déduira que {yv} est une suite minimisante, d'oi
la proposition.

Considérons pour un indice i fixé, i € {1,,..n}, la suite {tv(P)’l}.

D'aprés la propriété (4.8) et les propriétés étudiées au paragraphe précédent,

. . . 14 i .
on sait qu'on peut extraire de cette suite une sous-suite {y (@), } qui converge

vers O, D'autre part, la convergence de { yV(P)} vers y entratne la convergence

c v v - -
de iz (p)}, ol z ® Q yU(p), vers z = ()y . On en déduit alors

tv(p),i tV(q),i

(4.9) 1lim = lim

p—')cb q—)w

=0

On pourrait alors montrer (cf démonstration de la convergence de 1l'al-
gorithme n°l, que la propriété (4.9) entraine que y vérifie 1la propriété (3.3)
donc que y est solution du probleme (P1') la suite [yV(P)} est donc bien une

sujte minimisante.
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IV-PROCEDURES ALGOL-

Notice d'emploi des procédures SOUTHWELL et GAUSS-SEIDEL-

SOUTHWELL (N, A, B, Y, S, EPS1, EPS2).

GAUSS SEIDEL(N, A, B, Y, S, EPS1, EPS2),.

Ces procédures résolvent le probléme (P1') au moyen, respectivement, de
1'algorithme n°2 et de l'algorithme n°3,
Etant donné 1'entier N, les tableaux A[1 : N] et B[1 : N] définissent

le pavé P de lRN :

p={x€ ® | AlI] <X(1] <B[1] T-=1...)]
N N .

Etant donnée la fonction F(y) = & vy, yj QiJ s, les procédures
i=1  j=1

. s 2 . . o
permettent d'obtenir de fagon itérative, a partir d'un vecteur y , le vecteur Yo

pour lequel F atteint son minimum sur P, La fonction est précisée par la donnée

du tableau S[1 : N, 1 : N] qui contient les éléments de la matrice QiJ.

GAUSS-SEIDEL : 2a l'appel de la procédure, le tableau Y[l : N] doit

... .0 P . . v, 1 P
contenir y . A chaque itération (V,i), le tableau Y contient x°’ . La procédure

comporte deux tests d'arrét :

1) TEST1 : il vérifie aprés 1'itération (v, N) si le point yV+1 est solution ou

non (avec la précision EPS1 sur le gradient),
Vi1

v
2) VEST2 : On arréte les calculs si A6 - Fiy ) |

F(yy)

< EPS2

SOUTHWELL : a 1l'appel de 1la procédure, le tableau Y[l : N] doit contenir
yu° A chaque itération p, le tableau Y contient yy° La procédure comporte deux
tests-d'arrét :

1) TEST1 : a chaque itération, on vérifie si on a la solution ou nen, avec la pré-
cision EPS1 sur le gradient,

14
2) TEST2 : on arréte les calculs dés que lF(y ) - E(Y
F(y")

UHN,
)|

< EPS2.
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PROCENURE CAUSSFIINA,B3V o5, 5,EPS51,E8%2}
INTECER N3

2RRAY A4B,Y,5,C3

REAL EPSYILEPS2:

BEGIN
INTECER T,.J3
INIECER ARRAY FRONT{/I:NAY:
BEAL FoFI1,R4R1;
Fe=fis
EQR T:=1 SYIEP 1 LRIIL N DO
BEGIN
FQR Je=1 SYEP 1 UNJTIL N DD GU/1/7Y:=GU/i1/¥4Y (/071251731703
SRIGTANALAIFAVE B
FR(N?%/I!?*””
ENC 3
Te=03
ITFReIs=Y4%:
1E GU/71I/%=0 JEEN GOIQ 3uUl2:
Rei==-Gi/T/7Y/S{ /15172
JE B{77731<D FEN
BECIN
JE YOZI714R<CBU/TI/Y IEEN YIFIAY:=Y¥{/T/74R FLSE

BECIN
Ri=BU/T /Y0 /07 )
FAONTI/TI /Y 1=13
YEA17ye=BE2Y /)
END 3
END
ELSE IE €(71/1>) IEEN
BECIN |
JE Y{/7I734RDA041 /7Y THEN YU/TI/7¥s=¥{/T1/)4R ELSE

BECIN
Re=B¢/Y/)=-Y1/17%s
FRONT(/1/)2==1
ANATAREIINAYE
ENE
END 3
SUITYL: EOR Jeo=1 SIEP ¥ UNTIL N LOC CGU/J7¥2=CUlFl/14R%S{/ 1,4/
SLT2: IF <N TEEN  COTC ITER;

Rz=i3
EQR J:=1 3IEF 1 UNIIL N DC
BECIN .
IE FRONTI/J71=0 IHEN R1:=ABSIG{/JS/13 ELSE RIz=G{/J/IRFRONT{/J
£33
IF RIDR IREN Az=RY
ENL 3

IE RCEPSY IEEN L0I0 FiNAL:
Filzoers
EQR J:=1 SYEP 1 UNTIL W DO Fle=FleGl/Jd/iav{/J/);
TEST2: IFE ABS{I{FI-FI/FICEPSZ IHEN GOIC FINAL:
Fi=TF}3
I-..., 1
GLI0 1YEmg
EINAL
END  GAUSS SEINEL:






DTN 2 A 9B ¥y Cy S, FPS1,EPS2) s

REAY ,ﬁ,Pg‘» f503
ERL EFS1¥et2:

4~-=4-§.L

INIECE R ARG LY FE

Fo=the
L=l 1=0g
EQR T:=3 STcR v UMIIL N D
SEGIN
EOR J=1 S1CP 1 URTIL N U0 GU/I/F¥:=CU/lT17)+Y{737)%S8{F4,17)
Fe=FaGl/YI /%Y 171/ )s
FRONTU/T /Y 2=0
ENE 5
PISsfe=0;
Te=1g
tis=liats
EOR Js=Y STEZ Y UNIIL N DU
ZEGIH
AZ TRONTE/J73=0 JTHEM A1 :=2BS{C{/J/Y) ELSE RYI:z=C{/J/VRFRONTI{/J
I3
IE PI1¥R IEER
BECIN
Hr=R1:
Y=g
ZKE 3
MO

IF {(I=0) R (R<EPS1Y ILEN
Re==Cl AT/ /8071,170:
IE G{/71/73<y THEN
AECIN
I YE/1/713R<BU/T/7Y TEEN YU/1/)e

GLIC BUTYS

=Y{/1/1+R ELSE

EZCIN
Re=PL{LYI/Y=-Y{/1/)s
FRONYT (/AT /) =13
YU/1/7¥2=R{/1/}
END 3

ZHD .
FLSE IF €1/7771>% THEN
RGN
TE VO/T/Y4RD>AO/TFY IHEN YU/1/):

=Y(/1/)+R ELSE

BEGIE
9::&{/3/)~¥:/3/%§
FRONTUAT Y e==1
??’Ef§::é(f¥i}

TOYUNIIL N DL U/ 1:=GI/d/)+RAES{/T.47)3






JIE L1=N IREN
BECIN R
- géé Ji=1 STER 1 UNTIL N DO F11=F14G(/d/1#Y(/4/)s
IF APSI{FI1-F)/F)<EPSD IHEN GQOIC 8UT:
F:=F1:
=i %1
L1:=0
END 3
LCIC R1S:
EUT:
END O SOUTHRFLL :






CHAPITRE \
O

" METHODES DE FRANCK ET WOLFE "

Dans ce chapitre nous présentons deux algorithmes permettant de résou-
dre le probléme (P1) défini au chapitre II. Ces algorithmes sont une généralisation
de l'algorithme de Franck et Wolfe (cf Gilbert [12], Haugazeau [14], Céa[8] ).

Dans un premier paragraphe, nous décrivons ces algorithmes. Nous en étu-
dions la convergence au paragraphe 2, Le troisi&me paragraphe est consacré 2 des

procédures Algol.

I-DESCRIPTION DES ALGORITHMES N°4 ET N°4'-(cf Céa [8])

1.1. Soit y € P et K un voisinage convexe et fermé de y. Soit H(y) 1'hyperplan
pour K N P défini par :

n

H(y) = {x € IR | & | Qy) = min [(z l Qy) , z€EPAKI].

I1 est aisé de vérifier (cf proposition 2.2) qu'une condition nécessaire
et suffisante pour que y € P minimise F sur le convexe P N K est que § € H(Y).
F étant convexe, tout minimum "local" sur P est un minimum "global". On en déduit

le résultat suivant :

Lemme 5.1. "Une condition nécessaire et suffisante pour que y soit solu-

tion du probléme (Pl) est que y € H(¥) ".
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1.2.Description de 1'algorithme N°4.

v v .
Soit yv € P et K un voisinage convexe et fermé de y dont le diamétre

est compris entre r et R(0O < r < R). Supposons que yv ne soit pas solution,
Al v Uy a v v v
ors y° £ H(y') d'aprés le lemme 5.1 et on peut trouver x , x # y. tel que

1% .
x € H(yv) NpnN KU° On prend la direction xV- yv comme direction de descente
et on pose :
14 14 1%
yV+1 =y +)X (x -y
1% 1% 14 14
avec A = min(M(yY, x° - ), aGY, x - vY).
"Remarques,
1) si ayY) NN K’ n'est pas réduit 2 un point, il y a une infinité de choix

. v
possibles pour x .

v 1% 14 14
2) x ety € P; alors x - yv ET *(P,yv), D'autre part yv e/ Npet yvﬁ H(y ).

Ceci entrafne 1'inégalité :
oyt ) < GV ayh
et, d'aprés le lemme 2.1, x” - yv € F(le/ s yv)
Donc x'- yU € Tﬁ(P,yv) n l_‘(va, ).

1%
3) si P est borné, on peut choisir kY de sorte que K NP =P, L algorithme n°4
est alors l'algorithme de Franck et Wolfe (cf "Algorithme des segments successifs'

Haugazeau [14]).

1.3 Propriétés des suites {xv} et {yv}

Notation

Afin de mieux voir les propriétés géométriques de l'algorithme, nous posons :

(x]y)) = (x| Q) ¥x, y € R .
L'application qui, au couple, (x,y) ¢ R™ x R , fait correspondre le nombre

((x|y)) est un semi produit scalaire,
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(5.1) la suite {F(yqﬂ est une suite décroissante.

v+l

Comme y est le minimum de F sur un sous-ensemble de P contenant

yv et xv, onré les inégalités :
piq
(5.2) (G yY oy ) s 0 et

(5.3) ((yVH.» ‘ x»v -.yv+1)_) > 0.

Par définition de H(yu) on a :

(5.4) (& -zly" <o | vz €pNK,

1.4 Description de 1'algorithme n°4 . (cf. Céa [ 8 ].

. -Cet algorithme est une variante de 1'algorithme n°4; Il consiste 2
essayer de choisir a la ; iéme itération une direction de descente meilleure que
la direction que 1'on aurait pu choisir avec 1'algorithme n°4.

-1 - -
+XV13V1 o -1

Soit yv =y a s est la direction de descente

choisie & la y~1 iéme itération et

- -1 -1 V-
AL min (k'(yu 1, s 1 Ly

), X"(yv- , 8 ) >0 ¢

v v
On suppose que yv n'est pas solution, Soit x € H(yv) NpNg .
: : . 1%
A la p iéme itération la direction de descente est fonction de y et de

la (p~1) iéme itération. Deux cas sont possibles :

- - V- - V.
(&) M=l h < g™t STh,

14
On prend encore comme dans 1l'algorithme n°4, la direction de descente s = x ~ y .

V- V=
@ APlo a1 L

1
On a alors : ((yul s¥°7)) = 0 ce qui entratne pour tout réel P :

(G40 Y = (G ) < (v vzernk

v - . ‘
et x + P sV le H(yY) pour tout p € RR.



Soit p¢ R et M, = %"(yv,xv+osv_]-yv)-
Alors, si on pose pp = xv+psv_]-yv, on a :
. v —
F(yv+uppp);m1n (F(y +App)|k¢: R)

et il est facile de vérifier (cf propridté (2-7))
2
(e, 1y

F(y"+u p ) - F(y") = - - _ ((xv-yvly\)))2
Y Py 7)) ¥ )

Nous allons étudier les variations de F(yv+uppp) en fonction de p.
F(p)) = Peros” T oyY) = Fay") + 2 (V7 xy")) + 02 F(sVT]y
d'aprés la propriété (2-7) -

Comme y° # yV+l, F(sv_]) # O et on peut poser :

_ T

F(Sv-l)

(¢ M-y

m F(sv—l)

F(y +u p ) est une fonction de p strlctement décroissante sur [- 0 I et stric-

tement cr01ssante sur Ip . Dans le plan passant par y et parallele aux vec-

teurs s’ et x° -y , yv+u pp est le point ol la fonction F atteint son minimum.

pm m

Nous poserons

-1

0¥ = max ]p R|xv+psv P,|o]< max(T,|pm|), signe (p) = signe (pm)l

ol T est un nombre réel donnéd.

. . v vV__v, v v-l
En prenant pour direction de descente s = x -y +p's nous tentons

donc d'avoir une décroissance "la plus rapide possible" pour {F(yv)}.




Remarque :

v v -
1) On vérifie que s € F*(p’ y ) NT(Q b’ yv) dans le cas- (E:)comme dans le

,
cas{ b . Y

Propriétés :

. v v
Si on posev =y + s

v
” (x si on est dans le cas <:>

V —
v

14
x + P suﬂ1

o

si on est dans le cas (E}
alors vV vérifie les propriétés suivantes :
V+1
5.3 (VY oy ™)y >0

(54" (= 2]y N < 0 vz ep Nk

La propriété (5.2) est encore vérifiée par yv et yv+1,

Remarque :

e H(yu) N P mais on peut avoir gy KV°
14
D'od l'importance de 1'inégalité p < T pour que la suite {v - yv} soit bornée,

IT-CONVERGENCE=~

Proposition 5.1

"L'algorithme n°4 -converge vers-la solution du probléme (P1)",

 Démonstration (cf Haugazeau [14]).

o
Soit y € P, Nous allons montrer que la suite {yy}, obtenue au moyen de 1'algo-

rithme n°4, converge vers la solution Yo -

14
a) étude de F(y - yg)

F(yY- Vo) = ((y¥- y@! yv~ yc))g ((yvf yY - Yy ))



d'aprés la proposition 2.2 qui permet de caractériser Yy
S1 yo‘ﬁiKv’ alors la propri&té (5-4) entrafne :
Vi Vv - ST RS N S SRR
(ly’=y ) < (v,

(Yc‘yv)éf PR et 1a'propriété

. - v v
siy, Gg K", alors y* +

\Y
Hy,~v"l|

(5-4) entraine encore :

(™) < (% —E— (v = %) [y%)

[y - 5"l
soit :
—— (v 5" < (60]yYxY)
[y ~v"11

La suite {F(yv)} étant décroissante, la suite {yf} est bornée (cf démonstra-

tion de la proposition 2.4). Par suite il existe un entier M (M>1) tel que :

v v v
=y Iy") <M (7] -x")).
et, pour tout v, on a finalement :

(5-5)  FGrP-y) <M (5°]y"-xY)).

b) &tude de la suite {((yvlyv-xv))}-

(GUly" =) = (@ " -+ (7 [ = e 5 ey

(=" y "))+ (57 g V=gVt Ly

A

d'aprés la propriété (5-3)

+1 +] +1 s
(5-6) < /gkyv—yv Py =x")+ (3" [yV-y* 1y
d'aprés 1'inégalité de Schwarz.

Or 1'inégalité (5-3) et la relation :

OISR TS ey o N Y
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- } . + + ;
entrafnent que les suites {F(y" 1-yv)} et {((y" ?YV‘Yv+]))'
. +1.. )
convergent vers O puisque {F(yv)-F(yv 1)} converge vers O.
Comme §]yv—xv|[5 R, la suite {F(yv-xv)} est bornée. D'aprés 1'inégalité

(5-6) on en déduit que la suite‘{((yvlyv-xv))} converge vers O.

¢) Conclusion

On a alors, d'aprés 1'inégalité (5-5) : ALim F(jv—ye) = 0.
V>

. Vi ~ . .
La suite {y '} étant bornée. On peut en extraire une sous-suite convergente

qui converge vers y ¢~ P.
Fiy,~y) = 0 = y -y Cd(B)— F(y) = F().
Par conséquent :

Lom F(y¥) = F(y) = d

\ >0

Y . e .
et la suite {y } est une suite minimisante.

On démontrerait de la méme maniére que la suite {yv} obtenue par 1'algorithme
n° 4' est une suite minimisante. En effet, la suite'{vv} construire par cet
algorithme vérifie toutes les propriétés de la suite {x'} , construite par
1'algorithme n° 4, dont on a besoin dans la démonstration ci-dessus.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Corollaire 5.1.

. / 1 -
"L'algorithme n° 4 converge vers la solution du probléme (P1)".
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IV MISE EN OEUVRE DES ALGORITHMES DANS LE CAS DU PROBLEME (P1') ET PROCEDURES
ALGOL,

4.1. A chaque itération v, pour les algorithmes n° 4 et 4', nous avons i

Vo Voo oV . S e e . P

trouver x © H(y "/t K" ! P, soit encore 3 minimiser la forme linéaire
) v Ve . vV -

x > (x[Qy") sur le convexe K'j ' P. Si K’ est un polyédre convexe, nous

avons a résoudre un probléme de programmation lindaire.

Cas particulier du probléme (P1')

.. . o \Y - LT .
Supposons que K’ soit un:pavé borné de'.R™, Alors P f)x est un pavé borné de R"

Posons :
‘ - o0 ) v .
Pl. K’ = {x &R I ai < Xifﬁi s 1 = 1,...n}.

On peut alors montrer le résultat suivant (cf Laurent [}6]) :

Lemme 5.2 "Une condition nécessaire et suffisante pour que

x P 'K’ minimise la fonctionmelle x - (x|2y") sur P (1KYest que l'on ait

r*e 0k%,%) 10,5 = ¢

avec Q = {z . R" | (z|ay") < (x|ay) "

%

Utilisons les notationms introduit@? au chapitre IIT :

L = o, % =8}, .G = {i {l..n}] x; = o)l

On a alors :

*® k%% = (s ‘Rnlsi 20 1i7Ix , s £0sidic I (X))
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- - n
F (,x) = {s € =®r s o) < 01,
et on déduit aisément du lemme ci-dessus que :

" Une condition nécessaire et suffisante pour que X € H(yv) N P NKY est que

l'lon ait :
- v ) v = v vy "
X, = 0O, si (Qy )i >0 et x, = Bi si (Qy )i <o0o™",

1 1 1

4,2, Procédure FRANCK WOLFE.

Cette procédure résoud le probléme (P1') dans le cas ou le convexe P
est borné, Elle utilise 1'algorithme de Franck et Wolfe ; a chaque itération on
v o_
aPNK =p,

.V P v
Etant donné y , on définira x par :

v o ) v
X, = a; si (Qy )i > 0
14
X, =b, si (va). < 0
1 i 1
< 4 a, + b, v
o= 1 i
sl =
i > (Qy )i 0
Remarque :

. v c e . e a5z . .
Si on a (Qy )i =0 pour un indice i, on a une infinité de choix possibles

our X,
P 1

Notice d'emploi :

FRANCK WOLFE(N, A, B, Y, PETI, EPS, GRAD),
Etant donné l'entier N, le pavé P de RN est défini par les tables A[1l : N] et
B[1 : Ni. La procédure GRAD(Y, N, MU) calcule au point y — Y[l : N] le vecteur
Qv - MU[1 : NJ. *
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Il y a deux tests d'arrat :

‘ F(yv) - F(yV+1)!

. . i 14 [ 2 Vo
si < PETI ousi |(x-y ' Qv)| < EPS
1% !
F(y")

on arréte les calculs

4.3, Procédure FRANCONJ,

Cette procédure résoud le probléme (P') au moyen des algorithmes

n°4 ou n°4’ ,

Notice d'emploi.

FRANCONJ(N, M, A, C,Y, R, RO, EPS, EPS1, MINLIN, GRAD, L1).
Etant donnés N et M, on définit le polyadre P par :

N N

P={Xx€ R = A[J, 1] XX[I]< clJ, J=1,...u
I=1

A partir de yo contenu dans Y[1 : N] a 1l'appel de la procédure on construit une
suite yv, contenue a chaque itération dans Y, au moyen des algorithmes n°4 ou 4':
4 si le booléen L1 contient la valeur "faux", 4' sinon. A chaque itération p le

voisinage KV est défini par :

k= {x € ' aBs(x[1] - ¥[1]) < R} .
Dans 1'algorithme 4 , on choisira le point vV de sorte que va - XUH < RO..
La procédure GRAD Y, N, MU) calcule au point y = Y le vecteur
Qy — MU[1 : N].
La procédure MINLIN(N, M, A, C, L, R, Y, MU, Z) calcule le point
x = Z[1 : N] qui minimise la fonction (x 2z) (z = MU[1l : N] ) sur le polyadre
PN K ol P est défini par M, A et C et K par Y et R, :

L
La procédure comporte deux tests d'arréts :

v U+l
- v : [ 2N
si F(y ) > Fy ) < EPS ou si (x - y° o)’ < Epsi
F(y)

on arréte les calculs,

Nous donnons aussi la procédure MINLIN dans le cas particulier

du probleme (P1').
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SN TREN OP3={CE/T)=0Y)/0S
IF ApSEmDiCeRSID] YHEN DezpP:

FOR Te=3 STEP 1T UNTIL N DO SUAT/Ye=sSE/T73+08/1718D






SIER T OUMTIL N DO Er=ES{AI/IES{/I/);

¢ TR
E:=SQRTLE:;
EOR Is=1 STES © WNILL N 20 S(/1/}:=54/1/ e
pr:=0;-
£OB Is=31 SIEE © WIIL ¥ €d
BEGIN
CY:=0(5:=0;
EQR J:=1 3150 1 URIL. R 2O
BEGIN
{;"{w"‘u ﬂ'é‘«’wjf %‘&Y{f","%;
CSe=USH#AL S I 07 b%5{/ 0/ )3
IND 3
IE (CS> -giniCi s 1/73-Cy>t-6) THEN
BEGIH

={C{/ 17 0=0787A08(C00 ) s
JF (DP=CT{D<KDP &ND DP==0) IHEN DP2=D

IND ¢
END 3
CHOIXDUPAS: GRADIN S MUPR 33
S1:=82:=0;
CFOR I:=1 JIEP 1 UNTIL W 00
BEGIN

Sl:=Si+MUPR{/I/I%SU/17);
S2:=S2+MU{ /1/¥%SL f1/)
Eﬂn :
==52/51;
15 (DP-=Q 6 DKDP Y THER
ﬁiﬁlm
mﬂﬁ H B :
fﬂa =1 SIES L UNIIL N RO
BEGIN
N IVAYA I UA VA RIS FA YS! WD,
UE/1712=80/1/%3
END 3
6010 TEST
END 3
Ls= EALSE
QR I:=1 slfa I PNIIL N DO ‘i/§!3-—Ylfx/)%ﬁ(f!f%*ﬁ?'
TEST:GRADIN, ¥ s MU };
Fl: 0, .
EFQR T:=1 SYEP 1 UNTIL BN D0 Flei=Flevi{/I734MU/1/7)5
IF ABS{{FL-FI/FLIKEPS IHEN GOTO TERM;
Fe=F1;
Le=LEL1s
6QI0Q DIRECT ION;
TERM:
FND  FRANCDONJS:
ENE 3
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CHAPITRE VI
SO

METHODE DES DIRECTIONS CONJUGUEES

Nous exposons dans ce chapitre une méthode d@e a Zoutendijk [ QUQ 1.
Cette méthode résoud le probleéme (Pl). Elle présente l'originalité de converger

avec un nombre fini d'itérations.

Dans un premier paragraphe nous définissons la notion "directions conju-
guées" et nous donnons les propriétés de ces directions conjuguées. L'algorithme
décrit dans le deuxiéme paragraphe est fondé sur ces propriétés. Au troisiéme para-
graphe nous étudions certains aspects pratiques de l'algorithme et nous donnons

une procédure Algol.

I-DIRECTIONS CONJUGUEES-

Définition.
k
Soit { sl,...s } une suite finie d’éléments de R" qui vérifient la propriété :
(60) (s"]1 ash) =o sidi#j

(s7] © sH #0 si i € min(k,n).

Ces k vecteurs sont appelés "directions conjuguées".

Notations,

On pose ((x | y)) = (x l ov) = x' Qy ¥x, y € IRn. .

S(sl,...sk) = {x€ r" | ((x I si)) =0 i=1,...k }
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Propriétés,
. 1 . .
Pour tout 4 < n, les 4 premiers vecteurs, s ,...s , sont linéairement

i

indépendants : en effet si X Xi s” = 0, la propriété (6,0) entratne immédiate-
i=1
ment Xi = 0 pour tout i € {1,...2} .
Si k >n , on a alors : sn+1=...= sk= 0, soit encore : S(sl,...s ) =0

pour tout £ > n.

k
Soit {x » k=1,...V } une suite d'éléments de P définis par les relations

(6.1) Lo xk + >‘"(xk, sk)sk
(6.2) X"(xk,sk) < X'(xk, sk)
(6.3) & € s(st,.. .5 N,

On a la propriété suivante :

Proposition 6.1

. v -
"Si F*(P,xv) n ' X )N S(sl,...sv 1) = @ alors x’ est la solution du pro-
X

bléme (P1) ",

Démonstration

Supposons que x” ne soit pas solution. Alors F*(P,xv) N r@Q U,:{U) # @. Soit
x-
14
s € M*p,x) Nr@ , , xM.

X k
V-1 K ((s] s
On pose t = s - & M s aveec M, = vk € {1,...v-1}
k=1 k k




1 V-1
a t £€S8(s,,..s ).

En effet, ((t sk)) = ((s sk)) - l-lk((sk sk)) pour tout k € {1,... ! et ceci

par définition de sk(propriété (6.3)), Donc ((t sk)) = 0 pour tout k € {1,..p-1}.

‘b Pour tout k € {1,...~1} , on a :

v-1 4
XV = xk + Z K"(xz, sz) s .
4=k

y)
La définition de \" ( X~ , s ) entratne alors :

(1) = (8T ehy s $B (Y s) = 0 pour tout
L€ {k,...v -1},
Par conséquent ((s| s¥)) = ((t [ X)) et ¢ € QS ).
X

\/c Soit I = I(xu). La propriété (6.2) entratne :

1(x%) o1 ¥k €f{1,.. 01} .
n r -1 Ve .
Donc I ai s, = & aiJ t, + = by ( z a'i]_ s.k)
j=1 ! k=1 j=1 ]
n 3 {
= 2z i
=1 ai tj ¥i € 1,...m}
3 k % j . ‘ .
Comme s € (P, x ) , a; sj < 0 pour tout 1 € I et 1 -'égalité ci-dessus
j=1

nous donne : t € I"*(P,xv) d'od la contradiction .

II-ALGORITHME N°5-

Notations

Soit J C {1,...m‘3
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n 2 i
| x € P L a, x, =c¢

PJ={x€ R R T ¥ €71

PJ est une face du polyédre convexe P,

2.1 Description de l'algorithme N°5.

v V- v_ -
X = x 1 + A 1 sv 1

Ve n ooy - — V.
avec A L. min (A (x 1, ¥ 1), k'(xv ! s S 1))

Soit J © {l,o.om}o J peut &tre vide. Soit r un indice, r <v-1.

14
Nous allons déterminer la direction de descente s

o

(a\) }\U‘l = >\."(XV-1, SU-]-) < )\l(xV-l’ SU'].)

1}
su est la projection de -Qx sur le céne :

v
¢ =T¥e,, )0 s h

@ Nl Y (xv-l, ¥ 1

14 . . s
Supposons que i € IV N Ik avec k < vy, c'est-a-dire que x soit le deuxit

{1

me élément de la suite construite par l'algorithme qui appartienne & la face P

-~

On ajoute i a 1'ensemble J et on pose r = p

3

v v
sV est 1a projection de -(Ox sur le cone T*(PJ, X ).

f\‘ . v
{ciSis =0, ona alors :

; v V-
Soit (-Q)Jﬁy) <0 vy € l—‘;&(PJ, xv) Ns(s,...s 1) et d'aprés la proposition

6.1 d'une part, le lemme 2.1 d'autre part, xv est un point de PJ qui minimise F;

1) 1% v .
SOit(*Q}J:y) <0 ¥y € F*(PJ, X ) et x est encore un point de P, qui

J
minimise F,

14
Si J = @, x est la solution

Si J # @, on pose J = @ et on prend pour direction de descente
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v ~
S = s

. N\ v -
fie le cas (b , sur le cdne lq*(P,x )N S(sr,...svhl) i x° 1 vérifie (E} .

v N V=

14 14
on's ¥ désigne la projection de -l ¥~ sur le codne l_'*(P,x ) si x 1 véri-

<§> si x” n'est pas solution de (Pl), on pose :

v
SLan R A Y Re

2,2, Propriétés,

v . . 14 v PR
1) Comme s est la projection de -OxY sur un cdne, s et x vérifient

0=("+0 xvl ¥y = ((svl ) + || SUHZ .

Donc ((svi x)) = mHsUHZ <0 et s¥€ rfh 1 xu)°
X

14
Par définition de A , on a alors F(xv+1) < F(xY).

v v
2) Comme la suite { F(x )} est bornée, la suite {x } est bornée. On en déduit que

. Y v v . v, Vv r v
si A = A(x, s ), on a forcément ((s | s )) # 0. Les directions s ,...s sont

bien alors des directions conjuguées,

2,3, Convergence,

Proposition 6.2

" L'algorithme n°5 converge en un nombre fini d'itérations ",

Démonstration :

Le polyédre convexe P a un nombre fini de faces. Soit J € {1,.”m}° Si XUE PJ et

si J contient m, éléments, apreés 2mJ + (n-’l)m.J c'est-a-dire (n+l) X m, itéra-

tion au plus, on obtient le minimum de F sur la face PJ, D'ol le résultat,
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ITI-ASPECTS PRATIQUES DE L'ALGORITHME N°5 ET PROCEDURES ALGOL-

3.1 Détermination de la direction de descente,

. . . v . .
A chaque itération v, la direction de descente s est la projection

v 14
de -Qy sur un céne I' .,

v
rY = F*(PJ, X ) sir=20
=¥, x) Nsesh, s sir > 1
v 2 i v v
Posons I = {j € {1,guom}| Y g, X, = c, }. Par définition, J < I,
i=1 ] J
2 i
Comme PJ ={x €p | = a;” % = TR j€yg } on vérifie aisément que :
i=1
v n . n . y
I*P,x)={s€ R"| £ a's =0sij€J, 2 als <osijet}
J =1 1 i=1 J v

v e s . . .. .
Le c8ne [ est donc défini par une intersection finie de demi espaces

< 2 . v . <
fermés. Nous déterminerons alors s au moyen de l'algorithme d'éclatement des

contraintes (cf Lions et Tenau [20], Haugazeau [13,14], Laurent et Martinet [18]

Principe de 1l'algorithme d'éclatement des contraintes.

Soit 4 wun convexe fermé non vide d'un espace de Hilbert H. On suppose

que A est donné sous la forme d'une intersection finie de demi-espaces fermés
n
ier i

L'algorithme permet d'obtenir la projection u d'un point u £ &4 sur ‘B,
La méthode est fondée sur la formule de dualité suivante

d = min (|lv - ul| | ve a)

= max[min(|jv-ull | veED | D= 4] ot D désigne un demi-espace

fermé de H.
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4
On construit une suite de demi espaces fermés D O A tels que

lim min (Hv - u” , v € Dz) =d

z-—»oo

4 - 2
lim u =u avec u rojection de u sur D
proj _
4 - o

4 y) y) 4 .
Algorithme : Soit u tel que D” = {x €H | @ -u‘ x-u ) > 0 ) contienne A .,

4 - ,
Siu € Aj pour tout i € I, alors u = u . Supposons que u ¢ Aiz et appellons

r . . L ) .
u la projection de u sur D N Ai . Considérons

, 441

D£+1={XEH'§ (uul-u‘x-u ) >0 }.

Alors D£+1 contient 4 ,
% y7 L.
On pose mg = min(llv - oIl } v E'"i). On montre que si on choisit
4

i tel que : 2

m,, = max(mi i€ 1)

i

y
alors la suite {u } converge vers u dans H,

Remarque :

Nous n'avons donné ici que 1'une des versions 123 plus simples de 1'algorithme.

~,

Calcul de u£+1: soit u 1 la projection de u sur AiL.

Deux cas sont possibles :

1 b ~ 41 R

u €D ; alors u =

| ~ )
@ ML % lers ol € Froh ngi:/( A ob C5'/1:(13 )
S

AiZ)) désigne la frontiére du demi espace fermé Dz(resp. &y ).

(resp.
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3.2. Notice d'emploi de la procédure GRADC@NJ.

Cette procédure résoud le probléme (P') au moyen de 1'algorithme n°5,

GRADCOND(N, M, Y, A, C, RO, TO, EP, EPS, GRAD, ECLATCONT)

Etant donnés les entiers N et M, le polyddre P est défini par les
tableaux A[1 : M, 1 : N] et C[1 : M].

N
P={xe R'| £ A[J,I] XX[I] < C[J], J=1,...M}
I=1

Le réel RO est a déterminer 1'ensemble I” : elant donné le point
N
v
Y == Y[1 : NI si|c[J] - & A[J,T] X Y[T]]| < RO alors J ¢ 1",
I=1
Etant donné le point yu = Y, la procédure GRAD(Y,N,MU) calcule le vec-
teur ny = MU[1 : N],

Etant donné le point ny = MU ,la procédure ECLATCONT calcule la projec-

v
tion s’ de -y sur le céne FU. Le réel TO fixe la fonction de cette procédure..

. v . A .
si lls ” < EP et si J = ¢ alors les calculs s'arrétent; si J # @, on
recommence la détermination de s” (cf partie <:> de 1'algorithme).
La procédure comporte en outre un second test d'arrét :

o |EGD - rM

) , < EPS, on arréte les calculs,
14
F(y )

Procédure GRADC@NJSIMPLE,

Cette procédure résoud le probléme (P1') : elle a la méme structure

que la procédure GRADCONJ.

GRADC@NJISIMPL (N, Y, A, B, R@, T@, EPS, GRAD, ECLATCONT)
Le polyédre P est défini dans ce cas par l'entier N et les tfableaux
A1l : N] et B[1 : N].

P=&6|¥IAH]SXH]§MH, I=1,...N}
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3.3. Notice d'emploi de la procédure ECLATC@NJ.

ECLATCONT (N, M, Y, A, S, FR, VAR, C@NJ, R, E).
Etant donné 1l'entier N, les tableaux entiers VAR[1 : N] et FR[1l : N]

qui contiennent des O ou des 1 définissent le sous-espace vectoriel Fl et le

cdne FZ : .
I ={xe ® | £ A[5,1]X X[I] = 0 si VAR[J] = 1]
1=1
g, N
r, = {xe | = A[J,1] X X[I] < O si FR[J] = 1}
1=1

Le tableau CPNJ[1 : R, 1 : N] définit un sous espace vectoriel F3:
0 N
r,={x€ R"| £ conI[K,I] X X[I] =0 K=1,...R}.
I=1
La procédure que nous donnons calcule la projection s = S[1 : N] du
vecteur -y, y = Y[1 : N] sur le c6ne " =T1 N T2 si R =0, sur le cdne
r=rinrl2 NT3 si R > 0, au moyen de l'algorithme d'éclatement des contraintes.
Elle résoud le cas particulier du probléme (P1') { »i on veut l'utiliser avec

GRADC@NJSIMPL, il suffit de faire : "M : = N"). Elle s'utilise avec GRADCONJ.

On arréte les calculs dés que s est a une distance inférieure ou égale

a2 E de chacun des demi espaces dont 1l'intersection définit le cdne I,
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CHAPITRE VII
OO

EXEMPLES NUMERIQUES ET COMPARAISON DES METHODES

I.ETUDE THEORIQUE DES EXEMPLES,

1.1, Définitions,

Soit HY = Hq[a,b] 1'espace de Hilbert des fonctions réelles définies
iéme

sur [a,b], ayant une dérivée g-1 continue et dont la dérivée q1eme est de

carré sommable., Le produit scalaire sur HY est défini par :

q b

(fl &) = ¢ ‘/ f(l)(x) g(l)(x) dx
4 i=0 a
(on a H f “2 = (£ ©) ).
q q
Soit H® = Ho[asb] 1'espace de Hilbert des fonctions réelles définmies

. o s . ,
sur [a,b], de carré sommable. H est muni du produit scalaire :

b 2
(£] &) = ]a £(x) g(x) dx (\\fllo = (f|f)o)5

q
Dq désigne 1'application linéaire et continue de Hq sur H0 qui, a £ € H,

(@) ¢ o,

Soit x € [a, b], Si1 ¢ > 1, la fonctionnelle : f € H® - f(x) est linéaire

fait correspondre f

et continue et on peut trouver k € 1 tel que : (kl f)q = f(x),
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1.2, Exemples, (cf Atteia [3]).

On pose : X = Hq[a,b] , Y = Ho[a,b], T =01, Le noyau de T est 1'en-
semble Jf° (T) = md-1 des polyndmes de degré q-1, (dim N (T = q).

Soit a < X, < Xy s50es < X < b, (n > q). A chaque x, 1 € {1,...n}
q

on fait correspondre k;, € H tel que,(kil f)q = f(xi) pour tout f € nd |

Soit L t-kl,.,,akn} u{ kpseook }

et c=tlfe€nl| a < fx)< B 146,

L'ensemble L vérifie les hypothéses (Hl) et (H4). On suppose que C véri-
fie les hypotheses (H2) et (H3),

Le probleme (P) peut alors s'écrire :

" trouver O € C vérifiant :

b n"
Jb [ ol (x) ]2 dx = min ( ]a [f(q)(x)]zdx | £€c)
a

Le théoreme d'unicité (prop.1.8) entrafne que le probléme (P) a une soli

tion unique 0 . Si on pose Ky = {f ent l f(xi) = c(xi) i=1,,..n 1 alors O
est la fonction spline relative i K0 ¢ 0 est formée de morceaux de polyndmes de

degré 2q - 1 qui se raccordent aux points d'abcisses x,, i = 1,.,.n, jusqu'a la

i’
dérivée 2q—21eme comprise (cf Schoenberg [23]). Le théoréme de caractérisation
(prop. 1.2) nous permet de préciser les propriétés de O :

" une condition nécessaire et suffisante pour que O soit solution est que 1'on ait

H
e
qQ
I
nh™MB
>
o

A, >0 si O(Xi) =a, ,

1]
eyl

A, <0 si o(x,)

>
n

0 si U(Xi) € ]ai, Bi[."
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Alors * 70 € Range(T*) =tx?T) donc :
n
z

-1
A, £(x,) = (T*10| £) =0 ve €
i=1 i i q

Soit f € Hq. La formule de Taylor (avec reste sous forme intégrale) donnant :

a)¥! (D) Pt (@),

f(x) = (f(a) + (x=a)f'(a) +...+ (a) + ;
(q=-1)! a (q-1)! (t)
u siu>0
(v, = {o siugo 2
on a alors :

b o (x, - 0!

(t*10| £) = J T A = £ V(e at

d a i=1 ©  (g-1)!
= (o | TE) .

Les propriétés des fonctions "spline" d'interpolation mises en évidence

par Laurent et Anselone [1] permettent de conclure : T(g) = O(q)= ® . Pour tout

i € {1,...n}, le nombre Ai (-1)q représénte le saut de dérivée 2q - (Teme e o

au point d'abcisse X,

(7.1) G(Zq-l)(x +

(2q~1)
) -0

= q
) (x;-) = (-1) ki'

Remarque :
Si 1'hypothése (H3) n'est pas vérifiée, C est défini par des conditions d'interpola-
tion. C vérifie alors la propriété (H3') et la proposition 1.5 nous donne alors :

"une condition nécessaire et suffisante pour que O soit solution est que l'on ait :

™10 = Z ki ki + Z My ki
iceg I1 i€ 12 s
A =
;1 <0 si 0(xi) Bi
A
i (o) = 0O
120 si (x,) {

A, =0 si c(xi) € ]di s Bila"
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. 1.3. Mise en oeuvre'des méthodes directes.

: 14
A chaque itération V , on détermine une direction de descente s et une

14
telle direction est toujours définie 2 partir de Qy .
Soit OYU la fonction spline associée au point yv. D'aprés la remarque

faite au paragraphe 2.4 du chapitre 2 et la propriété (7-1), le vecteur va a
pour iéme composante le saut de dérivée 2q-1iéme de Oyv au point X, . Etant

1eme de va : nous don-

donné yv il est aisé de calculer les sauts de dérivée 2q-1
nons en annexe différentes procédures permettant d'effectuer ces calculs (procé-
dures SPLUN, SPLDEU, SAUDERIV) (cf Carasso [6], Carasso et Laurent [7] ).

Dans les méthodes.de-relaxation, on a besoin de connaftre lé‘matrice Q

elle-méme. On peut la calculer a partir des fonctions "spline" de base : nous

n
avons vu, au paragraphe 3.3 du chapitre II, que pour tout y € RP, ﬁy = Z Yy c

Par conséquent : ' =1

(2gq-1) + (2¢-1) _ n (2q-1) + (2¢-1) _ 1

- = . - C
0‘y (xj) Gy (xj ) 2z v, 19, (xj ) i (xj )]
(2¢-1) (2q-1)
£ s =0 + - =
donc k] i (xj ) o, (Xj ).

iéme

et les éléments de la matrice Q sont les sauts de dérivée 2q-1 des fonctions

"spline" de base,
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IT -EXEMPLES NUMERIQUES=-

q ,
x, = (i-1)p + X i=1,...n (p = pas)

f, fonction définie sur [xo, (n=D)p + X 11. E;}nombre positif,

c={gen! | £(x,) - & <g(x) < £(x) +& ,i7l,...n }

n .
P={y € R | f(xi) -& < vy < f(xi) +& , i=1,...n},

- 14 .. - .
Etant donné y € P défini par 1l'une quelconque des méthodes, on détermine un
"candidat a la solution " 0 = 0= , On utilise pour ceci le théor2me de caractérisa-
y

tion (proposition 3.1) qui nous permet de "déterminer" I+(§) et I=(§)° 0 est la
fonction "spline" relative a : _
f(xi) + & si i€ I+(y)

y “E si 1€ I_(?)

= _ q -
c=1{ge€n l g(xi) { f(xl

N

si g S C et si les sauts de dérivée 2q~1eme de 0 sont des signes convenables,
alors ¢ est solution.

C'est selon ce principe qu'ont été vérifiés les résultats que nous donnons ici
sous forme de courbes ou de tableaux. (Les procédures utilisées pour vérifier ces

résultats sont données en Annexe).

Tableaux représentant les sauts de dérivées des fonctions "spline"” en fonction de

1l'ordre :
2 +x =1
£(x) =— n = 10 x =0 p=1 € =o0,8
o
X =X +1
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
q=1 + - + +
q=2 + - + -
q=3 - + = + - + - + + -
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2 -
f(x)=_w_l_ n=5 x = -4 p=1 £-0,8
X -x+1
i 1 2 3 4 5
q=1 + - + i
q=2 + - + -
q=3 - + - + -

-

. éme
Les signes + et - indiquent les signes -des sauts des dérivées 2q-1

(multipliés par 1Y de 1a fonction“splinet D'aprés le théoréme de caractérisa-
tion et la propriété (7 -1) de tels tableaux représentent sans ambiguité les fonc

tions "spline".

(voir aussi les courbes données a la fin de ce chapitre).

ITI-COMPARAISON DES METHODES=

Présentation des résultats

Le nombre appelé erreur relative et mentionné dans les tableaux est défini comme

suit :
: vT v

v d-
o(yY) = dy Qy

La valeur théorique d est calculée a partir de la solution théorique Vs que 1l'or
connait dés que l'on a déterminé O (cf paragraphe précédent).
Pour tous les exemples numériques : que nous allons présenter'hous

s

convenons de prendre comme point de départ le point
o—
y = [f(xl),.“f(xn)]°

Les temps machine qui seront donnés sont lestemps d'exécution sur

IBM 360-40 : ils sont donnés en secomdes,
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3.1. Comparaison des procédures GRADPR@JI, GAUSS-SEIDEL, S@UTHWELL
ET FRANCKWQLFE

GRADPROJ ] algorithme n° 1
SOUTHEWELL | " n° 2
GAUSS-SEIDEL " n° 3
FRANCK-WOLFE " n° 4 (cas particulier-cf chapitre V)

]

Etude dans le cas ol f(x)

sin x (xo = 0, p=1, n=10, gq=2)

Nombre d'itérations

R B 0.3 0.5

GRADPROJI 9(3) 23(3)
SOUTHWELL 2 | 3 6

GAUSS—-SEIDEL i 4 8 14

FRANCKWOLFE  >34(2.10 %) | »47(5.10°%) | =117(2.10°')

| -3 i -2 -2

errevr telative 10 ! 10 2.10

| valeurs theorique | 3.212942 . 1.28353 - 0.33702

- o L e e e JEPRP R

|

Temps d'exécution correspondants

: 0.1 | 0.3] o.5

GRADPROJI | 8,7 | 9,4 | 19,9 |

SOUTHWELL | 0,9 ! 1,3 2,6
? %
GAUSS-SEIDEL | 1,6 | 3,2 | 5,6

FRANCKWOLFE  >30  >42 | >103




VII-8

2
Etude dans le cas ol f = 25 4x-1 (xo = =4, p=1, n=10, q=2)
X —x+1
Nombre d'itérations
€ 0.2 0.4 0.6 0.8
GRADPR@J | 14 34(1) 57(2) 90(2)
GAUSS-SEIDEL 4 8 18 23
SOUTHWELL 2 b 9 8
-3 -2 -2 =2
FRANCKW@LFE >14(5.10 7) | >27(2 .10 )| >58(4.10 ) 93( 9.10 )
erreur relative 5.10—4 10—3 i0"3 5.10_3
valeur théorique | 24.08709 12.82923 6.11255 2.86155
Temps d'exécution correspondants.
€ 0.2 0.4 0.6 0.8
GRADPR@J 1 11,5 28,1 47,7 75
GAUSS-SEIDEL 1,6 3,2 5,4 6,9
SOUTHWELL 0,9 2,7 3,9 3,5
FRANCKW@LFE >13 >24 >52 >83

Remarques :

Pour la procédure GRADPR@JI, le chiffre entre parenthéses indique le *nombre

de fois
Dans le

Pour 1la

obtenue pour le nombre d'itération donné.

Pour les procédures utilisant les méthodes de relaxation, on appelle itération ce

ue l'on obtient aprés n relaxations.
q

La procedure GRAD utilisée ici est la procedure SPLDEU: dix appels de .cette pro-

cédure demandent 3,6s.

oi 1l'on a utilisé la direction de descente modifide (cf III-paragraphe 2)«
premier cas on avait DELTA=E/20 dans 1& deuxi&me DELTA=E/50 .

procédure "RANCKWALFE, le chiffre entre parenthdses indique la précision
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Efficacité de ces méthodes.

Les méthodes de relaxation sont les plus efficaces : la procédure SOUTHWELL
puis la procedure GAUSS-SEIDEL (l'aspect automatique de certaines opérations
réduit considérablement les temps de calcul). Quant 3 la prdcédure

FRANCK WOLFE, elle conduit & des calculs trop longs pour €tre utilisée

pour le calcul des fonctions "spline".

3.2 Procedure FRANC@NJ.

TRINIEIT algerithme n® 4 et 41

Etude dans le cas ou f(x)»= sin X. (xo=0, p=1, n=10, q=2).

Nous allons comparer les résultats numériques obtenus en faisant varier les
paramétres R et L1 de FRANC@NJ.
cas 1 R = EPx2, L1 & la vaeur "faux", R@ peut prendre n'importe quelle va-

leur (algorithme de Franck et Wolfe).

cas 2 : R = EP/2, L1 a la valeur "vrai'", R@ = EPx2 (alg. n® 4')

EP/5, L1 a la valeur "vrai', R@

cas 3 =+ R

EPx2 (alg.n® 4")

cas 4 : R = EP/5, L1 a la valeur "faux'", R@# quelconque (algn® 4).
Nombre d'itération
. 0.1 0.3 0.5
erreur relative 1073 1072 5.1072 2.107 10! | 6.107% | 2,107
cas > 34 > 47 > 117
cas 4 59 > 71 69 =75
cas 4 8 9 39 12 15° 74
cas 4 12 23 62 19 21 78




Temps d'exécution VII-io

% e 0.1 0.3 0.5

l - - -
| erreur relative 10 3 5.10 3 6.10 2
l cas 1 242

| cas 2 4,9 | > 88 >93

| cas 3 5,3 13,3 23,2
{ cas & 4,9 28,3 25,8

Efficacité :

Le choix de la direction de descente est d'autant plus efficace que les voi-
sinages K sont plus "petits" devant P. D'autre part 1'"amélioration" de la
disection de descente a des effets variables selon les exemples choisis. La
recherche d'une direction de descente "meilleure" donne des résultats satis-
faisants pour les premiéres itérations (cf temps ci dessus). Pour des erreurs
relatives assez faibles le temps utilisé par la recherche d'une amélioration
n'est pas compensé par cette amélioration. On peut aussi remarquer que pour
des erreurs relatives assez fortes, on peut comparer la procé&dure FRANC@NJ
dans le cas 4 avec la procédure GRADPROJ2. Mais la procé&dure GRADPROJ2 est

meilleure pour des erreurs relatives plus faibles.

3.3 Procédure GRADC@PNJISIMPLE

Nous allons comparer les procé&dures GRADC¢NiSIMPL et GRADPROJI dans le cas

~

ol
2x2+x—1

f(x) = ———— avec X, = -4, p=1 ou 0.75
x K+l

-6

DELTA = EP/50 RO = 10 76 = 5.10°
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Nombre d'itération

i B 102 0.4 | 0.6 0.8 | 0.2 0.4 |
! | . - )

| GRADPROJ | B 8| 24 i 9 23(3)
}GRADCﬁNJSIMPLE l2s 1 13 E 24 |0 51
|exreur relative[107 | 3.107 41072 b 2070 | 7107 | 3007

7 n =10 { n = 15

Temps d'exécution correspondants (n=i0)

¢ } 0.2 : 0.4 { 0.6 0.8 g
} GRADPROJ | } 11,5 ; 6,7 } 20,6 9 :
| GraocengsvpL | ~20 i -i5 J 225 | -20 |
| | |

Pour les erreurs relatives assez fortes, la procedure GRADK”NJSIMPL est
moins bonne que la procedure GRADPR@PJi et plus on exige une erreur relative fai-
ble, plus GRADPROJ est mauvaise. On a en outre des difficultés dues 3 la struc-
ture de la procedure GRADCONJ : il est difficile de bien ajuster les tests J

d'autre part 1l faut éviter de tourner en rond 3 cause des "direction conjugées".

3.4 Difficultés propres 4 certains exemples numériques

Les tableaux suivants indiquent 1'importance des paramétres n et P
pour la rapidité de l'obtention du résultat avec une procédure donnée : plus
les contrailntes sur les abscisses sont "l@ches" ou plus les contraintes sur

ies "batonnets" sont"sévéresf,
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plus la comvergence d'une méthode, quelle qu'elle soit, est rapide.

Notation :
V 1indique le nombre d'itérations nécessaire avec la procédure GRADPROJ pour avoir

une erreur relative de 10“13

seulement.,
f(x) = sin x,
& v
0.1 - | 42
1) n =10 0.3 425
P=0.5 0.5 |>750
2) ©=0.1
T , —
n 10 10 15 15 20 20 30 40
o 0,5 1 0,375 0.75 0.25 0.5 0.75 0.75
v 42 9 I>130 12 >941 | 30 14 2%
2
fx) = B tx=1
X = x + 1
R zf; P
n P vi 0.2 v 0.4
5 2 6 6
10 1 14 33
15 1 0.75 35 >79(3.1073) .
20 0.5 >65(1o°2) 290
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CHAPITRE VIII
OTSSS

ETUDE GEOMETRIQUE DU PROBLEME DES FONCTIONS

" SPLINE " DANS UN CONVEXE .

Ce chapitre est consacré a une étude géométrique du probléme (P)
dans un premier paragraphe, nous étudions les propriétés d'une famille particuliére
de sous-ensembles de L et cette famille nous permet de donner une caractérisa-
tion simple du convexe T(C) au paragraphe 2. Dans un troisiéme paragraphe, nous
définissons le probléme dual associé au probléme (P) : l'algorithme qui sera pro-
posé au chapitre suivant résoud ce probléme dual et il est fondé sur la caractéri-

sation de T(C) donnée au paragraphe 2,

I-PROPRIETES DE SOUS ENSEMBLES PARTICULIERS DE L.-

Notations et définitions.

Soit L = {4 ,...4 1. On pose 4, = 2,1 + z? avec Z% € g/?r) et
1 m i i i i

2? € c’%T)é' pour tout i € {1,.,.m} .

c=lxex ] (glny <c;y i=1,..m}#6¢.

Q= T(2)

Supposons que L vérifie les hypothéses (Hl) et (H4)., Nous allohs tout

d'abord montrer deux lemmes dont nous aurons souvent besoin par la suite.
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Lemme 8.1 " Soit { Zi seees gy 1 C L telsque Z'i #tf:i pour j # k. Un
1 T | k

élément de la forme :

r

L= a. 4, s r< g+l , 4 # 0 (avec des a,
e j i, = 5
j=1 j

- non_tous nuls) ne peut appartenir a cI?T)L que si r = g+1".

Démonstration :

Supposons r = q.(On "compléte" éventuellement avec des ay nuls). Comme 4 € ¢4?TTL
le systéme linéaire homogeéne :
q
Ioa (4 o =0 vk € {1,...q }
j=1 3
a une solution non nulle. Donc det [(21 | @ ), ] =0 ce qui contredit 1'hypotheése

k X

(H4). Donc r = q+l1,

Lemme 8.2 "Soit {21 ,,..zi } S L tels que Zi #izi pour j # k.
1 q+1 i k ——
q+
Alors les éléments non nuls de OI%T)l , de la forme z @j Zi , sont tous pro-
j=1 A
portionnels ",
Démonstration :

L'hypothése (H4) entraine que le systéme
5 %, |w) 4, | o { }
a. (%, w = -0 . Y ¥k € tl,...q

=1 | 1j X g+l 1q+1 X

a une solution unique pour chaque g + Celle~ci dépend donc linéairement de

q+1°
aq+1, d'ot le lemme.
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Définition
Soit J C3{1,...m} . On dit que J appartient 2 1'ensemble ?f si J

vérifie les propriétés suivantes :
(8.1) J contient exactement g+l indices,
(8.2) £ #7 o sii, 5 €7 i#]

(8-3) Il existe q+l nombres positifs ou nuls X;, j € J, tels que :

z AJ = et 4 = 2 2Ty e cj%T)*
jeg jeg 33

Lemme 8.3 " Si les hypothéses (H2) et (H3) sont vérifiées, alors 2?

n'est pas vide; pour tout J € 1& , 4. est unique et pour tout j £ J, nous avons
J

WS,
N R

Démonstration :

L'hypothése (H2) entrafne qu'il existe une fonction "spline" 0 relative 2 C et a T

telle que To # 0. Si on pose :

I = {ie [1,..1) (4,19 )y =0, }

la proposition 1.2 (théoréme de caractérisation) nous donn alors :
T*Tc =~ X AL,
ier. *t*
g
ol les Xi sont des nombres positifs ou nuls, non tous nuls, et les hypothéses
(H1) et (H3) entrafnent :

4, # 3% | € j.
f # Zk k,j IG s, k# ]

z A 4 € Range(T*) =»af%T)$ donc & A, 2t - 0
. i i . i
ice Ic iel
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(T) étant de dimension q, le théor2me de Carathéodory (Eggleston [10]) nous
dit qu'il existe fil,on,ir? c IG, avec r < q+l1, tels que :

r r
1
0= M 4 avec L Hd., =letHd, >0 j=1,...r
. i i, . i, i, =
j=1 j ] j=1 A j
Posons alors J = {il,aooir1
r i~
Comme X My Li € ;E(T)L , le lemme 7.1 entratne r = q+l et “j > 0 pour tout

EE0 B R
j € J. Par conséquent J eé?';

De plus 1'égalité £ ., =1 et le lemme 7,2 entrafnent que 4. = 2 ., £, est
jer T e 3

1'unique combinaison convexe d'éléments de J.

Proposition 8 2

"Soit £ un élément de X, combinaison linéaire, 2 coefficients p031tifs, d'éléments

distincts et non opposés de L. Si £ € /?T) , alors 4 est combinaison linéaire

a3 coefficients positifs, des 2J, J €2§'2

Démonstration :
Soit L € J(T)*, 4= 3 X 2 avec I < {1,...m} , X\, >0 pour tout i € I,
i€1 i ,

+
zi # - lj si i #j,1etj€lI,
Le lemme 8.1 entrafne que I contient au moins q+1 éléments,

D'autre part, comme 21 = Z Xi Zil = 0, d'apres le théoréme de Carathéodory
ier -

on peut trouver J & I, J contenant q+1 indices, d'une part et q+l nombres positifs
ou nuls My j € J, d'aytre part, tels que :

s ujz,1=o et T W, =1 - :
j€J J jeJ L
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Alors J € Cf et 4. = X M, £, avec M, > 0 pour tout j € J.
J o i j
jed
Soit 4, =4 -0 _4 = Z A, 4 -06_Z pu 4 |
1 J I e L4 J jeg 33
ki
avec 9J = min ( 7 | 1 € » >o0
. iy
o0 _ i
Posons I1 {i€e1 ] eJ ™ }.
=4 e .
Alors 4 1 + 7%
1 1 li >0sii€J
avec 21 = X Xi zi et ki =
i - _ 0 A
i€l I1 ‘ Xi 3 Ui >0sii€J

On voit donc qu'aprés n-q-1 "décompositions', au plus, on peut mettre £ sous la
forme :

L= & 4
My %, avec M, >0, JE€ :f .

II-CARACTERISATION DE T(C) = £

- Nous supposons que les propriétés (H1), (H2), (H3) et (H4) sont vérifiées,

Notations
= i i = X )\J E 'L= *‘
J {11’°'°1q+1} € J Ay o Zj Qr%T) Range(T")
Posons :
c,={xex | Ulwy <o L 3€T]
Ge=lyex| o ly,< v, ]

=1 J
ot =T (L) ety = Z A c,
J J J i€y i i
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Lemme 8.4 : c= N C

Démonstration

Nous allons montrer que pour tout i € {1,...m} , il existe Ji € tj tel que i €

Le lemme se déduit alors immédiatement de la définition de CJ, J E:f .

Soit i € {1,...m} et J 6(23: un tel J existe bien, d'aprés le lemme 8.3
On peut toujours trouver io €J tel que I =J + {i} - {io} vérifie la propriété
(822). L'hypothése (H4) et le lemme 8.1 entrainent alors qu'il existe g+l nombres
non nuls uj, j € i, tels que :

o

L = g ujszﬂT)‘L.

j eI
Posons FPE O et considérons :
o
L= 3% u, £, -086_ % AJd 4 -4 _6 2
s+l } 33 Jyee 3 d e T
M,
1 M,
avec 9 = ——— = nin ( —- | j €J)
J As AL
i, j
On pose :
J
P, =M, - O A ij#i
{ J J J ] stif
Py T Hy

et conme i € I + {io? - £il} , on peut poser :

Ji=1+{101-£111=J+{i}-{.10}

Alors 4 = I P, 4, et les propriétés :
. i i
1€Ji

Z#O,EEaP(T)l,PjZO ¥i€g, .
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entrainent que Ji vérifie la propriété (8.3); donc, finalement, Ji € ?? .

Remargue

En fait & chaque i on ne fait pas correspondre de fagon unique Ji : il peut y avoir

plusieurs choix pour Ji"

Lemme 8.5 " T(C)) = QJ wed
Démonstration :

L'inclusion T(CJ) c QJ est évidente : en effet si x € CJ, on a alors :
@10, = U0, = &2 2w, 2 AT e =y, .
jeg 1 jeg !
Montrons maintenant que T(Cj) > QJ .
. s . _ e il
Soit y € QJ. Alors (¢ﬁ| y)Y < YJ. Soit i € J. Si on pose pj cy o ] € J-til, et
sip, vérifie :
i

J J
o, AT =@ |y, - E Ao e,
i Y Cgtyy 31

soit 7. L= £y ey | (o 3 | y)Y = I Xj p. }
jey ]

L 3 ) .
et K {x € x| (zj ! x)y pj € J.}

J, P
Alors y € Fin et on peut montrer (cf Laurent et Anselone [ 4 ]) que
4 L
FJ o T T(KJ 0 ). En outre, par défirtion des pj, K'L S C.. Donc y € T(C ).
3 3

J,P J J

Proposition 8.3,

" = N 0 " no( N ¢ ) = N T(c ) "
Q ou encore .
geg’ je¥?  geg 7

o
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Démonstration

1) Les lemmes 8.4 et 8.5 entrainent immédiatement 1'inclusion :

T(C) =T( N ¢.) < N ™c) =N Q@
geg I J €3 Iogey Y

2) Soit y € . Supposons que y £ £,

N g
geg 7
() aymt un convexe fermé de Y, il existe un hyperplan fermé qui sépare strictement

y et Q ; ou encore, il existe € Y, ® # 0 et £>0 tels que :

(8.4) (@ | y)Y @ et (@I Tx)Y < a -§ pour tout x € C.

Posons £ = T* ® € OI?T)L .

La propriété (8.4) entratne alors
c=nN{xex | (z| x)X > a-€}=¢
Ce qui s'écrit encore :
(8..5) (N Ci)ﬂ{xexl(zlx)x>a~€}=¢
i=l,..m

ot C, = {x ex , (fli ]x)X < e 3 i=1,,...m,

Utilisons alors le théoréme de séparation pour convexes que nous avons déja cité
dans le premier chapitre (cf Dubovickii et Miljutin [ 9 ], Lobry [21], Laurent [15
[16]) : une condition nécessaire et suffisante pour que 1'égalité (8.5) soit véri-
fiée est qu'il existe mt+l nombres positifs ou nuls, non tous nuls, A, Xl”"km
vérifiant

N

™8
>
=
0

m
et T A e, <Ma=g).

i=1 s
A.O
N —_ . = 1
et 1'hypothése C = n Ci # 0 entraine A # O . Si on pose T
i=l,,.m
on a alors :
n
(86) M 4 =2
. i i
i=1
n
= H, e, <0 =&
. i7i=
i=1
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On peut trouver 1 Cz{l,oonﬁ tel que 4 soit combinaison linéaire a coefficients

positifs de ﬁi, i € I et la proposition 8.2 entraine

Z o 4 “avec M. > 0, J € T? .
J J J =

J ey

I1 est aisé de vérifier que la définition de Y5 entraine alors :

(8.7) 4 =

m
(8.8) £ u. vy.=Z X, c
i=1

Jes J

La propriété (® 'Tx)Y < 0-& pour tout x € X entratne

J i i

m
(8.9) Z A c. < a-¢

D'autre part y € [ Q_ entratne :
J
Jey

(¢3| vy £ y; pour tout J € S .

Soit ( Z Mo 9 ] y), < &~ d'aprés (8.8) et (8.9) et ceci est en contrac-
ged 7 T YT

tion avec (| y)Y =@ puisque ©® = My ¢5 .

z
Jes

Remarque 1:

On voit aisément que le lemme 8.5 n'est pas nécessaire pour montrer la proposition

8.3. Il peut alors &tre considéré comme un corollaire de la proposition 8.3.

Remarque 2

Avec 1'hypothése (H3') au lieu de 1'hypothése (H3) nous aurions pu obtenir de la

méme facon les propriétés de et la caractérisation du convexe T C),
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IIT-FORMULES DE DUALITE POUR LE PROBLEME (P).-

Définition :

é) désigne l'ensemble des demi-espaces fermés de X dont 1'hyperplan frontidre es

parallale 2a Uk%) : si D= {x €X | £ x)X < a} avec L €X, £ #0 alors ,
pED = s¢ fint

Proposition 8.3

"On a la formule de dualité suivante :

d = min ( HTXHY I x€0)

= max[min(|lyll, | v € ) | o, o al
= max[min(HTxHY | x € Dy | Dy € @ s Dy 2 ¢l

ot Dy et D désignent respectivement des demi-espaces fermés de X et de Y. "

Démonstration

On a évidemment :

min(lly[l, |y € 2) > max[min(lly|l, | v € D) | D, > O]
et on obtient 1'égalité pour le demi-espace :

BY= {y €v l (z ayuz)Ygi 0}
ot z est la projection de 0 sur () .

A chaque demi-espace D, = {y ev ‘ (ml y)Y < c} correspond biunivoque-
%
ment le demi-espace Dy = {x € X !(2 ‘X)X <c} avec 4= Tm € Range(T") =

JP(T)LD Si DYD Q alors Dy D C +-OM%T)'D C et inversement, L'égalité

T(DX) = DY entraine alors la proposition.
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CHAPITRE IX
OIS

ALGORITHME DUAL

L'algorithme que nous décrivons dans ce chapitre est fondé sur 1'étude
géométrique du probl2me (P) que nous avons faite dans le chapitre précédent et
il nous permet de résoudre le probl2me dual associé au probléme (P). Cet algorith-~
me provient des méthodes d'éclatement des contraintes (cf Lions et Teneau [20],
Haugazeau [13], [l4], Laurent et Martinet [18])

Dans le paragraphe 1 nous décrivons l'algorithme et nous en montrons la
convergence au paragraphe suivant. Dans le troisi2me paragraphe nous étudions
certains aspects pratiques de l'algorithme. Le quatri2me paragraphe est consacré

a3 des exemples numériques et 3 une procédure Algol,

I-DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DUAL.-

14
Nous nous proposons de construire une suite de demi-espaces D de Y, une
suite {yv} d'éléments de Y et une suite -{x”} de X telles que :

14
> , yv est la projection de O sur D,

1n Y|, = 4 , lm y/'=z=10
V- o R nd)

v v 14
et Tx ' =y avec lim x =0

V- @©
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1,1 Itération

Soit yv €Y, On pose :

p’ = {y €y j <" | y-y ) >01.

Supposons que y et DY vérifient les propriétés suivantes :

(9.1) D> 0
v v '
(9.2) (qhv l y )Y = Y avec J € %jo
Par définition de o y et de YJU ,» on peut trouver x7 € X tel que :
J
v
v
(9..3) X = yv et (£j | xv) = Cj ¥i € J ,

et 1'hypothése (H4) entratne 1'unicité de x° .

1% P
Si x € C alors x =0 : en effet on aurait alors yV € Q et la défini-
tion de DY entratne avec la propriété (9.1) que yv est la projection de O sur
Q)donc yv = z,

Supposons : xv £ C. On peut trouver ziv € L tel que, si

U v . .
ei = (f»i ‘ x )X - ¢, pour i € {1,.,,m} , on ait :

(9.4) E:v = max( Eiv | 1€ {1, .oom}) > 0.

Lemme 9.1 "Il existe un indice jV € Jv tel que si 1l'on pose

(9,5) LR LA P 2 W LG

alors J E 2? "

Démonstration :

La démonstration de ce lemme est en fait la premiére partie de la démonstration

du lemme 8.4, ’
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Remarque :

La méthode d'échange proposée ici est dans son principe la méme que la méthode

d'échange de Stiefel utilisée dans 1'algorithme de Remes (cf Laurent [17]).

1% . .
Considérons (1 . Par définition yv £ 0 . Soit y 1 la projection
J”+]' JU+].
de O sur p” n Q R Comme la projection yu de 0 sur DY n'appartient pas a
J
Q Sl yv+1 est sur la frontiére de ( i1’ c'est-a-dire :
gt J
1
(9.6) (o gVt = v
J'l}"'l | y J+1
I1 existe alors xv+1 unique tel que :

1.2 Propriétés des suites {xu} et {yv3.

. 4+1
Soit D' ={yey l (yv+1 ly _ y1/+1)Y >0 }

Comme DVZD p¥ nq Ut > 0, on a :

3 1

(9.7) el < Nl H, < el

ou encore Wl < I, < el

Par définition de y”™' comme projection de 0 sur DY N QJ1 s ona
(9.8) Catid y—yu+1)7_>_ 0 w €N o

J

et comme Q < DY N QJvH, on a : '

(9.9) Y g% s 0

Y
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et aussi

V.
(9.10) ' s g

. 1%
Les propriétés (9..6) et (9.10) vérifiées par y +1 sont les mémes que

les propriétés (9.1) et (9.2) vérifiées par ﬁu

1.3 Point de départ pour 1'itération.

La proposition 8.3 nous donne
d > min (HyHY ; y € DY) ol DY est un demi a pour fermé contenant () .

soit J° € . -+ On peut prendre pour yo la projection de O sur \150,

II-CONVERGENCE-

Proposition 9.1.

"Si les hypothéses (H1), (H2), (H3), ou (H'3), et (H4) sont vérifiées alors

1'algorithme dual converge".

"" . -~
c'est-a-dire, la suite {x } converge vers la solution du probléme (P)

Remarque :

Si la suite {yv} converge vers z, la définition de {Dv? entrafine :

d=1im |yl = 1in miadllyll | y € DY,

v-o® R

Comme DY D Q} l'algorithme résoud bien alors le probléme dual.

Démonstration : ¢

<:> La suite {HyVHY} étant croissante et bornée par HZHY, elle converge

vers & < “ZHY.
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TN
b) Lemme 9.2 "Soit J € Qf . Si {uv} est une suite de X telle que

s

v
la suite { T x° } soit bornée et que pour tout v on ait (Lij‘x )X = Cj pour

j € J, Alors {x"} est bornge ".

Démonstration :

v v L
On pose = x4 i avec x* € C!iT) et x2 € cxr:zT)°

= ~

Si on note T 1la restriction de T a o’%T)l , T est une application inversible

N P < . -1 .
et N(T)L sur Y, et d'aprés le théoréme de 1'opérateur inverse T est continu,

~ i

Comme T u2 = Tuv s {H EﬁzUHY } est bornéset, finalement}{uzv} est bornée.

Montrons maintenant que {H ulvnx} est bornée,

Comme {uzv? est bornée, 1'inégalité de Schwarz entraine qu'il existe
M tel que
?(ﬁj j uzv)xi <M ¥j € 7, w

. v
On a (4,1 ulv) = ﬁj - (zjl u? ) ¥j € J, ¥v. Il existe donc M' tel que :

%(J&j!ul”)t <M i€ J , w

L'hypothése (H4) entrafne que 1'application de 7(T) dans R qui a w € psz)
associe max(! (zj; w)X‘ , € J) € !R+, définit une norme sur CF(T)°

v
On en déduit que la suite {ul } est bornée.

2 . 14 .
Par conséquent, la suite {u”} est bornée.

La propriété (9.3) et le lemme précédent entratfnent que pour tous les

. s P 14
indices v vérifiant J = J nous avons

v
Rl <
Comme {5 est fini, il existe alors M tel que
nxvn <M Yv s
X

v L
Donc la suite {x } est bornée,
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v
On_peut alors extraire de la suite {x } une sous-suite faiblement

convergente qui converge vers un élément xX. La fonction qui a x € X associe

HTXHY est convexe et continue; elle est donc faiblement continue et on en déduit
\/
(9.12) ¥ |, < [l .

<:> Montrons maintenant que'§ €c.

U+1

v
Comme (yvl y =y ;;z 0 (prop.(9.8)), nous avons :

Iyt - y”llj < Hy””\lj - Hy”ll;

Alors, d'aprés la partie (i) de cette démonstration,

(9.13) 1im |y"* - U, =o
v -3
D'autre part, comme yv+1 € 0 y, s Dous avons
J
v V.
Iy" =y 2 miady™- vl | oyER
J

et la définition QJU+1 ={y ey | (CPJvH] Yy < YJV'H }

entrafne : v
- Y
(CpJv+1 [ vy gvtl

min ( llyv~y||Y|y€QV+1 ) =
J

el
Ju+1 Y
Alors les propriétés (9.3) et (9.4) nous donnent :
Jv+1
1% V. 1 v
(9.14) [ +1HY > H || >\iy/ Eiv
P v
3 Y
Or :? est fini et d'aprés le lemme 8.3 on a :
JVHL :
A
v > 0 Y v
i
Ceci entrafne qu'il existe m > O tel que :
J1/+1
A,V
: > m ¥

HCPJU+1 I
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et, d'aprés les propriétés (9,13) et (9.14) , on a alors :

v
lim Ey =0
v—-0 i

soit encore :

max((£, | %), - ¢ 1 €{1,...m})=0

. |
donc ¥ € C.

@ Comme g C,ona n'f; HY > HTUHY La propriété (9.12) entratne

alors ”f:”Y = HTUH et, comme O est l'unique solution du probléme (”,

Y

on a finalement : %= g .

Comme { nvaY} est une suite croissante, on a alors : lim Hyv”Y = ”zu v
vo o

Or la propriété (9.9) entratne :
2 2
R S P A

v
donc 1lim || y¥- z|| =0 et y converge fortement vers z = T(O)
Vo o Y

(E) Lemme (9.3) " Soit J E:f. Si {xul est une suite de X qui vérifie :

(Zjl x’) = ¢ ¥i € J , Yv

lim T(xY) = Tx avec x € C

v-—®

U‘; "
alors {x 1 converge vers x ".

Démonstration :
Comme {T(xv)} converge fortement vers T(x), d'aprés un théor2me d@ 2 Banach [5],
il existe une suite {a¥} € c)}T) telle que la suite {xV + av} converge forte-

ment vers X,
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ona (L [x), = = x? c, Yy et 4. € a’;(T)l
J X . i j J
jeyd
J
Donc (4. | %), = lim (4_| x +a) = Z AL e,
J X Ay—»ooJ jed j j

Comme . x € C, on en déduit :
2,] x), = c, ¥j J
il ®g = e je€
et ceci entrafine :
. v -
(9.15) lim max | (Ejl a )Xl =0
w2 jET
' . . + . J" .
Or l'application de aY?T) dans R, qui a8 W € A(T) fait correspondre

max |(zj( w)X| définit une norme sur OI%T), espace de dimension finie.La
j €3

propriété (9.15) entratne alors :

v

lim a’ =0
v ®
. . v N
et finalement lim x =x ; d'ou le lemme .
V- @

, C e y
Soit J € :g tel que 1l'on ait J = J pour un nombre infini

d'indices y . On pose
14
N = {fvew | 5 =3 }-
v
Alors, comme { y } converge fortement vers z = TO, la propriété (9.3) et le
lemme précédent entrainent :

lim X =0 .

v € lﬁT

@

v~
:f> étant fini, il existe un nombre fini de sous ensembles INJ .
On en déduit :

lim X =0
v—®
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I1I-DETERMINATION ANALYTIQUE DE L'ITERE YU+1.-

3.1.Détermination directe,

V v
yv+1 est la projection de O sur p¥ N 0y et, par définition de D, y est la
J
- . V+1
projection de O sur DU. Soit §V+1 la projection de O sur Q Vil Comme yv# y s
J
deux éventualités peuvent se présenter :
O Ve p¥, crest-a-dire :
~ v
(9.16) (y vl | y l yu)Y > 0.
~ ~ 14
alors y wle g NDY et y vl estla projection de 0 sur Q ., N o.
JV+1 JV+
On en déduit :
Y v+l
Pl _ o~ vl J
(9.17) y =y = A P avec A =
Jv+1 2
le .,
J Y

) F"e 0"

- - a” ,
Dans ce cas yV+1 € ;f;(Q v+1) n gE;(Dv) o ér(DU) { respectivement
J

. . v
?;;(Q V+1)) désigne la fronti2re de D (resp.Q ). On a alors :

3 Jv+1
: 1%
(9.18) ek Hy
J
ot M et U sont solutions d. syst2me
2 v =
Gan (x e, B v 6" e oy v
i J J J
>\. V‘ U 2 = V 2 s
R Rt E L M L

J
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3.2, Caractérisation de xv+1,

Considérons Tnl(Dv)a

T oY) = {x €x | (15 Tx %), <0}

X

- + v H L
donc T 1(Dv) ={x€x ! x -x' T*Txv)X SOo0tetrT 1(Dv) est un demi espace
fermé de D .

Hyv+1“Y = min(|lyll, | vy € 0 N p"). soit y € QJU+1 np’
Il existe alors X, € CJV+1 et %, € T-I(Dv) tels que : Tx1 = sz = y. Comme
T—I(Dv) € ﬁD et que x, - X, € oI%T) on en déduit que X € T-I(Dv). On peut alo
écrire :

= 1| gy = min([=ll, | x € CJU+1 nrt o).

On pose : KJV+1 ={xex | (zjgx)x = cj ¥j € JV+1 3.

V.
Par définition x 1 €ERKptl © ¢
J Jv+1

=min (| =y | x€x, N1,
J

et on peut écrire :

o1y,

- 14
Le convexe K 1 n T 1(D ) vérifiant les hypothéses (H1), (H2), (H3) et (H4'),

J+

v+ . . . .
X ! est la fonction '"spline'" unique relative 3 ce convexe a T,

v+l e s .
On a pour x la caractérisation suivante :

-1,V
Lemme 9.4 : XV+1 est la seule fonction spline relative a K v NT (D)

J

si et seulement si on a :

i TIPS W) =0
L

avec A >0, U>0et =0 si (Tvawa-1 - Txv)Y > 0).
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Démonstration :

D'aprés la proposition 1.2, on a :

14
T*T xv+1 - T*Tx + & A, L. =0 avec

vir 1
€3

20 et M=o st (¥ <

1

14 V. v
M >0 et u=0 si (Tx |Tx Tl Tx )Y > 0.

14
Comme T*(Txv+1 - Tx ) € Range(T*) = or%T)L , le lemme 8.2 et 1la définition
de JV+1 entrafnent :
=\ 4
PR st
j€J

Supposons que l'on ait A = 0. On a alors M # 0 c'est-a-dire

(Txv| Txu+1 - Txv)Y = 0. Comme QJO(T*) = Range(T)L = {0},

1%
on a aussi : xu+1 - MU x € oY%T), Et 1'égalité

v 1% v v
(=" | TG - x4 (1 )= 0
entratne M = 1,

On peut alors écrire :

V+1 vy _ ) v, _ . L
(£Jy+1 l x - X )X = ciu - ( iv l X )X 0 ce qui est en contradiction

14
avec la définition de i .

Donc A # O.

U .
L HT*Tx + A4 w1 = O étant équivalente 2a

J
V+1 1 s ’
Tx -uT=x + Ao Vil < 0, on peut alors déduire du lemme 9.4 les résultats

V.
L'égalité T*Tx +

du paragraphe 9.1.
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IV-EXEMPLES NUMERIQUES ET PROCEDURES ALGOL.=-

4,1, Exemple et aspects prétique de 1'algorithme pour cet exemple,

Reprenons 1'exemple du chapitre VII :

q o

= u? [a,b] ;¥ =8% =8%[a,b] , T =08 (L (1) =ntly,

On a encore :

X=H

a< X <Xy < o < xq+1 < b,
(kil f)q = f(xi) i=1,...n,
L=1{4,...4 } = [k k o~k ,...=k }

l,o cm 1,00 n lono n

c

{een? | o <fx)< B, 1i=1,...0]

On suppose que L et C vérifient les hypotheses (H1) , (H2), (H3) ou (H3') et (H&4).

4,1.1, Détermination de la famille 2?0

D - B T - ———— ———— ——— —— ——_ ——— — - —— -

Soit% la famille des ensembles de q + 1 indices distincts €{1,...n}.
Soit H = {il,oooiq+1 } E'ﬁﬁ .(On suppose que les éléments de H sont rangés par

q
ordre de valeur croissante). On note © l'opérateur différence divisée d'ordre q

H
basé sur les abcisses X, seeoXy . On sait que :
q 1 q+l
6 =2 i = = 1
- A m, k, avec signe (mj) 31gne(mj+l)°

En outre, une condition nécessaire et suffisante pour que 1'on ait :

z A, £(x.) =0 pour tout f € gl

est qu'il existe A # 0 tel que :

q
z A, g(x.,) =X 0 (g) pour tout g € He,
jen 1 71 i

) e + .
AHE ﬁ%e on peut donc faire correspondre deux éléments de J que l'on notera J et J
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it e {1,...m) sera 1l'ensemble des indices associés 2 {kl’-k2’°°'};
J sera 1'ensemble des indices de {1,...m} associés 2a {okl, kz,..o}.

1 q
£ = — { 5 - =<4
J+ - - . 81gne(mil) y et ZJ J+

Réciproquement, tout élément deif est Formé de g+l indices de {1,,°°m} définissant
q+1 éléments "alternés" de L.

o o - 0 G - = D D D - D - D - D D - — - -

Soit Jv € :f et ziy € L une des contraintes la moins bien vérifiée

v ..V v
par x¥ (cf propriété (9.4)). On veut trouver j” € 7% de sorte que J +{1i 1-{3 }sz .

-

LV
On va donc enlever j de fagon a conserver l'alternance.

14 1%
- Soit 4 € {1,...n1 1'indice associé a i et Hv le sous-ensemble de

{1,...n) s g’ € }ﬁ? , associé a iv.

<:> si g > L pour tout 4 € Hv, on considére 1le plus grand ou le plus

s s as . . P LV 5
petit indice de 1Y suivant le "type" de la contrainte définie par i . On enléve

14 . 14
i ' indice jv € Jv correspondant, On fait de méme si 4 < 4 pour tout 4 € H ,

v
<:> sinon, on considére les deux indices qui "encadrent" 4 .On enléve
. . 1. 14 . .. .
celui des deux indices correspondants de J qui définit une contrainte de "méme

type" que la contrainte définie par iv°

- ————

Soit H® € ?%2 . J° 1'un ou 1'autre des éléments de ff qui lui eorrespondent

et yV la projection de O sur QJo . Alors, d'aprés le paragraphe 3.2 de ce chapitre,
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o . o . . o
x est la fonction "spline" relative 2 KJoa On sait alors que x est formé de

morceaux de polynSmes de degré 2q-1 qui se raccordent aux points X5 i €n° jusqu'a

la dérivée 2q=’21eme comprise, On définit Jl et H1 par la méthode d'échange. D'a-

prés les propriétés (9,17) ou (9_.18), on a alors :

Tx1 = Hl Tx° + kl ® 1 avec T* ¢4 = L 1°
J J J

Etant donnée la propriété de £ 1 établie dans le paragraphe précédent, on peut mon

trer (cf Laurent et Anselone [{]) que ® ; est formée de morceaux de polyndmes de

J
degré q-1 qui se raccordent aux points d'abcisses X, i€ H1 U g° jusqu'a la dérivé
q=2 Leme comprise. On en déduit que,quel que soit Vs x” est formée de morceaux

de polyndmes de degré 2q-1 se raccordant jusqu'a la dérivée 2q-21éme comprise aux

points d'abcisse x,, i = 1,.,,.n.
19 3

Formules,

i v
Soit zv € " s le vecteur des sauts de dérivée 2q=1leme de la fonction x aux
points d'abcisse‘xi,"i =l,...n. On a alors :
n ,
v 1%
T*71x = % z,” k,
. i i
i=1
14
D'autre part, Hyv Hi = (Txv | Txv)o = (x | * Txu)q
n
14 14
Donc Hy HZ = z.v x (x,) .
. _ i i
o i=1
On a aussi (cf Carasso [6] )
(-1 -
@yl o) = 5, (h(d) .
J J- 4 (2q-1)! J
| _§ 2q=-1
avec h(t) = © (t=x)+ .

J
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4,2, Procédures Algol,

Notice d'emploi des procédures CPPRQQ et @PRDEC2 :

COORQQ (X, Y, SAU, IN, N, Q)
ORDERC (X, Y, SAU, IN, N, Q)

Etant donnés les entiers N et Q, ces procédures calculent les ordonnées
Y[I], J=1,...N de la fonction formées de morceaux de polyndmes de degré 2 X Q-1

se raccordant aux points d'abcisses X[I], I = 1,...N, jusqu'a la dérivée 2Q-2leme

-

comprise, ayant en ces points des sauts de dérivée 2Q-v1eme donnés par le tableau
SAU[1 : N] et passant par Q+l points définis par le tableau entier IN[1 : Q+1]
(IN contient les indices définissant les abcisses de ces points).
La procédure C@PPRQQ utilise la formule (cf Carasso [6])

I-1

Y[1] = o (X[1]) + % SAU[J] (X[I] =~ x[J])zq'
q-1 J=1

1
ol C;)q-l désigne un polyndme de degré q-1.
La procédure RDEC 2 s'utilise dans le cas ol Q = 2, Elle est basée sur la méme idée

que les "méthodes d'intégration locales" de Carasso.

Notice d'emploi de la procédure CONV DUAL,

CONDUAL(Q, N, X, Y, SAU, A, B, X1, JN, EPS, ETIQ);

Etant donnés les entiers Q et N, cette procédure calcule au moyen de
1'algorithme dual les ordonnées Y[I], I = 1,...N. et les sauts de dérivée
ieme . . .
2Q-1 s SAU[I], I =1,...N de la fonction "spline" relative au convexe:
c={ren® | A1l < £XIID < BT, I=1,...N}. .

et a 1'application T = DQ

°
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Le tableau X1[1 : Q + 1] et le tableau entier JN[1 : Q + 1] doivent contenir, 2

1'appel de la procédure, les abcisses et les indices correspondants qui définissent

v
X .

On voit par 1'étiquette ETIQ si le point de départ a été mal choisi :

c'est-3-dire

On

4,3, Exemple

si HTXOHO = 0.

arréte les calculs dés que :

numérique,

Reprenons 1'

q

Soit & = 0,

M@x(Y[I] - B[I], A[I] - Y[I]) < EPS.

exemple numérique du chapitre VII :

5

les points ou

On a aussi HTOH2

2, n=

10, f(x) = sin x,

X,
1

= i-1(i=1,...n),

. Désignons par +i les points X, ol 0(x;) = f(xi) + & et par -i

ox,) = f(x) -¢

{_ +1

o

)

=3

0.33702., .,

J

. On peut alors exprimer la solution O par :

+6

/

-8, 0 f .

Résultats dans le cas ou J° = {-3, +6, -9 1

v ¥ |lzu|? )
(o] 1U

0 -3 6 -9 0.18331 0.79086

1 1 -3 6 0.28474 0.14678

2 -3 6 -8 0.29241 0.34202

3 6 -8 10 1 0.31816 0.28155

4 1 -8 10 0.31886 0.09550

5 1 -3 10 0.32016 0.05725 .
6 1 -3 6 0.32040 0.05269

7 -3 6 =8 0.32147 0.07591
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Temps d'exécution = 7,2 s,

. . -2 N .2 . :
On a une précision relative de 3,10 ~ aprés 25 itératioms,

Si au lieu de prendre € = 0.5 on avait pris E = 0.1, avec le méme point de
départ, on aurait une précision relative de 8.10-2 seulement, aprés 25 itérations:
plus les "b&tonnets" sont larges, plus la convergence est rapide,

La rapidité de la convergence dépend ausi évidemment du point de départ choisi :

si on prend J° = {1, -4, 7 V il faut 113 itérations au moins dans le cas &=0.1

pour avoir la précision relative de 3.10-2.
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432073
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REGIN
1F ING/1/)m0 THEM
BEGIM

SAULS T/ 11203
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R : -
LK
BEGIN
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D s
- END s
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0 e
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BEGIN
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ANNEXE 0O

ANNEZXE : Procédures Algol
SO

1) Procédure GRESOLSYSLINE (A, B, X, N, IMPOSSIBLE).

Cette procédure résoud le systime linéaire AX = B(olu A est une matrice
carré d'ordre N) par la méthode de Gauss, Si la matrice A est singulidre, on sort
par 1'étiquette IMPOSSIBLE,

2) Procédure POLINT (K, N, X, D, T) ; voir le commentaire inséré dans la procédure
(cf Carraso [6] ).

3) Procédure INSPLIN RELAQ ou SPLIN (T, Y, Q, N, DER) ; voir le commentaire inséré
dans la procédure.

Cette procédure utilise la méthode du "transport de relations"
(cf Carasso et Laurent [7]).

Dans le cas Q = 2, la méthode s'écrit plus simplement (voir procédure
SPLDEU).

4) Procédure SPLUN (Y, N, MU) ;

Cette procédure calcule le vecteur MU des sauts des dérivées de la fonction
spline d'ordre 1 passant par les points (X[I], Y[I]) (On déclare le tableau
X[1 : N] dans un bloc contenant SPLUN).

5) Procédure SPLDEU (Y, N, MU) ;
Elle calcule des sauts de dérivée des fonctions spline d'interpolation d'ordre 2 au
moyen de la  méthode du "transport des relations".
6) Procédures SAUDERIV (K, N, X, Y, G, MU), C@NSTR(G, K, N, X), FI(X, T, X, K),
DIF DIV(J, L, X, L);
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Ces procédures permettent de calculer les sauts de dérivée d'une fonctio:
"spline" d'interpolation d'ordre K passant par les points (X[I], Y[I]), I =1,...N
(cf Carasso [6]).

6) procédure SAUBASE (X, SAU, N);
Etant donné 1les N points X[I], I = 1,...N, cette procédure calcule dans le ta-

bleau SAU[1 : N, 1 : N] les sauts de dérivée des N fonctions "spline" de

relatives 2 ces points.( Npus avons ici le cas des "spline" d'interpolation d'or-

dre 2).



EFROCEQURE GRESSLSYSL!NE(A;B,X,N,IﬁPOSSiBLE); ANNE XE
£RRAY A,B,¥;

INTEGER N:

LABEL IMPDSSIBLE;

BEGIN
TRIANGUL AR ISAT ICN:

BEGIN
INTEGER 1,.0,K;
REAL R;
FOR K:=1 STEP 1 UNTIL M-1 243
PEGIN
HORMAL 3
BEGIN
AE ABSUAL/KX/) I=0 JTHEN GOTIY ECHANGEDELIGMES s
FIR Ti=K+1 STEP 1 UNTIL N DO
REGIN
Ri=al/ 13K/ YW ALIX 4K/} 3
ECGR Jz=x+l S7LP 1 UNIIL N DO AU/T4d7Ye=A{/ Y407 ) -R
MA{ /Ky 37 )
B{/ZI/Ve=BL/ 1/ )-REB{ /KD
BN
END 3

£OTD RETOUR;
ECHANGE DE L IGNES:

BEGIN
INTEGER M;
M:=K+1;
RET:
JE ABS{A{ /K 4K/ ) )i=0 JHEN M:=M+1 [ SE GOT0 CONT
IE M=N+1 THEM GOIQ IMPUSSIBLE ELSE  ©QIQ RET
CONT:
EQR J:=K STEP 1 UNTIL N DO
BEGIN
Ri=A{ /¥, 30/);
A{/Ked/7 V2=A0/ M1/
Al/Med/ =R
LND
t=B{/K/);
BI/K/ e =B{/M/;:
B3{/M/ ) e=R;
H0T0 MNOKRMAL
4D 3
RETOUR:
END
END  TRIANGULAR ISAT I0N; .
RESSYSTR I3

BEGIN
ANTECER 1,05
BEAL TX;
EOR I:=N 3TEP -1 LNIIL 1 DU
BEGIN
TX:=03
FOR J:=
IF Al/
X(71/1):
END
END RESSYSTRI

Y
1 ¥4
B

IEP -1 UNTIL 7+1 DO TR:=TX~-XUZ47 VAt /71487
i=
{B{/

O IBEN GLUIQ IMPOSSIBLE:
(/17 )+TXI788/71,1 )

END GRESOLSYSL INE;
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AYVNEXE 1V

PRJICEDURL THOPT TR d A0 { Ty v, oy n,F 0y

ﬁb,imf DR SRS

JUTEGER oyt

waHHENT CETY D PR LPDURY (aLLULE tES DESTVEE,
DERI/T,47) (E ’ ! TENILL J= ) L= o0-2)
DE LA 491 I*;E PPINTERPDLATION LFFINIE DAR
A ET ¥Yi/71in/

Shiadid
AEQ“ I S CHR U
ST/ =171, 000
ﬂﬁéL He Py PR3
iﬁiigﬁﬁ i
PHASEL: T

bl B2l e/ SU/LE L3010y 102 L i0=1 120/ )
’ r132"@“£f5131X€/1:?”leﬁ),\lf/;:ﬂﬁx/§~

b ¥
s
I3
-
a,
t

.

LOUNTIL 2% D32 MIL/0,K/Y 2= 17 K=J+l

S0/ 1 =03
I
ITERL: FOR J:=1 STEP 1 UNTIL 2-1 DU

;1£9 DUBTIL £050-2 D0 MU 3 K7y =1/ deme17 )3

ARV R NI URTE VA R ENATE I

«KF =0 TEEN Le,f:
=TH/ 141/ =70/
w(‘R Jo“"l f\‘{'“ 1

o

03
1=l LIEE 1 UNTIL K QU Pisti{/d,KiZV =Pt/ {K~j+1}:
Ti/¢/ e =D

=1 QLER L UNTIL 2¢0 QU MLU/ZJ,%/Y :=5T0/KS)

BILL 290-1 DC MIC/dok /Y i=MIC/d oK/ V=ML /

IBTE 2 :

SLi/dr0: SR P RWINED TP S B B VAN B I I X5 O (N B R Y2 B
Wii/d.?*“

ZND

Pr=is

LFOR Ki=1 57L UNTIL 2=Q-1 RO Pr=Px{~H) /X,

FOQB wi=1 STES UNTIL 2*0-1 Do ]

8EGIN

fﬁﬁ"}{': w i;

ECR Wle=2 STEP 1 UHTIL K U0 PK:=PK:{-H)/{KL1-1);
MIT/ZTR/ 3 =M 7 L R 3 MY 21,240 /)
WD .
SLU/ M/ ¥e=C 10 1/ yep-Y (/173 MIL/L 28070 s
MLU/ L, 220/ ):=0;
EDR J:=1 STEPR 1 YNTIL U-1 DU
BEGIN

)
1p2% Q!)~Mi /

o

/

b b

) EAE R VAN A B

PEz=S1H/3
DUR Wo=1 100 Y ubliL 2 a-1 Ly 94‘.:‘:¢P"<“‘"H/J;K/}ﬁi’-“l{/J.W):
ProeoSonT (o






SEEAE =S 1L 87 YK, _ ANNEXE
EOB ®e=1 STEP 1 UNTIL 2%Q-1 DU ME{/J,K/) 1=MI{/J,Ks 0/ PK

f‘.g it puma w8 FXF wen

§e H

BN TERL:

PHAS E2: fomis

EQB J:=0 STEP 1 UNTIL Q-1 OO
BEGIH

i

~LER 1 UNIIL 2%Q QO MIU/Jex/Yi= LE K=Q+J

BEGIN
AUA W/ ho=Mlft .0
PR ATE I I

ERD ¢

LEVAYE T

250 DO
UNIIL K [0 Pz=ML{/J,KL/)+P%H/ (K-K1¢1);

UNTIL 2%Q DO MLU/0.K/e=STU/KS)

M C1

T

=0-1 STER L UNTIL 2 DO

o

Q!
ﬁj -
EOR Ks=1 SIER
1,290/ 3-8 148 7 4~
SELZ47 =530/

USRS Y

C UNTIL 2%Q-1 DU MIG/JeK /Y 2=MI{/JdsK7 b RMI(/ J~
yf;*"ﬂ}ifhgﬁg E1 VS B
lf'é{ HEMAOS =Ly 2907 - Slgi’s}““}.ff*;”iifdgtﬁ 37 Y s

NE§

EX S
e L‘ﬁa}

LUNTLL 2%0Q-1 DO Pr=PeH/K;
LUNTIL 2xQ-1 pg

zu@ﬁﬁ%iiﬁzwz%«
SI/Le K/ bemt Il L K/ 1RP—PREMIL f1,2%0 /)
D : .

AT AVEL I EWE WL T FE

DU PR=PREMLL/G, K/ ML/ JoKS bs

DO ML /a0 K/ t=MI{/3,K/ 1/ PK
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4 PEOLECURE SPLUNIX YoM oMifds
LRRELY XY MU
AHIECES N

N1 DO MUG/T/ b em (¥l /UL FE=-Y{ 07V 3/ (X U/T81

< ORU MULZI/ ) i=MUL S/ -MUL L E~17F 3

3. EBUCEDURE SPLOBU(N,Y,MUY;
INIEGER Nj
ARBEY YoM

HEGIN
ﬁﬁﬁ ;;&gp"ézg H‘%g,«;’f‘ {v}.7FZ;}KM3;;%“%*?;&2;32%{:21&&%;
INTEGER U
ERBAY AL, ﬁ}l@@lifﬁ‘l"vgfaﬁu??"%‘%”&“‘a“'?%‘??%ffiﬂ‘"«éﬁ3'§
PHAS El: Mis=0g

2rm

8

WE amk

#

B pos gg oot PE WO et
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