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ENONCE DU PROBLEME - EQUATIONS DE SOKOLOVSKY

INTRODUCTION

Nous montrerons trés bridvement l'origine des équations aux dérivées
partielles du probléme de base de la mécanique des sols, avec des conditions
aux limites trés particuliéres, discontinues 3 1l'origine. Cette discontinuité
rend trés difficile le probléme qui, sans une condition de "jonction" supplé-
mentaire, admet mathématiquement une infinité de solutions. Nous utiliserons
dans tout ce qui suit la condition de PRANDTL habituellement admise: en

mécanique des sols. Cette condition sera préciser ultérieurement.

Notons qu'on ne connait pas, pour ce probléme, de solutions exactes,
sauf dans quelques cas trés rares et trds particuliers, d'ol la nécessité
d'utiliser des méthodes de calcul aux différences finies. Ce sont les
applications de ces méthodes et 1'étude de leur stabilité qui ont fait

1l'objet de nos recherches.






I-1 bis

I - EQUATIONS DE SOKDOVSKY

Soit un massif 1imité par deux plans dont les traces sont OB et OA
(figure I-1) ; nous admettrons que ce massif, 3 1'état d'equlllbre limite,

est homogéne et isotrope et qu'il obdit 3 la loi de Coulomb,

On opére dans un systéme d'axes xoy.

Figure I-1

En un point M(x,y), 1l'état des contraintes est défini par o x> Oy et Txy
‘qui sont respectivement les efforts normaux et tangentlels aux elements de sur-

face en M, perpendiculaires 3 Ox et Oy. Mx et Myl sont les directions prlnc1-

pales des contraintes suivant lesquelles on définit les contraintes principales

ol et 02.
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Dans le cas de ce probléme plan, les équations de 1'équilibre indéfini

s'écrivent :

Box 9T Xy

Pl 7y = U(x,y)
(1-1) Eixy + Egz = V(x.y)

ax ay . ’y b

ol U(x,y) et V(x,y) sont les forces de volume ; si on admet qu'elles ne sont dfles
qu'd la pesanteur et si l'axe Ox est l'axe vertical, on a, en appelant y le

poids spécifique du matériau :
U(x,y) = v et - V(x,y) = O.

D'autre part, en vertu de la loi de Coulomb :

2 2 _ .2 2
(1-2) (ox—oy) + 4rxy = sin p(ox+cy+2H)
ou
2 .2 2
(olfoz) = sin p(ol+02+2H)
avec

H=Kcotg p
K est la constante de cohésion ;

p est l'angle de fgottement interne.

Sokdovsky a introduit les nouvelles fonctions inconnues

[ 4(x,y) = (0%, Mx))
(1-3)
1 s
Cvoo(x,y) =-§(cx+qy)+H.



Le systéme (I-1) avec (I-2) est alors équivalent [511 au systéme suivant :
(l+smpc052(?)—— + 81npsn.n2? 9 _ 2031np31n2f> —Y
. 39 _
+26$lanOSZ? 3y - Y
s:.np31n2‘?— +(l-sinpc032uf)g—; + 205inpcos2np %{E
+20sinpsin2 0 -
PSP oy = O
Sokolovsky a effectué un nouveau changement de fonctions inconnues :

4

A § ) o
x = = cotgp Log o

(I-1) £ = x +L?

n =‘X*Lr

On obtient finalement le systéme fondamental :

ey [ Hrem e,
I-5 o
e - e
avec
(1-6) ¢ = Z(g-n) :

o = exp [(£+n)tge]

(Ici, nous avons pris U = y et V = 0).
Pour d'autres valeurs de Ut V, seuls les membres de droite des équations (I-5)

seraient modifiés.



IT - POSITION DU PROBLEME

Les inconnues du probléme sont maintenant les fonctions &(x,y) et n(x,y).
Elles doivent obéir au systéme d'équations aux dérivées partielles (I-5). Ce sys-

téme est quasilinéaire et de type hyperbolique.

o) - Les conditions "initiales" sont imposées sur OA par la connaissance de

g[xl(y),y] et n[%l(y), I ol x = xl(y) est l'équation de OA dans les axes Oxy.

B) - Sur la frontiére OB, on impose une relation entre les fonctions inconnues :

a(x,y) - n(x,y) = M

ol M est une constante.

Cette relation exprime que le tenseur des contraintes a une direction (dif-
férente de celle imposée sur OA) bien déterminée et constante le long de OB. Soit
»*2 l'angle qui détermine cette direction. Cela donne :

- sur OB : g-n = 24&

- sur OA : gE-n = 2q1°

I1 en résulte que la fonction‘P(x,y) subit une discontinuité de premiére

espéce au point O. Il en est de méme pour les autres fonctions inconnues o(x,y),

E(x,y) et n(x,y).

Nous étudierons plus tard la condition de saut utilisée par Sokolovsky
(condition de PRANDTL) ; elle n'entrainera jamais de discontinuité en méme temps

pour & et pour n.



y) - Le probléme de 1'ingénieur est de calculer les valeurs de &(x,y) et n(x,y)

sur la frontiére OB. Il n'apparait comme trés urgent de les connaitre avec beau-
coup de précision dans tout le domaine OAB. Cependant, l'expérience semble mon-
trer que le champ des caractéristiques doit avoir une certaine allure, et il en
résulterait alors que les fonctions inconnues pourraient &tre continues partout

sauf au point O, dans l'angle ouvert BOA.

§) - La méthode numérique actuellement utilisée sera exposée aux chapitres III et

V (Méthode de Massau).

IIT - CONCLUSIONS

En résumé, le probléme est le suivant : deux fonctions inconnues &(x,y)
et n(x,y) doivent vérifier dans un domaine (Z) borné par OA et OB (figure I-2)
le systéme de type hyperbolique et quasilinéaire, s'écirvant sous la forme matri-

cielle
(1-7) UX+D(U)Uy = B(U).

U étant la colonne inconnue de composantes &(x,y) et n(x,y) ;

D(U) une matrice diagonale dont les éléments diagonaux dépendent de U ;

F(U) une colonne dont les composantes dépendent également des fonctions inconnues.

On impose U(xle),y) sur OA.

On cherche & et n sur OB sachant que

g-n = 2%5 = constante.



I-6

Mais on doit avoir de plus :

limite U(xl(y)3y) # limite
y>o, . y>*0_

U(x2(y) »y)

avec X = xl(y) et x = x2(y) équations de OA et OB respectivement, (x tendant
vers O avec y).

On cherche autant que possible une solution continue partout dans 1l'ouvert AOB.

Remarquons, enfin que nous avons au point O, une discontinuité de premiére

espace sur U et une discontinuité sur la frontidre limitant le domaine (I).

Toute la difficulté du probléme provient naturellement de ces deux disconti-

nuités localisées au point O.

()

Figure I-2



EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DES SYSTEMES D'EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DE TYPE HYPERBOLIQUE

Pour le probléme de Cauchy, l'existence et 1l'unicité de la solution

des systémes d'équations aux dérivées partielles du premier ordre quasi-
linéaires et de type hyperbolique est une théorie bien connue et qui a

été développée par divers auteurs [3:], [lk], [51.

Dans [5] R. Courant et P.D. Lax ont résolu ce probléme en le ramenant

d un systéme d'équations intégrales. Ici, nous nous bornerons 3 rappeler
tout d'abord la théorie des caractéristiques, la réduction aux équations

intégrales et le théoréme fondamental d'existence et d'unicit?.

Nous terminerons par quelques remarques de comparaison avec le
probléme posé.
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I - CONDITION DE LIPSCHITZ.

Soit une fonction f(x,y) des deux variables indépendantes x,y, définie

sur un domaine Q e R2. On dit que f(x,y) vérifie une condition de Lipschitz

_par rapport aux deux variables x et y si :

(II"l) |f(xl’yl)-f(x2’y2)| =< M(le-X2l+|yl_y2|)

ol X5 Y1s X, €T Y, désigne des valeurs prises sur Q par x et 'y, et M est une

"constante de Lipschitz" indépendante de x et de y.

On sait de plus, que si la condition (II-1) est réalisée, la fonction f(x,y,
admet presque partout sur Q des dérivées partielles du premier ordre par rapport

d X et y.

IT - THEORIE DES CARACTERISTIQUES

. . . i
Considérons le systéme général de n équations & n inconnues u~(x,y)

(1I-2) AYw) = 2 (a.. ul+b,, u;) +d, =0

;11 x4

Nous désignons par u le vecteur inconnu dont les composantes sont
w i u= Eu?].

Nous appellerons A et B les matrices

13

aijl’ B = I:bijj’ et d la colonne 4 = Edl]
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(II-2) s'écrit alors sous la forme matricielle : .
(II-38) Au_ + Bu_+d = O.
. X y
Considérons une transformation lindaire L = rzij(x,y,ufltelle que :
det(L) # O
(II-u)
LA=CLB

ol C est une matrice diagonale.

Appliquons L au systéme (II-3), on obtient le systdme "équivalent" (au

sens ol toute solution de l'un est solution de l'autre et réciproquement) :
(II-5) LAu_, + LBu. + Ld = 0.
X y

Posons :

Ld

1]

[a N
L

1}
Wy
H.T

oo

(II-5) s'écrit alors
(1I-6) ca®*u- + 2%y +a%® = o0
x y

et la i°™ équation de (II-6) est :
j=n * . . "
(11-7) $ a..(udte, . ud)+d® = o
jop 13y EITRTTH

alors :

=B

si £ et n sont les composantes d'un vecteur unitaire tel que Cii =

wl +c.. ul = (u?
y X y

3
ii ntuy £)/n
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est proportionnel 3 la dérivée de u’ dans la direction définie par le vecteur
(g,n). Donc, chaque équation du systéme (II-6) renferme des dérivées de u dans

une seule direction qui dépend de i, %, y et u.

D'aprés (II-4), on doit avoir pour la 1°me ligne :

k

(II-8) E 2idys = L cpl R bkj

Soit : I L.

pour

qui représente un systéme de n équations linéaires et homogdnes dont les incon-

nues sont les zik k=1,...,n on doit donc avoir :

(1I-9) det(A-c,;B) = 0.
HYPOTHESES :
a) aij’ bij et di i,j = 1,2,...,n sont des fonctions des n+2 variables

o . . . 2 . .
X,y,u (définies dans un certain domaine @ <R ),, deux fois continuement
différentiables, 3 dérivées premidres vérifiant une condition de Lipschitz

du type (II-1) par rapport aux n+2 variables x, y, wl.

b) Toutes les racines iy i=1,2,...,n (de (II-9)) sont réelless et dis-
tinctes pour tous les points du domaine Q.

c) ¢ ¥i =1,2,...,n est deux fois continfiment différentiable 3 dérivées

ii
premiéres vérifiant une condition de Lipschitz par rapport aux n+2

variables x,y, ul,
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Si les hypothéses a, b et c sont satisfaites alors :

a) - Le systéme (II-2) peut se mettre sous la forme (II-7) pour
. E 3 ® cs. o
i=1,2,...,n oﬁ‘aij, Ciyo di ont les propriétés a, b, c.

B) - Si de plus, det(a®) # 0, alors le systéme (II-2) est un systéme
quasilinéaire de type hyperbolique et il est possible de le mettre

sous la forme "caractéristique normale" (II-6).

est.

3 |

Y) - La direction du vecteur de composantes (£,n) tel que Csy =

~
. €me . R s s
appelée i "direction caractéristique'.

Remarque :

Le systéme (I-5) a l'avantage d'&tre mis directement sous la forme (II-7)

avec A* = I (matrice unité) et les caractéristiques sont donhées par :

%¥‘= tg@f+u)h
d
I = g0,

III - PROBLEME DE . CAUCHY

Soit un probléme différentiel que nous supposerons ici de la forme (II-7)
et quasilinéaire :

n .

- . J j = s
(II-10) El aij(uy+cii gx) + di 0
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Avec la condition "initiale" :

(II-11) uj(x,yo) =ij(x) sur (L) d'équation y = _yo(x)

j=1,2,...,n0.

On notera (.f(x) le vecteur de composantes q?:'(x), J = 1,2,...,n,

_S_i
@)
B)
Y)
8)
Alors, on

;45 C41 et di’ i,j = 1,2,...,n vérifient les hypothéses de défini-

tion, continuité et dérivabilité a, b et c de la section 2 ;

y = yo(x) est définie, continue et dérivable sur un certain intervalle
(a,b) 3 '

g(x) est une fonction définie, continue et dérivable et dont les déri-
vées sont continues et vérifient une condition de Lipschitz par rap-
port 4 x sur (L) pour tout x € (a,b) ;

Toute tangente d (L) (a < x < b) n'est paralldle 3 aucune "direction
caractéristique", c'est-3a-dire qu'en tout point X,y € (L), avec
as<x<b,ona:

dyo(x)
Cii(x,yog‘f) # a;{_" .

dira que le probléme (II-10), (II-11) est un probléme de Cauchy, la

condition (II-11) sera trés souvent appelée condition de Cauchy. .
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IV - CONSTRUCTION DE LA SOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY

Reprenons le probléme de Cauchy (II-10) - (II-11) et donc avec les
hypothéses a,8,y,6 de la section 3.

Afin d'illustrer les idées de P.D. Lax et R. Courant [5 51, considérons
le cas semi-linéaire, ou lindaire, c'est-d-dire le cas ol les coefficients A, B
et d et donc les Cii ¥i, ne dépendent que de X et y, mais pas de u(x,y).

On introduit les n nouvelles fonctions inconnues

(II-12) vi= I a,.u’ © U i=l,...,n.

i
vy cii vX + bi = 0.
avec j=n j aaij aaij
(II-13) b, =d, - jfl u (B_y t ot am )

b, est donc une fonction connue de x et y, &ventuellement deS'vl(x,y).
i=1,2,...,n.
Soit v(x,y) le vecteur de composantes vl(x,y) i=1,...,n.
Puisque les c,; ne dépendent pas de v(x,y), les n équations différentielles
dx _
(II-1u) a = Cii(x,y)
définissent n familles de courbes 3 un paramdtre qui peuvent &tre connues 3
3
l'avance dans le plan (x,y). Ces courbes sont les courbes "caractéristiques"

~
. i . .Sme .
que nous désignerons par C, C~ désignera la i famille.
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Il est clair que si on introduit le paramétre s, sur Cl, tel que x = g(si),
y = f(si), alors chaque équation de (II-13) peut &tre interprétée comme une sim-
ple équation différentielle le long de chaque ct
dvi oy
(II-15) = + bi 55 = 0 1= l,,..,n,
i i
En particulier si n = 2, on pourra introduire facilement les nouvelles
variables s, et s, comme variables indépendantes (appelées 'variables caracté-
ristiques") et intégrer (II-15) dans le plan (Sl’ 82) ol les nouvelles lignes

de coordonnées seront les deux familles de courbes caractéristiques.

Si maintenant, on prend y = S:» de sorte que x = gi(y) le long de Cl,
(II-15) s'écrit simplement
i
dv _ .
(II-16) E§_ + bi =0 1=1,...40
Considérons les caractéristiques ct et intégrons (II-16) sur C' entre deux
points P et Q ; on a
i i Q
(I1-17)  vi(P) - vH(Q) = - { bdy.
P
Prenons l'axe des x pour (L) et considérons un point P de coordonnées (&,n)

situé au voisinage de cet axe (y > 0).

P(g,n)

Pl Pi

Figure II-1
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Les n courbes caractéristiques passant par P ont pour équations :

(II-18) X = gi(y,g,n)-(intégrales de (II-14)) et coupent l'axe des x

en n points Pi d'abscisses X, = gi(O 5 &), 1 =1,...,n.
La condition (II-11) du probldme de Cauchy entraine
(II-19) vi(x,o) = Yi(x) sur l'axe des x pour a < x < b
i=1,...,n.

Les ¥'(x) étant supposés satisfaire & 1'hypothdse (y) de la section 3.

En intégrant le long de c' on a maintenant :

o . n
vi(E,m) = vl(xi,O) - {0 b, dy
i i n
(I1-20) v (g, = vix,) -S b, dy
1 0 1.

i=1,...,n.

Les n équations différentielles ont été remplacées par un systéme de n équations
intégrales dont les inconnues sont les vl(x,y), i=1,...,n. Une solution de (II-13)

avec (II-19) est solution de (II-20) et réciproquement.

Considérons maintenant 1'opérateur intégrale T qui transforme un systéme de

fonctions v' i = l,...,n en un systéme de fonctions w> i = l,...,n, et tel que :
i i N i i
(I1-21) T(v™) = ¥ (xi)- g bi(v (x,y))dy = w(&,n)
0

étant entendu que :

x = g;(y 5 &n) x; = g;(0 5 £,n)



II-10

i i
kL = T
P.D. Lax et R. Courant [5] ont montré, sous certaines hypothdses, que la

i i . .
Partant de Vo T ¥7(x) on peut alors construire la suite v
suite des V) converge vers une solution v (en notation vectorielle) de

(II-13) ayant des propriétés précises Ethéoréme sect. Vj.

Ce qui précéde peut &tre étendu au cas ol les équations sont

qua’ ilinéaires. Il apparait alors deux difficultds nouvelles :

- D'une part, les courbes caractéristiques ne sont plus connues
a l'avance, c'est-d-dire ‘que les Css dépendent cette fois de

u(x,y).

- D'autre part, il est délicat d'introduire les nouvelles fonctions
inconnues vl(x,y) comme nous l'avons fait précédemment par (II-12)
car b, contiendrait cette fois des dérivées premiéres par rapport

d x et par rapport d y de la fonction inconnue u(x,y).

P.D. Lax et R. Courant ont pu cependant ramener ce probléme au pro-
bléme précédent (c'est-a-dire a des équations de la forme de (II-13). Dans
le souci de ne pas &tre trop long, nous ne développons pas ce point et

engageons le lecteur d se reporter 3 la référence [5, sect. 41.
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Toutefois, il est important de noter que la construction de la solution
ne sera évidemment pas exactement la méme que précédemment, les caractéris-
tiques Ci n'étant pas connues a l'avance, elles devront cette fois &tre ob-
tenues par un procédé d'itération identique 3 (II-21). Nous ne démontrerons
pas ce théoréme. Le lecteur pourra trouver tous les détails de la démonstra-
tion dans [51. Mais le théoréme qui va suivre est important puisqu'il ren-
ferme les hypothéses d'existence et d'unicité d'une solution sur lesquelles

nous reviendrons trés fréquemment dans la suite.

V - THEOREME FONDAMENTAL

Etant donné le systéme d'équations gquasilinéaires de type hyperbolique

(s) vitc..vi4+Db. =0
y X

Avec :
i i .
(c) v (x,0) = ¥7(x) i=1,2,...,nsur |x| <a
telles que aucune des caractéristiques ne soit tangente 3 1l'axe des x.

. . i . . .
Si : - les n fonctions ¥ (x) ont des dérivées premidres continues telles

que :

|Wi(x2) - W;(xl)l §_A|x2- ]x21 < a, |xl] <a

1
A constante positive indépendante de x.

i=1,...,n.

- les fonctions cii(x,y,v) et bi(x,y,v) sont pourvues de dérivées
. . . i,
premiéres continues par rapport aux n+2 variables x,y, v 1=l,...,0
et si ces dérivées vérifient une condition de Lipschitz par rapport

~

i
d X, ¥y V .
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Le systéme (S) avec (C) admet une solution unique dans une région R

du-% plan supérieur 3 l'axe des x limité par |x| < a et les caracté-

ristiques issues des extrémités de cet intervalle.

De plus : ‘

- v(x,y) vérifie la condition initiale (C) et a ses dérivées premidre:
continues qui vérifient une condition de Lipschitz partout dans R,
ce ‘qui entralne que : |

lvi-vt| < k* i=1,...,0

i . sa .
ol K~ est une constante positive pour tout i.

- v(X,y) est unique pour des conditions initdales déterminées.

VI - REMARQUES DE COMPARAISON AVEC LE PRDBLEME POSE

a) - Le systéme (I-5) de notre probléme, obtenu au chapitre I, est de la
forme du systéme (S). Généralement, les c;: et les b,, i = 1,2. ne

dépendront que de v(x,y).

b) - Rappelons que nos fonctions inconnues, appelées £(x,y) etn (x,y) doi-

vent vérifier le systéme :

u

E T cll(E,n)Ey b, (g,n)
(II-23)"

n, * c22(€,n)ny = bQ(E,n)

Prenons les gi et n, telles qu'elles sont données initialement sur OA.



alors

II-13

Figure II-2

a.- OA n'est pas direction caractéristique

B.- Sur l'intervalle OA, les £. et n. ont.des dérivées premidres . continues
, i 5 2

K]

vérifiant une condition de Lipschitz :

I

805708, Gry oy ] < 0[5y 4y |y |

[y (Rpa7p) =y (1 sy )] < 8y %)) [+8,[y,y |-
y.- Les fonctions C11° Cooo bl et b2 sont pourvues de dérivées premiéres

continues par rapport 3 £,n et si ces dérivées vérifient une condition

de Lipschitz par rapport d £ et n,

.
.

en vertu du théoréme d'existence et d'unicité, le systdme (II-23) admet une
solution unique dans une région Zl,du-% plan supérieur 3 l'axe des y limitée

de plus par les deux caractéristiques issues des extrémités de cet interval-

le.
De plus, cette solution vérifie une condition de Lipschitz partout dans Z;

et elle est unique pour les gi et n. initiaux donnés sur OA.
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Donc, si on ne tient pas compte de la discontinuité au point 0O, les conditions

ci-dessus seront en général obtenues et une telle solution pourra &tre construite
dans la région Ly

D'autre part, il doit exister £(x,y) et n(x,y) sur OB, et on prévoit, physique-

ment que & et n doivent vérifier des hypothéses de "régularité" analogues 3
celles précédemment citées sur OA. Donc, toujours en vertu du théordme d'exis-
tence: et d'unicité, on peut prévoir l'existence d'une solution unique dans une

région o bornée par OB et les caractéristiques issues de O et de B.

c) - Deux cas peuvent maintenant se présenter :

1) - Ou bien les régions L, et L, se superposent et on admet 1l'existence
d'une ligne de discontinuité L (Figure II-3).
L
B
‘ Figure II-3
0

On connait alors des relations de "saut" pour £ et n 3 travers cette

ligne L.,

2) - Ou bien;-zl et I, sont disjointes - (Figure II-2), et il existe une
zone 22 dans laquelle on ne peut mathématiquement rien conclure a
moins de se donner une condition de jonction supplémentaime. C'est
ce dernier cas que nous étudierons et pour lequel nous rencontrons

de grosses difficultés.



EXEMPLES DE METHODES AUX DIFFERENCES FINIES

I - METHODE DE MASSAU (Intégration approchée le long des caractéristiques).

Reprenons. le probléme de Cauchy (II-10) - (II-11), nous noterons c,. par c.

pour simplifier 1'écriture.
j=n . .
(III-1) £ oa,.(ud +c,ud)+d, =0
5.1 130y i7x i

1=1,2,00.,0
Avec la condition de Cauchy :
(I11-2) uj(x,yo) =‘fj(x) sur (L) d'équation y = yo(x)
j = 1,2,600,0 a <£x <b.

Pour simplifier, nous envisagerons le cas n = 2 et nous supposerons de plus que

la matrice A = (aij) est la matrice unité, de sorte que (III-1) se réduit 3 un

systéme de la forme (II-13)
(III-3) u +c,ul+4d, =0
y 1 X 1
i-= l,’2.

Remarque :
Le systéme d'équations de Sokolovsky est de la forme (III-3).
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Comme il a été indiqué au chapitre II, section 4, chaque équation de (III-2
peut &tre remplacé, le long de chaque caractéristique‘cl, par une simple équatior
différentielle (3 condition de paramétrer convenablement chaque équation de chy

dui

(ITI-4) (—1-:; + di(u) =0 i=1,2,

D'autre part, les caractéristiques ont pour équations les intégrales x(y)

de :

dx

(II1-5) Iy " ci(u) i=1,2,

Et la condition de Cauchy (III-2) s'écrit maintenant

(III-6) ul(x,yo) = f}(x) sur (L) d'équation y = yo(x)

Nous savons, en vertu du théoréme d'existence et d'unicité du chapitre II,
que sous certai?es hypothéses de continuité, dérivabilité et de Lipschitz pour
di(u), ci(u),cfl(x) ety = yo(x) le probléme de Cauchy (III-4) - (III-5) avec
(III-6) admet une solution u(x,y) unique pour x,y appartenant 3 un certain do-
maineii au voisinage de (L) dans la direction des y positifs,& étant limité par
(L) et les deux caractéristiques issues des extrémités de (L), et que u(x,y)
est continue, dérivable et satisfait & une condition de Lipschitz par rapport

d X et par rapport 4 y ¥x,ye .

a) - METHODE NUMERIQUE

Prenons sur (L), deux points voisins P, et P, (Figure 1) et considérons
les deux caractéristiques Cl et C2 issues respectivement de P, et de P2 qui se
coupent en Q¥ au voisinage de (L) dans la direction des y positifs (deux autres

caractéristiques se couperaient dans la direction des y négatifs).
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On se propose d'associer aux 4 équations (III-4) - (III-5) avec la condition
de Cauchy (III-6), dont la fonction inconnue est u(x,y) péur X,y & 0, 4 équations

. o s . 1 2
aux différences finies dont les inconnues seront appelées v, v°, X, Y.

(L)

Figure ITI-1

> x

Pour cela, on considére les tangentes aux caractéristiques ct et 2 dont
les pentes sont calculées aux points P, et P2 ( Figure III-1), elles se coupent

en un point Q (dans la direction des y positifs) ol on se propose de calculer :

vH(Q), vA(Q), X(Q), Y(Q), vH(Q) &tant mis pour vi(X(Q),¥(Q))

par :
X(P;)-X(Q) = (Y(P;)-¥(Q)) x ¢ (P,,v(P,))
i=1,2
(I1I-7)
vH(Q) = V(R = (Y(P)-Y(Q) x d,(P,,v(P,))
i=1,2
c;(P,,v(P,)) est mis pour ci(X(Pi),Y(Pi),vl(Pi),vz(Pi))
de méme

. 1 2
di(Pi’v(Pi)) est mis pour di(X(Pi)’Y(Pi)’V (Pi),v (Pi))o
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b) - TRANSFORMATION HODOGRAPHE

Utilisation des variables caractéristiques [3.1,‘E61°

Considérons le systéme quasilinéaire, de type hyperbolique :

(III-8) wbte,ult+d, =0 i=1,2
y ix i

. i
ol ci et di sont des fonctions des u~.

Et la conditlon de Cauchy :

(III-9) ul(x,y ) = (@' (x) sur une courbe (L) d'équation y = y_(x) ;
o : o

En chaque point du domaine Q, il passe deux caractéristiques distinctes appar-
tenant 3 chaque famille. On se propose d'utiliser les caractéristiques comme

nouvelles lignes de coordonnées. Il existe une infinité de transformations
x = x(0,B) 3 y = y(a,B)

pour lesquelles a et B sont respectivement constants sur les courbes de chacune

des 2 familles de caractéristiques ; si le jacobien D{x,y) # 0, alors le sys-

D(O‘: 8)
téme (III-8) s'écrit sous la forme canonique :

9X ) aul )

L2 s el X A A A

a8 "1 3B o8 1 3B

(III1-10) 2
& _ . ¥ w8y
o0 2 3a o0 2 Ja

(III-9) est un systéme de 4 équations 3 4 inconnues, x, y, ul et u? des deux

nouvelles variables indépendantes a et 8.
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Pour rapporter la condition (III-9) au plan (a,B), il faudrait trouver
1'image de L. Il semble que ce probléme soit insoluble puisque x et y sont des
fonctions inconnues du probléme. Toutefois, chaque caractéristique coupe (L)
en un seul point (probléme de Cauchy). Si on se donne (L) par 2 équations dépen-
dant du paramétre t : x = £(t); y = g(t), on peut faire passer par le point
P, € L de coordonnées X, = f(tob, Yo = g(to), les droites a= cte, B = cte, ce

qui fixe a = B = t,- Donc, dans.le plan des '"variables caractéristiques" ¢ (@,B)

(L) devient la premidre bissectrice d'équation a-8 = 0.
p q v

Considérons 1l'ensemble simple suivant :

1]

0, (systéme homogéne)

Supposons que dl = d2

(III-8) s'écrit alors :

i i

U te;u =0 i=1,2
et (III-10) devient :

g = c1 Vg

Xy T Co Yy

u'2 = uél = 0.

. . . 1 2 .
Les deux derniéres équations expriment que u et u” sont des constantes suivant
les directions a et B. Supposons que sur (L) on ait une condition aux limites de
1 1 2 o . .
la forme u™-u2 = cte, u~ et u“ peuvent &tre choisies comme variables caractéris-

tiques et dans le plan (ul,u2) (L) est une paralléle 3 la premidre bissactrice
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~

I1 reste finalement 3 résoudre un systéme de 2 équations 3 2 inconnues de

la forme :
- '
¥u2 T C1 Y2
(III-11)
Xal % C5 Yyl
avec :
¢ - ¢y # 0.

c) - REMARQUES

La convergence de la méthode numérique de Massau a fait 1l'objet d'une
étude par Friedrich et Lewy Ee] et qui est exposée également dans un livre de
Sauer Eﬁj. Nous y reviendrons au chapitre V.

Notons tout de suite que la méthode est d'ordre h et qu'il n'y aura pas de
condition sur h pour assurer la stabilité et la convergence puisque ' la grille
curviligne est construite par le calcul (ici h désigne l'ordre de grandeur des

distances entre les points de la grille).

L'expérience a montré que les résultats numériques obtenus pouvaient &tre
améliorés en utilisant une ou plusieurs fois les formules (III-7) 3 1l'aide des
valeurs moyennes :

%E((Pihx(Q)I, %[:Y(Pi)+Y(Q)J etc...

Il semble cependant que ce procédé ne puisse pas augmenter l'ordre ensh au sens

ol nous le définirons au Chapitre IV de la méthode, mais tout au plus diminuer

un peu l'erreur de discrétisation.
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IT - METHODE DE P.D. LAX-R.COURANT-ISAACSON et M.REES
(voir [%J, [;QI).

a) - Pour exposer cette méthode, on peut sans trop compliquer les notations,

reprendre le systéme (III-1) avec (III-2) :

- 5 j 3y -
(III-8) z aij.(uy + ey ux) +d; =0

i=1,2,...,n0.
Avec la condition de Cauchy :
(III-9) uj(x,yo) =Aiﬁ(x) sur (I ) d'équation y = yo(x)
j=1,2,...n a < x < b.

Les coefficients aij’ c, et di dépendent de x, y et des n fonctions inconnues uJ.
. oo . 1.2 n
Pour simplifier nous écrirons par exemple ci(x,y,u) pour ci(x,y,u SU L., ).
" e . L e " PP dx .,
Les '8irections caractéristiques" sont définies par c, = ay® -1 = 1,2 et nous
supposerons toujours que pour a < X b, les tangentes a (Io) ne sont Jjamais

paralléles aux directions caractéristiques.

Il est toujours possible de contruire une famille F de courbes (Im) d'équations
Yy = y(x,m) dépendant du paramétre m telle que Y, ~F. Une telle famille peut

étre obtenue, par exemple, par translation de I, dans une/ direction fixe.

On se propose de choisir convenablement des points sur les (Im), l'ensemble de

ces points constitue une '"grille".
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Soit Q un point de la grille, situé sur (Im) et Q' et Q" les deux points

de la grille les plus prés de Q (Figure 2) et de part et d'autre de Q.

Im+l

Q'
Q"

Q

Figure (III-2)

Le maillage obtenu doit &tre tel que les droites passant par un point P
situé sur LI (Figure III-2), et tangentés aux caractéristiques.au point P. .
tombent entre les points Q' et Q". Nous verrons en effet que la convergence de
la méthode dépend de cette condition [Ch. v]. |

Nous allons associer au systéme (III-8) dont la solution exacte est le
vecteur u(x,y), un systéme d'équations aux différences finies dont nous désigne-
rons la solution par v de composantes vj j=1, 2,...,n.

Soit V?Q) une solution approchée de (III-8) calculée au point Q de la gril-
le sur la courbe (Im et désignons par Q; le point d'intersection de la corde
QQ'" (ou QQ") avec la droite de pente ci(Q,V(Q)) passant par P. Autrement dit,
par le point P, on fait passer les droites tangentes aux caractéristiques dont
les pentes sont calculées au point Q, et suivant la valeur de ces pentes, Q.

i
tombe soit entre Q et Q', soit entre Q et Q".

L]
Le systéme d'équations aux différences finies approchant le systdme (III-8)
est le suivant :

| -n VI (2) v (Q,)
(III-10) El aij(Q,v(Q)) x ( by ) + di(Q,v(Q)) =0

i
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by, désigne la différence entre les ordonnées des points P et Q;-
Pour une certaine valeur de i, Q tombe entre Q et Q' (respectlvement Q et QM)
et vJ(Q ) est obtenue par 1nterpolatlon linéaire entre les points Q et Q' (res-

s

pectlvement Q et QM)
(II1-11)  v3(Qp = vI(@+r,(Q,v(@)x(vI(QM)~v3 ().

A étant tel que, vectoriellement on ait

(III-12) Q; = Q+Ai(Q'-Q).

Il est clair que A; dépend de Q, vi(Q), ci(Q,v(Q)) et de la géométrie des

courbes (Im).

(III-10) - (III-11) - (iII-lQ) donnent les vl(P) i=1,2,...,n explicitement

en tous les points de la grille, en partant des v (Q) i = 1,2,...,n sur (IO),

et pourvu que :

detlaijl #0 .

B) - Simplification de aq.

La méthode suivante est une simplification de o dans le cas ol il est

possible d'utiliser une grille rectangulaire. C'est le cas, par exemple, si (Io)

est paralléle 3 l'axe des x. La grille est alors l'énsemble des points :
X, = 2h, Vg = nk

ol k et h sont les "pas" choisis respectivement suivant les directions Ox et Oy.
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y
T n+l

*®
y

T
'_l
)

2+1

(ITII-8) peut alors &étre "approché" par le systéme d'équations aux différences

finies suilvant

3 J 3 ]

jn . R 5
(III-13) I oa;s(2,n) [_n_’.f_}f&_n_a_’l_ + ¢, (2,n) %M] +d,(2m) = 0
j=1
i=1,...,n
E—i‘. Ci(ﬂ,,n) io
I3
. .
si Ci(zsn) 2_0 ui est remplacé par n’zh n,4-1 .

On note aij(z,n), ci(z,n) et di(z,n) pour indiquer que les aij, css 4

sont calculées au point x, = %h, Yo = nk.

)

Le fait de tenir compte du signe des c. permet de préserver au mieux le

domaine de dépendance.
L'ordre des approximations o et B sera précisé au chapitre IV.
Une étude rigoureuse de la convergence et de la stabilité pour les appro-

ximations a) et B) a été publide par R. Courant et P.D. Lax [4], [13] dans le

cas général, quasilinéaire, pour le probléme de Cauchy.



L'étude est assez longue et nous engageons le lecteur 3 s'y référer.
Nous avons préféré dans la suite faire 1'étude de la stabilité dans le cas
d'équations linéaires qui conduit "localement" 3 la méme condition de stabilité
[Chapitres IV et VII. On montre que si, 1'inégalité ‘
(III-14) mgx(%-]cil) <1 i=1,2,...

i

est satisfaite, alors les approximations sont stables.

Notons que pour la méthode a, (III-14) revient 3 supposer que les points

Q; doivent nécessairement &tre pris entre Q' et Q" (sect. 2-qg).

ITI - SCHEMA "CENTRE" (8]

A la.méthode B, on préfdre parfois, utiliser un schéma "centré" en rem-
lagant u ar
plagant —— p
J _oJ
Vn, 241V n,8-1
2h

ui est une a roxlmatlon d'ordre h our la dérivée de uJ ar rapport a x
q PP a ordre n p p PP

tandis que —(V 41" n 2) est une approximation d'ordre h [Ch. IV, sect. A -5].

Les équations aux différences finies s'écrivent ici

‘o N =3 J J
j=n v -v v -v

- n+l,% n,% - n,&+1 n,2-1 < _
jil aij(z,n) [- P + ci(z,n) . T I + di(ﬂ,n) =0

=3 _1lr] o]
Vn,t T 2%, 0417 V0, 01
(2,n) ij(xg’y »V ,2) etc...

I1 existe bien d'autres méthodes aux différences finies pour ce probléme,
nous ne pouvoms pas les exposer toutes. La méthode des coefficients indéterminées

exposée au chapitre IV en fera apparaitre une autre que nous utiliserons en pratique.






CHAPITRE -1V

STABILITE ET CONVERGENCE DES APPROXIMATIONS AUX

DIFFERENCES FINIES

INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré a des notions importantes de stabilité et de conver-
gence des approximations aux différences finies. Nous nous sommes référés de trés

prés au livre de Godunov et Ryaben'kii [7] et & un cours de Monsieur le Professeur

GASTINEL [lOI. Nous rappellerons également quelques résultats de Von-Neumann dont
les travaux développés ensuite par d'autres auteurs [il], [}4] ont été importants
et trés utiles dans ce domaine.

Les exemples simEles.que nous traiterons ont été choisis de telle sorte
qu'ils nous soient utiles dans la suite. Ce sont tous des cas d'appfoximations

linéaires. En fait, on peut étendre les résultats obtenus aux cas non lindaires

en cherchant des conditions de stabilité, locales (3 supposer les coefficients
constants) ; cette méthode, dle & Von-Neumann, est empirique, mais 1l'expérience

a montré qu'elle est valable.
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A -
A-1 - APPROXIMATIONS D'OPERATEURS

Soient :

# E et T deux espaces de Banach munis des normes || IIE et || IIF
% A un opérateur de E dans F.

% h un paramétre variable dans lo,ho[

* B et Fy deux espaces de Banach de normes || "Eh et || ||'Fh

% Deux applications linéaires, continues ry et sy appelées restrictions

respectivement de E dans Eh et de F dans Fy.

® Ah un opérateur de Eh dans Fh

A

(M

N\

A

E, ey

i T L
0
T

Définitions :
(1) On dit que || ”E (resp. | Ilf ) est compatible avec [ "E (résp I ”P
h h
si lim e ull. = || Vu ¢ E. .
hoO h Eh E

(respectivement lim ||s . v]|. = |v] ¥ e F).
had h Fh F
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(2) a) Un opérateur A, est dit consistant a l'opérateur A si, pour tout u « E,

(Iv-1) lim [|A, (r,u)-s, (Aw)|. = O
150 | hURTTh Fy

On dit encore que Ah est une approximation de A.

b) Un opérateur A, sera une approximation de A 3 l'ordre p en h,

si, pour tout u ¢E,

(IV-2) Ay (r,0)-s, (AW < 0(n®)

(o(r?) signifie qu'il existe une constante M positive et indépen-
dante de h telle que o(k?) < M vP).

(3) Stabilité

a) - Une famille d'opérateurs linéaires A, est stable , s'il existe une

constante K indépendante de h telle que, pour tout u, € Eh’
h e Jo,n [ :

(IV-3) laull. < K |
nUhllp nle,

La stabilité est donc une propriété de continuité uniforme en h

de la famille Ah.

b) - si Ay est un opérateur non linéaire, de E, dans P il est stable

si pour tout € > 0, il existe &(e) > 0, indépendant de h, tel que

(IV-4) ”uh_uh”Eh < 8(e) entraine ”Ahuh—Ahuh"Fh< €

€E .

pour tout u,, uy h

h

Dans le cas d'un opérateur linéaire, les deux définitions sont évidemment
=

équivalentes.
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A-2 - PROBLEME

Etant donnés les espaces de Banach E et F, soit f donné dans F et cherchons

u € E telle que
(Iv-5) Au = f
Noﬁs supposons que A-l existe.
On se propose "d'approcher" (IV-5) par :

(Iv-6) Ay, = £ ' '

Nous dirons que (IV-6) est une approximation d'ordre p en h pour le probléme

(IV-5) si, pour tout u € U

(IV-7) ||Ahrhu-shAu||Fh <k Bl Hfh-shf“Fh skpF2  p = min(p, ,p,)

(1) Approximation convergente

(IV-6) est une approximation convergente d'ordre p en h pour le probléme (IV-I

s'il existe une constante M indépendante de h telle que :
- _ P
(1Iv-8) ”uh rhu"Eh <Mh

(u et uy respectivement les solutions de IV-5 et IV-6).
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(2) Théoréme

Si 1'opérateur A, est consistant 4 A et si 1'opérateur Ahl est stable,

alors (IV-6) est une approximation convergente.
Demonstratlon :

-1 . -1 _
- A, existe et w = Ah fh 3 Au = f.

- lim |A,r u-s,Au|,. =0 lim| £ -s f|. =0
hsO h"h™ “h Fh ? ho0 h “h Fh

- Etant donné e, il existe 6(e) tel que
e - -1 -1z
"fh—fh”Fh < 6(e) entraline ”Ah £ A fh”Eh< €
donc :

-1
hTRY Ah fh - Ah s. f + Ah s Au - (Ah hu)

u

Huh-rhu”E < 2e pour h assez petit.
h

c.q.f.d.

A-3 - CAS D'UN PROBLEME AUX LIMITES

a) Probléme différentiel s

Soit Q un ouvert de R" de frontiére T

et soit Ty des parties guelconques de T.
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Cherchons une fonction u(x) définie sur Q+I' et telle que

Du(x) = f X €Q
(Iv-9)

diu(x) = q& X €T, i=1,2,00.,m
f ettfi étant définis respectivement sur Q et I (i =1,2,...,m) D et d; (i=1,2,..
sont, d'une maniére générale, des opérateurs différentiels. diu(x) = qg i=1,2,...

exprime certaines "conditions aux limites"

b) Approximation

b.1) - Soit h un paramétre ¢ ]O,hO['auquel nous ferons correspondre

. . . N " . " o N
% un ensemble fini de points Qh.C.Q+P ("grille") de frontiére Fh.

% une "fonction grille" notée Uy définie sur Q-

b.2) - D, est un opérateur qui 3 toute fonction grille uy définie sur o

fait correspondre une fonction grille Dhuh définie sur une partie

O ~ o crs . s
Q de { - Dy sera un opérateur "aux différences finies".

b.3) - d,, est un opérateur (aux différences finies) qui, & des fonctions
grilles uy définies sur Fih fait correspondre des fonctions

1=1,2,...,m.

dihuh définies sur Pi

h’
b.4) - Remplagons maintenant le probléme (IV-9) par le probléme aux dif-

férences finies

Duy = £y

(IV-10)

dihuh = q&h i=1,2,...,m
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Désignons par

b.5) -

b.6) -

b.7) -

U et F les espaces normés des fonctions u et f définies dans

Q@+l et T

- ©, les espaces normés de fonctionsﬂ-fi définies sur I,

(1 =1,2,...,m)

- Uh et Fh les espaces normés des fonctions u

Qh et Ph

h et fh définies sur

. . o
¢., les espaces normés des fonctions qgh définies sur Iy -

Ceci posé, on admettra que les normes sur Uh’ Fh’ Qih sont

compatibles c'est-a-dire :

m | I, =0l 5 m || . =1 .
hs0  Yh U ° 15 H F
lim || I% = | ”@i i=1,2,...,m.

h~+0 ih

D'autre part, nous admettrons que des "conditions de compatibilité"

sont satisfaites pour les fonctions 4&h aux points de Pih ol elles
sont définies (i = 1,2,...,m).

Les conditions de compatibilité sont les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'il existe au moins une solution satisfaisant

a dihuh =({ih i=1,2,...m.

Solent Ty Sy °in et %n les restrictions

T
h P

u €U —~wwarhu € Uh définies sur Qh

f-Upih € U_ définies sur I'%p (1 <i <m)

u € > 04U j, définies sur iﬁ, < <m

s
_ h P o
feF. >shf e Fh définies sur Qh

O,
/, &
q& CI)i““ lh:>chq§ e Qih définies sur Fih (1 <1 <m)
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7 Dﬁ;\, n v dif, /

%

N,

b.8) - (IV-10) est une approximation de (IV-9) d'ordre p en h (les

hypothéses b.5 et b.6 étant satisfaites) s'il existe 2(m+l)
constantes M, N, M., Ni (i =1,2,...,m) (positives et indépen-
dantes de h) telles que pour tout u ¢ U, f € F

¢, €0, i=1,2,...,meth e]o,hO[ :

“ (S D- D )u”F Mhpl s ||fh_shf"1:- by th2 H
(Iv-11) h
I Co5pyd;-a hplh)u" R "<I> < N

i= l,2,...,m p = min(Pl’P2’p3’P}+)

c) Stabilité

Nous utiliserons les définitions de la section A-2 en notant que 1l'opéra-
teur A est ici formé de l'opérateur D, et des opérateurs d, i=1,2,...,m
h ih

1 el que

B b. 4] et nous nous intéressons a la stabilité de 1'opérateur Ay

uy = Ahl fh. Les définitions seront donc ici les suivantes

c.1l) - L'approximation (IV-10) est totalement stable si pour tout h € |0,t

et tout € > 0, il existe 6(e) tel que si :

]lfh—fhlth < 8(e) et oy, th]| < 8(e) (i=1,2,...,m)
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alors ”uh_uh”Uh < e

~

pour tout u, tel que D

~ ~ ~

pip = £ et dgu = q&h i=1,2,...,m
Remarque : si Dh et dih i=1,2,...,m sont des opérateurs linéaires, la
stabilité totale s'exprime simplement de la manidre suivante
il existe m+l constantes positives N et Ni’ indépendantes de h tel-
le que

(Iv-13) |l < N||f

=m
| le = 2 Nyl
nly, nie T E N finlle

c.2) -

c.2.a) - Stabilité par rapport aux conditions aux limites

L'approximation (IV-10) est stable par rapport aux q (q < m)

conditions aux limites de i = 1,2,...,q9 si pour tout h e_]o,ho[

et tout e > 0, il existe 6(e) tel que

si
II"?ih"FihlLf < 8(e) i=1,2,...,q
alors ih 7
oy -ull, < e
h "h Uh

~
pour tout Uy tel que :

~

Dhuh

=H s dpw =P, lxisca ;o dpu =4

c.2.b.) - Stabilité par rapport au membre de droite

L'approximation (IV-10) est stable par rapport au membres de droite

si pour tout h € |0,h [ et tout € > 0, il existe §(e) > O tel
p o

que
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si
Hfh- h"F < 8(e)
alors
lu,-ully < e
h "h Uh
Vu :Du =f , dyu = qﬁh i=1,2,...,m

d) - Convergence

(IV-10) est une approximation convergente d'ordre p en h, s'il existe
PP g P

une constante M positive indépendante de h telle que :

(IV-14) “uh—rhu”Uh < MhP

e) - Théoréme

Pour (IV-10), on peut énoncer le théoréme de A-2 sect. 2

Si le probléme (IV-9) admet une solution u € U et si 1'approximation (IV-10)

d'ordre p en h est stable, alors (IV-10) est aussi convergente d l'ordre p

|en h.

A-4 - EXEMPLE D'APPROXIMATION ET D'ETUDE DE LA STABILITE

Pour illustrer les notions précédentes, voici un exemple trés simple.

A-4-1 - Considérons le probléme différentiel : .
ou ou _ _
5y te-——=f (¢ = constante)

(Iv-15)

d(u(x)) u(x,0) = {(x).



u(x,y) est la fonction inconnue, supposée définie sur tout

Q+T C.R2 = {-=<x < to, 0 <y <Y} et (f(x) est définie sur

I' = {-» < x < +o, y = 0}. Nous admettrons que u(x,y) € U espace des fonctions

2 fois continuement différentiables.

Considérons la grille @ = {xj = jh, Yy = nk j=0,21, £2,...
n=20,l,...,N

En général, on fait k = gh (o = constante).

Soit :
n+l_n n_n
e T R M = N S
(Iv-186) Dyu, = k +c A = fj
j=0,21, %2,...
n < N-1.
Pour simplifier, nous admettrons que £ = shf.

Remarques - Le systéme de Sokolovsky est constitué par deux &quations quasi-
[emargues y P q gquasi
linéaires (c ‘dépend de u) du type (IV-15).

(IV-16) est la simplification B du chapitre III, Sect. 2.

Iei, ¢, = u, (x,0) est définie sur I, = {jh, 0 | j = 0, #1, #2...} T

h

Formons

1
{DhrhU}? =‘i[ﬁ(xj,yn+k)-u(xj,yn}1+-%[ﬁ(xj,yn)-u(xj-h.yn)].

D'aprés l'hypothése de régularité pour u(x,y), on peut écrire

2

3
. . k k™ (3) .
u(x,y+k) = u(x,y)+ku3‘/_(x,y)+ - u;Q(x,y)+ 3T uy3 (x,y+elk} 0<8;, <1
n? n® (3
u(x-h,y) = ulx,y)-hu!(x,y)+ 5 up2(x,y)- 37 U3 (x-6)h,y) 0 <6, <1
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Ce qui donne :

on_ gt 1 K g S pan 2.2
{Dhrhu}j uy(xj,yn)+cux(xj,yn)+ 7 42 3 hulr+0(h™, k")

n _ n_k - C gn 2,2
{Dhrhu}j = {sh(Du)}j+ > qu(xj’yn) 5 huxg(xj,yn)+0(h k)

si k = rh, on a finalement :
n _ n
(Iv-18) {Dhrhu}j = {sh(Du)}j+O(h)ﬂ

D'autre part :

- les conditions de compatibilité sont ici trivialement satisfaites.

choisissons les normes :

”uHU = max |u| "an = max |f| ||<~f(x)||<I> = max ||
X,y € X,y € f ‘ XeT

alors si :

||uh||Uh o W3 HthIPh - _r;a:zlfrill 5 IILFhllq,h = mg}ijl
j =0, 1, *2,.. n = 0,1, o N
On vérifie facilement que les normes sont compatibles.
D'aprés (IV-18), on a alors immédiatement : .

”Dhrhu-shLu"P < 0(h)
h

D'autre part, on voit que :
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Hdhrhu—ohduuéh =0

Donc, (IV-16) - (IV-17) est une approximation du premier ordre en h.

Stabilité :

Nous avons besoin de faire 1'hypothdse supplémentaire : ¢ > O.

POSOHS'% ¢ =r > 0. On a la schéma explicite :

n+l n n n n < N-1
u, = u. (1-r) + ru, + kf, .
J J J-1 ] J =0, 1, *¥2,...

Supposons r < 1 , alors :

n n n, |.n n
|uj(l—r)+ruj_l < m§X(|uj|,|uj_l|) :_mgxlujl

J
d'ol :
5™ < maxuf] + x| £]] i [ e Nl e <<t
J

donc
03 < max |+ e

J 3 J h
et

max{u?+l| < maxlu?| + K| £

(h)"
j 3 Fyy

En ajoutant toutes les inégalités obtenues pour tout n < N :

max|u?+l] < max|ul| + (n+l)k”f(h)"
. j . J Fh

J ]

(h
< [fyllg + e ’th
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ce qui prouve la stabilité totale pourvu que '%-c < 1.

On peut montrer de la méme fagon que le schéma

n < N-1
n+l n n n
u. © =ru, . + (l-r)u, + kf. .
] jt+l )3 j - < J < 4w
a ‘s o .
avec la méme condition uj =§P5 —® < J < 4o
et avec c < 0, est stable totalement pourvu que -§|c| <1

(stabilité "conditionnelle").

A-5 - METHODE DES COEFFICIENTS INDETERMINES Bﬂ

A-5-1 - Cette méthode permet d'obtenir des formes plus générales d'approximation.

Nous traitons le cas intéressant suivant :

Soit 1'équation :

ou ou _
(Iv-19) 5y oo = f(x,y).

On se propose de construire un schéma s'écrivant sous la forme générale

oun+l n n n n

Dhuhi a 3 +a_lu. +a u. + a.u. = f

j-1 0] 173+1 j
On peut montrer [ } ] que :
1) On peut trouver ao, a_l, ao et al tels que

HDhrhu-shDu”F = 0(h)
h

2) Il est impossible de trouver des coefficients tels que l'approximation
soit d'ordre h2.
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3) On peut trouver des coefficients tels que D, approche 3 1'ordre h2

1l'opérateur Dﬁ défini par

® 1 -9 9 _
Du = Dut = rh[éy (Du)+ ™ (Du)] = P (£) avec
I O
Ph—Ex2rh[ay+ax]
Une solution de Du = f est aussi solution de Dﬁu = P u.

Les deux premiéres propositions s'obtiennent facilement. En supposant
u(x,y) assez régulidre pour utiliser les développements en série de Taylor, on

k -
a: (3 le] =m)
n _ (o] . (o] .
(Dhrhu)j = (a +ao+al+a_l)u(jh,nk)+a I‘huy(jh,nk)

. l o022 .
+ (al-a_l)hux(jh,nk)+ Far h uyy(jh,nk)

1 2 . o 3,3 3 3
+ E(al+a—l)h uxx(jh,nk)+0(a r°h”, a;h”, a_jh )

n o n, o
. = .t
(D, r u)J a rh(Du)J (a ta_ta

n"h +a_) Ju(3h,nk)

1
o . l o022 .

+ (a r+al-a_l)hux(jh,nk)+ Farh uyy(jh,rk)

o 3.3

1 2 . 3 3
+ E(al+a_l)h uxx(jh,nk)+0(a r°h", alh . a_lh ).

L'approximation sera d'ordre h si

o _ . o _ . o) _
arh=1 H art+a,-a_ 0 H a +ao+al+a_l 0
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Ce qui donne 2 solutions :

o _ 1 _ _ pr=-1 _ 1
@ *mhc %170 BT T og
et
o_ 1 1 _ 1 _ 1
a = a . = a = - = a; = -5

-1 2hn° o rh

La premiére correspond au schéma (IV-16) et la seconde donne le schéma :

i-un+l-un) —'J;(un -0 ) = £
h™™j 3 2h" 7j+1 j-1 3

(ceci est a peu de chose prés le schéma y du Chapitre III).

I1 est clair qu'on ne peut pas, (3 moins de prendre un plus grand nombre de

points de la grille) trouver une approximation d'ordre supérieur 3 h.

On vérifie en effet que :
1l o

2.2 1
S>arh uyy + E(al+a_

2 033 .3 3, _
l)h u t O(ar"h »a;h”,a_jh ) = 0(h)

La 3éme proposition s'obtient de la manidre suivante, on a :

P - 9
3; u = o u + Du
32 9 9 d ,9d )
;;5 u = 3y O utDu) = 3;(3; u) + 3y (Du)
2
=9 (9 9 =9 9 9
= = (3X u+Du) + By(Du) = ax2 Ut (Du) + 5y (Du).

D'ol, en utilisant le résultat déjd trouvé pour (Dhrhu)? :
s

)huX

n o n o o
(Dhrhu)j a rh(Du)j + (a +ao+al+a_l)u+(a rta;-a_;

1l _o022r0 3 n
arh [ay(Du)+ gi(Du)Jj

1 o 2 2 o 3.3 3 3
ts (ar +al+a_l)h uxx+0(a r°h ,alh ,a_lh )
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Cherchons ags ao, a; et a_l tels que :

r © -
ao+a +al+a_l =0
(aor+al—a_l)h =0
2 _
(aor +al+a_l)h =0
Larh =1
on trouve :
o_ 1, a = - 1 + a 2 l-r a = - l+r
& T LT Tmtw -1~ "2n® %17 T %R
n _ n 1 -9 _ 9 n o 3.3 3 3
(Dhrhu)j = (Du)j+ > rh[ay(Du)+ ax(Du)]j + 0(ar°h”, a;h”, a_;h")
avec :
0(a’r’n’, a)h®, a_n?) < om?).
Donc
£ \n 2
(o, r. wt = (0¥ + on?).
h"h™ "] h™7"j )

On a donc mis en évidence 1'opérateyr Dﬁ approché & l'ordre h? par D :
3 2
”Dhrhu—shDhuH < 0(h*)

et défini par :
t 1 d ) -
Dpu = Du + = rh[—ay (Du)+ —Bx(Du)I = P, (Du)
_ 1 0 d
P =E+ E-rh(3§ +-3;).

L'opérateur Lh est alors donné par :

n_ n+tl _ n 1 n _n 1k 2. n n,.n n
(Iv-20) (Dhuh)j Tug =g r(uj+l uj_l)+ 5 =5 ¢ (uj+l—2uj+uj_l)+kfj
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A-5-2- Remarques

Si on procéde comme dans A-4-1 pour l'approximation

e L e _ D

Dpuy = gy 5 REI IE #

pour (IV-19) (ﬁ? =-%[ Gyt -ll) est d'ordre h si ¥ = rh.
Par contre, si k = rh2, on trouve :

(Dh h)j = (Du ) - = u"2(x ' ) + 0(h? )

Autrement dit, on a une approximation d'ordre h2.
pour V
(Iv-21) Ao T he ~ 3o 5 = 0.

La ressemblance avec (IV-20) est évidente. Notons que (IV-20) sera en pratique

plus intéressante, pour un méme pas h, si elle est stable pour k = 0(h).

A-5-3 - Etude de la stabilité de (IV-20) [7]

Reprenons le probléme différentiel (IV-15). Soient U (resp. F) les espaces
des fonctions (u est supposé 2 fois continuement différentiable) u(x,y) = u_(x)
(resp. f(x,y) = £ (%)) telles que pour tout y e B)Yj, u (x) €L ]—w +w[

(resp. f (x) € L] e ,+»[) munis des normes :

HuHU max (/qu(x,y)dx)l/Q, Hf||F = max(J’fQ(x,y)dx)l/2
y y

”QIE ( 5 i.f2(x)dx)l/2 (@ c_LQJ;w,+m[)
T

F, et @

h? ~h

auxquelles on peut associer sur les espaces discrets correspondants U h

les normes compatibles :
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max (h 3 |} 2y

n ] ]

1/2.

1]

2,1/2
s gy, = max(n : |£5] ;

]

1]

. 2.1/2
Ik, = & 2 1] 2.

Posons : ’
n_ n 1 n n 1 2, n n:n .
Vj = uj+ 5 r(u:|+l uj—l)+ 5T (uj+l 2u]+uj_l)
_ (L 1.2\ n 2,.n 1.2 1 n
= (2 rt 3o )uj+l + (l-r )uj + (2 r- 3 r)uj_l

k ° e L4 - -
et supposons que : r E-g,l, alors on a 1'inégalité [%] :

—

r V22 < 5 |22
g T3

(souvent appelée "inégalité d'énergie" pour des raisons d'analogie avec des énergies

mises en jeu en physique).

Donc :
A VP2 < vhs |d)
- J . J
J J
Comme u?+l =v? o+ kf?, on a :
J | J

/h s |u’§“‘l|2 </h 3 |v’j1 ik /ns If?lQ

] ] J
</hz |2 + x||g |
3 J h Fh .

En ajoutant toutes les inégalités obtenues pour n = 0,1,2,..., on obtient :

/hoz [u?* 2 < /h 3 0% + (n+l) k||£ |
i3 ;3 *
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(ntl)k < Y, donc :

loplly, < YlE N, + 11
nly, < YiEplp i, o,

-~

ce qui prouve bien la stabilité pourvu que r < 1.

% pour j = 0, X1, *2,...

place de

—0<y <t

B-1 - FORME REDUITE DfUNE APPROXIMATION LINEAIRE

Nous traitons cette question a l'aide de 1

reprenons le probléme différentiel :

(Iv-24)

approché par :

v-22)

ou u _ _
%y te-g = £ Q={0<x<X
d, (w) = u(x,0) =¥ (x)
d2(u) = u(X,y) = ¥(y).

n+tl _ n n ..
D uy ug o= uy (1 r)+ruj+l+kfj

; on note également pour simplifier l'écriture I 3 la

]

'exemple suivant :

sur @y = {xeoy, | 3= 0,1,2,00.,0-1, n= o,l,z,...y-lj

(X = Jh, Y = Nk)

¢, sur I'o =T

dyuy = ug = A, 1h = Tin
. .n _ .m o _
d2uh = uJ =y sur F2h = ch

=‘{xj, y=0, 3 =0,1,2,...,J}

"

n=0,1,2,...}
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(cet exemple a été construit par Godunov (1954)).

D'aprés ce que nous avons vu (A-4-1), il est clair que (IV- _.) est une

approximation d'ordre h pour (IV-Z1),

B-1-1 -

* Considérons la nouvelle fonction grille "monodimensionnelle",

n n .n n
u = (uo, Ujsees uJ)
n _n n
= (‘1’ N ul,'... U.J)
o
u© =

= (qg, %&a°~'9q3)
. P n [ .
% Considérons l'espace des u et introduisons la norme :

I = max  |ul|
0<j=d

Une fois normé, cet espace sera noté Uﬂ.

. . n o
L'introduction d'une norme sur l'espace des u , définit une norme sur

l'espace des Y,

max||u"] = max max Iu?I = |lu

I
n n j b Uh

* Puisque le probléme est linéaire, 1l'approximation sera stable si

™y, < Mg, + g
v nle, * hle
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B-1-2 - Forme réduite

n+l n n
% Posons V. = (l-v) u, + r u,
] ] j+l
n n
. = f.
03 7 %

(IV-Q) s'écrit :

u?+l = v?+l + k p?
J J ]

# Soit maintenant le nouvel opérateur Rh” qui & la fonction grille .

1

(ao’al"'f’aJ) I Uh fait correspondre unevfonction grille (bo,b bJ} el

1200

et telle que :

b. = (1-r) a. + r a.
] ] Jj+l

n+l n

I1 est clair que v = Ru (n < N-1).

En introduisant la fonction grille pn = (fg, fg,...) appartenant d l'espace

Fﬂ normé par "an = max |f?| on a finalement :
l<jzg
(IV-23) P Rhun + k ot n=0,1,2,...N-1

° :.(q7o’qyl"°" qﬁ) donné.

Remargue :

Ici R, est un opérateur de dimension finie, dont la dimension augmente

si h diminue, et peut &tre représenté par la matrice : .
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l-r r 0
0 l-r r
M = °
l-r
0 0 0
(Iv-2%) s'écrivant :
ug+l l-r r fg
un+l l-vr r fn
1 1
= +k
£0
1op J-1
un+l 0 0 0 wn+l
J X

B-2 - UNE CONDITION SUFFISANTE DE STABILITE Ei]

Théoréme :
Soit l'approximation linéaire Lyu, = £, mise sous la forme réduite

n+l

-— n n L 3
u = Rhu +kp .

si, pour tout n < N :
la®l iKl(IIfhlIFh + H%’hllq,h)

o™ < xllgll s+ N0, )
2 Wnllp * hlle
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alors, pour n < N

n - . g
IR,| < K est une condition suffisante de stabilité totale.

Démonstration :
n- -
u® = Rhu l+kpn l, de proche en proche on a

n_o n-1 o _n-2 1 n-1
Ry u +k(Rh P HR T Pt...tp )

[
1]

n=0,1,...,N
0y < IRE) 4k JRE 2 0™ M)
o < 1%y Ry o [l+e. o
1 -
P I e T P B

W%llye < Mgl +lg ], 0
Uﬁ h Fh q; @h

avec M = _K(Kl +Y K2) (Y

NK).

Ce qui prouve la stabilité totale.

C-1 - CRITERE DE STABILITE DE VON-NEUMANN

C-1-1 - Spectre d'un opérateur

XA est un point du spectre de l'opérateur Rh' (ici, h fixé éj]O,hg[), si,

pour tout e positif, il existe une fonction u ¢ Uﬂ telle que :

IRpu-rully, < ellull
h Uﬂ Uﬂ
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En général, si u est un vecteur de dimension finie, R, est représenté par une

matrice et on sait alors que le spectre est l'ensemble des valeurs propres de
cette matrice.

C-1-2- Une condition nécessaire de stabilité

Théoréme :

Une condition nécessaire pour que “REH < K est que le spectre de
Rh soit contenu dans le disque |A| < 1. (h fixé e Jo,ho[).

Ce résultat est connu sous le nom de "critdre de Von-Neumann". Pour les

détails élémentaires voir [ill, une théorie plus approfondie est exposée dans [}R].

Ce résultat est trés important, mais sauf pour quelques cas particuliers

(pour lesquelles la condition est également suffisante), on n'a qu'une condition
nécessaire de stabilité).

C-1-3 - Contre-exemple (Godunov 1954)

Prenons le cas de la section A-6-1, l'opérateur R, est représenté par la
matrice
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Nous savons que la stabilité ne peut &tre démontrée que si r < 1. Or le
spectre de R, est ici formé par les deux points

A =0 . A= 1l-pr

Donc le théoréme C-1-2 ne révéle l'instabilité que pour r > 2.

G-2 - CRITERE DE STABILITE DE GODUNOV ET RYABEN'KII

C-2-1 - Spectre d'une "famille" d'opérateurs

Nous considérons maintenant 1l'ensemble des opérateurs Rh pour toutes les

valeurs de h e ]O,ho[. Nous l'appellerons la famille des opérateurs Rh noté :

{Rh}.

Définition

A est un point du spectre de la famille d'opérateurs’{Rh} si, pour tout

e > 0 et tout h ¢ ]O,ho[; il existe une fonction u ¢ UL telle que

IRpu=2u | < el

C-2-2 - Théoréme fﬂ
Une condition nécessaire pour que HRﬁ" < K est que le spectre de {R}

soit contenu dans le disque |A| < 1.



 ETUDE DE LA .STABILITE DE LA METHODE DE MASSAU
ET APPLICATIONS AU PROBLEME
POSE

INTRODUCTION

La convergence de la méthode de Massau a été prouvée par Friedrich
et Lewy [?], [F]. Mais la littérature ne renferme pas, 3 ma connaissance,
d'étude détaillée de la stabilité de cette méthode au sens des notions
exposées dans le chapitre précédent. Dans la partie A, nous essaierons
donc de mettre au point cette question en utilisant d'une part quelques
acquis de Friedrich et Lewy et d'autre part nos connaissances plus modernes

sur les questions de stabilité.

Dans la partie B, nous appliquerons les résultats obtenus 3 deux

problémes aux limites particuliers.

Ces deux derniers problémes réunis constituent le probléme posé,
comme nous le verrons dans la partie C dans laquelle nous espérons faire
apparaitre clairement les raisons des difficultés numériques qui seront

rencontrées en pratique.



A - STABILITE DE LA METHODE DE MASSAU

A-1 - PROBLEME DE CAUCHY

Nous nous intéresserons d un probléme quasilindaire dans le plan des

"variables caractéristiques". (Chapitre III, sect. I-b) et, pour simplifier,
nous considérons un systéme de deux équations 3 2 fonctions inconnues
Fx,u) et ga,u)

of g _
57t (f,g) sx - O

(v-1)

af a8 _
on + a (f,g) M 0

(X et u sont les variables caractéristiques indépendantes).

Des conditions de Cauchy sont imposées sur I' (segment AB de la deuxiéme bis-

sectrice) (figure V-1) du systéme d'axes (X,n) :

£(x,-2) = 4, 00
(V-2) |
g0h,-1) = @,(0) Ag £ A <A

On peut prouver (Chapitre II) l'eXLStence et 1' unlc;xe des solutions f et g

assez "regulleres" pour le probldme (V l) et (V 2) dans le domaine © (triangle
ABC de la figure (V-1)) si les hypothéses suivantes sont satisfaites :

sur tout le domaine Q : : ' -

i) |al(f,g)|, |a2(f,g)| et les dérivées premidres de &, et de a,
par rapport d f et g sont bornées et vérifient une condition de

Lipschitz (Ch. II, sect. I) par rapport & f et g.



ii) |a2(f,g)-al(f,g)| > 6(constante strictement positive).
iii) |PCx Q- A<k -2, |
3 =X ] < k! 12 =2,

(@()) est ici le vecteur de composantes qﬁ(x),<92(x) 3 k et k' sont

deux constantes indépendantes de A).

AN
A7\
N

N A

Figure V-1



A-2 - APPROXIMATION AUX DIFFERENCES FINIES DE MASSAU

On se propose maintenant de remplacer le probléme (V-1) - (V-2) par
un probléme aux différences finies. Pour celd, on utilise la grille Q re-
présentée sur la figure (V-2) et définie par les points u; de la nteMe parail-

léle & AB tel que :
My = oug t (i-n)h i=n, n+l,...,N

Mg + Nh.

A
Les équations aux différences finies sont :

n+l n n+l n

n n

il T Up P e (ggevig) X Iy - vl =0
(v-3)

n+l n n _n n+l- ny _

Ui T up teplugs vy < Iy - vl = o

i=n, ntl,...,I-1

n=0,1, 2,...,N-1 (ici I = N).

D'autre part on a la condition :
— O -

Flupu) =uy =4,
(V-1)

gl-u,,m,) = vd =¢f

i*Mi i~ Toi

sur

oy = Oy = -y | 1 =0,1,2,...1}. .

De la connaissance de q&i et4qzi (i =0,1,2,...I) surT p> (V-3) permet le
- n n .
calcul explicite des u; et v, en tous les points de Qh.
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]

]

]
)
-

\\\ Nn+l

Figure V-2

Soient :

- W l'espace des fonctions w (de composantes f et g) définies sur (Q+T).

¢ l'espace des fonctions {f (de composantes q& et(fQ) définies sur T.

W, l'espace des fonctions Wy ( de composantes u et v) définies sur Q.

1 > Lo e
¢, l'espace des fonctlons<Ph (de composantes q&h,(f2h) définies sur T, .

Nous prendrons pour normes :

max  |w(A,p) |

[l
W A, UEQ

Il

max [P(A) ]| + max |¢i(k)|
reT AeT

respectivement compatibles avec

”Wh”w = max max |w?| i=n, ntl,...,I 3 1 <n< N
(V-S) n 1
’ 1
¢, =max |4.] + max (=Y. -4
PP ogict T ogict-l P fin™h



Notre but est de montrer que

(V-6) lw ). < ellg,]l
nlw, h o

ce qui prouvera la stabilité totale de l'approximation (V-3)-(V-4) si 0 est une

constante, indépendante de h.

Remargue :
En toute rigueur, il faudrait prouver [Ch.\IV, A-B—Q] :
¥e , 3 6(e) tel que si, Vh é:lo,ho[,
~ ~
W{h-q£"® < §(e) alors "uh-udlw < e.
h h
Mais, en utilisant certains résultats de Friedrichs et Lewy, nous serons

amenés a prouver (V-6).

A-3 - PROPOSITIONS PRELIMINAIRES

Pour simplifier 1l'écriture, notons :

n i
ak(u?,vi) = ak’n k=1,2
n_ n
By W= gy v ,
A-3-a - Premiére proposition :
r
si max(lAiunl,lAivnl) < Nh :
i

n+l n n+l n
lors ax( |u. u . A=V,
2-ors ma (| [ i+l Tit+l

PR £ B £ ) <

ol p et N sont des constantes indépendantes de h 3 n >0 ;3 i = n, ntl,...,I-



En effet, le systéme (3) peut s'écrire :

n+l n i+l,n, n+l _n _
141 "% T o T (Vi) S0
(V-7)
ntl _ n i,n, ntl_n _ n i,n n
R T L P NS I AR T MU P
D'ol :
itl,n_i,ny, n+l__n _ n, i,n n
(al o, )(vi+l Vi+l) = Au+an’ ALV
et : IOLi’n|
l n+l_vn | < 1 | n|+ 2 A Vn
i+l i+l' = Iai+l,n_ai,n| i |ai+l’n-ai’n| L
1 2 1 2

En admettant que les hypothdses i et ii soient satisfaites, on obtient :

n+tl n 1 K ‘ n n
m?xlvi+l Vi+l| = G+3) mix(|Aiu I,IAiV 1)
pour i =n, n+tl,...,I-1
n,i n,i
et K une constante telle que max max (|al |,Ia2 I),g K.
N n 1
D'ou :
rmthiwn | < pNh i=n,n+l,...,I-1.
LI+l i+l pITeree
On montrerait de méme que
max|u?+l-u? | < p'Nﬁ i=n ﬁ+l;... I-1.
LTI+l il : . >
A-3-b - Deuxildme proposition :
8i, pour n > 0O, ¢
n i,n, .n n i,n, nj, _
méx{lAiu ta)? ALY |,|Aiu tay Ay |} = M _h

1

i=n, ntl,...,I-1




alors

max{|Aiun|
i

3|Aivn|} < anh

ol q et Mn sont des constantes indépendantes de h.

En effet, écrivons :

.

i=n, ntl,...,I-1

n i,n n _
Aiu t oy Aiv _‘Ki,n
A 4 ol AV = L, O<n<Nj;i=n, ntl,...,I-1.
i 2 1 i,n
n, i,n_i,ny _ _
byvilay™-a™) = Ky - Ly
et
1
|a,v"| < = max (%, .l .
i § i , i,n i,n
n<ic<I-1
Finalement :
maxIAivn| s aq4h i=n,...,I-1 3 0<mn<N.

1

On montrerait de mé€me que

maxlA.unl
s i
1

5_q'Mnh i=

A-4 - RECHERCHE D'UNE BORNE SUPERIEURE POUR M__1

Nyee.p,l-1 3 O < n < N.

En considérant la premiére équation du systéme (V-3), on peut *4crire

n+l n i+l,n
+ oo, T2

-y n+l n )
i+l i+l 1

. A=V,
i+l i+l

=0 i

n+l n i n+l n
u. - ub o+ oD

i i 1 =0 1

n,n+l,...,I-1

ntl,...,I-1.



En retranchant, on obtient :

n+l R i,n ntl i,n n
Aiu Aiu + oy Aiv oy Aiv
i+l,n 1i,n n+l_ n _
t () 4" ) Viatvig) = 0
D'ol :
A.un+l + al’n+l A.vn+l = Au" + ol AR
i 1 i i 1 i
i,n+tl_ i,n n+tl . i+l,n__i,n ntl _n
Loy ey Ay ey T e T (v v
Ce qui donne finalement l'inégalité :
A.&#l+al’n+lA.vn+l|,$ |A.un+al’nA.vn|
i 1 i i 1 i
i,ntl_ ign n+l
+ Ial oy IIAiV |
+ |ai+l’n-ai’n|| n+l_vn |
1 1 i+l Ti+1'”

On montrerait une inégalité analogue pour :

i,n

IAiun+a2 Aivnl.

Des propositions (A-3-a) et (A-3-b), on peut déduire que :

si
max  {|a.u"al "], |80 +al A, v |} = M b
. 1 1 1 1 2 1 n
n<igI-1
alors .
max {lA.unl,|A.vn|} <gM h (d'aprés A-3+b))
. 1 1 n
n<ic<I-1
et
max {Iu?+l-u?|;|v?+l~v?|} < pqM_h
. i i i i - n
ngigI-1

d'aprés (A-3-a)).



V-10

D'autre part, en utilisant la formule des accroissements finis, au premier

ordre, on a :

. . aa a0,
i,n_ i+l,n _ l,n.n 1,00
17 ™% = W)t (Vi)
LI 5 ~n ~n da
ol —= est mis pour Bﬁ'al(ui’vi)’ (de méme pour e
avec
~n _ n n _n
uy = U oelug,,-uy)
vh o= v o+ e(v® v 0<9 <1.
i i i+l 1

D'aprés i), on a donc

i,n i+l,n
l sty s

1 1 l < K' max {IAiunlslAian} ,S_K'anh =y Mnh

n<i<I-1 1

ol K' est une constante telle que

o 90,

1 1
ma}.{(lauISIaV |)..<.K"
n,i

On aurait de méme

i,ntl i,n
la -a

1 1 | < y2M h pour i=n,...,I-1

n

(et des inégalités analogues avec u2).

D'aprés (A-3-b), on a donc :

1 i,n+l 1
n+ +o 5! A Vn+ | <

n i,n, n
A.u . X A.u AL
I i 1 i ma | i +o"l i

n<ic<I-1

2,2 2,2
+ kanh + kQMnh
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avec :
i
2

i’nA.vn|,|A.ug+a A v} = M b
i i i n

kp =av, 3 k,=pqy; , donc:

max |A.un+l+ul’n+lA.vn+l| <Mh + yh2M2.
. 1 1 1 =~ n n
n<i<I-1
Finalement, on a l'inégalité :
(V-8) M <M ++yh M
ntl = n n

ol y est une constante indépendante de h, et positive.

Pour chaque pas h, la solution de (V-8) est majorée par celle de 1l'équation

différentielle %% = yMQ, qui est bornée par M(0) d'ol :
(v-9) max(Mn) = M.
n

D'autre part, d'aprés (V-8), on a :

n =~ “n-1

M <M + vh M2

n-1 = 2 n-2

M, < M)+ vh Mg, donc en ajoutant et en simplifiant, il

vient :

2 2 . .20 2
My <My + yh(M_ +MD 4. +M])+vh M

< M-+ yh(n-1) max (M?)+Yh M2
- o . i o)
i=1l,...,n-1
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D'ol :

2 2

Mn,g MO+(n-l)yh M® + yh MO
2 2
Mo.i MO - yh M® + vh MO

Met M étant positifs, on'a.donc M < M.

Et finalement :

(v-10) mix (Mn) = Mo'

A-5 - STABILITE DE L'APPROXIMATION (V-3)-(V-4)

Nous sommes ' maintenant en mesure de montrer que 1'approximation (V-3)-(V-4)

est stable. Le ‘systéme (V-3) s'écrit en effet :

u?:i - it “i+l’n( ?:i'vz+1).= °
(v-11)
ugii - u2+l + a;’n(vﬁii-v?+l? = -Aiun~d;’nA.vn
i=mn, ntl,...,I-1 ;3 0<n < N-1.
En retranchant, on a :
(ai+l’n—ai’n)v?+l'= ui+l’n vl —ai’n'v? +A.un+ai’nA.vn.
1 2 i+l 1 i+l 72 i+l i 2 1
D'ol :
VI Rl g Lo 0] :
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Car :
i+l i+l i+l,n
8 < lay" -0, < fa] ay’?| + o<h>[|———+—-ll
avec 3a2 .
— !
Iau | Iaua(u.,v)|<K
aa
(de méme pour 37) et :
~n _ N n _n ~n _ 1 n _n
uy = ui+e(ui+l ui), vi Vi+e(vi+l Vi)’ 0<8 <1.
D'ol § <| 1+1,n a;’nl + terme qui tend vers zéro avec h.
Pour § assez grand et h assez petit, on aura :
i+l,n i,n
lal >-ay? I
et
|v n:i'l < max |v?+l| +3 max |Alu +a;’nAiVn
n-1<i<I-1 ngic<I-1
D'oj
max fﬁl < max lv?ﬂl + -38-'- M h
n<i<I-1 n-l1<i<I-1
n'-i-l n | 1
max |v. 7| < max lvi .| + = Mh
ngi<I-1 i+l n-1<i<I-1 1+l § "o
d'aprés V-10).
On a donc successivement :
max |v§._1+l < max VI::I + %‘- Mo h
ntl<i<I n<ic<I
max |v | < max v?-l| +—3§-M h
n<i<I n-1<ic<I :
1 o 1
max |vi| < max vil t3 M_ h.



En ajoutant et en simplifiant, on obtient :

n+l o) h
max |v: ~| < max |vi| + (n+1) = M
ntl<i<I . 0<ix<I . § "o
max |v2+l| < max |v2| + %‘MO
ntl<i<I O<i<I

pour tout n > O, tel que (n+l)h < A.

D'autre part

_ 1 o n,i, o o n,i. o
M, o= m?x{|Aiu a7 Tav |,|Aiu tay?a,v |}
‘ IAiuol |Aivo| . .
-2 (14K) m§x‘( P 5 ) (i =0,1,...,I-1)
i
avec
n,i n,i S s
max (lal’ |,|a2’ |) < K d'aprds i.
n,i
Donc o o
n+l o . A |07 a7
max IVi | < max |vi| 3 (1+K) max ( > n ).
ntl <i<I 0<icx<I 0 <i<I-l
Finalement :
o o
: 8] o)
max max | i | 28 {max |vi|+ max (——— — 2}
n ntl<i<I 0<icx<I 0<i<Ia
avec
0, ='% (1+K) constante positive indépendante de h.
Naturellement, on montrerait de méme que :
o] o
n+l o lAiu I |AiV l
‘max max |ui | < 0, {max |u? |+ max (—— —% )}
n n+tl<i<I 0<ic<I 0<ic<I-1
avec :
6, = & K(K+1)
2 § -

d'ol la stabilité.
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Remarques :
- Comme on pouvait le prévoir, il n'y a pas de condition sur h.

- I1 est trés important de se rappeler que tout au long de la démonstra-

tion, nous avons d faire appel aux hypothdses i, ii et iii.
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B - ETUDES DE DEUX PROBLEMES PARTICULIERS

B-1 - PROBLEME Pl

On se propose de traiter maintenant le probléme suivant :

A
U

N\ \ E
N
NN
NN
AN
N\ -
n n+l

Figure V-3

(la grille étant définie, comme précédemment par le pas h (voir Fig. V-3)).

n+l n i+l,n, n+l n _
idl T Ve T o (Vg Yig) =0
(v-12)
n+l n i,n, ntl n _ n i,n, n
14l T U Yo7 Vi Vig) = -Au-an Ay
our ¢

i=0,1, 2,...,I-1 ;

n=0,1, 2,...,N-1.
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et avec, cette fois, les conditions

(V-13) wz =, i=0,1,2,...,I ; (sur AB)
(V-14) wg = yh n=0,1,2,...,N. (sur AE).

On suppose, bien entendu, que

(ici, w? désigne le vecteur de composantes u?, v?).
I1 est clair que le schéma (V-12) avec (V-13) et (V¥-14) permet le calcul des u?
et des v? en tous les points de la grille limitée par le parallélogramme.ABCE.

D'aprés (V-14), on a :

ntl  n
Vn+l = y® 4 p w2 iw2
o 2 h '
D'autre part
n+tl _ n 1 n _i,n, n
i+l - Visl Y TIRLn Ln (44U tepT Av)
a -a
1 2
i=0,1,2,...,I-1.
' . n+l
I1 est commode d'exprimer v, ~ sous la forme :
v?+l = v?*l +het  i=0,1,2,...,I, d'od
n n
A.u A.v
n+l n n h i i,n i
Vil TP T Vi Y hRIE n TRt % TR
1 % .

i=0,1,2,...,I-1.
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8

Donc : -
vn+l n
i+l i+l
ntl _ n _ .n
VO =V T WQ
n 1 Aiun i,n AiVn
- = 9 4
(v-15) Pivl T Tl L Cn ot % )
a -0
1 2
©,ntl o on
n _ W2 _WQ
o h
Ci=0,1,2,...,I-1.
D'ou :
lpn | QLIA uPtal 2T vn| <= max Auta
i+l' = 6h'"i 2 i = &h . i
O0<ixI-1
n My
|pi+l| s i=0,1,2,...,I-1
et . |Wn+l-Wnl
n n 2 2
max |pi| s.max(jgu 5 ).
0<icx<I '
De plus, les deux premiéres égalités de (V-15) entrainent que :
max |V?Ii| < max IV?+1 .
0<ix<I-1 0<ic<I-1
D'autre part,
|v?+l| < |V?+l| + hpt < max |V?+l| + h max
i i i . i .
0 <11 0<gix<I
== n+l .n -
TR0 M
nt+l 2 2 n
|vi | < max |v.| + h max { . , =
i - . h 8
0<ixgI

(une inégalité analogue serait obtenue pour u

i

i

., .n
2 Aiv
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Si on choisit :

My = s (BT o | e
h 0<i<I i OsngN-1
alors N
n+ n [e]
o?i:l v 502?21 [vil + max{dkfdk}l,-?r4
(V-16)

n
s max |vi| + qnld, |
0<i<I * h Qh

ol g est une certaine constante indépendante de h.

On a alors

n+l o
max v, | s max |[vO| + q(n+1)h||¢f ||
Ogi<I + Ogi<I + b Qh
(V-17) S e e A atl ¢l
0<i<I 0<i<I h

A &tant une constante telle que (nt+l)h < A.

(V-17) prouve la stabilité de 1'approximation Pl au sens des normes choisies

pourvu que les hypothéses i, ii et iii soient satisfaites.
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Nu
B-2 - PROBLEME P2
B T 2
N
N
N\
N — e — — — —}1i+2
MY - - - - - — — - i+l
- — — — — —1i
N\
AN
\\\\\
N \\ \\
\ \\\\
NS
A RN
N N
N ~ N\
\ N\ \
NN
Figure V-4 N M nt2
\\Ln+l
Tn

Le probléme P2 se pose de la manidre suivante :

n+l n i+l,n, n+l _n _
Uit T Ui T (vi+l Vi+l) =0
(v-16)
un+lv_ & i,n(vn+l_vn) -0
i+l 7 1T % YiaTi
pour i-= §?‘§ +l,... 8i n est pair
. n+l n+3 . . .
i==" —5 ,... sin est impair

(voir les figures V-4 et V-5).
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.o

Avec, cette fols, les conditions

(V-17) KA vi=¢9,  1i=0,1,2,...,I  (sur AB)
n+2 n+2 _ _ ‘ _
(v-18) u v =0 n=0,2,...,N-2 ., (y = constante)

(sur AE).

i= §-+l,
i:E
2
T n+2
N n+l
Figure V-5 N

\V4
>

Comme dans (V-18), nous supposerons dans toute la suite que n est un entier

Eair.

- (V-16-17-18) ne suffisent plus pour déterminer les u? et v? en tous Yes

points de la grille, il faut une équation supplémentaire, on la trouve aisément

d l'aide de la premidre équation de (V-16) :
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(V-19) un+2 _ utn+l + 0L2 +l’n+l'(vn+2 _Jotl o
n n 1 n n. :
> t1 5 1 5 t1 > +1)
ou encore n. n
n+2 7 tLntl o _ .n+l 7 totl
un, + al n =uy + al Vn .
> +1. > +1 ) +1 , 5 +l~

Dans toute la suite nous supposerons que les hypothdses i, ii et iii sont

satisfaites.

D'autre part, nous avons besoin de faire 1'hypothdse supplémentaire

n -
(V-20) Iai -y| > &' . pour tout n < N (n pair).
On a : n n
, e"2’ n
9
uﬁﬂ‘ = ulr"1 + nl e (An u? 4 o2 A v
> +1 > +1 E,n.- > +1l,n 5 >
% ™
L
9
v2+l =v2 +— = = ~(An u® o+ a2 A v
5 +1 5 +1 -2—,1'1'_ > +1,n 3 >
a, a,.
Pour simplifier, posons.
Zn
- 9
%= A u® o+ o2 A VR,
I n 2 n
2 2 : 2
D'aprés (V-19), on a donc :
A n n
n+2 5 +1,n+l 42 a > +1,n+1 n
un. + al Vn = un + a_l Vn
5 +1 > +1 > +1 > +1
(v-21) —g-,n % +1l,n+l
+ al +al : Zn
E‘nf S +1 "z
IF A 2
2 1
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D'autre part,

n n
= +l,n+l = +1l,n+l
(v-22) u2+2 +y v2+2 = u2+2 + ai vg+2‘ +(y-cxl ) 1:'2 =0
-5 +1 5 +1 —2-,+l -2- +1 '§' +1
A 1l'aide de (V-21) et de (V-22), on obtient alors :
n._ n
a +1l,n+l a2’n+a—2— rrend 2 +1l,n+l
2 ° s
(v-23) uﬁ + o] VI:l + i 11'-1 . AE +(Y-oz32_ ) 2+2
L] =+l Zn 24 = =41
2 2 220 2T 2 2
% %
En remarquant que :
n n N
u_ + yv_ = 0 et en retranchant a (V-23), on a :
I I
2 2 0
n l;-,n 0} +1,n+l 0
= +1,n+l o +0. = +1l,n+l
n , 2 n 1 1 -n _ 2 n+2
A u +(o -Y)A_ v+ . A = (a -Y)v
n 1 n n n n 1 n
) 2z 78 7t 3 Pl
% %
En raison des hypothéses i, ii et (V-20),'on a
A N VA I SR PN e SR
n — '"n S n - §8' "n
2t 2 2

Si h est assez petit et § et &' assez grands, on aura

n n n n
>0 7 +1.n o0 SHn

§ < |0L2 _O‘l I = IO‘Q -al l + 0(h) .
5,0 2 +1,n+l

st < oy vl fel T -]+ o).
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Donc, si max ]Z?I = hM
. i n
i
o2 | < [a o0 + Q% |a_u"| +-—Z$ M h
L n 8 n 86" 'n
2 2 2
Et d'aprés la proposition (A-3-b)
(V-24) |v2+2 | < kM h ot k; est une constante indépendante de h.
24
2

D'autre part, on sait que [§ Sect. A] :

max | ?+2| < max IV?' +-2 M h , d'ou
1>—= +2 * i>2  * § n
2 —2
mag VI cmax VP2 |+ "2 | < omax |vD| + oM n
ix5+1 * 13§+2 5 +2 %-ﬂ 13% * n
(V-25) < max Ivgl * kM h < max ]v?l + kh"Q%”Q
i>= i>=
-2 2
en prenant par exemple :
EARE A
(v-26) ”%%HQ = max I%}I + max ——ii%——i— + maxIWnl
h 1>0 120 n

g, et v? (i = 0,1,2,...I, n =

o _o n
composantes (ui, vi) et (un, v

2 2

0,2,...N) sont respectivement les vecteurs de
n) :
n .

En écrivant (V-26) pour tout n pair positif ou nul et en additionnant, on obtient

n+2 i
max Iv. | < GWP “
. +1 1 h @h

. . . n
(avec bien entendu une inégalité analogue pour ui).

Ceci prouve la stabilité de 1'approximation P2 pourvu que les hypothéses i, ii

2

iii et (V-20) soient satisfaites.







C - APPLICATIONS AU PROBLEME POSE

C-1 - Rappels

Rappelons (pour plus de détails, voir Chapitre I) que deux fonctions &(x,y)
et n(x,y), ol x et y sont deux variables indépendantes, doivent obéir 3 un systéme

d'équations aux dérivées partielles quasilindaires, de type hyperbolique :

3 T ) 5= ale,n)
(v-27)

an an _

el tg(q-u) Sy - b(g,n)

avec i = %-(g-n) ; @a et b dépendent de £ et de n [ﬁhap. I]. Le probldme est posé

dans les axes Oxy de la figure (V-6) avec une condition de Cauchy:
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£y % (3) = {(¥)
(V-28)
n(ysx (¥)) =, (y)  sur T, = {y,x (y) | y ¢ 0,y, = al

(x-xo(y) est l‘équatlon de OA dans les axes de Oxy)

avec de plus Wl(y) QE(y) = constante.

Cecl posé, on sait que si les hypothéses du chapitre II sont satisfaites,

alors, en vertu du théoréme fondamental, une solution unique existe dans la région

I limitée par OA et les caractéristiques issues de O et de A (Figure V-6).

On impose de plus, sur P2 = {y,xl(y) ] V< ]O,b]} (yB = b)

(V-29) E(y,xl(y))-n(y,xl(y)) = constante

Avec

(v-30) 1lim .%’l(y) # lim g(y,x (y))
y>0, y>0_

Pour les mémes raisons que précédemment, on peut prévoir qu'une solution

unique existe dans une région L, limitée par OB et les deux caractéristiques issues

de O et de B.

Nous nous intéresserons au cas ol Z, et I, sont disjointes. Dans la zone Z,s
on ne sait mathématiquement rien conclure quant 3 l'existence et 1'unidité d'une
solution si on ne se donne pas une condition de jonction supplémentaire. Au point O,
PRANDTL [l], [b-Q-b-a] se donne une telle condition en admettant que ce point peut

€tre considéré comme une caractédristique "dégénérée", il en résulte [i], [e-2-b-a]

d'une part, que les fonctions inconnues ne sont jamais discontinues en méme temps
au point O (avec (V-30), &(x,y) est discontinue) et d'autre part qu'une infinité

de caractéristiques (de l'autre famille) sont issues de ce point.
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C-2 - MEthode numérique

I1 est plus commode de présenterla méthode en utilisant les variables carac-
téristiques A et u. On a alors un systéme de 4 &quations 3 4 inconnues x(A,u),
y,w, €Cx,u), n(x,u) [bhapitre IIIJ

3y . 8%
cl(E,n) o

A
3y _ %
i c2(€,n) on
(V-31) {
- qemE
on _ 9%
\ '5: - d2(€aﬂ) 3].[
Avec ici : :
c; = tglfru) 3 e, = tg@-w) 3
dl = a(gsn) H 4d2 = b(gsn) 5
2§°= g-n.
Et
D N
SO, = )
Y(Xa‘l) = g‘32()\)
(v-32) ¢
; v
E0,-2) = (0
4
L n(A,-0) = () r e [A0)), Aah]
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sur une paralléle 0,A' 34 la deuxidme bissectrice dans le systdme d'axes (\,u)

M

‘.—_——-——-———t______ _—— e ——————
" i vka

N ;~0

-—N e e e v e - A

Oi

Dans les sections b-c-d, nous présenterons la méthode telle qu'elle est actuel-

lement utilisée en pratique.

C-2-a - Une propriété remarquable de la transformation hodographe

Une propriété remarquable est la suivante :

Les nouvelles équations obtenues sont invariantes dans un changement de

variables caractéristiques :

x = a0®
®
uo= (™)
En effet, multiplions par exemple, les deux membres de .

9y 8%
= cl(E,n) o

9A
par
ER
9
A F
on a
3y B oy 3% 3
- ,n)——-—
oA BAX 1 oA BA*

c'est-a-dire
)
= e(g,n) Z
A oA
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2 s P
Un arc AB dans les axes (),u) peut donc &tre transformé en n'importe quel
arc Aigk dans les axes (Ax,ux)

C-2-b - Calcul de la zone Zl

Dans le systéme d'axes (A,p), le triangle Ol A' C' est 1'image de la zone
£, du plan des (x,y) par la transformation envisagée. La méthode de Massau O'y
applique en écrivant ici 4 équations aux différences finies 3 U4 inconnues appelées

X, ¥, Eetn

,=n+l =n n,i+l n+l - _
Yit1 " ¥ T 4 * i xi+l] =0
-n+l -n _ n,i ] n+tl _ -n -
P Yiel Y17 % xlxgy-x =0
(v-33) /
-n+l =n n,i+l =n+l _ =n _
Ei41 T Bip1 T4 « [} - &l =0

i
|
|- A

X

-n+l =n
[Xi+l - xiJ =0

Conformément 3 la figure (V-7) et aux notations utilisées dans les parties A et
B. i=n,n+l,...,I ; n=0,1,2,...,N-1.

Avec

. __O_N .
{ x(Ardg) = % =),
i
!

Neverl) =50 =00
PyOgsmag) = vy =4
(V-31)
$ I
% E(A.,-).) = &; = Y33
! -o _ M .
L nOyemA) = ng = i=0,1,2,...,I

(la grille étant définie comme 3 la section A-2).

I1 est bien clair que si le  hypothdses i, ii et iii sont satisfaites,
(V-33)-(V-34) forment une approximation stable de (V-31)-(V-32), d'aprds ce qui

a été établi 3 la section A.
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C-2-c - Calcul de la zone I

2

—— e — e s o e o e ot e T o

En pratique, dans le plan (x.?), on peut se donner :

i lim quo(y),y) =<fA
x—>0+
y>0,
(v-35)

lim @(x,(y),y) =¢
x+0+\f 1 q%

! y_>0_

X = xo(y) et x = xl(y) étant les éguations de OA et de OB CYA etKPB sont des
constantes sur OA et OB et partout ailleurs, on a : 2f(x,y) = g(x,y)-n(x,y).

D'autre part, on se donne également
\'o(y) = o(xo(y),y) et

limo(y ) = o

1
y>0,

|
PRANDTL postule que le point O est une caractéristique "dégénérée'", il en

résulte [l], qu'en ce point, on a la relation :

(v-36) do-2e otgp df = 0

(avec e= *1 suivant les états d'équilibre imposés par rapport 4 OA et OB).

En intégrant (V-36), et en choisissant, par exemple € = *1, on obtient :

o
(V-37) Log-gi = Q(qk-q%) tgp
2
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avec

o, = iim o(xl(y),y)

-0
+

y-0

En écrivant que o= exp [}g+n)tgp1 et 2¢ = g-n, on peut déduire immédiatement

de (V-37) que n est constante au point O tandis que est discontinue, soit :

lim n(xo(y),y) = lim n(xl(y),y)
x—>O+ x>0

y—>O+ y-0

+

Lim £(x (y),y) # lim £(x,(y),y)
x>0 x>0
+ +
y>0

y>0, -

p) Dans le plan des variables caractéristiques et dans 1'hypothdse de PRANDTL,

le point O est donc une caractéristique 0102 et la zone 22 a pour image le rec-

tangle OlC'D'O2 (Figure V-8).

Pour prolonger le calcul dans la zone Z,s on se donne arbitrairement (1)

sur 0102

. A'Al ‘ .
(v-38) L¥(A) =*%A + i—:xz (4”B-%¥A)

2

Numériquement, on choisit un pas k sur 0192, soit M points tels que

A= A, o+ Mk ,Am =.kl+mk (AO =)
(V-39)
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/ /
C '
Y '
ko
[®) P V2 0

S

I1 résulte de tout ce qui précdde, que forcément on aura un faisceau de

caractéristiques issues de O.

Les équations aux différences finies de Massau

sont alors les suivantes :

Jootl _optl  gtl,m A
Imt+1 m 1 m -
-4+l =g 2,m+l - _
Ime1 T Ymi1 T S E; - Xm+il -
(v-40)
—2+1 =%+l . p+l,m - —g+lq
qnl T T4 Ex *n 1=
S - 2,m+l - _
"mil T Mme1 T o [x N xm+l] B
2= 0,1,2,...,L-1, m=0,1,2,...,M-1
Avec
N =24+1 1 =f+1 R+l =2+1 _ -2+1 _ 2+1
X T s ¥, ¥ &, =% o T Y
sur OLEL” et déterminés au préalable par le calcul de la zone Zl. .
2 =0,1,2,...,L-1.
(V-41)sur 0,0, et pour m = 0,1,2,...,M :
- - m o= -
& =& +3 () =€)
m Ol M O2 Ol
A=y =
m Ol O2
-0 _ =0 _
m - Ym0
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I1 est clair que (V-40)-(V-41) permettent le calcul des fonctions inconnues

X, V, E et n explicitement en tous les points de la grille du rectangle OlC'D'Oz.

Remarques :

a) (V-39) sélectionne une solution parmi beaucoup d'autres possibles.

b) L'expérience montre que la méthode semble converger dés que k < ko(h).

Plus précisément, il semble que le pas k doit &tre choisi tel que :

%%->l.2, AB =-%, p étant l'angle d'ouverture de la zone 22.

c) Le probléme (V-40)-(V-41) est parfois appelé probléme de Goursat.

C-2-d - Calcul de la zone &

3

Dans le plan (A,u), on peut s'arranger [?-Q-a] pour que 1l'image de 23
soit le triangle O,D'B' de la figure (v-9). (0,B! étant une paralléle 3 la premiér

bissectrice).

./ !
C »
L4 ¢
éf,.‘/
() m M
| C%L

Fiq. V-9



Pour les points "intérieurs" (strictement), le schéma utilisé est le suivant :

(h = k).
=41 =+l g+l,m =241 —f+ly
Ym+l T Im ¢ l:;:m+l Xm J =0
=2+l =8+l 4l,m =84l —R+lq
Emtl "t T4 [:;im+l”xm:[—O
2=0,1,2,00.,L-1 3 m=0,1,2,...,0 .
(V-12)
-2+l -3 L,mtl -4l - _
( Ymir T Yme1 T 2 Bn1 = Xpend = ©
§ -0+l =g L L,mtl =24l - _
-ii T+l " Mmel d2 [xm+l xm+1] =0
{£=0,1,2,...,-1; m=0,1,2,...,0-1.
Et
Sur 0.D' : ‘
S+l oatl S8+l | o4l
o 1 > Yo T H
0+l “e+l -2+l _ T+l
Yo o T ¥ > Ny =Y

2 =0,1,2,...,L-1

(déterminés préalablement par le calcul de 22).

(V-43)
Sur Ozgl :
-2+1 - . . . :
yi’_'_l =°‘in1’ (on suppose ici que OB est une droite de pente a)
=8+1 _ -2+l . _
€2+l = N+l + Q’fB £ =0,1,2,...,L-1.

D'une maniére évidente, (V-42)-(V-43) permettent le calcul explicite des quatre

inconnues en tous les points de la grille du trdangle OQD'B', y compris entre O.B'.

2
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C-3 - Discussion de la stabilité

C-3-2 - Présentons d'abord la méthode précédente d'une manidre un peu différente.

Choisissons d'abord un pas h tel que

Et considérons la méme grille {, partout sur le domaine ou 1l'on désire cal-

culer les solutions de notre probléme [Figure V-lQI.

A/
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soit maintenant le probléme aux différences finies

-ntl _=-n cn,i+l[-n+l _
/ Yiel " Vi1 T G i1 T fial
-n+l -n n,i -n+1 =
Viel T Y5 T S i - %
(V-114) <
=n+l =n n,i+lr-n+l -n
8141 T Bip1 T 41 X141 T %it
-n+l _-n _ dn,i §n+l e
\ i+l T N4 2 i+l i
Avec :
a) sin<\N i=0,1,2,3...

b) si n = N+p, entier positif

g

Et les conditions aux limites.

c) sur Flh = {Ai, U | 1= 0,1,2,...} :
-4 v
-0 _ 0 _
%= 9ys 8; = Pay
v ~
-0 _ -0 _
I ¢ ny =i

d) sur T,p = {p, A | n=0,1,2,...,N}

n

0,2,4,...

l,3’5".‘
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-n _ -n _

Xy Y5 =0

_n _ -0

no = _T]O

zh _ 0 n -0 N
ot tW (go go)

=N _ -o

R P Z?B’

e) Sur Tap = {Ap,up | p = 0,2,4,...}

=N+p _  =N4p

yE: =g xX_ ( o est la pente de OB dans les axes X,y)
2 2.

=N+p _ -N+p o
2 2

Ceci posé,

il est clair que

- la donnée. du pas h entralne celle d'un pas hv2 sur 0,A' et donc (par

transformation inverse) un certain pas h sur OA dans les axes X,V

- (V-44) avec a, c et d donnent le probldme P1l.

- (V-44) avec b et e donnent le probldme P2.

Pour chacun de ces deux problémes, nous avons montré la stabilité

[}ection BI pourvu gque les hypothéses suivantes soient satisfaites :

@) i, ii et iii

B) (V-20) [sect. B-2].

Dans le cas général, les hypothdses ii) et iii) sont satisfaites. Mais 1'hypo-

théses i) ne 1l'est pas le plus souvent dans la zone %,.

2
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l'hypothése (V-20) donne ici :

(V-45) l°N+p’p/2 -af > & ¥p = 0,2,4,...

(c désigne le vecteur de composantes ¢,

Cela signifie que les caractéristigues ne doivent pas &tre tangentes 3 la

et c2).

droite OB (de pente o dans les axes x-4).

C-3-b - A titre d'exemple, considérons le cas simple ol a(g,n) = b(g,n) = 0 (V-44)

devient alors

{ -ntl =-n n,i+l r=n+l _ =-n _
Vi1 TV T G %41 %je1l =0
(v=46) -

i .
i -ntl _ =-n n,i -n+l _ =-n -
Vi Y175 a1 " %5l =0

(—n+l - En . -n+l _ )

i+l i+l > M1 TNy

€ et n sont ici, les nouvelles variables indépendantes.

y et x sont les seules inconnues du probléme.

Avec :

LY LY/
=0 _ =0 _ .
- Sur T, s X, '(?11 V; = s i=0,1,2,...
-n =n
- Sur P2h S v, = 0 n=20,1,2,...,N

=N+p =N+p
H = oX.
sh *Yp o T

2 2

Dans ce cas simple, les équations (V-46) sont linéaires.

- Sur T P = 0,2,4,...

C-3-c - Cas d'instabilités

D'aprés (V-45), les figures (V-11) et (V-12) représentent des cas

d'instabilité théorique.
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On voit que l'hypothése i) n'est pas satisfaite partout (|cl| non borné)
sur la figure (V-13). Il en est presque toujours ainsi. Il s'agirait donc d'un

cas théoriquement instable. La figure (V-14) montre un cas théordquement stable.

Y=il
B D inghabk
D A A
~_ 2
Zy Z2
c
P

o
|=
»
o

wstable Y=l stotle
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C-3-4d - Remarques

Dans le chapitre suivant, nous verrons quelques exemples numériques. Il
peut arriver que les calculs "explosent", mais en général, 1l'instabilité de 1la
méthode ne se manifeste pas aussi clairement, car il est difficile de comparer
des résultats numériques sur une grille qui est, elle méme, calculée. Généralement,
on se contente d'observer grossiérement les trois zones s 22 et 23 en repérant
les caractéristiques OC et OD et on se limite surtout aux résultats obtenus sur
OB. La précision exigée en mécanique des sols par les ingénieurs n'est pas trés
grande et on considére souvent les résultats comme satisfaisants. Au chapitre
suivant, il sera frappant de constater que seulement dans le cas de la figure
(V-14), les résultats obtenus par cette méthode sont comparables dans la zone

L, avec ceux donnés par une autre méthode numérique également aux différences finies.

Enfin, certaines hypothdses faites peuvent &tre sujettes 3 discussion

_g = DeEan) |

D(xoy) 0 a 1l'origine.

La condition de PRANDTL

- sélectionne une solution continue parmi une infinité d'autres

possibles.
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APPLICATIONS

INTRODUCTION

Nous exposerons d'abord deux méthodes aux différences finies et 1'étude

de leur stabilité. Ces méthodes seront appliquées au probléme posé.

Nous présentons ensuite des résultats numériques obtenus sur quatre
exemples choisis de manidre quelconque. Le premier de ces exemples est traité
dans [l]. L'ingénieur est surtout intéressé par les résultats obtenus sur la
frontiére OB. L'expérience a montré que la méthode de Massau donne en général des
résultats avec une trds faible précision (de 1'ordre de 10 %). Nous verrons que
d'autres méthodes peuvent conduire d des résultats beaucoup plus précis (d'ordre

h), au moins dans un voisinage de O.

D'autre part, il n'est tout de méme pas sans intéré&t de chercher 3 comparer
les résultats 3 1'intérieur du domaine AOB. La méthode de Massau n'utilise pas
un maillage fixe et les comparaisons expérimentales seront trds limitées, mais
suffisantes pour constater que dans la majorité des cas ol la méthode de Massau
est théoriquement instable, les résultats différent de ceux obtenus par les

autres méthodes qui, au moins expérimentalement, semblent satisfaisantes.
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A - CHANGEMENT D'AXES

Il est en général commode d'opérer dans les axes OXY de la figure (VI-1).

Les équations de Sokolovsky s'écrivent alors :

3¢ cos(@+u-g) 3¢ _ sin(f-u)sin(a-B)
3X = cos(y-p-a) 3Y = 20cos2u cos@f+u-a)

(VI-1)
n , cos({-u-g) o _ _ sin(¥+w) sin(a-B)
aX cos&f—u-a) Y 20cos2u cosQ{-u—a)
O L4 — y

"

% v a Fts. Vi=I

Remargue :

La forme des équations est inchangée. Dans toute la suite, nous utiliserons

les notations suivantes :

: _ cos@+u-B) . _ cos(¥-u-B) .
Cl(gsn) = COS(“Y-]J-(!) ) CQ(E,YI) _'*COS(‘.P-]J-(X) B

sin({+p) sin(a-B)
~ 20cos2yu cos(%Lu—a)'

sin($-u) sin(a-B)
20cos2u cos(f+u-a)

fl(é‘;,n) = 5 f2(€,n) =
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B - METHODES

Outre la méthode de Massau (§ Ch. V), nous essaierons d'utiliser les

méthodes aux différences finies suivantes :
B-1 - Méthode 1

Nous appellerons ainsi le schéma o du chapitre III ou, plus souvent

la simplification B.

Les équations (VI-1) sont alors remplacées par :

ntl _ n , k n,i , n n n,i
u; T =ug tpoeg (ui__l ui) + k £
(VI-2)
| n+l n_ .,k n,i, n_n n,i
L vitg o (ViVig) k5
i=1,2,3,... sy n=20,1,2,...,N-1 3
o)
> ¢
A
v VI S
m*‘ [
€r v
3
Nous supposons ici que cy et ¢, sont de signes contraires cg’l est mis
n .n a n,i n,i _n,i
pour cl(ui,vi) (de méme pour ey’ £°7, £ ).
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Avec les conditions

' O _ o
2) R
ntl _ n _k n,0 n n n,o
(VI-3)Db) ve o E vt = S vl)+ k f2
c) u2+l - v2+l = constante.

Pour simplifier, on peut faire une étude locale de la stabilité (en sup-
posant les coefficients constants). Les deux équations de (VI-2) peuvent alors &tre
considérées comme indépendantes. La deuxidme &quation associée aux conditions

(VI-3)-a et b est une approximation stable d'ordre h, ceci a été démontré au

chapitre IV, sect. 4 (en remplagant partout -~ < i < t* par 0 < i < )

pourvu que h |c2| < 1. Il reste donc 3 étudier un probléme du type suivant :

ntl _ n k n n n
i Tty ey (uyupik £
i=1,2,3,...
avec
o .
u; =Lf’i i=0,1,2,...
nt+l  n
u2+l AR L W—k“—q’- n=0,1,2,...,N81
k
Posons : E-Icl] = r et supposons r < 1,
on a :
n+l P n n
us (l r)+r u. l+k fi
Cherchons une solution de la forme : *
oot - Vil 4 g ol (i > 0), il vient
i i i
v?*l = (L-r)ul + ru}_ | i=1,2,3,..
Vn+l - yh
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n n

oy = fi 1=1,2,3,
n _ Wn+l_wn

Po » k

D'ou il résulte que :

|V?+l| < max |u?]
* T >0 .
n n wn+l_wn
lpi I f_mx(m‘?x|fil > l_k—_|)
donec : 1
max|u?+l| < max|V?+l| + k max|p%]
iso * - 1 ;0 *
B n n wn+l_wn
izmaxluil + k max(maxlfi|, f———F———I)
et si : 120 i
) ‘ wn+1_wn
|V?hlg = max lqé| + maxL——jz——-l
h i_>_0 n
alors :

n+l n
max |u, | < max lu.l + k[ |4 + || £
e 17 2 me kLK D5l ]

ce qui s'éerit facilement :

+1
maglu? | < max ]q;| + (n+l)k [ ”q%"¢h + ”thFh]

n,i 1>0
Prenant - ”uh”Uh = max [u?] i=0,1,2,... 3 =n=0,1,2,..

E]

On a donc prouvé la stabilité :

luplly < QeOlld ]l + %l
nly, = nle, hlF,

(X étant une constante indépendante de k telle que (n+l)k < X).

N



VIi-6

Remargues :

Dans le cas du probléme particulier on a

lim v(0,ih) = lim v(nk,0)
h-+0 k-0
tandis que
1im u(0,ih) # lim u(nk,0).
h-0 k-0
Or, une étude locale de la stabilité présuppose que les coefficients ne
doivent pas varier beaucoup d'une '"couche'" d'la suivante, il est évident qu'en

raison de la remarque précédente, 1l n'en sera pas ainsi.

L'étude rigoureuse de la convergence de la méthode 1 a été faite par
P.D. Lax. et R. Courant [4], [lS] dans le cas quasilinéaire. Elle conduit a
la méme condition locale de stabilité pourvu que certaines hypothdses (qui sont
d'ailleurs les hypothéses d'existence et d'unicité du probléme de Cauchy

[@hapitre II] soient satisfaites.

I1 faudra donc s'attendre d quelques divergences entre la théorie et

1l'expérience dans le cas du probléme posé.

B-2 - Méthode 2

Nous appellerons ainsi le schéma (V-20) du chapitre IV, sect. 5.

Les équations aux différences finies s'écrivent :

s ontl . mn 1k n,irn _ n 1.k n,i2rn R..n L en,d
g e e R L Uy gl 3 Ge’) Eli+l_2ui+ui~l]+kfl

k n,irn n 1l .k n,i\2rn n, . n n,i
B2 Diaviodt 3§ e ) I il Tk,
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Le probléme 3 étudier est du type suivant :

n+tl _ n n n n
Wy T Mg Wo g b MOWoF M)W+ k£
(VI-u)
i=1,2,3,...
n=0,1,2,...,N-1
W= (u,v) f = (fl,fQ)
M 1 Mo et Ml sont des matrices diagonales
Avec :
w? =¢; sur T, ={x=0, y=y,=1ih | i=0,1,2,...}
(VI-5) WO = AW 4 B 4k £D
o o 1
sur Tp, = {x = nk,0 | n = 0,1,2,...,N-1}
et l-r 0 0 r
A = 1 1
B =
0 l—r2 0] r,
ro= X || r, =X o, |
1 h 1 ? 2 h 21"

L'ordre en h et la stabilité de l'approximation (VI-4) avec Wz =(fi'
pour i = 0, *1, *2,... ont été étudiés au chapitre IV. Le cas qui se présente

ici est plus difficile 3 traiter.

@) Ordre de l'approximation (VI-4-5)

Soient les normes

”wh”W = max(h g[W?IQ)l/Q
h n 1
fn+l_fn
4 2,1/2
W1-6) gl = b mex|£2]en max| 22| + (0 1 |g,|%)Y
h n n i>0
Hf H = max maxlf?'
N
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Ces normes furent introduites par Godunov et Ryaben'kii E7, Ch. V sect.3]

o
Wi sur rAh

h™h

n+l n n
WO -AWO-BWl sur FBh

q& sur FAh

fn =

n
fo = f(nk,0) sur Tah

En raison de la norme Weh"@ choisie, dhwh =§Ph est une approximation d'ordre h2

E7], et il en est donc ainsi pour l'approximation (VI-4)-(VI-5). (Si on avait pris

‘par exemple

fn+l_fo
2,1/2
@1l = _szlfgh max|=2p—2| + (0 1 |,

n i>0

= i . '
dhwh (fh serait seulement d'ordre h.)

B) Stabilité - A 1l'aide des notations du chapitre IV, sect. B

soit :
' n _ n . n n
W= (wo, W w2,..,)
avec
1 02 n;2,1/2
"wn" = (5 h|w I +h I |w.| )
wh 2 e} ‘ii} 1

(cette norme fut introduite par Godunov et Ryaben'kii E7, Ch. V, sect. 3]).

Mle W otel que 2T = R WP

et soit R 1'opérateur qui & w' € W' associe z n

h
L'approximation (VI-4-5) s'écrit alors sous la forme réduite

Wn+l - Rhwn+ " pn
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avec ici
n+l - AWn + BWn
o o 1
'zn+l = M wn + M n + M wn
i T i TR T Mg
n n _.n n
o= (fo, fl, f2,...)

Dans[ 7, Ch. V sect. 3], il est prouvé que :

1 2 2 1 2 2
5'22' + X 'Z?.I ;§'|Wnl + I IW?I o

izl i>1

~

Cette inégalité ressemble 3 celle obtenue au chapitre IV, elle tient compte de

la condition d gauche. Il en résulte que

Iz < [wll
donc
IRyl <1 et IR < 1.

La stabilité sera prouvée si les conditions du théordme B-2 (Ch. IV) sont satis-

faites. Or la premiére de ces conditions ne l'est pas, en effet, si par exemple :

hE0 (fh = (0,1), alors

i

. .
pn .(1,0,0,.,..) “pn” =‘/-% ’ ”fh” = O H]

[ lly = b
hlle,

Avec (VI-7), la condition serait satisfaite, mais 1l'approximation serait d'ordre

h et cela n'est pas ce que nous recherchons.
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Théoréme (démonstration [7])
La deuxiéme condition du théoréme B-2 (Ch. IV) peut &tre remplacée par :

I1 existe une fonction 8, € Wﬂ telle que :

(VI-8) 167 < Al Pt Azwh”cbh

(VI—g) " pn i n+l

"Rh<S )” £ A " “F + A4||‘f7h”

On peut en effet trouver une fonction 8y de la maniére suivante

Cherchons une solution stationnaire de (VI-4)-(VI-5) avec fh = 0, de la

forme (& une constante prés) :

l+r r-1.1
61 h fo (r+l

N

Cette fonction satisfait a 1'inégalité (VI-8), en effet

|5?|,i h|f2| (puisque r < 1)

et par suite :
7] < b max| 2 < gl
n h

D'autre part, par définition de s" on a :

§® = _Rhan + k(fg,0,0,...)
Soit
pn _ pn_i(an-i-l_R 6n) - n_ _(6n+l n), .
! k h !
on a .
1
= o'- §[5n+l-<sn+k(f2,o,...)]
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D'ou nt+l _n
£ - .
A0y ltr o) o) (r-l)l
Po 2 ° k © o+l
ntl .n
n n l+r fo Yo ,r-1.i .
Py =t b G tzd
et
n
870 < Iggle + g My -
h Fh h @h
La condition (VI-9) est satisfaite, d'ol la stabilité.
On peut faire au moins les deux remarques suivantes
- En pratique, la condition
Wit 2 G S n=0,1,2,...N

n'est pas toujours utilisable, pour qu'elle le soit, il est nécessaire
que l'une au moins des deux caractéristiques issues d'un point quelcongue

de OB tombe 3 1'extérieur du domaine OAB.

S'il n'en est pas ainsi, il faut utiliser une autre condition aux limites

pour laquelle 1'étude de la stabilité semble compliquée.

I1 est évident qu'une étude locale de la stabilité ne peut &tre réel-
lement valable que si les coefficients sont assez "réguliers". Seule
l'expérience peut effectivement permettre de juger une méthode aux dif-

férences finies pour un probléme non lindaire comme c'est le cas ici. :
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C - APPLICATION AU PROBLEME POSE

Les applications des deux méthodes précédentes posent quelques problémes

pratiques dont voici

C-1 - Conditions aux

les principaux :

limites

-8ur I, = {x =0,y = ih | i=0,1,2,...}
ui = £(0,ih) v? = 1(0,ih)
(VI-8)
- Sur Tp = {x=nk, y =0 | n=0,1,2,...N}
n n _ _
ug vy = ?q% = constante.
Avec :
lim u(0,ih) # lim u(x,0)
(VI-9) h-0 x>0

lim v(0,ih) = lim v(x,0)

h-0

x>0

(on supposera toujours que £(x,y) est discontinue au point 0).

C-2 -

C-2-a - Caractéristiques OC et OD

En raison de (VI-9), on constate la présence de trois zones I

(§ Figure VI-3), séparées par les caractéristiques OC et OD.

®)

A

2:5 }Ez

1

F'cg. Vi3

l’

z

2

et

z

30
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L'expérience montre que dans la zone Zys 1'une au moins des deux fonctions
inconnues varie trés rapidement. Il parait donc naturel d'éviter le plus possible

l'utilisation des points de ZQh pour les calculs de I.. et de I he Pour cela,

1h 3
on choisit d'abord un pas k et un pas h, variable, et tels qu'en tous les points

du maillage, soit satisfaite 1'inégalité locale de stabilité :

. k k
(VI-10) max(H¢cl|, 'HICQI) < 1.
Aux voisinages de OC et OD, on peut opérer de la manidre suivante

(§ Figure VI-4). Supposons que tout ait été calculé au niveau n.

P Q
¢ - -

[ ]

i %
C - f -
M)
(S _
_ H.-g . Vi-4
. . ' . . _ _
Soit Cn+l le point d'intersection de la droite x = o1 = (n+l)k avec la

tangente au point Cn d la caractéristique (cl) de la premiére famille, et -P la

projection de ¢ sur la droite x = X Désignons par

n+l

[np
1}

1 =y -y ) =k e (C)

[=a
"

5 =y - y(P)
u(P) et v(P) peuvent &tre calculés par interpolation lindaire :
hl

u(P) = u(Cn) + HI;E; [ﬁ(Q)-u(Cn)]

(et une relation analogue pour v(P).
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La connaissance de u(Cn), V(Cn), u(P), v(P), u(Q), v(Q) permet le calcul
de u(Cn+l) et V(Cn+l) par la méthode 1 ou la méthode 2. (aprés modification
adéquate puisque h, # h2) (si on utilise la méthode 2, on peut en toute rigueur,
utiliser une interpolation d'ordre 2 & la place d'une interpolation linéaire).
Cette méthode n'est pas la seule possible : on peut aussi utiliser des extra-

polations.

Un procédé analogue est utilisé pour OD pour éviter tout empidtement de

22h sup Zah.

C-2-b - Cas particulier n = 1 (Figure VI-5)

Pour n = 1, on connait seulement lim u(x,0) et vg.

x>0, .
Nous supposerons que k est assez pgglt pour avoir :

v(Di) = v(c,).

Ici, il faut exceptionnellement appliquer la méthode de Massau :

y(D;) =k ¢,(0)

lim u(x,0) + k £,(0).

u(D.)
1 x>0

Ou bien, on peut encore supposer k assez petit pour que :

_qs _ 0
u(D,) - V(Dl) = lim u(x,0) v
x>0

Cas particulier : n =1
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C~2-c - Pour les points Brle PBh = {y = 0, x = nk I n = 0,1,2,...} On peut appliquer
la condition (VI-3-b-c) pourvu que l'une au moins des caractéristiques issues d'un
point B (¥n) tombe 3 l'extérieur de OAB, sinon, le plus simple est le procédé

d'extrapolation linéaire.

C-3~d - I1 y a encore un point délicat a soulever : nous avons vu au chapitre V,
que la caractéristique de 1la famille.(CQ) peut dams certains cas présenter une
allure analogue 3 celle de la figure (VI-6). Au point R, la pente devient infinie
et si on veut que 1'inégalité (VI-10) soit satisfaite, il devient nécessaire de
prendre un pas k d'autant plus petit que 1l'on se trouve plus prés du point R

et méme nul 3 la limite. Il devient trds rapidement impossible de poursuivre -

le calcul si on n'utilise pas un procédé particulier au voisinage de ce point.

Nous avons opéré de la manidre suivante

F?g.w-s
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Choisissons k toujours supérieur ou égal 3 un certain kg fixé 3 l'avance

et assez grand pour que les calculs ne soient pas trop longs.

™ ]
/Ln‘ R A
& T ®- e i --
L) -
. oy mn,i n p e crz .
§£-7T|c2 | > 1, on ne calcule pas v, par la méthode aux différences finies
cq sz . . . n+l n+l
utilisées et on passe au point suivant, connaissant Vi €t Vi 7, on peut

.o . . . . . .n
utiliser une interpolation. linéaire pour obtenir vy

Remarque : Un autre procédé pourrait &tre de choisir un pas assez grand au voi-
sinage de R pour que 1'inégalité 'g'cg’l| < 1 soit satisfaite en pratique, mais
l'expérience montre que cela est assez mal commode. Les résultats obtenus pour
la solution v" montreront qu'il est raisonnable d'envisager une interpolMation

linéaire portant uniquement sur v au voisinage de R.

D - EXEMPLES ET RESULTATS NUMERIQUES

D-1 - Notations

Dans tous les exemples traités dans la suite, les conditions aux limites

seront données de la manidre suivante :

- Sur OA :

8 siné

g, = ot 7% +-% e Arcsin( 1

sinp

) - (e-1)

prc cotg o + qy+sy2
1+sinp 005%2 (LfA-ot )] l+sinp cos [2((fA—oL )]

OA(x,y) =
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- Sur OB : .

22t 2 § siné
G, = =2 -1 Arc sin(
‘B2 "7 E

-
sTno ) + (1-¢) Tt 8

é(0,0) = cA(O,O) exp[2etgp(,B-§A)J

61,62, P> 4» S, P, C, a et B sont des constantes bien connues 3 1l'avance pour
chaque probléme particulier.

Par exemple, | est l'angle de frottement interne etc... € = *1 suivant les
états d'équilibre de poussée ou de butée par rapport d OB.

Les relations (I-6) (Ch. I, sect. 1) permettent le passage des fonctionstﬁ(x,y)

et o(x,y) aux fonctions &(x,y) et n(x,y).

D-2 - Premier exemple

Données :

€ = %1 ;a0 =

|
O

38 = -20" 3 6, =0 3 6, = 20"

Ceci donne {, = 0 ; q% = -0.551 ;

Au point 0, Eest discontinue

lim £(0,y) = 1.781 ; lim &(x,0) = 0.679.
y>0 x>0
lim n(0,y) = lim n(x,0) = 1.781.

y=>0 x>0

La figure (VI-7) indique 1l'allure des caractéristiques et les trois zones

Zl’ 22 et 23 obtenues par la méthode de Massau.

La table I domne o(x,y) sur OB pour h = 0.1, N =2, 5, 10, 20.
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(N = nombre d'intervalles sur 0l 02, h est le pas choisi sur OA). A cette table

correspaﬁent les courbes de la figure (VI-8).

Un autre calcul, pour h = 0.2, N = 10, donne des résultats 3 peu prés identiques
aux précédents. Ici, la méthode de Massau semble fournir des résultats accepta-

bles pour la précision désirée.

Les méthodes 1 et 2 donnent dans ce cas des résultats trds comparables.

(voir Figures (VI-9) et (VI-10) et la table II). En désignant par h,, hy et h

les pas pris respectivement dans les zones 2y, I, et Zy les calculs ont été

3

faits ici avec

h, = 0.2, hy v 0.1 et hy v 0.05.

o) A

\q. Vi-7

sur la figure (VI-11), on cempare (f(y) (x = 1.12) pour h, v 0.1 et h, v 0.05.

La méthode 1 était utilisée. Les écarts entre les deux courbes obtenues sont d'ordr
h. On distingue bien les trois zones 21,22 et 23,?(y) varie rapidement dans la
zone I, mais est bien continue partout (sauf pour n = 0). Les mémes remarques

peuvent &tre faites sur la figure (VI-12) obtenue par la méthode 2.
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(Résultats sur OB par la méthode de Massau)
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TABLE I

X o X (0]
= 2 5
0 4,14 0 4,14
0.18 4,12 0.17 4.30
0.52 4.56. 0.49 4.73
0.83 4.99 0.79 5.15
1.13 5.41 1.07 5.57
1.42 5.82 1.35 5.98
1.69 6.23 1.62 6.38
= 10 20
0 414 0 4.1y
0.17 4.33 0.17 4,34
0.48 4,76 0.48 .77
0.78 5.18 0.78 5.19
1.07 5.59 1.06 5.6
1.34 6. 1.34 6.06
1.6 6.41 1.6 6.42
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Les pas utilisés sont plus grands : pour des pas inférieurs il n'aurait pas été
commode de distinguer les deux courbes.

La figure (VI-13) montre les variations deif et o en fonction de y pour différentes
valeurs de n = 0, 20, 40, 60, 80, 100,

TABLE II

(Méthode 1 - Caractéristique OD et résultats sur OB)

n | y@) | P x1° X £ x 103 s x 10°
0 -0 - 551 0 679 4139
2 DOLOH L7 - 565 0.11 723 4358
15 S0.07 - 572 0.21 o 4463
40 0.13 .- - 586 0.41 789 4702
50 0.15 ; - 591 0.48 805 4786
60 0.17 - 596 0.56 821 4877
81 0.22 . - 599 0.72 851 5066
100 0.26 - 604 0.87 878 5208

\\\\\___,,__—.\\\/_______~_,_,,// T —

oD OB

N.B. Pour les méthodes 1 et 2, nous avons fait en sorte que 1'inégalité

k
E-max(lcll,lczl) <1

soit satisfaite localement en tous les points de la grille.



[
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Nous avons fait d'autres calculs pour des pas différents. Voir la table II-bis

pour apprécier la précision des résultats obtenus sur OB pour £(x)

Table II-bis
x hy v 0207 hy % 0.03
0.26 0.770 0.751
0.51 0.813 0.803
0.84 0.88u 0.86L
0.93 0.899 0.878

En conclusion, pour cet exemple, bien qu'il ne soit pratiquement pas possible
d'effectuer des comparaisons pour la plupart des points situés 3 1'intérieur
du domaine d'intégration, on voit bien que les résultats obtenus par des métho-
des différentes sont comparables.
Donc :

- L'utilisation des méthodes 1 ou 2 apparait possible : par un seul

calcul, on obtient des résultats avec une précision d'ordre h.

- L'expérience semble bien confirmer la stabilité théorique de la

méthode de Massau dans ce cas.

- Les méthodes 3 pas fixe apparaissent comme beaucoup plus commodes *

pour apprécier la précision des calculs.
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D-3 - Deuxiéme exemple

Données :

Ce qui donne

tandis que

Py = %- ; q% = -0.028 ;

n est discontinue au point O :

lim v(0,y) = 0.68 ;3 lim n(x,0) = 3.88 ;
y->0 x>0

lim £(0,y) = 1im &(x,0) = 3.82.

y->0 x>0

La figure (VI-14) montre 1l'allure des caractéristiques et les trois zones

Zl’ 22 et 23.

Les courbes en pointillés sur la figure (VI-15) représentent o(x,0) sur OB pour

différentes valeurs de N pour h = 0.2, la courbe en trait plein représente o(x,0)

obtenu par la méthode 1. Pour N assez grand, les résultats sont comparables, au

moins au voisinage de 0. De méme pour OD (voir figure VI-1.6). Les courbes devien-

nent plus :serrées'"pour N > 50, mais on ne le constate pas aussi clairement que
9

sur l'exemple precédent.
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L'expérience montre 1'instabilité de la méthode 1 pour la zone z,
(Figure VI-17). On peut faire disparaitre les oscillations 3 condition de prendre
% max |cl| trés petit mais les calculs deviennent alors trés longs et de plus
on ne connait pas 3 l'avance la condition de stabilité. Il apparait donc utile
dans ce cas d'utiliser la méthode 2 qui‘donne de trés bons résultats. Des

différences trds sensibles apparaissent aussi pour n : (Figure VI-18)

)

4

Fig, Vieig  mzdo0 b, 20,07

Du point de vue quantitatif, les oscillations observées sur la figure (VI-17)
ne sont pas en fait trés graves, mais elles sont liées en plus 3 la courbe en
pointillés de la figure (VI-18) qui a tendance 3 prendre l'allure de la courbe
en trait plein (méthode 2, Fig. VI-18) si on diminue le pas k, ce qui confirme

1'instabilité de la méthode 1 pour la zone 22.

L'expérience montre la stabilité de la méthode 2 (Fig. VI-19). La pyécision
est d'ordre h bien que pour la plupart des points, la méthode utilisée soit

d'ordre h2.
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TABLE IT1

(Méthode 2)

i y £x10° [ nx 10° | ¢x10® |ox10
30 3.7 4217 1019 1599 206
22 2.1 4075 867 1604 173
14 0.67 3925 706 1620 145
13 0.65 3924 739 1592 148
12 0.57 3919 936 1491 165
11 0.5 3917 1202 1358 192
10 0.42 3915 1626 1145 245

9 0.34 3918 23714 772 378

8 0.27 3922 3133 394 587

7 0.22 3929 3882 23 909

6 0.21 3933 3890 21 915

5 0.17 3950 3923 13 342

4 0.14 3966 3954 6 968

3 0.1 3984 3991 -3 999

2 0.07 4001 4023 11 1028

1 0.03 4017 4056 -19 1058

0 0 4033 4088 28 1087

x = 0,38 n 60
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TABLE IV

(Méthode 2)

i y gx10° | nx10° | px10° | o x 10
3y 4223 999 1612 204
27 .3 4101 863 1619 176
20 3970 717 1627 150
19 0.98 3969 711 1629 149
18 0.92 3965 803 1581 157
17 0.85 3962 87U 1542 164
16 0.78 3958 1008 1475 176
15 0.71 3957 1212 1372 198
b 0.65 3956 1461 1247 228
13 0.57 3958 1869 1044 289
12 0.5 3959 2315 822 374
11 0.43 3964 2888 538 522
10 0.32 3977 3884 47 935

9 0.31 3983 3894 1l 945

8 0.28 4000 3926 37 971

7 0.24 4015 3956 30 397

6 0.21 4031 3987 22 1024

5 0.17 houg | .a 1021 14 1055

4 0.14 soe4 | 40s2 6 1084

3 0.1 4083 4089 -3 1119

2 0.0y 4099 4122 11 1151

1 0.03 4115 4155 -20 1185

0 0 4131 4186 28 1217

x = 0.56 n = 93

\z

T e i
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On constate sur la figure VI-21, que les courbes s'arrondissent au voisi-
nage du point Cn ; les variations sont beaucoup plus rapides au voisinage du

point Dn'

L'expérience confirme bien les théories faites 3 propos de la stabilité ;
nous avions supposé les coefficients constants et bornés. Cette hypothése pou-
vait au besoin s'admettre pour l'exemple 1 alors qu'il n'en est pas du tout de

méme pour l'exemple 2.

Les tables III et IV permettent au lecteur d'avoir une idée des ordres
de grandeur. Les fonctions inconnues £,n et ont été multipliés & 10% et

tronqués a cet ordre, cette précision est amplement suffisante dans la pratique.
Pour cet exemple, les calculs ont été faits pour
E-max lCl < 0.8.

h

Voici pour des pas différents quelques résultats sur OB

x = 0.38 h3 = 0.07 n = 4.083%
h3 = 0.14 n = 4,080
x = 0.54
h3 = 0.07 n=4.171
h, = 0.14 n = 4,165
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D-4 - Exemple n° 3

Données :
Te = -1 3;a=03;8=-60"3; 61 =0 62 = =20°
p=303c=03p=103;9g=03;s=0;
gU:V:O’
On a

A =% » 5 = -0.028

Ce cas est particulier, en effet, les solutions sont stationnaires dans
z, et 23, les caractéristiques sont des droites, OC et OD sont donc connues d
1'avance exactement, ainsi que les fonctions inconnues sur OB. Nous nous intéres-
serons donc uniquement & la zone e
Les résultats sont spectaculaires comme le montre la figure (VI-22)

accompagnée de la table V.

La figure (VI-23) montre l'allure des courbes de o en fonction de y
pour différentes valeurs de n. On constate bien 1l'élargissement progressif
de la zone 22, des variations rapides au voisinage du point Dn tandis que.

les courbes s'arrondissent au voisinage du point Cn'



o
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TABLE V
3 y n Y o j y n g o
20 | 2.7 | 1.02% | 1.571 | 20 17 | 2.7 | 1.02% | 1.571 | 20
15 | 1.7 | 1.02% | 1.571 | 20 12 | 1.8 | 1.02% | 1.571 | 20
10 | 0.80 | 1.02% | 1.571 | 20 7 1 0.81 | 1.024 | 1.571 | 20
9 | 0.73 | 1.132 | 1.517 | 21.29 | 6 | 0.71 | 1.1u48 | 1.508 | 21.49
8 | 0.69 | 1.294 | 1.u35 | 23.38
7| 0.63 | 1.517 | 1.324 | 26.59 | 5 | 0.61 | 1.648 | 1.258 | 28.69
6 | 0.55 | 1.875 | 1.145 | 32.69
5 | 0.49 | 2.261 | 0.952 | 40.87 | 4 | 0.48 | 2.348 | 0.908 | 42.97
4 | o.42 | 2.767 | 0.699 | 54.73
3 | 0.3% | 3.486 | 0.339 | 82.9 3 | 0.35 | 3.405 | 0.379 | 79.10
2 | 0.27 | 4.220 | -0.028 | 126.6 0.28 | 4.220 | -0.028 | 126.6
0.14 | 4.220 | -0.028 | 126.6 0.14 | 4.220 | -0.028 | 126.6
0. 4.220 | -0.028 | 126.6 0 4.220 | -0.028 | 126.6
n =100 ;3 h, v 0.0 ; x=0.24 D=4l ; h, % 0.1 3 x = 0.24

2




5
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D-5 Exemple 4
Données :
e=-l;0a=0;8=-75" ;6 =036,=-20" ;
p=30',c=l,p=5,q=l,s=O,
U=V =0
On a :

lim n(0,y) = 0.68 3 1lim n(x,0) = 4.4
y->0 x>0

lim £(0,y) = 1im £(x,0) = 3.82
y=>0 x>0

La figure (VI-24) indique 1'allure des caractéristiques et les trois

zones I, Z, et Iy par la méthode de Massau.

La figure (V-25) montre les. écarts (d'ordre h) entre les résultats obtenus

pour des pas différents, par la méthode 2.

Les courbes (VI-28) représentent la caractéristique OD obtenue par la
méthode a pas fixe et la méthode de Massau ; les courbes (VI-29) comparent
o(x%,0) sur OB par les deux méthodes. Les calculs ont été faits dans les condi-
tions suivantes

- pour la méthode de Massau : h = 0.2 N = 100

- pour la méthode n® 2 :h =0.4
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D-6 - Influence des Conditions sur OA

Pour &tre plus complet, on peut chercher 3 vérifier 1'influence des condji-
tions sur OA en comparant les résultats obtenus sur OB par les deux méthodes (Massau
et méthode 3 pas fixe). Pour cela, nous avons repris 1l'exemple n°® 2 modifié de la

fagon suivante

a) q=0
B) g=1
Y) q =2
$) q = 3.

Pour g = O, on obtient une droite horizontale (solution stationnaire).

Pour la méthode de Massau, on a pris k = 0.4 (k = pas sur OA) ; pour q = 1

N = 100 ; pour g = 2, N = 75 et pour g = 3 , N = 50.

Les figures VI-30, VI-31 et VI-32 montrent qu'au voisinage de O, les résul-
tats obtenus sur OB sont pratiquement identiques pour les deux méthodes. On peut
remarquer cependant que dés que x est assez grand, les courbes ont tendance

d s'écarter d'autant plus vite que q est choisi plus grand.






)




VI-55

LT - PROGRAMME ALGOL

Ce programme concerne les méthodes 1 ou 2. Pour la méthode de Massau,
nous avons utilisé un programme écrit en ALGOL et mis au point par le Laboratoire

de Mécanique des Sols.

début reel X,Y,KE,D1,D2,A,B,R¢,MU,P,Q,SS,W,U,V,PHI1,PHI2,PT ,HX ,RES,YF ,HO,HC ,HD,YZ3 ;
entier I,J,L,M,N,N1,N2,N3NA,I0,IC,ID,IS,I3,NS,IT ;
reél tableau S,TB[1:2 1:100],SB,SD [1:2‘, 0:150] ,HY ,HH,YD,Y0,YC[0:150],
z[1:2],6[1:2, 1:3];
booleen S@RT,INT,BC,BD1,BD2,CHRIS,LECT,BAL, VV) ;
reel procedure T(X) ; reel X ; T := SIN(X)/C@S(X) ;

reel

procedure F(X,M) ; reel X,M ; F := M ;
reel procedure D(I,Z) ; valeur I ; entier I ; reel tableau Z ;
debut aiguillage AIG := E1,E2 ; allera AIG[II;

El: D := -C@S((z[1]-2[2])/2+MU-B)/Ces((Z[1]-Z[2])/2+MU-A) ;
allera FIN ;
E2: D := -Ces((z[1]-2[2])/2-MU-B)/c@s((Z[1]-2[2])/2-MU-A) ;

FIN: fin D ;
reel procedure C(I,Z) ; valeur I ; entier I ; reel tableau Z 5
debut aiguillage AIG := E1,E2 ; allera AIG[I];

El: C := SIN((Z[1]-2[2])/2-MU)XSIN(A-B)/(2xC@S (2MU)
EXP((z[1]+2[2])/T(2xMU) )xC@S (2 [1]-2[2] ) /24MU-A) )xU 3
allera FIN ;

E2: C := -SIN((z[1]-Z[2])/2+MU)xSIN(A-B)/(2xCES(2xMU)
EXP((Z[1]+2[2])/T(2xMU))xc@s((Z [1]- 2z [2])/2-MU-A))xU ;

FIN: fin C 3

reel procedure SIG(Y) ; valeur Y ; reel Y ;
SIG := (P+W/T(R¢)+QXY+SSXY+2)/(l+SIN(R¢)XC¢S(2X(PHIl—A)));
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procedure CALCUL(I,J,Y,DY,DM,M,F,D,C,S@L,RES,B@@,V) ; valeur M,DM,I,J ;
entier I,J ; reel Y,M,DM,RES ; reel tableau DY, S@L ; reel procedure
D,C,F ; booleen B@@,Y ;
debut reel YI,H,X1,X2,X3,P,S ; entier K ;
BOG := vrai ; z[1] := s@L[1,d]; Z[2] := s@L[2,J];
P := D(I,Z) ; S := SIGNE(P) ;
H := si S > 0 alors DY[J-1] sinon DY[J];
X1 := F(Y-SxH,M); X2 := F(Y,M); X3 := F(Y,M+DM);
YI := (Sx(S3-Y/P)xH+X2x(Y-SxH)-YxX1)/(X2-X1-SxH/P);
S8iS >0 et YI <Y-HouS < 0 et YI > Y+H alors allera SPRTIE ;
RES := S@L[I,J[x(YI-Y)x(si P > O alors S@L[I,J]-S@L[I,J-1])/H
sinon (S@L[I,J+1]-S@L[I,J])/H)+(F(YI ,M+DM)-F(Y,M))xC(I,Z); allera TERM
SORTIE : B@@ := faux ;
TERM : Fin CALCUL ;

LECTURE : LIRE(NA,KB,HY[i]);LIRE(A,B,Dl,DQ,R@,w,P,Q,ss,W) :
LIRE(U,V); LIRE(LECT); BAL := vrai ; PI := 3.14159265/180.0;
A := AxPI; B := BxPI; D1 := D1xPI ; D2 := D2xPI; R@ := R@xPI;
PI := PIx180.0; MU := PI/4.0-R@/2.0;
PHI1 := A+D1/2.0-0.5xKEXARCSIN(SIN(D1)/SIN(R@))-(KE-1)xPI/u;
PHI2 := D2/2.0-0.5xKEXARCSIN(SIN(2)/SIN(R@))+(1-KE)xPI/4-PI/2+B;Y := HY[1];

pour I:=2 pas 1 jusqua NA-2 faire
debut Y := Y+HY[I]; S[1,I] := 0.5/T(R@)*LN(SIG(Y))+PHIL;
s[2,I] := s[1,I]-2xPHI1
finy pour J:=1,2 faire SB[J,0] := SD[J,0] := s[7,NA];
N := N2 := N3 := ID = O; N1 := NA-2; IC := ID := NA ; IO := 1 ;
HY [ID] := 0.0; YO[0] := 0.0 ; Yc[0] := YD[0] := YF;
Y := YO[O]+HY[1]; L :=si KE =1 alors 1 sinon 2 ; s
IS := si L=1 alors 1000 sinon NA-1 ; M := ENTIER (L+KE);
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BALAYAGE : si BAL alors debut N:=N+1; si N=1 ou N=2 alors

debut 7[1]:=8[1,NA-1]; z[2]:= S[2,NA-1]; |
HX:=(si N=1 alors -1 sinon KE)xHY [NA- lT/D(si N=1 alors L sinon M,Z fin sinc
debut z[1]:=s[1,Ma]; 2[2]:=S[2,NA]; HX:=HY[NA- 1]/D(M Z) fin ;
INT:=BC:=BD1:=BD2:=CHRIS :=BAL:=faux ;
NS:=0

fin ;

Commentaire : CALCUL DE LA Z@NE[1]; z[1]:=s[1,I0]; z|2]:= s[2,10];
Y0 [N] :=Y0 [N-L}HXxD (M,Z)
si YO[N|<vo[N-1Jalors YO[N]:=Y0[N-1];
¥:=Y0 [N-1]+HY [I0]; Si v<Y0[N]alors
debut Y:=Y0[N-1]+HY [T0]+HY[10+1]; HO:=Y-YO[N];
N1:=N1-1; I0:=I0+1
fin sinon HO:=HY[I0]+YO[N-1]-YO[N];
pour J:=1,2 faire 2Z[J]):=8[J, si N=1 alors IC-1 sinon IC]; YC[N]:=vC[N-1]+
HXxD{L,Z)
Si N=1 alors allera CALCUL1; Si YC[N]<vcC[N-1]-HY[IC-1]
alors debut N1 :=N1-1; HC:=HY[TC-1]+HY[IC-2]+vC[N]-vC[N-1];
IC:=IC-1; BC:=vrai
fin sinon debut IS:=IS+1; HC:=HY[IC—11
v 1] +ve W] gin ;
Si N=1 alors S[L,IC]:=5[M,IC|+2xKExPHI1;

pour I:=I0+1 pas 1 jusqua IC-1 faire

debut pour J:=1,2 faire debut
CALCUL(J,I,Y,HY,HX,X,F,D,C,S,RES,SERTYV) ;
Si  S@RT alors allera N@NS@RT sinon TB[J,I]:=RES

fin ; Y:=Y+HY[iI fin 3 pour J:=1,2 faire
debut TB[J,10]:=TB[J,10+1]+HOx(TB[J,10+1]-TB [7,10+2])/HY [T0+1]; .
Si N nomeg 1 alors TB[J,IC]:=TB[J,IC-1]+HCx(TB[J,Ic-1]-TB[J,Ic-2])/HY[1C-2] fin 3




CALCUL2

VI-58

Commentaire CALCUL DE LA ZONE 2 ; Z[1]:=SD[1,N-1];

z[2] :=sp [2,N-1] ;YD [N] : =YD [N-1}HXxD(L,Z); |

Si N=1 alors allera CALCUL 2; Si YD[N]<YD[N-1}vD[ID-1] alors debut
HD:=HY[ID-1]+YD [N]-vD[N-1]+HY[ID-2]; ID:=ID-1; BDl:= vrai fin

sinon debut N2:=N2+1; HD:=HY[ID-1]+YD[N]-YD[N-1]fin ; si —BC alors ID:=ID+1

Y:=YC [N—l]; pour I:=IC+l pas 1 jusqua ID-1 faire

debut pour J:=1,2 faire debut

CALCUL(J,si BC alors I sinon I-1, Y,HY,YX,X,F,D,C,S,RES,S@RT VV) ;

Si MVSPRT et IC:=IC+1l et N>2 alors CHIRS:=vrai sinon si — S@RT et I:=IS
ou I:=IS+1 alors debut si INT alors allera N@NS¢RT;

IT:=I; INT:=vrai fin sinon TB[J,I]:=RES

fin; Y:=Y+HY[si BC alors I sinon I-1] fin ;

8D [L,N] :=TB [L,ID] :=SD [L,N-1]+HXxC(L,Z);

Si N=1 alors allera PREMNIV;

Commentaire CALCUL DE LA Z@NE 3; Si IS<ID et SD [l,N—ll-SD [2 ,N-'-l]>l.9
et L=2 alors IS:=ID+1;
Si YZ3-YD[N-1]>HY[NA-1]alors
debut BD2:=vrai ; Y=YD[N-1];_si IS<ID alors
IS:=IS+1; N3:=N3+1 fin sinon Y:=YZ3;
Si BC et BD1 et —mBD2 alors allera TERM;
NA:=N1+N2+N3+IO0+1;
I3:=si(BC et non BD1 et non BD2)ou(non BC et non BD2 et BD1)

ou(BC et BD1 et BD2) alors O sinon si non BC et non BD1 et non BD2

alors 2 sinon 1 ;

pour I:=ID+1 pas 1 jusqua NA-1 faire

debut si I:=ID+1 et L=2 alors debut z[1]:=S[1,I-I3]; .
z[2]:=5[2,1-13] fin; pour J:=1,2 faire
debut CALCUL(J,I-I3, Y,HY,HX,X,F,D,C,S,RES,S@RTVV) ;

si  S@RT et I=IS alors debut IT=I, INT:=vrai fin sinon si
non SPRT et I noneg IS alors allera N@PNSORT
sinon TB[J,I]:=RES

fin ;3 Y:=Y+HY [I-I3]

fin ;



VI-59

Si BD2 alors YZ3:=YD[N-1];HH[IO]:=HO;
pour I:=I0+1 pas 1 jusqua IC-2 faire HH[I]:=HY[L];‘
HH[IC-1]:=HC; pour I:=ID-(si BC alors 2 sinon 3)

pas -1 jusqua IC+(si BC alors 1 sinon O) faire HH[I+ (si BC alors O «°
sinon 1)]:=HY[1]; HH[IC]:=vC[N-}-vC[N] ; HH[1D-1]:=HD; HH[ID]:=¥z3-vD[N];
pour I:=NA-1 pas -1 jusqua ID+1 faire
HH[I]:=HY[I-13]; pour I:=I0 pas -1 jusqua NA-1 faire HY[I]:=HH[I];
si N<2 et non CHRIS et HY[IC+1]<HY[NA-1]x2.0 alors CHRIS:=vrai ; Si CHRIS
alors debut HY[IC]:=HY[IC+1]+HY[IC]; N2:=N2-1 ;

ID:=ID-1; NA :=NA-1; IS:=IS-1; IT:=IT-1;

I3:=13-1; pour I:=IC+l pas 1 jusqua NA-1 faire
debut HY[I]:=HY[I+1]; pour J:=1,2 faire
TB|J,I]:=TB|J,I+1]

fin ; si L=1 alors TB M,NA :=TB[M,N+AL]

fin
SB[M,N]:=TB [M,NA] :=SB[M,N-1]+TB [M,NA-1]-S [M,NA-1-13];
SB[L,N]:=TB|L,NA|:=SB [M,N]+2xKExPHI2; SD [M,N]:=TBiM,ID]:=TB[ID+1]+
HY |ID]x(TB [M,ID+1]-TB [M,ID+2] ) /HY [ID+1];
Si INT alors TB|M,IT|:=TB[M,IT-1]+HY|IT-1]
(TB|M,IT+1]-TB|M,T1T-1])/(HY [TT]+HY [TT-1]);
Y:=YO[N1; pour I:=I0 pas 1 jusqua NA faire
debut pour J:=1,2 faire S[J,I]:=TB[J,I];
ECRIRE(I,Y,S[1,1],5[2,T]); Y:=Y+HY[T];
fin ; si HD<HY|NA-1]alors
debut ID:=ID-1; HY[ID-1]:=HH[ID-1]:=
HY[ID-11+HD; pour I:=ID+1 pas 1 jusqua NA-1 faire debut
HY [I-1]:=HY[I];
s[1,1-1]:=s[1,1]; s[2,I-1]:=8(2,I] fin ;
s[1,Na-1]:=s[1,Na]; s[2,NA-1]:=5[2,NAT; .
N2:=N2-1; NA:=NA-1

fin 5 si L=2 alors

debut IS:=IC; TESTIS: si (S[1,IS+1]-S[2,IS+1])
super PI-2yMU alors debut IS:=IS+1;
allera TESTIS fin

fin; si N<JO+2 alors allera TERM sinon debut
X:=X+HX; BAL:=vral; allera BALAYAGE fin ;
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PREMNIV :  HD :=HY[IC-I]:=YD|[1]-vC[1]; HY[ICE=YD[N-1]-vD[N];
SD [M,N]:=TB[M,ID]:=TB[M,IC-1]; N1:=N1+l;
NA:=NA+1l; HY[IO]|:=HO; X:=X+HX; YZ3:=YF;
z[1]:=TB[L,10]; Z[2]:=TB|2,I0];
TB [M,NA|:=TB[M,ID |+HY [IC|xC(M,Z) /D(M,Z);
TB[M,NA]:=8B [M,N] :=TB [M,NA] -HY [IC]
(TB[M,NA]-SB [M,0) / (HXxD(M,Z)+HY [IC]);
SB[L,N] :=TB [L,NA | :=SB [M,N]+2xKExPHI2;
IC:=IC-1; Y:=YO[1]; BAL:=vrai; allera BALAYAGE;

N@NSPRT: ECRIRE('N@N S@RT');

fin ;
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F - Conclusion

Notre étude a porté sur la résolution numérique du probléme posé, en admet-

tant la condition de PRANDTL par des méthodes aux différences finies pour les-

quelles on ne peut s'assurer théoriquement de la stabilité que dans une zone

de Cauchy.

En particulier, 1'étude de la stabilité de la méthode de Massau [Ch. V]
montre que celle-ci ne peut &tre stable que si des hypothéses trés précises
sont satisfaites, ce qui n'est presque jamais le cas. Cette méthode apparait
d'autre part mal commode en pratique pour l'expérimentateur désireux de se
rendre compte de la précision de ses résultats numériques. Le degré de liberté

N (nombre d'intervalles pris sur 0.0,) entraine la nécessité de faire plusieurs

102
calculs pour un méme pas h pris sur OA.

La méthode 1 ne donne pas en général de bons résultats dans la zone Ly
La méthode 2 d'ordre h2 est un cas particulier des équations de

LAX-WENDROFF [ : |, [fﬂl, [ ] .ce typevest trds utilisé actuellement pour les

problémes ol apparaissent des discontinuités. Le terme l-)\2c2(un +u’ —2u2)

2 i+l "i-1
est un terme de correction dit de "pseudo-viscosité" pour des schémas un peu

différents de celui que nous avons utilisé. Nous avons bien remarqué, au moins
expérimentalement que les résultats obtenus dans la zone 22 sont bien meilleurs
et mémes précis en comparaison de ceux obtenus par les méthodes d'ordre h, qui
sont d'ailleurs instables, et compte tenue de la précision désirée par les
ingénieurs.

L 3

L'utilisation de grilles fixes permet d'avoir une bonne idée d'une part

de 1'allure des solutions obtenues et de la précision des calculs.

Enfin, nous avons supprimé le degré de liberté N d'ol une économie de

calculs assez importantes.
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Colit : pour l'exemple n® 3, la méthode 3 pas fixe cofite 94 secondes au

bout de n = 100 pour h, v 0.07. La méthode de Massau cofite 59 secondes pour un

pas sur OA de 0.2 et pour une seule valeur de N. Pour h2 v 0,14 la méthode 2 ne

colte plus que 56 secondes.

Bien entendu, les temps de calcul dépendent des pas choisis et les méthodes
sont tellement différentes qu'il est difficile de faire des comparaisons trds

précises.

Bien que l'utilisation de méthodes 3 pas fixes paraissent souhaitables, il

convient de rester prudent pour ce probléme encore mal posé.

Nous souhaitons seulement avoir apporter une contribution originale quant
3 sa résolution numérique d'une part par la méthode utilisée au Laboratoire de
Mécanique des Sols (Méthode de Massau) en étudiant sa stabilité et d'autre part
par des essais d'utilisation de méthodes a pas fixes plus récentes pour lesquel-

les l'expérience parait conduire 3 des résultats convenables. dans de nombreux

cas.
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