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INTRODUCTION

s o i e S e St e e
SERREIEERREE

L'idée originale de ce travail, qui me fut proposé par Monsieur N. GASTINEL,
était d'étudiepunennéthodevdg perturbation pour le probléme de.la recherche
des coefficients du polyndme caractéristique d'une matrice. En fait, de part
 la difficulté qu'il y a a déyelopper det(A+8A-AI) ou 6A est une matrice de
perturbation de la matrice A‘eaQn,n(R)’ il ne nous a pas été possible d'ob;enir
des résultats concluants, si ce n'est dans le cas ou 6A est de la forme uv,

uet ve Rn.

Notre premier travail fut de construire des matrices dont on connaisse a
1'avance les coefficients du polyndme caractéristique, ce que nous exposons
dans le chépitre I. La méthode de Leverrier pour le calcul des coefficients du
polyndme caractéristique d'une matri;e_A faisant intervenir le calcul des
traces des puissances successives de la matrice A, nous avons alors étudié de
quelle fagon perturber la matrice A donnée par une matrice 8A pour que le cal-

cul effectif (sur un matériel donné) des traces des puissances successives de
. A+6A nous donne un résultat plus proche du résultat exact que le méme calcul

effectué sur la matrice A (chapitre II).

Cette méthode de Leverrier utilisantles relations de Newton entre les
coefficients d'un polynOme et les sommes des puissances semblables de ses
racines, nous avons cherché 1l'expression de ces coefficients en fonction des

sommes des pﬁissancesvsemblables de deux fagons différentes :

- en utilisant les formules données par Warring au sidcle dernier (ch.III)

- en construisant directement ces formules sur l'ordinateur dont nous

disposons, d l'aide du langage LISP1-5 (chapitre IV).

Nous avons alors, dans le chapitre V, comparé les résultats retenus en
utilisant d'une part les relations de Newton, d'autre part les formules de

Warring.



Dans le chapitre VI nous étudions une perturbatlon de la forme uvT,

uet ve R pour le calcul du polyndme caractéristique d'une matrice.

Nous nous sommes ensuite'intéressés 3 des méthodes de perturbations, en
ce qui concerne la diagonalisation d'une matrice A, du type suivant : étant
donnée A.e%% (R) diagonalisable nous . savons qu'il existe une ‘matrice B régu-
liére telle que : B lAB A soit dlagonale Notre but était .de construire une'
suite de matrices {B } telles que :

-1

-1 -1
(1) ||Bi ABin < ”Bi_lABi_l”*,

HMH désignant la norme euclidienne des &léments. non. dlagonaux de la matrice

M, la matrice B, étant déterminée par :

‘i—i"laBi;l devant &tre divisée de fagon i satis- -
faire (1). . L RS e "

Nous faisdons alors une approximation, au premier ordre en’SBi;”pour'calculer
1l'inverse Bgl de Bi,“é savoir : ’ ' i

S R | -1

. B,”. - B, . .

i i-1 Bl-l 6Bl-l Bl-l’

mais du fait de cette approximation il ne nous a pas été possible de prouver la

convergence du procédé,

Monsieur GASTINEL'm'a alors proposé, pour la diagonalisation d'une matrice
symétrique, une généralisation de la méthode de Newton pour la recherche de la

solution de f(x) = 0, qui est exposée dans le chapitre VII.



CONSTRUCTION DE MATRIGES TESTS

Pour étudier une méthode de calcul des coefficients du polyndme caractéristi-
que A, il est intéressant, pour les applications numériques de disposer de matrices
dont les coefficients du polyndme caractéristique peuvent &tre connus simplement.

Nous avons.alers le choix. entre deux solutions :-

- ou bien prendre une matrice quelconque dont on peut déterminer les coef-
ficients du polynSmevcabaéféristique'par un -autre moyen : par exemple en
la transmuant en une forme triple diagonale et en calculant alors le poly-

néme caractéristique de cette forme tridiagonale.

- ou bien construire une matrice dont nous connaissons 3 priori.les coef-
ficients du polyndme caractéristique. C'est ce que nous ferons le plus

souvent et nous allons indiquer un moyen de construire de telles matrices.
Soient 2 vecteurs U et V appartenant & R” et la matrice antiscalaire

k=w' [1]

T.,T

Alors K% = UVIUV T

viuvh) = (VUK. Seit p = VIU. |
K est une matrice d polynSme minimal du second degré K2 ~pK=0sip#0,etsi
p = 0 alors VTU = 0 : les 2 vecteurs sont orthogenaux et le polyndme minimal de K se-

réduit a KQ = 0,



I-2

Soient a et b ¢ R et
M = al + bK.

L'inverse M_l de M, si elle existe est du méme type que M
u?t - a'l +b'K, a'etb' étant déterminés par :

M= i = aa'T 4 [(arbp)b! + bat]K -

Soit si_ {a 0
atbp # 0

a' = 1/a
{b' = -b/[a(atdp)].

Soient alors C1s CpaevinC les n nombres qui servent les coefficients du polyndme carac
terlsthue de la matrice A, le coefficient s du terme de degré n étant pris égal 3
(-1)". on sait d'aprés la théorie de la reductlon des matrices 3 leur premidre forme
normale que si une matrice admet des racines: simples 3 son polyndme caractéristique,

il est poséible de trouver une matrice semblable 3 celle-ci et de la forme de
Frobenius [21.

0 © -C
n

1 O\} “Ch-1

\
? 1 O\ —cn_2
\
§J= { 010

TN

| \

P! \

o e
¢



Nous allons construire A =.B GTB-l ou B est 3 polyndme minimal du second degré :

B = (B-1)I+K avec K = & Eyo= il lfj-_'l
i, *d 11 %
| 1 1
. "l_ ". ' .
On a alers : B = = a'I+R'K
avec |
1 SRR, [
| Rt =
= N s
En explicitant B, et B~ :
A = (B, I4K) (H=y) (a'I+B'K)
en posant : 8 = B-1 _
0 0 Qo e~ -—-Cn
1 0 0 cn—l
- ( T
H. = 1.0 = 10 -V
N Y ‘ ' Y&,
DN ‘ .
AN o
0 1l 0 0 c;L

n
avec y vecteur de R :

n idme
, € n

<
il

vecteur de la base‘fondamentale-de.Rn.




I-4

Dans ces conditions on a en développant :

o
|

= [ (H-7)+KB=KY] [0' T+8'K]

q'BO(H—§)+BOB'(H-?)K+a'KH+s'KHK—a'K§-s'K§k

'8 H-a'B y+8 B'HK-B _B'yKta'KH+B'KHK-0'Ky-B'KyK.

Explicitons les différents termes en développement :

n n n
.KH=(rE .)(ZE )= $( BE,.E )= L I E,.
1,9 13 gmp bRl g BT L sy eI
n n-l
Ki= © I E .
izl §=1 3
n n n n
. Ki= IE (LE,.)= = (I IE .E..)= ¢ I E,
X e R O KR
n n
Ki= I I E.
i=2 4=1 *J
Il n n n
. KHK=(ZE)(Z ILE )= Z(X ZIE,E )= (n-l)ZIZIE,
1,9 9 k=2 221 4,5 kep g1 M KR ig
KHK = (n-1) I E, .
. . 1,
i,]
cKy = LE, L xvyee = (I Ic +l_..el)eg =S LE;
l,j 9] i J :] 9n
n
avec S = E n+1-4
- n
Ky = I E, .
i=1 i,n




I-5

n
. YK: Zil cn—Fl-ﬂ,‘EIL,n' ? ?Ei’j
n
= I c (ZE E )
2=l"n+l_2 i,j ni,J
‘ n n
= £ I ¢ E
2=l_j=l ntl-2"%,7
~ = B
Y n+;—l 1,]
nv
KyKk =8 L E I E.-. ~sz(zE
121 B kg Kol rlkminzk"
noon
KyK=S: IE, ,
i=1 g=1 *o
D'oll l'élément en position i,j de A :
= o : - a!
3 3 .a Boéi,j+1 a'B.C 1 g n,j + B8 (1~ 6 )
-8 8'e t L (n-1)8' - v,.,v
| BQB n+l.+(l<S Jo' +(n-1)8 G’jaS’BS
g o= oy tl ]
ai,j @ [; 5 +B 6',j+l Bo n+l-1 n,j n,3]
+ 8 [s (1-841)-8,0,,q _y(n=1)-8]

et en remplagant A _ par B-l et en régrou anf»les'terhes.:
& o : P

8y " 8 [(p+n-1)-(B-L)e_, ,-S-1-6,, (B-L)}

o [Lrdy s (818 (e ) y(B-L)ss+1)]

i,j+1 n,J

—-5—



I-6 -

. 1
. = C_(a- - R
Soit alors : Yy ~-5-(B l)cn+l—i 1 o :
B+n-1 = u
1
_l:_)\ '—____’
B 8 "
1'élément a; . de A est alors donné par : .

]
ai,j’ = B! l:u+yi-6il)\1+u' [l+6i,j+l}\<+eyi6n,j]

soit

Y.

i 1 1
e S
%1, 7 T P 1,50 TR a3

Pour cette matrice les coefficients du polyndme caractéristique sont c, = (-1,

C.s C,ae..,C_ donnés,
1° 722 “n

2

Voici une procédure Algol permettant de construire une matrice-test par ce procédé :

procédure MATRICETEST(M,A,N,BETA) ;
entier N ; réel BETA ; tableau M,A ;

commentaire cette procédure forme une matrice M d'ordre N, dontles coefficients du
polyndme caractéristique sont connus et rangés dans le tableau A, dans l'ordre

des puissances croissantes. B est un paramétre variable différent de 1 et de 1-N ;

début réel G,S,T,U ; entier I,J

S = 0.0
pour I := 1 pas 1 jusqua N faire
s = s-a1] ;
T i= BETA-1 ; U := T+N ;

-6-



pour I := 1 pas 1 jusqua N faire -

G = S-A[T]aT-1.
pour J := 1 pas.l jusqua N faire -
si I =1 alors M[i i] = (1-G/T)/U sinon
M[I,d] :5 -G/(T#U) 3
M[I, N] = M[I,N|+G/T 3
fin ;

pour I := 2 pas 1 jusqua N faire
M[1,I-1] := M[1,I-1]+1 ;
fin PROCEDURE ;

» L 3 * [ /‘ L]
Précision obtenue : Remarquons que le nombre d'opérations nécessaire pour obtenir chaque

élément de la matrice est trds réduit, Il suffit de calculer une fois pour toutes
la somme S-des coefficients du polynSme caractéristique (non:compris le coefficient
du terme de plus haut degré) ce qui pour une matrice d'ordre n nécessite n-1 ad-
ditions. Ensuite chacun des termes s obtlent au bout de 5 addrtlons et 4 multipli-

‘ catlons au plus.

De plus B est un paramétre variable et il est possible de choisir sa valeur de
fagon que.les divisions par g-1 ou 3~l+n’donnent des résultats ayant un nombre
fini de dec1males. Dans ces conditions les résultats obtenus sont sans. erreur

ainsi que le prouvent les résultats cm-dessous



Nous voulons construire une matrice carrée d'ordre 6 ayant pour polynéme
y P y

caractéristique :
6 5 Y 3 2
det(A=-AI) = X =1.24A +3.68X1 =2,274) +6.4241 " -12,325)+24.875

Voici la matrice exacte correspondant & B = 5 :

0.4785 0.4795 0.4795 0.4795 0.4795 -3.3155
1.8715 0.8715 0.8715 0.8715 0.8715 -7.8435
0,276l 1.2761 0.2761 0.2761 0.2761 -2, 4848
A exacte 1.1459 1.1459 2,1459 1.1459 1.1459 -10.3131
-0.729 -0,729 ~0,729 0,271 -0.729 6.561
2,991 2,991 v2;991 2.991 3,991 ~26,919
et voici la matrice alculée par la procédure MATRICETEST :
0,47950000 0.47350000 0.47950000 0.47950000 0.47950000 -3, 3155000
1.8715000 0.87149998  0.87149998 0.87149998 0.87149998  -7.8434999
0.27609999 1,2761000 0.27609999  0.27609999 0.27609999  ~2,4849000
1.1459000 1.1459000 2,14538000 1.1459000 1.1453000 -10.313100
~0.72900000 ~0. 72300000 -0, 72900000 0.27100000 —O.72§OOOOO 6.5610000
2,9910000 2,3910000 2,9910000 2.9910000 3.9910000 -26,919000
Les chiffres inexacts sont soulignés. /
La norme euclidienne de l'erreur est égale 3 : 0.28868 10-6.

L'erreur relative vaut : 0,9012 10_8.

Norme du max de l'erreur : 0,23842 10_6.
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Matrice carrée.d'ordre 8 de pelyndme caractéristique::

det(a-21) = 281242 +2561°-782 %1020 c2u 20 34142 2= 2604715,

Nous avons pris pour le calcul B= -3 et le calcul des éléments de la matrice par la
procédure MATRICETEST donne un résultat absolument exact : la matrice calculée est

égale 3 la matrice exacte.

Matrice calculée :

-85.0625 -85,0625 -85.0625 -85,0625 -85.0625 -85,0625 -85.0625 256.,1875
10,6875 9.6875 9.6875 9,6875 9.6875 9,6875 9.6875 -29.0625
-73,8125  -72.8125 -73.8125 ~-73.8125 -73.8125 -73.8125  -73,8125 221,4375
-6.3125 -6.3125  -5,3125  -6,3125  -6.3125  -6.3125  -6.3125  18.9375
-114.8125 -114,8125 -114,8125 -113,8125 -1l4,8125 -114,8125 -114.8125 3444375
-18.3125 -18.3125 -18.3125 -18,3125 ~17.3125 -18,3125 -18.3125 54,9375
-60.8125 -60.8125 -60.8125 =~60.8125 ~-60.8125 =-59.8125 -60.8125 182,4375
132,1875  132,1875 132,1875 132,1875 132,1875 132,1875 133,1875 -396.5625

Nous. voyons donc qu'il est possible de construire, sans erreur, une matrice dont les

coefficients du polyndme caractéristique sont donnés 3 1'avance.
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TRACES DES PUISSANCES SUCCESSIVES D'UNE MATRICE A.

I- En étudiant la méthode de Leverrier pour le calcul des coefficients du
polyndme caractéristique d'une matrice A, nous avons été amenés '3 étudier le.calcul

des traces des puissances successives de cette matrice.

801t donc une matrlce Ae-qz n (R). Nous désirons calculer Trace (A4),
: ’ B )
Trace: (A ),..., Trace (A ).

Sert%t l'application qui & une matrice ‘A fait correspondre le:vecteur
Te R" de _composantes :

t; = Trace (A%,

(1) AL} T

i

Du fait des erreurs 'de calcul dues aux opérations d'arrondi et de troncature au cours.
du calcul effectif, sur un matériel donne, d l'application WL, il- correspond numérique-

ment un algorithme ‘m, qui a la matrlce A fait- corre8pondre un vecteup T .

| ) .
(2) LN

Supposons'alors qu'il existe une matrice §A QM%H n(R) telle que'l'on ait :
1 . .

(3) prsh—Tb__ o

T est alors le résultat exact.dgvllapplicationqm appliquéea A+sA,

-10~
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Soient alors ¢ réel et H une matrice que nous préciserons ultérieurement. Appliquons

alors 7@? d la matrice A+eH

' x®
(4) A+eH'~~mme_____$Tt

E

Nous obtenons alors un vecteur TE que nous pouvons considérer comme le résultat

2 0N

exact de 1'application, appliqué & la matrice : A+eH+8'A.

L}.L x

>T L
€

(5) . AteH+S'A -

Si nous pouvons alors déterminer ¢ de telle sorte que la norme de eH+§'A soit infé-
rieure 3 la norme de SA, le probléme (5) sera plus proche du probldme (1) que le
probléme (3) et par "continuité" de l'algorithme ), nous pouvons penser que la solu-

tion Tt du probléme (5) sera plus proche de T que la solution ™ du probléme (3).

IT - EXISTENCE ET DETERMINATION DE LA MA'IRICE SA,

Soient ti = trace(A)  Numériquement nous obtiendrons t,
- 2 N

| 1l:2 = trace (A7) ‘52
(a) . t
lt: = trace (A") "

n n

Existe-t-il alors une matrice 6A telle que l'on ait :

;l = 1 (A+8A)

. 2

t) = tr [(A+84) 7]
(b) o

£ = to[(arsn)"]

Développons Tr [(A+6A)k] .

"'ll" :
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. k-l« s - -'
_Onva‘:_w(AfSA)k zﬁAk_+; I _AlGAAk-; l-i

1=0
en négligeant les termes d'ordre supérieur en 8A,

N
T [ATtn] 1 aTsanto

1=0

Tg[(A+6A)#j

k-1
z
i=0

e[¥]s p o [alsadlh

et comme Tr(A.B) = Tr(B.A) nous aurons :

k-1

Tg[KA+6A)k1 = () 1 Tp(Ak-lGA)
; ' i=0
Soit |
1o [(a+sa) T = 1o [ANTak. e (A5 Loa]

Les relations (b) s'écrivent alors :

1]

t.

i 'Tp(A)+Tp(6A)v

14

[
1]

5 TR(A2)+2Tp(A6A)

(b")
Tr (A )#icre (45 L6n)

o+
=
1

+
H]

T (A")+n1r (A% L6a)

De (a) et (b') nous déduisons le systéme (c) :-

t+ 2
|

+ S
H

R RRRACLY
t,ot, = 2Tr(ASA)
(c)‘_ v i_ S
ey = krea e
~n'tn ) n'TP(An;I§A?

-12-
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TI(GA),va(A6A),..,,Tp(An-15A) sont lindaires en les &léments’'de la matrice SA.
Nbus_dispbsons‘ainsi'de n relations pour déterminer ies n2 éléments de la matrice SA.
Ce probléme admet en général une infinité de solutions :- pour  en obtenir une, nous
fixerons: n2-n coefficients de 6A de fagon arbitraire et nous utiliserons les rela-

tiens (c) pour déterminer les n autres.,

Soit % 4 1'élément en position (1,3) de 8A. Cherchons alers' 8A sous forme

diagonale, o 3 =0 sl i#Jcequirevient 3 fixer 3 zéro n2—n parametres du sytéme
2
(¢). Déterminons alors les a., que nous noterons o, par la suite afin d'alléger les

notations.

Le systéme s'écrit alors. :

. n
t,-t, = I qa.
1 _l i=l_l
N n
tz-tz = 2. ifl aii'“l
(c') ' :
: -
. n ,
tety S ke 2 ai? l)ai ol agi)représentel'élément en position
=1 (i,1) de 1a matrice‘Ak.'
n 4(n-1) ’
~ _ n-
tyty T o fl il M

Les o, sont alors solutions du systéme lindaire :.

ol - o L - v r - . ! —

1 1 1 o t~t,

41 ¥y — — — —a, % (tz"t2)/2

(2) _(2) (2) ) >

‘? a;22 - = &, % (ty-ty)/3

m | | -
|
'( 1) I( 1) (n-1) ~
n- n- ' . n-1 o

G110 % T T T TRy 1 L% _.(tn tn)[nj

Soit |B.a"= oT|

-13-.



Si la matrice B n'est pas singuliére,

II-6

le systéme (I) admet alors une solution unique

et ceci nous permet de déterminer les 0.

D'ol la conclusion :

* n .
Le vecteur T R" ayant pour composantes les traces des pulssances succes-
sives (de 1 3 n) d'une matrice A 0 (R) peut &tre considéré comme le
5
vecteur TO ayant pour composantes les traces exactes des puissances succes-

sives (de 1 i n) de la matrice (A+8A), SA étant une matrice déterminde com-
me .ci-dessus.

T R A+8A

IIT - STRUCTURE DE LA MATRICE 6'A

Soit maintenant € - R et H | o n(R). Formons A+eH et
H] . i

Soient t] = Tr(A+eH)  Numériquement nous obtiendrons ]
’ » . 2 ~
th = To[(AteH)”] t)
(a) ,
o “
t! = Tr[(AteH)"] t!
D'apreés 1'é

étude précédente nous savons qu 'il existe une matrice ¢'A telle que 1l'on

ait exactement :

t! = Te(A+eHts'A)

. )

t) = Tr|(AteH+§'4)]
(b)

tl o= Tr [ (A+eH+8'A)"]

14~
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En développant Tr[(At+eH+s ,"A)k] 'DOUS' Savons. que " ;.

e

Tr[( Atehits 'A)]‘]‘ = To ]}Ang)kj+k ‘.'I"rt [« arel) s AT

d'od les relations (c) :

Ei-ti = Tr(8'A)
;é—té = 2Tp [(AteH)6'A]
(e) }
ety = ki [(arer)* Fora]
%I'l-t ! - (n'I?; [(a+en)™™614]

Développens Tr [(a+ eH)ké_' AJ.

PPN R Py ~ N
Tp [:(A +e I ATHA )G'A:[ au premier ordre en ¢ @

l—O.

o [LA+eH) s 'A]

. S ~
T:r;[AkS"A:[ teTp[ 2 I T *s1a]

=0

Pour simplifier cette expression nous allons. particulariser H et dans tout ce qui

suit nous poserons H = I matrice unité.

Alors : Te[(A+eD)*s14] = T [ AT +k ¢ To(a¥"Ys1a)

Les relations. (c) s'écrivent alors :

- = 1 _
t-t, = Tr(s'a)
th-t) = 2Tr(As'A)+2eTr(8'A)
(c") |
B LIS A KT (A6 1A) 4k (k-1) € To(a¥"251a)
ti-t) = nTJ;(An—lG'A)m(n—l) e (A" 2604)

-15- .
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Ces relations sont linéaires en les &léments de la matpice §'A et 'nous disposons
° ’ . 2 o . '}

de n relations pour déterminer n“ inconnues : nous nous ramenons i n équations

3 n inconnues en cherchant §'A sous forme ‘diagonale et soit°<' 1'élément en

position (i,i) de §'A.

- n
tk? = 1
tl tl }Z as
i=l
" n
tot? = 1
1=1
N (k -1) (k=2)
tF+1! = - [
te-ty = k. §l(a +(k l)eaii )ai
t!'-t!' = n, 3 (a(n l)“r(n -l)ea (n 2)) .
n n ii %3
i=1
et les o; sont solutions du systéme linéaire :
1 " PR T4t -
( ‘ ~
- : 1 oo Mot !
a te ay te a .te | [ |e) Lot t2)/2
( _
] oy
'(k) (k“‘l) (k) (k l) t S . T |
a; +(k-1)e a;; ceveea +(k 1l)ea wal|l L (tkfl tk+l)/k+l
l
(n 1) .. (n=2) (n-1) (n 2) o (t'-t')/n
Ch +(n-l)eall ceeres @ +(n-1)ea oan J} " n n -
soit |Bfa’ = §'T|

Nous constatons alors que la matrice B' peut s'obtenir de fagon simple & partir
de la matrice B du systéme Bo = §T permettant d'obtenir les termeS’ai de la matrice
§ A (8II),

-16~
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B' s'écrit en effet :

B! :_(I+eE21)(I+QeEé2)...(I+(krl)eEk’k_l )B.,

)v"' . ( I“l"( n"l> eEnjn"l

ol E; 30 matrice de la base de.l'espace 3 n? dinensions des matrices carréesféur Ik,
? A .

est défini par :

.0
U
0 Lo
E, , % L
1,]
1% > —-———1l -
o ' o
|
n-1
B! = T (It+keE ).B
_ K=l k+l,k
n-1
1 ' = P = .
Soit B P.B avec P kgl(l+keﬁk+l’k).

d'ou
P.B.a' = §'T.
La matrice P est inversible (det(P)=1) d'ol, si B est elle-méme inveérsible @

ot = 3 L.p7t 80T,

IV - DETERMINATION DU PARAMETRE £

Nous désirons déterminer ¢ de telle sorte que l'on ait :
(a) || stater] <||sal|

Remarquons que.pour la norme euclidienne ou la norme du max, 1‘inégalité (a) est

équivalente d :

17
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1
la'+ex| < || ou X est le vecteur de R" défini par X = |1

Est-il possible de choisir ¢ de telle sorte . que :

(b) B P )6 rex| < [B~ter

o?

I1 parait naturel de penser que le paramétre ¢ dépendra non seulement de la norme
des vecteurs qui figurent dans 1'indgalité (b) mais aussi de. leur orientation dans

l'espace. Aussi allons-nous essayer de mettre en évidence une relation entre les
vecteurs 6T et §'T.

a) Relation entre T et §'T,

Soit T le vecteur des traces des puissances successives de A (de 1 3 n),

et T' le vecteur des traces des puissances successives de A+l (de 1 3 n).

: = 1 = &1
Soient (T)i t, et (T )i ti.

Les composantes de T' et T vérifient les relations :

' = )
tl tl+ne
2
' =
t2 t2+28tl+ne
|
' n
t =
‘tn tn+n€tn_l+. s o tNlE

ce que nous pouvons écrire :

-14-
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1 au premier ‘ordre en ¢ avec

T' = T+eKT+nee

Nous supposerons alors que :

~ ~ A

T' = T+eKT+neei au premier ordre en ¢ ol T et T' représentent les

vecteurs des traces calculées de A et de A+el.

Nous en tirons alors :
T'-T' = T-T+eK(T-T) soit :

(4,1) 6'T = §T+eKST au premier ordre en ¢,

avec

Remarque ' | , ‘
L'hypothdse que nous avons faite sur T' et T semble 8tre justifiée par le.

fait que si nous faisons ¢ = O dans la formule (u,l) nous obtenons §'T = 6T
-~ L 4 '

ce qui correspond bien au fait que sie= 0, T' = T et T' 5 T, puisque

(A-l-sI)e=o = A.

b) Détermination de ¢

P;BE' = §'T
Boo = 4T
6'T = T+eKsT
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Nous voulens'déterminer e.de sorte que‘: "~ -

lla"+ex]] < [|o]]

-1

soit- [Blp ™ s Teex] < B~ a1

P (e)8'T P'l(e)aT+eP'l(e)KaT

1]

(P (e)+er ™ (e)K)6T

1l

(I+eJ)8T au premier ordre en g
Jd= I E, .
R N

D'od BB NS = B(T+ed)sT et ¢ doit &tre tel que :

MB'laT+eB*lJ6T+exH < B et

soit. _
HB'lsT+e(B*lJ6T+x)” SR
soit
-1
u =B TJST+X-
B~ 8T +eu| % = (8™ sT+eu) (B~ 6T4eun)

(BT (B 6T)+2eu 8 LoTse 20Ty

137l Pzens " o % 2,

Ce trinome en ¢ passe par un minimum pour :

uTB-lGT

T a veme———

L 2

et ce minimum vaut alors :

“B;lGTHQ - (uTB-IGT)Q.

(T

» qui est bien inférieur éIIB-lGT

2

-20-
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En conclusion ¢

Etant donné une matrice A ¢ 7@ o(R)s solent &

T le vecteur des traces des pulssances successives (de 1 4 n) de As

T .le.vecteur calculé W est ‘le vecteur exact de A+SA.

Soient e & R et-Atel, | .

T(e) le vecteur des traces des puissances successives de A+el,

T®(¢) le vecteur calculé : T*(¢) -est le vecteur exact de A+eI+8'A,

|I1 est possible.de déterminer e'de telle sorte que A+eI+§'A soit plus

proche, -en norme,. de ‘A que ne l'est A+8A, ce qui revient & dire que
*(a) est solution d'un probléme plus "proche" du probleme pose que ne-

l'est T . ' ‘ '

i
)

V - EXEMPLES NMERIQUES

Pour justifier ceci nous ‘avons tralte un certain nombre d'exemples numé-
_ rlque8. Pour celd nous avons construif - des matrlces dont nous’ conna1ss10ns les
valeurs propres, donc les traces exactes et nous avons. utilisé les resultats ci-
dessus, Ayant calculé les traces de ces matplces nous avons déterminé le paramgtre
€ et nous avons ensuite recalculél;éé:traées de A+el. Voici sur 3 exemples les
résultats obtenus; le matériel utilisé &tant llordinateur IBM 360-67 de 1'I.M.A.G.

-3 3 |
q-——.--— -

Soit la matrice carrée d'ordre 6 :

-2l



[-2,6364
-5.6364
-2,3636
-1.6364
-4,909

-1.8182

-25.636
-15.636
-24, 364
-23,636
-26.909
-23,812

IT-14

10.364 18.364
8.364 16.364
5.636 19.636

12,364 1I.364-
g9.091 17.091

12.182 20.182

-17.636  16.364
-19.636 14,364
-16.364 17,636
-15.636 - 18.364
-10.909  15.09}
-15.818 9.1818]

Voici les traces exactes de A, les traces calculées et celle de A+el,

Traces exactes

Traces calculées

Traces de A+ I

"

426"

296
42690
114776
4826226

-14,000013
425,9970
295.9885

42689.43
114771.6
4826113

~14,000006
425.9968
295.9948
4268943
114773.6

4826127

Le paramétre € vaut e = 3,177714.10 .

)

La norme euclidienne de 1l'erreur sur A est de

celle sur A+el est de

Soit en erreur relative

sur A+el

: sur A :

2.342354 10"

.
»

.
.

5

: 2,051297 10~

5

113.0837
99.03.

~22~-
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Soit A matrice carrée d'ordre 8.

~ 1,333
-1.333.
=2,
-5.06
-2.53
-0.8
-1.467
[ 3.73

17.33
12.67
17.6-
14.93
17.47
19.2

1 18.53

16.26

1.333
2,667
3,6

-1.,06

1. 467
302

2,53

O. 266

-38.6

- -37.3

- -38.4
-19.07
-38.53
-36.8

. S37.47

-39.73

-0.67
+0.67
0.4

-3.07
2,467

1.2

0.533
-1.733

25.33  15.33  -18.67 |
26,67 16,67  -17.33
25,6 15,6 -18.4
22,93 12.93  -21,06
25,46  15.46  =18.53
17.2 17,2 -16.8
26.53 11,58 -i7.47
24,26 14,26  =7,73

Traces exactes

Traces calculées

2,200000
8.180000
1.113400
2.672670
5.292862
1.174331
2.519858
5.540820

+ 0l1.

+ 02
+ 04
+ 05
+ 06
+ 08
+ 09
+ 10

~2.200000°

8.179943
1.113389

 2.672619

5,292753
1.174304
2.519792
5.540634

+ 01
+ 02
+ o4
05
06
08
09
10

+ + 4+ + o+

Traces de A+el
2.199996 + OL
8.179948 + 02

©1,113385 + O4
2.672618 + 05
'5,292753 + 06
1.174304 + 08
2.519794 + 09
5.540662 + 10

Le paramdtre e vaute= 4,862622 - 06

La norme euclidienne de l'erreur sur A est de :

soit en erreur relative

sur A+el

sur A

sur A+el

[}
.

1.860767 + 06
1.578239 + 06

0.3348786 - OH4
0.2843674 - Ou,

23
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Exemple 3 : Soit la matrice carpée (6,6)

1.95 0,55
~0.2 3.6
0.4 0.1.
A= -0,725  -0.125
0.525 1,125
-0.35  0.25

-1.85 2,65
-2.0 2.5
-3.0 3,1

-2,525 9.375
-1.275 3.225
2,15 2,35

2,35 1,15
-2.5 0.1
-1.9 1.6

~3,025 0.475
-4,375 1.725
-2.65 5.25

Traces exactes .Traceé caiculées_b Traées deuA¥kI
12,8 12,8 12.8
97,68 97.67991 97,.67994
509,5031. 509.5029 509,5031 .
3546,572 . 3546,567 3546,568
24077.44 24077.39_ 24077.39'
172925, 172925,3 172925, 3
ie-paramétrezs vaut. : e = 3,180229'-07

Norme euclidienne de 1l'erreur sur A . 5.6416441-01

Norme euclidienne de 1'erreur sur A+ I :

soit en erreur relative sup A

sur A+el :

5,018716'-01
3.230620"-06
2,873989'-06

24
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INVERSION FORMELLE DES RELATIONS DE NEWTON

I ~ INTRODUCTION

Etant donné un polyndme Pn(x) de degré n

n n-1.
= X es o’
Pn(x) a ¥ ta; teoota (xta

Nous nous proposons d,\,e,détermineples;coefficients.:aa..,al.,;f...e,an:dercepolyname'lorsL

qu'on en connait soit les racines El’€2""’5n’ soit les sommes des puissances sem-

blables de ces racines, c'est-i-dire les quantités :.

Skz‘ Z glf m'k=l,voo"nl

Les coefficients-ai (i = 04...,0) et les sommes 8y (k = 1,...,n) satisfont aux rela-

tions (établies par Newton) [i]

l.al+ao.Sl =0

2.a2+al.Sl+ao.S2 =0
(1.1) '

f4i]
=~
+
[+
T
=
[95)
.
+
: jel
~
N
(Va]
N
—+
-+
foi)
[72]
1
(@]

Ayant fixé la valeur de a_,
celle 4!

la résolution numérique de ces relations est en fait

un systéme linéaire 3 matrice de premier membre triangulaire inférieure
qui s'éerit :
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1 al Sl

Sl 2 a2 52

?2 TN ?3 53

DR N ' 1

‘ ~ ; ==~ |

{ ‘ < ~ o} |

~N

Sk S}<_l Sl k . ak Sk

[ , N ' l

| { N : ‘
n-1 %p2 — —— — 1B ®n | 5a ]

ce qui théoriquement ne présente pas de difficultés.

Le probléme qui nous.intéresse ici est d'inverser formellement le systéme (2.1), c'est-

a-dire d'exprimer chacun des coefficients a; en fonction des sommes 81,82,,..,81
Pour celd nous pouvons procéder de deux fagons différentes :

- utiliser 1l'expression d'une fonction symétrique d'erdre quelconque des

racines d'un polynSme, en fonction des sommes de puissances semblables des
racines- [5_-[ .

- construire effectivement ces formules 3 1'aide d'un langage de programmatlon
adapté, comme le Lisp 1.5.

Nous avons . utilisé le premier procédé mais nous dlrons quelques mots du deuxiéme dans
le chapltre suivant.
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IT - EXPRESSION D'UNE FONCTION SYMETRIQUE D'ORDRE QUELCONQUE DES RACINES D'UNE
EQUATION EN' FONCTION DES SOMMES DE PUISSANCES SEMBLABLES DES -RACINES.

La démonstration que nous donnons ici est tirée du Cours: d'Algebre Supérieure
de Monsieur SERRET (1877) &ﬂ et nous 1l'expoesens car elle fait: apparaltre un algo-

rithme permettant d'utiliser les expressions obtenues.

Soient SROVIE FT les m racines d'une. équation de" degre m-et: Opslnseee sy
des entiers positifs ou négatifs.
S représentera la somme des pulssances de degre oy de toutes les ra01nes et le

sy%bole

o o o,

_ 1.2 L ., s ‘ e g
o(al,az, +s0,) IX)T %, . .%," désignera la fonction symétrique

o, o 0.
d'ordre i, dont.tous.les termes se déduisent de xllx22-,.».xil en faisant toutes les:

permitations possibles des racines.
Suppesons d'aberd que tous les exposants o soient inégaux. On-aura alers. :

)=

al) =8 lo(al,uz, o _ ) c(a oy 50

(1.2) | c(a S0,

190,2, 2,0.‘0 l—l

O:(Otl,Ol2+0Li?...,0Li_l)- O'(Gll,OLQ,.-'-,OL l l)

Cette formule permet de calculer les fonctlons symétriques d'ordre i connaissant

celles de l'ordre 1-1 On en dedult :

|0Caya)) = S S S b,
(2.2) 172 7172
G(ai,&2,a3) =S5 S§ §. -(S g +5 S +S S )+28

&l a2 aa al @2+&3. &2 &l+&3 as al+a2 ) a1+a2+a3

etc...
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On peut écrire ces formules d'une manidre plus abrécée et trouver leur loi de
P

formation de la fagon suivante :

Partageons les 1 indices Gy s0nseess0;: €N divers groupes.

Soient
Al le nombre de groupes contenant un seul indice Oss
Ao le nombre de groupes contenant deux indices,
!
\
i
A; le nombre de groupes contenant i indices.
On aura : Al+2A2+3.A3+...+1.Ai = 1 3

on voit que Ai doit &tre égal 3 zéro ou 3 l'unité et si A; = 1 tous les autres
sont nuls.
Ajoutons alors entre eux les indices o de chaque groupe et désignons par

C,5C 5.+ ,C  les sommes obtenues. Enfin considérons le produit S S ...S :
1562 " ©1¢ ¢
faisons toutes les permutations possibles d'indices Oy 50ppeee 0y

qui font acquérir 3 ce produit toutes les valeurs distinctes dont il est susceptible ;
ajoutons tous les résultats et désignons par T(Al,AQ,...,Ai) la somme obtenue qui

sera une fonction symétrique des indices a.
Avec ces notations les formules (2.2) deviennent

o(ul,a2) = T(2,0)-T(0,1)

(3.2) o(ul,aQ,aS) = T(3,0,0)-T(1,1,0)+2T(0,0,1)
c(al,az,a3,au) = T(4,0,0,0)~1(2,1,0,0)+27(1,0,1,0)-2,3T(0,0,0,1)

et de fagon générale :

i=X =A =...=), A A

A,
vl an 2en S o,

(4.2) |c(al,a2,...,ai) = 2(-1) NIERY

le signe I du second membre s'étendant 3 tous les Al,AQ,...,Ai satisfaisant 3 la con-

dition : l.Al+2.A2+...+1.Ai = 1,

~28=
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Cette formule (4.2), vraie pour i = 2,3,4 d'aprds les formules (3.2) se démontpe
de fagon générale en montrant qu'elle est vraie pour i = k+l, lorsqu'elle l'est

pour 1 = k.

Supposons que l'on ait
K=A;=..=A A A Y '

(5.2) 0(ays0y5enr0) = 2(-1) K 2e2n %L (k- kT(Al,AQ,.,,.,)\k)

la somme portant sur toutes les valeurs des entiers A telles que

A t2h, 0.tk = k. o

1

1]
L'expression o(ul,a2, "’ak+l) sera formée de termes tels que T(Al, paeees k+l)

t . =
ou l'on aura : l.Al+2.A2+...+(k+l)Ak+l k+1.
Cherchons les coefficients qui multiplient ces différents termes.
Supposons d'abord que Ay ne soit pas nul ce qui exige que Ak+l le soit 3 on aura
(A =L)+2.0 . o Hkady = k.
% Le terme T(A ...,Ak,O) que nous considérons provient en partie (formule
(1.2)) de 1la multlpllcatlon de S par o(al,u2,..,,a ) ;3 comme les termes

e+l
de ce prodult ne peuvent évidemment se réduire avec ceux qui proviennent du

changement de @) en o, ., ou de @, en a,ta, . etc... Il est clair que le coef-

ficient de T(Al,AQ,...,Ak,O) dans o(al,...,ak+l) sera égal au coefficient de

T(Al-l,,..,kk) dans o(a ,ak) c'est-a-dire égal 3

120 ee
k+l—kl—X2~..,—A X2 A3 Ak

(-1) (11) “(21) ... ((k-1)1) ©, résultat qui est conforme i

celui déduit de la formule (4.2) si l'on y fait 1 = (k+1).

* Considérons maintenant le terme en T(O,AQ,...,Ag,Ag+l,...,Ak,0) dans

c(al,aQ,...,uk+l). Ce terme provient tout entier (formule (1.2)) des résul-

2,...,ak)a en a toy

) P ' 3 - “
ou a, en a,ta  , etc... Les termes de l'expression de o(al,aQ,...,ak) qui

concourent ainsi 4 former le terme que nous considérons sont &videmment de la

tats que l'on obtient en chargeant dans ~o(al,a

-29~
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forme T(O,AQ,...,Ag+l,A l,...,kk) ol g peut avoir toutes les valeurs telles

g+l_

que Ag+l‘l ne soit pas nul, et le coefficient correspondant sera d'aprds (52) :

1 A

A A+l A
o ((k-1)1) K

K+l-X =A . =o..=X A -
3 : +1
2 s ((g-1)1) B (g1) 8

(-1) 8 ki 2ean)

Or chacun des termes de T(O,AQ,...,Ag+l,Ag+l—l ) contient d'aprés sa défini-

seees g

tion méme un ou plusieurs facteurs de la forme Su ot » ol le nombre d'indices

est égal a g ; si dans les facteurs de ce genre on rémplace successivement o, par

1» puis o, par a 1 puis etc... et qu'on réunisse ensuite tous les résul-

+ +
%1%+ 2" %%+
tats, chaque terme sera répété g fois dans la somme. Il s'ensuit que le terme en

T(O,AQ,...,A +l,Ag+l—l,...,Ak) donnera dans oo ) une partie des termes

pore s hgady

12%000 2%y
,...,Ak) et que ceux-cl auront pour

g
contenus dans l'expression T(0,

coefficient

A AL A

ktl=X_ =cco=A 5

2 K 17t A

L((g-1D) & (g BT (k- K

g(-1) (1)

et comme g.((g-1)!) = g!

k+tl-A_ =...=A A

A A A
(-1) 2 K 2 g0 e B (k-1

k

Les termes qui peuvent naitre des diverses valeurs dont g est susceptible ne pouvant
se réduire entre eux, le coefficient de T(O,AQ,...,Ak,O) dans

O(Al,AQ,...,Ak+l) Sera :

k+l">\ __opo_)\ }\ A >\

(-1) 2 k(l!) 2(2!) 3...((k—l)!) k résultat conforme 3 celui

déduit de la formule (4.2) en y faisant i1 = k+l.

% Considérons le . terme T(0,0,0,...,0,1) damns c(al,u2,...,ak+l).

I1 se forme au moyen du seul terme (—l)k(k—l)l T(0,0,...,0,1) dans
—o(al,a2,...,ak). Il faut effectivement ajouter pour celd, successivementoa Kl
d chacun des indices qui entrent dans ce terme et réunir tous les k résultats

~30~-
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qui sont évidemment égaux entre eux. Le terme considéré a alors pour valeur :

(-l)kk!T(0,0,..,,O,l) d'ou la formule (4,2.).

NOMBRE N DE TERMES CONTENUS DANS LA FONCTION T(xl,kz,...,ki)

Chacun de ces termes correspond d une certaine distribution des indices

%) 50pse 0,0 €N A1+A2+...+Ai groupes, Ak désignant le nombre de groupes contenant

k indices a.

Ecrivons sur une méme ligne tous les indices o, de maniére que ceux qui ap-
partiennent 3 un méme groupe se trouvent placés les uns d cdté des autres, en com-

mengant par les groupes d'une seule lettre puis ceux de 2 lettres etc,...

On pourra former de cette fagon N permutations ou arrangements des i indices
qui correspondront effectivement aux N termes de T. Si maintenant on fait dans
chacun de ces N arrangements toutes les permutations possibles des indices qui
composent chaque groupe, sans altérer l'ordre des groupes et sans faire passer
aucun indice d'un groupe 3 un autre, le nombre total d'arrangements gque l'on
obtiendra sera

A A ‘ A,
N(LD) T(21) 2...((i-in Mran

Enfin si dans chacun des arrangements ainsi formés on permute entre eux de toutes
les fagons possibles, d'abord les Al groupes qui contiennent un indice, puis les
AQ groupes qui contiennent 2 indices etc... sans altérer l'ordre des indices qui
composent un méme groupe, le nombre de tous les arrangements obtenus sera :

A A

1 2 Py M
N(LI) ~(21) AN GRS ED] @&y Xllkzl...Xi!
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En opérant ainsi on a formé toutes les i! permutations des i indices sans en omettre

une seule ou en rajouter aucune.

tAy
D'od : Al AQ Ai
= i! ! ! e (1! 1 WS R
N = it/(11) “(21) (1) "a i, s
Cas particuliers :
# La formule (4.2) suppose que les i indices GpsQpsess,0, SONL inégaux.
' ° . 4 ~ Pd ~ 2 ~ .
Supposons qu'il y en ait yu, &gaux a a;, u, égaux a Gpseee sty €gaux a o 3

le second membre de la formule (4.2) doit &tre divisé alors par
oty 1 1
HyfHpteeohy ?

® Si on suppose que les i indices soilent égaux d un méme nombre o, on devra
diviser le second membre de la formule (4.2)par 1! ; d'ailleurs dans chacun

des N termes de T(Xl,xz,...,ki) il ne reste plus que

Al AQ Ai
S 7S,.7...S." donc cette fonction a pour valeur
a 2o ia

A A A Ay A A

a0 Ten 2 dr Y sulszi...s.i

10

la formule (4.2) devient alors

o
(6.2.) 0(0yees, ) = E(xl,xz...xi) =
1—Al—k2—...Ai Y AL
£(-1) - 1.2 i 5 \
W T S 82 «e.5,7, le 2éme signe
1 A 5 . a 20 ilo
172 "...1 PURD U SRV D U
12 1

~

I s'étendant 3 toutes les valeurs positives ou nulles, entiéres de

Xl,AQ,...,Ai susceptibles de vérifier :

l.Al+2.A2+...+1.Ai = 1,
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IIT - DETERMINATION DES COEFFICIENTS D'UNE EQUATION EN FONCTION DES SOMMES DE PUIS-
SANCES SEMBLABLES DES-RACINES

. 12 . m m - .
Soit l'équation x +plx +...+pm_lx+pm O et soilent xl,x2,...,xm ses
racines.
On a : p; = (f—l)lelxz...xi soit en appliquant la formule (6.2) et en y faisant
o(,=l:

(—l)>\1+)\2+. . .+>\i

(1.3) Py = Ay rp A% :
> 1 ?

LR g ngtag

Sklsxz sxi
l 2 . 4 i

la somme I s'étendant & tous les i-uples (Al,AQ,...,Ai) satisfaisant a :

(2.3) l.Al+2.A2+...+1.Ai =1

Afin d'utiliser numériquement la formule (1.3) nous. devons résoudre 1l'équation

(2.8) pour les valeurs de i allant de 2 jusqu'd m.

IV - RESOLUTION DE L'EQUATION 1.A1+2.A2+...+n.kn =1

~

Nous appellerons probldme d'ordre n le probléme qui consiste d recherche

tous les n-uples (A_,X ,,..;An) d'entiers positifs ou nuls satisfaisant 3 :

2
led,+2 A teeo4n. A = n et nous le noterons P .
1 2 n n

Dans la recherche des solutions du probléme Pn,.nous supposons connues les

solutions des problémes P P,, et goit

n-1° Pn-2""’

Ro : l.gl+2aA2+...+n.An = N,

Il n'y a que deux valeurs de_An pour lesquelles R est satisfaite :
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152 = 0 et 1l'on obtient le

n-uple solution : (0,0,0,...,0,1).

=~ Ay T 1l : cecl entraine que X, = A 2"'=knel

- A =0 :R_se réécrit
n o
RL : Lo +234e.t(n-1)3_ ) = n
Nous divisons alors les solutions restantes en deux groupes

% celles pour lesquelles Al est différent de O.

# celles pour lesquelles Al est nul.

# 0 Rl se réécrit alors :

R! :'1.(Al—1)+2hx

- = (n- : "= L=
1 tooot(n l)An_l (n-1). Soit en posant A A, -1.

2 1 1

l.xi+2°x +,..+(n—l))\n = (n-1) dont les solutions sont celles de Pn

2 -1

si (al,a an—l) est une solution de P _; alors le n-uple

PO -1

(al+l,a2,...,an_l,0) est solution de Pne

Un premier groupe de solutions de Pn est donc formé de tous les n-uples ob-
ainsi :

- dans chacun des (n-1) uples solutions de Ph—l’ on ajoute 1 = xl et on

laisse les Ay pour i=2,...,n-1 inchangés.

- chaque (n-1)-uple ainsi formé est transformé en n-uple en le complétant

par la valeur de An soit 0.

0 R1 devient

R2 ¢ 2A2+30A3+..,+(n—l)xn_l = n.
La seule valeur possible pour An—l est alors O et R2 s'écrit
R2 : 2A2+3.A3+...+(n—2)xn_2 = n,
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Nous divisons les solutions de R2 en 2 groupes

% celles pour lesquelles A, est différent de O.

# celles pour lesquelles A2 est nul.
a') Ay # 0 R2 s'éerit

1 . - — = - 1 = -
R2 : 2(A2 D+3ea 4. .+(n 2))\n n-2 soit avec A AQ 1

3 -2 2

2A'+3A3+...+(n—2)kn_2 = n-2 dont les solutions sont celles de Pn—

2 2

dans lesquelles Al est nul.

Si (O,a2,a3,...,an_2) est une solution de Pn—2 alors

(O,a2+l,a3,...,an_2,0,0) est une solution de‘Pn.

Un deuxiéme groupe de solutions de P est donc formé de tous les n-uples

obtenus ‘ainsi :

- on prend tous les (n-2)-uples solutions de P _p dans lesquels A, est nul,

- dans chacun de ces (n-2)-uples on ajoute 1 3 A2 et on laisse les Ai

i=38,...,n-2 inchangés.

- chaque (n-2)-uple ainsi formé est transformé en n-uple en le complétant par

les valeurs de An et de Xn soit 0,0.

-1

b") AQ =0 R2 devient

R3 : 3.A3+4.A tooot(n-2)2 =n
n—

I 2

La seule valeur possible pour_}\n_2 est alors O et R3 devient

R3 \’3./\3+4,>\4+..,.,+(n-3)>\n_3 = n,
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De noyveau on divise les solutions restantes en 2 groupes
% celles pour lesquelles Ag est différent de O.
% celles pour lesquelles A3 est nul.

etc...

L'algorithme se poursuit de cette fagon jusqu'd ce que l'on ait utilisé dans

la construction des solutions de P.» les solutions du probléme Pq ol q est égal 3

- n/2 si n est pair

- n%2+1l si n est impair.

En effet si n est pair, n = 2k, la relation de départ R, se transforme en

Ri, R2""’Rk avec
Rk k.Ak = 2k
soit ko(Ak-l) =k dont les solutions sont celles du probldéme P, dans lesquel-

les Al’AQ""’Ak—l sont nuls et auxquelles on rajoute 1 3 Ak.

Sin = 2k+l Ro se transforme en R,, R "°’Rk avec

1 722

. . 1 ~
Rk : k.lk+(k+l)Ak+l = 2k+1 d'ou

a) Si A # 0 k(Ak—l)+(k+l)Ak+l = k+l dont les solutions sont celles du probldme

P dans lesquelles A_,A

tl ’Ak—l sont nuls et auxquelles on ajoute 1 & A

IR AR -1°

b) Si Ak = 0 on a

_ . o
(k+l)Ak+l 2k+l et 1l n'existe alors pas de valeurs de_)\k+l telles

que ceci soit vérifié.

Cet algorithme nous permet donc de construire de fagon récurrente les solutions
d'un probléme P pour n quelconque et c'est ce que nous avons fait pour n variant

de 2 3 20.
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V - PROCEDURE ALGOL

La procédure que nous donnons ici tient compte du fait que 1'encombrement
de la mémoire crolt trds vite avec l'ordre n du probléme dont on recherche les
solutions. De plus le mode de rangement des résultats que nous avons utilisé, est
étroitement 1ié 3 l'organisation de la mémoire centrale du matériel dont nous dig-
posons, I.B.M. 7044, en mots de 36 positions binaires directement adressables.
Pour ces raisons nous nous sommes limitds 3 traitep les problémes d'ordre n inférieur

ou égal 4 30 et nous n'avons utilisé la procédure que pour n inférieur ou égal a 20,

A - RANGEMENT DES RESULTATS

1°) Pour un n-uple (Al,k2,...,k ) solution du probléme P n? le nombre de A non

nuls est faible par rapport d n. Comme il n'est pas nécessaire de stocker les

Ay qui sont nuls, nous aurons en procédant ainsi un gain de place appréciable.

Pour savoir cependant quels sont les A non nuls dans un n-uple solution de P »
nous avons choisi de conserver une "trace” de ce n-uple de la fagon suivante

d chaque n-uple (Al,k2,...,A3) nous associons une mémoire d'un tableau TRACE.

Nous divisons cette mémoire en 2 parties

- une partie formée des 30 bits les plus 3 droite (numérotés de 1 & 30 de
droite 3 gauche). Dans cette zone le bit p° k est égal 3 1 si kk est différent

de O dans le n-uple considéré et & O sinon.

~ une partie formée des 6 bits restants, qui contiendra le nombre de bits non
nuls de la partie droite de 1la mémoire, cette information étant utilisde lors

de calculs d'adresses,
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Exemple : pour n = 5 le 5-uple solution (2,0,1,0,0) aura pour trace une mémoire
Lxemp_¢€ : p p

dont la configuration sera

|
l 2 0|0 N [ 2] [ R K ’
Nombre de bits non nuls T i;t n® 1 correspondant a A
. . 1
dans la partie droite

Bit n® 3 correspondant a A

soit 2. 3

figure 1

2°) Ayant conservé la trace d'une solution il faut aussi stocker les valeurs des Ai
non nuls de cette solution. Ceci a été rdalisé de la fagon suivante : a chaque
n-uple solution du probléme P est assoclée une mémoire d'un tableau VALEUR.

~

Cette mémoire est divisée en 7 zdnes de 5 bits numérotées de droite a gaughe de
13 7, la zone n® p ayant pour valeur la valeur du Ai correspondant au pleme
bit non nul de la trace du n-uple considéré (dans le cas ol n = 30

le plus grand nombre de Ai non nuls que l'on peut avoir dans une solution est

de 7, d'ou le choix de 7 zones).

Exemple : Pour n = 5, au 5-uple solution (2,0,1,0,0) correspondra une mémoire du

tableau VALEUR dont la configuration sera :

7 6 5 4 3 2 1 n° de zone
1 2
N )

Valeur de kl

Valeur de A

Figure 2 3

Nous voyons donc que les 6 bits de gauche de la mémoire représentée sur la
figure 1 donne aussi le nombre de zones de 5 bits occupés dans la mémoire

représentée sur la figure 2.
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3°) La recherche des solutions du prebléme Pn exigeant la connaissance des solu-

tions des probleémes.précédents, il faut pouvoir accéder a ces solutions. Ceci

se fait a 1'aide d'un tableau ADRESSE, dont chaque mémoire est divisée en 3

zones numérotées 1,2,3 de droite 3 gauche.

La mémoire n°
suivantes
- dans les 12

probléme n°

- dans les 12
de laquelle

les i-uples

- dans lés 12

a partir de

I du tableau ADRESSE (2 5 I g 30) contiendra les informations

bits les plus a gauche sera rangé le nombre de solutions du
I.

bits suivant se trouvera l'adresse du tableau VALEUR 3 partir
sont rangées les valeurs numériques des A; apparaissant dans

solutions du probldme I.

bits des plus 3 droite, il y aura l'adresse du tableau TRACE

1la quelle sont rangées les traces des solutions du probldme I.

Exemple : La mémoire n® 5 du tableau adresse aura, aprés le calcul des solutions

du probléme 5, la configuration :

Nombre de solugions
du probléme n® 5

A titre d'exemple

ADRESSE, TRACE et

3 2 1 _
E_____Adresse du tableau TRACE i partir
7 11 11
de laquelle se trouvent les traces
T des solutions du probléme 5.

Adresse du tableau VALEUR
a partir de laquelle sont
rangées les valeurs des Ai

Figure 3

voici le contenu des premidres mémoires de chacun des tableaux

VALEURS aprés avoir calculé les solutions du probléme .4,
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Solutions du probléme 2 : (0,1) (2,0)
Solutions du probldme 3 : (0,0,1) (1,1,0) (3,0,0)
Solutions du probléme 4 : (0,0,0,1) (1,0,1,0) (2,1,0,0)

(O,Q,0,0),(H,0,0,0)

Tableau TRACE Tableau VALEUR
I ‘
I/ 1]00..cciuvin..., 0010 _-——i 0 0{0|1 P;;baéme
/{'1 00 vivevnnnnnnns 0001 2| 0 0]0]|2[n° 2
T Eblean ADRESSE o T el 3] 0 0/0|1[Probisne
// }
2 | 2 1 1 412 100 vivuviunanan. 0011 w0 0[1]|1|No 3
3| 3 é 3 5 1|00 ssuruurennnn. 0001 5/ 0 0{0|3
4| 5 6 6 —.—E 1100 ceiuvvnnns...01000 -___g 0 0lo|1 ;;;gié;;
. 702100 vivuviuiass.. 0101 7 0 0l1|1
. \\ 8/ 2|00 vvuuvnnrnnn.. 0011 o) 0]1|2|n°® u
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B - PROCEIURES -UTILISEES

Cette méthode de rangement, bien que trds intéressante 'du point de vue place
~utilisée, & toutefois'l'inconvénient’de;nécessiter'de,nombreuXtcalculs;é‘adressen
Clest pour cette raison que nous avons défini & 1'intérieur du corps d%'procédure
principal différentes procédures permettant de calculer des adresses du tableau
VALEUR et -du tableau TRACE.

a) entler procedure ADTRA;(I,H)_; entier I,H ;

Cette procédure calcule l'adresse de la solution n® H du probléme n® I:
dans le tableau TRACE:et:l'affecte 3 ADTRA.

b) entier procedure ADVAL(I,H) ; entier I,H 3

Cette procédure calcule.l'adresse du tableau VALEUR 3§ partir de laquelle .

les valeurs numériques. de'la solution H'du.probléme I sont rangdes.

c) Erocedure AJOUTZONE(NZ DEPAR,MVA) entier NZ DEPAR MVA ;

Cette procedure recopie les NZ zones de 5 bits commengant d la mémoire
- DEPAR du tableau VALEUR dans la mémoire (ou la suite de mémoires) commen-
gant a l'adresse MVA du méme tableau VALEUR, aprés avoir décalé ces zones
de 5 bits 3 gauche de 5 positions binaires et en mettant 1 dans la zone

ainsi libérée.

Cette procédure nous. sert lorsque; dans la construction des. solutions du.
probléme n, nous utilisens des solutions des problémesin-l, n-2 etc...
dans lesquelles nous voulons ajouter 13aun A ‘qui y était nul. Le nombre
de zones est donc augmenté. et comme 1’ algorlthme le montre, dans un tel
cas.les Al-l’ Ai-2’°’°’kl sont nuls :: pour respecter 1l'ordre d'apparition
des A non.nuls de'la solution dans le tableau TRACE et celui dans lequel
apparalssent les valeurs de ces’ A dans le tableau VALEUR, il faut blen

décaler ces zones de 5 p031tlbns d gauche et mettre 1 dans la zone libérée.,

41—,
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d) procedure CPPIEZ@NE (NZ,ADZ,MVA) ; entier NZ,ADZ,MVA

Cette procédure recopie les NZ zones de 5 bits commengant 3 1'adresse ADZ

du tableau VALEUR, & partir de la mémoire MVA du tableau VALEUR. Cette pro-
cédure nous sert lorsque, dans la construction des solutions du probléme n,
nous utilisons des solutions des problémes n-1, n-2, etc, dans lesquelles
nous voulons ajouter 1 3 un : qui n'était pas nul. Il n'y a pas de création

de nouvelle zone dans le tableau YVALEUR.

e) entier procedure ISOLE(NZ,ADR) ; entier NZ,ADR ;

Cette procédure nous donne le contenu de la zone n® NZ de la mémoire (ou

de la suite de mémoires) débutant 3 la mémoire ADR du tableau VALEUR.

f) procedure CHARGE (MEM,P,X) ; entier MEM,P,X ;
Cette procédure ajoute X & la zone P de 12 bits (P = 1,2,3) de la mémoire
MEM : nous l'utiliserons pour la mise 3 jour du contenu des mémoires du
tableau ADRESSE

g) procedure CHARTRA(X,Y) ; entier X,Y ;
Cette procédure rajoute Y aux bits 31 3 36 de la mémoire X : elle sera utilisée
pour la mise 3 jour du contenu de la partie gauche des mémoires du tableau

TRACE

h) booleen procedure ZONUL(X,N1) ; entier X,NI ;

Cette procédure prend la valeur vrai si les N1 bits de droite de.la mémoire

X sont nuls et faux dés que l'un d'eux est égal a 1,

Cette procédure nous sert lorsque nous recherchons les solutions du probléme

p dans lesquelles A,,A,,...,A_ sont nuls.
172 ny
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Dans toutes ces procedures, ainsi que dans le corps de procédure principal, nous.
avons utilisé les procédures booléennes.élémentaires de 1l'équipe ‘de logique de
1'I.M.A.G. :

entier procedure ET(A,B) : }ntersection logique des mémoires A et B.
entier procedure OU(A,B) :- union logique des mémoires A et-B.
entier procedure TG(A,N) :  translation gauche de la mémoire A de N posi-

tions binaires.

entier procedure TD(A,N) : translation droite de la mémoire A de N posi-
= j -

tions binaires.

entier procedure BIT(A,I) : vaut 0 si'le bit N° I de la mémoire A est nul,
1 sinon.
entier procedure NG(A) : prend le complément de la mémoire A,

A l'aide de ces 6 procédures et de masques correspondant d la division des mémoires
des tableaux ADRESSE, TRACE et VALEUR en plusieurs zones, il est possible a chaque.
instant d'isoler le contenu d'une-de ces zones; sans détruire le contenu de la’

mémoire correspondante.

Enfin la téte de procédure principale‘est‘:

procedure LAMBDASOL(ADRESSE,TRACE,VALEUR,N) ; entier tableau. ADRESSE,TRACE,VALEUR ;

entier N ;

N indique ici l'ordre du probléme que l'on veut résoudre, étant bien entendu que

toutes les solutions des problémes précédents seront'd'aﬂord construites et conser-
vées comme nous l'avons indiqué. A cet effet les tableaux ADRESSE, TRACE et VALEUR
sont initialisés avec les solutions du probléme d'ordre 2 (cf. figure 4, page 16 ).

‘La procédure construit alors les solutions du probléme 3, puis 4 etc... juéqu'é N.
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VI - RESULTATS

Avant de donner les résultats obtenus, nous préciserons que nous avons utilisé
cette procédure pour N = 20 et que le calcul effectif des solutions du probléme 3
d celles du probldme 20 nécessite environ 8 minutes de calcul. En ce qui concerne
la place utilisée pour conserver les résultats nous ferons remarquer que le probléme
20 3 plus de 600 20-uples solutions ce qui occuperait 12,000 mémoires si nous

avions rangé ces solutions 3 raison de un Ai par mémoire, alors que par notre méthode

nous n'en utilisons que 1200..

Nous ne donnerons ici que les formules obtenues pour n < 8 car nous pensons que
si l'on veut effectivement calculer les coefficients d'un polyndme 3 l'aide des
formules (1.3), il est préférable de connaftre les valeurs des ; intervenant dans
ces formules plutdt que d'en avoir l'expression littérale compléte. Il nous semble
donc plus intéressant de donner la table des il-uples (Al,AQ,...,ki) solutions de

1.A,42.2

1 2+...+i.)\O = i pour les valeurs de i comprises entre 2 et 15.



a) Formules littérales
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. Nous donnons ici les expressions des p,/p_.

Py/py = -5
‘ 1.2 1
PQ/Po,' 251735,
» 1 1.3 1
Py/Po =3 51 8y ~(37 8 + 3 5y 2g
1l 1 1 .2 172 1.y
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b) Tableau des i-uples solutions de 1.A.+2.A +...+ L1.). = 1ipoupr i= 2.
o P 17020 L pour
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C_H A p I T R E. - IV

CALCUL FORMEL:- DES COEFFICIENTS D'UN -POLYNOME EN LISP 1.5

I - INTRODUCTION

Nous nous proposons d'obtenir ici, grdce 3 un programme sur machine, les
, .
formules donnant les -coefficients d'un polyndme en fonction des sommes de pulssances

semblables des racines de ce polyndme.

Nous montrerons d'abord comment obtenir ces formules puis nous décrivons:
la fagon de traiter ce probléme avec le langage LISP 1.5 [6], [7], qui est parti-

culiérement adapté d la manipulation d'expression littérgles.

Il est intéressant de noter que ce langage permet aussi de traiter des
problémes numériques et d'évaluer directement les formules obtenues. Nous pensons
que de nombreux algorithmes classiques pourraient, avec profit, faire l'objet d'un

traitement identique.
IT - PRINCIPE

Nous savons que les relations entre les coefficients a o’ al,...,a du
- n-1
polyndme P (x) z aox +alx +...+an R et les sommes de puissances semblables
de ses racines s'écrivent :

(1.2) | k. ak+ak l 11 2SQ+,. .+a Sk Ok =1,...,0.
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S,

' & R . » '- . N .
d'eu l'expression de\ak en fonction de ak—l""”ae;et'sk""’ 1

(2.2) " = k[ak l l k 2 2+...+a sk] k = l..ono

Ce sent les relations (2.2) que'l'on evalue’numériquement lorsque l'en veut calcu-
ler les coefficients a; mais nous désirens exprimer ici chaque . coefficient a, en

fonction des seules quantltes ao, Sl"SQ""’sk'
Pour cela il nous.'suffit" de remplacer danS‘l?exPression-de»ak chacun des coef-
ficients @19+++58y , par leur expressions en fonction des seules quantités

ao,Si,;..,Sj (j < k).

Ainsi de (2.2) nous tirons :

al:= -aOSl

%o 2
a = 2[a StaS,] = - 5Xs,-8).
etc...

Il est. blen évident que ceci serait fastldleux d faire 3 la main, $i nous veullons
obtenir les expressions de a, dés que n devient supérieur 3 4 ou 5. C'est donc cet.
algorlthme que nous tralterons en LISP 1.5 et pour la. description et l'utilisation

de .ce langage nous renvoyons le lecteur aux cuvrages et cours. spécialisés [6]

[71.[e].

IIT - MISE‘EN.OEUVRE'DE L'ALGORTTHME: E .

Pour la mise en oeuvre de l'algorlthme nous- transformons legerement les

formules (2.2) en les réécrivant ;

a a ’
T o AU _

ay k=1li..n et

~65~
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en posant
a
k _
—— = b k = 1;..n" nous aurons :
a “k :
o
1
W 2) = - = 1|b S S oo ® = l...0,
(3.2) by = [y 51Dy oS, +blsk_l+s£1 k n

Nous travaillerons dorénavant sur ces formules.

Scient alors :

a)

b)

c)

la liste P formée de :

((1.B1)(2.,B32)vvseee(keBk)eoeuoo(noBn))

la liste M formée de :
(Sn Sn_l?oonaos.‘k’:eosous 83 82 Sl)
la liste N qui sera au début de l'algorithme sous.la forme :

(0 0 cvvees 0 suvees 00 1)

Pour . obtenir 1'éxpressionvde (1.B1) nous voyons qu'il suffit de faire :

1°) Le "produit des listes M et N" : c'est-d-dire former la liste
((Snno)(anlno)-ooeco(skuo)veoloo(SQcO) (Slol))-

2°) D'éliminer ensuite de la liste obtenue tous les termes. du type’

(SknO) dans lesquels il apparait un 0.

3°) De transformer le terme restant en (Slxl)

4°) De calculer la quantité R1 : (—((Slkl)/l)) qui est la valeur de b,
. . ol

et de conserver ce résultat aprds l'avolr simplifié dans une liste

que nous appellerons RESULTAT.

-66-.
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Ayant ainsi calculé Bl; nous transformons.la liste N en:la mettant seus la forme :

N: (OO0 .eueeus O l‘Ri) et-nous_peuvons.alors itérer le processus

en formant le produit des listes M et:N qui nous dennera B2, puis transformer

de nouveau la liste N etec...

L'algorithme s'arrétera lorsque la liste N, compldtement medifiée aura la forme
. . 2 t ] . . (] .

(Ry Ry wveveeRy ,.....Rn), R, étant alors l'expression de b, en fonction des

seules quantités-si,...,si.
Un certain nombre de remarques.s'impese

% tout d'abord les expressions construites sont complétement parenthésées,
~ la notion de priorité entre opérateurs arithmétiques n'étant pas intre-
duite dans LISP 1.5,

# les opéprations arithmétiques élémentaires : somme, différence, produit
et quotient ne sont pas définies par le symbole associé a chacune de ces
opérationsf+,—,x,/ nais pas le nom des fonctions LISP péalisant ces opé-
rations : PLUS, DIFFERENCE, TIMES, QUOTIENT.

# S1 nous désirons évaluer numériquement les expressions littérales ob-

tenues, 1l faut encore transformer ces expressions en notation préfixée.

Exemple
L'expre531on du coefflclent B2 que* nous ééririons d la maln
Bé = - 5-(82 -S ) sera avec. l'algorlthme c1-dessus écrite sous la forme :

El : (MINUS((S2 PLUS((MINUS S1)TIMES S1))QUOTIENT 2))

mais pour 1'évaluation numérique de cette expression, il faudra 1l'écrire

sousla ferme préfixée,

-67~.
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- E2 : (MINUS(QUOTIENT(PLUS S2(TIMES (MINUS S1).S1))2)).

Pour rendre cette expression plus lisible nous utiliserons une fonction

LISP qui la mettra sous'la forme :
E2 : -((S2+((-81)%81))/2).

IV - DEVELOPPEMENT ET SIMPLIFICATION DES EXPRESSIONS ARITHMETIQUES

A - DEVELOPPEMENT DES EXPRESSIONS ARITHMETIQUES

Nous.entendens par développement des expressions arithmétiques, la distri-
bution des opérations multiplication et quetient par rapport aux opérations somme.

et différence.

1°) Distribution de l'opération multiplication.

Dans la construction des expressions arithmétiques que nous désirons obtenir,
nous sommes amenés d former des expressions arithmétiques du type
(TIMES(PLUS(EXPT A 2)B)A). En fait nous ne-construirons'paS'dé.telles expres-
sions, car nous’ distribuerons l'opération TIMES par rapporf“au PLUS pour obtenir

1'expression
(PLUS(EXPT A 3) (TIMES B A)).

De la méme fagon l'expression (TIMES(TIMES A C)C) sera remplacée pér‘
(TIMES A (EXPT C 2)).

Ces opérations seront réalisées par la fonction DISTRIM(X ; Y) ol X représente

le multiplicande et Y le multiplicateur.

-b8~
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Dans le cas ou X est du type
(TIMES A B), nous utiliserons alors une fonction auxiliaire "t CTIM(L ; Y)

o L dans l'exemple ci-dessus sera la liste (A B) et dont le but est le suivant :

- si Y appartient & la liste L alors nous construisons la liste (si ¥ = B

par exemple), (A (EXPT B 2)).

- si Y n'appartient pas 3 la liste L alors nouscconstruisons la liste

(A B Y).
- si L contient une sous liste du type (EXPT Y N) alors nous construisons
la liste :

(A (EXPT Y (N+1))).

Volci l'organigramme de ces 2 fonctions :-

\' 4

(oull (1) 2 J—@ jcTiM := list(Y) ; |

(a}omgcarg‘ L)) 2 @ ' J\car(L) =Y o)_@_____.__

CTIM := eons[list [EXPT;V;2] s0dr(L)]

CTIM := cons [car(L)jctim|cdr(L);Y]]

(gaar(L)zEXPTAcadar(L)=Y'?‘}(:}-—"—~—'

CTIM:=cons [1ist [EXPT;Y;addl [caddar L]];edr(L)] |

CTIM:=cons [car(L);CTIN|cdr(L); Y]]

S
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f—List[EXPT;X; 2] |
4

null(X) %

V

y¢— cons [TIMES; cons[X; 1ist [Y]]] |

distrim[car(X);Y] ull(cdr(X)E'

Organigramme de la fonction
DISTRIM [X;Y]

B,C;D et E sont des variables locales

list[B;distrim[cadr(X);Y];
distrim[caddr(X);Y]]

)

/

y
1ist[B;Y;
addl [caddr(X )]]

1
v ‘dr(X) D)

4

Cs=cdr(X);
wf D:=car(C);

* .
[p:=1ist[distrin[D;v]] |
1 i

| [E:=Nconc [D;E] I

- 70 <
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2°) Distribution de l'opération division

De la méme fagon que nous avons distribué l'opération multiplication par
rapport a4 l'addition, nous distribuerons 1l'opération division : cette opération
a lieu lorsqu'on a construit 1l'expression arithmétique. correspondant a kobk et
que l'on veut en déduire by Ceci est réalisé par la fonction Distquot|L;Z|

ou L représente le dividende, le diviseur étant Z.

Remarquons que Z est un entier dans notre cas et que lorsque L est du
type (QUOTIENT (TIMES A B) 2) et qué.Z = 3 nous construirons la liste
(QUOTIENT (TIMES A B)6).

Enfin dans le cas ol l'opérateur de la liste L est l'opérateur PLUS, nous
utiliserons la fonction CTPLUS pour distribuer la division par rapport a la somme.
Ainsi :

soit L = (PLUS(TIMES A B)C) et soit Z = 2 nous utiliserons

CcTPLUS [edr (L) ;2]

Organigramme de la fonction CTPLUS[X;Z].

(o1 1CO 2)0)—{CTPIUS := NIL ;| >
® | "

_atom(x)_2 ) (Q)—|cTPLUS :

List [QUOTIENT;X34]; | >

(atom(car(x))? }0)——CTPLUS: =cons [1ist | QUOTIENT;car(X);Z 3CTPLUS [cdr(X) ;2] |5 >

®

CTPLUS::eons[ﬁistquotf&ar(X);Zl;CTPLUS[;dr(X);Z]j’ 4

..

\Elyf



Organigramme de la fonction DISTQUOTIL;Z];

NIL p— : —

{ list [QUOTIENT;L;Z }; -

’@11(0dP(L5) distquot ﬁcar(L);ZjT. - e —

lB;=oar(L) ]

I

B = MINUS? -

| cons [B;list,[distquot ‘[cadr(L);ZJ]J;x'“—,'_‘*""—"

G- DIFFERENCE ? 11st[B;distquot [eadr(L);7) ;distauot [caddr (L) zﬂ]

list [ QUOTIENT; L ; Z }; -

G - .;..VIME.SVB=EXPT?

(& = auorIENT list [B; cadr(L); (TIMEScaddr(L) 7)) ; f————®—

| QB,: PLUS 9) cons [B; ctplus fedr(L)iZ]TJ - - —

0

Tiet [ QUOTTENT; L, Z)|

Y

\FIN ;
\ - B : variable locale

- 72 =
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B - REGLES DE SIMPLIFICATION -

Les régles de simplification que nous.avens utilisédes dans la réécriture

des expressions arithmétiques préfixées 'sous forme nermale sont les suivantes :

Nous avons défini un ordre de priorité pour les fonctions arithmétiques
LISP telles gue PLUS, TIMES etc...

Ces ordres de prierité sont les suivants +

EXPT (exponentielle)

CFONCTION . " |ordre de priorité

MINUS (moins unitaire) 0
PLUS . 1
DIFFERENCE 2.
TIMES (multiplication) 3
QUOTIENT 3

n

5

Autres fonctions : SINUS, COSINUS ete

Une expression arithmétique compldtement parenthésée ayant une structure de liste,

. nous allons modifier la structure de cette liste :

1°) en transformant la suite :
<epératéurfl .opérande 1 0p§rande:2>
TR ;

<opérande 1 ‘cpérateur 1 opéprande 2>

2°) en éliminant,'gréce aux ordres. de prierité que nous avons d&fini, les
parenthéses inutiles : si opérande 1 = -<opérateur 2 opérande 3
opérande 4> et si la prierité de opérateur 2> prdiorité de opérateur 1

nous construirons la suite : -

-73-



<operande '3 opérateur 2 opérande 4 opérateur 1 opérande 2>

Ces 2 opérations se feront simultanément a l'aide de 2 fonctions LISP récursives :

Ecrinor(X) et Mapop(u;v) dont voici les organigrammes :

Organigramme de la fonction ECRINOR X représente la liste préfixée.

\ 4

NIL ;3 |

tEcr inor

i () (0)——>—FEcrinor
)

Ccddr(x)=vide Dy~(O)—>—

®) (Atome (Cadr(X)) 2 y——(0)—

D) (Ccar(X)_:= MINOS ?)—@ﬁ

U := car(X) ;

(V := edr(X) Y Iggr_inor = X s !
| W _:= Ecrinor [cadr(x)]

) LW 1= cd-r()m
Ecrinor = !
cdr [Mapop [U3Y] ; Y Ecrinor :=
cons [car(X) 3 list(W)];

1
>
-

Ecrinoyr := f

cons [ecar(X); list(W)];

& e
Ty

T

e



Organigramme de la fonction MAPOP [U;V] H

U est une fonction arltlfunethue(PLUS TIMES,etc...)
V est une liste.

@tome (car(V)) Ye= list(car‘(V).);

()

Priorité de U> o
Priorité de caar(V) ? Y

\
Yi= list[Ecr'inor(car V)];

Y:=Ecrinor (car (V));

Y
¢
- g
r
7 :=Mapop [U, edr (V)];
Mapop:s= L
Ncone [cons [U Y] Z]; Mapop:=NTIL;
Y
_______ —
FIN
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Voici 2 exemples de réécriture d'expression arithmétiques préfixées 3 1l'aide de

ces 2 fonctions.

Exemple 1 :
Soit l'expression arithmétique préfixée : X := (TIMES A B). Décrivens .

Ecrinor (X). (cf,'organigramme).

- X n'est pas .vide

- X n'est pas un atome

- Le Cddr(X) = (B) n'est pas vide
done U = cdr(X) soit U := TIMES
et V.: .cdr(X) soit V := (A B)  ‘
puis Ecpinor iz cdr [Mapbp EU;V:[];

Mapop[pgvl avec U := TIMES et V :=.(A B)

- V n'est pas vide
- car(V) = A est un atome‘donc

Y := list(car(V)) soit Y := (A) ;
puis Z := mapop[TIMES ; (B)] soit
Z := (TIMES B) ' _

ncone [cons [TIMES;(A)_I; (TIMES B)];
(TIMES A TIMES B)
odr [(TIMES A TIMES B)]3"
(A TIMES B) ; |

et enfin Mapop :

soit "‘Ma‘lpop :

d'ou Ecrinor :

soit Ecrinor :

Exemple 2 : o
Soit X := (PLUS (TIMES A B)C) ; décrivons

Ecrinor(X) ;
- X n'est pas vide
- X n'est pas un atome
- .le cddr(X) = (C) n'est pas vide
done U :="PLUS
V := ((TIMES A B)C)
et Ecrinor := édr [Mapop [usv]]s
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Mapop [UsV] avec U := PLUS et V := ((TIMES A B)C)

- V n'est pas vide | |

- car(V) n'est pas un atome (car(V)=(TIMES A B))

- la priorité de U n'est pas plus grande que celle du caar(V)
caar(V) = TIMES et |
priorité de PLUS = 1 < priorité de TIMES = 3

donc Y := Eerinor [car(V)]

soit Y := Ecpinor[(TIMES A B)];

d'oll Y := (A TIMES B) (cf. exemple 1),

puis :

7 = Mapop[?LUS ;(CXI;,
soit Z := (PLUS C) ; |
etkenfin

Mapop := (PLUS A TIMES B PLUS C)
d'ol finaiemenf

Ecrinor := (A TIMES B PLUS C).

Sortie des résultats

L'expression arithmétique ‘ainsi simplifie est enfin modifide pour la sortie des
résultats : les noms  des fonctions arithmétiques sont remplacés par les symboles des
opérations arithmétiques correspondantes et le pésultat obtenu est soit imprimé, soit

perforé selon ce que l'utilisateur veut en faire.
Remarquons ici que les expressions arithmétiques obtenues sur cartes perforées

peuvent &tre directement introduites dans un programme ALGOL et affectées 3 des

variables de ce programme pour &tre évaluées.

~77=.
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CALCUL DES COEFFICIENTS DU POLYNOME CARACTERISTIQUE D'UNE MATRICE A

I - INTRODUCTION

Nous voulons dans ce chapitre utiliser les résultats obtenus dans le chapitre
3 pour calculer les coefficients du polyndme caractéristique d'une matrice
A é%n,n(.R) et comparer les résultats cbtenus en utilisant d'une part la méthode
de Leverrier et d'autre part les expressions littérales du paragraphe 3 du cha-

pitre 3.

Nous exposerons dans une premidre partie le principe de la méthode de Leverrier,
la deuxidme partie étant consacrée 3 la mise en oceuvre des deux méthodes et d leur

comparaison sur des résultats expérimentaux.

II - METHODE DE LEVERRIER [5]

Soit une matrice Aq‘hén n(R) et soit :
. , _
F(u) = det(A-uI) le polyndme caractéristique de cette matrice.

Soient MpsHgseeesby les racines de F(u) = 0. Si on peut connaltre les sommes ::
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) Sl = ul+u2+ooo+un

29 2
2 - ul+u2+a neo +un

.
1

wn
[}

T
l 2+06D+u

On en déduira de par les relations de Newton (cha. III, §1) les coefficients du poly-
ndme F(y), le coefficient p, de u? pouvant &tre pris égal 3 (-1)",
Or d'aprés l'expression de det(A- I) :

n-1

det(A~pI) = (-1)% [pn-(a ta +on,+a )u” taos ]

22

Nous avons Sl = ul+u2+ooo+un = all+a22+o,o+a — Trace (A).

Mais si A admet pour valeup propres ul,u2,o,,,pg
2 2 2 2 .
A" admettra pour valeurs propres Hpotooeoesll

o
©
o

An admettra pour valeurs propres ui,ug,onp,ug

D'un : S = Tr(Ak) k= loo.n,

Le calcul des coefficients Py se fait alors par :

| o | ,
(liZ) P /P, = - kka_l/pO Spteeetp /B, Sy g * S |

en commengant par Pl/Po = =8, etc.,.

1

II1 - COMPARAISON AVEC IES EXPRESSIONS LITTERALES

Rappelons que les expressions donnant les coefficients d'un polynBme en
fonction des sommes des puissances semblables de ses racines -s'écrivent :

' AL+ +o.,+A
(-1) 172 Ao A,

T 817 8, .08
R v ] 1 ! *
l 2 LI . l Alo A2 oo N0 Ai o

(1.3) Pi/Po =
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la somme I s'étendant d tous les i-uples (Al,A ,;..,Ai) d'entiers positifs ou nuls

2
satisfaisant a :

l.}\l + 2'>\2.+'."+ l'ki‘= l ‘,

ces formules pouvant &tre considérées comme le résultat de l'inversion formelle des

relations de Newton, , p

Ayant calculé les i-uples solutions de 1'équation l.Al+..,+i.Ai = 1
nous avons écrit un programme Algol permettant de calculer les coefficients Ps du poly-
ndme caractéristique d'une matrice A & l'aide des formules (1.2) (MEthode de Leverrier)

et des formules (1.3) (calecul formel).

Dans le second cas, afin de diminuer les erreuré machines dues 3 des dif-
fépences successives de nombres opposés voisins en valeur absolue, le calcul de chaque
coefficient Ps s'est effectué de la maniére suivante : nous avons accumulé séparément
toutes les quantités positives SP et toutes les quantités négatives Sy intervenant dans
la somme permettant de calculer p. et nous avons ensuite réalisé la somme-SP+SN.

Voici les résultats obtenus sur deux exemples :
Exemple 1 : Soit la matrice d'ordre 5 :

5 2.5 1.5 0.5  -0.5
3 5.5 0.5 -0.5  -1.5
A= | 7/3 ~"'5/6  89/15 -7/6 13/6
5/3 5/30 =-5/6 - 37/6 17/6

1 -0.5 =1.5 =2,5 6.5
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Coefficients du polyndme caractéristique rangds dans 1'ordre des puissances décrois-

santes.
Coefficients exacts | Méthode de Leverrier | Calcul formel
-1 =1 -1

29 28.99999 28.999999
-312 ‘ -311.99999 -311.99999

1516 1515,9999 1515.9999

-3152 ~3151.9996 ~3151.9995

1920 +1918.9984 1920.,0078

2 2

Norme euclidienne de 1l'erreur : 0.16163922,10 0.7828704 10~

Erreur relative : 0.40387161 1070 0.19560793 107>

Norme du max de l'erreur : 0,15716553 10-2: 0.78124999 lO"2

Exemple 2 : Soit la matrice A d'ordre 7 :
-0,778 2 1.778 1,333 1.111 0.889 0.667
1.882 -4 1.378 0.933 0.711 0.489 0.267
1.422 1.2 -0.022 0.533 0.311 0.089 ~0.133
0,622 0.4 0.178 0.733 -0.489 -0.711 -0.933
0,222 0 -0,222 -0.667 1,111 -1,111 -1.333
-0,178 -0.4 ~0.622 -1.067 -1.289 1.489 -1.733
-0.578 -0,.8 -1,022 ~-1,467 v -1.689 -1,911 1.867

Les résultats obtenus sont les suivants (les coefficients sont rangés dans 1'ordre

des puilssances décroissantes :
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Coefficients exacts | Méthode de Leverrier Calcul formel
1 -1 -1
ok 4 : 4
1k 13.999999 ~ 13.999999
-56 : ~ -55,999995" -55,999996
-49 -148.999989 . -48.999988
196 195.99995 195.99997
36 35.999969 36 '
- 144 -144,00003 ~144
Norme euclidienne.de 1'erreur : o.65376482-1oleL 0.32836912 10™"
Erreur relative : 0.25604008 10™° 0.12762621-10'6
I

0.30517578. 10"

. : ! ‘ -
Norme du max de l'erreur : 0.45776367 10

En conclusion il semble donc que les deux méthodes sont sensiblement équiva-
lentes : nous aurions pu penser que la méthqdé'utiiisant 1'expression exacte des coef-
ficients p; en fonction des sommes des puissances‘semblables devait' donner de meil-
leurs résultats que la méthode de Leverrier. En fait il n'en est rien et celd semble:
surtout du a ce que.le nombre,d'opérations.dané le calcul formel est beaucoup plus
élevé. ' | '

Le calcul des sommes,de-puissances/semblables étant le méme dans les deux cas
il nous faut, par exemple pour n=8, faire encore une cinquantaine d'additions et de
multiplicatiens peur obtenir teous. les P; dans la méthode de Leverrieb; alors que l'uti-

. lisation des expressions' formelles en exige plus de deux cents.

"8“{"" i
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CALCUL DES COEFFICIENTS DU POLYNOME CARACTERISTIQUE
ET MATRICE ANTISCALAIRES ‘

I - INTRODUCTION

Soit A une matricee?Zln(R) et soit
b}

) n.n n-1
- p’\— - - o cen
FA()\) det(A-AI) = (<1)"A +pn_l}\ + +PlA+Po

son polynSme caractéristique.

Soit z le vecteur de R® de composanteé‘:

Si nous calculons numériquement les coefficients du polyndme caractéristique de A par
une méthode quelconque (Leverrier, Souriat, Danilewsky,...), nous obtiendrons un vecteur

z qui, du fait de 1'accumulation des erreurs de calcul en machine est différent de

7z ¢ 2 # Z.

Nous nous proposons alors de savoir si le vecteur % ne peut pas &tre considéré.
comme le vecteur exact des coefficient du polyndme caractéristique de la matrice A+dA,
§A pouvant &tre assimilée & une matrice de perturbations de la matrice A : notre pro-

bléme est alors de déterminer la matrice &A.
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Pour que ceci soit possible, il nous faut connaltre les relations existant entre
les coefficients Ps i=0,...,n-1 du polyndme caractéristique de A et ceux, pi
i=0,...n-1, du polyndme caractéristique de A+§A. Nous utiliserons donc les résultats

de Duc-Jacquet Bj.sur les matrice "augmentées'.

IT - DETERMINATION DE §A SOUS IA FCRME UVT, uetv R%

Soit Ae‘né 0 n(R) et u et v deux vecteurs de R,
1
Nous savons que si

v

_ - (.13, 0 n-1
F () = det (A-)I) = ( l) A P f..,+plk+po

alors :
FA+uvT(A) = det(A+uvT—AI)'= EA(A)+va(A) ol :
£(2) = An_%fn_l+kn—%fn_2+;n.%Aq&+q6 Y, € R"
$n-1 ~ (1"
.Cfi-l = Aqg—pixu , i=n-1,...,1.

. VRPN (8 L n-1 ' \ .
Si FA+uvT(A) (-1)"x +pn_lk +...+plk+pO on a alors :
p! . =p +vT
n-1 " Pp1™ a1
t = vy i=n-1,...,0
b} = oy, Al

~

. n .
Nous nous proposons donc de déterminer u,v ¢ R* tel que z obtenu numériquement
d partir de la matrice A, soit le vecteur exact des coefficients du polyndme caractéris-

tique de A+uVT°
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Si de tels vecteurs existent ils devront naturellement vérifier les relations

n-1-
Cou

(a) Lf;n-:L: ('l)

(B) (g = Afipye

T
(e piP; = V{;

Nous - suppeserons alors. que pi—pi

VI-3

i=nl-l 9v e om’l N

i:n."l,' v ,O.

T | y _
= V(fi = ry est conmu pour 1 = n-l,...,0.

En substituant (a) et (b) dans les n relations (c) nous obtenons alors le systéme

linéaire suivant :

[ (-1t
n-1
Ppp (D)
_ LqyR-1
Pn-2 pn 1 ( i)
' \
' \
. N\ \
( \ \
| \ \
l AN
P Py ——-Pp

Soit PX = R avec Xi = VTAlu;

P étant inversible ona : X = P-lR et soient go’gl""’gn—l les solutions du systéme

PX = R,

Notre problime est alors de déterminer 2 vectewrs u et v de R tels que :

s

T _
vu = Eo
v Au = gl
(8)
T n-1 '
vAT Tu o= gn-l

\
(-i)n-l VTAn_lu

vTAu

VTAQu,

- el ~—

i = O,.-.,nf‘l

n

-87-
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IT - EXISTENCE D'UNE SOLUTION-

Nous supposerons que A est diagonalisable et admet n valeurs propres:distinctes.
loit A = HDH™® avec D : diagonale des valeurs propres.

€8 relations (S) deviennent alors :

vTHH_lu =
0
viHpE Yy = £
an)
T, B~l -1
v HDI : =
Hu gn—l
T
't en posant : |y = Hv
pe =,H!lu
z ° T )
S') s'écrit :| y X =_€o
T.1
yDx=¢g,
T.n-1
yrE =
jolt sous forme matricielle :
rl l cebhecseesoes l lel rgo
Mooy T M XV 9 &
2 2 2 3
Moo A XY3| T &
| )
| I ‘
{ I [
! 1 l 1 l 1 l
n- n- n-
! o % 51

e déterminant de la matrice de premier membre est un déterminant de Van der Monde

't il est non nul puisque Ai # Aj pour i # j. Ce systéme admet donc une solution soit :
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1Y) = 8y
Z¥g T By
\
|
|
Xnyn Sn

Le probléme posé admet donc une infinité de solutions u et v et nous rechercherons

e s s s AR . T . .
celles qui minimisent la norme euclidienne de la matrice uv ce qul s'éerit :

Min {|uv ”E | viaty = g i=0,0.esn-1}
n

u,veR

IV - RECHERCHE DE LA SOLUTION DE NORME MINIMUM

~ Nous supposerons A normale (AAT'= ATA)e Alors il existe une matrice Q unitaire telle
querTDQ = A, ol D est la matrice diagonale des valeurs propres de A.

Les relationS‘vTA u

= gi i=0,...,n-1
s'écrivent alors : TQTD Qu gi i=0,...,0-1 et avec le changement de base défini
par QT‘: siQu=x '
et Qv =y
YTDlx = Ei i = O,o-o’n"lo

Si nous recherchons alors les vecteurs u et v satisfaisant aux relations

VTAiU =& i=0,...,0-1 et tels que "uvT"E soit minimum il faut résoudre le probléme :
u,gi?Rn{”u TH2 | VTA;u‘= Ei i= O...nfl} ou ce qui est identique :
@ o _{ v|| | oTaty =g 120,01

U, V‘cR

Remarquons que si U, solution du probléme (P) est multiplié par A & R alors v est

divisé par . Le probléme (P) se raméne au probléme suivant :

(") uin {2 | vt =g 0, neL)
u,veRP 2 _
” u“E =

-89~
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3i nous faisons le changement de base défini par QT :

Qu
Qv

]
x

T
-

), étant unitaire, elle conserve la morme euclidienne donc :.

g =2 <sflfly = 1 <> [kl = 1
E E E

T
el = 1e%1, = vl
.e probléme (P') s'écrit donc :

B

. 2 . . .
Mlnn{HYHE | y ;LX : E.‘ 1= O,a L) 5n"l'}
' i
yeR 5
Il =1
les relations y D'x = g, 1=0,....n-1 s'écrivent sous forme matricielle :
1 I ..... 1 S go
S oo ‘1
2 2 2 | i}
1 2 n |
(
{ |
( l
n-1 . n-1 n-1 1
VI N ENA £,

Systéme qui admet une solution si Ay # Aj pour i # j.

Soit sl,SQ,,,;,sn la solution de ce systéme. Le probléme de minimisation P' devient donc :

. 2 : . o
(P) Min n{”ynE,l.xi’yi = s, i=1...n}

X,YGR 2 '
2 = 1
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Pour résoudre ce probléme utilisons la méthode des multiplicateurs de Lagraﬁge°

Soit :
noo, no, n
£(x,y) = R Tu(nz xi-l)+.2 ui(xi.yi-si)

i=1 =1 i=l

Pour X et v @ R" solutions du probldme (P) £(x,y) passe par une valeur qui-est le mini-
y P q

mum cherché, Or f(x,y) passe par un minimum lorsque :

S'éf— =0 i=1.,..n
0X, -
i
,ijiy—-=o ) j =l...‘n-'
()
of _ - [ _
i 2uxi+aiyi =0 i=l...n
i
of . -
— = 2y.t0.X, = 0O = leoon-
ays 3 33 .
J .
Considérons les 2 équations : A spet =0
. aX. ) ay- )
i i
2ux;ta;y; = 0
Qyi+aixi =0
On peut les écrire sous la forme
() i |
i = ce qui implique que la matrice du premier
\o"i 2 / yi} . 0 q pL1g q ' %

membre doit &tre singuliére d'ou :

2 . - . .
Hu-a, = 0 ce qui entralne o = 2/y, ceci étant valable pour i =l...n.

. S
eqs . i e .
En utilisant le falt que Xioyy = 84 et que 2;— TO,Xs = 0, ce qui s'écpit :
2 ' i
2s.+o,.X, = O nous avons : *
17171
2 ®1
Xy = - 2 E—.Nous prendrons donec pour oy la détermination +2/u si s, est

i

négatif et -2V si s, est positif,
D'Oﬁ ’ —91-
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% = L
15T
Comme I x; = 1 nous obtenoms : Vi = I |s,|
. i . i
1=1 1=l
D'ol : |S l
_ i 1/2 N
Xi - ( n ) l e ‘latcno
RENLH
(1.4) =iy
- (iEl Sil)l/Q fe1n
Yi i _‘_S_;-—I-—- - thn

Remarquons que la solution obtenue n'est pas unique : chaque X, est déterminé au signe

prés et de méme pour v,

. L3 2 L] L]
Nous vérifions que ”x"E,= 1 et la valeur du minimum obtenue est alors :

n n s

2 2 k| n n 9
lg = 2 s+ 3 o= Bl 3o 0sil = (als))
o b Bl g M im P gt
d'ol :
n
sl = = Is,)

i=1

Ayant ainsi obtenu x et y il est possible de déterminer u et v par :

u=q'x
T
v=Qy

d'ou le résultat :
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Soit A une matrice normale ayant n valeurs propres distinctesu;Soit z le vecteur
des coefficients du polyndme caractéristique de A et soit‘;'le:vecteur calculé.
|Alors il existe au moins une matrice antiscalaire uvT, uetv @an, telle que 7
soit le vecteur exact des coefficients du-polyndme caractéristique de Avuv et

T . o s o s
telle .que ||uv “E soit minimum, ce minimum étant alors égal d :

n
Min”uvq[ = I [s,| les s; étant définis comme ci-dessus.
i=1 ‘ ‘ :

V - APPLICATIONS

- Nous avons utilisé ce résultat de la fagon suivante :

Ayant construit une matrice A symétrique, dont les valeurs propres et les coef-
ficients du polynSme caractéristique étaient connus, nous avons. calculé les coeffici-
ents du polyndme caractéristique de A par la méthode de Leverrier. Ceci nous a donné
le vecteur R du systdme PX = R (§2), systdme triangulaire que nous avens inversé pour

obtenir les quantités Eo’gl’f"’gn-l'

Ayant obtenu les &, i=0,...,0~1, nous avons inversé le systéme :

1 1 ... 1 %,¥ A £

Moo o P! 3

|

‘ -~

-1 1 1 )

n- n-4i . n-

Lxl A Ay A _xnyn_ _En-il:_

Soit Mm}= £,

L'inversion de M s'est effectuée de la fagon suivante. Considérons le systéme linéaire
T . . . -
M'X = Y : pésoudre ce systéme linéaire revient 3 chercher les coefficients du polyndme

de degré n-1, Pn_l(t), qui pour t = Apsdgseeeshy prend les valeurs y,,¥,s<«-s¥
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e (=t
i (1)
1 (t.-t.)?
j41 T

Donc. si Li(t) = polyndme de Lagrange tel que'Li(tj) = ﬁij’

le polynSme cherché s'écrit :

n
(1.5) Pn_l(t) = izl yiLi(t).

Chacun des coefficients du polynlme Pn_l(t), a_,a , est donc une fonction

ye ® o a
N *“n-1
linéaire des Vs i=1l...n:

n .
L O
i=1 1o

U
Lo
31

iYi

-1.T

1 ),

Les oy sont alors les éléments de (MT)_l d'ou ceux de M ~ puisque wH™ =

]

Détermination des aj i
E)

Si nous appelons :

1z
i : .
oy = 1 A A pour J = l...n-
2 K72 k2
k etd #j
Gj : A OA L OA. A o e .}\
n 172 j-1"9+1 n
D. = (A=A ). =-2)eee(A=2, )AL J)ueoCAL=2)
3 31777 2 3 3= 3347 )

en développant l'expression (1.5) nous obtenons :

o = o- /D i=1...n-1
Jsl n-J :

j=1l...n
o . = 1/D, = J.oeons
N, J ]

~Ql
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gij) n'est autre que la fonction syméffique d'ordre k des (n~-1) nombres

. >\l’>\23000,)\j_lgkj-l_l’tnu’}\"n..

u ™t a done pour expression :

[1/D

Ayant déterminé M_l, nous en déduisons alors les

solutions de Mw =

1 -
Ol' 1
ay 1
| |

| |

| |

02 {-
£ solt

Rso¥y =84 i = 1l...n, puis les vecteurs des x, et y; pour i =1l...n de par (L.4).

Deld nous repassons aux vecteurs u-et v.

z T o e a
u et v étant connus nous avons formé A+uv: et calculé les coefficients du polyndme .

2 ° ® T
caractéristique de Atuv .

VI - EXEMPLES

La méthode de Leverrier pour le calcul des coefficients du polyndme carac-

téristique a été la seule utilisée dans les 3 exemples.

a) Soit la matrice (8,8) symétrique :

" 0,5626. ./ 0.1875"
0.5 0.3125  =0.0625
. . -0.125 0.250
: . . 0.625

0.125
~0.125

0.1875
-0.1875

0.75

-0.125
-0.375
~0.0625
~0,4375

-005

0.125

0.875
0.625

0.9375

0.5625
0.5
0.25 -
0.75

-0.375
-0.625

-0.3125

-0.6875
0.75
-1.0
0
1.75

~95-



Vecteur u :-  0.28774818
0.26455460
0.35286829
-0,10822508
O.i0509744
0.46254086
0.52982114
0.52399656

+ + + + 4+ +

VI-12

00 . Vecteur v
0l

;00

00
00
00
00
00

0.69325 - O4.
-0.,11107 - 03
-0.35184 - Ok

0.16138 .- 03..
~0.927868 - Ok

0.28689 - O4

0.13047 - Ok
+0.460 - 05

Coefficients exacts

Coefficients de A calculéds

Coefficients de A+u,vT calculés

1
-4

-1.8125
19.25
-11.046875
-13.5625

9.609375

2.25 .
-1,6875

1

-y
-1.8124988
19,24998 .
-11.046875
-13.562494
9.6093712

2,2500044
-1.6874542

1
-
-1,8125
19.25
~11,046872
-13,562504
9.6093813
2, 2500044
-1.6875305

Erreur relative :

0.16511981 =05

0,11299100 ~ 05

~96-
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b) Matrice (8,8) symétrique:

1.8125 2,3125 3.0625 2,0625 - 1.8125 - 1.5625 1.0625 -3,4375
~ 2.8125 2.5625  1,5625  1,3125-  1,0625 0.5625 -3. 9375
. . 1.3125 2,3125 2.0625 1,8125 1.3125 -3.1875
. 3.3125 1.0625 0.8125 | 0.3125 -l4,1875
. . 3.8125 0,5625 -0.0625 -4, 4375
. . S 4,3125 -0,1875 ~4,6875
. . , . . . 5.3125 -5,1875
. . . . . 14,3125
Coefficients exacts Coefficients calculés . Coefficients de>A+uvT
1 1 | 1
-37 ) -37 -37
361 : _,361 361
-1183 -1183 -1183
-98 ~-98 -97,998047
6692 6692.0124 6692
. =7176 -7175.3333 - i ~7178
-5472 -5476.5714 | ~54.94, 2857
| 6912 - 7679.9999 7132, 4624
Erreur relative : 0.,57967498 ~ 01 0.29324578 - 01

¢) Dans cet exemple nous nous sommes dennés une matrice A de coefficients de polyndme
P4 . . , R T .
caractéristique donné et naus avons essayé de déterminer A' = A+uv’ de telle sorte
que les coefficients du polyndme caractéristique de A' soient identiques 3 ceux

de A calculés sauf le dernier.
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A symétrique (6 6)

1.2222222 1.5555555
1,8888888

Coefficilents exacts de A : 1

-196
-56
160

2,5555555 o 1.2222222 0.5555555 -1, duuhhiy
1.8888888 0.55555556 -0,11111110 -2,1111111
0.88888886 1.5555556 . 0,88888888 -1.1111111
+2,2222222 -0 44444444 -2 hh Ly LI
2,8888889 -3,1111111
4,8888890
Coefficients calculés : 1
=14
35
69.999985
-195,99997
-56,00039
160.00911

Nous cherchons A' ayant pour coefficients ceux de A calculés sauf le dernier que nous

imposons d &tre égal a 140,

On a alors :

0.28338505
0,1004687
0. 44701210
0.15031186
0.,47512737
0.67929338

vecteur u

-0.15182368
0.19243121
0.77706863 ~ 01
-0.19587795
0.68399221 -~ 01
-0.20757068 - O1

vecteur v

et si 1'on calcule les coefficients du polyndme caractéristique de A' on trouve alors :

L
-14

35

70
~196.00058
~55., 994726
139, 95443
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METHODE DE NEWION POUR LE PROBLEME DES ELEMENTS -
PROPRES D'UNE MATRICE SYMETRIQUE

I - PRINCIPE DE LA METHODE

1 - NOTATIONS

Nous noterons :

{m’n 0’ l'algebre des matrices carrées a éléments réels.
H] B :
(M,n . les matrices du groupe unitaire.
H
gn : le sous-espace des matrices symétriques de 7Zn -
. b
@n : la sous algébre des matrices diagonales de WZH 1
H

Qgs . la sous algébre des matrices triangulaires supérieures de7%l n
] -

@,gn ! sous espace des -matrices antisymétriques.

2 - EXPOSE DE LA METHODE

Soit Ae xn‘fixée. SiQe un’ 1l'ensemble T des matrices B = ,AQTAQ est une

variété de (”Zn - Q étant donnée, cherchons quelle est la variété linéaire af-
, -

n
. N . _ Al
fine tangente a I, en son point Bo = QO A Qo'

é) Différentielle (de Frechet) de l'application : @A : Qc'-.‘?‘Zn 02 QTAQ e%n n
] 9

D'une part :

(QO+X)TA(Q0+X) = QzAQO + XTAQ0 + QEAX + X'AX.

D'autre part, si || | désigne une norme de matrice quelcongue sur %N g opa
. H
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T
lin (U.Hﬁ) = 0.
| %] »o0

La différentielle (au sens de Fréchet) de %, en Q, est donc 1'application

linéaire :

: W T T
L,(Q) : X¢ %m‘>XA%-+%ﬁXé%%n

?

b) Variété affine tangente 3 Qén,n en Qo

Nous avons vu ci-dessus que 1'application

%Yy T Q/}é . 2 13
M & ? -
@I . Q < }[% \ > Q Q & , admet pour dlfferentlelle en Q

, y T T
L) : Xe7ahn-+xqo+<%x.

Donc si l'on restreint Q 3 appartenir aZé on a QTQ = I et par suite :
X Q + Q X =0,
Donc la variété affine tangente 3 ?én n &8 QO es

3

W ='{Qo+x : QEX+ XTQO = 0},

s/ Z . ~ . - T
¢) Variété affine tangente 3 I'y au point B.= QAQ

De a) et b) on déduit que la variété affine tangente a FA au point

o = Q AQ n'est autre que

T T T T T
VQ = {QOAQO + X AQO + QOAX avec X QO + QOX~ 0}.

e}

La méthode que nous proposons, comme celle de Newton pour résoudre de simples
équations scalaires, est d'étudier 1'intersection de VQ avec EDn, c'est-a-dire

o
trouver X tel que :
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7 T T
QAQ, + X'AQ + QAX =D e@n

@(0)
XTQO + QZX = 0.

Nous prouverons que @D(o), dans certaines conditions, admet une solution et une

seule Xo' On considérera alors une nouvelle matrice unitaire Ql déterminée par :
& ' :
= . é e -
Stcoy o ex, = QR avec Q) ?/;n,n et R, ‘??S,n
L'algorithme étudié est le suivant :
Connaissant Qn trouver Xn puis Rn+l’ Qn+l tels que :

T 9
= G

Q AQn + XnAQn + QnAXn Dn n
: T
o, + Q.

n

& (n)

X =0
n

X

S vl g 3

Sin) S(QnJan - Qn+l'Rn+l Q

II - PROBLEE & (n)

Pour chaque valeur de n nous avons d résoudre un probléme du type :

déterminer X telle que

T T T, 9
o Q'AQ + X'AQ + QAX = De

XTQ + QTX = 0,

Soit B = QTAQ € J)n et XTQ = Y, Notre probléme est donc de trouver Y& ?’Zn n telle
9

que :

B~l-YB+BYT=Dé@n

®

Y+YT=O.

La deuxiéme condition nous montre que Ye&:fn le sous-espace des matrices anti-

symétriques. Si {Eij} désigne l'ensemble des matrices de base de %Znn ((E, j)
) 5

K0

0,



(E. .),

. = 1) 1l'ensemble
1,] 1,]

{E..
13

Y =
1>5

Puisque la matrice B+YB+BYT est symetrlque

il suffira d'ecrlre'aig——l

VII

-4

» pour écrire qu'elle appartient

la diagonale de celle-ci sont nuls. Cela donnera les

nissant les valeurs de Yij'

Plus précisément écrivons :

(S)
i>j
soit
(8) Bt > y,,C..c
. i ij i3
B
[ -b.,
|1
. T |
_j—_é _:bi__ |
|
. T [
1 -b
~"3__ b.
P 3 39
|

Les éléments de C.
9

placées dans la disposition ci-dessus.

Y - ' - S
B+ yij[KEij By )B4B(E, Eij)]

C.
1

9

s (E..-E.. -
-yij(Eij Ejl) 6i:§n est un sous-espace 3

-1)

—Elj s i>3 5= l...n} est une base poux»@,3; et Y s'éerit :

3 E&%:il dimensions.

3 &
n

]

relations par exemple en écrivant que les termes sous

n(n
L2

équations lindaires défi-

. étant la matrice formée ainsi

ol by désigne la k°"°

colonne de la matrice B,

: sont ceux des colonnes (ou des llgnes) de rang iouj de B
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Remarque importante

L'élément en position (i,5) de Ci‘g n'est autre que bjj_bii’ les autres
H

éléments au dessous (strictement) de la diagonale de Ci . sont soit de la forme -

: ‘ ]
-b,. (2#1) soit de la forme sz(2¢j).

Supposons que l'ordination choisie pour les composantes de Y soit par exemple :
T
(y21 Ya1°+-Yn1s Yag - -Ynos Yugor+o¥p nog?) =V

Le systéme linéaire d'ordre-E-(-g:-ll donnant les Vi3 s'écrit :
5

(1) | Iy fu
o U7 = (b, s D, yeery=byis Doosesesb, -b b )

21° 31° > UNL? 32? * N2 432ttt h n-1
et ol la matrice I de type (n(n -1) R n(g—l)) est telle que son &lément diagonal
correspondant au rang (1,]) (c'est-d-dire avec l'ordination choisie pour les y
le coefflclent de la k™™ inconnue dans le k' Sme équation avec
k =3 (] 1) (2n-j) + i-j) est b]] bll, les éléments hors diagonaux étant soit

-bys (2#1) soit bgj (2% 9).
Supposons alors que la condition suivante ait lieu pour la matrice B :
& : vi# [bii-b..| > |b£l| + I |b2j| = I ]bigl + T |b,

= m 17 o g I

Proposition 1

8i la condition§ est réalisée pour la matrice B, le systdme y = u (donc ()

admet une et une seule solution telle que

(2) ' Max Iy | < 2 Max |b .| 5 u et m étant définis ci-apres

par (4) et (5).
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Démonstration

Soit I = A+®, A étant la matrice diagonale formée des &léments diagonaux de

. et ¢ de la partie "hors diagonale" de $. & implique tout d'abord que A—l
existe ; donc :
_ -1
(3) Z = AI+A T9).
n(n-1)
D'autre part, si q(g) = max (]§<|) est la norme sup R 2 du maximum de
vk=l,..zié;i£l n(n-1)

i 2 .
la valeur absolue des composantes d'un vecteur £ € R » et si
S .fA) = Max ( (AE)) est la norme de matrice associée on sait que :
¢ ;. 9(0
n(n-1)/2

Sgp(M) =  Max C r  Im_].
*f n(n-1)  r=1 ker

Donc d'aprés & on a :

(g by, 1+ AN
|b

(W) u = S?q(A_lQ) = Mag <1,

53 117055

n{n-1)

- 2 .
Cela prouve que A l@ est contractante dans R et puls que :

(ta7 o)™ = 1o er (a7 o) 2. L a1 L)y

Done S7Y((I+A-l¢)—l) s 1+u+u2+...+un+... = _l = L
M sgp(ahe)

—lA-l

Donc I existe et c'est (I+A_l®) . De plus

-1 __m e oqy
Sqg(X ™) < T 1y st 1'on pose

(5) m = Max (-lb__i-_b_—l-)
i>] 11 75
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I1 suffit alors de remarquer que y = Z"lu implique :

(y) < &g{(z-l)xf(u) pour obtenir (2).

ITI - PROBLEE DE TYPE &(n)

- Q étant donnée, on forme B = QTAQ puls on détermine Y par @) puis on forme

X =‘QYT. Enfin R' et Q' sont déterminés par :

- | T 1e
QX = Q'.R' = Q(I+Y") Q'e &5n N

H

R'c:igs,n.

On cherche ensuite B' = Q'TAQ'.

Or on a :
QTAQ + X°AQ + QTAX = De S’Dn
XTQ + QTX =0

c'estQéedire :
(@+x)T A(Q+x) - Xx"AX = D
()7 (g+x) - xTx = I

ou
R'TQ'TAQ'R - o aQYT = D
R'R' - vy! = I.

Posons R' = I-Z. D'aprés la 2&me relation ci-dessus :
(1-2)T(1-2) = YYT+I donc

(1) 7'7 - 277 = yy'

Soit Y une norme sous-multiplicative de 7zn o et soit ¥ l'applicétion
]

. &~ T &~ g
w.z\€&n+zm vff
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C'est un isomorphisme d'espaces vectoriels de%?s N Sur;fn. Donc il existe 2
]

constantes a et B> 0 telles que :

VZ(-'.fs’n yooay(2) < y(Z+Z ) <By(Z). (a)

D'aprés (1) on a :

y(242T) - y(Z 2) < y(Y). y(Y ) - (b).
Supposons de plus y telle que y(M) = y(MT) (réalisé pour la norme associbe i la
norme euclldlenne sur R par exemple).

Alors y(Z Z) Sy (Z) Donc dds que

(3) v(Z) <a' < a on a :

YQ(Z) s a' y(Z) et puisque ay(Z) 5_y(Z+ZT)

(a-a")y(2) < y(Z+Z ) -y (Z) y(z+z ) - y(Z Z) <y (Y)

2
Par suite R' = I-Z sera tel que y(Z).gngEZB du moins dés que v(Z) < a'.
Si Y est tel que YQ(Y) <a'(a-a') et si on prend o =-% on voit que cela est
vrai si y(Y) s'%.

Conclusion :

Si y(Y) s-% et v(2) 5;% on aura : y(Z) ;-% YQ(Y).

Cela posé soit R'TBIR! - YBY! = D = _B+YB+BYT

T -1

B' = (') (B+yBeBy +vBYT) (R')

(1-z0) ™ (1+7)BCI+YY) (1-2)7L

B! = (1-2°)"L (D+vBYD) (I-2)°L.
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Das que y(Z) (c'est-a-dire y(Y)) est assez petite on voit que :

T

B' = (I4274...) (D+YBY') (I+Z+...) = D+2'D + DZ + YBY ...
d'ol o
B! = B+YB + BYT + ZTD + DZ + YBYT+...
P T T T
B' = D + Z (B+YB+BY") + (B+YB+BY VZ+. ..

Soit U' la matrice composée des éléments hors diagonaux de B' et ayant des zéros

sur sa diagonale. D étant diagonale on voit que :

y(U') & l v(Z).v(B) ky étant une constante.
Puisque B = Q AQ y(B) 2 v(A), k2 étant une autre constante.
En conclusion : '

y(U"). 2 kK, y(A).v(Z).
Or si 1'on considére u' le vecteur formé des &léments b':j (dans 1'ordre indiqué..‘-w 3

plus haut), il est clalr que 1'isomorphisme u + U' est tel qu'il ex1ste ‘des cons-

tantes o et B telles que, :

acf(u ) y(U'),g ch(u') et de méme des constantes ;3 et. B

telles Que :
a 9(y) < (D) ¢ Byly).
- | k, k
Done Y(U') <k K, v(A) = %) s 2 22 vy B Ay
2k.k _ 2 2k.k,  _, - 2 ’
s ==y Bl gh) s 22 B B L 2y

(1-w) (1-w)
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2
ce qui s'éerit y(U') < i m2 v(U).y(U). Donc si :
(1-u)
2
(w) Y(U) - mn 7P < 1 on aura certainement y'(U") < p.y(U).
(1-n)

D'aprés la définition de u et m on voit que si y(U) est suffisamment petit,
2

- 2 N . .
> est voisin de m” donc dés que y(U) est suffisamment petit, (4) est cer-
(1-u)
tainement satisfait.

IV - CONVERGENCE DE PROCEDE

Théoréme

Pour Q_ tel que B, = QEAQO ait des éléments non diagonaux suffisamment
petit, le procédé décrit au paragraphe I converge et la limite de Bn n'est

autre que la diagonale A des valeurs propres de A (supposées distinctes).

1. Toutes les matrices Bn sont de la forme'QiAQn donc y(Bn) < K.y(A)

les matrices Bn sont dans une bande de n,n’ Cette iand; étant compacte, il
existe une sous-suite Bn.(i + ) qul converge vers B, B® est diagonale. En effet
soit B, = U D, Uo étaiit formée des &léments hors diagonaux de B¢ il résulte
du paragraphe 3 que si U' = Y, (U = U, étant teln?ue Y(Uo) soit assez petit) est
tel que y(Ul) < pY(UO), et d fortiori Y(Un.)< o ly(Uo), il suffit de faire
tendre i vers l'infini pour voir que la par%ie hors diagonale de B* doit étre

nulle.

2, Toute sous-suite convergente, extraite de la suite Bn’ ne peut donc converger
que vers B*, I1 en résulte que B, converge vers B* car sinon pour un a ¥ 0, il
existerait une sous-suite infinie de'{Bn} telle que y(Bx-Bn) >a 3 de celle-ci
on extrairait une sous-suite convergente B 1 vers B* (forcément) ce qui est

1
absurde,
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V - RESOLUTION NUMERIQUE DES PROBLEMES® (n) ET §(n)

1 - PROBLEME ®(n)

Ce probléme se raméne 3 la résolution du systéme lindaive Iy = u ol £ est &
diagonale prépondérante (condition & du paragraphe II), tout au moins lorsque

- T -— . - L] 1 N * 3
Bo = QOAQO (avec QO = I) soit Bo = A satisfait 4 la condition .

Dans ce cas nous résoudrons le systéme Iy = u par une relaxation de Gauss-
Seidel, étant assurés de la convergence de 1'itération, d'aprds le théordme de
Geiringer : pour Tue la relaxation de Gauss-Seidel converge il suffit que toutes

., ie . . P N . L2
les quantités I ——— soient inférieures d 1 pouwr i = l...n. (£&,. élément en
: Tel F i

position 1, dg#z).ll [Lo].

Cette mesure offre de plus l'avantage de ne pas avoir 3 construire explici-
tement la matrice I et de n'utiliser que 3 tableaux (n,n) : le tableau B, le

tableau Y et un tableau pour les résidus R.

Soit Y le tableau :

o
P

0
Yp1 O
Y31 V3o O
Vo1 Yup Yug ©
k T Ve i Ty ot
yk+l,k
g T Ve ez Ve [Yak Yg,0-1 0
. \\?//, yg+l,£
Yn1 Tno Ypg rerreeece Yn,k Yn, -1 yﬁz Yn,n-1
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Avec l'ordination choisie au paragraphe II la relaxation se fera sup les Vs

1,]
!
dans l'ordre (le, y3l, ..,y%l,ysg,...,y ’yn,n-l)' Considérons alors la
relaxation sur 1'81ément Yo k (2 > k).
b
Sip = —-(k l) (2n—k) + 8-k, cette relaxation correspond d celle sur la
pleme inconnue de 1a p me équation du systime Iy =

2N\

Quels sont alors les termes Vs i, figurant dans cette pleme équation et leurs
coefflclents ?

Ce sont tous les yi,j pour lesquels le terme en position (2,k) de la matrice
c. 5 correspondante n'est pas nul, c'est-d-dire :

9

= 2t1,...n le coefficient &tant alors -b

a) Vig 1 ki

b) Yo+ 3 =1,0..k"1, ktl,... -1 avec le coefficient : b, .
%53 - k,]

c) .yi,k 1= ktl,...8-1,0+1,...n avec le coefficient : _bz,i

d) | Vs 3F 1,000 ,k-1 avec le coefficient :-sz.

La relaxation sup y%,k fait donc intervenir les éléments des lignes et des

colonnes de la matrice Y matérialisées ci-dessus. De cette fagon nous pouvons
résoudre le systéme Iy = u par la relaxation sans avoir & construipe explici-
tement le tableau I d'ou un gain de place appréciable, les résidus &tant alors

conserver dans un tableau R de méme type que le tableau Y.

Le lecteur trouve 3 la fin du chapitre une procédure ALGOL correspondant 3

la résolution du systéme Iy =

2 - PROBLEME (n)

Ayant déterminé Y de la fagon ci-dessus, il nous faut alops décomposer

» . t pt ) 1
la matrice : QfX (I+Y ) sous la forme Q'.R Q'e én,n et R'¢ ?:;,n
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Cette décomposition est toujours possible pour une matrice Me,WZ non singu-
liére [ﬁl} On démontre en effet que :
Théoréme :

Pour toute matricebd@?gn , Don singuliére, il existe une décomposition
H

M =M'.T ol T est triangulaire supérieure et unitaire, M' orthogonale

en colonnes.

et de 13 on déduit [lQJ le théoréme :

Pour toute matrice M‘E'W% L hon singuliére il existe une décomposition de
2

la forme M = Q.R avec R triangulaire supérieure et Q unitaire,

La matrice Q s'obtient 3 partir de la matrice M' de 1a décomposition de M

en M = M'T (M' orthogonale en colonnes) en divisant chaque colonne de M! par sa

.

norme ||M!

Ainsi : "

! M'.,
i

i

Nous utilisons ce résultat pour décomposer la matrice Q+X sous la forme Q'.R'
d l'aide du procédé d'orthogonalisation de Schmidt nous décomposons Q+X en U'.T, U’
orthogonale en colonnes et T triangulaire supérieure puis nous déterminons Q' par :

..
“i

! - -
es = i=1...n.
Q 3 U"i 1 n

Une procédure ALGOL assurant cette décomposition est donnéde & la fin de ce

chapitre.
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3 - ALGORITHME COMPLET

L'algorithme complet recherchant la forme diagonale d'une matrice symétrique

d éléments réels sera le suivant @
Soit B, = A(=ITAI soit QO=I) le point de départ de l'itération,

a) Nous recherchons alors Y telle que B+YB+BYT = 0 (Gauss~Seidel).

b) Nous formons Qé = QO(I+YT)

c) Nous décomposons Qé sous la forme : Qé = Ql.Rl (orthogonalisation de Schmidt).
d) Nous calculons B = QEAQl'

d) Si la norme des éléments non diagonaux de B est inférieure 3 la précision désirée
alors nous arrétons le processus sinon nous faisons Qo = Ql et nous retournons
en b).

VI - PROCEDURES ALGOL

Nous donnons ici le programme complet correspondant i 1'algorithme décrit

au paragraphe V-3, la procédure principale étant

NEWTONMAT (A,Q,B,EPS,ETA,N) ; ol :

A : matrice 3 diagonaliser (symétrique)
Q ! matrice unitaire telle que QTAQ = [)égbn
: matrice QTAQ
EPS  : précision voulue sur la norme des éléments non diagonaux de B.
ETA  : précision désirée pour la résolution par relaxation du systéme Iy = u.
N t ordre de la matrice A ; |
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VII - RESULTATS ET CONCLUSION

numériques que nous avons traité sur 1'I.B.M.

Pour tester cette méthode nous avons construit un certain nombre d'exemples

tiques Appliquées de Grenoble.

Exemgle 1

Soit la matrice symétrique d'ordre 6 :

En notant A

(8)_

3.04
0
0.28

[+3.000000"+00
-6.383708'-08
-5.960691'-08
+3.441921'-06
+3. 467045 ' -06

| +8.237917'-06

+3.441921'-06
+3.319274'-06
+2.441247'-06
-5.649999'+00
+2.1234141-07
-5.424020"-06

(k) le ime

0 0
0 0
0 0
-5.55 0.4
0.4 -y
0 0.4

-6.383714'-08
+4,000000"'+00
-1.372653'-07
+3.319274'-06
+3.342431'-06
+4.167514'-06

+3.467045"'-06
+3.3424311-06
+3.853493'-06
+1.307576'-06
-4.000000'+00
-3.576278'-07

360-65 du Laboratoire de Mathéma-

0
0
0
0
0.4
-2.45

itéré, soit QEAQk, nous obtenons

+5.960226'-08
-1.372652'-07
+5.:000000' +00
+2. 441247 1-06
+3.853493'-06
+2,055020'-06

+8.237917'-06
+14t, 167514 " -06
+2.,055022"'-06
-5.125998'-06
-4, 768371'-07

-2.349998'+00
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(8)

La matrice Q8 telle que QgAQé = A étant alors :

‘}9m899497'—01 +14, 3774341 -08 +1.414213'-01
-6.382900'-08 +1.000000*+00 +1.372617'-07
Q0 = -1.414213'-01 -1.4439091'-07 +9.899497'-01
8 -5.525852'-07 -4,547178"'-07 ~3.345497"'-07
-7.420960'-07 -, 682003'-07 =4, 184277107
-1.385123'-06 -5.455506"'-07 -1.742700"-07
+14,263276"'-07 +5.5086661-07 +1.563863"'-06]
+3.439663'-07 +4, 1780141 ~07 +6.563018'-07
+1.706483'-07 +3.538180'-07 +5.902431'~-08
+9.696971'-01 +2,424239'-01 +3.030459'-02
-2.424243'-01 +9,393942'-01 +2.424240'-01
+3,030144'-02 -2,42u2401 01 +9.696971'-01
D'ou pour les valeurs propres :
Valeurs propres exactes Valeurs propres calculées
B.pOOOOO+OO 3.000000+00
4,.000000+00 4.000000+00
5.000000+00 5.000000+00
-5.650000+00 ~5,649999+00
-4, 000000400 -4. 000000400
-2,350000+00 ~-2,349998+00
Exemple 2
Soit la matrice symétrique d'ordre 8 :
2,0 0 0 0 0 0 0 0
0 4.0 0 0 - 0 0 0 0
0 0 15.0 2.0 0 0 0 0
A = 0 0 2.0 1.0 0 0 0 0
0 0 0 0 -6.0 0 1.0 0
0 0 0 0 0 -10.0 0 0
0 0 0 0 1.0 0 24.0 0
0 0 0 0 0 0 0 18.0
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Aprés 10 itérations nous obtenons :

A(10) _

avec

T+2.000000'+00

-6.192384'-08
-1.536351'-06
~3.-353322'-06
+3.926572'-06
+6.923176'-06
-4.529601'-05

|-5.255214'-05

+3.926574'-06

+3.531806'-06
+14,771994 '-06
+3,3186741-06
-6.033297'+00

+3.207725'-07 -

~6.139270'-06
-7.478894"'-06

QlO

(+1. 000000 +00
-3.115052'-08
+5.438606'-08
-4, 216540"-07
-5.569268'-07
-5,769296'-07
-2.038399'-06

~3.284506'-06

+4, 887834 1-07

+3.520039"-07
+1.232929'-07
+2,7273721=07
+9. 99446L ! -01
~7.834340"-08
-3.327815'-02
-3,111904'-07

telle que QfOAQlO =

-6.192384'-08

. +4.000000'+00

~1.974723'-06
-1.704511'-06
+3.531806 '-06
+3.240473'-06
-5.478386'-05
~6.794148'-05

+6. 923176 '-06

. +3.240473'-06

+4.,393901'-06

. +4,180629'-06

+3.107725'-07
-1.000000'+01

-6.389892"-06 -
~7.514428 " ~06

. A(lo)

+3.112852'-08
+1.000000"'+00
-4.856106'-08

. =3.190682'-07

-4, 4281411 -07
-2, 314605 ' -07
~2.721416"-06
-4, 852956 ' -06

. +5.769285'-07

+2.314590'-07
+7.785631"-08
+2.565782'+07

+7.205136'-08

+1.000000"'+00

-1.902583'-07 .

-2.683741"'-07

-1.536352'-086
-1, 97472406
+1.582844 "+0L
+3.814731'-06

- +4.771994'-06
+4,393901'-06

-3.849551"'-06

-6.440007 ' -086

-4.529601'-05
~5.478382'-05
-3.849548'-06
~4.629096'-06

-5.483618'-06

-6.389890'-06
+2.403327'+01
+7.516572'-06

- +1.111027'-07
+1.669506'-07
+9.238801'-01
+3.826829'-01

-2.337731'-07
~1.701188'-07
-4,616551'-07

~2.965600'-06

+2,055802'-06
+2.734641" 06
+3. 056661 ' -07
+14. 880714 -07
+3.327815 ' -02
+1.877529'-07
+9. 9944641 -01
-1.245923'-06

+1.000000' +00 |

~3.353322'-06
-1.704511'~06
+U4, 768405 '-06
+1.017158'+01
+3.318671'-06
+4,180632'-06
-4,629101'-06

-4,836416"'-06

~5,2552141-05 ]
-6. 794148 " ~05
-6, 440036 '-06
-1, 836408 -06
-7.47889L'-06
-7.514428'-06
+7.516572'-06
+1..800000'+01 |

+4.103675"'-07

+2,761932'-07

-3.826829"'-01

©+9.238801'-01

~2.157946'-07
-2,072535"-07
-3.269483'-07
-6.177990"-07

+3.284511'~06 |
+4. 852963 ' ~06
+2.503441 " -06
+1.705655'~06
+3.5247541 =07
+2., 683708 =07
+1.234856'-06
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Valeurs propres exactes

Valeurs propres calculées

2.000000+00
4.000000+00
1.582843+01
1.017157+01
-6.033300+00
2.403329+01
-1.000000+01
1.800000+01

2.000000+00
1 . 000000+00
1.582844+01
1.017158+01
~6.033297+00
2.402237+01
~1.000000+01
1..800000+01

Les chiffres inexacts sont soulignés.

Exemgle 3

Soit A symétrique d'ordre 8 :

-12.0 0.0 0.0

x -4.0 1.0

X x 4.0

X X X

e X X

A= X X X
X X X

X X X

-1.0
0.0
0.0

12.0
X
X
X

X

0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0
-1.1568 0.5376 0.096
X -2.8432 0.028
X pd 1.0

X

X

0.0
0.0
0.0
0.0
-0.028
0.096
0.0
3.0
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Nous obtenons :

[-1.204161'-01
~2.094266"'-06
-2.724042"-06
-3.635866'-06
-2.8833341-06
-2,993811"~06
Z1.547042"-05

-7.490082'-05

4 (18)_

avec Q13 telle que QiBAQl3 =

~2.883332'-06
-2.318069'-06
+14,986994'-06
+4.824870'-06
-1.004986'+00
+1.964826'-07
-4.023298'-07
-6. 744304 '-06

+9.991368'-01
-2.830979'-07

+4,155852'-02
-1.912622'-07
-1.171298'-06

-4.972819'-06

+2.456600"'-07
+8.566722'-07
+8.743600"'-07
+3,803559'-07
+9.588084'-01
+2,796522'-01
-4,981392'-02
~-1.681288'-06

-1.349645'-07

-2.094264'-06
-4.123105'+00
-1.609312"-06
-2.413894'-06
~-2,318070'-06
-2,611254'-07
-4.970798'-06
-4, 496274"-06

-2.993808'-06
-2.611257'-07
+4,242175'-06
+3.133642'-06
+4.589126'-07
-3,001666'+00
~-5.204928'-07
-6.165354"'-06

NEEY

+2.704591"-07
+9.925077'-01
-1.221835'-01
-1.382110'-07
-6.910206'-07
-9.310896'-07
-6.271066"'-07

+3.222366'-07

+3.038557'-07
+5.624969'-07
+2.218916'-07
-2.799611'-01
+3.598671'-01
~-1.387736'-07
-1.666076'-02

VII. - 23

-2,724042"'-06
-1.609312'-06
+4.123105 '+00
-3.823786'-06
+4. 986994 '-06
+4.242172'-06
+4,.751577"'-06
+5,606542'-06

-1.547042"-05
-4,870800'-06
+14,751577'-06
+5.790546'-06
~4,395828'-07
-5.026832'-07
+1.004986'+00
-5.176771'-07

+1.884385'-07
+1.221835'-01
+9.925077'-01
-4, 7547141 -07
-8.152882'-07

~1.473526"'-06

-14.988842'-06

+1.162956'-06
+1.148255'-06
+1.394008'-06
+.5734934'-07
+4,782133'-02
+1.394801'-02
+9.987588'-01
-2.615509'-07

-3.635866'-06
~-2,413894'-06
-3.823786"'-06
+1.204161'+01
+4,824870'-06
+3.133640'-06
+5.790544"'-06
+8.425810'-06

~7.1430082'-05 |
-L, 496274 -06
+5.606525'-06
+8,1425810"-06
~6.754411"'-06
-6.161628'-06
-5.185678'-07
+3.001665'+00 |

-4.155852'-02
+2,072120'-07
+4,.610224"'-07
+9.991368'-01
-3.255955'-07
-5.055949'-07
-9.284686"'-07

+4, 935991 ' -06 |
+1.237196'-06
+14, 884895 ' -06
+1.138182'-06
L. 663381'-03
+1.5994791-02
+1.751043"'-07
+9.998612' 01 ]
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et 1'on a pour les valeurs propres :

Valeurs propres exactes | Valeurs propres calculées

-1.204160+01 -1.204161+01

-4, 123106+00 ~4.123105+00
+4,123106+00 4.123105+00
+1,204160+01 1.204161+01
1.004390+00 -1.004986+00
-1.004990+00 +1.0043886+00
3.001660+00 3.001665+00
-3.001660+00 ' -3.001665+00

les chiffres inexacts étant soulignés.

CONCLUSION

Sur les exemples traités nous pouvons constater que les valeurs propres
des matrices considérées sont déterminées avec une bonne précision. Nous
constatons aussi que cette méthode nous fournit les vecteurs propres de la
matrice traitée ! ce sont les colonnes de la matrice Qk telle que
QkAQk - A(k)

En dépit de la condition G

: b, I
o

g vi#j Ibii-bj.l > 1 |b "

|+ £ [b.]
J Q'#i. 2]

B #4

qui restreint le champ des applications de cette méthode a des matrices ayant toutesf
leuwrs valeurs propres distinctes, nous pensons qu'elle peut &tre un moyen prathue ~;
de déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres d'une matrice symetrlquew;

SR

Ces limitations sont d'ailleurs les mémes que, pour la recherche de la solutlénf

de £f(x) = O par la méthode de Newton, qui se trouve en défaut dans le cas d'ﬁneﬁyu
. L O
racine double, ou de racines assez voisines. t
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